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Korper- und Galoistheorie
Vorlesung 1

L6sungen von polynomialen Gleichungen

Es sei eine polynomiale Gleichung
™ + ap 12" Nt asr? Fax +ag = 0

gegeben, wobei die Koeffizienten ag, ay, .. ., a, reelle (oder komplexe) Zahlen
seien und nach Elementen x € C gesucht wird, die diese Gleichung erfiillen.
Wie kann man solche Losungen finden? Die Losbarkeit hangt dabei natiirlich
wesentlich vom Grad der Gleichung ab, das ist der maximale Index n mit
a, # 0. Bei n = 1 liegt eine lineare Gleichung a1z + ap = 0 vor mit der
eindeutigen Losung = —£¢. Dies kann man bilden, da nach Voraussetzung
a; # 0 ist und da die Koeffizienten aus C sind, also aus einem Koérper, wo
man uneingeschréinkt durch von 0 verschiedene Zahlen dividieren kann. Bei
n = 2 liegt eine quadratische Gleichung vor, also

asx® + a1x +ag = 0

mit a; # 0. Hier fithrt man zunéchst eine Normierung durch, was man
bei jedem Grad machen kann. Das bedeutet, dass man durch den Leitkoef-
fizienten a,, dividiert, um diesen zu 1 zu normieren. Dabei dndern sich die
Losungen der Gleichung offenbar nicht. Im quadratischen Fall gelangt man
so zur dquivalenten Gleichung

224+ bz +by = 0.

Diese Gleichung fithrt man durch quadratisches Erginzen auf eine reine Glei-
chung zuriick. Man macht den Ansatz y = = + %1 und schreibt dann die

Gleichung als
b\° b\°
<x+§1> +bo—(§1) — 24 br+by =0

y2 +co =0
mit cg = by — (%)2 Dieser Koeffizient ¢y gehort wieder zum Korper. Wenn
y; eine Losung dieser Gleichung ist, so ist 1 = y; — %1 eine Losung der
quadratischen Ausgangsgleichung. Die neu gewonnene dquivalente Gleichung

ist eine sogenannte reine Gleichung, d.h. eine Gleichung der Form
y" = d.

Um eine solche reine Gleichung losen zu kénnen muss man ,,die* n-te Wurzel
aus d ziehen konnen. Die Schwierigkeit dieser Aufgabe und die Anzahl der

bzw. als



2

Losungen héngt von der Arithmetik des Korpers ab und ist nicht trivial.
Dennoch ist es eine wesentliche Reduktion, wenn man, wie im quadratischen
Fall, die Losung einer polynomialen Gleichung auf die Losung einer (oder
mehrerer) reinen Gleichungen zuriickfithren kann.

Kubische Gleichungen

Wir betrachten nun eine normierte kubische Gleichung
22+ agx® + a1x + ag = 0,

wobei die Koeffizienten aus C seien. Mit einem Ergédnzungstrick kénnen wir
den quadratischen Koeffizienten as eliminieren. Wir machen den Ansatz y =
r + %2 und schreiben die Gleichung als

az\ 3 a2\ 2 a az\2\ a as\?3
(- 5) + (=23 ) ()~ -3(5)) §(5) om0
bzw. als y* + py + ¢ = 0 mit den neuen Koeffizienten
a2\ 2 a2\2\ a as\?3
p=on=a(3) mae= (o =3(5)) 5 (5) o

Losungen dieser vereinfachten Gleichung fithren direkt zu Losungen der Aus-
gangsgleichung.

Gerolamo Cardano (1501-1576)

Die vereinfachte Gleichung kann man iiber die folgende Formel von Cardano
l6sen. Wir brauchen dafiir ein Lemma iiber dritte Einheitswurzeln von C, das
sind komplexe Zahlen n mit n* = 1, also die Lésungen der reinen kubischen
Gleichung 2° = 1.



LEMMA 1.1. Es gelten folgende Aussagen.

(1) Die dritten Einheitswurzeln in C sind 1, ¢ = —5 + ¥3i und n =

_1 VB i
2~ 3 b
(2) Esist € = nundn?® = e.
(3) Esist1+e+¢e* = 0.
(4) Esist e+ e = —1.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.2. 0

SATZ 1.2. Es sei
P rpr+q=0
mit p,q € C eine kubische Gleichung. Wir setzen D = —4p® —27¢%. Es seien

u:%(_q%@) undv:%(_q_;@),

wobei diese dritten Wurzeln so gewdhlt seien, dass uv = —%

(mit der dritten Einheitswurzel e = —% + 1\/31) die Elemente

1st. Dann sind

u 4 v, eu + €2v und u + ev

die Losungen dieser kubischen Gleichung.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die dritten Wurzeln v und v so gewihlt
werden konnen, dass ihr Produkt gleich —%p ist. Fiir eine irgendwie gewéhlte

Quadratwurzel v/—3D und irgendwie gewéhlte dritte Wurzeln v und v ist

w = \/% (q2—8—11(—30)>
- i (e g o)
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wobei 1 eine dritte Einheitswurzel ist. Ersetzt man nun v durch n?v, so ist
das Produkt gleich —Z.
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Wir berechen nun

(x —u—v)(z—eu— ) (v — Eu— ev)

und miissen zeigen, dass dies gleich 22 4 px + ¢ ist. Die angegebenen Elemente
sind offenbar die Nullstellen dieses faktorisierten Polynoms. Es ist

(x —u—0)(x —eu—ev)(z — Eu — ev)



= 2% — (u+v+eu+ v+ Eu+t ev)r?
+((u +v)(eu + €v) + (u + v)(u + ev) + (eu + €v)(*u + ev))z
—(u+v)(eu + v)(u + ev).
Der quadratische Koeffizient ist (unter Verwendung von Lemma 1.1)
u(1+6+€2) +v(1+6+62) = 0.
Der lineare Koeffizient ist
(u+v) (eu+ €v) + (u+v) (€u+ ev) + (eu+ ) (*u + ev)
= u? (€+€2+1) +v? (€2+€+1) —|—UU(€—|—€2+€2+6+62—|—64)
—5(=3)
_ 3
= p.
Der konstante Koeffizient ist
—(u+v) (eu+ €v) (€u+ ev)
= —u3—u2v(1+e+e2) — uv? (1+€—|—€2) —®
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BEeispiEL 1.3. Wir betrachten die kubische Gleichung
P +2r—1=0

und wenden darauf Satz 1.2 an. Es ist demnach p =2, ¢ = —1 und D = —59
und somit u = </% (1 + %\/ 177) und v = </% (1 — %\/ 177). Dabei wéhlen
wir jeweils die reellen dritten Wurzeln, was automatisch die reelle Bedingung
uv = —% sicherstellt. Somit ist u 4+ v eine reelle Losung der Gleichung.
Man sieht, dass diese Losung aus Losungen von rein-quadratischen und rein-
kubischen Gleichungen mittels arithmetischer Ausdriicke zusammengesetzt
ist, dariiber hinaus aber keine einfache Gestalt besitzt. Den numerischen Wert
dieser Losung kann man beliebig genau durch beliebig genaue Berechnungen
der Losungen der reinen Gleichungen ausrechnen, doch konnte man genauso
gut direkt (mit dem Halbierungsverfahren oder Ahnlichem) die Nullstelle
numerisch berechnen.

Fiir den Fall eines Polynoms vom Grad 4 gibt es ebenfalls eine Losungsformel
in dem Sinne, dass man die Nullstellen als einen verschachtelten Ausdruck
von reinen Wurzeln ausdriicken kann. Eine Hauptmotivation zur Entwicklung
der Korper- und Galoistheorie war die Fragestellung, ob es fiir Polynome vom
Grad > 5 ebenfalls Formeln gibt, mit denen man die Nullstellen als arithme-
tische Ausdriicke in Losungen zu reinen Gleichungen ausdriicken kann. Eines
der Hauptergebnisse, das wir nach einigen Vorbereitungen beweisen werden,
ist, dass es eine solche Formel nicht geben kann.



Der Fundamentalsatz der Algebra

Sei ein Polynom F € K[X], wobei K einen Korper bezeichnet, bzw. die
zugehorige Nullstellengleichung

F(z) =0

gegeben. In K selbst muss F' keine Nullstellen besitzen. Ist es iiberhaupt
klar, dass F' in irgend einem Korper Nullstellen besitzt? Oben gehorten alle
Koeffizienten von F' zum Korper C der komplexen Zahlen. Dies garantiert,
dass es Losungen zu der polynomialen Gleichung gibt. Diese Eigenschaft
der komplexen Zahlen beruht auf dem Fundamentalsatz der Algebra, der in
Analysis II bewiesen wurde und an den wir hier erinnern wollen.

SATZ 1.4. Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X] dber den komplexen Zah-
len besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Siehe den Beweis zu Satz 36.14 (Analysis (Osnabriick 2014-2016)).
U

Bis jetzt kennen wir noch keinen anderen Korper mit dieser Eigenschaft,
dennoch halten wir hier schonmal folgende Definition fest.

DEFINITION 1.5. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom F' € K[X] eine Nullstelle in K besitzt.

Mit diesem Begriff kann man den Fundamentalsatz der Algebra so aus-
driicken, dass C algebraisch abgeschlossen ist.

Wenn man zu einem Polynom F’ eine Nullstelle o gefunden hat, so kann man
nach Lemma 19.8 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) F' = (X — ) F
schreiben. Zu jedem normierten Polynom F € C[X] vom Grad n gibt es

daher eine Produktdarstellung
F=(X-a)X—-a) (X —a)

mit eindeutig komplexen Zahlen «y, ..., a,. Diese zu finden ist aber schwie-
rig, selbst wenn die Koeffizienten von F' harmlos sind (z.B. bei F' € Q[X]),
wie schon die Cardanosche Formel fiir den Grad 3 deutlich macht. Diese
»Schwierigkeit, bei hoherem Grad Nullstellen explizit zu finden, ist ein wich-
tiges Thema dieser Vorlesung.

Der algebraische Zugang

Es ist gut zu wissen, dass es zu einem Polynom F' € C[X] Nullstellen in C
gibt und dass es daher eine Zerlegung des Polynoms in Linearfaktoren gibt.
Allerdings muss man, neben der prinzipiellen Schwierigkeit, diese Nullstellen
zu finden, bedenken, dass die komplexen Zahlen C auf den reellen Zahlen
R beruhen, die selbst wiederum mit topologischen Mitteln (durch die Ver-
vollstdndigung) aus den rationalen Zahlen Q konstruiert wurden. Hinter den
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komplexen Zahlen steckt also ein enormer technischer Apparat, wihrend ein
einzelnes Polynom eine vollig andere ,, Datenstruktur® aufweist. Ein Polynom
F =a+aX+- - +a,X" € CX] ist durch seine endlich vielen Koef-
fizienten ag,aq,...,a, € C festgelegt, und seine Nullstellen sind n Zahlen
ai,...,q, (die nicht verschieden sein miissen). Um Beziehungen zwischen
den Koeffizienten und den Nullstellen ausdriicken zu kénnen, braucht man
gar nicht die gesamten komplexen Zahlen. Es geniigt, sich auf diejenigen
arithmetischen Ausdriicke zu beschrinken, die man ausgehend von den Ko-
effizienten und den Nullstellen konstruieren kann. Wenn z.B., wie das haufig
der Fall sein wird, die Koeffizienten rationale Zahlen sind, so spielt sich alles
innerhalb der polynomialen Ausdriicke iiber Q in den Nullstellen «; ab, also
Ausdriicken der Form
Z bait - -alm.

v=V1,...sVn)
Dabei sind die b, rationale Zahlen, und sédmtliche Exponententupel v =
(v1,...,v,) € N sind erlaubt, wobei die Summe aber endlich ist.

BEISPIEL 1.6. Wir betrachten das Polynom X? + 1, dessen Koeffizienten zu
Q gehoren und das in Q (und auch in R) keine Nullstelle besitzt. In den
komplexen Zahlen besitzt es die beiden Nullstellen i und —i, so dass in C[.X]
die Faktorzerlegung
X241 = (X —i)(X +1i)

vorliegt. Um dies hinschreiben zu koénnen, braucht man aber nicht die ge-
samten komplexen Zahlen, sondern lediglich das Element i. Wir betrachten
die Menge

Q[i] = Q1 + Qi = {a + bi|a,b € Q} ,
also einen zweidimensionalen QQ-Vektorraum mit den Basiselementen 1 und
i, wobei zusitzlich noch eine Multiplikation durch die Bedingung i* = —1
festgelegt wird. Dies ist die gleiche Konstruktion, mit der man aus R die
komplexen Zahlen gewinnt, nur dass man hier von den rationalen Zahlen
ausgeht. Es ldsst sich leicht zeigen, dass das konstruierte Objekt Q[i] ein
Korper ist. Fiir ein von 0 verschiedenes Element a + bi ist

a b .
2+ a4 b
das inverse Element, und dies gehort offenbar wieder zu QJi]. Die Zerlegung
X2 +1 = (X —1i)(X +1) gilt ebenfalls in Q[i][X], und durch die Zuordnung
a+bi — a—bi gibt es auch eine Konjugation, die vollig analoge Figenschaften
hat wie die komplexe Konjugation in C.

BEISPIEL 1.7. Wir betrachten das Polynom X? — 3, dessen Koeffizienten zu
Q gehoren. In den reellen Zahlen R besitzt dieses Polynom die Nullstelle' v/3,
die irrational ist. Uber R hat man die Zerlegung X?—3 = (X —/3)(X+/3).

IDje Existenz der Nullstelle beruht auf dem Zwischenwertsatz, wobei sich die Existenz
von /3 auch direkt aus der Vollstandigkeit von R ergibt.
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Um dies auszudriicken, braucht man aber nicht die gesamten reellen Zahlen,
sondern lediglich \/3, das man einfach als ein Symbol auffassen kann mit der
Eigenschaft, dass sein Quadrat gleich 3 sein soll. Eine ,, Verortung“ innerhalb
der reellen Zahlen ist dazu nicht nétig. Préaziser formuliert betrachtet man

L =Q1+Qu = {a+bula,be Q},
also einen zweidimensionalen QQ-Vektorraum mit den Basiselementen 1 und
u, wobei eine Multiplikation durch die Bedingung u* = 3 (und distributive
Fortsetzung) festgelegt wird. Das Element w ist hier lediglich ein Symbol, fiir
das man hiufig wegen der intendierten Eigenschaft auch v/3 schreibt (man
schreibt auch L = Q[v/3]). In L gilt die Zerlegung X2 —3 = (X —u)(X +u),
und wegen

2 ap2
a b )_a 3b:1

(a+bu) <a2 3 @2-32 ) T a— 3
handelt es sich um einen Korper. Dazu muss man sich klar machen, dass
bei a + bu # 0 mit rationalen Zahlen a,b € Q, die nicht beide 0 sind, auch
a® — 3% # 0 ist, was dquivalent zur Irrationalitit von v/3 ist. Es sind also
wesentliche Eigenschaften des Polynoms X? — 3, die iiber R sichtbar werden,
bereits iiber L sichtbar. Es gibt aber auch Unterschiede, beispielsweise sind
bei dieser algebraischen Konstruktion von L die beiden Elemente u und —u
vollkommen gleichberechtigt, wihrend innerhalb der reellen Zahlen die eine
Quadratwurzel positiv und die andere negativ ist. Diese Gleichberechtigung
zeigt sich auch darin, dass durch

L — L, a+ buv+— a— bu,

eine ,, Konjugation“ definiert wird, die es innerhalb der reellen Zahlen nicht
gibt.






Abbildungsverzeichnis

Quelle = Girolamo Cardano.jpg , Autor = unbekannt (hochgeladen von
Benutzer Yazhang auf Commons), Lizenz = CC-by-sa 3.0

Erlauterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



