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Grundkurs Mathematik 1

Vorlesung 7

.. dass jeder und jede meint, dass Vorli ihn oder sie ganz besonders mag.

In der vorletzten Vorlesung haben wir uns zuerst mit dem Zahlen in dem
Sinne beschéftigt, dass auf eine natiirliche Zahl eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl, ndmlich ihr Nachfolger, folgt. In dieser und den folgenden
Vorlesungen werden wir sehen, dass diese Eigenschaft die natiirlichen Zahlen
auszeichnet und dass man alle anderen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen,
wie beispielsweise die Rechengesetze, letztlich darauf zurtickfithren kann. Auf
dieser Eigenschaft der natiirlichen Zahlen beruht auch das Beweisprinzip der
vollsténdigen Induktion.

Die Dedekind-Peano-Axiome

In den natiirlichen Zahlen N kann man addieren, multiplizieren, potenzie-
ren, teilweise abziehen, es gibt die Groflergleich-Relation, die Teilbarkeit,
usw. Man kann sich nun fragen, welche Abhéngigkeiten (logische Hierarchi-
en) zwischen diesen mathematischen Strukturen bestehen und ob man man-
che davon auf andere, grundlegendere Strukturen zuriickfithren kann. Dies
fithrt zum axiomatischen Aufbau der natiirlichen Zahlen. Dies ist lediglich

eine weitere Prézisierung des Zahlvorgangs in der Sprache der Mengen und
Abbildungen.



Richard Dedekind (1831 -1916) Giuseppe Peano (1858 -1932)

DEFINITION 7.1. Eine Menge N mit einem ausgezeichneten Element 0 € N
(die Null) und einer (Nachfolger)-Abbildung

"N — N, nr—n,

heifit natiirliche Zahlen (oder Dedekind-Peano-Modell fiir die natiirlichen
Zahlen), wenn die folgenden Dedekind-Peano-Aziome erfiillt sind.

(1) Das Element 0 ist kein Nachfolger (die Null liegt also nicht im Bild
der Nachfolgerabbildung).

(2) Jedes n € N ist Nachfolger hochstens eines Elementes (d.h. die
Nachfolgerabbildung ist injektiv).

(3) Fiir jede Teilmenge T' C N gilt: Wenn die beiden Eigenschaften

e 0 eT,
e mit jedem Element n € T ist auch n’ € T,
gelten, so ist T' = N.

Man mache sich klar, dass diese Bedingungen den Bedingungen der vorletz-
ten Vorlesung entsprechen. Dabei ist N die jeweilige Menge, / bezeichnet
die Nachfolgerabbildung und 0 das Startsymbol (dort hatten wir zumeist 1
als Startsymbol gewéhlt). Jedes Dedekind-Peano-Modell sieht dhnlich aus
wie eine der dort aufgelisteten Moglichkeiten. Das heifit, dass die natiirli-
chen Zahlen durch das natiirliche Zahlen bestimmt sind. Zahlen heifit, von
einem Startwert ausgehend, nach und nach einen Schritt (einen Strich ma-
chen, einen Stab dazulegen, einen Punkt dazumalen, oder ein komplexeres
Bildungsgesetz) weiterzuzihlen. Das ,, Weiter“-Zihlen ist also fundamentaler
als eine bestimmte Benennung von Zahlen. Eine natiirliche Zahl représen-
tiert, wie oft bis zu ihr gezédhlt werden musste.
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Die erste Eigenschaft legt den Start fest. Die zweite Eigenschaft besagt, dass
wenn zwei Zahlen verschieden sind, dann auch die beiden jeweiligen Nach-
folger verschieden sind. Die dritte Eigenschaft, die man auch das Induktions-
prinzip fir Mengen nennt, besagt, dass wenn man bei 0 anfdngt und keinen
einzelnen Zahlvorgang auslisst, dass man dann vollstdndig alle natiirlichen
Zahlen abzihlt.

Es sei erwihnt, dass solche Uberlegungen, die natiirlichen Zahlen grundle-
gend zu begriinden, manchmal eher verwirrend als hilfreich sein kénnen. Statt
des intuitiven Zéahlens arbeiten wir mit den abstrakten Konzepten Mengen,
Abbildungen, Injektivitéit. Bei den natiirlichen Zahlen ist es erfahrungsgeméaf
nicht gefihrlich, der Zahl-Intuition'? zu vertrauen und mit einer naiven Vor-
stellung davon zu arbeiten (dies gilt fiir die reellen Zahlen nicht in dieser
Deutlichkeit?).

Wir benennen explizit die intellektuelle Leistungen, die durch die axiomati-
sche Fixierung der natiirlichen Zahlen erbracht wird.

(1) Es werden kurz und prézise die entscheidenden strukturellen Eigen-
schaften der natiirlichen Zahlen fixiert.

(2) Diese Eigenschaften werden begrifflich explizit gemacht.

(3) Die natiirlichen Zahlen liegen als ein Konzept vor, das unabhéngig
von bestimmten Symbolen und Benennungen ist.

(4) Es kann bewiesen werden, dass durch diese Eigenschaften die natiirli-
chen Zahlen eindeutig festgelegt sind.

(5) Der Zugang ermdoglicht, andere Operationen darauf zuriickzufiihren,
also komplexere Strukturen auf einfachere zuriickzufiihren.

(6) Der Zugang (insbesondere die Verankerung im Zahlen und die darauf
aufbauende Entwicklung der weiteren Rechenoperationen) weist eine
groBe Ubereinstimmung mit dem natiirlichen Lernprozess auf!

(7) Die begriffliche Fixierung ermdglicht es, iiber den Zugang zu reflek-
tieren und sich dariiber auszutauschen.

In einem Dedekind-Peano-Modell gibt es die untereinander verschiedenen
Elemente

0,0,0",0", ...

1Gegenaurgulrnemt: Dies stimmt nicht, wenn man willkiirlich ein anderes Startelement
als die vertraute 0 festlegt.

271 Beginn dieses Kurses sollte man generell der eigenen Intuition misstrauen. Sehr
hiufig verbirgt sich hinter der sogenannten Intuition nur eine unreflektierte und unbe-
griindete Gewohnheit. Stattdessen sollte man genau beachten, in welchen Sétzen und wie
Gesetzmafigkeiten erarbeitet und begriindet werden, und wie sich das mit intuitiven Er-
wartungen deckt. Dieser Ansatz ist auch sinnvoll, um sich spéter in Schiiler, die eine
gewisse Intuition noch nicht entwickelt haben, besser einfiihlen zu kénnen.

3Frage: Was ist Ihr intuitiver Unterschied zwischen rationalen und reellen Zahlen?
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Hier stehen also alle Elemente, die von 0 aus in endlich vielen Schritten (man
denke an die Abzéhlung endlicher Prozesse) erreicht werden kénnen (formal-
mengentheoretisch ist diese Definition problematisch, da sie Bezug auf eine
endliche Ausfithrung nimmt). Das Induktionsaxiom sichert, dass dies bereits
alle Elemente des Modells sind. Die angegebene Teilmenge enthélt ja die 0
und mit jedem Element auch deren Nachfolger, also ist es die Gesamtmenge.

Ausgehend von den Peano-Axiomen kann man eine Addition auf der Menge
der natiirlichen Zahlen definieren, wobei die Nachfolgerfunktion der Addition
mit 1 = 0’ entspricht. Die Definierbarkeit beruht selbst auf dem Induktions-
prinzip. Ebenso kann man eine Multiplikation definieren und die iiblichen
Eigenschaften wie Kommutativitdt und Assoziativitdt nachweisen. Dies wer-
den wir in den néchsten Vorlesungen ausfiihren.

Isomorphieprinzip

Wir wollen zeigen, dass je zwei Modelle fiir die Dedekind-Peano-Axiome ,,iso-
morph“ sind, dass es also zwischen ihnen eine strukturerhaltende Bijektion
gibt. Man stelle sich beispielsweise einerseits das Strichmodell, andererseits
das Dezimalzahlmodell der natiirlichen Zahlen vor, die beide mit ihren Nullen
und ihrer Nachfolgerabbildung die Dedekind-Peano-Axiome erfiillen. Dann
gibt es bereits, und zwar allein aufgrund der Tatsache der Dedekind-Peano-
Axiome, eine eindeutige Entsprechung zwischen diesen beiden Mengen. Eine
Strichfolge entspricht also eindeutig einer Zahl im Dezimalsystem.

] H Strichsystem \ Zehnersystem \ Dreiersystem \ Furosystem \

0 0 0 0

| 1 1 1

| 2 2 10
il 3 10 11
1] 4 11 20
[[]1] 5 12 100
1111 6 20 101
[]1]1] 7 21 110
[T 8 22 111
I 9 100 120
T 10 101 1000

Die Entsprechung in der Tabelle entsteht dadurch, dass man in jeder Spalte
unabhéngig voneinander im jeweiligen System (gleichschnell) zdhlt.

SATZ 7.2. Es seien (Ny,01,/) und (N, 02, %) Modelle fir die natirlichen Zah-
len. Dann gibt es genau eine (bijektive) Abbildung

Q: N1 — NQ,
die das Zihlen (also die O und die Nachfolgerabbildung) respektiert.



Beweis. Da die Abbildung ¢ insbesondere die Null respektieren soll, muss

©(01) = 09

sein. Da die Abbildung die Nachfolgerabbildungen respektieren soll, gilt ge-
nerell

fiir alle x € N;. Speziell gilt
p(07) = (¢(01))" = 03.

Aus dem gleichen Grund muss unter Verwendung des schon Bewiesenen
p(07) = ¢((01)) = ((07)" = (03)" = 03".
Ebenso muss
p(07) = 057,
p(07) = 05,
u.s.w gelten. Hier hat man keine Wahlmoglichkeiten, alles ist durch die Nach-
folgereigenschaft bestimmt. Da jedes Element # 0; aus /N7 von 0; aus durch

die Nachfolgerabbildung / schliefflich und genau einmal erreicht wird, ist dies
eine wohldefinierte Abbildung von N; nach Ns.

Zum Nachweis der Surjektivitdt betrachten wir die Menge
= {y € Ny | Esgibt z € Ny mit y = p(x)}.
Wir miissen zeigen, dass
T = NQ

ist. Dazu wenden wir das Induktionsaxiom fiir Ny an. Wegen

©(01) = 0y
gehort 0, € T. Wenn y € T ist, so ist also

y = p(x)
fiir ein x € N;. Wegen der Vertréiglichkeit mit der Nachfolgerabbildung ist

vt = o),
d.h. auch y* € T. Daher ist T unter dem Nachfolger abgeschlossen und nach
dem Induktionsaxiom ist also 7" = N,. Zum Nachweis der Injektivitat seien
x,¥ € Nj verschieden. und zwar sei 7 ein (direkter oder) hoherer Nachfolger
von z. Dann ist ¢(Z) der entsprechende Nachfolger von ¢(z) und insbeson-

dere davon verschieden (siehe Aufgabe 7.11), da das Nachfolgernehmen in
Ny injektiv ist. U

Es gibt also im Wesentlichen, d.h. wenn man von den Benennungen absieht,
genau eine Menge von natiirlichen Zahlen. Fiir das im Wesentlichen eindeutig
bestimmte Modell der Dedekind-Peano-Axiome verwenden wir das Symbol
N und sprechen von den natiirlichen Zahlen.
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Es sei bemerkt, dass die Konstruktion der bijektiven Abbildung zwischen
zwei Modellen im Beweis zu Satz 7.2 iiber den Nachfolger fiir praktische
Zwecke nicht gut geeignet ist. Wenn man von einer natiirlichen Zahl, die
im Zehnersystem gegeben ist, die Darstellung im Dreiersystem ausrechnen
mochte, so miisste man geméfl dieser Methode im Dreiersystem so lange
zéhlen, wie es die im Zehnersystem gegebene Zahl vorgibt. Da gibt es deutlich
effektivere Methoden, die wir spéater kennenlernen werden.

Das Induktionsprinzip fiir Aussagen

Die natiirlichen Zahlen sind dadurch ausgezeichnet, dass man jede natiirliche
Zahl ausgehend von der 0 durch den Ziahlprozess (das sukzessive Nachfolger-
nehmen) erreichen kann. Daher konnen mathematische Aussagen, die von
natiirlichen Zahlen abhiingen, mit dem Beweisprinzip? der vollstindigen In-
duktion bewiesen werden. Das folgende Beispiel soll an dieses Argumentati-
onsschema heranfithren. Um dieses Beweisprinzip anhand von substantiellem
Material demonstrieren zu kénnen, greifen wir etwas vor und setzen die Addi-
tion, die Multiplikation und die Groflergleichrelation von natiirlichen Zahlen
voraus.

BeispiEL 7.3. Wir betrachten in der Ebene E eine Konfiguration von n
Geraden und fragen uns, was die maximale Anzahl an Schnittpunkten ist,
die eine solche Konfiguration haben kann. Dabei ist es egal, ob wir uns die
Ebene als einen R? (eine kartesische Ebene mit Koordinaten) oder einfach
elementargeometrisch vorstellen, wichtig ist im Moment allein, dass sich zwei
Geraden in genau einem Punkt schneiden kénnen oder aber parallel sein
konnen. Wenn n klein ist, so findet man relativ schnell die Antwort.

/

\
A

S(n) |0]0[1]3]6 [7]?

“Die Indexschreibweise ay bedeutet, dass eine Abbildung k — aj vorliegt.
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Doch schon bei etwas groflerem n ( n = 5,10,...7) kann man ins Griibeln
kommen, da man sich die Situation irgendwann nicht mehr prézise vorstellen
kann. Aus einer prézisen Vorstellung wird eine Vorstellung von vielen Gera-
den mit vielen Schnittpunkten, woraus man aber keine exakte Anzahl der
Schnittpunkte ablesen kann. Ein sinnvoller Ansatz zum Versténdnis des Pro-
blems ist es, sich zu fragen, was eigentlich passiert, wenn eine neue Gerade
hinzukommt, wenn also aus n Geraden n+ 1 Geraden werden. Angenommen,
man weif aus irgendeinem Grund, was die maximale Anzahl der Schnittpunk-
te bei n Geraden ist, im besten Fall hat man dafiir eine Formel. Wenn man
dann versteht, wie viele neue Schnittpunkte maximal bei der Hinzunahme
von einer neuen Geraden hinzukommen, so weil man, wie die Anzahl der
maximalen Schnittpunkte von n 4+ 1 Geraden lautet.

Dieser Ubergang ist in der Tat einfach zu verstehen. Die neue Gerade kann
héchstens jede der n alten Geraden in genau einem Punkt schneiden, deshalb
kommen hochstens n neue Schnittpunkte hinzu. Wenn man die neue Gerade
so wahlt, dass sie zu keiner der gegebenen Geraden parallel ist (was moglich
ist, da es unendlich viele Richtungen gibt) und ferner so wihlt, dass die neuen
Schnittpunkte von den schon gegebenen Schnittpunkten der Konfiguration
verschieden sind (was man erreichen kann, indem man die neue Gerade par-
allel verschiebt, um den alten Schnittpunkten auszuweichen), so erhélt man
genau n neue Schnittpunkte. Von daher ergibt sich die (vorldufige) Formel

Sin+1) =14+24+3+---+n—-24+n—-1+n
bzw.
Sn) =14+2+4+3+---+n—-3+n—-2+n-—1,

also einfach die Summe der ersten n — 1 natiirlichen Zahlen.

Im vorstehenden Beispiel liegt eine Summe vor, wobei die Anzahl der Sum-
manden selbst variieren kann. Fiir eine solche Situation ist das Summenzei-
chen sinnvoll. Fiir gegebene reelle Zahlen ay, ..., a, bedeutet

Z(Lk =apt+ay+ -+ ap_1 + ay.
k=1

Dabei héngen im Allgemeinen die a; in einer formelhaften Weise von k ab,
beispielsweise ist im Beispiel a, = k, es konnte aber auch etwas wie a; =
2k + 1 oder a;, = k? vorliegen. Der k-te Summand der Summe ist jedenfalls
ap, dabei nennt man k£ den Inder des Summanden. Entsprechend ist das
Produktzeichen definiert, namlich durch

n
Hak = Q- Qg Ap_1 - Q-
k=1

BeispiEL 7.4. Wir mochten fiir die Summe der ersten n Zahlen, die die
maximale Anzahl der Schnittpunkte in einer Konfiguration aus n—1 Geraden
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angibt, eine einfachere Formel angeben. Und zwar behaupten wir, dass

Zk _ n(n+1)'
2
k=1

Fiir kleinere Zahlen n stimmt dies aus dem einfachen Grund, dass links und
rechts dasselbe herauskommt. Um die Gleichung allgemein zu beweisen, iiber-
legen wir uns, was links und was rechts passiert, wenn wir das n um 1 erhchen,
so wie wir zuvor die Geradenkonfiguration um eine zusétzliche Gerade ver-
kompliziert haben. Auf der linken Seite kommt einfach der zusétzliche S(um)—

n(n+1

mand n + 1 hinzu. Auf der rechten Seite haben wir den Ubergang von —

nach MZHH) Wenn wir zeigen konnen, dass die Differenz zwischen die-
sen beiden Briichen ebenfalls n+1 ist, so verhilt sich die rechte Seite genauso
wie die linke Seite. Dann kann man so schliefen: die Gleichung gilt fiir die
kleinen n, etwa fiir n = 1. Durch den Differenzenvergleich gilt es auch fiir
das néchste n, also fiir n = 2, durch den Differenzenvergleich gilt es fiir das
néichste n, u.s.w. Da dieses Argument immer funktioniert, und da man je-
de natiirliche Zahl irgendwann durch sukzessives Nachfolgernehmen erreicht,
gilt die Formel fiir jede natiirliche Zahl.

15243 —+4—5—+6—7— B—B-..

Eine Visualisierung des Induktionsprinzips. Wenn die Steine nah beieinander
stehen und der erste umgestoflen wird, so fallen alle Steine um.

Die folgende Aussage begriindet das Prinzip der vollstdndigen Induktion aus-
gehend von den Dedekind-Peano-Axiomen. Wir schreiben n+1 fiir den Nach-
folger von n.

SATZ 7.5. Fir jede natiirliche Zahln sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.
Beweis. Es sei
M = {n e N| A(n) ist wahr}.

Wir wollen zeigen, dass M = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage fiir alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist

0 e M.
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Nach der zweiten Voraussetzung gilt fiir M, dass ausn € M stetsn+1 €
M folgt. Damit erfiillt M beide Voraussetzungen im Induktionsprinzip fiir
Mengen, so dass M = N gilt. U

Der Nachweis von (der Giiltigkeit von) A(0) heiBt dabei der Induktionsan-
fang und der Schluss von A(n) auf A(n-+ 1) heiit der Induktionsschluss oder
Induktionsschritt. Innerhalb des Induktionsschlusses nennt man die Giiltig-
keit von A(n) auch die Induktionsvoraussetzung. In manchen Situationen ist
die Aussage A(n) erst fiir n > ng fiir ein gewisses ng (definiert oder) wahr.
Dann beweist man im Induktionsanfang die Aussage A(ng) und den Induk-
tionsschritt fithrt man fiir alle n > ngy durch.

Wir begriinden nun die Gleichheit

ik _ n(n+1)'
2
k=1

mit dem Induktionsprinzip.

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, nadmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist % = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n > 1
gilt, und miissen zeigen, dass sie dann auch fiir n+1 gilt. Dabei ist n beliebig.
Es ist

n+1 n
Zk: = (Zk>+n+1
k=1 k=1
1
— @—Fnﬁ-l

n(n+1)+2(n+1)

(n + 2)(n2+ 1)
5 .
Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n + 1,
also ist die Formel bewiesen.

Aussagen, die durch Induktion bewiesen werden konnen, kénnen manchmal
auch auf andere Art bewiesen werden, siehe beispielsweise Aufgabe 7.17.
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