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Analysis 1

Vorlesung 36

Weitere Stetigkeitsbegriffe

Bei der Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Rdumen weifl man
lediglich, dass jede gewiinschte Zielgenauigkeit durch eine gewisse Startge-
nauigkeit erreicht werden kann, wobei die Beziehung zwischen Ziel- und Start-
genauigkeit vom jeweiligen Punkt abhéngt. Wir fithren einige stédrkere Ste-
tigkeitsbegriffe ein, bei denen es einen globaleren Zusammenhang zwischen
Ziel- und Startgenauigkeiten gibt.

DEFINITION 36.1. Es sei
f: L— M, z+— f(x),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rédumen L und M. Dann heifit
f gleichmdf$ig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 mit folgender
Eigenschaft gibt: Fiir alle z,2" € L mit d(z,2’) < ¢ ist d(f(z), f(2')) < e

DEFINITION 36.2. Es sei
f: L— M, z— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Die Abbildung
heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine reelle Zahl ¢ > 0 mit

fiir alle x,y € L gibt.

Eine solche Zahl ¢ heifit Lipschitz-Konstante. Lipschitz-stetige Funktionen
mit einer Lipschitz-Konstanten < 1 bekommen einen eigenen Namen.

DEFINITION 36.3. Es sei
f: L— M, z— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Dann heifit f
stark kontrahierend, wenn es eine nichtnegative reelle Zahl ¢ < 1 gibt mit

d(f(z), f(y)) < c-d(z,y)
fiir alle x,y € L.

Die Zahl ¢ nennt man auch einen Kontraktionsfaktor.
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Der Banachsche Fixpunktsatz

Wenn man eine Karte von Osnabriick in die Osnabriicker Reithalle legt und
einen beliebigen Punkt von Osnabriick nimmt, so definiert dieser Punkt einen
Punkt auf der Karte und damit auch den zugehorigen Punkt in der Reithalle.
Diesem Punkt entspricht ein Kartenpunkt, der wiederum ein Punkt in der
Reithalle ist, und so weiter. Man erhélt also eine Folge von Punkten, die -
abhéngig vom Mafistab - schnell konvergiert, und zwar gegen einen Punkt,
der mit seinem Punkt auf der Karte iibereinstimmt. Diese Beobachtung wird
im Banachschen Fixpunktsatz préazisiert.

DEFINITION 36.4. Es sei M eine Menge und
f: M —M

eine Abbildung. Ein Element x € M mit f(z) = =z heit Fizpunkt der
Abbildung.

DEFINITION 36.5. Eine Folge (z,,),y in einem metrischen Raum A heifit
Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n,m > ng
die Beziehung
d(xp, Ty) < €

gilt.

DEFINITION 36.6. Ein metrischer Raum M heiit vollstdndig, wenn jede

Cauchy-Folge in M konvergiert.

Der euklidische Raum R™ und jede abgeschlossene Teilmenge davon ist volls-

tédndig, sieche Aufgabe 36.8 und Aufgabe 36.21.

SATZ 36.7. Es sei M ein nicht-leerer vollstindiger metrischer Raum und
f: M —M

eine stark kontrahierende Abbildung. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt.

Beweis. Es sei ¢ € R, 0 < ¢ < 1, ein Kontraktionsfaktor, d.h. es gelte

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y)
fiir alle z,y € M. Wenn x,y € M Fixpunkte sind, so folgt aus
d(z,y) = d(f(x), f(y)) < c-d(z,y)

sofort d(z,y) = 0 und somit z = y, es kann also maximal einen Fixpunkt
geben. Sei nun x € M ein beliebiger Punkt. Wir betrachten die durch

o =x und z,, := f"(z) = f(xn_1)

rekursiv definierte Folge in M. Wir setzen

a = d(f(x),x).



Dann gilt fiir jedes n € N die Beziehung
4@, @) < e d(£(), 7)< ¢ d(f ) ) = a

Daher gilt aufgrund der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe
fiir n > m die Beziehung

d(f" (), ™ (x))
d(f™(x), f"7 (@) +d(f" (@), [ (@) + -+ d (T (), ()
a(d T+ M ™)
acm (Cnfmfl _'_cn7m72 4o +C2 +Cl 4 1)
"a L :

1—c
Zu einem gegebenen € > 0 wahlt man ny mit

1
l—c ™

Dies zeigt, dass eine Cauchy-Folge vorliegt, die aufgrund der Vollstindigkeit
gegen ein y € M konvergiert. Wir zeigen, dass dieses y ein Fixpunkt ist. Die
Bildfolge (f(x)),cn konvergiert gegen f(y), da eine kontrahierende Abbil-
dung stetig ist. Andererseits stimmt diese Bildfolge mit der Ausgangsfolge
bis auf die Indizierung iiberein, so dass der Grenzwert y sein muss. U
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Kompaktheit

DEFINITION 36.8. Eine Teilmenge T" C R™ heifit kompakt, wenn sie abge-
schlossen und beschriankt ist.

SATZ 36.9. Es sei T C R™ eine Teilmenge. Dann ist'T" genau dann kompakt,
wenn jede Folge in T eine in T konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis. Wenn T nicht beschrinkt ist, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahln €
Nein z, € T mit d(z,,0) > n. Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge
besitzen. Wenn T nicht abgeschlossen ist, so gibt es nach Satz 33.16 eine Folge
(77),en € T, die gegen ein x € R™, & & T', konvergiert. Jede Teilfolge davon
konvergiert ebenfalls gegen x, so dass es keine in T konvergente Teilfolge
geben kann.

Sei nun 7" abgeschlossen und beschrankt, und sei eine Folge (,,),,cy € T vor-
gegeben. Fiir diese Folge ist insbesondere jede Komponentenfolge (zi,),,cn
beschrankt. Wir betrachten die erste Komponente ¢ = 1. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrass gibt es eine Teilfolge (xnj)j oy derart, dass die er-
ste Komponente dieser Folge konvergiert. Aus dieser Teilfolge wihlen wir
nun eine weitere Teilfolge derart, dass auch die zweite Komponentenfolge
konvergiert. Insgesamt erhélt man durch dieses Verfahren eine Teilfolge, wo
jede Komponentenfolge konvergiert. Nach Lemma 33.14 konvergiert dann die
gesamte Teilfolge in R™. Da T abgeschlossen ist, liegt nach Satz 33.16 der
Grenzwert in T'. O
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SATZ 36.10. Es setT" C R™ eine kompakte Teilmenge und sei
f: T —M

eine stetige Abbildung in einen metrischen Raum M. Dann ist f gleichmdfsig
stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht gleichméfig stetig ist. Dann gibt es ein
€ > 0 derart, dass fir kein 6 > 0 die Beziehung f(U(z,d)) C U(f(z),¢€)
fiir alle x € T erfiillt ist. Insbesondere gibt es also fiir jedes n € N, ein
Paar 2,,,y, € T mit d(z,,y,) < L, aber mit d(f(zy), f(yn)) > €. Wegen
der Kompaktheit gibt es aufgrund von Satz 36.9 eine Teilfolge (z,),en (da-
bei ist N C N unendlich) von (), y, die gegen ein # € T konvergiert.
Die entsprechende Teilfolge (y,)nen konvergiert ebenfalls gegen x. Wegen
der Stetigkeit konvergieren die beiden Bildfolgen (f(xy,))neny und (f(yn))nen
gegen f(z). Dies ergibt aber einen Widerspruch, da d(f(z,), f(y.)) > € ist.

O

SATZ 36.11. Es sei T C R™ eine kompakte Teilmenge und
f: T — R™
eine stetige Abbildung. Dann ist auch das Bild f(T') kompakt.

Beweis. Essei (yn),cy € f(T') eine Folge, wobei wir y,, = f(z,) mit z, € T
schreiben konnen. Da T" kompakt ist, gibt es nach Satz 36.9 eine konvergente
Teilfolge x,,, 1 € N, die gegen ein x € T konvergiert. Aufgrund der Stetig-
keit konvergiert auch die Bildfolge y,, = f(x,,) gegen f(z). Damit ist eine
konvergente Teilfolge gefunden und f(7) ist kompakt nach Satz 36.9. O

SATZ 36.12. Es sei T C R"™ eine nichtleere kompakte Teilmenge und sei
f+ T —R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein x € T mit

f(x) > f(a') fir allex' € T.
D.h., dass die Funktion ihr Maximum (und ihr Minimum) annimmt.
Beweis. Aufgrund von Satz 36.11 ist f(7T') kompakt, also abgeschlossen und
beschrénkt. Insbesondere ist f(7') < M fiir eine reelle Zahl M. Wegen
T # () besitzt f(T) wegen Satz 7.5 ein Supremum s in R, das wegen der

Abgeschlossenheit nach Korollar 33.18 zu f(7') gehort, also das Maximum
von f(7') ist. Daher gibt es auch ein z € T mit f(z) = s. O

LEMMA 36.13. Es sei P € K[X] ein Polynom. Dann gibt es ein w € K mit
|P(2)] = |P(w)]

fiir alle z € K. D.h. das Minimum des Betrags eines Polynoms wird ange-
nommen.



Beweis. Es sei
P(2) = ap2" +ap 12" P4+ a1z + ag
(mit a,, # 0). Wir setzen
a := max (Ja;|,1 =0,...,n—1)
na+|ao|+1’ 1)

|an]

Fiir z mit |z| > r gelten die Abschitzungen

n—1
E a; 2"
i=0

und r := max ( . Bei n = 0 ist die Aussage klar, sei alson > 1

[P(2)] = anz"| =

n—1
> ag| 2" =) il |2
=0
n—1
> ag| 2" =Y alz"
=0
> [2"" (|an| |2] = na)
> ag| +1
> |CLO| .

Auf der kompakten Menge B(0,r) nimmt die stetige Funktion z — |P(2)|
nach Satz 36.12 ihr Minimum an, d.h. es gibt ein w € B(0,r) mit |P(z)| >
|P(w)] fiir alle z € B(0,r). Wegen |ag| = |P(0)] > |P(w)| und der Uberle-
gung fiir z mit |z| > r ergibt sich, dass im Punkt w iiberhaupt das Minimum
der Funktion angenommen wird. U

Der Fundamentalsatz der Algebra

SATZ 36.14. Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X] diber den komplexen
Zahlen besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Es sei P € C[X] ein nichtkonstantes Polynom. Aufgrund von Lem-
ma 36.13 gibt es ein 2z € C mit |P(2)] > |P(z)| fur alle z € C. Wir
miissen zeigen, dass dieses Betragsminimum 0 ist. Wir nehmen also an, dass
|P(z0)] > 0 ist, und miissen dann ein z; finden, an dem der Betrag des Po-
lynoms kleiner wird. Durch Verschieben (d.h. indem wir die Situation in der
neuen Variablen z —zy betrachten) konnen wir annehmen, dass das Minimum
an der Stelle 0 angenommen wird, und durch Division durch P(zy) kénnen
wir annehmen, dass das Polynom im Nullpunkt den Wert 1 besitzt. D.h. wir
konnen annehmen, dass ein Polynom

P = 142"+ cpp ™+ 4 g2t

mit £ > 1 und ¢, # 0 vorliegt, das im Nullpunkt das Betragsminimum
annimmt. Wegen Korollar 21.9 gibt es ein v € C mit v* = —clzl. Wir
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setzen z = ~w (das ist eine Variablenstreckung). In der neuen Variablen w
erhalten wir ein Polynom der Form

1 —wh + w1 Q(w),
das nach wie vor im Nullpunkt das Betragsminimum annimmt (hierbei ist
Q(w) € Clw] ein Polynom). Aufgrund von Satz 36.12 gibt es ein b € R, mit
|Q(w)] < b fiir alle w € B(0,1). Fiir reelles w mit 0 < w < min (1,b7!)
gilt
|1_wk+wk+1Q(w)| S ll—wk‘%—’wkﬂQ(w)’

= 1—w"+ " |Qw)|

= 1-w'(1l-w|Qw))

< 1.

Wir haben also Stellen gefunden, wo der Betrag des Polynoms einen kleineren
Wert annimmt, ein Widerspruch. O
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