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Biindel, Garben und Kohomologie

Vorlesung 22

Weil-Divisoren

Wir nennen eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y C X der Kodi-
mension 1 in einem integren Schema X einen Primdivisor. Wenn X normal
und noethersch ist, so ist der lokale Ring Ox ,, am generischen Punkt n zu Y’
ein diskreter Bewertungsring. Somit besitzt jedes Element f # 0 aus dem
Funktionenkorper K (X) eine wohlbestimmte Ordnung ord (f) lings Y, die
wir mit ordy (f) bezeichnen. Wenn 7 die Ortsuniformisierende im diskreten
Bewertungsring Ox, bezeichnet, so kann man f = un™ mit einer Einheit u
aus dem Ring und n € Z schreiben, und dieser Exponent n ist die Ordnung
von f langs Y heifit. Bei positiver Ordnung spricht man von einer Nullstelle,
bei negativer Ordnung von einem Pol. Wenn U = Spek (R) C X eine offene
affine Teilmenge mit U NY # () ist, so entspricht Y einem Primideal p der
Hohe 1 in R und fiir den lokalen Ring gilt Ox, = R,.

DEFINITION 22.1. Es sei X ein normales noethersches integres Schema mit
Funktionenkorper K und sei f € K, f # 0. Dann heifit die formale Summe

div(f) = > ordy ()Y,
Y Primdivisor

wobei ordy (f) die Ordnung von f im lokalen Ring zu Y bezeichnet, der
durch f definierte Hauptdivisor.

Der Hauptdivisor beschreibt also das Nullstellen- und das Polverhalten der
Funktion f. Wir zeigen zunéchst, dass es sich bei einem Hauptdivisor um
eine endliche Summe handelt.

LEMMA 22.2. FEs sei X ein normales noethersches integres Schema mit Funk-
tionenkorper K und sei f € K, f # 0. Dann gibt es nur endlich viele Prim-
divisoren Y mit

ordy (f) 7& 0,
Beweis. Es sei U C X eine nichtleere offene affine Teilmenge mit
f e R =T(U,Ox).

Da der generische Punkt von X zu U gehort, sind die Primdivisoren, die U
nicht treffen, irreduzible Komponenten von X \ U. Da X \ U eine abgeschlos-
sene Teilmenge von X und damit noethersch ist, gibt es dort nur endlich viele
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Komponenten. D.h. wir miissen nur noch diejenigen Primdivisoren betrach-
ten, die U treffen. Deren generische Punkte entsprechen dann Primidealen
der Hohe 1 von R. Es ist

ordy (f) = ord, (f) > 0

und dies ist nur dann positiv, wenn f € p ist. Die Primideale p der Hohe
1 oberhalb von f sind die minimalen Primideale von R/(f), und wegen
noethersch gibt es davon nur endlich viele. U

DEFINITION 22.3. Es sei X ein normales noethersches integres Schema. Dann
nennt man eine formale Summe )y ny - Y, wobei Y die Primdivisoren von
X durchlduft und nur endlich viele der ny von 0 verschieden sind, einen
Weildivisor auf X.

Ein Weildivisor ist eine freie Vorgabe fiir das ,theoretisch mogliche® Null-
stellen- bzw Polverhalten einer rationalen Funktion, allerdings muss ein sol-
che Vorgabe nicht durch eine Funktion realisiert werden kénnen. Einen Di-
visor, bei dem sédmtliche Zahlen ay > 0 sind, nennt man effektiv. Auf einer
irreduziblen normalen (also glatten) Kurve X ist ein Primdivisor einfach ein
abgeschlossener Punkt. Ein Weildivisor ist also in diesem Fall einfach eine
endliche Summe ,_y np - P.

DEFINITION 22.4. Es sei X ein normales noethersches integres Schema. Dann
nennt die Gruppe aller Weildivisoren mit komponentenweiser Addition die
Weildivisorengruppe von X. Sie wird mit Div (X) bezeichnet.

LEMMA 22.5. Es sei X ein normales noethersches integres Schema mit Funk-
tionenkorper K. Dann st die Zuordnung

K* — Div (X), f — div (f),

ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Nach Lemma 22.2 ist der Hauptdivisor zu f in der Tat ein Weildivi-
sor. Die Homomorphieeigenschaft folgt, bezogen auf einen fixierten Primdi-
visor Y mit dem zugehorigen diskreten Bewertungsring Oy, aus Lemma 21.7
(1). O

Die Divisorenklassengruppe

DEFINITION 22.6. Es sei X ein normales noethersches integres Schema mit
Funktionenkorper K. Dann nennt man die Restklassengruppe

KG (X) = Div (X)/HDiv (X)

die Divisorenklassengruppe von X.
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Fiir einen noetherschen normalen Integrititsbereich R nennt man entspre-
chend KG (R) = KG (Spek (R)) die Divisorenklassengruppe des Rings R. Im
zahlentheoretischen Kontext, wenn R der Ring der ganzen Zahlen in einer
endlichen Erweiterung von Q ist, spricht man auch von der Idealklassen-
gruppe. Divisoren, die die gleiche Divisorenklasse definieren, heiflen linear
dquivalent.

SATZ 22.7. Es sei R ein normaler noetherscher Integrititsbereich und es be-
zeichne KG (R) die Divisorenklassengruppe von R. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent.

(1) R ist faktoriell.

(2) Jedes Primideal der Hohe 1 ist ein Hauptideal.
(3) Jeder Divisor ist ein Hauptdivisor.

(4) Es ist KG(R) = 0.

Beweis. Sei (1) erfiillt und p ein Primideal der Hohe 1. Es gibt ein Element
f € p, f # 0. Dieses hat eine Primfaktorzerlegung f = p;---p, und auf-
grund der Primeigenschaft muss p; € p fiir ein ¢ sein. Dann ist aber wegen der
Hohenbedingung (p;) = p. Sei nun jedes Primideal der Hohe 1 Hauptideal.
Dann gilt mit

p = (p)
die Divisorbeziehung
div(p) = 1-p,
da p in keinem anderen Primideal der Hohe 1 enthalten ist und da p auch
in R, ein Erzeuger von pR, ist. Somit sind die Gruppenerzeuger der Divi-
sorenklasengruppe Hauptdivisoren und damit sind iiberhaupt alle Divisoren

Hauptdivisoren. Die Aquivalenz von (3) und (4) ist klar. Sei nun vorausge-
setzt, dass jeder Divisor ein Hauptdivisor ist. Dann gibt es zu einem Primideal

p der Hohe 1 ein f € Q(R), f # 0, mit
div(f) = 1-p.

Wegen der Nichtnegativitdt des Hauptdivisors ist nach Satz 21.12 f € R.
Somit ist f nur in p als einzigem Primideal der Hohe 1 enthalten. Sei p =
(g1, -, 9n). Dann ist

div (g;) > div (f)
und somit ist % € R, also g; € (f) und damit p = (f).

Sei schlieBlich (2) erfiillt, und f € R, f # 0. Es seien py, ..., p, die minimalen
Primoberideale von f. Nach dem Krullschen Hauptidealsatz besitzen diese
alle die Hohe 1. Sei p; = (p;) mit Primelementen p;. Es ist

div (f) = Z nip;.
i=1
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Das Element [[;_, p;" besitzt den gleichen Hauptdivisor. Deshalb ist der
Quotient f/]]_, pi" eine Einheit und

f=ul]p"
i=1

mit einer Einheit u. Daher ist R faktoriell. O

BeispieL 22.8. Wir wollen die Weildivisoren und die Divisorenklassengruppe
des projektiven Raumes P% iiber einem Korper K verstehen (d > 1). Wir
betrachten die disjunkte Zerlegung

Ph = Dy (Xo) UVi(Xo) = A UPE,
d.h. wir fixieren die Hyperebene
H = Vi(Xo) = P!

im ,,Unendlichen®. Ein Primdivisor des projektiven Raumes stimmt also ent-

weder mit der Hyperebene rechts iiberein oder sie schneidet den affinen

Raum links nichtleer und kann als ein Primideal der Hohe 1 im Polynomring

K [%, cee %] aufgefasst werden. Jede Funktion f des Funktionenkorpers
P

lasst sich (bis auf Skalierung und kiirzen) eindeutig als f = g mit Polyno-

men P,QQ € K [%, o ig—g] schreiben. Mit den Primfaktorzerlegungen zu P

und ) kann man direkt

f=1ler
i=1
(mit einer Konstanten ¢ # 0 und v; € Z) schreiben und daraus den Haupt-
divisor zu f ablesen, sofern er such auf die Komponenten im affinen Raum
bezieht. Die (,unendlich ferne“) Ordnung von f an V,(Xj) ergibt sich fol-
gendermaflen. Der lokale Ring zu diesem Primdivisor ist

KXo, X1, XoJ((x0))
= (K[X()u X17 . e 7XTL]K[X07X1 ----- XTL]\(XO)m homogene Elemente )0
X2 Xd XU
(Xl’ ’X1>[X1]<§§(1)>

Man schreibt P (bzw. @ oder f), indem man iiberall i((—é durch ))g—i : % ersetzt.
Xg

Dies betrachtet man als rationale Funktion iiber dem Korper K (%, ceey X—1>
in der einen Variablen §—(1’ Der (typischerweise negative) Grad beziiglich §—(1)
ist die Ordnung.

Beispielsweise ist bei
X, (XN’
P = — ~
o+ (%)

PN ANE AN
X \X )\ X,



Xo\? X\ [/ X0\ ?
- (Xl) i <X1) (Xl)
und die Ordnung ist —3. Da jeder Weildivisor mit einem Hauptdivisor auf
dem affinen Raum wegen der Faktorialitéit des Polynomringes iibereinstimmt,
ist jeder Weildivisor linear dquivalent zu einem Divisor der Form nV, (Xj)
mit n € Z (die Klasse zu V. (X,) nennt man auch die Hyperebenenklasse.).
Ein solcher Divisor ist aber bei n # 0 kein Hauptdivisor, da ein solcher
Hauptdivisor auf dem affinen Raum trivial ist und daher von einer Kon-
stanten herrithren muss. Eine solche besitzt aber auch im Unendlichen die

Ordnung 0. Die Divisorenklassengruppe des projektiven Raumes ist also Z,
als Erzeuger kann man jede Hyperebene nehmen.

Divisorenklassengruppe und Picardgruppe

Wir besprechen nun den Zusammenhang zwischen Divisoren und invertier-
baren Untergarben der Funktionenkorpergarben K und zwischen der Divi-
sorenklassengruppe und der Picardgruppe. Eine invertierbare Untergarbe
L C K definiert fiir jeden Punkt x € X einen freien Oy ,-Untermodul
L, C K, = K vom Rang 1. Wenn Oy, ein diskreter Bewertungsring mit
Ortsuniformisierender 7 ist, was bei einem normalen Schema fiir jeden gene-
rischen Punkt zu einem Primdivisor der Fall ist, gilt

L, = 71"0xzs

mit einem eindeutigen n € Z. Dieses n bezeichnen wir mit ordy (£), wenn
Y den Primdivisor bezeichnet.

SATZ 22.9. Es sei X ein lokal faktorielles noethersches integres Schema.
Dann entsprechen sich die invertierbaren Ox-Untermoduln der konstanten
Funktionenkérpergarbe IC und die Weildivisoren tiber die Korrespondenz

L ordy(L)

und
D= ZayY — Lp
%

mat
LpU) ={fe€ K |ordy(f) > D firalleY € U}

fiir eine offene Teilmenge U C X. Diese Zuordnungen sind mit den Grup-
penstrukturen vertrdiglich und dabei entsprechen sich trivale Untergarben und
Hauptdivisoren. Invertierbare Ideale L C Ox C K entsprechen den effekti-
ven Divisoren.
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Beweis. Es gibt eine endliche offene affine Uberdeckung X = U

L = (fi)Oxlu,

mit f; € K, f; # 0. Nach Lemma 22.2 gibt es jeweils nur endlich viele
irreduzible Weildivisoren in U; mit

Ordy(fi) 7é 0.
Daher ist D = ), ordy (£)Y in der Tat ein Weildivisor.

Sei umgekehrt D ein Weildivisor und £ die zugehorige Untergarbe der kon-
stanten Garbe zum Funktionenkorper. Es ist zu zeigen, dass diese invertierbar
ist. Sei z € X ein Punkt und x € U C X eine affine offene Umgebung. Im
lokalen Ring Ox ., der nach Voraussetzung faktoriell ist, ist nach Satz 22.7
der Divisor D,, der aus allen irreduziblen Komponenten von D besteht, die
durch x verlaufen, ein Hauptdivisor. Indem man die Komponenten von D,
die nicht durch z verlaufen, entfernt, kann man U durch eine kleinere affine
Umgebung V' von x ersetzen, auf der der Divisor ein Hauptdivisor ist. Dort
gilt also

iel UZ mit

Dly = div(f)lv
mit einem f € K. Es ist dann

Lplv = (f)Oxlv.

Wir miissen nun zeigen, dass diese Zuordnungen invers zueinander sind. Wir
beginnen mit einer invertierbaren Untergarbe und iibernehmen die Bezeich-
nungen von oben. Auf U; ist D|y, = div (f;)|v,. Daher gilt fir ¢ € K die
Zugehorigkeit

g€ {feK|ordy(f) > D firalleY e U}
genau dann, wenn auf U fiir die Hauptdivisoren die Beziehung
div (g9) > div (f;)
gilt, was wegen Satz 21.12 wiederum zu g € f-I'(X, Ox) #dquivalent ist.

Wenn man mit einem Weildivisor startet, so stimmt dieser lokal mit einem
Hauptdivisor iiberein. Dann erzeugt ein Element des Funktionenkorpers, das
diesen Hauptdivisor besitzt, lokal die zugehorige invertierbare Garbe, und
dieses Element wird auch verwendet, um den zugehorigen Divisor auszurech-
nen. |

Bei der vorstehenden Korrespondenz entsprechen die Ideale den effektiven
Divisoren, das Hauptideal (f) entspricht dem Hauptdivisor div (f). Es gibt
aber auch gute Griinde, die Korrespondenz abzuéndern, indem man Nega-
tionen miteinarbeitet. Dann entspricht ein effektiver Divisor einem globalen
Schnitt in der zugehorigen invertierbaren Garbe.

SATZ 22.10. Es sei X ein lokal faktorielles noethersches integres Schema.
Dann stimmt die Divisorenklassengruppe von X mit der Picardgruppe von X
tiberein.
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Beweis. Dies folgt aus Lemma 20.6 und Satz 22.9. U

KOROLLAR 22.11. FEs sei X ein glattes Schema tiber einem algebraisch abge-
schlossenen Kérper K. Dann stimmt die Divisorenklassengruppe von X mit
der Picardgruppe von X fiberein.

Beweis. In einem glatten Schema sind die lokalen Ringe nach Satz 18.16
reguldr und diese sind nach Satz 25.12 (Singularitétentheorie (Osnabriick
2019)) faktoriell. Daher folgt die Aussage aus Satz 22.10. g

SATZ 22.12. Die Picardgruppe des projektiven Raumes P4 mit d > 1 idiber
einem Korper K ist Z. Die invertierbaren Garben auf dem projektiven Raum
werden reprdsentiert durch die getwisteten Strukturgarben (’)]Plfz{ (0), L € Z.

Beweis. Dies folgt aus Satz 22.10 und Beispiel 22.8. Aufgrund der explizi-
ten Ubersetzung in Satz 22.9 entspricht die negierte Hyperebenenklasse dem
tautologischen Biindel Opa (1). O
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