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Einfiihrung in die mathematische Logik

Arbeitsblatt 10

Ubungsaufgaben
AUFGABE 10.1. Ersetze in den folgenden aussagenlogischen Tautologien

p1 durch By := JzRzy, py durch 5y := Vu(fu = ¢ — Pc), p3 durch
B3 := dyVrgrz =y, py durch 54 := Reu — ¢ = u.

) p1 Ap2 = D1,

) (pr A ps = —p2)A(pL Aps — (P2 = p1)) = (1 Aps — —p2 A (p2 — p1)),
) P3 A\ 3 — pa,

) (p1 Aps = p3) A (—(p1 Apa) = p3) — 3.

AUFGABE 10.2. Unterscheide zwischen den verschiedenen Bedeutungen von
Gleichheit.

(1) Gleichheit von Elementen in einer Menge.
(2) Gleichheit von Zeichenketten.
(3) Das Gleichheitssymbol in einer erststufigen Sprache.

AUFGABE 10.3. Es sei S ein Symbolalphabet einer Sprache erster Stufe. Es
seien S-Terme s,t mit

Fs=t

gegeben. Zeige, dass es sich bei s und ¢ um eine identische Zeichenreihe
handelt.

AUFGABE 10.4. Es sei S ein Symbolalphabet und t4, ..., ¢, seien S-Terme.
Zeige die Ableitbarkeit

Fli=toNta =t A ANlpr =ty = b1 =1y

AUFGABE 10.5.*

Es seien sq,...,8p,,t1,...,t, Terme und f ein n-stelliges Funktionssymbol.
Zeige, dass die Ableitbarkeit

l_Sl:tl/\.../\Sn:tn%fSl...Sn:ftl...tn

gilt.
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AUFGABE 10.6. Zeige direkt (ohne die Verwendung der Ableitungsbezie-
hung), dass die folgenden Ausdriicke allgemeingiiltig sind (dabei seien

T8, 0,81, oy Spytlyoyln

Terme, f ein n-stelliges Funktionssymbol und R ein n-stelliges Relationssym-

bol).

Fs=t—>t=s.
FEr=sAs=t—r=t.
':81:tl/\.../\Sn:tn—>f81...8n:ft1...tn.

':81:tl/\.../\Sn:tn/\RSl...Sn—)Rtl...tn.

AUFGABE 10.7.*

Es seien x4, ..., x, Variablen, s, ..., s,,t1,...,t, Terme und « ein Ausdruck
in einer pridikatenlogischen Sprache L°. Zeige, dass

S81,...,8 t1,...,t
Si=tA... NS, =1, — (a’—’n—ﬂy’—’n
L1y Ip T1y.eooy Tp

allgemeingiiltig ist.

AUFGABE 10.8. Es seien 11,79, s,t Terme einer pradikatenlogischen Sprache

L® und sei z eine Variable. Zeige durch ein Beispiel, dass
S t

s=t—>1r1—=1r9—

x x

nicht ableitbar sein muss.!

AUFCABE 10.9.*

Zeige durch ein Beispiel, dass fiir Terme 71,75, s und eine Variable x einer
priadikatenlogischen Sprache L® der Ausdruck
S S

" =79 —=>7T1— =T9—
T T
nicht ableitbar sein muss.

AUFGABE 10.10. Gehort in einem Ausdruck der Form (2 = y)£ die Symbol-
folge % zur pradikatenlogischen Sprache? Gehort (x = y)% dazu?

Aufgaben zum Abgeben

IDie Nicht-Ableitbarkeit wird durch die Angabe eines Modells gezeigt; dies verwendet
die Korrektheit des Ableitungskalkiils, den wir noch nicht vollstindig behandelt haben.



AUFGABE 10.11. (2 Punkte)

Es seien ¢, d Konstanten, es sei f ein zweistelliges Funktionssysmbol und es
R ein dreistelliges Relationssymbol. Man erldutere, wie man die pridikaten-
logische Tautologie

(RecfydV z = x) N =(Rxcfyd V z = z) — (3xfoc = d)
aus einer aussagenlogischen Tautologie im Sinne von Lemma 10.2 erhalt.

AUFGABE 10.12. (4 Punkte)

Es seien r,51,...,5n,t1,...,t, Terme einer pradikatenlogischen Sprache L°
und seien x4, ..., x, verschiedene Variablen. Zeige durch Induktion iiber den
Aufbau des Termes r die Ableitbarkeit

S1y.-.,8 t1,...,¢

l—slztl/\.../\sn:tnﬁ(r boon b ’n).

T1yenoy Tp T1yeeo, Ty
AUFGABE 10.13. (4 Punkte)
Esseien s, ..., 8p,t1,...,t, Terme einer priadikatenlogischen Sprache L* und
seien x1,...,x, verschiedene Variablen.

(1) Es sei R ein k-stelliges Relationssymbol und 74, ..., 7, seien Terme.

Zeige die Ableitbarkeit
S1y...,8

F s =tA.. NS, =1, — ((er...rk)
T1y..., Ty T1y.o.y Ty

" t, oot
—>(er...74,§)1—).

(2) Es seien r; und ro Terme. Zeige die Ableitbarkeit

|_81:t1/\.../\5n:tn—>

S1y...,8n S1y...,8n tla"-atn tla"'atn
"m————— ="T2 — T = T2 .
Ti1y...,Tp T1y...y, Ty T1y.o.y, Ty T1y.o.y, Ty

Tipp: Verwende Aufgabe 10.12
AUFGABE 10.14. (4 Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet, sq1,...,s,,t1,...,t, seien S-Terme, z1,...,x,
verschiedene Variablen und « sei ein S-Ausdruck. Zeige die Allgemeingiiltig-

keit
S1y...,8 tlt

|=slzt1/\.../\sn:tn—>(a R N L AR R [
T1y.v., Ty L1y.o-yTp

AUFGABE 10.15. (4 Punkte)
Zeige durch ein Beispiel, dass bei einem ableitbaren Ausdruck der Form
t
Fs=t— ((azﬁ)f ~ (325)—)
x x
die durch die Existenzquantoren gebundenen Variablen (nach der durch-
gefiithrten Substitution) nicht iibereinstimmen miissen.



Die Aufgabe zum Aufgeben

Losungen zu der folgenden Aufgabe direkt an den Dozenten. Bis Ende Mai.

AUFGABE 10.16. Wir betrachten eine Variante des Ableitungskalkiil (ge-
schrieben ty/) der Aussagenlogik, bei dem die Grundtautologien aus Axiom
3.8 unverdndert iibernommen werden, bei der aber der Modus ponens durch
die Schlussregel

Wenn Fy a A (o — (), dann ist Fy

ersetzt wird. Stimmen +, Fy {iberein?
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