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Einfiihrung in die mathematische Logik
Arbeitsblatt 10

Ubungsaufgaben

AUFGABE 10.1. Ersetze in den folgenden aussagenlogischen Tautologien

p1 durch 5y := JxRxy, py durch fy :=Vu (fu=c — Pc),
p3 durch B3 := dyVrgrz =y, ps durch 84 := Reu — ¢ = u.

) P1 AD2 — D1,

) (p1 Apa— —p2) A (p1 Apa — (p2 — p1)) = (P1 Apa — —p2 A (p2 = p1)),
) P3 A\ —p3 — P4,

) (p1 Apa— p3) A (= (p1 Apa) = p3) — ps.
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AUFGABE 10.2. Unterscheide zwischen den verschiedenen Bedeutungen von
Gleichheit.

(1) Gleichheit von Elementen in einer Menge.
(2) Gleichheit von Zeichenketten.
(3) Das Gleichheitssymbol in einer erststufigen Sprache.

AUFGABE 10.3. Es sei S ein Symbolalphabet einer Sprache erster Stufe. Es
seien S-Terme s, ¢ mit
Fs=t

gegeben. Zeige, dass es sich bei s und ¢ um eine identische Zeichenreihe
handelt.

AUFGABE 10.4. Es sei S ein Symbolalphabet und ti,...,t, seien S-Terme.
Zeige die Ableitbarkeit

Fli=to ANt =t A ANl =ty =t =1y

AUFGABE 10.5. Es seien siy,...,8,,t1,...,t, Terme und f ein n-stelliges
Funktionssymbol. Zeige, dass die Ableitbarkeit

Fsi=tiA...AS,=t, = fs1...8,= ft1...t,
gilt.
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AUFGABE 10.6. Zeige direkt (ohne die Verwendung der Ableitungsbezie-
hung), dass die folgenden Ausdriicke allgemeingiiltig sind (dabei seien r, s, t,
S1y...y8p,t1,...,t, Terme, f ein n-stelliges Funktionssymbol und R ein n-
stelliges Relationssymbol).

(1)

Es=t—>t=s.
Er=sAs=t—r=t.
':81:tl/\.../\sn:tn—>f81...8n:ft1...tn.

Esi=tiAN...AN8,=t, NRsy...s, = Rt;...t,.

AUFGABE 10.7. Es seien 11,79, s,t Terme einer pradikatenlogischen Sprache

L und sei z eine Variable. Zeige durch ein Beispiel, dass
S t

S=t—=1r1— ="T9—

x x

nicht ableitbar sein muss.!

AUFGABE 10.8.%

Zeige durch ein Beispiel, dass fiir Terme 71,75, s und eine Variable x einer
pridikatenlogischen Sprache L° der Ausdruck
s s
TN =T9 —>T1— =To—
x x
nicht ableitbar sein muss.

AUFGABE 10.9. Gehért in einem Ausdruck der Form (z = y) £ die Symbol-
folge £ zur prédikatenlogischen Sprache? Gehért (z = y) £ dazu?

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 10.10. (4 Punkte)

Es seien r,51,..., 584, t1,...,t, Terme einer priadikatenlogischen Sprache L°
und seien zy, ..., x, verschiedene Variablen. Zeige durch Induktion iiber den
Aufbau des Termes r die Ableitbarkeit
S$1y...,8 t1,...,t
l—sl—tl/\.../\sn—tn—>(r1 LA n)
T1y..., Ty T1y..., Ty

IDie Nicht-Ableitbarkeit wird durch die Angabe eines Modells gezeigt; dies verwendet
die Korrektheit des Ableitungskalkiils, den wir noch nicht vollstdndig behandelt haben.



AUFGABE 10.11. (4 Punkte)

Es seien sq, ..., 8p,t1,...,t, Terme einer priadikatenlogischen Sprache L* und
seien xy,...,x, verschiedene Variablen.
(1) Es sei R ein k-stelliges Relationssymbol und 7y, . .., 7% seien Terme.

Zeige die Ableitbarkeit

S1y...,8

. ooty
Fsi=tA.. . As, =t, = ((er...rk) — (er...rk)l—) .

T1ye-, Ty L1,y Tn

(2) Es seien r; und ro Terme. Zeige die Ableitbarkeit

l_SlztlA.../\Sn:tn—)

81,...,8n_ S1y...458n tl,...7tn . tl,...,tn
rmn———=T"T2 — 7 =Ty .
L1y, Tp T1y.o.y3,Tp T1y.ooy3Tp T1y.eooyTp

Tipp: Verwende Aufgabe 10.10

AUFGABE 10.12. (4 Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet, s1,...,s,,t1,...,t, seien S-Terme, x1,...,x,
verschiedene Variablen und « sei ein S-Ausdruck. Zeige die Allgemeingiiltig-
keit

S1y...,8 tlt
|=31—t1/\.../\5n—tn—><oz R R LA R [
T1yeooy Iy T1yeooy Iy

AUFGABE 10.13. (4 Punkte)
Zeige durch ein Beispiel, dass bei einem ableitbaren Ausdruck der Form
t
=t ((Elzﬂ) 2 4 (328) —>
x x
die durch die Existenzquantoren gebundenen Variablen (nach der durch-
gefithrten Substitution) nicht tibereinstimmen miissen.



