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Elliptische Kurven

Vorlesung 5

Wendepunkte

Eine projektive kubische Kurve ist von der Form
mit einem homogenen Polynom F' € K[X,Y, Z] vom Grad 3. Als solches ist

F= Y  apnXYZ
(r,s,t) r+s+t=3

und daher ist F' durch die zehn Koeffizienten festgelegt. Die Nullstellenmenge
andert sich nicht bei Multiplikation mit einem Skalar # 0. Durch Variablen-
transformationen und Normierungen kann man hier die Darstellung verein-
fachen. Fiir einen Teil der Vereinfachungen muss man die Charakteristiken
2, 3 ausschliefen und voraussetzen, dass der Koérper gewisse Wurzeln besitzt,
was iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper stets gegeben ist. Die
Vereinfachungsmoglichkeiten héngen auch davon ab, ob die Kurve glatt ist
oder nicht.

Eine ebene projektive Kurve vom Grad d schneidet eine projektive Gera-
de, die nicht ganz auf C liegt, in d Punkten, wenn man die Multiplizitdten
mitzdhlt. Die Schnittpunkte ergeben sich einfach dadurch, dass man die Gera-
dengleichung nach einer Variable auflést und diese in der Kurvengleichung er-
setzt. Dabei entsteht ein homogenes Polynom vom Grad d in zwei Variablen.
Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper zerfillt dieses in homogene
Linearfaktoren, und diese beschreiben die Schnittpunkte mit der Geraden.
Unter der Schnittmultiplizitdt des Schnittpunktes versteht man den Expo-
nenten des zugehorigen Linearfaktors. Multiplizitdt 1 bedeutet transversaler
Schnitt. Die (projektive) Tangente an einen glatten Punkt der Kurve, die
durch
oF OF oF

o (D) X+ 55 (P) Y+ 2(P) - Z = 0

gegeben ist, schneidet die Kurve in dem Punkt mit Multiplizitat > 2.

Unter einem Wendepunkt einer algebraischen Kurve versteht man einen glat-
ten Punkt der Kurve, in dem die Schnittmultiplizitdt der Kurve mit ihrer
Tangente in dem Punkt > 3 ist. Fiir eine kubische Kurve bedeutet dies, dass
die Tangente die Kurve in keinem weiteren Punkt schneidet.
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LEMMA 5.1. Es sei V,.(F) C P2 eine glatte projektive Kurve von Grad
3 uber einem Korper K der Charakteristik # 2,3. Es sei P ein K-Punkt
der Kurve, in dem die Determinante der Hesse-Matriz von F verschwindet.
Dann ist P ein Wendepunkt der Kurve.

Beweis. Durch eine lineare Transformation konnen wir erreichen, dass P =
(0,0, 1) ist und dass die Tangente der Kurve durch diesen Punkt durch Y = 0
gegeben ist. Da die Tangente durch die Gleichung

8FP ¥ OF OF

8_X( ) +8—Y(P)~Y+8—Z(P)~Z:O
beschrieben wird, folgt
oF oF
8_X(P) = 8_Z<P) = 0.

Dies bedeutet wiederum, dass die Monome X Z? und Z?2 nicht in F' vorkom-
men. Die Hesse-Matrix hat somit im gegebenen Punkt die Form

sxx(P) gxa(P) 0
ZEe) The) poe)
0 =57 (P) 0

Diese Hesse-Matrix ist nach Voraussetzung nicht invertierbar, es sei v # 0
ein Element des Kernes. Wir betrachten zuerst den Fall, wo v ¢ (ey, e3) ist.
Aus der dritten Zeile folgt

0 OF
——(P
oY 07 (P)
Daher kommt Y Z? in F nicht vor. Dies bedeutet, dass in F' die Variable Z

hochstens in der ersten Potenz vorkommt. Doch in diesem Fall ist die Kurve
nach Aufgabe 4.23 nicht glatt.

o
Wir betrachten nun den Fall, wo v € (e, e3) ist, sagen wir v = | 0 | . Bei
Y
a = 0 erhélt man mit der zweiten Zeile wie soeben eine nichtglatte Kurve.
Sei also a # 0. Da v und e; zusammen mit e3 die gleiche projektive Gerade
definieren, kénnen wir nach einer weiteren linearen Transformation, die die
Koordinaten des Punktes und die Tangentengleichung nicht dndert, v = ¢
annehmen. Daraus ergibt sich

0 OF 0 OF
axox ) = axav!
was wiederum bedeutet, dass die Monome X2Z und XY Z in F nicht vor-
kommen. Somit besitzt F' die Form
aYZ? +0Y?*Z + G(X,Y)

mit einem homogenen Polynom G vom Grad 3 in X und Y. Da die Kurve
irreduzibel ist, muss X? in G vorkommen. Wenn man die so gegebene Kurve

P) =0,
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mit der Tangente, also mit der Bedingung ¥ = 0 schneidet, so muss X? = 0
und also X = 0 sein, es gibt also genau einen Schnittpunkt mit der Tangente.
O

KOROLLAR 5.2. Es sei V. (F) C P2 eine glatte projektive Kurve von Grad 3
tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakteristik # 2, 3.
Dann besitzt die Kurve zumindest einen Wendepunkt.

Beweis. In der Hesse-Matrix zu F' kommen ausschliellich lineare Terme vor.
Die Determinante davon ergibt also eine Kurvengleichung vom Grad 3. Die-
se Kurve schneidet nach Korollar 30.4 (Algebraische Kurven (Osnabriick
2017-2018)) die Ausgangskurve in zumindest einem Punkt. Auf einen solchen
Punkt konnen wir Lemma 5.1 anwenden und erhalten so einen Wendepunkt.

g

Da die elliptische Kurve und ebenso die Determinante der Hesse-Matrix den
Grad 3 besitzen, gibt es nach dem Satz von Bezout (mit Multiplizitdten
gezéhlt) insgesamt 9 Wendepunkte.

Wir werden nun glatte ebene projektive Kurven vom Grad 3 mit einem Wen-
depunkt betrachten, den es geméfl Korollar 5.2 bei einem algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik # 2, 3 stets gibt. Wir wollen die Kur-
vengleichung weiter vereinfachen und weitgehend affin arbeiten. Dazu fithren
wir eine lineare Transformation derart durch, dass der fixierte Wendepunkt
zum Punkt (0, 1,0) wird und dass die unendlich ferne Gerade V., (Z) die Tan-
gente durch diesen Punkt wird. Dies bedeutet, dass in der beschreibenden
Gleichung die Monome X?2Y, XY?, Y3 nicht vorkommen. Die homogene Kur-
vengleichung kann man dann, wenn man die Variablen noch geeignet streckt,
in der Form

Y2Z +a XY Z+asYZ? = X3+ auX?Z + ay X 7% + ag 73

schreiben.

Weierstrafliform
Wir betrachten affine kubische Gleichungen in den Variablen z,y. Eine Glei-
chung der Form
y2 + a2y + azy = 2% + apx® + asx + ag
nennt man eine lange Weierstrafs-Gleichung und eine Gleichung der Form
yv* =2 +ax+b

eine kurze Weierstrafi-Gleichung. Die homogene Gestalt der langen Weier-
strafl-Gleichungen ist

Y22+ XYZ+a3YZ? = X3+ auX?Z 4+ ay X 7% + ag 73



4

und die homogene Gestalt der kurzen Weierstraf3-Gleichung ist

Y?Z = X+ aXZ?+b2°.
Auf die lange Form kann man eine elliptische Kurve iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik # 2,3 nach Korollar 5.2 stets
bringen, aber auch, wie wir jetzt sehen, auf die kurze Form. Wenn man
Z = 0 setzt, also den Durchschnitt mit der unendlich fernen Geraden V. (Z)
betrachtet, so erhilt man X3 = 0, also den einzigen Schnittpunkt (0,1,0),

den man (siehe die néchste Vorlesung) iiblicherweise als Nullpunkt der Grup-
penverkniipfung auf der elliptischen Kurve wahlt.

LEMMA 5.3. FEs sei eine affine kubische Gleichung
y2 + a1y + azy = 23 4 asx® + agx + ag

tiber einem Korper der Charakteristik # 2,3 gegeben. Dann gibt es eine linea-
re Variablensubstitution derart, dass in den neuen Variablen u,v die Glei-
chung die Form

v = v +au+b

besitzt.

Beweis. Wir schreiben

a a
v = y+51:c+53.

2 _ @ @)2
v <y+2x+2

2 2.2 1o
= Y +tary+azy+ 501033 + 70T+ 703

3 2 2.2 12
= I+ ax” + auT + ag + Za1a3T + —a1T” + —a

2 4 43
= I‘3 +b2$2 +b1$+b07

Dann ist

wobei wir fiir dieses kubische Polynom neue Bezeichnungen fiir die Koeffizi-
enten eingefithrt haben. Mit der Transformation v = x + %2 konnen wir den
quadratischen Term by,2? eliminieren. O

BEISPIEL 5.4. Wir mochten die Fermat-Kubik

X+Y*+ 7% =0
in Charakteristik # 2,3 auf die kurze Weierstrafiform transformieren. Die
Hesse-Matrix ist

6X 0 O
0 6Y 0
0 0 67

Daher ist (0,1, —1) ein Wendepunkt der Kurve, den wir nach (0, 1,0) trans-
formieren wollen. Wir erreichen dies mit den neuen Variablen X = X,Y =
Y, W =Y + Z. Die Gleichung wird zu

X2+ Y24 (W -Y) = XP4+ W3 - 3W?Y +3WY? = 0.
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Die (projektive) Tangente in (0,1,0) wird durch W = 0 beschrieben. Die

Dehomogenisierung beziiglich W fiihrt auf die affine Gleichung
23 = 1 -3y + 3y,

durch eine quadratische Ergénzung und Normierung entsteht eine Gleichung
der Form

7 =2 +b

mit b # 0, was man wiederum iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper zu 1 normieren kann.
LEMMA 5.5. Es seien

yv* =2 +ax+b
und

y/2 — ZElg—i—a/l',—}-b/

kubische Kurven in kurzer Weierstrafiform iiber einem Korper K. Dann gibt

es genau dann eine lineare Variablentransformation, die die erste Gleichung
in die zweite tiberfihrt, wenn es ein c € K, ¢ # 0, mit

Ad = a
und

A
qibt.

Beweis. Es sel

x\ _ [(r s\ (&
y) \t u)\y)’
Wenn man fir x den Term ra2’ 4+ sy’ einsetzt, so entsteht bei s # 0 ein

y"3-Term, den man durch eine Substitution

y = to' +uy
nicht wegbekommt. Also muss s

= 0 sein. Damit muss auch ¢t = 0 sein, da
andernfalls ein 2/?-Term entsteht. Sei also z = r2’ und y = wy’, was auf die
neue Gleichung

w’y? = r’2® +ara’ +b

fithrt. Damit man diese sowohl in z’ als auch in ¥’ normieren kann, muss

sein. Dies ist nach Aufgabe 1.10 genau dann der Fall, wenn es ein ¢ € K*
mit u = ¢

, 7 = c? gibt. Die Normierung wird dann mittels Division durch ¢®
durchgefiihrt, was auf o’ = ac®/c® = ac™ und b’ = b/c® = be~° fiihrt.

4
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BEISPIEL 5.6. Wir betrachten die elliptischen Kurven der Form y? = 23 —
n?x bzw. y> = 2° — m?z mit n,m € N, die in Zusammenhang mit den
kongruenten Zahlen auftreten. Nach Lemma 5.5 sind die beiden genau dann
durch eine lineare Variablentransformation ineinander iiberfithrbar, wenn der
Quotient 73_22 eine vierte Potenz in Q ist, wenn also ™ ein Quadrat (in Q
und dann bereits) in 7Z ist. Bei elliptischen Kurven dieser Bauart kann man
sich also auf quadratfreie natiirliche Zahlen n beschrianken. Wenn man diese

Kurven als elliptische Kurven iiber C betrachtet, so sind sie alle gleich.

DEFINITION 5.7. Es sei E eine elliptische Kurve iiber einem Korper K in
kurzer Weierstraf3form
y? = 2%+ ax + 0.
Dann nennt man
A = —16(4a® + 27b?)

die Diskriminante von E.

Vergleiche zur Diskriminante eines kubischen Polynoms auch Satz 1.2 (Kor-
per- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) und Beispiel 8.13 (Kérper-
und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)). Die Diskriminante ist genau dann
£ (0, wenn das kubische Polynom x3+ax+b keine mehrfache Nullstelle besitzt,
was nach Lemma 4.8 die Glattheit der Kurve bedeutet, siche Aufgabe 5.4.

DEFINITION 5.8. Es sei E eine elliptische Kurve {iber einem Korper K in
kurzer Weierstrafiform
y* = 2® + ax +b.

Dann nennt man
. —123(4a)3
j - A 9

wobei A die Diskriminante zu E bezeichnet, die j- Invariante von E.

Bei der in Lemma 5.5 beschriebenen Transformation dndert sich die j-Invari-
ante der Kurve nicht, siehe Aufgabe 5.10.

Legendresche Normalform

Wir sagen, dass eine elliptische Kurve in Zerlegungsform vorliegt, wenn sie
die Gestalt

Y2 = (X = M) (X = A) (X = Xy)
mit Elementen \; € K besitzt. In diesem Fall kann man durch Verschiebun-
gen und Streckungen auch die sogenannte Legendresche Normalform errei-
chen.

DEFINITION 5.9. Man sagt, dass eine elliptische Kurve in Legendrescher Nor-
malform vorliegt, wenn sie durch eine Gleichung der Form

y* = x(r —1)(z—N)
mit A € K \ {0, 1} beschrieben wird.



Es ist
XX -1)(X =) =X—(A+1)X2+ )X,

Wenn man aus der Legendreschen Normalform die Weierstrafische Normal-
form erhalten méchte, so muss man hier den quadratischen Term eliminieren.
Wenn Weierstrafische Normalform vorliegt, so muss das Polynom X3 +aX +b
im Allgemeinen keine Faktorzerlegung in Linearfaktoren besitzen. Nach ei-
ner endlichen Erweiterung des Korpers und erst recht iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper ist aber eine solche Zerlegung moglich. Durch Ver-
schieben und Strecken kann man dann erreichen, dass 0 und 1 Nullstellen
sind, die dritte Nullstelle kann alles sein und man hat im Allgemeinen keine
Optimierungsmoglichkeiten mehr.

LEMMA 5.10. Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2,3 und es liege eine
elliptische Kurve E idiber K in Legendrescher Normalform

y* = x(r —1)(z— N
vor. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Eine kurze Weierstrafigleichung von E ist durch

P =24 ax+b

mat
NN
B 3
und
b —2)% + 302 + 3\ — 2
B 27
gegeben.

(2) Die Diskriminante von E ist

A(E) = 2'X*(A —1)%
(3) Die j-Invariante von E ist
(A= A+1)°

B =2 XA —1)2

Beweis. (1) Es ist
XX -1D)(X =) =X>—(A+1)X?+ )X,
Mit dem Ansatz
X =wi
ist dies gleich
X3 (A+1)X2 42X

A1) A+1)2 A+1
= (W+T) —()\—i-l)(W—i-T) +)\(W+T)



A1)2 =20+ 1)\ 1) +3) A+1)?
— W3+(+) (§)<+)+ W+(—§)—(A+1)
A+1 2+A A+1
3 3
_ 2 3
. (A+1) +3)\W_2(/\+1) )\(/\3+1)
X Ha—1 ) 1) 1
R A 4—3)\ _— (A + );9A(A+ )
RN W | N3 1302430 -2
= W3+ ts W+ +327+3 .

(2) Eine langere Rechnung (siehe Aufgabe 5.13 und Aufgabe 5.14) zeigt
A=A+ A= 1)3 + (=223 +3X\2 + 33X\ — 2)?

4a® + 27H* = 5
—27A* 4+ 54)\3 — 27 )2

27
= N\ -1)>2%

(3) Es ist

123(4a)?
A

BN A-1)°
T2\ - 1)
(=¥ +2-1)°

A2(\ —1)2
sV = A+ 1)

(A —1)2

I(E) =

= 98

g

Die dritte Nullstelle, also das A in der Legendreschen Normalform, ist durch
die elliptische Kurve nicht eindeutig bestimmt. Stattdessen kann man auch
1 1 Ax=1 A

1=\ =
)\’)\’1—/\’ A TA=1

nehmen.
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