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Resumen

Este escrito tiene como objetivo mostrar la propiedad de linealidad
inherente a las funciones aritméticas presente en la recursividad del
operador Suma sobre dichas funciones, exponiendo una notacién
alternativa para el concepto de diferencias y sumas finitas, tomando
como referencia a la suma geométrica para mostrar generalizaciones
empleando el método iterativo del operador Suma. Las identidades que
se obtendran serdn de caracter finito y sus demostraciones elementales.

1. Introduccion

La suma geométrica de forma usual se define como el valor S de los prime-
ros n términos de una progresién geométrica y esta definida por la siguiente

identidad,

S=g+z?+a34+ - 2" 4"

Sin pérdida de generalidad, se descartan los caso triviales, esto es cuando x =0
y « = 1. El valor de esta suma se obtiene empleando un razonamiento elegante

por su simpleza, veamos esto. Puesto que
S=z+a®+2°+-+a" " +a",

entonces

zS=2"+2° +at +.- + 2" + 2"
Por lo tanto, restando la ecuacién a la ecuacion se tiene que,

S —z8=g—2""

(1)
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Asi, despejando S de la igualdad anterior resulta que,

_ n+l
S=2"2 w41
1—=x

Por otra parte, usaremos el simbolo ¥ para asociar la nocién de operador
discreto y la idea de recursividad sobre suma geométrica, entonces en estos
términos el valor de S se describe como,

n n-+1

r —X
doat=to T Ve #l 3)
k=1

Puesto que se expondran razonamientos iterativos, se deben introducir los
conceptos necesarios que permitan mostrar algunas generalizaciones de la suma
geométrica usando la propiedad lineal de la iteracién poniendo en evidencia la
importancia de dicha propiedad.

2. Definicién de funcién iterada e iterada dual
respecto del operador suma

De forma usual se denota al conjunto de las funciones aritméticas como

AN)={f | f:N—C}.

Definicién 2.1 Sea f € A(N) y m € N. La funcidn iterada de grado m de f
respecto al operador Suma, es la funcion aritmética h tal que,

n k1 km—2

km—1
h(n): Z Z Z Z f(km)-

ki1=1ko=1 km—-1=1kn=1

y se denota como,

3

f(k)
esto es,

n n k1 km—2 Ekm—1
Do FE =D Y Y flkm).

k=1 k1:1 k2:1 km_1:1 kmzl

Definicién 2.2 Para cualquier funcion aritmética f, se define a la misma fun-
cion f como su funcion iterada de grado 0 y esto se denota como

S° k) = fln).

k=1

n
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Andlogamente se tiene que.

Definicién 2.3 Sea f € A(N) y m € N. La funcidn iterada reciproca o dual de
grado m respecto al operador Suma de la funcion f, es una funcion aritmética h

tal que,
km—1

=5 S bk

ki=lko=1  kpm_1=1kn=1
y se denota como
n
> f(k).
—m

k=1

3. Teorema de linealidad sobre las iteraciones
del operador Suma respecto las funciones aritméti-
cas

El siguiente resultado es la base del método iterativo en general y su demos-
traciones resultan inmediatas.

Teorema 3.1 Sean f,g,h y p funciones aritméticas tales que

Y k) =g(n)
k=1

k=1
entonces se tiene que
S 1 kplk) =3 h(n+1 - k)g(k)
k=1 k=1

Demostracion.

Primero, se definen las siguientes funciones aritméticas

X(n) =3 f(n+1—k)p(k)

Y(n) =) h(n+1-k)g(k)
k=1

entonces aplicaremos induccion sobre n.
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i) El caso X(n) =Y (n) para n =1, es inmediato.

Notese que,

entonces, se tiene que X (1) =Y (1).

ii) Ahora, suponiendo que X (n) = Y(n) es cierta hasta alguna n € N. En-
tonces hay demostrar que X(n+1) =Y (n+1).

Notese que,

X(n) = f)p()+f(n=1)p2)+ -+ f(2)p(n — 1) + f(1)p(n)
X(n+1) = fn+Dp(1)+ f(n)p(2) + -+ f(2)p(n) + f(p(n + 1)

ast, sumando las igualdades anteriores se tiene que,

SNX(k) = (FO)+F@Q+FB) + -+ fn—1)+ f(n)+ f(n+1))p(1) +

M+ + B+ + fln=1)+ f(n)p(2) +
M +FQ)+ B+ + f(n=1)p(3) +
(F)+f2)+fB)) pn— 1)+ (f(1) + f(2)) p(n) + (F(1)) p(n + 1)

por lo tanto,

SO X(k) = gn+1)p1)+gn)p2) + -+ gB)p(n — 1) + g(2)p(n) + g(1)p(n + 1)
k=1
n+1
= Z g(n + 2 — k)p(k) (4)
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Andlogamente,

Y(1) = h(1)g(1)

Y(2) = h(2)g(1)+h(1)g(2)

Y(3) = h(3)g(1)+ h(2)g(2) + h(1)g(3)

Y(n—1) = hn—-1)g1)+h(n—2)g(2)+h(n—-3)g(3)+---+h(l)g(n—1)

Y(n) = h(n)g(l)+h(n—1)g(2) + h(n—2)g(3) + -+ h(2)g(n — 1) + h(1)g(n)
Y(n+1) = hn+1)g(1)+h(n)g(2)+h(n—1)g9(3) + -+ h(2)g(n) + h(1)g(n + 1)

y sumando las igualdades anteriores se tiene que,

DY) = (h(1)+h(2)+hB)+--+h(n—1)+h(n)+h(n+1)) g(1)
k=1
+(h(1) + h(2) + h(3) +--- + h(n — 1) + h(n)) g(2) +
(1) +h(2)+nB)+ -+ h(n—1)) gB3)+---+
(h(1) + h(2) + h(3))g(n — 1)(h(1) + h(2)) g(n) + (h(1))g(n +1)
ast que,
n+1
DY) = pn+1)g(1)+pn)g2)+ - +p@B)g(n—1) +p(2)g(n) + p(1)g(n + 1)
= »
= Y gn+2-k)p(k)
n7+1
= > pn+2-k)g(k) (%)
k=1

entonces, comparando las igualdades Y (@ se sigue que

n+1 n+1

S X(k)= > Y(k)
k=1

k=1

y por la hipdtesis de induccion sabemos que

> O X(k) =) Y(k)
k=1 k=1

por lo tanto, se tiene que X(n+1) =Y (n+ 1).
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Por otra parte, veamos lo siguiente.

Definicién 3.2 Sean n € N, m € Z. Entonces se define la siguiente funcion

aritmética 6,,(n) como,
~ |1
k=

1

Esta funcién es fundamental para establecer el teorema que describe a las
funciones iteradas de las funciones aritmética, por lo tanto es necesario encontrar
los valores que toma. Para lograr esto se dividird el estudio en dos casos.

Caso 1. Demostrar que

é;qnﬁ}z(_nmﬂ<nTl> ¥n,m € N

Solucion. Se demuestra usando induccién sobre m.
Supéngase que

- 1 m
|l =(=1 n—1
;}M{J (-1) (nl)VneN
es cierta hasta alguna m € N. Probar que
- 1 m+1
—| = (- N
> [i] = () e
Usando la siguiente igualdacﬂ

(") =0

< m > VneN
n—1

se obtiene que,

(7)) ()

IEsto es claro,

m m m! m!

<n)+<n71) - n!(mfn)!+(n71)!(m+1fn)!
_ m! n _ m! (m+1—n+n)
N n!(m—n)!( m—i—l—n)_n!(m—n)! (m+1-mn)

m!(m 4+ 1) (m+1)!

alm—n)(m+1-n) nl(m+1—n)
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por lo tanto, aplicando el operador Suma a la igualdad anterior

Seor (M =X e (7)) - et (") wen @

k=1

Por otro lado,
n+1 n
;(—1)’“_1 (Z‘j;) =1+ > (-1 (m; 1) Vn € N
entonces, utilizando @ en la igualdad anterior se sigue que,
Sco (= e Yo (n) - Sev (1) o
k=1 k=1 k=1 & k=1 k=1
Ahora, por la hipétesis de induccién

i ()

k=1

entonces, aplicando el operador Suma se tiene que

2 f-ge ()

k=1

y la Definicién [2.3|implican que,

kz::l é—m H - kzn:ll—m m B kz:—m—l) m

pero la hipdtesis de induccion es cierta hasta m, en particular también es
cierta para m-1, por lo tanto se tiene que

é(ml) m = <7:—_11>

entonces, comparando igualdades se sigue que

i(—1)k—1 <k”_”‘1> — (—1)™ ! (T;__D Vn € N. (8)

k
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Ahora, ya que es cierta para cualquier numero natural, entonces es valida
para n+1, esto es

y por otra parte

L () =1 (7).
k=1

k=1

Asi, se sigue que

n+1 m n m
St () = e () )
k=1

k=1

Por lo tanto, sustituyendo y @D en se tiene que

Sco= () = e () e (1))

k=1
(—1)" (’:) Vn e N

es decir,
n + 1 m
ket (T = (—1)"* VneN 10
S (R =t (1) vee (10)
y por la hipétesis de induccion

Zn:_m m — (—1)n! (nml) Vn €N,

k=1

ahora aplicando el operador Z L 2 esta igualdad se obtiene

n

Zn:_m_l [;] =, (=D (kml) Vn € N.

k=1 k=1
Por ltimo, usando y la Definicién se sigue que

S (k”_ll):(_m—l (:’;j;) VneN

k=1
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por lo tanto,
= 17 1 (M1
> M = (-1) (n_1> vn € N.

k=1

Por otra parte,

Caso 2. Demostrar que

donde

Solucion.
Se procede por induccién sobre m.

i) Para el caso m = 1, la igualdad es inmediata.

ii) Supdngase que

- —1

> 1:<m+" ) Vn e N
m ’I’L—l

k=1

es cierta hasta alguna m € N. Entonces se probard que

Z 1<m+n> Vn € N.
m+1 n—1

entonces

k=1 r=1 k=1 k=1

Por lo tanto, resulta que

" /m+4+k—2 m+n-—1
;( o >( - ) VneN.
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Ahora, aplicando el a las siguientes igualdades

m+k—=2\ [(m+n—1
‘ k—1 N n—1

1=n

NE

k

M=

E
Il

1
se obtiene que
n n
k -1 k-1
> (") =X mrn (") (1)
k—1

k=1 =1

Por otro lado, de lo siguiente

m+k—1\ (m+k—-1)(m+k—-2
( k—1 )_ m ( k—1 ) vk,m €N
se obtiene que

n

z”:<m+k—1>_§(m+£—1) <mzf1—2> (12)

k=1
Asi, comparando (L1]) y (12) se deduce que,
- m+k— “(m+k—1) (m+k—2
n+1—k vn eN
poen (M) = (M)

y manipulando esta igualdad,

ik<m+k2) (mn +1) i(quk 2>(mn+1) <m+n1> T
Pt k-1 Tm+1 — m+1 n—1

Sustituyendo ésto en 7 ésta se reduce a lo siguiente:
" m+k—1 - (m+k—-1) (m+n—2
(") - e ()
k=1 k=1
m+k—2 N, (m+k—2
— k
() G2 ()

b
() @)
()

m —

3

Vn e N

:S
+§
H:
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Asi, aplicando el operador suma a la hipétesis de induccién y gracias a la ultima
igualdad se prueba que

n n n k1 e
;erll:kz_:lrz:—lml:kz_:l( k—1 >:<n_1> Vn,meN.

||
Por 1ltimo, de la Definicién y de la Definicién se tiene que

k=1
ya que
-y H
k=1 k
entonces — 9
Om(n) = me R Vn,m € N.
k—1
Por lo tanto, se concluye por lo demostrado anteriormente que Vn € N
m+k—2
( b1 ) R m > 0,
Om(n) =9 [+], m =0,

(—1)nt (n__ml) , m<O.

Ahora que ya se conocen los valores de la funcién descrita en la Definicién3.2]se
puede enunciar y demostrar de forma simple el siguiente resultado.

Teorema 3.3 Para cualquier funcion aritmética f se tiene que

me(k):zem(n+1—k)f(k) Vn € N,Vm € Z
k=1 k=1

Demostracion. Se aplicard induccion sobre m

1) Probar que

3

n

Of(k):200(n+1—k)f(k) Vf e A(N).
k=1 k=1
Por la Observacién resulta que
S f=fm)  VFeAM)
k=1

y por la Definicion se tiene que
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entonces

D on+1-k)f(k)=>_ H f(n+1—k)=f(n) VfeAN).
k=1 k=

1

Ast, comparando igualdades se concluye que
> k)= ;00@ +1—k)f(k) Vfe€AN).
k=1 =

1) Supdngase que

3

m
k=1

F) =3 Oln+ 1= K (R)

es cierta hasta alguna m > 0 y Vf € A(N) Demostrar que

n

Do FB) =D Oma(n+1—k)f(k) Vf € AN).
k=1

k=1

Por el Teorema y Definicion resulta que
S (k) = 0 sy ().
k=1

Ahora, si

entonces se tiene que
> Omia(n+1—k)f(k) =D Om(n+1—k)g(k)
k=1

por el Teorema
Por otro lado, de la hipdtesis de induccion se sigue que

n

S gk =3 Omln+ 1 k)g(k)
k=1

k=1

y por la Definicion [2.]]

n n

Do B =22 alk).

k=1 k=1
Por lo tanto, comparando las ultimas igualdades se concluye que

n

k_1m+1f(k)=;9m+1(n+1k)f(k) Vm €N Vf e A(N).

www.mathsingular.com.mx
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Ya se demostro que

n

imf(k:) = Om(n+1-k)f(k) vn € N,¥m > 0.

k=1

Saolo falta probar la igualdad para las m negativas. Notese que m € Z~ < m = —p
para alguna p € N, entonces se procederd por induccion sobre p.

i) Probar que

3

n

F(k)=>"0_1(n+1—k)f(k) VneNVfe AN).

k=1 k=1

Por la Definicion se tiene que
< 1
> 0(k) = {f] Vn € N
n
k=1
y sin pérdida de generalidad supongase que
S gr(k) = f(n) VneNVSeAN)
k=1
entonces N
> gin+1-k) { } 29 (n+1—k)f(k) YneN
k=1
aplicando el Teorema a las zgualdades anteriores. Y por otra parte,

; gr(n+1—k) H =gs(n) ¥YneN

luego

n

grm)=S"0_1(n+1—k)f(k) VneN (13)

Por otro lado,
> gs(k) = f(n) ¥neN
lo cual implica que

= Zn:_lf(k) VneN . (14)
k=1

por la Definicion

Por lo tanto, compamndo las igualdades (15) y (14) se tiene que

i,l f(k 29 (n+1-Fk)f(k) VneNVfe AN).
k=1
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1) Supdngase que

3

n

F(B) = 0m(n+1—k)f(k) Vn €N

k=1 k=1

es cierta hasta alguna p = —m € N y Vf € A(N) . Demostrar que

n

Z,(pﬂ) fk)=> "0, 1(n+1-k)f(k) V¥neNVfeAN).

k=1

Por el Problema[3 y Definicion [2.3 se tiene que
Za )=0.41(n) VYneN.

Ahora, supdngase que
> 9s(k)=f(n) VYneN

entonces

n n

D0y an+1-k)f(k)=> 0 ,(n+1-k)gs(k) VneN

k=1 k=1

por el Teorema ya que
> 0 p1(k)=0,(n) YneN
Por otra parte, la hipdtesis de induccion implica que

0_ 1-— k N
;_pg Z (n+1—k)gs(k) Vne

y por la Definicion

Z—(p-H) 1 (k)

k=1 k=1

3

g(k) VYneN.

-Pp

Por lo tanto, comparando las ultimas igualdades se concluye que

n

D e TR =D 0pa(nt 1= k)f(k) V€ NVS € A(N).
k=1

k=1
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4. Extensiones complejas

Recordemos que las generalizaciones de los factoriales complejos son las siguientes,
n 2t =2z(z—1)..(z —n+1)

2(z+1)..(z+n—-1)

0

-
. 2=

zo =1
Y cumple la siguiente relacién,
- = (- ()
Y por otra parte, los factoriales pueden ser descritos en términos de la funcién Gamma,

s =R R(2) -0

. Zﬁn = (_1)n(1,12)ﬁ

Usando las propiedades anteriores podemos extender la funcién 6, (n).

Definicién 4.1 Para cualquier z € C y Vn € N definimos la funcién 0.(n) como;

()" !
0.(n) = -1 270
[H , z=0.

Y por otra parte,

Definicién 4.2 Sea f € A(N) y z € C . Diremos que la funcion iterada de grado z de
la funcion f, es una funcion aritmética g tal que

g(n) = 0.(n+1—-k)f(k)

k=1

y la denotaremos como

3

f(k).

B
Il
i
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5. Identidades y aplicaciones

Problema 5.1 (SG versidn simétrica simple)

Aplicar Definicién y el Teorema a la suma geométrica

_ ot
Zx :i VneN, VzeC\{1}

y demostrar la sigmente generalizacion

. k - € " _ n € m
Zmaz +z;n(m1> =z (m71> Vm e Ny Ve € C\ {1},

k=1

o de forma explicita,

PIETD SR SNy e

ki=1 km=1 ri=1 rp=1

Solucion.

Procederemos por induccion sobre m.

El caso n = 1 es claro aplicando la Definicion . Ahora supongamos que la
igualdad,

n . m x r B . . m
me +Zn(m_1) =z <m_1) VYn e NyVz e C\ {1}.
k=1 r=1
es cierta hasta alguna m € N, entonces aplicando el operador
>
k=1
a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definicién obtenemos que

g:mﬂ +ZZ ( ) = zn:x’“ (xfl)m veeC\{1}  (15)

k=1 r=1 k=1

por el Teorema tenemos que

SN E D I G IE=

r—= r=1
Ademds
i m+k—r—1 x T*i (m+1-r)+k-—2 x \
— m+1—r z—1 _r:1 k—1 z—1) "
entonces
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S (G5) = (M) ()
_ i ((m+1—7')+k_2>< z ) VneNyve e C\ {1).

k—1 r—1
Yy como

n—1

= ((m+1—r)+k—2) B <(m+1—r)+n—1)
1
por lo tanto

>3

k=1 r=1

r—1

xl)r _ i( m+1;j)l+n71> (mily
>

(" T GE) ey,

Ast, sustituyendo lo anterior en y utilizando la siguiente igualdad
_ pntl
Zﬂc 2793 z VneN, Ve#l
obtenemos que,

imﬂ +Z< mjf)hrfl) (ﬁ) = (x;f?l) (x:)m Vo € C\{1}.

k=1

Por otro lado, tenemos que

() ) s ()T () wenw

entonces se sigue que,

Zn:m x +Z< m:;;_r_l) (xfl)rJr(zfl)mH:xn (wil)wrl (1)

k=1

y por el Teorema sabemos que,

mZ—H z \" s (m+1)+n—r—1 z \"

—n\z—1 (m+1)—r z—1

(m+1)+n—r-—1 x T+ n—1 z \"
(m+1)—r x—1 0 x—1

CRARTE | I (s

(= il

1

T

I
NE

r=1
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por lo tanto sustituyendo lo anterior en la igualdad @ se tiene que

n mtl m+1
n T
Zm+1 +Z <x—1) = (m—l) Vn € NyVz e C\ {1}.

k=1
|

Problema 5.2 (SG forma simétrica equivalente) Demostrar que los siguientes
enunciados son equivalentes:

()

i@m(k)vkﬂ(l—v)m + Zen(r)(l —v)"""" =1 ¥n,meNyVYoeC\{0,1}.

k=1 r=1

(i)

zn: x +Z (:%1) :‘”n(xf1>m Vn,m € NyVaz € C\ {0,1}.

k=1

Solucion. Primero notemos que por el Teorema se tiene lo siguiente,

> ()

i (m+1—-7) (%)T

m+1—r
I(+53)

X
_ i (x_l)m(“";lyl VmeN, Vo £0,1

por lo tanto

> (551) = 2eo (i

T

m r—1
) (x’l) Vm €N, Yz #1,0.

Andlogamente, se tiene que

n n k—1
Z mk:Z(;m(k)x” (%) VneN, Vo #1,0
k=1 k=1

entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que

B () - B () e (5 (5

r=1

por otro lado sabemos que,

Zn: x +Z (x71) :x"(xfl)m Vn,m € NyVz € C\ {0,1}

k=1
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entonces
e () e En () (59) = ()
" z " z—1 x o z—1 '
k=1 r=1
Ahora, dividiendo la igualdad anterior por x™ (zfl)m obtenemos
n m k—1 m n r—1
r—1 1 1 r—1
em - n - -
(k)( - ) <x> +Z€(r)(x> ( - ) 1 Va#0,1 (17)
k=1 r=1
Por altimo, haciendo el cambio de variable v = i se tiene que x = % Y 9”7_1 =1—-w.
Ast, sustituyendo en la igualdad se concluye que
D OB A=) 4+ D Oa(r)(1—v)"" =1 Yn,meNyVveC\{0,1}.
k=1 r=1

El reciproco se prueba andlogamente.

Problema 5.3 Probar que Vp,q,n,m € NyVz € C\ {0,1} se tiene que

n

m n & n m T r & m T ™
gq ;rﬂ)m +kZ:1p Tzz:lk+q (:C—l) - pr Zq (m—l)

k=1 r=1

Solucion. Para probar esto sdlo hay que definir las siguientes funciones:

m

f(m,n)zzn: 2y gnm) =Y ( e )T Vm,n €N Vx #£0,1
k=1

r—1

entonces por el Problema sabemos que

n

k d X " o n x m
me —&-Z;n(x_l) =z <7m—1> Vn,m € NyVz € C\ {1}.

k=1

lo que implica que,

T

f(m,n) + g(n,m) = z" <x71>m Vn,m € NyVz e C\ {1}.

ast, aplicando los operadores

A% N
k_lp[ ly ;q[ ] Vn,m,p,q€

a la igualdad anterior se tiene que
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n n

D INIGHED DD

r=1 k=1 r=1 k=1

m n T s
g(k,r)zzq Zp z* <x71> Vn,m,p,q € N,z #0,1.
r= k=1

Por otro lado, utilizando la Definicion observamos que

m n m n k
RTINS
r=1 k=1 r=1 k=1 s=1
m n
= 2 L7 Ynmpg €Nz #0,1
q p+r
r=1 k=1

ademds,

I INTTIEED S S SN = |

r=1 k=1 r=1 k=1 t=1

y por ultimo

m n T T n m T T
k _ k
Eq gpm (x—l) o gpm Eq (m—l)

Por lo tanto, comparando las igualdades anteriores se sigue que,

n

m
2,
r=1 k=

n m T ™ n m T r
k
AR =122, 1 X2
r+p P k+qg \xz — 1 P g \z—1
1 k=1 =1 k=1 r=1

Vn,m,p,q € Nyx # 0, 1.

Problema 5.4 Demostrar que

~(k+m—2\ p, 1
kz_l( 1 ):1: =T o= vmeN y V]z| <1

utilizando la igualdad,

i@m(k)xkfl(lfx)m + i&n(r)( a )P 2" =1 V¥n,m e NyVzeC\{0,1}.

rz—1
k=1 r=1
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Solucion.
Solo hay que aplicar el operador lim, . a la siguiente igualdad,

kznjlem(k)x“( i (ml)rlm" =1

para obtener que

’ k—1 m
nl;n;O;Gm(k)x (1-ux) nl;H;OZG (

entonces

r—1

n m r—1
z. — m . n m
Jim om0+ S (o) (1) =1 a9

Por otro lado, por las propiedades de los limites sabemos que

; k—1 m _ m s k—1
nh_}ngO; Om (k)" (1 —x) = (1-=x) nh_}ngoz Om (k)x
= (1-a2)™ Z Om(n
n=1
= (1-=x)

moo m+mn—2 n—1
Z( )f

y dado que

. n\ _ . n+r—2\ 5\ _
(n1L1209n(r)x)—(nILn;o< ne1 )x>—0 vVo|zl <1

entonces sustituyendo lo anterior en la igualdad @) se concluye que

—(k+m—2\ ;4 1
=— Y NyV 1.
;( k1 )a: o meN y V|z| <
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Problema 5.5 Sean n,m € N, z € C\ {0,1} . Demostrar que Vz,w € C se tiene lo
siguiente:

5 G5 - (5 (5.65))

k=1 r=1

k=1 r=1 r=1 k=1

iii) Sea B(a,b) = ———= R(a),R(b) = 0, Entonces,

n m n

ZZH Z;wer(k)B(a+k,b+r+1) + Zw+1 lzﬁk(r)B(a—i—k—i—l,b—i—r) =
k=1 = r=1

k=
0:+1(n)0w+1(m)B(a,b)  R(a), R(b) = 0.
Solucion.

i) Por el Problema sabemos que

n

k s xT " _ n xT m

k=1

entonces de forma andloga a la solucién del Problema definimos las siguientes
funciones

fmn)=>" 2" y gnm)=Y_ ( a ) Vm,n €N Vz #0,1.
k=1 r=1

r—1

FEntonces

xT

f(m,n) + g(n,m)= m"( )m Vn,m € Ny Ve € C\ {1}

y aplicando los operadores Vn,m € N | Vz,w € C

rz—1

S0

k=1
Vn,m €N | Vz,w € C a la igualdad anterior, se tiene que

n n

r=1 k=1 r=1 k=1 r=1 k=

VnomeN | VzyweC , z#0,1.
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Ahora, observemos lo siguiente

k=1 k=1 s=1 k=1

S -5 (5) -5 65

r=1

Vm,t eN , YweC , =z #0,1.

R En

r=1

Por lo tanto ,

n

S5 e ) - (5

k=1

ii) Por el Problema sabemos que

D O0nR)THA =)™+ Y ()1 —v) " =1

k=1 r=1
Entonces, aplicando

[ ]y [ ]¥n,meN , Vz,weC
k=1 k=1
a la igualdad anterior, se tiene que
k—1 T r—1_k __
Do 2 T )T 0 S ek (1 —a) et = S
k=1 r=1 r=1 k=1 k=1 r=1
=0.41(n)0uwi1(m)

i11) Por el inciso anterior se tiene que

n

ZZH Zw 0, (k)z"'(1—z)" + ZMH 0, (r)(1 — )" 'a* = 0.41(n)0ui1(m)
r=1 k

z
k=1 r=1 =1

3

entonces, multiplicando por z°~* (1 — )" R(a), R(b) > 0 la igualdad anterior ob-
tenemos que

n

at+k—2 b+r—1 b+r—2 a+k—1
Zz+1 le 0, (k)z (1—z) + Zw+1 O0r (r)(1 — 2) x
k=1 r=
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Entonces, aplicando el operador fol [ ] ala igualdad anterior , se deduce que

Zz+1 le 0r(k)B(a+k,b+7+1) + Zw+1 ;Z Ox(r)Bla+k+1,b+7)
k=1 - -

=0.41(n)0w+1(m)B(a,b) Va,b € C con R(a),R(b) >0
|

Problema 5.6 Seann € N, m € Zy x € C\{0, 1} ,entonces definamos las siguientes
funciones :

a)

2= (n) = 2" 0m(n)

b)

pa’”(n) = pa(n) * - pa(n)
—
p—veces
donde,
n 1 xl_[%]
pz(n) - kzﬂ_l (1 — l’)k - (1 — 1’)"
c)
KaP7 (n) = ka(n) * - % K (n)
—_— —
p—veces
donde,
_ =1 . _ —Z
o) = 717 () ¢ —paln) = 7
Demostrar lo siguiente:
i) 23 (n) * 2P (n) = 2P (n) Vm,p € Z
Zx<r>—(n) _ pz(n) (x<1>-(n) o <m+1>-(n)) VYm e N
r=1

[
>
N
+
I3
—~
3
=
8
-
+
]
3
3
I
—
—
| |
w0
El=
=<
L
VR
8
| |8
—_
—
w
Il
3
/N
8
| |8
—_
—
S
3
3
+
I
_
[
NS
=~
L
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vi)

m P m

D, Orema w30 S r(ma” =

»,»:117 s=1 r=1

p n P s

o (3 b(k) bu(n) ([

v (x—l) Z:%m (1 —x)k-t ;2771 1-x)t\z—-1

Solucion.

1) Es inmediato

2" 0 (n) x 2¥0,(n)
"G gp (1)
<m-+p> (’I’L) Vm,p c7Z

w—<m>— (’I’L) * $<p>— (n)
T
T

ii) Sea
S(n,m) = Zm<r> (n) = S(n,m)x =" (n) -z (n)) = 2= (n) — 2" ()

Ahora, solo hace falta ver que,

plo) (5™ () =™ () = [ 1].

Para esto hagamos lo siguiente, por el inciso b) sabemos que

1
p(n) = 6-1(n) = m

entonces se tiene que,

p(n) * (@™ (n) — ™" (n)) = -1 (n) » =" (@ (n) — 2™ (n))
1
=60_1(n) =" * (Bo(n) — z61(n))

. 2! [%} T 11
(-2 (- {5}
Por lo tanto, se sigue que
D@ (n) = pa(n) « (@™ (n) — ™" (n))

r=1

i11) Aplicaremos induccidon sobre p.
El caso p =1 es claro. Entonces, supongamos que la igualdad

m p
<r- <s> _ =p=
Zp =" (n) + ;m Ko~ (n) =k77(n)xx

r=1

)
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es cierta hasta alguna p € N, entonces aplicando el operador

m

[]

r=1

a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definicién obtenemos que

m m P m
<r- <5 S " <r= 19
DIACES I W UE D M I
Yy como
P P
<s> _ p+1—=s5)+r—2 <s>
e =3 (PO )
s=1 s=1
entonces;

P

i KT = ii((ﬁlzi);rr—?)ﬂ;w(n)

r=1 s=1 r=1s=1
e ((pH1—s)+r—2
:Zz(p r1 )’*557") vn€NyVoeC\ {1}
s=1r=1

Por lo tanto,

i ir":s>(”) _ i ((p+1;®sl41—m—1> K2 (n)

r=1 s=1 s=1
P fp+ 1) +m—s—1
= Z(p (p+1)—s )m;&(n) Vn,m € NyVz e C\ {1}.
s=1

Ast, sustituyendo lo anterior en @) y utilizando la siguiente igualdad

m

D27 (0) = pa(n) (271 (n) — 2" ()

r=1

obtenemos que,

PO D G L O )

Yy como

K (0) 5 o) ¢ (7 () = 2 () = T () £ 2 ) — kTP ()

entonces se sigue que,

m

<r> - p+)+m—-s—1 s> <pt+is <m <pt1s
TR (T ) R ) = T ) )= ()
s=1

r=1
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entonces

m
Z » x<r>— Z ( p+ 1 + T;L —S$—= 1) H:S>_(TL) + H;P+1>-(n) —_ H:P+1>-(n)*x<m>- (n)
P — —s

r=1
y por lo tanto
m p+1
Z -<T>— + Z ,i<9>- K:p+1>-(n) " x—<m>(n) Vp c N.

i) Por el inciso c) se tiene que

o) =2 (n) % (=pe(m) = =
entonces
=<p- -z —z_ _ (=2)"6p(n)

) S e A T (e T

Por otra parte, usando el inciso i) sabemos que

m

Z =" (n) + Z k2" (n) = kP (n) * ™™ (n)
P

r=1

<p>(

por lo tanto, sustituyendo el valor de k n) en la igualdad anterior se tiene que

- <r- . —)°0s(n —x)"0p(n <m>
;pm (n) + Zm (E,i)n-fs—)l = (gil)nﬁ_(p_)l * X (n).

s=

FEntonces
- <> 3 —z)°0s(n —z)P0p(n <m>-
>+ Y, A = ()

con lo que concluimos la demostracion.

v) Es inmediato aplicando el operador

3

z
k=1

a la igualdad del inciso iv).

vi) Basta con aplicar z =m en el inciso anterior y la igualdad del inciso ).
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Problema 5.7 Sean n,p,m € N,a,b € Z,a € Ryp € C,z € C\ {0,1}. Este
problema es bdsicamente una generalizacion del anterior, no se adjunto como inciso
para poder mostrar de forma clara la aplicacion que dicho caso tenia.

a) z3%5 (n) = %“0pa(n)

b) p:,iiﬁ(n) = Pr,a,8(1n) * - * pzap(n)

p—veces
donde,
1
prina) 5 2 () — a2 ) = [ 2]
C) I{/:VI(;Tﬁ (n) = Kz,a0,8 (n) koee ok ﬁx,a,ﬂ(n)
p—veces
donde,

Kasa,p(n) = 235 (n) * (—pa,a,p(n))
Demostrar lo siguiente:
i) x“”( ) * x;bg (n) = z3% ()

a,B
ii)

m
235 (n) = paap(n) * (235 (n) — 25 ()
r=1
i)
m
Z o (n) + Z W (n) = 2357 (0) K205 (n)
Solucion. Inmedmtas de las definiciones. |
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