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Resumen

Este escrito tiene como objetivo mostrar la propiedad de linealidad
inherente a las funciones aritméticas presente en la recursividad del
operador Suma sobre dichas funciones, exponiendo una notación

alternativa para el concepto de diferencias y sumas finitas, tomando
como referencia a la suma geométrica para mostrar generalizaciones

empleando el método iterativo del operador Suma. Las identidades que
se obtendrán serán de carácter finito y sus demostraciones elementales.

1. Introducción

La suma geométrica de forma usual se define como el valor S de los prime-
ros n términos de una progresión geométrica y esta definida por la siguiente
identidad,

S = x+ x2 + x3 + · · ·+ xn−1 + xn.

Sin pérdida de generalidad, se descartan los caso triviales, esto es cuando x = 0
y x = 1. El valor de esta suma se obtiene empleando un razonamiento elegante
por su simpleza, veamos esto. Puesto que

S = x+ x2 + x3 + · · ·+ xn−1 + xn, (1)

entonces

xS = x2 + x3 + x4 + · · ·+ xn + xn+1. (2)

Por lo tanto, restando la ecuación (1) a la ecuación (2) se tiene que,

S − xS = x− xn+1.

1



Este trabajo tiene licencia CC BY-SA 4.0

Aśı, despejando S de la igualdad anterior resulta que,

S =
x− xn+1

1− x
∀x ̸= 1.

Por otra parte, usaremos el śımbolo Σ para asociar la noción de operador
discreto y la idea de recursividad sobre suma geométrica, entonces en estos
términos el valor de S se describe como,

n∑
k=1

xk =
x− xn+1

1− x
∀x ̸= 1. (3)

Puesto que se expondrán razonamientos iterativos, se deben introducir los
conceptos necesarios que permitan mostrar algunas generalizaciones de la suma
geométrica usando la propiedad lineal de la iteración poniendo en evidencia la
importancia de dicha propiedad.

2. Definición de función iterada e iterada dual
respecto del operador suma

De forma usual se denota al conjunto de las funciones aritméticas como
A(N) = {f | f : N → C} .

Definición 2.1 Sea f ∈ A(N) y m ∈ N. La función iterada de grado m de f
respecto al operador Suma, es la función aritmética h tal que,

h(n) =

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).

y se denota como,
n∑

m
k=1

f(k)

esto es,
n∑

m
k=1

f(k) =

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).

Definición 2.2 Para cualquier función aritmética f, se define a la misma fun-
ción f como su función iterada de grado 0 y esto se denota como

n∑
0

k=1

f(k) = f(n).
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Análogamente se tiene que.

Definición 2.3 Sea f ∈ A(N) y m ∈ N. La función iterada rećıproca o dual de
grado m respecto al operador Suma de la función f, es una función aritmética h
tal que,

f(n) =

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

km−1∑
km=1

h(km)

y se denota como
n∑

−m
k=1

f(k).

3. Teorema de linealidad sobre las iteraciones
del operador Suma respecto las funciones aritméti-
cas

El siguiente resultado es la base del método iterativo en general y su demos-
traciones resultan inmediatas.

Teorema 3.1 Sean f, g, h y p funciones aritméticas tales que

n∑
k=1

f(k) = g(n)

n∑
k=1

h(k) = p(n)

entonces se tiene que

n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k) =

n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k)

Demostración.

Primero, se definen las siguientes funciones aritméticas

X(n) =

n∑
k=1

f(n+ 1− k)p(k)

Y (n) =

n∑
k=1

h(n+ 1− k)g(k)

entonces aplicaremos inducción sobre n.
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i) El caso X(n) = Y (n) para n = 1, es inmediato.

Nótese que,

X(1) =

1∑
k=1

f(2− k)p(k) = f(1)p(1) = f(1)h(1)

Y (1) =

1∑
k=1

h(2− k)g(k) = h(1)g(1) = h(1)f(1) = f(1)h(1)

entonces, se tiene que X(1) = Y (1).

ii) Ahora, suponiendo que X(n) = Y (n) es cierta hasta alguna n ∈ N. En-
tonces hay demostrar que X(n+ 1) = Y (n+ 1).

Nótese que,

X(1) = f(1)p(1)

X(2) = f(2)p(1) + f(1)p(2)

...

X(n) = f(n)p(1) + f(n− 1)p(2) + · · ·+ f(2)p(n− 1) + f(1)p(n)

X(n+ 1) = f(n+ 1)p(1) + f(n)p(2) + · · ·+ f(2)p(n) + f(1)p(n+ 1)

aśı, sumando las igualdades anteriores se tiene que,

n+1∑
k=1

X(k) = (f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(n− 1) + f(n) + f(n+ 1)) p(1) +

(f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(n− 1) + f(n)) p(2) +

(f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(n− 1)) p(3) +

+ · · ·+
(f(1) + f(2) + f(3)) p(n− 1) + (f(1) + f(2)) p(n) + (f(1)) p(n+ 1)

por lo tanto,

n+1∑
k=1

X(k) = g(n+ 1)p(1) + g(n)p(2) + · · ·+ g(3)p(n− 1) + g(2)p(n) + g(1)p(n+ 1)

=

n+1∑
k=1

g(n+ 2− k)p(k). (4)
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Análogamente,

Y (1) = h(1)g(1)

Y (2) = h(2)g(1) + h(1)g(2)

Y (3) = h(3)g(1) + h(2)g(2) + h(1)g(3)

...

Y (n− 1) = h(n− 1)g(1) + h(n− 2)g(2) + h(n− 3)g(3) + · · ·+ h(1)g(n− 1)

Y (n) = h(n)g(1) + h(n− 1)g(2) + h(n− 2)g(3) + · · ·+ h(2)g(n− 1) + h(1)g(n)

Y (n+ 1) = h(n+ 1)g(1) + h(n)g(2) + h(n− 1)g(3) + · · ·+ h(2)g(n) + h(1)g(n+ 1)

y sumando las igualdades anteriores se tiene que,

n+1∑
k=1

Y (k) = (h(1) + h(2) + h(3) + · · ·+ h(n− 1) + h(n) + h(n+ 1)) g(1)

+(h(1) + h(2) + h(3) + · · ·+ h(n− 1) + h(n)) g(2) +

(h(1) + h(2) + h(3) + · · ·+ h(n− 1)) g(3) + · · ·+
(h(1) + h(2) + h(3))g(n− 1)(h(1) + h(2)) g(n) + (h(1))g(n+ 1)

aśı que,

n+1∑
k=1

Y (k) = p(n+ 1)g(1) + p(n)g(2) + · · ·+ p(3)g(n− 1) + p(2)g(n) + p(1)g(n+ 1)

=

n+1∑
k=1

g(n+ 2− k)p(k)

=

n+1∑
k=1

p(n+ 2− k)g(k) (5)

entonces, comparando las igualdades (4) y (5) se sigue que

n+1∑
k=1

X(k) =

n+1∑
k=1

Y (k)

y por la hipótesis de inducción sabemos que

n∑
k=1

X(k) =

n∑
k=1

Y (k)

por lo tanto, se tiene que X(n+ 1) = Y (n+ 1).
■
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Por otra parte, veamos lo siguiente.

Definición 3.2 Sean n ∈ N, m ∈ Z. Entonces se define la siguiente función
aritmética θm(n) como,

θm(n) =

n∑
m

k=1

[
1

k

]
Esta función es fundamental para establecer el teorema que describe a las

funciones iteradas de las funciones aritmética, por lo tanto es necesario encontrar
los valores que toma. Para lograr esto se dividirá el estudio en dos casos.
Caso 1. Demostrar que

n∑
−m

k=1

[
1

k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n,m ∈ N

Solución. Se demuestra usando inducción sobre m.
Supóngase que

n∑
−m

k=1

[
1

k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N

es cierta hasta alguna m ∈ N. Probar que
n∑

−m−1
k=1

[
1

k

]
= (−1)n−1

(
m+ 1

n− 1

)
∀n ∈ N

Usando la siguiente igualdad1(
m+ 1

n

)
=

(m
n

)
+

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N

se obtiene que,

(−1)n
(
m+ 1

n

)
= (−1)n

(m
n

)
+ (−1)n

(
m

n− 1

)
= (−1)n

(m
n

)
− (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N

1Esto es claro,(m

n

)
+

(
m

n− 1

)
=

m!

n!(m− n)!
+

m!

(n− 1)!(m+ 1− n)!

=
m!

n!(m− n)!

(
1 +

n

m+ 1− n

)
=

m!

n!(m− n)!

(m+ 1− n+ n)

(m+ 1− n)

=
m!(m+ 1)

n!(m− n)!(m+ 1− n)
=

(m+ 1)!

n!(m+ 1− n)!
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por lo tanto, aplicando el operador Suma a la igualdad anterior

n∑
k=1

(−1)k
(
m+ 1

k

)
=

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
−

n∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
∀n ∈ N (6)

Por otro lado,

n+1∑
k=1

(−1)k−1

(
m+ 1

k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(
m+ 1

k

)
∀n ∈ N

entonces, utilizando (6) en la igualdad anterior se sigue que,

n+1∑
k=1

(−1)k−1

(
m+ 1

k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
−

n∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
(7)

Ahora, por la hipótesis de inducción

n∑
−m

k=1

[
1

k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
entonces, aplicando el operador Suma se tiene que

n∑
k=1

k∑
−m

r=1

[
1

r

]
=

n∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
y la Definición 2.3 implican que,

n∑
k=1

k∑
−m

r=1

[
1

r

]
=

n∑
1−m

k=1

[
1

k

]
=

n∑
−(m−1)

k=1

[
1

k

]
pero la hipótesis de inducción es cierta hasta m, en particular también es

cierta para m-1, por lo tanto se tiene que

n∑
−(m−1)

k=1

[
1

k

]
= (−1)n−1

(
m− 1

n− 1

)

entonces, comparando igualdades se sigue que

n∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
= (−1)n−1

(
m− 1

n− 1

)
∀n ∈ N. (8)
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Ahora, ya que (8) es cierta para cualquier numero natural, entonces es valida
para n+1, esto es

n+1∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
= (−1)n

(
m− 1

n

)
y por otra parte

n+1∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
.

Aśı, se sigue que

n+1∑
k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
= 1 +

n∑
k=1

(−1)k
(m
k

)
. (9)

Por lo tanto, sustituyendo (8) y (9) en (7) se tiene que

n+1∑
k=1

(−1)k−1

(
m+ 1

k − 1

)
= (−1)n

(
m− 1

n

)
− (−1)n−1

(
m− 1

n− 1

)
= (−1)n

(m
n

)
∀n ∈ N

es decir,

n∑
k=1

(−1)k−1

(
m+ 1

k − 1

)
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N (10)

y por la hipótesis de inducción

n∑
−m

k=1

[
1

k

]
= (−1)n−1

(
m

n− 1

)
∀n ∈ N,

ahora aplicando el operador
∑

−1
a esta igualdad se obtiene

n∑
−m−1

k=1

[
1

k

]
=

n∑
−1

k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
∀n ∈ N.

Por último, usando (10) y la Definición 2.3 se sigue que

n∑
−1

k=1

(−1)k−1

(
m

k − 1

)
= (−1)n−1

(
m+ 1

n− 1

)
∀n ∈ N
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por lo tanto,

n∑
−m−1

k=1

[
1

k

]
= (−1)n−1

(
m+ 1

n− 1

)
∀n ∈ N.

■
Por otra parte,

Caso 2. Demostrar que

n∑
m

k=1

1 =

(
m+ n− 1

n− 1

)
∀n,m ∈ N

donde
n∑

−m
k=1

1 =

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

km−1∑
km=1

1.

Solución.
Se procede por inducción sobre m.

i) Para el caso m = 1, la igualdad es inmediata.

ii) Supóngase que
n∑

m
k=1

1 =

(
m+ n− 1

n− 1

)
∀n ∈ N

es cierta hasta alguna m ∈ N. Entonces se probará que

n∑
m+1

k=1

1 =

(
m+ n

n− 1

)
∀n ∈ N.

Por la hipótesis de inducción se tiene que

n∑
m

k=1

1 =

(
m+ n− 1

n− 1

)
∀n ∈ N;

entonces

n∑
m

k=1

1 =

n∑
r=1

r∑
m−1

k=1

1 =

n∑
k=1

(
m+ k − 2

k − 1

)
∀n ∈ N.

Por lo tanto, resulta que

n∑
k=1

(
m+ k − 2

k − 1

)
=

(
m+ n− 1

n− 1

)
∀n ∈ N.
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Ahora, aplicando el Teorema 3.1 a las siguientes igualdades

n∑
k=1

(
m+ k − 2

k − 1

)
=

(
m+ n− 1

n− 1

)
n∑

k=1

1 = n

se obtiene que

n∑
k=1

(
m+ k − 1

k − 1

)
=

n∑
k=1

(n+ 1− k)

(
m+ k − 1

k − 1

)
(11)

Por otro lado, de lo siguiente(
m+ k − 1

k − 1

)
=

(m+ k − 1)

m

(
m+ k − 2

k − 1

)
∀k,m ∈ N

se obtiene que

n∑
k=1

(
m+ k − 1

k − 1

)
=

n∑
k=1

(m+ k − 1)

m

(
m+ k − 2

k − 1

)
(12)

Aśı, comparando (11) y (12) se deduce que,

n∑
k=1

(n+ 1− k)

(
m+ k − 2

k − 1

)
=

n∑
k=1

(m+ k − 1)

m

(
m+ k − 2

k − 1

)
∀n ∈ N

y manipulando esta igualdad,

n∑
k=1

k

(
m+ k − 2

k − 1

)
=

(mn + 1)

m+ 1

n∑
k=1

(
m+ k − 2

k − 1

)
=

(mn + 1)

m+ 1

(
m+ n− 1

n− 1

)
∀n ∈ N.

Sustituyendo ésto en (12), ésta se reduce a lo siguiente:

n∑
k=1

(
m+ k − 1

k − 1

)
=

n∑
k=1

(m+ k − 1)

m

(
m+ n− 2

k − 1

)

=

(
m− 1

m

) n∑
k=1

(
m+ k − 2

k − 1

)
+

(
1

m

) n∑
k=1

k

(
m+ k − 2

k − 1

)
=

(
m− 1

m

)(
m+ n− 1

n− 1

)
+

(
1

m

)
(mn + 1)

(m+ 1)

(
m+ n− 1

n− 1

)
=

(
m+ n

n− 1

)
∀n ∈ N
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Aśı, aplicando el operador suma a la hipótesis de inducción y gracias a la última
igualdad se prueba que

n∑
m+1

k=1

1 =

n∑
k=1

k∑
m

r=1

1 =

n∑
k=1

(
m+ k − 1

k − 1

)
=

(
m+ n

n− 1

)
∀n,m ∈ N.

■
Por último, de la Definición 2.1 y de la Definición 3.2 se tiene que

θm(n) =

n∑
m−1

k=1

1

ya que

1 =

n∑
k=1

[
1

k

]
,

entonces

θm(n) =

(
m+ k − 2

k − 1

)
∀n,m ∈ N.

Por lo tanto, se concluye por lo demostrado anteriormente que ∀n ∈ N

θm(n) =



(
m+ k − 2

k − 1

)
, m > 0,[

1
n

]
, m = 0,

(−1)n−1

(
−m

n− 1

)
, m < 0.

Ahora que ya se conocen los valores de la función descrita en la Definición3.2 se
puede enunciar y demostrar de forma simple el siguiente resultado.

Teorema 3.3 Para cualquier función aritmética f se tiene que

n∑
m

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N,∀m ∈ Z

Demostración. Se aplicará inducción sobre m

i) Probar que

n∑
0

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θ0(n+ 1− k)f(k) ∀f ∈ A(N).

Por la Observación 2.2, resulta que

n∑
0

k=1

f(k) = f(n) ∀f ∈ A(N)

y por la Definición 3.2 se tiene que

θ0(n) =

[
1

n

]
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entonces

n∑
k=1

θ0(n+ 1− k)f(k) =

n∑
k=1

[
1

k

]
f(n+ 1− k) = f(n) ∀f ∈ A(N).

Aśı, comparando igualdades se concluye que

n∑
0

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θ0(n+ 1− k)f(k) ∀f ∈ A(N).

ii) Supóngase que
n∑

m
k=1

f(k) =

n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k)

es cierta hasta alguna m ≥ 0 y ∀f ∈ A(N) Demostrar que

n∑
m+1

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θm+1(n+ 1− k)f(k) ∀f ∈ A(N).

Por el Teorema 3.1 y Definición 3.2 resulta que

n∑
k=1

θm(k) = θ m+1(n).

Ahora, si
n∑

k=1

f(k) = g(n),

entonces se tiene que

n∑
k=1

θm+1(n+ 1− k)f(k) =

n∑
k=1

θm(n+ 1− k)g(k)

por el Teorema 3.1.
Por otro lado, de la hipótesis de inducción se sigue que

n∑
m

k=1

g(k) =

n∑
k=1

θm(n+ 1− k)g(k)

y por la Definición 2.1
n∑

m+1
k=1

f(k) =

n∑
m

k=1

g(k).

Por lo tanto, comparando las últimas igualdades se concluye que

n∑
m+1

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θm+1(n+ 1− k)f(k) ∀m ∈ N ∀f ∈ A(N).
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Ya se demostró que

n∑
m

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N,∀m ≥ 0.

Sólo falta probar la igualdad para las m negativas. Nótese que m ∈ Z− ⇔ m = −p
para alguna p ∈ N, entonces se procederá por inducción sobre p.

i) Probar que

n∑
−1

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N ∀f ∈ A(N).

Por la Definición 3.2 se tiene que

n∑
k=1

θ−1(k) =

[
1

n

]
∀n ∈ N

y sin pérdida de generalidad supóngase que

n∑
k=1

gf (k) = f(n) ∀n ∈ N∀f ∈ A(N)

entonces
n∑

k=1

gf (n+ 1− k)

[
1

k

]
=

n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N

aplicando el Teorema 3.1 a las igualdades anteriores. Y por otra parte,

n∑
k=1

gf (n+ 1− k)

[
1

k

]
= gf (n) ∀n ∈ N

luego

gf (n) =

n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N (13)

Por otro lado,
n∑

k=1

gf (k) = f(n) ∀n ∈ N

lo cual implica que

gf (n) =

n∑
−1

k=1

f(k) ∀n ∈ N . (14)

por la Definición 2.3.
Por lo tanto, comparando las igualdades (13) y (14) se tiene que

n∑
−1

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θ−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N ∀f ∈ A(N).
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ii) Supóngase que

n∑
m

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θm(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N

es cierta hasta alguna p = −m ∈ N y ∀f ∈ A(N) . Demostrar que

n∑
−(p+1)

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θ−p−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N,∀f ∈ A(N).

Por el Problema 3 y Definición 2.3 se tiene que

n∑
k=1

θz(k) = θz+1(n) ∀n ∈ N.

Ahora, supóngase que
n∑

k=1

gf (k) = f(n) ∀n ∈ N

entonces

n∑
k=1

θ−p−1(n+ 1− k)f(k) =

n∑
k=1

θ−p(n+ 1− k)gf (k) ∀n ∈ N

por el Teorema 3.1 ya que

n∑
k=1

θ−p−1(k) = θ−p(n) ∀n ∈ N

Por otra parte, la hipótesis de inducción implica que

n∑
−p

k=1

g(k) =

n∑
k=1

θ−p(n+ 1− k)gf (k) ∀n ∈ N

y por la Definición 2.3

n∑
−(p+1)

k=1

f(k) =

n∑
−p

k=1

g(k) ∀n ∈ N.

Por lo tanto, comparando las últimas igualdades se concluye que

n∑
−(p+1)

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θ−p−1(n+ 1− k)f(k) ∀n ∈ N∀f ∈ A(N).

■
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4. Extensiones complejas

Recordemos que las generalizaciones de los factoriales complejos son las siguientes,

zn = z(z − 1)...(z − n+ 1)

zn = z(z + 1)...(z + n− 1)

z0 = z0 = 1

Y cumple la siguiente relación,

zn = (−1)n(−z)n

Y por otra parte, los factoriales pueden ser descritos en términos de la función Gamma,

zn = Γ(z+n)
Γ(z)

ℜ(z) ≻ 0

z−n = (−1)n 1
(1−z)n

Usando las propiedades anteriores podemos extender la función θz(n).

Definición 4.1 Para cualquier z ∈ C y ∀n ∈ N definimos la función θz(n) como;

θz(n) =


(z)n−1

(n− 1)!
, ∀z ̸= 0 ,[

1
n

]
, z = 0.

Y por otra parte,

Definición 4.2 Sea f ∈ A(N) y z ∈ C . Diremos que la función iterada de grado z de
la función f, es una función aritmética g tal que

g(n) =

n∑
k=1

θz(n+ 1− k)f(k)

y la denotaremos como
n∑

z
k=1

f(k).
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5. Identidades y aplicaciones

Problema 5.1 (SG versión simétrica simple)

Aplicar Definición 2.1 y el Teorema 3.3 a la suma geométrica

n∑
k=1

xk =
x− xn+1

1− x
∀n ∈ N, ∀x ∈ C \ {1}

y demostrar la siguiente generalización

n∑
m

k=1

xk +

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

= xn

(
x

x− 1

)m

∀m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1},

o de forma expĺıcita,

n∑
k1=1

· · ·
km−1∑
km=1

xkm +

m∑
r1=1

· · ·
rn−1∑
rn=1

(
x

x− 1

)rn

= xn

(
x

x− 1

)m

.

Solución.
Procederemos por inducción sobre m.
El caso n = 1 es claro aplicando la Definición 2.1. Ahora supongamos que la

igualdad,

n∑
m

k=1

xk +

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

= xn

(
x

x− 1

)m

∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

es cierta hasta alguna m ∈ N, entonces aplicando el operador

n∑
k=1

[ ]

a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definición 2.1 obtenemos que

n∑
m+1

k=1

xk +

n∑
k=1

m∑
k

r=1

(
x

x− 1

)r

=

n∑
k=1

xk

(
x

x− 1

)m

∀x ∈ C \ {1} (15)

por el Teorema 3.3 tenemos que

m∑
k

r=1

(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

(
m+ k − r − 1

m− r

)(
x

x− 1

)r

.

Además

m∑
r=1

(
m+ k − r − 1

m+ 1− r

)(
x

x− 1

)r

=
m∑

r=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)(
x

x− 1

)r

,

entonces
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n∑
k

k=1

m∑
r=1

(
x

x− 1

)r

=

n∑
k=1

m∑
r=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

n∑
k=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)(
x

x− 1

)r

∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

y como
n∑

k=1

(
(m+ 1− r) + k − 2

k − 1

)
=

(
(m+ 1− r) + n− 1

n− 1

)
por lo tanto

n∑
k

k=1

m∑
r=1

(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

(
(m+ 1− r) + n− 1

n− 1

)(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r

∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

Aśı, sustituyendo lo anterior en (15) y utilizando la siguiente igualdad

n∑
k=1

xk =
x− xn+1

1− x
∀n ∈ N, ∀x ̸= 1

obtenemos que,

n∑
m+1

k=1

xk+

m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r

=

(
x− xn+1

1− x

)(
x

x− 1

)m

∀x ∈ C\{1}.

Por otro lado, tenemos que

(
x− xn+1

1− x

)(
x

x− 1

)m

= −
(

x

x− 1

)m+1

+ xn

(
x

x− 1

)m+1

∀x ∈ C \ {1}

entonces se sigue que,

n∑
m+1

k=1

xk +

m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r

+

(
x

x− 1

)m+1

= xn

(
x

x− 1

)m+1

(16)

y por el Teorema 3.3 sabemos que,

m+1∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

=

m+1∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r

+

(
n− 1

0

)(
x

x− 1

)m+1

=

m∑
r=1

(
(m+ 1) + n− r − 1

(m+ 1)− r

)(
x

x− 1

)r

+

(
x

x− 1

)m+1
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por lo tanto sustituyendo lo anterior en la igualdad (16) se tiene que

n∑
m+1

k=1

xk +

m+1∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

= xn

(
x

x− 1

)m+1

∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

■

Problema 5.2 (SG forma simétrica equivalente) Demostrar que los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i)

n∑
k=1

θm(k)vk−1(1−v)m +

m∑
r=1

θn(r)(1− v)r−1vn = 1 ∀n,m ∈ N y ∀v ∈ C\{0, 1}.

(ii)

n∑
m

k=1

xk +

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

= xn

(
x

x− 1

)m

∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {0, 1}.

Solución. Primero notemos que por el Teorema 3.3 se tiene lo siguiente,

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

θn(m+ 1− r)

(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)m+1−r

=

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)m(
x− 1

x

)r−1

∀m ∈ N , ∀x ̸= 0, 1

por lo tanto

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

=

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)m(
x− 1

x

)r−1

∀m ∈ N , ∀x ̸= 1, 0.

Análogamente, se tiene que

n∑
m

k=1

xk =

n∑
k=1

θm(k)xn

(
1

x

)k−1

∀n ∈ N , ∀x ̸= 1, 0

entonces sumando las igualdades anteriores se tiene que

n∑
m

k=1

xk+

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

=

n∑
k=1

θm(k)xn

(
1

x

)k−1

+

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)m(
x− 1

x

)r−1

por otro lado sabemos que,

n∑
m

k=1

xk +

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

= xn

(
x

x− 1

)m

∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {0, 1}
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entonces

n∑
k=1

θm(k)xn

(
1

x

)k−1

+

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)m(
x− 1

x

)r−1

= xn

(
x

x− 1

)m

.

Ahora, dividiendo la igualdad anterior por xn
(

x
x−1

)m
obtenemos

n∑
k=1

θm(k)

(
x− 1

x

)m(
1

x

)k−1

+

m∑
r=1

θn(r)

(
1

x

)n(
x− 1

x

)r−1

= 1 ∀x ̸= 0, 1 (17)

Por último, haciendo el cambio de variable v = 1
x
se tiene que x = 1

v
y x−1

x
= 1− v.

Aśı, sustituyendo en la igualdad (17) se concluye que

n∑
k=1

θm(k)vk−1(1−v)m +

m∑
r=1

θn(r)(1− v)r−1vn = 1 ∀n,m ∈ N y ∀v ∈ C\{0, 1}.

El reciproco se prueba análogamente.
■

Problema 5.3 Probar que ∀p, q, n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {0, 1} se tiene que

m∑
q

r=1

n∑
r+p

k=1

xk +

n∑
p

k=1

m∑
k+q

r=1

(
x

x− 1

)r

=

 n∑
p

k=1

xk

 m∑
q

r=1

(
x

x− 1

)r
 .

Solución. Para probar esto sólo hay que definir las siguientes funciones:

f(m,n) =

n∑
m

k=1

xk y g(n,m) =

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

∀m,n ∈ N ∀x ̸= 0, 1

entonces por el Problema 5.1 sabemos que

n∑
m

k=1

xk +

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

= xn

(
x

x− 1

)m

∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

lo que implica que,

f(m,n) + g(n,m) = xn

(
x

x− 1

)m

∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

aśı, aplicando los operadores

n∑
p

k=1

[ ] y

m∑
q

r=1

[ ] ∀n,m, p, q ∈ N

a la igualdad anterior se tiene que
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m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

f(r, k) +

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

g(k, r) =

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

xk

(
x

x− 1

)r

∀n,m, p, q ∈ N, x ̸= 0, 1.

Por otro lado, utilizando la Definición 2.1 observamos que

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

f(r, k) =

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

k∑
r

s=1

xs

=

m∑
q

r=1

n∑
p+r

k=1

xk ∀n,m, p, q ∈ N, x ̸= 0, 1

además,

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

g(k, r) =

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

r∑
k

t=1

(
x

x− 1

)t

=

n∑
p

k=1

m∑
q

r=1

r∑
k

t=1

(
x

x− 1

)t

=

n∑
p

k=1

m∑
q+k

r=1

(
x

x− 1

)r

∀n,m, p, q ∈ N, x ̸= 0, 1

y por último

m∑
q

r=1

n∑
p

k=1

xk

(
x

x− 1

)r

=

 n∑
p

k=1

xk

 m∑
q

r=1

(
x

x− 1

)r
 .

Por lo tanto, comparando las igualdades anteriores se sigue que,

m∑
q

r=1

n∑
r+p

k=1

xk +

n∑
p

k=1

m∑
k+q

r=1

(
x

x− 1

)r

=

 n∑
p

k=1

xk

 m∑
q

r=1

(
x

x− 1

)r


∀n,m, p, q ∈ N, x ̸= 0, 1.

■

Problema 5.4 Demostrar que

∞∑
k=1

(
k +m− 2

k − 1

)
xk−1 =

1

(1− x)m
∀m ∈ N y ∀ |x| < 1

utilizando la igualdad,

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1−x)m +

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)r−1

xn = 1 ∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C\{0, 1}.
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Solución.
Sólo hay que aplicar el operador ĺımn→∞ a la siguiente igualdad,

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m +

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)r−1

xn = 1

para obtener que

ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m + ĺım
n→∞

m∑
r=1

θn(r)

(
x

x− 1

)r−1

xn = ĺım
n→∞

1

entonces

ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m +

m∑
r=1

(
ĺım

n→∞
θn(r)x

n
)( x

x− 1

)r−1

= 1 (18)

Por otro lado, por las propiedades de los limites sabemos que

ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1(1− x)m = (1− x)m ĺım
n→∞

n∑
k=1

θm(k)xk−1

= (1− x)m
∞∑

n=1

θm(n)xn−1

= (1− x)m
∞∑

n=1

(
m+ n− 2

n− 1

)
xn−1

y dado que(
ĺım

n→∞
θn(r)x

n
)
=

(
ĺım

n→∞

(
n+ r − 2

n− 1

)
xn

)
= 0 ∀ |x| < 1

entonces sustituyendo lo anterior en la igualdad (18) se concluye que

∞∑
k=1

(
k +m− 2

k − 1

)
xk−1 =

1

(1− x)m
∀m ∈ N y ∀ |x| < 1.

■
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Problema 5.5 Sean n,m ∈ N , x ∈ C \ {0, 1} . Demostrar que ∀z, w ∈ C se tiene lo
siguiente:

i)

m∑
w

r=1

n∑
r+z

k=1

xk +

n∑
z

k=1

m∑
k+w

r=1

(
x

x− 1

)r

=

(
n∑

z
k=1

xk

)(
m∑

w
r=1

(
x

x− 1

)r
)

.

ii)

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)x
k−1(1−x)r+

m∑
w+1

r=1

n∑
z

k=1

θn(r) (1− x)r−1 xk = θz+1(n)θw+1(m).

iii) Sea B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
ℜ(a),ℜ(b) ≻ 0, Entonces,

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)B(a+ k, b+ r + 1) +

m∑
w+1

r=1

n∑
z

k=1

θk(r)B(a+ k + 1, b+ r) =

θz+1(n)θw+1(m)B(a, b) ℜ(a),ℜ(b) ≻ 0.

Solución.

i) Por el Problema 5.1 sabemos que

n∑
m

k=1

xk +

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

= xn

(
x

x− 1

)m

∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1},

entonces de forma análoga a la solución del Problema 5.3 definimos las siguientes
funciones

f(m,n) =

n∑
m

k=1

xk y g(n,m) =

m∑
n

r=1

(
x

x− 1

)r

∀m,n ∈ N ∀x ̸= 0, 1.

Entonces

f(m,n) + g(n,m) = xn

(
x

x− 1

)m

∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}

y aplicando los operadores ∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C
n∑

z
k=1

[ ]

y
n∑

w
k=1

[ ]

∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C a la igualdad anterior, se tiene que

m∑
w

r=1

n∑
z

k=1

f(r, k) +

m∑
w

r=1

n∑
z

k=1

g(r, k) =

m∑
w

r=1

n∑
z

k=1

xk

(
x

x− 1

)r

∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C , x ̸= 0, 1.
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Ahora, observemos lo siguiente

n∑
z

k=1

f(r, k) =

n∑
z

k=1

k∑
r

s=1

xs =

n∑
z+r

k=1

xk

∀n, r ∈ N , ∀z ∈ C , x ̸= 0, 1.

Análogamente,

n∑
w

k=1

g(r, k) =

m∑
w

r=1

r∑
r

t=1

(
x

x− 1

)t

=

m∑
w+k

r=1

(
x

x− 1

)t

∀m, t ∈ N , ∀w ∈ C , x ̸= 0, 1.

Por lo tanto ,

m∑
w

r=1

n∑
r+z

k=1

xk +

n∑
z

k=1

m∑
k+w

r=1

(
x

x− 1

)r

=

(
n∑

z
k=1

xk

)(
m∑

w
r=1

(
x

x− 1

)r
)

.

ii) Por el Problema 5.2 sabemos que

n∑
k=1

θm(k)vk−1(1− v)m +

m∑
r=1

θn(r)(1− v)r−1vn = 1

Entonces, aplicando

n∑
z

k=1

[ ] y

n∑
w

k=1

[ ] ∀n,m ∈ N , ∀z, w ∈ C

a la igualdad anterior, se tiene que

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)x
k−1(1− x)r +

m∑
w+1

r=1

n∑
z

k=1

θk(r)(1− x)r−1xk =

n∑
z

k=1

m∑
w

r=1

1

= θz+1(n)θw+1(m)

iii) Por el inciso anterior se tiene que

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)x
k−1(1− x)r +

m∑
w+1

r=1

n∑
z

k=1

θk(r)(1− x)x−1xk = θz+1(n)θw+1(m)

entonces, multiplicando por xa−1 (1− x)b−1 ℜ(a),ℜ(b) ≻ 0 la igualdad anterior ob-
tenemos que

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)x
a+k−2(1− x)b+r−1 +

m∑
w+1

r=1

n∑
z

k=1

θk(r)(1− x)b+r−2xa+k−1

= θz+1(n)θw+1(m)xa−1 (1− x)b−1
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Entonces, aplicando el operador
∫ 1

0
[ ] a la igualdad anterior , se deduce que

n∑
z+1

k=1

m∑
w

r=1

θr(k)B(a+ k, b+ r + 1) +

m∑
w+1

r=1

n∑
z

k=1

θk(r)B(a+ k + 1, b+ r)

= θz+1(n)θw+1(m)B(a, b) ∀a, b ∈ C con ℜ(a),ℜ(b) ≻ 0

■

Problema 5.6 Sean n ∈ N , m ∈ Z y x ∈ C\{0, 1} ,entonces definamos las siguientes
funciones :

a)
x≺m≻(n) = xmθm(n)

b)
ρ≺p≻
x (n) = ρx(n) ∗ · · · ∗ ρx(n)︸ ︷︷ ︸

p−veces

donde,

ρx(n) =

n∑
−1

k=1

1

(1− x)k
=

x1−[ 1
n ]

(1− x)n

c)
κ≺p≻
x (n) = κx(n) ∗ · · · ∗ κx(n)︸ ︷︷ ︸

p−veces

donde,

κx(n) = x≺1≻(n) ∗ −ρx(n) =
−x

(1− x)n

Demostrar lo siguiente:

i) x≺m≻(n) ∗ x≺p≻(n) = x≺m+p≻(n) ∀m, p ∈ Z
ii)

m∑
r=1

x≺r≻(n) = ρx(n) ∗ (x≺1≻(n)− x≺m+1≻(n)) ∀m ∈ N

iii)
m∑

p
r=1

x≺r≻(n) +

p∑
m

s=1

κ≺s≻
x (n) = x≺m≻(n) ∗ κ≺p≻

x (n)

iv)

m∑
p

r=1

θr(n)x
r +

p∑
m

s=1

θs(n)

(1− x)n−1

(
x

x− 1

)s

= xm

(
x

x− 1

)p n∑
m

k=1

θp(k)

(1− x)k−1

v)

m∑
p

r=1

θr+z(n)x
r +

p∑
m

s=1

n∑
z

k=1

θs(k)

(1− x)k−1

(
x

x− 1

)s

= xm

(
x

x− 1

)p n∑
m+z

k=1

θp(k)

(1− x)k−1
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vi)

m∑
p

r=1

θr+m(n)xr+m +

p∑
m

s=1

m∑
s

r=1

θr(n)x
r =

x2m

(
x

x− 1

)p n∑
2m

k=1

θp(k)

(1− x)k−1
−

p∑
2m

s=1

θs(n)

(1− x)n−1

(
x

x− 1

)s

Solución.

i) Es inmediato

x≺m≻(n) ∗ x≺p≻(n) = xmθm(n) ∗ xpθp(n)

= xm+pθm+p(n)

= x≺m+p≻(n) ∀m, p ∈ Z

ii) Sea

S(n,m) =

m∑
r=1

x≺r≻(n) ⇒ S(n,m) ∗ (x≺0≻(n)− x≺1≻(n)) = x≺1≻(n)− x≺m+1≻(n)

Ahora, solo hace falta ver que,

ρ(n) ∗ (x≺0≻(n)− x≺1≻(n)) =

[
1

n

]
.

Para esto hagamos lo siguiente, por el inciso b) sabemos que

ρ(n) = θ−1(n) ∗
1

(1− x)n

entonces se tiene que,

ρ(n) ∗ (x≺0≻(n)− x≺1≻(n)) = θ−1(n) ∗
1

(1− x)n
∗ (x≺0≻(n)− x≺1≻(n))

= θ−1(n) ∗
1

(1− x)n
∗ (θ0(n)− xθ1(n))

= θ−1(n) ∗
1

(1− x)n
− x

(1− x)n

=
x1−[ 1

n ]

(1− x)n
− x

(1− x)n
=

[
1

n

]
Por lo tanto, se sigue que

m∑
r=1

x≺r≻(n) = ρx(n) ∗ (x≺1≻(n)− x≺m+1≻(n))

iii) Aplicaremos inducción sobre p.
El caso p = 1 es claro. Entonces, supongamos que la igualdad

m∑
p

r=1

x≺r≻(n) +

p∑
m

s=1

κ≺s≻
x (n) = κ≺p≻

x (n) ∗ x≺m≻(n)
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es cierta hasta alguna p ∈ N, entonces aplicando el operador

m∑
r=1

[ ]

a ambos lados de la igualdad anterior y usando la Definición 2.1 obtenemos que

m∑
p+1

r=1

x≺r≻(n) +

m∑
r=1

p∑
r

s=1

κ≺s≻
x (n) = κ≺p≻

x (n) ∗
m∑

r=1

x≺r≻(n) (19)

y como

p∑
r

s=1

κ≺s≻
x (n) =

p∑
s=1

(
(p+ 1− s) + r − 2

r − 1

)
κ≺s≻
x (n)

entonces;

m∑
r=1

p∑
r

s=1

κ≺s≻
x (n) =

m∑
r=1

p∑
s=1

(
(p+ 1− s) + r − 2

r − 1

)
κ≺s≻
x (n)

=

p∑
s=1

m∑
r=1

(
(p+ 1− s) + r − 2

r − 1

)
κ≺s≻
x (n) ∀n ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

Por lo tanto,

m∑
r=1

p∑
r

s=1

κ≺s≻
x (n) =

p∑
s=1

(
(p+ 1− s) +m− 1

m− 1

)
κ≺s≻
x (n)

=

p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ≺s≻
x (n) ∀n,m ∈ N y ∀x ∈ C \ {1}.

Aśı, sustituyendo lo anterior en (19) y utilizando la siguiente igualdad

m∑
r=1

x≺r≻(n) = ρx(n) ∗ (x≺1≻(n)− x≺m+1≻(n))

obtenemos que,

m∑
p+1

r=1

x≺r≻(n)+

p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ≺s≻
x (n) = κ≺p≻

x (n)∗(x≺1≻(n)−x≺m+1≻(n))

y como

κ≺p≻
x (n) ∗ ρx(n) ∗ (x≺1≻(n)− x≺m+1≻(n)) = κ≺p+1≻

x (n) ∗ x≺m≻(n)− κ≺p+1≻
x (n)

entonces se sigue que,

m∑
p+1

r=1

x≺r≻(n)+

p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ≺s≻
x (n) = κ≺p+1≻

x (n)∗x≺m≻(n)−κ≺p+1≻
x (n)
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entonces

m∑
p+1

r=1

x≺r≻(n) +

p∑
s=1

(
(p+ 1) +m− s− 1

(p+ 1)− s

)
κ≺s≻
x (n) + κ≺p+1≻

x (n) = κ≺p+1≻
x (n)∗x≺m≻(n)

y por lo tanto

m∑
p

r=1

x≺r≻(n) +

p+1∑
m

s=1

κ≺s≻
x (n) = κ≺p+1≻

x (n) ∗ x≺m≻(n) ∀p ∈ N.

iv) Por el inciso c) se tiene que

κx(n) = x≺1≻(n) ∗ (−ρx(n)) =
−x

(1− x)n
,

entonces

κ≺p≻
x (n) =

−x

(1− x)n
∗ · · · ∗ −x

(1− x)n
=

(−x)pθp(n)

(1− x)n+p−1
.

Por otra parte, usando el inciso iii) sabemos que

m∑
p

r=1

x≺r≻(n) +

p∑
m

s=1

κ≺s≻
x (n) = κ≺p≻

x (n) ∗ x≺m≻(n)

por lo tanto, sustituyendo el valor de κ≺p≻
x (n) en la igualdad anterior se tiene que

m∑
p

r=1

x≺r≻(n) +

p∑
m

s=1

(−x)sθs(n)

(1− x)n+s−1
=

(−x)pθp(n)

(1− x)n+p−1
∗ x≺m≻(n).

Entonces

m∑
p

r=1

x≺r≻(n) +

p∑
m

s=1

(−x)sθs(n)

(1− x)n+s−1
=

(−x)pθp(n)

(1− x)n+p−1
∗ x≺m≻(n)

=

(
x

x− 1

)p
θp(n)

(1− x)n−1
∗ xmθm(n)

= xm

(
x

x− 1

)p n∑
m

k=1

θp(k)

(1− x)k−1

con lo que concluimos la demostración.

v) Es inmediato aplicando el operador

n∑
z

k=1

[ ]

a la igualdad del inciso iv).

vi) Basta con aplicar z = m en el inciso anterior y la igualdad del inciso iv).
■
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Problema 5.7 Sean n, p,m ∈ N, a, b ∈ Z, α ∈ R y β ∈ C, x ∈ C \ {0, 1} . Este
problema es básicamente una generalización del anterior, no se adjunto como inciso
para poder mostrar de forma clara la aplicación que dicho caso tenia.

a) x≺a≻
α,β (n) = xαaθβa(n)

b) ρ≺p≻
x,α,β(n) = ρx,α,β(n) ∗ · · · ∗ ρx,αβ(n)︸ ︷︷ ︸

p−veces

donde,

ρx,α,β(n) ∗ (x≺0≻
α,β (n)− x≺1≻

α,β (n)) =

[
1

n

]
c) κ≺p≻

x,α,β(n) = κx,α,β(n) ∗ · · · ∗ κx,α,β(n)︸ ︷︷ ︸
p−veces

donde,
κx,α,β(n) = x≺1≻

α,β (n) ∗ (−ρx,α,β(n))

Demostrar lo siguiente:

i) x≺a≻
α,β (n) ∗ x≺b≻

α,β (n) = x≺a+b≻
α,β (n)

ii)
m∑

r=1

x≺r≻
α,β (n) = ρx,α,β(n) ∗ (x≺1≻

α,β (n)− x≺m+1≻
α,β (n))

iii)
m∑

p
r=1

x≺r≻
α,β (n) +

p∑
m

s=1

κ≺s≻
x,α,β(n) = x≺m≻

α,β (n) ∗ κ≺p≻
x,α,β(n)

Solución. Inmediatas de las definiciones. ■
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