Einfache Pythagoriische Quadrupel

Vorbemerkung:

Im rechtwinkligen Dreieck gilt der Satz des Pythagoras: "Der Flicheninhalt des
Hypotenusenquadrates ist gleich der Summe der Flacheninhalte der Kathetenquadrate.”
— verkiirzt meist ausgedriickt durch die Formel "a? + b? = ¢*" unter der
stillschweigenden Voraussetzung, dass der der Seite ¢ gegeniiberliegende Winkel y der
rechte ist. '

Unabhiingig vom geometrischen Inhalt kann man nach Zahlen a, b und ¢ - insbesondere
natiirlichen Zahlen — suchen, die die Gleichung "a? + b? = ¢*" erfiillen. Diesc Zahlen
bezeichnet man als pythagoriisch. (a, b, ¢) konnte man auch als ein pythageréisches
Tripel bezeichnen.

Das kleinste dieser Tripel ist (3, 4, 5) wegen 32 + 42 =9+ 16 =25 = 5% Es ist das
einzige, das nur aus einstelligen Zahlen besteht.

Wie man nach der Summe von zwei Quadratzahlen gesucht hat, deren Summe wieder
eine Quadratzahl ist, kann man dies auch mit der Summe von drei Quadratzahien tun.
Im Folgenden werden pythagordische Quadrupel definiert und einige Eigenschaften in
Form von Sitzen formuliert. Deren Beweise — sofern sie nicht direkt bendtigt werden —

befinden sich flir daran Interessierte im Anhang.

Definition 1: :
Die vier natirlichen Zahlen a, b, ¢, d bilden ein pythagoriisches Quadrupel
(a, b, ¢, d), wenn die Bedingung a*> + b* + ¢* = @* erfiillt ist.

Satz 1:

Ist n eine natiirliche Zahl und (a, b, ¢, d) ein pythagoriisches Quadrupel, so ist auch
(na, nb, nc, nd) ein pythagordisches Quadrupel.

[Beispiel: (1, 2, 2, 3) ist ein pythagoriisches Quadrupel. Wie man leicht nachrechnen kann, ist das auch
bei (2,4, 4, 6)und (3, 6, 6, 9) etc. der Fall.]

Satz 2:

Ist (a, b, ¢, d) ein pythagordisches Quadrupel, so ist es auch (b, c, a, d) etc..
[Beispiel: (1, 2, 2, 3) ist ein pythagoriisches Quadrupel. Natiirlich ist das auch bei (2, 1, 2, 3) und
(2,2, 1,3) der Fall.)

Definition 2:
Ist x eine natiirliche Zahl und (a, b, ¢, d) ein pythagoréisches Quadrupel, so heift es
vom Typ Ax, wenn die Differenz von d und ¢ gleich x ist.



Lemma:
Jede natiirliche Zahl y ldsst sich darstellen als y = 2xt + w (t, w € Ny, W < 2X), wobei
die Schreibweise Ny ausdriicken soll, dass nicht t und w gleichzeitig Null sind.
Speziell gilt: a=2kx +u mit a*> = 4k?x* + dkxu + u* (k, u € N, u < 2x)yund
b =2xn + v mit b* = 4x’n? + 4xkv + v* (n, v € Ng), v < 2x).
(Im Folgenden verwendet an mit * gekennzeichneten Stellen)
[Beispiel: Fiir x = 6 lisst sich etwa 41 schreiben als 41 = 2-6-3 +5oder8als8=2-6-0 ~+ 8]

Satz 3:
Zu jeder natiirlichen Zahl x gibt es ein pythagordisches Quadrupel des Typs Ax.
Beweis:
(a, b, ¢, d) ist ein pythagoriisches Quadrupel des Typs Ax.
<=> a?+b2+e?=(c+x)?=c*+2xc+x?
<=> a+b-x*=2xc

2 2 L2
<= F+b-x —c
2x
22 2 242 2 __ 42
<=> o= Ak2x? + Al + u® + 4nPx? + 4nxv +v: — X [*]
2x
2+‘ 2 __ 42
<=> ¢=2kx + 2ku + 2n%k + 2nv + £ ; x
x

Die ersten vier Summanden, aus denen ¢ besteht, sind natiirliche Zahlen.

Wihlt man nun u = 0 und v = X, so ist der Bruch gleich Null, und man erhalt:

¢ = 2k2x + 2ku + 202k + 2nv. Damit ist ¢ ebenfalls ganzzahlig und (a, b, ¢, d) ein
pythagoriisches Quadrupel des Typs Ax.

[Beispiel fiir x = 7: Zua= 14k + uund b = 14n + v sucht man Zahlen ¢ und d mit der Differenz Sieben,
so das ein pythagoriisches Quadrupel entsteht, Man wihlt nunu=0und v="7.

Damit erhilt man: a2 = 196k* und b*>= 196n* + 28n + 49.

Dann gilt: a2+ b2+ ¢ = 196k? + 19602 + 28n + 49 + ¢ = (¢ + 7 =¢* + 14c + 49.

Zusammengefasst ergibt das: 196k? + 196n* +28n = 14c¢, und nach ¢ anfgeldst: ¢ = 14k* + 14n* + 2n.
(14k, 14n + 7, 14k* + 14n + 2n, 14k* + 14n2 + 2n + 7) (k, n € N) ist ein pythagordisches Quadrupel.
Fir k = 0 und n = 1 erhilt man beispielsweise (7, 14, 14, 21).]

Satz 4a:
Neben der Losung u = 0, v = x ist u = x, v = 0 ebenfalls eine bei der Suche nach

ganzzahligem c.

Satz 4b:
Ist x gerade, gibt es zwei weitere Losungen, ndmlichu=v=0undu=v=x.

Definition 3:
Die in den Sitzen 4a und 4b genannten L.osungen heiffen triviale Losungen.



Satz Sa:
Ist die natiirliche Zahl x gerade, dann gibt es pythagoridische Quadrupel des Typs Ax

12 +v?
nut, wenn der Bruch

ganzzahlig ist.

X

[Beispiel fiir x = 10: Fira=20k +uund b =20n + v wihlt manu =2 undv=26 und erhalt

a2 = 400k? + 80k + 4 und b* = 400n* + 240n + 36.

Aus a2 + b2+ ¢2 = (¢ + 10)? ergibt sich ¢ = 20k* -+ 4k + 20n® + 12n - 3.

(20k + 2, 20n + 6, 20K% + 4k + 20n2 + 12n — 3, 20k* + 4k + 20n* + 12n + 7) ist ein pythagorédisches
Quadrupel. Fiir k =n = | erhilt man beispielsweise (22, 26, 53, 63).]

Satz 5b:
Ist die natiirliche Zahl x ungerade, dann gibt es pythagoriische Quadrupel des Typs Ax

wW+vi+x

nur, wenn der Bruch ganzzahlig ist.

{Beispiel fiir x = 5: Fiira= 10k + uund b= 10n + v wihit man u =1 und v =2 und erhélt

a2 = 100k® + 20k + | und b* = 100n* + 40n + 4.

Aus a% + b2 + ¢2= (¢ + 5) ergibt sich ¢ = 10k* + 2k + 10n* + 4n - 2.

(10k + 1, 100 + 2, 10k? + 2k + 10n* + 4n -2, 10k* + 2k + 10n* + 4n + 3) ist ein pythagoraisches
Quadrupel. Fiir k =n = 1 erhilt man beispielsweise (11, 12, 24, 29}.]

Anmerkung:
Bei Satz 5a und Satz 5b gibt es wegen der Beschrinkung von u und v (u, v < 2x) jewells

ud+v?

nur endlich viele Fille bei der Untersuchung der Briiche bezichungsweise

WAVEE ouf Ganzzahligkeit. Mit den dabei gefundenen Werten fiir u und v erh&lt man

2x

bei vorgegebenem x alle pythagordischen Quadrupel des Typs Ax.

Definition 4:
Dic vier natiirlichen Zahien a, b, ¢, d bilden ein einfaches pythagoriisches Quadrupel
(a, b, ¢, d), wenn die Bedingungen
(1)a?+ b2+ c?=d>
(2) a, b, ¢ und d sind teilerfremd,
(3)a £ b < ¢ erfiillt sind.
[Wegen (1) handelt es sich um ein pythagordisches Quadrupel, wegen (2) handelt
es sich nicht um Vielfache eines anderen Quadrupels (siehe Satz 1), durch (3)
wird fiir Eindeutigkeit gesorgt (siche Satz 2).]

Satz 6:
Nicht zu jeder natiirlichen Zahl x gibt es ep3 Zahlen des Typs Ax.



Satz 7:
Die trivialen Lésungen flihren zu keinen einfachen pythagordischen Quadrupeln.

Satz 8:
Genau zwei Zahlen eines einfachen pythagoriischen Quadrupels sind gerade.

Satz 9:
Ist (a, b, ¢, d) ein einfaches pythagoriisches Quadrupel, so ist d ungerade.

Satz 10:

Liefert das Zahlenpaar (u; v) (0 <u, v <2x, x € N) einen ganzzahligen Wert des
w2+ 2 [+ x] %)
X

Bruches , so gilt das auch fiir die Paare (2x —u; v) und (4; 2x — v).

*) Der Summand x tritt nur bei ungeradem x auf.

Satz 11a:
Wenn die natiirliche Zahl t Teiler von ¢ und d (d > ¢) ist, dann ist t auch Teiler der
Differenz d —c.

Satz 11b:
Wenn die natiirliche Zahl t kein Teiler der Differenz d — ¢ ist, dann ist t kein Teiler von
¢ oder kein Teiler von d, das heifit, t ist kein gemeinsamer Teiler von ¢ und d.

Als gemeinsame Teiler von a, b, ¢ und d kommen nur Teiler von x = d — ¢ in Frage.



Vorgehensweise fiir das Auffinden von einfachen pythagoriischen Quadrupeln:
1. Fiir die gegebene natiirliche Zahl x wird die Tabelle axuv.xls erstellt mit 2x Zeilen fiir
0< u < 2x und 2x Spalten fiir 0 < v <2x. In den Zellen werden fiir gerades x die Werte

ux+y? " . W+t
und fiir ungerades x die des Bruches B berechnet.
X X

des Bruches

u\v 0 1 2 2x-1

= O

2x-1

[siche auch Beweis von Satz 6 fiirx = 3.]

2. Die Losungspaare (u, v), fiir die die Briiche ganzzahlig sind, liefern pythagoriische
Quadrupel (siche Satz 3).

3. Mit Hilfe der gefundenen Losungen werden a, b, ¢ und d konstruiert, die von den
Parametern k und n abhingig sind.

4. a, b, ¢ und d werden mit Hilfe von Satz 11b auf Teilerfremdheit vntersucht und
gegebenenfalls nicht berticksichtigt.

5. Zusatzlich werden diejenigen Werte von k und n ausgeschlossen, die negative ¢
ergeben oder gegen die Bedingung (3) aus der Definition 4 verstofen.

Anmerkung:

Ist x eine Zweicrpotenz, gibt es ein einfacheres Verfahren.



Anhang

Beweis von Satz 1:
Es gilt:
(na)? + (nb)? + (nc)? = n%a® + n%b? + n%c? = n%(a? + b* + ¢2) = n?d* = (nd)?, q. e. d..

Beweis von Satz 2:
Wegen der Kommutativitit der Addition sind die Summanden a2, b* und ¢? in der
Gleichung "a? + b? + ¢ = d*" in ihrer Reihenfolge beliebig vertauschbar.

Beweis des Lemmas:

Fiir y < 2x wihlt man t = 0 und w =y, um die Darstellung zu erhalten.

Fiir y = 2x withlt man t = 1 und w = 0, um die Darstellung zu erhalten.

Fiir y > 2x fiihrt man eine Division mit Rest durch mity: 2x =z Restr(z € N, € Ny).

Nun withit man t = z und w = r, um die Darstellung zu erhalten.

Beweis von Satz 4a:
Auch hier ist der Bruch gleich Null und ¢ damit ganzzahlig.

Beweis von Satz 4b:

G 2
Fiir u = v = 0 ergibt sich fiir den Bruch: Lt S R
2x 2x 2

Fiir geradzahliges x ist —g eine ganze Zahl und ¢ damit ganzzahlig.

wH+vi-x*  x* _x

Fiir u = v = x ergibt sich fiir den Bruch: -
2x 2x 2

Fiir geradzahliges x ist g eine ganze Zahl und ¢ damit ganzzahlig.

Beweis von Satz Sa:
(a, b, ¢, d) ist ein pythagoriiisches Quadrupel des Typs Ax.
<=> a+bP+e?=(c+xP=ct+2ex+x°

<= a’t+b*-x*=2xc

2 2 _ 2
> EHP-x
2x
2 2 ___ 42 2 2 . . .
<> o= EZPoX b — ¥ wobei = eine ganze Zahl ist.
2x 2x 2 2
242 2 2.2 2 -
o= ¢ o AkE 4 Ahou P AR H Ay £V X ]
2x 2
u? + vt
<=> ¢ =2xk2+2ku+2m2+2nv_12€+ _—
X

u* +v?

Nur wenn der Bruch ganzzahlig ist, ist es auch ¢ und (a, b, ¢, d) ein

pythagordisches Quadrupel.
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Beweis von Satz 3h:
(a, b, ¢, d) ist ein pythagoriisches Quadrupel des Typs Ax.
<=>  att+biP+e?=(ctx)PF=cr+2ex+x’

<=> a’+b*-x?=2xc
a2+b2___x2

2x
2+ 2 a2 2 2 . 1 . .
cm> o= EAPE a4 Prx x+1,wobel 1o ganzzahlig ist.
2x 2x 2 2
2442 2
<=> o= Ak2x2 + dkxu + 12 +AxP + dxny +1P+x X+ [*]

2x 2

2 2 .
<=> ¢ =2xk*+2ku + 2xn* + 2nv — x; + X +2V 2z
X

W +vi+x

Nur wenn der Bruch - ganzzahlig ist, ist es auch ¢ und (a, b, ¢, d) ein

2x

pythagoréisches Quadrupel.

Beweis von Satz 6:
Man wihilt x = 3.

Die nachstehende Tabelle liefert alle Werte des Bruchs - 3.
v 0 1 2 3 4 5
V2 0 1 4 9 16 25
u u?
0 0,50 0,67 1,17 3,17 4,67
1 1 0,67 083 133 2,17 3,33 4,83
2 4 1,17 133 1,83 2,67 383 533
3 9 2,17 2,67 3,50 4,67 6,17
4 16 3,17 333 383 467 583 733
5 25 467 4,83 533 6,17 7133 8,33

Nur in den beiden markierten Fallen ist u® + v? + x durch 2x = 6 ohne Rest teilbar.
s handelt sich um die beiden trivialen Lésungen, so dass nach Satz 7 keine einfachen

pythagoriischen Quadrupel vorliegen.



Beweis von Satz 7:

Fiir u = x und v = 0 erhilt man:

a=72kx +x, b=2nx, ¢ = 2xk?® + 2kx + 2xn?, d = 2xk® + 2kx + 2xn® -+ x.
Fiir u = 0 und v = x erhélt man:

a=2xk, b=2xn+x, ¢c=2xk*+ 2xn? + 2xn, d = 2xk® + 2xn? + 2xn + X.

Fiir u = v = 0 und gerades x (% ganzzahlig!) erhiilt man:
a=2xk, b= 2xn, ¢ = 2xk? + 2xn® — g,d=2xk2+2xn2— _’25 +x.
Fir u = v = x und gerades x (g ganzzahlig!) erhilt man:
a=2xk +x,b=2xn+x,¢=2xk*+ 2xk + 2xn?+ 2xn + g,

d = 2xk* + 2xk + 2xn* + 2xn + % + x.

In allen vier Fallen sind a, b, ¢ und d durch x teilbar. Die zweite Bedingung der

Definition der einfachen pythagordischen Quadrupel ist also verletzt.

Beweis von Satz 8:
1. Fall: a, b, ¢ und d sind gerade.
a, b, ¢ und d sind durch Zwei teilbar, also nicht teilerfremd (Bedingung (1)).

2. Fall: a, b, ¢ und d sind ungerade.

Die Differenz zweier ungerader Zahlen ist gerade, also auch die von d und ¢:

d—c=2x(x € N)oderd=c +2x.

Nun gilt: a2 + b2+ ¢?2 = (c + 2x)? = ¢* + 4ex + 4x°

<=> a?+ b2 =4cx +4x%2=4x(c + X)

Die Summe a? + b? muss daher durch Vier teilbar sein.

Da a und b ungerade sind, gibt es natiirliche Zahlen m und n mit

a=2m-1lundb=2n-1.

Dann gilt: 22+ b>=(2m - 1>+ (2n—1)?
=4m?—4m+1+4n*—4n+1
=4(m? -m-+n>-n)+2

Die Summe a? + b? ist nicht durch Vier teilbar.

3. Fall: Genau eine Zahl des Quadrupels ist gerade, oder genau drei Zahlen sind gerade.
Da die Summe einer geraden und einer ungeraden Zahl ungerade
beziehungsweise die Summe gerader Zahlen gerade ist, kann auch dieser Fall

nicht eintreten.

Damit bleibt als einzige Moglichkeit die Behauptung.



Beweis von Satz 9:

Annahme: d ist gerade.

Dann gibt es eine natiirliche Zahl n mit d = 2n und d* = 4n

Nach Satz 2 sind genau zwei der vier Zahlen a, b, ¢ und d gerade.

Da d der Annahme nach gerade ist, haben die iibrigen drei die Darstellungen
2i—1,2j—1und 2k (i,}, k € N).

Man erhidlt:  a?+b?+ c¢?=d>=4n?

P a*+ b+ ¢* — 2
4
. 2i=1+ (27~ 1P+ 2k = 2
4
— 42 —4i+1+472 -4 +1+ 48> =2

4
<=» P-i1tF-j+k*+ % =n2.

1? ist keine natiirliche Zahl. Damit war die Annahme falsch, und die Behauptung des
Satzes ist richtig.

Beweis von Satz 10:

Wegen des Symmetrie von u und v wird nur der Beweis mit dem ersten Paar geftihrt.

Es gilt: Qu—uf +v*[+x]  _ 4x* — dxu +u® + v [+x]
) 2x 2x
=2x —2xu+ WA+ , wobei der Bruch nach

2x

Voraussetzung ganzzahlig ist.

Beweis von Satz 11a:
tist Teiler von ¢ und von d. Dann gibt es natiirliche Zahlen r und s mit ¢ = rt und d = st.
Nun gilt: d —¢ = st —rt =t(s —1).

Damit ist t Teiler von d - c.

Beweis von Satz 11b:
Es handelt sich um die logische Umkehrung des Satzes 11a.



