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Familien Podostemaceae.

Studier

af

Dr. Eu g. Warming,
Dorent veil Kjobenhavns Universitet.

Første Afhandling.

Vegetationsorganerne hos Podostemon Ceratophyllum Mickx. , Mniopsis

Weddelliana Tul. og Mniopsis Glazioviana "Warmg.

Med 6 Tavler.

Arec un resumé et une explication des planches en français.

ViJensk. Selsk. Skr. G. Række, naturvidenskabelig og matheniatisk Atd. II. 1.

Kjøbenhavn.

Bianco Lunos Kgl. Hof-Bogtrykkeri.





Ingen Familie af Blomsterplanter synes at frembyde saa afvigende og mærkværdige

morfologiske Forhold som Podostemaceernes
, og faa ere dog saa lidel kjcndte som denne.

En indgaaende Bearbejdelse af denne Familie lover hejst interessante Resultater, ikke blot

i morfologisk Henseende, men det er tillige alene gjennem en saadan, omfattende Under-

søgelse, at det er muligt at naa til en bestemt Anskuelse om denne Families endnu saa

højst gaadefulde Slægtskabsforhold og faa afgjort, om den virkelig skulde være en Mellem-

form mellem Alger og Blomsterplanter, som en yderliggaaende, dristig Darwinist har udtalt,

eller om den er en stærkt reduceret og simplificeret Form af en højere staaende Familie,

og da af hvilken — hvis det da overhovedet er muligt at oplyse noget sikkert om dens

Slægtskabsforhold, og den ikke indtager en aldeles isoleret Stilling uden faste Tilknytnings-

punkter til nogen bestemt anden nulevende Plantefamilie, hvilket efter mit hidtidige Ejend-

skab til den- unægtelig synes mig det rimeligste.

Fn omfattende Bearbejdelse af den er i høj Grad paatrængende og tidssvarende og

ligger saa at sige i Luften; og naar den endnu ikke er bleven foretagen, er Aarsageu ene

og alene at søge i den store Vanskelighed ved at skaffe det til en anatomisk-morfologisk

Bearbejdelse passende, i Spiritus opbevarede .Materiale. De allerfleste Podostemaceer ere,

som bekjendt, meget smaa, tropiske, i ferske Vande og da navnlig i Vandfald og hvor der

er stærke Strømhvirvler, paa Klipper og Stene voxende Planter; det er vanskeligt, ofte

farligt at komme til dem, og for mange Lokaliteters Nedkommende kun muligt i Tørtiderne

ved laveste Vandstand; ingen Art er i Kultur i nogen botanisk Have; der existerer næsten

intet Spiritusmateriale i noget evropæisk Museum, og Herbariernes tørre, men for øvrigt i

andre Henseender værdifulde og ret rige Samlinger af disse Vandplanter tillade ikke en saa

indtrængende eller nøjagtig Undersøgelse, som der kræves.

Dr. II. C ar i o i Gøtlingen har paa en af Dr. Bernoulli bekostet Rejse i Guatemala

samlet to Arter i Spiritus; om den ene af disse, Tristkha hypnoides Spreng., har han

allerede publiceret sine Undersøgelser 1
); den anden, Marathrum Shiedeanum Cham., er for

') Bolan. Zeitung, 1881.



Tiden Gjenstand fur lians Studium, saa at en Meddelelse herom vel kan ventes i Aarets Lob.

Dr. C a ri o er den eneste Botaniker, fra hvilken noget tidssvarende Bidrag til l'odostema-

ceernes Naturhistorie hidtil er blevet ydet, men hans Materiale er, som man vil se, ikke

meget omfattende.

Det er min Agt, om det forundes mig, at bearbejde den hele Familie saa vidt, som

det paa nogen Maade vil være mig muligt. Jeg har med dette Formaal for Øje skallet

mig de i de fleste evropæiske Museer opbevarede Materalier til Laans 1
). Jeg har dernæst

henvendt mig til Naturforskere i Amerika, Afrika og Indien med Anmodning om Under-

støttelse med passende Materiale, og jeg har virkelig opnaaet at faa nogle Sendinger og

har sikkert Løfte om andre; jeg bringer dem alle herved min Tak for, hvad jeg allerede

har faaet tilsendt fra nogle, og for den gode Villie, som andre hidtil have maattet nøjedes

med at udvise.

Det ligger i Sagens Natur, at det mest værdifulde Materiale kun langsomt og

usystematisk kommer mig i Hænde; hvis jeg vilde opsætte Bearbejdelsen, indtil alt det var

bragt sammen, som jeg kunde have Udsigt til at skaffe mig, vilde der sikkerlig gaa flere Aar.

Jeg har derfor valgt at publicere mine Undersøgelser efterhaanden som nogle Arter, en Slægt

eller en Slægtsgruppe komme til at foreligge nogenlunde fyldig bearbejdede og forstaaede,

og jeg har gjort Begyndelsen med de paa Titelen nævnte Planter, hvortil ogsaa Mniopsis-

Slægtens tredje og sidste hidtil kjendte Art, Mniopsis scaturiginum Mart., kunde føjes, da jeg

har undersøgt den, saa godt det efter tørret Materiale lader sig gjøre; men som det sæd-

vanlig gaar, — dette er meget ukomplet og meget vanskeligt at undersøge.

Mit Materiale til denne første Afhandling skylder jeg følgende Mænd og Instituter.

1. Podostemon Ceratophyllum Michx. har jeg i Spiritus, sendt mig af Dr. W m. Canby i Wilming-

ton (Delaware), ved Prof. Asa Gray som velvillig Mellemmand, og fra Pariser-Museet. Torret

Materiale fra forskjellige Herbarier.

2. Mniopsis Weddelliana Tul. har jeg i Spiritus dels fra Stockholms Museum (fra Caidas i

Brasilien, samlet af Mosen), og dels fra forskjellige Lokaliteter i Orgelbjærgene og Serra d'Estrella

sendt mig af Dr. A. Glaziou i Rio de Janeiro. Desuden Ondes Brudstykker i nogle Herbarier.

Tulasnes Üriginalexemplarer har jeg haft til l'ndersøgelse.

3. Den nye Art Mniopsis Glasioviana Warmg. er i stor Mængde sendt mig i Spiritus af Dr. Glaziou.

Å. Mniopsis scaturiginum Mart. & Zucc. existerer i forskjellige Herbarier samlet af Martius dybt i

det indre Brasilien (Prov. Goyaz).

') Nemlig Herbarierne i St. Petersborg, Berlin, Wien, München, Leipzig, Göttingen, Bruxelles og Stockholm

foruden vort eget Universitets.



1.

Vegetationsorganerne hos Podostemon Ceratophyllum Michx., Mniopsis

Weddelliana Tul. og Mniopsis Glazioviana Warnig.

Da den anatomiske og morfologiske Bygning i Hovedtrækkene er ganske ens, be-

handles de ovennævnte tre Arter i det følgende under Et, med Fremhævelse af det for

den enkelte ejendommelige, hvor saadant er til Stede. Mniopsis soaturiginum kan der

derimod kun tages ringe Hensyn, da Materialet ikke har tilladt en saa fuldstændig Under-

søgelse som ønskeligt.

Som almindelige anatomiske Ejendommeligheder kan her strax fremhæves :

1) Spalteaabninger mangle ganske.

2) O ve rli udseeli em e ere mere eller mindre polygonale, ofte en Smule strakte,

omtrent som i lil, 25; IV, 6; V, 5
1
). Kutikula er svag.

3) Grund vævet bestaar for største Delen af Parenkymceller, der sædvanligvis ere

noget langstrakte i Retning af Organets Længdeaxe, især jo nærmere de ligge ved Kar-

strængene. Deres Vægge ere oftest noget kollenkymatiske, om ikke i andet saa i Henseende

til Lysbrydning, navnlig paa visse, senere nærmere betegnede Steder; de svulme ogsaa let

i Kali, hvorved en tydelig Midtlamel bliver synlig (III, 15, 24 ;
IV, 4 ; V, 8; VI, 2, 3).

4) Intercellu lær gange mangle ganske eller ere kun yderst ubetydelige.

5) Alle Cellevægge ere af ren Cellulose, naar Trakeiderne i Xylemet undtages,

der ere svagt forvedede.

G) Stivelse findes i Mængde i Rodens og Stænglens Grundvæv (III, 15; VI, 2),

mindre og af ringere Størrelse i Bladene. Kornene ere enkelte eller (især hos Mniopsis-

Arterne) sammensatte, som VI, 5 viser, uden tydelig Lagdeling og Kjærne. Ofte har jeg

fundet dem indlejrede i en stivnet Protoplasma-Masse, i hvilken de efterlod sig Huller, naar

de faldt ud (III, 24); Protoplasmaets Periferi kunde vise dobbelt Kontour (III, 24).

') Jeg betegner altid Tavlernes Numcre med latinske, Figurernes med de arabiske Tal.



7) De af mig tidligere 1
)
omtalte Kiseludskilninger i Cellerne, der udfylde disse

og i Hovedtræk give en Afstøbning af deres Former, findes i Mængde i alle Planternes

Organer, først og fremmest i deres Overhud, der paa ikke ringe Strækninger kan have

omtrent hver eneste Celle udfyldt dermed (III, 25), dernæst i de nærmest til Overhuden

grænsende Celler, og endelig i Periferien af Karstrængene og af Rodens Centralcylinder

(III, 11; IV, 3, 5; VI, 8), hvor de. i Overensstemmelse med Cellernes Former ofte blive

meget lange. I Bladene findes de især i Basaldelene, der vist netop af denne Grund ere

mere persistente end det øvrige, og dernæst i Bladfligenes Rande. De enkelte Kisel-

legemer ere enten ganske jævne paa Overfladen, og deres periferiske Dele ere da sædvanlig

glasklare, medens det indre er mørkt kornet paa Grund af en talrig Mængde af smaa, luft-

fyldte Hulheder (III, 25; VI, 9); meget almindelig findes tillige en enkelt meget større

Hulhed, der sædvanlig har en langagtig Form. Eller de ere meget ujævne, uregelmæssig

grubede og ligesom udgnavede paa en Del af Overfladen (V, 8, 9; VI, 9), og det Indre er

da oftest glasklart. Væggene i de kiselholdige Celler ere som i de andre Celler af ren

Cellulose, og jeg har hidtil kun fundet Bestyrkelse af min tidligere (I. c.) udtalte Mening,

at de stedse ligge frit i Cellen uden at være heftede til Væggen; unge Sladier, som kunne

vise Udviklingsgatigen, viser det sig meget vanskeligt at finde; hvor jeg en enkelt Gang

paa ny har set et saadant, har det vist sig at være fint kornet helt igjennem, som i den

Fig. 3 1. c. afbildede. Jeg har aldrig fundet Klorofylkorn i kisell'ørende Celler saaledes

som Cario.

Planternes Hoveddele. Alle de omtalte Arter have et over Substratet (Sten

og Klipper i Flodsengene) krybende, rhizomlignende, men bladlost Legeme, der ved

nærmere Betragtning viser sig at være en Rod, og fra hvilken de løvbladbærende og

blomstrende Skud alle udvikle sig, snart mere spredt, snart tættere stillede saa at der,

naar Skuddene dernæst forgrene sig, dannes smaa Tuer. Røddernes Tværmaal er omtrent

l
/s— 1 Millimeter; Skuddenes Hojde forskjellig, fra faa Milimetre hos Mniopsis Weddclliana

var. pusilla 2
) til i — 5 Centimetre og derover hos Podostemon Ceratophyllum , der er den

største af de her omtalte Arter 3
).

Rødderne.

Rødderne, ere fuldstændig plagiotrope; de krybe i alle Retninger, baade lodret

og vandret hen over Underlaget, hæftende sig meget tæt og fast til dette; de krybe naturligvis

') Videnskab Meddelelser fra d. naturh. Forening 1881; S. 89—92.

a
) De nye Arter og Varieleter, som jeg maatte tinde Anledning til at opstille, ville blive diagnosticerede

i den systematiske Del.

3
) Med Hensyn til Forstørrelsen af Figurerne paa mine Tavler kan en Gang for alle bemærkes, at de

fleste Habitusbilleder ere 3—5 Gange forstørrede; men for øvrigt er Forstørrelsen næsten all id an-

given enten i Figurforklaringen eller paa Tavlen selv.



Ogsaa hen mellem og over hverandre, og derved kan Underlaget paa en yderst indviklet

Viaade overspindes med et tæt Væv af Rodder. Ofte ere de relativt meget lange og krybe

Ira den ene Sten over paa den anden.

He ere udpræget dorsi ventrale; de have en Had, til Substratet trykket Bugside,

en hvælvet Rygside, og mellem disse to afrundede Flanker, fra hvilke haade Skuddene

og Rodgrenene udspringe. Tværsnittet er oftest som 111, 3. Hos Mniopsis Weddelliana

kan Roden blive noget bredere og fladere, saa at Tværsnittet bliver som V, 12 15 eller

18 15, og den samme Rod kan, som V, 12 A viser, have en meget forskjellig Bredde.

Naar Rndderne blive saa brede som paa de sidst anførte Figurer, bryde Skud og Rodgrene

ikke frem fra selve Flanken, men rykke lidt ind under denne paa Bugsiden (V, 12 og 18).

Rodens Anatomi. Overhudscellerne ere som III, 25; de ere i Alminde-

lighed ordnede i Længderækker. Hos Pod. Ceratophyllum har jeg fundet Klorofylkorn i

dem, i alt Fald paa Steder, der laa nær ved Rodskuddene.

G rund vævet s Celler ere parenkymatiske, de inderste de største og tillige de

længste, idet de kunne blive 3— 7 Gange saa lange som vide. Lave og spredte Porer

kunne findes (III, 24).

Centralcylinderen har her egentlig ikke Cylinderform, men en Form, der

stemmer omtrent med hele Rodens, i det den er fladere paa Bug- end paa Rygsiden.

Den ligger nærmest Bugsiden (III, 3, 11; V, 12 B, 18 B). Den er protoplasmarig og

stivelsefri.

Den simplest byggede har jeg fundet hos de smaa Former af Mniopsis Weddelliana,

i det den her kan mangle Xylem og alene bestaa af en noget kollenkymatisk Blodhast

(VI, 2). Denne bestaar af Sirør og Kambiform.

Fyldigere udviklet er Centraleylinderen bos de større Former, der have tykkere

Rodder. Her findes to Xylemstrænge, der hver bestaar af 2 eller 3 snævre Ring- eller

Skruetrakeider (III, 17, 18), det eneste anatomiske Element med lidt forvedet Væg, og disse

to Strænge Ondes i den ventrale Del af Cylinderen, som angivet III, II, 15; V, 12 B,

18 B, og VI, 3. Medens der i nogle Tilfælde (III, 15) ikke er fundet nogen Differentiering

i Centralcylinderens øvrige Masse, har jeg i andre Tilfælde fundet en saadan , der navnlig

viser sig deri, at der til hver Xylemstræng slutter sig et Parti Blødbast og ned gjennem

Centralcylinderens Symmetriplan strækker der sig et Cellevæv, der har en noget anden Lys-

brydning end det øvrige, og som skiller de to Blodbastmasser fra hverandre (VI, 3). Paa

Længdesnit gjennem Roden vise de nævnte, midt mellem Xylemgrupperne liggende Celler

sig at være langstrakte med horizontale Vægge og videre end Elementerne i den nærmest

Xylemgrupperne liggende Blodbast; om disse er der aabenbart flest Sirør, men saadanne

mangle dog heller ikke i den øvrige Del.

Billeder af det kambifonne Blødbastvæv med Sirørene ses i III, IC, 17, 19.



Sirørenes Tværvægge kunne være tydelig kaliøse, men Perforationen af dem viser sig kun

ulydelig som en svag Punktering eller Stribning. Kun en enkelt Gang ere Sirer som i

III, 19 blevne sete. Jeg har ikke med Sikkerhed kunnet finde Adj unktivceller 1

), og

Tværsnittene tyde ikke paa, at saadanne findes. Stivelse har jeg ikke fundet i Sirurene,

men den ene Ende af Leddene kan være rigere paa et fint grynet Indhold end den anden.

Allerede i ganske unge Roddele tæt bag ved Rod- Spidsen kunne Sirerene være tydelig

dannede. Tenformede Cellekjærner findes ofte i det kambiforme Væv.

Grundvævscellerne nærmest omkring Centralcylinderen ere. altid stærkere kollenkyma-

tiske end de fjærnere liggende, og gaa ved deres meget langstrakte Form over i dennes Væv;

en Endodermis findes ikke; men enkelte af disse langstrakte Celler kunne være fyldte med

Kisel (antydet i III, 11). Paa Centralcylinderens Rygside tindes der altid en mægtigere

Kollenkymmasse end paa de andre Sider (antydet i III, II og VI, 3). Hos den lille

Varietet af Mniopsis Weddelliana fandtes her Elementer, der nærmede sig den seje Rast.

Rodspidsen ligger ligesom hele Roden tæt trykket til Underlaget; den er jævnt

afrundet (I, 1
;

III, 1, 23; IV, 14; V, 10 A o. s. v.). Jeg har ikke fundet noget sikkert Exempel

paa, at den ikke har været dækket af en Rodhætte; kun i et eneste Tilfælde (den lille Rod i

III, 4 R) kunde jeg ingen saadan se. Rodhætten viser den interessante Mærkelighed, at

den næsten aldrig er lige stærkt udviklet paa alle Sider, i det den er kortest paa Bogsiden.

Mindst udpræget er dette hos Podostemon Ceratophyllum, men den ses dog ogsaa her tydelig

(III, 23); hos -Mmopsis-Arterne trælles denne Ejendommelighed langt stærkere udpræget,

lige til saadanne Tilfælde, i hvilke der kun findes en ganske lille Plade, der som en Negl

dækker Rodspidsen paa Rygsiden, medens de øvrige Sider ere nøgne (V, 19, 20, 21, 22,

24). Herfra er der kun et lille Skridt til, at Rodhætten aldeles bortkastes, hvad der efter

Cario skal være Tilfældet hos Tristicha hypnoides; Manglen af Rodhætte hos denne Art

førte ham til at betragte Roden som et Thailus.

Rodhættens yderste Celler ere altid meget tydelig større og mere tykvæggede end

den nærmest liggende Rod-Overhuds, og ikke sjælden udskilles der Kisel i dem. Jeg har

ikke været i Stand til at faa særlig udmærkede Længdesnit af Væxtpunktet, men af alt

hvad jeg har set, maa jeg slutte, at der hverken er nogen tydelig Grænse mellem Periblem

og Pierom, og at heller ikke de øvrige Væv ere skarpt adskilte; Rodhætten og Rod-Over-

huden synes i alt Fald at have fælles Udspring. Lidt neden for selve Spidsen ordne Cel-

lerne sig tydelig nok i Længderækker (III, 2).

I Modsætning til Cario, der siger: «Wir haben hier eine Pflanze vor uns, die

der Wurzeln vollständig entbehrt», maa jeg altsaa sige: her er ikke blot en Rod, men

') Navnet Adjunktivceller» er synonymt med Wilhelms Gelcitzellen», se Kolderup Rosenvinge,

Vegetationsorganerne hos Salvadora. Vid. Selsk. Oversigter, 1880, med Tav. V og VI.



den spiller en overordentlig væsentlig Kollo, og delte ikke blot lios disse her gjennemgaaede

Planter, men i den hele Familie. Et Blik paaTulasne's Figurer 1

) vil vise, at et saadant

lil Underlaget trykket Organ, som lier er paavist at være en Rod, findes hos en Mængde —
sandsynligvis alle — andre Slægter, og at det er Bærer af Skuddene; jeg er endog tilbojelig

til at tro, at Hovedaxerne i Tulasne's Fig. II, PI. IX af Dicræa elongata cre skudbærende

Rodder. En lignende Rolle spille Rodderne som bekjendt hos Cirsium arvense, Pi/rola

uniflora, Monotropa o.a., og de af Solms -Laubach o.a. paaviste thallnslignende Organer

hos mange Snyltere tager jeg heller ikke i Betænkning at betegne som Rodder, der under

Artens Udvikling i Tidernes Lob have afkastet deres Rodhætte paa Grund af deres særegne

Voxested og den særegen Brug, der gjores af dem. Ogsaa bos Podostemaceerne gjøres

der jo en usædvanlig Brug af Boden, idet den i hojere Grad end andre Steder bliver et

Ila'fteapparat. For øvrigt kan her ogsaa mindes om, at der i nyeste Tid er blevet

fundet utvivlsomme Rodder uden Rodhætte, f. Ex. af Klein bos Aesculus (Flora, 1880),

og at andre Rodder paa et ældre Udviklingstrin bortkaste Rodhætten (Azolla, Hydrocharis,

Ficaria, Orchis, o. a.). Podostemaceen Castelnavias Kimrod mangler lige saa fuldstændig

Rodhætte som discutas, og hele Rodspidsen dækkes under Spiringen med Rodhaar.

Rod-Regeneration. Meget ofte findes Rodder, som ere afbrudte enten ved

Vandhvirvlernes Magt eller paa anden Maade, f. Ex. ved Dyrenes Gnav, og som have rege-

nereret sig ved en ny Roddannelse fra Saarfladen. Ofte har en Rod gjentagne Gange været

afbrudt paa tæt ved hverandre liggende Steder og har regenereret sig; Exempler findes

afbildede: I, 1; II, 2; III, 4, 14, 22(?); V, 12, 13, 16, 20 A.

Det synes altid at være den mod Spidsen af Roden vendte (akroskopiske) Ende,

fra hvilken Regenerationen finder Sted (ligesom hos de hojere Planter efter Vöchting).

Unge Sladier har jeg ikke truffet undtagen det i III, 22 afbildede, der oven i Kjobet

er mig en Smule tvivlsomt. Paa Længdesnit gjennem gamle Regenerationssteder ses Bil-

leder som III, 14 og VI, I. Centralcylinderens Væv fortsætter sig fra det ældre Rodstykke

lige over i det nydannede, og Grundvævet i Barken er paa en større eller mindre Stræk-

ning blevet fortsat af nyt Grundvæv. Den nye Rod kan godt komme til at sidde skjævt

paa den gamle, hvis Grundvævet paa den ene Side ikke er saa regenerationsdygtigt som

paa den anden (V, IG).

Undertiden fremkomme to Rodder fra samme Saarflade (II, 2; III, 4 R), og de

kunne rykke saa tæt sammen, at de faa en fælles Basis og synes at danne én Rod, der

dikotomerer sig; et ungt Tilfælde af denne Art ses V, 13, et ældre V, 23. Hertil slutter

sig det i III, 4 C afbildede Tilfælde: Roden bar vistnok efter at være afbrudt regenereret

sig paa omtrent hele Saarfladen lige ud lil Overhuden, kun en ringe Del har ikke været

regenerationsdygtig, og fra Brudfladen er der fremgaaet en Tvillingrod.

') Monographia Podostemacearum (Archives du Museum, VI, 1852).

Vidensk. Selsk. Skr. 6 Række, naturvidensk og math Afd II. 1.
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Rodforgrening. Nye Rødder opstaa paa Flankerne af de ældre, men ellers

uden Orden eller bestemt Plads (I, I; V, 20 A ; VI, 12); ere Moderrødderne meget flade,

udspringe de lidt inde paa Bugflade under Flankerne (V, 12 A, 12 B, og 18 A og B).

Ganske unge, endnu i Moderroden indesluttede Rødder har jeg ikke fundet, og jeg kan

derfor heller intet speciellere angive om deres Dannelsesmaade. At alle Rodgrene ere

endogene, fremgaar dog med Sikkerhed af den ringformede Saarflade, der undes om deres

Basis, og det er temmelig vist, at de opstaa i Barken nær Periferien af Roden, ikke umid-

delbart paa Centralcylinderen.

Rødder fra Stængler. Jeg har gjentagne Gange, om end ikke almindelig,

fundet Rødder udspringende fra Stængler (?' il, 11; III, 1; VI, 10, 11). I det næst sidste

Tilfælde (VI, 10) udspringer en Rod fra Basis af et Brudstykke af et Skud, i det sidste

(VI, II) fra en Saarflade paa en Stængel, hvorefter den, følgende Stængeloverfladen i en

Skruelinie, søger nedad; den er i dette Tilfælde forsynet med særlig stor Rodhætte (11, B).

Hvor Forholdene have været tydelige, have ogsaa disse Rødder vist sig at være endogene.

Roden hæftes fast til Underlaget dels ved Rod haar, dels ved ejendommelige

Legemer, som jeg vil foreslaa at kalde H apt er er.

Rodhaar udvikle sig paa ubestemte Steder af Rodens Bugflade, i Regelen saaledes,

at hele Strækninger ere yderst tæt beklædte med en kort brunlig Belægning af dem, idet

omtrent hver eneste Overhudscelle forlænger sig haarformig (III, 8, 11; V, 18; VI, 14).

De ere, som sædvanlig, Udkrængninger af Overhudscellerne, men i Regelen ere de temmelig

tykvæggede, hvilket maa antages at staa i Forbindelse med, at deres Funktion her mindre

er Opsugning af Næring end Fasthæftning af Roden til Underlaget. Paa Grund heraf brede

de sig ogsaa i Spidsen ud i uregelmæssige Lapper (ligesom Kimplanternes Basalcelle af

spirende Oedogonier og andre Alger), der synes at udskille en brunlig limagtig Substans

(III, 8, 9; VI, 4, 15). Deres Længde afhænger af Substratets Nærhed, men er sædvan-

ligvis meget kort. Paa ældre Bodder er det ofte næppe muligt at skjelne de enkelte Rodhaar

fra hverandre, dels paa Grund af deres ringe Længde og bugtede Form, dels paa Grund

af den brune eller sortebrune sammenkittende Masse. Kisel har jeg aldrig fundet ud-

skilt i dem.

Hapterer 1
)- Med dette Navn betegner jeg nogle ejendommelige især paa Roden

udviklede Legemer, Gribe- og Hæfteredskaber af en tvivlsom morfologisk Natur. De findes

normalt paa Roden af Podostemon Ceratophyllum, sjælden hos Mniopsis Weddelliana
,
men

noget almindeligere hos Mn. Glazioviana.

Hos Podostemon Ceratophyllum ere de størst og mest ejendommelige, hvorfor

de ogsaa ere sete tidligere, f. Ex. af Uooker (Compan. Bot. Mag. 2, p. 24), der sammen-

') Af å-xTEtv, â^Tsadai al binde, hæfte, lierore, gribe.
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ligner dem med Bæfteredskaberne hos Bignonia radicans og Ampélopsis hederacea. Deres

Plads er ved Basis af de paa Roden udspringende Skud, men dog paa selve Roden, neden

for det Ar, der fremkommer ved Skuddets Frembrud af Roden (se f. Ex. 11,6,9; III, 1; o.a.).

Isoleret udspringende fra Roden, fjærnede fra Rodskuddene har jeg aldrig fundet dem, og

mere end én ved hvert Rodskud har jeg heller aldrig set. Deres Længde afhænger af Sub-

stratets Afstand fra Roden. Er denne større, blive de som i III, 1 forlænget kegle-

formede og have saalænge en afrundet Spids, indtil Underlaget er naaet; er delte sket, brede

de sig nemlig ud og lægge sig op til det, plastisk formende sig efter dets Overflade (se

11, 9; III, 3, 5, 6). Er Roden kun ganske lidet eller slet ikke fjærnet fra Underlaget, brede

de sig strax ud til korte tykke Hæfteskiver (I, 1, 1 1 ; II, 3, G; III, 3). Især saadanne har jeg

fundet hos Mniopsis Weddelliana og Glazioviana (V, 18; VI, 14), dog forekomme ogsaa længere

(VI, 12) hos den sidste Art.

Ofte brede de sig ud i fingerformede Lapper, og de lægge sig lige saa godt op

til lodrette som til vandrette Sider, den samme Haptér undertiden baade til lodrette og vand-

rette (II, 6, 8). De ligne i deres Formdannelse og Funktion ganske de Hæfteapparater, som

findes hos Fucus vesiculosus, Laminaria og andre Alger, og som kunde benævnes med det

samme Navn. Undertiden ere de grenede (II, 9; III, 6, 7, 10), og undertiden kunne to

forenes meget tæt i Spidsen, saa de næsten danne ét Organ (III, 5). At de ogsaa kunne

hæfte sig til Rødder eller Stængler af andre Planter, navnlig da af deres egen Art, som de

jo nemmest komme i Beroring med, er let forstaaeligt.

Der maa ligesom ved selve Roden udskilles en Kit, hvormed de hæfte sig fast, og

de ere, ligesom Rodens Bugside der, hvor Rodhaarene sidde, brune eller sorte paa Under-

fladen. For øvrigt bære de ofte meget tydelige, undertiden endog relativt lange Rodhaar

(III, 7; VI, 14); men sædvanligvis ligne deres Rodhaar dog Røddernes korte og uregel-

mæssig lappede.

De opstaa exogen t, og jeg har aldrig fundet nogen ringförmig Saardannelse neden

for dem som ved Basis af Rodgrenene og Skuddene (II, 6, 9; III, 3, II, 12), og enhver

Grendannelse paa dem er ligeledes exogen (II, 9; III, 7, 10, 13).

De have Spidsevæxt, hvad jeg især slutter deraf, at de mindste og protoplasmarigeste

(mørkeste) Celler altid findes i deres Spidser, medens Cellerne blive desto storre, jo nærmere

de ere ved Basis af dem og af deres Grene (III, 12, 13; se ogsaa III, 7). Der er ikke

Tale om nogen Rodhætte, Spidsen er nøgen.

De bestaa alene af tyndvægget Parenkym, hvis inderste Celler ere de største (III,

12, 13); der er ingen Antydning af nogen Karstræng. De kunne være stivelseholdige, og

Overhuden er ofte rig paa kiselholdige Celler.

I et enkelt Tilfælde har jeg set dem regenerere sig efter et Brud (III, 20), ganske

som Rodderne.
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Disse Organer ere en saa mærkelig ug interessant Mellemform mellem Rodder, Stængler

og Emergenser, at de vel kunne fortjene et eget Navn. Fra Rodder afvige de ved

Mangel af Rodhætte, ved den exogene Oprindelse og ved den fuldstændig parenkymatiske

Rygning. Men her bør det dog erindres, at de allerseneste Aar have lært os ægte Rødder

at kjende, som i to af disse Punkter afvige fra det sædvanlige. Rødder uden Rodhætte

kjendes som ovenfor omtalt (S. 9), og hos selve Podostemaceae maa de jo, foruden hos

Castelnavia, ogsaa findes, naar Carios Iagttagelse er rigtig. Exogene Rødder kjendes nu

ogsaa (efter Dr. Ad. Hansen l
) hos Cardamine pratensis, Nasturtium officinale og silvestre), og

hertil kunne vel ogsaa Loranthaceernes og andre Snylteres intrakortikale Rodgrene henfores.

De ligne Rødder deri, at de have Spidsevæxt, have Regeneratiousevne, og at de

bære Rodhaar. Dog maa jeg om dette sidste Punkt bemærke, at det ikke vejer meget i

Vægtskaalen; Regrebet «Rodhaar» maa fattes meget videre end det sædvanlig sker, thi

aldeles de samme Haardannelser findes paa mange andre Organer end paa Roden, saa at

de langt fra ere noget Særkjende for denne. At llaar med Rodhaars Rygning kunne fore-

komme paa Thalli, Forkim o. 1. er bekjendt; paa liallusdannelser optræde ligeledes aldeles

ægte Rodhaar; der gives vel ikke mange haarbærende Rhizomer, men Ilaarene paa dem, der

ere mig bekjendte (Goodyera repens, Corallorhiza
,
Mercurialis perennis, vist nok ogsaa Epi-

pogon og efter vanTieghem tillige Palatum og Trv6homan.es), ere overalt byggede som Rod-

haar; der findes saadanne paa Forkimen af Triticum og vel ogsaa andre Græsser 2
), og de

kunne endog strække sig helt op paa Epiblasten.

«Rodhaar» ere aabenbart en til et bestemt Arbejde (Fasthæftning og Opsugning)

uddannet Haarform, der kan forekomme ikke blot paa Roden, men paa alle rodlignende

eller andre Legemer, paa hvilke der er Brug for saadanne llaar. Deres Forekomst paa

Haptererne vil da ikke kunne bruges som Bevis for, at disse ere Rodder.

Naar jeg imidlertid ser hen til den Regenerationsevue, som jeg har iagttaget hos

dem, om end kun én Gang, men som ganske ligner Rodens, og dernæst til deres Plads,

nemlig paa Rødder, — paa hvilke der jo ikke med Sikkerhed vides at opstaa andre Legemer

end: andre Redder, Rodhaar og Rodskud — saa er jeg mest tilbøjelig til at antage, at de

ere stærkt metamorfoserede Rødder, at de en Gang have været uddannede som sædvanlige

Rodder, men i Tidens Lob ere blevne formede til den afvigende Form, som de nu have, i

Overenstemmelse med deres særlige Funktion som blotte Hæfteorganer; en ganske lignende

Omdannelse maa jo antages foregaaet med Tristiclia- Roden, med Viscum's og andre Snylteres

Rodder, idet de have tabt Rodens ellers saa konstante Særkjende, Rodhætten.

Maaske ville mine fortsatte sammenlignende Studier af Podostemaceer bringe

') Vergleichende Untersuchungen über Adventivbilduugen. tSeiiekenb. Naturt. Gesellscb. XII lid. ISS1.)

') Warming, Lærebog i den almindelige Uolanik, 1880, S. 83, Fig. 70, U og S. 233.
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Kjendsgjerninger lil Veje, der stolte dette. Allerede en Betragtning af de paa Stænglerne

udviklede Hap te rer giver nogle, om end svage Bidrag. Ilos Pcdostemon Cemtophyllum

har jeg kun én Gang fundet Bapterer paa Stænglen (afbildet II, 3); som Figuren viser, var

det et fra Bugsiden nedhængende (positivt geotropisk?) forgrenet Legeme; dets Væxt og

Bygning var som Bodhapteremes, dog var det ikke tydeligt, om det havde endogen eller

exogen Oprindelse; paa to Steder (ved *) vare dets Grene fast sammenklæbede indbyrdes.

Ilos Mniopsis Glazioviana har jeg ingen Stængelhapterer fundet, thi det i VI, 11

afbildede Legeme var en ægte Rod, som jeg ikke kan sammenstille med llaptererne. Men

hos visse Former af Mniopsis Weddelliana ere de meget almindelige. Paa den store Form

fra Caidas (var. Caldensis Warmg., IV, 14—23 og V, 1— 2) har jeg aldrig set noget Exemplar;

hos forma typica (V, 3, 4) ere de fundne og med lignende forgrenede Former som hos Pod.

Ceratoplijjllum; men hos Var. pusilla, der aabenbart lever i stærkt strømmede Bjærgfloder,

i hvilke der kun er lavt Vand, og hvis Skud ligge mere vandret ud end de andres og ofte

tæt trykte til Underlaget, ere de derimod meget almindelige (V, 14, 15). De udspringe fra

Bugsiden, søge lige ned mod Underlaget og hæfte sig fast til dette ved Udbredning af

deres Ender aldeles som de fra Uodderne udspringende ; er deres Udspringssted længere fjæruet

fra Underlaget, blive de længere (se V, 14 A), men sædvanligvis er denne Afstand kun kort,

og de blive da ganske korte, skiveformede, uregelmæssig lappede Legemer. De kunne

bære Rodhaar som Rod-Uaptererne (V, 15 B), deres indre Bygning er ogsaa som disses,

og Rodhætte findes aabenbart heller ikke (set tydelig f. Ex. paa den med h mærkede Ud-

væxt i V, 14 B). Men desværre har jeg ikke kunnet faa afgjort, om de have exogen eller

endogen Oprindelse, dels fordi jeg ingen unge Stadier har fundet, dels fordi Stængel-

siykkerue ere saa korte hos denne Art, og fordi Basaldelene af de affaldne Blade sidde saa

tæt sammen og vanskeliggjore Afgjørelsen af det Spørgsmaal, om der er en Saarflade om

deres Basis hidrørende fra deres Gjennembrud. Jeg har næslen altid paa Længdesnit

gjennem dem fundet brunlige iturevne Celler om deres Grund, men der er jo en Mulighed

for, at dette hidrører fra de afrevne Blade. Skulde de imidlertid virkelig have endogen

Dannelse, gjore de et Skridt hen mod de ægte Rødder.

Skuddeue.

Roden spiller, som anført, den samme Rolle hos disse Planler, som Rodstokkene

hos mange fleraarige Urter og som Rødderne bos nogle faa andre; det er fra den, at Skud-

dene udspringe.

Rodskuddene opstaa paa Rodens Flanker eller lidt inden for denne paa dens

Bugflade (I, 1; III, 11, 12; V, 12, 18). De staa sædvanlig parvis, saaledes at der slaar et

Skud paa den ene Flanke og et andet lige over for eller lidt skraat over for det paa den
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modsatte Flanke (I ,1, 11; III, 1, 6; IV, 14; V, 10 A, 12, 18); nogen anatomisk Grund hertil

kan jeg ikke paavise. Enkeltvis stillede forekomme ogsaa (f. Ex. il, 1; III, 1). Mellem

de enkelte Par er der slørre eller mindre Afstand, hos Podost. CcratopiliyUum indtil 1 l
l-i Centi-

meter. De opstaa akropetalt, men undertiden anlægges en hel Række Par omtrent

samtidig (V, 10 A).

Skuddene ere altid endogene. De anlægges i de periferiske Dele af Rodens Bark,

inden for et eller et Par Lag Celler, der senere gjennembrydes og danne en laset, ring-

formet Krave om deres Basis (III, 2, 11 12, 21; V, 18 B). Knoppen anlægges altsaa

ikke i Centralcylinderens Periferi, men bringes senere i Forbindelse med denne ved Udvikling

af Karstræng-Væv i det mellemliggende Parenkym. Ofte lindes Knopperne endog anlagte

paa Dele, som endnu ere dækkede af Rodhætte (III, 2).

De udviklede Skud staa under forskjellige Vinkler ud fra Roden. Hos Mniopsis

Glazioviana staa de næsten opret; hos Mn. Weddelliana ligge de derimod ofte næsten lige

ud til Siden, vandret hen over Underlaget (IV, 14), saa at den ene Side (Bugsiden) vender

nedad, den anden (Rygsiden) mod Lyset; hos Podoslemon Ceratophyllum danne de sæd-

vanlig en Vinkel paa 30-60° med den Flade, over hvilken den bærende Rod kryber (III, 3, 5).

Hvad enten det ene eller det andet er Tilfældet, ere de stærkt dorsiven trale,

den udad (o: bort fra Rodens Symmetriplan) eller nedad vendte Side, Bugsiden, er altid

anderledes end den modsatte, indad vendte Side, navnlig med Hensyn til Bladenes Forhold.

Den ene Flanke vender mod Rodens Spids (den akroskope), den anden mod dens Basis

(den basiskope). Ogsaa i Stænglens indre Bygning viser det dorsiventrale sig.

Bladstillingen er V2; den ene Bladrække sidder paa den ene Flanke, den anden

paa den modsatte, men Randene gribe halvt om paa Stænglens Ryg- og Bugside, omtrent

lige meget paa dem begge (sammenlign I, 6 B med 6 C, 10 A med 10 B; II, IF med

1 G; IV, 18 A med 18 B, 19 A med 19 B; VI, 13 A med 13 B). Det 1ste Blad paa

hvert Skud sidder paa den fra Rodspidsen fjærneste (basiskope) Flanke (f. Ex. IV, 14).

Hvert Blad har altsaa en Rand, der vender til samme Side som Stænglens Rygside (den

notoskope Rand vil jeg kalde den), og en, som vender mod Stænglens Bugside (den

gastroskope Rand). Bladets Overflade skulde egentlig vende indad mod Flanken, som

det sidder paa, men der finder altid en saadan Drejning Sted, at Overfladen (Bugfladen,

den mod Axen vendte) kommer til at vende mod Skuddets Rygflade, og dets Underflade

(Rygfladen) mod Skuddets Bugflade 1
). Bladenes Bugflader komme, derved alle til at ligge i

') Jeg har været i Tvivl om, hvad der rettest skulde kaldes Skuddets Bug og Ryg; men i Overens-

stemmelse med Goebel, der kalder den mod Moderaxen vendende Side af et Skud for dets Rygside,

og med Cario, der hos Tristicha kalder den mod Underlaget vendte Side af Skuddene Bugsiden,

og af Hensyn til Castelnavius, Marathrums o. a. Podostemaceers stærkt dorsiventrale Skud, hvis ene

Side er tæt trykket til Underlaget og i Uddannelse minder om Rodens Bugside, har jeg valgt

oven staaende Betegnelsesmaade.
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omtrent en eneste mod Lyset vendt Flade, der falder sammen med eller er parallel med

Skuddenes Rygside (er parallel mod Dorsiventralitctsplanen).

Bladformationerne ere to, Lavblade og Løvblade. Af de første findes kun

nogle faa allernederst paa de fra Ilodderne udviklede Skud, der vise deres simplere Ud-

dannelse deri, at de have en udelt Plade og mangle eller have en kun meget lille

Stipeldannelse (se I, 3; IV, 15, 18; V, 10 A og B, og 18; naar det f. Ex. i 10 B synes,

at der staar et Blad i Skuddets Symmetri-Linie paa dets Rygside, da maa jeg tyde dette

som den til det 2det Blad hørende, relativt store Stipel). Ogsaa senere, naar Skuddet

forgrener sig, optræde kun Løvblade, undtagen i et afvigende Tilfælde, der nærmere

omtales nedenfor.

Hos Podostemon Ceratoplujllum findes et regelmæssigt Skifte af Sæt af lange og

Sæt af korte Internodier (I, 9; II, 3, 4 A). Jeg formoder, at dette staar i Forbindelse med

Aarslidernes Vexlen, og at de længere Internodier betegne den gunstigere Aarstid; men

Bladene ere ogsaa paa de korte Internodier Løvblade. At denne Art maa være perennerende

med en Vexel i Udviklingen, fremgaar ogsaa f. Ex. af I, 6 A, 8 A, og II, 1 A, paa hvilke der

er et tydeligt Spring i Udviklingen mellem de yngste og det næst ældre Sæt af Blade.

Løvbladene. Basis af Bladene er bredt skedeformet ud og omfatter Stænglen

halvt, men er for øvrigt forskjellig formet hos de forskjellige Arter. Paa den ene Side

staar Podostemon Ceratop/iyllum (og maaske hele Slægten Podostemon)
, der har en fuld-

stændig udviklet intrapetiolær Stipel, som i Knoppen omfatter det følgende Blad, og hvis

Former ses af I, 2, 3, 4, 8 o. s. v.; II, 1, 4, 7 o. s.v. (paa nogle af Figurerne, f. Ex. ved Blad

n og o paa II, 1 D, ved Blad m paa II, 4 A, o.a., er den frit fremragende egentlige Stipel-

dannelse forsvunden).

Mniopsis- Arterne (og de tre her undersøgte repræsentere hele Slægten) have

derimod kun en ensidig eller halv, intrapetiolær Stipel, en lille Flig, der sidder paa den

notoskope Side af Bladbasis, lidt inden for Randen (IV, 15, IG, 17, 18, o. s.v.; V, 3o.s.v.;

VI, 13, 16). Det vil af Figurerne ses, at den er stærkest fremtrædende og tilsyneladende

næsten er et selvstændigt, paa Skuddets Rygside stillet Blad hos Mniopsis Glazioviana og

seaturiginum (VI, 13 og 16) l
).

Løvbladenes Plade bliver sukcessivt fuldkomnere, naar man begynder med de

lavest stillede og gaar opad, indtil Højdepunktet for Udviklingen er naaet. Den er fjersnit-

delt og kan være gjentagne Gange delt; Afsnittenes Form er forskjellig, hvad Tegningerne

ville vise; endog samme Art frembyder i denne Henseende store Variationer, hvilket jeg

') Bladstillingen hos Mn. seaturiginum beskrives derfor ogsaa saaledes afWeddell (De Cand. Prodrom.

17, p. 77): -foliis minimis subquadrifariam imbricatis, aliis semiorbicularibus amplexicaulibus , aliis

in latere opposito caulis multo minoribus stipuliformibus» ... og senere «hæc et illa series 4 ver-

ticales parallelasque efformantia, seriebus foliorum miuorum in eodem latere caulis contiguis«.
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antager at hidrøre fra Lokaliteternes Forskjelligheder (Vandels Dybde, Strømmens Styrke);

man betragte f. Ex. de forskjellige Figurer af Podostemon Ceralophyllum ; det ene Yderpunkt er

den I, 1 og II, 5 afbildede Form med de korte brede Afsnit, det andet den I, 6, 8 og

II, I afbildede Form med de lange, baarfine Afsnit. At Bladene af Mniopsis scaturiginum, der

kun ersamlet én Gang, nemlig af Martins, skulde være fuldstændige saaledes, som de fore-

ligge i Herbarierne og i Tegninger (VI, 16), forekommer mig tvivlsomt; jeg er tilbøjelig til at

anläge, at kun Basaldelene ere tilbage, og at Vandet bar ødelagt Besten. Paa ældre Stængler

ere enten kun Basaldele af Bladene tilbage, fordi disse paa Grund af deres Kiselholdighed ere

mere modstandsdygtige, eller Bladene ere ganske fjærnede, efterladende et Ar, hvad der især

findes hos Var. pxtsilla af U/h. Weddelliana (V, II, 14, I.S). Paa ældre afblomstrede Planter

af Mniopsis Weddelliana løsrives ogsaa Stænglernes Barkvæv efterbaanden, saa at kun det

mekaniske Væv med Karstængene bliver staaende (V, 2).

Bladudviklingen. Der findes ingen Stængelspids, som rager nøgen op

over det yngste Blad, og dette indtager endog omtrent den Plads, som Stængelspidsen ellers

skulde have, er med andre Ord omtrent terminalt. Længdesnit gjennem Skuddenes øvre

Ender (det er især Podostemon, i ringere Grad Mniopsis Weddelliana, der har afgivet Materiale

hertil) vise sig som IV, 1 og 2. Har det yngste Blad opnaaet en vis Størrelse, ses et

næste at opstaa som en lille Vorte i Dalen mellem det og dets Forgænger, altsaa /
6

paa IV, 1, i Dalen mellem/ 4 og/ 3
;
men altid er del yngste Blad ligesom rykket lidt op

paa Foden af det 3dje yngste, f
6 opstaar altsaa ligesom paa Foden af/ 3

, og den Kløft,

der skiller det fra/ 4
, er dybere end den. der skiller det fra/ 3

. Det samme ses af IV, 2.

Den gamle Fytonlære faar her en Kjendsgjerning at støtte sig til.

De unge Blade bestaa af et uordnet Cellevæv under en sædvanlig Overhud (III, 21 B),

og dette uordnede Delingsvæv fortsætter sig nedad i Stænglen i et lige saa uordnet; dets

Grænser ere i IV, 1 og 2 angivne ved en mørkere Tone, hvilket er overensstemmende

med Naturen, thi dette Vævs mindre og protoplasmarigere Celler vise sig altid mørkere end

de tilgrænsende ældre mere storcellede Væv.

Har det unge Blad naaet en vis Størrelse, begynder Dannelsen af dets Dele; i

enkelte Tilfælde (de nederste Blade paa et Skud, se III, 21 A og B) dannes Stipien tidligere

end Pladens Afsnit, i andre Tilfælde synes dette ikke at være Tilfældet; men den kommer

dog i ethvert Fald meget tidlig, om end efter det nederste Afsnit eller et Par af disse.

Afsnittene anlægges akropetalt; dette gjælder baade de primære og alle af højere

Orden (IV, 8— 13). Skiftevis anlægges et Afsnit paa Bladets højre og venstre Band, og ofte

opstaar et Sideafsnit saa nær ved Spidsen af Hovedafsnittet, at dette næsten synes at

dikotomere sig (IV, 9, lOi. Saa vel i Fligenes Alternation, som i den akropelale Dannelse

er der større Lighed med Bregnebladene end med noget andet Blad, saa vidt mig bekjendl.
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Afsnittene dække hverandre i Knoppen saaledes, at naar Bladet, der er sammen-

foldet efter Hoved-Midtnerven med Oversiden indad, betragtes udenfra, ses kun den basi-

skope Iland af hvert Afsnit, men ikke den akroskope (IV, 13 o. s. v.); denne er dækket af

det ovenover paa samme Side staaende Afsnits basiskope Iland. Dette er hvad Tyskerne

kalde «oberschlachlig» Iiladleje, og hvorom Al. Braun siger 1

), at kun Cycadeerne, Botry-

chium, Comptonia, Boronia alata og en Xanthoæylon ere ham bekjendte at have det; det er

altsaa en Sjældenhed.

Med Hensyn til den Side, paa hvilken den første (nederste) sekundære Bladflig af

et Blad fremtræder, er der en bestemt Regel: det dannes paa den notoskope, ved Pladens

Drejning udad (bort fra Skuddets Symmetriplan) vendte Iland; det andet vil altsaa findes paa

den modsatte (I, 2, 3, men især IV, 15, 18, 19; V, 3). Undtagelser gives.

Nervationen er yderst simpel; den retter sig efter Bladets Forgrening, idet hvert

Afsnit modtager en Midtnerve, som ellers ikke forgrener sig (f. Ex. IV, 15, 18, 19, 23).

Skuddenes Forgrening.

Den normale Forgrening sker paa en fra det hos Blomsterplanterne sædvanlige meget

afvigende Maade. Knopperne staa nemlig ikke i Bladaxlernes Median, men ved Basis af Bladenes

notoskope Rand, og uden for Stipien, som ikke kommer til at omfatte dem. Men — som

om Knopperne ikke kunde undvære et Dække af en Stipel, — en 2den saadan uddannes,

der omfatter Knoppen og helt kan skjule den, saa længe den er ganske lille; denne Stipel

vil jeg til Forskjel fra den sædvanlige, kalde den «ydre», fordi den paa Grund af Bladenes

Stilling kommer til at staa paa den fra Skuddets Symmetriplan fjærneste Iland og vender

bort fra denne, medens den sædvanlige (eller «indre») Stipel vender indad mod den; den har

ganske samme Form, som den sædvanlige Stipel, men er oftest lidt mindre og sidder lavere

end denne. Hvert Blad, ved hvilket et Sideskud kommer til Udvikling, bliver saaledes

udstyret med to Stipler, af hvilke den ene omfatter Hovedaxen, den anden Sideskuddet.

Et saadant Blad kunde kaldes «bistipulært» , hvis det ikke var en Regel, at Blade med frie

Stipler have to saadanne; jeg vil derfor foreslaa at kalde det «dithecisk», fordi det for-

synes med to Hulheder, der omfatte Skuddene. Saadanne ditheciske Blade ses f. Ex.:

I, 5, 6D (cl og </), 10 A (c); II, 1 D (p), 5R (r ), 7 (c); IV, 16, 18 A (cl), 20 (c, cl) o.s.v.

Det har ofte Udseende af, at Sideskuddet udspringer fra Rladet, og ikke fra Stænglen,

paa hvilken dette sidder. Der er imidlertid ikke mere Grund til at anse disse Skud for

mere bladbaarne end de sædvanlige Axelknopper, der jo ogsaa ofte synes at tage deres

Udspring fra Bladene.

') Die Frage nach der Gymnosperniie der Cjcadeen. Berl. Akad. Monatsber. 1S75, S. 328.

Viilensk. Selsk. Skr. 6. Række, naturvidonsk. og math. Afd. II. 1.
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Sideskuddet drejer sig saaledes, at dets to Bladrækker ligge omtrent i samme Plan,

som Hovedaxens; dets Blades Bugsider vende til samme Side som dennes Blades; selve Side-

skuddenes Ryg- og Bugsider vende altsaa til samme Side som Moderaxens, deres Flanker ligge

omtrent i samme Plan som dennes (f. Ex. IV, 19 A; VI, 13 A). Sideskuddets Dorsiventrali-

tetsplan falder altsaa omtrent sammen med Moderaxens; den ene Flanke vender indad mod

Moderaxen, den anden bort fra den. Denne sidste Flanke bærer altid det nederste Blad,

som jeg stedse har fundet at være et Løvblad. Paa stærkt forgrenede Exemplarer, især f. Ex.

af Mniopsis Glazioviana, ses Planterne ofte ligesom lidt rendeformede eller hule, fordi de

sukcessive Sideskud dog ikke ligge ganske udbredte i samme Plan som Moderskuddet, men

ere drejede saaledes, at deres Dorsiventralitetsplan skærer Moderaxens under en spids Vinkel.

I Side- og Hovedskuddets Styrke og Udviklingsmaade er der stor Forskjel. I

nogle Tilfælde udvikles de lige kraftig; der opstaar da en regelmæssig Dikotomi, midt i

hvilken det ditheciske Blad er stillet (I, 6A; II, 1 A). Dette synes da at staa endestillet

og ved sin Basis at have to Grene, hver især støttet af en Stipel, og hver især begyndende

med et udad vendt Løvblad. I Virkeligheden er det ene af disse Løvblade altsaa det af

Hovedaxens Blade, der følger efter det ditheciske, og det andet er Sideskuddets 1ste Blad.

Til Vejledning af, hvilket Skud der er Sideskuddet, kan ofte Stipiernes ulige Størrelse tjene.

Sympodial Forgrening er meget hyppigere, fordi Hovedaxen meget ofte strax

oven for det ditheciske Blad afslutter med en Blomst, og Sideskuddet derpaa indtager dets

Væxtretning. Exempter paa Sympodier ses I, 4, 6 B— C, 7, 9, 10; II, 4, 5 (et Sympodium

vil ogsaa udvikle sig af 7); o. a.

Monopodial Forgrening er sjældnest, og sjælden undgaar et Hovedskud aldeles

at blive bragt ud af sin Væxtretning ved Sideskuddenes Udvikling; IV, 19 A kan endnu siges

at være et Monopodium.

Sideskuddenes Udstyrelse kan være meget forskjellig. Der er Sideskud, som

ere rene Blomster (f. Ex. IV, 22 ved *), andre der have et Løvblad og en Blomst (f. Ex. IV,

20), andre der have 2 eller 3 eller end ogsaa flere Løvblade, før de afsluttes af en Blomst;

IV, 19 viser Exempel paa Sideskud med 1 , 2 og 3 Løvblade (det øverste har færrest, det

nederste flest af disse).

Hyppigheden af den rent vegetative Grendannelse er forskjellig. Hos Podostemon

Ceratophjllum er der ikke mange vegetative Grene, og navnlig er hele den nedre Del af et

Skud sædvanlig uden Grene (II, 3; I, 9 o. a.). Derimod har den en rig Forgrening med

Sympodiedannelser mod Skuddenes Spidse. Hos Mnioj>sis Weddelliana findes Forgrening

hyppig og næsten lige fra Skuddenes Grund af; derved fremkommer det tueformede Ydre, som

er saa almindeligt hos denne Art, og som fremtræder f. Ex. i V, 1, 2 og IV, 9. Varieteten

pusilla afviger fra de andre Former ogsaa deri , at Skuddene hurtigere blive nøgne og

noget mere knudrede end hos de andre (sammenlign V, 1 med V, 11, 14, 15, 17).
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Mniopsis Glazioviana er tueformig af Ydre, men aabenbart mindre paa urund af

en stærk Forgrening end paa Grund af Skuddenes tætte og oprette Stilling paa Roden.

Ægte Axelknopper, stillede i Medianplanen af Bladet og inden for den indre

Stipel ere iagttagne i ét eneste Tilfælde hos Podostemon Ceratophyllum (II, 4; se Figurfor-

klaringen); om de virkelig ere exogene Dannelser, har jeg ikke kunnet se. Oven for hvert

af Bladene c, f og g findes der en Axelknop, og disse støttende Blade ere ikke ditheeiske.

Afvigende fra alle andre Sideskud begynde disse med Lavblade; saaledes ere Blad 1 og 2

i Knop C skælformede Blade, og den nu affaldne Plade paa Blad 3 bar sikkert ikke været

stor. Ligeledes ere de to nederste Blade i Knop B og C Lavblade. Stillingen af de

første to Blade er transversal i Forbold til Dorsiventralitets- Planen , men der flader

temmelig hurtig en saadan Drejning af Bladrækkerne Sted, at de komme til at ligge i denne

eller i en med den parallel Plan, altsaa blive stillede paa samme .Maade som Bladrækkerne

paa de sædvanlige Sideskud. Det første Blad paa disse Axelknopper vendte i to Tilfælde

ud mod Skuddets Rygside ,
i et Tilfælde mod Bugsiden , saa vidt ses kunde paa de to

temmelig smaa og slet konserverede Knopper.

Stænglens Anat omi.

Alle Karstrænge ere Bladsporstrænge. Hvert Blad modtager én Strang; følges

denne ind i Stænglen, vil man se, at den efter et kortere eller længere Løb nedad lægger

sig op til en anden Stræng, der højere oppe bøjer sig ud til den modsatte Side; det

hele Forhold er, som om der er en eneste Stræng, der skiftevis afgiver Grene til højre og

venstre, til de paa Flankerne staaende to Bladrækker (II, 7; IV, 1, 2). Et Tværsnit af

Stænglen vil derfor vise et ringe Tal af Karstrænge, som alle ligge i Dorsiventralitets-Planen

(Podostemon IV, 3) eller danne en Bue, der vender den konkave Side mod Stænglens Byg-

side (Mniopsis VI, 8).

Tværsnit af Stænglerne kunne være regelmæssig elliptiske, men ofte er Rygsiden

lidt mindre hvælvet end Bugsiden (VI, 8).

Karstrængene bestaa af lidt Blødbast (Sirør og Kambiform), samt nogle meget faa

og meget udtrukne Skrue- og Ring-Trakeider. Jeg har undertiden set Tværsnit, der talte

for, at der i Blødbasten fandtes Adjunktivceller. Det er vanskeligt bestemt at afgjøre

Trakei'dernes Beliggenhed i Forbold til Blødbasten, fordi de paa Tværsnit ere saa lidet i

Øjne faldende; hvor den har været tydelig, have Trakeiderne ligget nærmest ved Strængenes

Bugside (IV, 3; VI, 8). 1 ældre Stængler opstaar der ofte en Hulhed i hver Stræng, i

hvilken Resterne af Trakeiderne ligge (VI, 8, Strængen til venstre).

Karstrængene ere afstivede af et kollenkymatisk Væv, der ligesom i Roden er

stærkest paa Rygsiden (IV, 3; VI, 8); de ganske smaa Strænge findes dog helt rundt omgivne

af et næsten lige mægtigt Kollenkym (IV, /i). Delte Kollenkym kan til sidst antage en brunlig
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Farve, ligesom ogsaa det nærmest omgiveade, mindre kollenkymatiske Væv. Foruden dette

Kollenkym kan der hos Podostemon længere ude i Barken paa Bugsiden findes et Kollen-

kymlag, der ses i IV, 3, men ogsaa kan mangle hos den samme Art; hos Mniopsis Wed-

delliana har jeg ligeledes fundet kollenkymatisk uddannede Vævlag, om end svagere udviklede,

paa Dugsiden af Stænglen.

Det om Karstrængene liggende kollenkymatisk uddannede Væv er for øvrigt i visse

Henseender forskjelligt fra Kollenkymet og nærmer sig til den seje Dasts Celler eller til Ved-

parenkymet. Hos Podostemon Ceratophyllum findes der nemlig der langstrakte bastcelle-

lignende Celler, dog uden spalteformede Porer; AJniopsis-Arierne have derimod mere ægte

Sej-Bast, i det der ikke blot findes prosenkymatiske Celler, men disse have tillige spalte-

formede Porer, stillede skraat i en til venstre opstigende Skrue, og dernæst er det ovrige

om Strængene liggende Væv dannet af Celler, der forbinde Vedparenkymets Former med

Vedcellernes Spalte-Porer (VI, 6, 7 a—b).

For øvrigt er Stænglernes Overhud og Grundvæv ikke forskjelligt fra Bodens.

Dladenes Anatomi.

Epidermis ligner de andre Deles (IV, 6; V, 5). Den er klorofylholdig, og

Klorofylkornene fandtes lejrede op til Indervæggene. Dladene ere især hen mod Afsnittenes

Spidser lidt rendeformig fordybede og i Benderne forsynede med en mere tyndvægget

Overhud; ejendommeligst er det, at der her hos alle tre Arter blandt Overhudsceller af

sædvanlig Form findes uordentlig indstrøet nogle smaa Celler, der ligesom ere skaarne ud af

de andre og ofte runde sig lidt af mod dem (IV, 6; V, 5). Disse smaa Celler have et mør-

kere, noget mere kornet Celleindhold end de andre, og de rage ofte lidt kuppelformig op over

dem
;
jeg har endog set, at de hos Podostemon Ceratoplujllmn kunne forlænge sig og danne

korte rodhaarlignende Haar (IV, 7). Da der ofte klæber talrige smaa Smudspartikler ved

disse rendeformede Partier af Bladene, synes et klæbrigt Stof at secerneres her, og rime-

ligvis ere disse smaa Celler eller smaa Haar herved virksomme. For øvrigt kan jeg intet

oplyse om den Betydning, som en saadan Sekretion muligvis kan have for disse i Vandet

nedsænkede Blade.

Mesofyllet i Bladene er bygget som Stænglens Grundvæv af tyndvæggede Paren-

kymceller, der ere størst i Dladenes Indre; en Differentiering i Pallisadevæv og pnev-

matisk Væv findes ikke (V, 6). Banden lober underliden ud som tegnet i V, 7.

Nerverne bestaa af enkelte Karslrænge med en meget svag Udvikling; Siror ere

ikke sete, men meget udtrukne Bing- og Skruelrakeider (VI, 7c) kunne endnu findes i de

nederste, kraftigere Dele af Nerverne. Disse Strænge støttes i hele deres Omkreds (se V, (i,

Cellerne med de morke Vægge) af meget snævre og lange Prosenkymceller, ægte Sej-Bast-

celler (VI, 7 d), og selv i et macereret Blad bevare Nerverne af denne Grund en vis Sejhed.
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Nogle af de fineste Nerve-Ender bestaa næsten alene af saadanne Celler og nogle faa Kambi-

form-Celler. Dette Prosenkym spiller aabenbart en mekanisk Holle; medens Bladenes Basal-

dele især gjøres modstandsdygtige (faste, baardel ved Kisel, maa de fine Pladedele, der maa

bulge frem og tilbage i Vandet, gjøres seje paa anden Maade, bertil maa et andet Materiale

end Kiselkonkretioner i Cellerne anvendes; i det højeste findes der da tillige kiselførende

Celler i Bladrandene; den lille Varietet (pusilla) af Mrxiopm Weddelliana bar dog meget

kiselrige Blade, og disse ere derfor mere modstandsdygtige. Da Roden ubevægelig ligger

fast trykt til Underlaget bar den ingen Brug for et bøjeligt Afstivningsmateriale, som Sej-

Basten er, og saadant har jeg heller ikke fundel Spor af; derimod dækkes den ofte af et

tæt Kiselpanser. Den oprette Stængel faar begge Dele, baade Kisel i sin Overbud og tillige

de bøjelige mekaniske Celler, men disse Længde og vel ogsaa deres Bøjelighed og Sejhed

staar dog tilbage for Bladprosenkymets.
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La famille des Podostémacées.

Études

par

M. Eug. Warming.

I. Les organes végétatifs chez le Podostemon Ceratophylliim Miehx., le Mniopsis

Weddelliana Tul. et le Mn. Glazioviana Warmg.

vomme l
re partie d'un travail que j'ai entrepris sur la famille des Podostémacées au point

de vue morphologique, anatomique et systématique, je publie ici les résultats de mes

recherches sur les organes végétatifs des trois plantes ci-dessus mentionnées, comme en

partie aussi du Mn. scaturiginum Mart.

Les matériaux de ces recherches m'ont été fournis par M. W. Canby, avec l'obli-

geante entremise de M. le professeur Asa Gray, par M. A. Glaziou et par différents

musées (Jardin des Plantes à Paris, musée de Stockholm, etc.), et je leur adresse ici mes

sincères remercîments pour la précieuse assistance qu'ils ont bien voulu me prêter.

Les plantes dont il s'agit présentent les particularités anatomiques suivantes. Les

stomates manquent; les cellules épidermiques sont polygonales, quelquefois un peu allongées

(III, 25; IV, 6; V, 5); les méats intercellulaires sont extrêmement petits et peu nombreux,

ou font complètement défaut; toutes les parois des cellules sont formées de cellulose pure,

excepté celles des trachéides, qui sont un peu lignifiées, et elles ont de la tendance à

devenir collenchymateuses, surtout dans certaines parties du tissu fondamental et autour des

faisceaux vasculaires. L'amidon est très abondant dans la racine et la tige et a les formes

représentées dans VI, 5; les concrétions de silice, dans les formes représentées dans

III, 25; V, 8, 9 et VI, 9, sont très nombreuses à la périphérie, surtout dans l'épiderme de

la racine et de la tige, à la base et plus ou moins dans le limbe des feuilles, principale-

ment le long des bords (III, H; IV, 3, 5; VI, 8); on en trouve aussi dans l'intérieur autour

du cylindre central et des faisceaux fibro- vasculaires (voir Wanning: Vid. Meddel, fra d.

naturhist. Forening i Kjøbenhavn, 1881).

Les trois espèces qui nous occupent (et sans doute aussi toutes les autres Podo-

stémacées) ont des racines plagiotropes rampant dans toutes les directions; elles sont

dorsiventrales; leur section transversale est représentée III, 3, II et V, 12 B, 18 B; elles
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renferment un peu de chlorophylle. Le cylindre central a à peu près la même forme que

toute la racine et est plus rapproché du côté ventral; je l'ai trouvé formé seulement de

liber mou dans de petites racines de Mn. Weddelliana (VI, 2), et de liber mou avec deux

groupes de xylème cliez toutes les autres (III, 11, 15, 17, 18; V, 12 II, 18 U et VI, 3),

soit avec (VI, 3) soit sans (III, 15) différenciation du liber mou. Celui-ci se compose de

cellules cambiformes et de tubes criblés (III, 16, 17, 19); je n'y ai pas constaté avec certi-

tude la présence de cellules adjointes 1
)- Le tissu fondamental contigu au cylindre central

est plus fortement collencbymateux qu'à une distance plus grande.

Toutes les racines sont munies d'une coiffe, mais le côté qui regarde le substratum

est moins développé que les autres (III, 23); cela va si loin qu'il ne reste qu'une petite

coiffe onguiforme sur le côté supérieur de la pointe (V, 19, 20, 21, 22, 24). De là à sa

complète disparition il n'y a qu'un petit pas (chez le Tristicha, d'après M. Cario, qui, pour

cette raison, désigne la racine comme un thallus; les plantules du Castelnavia (princeps?)

sont aussi tout à fait dépourvues de coiffe, et le sommet de la radicelle se couvre de poils

radicaux tout comme chez les Cuscida). Je n'ai pas trouvé de limite tranebée entre le

périblème et le plérome, et la coiffe semble naître du même méristème que l'épiderme.

La régénération des racines après une rupture est chose très commune, et elle se

fait à l'extrémité acroscope (I, 1; II, 2; III, 4, 14, 22(?); V, 12, 13, 16, 20A; VI, 1). On a

représenté dans II, 2 et III, 4 15 deux racines qui naissent de la même face de rupture; elles

peuvent être réunies à la base (III, 4 C; V, 13, 23), de sorte qu'il semble s'être produit

une dichotomie.

Les nouvelles racines naissent sur les flancs des anciennes ou un peu en dedans

sur le côté ventral, lorsque la racine devient extraordinairement large (I, 1; V, 10 A, 12 A,

18 A et B, 20 A, 12 B; VI, 12). Elles sont endogènes. Des racines peuvent aussi naître

des tiges (I, 11; III, 1; VI, 10, 11).

La racine est fixée au substratum 1° par des poils radicaux de structure ordinaire,

mais à parois épaisses, irrégulièrement étalés à la pointe et souvent très courts (III, 8, 9,

1 1 ; V, 18; VI, 4, 14, 15); ils sécrètent une matière visqueuse qui les colore en brun.

2° par des appareils préhenseurs particuliers que je propose d'appeler haptères (ânzscv),

qui partent de la racine au-dessous de la base des pousses radicales (par ex. Il, 6, 9 ; III, 1 etc.)

et qui, suivant la distance qui les sépare du substratum, sont ou longs et coniques avant

de s'étaler pour s'accrocher à ce dernier, ou courts, larges et en forme de disque (I, 1, 11;

11, 3, 6, 8, 9; III, 1, 3, 5, 7; V, 18; VI, 12, 14). Ils sont quelquefois ramifiés (II, 9; III. 6,

7, 10), et peuvent aussi avoir des poils radicaux. Ils naissent d'une manière exogène

(III, 11, 12) et se ramifient de la même façon (III, 13); ils ont un point végétatif terminal

(III, 12, 13) qui est entièrement nu. Ils sont formés seulement de parenchyme, qui peut

être riche en amidon et renfermer de la silice dans l'épiderme, et ils peuvent se régénérer

(III, 20) comme les racines. Quoique, par conséquent, ils s'écartent beaucoup des racines

et constituent comme une espèce d'émergences sur ces dernières, je suis cependant porté

à croire qu'ils dérivent phylogénétiquement des racines, hypothèse en faveur de laquelle on

•Cellules-adjointes», synonymes avec les Geleitzellen- de Wilhelm. Voir Kolderup Rosenvinge
Vegetationsorganernc hos Salvadora- ; Danske Vid. Selsk. Oversigter, 1SSO.
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peut invoquer: 1) leur croissance apicale; 2) leur place sur les racines; 3) la faculté (il est

vrai, seulement observée une fois) qu'ils ont de se régénérer, et 4) à un moindre degré,

qu'ils ont des poils radicaux (car on en trouve aussi sur les thalles, sur les proembryons

des cryptogames, sur les formations appelées «callus» par les botanistes allemands, sur

certains rhizomes et sur le proembryon de certaines graminées). Je regarde également

comme des racines transformées les formations thalloïdes intracorticales chez le Visciim et

d'autres parasites. Il existe, comme on sait, des racines sans coiffe et d'autres qui sont

exogènes.

Les haptères se développent aussi sur les tiges (II, 3; V, 4, 14, 15); cependant je

n'ai pu constater avec certitude s'ils sont également exogènes.

Les pousses naissent sur les racines, qui, sous ce rapport, jouent évidemment un

rôle très important dans toute cette famille (voir les figures de Tulasne; sa Fig. 2 PI. IX,

une Dicrœa elongata , représente certainement une racine donnant naissance à des

pousses; comparer avec mes figures IV, 14 et V, 10 A). Elles sont placées sur les flancs

des racines ou un peu en dedans sur le côté ventral (III, 11, 12; V, 12, 18), ordinairement

par paires (I, 1, 11 ; 111,1,6; IV, 14; V, 10A, 12A); elles naissent en ordre acropétale (IV, 14),

quelquefois plusieurs paires en même temps (V, 10 A). Elles sont endogènes à la péri-

phérie de l'écorce de la racine (III, 2, 11, 12, 21; V, 18B).

Les pousses développées font avec la racine des angles très variables, depuis

une direction presque verticale, comme chez le Mn. Glazioviana (VI, 13), jusqu'à une

direction presque horizontale, comme chez quelques formes du Mn. Weddelliana (IV, 14).

Elles sont nettement dorsiventrales (p. ex. I, 6, 10; II, 1; IV, 18, 19; VI, 13), mais

cette particularité n'est pas poussée à l'extrême comme chez le Castelnavia ou Marathruni

et autres genres (j'appelle face ventrale celle qui se détourne du plan de symétrie de la

racine et qui est tournée en dehors ou en bas vers le substratum; le flanc «acroscope»

regarde la pointe de la racine et le «basiscope», son extrémité postérieure).

Les feuilles situées sur les flancs de la pousse ont la disposition V*; la 1
rc

feuille

est située sur le flanc basiscope, par ex. IV, 14, 15, 18. Le bord «gastroscope» de la feuille

n'embrasse guère plus fortement le côté ventral de la tige que le bord «notoscope», le côté

dorsal. Le limbe se tourne de manière que sa face ventrale (supérieure) vient regarder le

côté dorsal de la pousse, et tous les limbes des feuilles viennent par conséquent se placer

dans le plan dorsiventral de la racine.

Les pousses radicales commencent avec deux écailles. Même s'il se produit un

changement (suivant la saison?) dans la longueur des entre-nœuds (chez le Pod. Ceratophyllum:

I, 9; II, 3, 4 A), il ne se forme ensuite que des feuilles foliacées.

Les feuilles foliacées ont, chez le Pod. Ceratophyllum, une stipule intrapétiolaire

complète (I, 2, 3, 4, 8, etc.; II, 1, 4, 5, etc.). Les trois espèces connues du genre Mniopsis

n'ont qu'une demi-stipule intrapétiolaire sur le côté notoscope de la base de la feuille

(IV, 15, 16, 17, 18, etc.; V, 3, etc.; VI, 13, 16); elle a été considérée comme une feuille

indépendante (voir Weddell, De Cand. Prod. 17, p. 77).

Les limbes des feuilles foliacées sont pennatipartites, et les formes des partitions

varient beaucoup chez le Pod. Ceratophyllum, sans doute suivant les localités (comparer 1, 1
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et II, 5 avec I, 6, 8 et II, I). (Les feuilles du Mh. scaturiginum gardées dans les collec-

tions (VI, 16) seraient-elles entières?)

La tige n'a pas de sommet qui s'élève au-dessus de la plus jeune feuille; les

feuilles sont à peu près terminales (III, 21; IV, 1, 2), la plus jeune naissant entre les deux

qui l'ont précédée, en surmontant un peu la base de la plus âgée.

Sous l'épiderme, on trouve un tissu cellulaire irrégulier (III, 21) jusqu'à une cer-

taine profondeur dans la tige (les parties les plus foncées de IV, I, 2). Les partitions

des feuilles, tant du 1
er ordre que d'un ordre plus élevé, naissent toutes en ordre acropé-

tale, souvent si près du sommet de la partition principale, qu'il semble presque se

dichotomer, et sont alternantes tout comme chez les fougères (IV, 8— 13); dans le bour-

geon, elles se recouvrent de manière que chaque bord acroscope est recouvert par le

bord basiscope de la partition supérieure de la feuille, regardée du côté dorsal (IV, 13;

«oberschlächtige Deckung» de feu Al. Braun, voir Berlin. Monatsber. 1875, p. 328).

La parlition inférieure du l
re ordre de chaque feuille naît ordinairement sur le bord noto-

scope des feuilles.

Les pousses latérales ne sont pas axillaires en dedans de la stipule ordinaire, mais

naissent à la base du bord notoscope de la feuille, et sont couvertes par une stipule spé-

ciale («extérieure») de la même forme que la stipule normale («intérieure»); ces feuilles ainsi

munies de deux stipules, je propose de les appeler des feuilles dithèques (I, 5, 6, 10, etc.
;

(II, 1, 5, 7, etc.; IV, 16, 18—23; V, 17; VI, 13, 16). La pousse latérale se tourne de

manière que son côté dorsal regarde à peu près dans la même direction que celui de la

pousse mère, et que son flanc notoscope s'écarte du plan de symétrie de la pousse mère;

ce flanc porte la feuille inférieure, qui, de même que toutes les suivantes, est foliacée (voir

le diagramme IV, 24).

Dans quelques cas, la ramification devient dichotomique, et la feuille dithèque se

trouve alors au milieu de la dichotomie (I, 6 A; II, 1 A); les sympodes sont très communs

I, 4, 6 B-C, 7, 9, 10; H, 4, 5; III, 1, etc.); les monopodes sont rares. Les pousses

latérales peuvent porter 1, 2, 3 feuilles foliacées et davantage avant qu'elles fleurissent

(voir par ex. IV, 19).

De véritables bourgeons axillaires ont été observés dans un cas, mais je ne sais

s'ils étaient réellement exogènes (II, 4; voir l'explication des planches). Ils ont commencé

par deux écailles placées à droite et à gauche du plan médian, après quoi il s'est produit

une rotation toujours plus marquée
#
des rangées des feuilles, jusqu'à ce qu'elles fussent

dans le plan dorsiventral.

Les ûgures II, 7 et IV, 1, 2 représentent la ramification des faisceaux vasculaires dans

la tige, et les figures IV, 3 et VI, 8, des coupes transversales de la tige avec les faisceaux.

Chacun d'eux est formé de liber mou et de trachéides qui sont contigus au côté ventral

des faisceaux (IV, 3; VI, 8); dans les faisceaux plus âgés, il y a une cavité au milieu

(VI, 8). Les faisceaux vasculaires sont, comme le cylindre central dans la racine, consolidés,

surtout sur leur côté dorsal, par un tissu collenchymateux (col dans les figures) dont les

cellules ici se rapprochent cependant davantage de celles du liber dur; des formes comme

VI, 6, 7a-b, qui joignent la forme du parenchyme aux pores du liber dur et des fibres

Vidensk- Selak Skr-, 6. Række, naturvidensk og math. \
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ligneuses, se trouvent dans le tissu qui entoure les faisceaux, et on y rencontre aussi de

véritables cellules de liber dur. L'écorce peut renfermer des parties formées d'un tissu forte-

ment collenchymateux (IV, 3).

Les feuilles, dans le milieu un peu creusé en forme de gouttière de leur face supé-

rieure, surtout près du sommet des partitions, ont un épiderme comme celui de la

Fig. IV, 6 et V, 5; les petites cellules peuvent s'allonger en forme de poils (IV, 7); il se

produit évidemment ici une sécrétion. Il n'y a pas de différenciation dans le mésophylle

(V, 6). Les faisceaux vasculaires peuvent être entourés (voir V, 6) de véritable liber dur,

c'est-à-dire de cellules longues et étroites de prosencbyme (VI, 7 d).
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Explication des Planches.

Planche I.

Podostemon Ceratophylltan Michx.

Fig. 1 [f]. Exemplaire en grandeur double, vu d'en haut. B—B, racine fixée a une pierre, et de

laquelle naissent 4 paires de pousses feuillées et 1 pousse isolée. Les pousses sont dirigées obliquement vers

le haut et non horizontalement comme la figure semble l'indiquer; elles ont un côté ventral (tourné en basl

et un côté dorsal (tourné en haut et visible dans la figure). Les haplères h—h naissent des racines au-dessous

de la base des pousses; celles-ci sont endogènes et les haptères, exogènes, r—r sont 5 racines nées sur

R— R; de deux d'entre elles on ne voit que des fragments; deux autres se sont régénérées immédiatement

au-dessus de la base et portent chacune 1 paire de bourgeons (g, g), qui se développeront en des pousses

feuillées; la cinquième a 2 paires de bourgeons.

Fig. 2 [f]. Feuilles d'une pousse séparées les unes des autres et dessinées exactement avec leurs

formes. / est vue de la face dorsale et les autres le sont de la face ventrale, qui se tourne toujours de

manière à regarder le côlé dorsal des pousses Chaque feuille est munie d'une stipule intrapétiolaire. h est

encore en préfoliation; i est renfermée dans la stipule de h.

Fig. 3 [?-]. Pousse naissant de la racine r, et dont les partitions des feuilles sont plus étroites que

dans les Fig. t et 2.

Fig. 4 [f].
Partie supérieure d'une pousse dont les feuilles ont en partie des partitions encore plus

fines que celles de la Fig. 3. C'est un sympode de deux pousses, a, b, c sont des restes de feuilles sur l'axe

du 1 er ordre, qui se termine en une fleur fi maintenant tombée; c est une feuille dithèque, près du bord noto-

scope de laquelle a pris naissance la pousse II, qui porte les feuilles 1, 2, ... 5.

Fig. 5. Feuille dithèque.

Fig. 6 A. Branche environ de grandeur naturelle, vue du côté ventral; 1, 2, 3 . . . 7 sont les

feuilles de la pousse 1; les feuilles 3, 4 et 7 sont dithèques. Par suite du vigoureux développement des axes

latéraux, l'axe principal est dévié de sa direction première, et il se forme au point d'insertion des feuilles

dithèques 3 et 4 deux pseudodichotomies dans lesquelles ces feuilles sont en apparence terminales. L'axe

principal se termine par la fleur 1 et, à la base notoscope de la feuille 7, naît une pousse latérale A', qui plus

tard formera certainement un sympode avec l'axe principal (voir Fig. 6, B et C). A gauche, au bord notoscope

de la feuille 3, part une pousse latérale avec les feuilles a, b, c ... g; d est une feuille dithèque, à la

base notoscope de laquelle naît une autre pousse latérale A' 1 (voir Fig. 6 D). Les feuilles e, f et g sont beau-

coup plus jeunes que les précédentes et ne sont en partie pas encore épanouies. Au bord de la feuille 4, à

droite, on voit une pousse latérale analogue à celle de la feuille 3.

Fig. 6 B [f]. Partie supérieure de la pousse I de la figure précédente, avec les feuilles 5, 6 et 7,

également vue du côté ventral; A est la pousse latérale qui se développe à la base de la feuille 7. La fleur

qui termine l'axe principal a donné un fruit qui n'a pas mûri; dans quelque temps, elle semblera sans doute

être latérale par suite de l'usurpation de l'axe latéral.

4'
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Fig. 6 C. Même branche vue du côté dorsal, ce qui permet de voir plus distinctement les deux sti-

pules de la feuille 7.

Fig. 6 D [f]. Partie supérieure, vue du côté dorsal, de la pousse située à gauche de la feuille 3,

dans la Fig. 6 A, avec les feuilles h, c, d . . . g; st, stipules de la feuille dithèque d. A son bord notoscope

sort un bourgeon dont la première feuille A' 1 enferme la deuxième feuille l. L'axe principal (11), dont la fleur

vient d'éclore, conserve encore à peu près sa direction primitive, mais plus tard la pousse latérale le rejettera

certainement de côté. La feuille g est aussi dithèque et sa stipule externe enferme le bourgeon III,

Fig. 7 A. [f]. Extrémité supérieure d'une branche sympodique avec 3 générations de pousses, a, b

et c sont les feuilles, la dernière dithèque, de la pousse I, qui se termine par une fleur flétrie. 1, 2, 3, 4,

5, 6 sont les feuilles de la pousse 11, qui a pris naissance au bord externe de la feuille c et continue la

croissance de l'axe principal. Son bourgeon terminal est enfermé entre les stipules des feuilles 5 et 6. La

feuille 6 est dithèque (st, stipules); à son bord notoscope uaît la pousse III, dont x est la première feuille.

Fig. 7 B. Parties basales des feuilles 6 et x dans la Fig. 7 A.

Fig. 8 A. Fragment d'une branche à peu près de grandeur naturelle, vu du côté ventral; il se ter-

mine en I par un bouton. Les 4 feuilles supérieures a, b, c et d ont encore un limbe et des partitions très

fines; des feuilles inférieures il ne reste que des parties basales.

Fig. 8. B. Partie supérieure de 8 A , vue du côté dorsal, d est une feuille dithèque et st sont ses

stipules. A son bord externe, à droite, naît la pousse II avec les feuilles x et y.

Fig. 9 [f].
Partie d'une branche avec 4 générations de pousses. Après une série de courts entre-

nœuds à partir de la base, viennent des entre-nœuds plus longs qui ensuite se raccourcissent de nouveau.

Au-dessus de la feuille a, les feuilles sont encore assez fraîches (excepté la feuille d); au-dessous, elles sont

tombées; o, b, c et la feuille dithèque d sont les feuilles supérieures de la pousse I, qui se termine par une

fleur, maintenant flétrie. 1 , 2 et la feuille dithèque 3 appartiennent à la pousse suivante II, qui se termine

par un bouton, et m, n, o, p et la feuille dithèque q, à la pousse III, qui se termine aussi par un bouton;

a, ß, y, à, e . . . sont les feuilles de la 4e génération de pousses.

Fig. 10 A et B. Partie d'une pousse, vue du côté dorsal (A) et du côté ventral (B). a, b et la feuille

dithèque c sont les feuilles supérieures de la pousse I, qui se termine par un bouton; a est la l re feuille de

la pousse II, qui a piis naissance au bord externe de c et forme un sympode avec l'axe principal.

Fig. 11 [\]. Fragment de racine (r, r), d'où partent deux pousses endogènes (g, g); de l'une d'elles

sort une racine r1 qui porte une pousse nouvelle, g'; h est un haptère.

Plauche II.

Podostemon Ceratophyllum Michx.

Fig. I A. Partie d'une plante, a peu près en grandeur naturelle, vue du côté dorsal. La pousse prin-

cipale I porte les feuilles a, b, c et la dithèque d et est ensuite déviée à droite par la branche se développant

à gauche, dont la l re feuille est m, après quoi elle porte la feuille dithèque e, est déviée a gauche par la

branche se développant à droite, dont la l r« feuille est 1, et porte enfin les feuilles f, g, h (dithèque), i et i

(dithèque). Voir 1 B et 1 C.

Fig. 1 B [f]. Partie supérieure de la pousse principale précédente, vue du côté ventral.

Fig. 1 C. Même partie, vue du côté dorsal. La feuille i n'est pas tout à fait normale, car de sa base

part un lobe «' avec une stipule st
1 sur le côté ventral de la branche. Le bourgeon II, embrassé par la

stipule externe de la feuille A 1

,
porte les feuilles a, ß . . .

Fig. 1 D et E. Sommet de la branche inférieure dans A, vu du côté dorsal et du côté ventral. 1 D

est plus fortement grossi [y] que 1 E [f]. Cette branche porte les feuilles m, n, o, p, q, ces deux dernières

dithèques, r qui n'est pas encore éclose, etc. (la stipule interne de la feuille q est coupée à son extrémité). Le

bourgeon III, embrassé par la stipule externe de la feuille p, n'a encore que 2 feuilles visibles, a et ß, et

celui qui est à la base externe de la feuille q' n'en a encore qu'une.

Fig. 1 F et G [j]. Sommet de l'avant-dernière branche inférieure de A, vu du côté dorsal et du côté
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ventral, lille porte les feuilles 1, î, 3, 1 et 5, dont l'avant-dernière est dithèque. Le bourgeon qui est enfermé

dans la stipule externe de la feuille 4 est à peu près aussi développé que le bourgeon terminal , qui est en-

feimé dans la stipule interne. La \™ feuille de ces deux bourgeons est, quant à son développement, bien en

arriére des feuilles I — 4.

Fig. 2 [f].
Parties d'une racine. Elle est brisée en reg, mais s'est régénérée par deux nouvelles

racines; on voit trois pousses sur ces racines, et il y en avait une quatrième qui est tombée.

Fig. 3 [J]. De la racine r part une pousse qui est vue du côté ventral, de sorte que l'haptère h
l

tourne vers le spectateur sa face inférieure. De la plupart des feuilles il ne reste que la base. Les feuilles

a, b, c et d semblent être suivies d'une dilhèque e (?); mais alors on observe ici cette particularité que la pousse

latérale II, dont les feuilles inférieures sont marquées a, ß, y, s'est développée beaucoup plus vite que la

pousse principale, qui poursuit seulement maintenant son développement; ses autres feuilles sont/, g, h . . .

L'extrémité de la pousse latérale II a disparu, de même que la plus grande partie de la feuille ditbèque (; s

est l'avant-dernière feuille supérieure. La pousse 111 porte les feuilles x, y, z . . .

Entre les feuilles d et / de la pousse 1, on voit un haptère ramifié qui pend verticalement, mais on

ne discerne pas bien s'il a une origine exogène. Les branches en sont très fortement fixées les unes aux

autres en * et ». C'est la seule fois que, chez le Podostemon Ceratophyllum
,

j'ai observé un appareil de

ce genre naissant directement de la tige.

Fig. 4 A. Celte figure représente un cas rare, à savoir la formation de bourgeons axillaires normaux.

J'ai représenté la partie supérieure d'une pousse vue du côté dorsal; de la plupart des feuilles il ne reste que

la base. Après la feuille a, suivent avec une alternance régulière les feuilles b, c, d, e, f, g et h, dont la der-

nière est ditbèque. La pousse principale se termine en I; la pousse latérale 11, embrassée par la stipule externe

de A 1

,
porte les feuilles a, /?, y et la feuille ditbèque ô, ainsi que la fleur II qui a donné un fruit (stam est

le reste d'une étamine); la pousse 111, formée à la base de â, porte les feuilles m, n, o, p et la dithèque q;

le sommet en est caché entre les stipules de III. La pousse IV, embrassée par la stipule externe de q, porte

les feuilles a', /J
1

. . .

Outre la pousse latérale normale II, l'axe principal porte trois bourgeons C, D, B, qui ne sont pas

embrassés par des feuilles dithèques et qui, en opposition avec les pousses normales extra - axillaires , débu-

tent avec des écailles. La pousse C, qui est vue du côté ventral dans 4C, est à l'aisselle de la feuille c et

porte l'écaillé 1, l'écaillé bifide 2, une feuille foliacée normale 3, dont le limbe est tombé, et ensuite les feuilles

foliacées 4, 5, 6, 7, 8 . . . La feuille I regarde le côté dorsal de l'axe principal; la feuille 2, le côté ventral

dans une direction oblique; la feuille 3 et, ù un plus haut degré, les suivantes, sont situées à peu près dans

le même plan que les feuilles de l'axe principal (plan dorsiventral).

Le bourgeon D est situé à l'aisselle de la feuille /; il est plus fortement grossi dans 4 D, où je l'ai

représenté tel qu'il se montre lorsque l'axe mère est vu de côté. Les feuilles 1 et 2 sont des écailles; la

première regarde le côté ventral de l'axe mère et la seconde, son côté dorsal. Puis viennent des feuilles

foliacées. Le bourgeon B, à l'aisselle de g, est plus grossi dans 4B; la première de ses deux feuilles inféri-

eures (les écailles 1 et 2) semble être tournée vers le côté ventral de la branche comme dans le bourgeon C

(par suite d'une inexactitude dans le dessin, la feuille t est recouverte par 2).

Fig. 5 A [;-]. Partie d'une branche faiblement grossie. La pousse I porte les feuilles a, b, c, d, dont

la dernière est dithèque, et se termine par une fleur I, dont il ne reste que l'involucre. La pousse II forme

un sympode avec l'axe mère; elle porte les feuilles a, ß et y (dithèque) et se termine par le bouton IL Pour

le reste, voir la figure suivante.

Fig. 5 B [f]. a, ß et y comme daus 5 A. Le bouton a été enlevé. Autant qu'on en peut juger, il

semble que les feuilles de la pousse latérale III sont les feuilles dithèques m et n, dont la première est en

partie tombée, et o, p . . . A la stipule externe de m, se développe une pousse qui commence avec lu feuille

x, mais dont le reste y est très obscur, et à celle de n se forme la pousse IV avec les feuilles 1,2...
Fig. 6. De la racine r partent une pousse endogène et un haptère exogène qui s'étale sur une pierre.

Fig. 7 [\°). Partie supérieure de la pousse I, avec les feuilles a, b et la dithèque c qui est termi-

nale. Celle-ci embrasse avec sa stipule interne le bouton terminal (le bouton I) et avec sa stipule externe le

bourgeon II. En / on a indiqué les faisceaux vasculaires.

Fig. 8. Un haptère qui s'attache à une pierre.
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Fig. 9. De la racine r partent une pousse endogène et un haptère ramifié. En cic il y a une cica-

trice. Deux des autres branches se sont étalées à leur extrémité et fixées à un corps étranger; la troisième

pend encore librement et est en train de se ramifier en pv. Les points végétatifs sont plus foncés que le

reste du tissu. Toutes les branches des haptères sont exogènes.

Planche III.

Podostemon Ceratophyllum Michx.

Fig. 1 [?]. Pousse d'où part une très longue racine. La pousse est presque entièrement dépourvue

de feuilles. Son I" axe se termine en fi' par les restes d'une fleur et son 2e axe en fi
7

,
par un jeune fruit.

De la racine partent (5 paires de pousses et 2 pousses isolées; les plus jeunes (g) sont encore enfermées dans

le tissu de la racine, h sont des haptères,

Fig. 2. Extrémité d'une racine en coupe longitudinale; on voit un bourgeon endogène recouvert de

2 couches de cellules. Au centre est indiqué le cylindre central.

Fig. 3 [y]. Coupe transversale d'une racine r, près d'une paire de pousses; leurs parties basales

sont représentées dans leur position divergente naturelle; au-dessous, on aperçoit leurs haptères.

Fig. 4 [f]. Parlie d'une racine qui s'est régénérée en 3 endroits et qui, au-dessus de c, présente

presque une dichotomie. En c, la racine s'est régénérée totalement d'un côté (voir 4C); en b, apparaît en

même temps une racine plus petite (voir 4B), qui semble être dépourvue de coill'e. On voit deux pousses

isolées et, en ci, les cicatrices de deux autres.

Fig. 5. Fragment de racine avec deux haptères soudés ensemble; celui de gauche a par erreur été

placé trop loin de la base de la pousse a laquelle il appartient.

Fig. 6. Fragment de racine avec des haptères; on voit que la longueur et la forme de ces appareils

dépendent de la distance à laquelle la racine se trouve de la pierre où elle se fixe.

Fig. 7. Un haptère qui se ramifie à son extrémité inférieure; les points végétatifs sont reconnais-

sablés à leur contenu plus foncé; ils sont munis de poils radicaux, qui sont représentés à gauche avec un

plus fort grossissement.

Fig- 8. Fragment d'une racine (coupe transversale) avec des poils radicaux.

Fig' 9. Extrémités de pareils poils radicaux.

Fig 10. Haptère ramifié.

Fig. 11. Coupe transversale d'une racine, sur laquelle on voit en g un bourgeon encore recouvert de

1 ou 2 couches de cellules, et au-dessous un haptère (/i) en train de se développer. On aperçoit dans la racine

le cylindre central, dont les deux groupes de xylème sont marqués xyl. Les points marqués sü désignent des

cellules qui renferment de la silice.

Fig. 12. Coupe longitudinale d'un haptère; en haut, en g, la coupe a rencontré une pousse qui a

percé le tissu de la racine.

Fig. 13. Coupe longitudinale d'un autre haptère.

Fig. 14. Coupe longitudinale d'une racine d'où part une autre racine qui a dû aussitôt se régénérer.

On a indiqué la situation du cylindre central et la disposition des cellules aux points de rupture.

Fig. 15. Coupe transversale du cylindre central d'une racine et du parenchyme riche en amidon qui

l'entoure. On voit 2 groupes de tracbéides [xyl], mais le cylindre est du reste formé de tubes criblés et de

cellules eamhiformes, en partie avec des parois un peu collenchymatenses.

Fig. 16. Partie du liber mou avec des tubes criblés distincts.

Fig. 17. Tracbéides avec le liber mou contigu.

Fie. IS. Extrémité d'un trachéide.

Fig. 19. Partie de liber mou avec des pores distincts sur les parois des tubes criblés, cas qui n'a

été observé qu'une fois.

Fig. 20. Fragment d'une racine, avec un bourgeon et un haptère qui s'est régénéré et de nouveau

est rompu au sommet.
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Fig. 21 A. Coupe longitudinale d'une jeune pousse radicale, faiblement grossie; elle porte 3 feuilles,

dont deux ont déjà des stipules distinctes.

Fig. 21 B. La plus jeune feuille de 21 A fortement grossie.

Fig. 22. Extrémité d'uue racine qui semble se régénérer; derrière la pointe, ou voit deux jeunes

pousses qui ne se sont pas encore fait jour.

Fig. 23. Pointe d'une racine, vue du côté dorsal (à gauche) et du côté ventral. La coiffe est visible-

ment plus petite sur le côté ventral.

Fig. 24. Cellule du parenchyme du tissu fondamental dans une racine; la paroi eu est un peu

collenchymateuse. Son protoplasme s'est retiré de la paroi et s'est entouré d'une membrane a double contour.

Les grains d'amidon qui étaient logés dans le protoplasme en sont tombés.

Fig 25. Épideruie d'une racine; toutes les cellules sont remplies de corps siliceux, dont la périphérie

est transparente, tandis que leur intérieur renferme un grand nombre de pores fins remplis d'air.

Plauche IV.

Fig. 1— 13. Podostemon Ceratophyllum Michx.

Fig. 1. Coupe longitudinale de l'extrémité d'une pousse. /',/ 2 ,/ 3 ,/ 4 et/ 5 sont les feuilles les

plus jeunes et/», les faisceaux fibro-vasculaires qui y aboutissent. Les feuilles/ 3—/ 5 et le tissu cellulaire,

dans la partie de la tige au-dessous d'elles, ont des cellules plus petites, plus foncées et plus riches en pro-

toplasme que les autres parties.

Dans la figure placée au bas de la figure principale, on voit les deux feuilles les plus jeunes, /* et

/
5

, et des parties de /
2

et de/ 3
. La feuille la plus jeune/ 5 est à peu près terminale, et sa face dorsale est

moins haute que la face ventrale qui regarde la plus jeune feuille suivante (/').

Fig. 2. Coupe longitudinale de l'extrémité d'une autre pousse; la feuille la plus jeune est plus dé-

veloppée que la feuille correspondante de la F'ig. 1. La stipule de la plus jeune feuille suivante saille déjà

fortement.

Fig. 3. Coupe transversale d'une tige. A la périphérie, sont indiquées des cellules à silice. Dans

le parenchyme du tissu fondamental, on voit sur la face ventrale (qui est tournée vers le bas) une bande de

collenchyme. Les faisceaux vasculaires sont à peu près disposés en une bande transversale; ils ont chacun

sur le côté dorsal une partie formée de collenchyme; les trachéides sont plus rapprochés du côté ventral.

Fig. 4. Un des plus petits faisceaux vasculaires d'une tige; il est formé presque exclusivement de

tissu collenchymateux environnant un peu de tissu cambiforme

Fig. 5. Coupe transversale d'une feuille. La face ventrale est tournée vers le haut. Sur les bords

sont indiquées des cellules contenant de la silice. Il y a du collenchyme sur le côlé ventral de la nervure.

Fig. 6. Sommet d'une partition de feuille. Il est un peu creusé au milieu en forme de gouttière, et,

entre les cellules épidermiques, dont les parois sont ici un peu plus minces, on voit quelques cellules brunâtres

plus petites; ces petites cellules surmontent souvent les autres sous forme d'une coupole, plus rarement:

Fig. 7. Sous forme de petits poils.

Fig. 8— 13. Diverses phases de développement de la feuille foliacée. Les partitions primaires (a, b,

c, d etc.) et secondaires (a
1

, a 2
, etc., b 1

, b
2

,
etc.) naissent en direction acropète. Une partition naît souvent

si près du sommet de la partition principale, que celle-ci semble presque se bifurquer par dichotomie (voir, par

ex., Fig. 9, 10, 11). La. stipule apparaît de bonne heure à travers la base de la feuille comme un bourrelet

demi -annulaire, qui en croissant entoure la feuille suivante. En regardant de dehors le côté de la feuille

(Fig. 13), on voit le bord supérieur (acroscope) d'une partition recouvert par le bord inférieur de la partition

située au-dessus, de sorte que le bord supérieur est l'interne et l'inférieur, l'externe (cela n'est pas bien repré-

senté sur le côté gauche de la Fig. 10 comme dans les autres).

Fig. 14—24. Mniopsis Weddelliana Tul.

Fig. 14. Racine bien garnie de pousses et dont la pointe est recouverte par la coiffe, avec un gros-

sissement de 2 fois. Il n'y a pas d'haptères. La feuille inférieure de chaque pousse regarde l'extrémité opposée

à la pointe de la racine.
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Fig. 15 [J]. Fragment de la même racine fortement grossi. Dans cette figure et, en général, chez

les feuilles îles espèces dont il s'agit ici, la l
re partition de chaque feuille est située sur le bord 'notoscope» de

la feuille, mais tournée latéralement par la rotation des feuilles lorsqu'on regarde la pousse du côté dorsal.

La feuille inférieure de chaque pousse n'a pas de stipule.

Fig. 16. Partie supérieure d'une pousse florifère (de la Fig. 14). La fleur, non encore éclose, est

terminale. La feuille supérieure est dithèque, mais la pousse latérale qui se développera à sa base, gardée

par la stipule st', est encore très petite et tout à fait cachée par la stipule.

Fig. 17. Feuille isolée. Dans le genre Mniopsis (Mn Weddelliana Tu]., Mn. scaturiginum Mart.,

Mn. Glazioviana Warmg.), la stipule est placée près du bord notoscope des feuilles et réduite à un petit lobe

oblique; il n'y a qu'une demi-stipule.

Fig. 18 [fj. Une pousse de la Fig. 14 vue du côté dorsal (A) et du côté ventral (B). a, b, c, d en

sont les feuilles; d est dithèque, comme il y a une stipule externe qui enveloppe une pousse dont la première

feuille (o) est visible. On voit bien par cette figure et les figures 15, 19 et 23, que toutes les feuilles sont

tournées de manière à regarder le côté dorsal de la tige (en haut).

Fig. 19 [îj. Pousse déjà munie de 3 axes latéraux, vue du côté dorsal (A) et en partie du côté ven-

tral (B). Elle porte les feuilles a, b, c, la feuille dithèque d (la pousse latérale a trois feuilles m, n, o, et se

termine par une fleur), la feuille dithèque e (la pousse latérale a deux feuilles, a et ß, et se termine par une

fleur) et la feuille dithèque/ (la pousse latérale n'a qu'une feuille cl se termine par une fleur), après quoi

l'axe principal se termine par une fleur (I).

Fig. 20. Partie d'une pousse. Elle porte les feuilles a, b, la feuille dithèque c, dont la pousse laté-

rale a une feuille, a, et se termine par une fleur (II), et la feuille dithèque d, dont la pousse latérale a une

feuille, x, et se termine par une fleur encore peu développée et cachée par la stipule externe. On voit par

cette figure, comme par les Fig. 16, IS, 19, 21, 22 et 23, que la stipule externe est en général placée plus bas

que l'interne.

Fig. 21. Base d'une feuille dithèque, vue de derrière, st est la stipule interne et st', l'externe; l'asté-

risque désigne le bourgeon (une fleur) caché par st'; dans ce cas, la fleur n'est pas accompagnée de feuilles

foliacées.

Fig. 22 [\], Pousse d'une plante plus âgée. Elle porte les feuilles a, b, c, d, e (dithèque; la pousse

latérale, marquée avec un astérisque, est une fleur), / (dithèque; la pousse latérale est bien plus vigoureuse

que celle de e et a une feuille foliacée, a), g (dithèque, dont la pousse latérale ressemble à celle de e), et

h (dithèque, dont la pousse latérale n'est également qu'une fleur). L'axe principal se termine ensuite par une

fleur qui a donné un fruit (I) pas encore mûr, tandis que toutes les fleurs des pousses latérales sont en bouton.

On voit l'involucre à la base du pédoncule floral.

Fig. 23 [$]. Pousse, vue du côté dorsal. Elle porte les feuilles a, b, c, d, e et la large feuille di-

thèque /, et se termine par la fleur 1 qui est en pleine floraison, le stigmate et les étamines étant épanouis.

La pousse II, enveloppée par la stipule externe de/, a deux feuilles foliacées a et ß; cette dernière est di-

thèque et ses deux stipules sont marquées ßst.

Fig. 24. Diagramme d'une pousse dont le côté dorsal est tourné vers le bas. Ses feuilles foliacées

a, b, c, d, e elf sont suivies de la fleur I. Les étamines sont (toujours) sur le côté ventral, comme on le

voit aussi sur la Fig. 23, et les deux carpophylles regardent le côlé dorsal et le côté ventral. La feuille e est

dithèque et sa stipule externe embrasse la fleur 11, au bas de laquelle est une feuille foliacée également dithèque,

dont la stipule externe embrasse la fleur 111. La feuille / sur l'axe principal est aussi dithèque. Les bords

dorsaux des feuilles n'entourent pas le côté dorsal autant que dans la nature, et les pousses latérales se pla-

cent ordinairement dans un plan dont la direction se rapproche davantage de celle du plan dorsiventral de la

pousse mère.

Planche V.

Mniopsis Weddelliana Tul.

(Fig. 1—2, var. Caldensis Warmg. Fig. 3— 4, var. typica Warmg., d'après des exemplaires du Jardin

des Plantes de Paris. Fig. 5—22, presque toutes appartenant à la var. pusilla Warmg).
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Fig. 1. Vieille plante usée et abîmée par les eaux, avec des fruits non mûrs. Aucune feuille foliacée

n'est complète. Les pousses sont réunies en forme de touffe et sont sans doute en partie. îles branches d'un

tronc commun.

Fig. 2. Autre vieille plante, dont le tissu fondamental était eu partie pourri et enlevé par les vagues;

il ne reste que la partie centrale avec les faisceaux vasculaires, et des •Inflorescences' fructifères 8e mon-

trent alors en haut, comme M. Tulasne les mentionne et les représente dans sa monographie lp 1 ifi).

Fig. 3 et 4. Exemplaires originaux de M. Tulasne. La piaule Fig. 4 est vieille et en très mauvais

état; sur ses cotés on voit deux haptères h, dont l'inférieur retenait antérieurement une pierre.

Fig. 5. Épiderme de la face supérieure d'une feuille, correspondant aux Fig.fi et 7 de la PI. IV.

Fig. 6. Coupe transversale d'une feuille; ei\ épiderme de la face supérieure. On voit un faisceau va-

sculare qui vient de se diviser en deux; le tissu de ces faisceaux est représenté avec une teinte plus foncée;

ils sont enveloppés par des fibres libériennes (à parois plus noires).

Fig. 7. Bord d'une feuille coupée transversalement, tel qu'il se présente quelquefois.

Fig. S. Partie d'une coupe transversale du bord d'une feuille de la variété pusilla, traitée par la

potasse. L'épiderme renferme des formations siliceuses dont une est isolée.

Fig. 9. Concrétions isolées de silice qui montrent combien ces formations peuvent être rongées à

leur surface.

Fig. 10 A. Racine de la variété pusilla Warmg., avec ô paires de pousses développées (l'une d'elles.

en ci, est tombée) et 5 paires de très petites pousses (gm) encore enfermées dans le tissu de la racine. Il n'y

a pas d'haptères développés. Une racine r part du côté ventral de la racine.

Fig. 10 B. Deux pousses de la racine précédente fortement grossies, vues du côté dorsal.

Fig- 11. Représente la ramification et l'aspect du lUn. var. pusilla. Plusieurs petites racines nais-

sent des pousses ou de la grande racine.

Fig. 12 A. Cas dans lequel une racine s'étale et devient relativement plate. Les pousses descendent

un peu sur le coté ventral; leur place est indiquée dans la Fig. 12 B par deux étoiles.

Fig. 13. Racine régénérée, sur le flanc de laquelle apparaissent deux racines (on a indiqué la coiffel

réunies à la base.

Fig. 14 A. Pousse de Mn. var. pusilla, vue de côté, avec les haplères qui partent du côté ventral.

Fig. 14 B. Haptères de 14 A; il y en a deux, qui sont réunis à la base; de la base de l'un d'enx

sort une branche, h'.

Fig. 15 A. Pousse ramifiée vue du côté ventral; il y a 4 haptères, dont deux sont plus longs et re-

présentés avec un plus fort grossissement dans la Fig. 15 B, tandis que. les deux inférieurs sont des organes

très courts et lobés.

Fig. 16. Racine en train de se régénérer. La coiffe a des cellules renfermant de la silice (sil).

Fig. 17. Pousse vue du côté dorsal; il reste encore les feuilles a, b, c, d, e et /, dont c, d et e

sont dithèques; les stipules de d et de e sont marquées sid et ste. hd est la première feuille de la pousse

latérale formée à la base de d.

Fig. 18. Racine très plate vue du côté ventral, pour montrer comment les pousses s'avancent sur

ce côté. A la base des pousses se trouvent des haptères courts et à lobes irréguliers. Les parties centrales

plus brunâtres de la racine sont des poils radicaux conglutinés.

Fig. 18 B. Même racine en coupe transversale.

Fig. 19. Pointe de racine, vue de côté.

Fig. 20 A. Racine plusieurs lois régénérée; le sommet de la branche intacte est représenté dans les

Fig. 20 B et C, vu du côté dorsal et du côté ventral.

Fig. 21 et 22. Deux pointes de racines, vues de côté.

Fig. 23. Racine régénérée; la nouvelle racine est double; les deux lignes ponctuées indiquent la

marche des faisceaux fibro-vasculaires.

Fig. 24. Pointe de racine, vue du côté dorsal (A) et du côté ventral (B).
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Planche VI.

Fig. 1—8. Mniopsü Weddelliana Tul.

Fig. I. Coupe longitudinale d'une racine régénérée. On a trouvé dans le cylindre central des cel-

lules cambiformes, mais il ne renferme pas de trachéides et on n'a pu y découvrir avec certitude des tubes

criblés.

Fig. 2. Coupe transversale du cylindre central d'une racine, dans lequel il n'y avait pas de trachéides

(cas rare).

Fig. 3. Coupe transversale du cylindre central d'une antre racine. Ce cylindre présente une division

peu distincte en deux parties, chacune avec des trachéides (xyl) et du liber mou.

Fig. 4. Un poil radical. •

Fig. 5. Echantillons de grains d'amidon.

Fig. G. Parenchyme d'une tige macérée; de même que dans les fibres du liber, les pores sont dis-

posés suivant une hélice sinistrorsum.

Fig. 7. Produits d'une macération: a et h sont des cellules du parenchyme d'une tige; c est un tra-

chéide et d, une cellule libérienne d'une feuille.

Fig. 8. Coupe transversale d'une tige. Les 3 faisceaux vasculaires forment un arc qui tourne sa

concavité vers le côté dorsal de la tige (la Fig. 3, PI. IV, est tournée en sens inverse), et se composent en

majeure partie de collenchyme sur le côté dorsal. L'un d'eux présente une lacune. Les trachéides regardent

le côté ventral.

Fig. 9— 15. Mniopsis Glazioviana Warmg., nova sp.

Fig. 9. Concrétions siliceuses de la base des feuilles et de la tige.

Fig. 10. Fragment d'une tige, de la base de laquelle part une racine munie d'une coiffe. On a in-

diqué par une étoile le germe d'une pousse, endogène.

Fig. 11. A est un fragment d'une pousse vue du côté ventral; de. la cicatrice laissée par une feuille

arrachée, sort une racine qui s'enroule sur la tige. B en montre la pointe, qui est munie d'une grande coiffe.

Fig. 12. Racine rampante horizontale avec un rameau (r), trois pousses endogènes et des haptères.

Fig. 1 3 A. Pousse entière, vue du côté dorsal avec un grossissement de 5 fois, avec sa racine.

Elle porte les feuilles S, b, c, d, e, f, g, la dithèque h (dont les stipules sont marquées hst), i, k, la dithèque

l, m et n, et se termine ensuile par une fleur I; entre celle-ci et les deux feuilles supérieures, on a trouvé

deux petites écailles légèrement proéminentes.

La branche embrassée par la stipule externe île h porte les feuilles I, 2, 3, 4 et la dithèque 5, et

se termine par la fleur 11; la pousse latérale 111, ù la base de. 5, n'a qu'une feuille foliacée.

La pousse latérale II, qui naît à la hase de l, porte les feuilles a et ß.

Fig. 13 B. Montre un fragment de A, vu du côté ventral.

Fig. 14. Racine vue du côté ventral; h, haptères également vus du côté ventral, avec de courts poils

radicaux; rh, poils radicaux serrés et très courts sur le côlé ventral de la racine; r, racine qui se fait jour.

Au-dessus d'un des haptères, on voit la base d'une pousse.

Fig. 15. Extrémités de poils radicaux.

Fig. 16. Mniopsis scaturiginum Mari. Zucc.

Fragment d'une pousse, vue du côté dorsal. Elle porte les feuilles a— 1\ f et g sont dithèques,

mais on n'en voit guère que les stipules; il la base de/ naît la pousse K dont la première feuille est a, et

à celle de g, la pousse K', dont on voit les feuilles 1

—

S.
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De Iheoretiske Betragtninger, som ligge til Grund for den ene af de to Methoder,

hvorved jeg har forsøgt at bestemme forskjelligc Melallers Ledningsevne for Varmen, ere

følgende :

Man tænke sig en Stang opvarmet i den ene Ende. 1 en fra et vilkaarligt Punkt i

Stangen regnet Afstand x være den variable Temperatur betegnet ved «x , idet Temperatur-

skalaens Nulpunkt regnes fra Omgivelsernes Temperatur, som antages konstant. Temperaturen

i en Hække, i samme Afstand l efter hinanden følgende, Punkter er saaledes u ,ui, ... um.

Den Del af Stangen, som ligger imellem to til æ=hl og «= (n— h)l svarende Snit, mod-

tager i Tidsenheden ved Varmeledningen fra den ene Side Varmemængden ^q-^—.— , naar

k er Stangens Varmeledningsevne og </ dens Tversnit, medens den til den anden Side

afgiver Varmemængden kq-(~~^ 1
- -. Naar man altsaa sætter:

M„ — V, — !/(„_l)( -\- U„i = J
,

saa vil ~4- være den af den betragtede Del af Slangen i hver Tidsenhed modtagne Varme-

mængde, som nu dels medgaar til at opvarme Metallet, dels gaar bort til Omgivelserne.

Det imellem de to Snit liggende Stykke af Stangen har Længden (n— 1)1 og

kan tænkes delt i n— 1 lige store Dele. Til at opvarme enhver af disse Dele 1 Grad

udkræves côql Varmcenheder, naar c er Metallets Varmefylde og o dets Vægtfylde, og da

den til Tidsenheden svarende Temperaturforøgelse i enhver af disse Deles Midtpunkter er

_il' _Hü
. - f"~' ) '

, saa vil hele den Varmemængde, som Opvarmningen af alle n— 1

dt ' dt
'

dt
'

dS
Dele i hver Tidsenhed udkræver, kunne udtrykkes ved eåql-^, naar

2' = U, -\- 112/ + U(«—i)l.

Den anden Del af Varmemængden, som tabes til Omgivelserne, er en Funktion af

Temperaturen, og naar vi antage, at Temperaturerne i de forskjelligc Slykker ikke ere

meget forskjellige, kan denne Varmemængde tilnærmelsesvis betragtes som en Funktion af

Middeltemperaturen, altsaa ogsaa som en Funktion / af 2'.

5'
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Vi erholde saaledes Ligningen:

¥-*"+/» '"

Naar altsaa Stangen først opvarmes i den ene Ende, medens J og 2' bestemmes umiddel-

bart (ved tbermoelektriske Elementer), og naar man derefter lader Opvarmningen ophøre,

hvorved J snart gaar over til en anden meget lille Værdi J', medens S i tilbagegaaende

Retning paa ny gjennemløber de samme Værdier som før, saa vil man for den sidste For-

søgsrække erholde den til (1) svarende Ligning:

¥ = *?+/«
Af disse to Ligninger vil man for 1 = 1" ved Subtraktion erholde:

ty,. „. *,(d2 d2'\

hvor -j- er positiv, —=— negativ. Man vil saaledes af en enkelt Forsøgsrække erholde en
at at

cj
Række Bestemmelser af Forholdet y-' 2

.

K

Ved en lille Forandring kan denne Methode gjøres endnu lidt nøjagtigere. For at

se dette og for tillige at erholde et Skjøn over Størrelsen af de Fejl, som hidrøre fra de

kun tilnærmelsesvis rigtige Forudsætninger for Beregningen, vil det imidlertid være nød-

vendigt at gaa tilbage til Differentialligningen for Varmens Bevægelse i en Stang:

d , du
}
du

,

S 1** = "**+**" (2)

Som Koefficienter indgaa heri, foruden de tidligere benyttede Størrelser, p, Stangens Peri-

meter, og h, Koefficienten for den ydre Varmeledning. Alle disse Koefficienter ere imidlertid

selv Funktioner af u, men naar u antages lille og ikke er store Forandringer underkastet,

ville de dog med tilstrækkelig Tilnærmelse kunne udtrykkes ved:

L- = a {l+au)
, |- = b (1 + ßu) , kq = k uq eru

,

idet disse nye Koefficienter betragtes som konstante. Herved forandres Differentialligningen

d*u
til j-i =

d.v-

Det vil let ses, at man har:

-»(»—0'/»*+'

a (l+au)J+6 (l+^)«-Æ)
2

<
:5

>

\ dx \d,V -T-j = ll — Ul — «(n-l)i + U„,

«0 Vx

Endvidere vil man for en vilkaarlig Funktion /(.r) have:

\dx \dx
•

/(*) = I- (/(/| +/['2l) + . . ./((n- 1 )/)) = ~ (f{nl) -/(n- 1 )l) - /(/) +/(0)) + . .

.
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hvilket Udtryk ogsaa, da man tilnærmelsesvis har:

f((n-l)l) + ^(f(nl)-f((n-i)l)) =/((B -g)z),

/W-n(flO-'/(0)) -/(£*)>
kan omdannes til

i'(/(sO+/<a l +• +/((»- 2)0+/((n-^)z))-r ...

Med en lille Forandring af den tidligere Betydning af 2', nemlig til

ville vi saaledes af (3) ved den angivne dobbelte Integration erholde tilnærmelsesvis:

A == a P?£+b P2+ \d» \dx(a av%+b ßu* - r (£)'). . . . (5)

Det sidste Integral vil altid kunne betragtes som en lille Storrelse i Sammenligning med

de andre i Udtrykket indgaaende Led, naar kun Forsøgene udfores ved tilstrækkelig smaa

Temperaturforøgelser. Vi kunne derfor ogsaa tilnærmelsesvis bestemme dette Integral, idet

vi, for saa vidt Beregningen af dette angaaer, gaa ud fra den mere simple Differentialligning:

d'! u du

d^ = a
°Tt + b

°
u

>

og integrere denne med fornødent Hensyn til de Betingelser, under hvilke Forsøgene ere

udførte. Det maa da bemærkes, at Opvarmningen af Stangen ledes saaledes, at J holder

sig meget nær konstant, saalænge Maalingerne udfores. Denne Betingelse vil være tilfreds-

stillet ved et Integral af Formen:

e "-f- Be ' -\- Ce ".
,

og skjøndt ogsaa Integraler af andre Former her ere mulige, tor det dog antages, at oven-

staaende Udtryk i det væsentlige vil kunne gjengive Temperaturtilstanden i Stangen saaledes,

som den har været, medens .Maalingerne bleve udførte.

Stangens ene Ende er endvidere i Afstanden },l fra det første Punkt, hvor Tem-

peraturen u maales. Da Varmetabet i Stangens Ende kun er lille, vil man derfor her

tilstrækkelig nøjagtigt kunne sætte -=-=0 for x— — \l.

Man vil nu være i Stand til at eliminere Konstanterne A, B, C, og man vil der-

efter erholde:

\d.f \ d.r li
- p^+z-JV,
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hvor / og g ere visse, alene af l
2 b afhængige Tal. Ved Indsættelsen af følgende Værdier

for l'
2 b u , som omfatte de forskjellige Værdier, denne Størrelse aulager i mine Forsøg,

l
2 b = 0,01, 0,0225, 0,04, 0,09, 0,16,

har jeg fundet følgende tilsvarende Værdier for / og g:

f = 11,08, 9,34, 7,66, 'i,86, 3,05,

,J
= 3,13, 2,78, 2,40, 1,76, 1,33,

hvilke Tal meget nær kunne gjengives ved de empiriske Formler:

= 68 34
•'

=

5+lOOZ^o ' g 10+100Z*6
Sæltes endvidere

fb l*ß -gr = = ? , «o (i+^ï«) = « , *><,

(
i +

,TA7 ß) - i>
,

^' CO I ' ft

idet allsaa a og b ere de til Middeltemperaturen - - svarende Værdier af -j- og Ç-, saa

reduceres Ligning (5) til

J(l-ryJ) == al 2 ~+bl 2ï (6)

Da alle de i rj indgaaende Størrelser kunne udledes af selve Forsøgene, har jeg kunnet

heregne den i Leddet rjJ indeholdte Korrektion for alle mine Forsøg, og det har da vist

sig, at denne Korrektion er aldeles uden Betydning for alle de bedre ledende Metaller.

Ligeledes er den endnu for Nysølv, som hører til de slettere ledende Metaller, uden Betyd-

ning paa Grund af, at her y undtagelsesvis er positiv, derimod beløber for Antimon Kor-

rektionen i mine Forsøg sig til henved 5 Procent og for Vismulh endog til 10 Procent,

med hvilken Brøkdel den fundne Værdi af a bor formindskes.

Jdet nu Forsøgene anstilles som ovenfor er angivet, vil man, naar jyj sættes lig 0,

til Beregningen af a have Ligningen:

al
'

2 -é^& «
7

»

dt dt

dl'
Endnu maa bemærkes, at Iagttagelserne ikke umiddelbart give Værdierne af —r- . Forsøgene

ere anstillede saaledes, at de til givne Værdier af 1\ som l'„ , 1\ ,
2'

2 , . . . svarende Tids-

momenter *o» 'i» *si--- bestemmes, idet 2' voxer eller aftager med konstante Differenser.

2m- i + 2',,,

Er t det til 2' = —-

—

^—- svarende Tidsmoment, saa er

d2
dt

hvor allerede det anførte andet Led i Rækkeudviklingen kun opnaar en meget lille Værdi i

mine Forsøg. Det vil imidlertid dog bestandig blive medtaget i Regningen.

-feêrO+Â?"-— >' + -)
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Do Metaller, som have været Gjenstand for mine Undersøgelser, ere Kobber, Mag-

nium, Aluminium, Kadmium, Jern, Tin, ISly, Antimon og Vismutli, saml af Legeringer rødt

og gult Messing og Nysølv. Af disse 12 Melaller lod jeg forfærdige cylindriske Slænger af

30 Centimeters Længde og 1,5 Centimeters Tykkelse. Disse Stænger bleve gjennemborcde

med en Række meget fine Huller, kun 0,4"""
i Gjennemsnit, af hvilke Huller et enkelt be-

fandt sig rm
fra Stangens ene Ende, navnlig bestemt til Brug for de elektriske Modstands-

bestemmelser, medens der i samme Afstand fra Stangens anden Ende begyndte en Række

af 9, 2
cm

fra hinanden (jernede, lignende Huller, som jeg vil betegne med 0, I, 2, ... 8.

Disse gik med hinanden parallele midt igjennem Stangen. Desuden var der endnu imellem

I) og I og imellem 7 og 8 anbragt to Huller i en Afstand af
J

cm henholdsvis fra 1 og 7.

Disse sidste Huller vare borede vinkelret paa de andre og lidt excentrisk. Jeg vil betegne

disse ved l' og 7'.

I disse Huller bleve Thcrmoelementerne anbragte. De beslode i Reglen af en

0,1
mm tyk Kobbertraad og en 0,3

mm tyk Nysølvtraad. Loddestedet var omviklet med Silke,

som iforvejen var afviklet fra Kobbertraadens Overspinding, Kobbertraaden blev trukket helt

igjennem Hullet, indtil Loddestedet befandt sig midt i dette, medens Nysølvtraadens Over-

spinding dannede et Bryst udenfor Hullet. Elementet var fuldstændig isoleret fra Stangen,

hvad hver Gang særlig blev undersøgt.

Til de to Huller og I samt til 7 og 8 benyttedes Dobbelt elementer, idet to

Kobbertraade med deres ene Ende vare loddede til Enderne af en enkelt, kun nogle Centi-

meter lang Nysølvtraad. Disse Dobbeltelementer angave alene Temperaturf orskj ellen for

de to Huller og 1 samt for 7 og 8. Desuden bleve de fra og 7 kommende Kobber-

traade forenede ved Lodning, saaledes at den thermoelektriske Differens i de fra 1 og 8

kommende Kobbertraade komme til at svare til den ovenfor ved J betegnede Temperatur-

differens.

Endvidere bleve 7 Thermoelementer anbragte i de 7 Huller 1', 2, 3, ... 6, 7' og

forbundne til en sammensat Kjæde, saaledes at alle de Loddesteder, som befandt sig udenfor

Stangen, under Forsøgene vare førte hen til et særskilt Rum, hvor de erholdt Omgivelsernes

Temperatur. Den elektriske Differens i denne Kjædes Endepunkter svarede altsaa til den

ved 2 (Ligning (4)) betegnede Temperatursum.

De to fra 8 og I' kommende Kobbertraade vare begge ved en Lodning forbundne

med en l
mm tyk Kobbertraad (G i omstaaende Figur), medens to andre l

mm tykke Kobber-

traade [D og S) vare forbundne, den forste med den fra 1 kommende Kobbertraad, den

anden med den fra 7' kommende Nysølvtraad. De elektriske Differenser imellem (i og D
og imellem G og S svare altsaa henholdsvis til de Temperaturstorreiser J og 2, som ved

Forsøgene skulle bestemmes.

Efter at alt dette var ordnet, blev Stangen anbragt i det i Figuren fremstillede
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Varmeapparat. Delte bestod af en lukket Cylinder A (47
cm lang, 10,5 cm i Diameter), hvor-

igjennem der gik et 4,3
cm

vidt, aabent Hør 13, alt af Messing og med lykke Vægge. Dette

Apparat blev ved en gjennem Roret o ledel Vandstrøm holdt paa Vandledningens Temperatur

eller ogsaa opvarmet til 100° ved en Strøm af Vanddampe, som traadte ind ved b og ud

gjennem Røret a. Stangen blev ved Hjælp af to Korkproppe anbragt i det indre Rør B.

En tredie, ikke tæt sluttende Korkprop, som var anbragt i nogen Afstand fra Stangens

i
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Alle Traadledningerne , heri indbefattet Maaletraaden og Galvanometrets Traad, be-

slode af den samme, l
mni tykke Kobbertraad, og overall, hvor (o Traadender vare forenede

ved Klemskruer, vare Traadene selv i umiddelbar Berøring med hinanden. Den ene Traad-

ende, som blev ført hen til et Punkt af Maaletraaden, blev ikke berørt umiddelbart med

Ilaandcn, men var befæstet til et Træbaandtag. Maalingerne udførtes ved Lampelys, imod

hvilket Galvanometret var beskyttet ved en Skjærm, navnlig var alt direkte Sollys altid holdt

borte fra lagttagelseslokalet. Daniells Element blev altid en Time før Maalingerne forbundet

med Ledningen
,

hvorved opnaaedes en meget konstant Strøm under alle Maalingerne.

Endelig vare ogsaa de elektriske Modstande i de forskjellige Dele af Maaletraaden nøjagtigt

sammenlignede.

Ved de ovennævnte Forsigtighedsregler var der opnaaet, at naar Stangen i Varme-

apparatet havde opnaaet Vandledningens konstante Temperalur, saa fandtes næsten altid A

og 2 lig 0. Var derimod Apparatet opvarmet ved Vanddamp, saa var dette ikke længere

Tilfældet, og â og 2 maatte da regnes fra de Punkter paa Maalestokkcn, som Maalingerne

udviste, naar Stangen havde naaet den stationære Temperaturtilstand. Disse konstante

thermoelektriske Kræfter fremkom for en Del i de tre til Varmeapparatet førende tykkere

Kobbertraade, idet disse havde meget forskjellige Temperaturer i deres Endepunkter, imellem

hvilke der paa Grund af den ene Traadendes foregaaende Opvarmning under Lodningen

var opstaaet ikke ringe thermoelektriske Forskelligheder.

Ved et Forsøgs Begyndelse er Røret i Varmeapparatet lukket ved c med en Kork-

prop
,
og Tiden afventes, indtil Stangen i Varmeapparatet har naaet dettes konstante Tem-

peratur. Derefter bliver Proppen taget bort, og en iforvejen opvarmet Stang, i Reglen

Kobberstangen, føres hen til c, medens Opvarmningen af den ydre Slang fortsættes ved en

meget svag Lampe. Denne Opvarmning maa ledes saaledes, at den thermoelektriske Diffe-

rens J for den i Apparatet anbragte Stang stiger raskt og derefter holder sig i nogen Tid

nogenlunde konstant. For med Sikkerhed at kunne lede Opvarmningen, maa man sørge

for en fuldstændig metallisk Berøring imeilem de to Stænger, hvorfor den ydre Stangs

Endeflade altid var frisk amalgameret. løvrigt kan jeg ikke give nogen almindelig Regel

for Opvarmningen, den udkræver kun nogen Øvelse for at lykkes, og mere rationelle Op-

varmningsmethoder maatte jeg forkaste. De slettere ledende Metalstænger, Antimon og

Vismuth, maatte jeg, for at erholde den rette Opvarmning, gjøre noget kortere.

Saasnart Maalingerne vise, at J nærmer sig til at blive konstant, soger man at

bestemme 2, idet man bringer Spidsen af den fra S kommende Traad i kortvarig Berøring

med en af de paa Maaletraaden anbragte smaa Bøjler, som angive 500, 1000, . . . indtil

5000 Millimeter af Maaletraaden fra dennes Nulpunkt, og man iagttager da ved et Pendul-

uhr det Ojeblik, da Berøringen med et af disse Punkter ingen Strom frembringer. Derefter

bestemmes J nøjagtigt, og paany iagttages Tidsøjeblikket, naar 2' passerer den næste,

Vidensk. Sclsk. Skr., 0. Række, naturvidensk. og math. Afd. II. 2. g
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500m " højere Inddeling paa Maaletraaden , og saaledes videre , indtil enten J ikke længere

holder sig konstant, eller indtil det højeste Punkt, 5000mm
,

paa Maaletraaden er naaet.

Derefter afbrydes Opvarmningen, Apparatet lukkes atter med Korkproppen, og J aftager nu

raskt og nærmer sig Nulpunktet. Iagttagelserne fortsættes da ved aftagende 2' ligesom før,

indtil man er kommet tilbage til den først noterede lavere Grænse for 2. Beregningen af

en saadan Forsøgsrække udføres da ved Hjælp af Ligningerne (7) og (8).

For nærmere at undersøge de forskjellige mulige Fejlkilder ved disse Forsøg og

fuldstændig være sikker paa Rigtigheden af de opnaaede Resultater, har jeg. forinden jeg

begyndte de endelige Maalinger, udført en stor Mængde, paa forskjellige Maader varierede

Forsøg med flere af Stængerne (ialt over 100 Forsøgsrækker). Saaledes bleve Forsøg ud-

førte dels med det beskrevne Varmeapparat, som blev anvendt ved alle de endelige Maa-

linger, dels med et andet, dels ogsaa i fri Luft. I nogle Forsøg var Stangen omgiven med

Bomuld eller Edderdun. Forskjellige Grader af Opvarmning bleve prøvede, idet den i Maale-

traadens Strømkreds indskudte Modstand varierede fra 300 til 50 Siemens Enheder. For-

uden de sædvanlig benyttede Thermoelementer af Kobber- og Nysølvtraad prøvedes ogsaa

Elementer af Kobber- og Jerntraad. Da de første Elementers elektromotoriske Kraft voxer

ved højere Temperaturer, de sidstes derimod aftager, saaledes at disse Elementers Tem-

peraturangivelser altsaa afvige til modsatte Sider fra den sædvanlige Temperaturskala, ere

disse Forsøg ikke uden Interesse, og jeg skal derfor i det følgende anføre en med Kobber-

Jerntraad udfort Forsøgsrække. Endelig har jeg ogsaa ved Jern-, Nysølv- og Vismuth-

stængerne anvendt Kobbertraade alene, der indsattes i Hullerne i ledende Forbindelse med

Stangen, som Thermoelementer. Jeg skal med Hensyn til alle disse Forundersøgelser ind-

skrænke mig til at bemærke, at jeg ikke fandt nogen væsentlig Uoverensstemmelse i de

erholdte Resultater.

Efter Tilendebringelsen af disse meget tidsspildende Forundersøgelser kunde de

endelige Maalinger, hvis Enkeltheder jeg i det Følgende skal meddele, bringes temmelig

hurtig til Ende, da Forsøgene i og for sig efter nogen Oveise ikke frembyde særlige

Vanskeligheder.

Den elektriske Ledningsevne har jeg bestemt for alle Stængerne umiddelbart

i absolut Maal ved 0° og ved 100° efter den samme Methode, som jeg tidligere har benyttet

til Bestemmelsen af Kviksølvets elektriske Ledningsmodstand (Oversigt over Vidensk. Selsk.

Forh. 1873, S. 67), ved hvilken Methode Maalinger af smaa Modstande lade sig udføre baade

med Lethed og med Nøjagtighed. Til nærværende Maalinger har jeg i Stedet for en asiatisk

Dobbeltnaal benyttet Spejlgalvanometret, som er følsommere, medens rigtignok paa den

anden Side Dohbeltnaalen mindre er udsat for forstyrrende Indvirkninger fra Strømmen i

Maaleapparalels store Traadrulle. Da imidlertid denne sidste altid kan anbringes i saa stor

en Afstand fra Galvanometret og drejes om til en saadan Stilling, at disse ludvirkninger
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blive umærkelige, og da der desuden i Forsngene selv er den fornndne Kontrol for de

mulige Fejl af denne Art, har jeg her foretrukket Spejlgalvanometret.

Stængerne bleve holdte paa 0° ved at omgives med Is, og paa 100° ved at anbringes

i kogende Vand eller i Varmeapparatet (Magnium og Aluminium), ogsaa bleve nogle Forsøg

anstillede med Stængerne anbragte i fri Luft ved Stuens Temperatur. Resultaterne vare

ved en given Temperatur de samme, hvad enten Stængerne vare omgivne af Luft eller Vand.

Jeg havde til disse Forsøg alene henyltet mit Apparats ydre Traadrulle, med hvilken

jeg tillige udførte nogle Bestemmelser af Kviksølvets Ledningsevne. Resultaterne heraf

vare de samme som de tidligere fundne, i hvilke jeg for Kviksølvets Modstand havde fundet

en 2 Procent mindre Værdi end British Association's Comité. Senere er lir. Rowland

(Silliinan's Journal, Vol. XV (1878), p. 281 ) kommet til et midt imellem disse liggende Re-

sultat, men hertil maa endnu bemærkes, at disse og andre Iagttagere hidtil ikke have bestemt

selve Kviksølvets Ledningsmodstand i absolut Maal, men alene Modstanden af de Siemcn'ske

Kopier, som ere bestemte ved Sammenligning med forholdsvis tynde Kviksølvsøjler.

I min ovenfor citerede Afhandling om Kviksølvets elektriske Ledningsmodstand

havde jeg (S. 78) omtalt, at en Slutning eller Afbrydelse af Hovedstrømmen under Maalingerne

havde en kjendelig Virkning paa Galvanometret. Dette Fænomen, som dengang var mig

uforklarligt, har jeg nu fundet, hidrører fra Traadrullens inducerende Virkning paa Ledningen

til Galvanometret. Naar man kun lader denne Ledning gaa til Traadrullen vinkelret paa

dennes Vindinger, bortfalde disse Induktionsfænomener ganske.

Bestemmelsen af Metallernes Vægtfylde bleve udforte ved sædvanlig Temperatur,

hvoraf Vægtfylden ved 0° og 100° blev beregnet, idet jeg gik ud fra de bekjendte Udvidelses-

koefficienter. Disse og de følgende Forsøg bleve udførte med Stykker paa 6 cm Længde,

der vare afskaarne af Stængerne.

Endelig har jeg ogsaa bestemt Varmefylden for alle Metallerne ved tre forskjellige

Temperaturer. Det til disse Forsøg indrettede Varmeapparat bestod af en Kobbercylinder

(I.Mj"
l,n høj, 5ô"'m

i Gjennemsnit), som omgav et i Laaget anbragt (I28mm langt, 27""" bredt),

for neden hikket Rør. Cylindren indeholdt Äthylalkohol eller Amylalkohol, som holdtes

vedvarende i Kog, idet Dampene fortættedes i et spiralformet Glasrør, hvorfra de som Vædske

løb tilbage igjen til Cylinderen. Den lille Stang, hvis Varmefylde skulde bestemmes, var

anbragt i Røret og blev her opvarmet til de to Vædskers Kogepunkter (78° og 131°).

Endelig blev ogsaa det samme Apparat tilligemed Stangen sat ned i en Kuldeblanding af

Is og Kogsalt.

Naar Stangen paa en af disse Maader havde opnaaet en konstant Tempérai ur, blev

Opvarmningsapparatet ved et Haandtag ført hen til Kalorimetret, hvori Stangen hurtig blev

styrtet. Forøvrigt udfortes Maalingerne paa sædvanlig Maade. Da Værelsets Temperatur

ved disse Forsøg omtrent var 20 , saa var ile til de fundne Varmefylder svarende Middel-

6'
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temperaturer meget nær 0°, 50°, 75°. Ved enhver af disse Temperaturer blev der udført

mindst to Maalinger. De fundne Middelværdier ville blive anførte i det følgende.

Af disse Iagttagelser har jeg beregnet de til 0° og 100° svarende Varmefylder ved

Formlerne:

e — c+ 0,45 e — 0,30 e'
, \

Cioo = c-f 0,20s + 1,20c', }

idet c, c-j-e °g c+s' ere de af Iagttagelserne fremgaaede Værdier af Varmefylderne ved

0° , 50° og 75°. Disse Formler ere beregnede ved de mindste Kvadraters Methode, idet

Væglene af de fundne Værdier for c, c-f-e og c-(-e' ere anslaaede til henholdsvis 1,2 og 3,4.

I de følgende Tabeller har jeg samlet Resultaterne af alle de saaledes udførte

Maalinger i den Orden, hvori Forsøgene over Varmeledningeu bleve udførte, # er Varme-

apparatets Tempural ur, de i første Linie angivne Værdier af J og 2 ere de paa Maaletraaden

i Millimeter maalte konstante Temperaturer ved Forsøgets Begyndelse, W er Modstanden i

Maaletraadens Strømkreds. I Keglen har den benyttede Modstand været 102 Siemens En-

heder, ved hvilken Modsland 1°C. svarer lil i8mm af Maaletraaden ved 0° og 58,5mm ved 100°.

Den første vertikale Række i Tabellerne indeholder Middeltallene (
'" \'^m~ i

) af de to
2

paa hinanden folgende, iagttagne Værdier af 2, den anden Række det imellem disse to

d2
Iagttagelser forløbne Antal Sekunder (r), hvoraf i Iredie Række -=- er beregnet ved Hjælp

d2 500
af Ligning (8), som paa en lille Korrektion nær giver —==-—. Den fjerde Række indeholder

de iagttagne Værdier af A. De tre følgende Hækker give de tilsvarende, ved den paafølgende

Afkøling fundne Størrelser, idet nu 2' gjennemløber de samme Værdier i tilbagegaaende

Retning. Endelig indeholder den ottende Hække de ved Lign. (7) beregnede Værdier af al 2
,

hvor /=2, medens den sidste Række indeholder de ved Hjælp af Ligningen:

a '2 Aa2

beregnede Værdier af — . 10 5
. Det maa bemærkes, at J og 2 maa regnes fra de ved

a
li

Forsøgets Begyndelse bestemte faste Punkter ved Beregningen af — , hvorimod disse ere

uden Betydning for Beregningen af «. Som absolute Enheder er her overalt antaget for

Massen Grammet, for Længden Centimeteren, for Tiden Sekundet.
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Tin.

1. 9= 6,0°, J — 0, 2=0, W— 102 S. E.

V
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hvoraf ved Formlerne (9) beregnes:

C = 0,05360, Cioo = 0,05731.

De til 0° og 100° svarende Vægtfylder ere:

da
= 7,276, dm == 7,226,

hvoraf c d = 0,3900, cm dim = 0,4141.

Varmeledningsevnerne ved 0° og 100°, kB og km ,
ere altsaa

hvoraf:

K ««"»
0,1528. 'M un — —('liiliOiiin 0,1423,

De fundne elektriske Ledningsevner ved 0° og 100° ere

a'iihi

1,074.

9,346 .
10-5

, xm = 6,524 . I O"5
,
— = 1,433

,

x ion

= 1635
fe lo

XlOO

= 2181 *iü:*a M 1,334.

Jern.

I. i>> = 9,8'
J

, J = 0, 2'=0, W=114S.E.

V
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Altsaa

allsaa

Endvidere er o„ =7,828, o„„, = 7,799,

C„ 8 = 0,8219 , doo&OO = 0,908(1.

fcn

fe = 0,1665, A-n,,,

De elektriske Ledningsevner ere :

0,1627
,

j-^
«ion

1 ,023.

Xn = (0,374 . lu" 5
, /„„, = 0,628 .

10~ 5
. 1 ,565 ,

S. = 1605,
&100

Jf iOtl

2455

*0

JflOO

^:^ = 1,530.

Nysølv.

tf =9,6°, J = 0, 2'= 240, TF=102S. E.

2'
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Endvidere er å = 8,499
, dio 8,457 .

altsaa er

c d = 0,7769 , Cioo dm = 0,8006
,

k
k = 0,07004 , hats = 0,08874

, t-5- = 0,7893.

De elektriske Ledningsevner ere:

x = 3,766 . I0-5
, Xioo = 3,632 .

10~5
,

-^- = 1 ,037 ,

*ioo

altsaa ^. = 1858,
*100

2443 , =too , "o
1,314.

JflOO

Kobber.

1. #=11,2°, J = 0, .2=50, 17=102S.E.

2'



I. H= ll,o
, J= 0,

Bly.

'=—50, W=102S.E.

2
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Messing (rødt).

1. ^ = 12,7°, J=0, .£=—42, W=102S. E.

2
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2. 0=10,3°, J 0, 2'-= 120, FF= 102 S. E.

S
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öi=100°, J = 0, 2= —20, JK= 102 S. E.

2
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#=14,0°, J = 0, 2'— O, PF= 102 S. E.

2'
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#=14,7°, J= 0, 2'= O, PF=52S.E.

\'
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Antimon.

#=16,5°, J= 0, 2'=—60, JF=102S. E.

2
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l . &

Vismuth.

16,1°, J = 0, 2'= O, TK= 102 S. E.

2
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Efter at have tilendebragt alle disse Forsøg, som havde varet fra Januar til Okiober

1880, onskede jeg, navnlig foraulediget ved de imidlertid af lir. II. F. Weber offentliggjorte

(Berichte der Académie d. W. zu Berlin, 1880, S. 457) Forsøgsresultater, som i en paafaldende

Grad afvige fra mine, at gjentage Bestemmelserne af Stængernes Varmeledningsevne paa en

fra den først anvendte fuldkommen forskjellig Maadc. Jeg valgte hertil Forbes's Methode:

Iagttagelsen af den ved Opvarmning af Slangens ene Ende fremkomne stationære Tem-

peraturtilstand i forskjellige Punkter af Stangen
, og Iagttagelsen af Stangens Afkøling ved

den ydre Varmeledning, efter at Stangen først havde været opvarmet til en ensformig

Temperalur. Da jeg tillige ønskede at undgaa Anvendelsen af det tidligere benyttede

Varmeapparat, var det min Hensigt at udfore disse Forsøg i fri Luft ved Stuens Temperatur,

hvorved jeg altsaa opgav at bestemme Varmegradens Indflydelse paa Varmeledningsevnen.

Jeg begyndte disse Undersøgelser med Forsøg over den saakaldte ydre Varmeled-

ning, idet jeg dels ved Hjælp af Thermomètre, dels ved Thermoelementer undersøgte

Afkølingen i fri Luft af opvarmede Legemer af forskjellige Størrelser og Former.

Til Beregning af disse Forsøg benyttede jeg først den i den nyere Tid indførte

Formel for den ydre Varmeledniug, ifølge hvilken den af Overfladeenheden i hver Tidsenhed

til Omgivelserne afgivne Varmemængde udtrykkes ved lm(\ +/?«), naar ?« er Forskjellen

imellem Legemets og Omgivelsernes Temperatur, og h og ß ere to af u uafhængige Kon-

stanter. Denne Formel viste sig ogsaa fyldestgjorende, saalænge Afkølingen ikke fortsattes ud

over en vis Grænse, som omtrent laa ved u = \uli naar u
1

var den først iagttagne Værdi

af v. L'nder denne Grænse viste Iagttagelserne regelmæssige Afvigelser fra Beregningen.

Da denne empiriske Formel saaledes ikke ganske kunde tilfredsstille mig, forsøgte

jeg ad theoretisk Vej at opnaa en mere brugbar Formel. Det første Skridt til en theoretisk

Behandling af den ydre Varmeledning er først gjort for 2 Aar siden af Hr. A. Oberbeck

(Wiedemanns Ann. Bd. 7 , S. 27), men idet denne Forfatter har søgt at løse Opgaven ved

Hjælp af Bækkeudviklinger efter stigende Potenser af den omgivende Lufts Udvidelses-

koefficient, er det kun lykkedes ham at finde en Løsning, som alene kan bruges, naar den

omgivende Luft er meget stærkt fortyndet, medens den egentlige praktiske Løsning ganske

er undsluppen Forfatteren.

En Plade af Højden H og uendelig Brede tænkes ophængt vertikalt og holdt paa en

konstant Temperatur, som antages højere end den omgivende Lufts. Der opstaar herved opad-

gaaende Strømninger i den omgivende Luft, og antages, at de i horizontal Betning gaaende

Strømninger her blive uden Betydning, saa vil Lufttrykket p overalt i samme horizontale Plan

blive det samme, medens det selvfølgelig forandrer sig fra et horizontal! Lag til et andet.

Er iv Luftens vertikale Hastighed, rj Koefficienten for den indre Gnidning, p' Luf-

tens Vægtfylde og g Tyngdekraftens Acceleration , saa er med den nævnte Forudsætning

Ligningen for Luftens Bevægelse:

Vidensk SeUk. Skr., 6. Række, naturvidenak. og math. Afd II. 2. 8
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,/dw dw \ , dp
,

f<l-to
,
d 2w\

p\dt^Tz w
)

-- -f>9-£+nd^+iw) (1)

Er endvidere Luftens Temperatur i Punktet æ, z T-\-ä Grader, regnet fra det absolute

Nulpunkt, og T i uendelig Afstand fra Pladen, er c Luftens Varmefylde ved konstant Tryk

og k dens Varmeledningsevne, saa er Ligningen for Varmens Bevægelse:

(d-ë
,
d*&),Jd» d» \

P e
\dt+lTz

w
) \das* ' dz 2

En Del af Temperaturforandringen skyldes Luftens Udvidelse, idet den stiger tilvejrs, men

da Luften herved kun afkøles 1° C, for hver 100 Meter, eller 0,oooi° C. for liver Centi-

meter, den stiger tilvejrs, saa kan denne Størrelse betragtes som meget lille i Sammenlig-

ning med de fra de øvrige Betingelser bidrørende Temperaturforandringer.

Betegnes Luftens Vægtfylde i uendelig Afstand fra Pladen (,r = =o| ved p, saa er

PT=p'(T+â) og &-+P9 = 0,

dP , , , , ,
#

altsaa er
ck^~ P9

=
(<°~ 9̂ = ~~ T+9P9 '

Betragte vi endvidere alene den stationære Temperaturtilstand, som fremkommer, naar

Pladens Temperalur holdes konstant, saa gaa Ligningerne (1) og (2) over til:

dw » . r, T+#(d*w
,
d*w\ ...\(d*w dhe

\dx2+ Jz 2

de k T+ê(d2 d . d 2 »\w = hd 2 » d 2 ä\

V*2 dz--)'dz pc T
I disse Ligninger kunne vi med tilstrækkelig Tilnærmelse betragte Koefficienterne til de

sidste Led som Funktioner alene af T i Stedet for af T-\-ft, hvorved altsaa /> bortfalder i

disse Koefficienter.

I hele det Luftlag, som er begrænset af to gjennem Pladens nederste og øverste

Band lagte horizontale Planer, vil Luften træde op igjennem det nederste Plan med en af x

afhængig Hastighed w og bevæge sig videre til det øverste Plan uden væsentlig Forandring

i Hastigheden, hvorimod Luftens Varmegrad i den samme Luftstrøm begynder for neden

med at være kun lidet forskjellig fra T, men gaar dernæst hurtig over til en Temperatur

T-\-H, som tilnærmelsesvis ligeledes holder sig konstant indtil den øverste horizontale Plade.

Disse Forudsætninger nærme sig desto mere Virkeligheden, jo større Pladens Højde H er,

og jo nærmere de betragtede Luftstrømme ligge ved Pladen , men da det netop er paa de

nærmeste Luftlags Bevægelser og Varmeforhold, at hele Fænomenet i det væsentlige beror,

vil der neppe gjøres nogen stor Fejl ved at overføre de samme Forudsætninger paa Luft-

strømningerne i alle Afstande fra Pladen.

De mathematiske Forudsætninger ere altsaa, at w fra z= til z=B er uafhængig

af c og alene Funktion af *, medens iï og -j- ere for z= 0, hvorefter -= hurtig voxer
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Og atter aftager til O, saaledes at & allerede for en i Sammenligning med II lille Værdi

af z beholder ligesom w en konstant Værdi indtil - = //. I denne sidste Grænse selv

antages baade m og S konstante.

Ved Multiplikation af Ligningerne (3) og (4) med ~ og Integration fra z— til

z = // erholdes saaledes :

tt ri d 2 w0== Vr + jd^> (5)

k d*&
*<' = — T^T, 6 )pc IXX 1

Da Luften saavel i umiddelbar Berøring med Pladen som i uendelig Afstand fra den er i

Hvile, og da Luftlaget ved Pladen har dennes konstante Temperatur, som vi ville betegne

ved T-\- ë u , saa bliver altsaa de til Differentialligningerne svarende Grænsebetingelser:

# = t) u og w = for æ = ,

#= og w = for .« = cc .

Sættes x= ax', w = ßw' ,
#•=#„#',

kunne a og ß vælges saaledes, at Differentialligningerne erholde Formen:

» = *+££ - **-£. <»

idet man da maa sætte :

« = i74^ og *-i/^
p-cgif„ r rjoj

Grænsebetingelserne blive nu:

,>' =i og w'= for j/= ,

#' = og «>' = for af= aa.

Da alle de konstante Koefficienter saaledes ere reducerede til rene Tal, vil der i Ligningernes

Integraler kun kunne indgaa Talkoefficienter.

Betegnes ved L den Varmemængde, som Pladen i hvert Sekund og fra hver Kvadrat-

centimeter af Overfladen afgiver ved Ledning til den omgivende Luft, saa er:

L = —h
de

dx

og, naar den ovenfor angivne Værdi for « indsættes

t*S
djy

dx'

L = ^V^fffVp^ , (8)

-gl -N
er et rent Tal, som jeg senere skal bestemme. For de fuldkomne Luftarter antager det

fundne Udtryk for L en noget simplere Form, idet her -'" som bekjendt kun er meget lidt

forskjellig fra I.
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Uagtet det fundne Resultat kun er fremkommet ved Hjælp af meget elementære

Forudsætninger, og derfor kun kan betragtes som en første Approximation, udtrykker det

dog i en paafaldende nøjagtig Grad Loven for den ydre Varmeledning (herunder ikke ind-

befattet Varmestraalingen). Som bekjendt have Dulong og Petit (Ann. de ch. et de ph.

T. 7, 1817, p. 225—264 og 337—367) af deres Iagttagelser over forskjellige Legemers Af-

kolingshastighed fundet denne, naar den Del, som skyldes Udstraalingen, fradrages, propor-

tional med mpc
f) a

b
. Da Afkølingshastigheden er proportional med Varmetabet L, og da

Luttens Tryk p er proportionalt med dens Vægtfylde p, ses det, at de to ved Forsøg og

ved Beregning fundne Resultater allerede i Formen ere ganske overensstemmende. For

alle de undersøgte Luftarter fandt endvidere Dulong og Petit b = 1,233, medens denne

Exponent i (8) er 1,25, altsaa næsten ganske den samme, derimod fandtes c lidt forskjellig

for de forskjellige Luftarter, nemlig lig 0,45 for atmosfærisk Luft, 0,315 for Brint, 0,517 for

Kulsyre og 0,501 for Aethylen, medens den theoretiske Formel giver c = 0,5 for alle Luft-

arter. Naar man tager Hensyn til de Fejl, som de nævnte Iagttagere have begaaet i

Beregningen af deres Forsøg paa Grund af deres mangelfulde Kjendskab til Lovene for

stærkt fortyndede Luftarters Varmeledningsevne, maa ogsaa Overensstemmelsen her betragtes

som tilfredsstillende.

Endvidere fandtes Konstanten m for atmosfærisk Luft, Brint, Kulsyre, og Æthylcn

proportional med 1:3,46:0,965:1,33, medens de tilsvarende Forhold, beregnede af (8),

blive I : 2,46: 0,85: 1,07. Her kan imidlertid gjørcs den samme Bemærkning, som ovenfor.

Saaledes vil man med den af Stefan (Berichte der Wien. Acad. Bd. 79, II, 1879) angivne

Korrektion for Brint i Stedet for Tallet 3,46 finde 3,1 1, som allerede er betydelig nærmere

den beregnede Værdi 2,46.

Endelig have ogsaa Dulong og Petit fundet m uafhængig af den absolute Temperatur,

hvilket ogsaa for saa vidt er i ret god Overensstemmelse med (8), som det viser sig, naar

de af Winkelmann, Obermayer og E. Wiedemann fundne Temperaturkoefficienter for k, rj og c

(se «Theorie der Gase» af O.E.Meyer, 1877, p. 101 og 201) indsættes, at Koefficienten i

(8) kun i ringe Grad forandrer sig med den absolute Temperatur (for atm. Luft og Brint

—0,14, for Kulsyre +0,04, for Æthylen +0,13 Procent for 1° C.).

For numerisk at bestemme Tallet N i Udtrykket (8) maa man foretage en Inte-

gration af Ligningerne (7). Man indsætte heri x' = log—- , og udvikle ff og w i Bække

efter stigende Potenser af y, nemlig:

,y = 1 + b
t y + b.,ir + . . . , w' = a

x y + a
2i
y'2 4- . . .

Disse Rækker skulle tilfredsstille Differentialligningerne og Grænsebetingelserne

ff =1 og w' = for y = ,

#' = og u/= for y= l.
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Idet jeg efterhaanden har medtaget flere og flere Led af Rækkerne for if og w',

har jeg fundet følgende Værdier for 6j :

— 1, —0,6667, —0,5902, —0,6642, —0,5539,...

en Række, som meget nær konvergerer til —0,548.

Nu er
da?

- 6, - -N,

altsaa er TV =0,548...

For atmosfærisk Luft ved sædvanligt Tryk og 0° er endvidere med de antagne

Enheder g= 981
, p = 0,001294, y = 0,oooi9

,
h = 0,00005, c = 0,238

,

hvorved erholdes L = 0,oooo96/7~! # '
.

Ved Forsøg, hvis Enkeltheder jeg her forbigaaer, har jeg for en Messingplade, 11™ i Kva-

drat, fundet L = 0,000125ÆH# *.

Da Koefficienten for en uendelig bred Plade maa blive mindre, maa ogsaa Overensstem-

melsen mellem den beregnede og den iagttagne numeriske Koefficient betragtes som ret

tilfredsstillende.

Antage vi altsaa Exponenten b i Dulongs og Petits Formel lig -j , og gaa vi tillige

ud fra den utvivlsom rigtigere , af Stefan indførte Formel for Varmetabet ved Udstraaling,

saa vil Afkolingshastigheden for et i Luften ophængt Legeme være bestemt ved

-f=£< 7,J-^)+^-^, (0)

naar T og T ere Legemets og Omgivelsernes fra det absolute Nulpunkt regnede Tem-

peraturer, m Legemets Masse, c dets Varmefylde, </ dets Overflade og u og i konstante

Koefficienter.

Ved svagere Opvarmning kan Udstraalingen antages proportional med T— Tu
= f),

og Formlen reduceres da til: dtf ,.,,., „<

~dt
= **l l+W)> (

I0
>

idet h og rj ere Konstanter. Sættes ë = # for t = 0, erholdes heraf

4 , iM + 7]

Som Exempel paa denne Formels Brugbarhed skal jeg anfore et Afkolingsforsøg med en

med Kviksølv fyldt Cylinder af ferniseret Messingblik. Cylinderen, som var ophængt hori-

zontalt, var 15,85 cm lang og 3,82™ i Diameter. Temperaturen aflæstes paa et i ,'„ Grader

inddelt Thermometer. Der fandtes:

& = 12,9°, 9,9°, 6,9°, 2,4° 1,4°

t = 0, 496, 1207, 3473, 1733 Sek.

<(ber.) = 0, 499, 1208, 3470, 4733 —
De beregnede Værdier af /. svare til h = 0,0002463 og r

t
= 0,63.
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Endnu yderligere kan Formlen for Afkolingshastigheden reduceres, naar den ved

Udstraalingen table Varmemængde kun udgjør en ringe Del af det hele Varmetab, idet man

da erholder , u

-f='*S »21

hvori kun den ene Konstant / indgaar. Heraf erholdes

t = -i(ø-*_0-i) (13)

Denne Formel under især god Anvendelse paa mindre Legemer med metallisk

Overflade. Som Excmpler paa den Indflydelse, som Legemets Størrelse udøver paa Koef-

ficienten for den ydre Varmeledning, skal jeg anføre følgende Resultater af mine Forsøg.

Man vil heri tillige finde en Forklaring af de store Uoverensstemmelser, som ere til Stede

i de Bestemmelser af denne Koefficient, som forskjellige Iagttagere have udført.

Forsøgene ere udførte dels med Thermomètre dels med Thermoelementer. Bereg-

ningen er udfort saaledes, at jeg først enten ved Formlen (11) eller ved (13) bestemmer t,

og dernæst for Middelværdien T af den højeste og laveste iagttagne Temperatur beregner
dT
-=-, hvorefter jeg ved Hjælp af Ligning (9) eliminerer den Del af Varmetabet, som skyldes

Udstraalingen. Jeg er herved gaaet ud fra den af Graetz (Wied. Ann. Ild. II, S. 913)

fundne Værdi for Glassets Emissionskoeffieient n, nemlig a = 1,085.10-12 , idet jeg ved

sammenlignende Forsøg bestemte Udstraalingen af de forskjellige benyttede Overflader i

Forhold til Glasset. Tages dettes Emissionskoeffieient som Enhed, er efter disse Forsøg-

Koefficienten for fernisseret Messing 0,79, for blankt Messing 0,11. For alle rent metalliske

polerede Overflader fandtes meget nær den samme KoefGcient, dog danne Antimon og Vis-

muth mærkelige Undtagelser, idet de udstraale 3 til i Gange mere end de andre Metaller i

mine Stænger. For Antimonstangens Vedkommende kunde dette maaske forklares af dens

Overflades porøse Beskaffenhed, derimod var Vismuthstangens Politur ikke kjendelig for-

skjellig fra de andre Stængers.

Ved disse Forsøg fandtes følgende Værdier for Koefficienten À (Lign. 9) for den

ydre Varmeledning:

For horizontalt ophængte Cylindere:

1. Diameter 3,82™, Længde 15,85 cm , À = 0,000069,

2. Diameter l,5 cm , Længde 23,8 cm
, À = 0,ooo09o,

3. Diameter 0,46
cm

, Længde 80,o LI
", À= 0,000166,

For Kugler:

1. Diameter 10,64
cm

,
Å = 0,000055,

2. Diameter 4,74™, ^ =- 0,oooo74.

Da det kun var min Hensigt af konstatere den store Indflydelse, Legemets Størrelse har

paa Koefficienten À, har jeg ikke fortsat denne Undersøgelse videre.
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Ile lo Kugler vare hule, og Forsøgene bleve anstillede, saavel med Kuglerne

tomme som fyldte med Kviksølv. Ligeledes bleve Forsøg anstillede med et Gcm langt Stykke

af den ene Messingslang, hvorpaa de gjentoges, cfterat Stangen var udboret og lukket med

en Messingprop. Skjendt der paa denne Maade erholdtes meget forskj eilige Afkølings-

hastigheder ved uforandret Overflade, kunde jeg dog ikke spore nogen Forandring i den

ydre Varmeledning. Dette Resultat er af Vigtighed for alle Forsog over Metallernes indre

Varmeledning, da der ved disse altid forudsættes, at Varmetabet til Omgivelserne er det

samme ved samme Temperaturer, hvad enten det opvarmede Legemes Varmegrad er kon-

stant eller variabel. Dette Spørgsmaal kan kun afgjøres ved Forsog, da det af theoretiske

Grunde kan være meget muligt, at Afkølingshastigheden selv kan faa Indflydelse paa den

ydre Varmeledning. Man kan for Exempel tænke sig et af en slet Varmeleder omgivet

opvarmet Legeme saa hurtig afkølet, f. Ex. ved Tilledning af koldt Vand til dets Indre, at

det endog kunde komme til at modtage Varme fra de af Legemet selv forud opvarmede

Omgivelser. Befandt Legemet sig i Luften, vilde der imidlertid paa samme Tid ogsaa frem-

komme en stærkere Strømning, som vilde have den modsatte Virkning.

Efter Tilendebringelsen af disse Forundersøgelser bleve alle Stængerne, med Undtagelse

af Magniumstangen, ad galvanoplastisk Vej overtrukne med et Lag Nikkel. Da Antimonstangen

desværre var gaaet itu ved Afpudsningen paa Drejebænken, og Tinstangen ved tidligere Forsog

var bleven for kort, beholdt jeg saaledes kun 9 Stænger tilbage for de følgende Forsøg.

Disse Forsøg bleve udførte paa følgende Maade. Stangen blev med den ene Ende

anbragt i det samme Varmeapparat, som tidligere havde været benyttet til Bestemmelsen af

Varmefylden. Apparatet indeholdt Alkohol og blev vedvarende holdt paa Alkoholens Koge-

punkt. Stangen var stillet horizontalt, omtrent 3 Decimeter over Bordpladen og vel beskyttet

ved Skjærme mod Lufttræk og mod Varmen fra Varmeapparatet. Efter omtrent 5 Timers

Forløb, naar Varmetilstanden viste sig stationær, blev efterhaanden Temperaturen maalt i

de forskjellige Huller i Stangen ved et enkelt Thermoelement, som bestod af en 0,2
mm tyk

Nysølvtraad og en 0,l
mm tyk Kobbertraad. Fremgangsmaaden var herved den samme, som

den tidligere benyttede. Naar der i Maaletraadens Strømkreds var indskudt Modslanden

112 S. E., saa svarede med dette Element ved sædvanlig Temperatur 57,7"' m af Maaletraaden

til 1° C. Thermoelementets Traadender vare i disse Forsøg lagte ved Siden af hinanden

og sammenloddede i Spidsen. Begge Traadene vare lige indtil Loddcstedet isolerede, og

naar Elementet var sat ind i et Hul, befandt Loddestedel sig i Stangens Axe. En lille

Draabe Olie var i Forvejen bragt ind i ethvert af Hullerne. Thermoelementets to andre

Traadender vare forbundne med Ledningen til Galvanometret og til Maaletraaden, og de to

Forbindelscssteder vare anbragte i to paa Bordel stillede Glas med Kviksølv.

Naar Temperaturen i Hullerne vare maalte, blev Stangen taget fra Varmeapparatet

og opvarmet ensformig til en ikke lidel højere Temperatur end den, hvorved de paafølgende
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Forsog over Afkølingen skulde udføres. Naar Slangens Temperatur ved den efterfølgende

Afkøling nærmede sig dette Punkt, blev Stangen, som var ophængt horizontalt i to Silke-

snore, ført hen til det samme Sted, hvor de første Maalinger vare udførte, og hvor alt

forblev uforandret paa det nær, at Stangen nu var udenfor Skjærmen foran Varmeapparatet,

og at den derved fremkomne Aabning i Skjærmen var tilstoppet, løvrigt vedblev Lampen

endnu at brænde under Varmeapparatet. Thermoelementet blev indsat i et af Stangens

Huller, og Tidsmomenterne , da Temperaturen passerede visse faste Punkter paa Maale-

traaden, bestemtes.

Man vil af de i det Følgende meddelte Resultater se, at Formlen (13) med kun en

enkelt Konstant er fuldkommen tilstrækkelig til Beregningen af disse Afkølingsforsøg. Be-

tegnes den med Maaletraadens Enheder bestemte Temperatur ved ?/, ville vi altsaa for Af-

kolingsforsøgene have

t = —\u î— »„•), (14)

medens den til de første Forsøg ved stationær Temperatur svarende Differentialligning bliver

a dx l

cS
idet ligesom tidligere « = -,-. Konstanten /' forholder sig til / i den foregaaende Ligning

/ ri \

som Stangens krumme Overflade forholder sig til dens hele Overflade, altsaa /': 1= 1 :( 1 + —j-
J,

naar d er Stangens Diameter og L dens Længde.

De Huller, i hvilke Temperaturen blev maalt, befandt sig 1,3, 5,...
cm

fra Stangens

frie Ende. De maalte Temperaturer være betegnede ved u
t , ua , u b ,...

Tænkes Stangen forlænget saa meget, at dens cylindriske Overflade bliver saa meget

forøget som Endefladens Areal, og tænkes Endefladen nu uigjennemtrængelig for Varmen,

saa vil den tabe meget nær den samme Varmemængde til Omgivelserne som for. Betegnes

denne Forlæugelse ved s, saa er altsaa e = ±d = 0,375, idet d=i,å cm for alle Stængerne.

Vi kunne følgelig sætte:

du A C-=- = for x = — e ,ax

naar Koordinatens Begyndelsespunkt lægges i den virkelige Slangs Endeflade.

Af Ligning (lo) erholdes nu:

du

dæ

og dernæst:

tj-dæ = "2»+i — »2»-i = ni'

«J_e «<2>>—1V2n-

Forandres de sidste Integrationer lil Summationer, vil man erholde med slor Tilnærmelse
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Ksn-H — w 2"-l = lal'[»2n-i + A(» 2
;

„+ 1
— uL-i)\ •

idet g2»-i = «i+ M8*+ M6* + • w |„_ii «i = (' + 'e)"i'-

Sættes efterhaanden n=l,2, ...wi, vil heraf ved Summation erholdes:

Müm+l— «i = 4a/'S2n,_i,

idet S2„,_i = s, + s a + . . . + s2,„_i +À04.+1 ~ "i')"

Jeg skal i det følgende angive de i Forsøgene iagttagne Størrelser og tillige under

de første med Blystangen anstillede Forsøg som Exempel vise, hvorledes Beregningen er

udført.

Bly. Lokalets Temperatur & = 3,1° C.

Modstanden i Maalelraadens Strømkreds W=112S. E.

Stangens Længde L = 23,7 cra
.

1. Opvarmningsforsøget ved stationær Temperaturtilstand gav følgende til u
l , ?<

3 ,
...

svarende Temperaturer:

u = 315, 324, 340, 364, 399, 439, 489, 558mm .

Beregningen heraf udfores efter følgende Skema:
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Beregningen af t er udført ved Hjælp af Ligning (14), idet / = 0,ooO33O4. Hertil svarer

l'= 0,0003203, altsaa er ia = —? = 16,98 ved omtrent 10° C.
' ' 0,0003203

'

De efter den første Methode anstillede Forsøg havde givet ia =16,84 ved 19° C.

Messing (rød). #= 2,2', FP= 62 S. É., L= 23,8.

1. u = 366, 372, 378, 386, 400, 419, 438, 461"™,

hvoraf ial' = 0,001974.

2. u = 600, 500, 400, 300mm
,

t = 0, 237, 549, 971 Sek.,

1 (ber.) = 0, 239, 547, 970 —
,

l = 0,0001576, l' = 0,0001528,

ia = 12,92 ved 16° (tidligere Forsøg 12,05 ved 21°).

Nysølv. # = 2,9°, FF=62S.E., i= 23,8.

1. u = 361, 377, 396, 434, 488, 545, 635"™,

hvoraf ial' = 0,006836.

2. m = 600, 500, 400, 300mm
,

t = 0, 237, 539, 955 Sek.,

t (ber.) = 0, 236, 539, 956 —
,

l = 0,0001600, V = 0,0001551,

ia = 44,07 ved 17° (tidligere Forsøg 42,80 ved 19°).

Kadmium. # = 3,4°, TT=62S.E., £ = 23,8.

1. u «= 368, 372, 380, 392, 409, 429, 454,

hvoraf ial' = 0,002272.

2. « = 600, 500, 400, 350, 300, 250, 200,

t = 0, 138, 326, 439, 578, 743, 961,

t (ber.) = 0, 142, 325, 439, 576, 745, 962,

l = 0,0002656, (" = 0,0002575,

ia = 8,82 ved 17° (tidligere Forsøg 8,927 ved 24-°).

Kobber. # = 4,3°, W= 62 S. E., L = 23,8.

1. u = 331, 331, 333, 337, 342, 347, 352, 359,

hvoraf ial' = 0,000656.

2. u = 600, 500, 400, 350, 300, 250,

t = 0, 251, 592, 805, 1047, 1358,

Mber.) = 0, 259, 592, 801, 1050, 1358,

l = 0,0001456, V = 0,0001412,

ia = 4,65 ved 16° (tidligere Forsøg 4,43 ved 19°).
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Messing
(
gul ). 9 = 3,2°, W= 62 S. E., L = 25,2.

1. u = 341, 345, 353, 365, 380, 100, 424, 450,

hvoraf Aal' = 0,002420.

2. u = 600, 500, 400, 300,

t = 0, 237, 538, 962,

t (ber.) = 0, 236, 539, 956,

l = 0,0001600, V = 0,0001553,

4a = 15,58 ved 17° (tidligere Forsøg 13,73 ved 20°).

Vismuth. #=1,6°, PF=1I2S. E., Z,= 21,4.

1. u = 127, 138, 163, 202, 255, 329, 439,

hvoraf Aal' .= 0,02323.

2. u =- 500, 400, 300, 250, 200,

i = 0, 130, 317, 442, 601,

t (ber.) = 0, 134, 318, 442, 601,

l = 0,0003624, V = 0,0003501.

4a = 66,35 ved 7° (tidligere Forsøg 69, lo ved 0°).

Jern. *= 4°, W= 62 S. E., £= 23,7.

1. u = 348, 354, 364, 378, 396
'), 418, 444,5'), 476,

hvoraf i al' = 0,002793.

2. u = 450, 400, 350, 297,

t = 0, 184, 409, 677,

t (ber.) = 0, 185, 402, 678,

l = 0,0001400, l' = 0,0001357,

4a = 20,58 ved 18° (tidligere Forsøg 20,24 ved 19°).

Af de ved Afkølingsforsøgene for de forskjellige Stænger fundne Værdier for l'

erholdes ved Multiplikation med — cd, hvor d er Stangens Diameter, c dens Varmefylde,

d dens Vægtfylde, den til u = I svarende Varmemængde, som afgives i Sekundet fra hver

Kvadratcentimeter af Stangens Overflade. Er Legemets Temperatur 1° C. over Omgivelserne,

bliver denne Varmemængde lig V .
~ cd. 57,7! for TF=112S. E. og V . ^cd. 31,94? for

W=62S.E.
De paa denne Maade beregnede Koefficienter for det ydre Varmetab ere for de

forskjellige forniklede Metaller, ordnede efter Størrelsen, følgende:

') Disse to Temperaturer ere paa Grund af de to Hullers Tilstopning ikke iagltagne, men beregnede ved

Interpolation.

9*
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Bly 0,000114,

Kadmium . . . 0,oooin,

Aluminium. . . 0,000109,

Tin 0,000109,

Nysolv 0,000107,

Vismuth .... 0,00010(5,

Messing (rødt) 0,000103,

Messing (gult) O.oooioo,

Kobber .... 0,oooioo,

Jern 0,oooo99.

Overensstemmelsen mellem disse Tal maa betragtes som tilfredsstillende, da dels

Afkolingsforsogene ikke bleve anstillede under ganske identiske ydre Betingelser, dels selve

de forniklede Overflader ikke vare aldeles ens. Saaledes havde Blystangen øjensynlig den

sletteste Politur. Navnlig fremgaar heraf, at Koefficienterne ikke ordne sig efter Stængernes

Afkjolingshastigheder, idet f. Ex. Vismuthstangen, som er den af alle Stængerne, der afkøler

sig hurtigst, her kommer midt i Rækken, og det stadfæster sig altsaa ogsaa ved disse

Forsøg, at Afkjolingshastigheden selv ikke udøver nogen kjendelig Indflydelse paa den

ydre Varmeledning.

Med Hensyn til Bestemmelserne af a og derigjennem af Metallernes Varmelednings-

evne, betragter jeg Overensstemmelsen med de tidligere Forsøg som tilfredsstillende for alle

Stængerne med Undtagelse af den ene Messingstang. Jeg betragter imidlertid min første

Forsøgsmethode som den nøjagtigste for alle Stængerne med Undtagelse af Vismuthstangen,

for hvilken de fundne Resultater udkrævede en Korrektion, som ifølge Beregningen skulde

gjøre a omtrent 10 Procent mindre. Da de sidste Forsøg imidlertid kun give en omtrent

4 Procent lavere Værdi, anser jeg det for rigtigst ikke at gjøre Korrektionen større.

Nedenstaaende Tabel indeholder de efter den første Methode fundne Ledningsevner

for Varme og Elektricitet ved 0° og ved 100°, dog for Vismuths Vedkommende med en

Forøgelse af Varmeledningsevnen af 4 Procent.

Kobber . . . .

Magnium . . .

Aluminium

Messing trødt)

Kadmium . . .

Messing (gult)

Jern

Tin

Bly

Nysolv

Antimon . . .

Vismut!). . . .

0,7198

0,3760

0,3435

0,2160

0,2200

0,3041

0,1665

0,1528

0,0836

0,0700

0,0448

0,0177

0,7226

0,3760

0,3619

0,2827

0,2045

0,2540

0,1627

0,1423

0,0764

0,08S7

0,0396

0,0161

*o-10
6
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Sammenholdes disse Resultater med andre Iagttageres Bestemmelser af Metallernes

Varmeledningsevne i absolut M aal, vil man finde meget store Uoverensstemmelser. Skarpest

træde disse netop frem ved Sammenligningen med de nyere Maalinger af Tait (Trans. Hoy.

Soc. of Edinb. 1878, p. 717) og af II. F. Weber (Monatsber. der Aead. Berlin 1880, p. 457),

som begge ligeledes have bestemt Ledningsevnen for Elektricitet. Saaledes finder f. Ex.

Weber Forholdet mellem Ledningsevnen for Varme og for Elektricitet ved 0° lig 2007 for

Kobber og 1288 for Vismuth, medens jeg for Kobber har fundet 1574 (efter den anden

Forsøgsrække 1500) og for Vismuth 1900. Da imidlertid begge disse Iagttagere have be-

tegnet deres Meddelelser som kun foreløbige, skal jeg ikke her gaa ind paa en nærmere

Undersøgelse af Grunden til disse Uoverensstemmelser.

Af ovenstaaende Tabel fremgaar:

1° en Stadfæstelse af Wiedemanns og Franz's Lov for de bedre ledende Metallers Ved-

kommende, idet Forholdet imellem Ledningsevnen for Varme og for Elektricitet er meget

nær konstant for disse saavel ved 0° som ved 100°. For de slettere Ledere derimod

voxer dette Forhold stærkt, naar Ledningsevnen aftager, saaledes at der paa denne

Maade ligesom indledes Overgangen til de ikke metalliske Legemer, hvor som bekjendt

Ledningsevnen for Varmen langt fra aftager saa stærkt som Ledningsevnen for Elek-

tricitet. Grunden hertil kan ligge i disses større Gjennemstraalelighed og større Ud-

straalingsevne, og med Flensyn til det sidste Punkt er det værd at bemærke, at netop

ogsaa Antimon og Vismuth udmærke sig ved en paafaldende stor Udstraalingsevne.

løvrigt er det ogsaa muligt, at de stærkt fremtrædende thermoelektriske Kræfter hos

Nysølv, Antimon og Vismuth kunne være medvirkende til en lettere Forplantning af

Varmen.

i j.

2° Forholdet -^
:
— er for alle Metallerne, med Undtagelse af Jern, saa godt som ens

XlOO x u

og meget nær lig med Forholdet mellem de til 100° og 0° svarende absolute Tem-

peraturer (1,367). Man vil altsaa for Ledningsevnerne k og x ved den absolute Tem-

peratur T have : ,

— = Tx Konstant.
x

Denne Lov synes endogsaa at være mere almindelig gjældende end den foregaaende,

idet ogsaa Nysølv, Antimon og Vismuth i denne Henseende forholde sig som de øvrige

Metaller. Meget paafaldende er den slærke Stigning af Varmeledningsevnen med Tempera-

turen hos Legeringerne Messing og Nysølv, medens Ledningsevnen for Elektricitet ligeledes

forandrer sig ganske uregelmæssig, idet den aftager langt mindre end hos alle de andre

Metaller. I en svagere Grad gjælder det samme for Aluminium.

Jeg havde allerede i 1872 i Vidensk. Selsk. Oversigter («Bestemmelse af Varme-

grader i absolut Maal») udtalt som en Formodning, at «Forholdet imellem et rent Metals
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Ledningsevne for Varme og Elektrieitet er proportionalt med Temperaturen, regnet fra det

absolute Nulpunkt». Denne Formodnings Rigtighed har saaledes bekræftet sig, og Forsøgene

have vist, at Loven ogsaa lader sig udstrække til Legeringer. Med Hensyn til de videre

Følgeslutninger kan jeg henvise til samme Afhandling, kun maa bemærkes, at det af de

dengang bekjendte Iagttagelser bestemte Tal for Forholdet imellem de lo Ledningsevner var

meget for stort.

Det vilde maaske nu ikke være uden Interesse at forsøge paa at gaa et Skridt videre

i theoretisk Retning.

Man tænke sig følgende Forsøg anstillet. En Metaltraad skjæres i en .Mængde

smaa Stykker af Længden Z, en anden Metaltraad skjæres ligeledes i Stykker af en anden

Længde l'. Disse Stykker loddes afvexlende sammen, og den saaledes dannede Traad ind-

skydes i en elektrisk Strømkreds. Ved Strømmen vil der nu opstaa dels en Varmeudvik-

ling i hele Traaden, dels ligeledes en Varmeudvikling i den ene Halvdel af Loddestederne

og en Varmeabsorbtion i den anden Halvdel. De endelige stationære Temperaturer i Lodde-

stederne være T i de første og T,' i de andre.

1 Loddestederne ere tillige thermoelektromotoriske Kræfter tilstede, som ifølge den meka-

niske Varmetheori kunne udtrykkes nøjagtig ved —ET
a og -\-ET' , idet E er en Konstant,

naar det for begge Metallerne forudsættes, at der ikke finder nogen thermoelektrisk Forskjel

Sted imellem to ulige opvarmede Steder af det samme Metal. Ved den elektriske Strøms

Gjennemgang gjennem to paafølgende Loddesteder vil altsaa det elektriske Potential blive

formindsket med E(T
a
— T' ). Desuden vil selve Ledningsmodstanden i Traadstykket for-

mindske Potentialet, men Traadstykkerne kunne antages saa korte, at dette Tab bliver for-

svindende lille.

Under den samme Forudsætning ville ogsaa Temperaturerne T og T" i et Punkt i

et af Stykkerne / og /' kunne udtrykkes ved

T = T„ + ax -f bx"- , T = T' + a'x -f- b'x*
,

idet x regnes fra det nærmest til venstre liggende Loddested i det betragtede Stykke.

Imellem disse Konstanter ere Relationerne

T'
B
= T + al+ bl* , T = Ti + a'l' + b'V*

,

da det ene Traadstykkes Endepunkt maa have samme Temperatur som det andets Begyn-

delsespunkt.

Tillige maa Loddestederne selv afgive lige saa megen Varme, som de modtage.

Loddestederne modtage ifølge den mekaniske Varmetheori ved Strømmens Gjennemgang

Varmemængderne AiET og — AiET^, naar A er Arbejdsenhedens Varmeækvivalent og i

Strømstyrken. Ere endvidere k og V de to Traadstykkers Varmeledningsevner, q begge

Traadstykkernes Gjennemsnit, saa vil man altsaa have
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AiET„ =

aœt: = M(

dT
dx \a

dT
dx

+ hq

dT'

dx

dT
dx

Ved Subtraktion af disse to Ligninger og Indsættelse af de ovenfor angivne Værdier for

T og 7" erholdes efter Elimination af Konstanterne a, b, a', U

AiE(T
n
-\-T'„) -- 22 (T -r')(4-+

'

9-l
' l'

Det ved Strømmens Gjennemgang gjennem to paafølgende Loddesteder lidte Potcntialtab vil

allsaa være _
E(T—T') = AiE*

Ik . k'\ '

_ t 4- 7"
idet T = " '—- er Loddestedernes Middeltemperatur.

Det ses heraf, at de thermoelektriske Kræfter alene frembringe en Modstand, som

følger de sædvanlige Love for den elekriskc Ledningsmodstand, idet nemlig en saadan vilde

A+l'
frembringe Potentiallabet

qx
, naar ved x betegnes hele Traadens tilsyneladende elek-

triske Ledningsevne. Traaden vil altsaa i vort Forsøg forholde sig, som om den havde

Ledningsevnen ,, ,,,

(T + y)(H-0

AE*T
Vi ville endvidere tænke os, at den samme Traad, uden at være gjennemstrømmet af en

elektrisk Strøm, bliver opvarmet i den ene Ende og afkølet i den anden, medens den iovrigt

er omgiven af fuldkomne Varmeisolatorer. Man vil da have, naar Temperaturerne i tre paa

hinanden følgende Loddesteder ere T , T
l , T.,

,

T., r Tn
- T9

T T T - T -
1,

*- 2
k~T+rl V

idet vi ved k betegne den Varmeledningsevne, man maatte tillægge Traaden, hvis man

betragtede den som en ensartet Ledning. Heraf følger

l+l' k AE*T
og ^ -

x

k =
fc

"t"
k'

Den sidste Ligning angiver saaledes Forholdet imellem den betragtede Traads af Forsøgene

fremgaaede tilsyneladende Ledningsevner for Varme og for Elektricitet.

Ethvert Legeme er i sit Indre diskontinuert. Der ere indre Grænseflader tilstede,

i hvilke man tillige maa antage Tilstedeværelsen af thermoelektriske Kræfter eller, efter en

nyere Betragtningsmaade, af elektriske Dobbeltlag. En elektrisk Strøm vil saaledes ved en
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Gjennemgang gjennem et Legeme frembringe de samme Virkninger, som i det ovenfor

beskrevne, tænkte Forsøg. Ligesom her vil en egentlig elektrisk Ledningsmodstand ikke

komme til at spille nogen Rolle i Sammenligning med den Modstand, som fremkommer

ved Gjennemgangen gjennem de elektriske Dobbeltlag, og der vil saaledes egentlig ikke

blive nogen Grund til at antage , at nogen anden Modstand overhovedet existerer. Elektri-

citeten vil altsaa bevæge sit frit, uden Potentialforandring langs ad et Dobbeltlag, og der

vil først fremkomme en Forandring i det elektriske Potential, naar Elektriciteten passerer

igjennem et Dobbeltlag.

Der vil fremdeles heller ikke være nogen Grund til at antage en egentlig Varme-

ledning, da alle Temperaturforskjelligheder maa udjevne sig ved lokale elektriske Strømme.

Ligesom Varmen som Straalevarme forplanter sig ved lokale, alternerende Strømme af samme

Art som de Strømme, der fremkomme ved Udladningen af en Leydnerflaske igjennem en

Metaltraad, saaledes forplanter Varmen sig ved Ledning ved lokale Strømme af samme Art

som de Strømme, der fremkomme ved Udladningen af et galvanisk Batteri.

Vi tænke os nu en Linie lagt igjennem et Legeme, og at denne Linie skjærer tre

paa hinanden følgende Dobbeltlag. Skæringspunkterne være A, B, C, Afstanden imellem

A og B være l, imellem B og C være l', Temperaturerne i A og C være T ', i B T .

Paa Grund af Temperaturforskellen vil der fremkomme lokale Kredslob af elektriske Strømme,

som sandsynligvis i Gjennemsnit ville føre en lige saa stor Varmemængde fra B til A som

fra B til C. Betragtes nu denne Overføring af Varme som fremkommen ved Varmeledning,

og kaldes Ledningsevnen imellem A og B k, imellem B og C k', vil man have de fra B
ni rpr rp rpr

til A og til C overførte Varmemængder proportionale med k ° .— - og med k'—^—p—-.

Ere nu ifølge ovenstaaende Betragtning disse Varmemængder lige store, saa er

A L
i
~ v

'

Herved gaar det ovenfor fundne Udtryk for Forholdet imellem Ledningsevnen for Varme

og for Elektricitet, naar dette Udtryk overføres paa det betragtede Legeme, over til

iE\"-
a§Yt.

Dette Forhold bliver saaledes proportionalt med Legemets absolute Temperatur,

hvilket er i Overensstemmelse med Forsøgsresultaterne. Disse have tillige vist, at Forholdet

er det samme for alle bedre ledende Metaller, hvoraf folger, at E har den samme Værdi

for alle disse Metaller. Den numeriske Beregning giver E = 30400. Potentialforskjellen

ET, som vi ville kalde den molekulare Poteutialforskjel , bliver f. Ex. herefter omtrent 23

Gange større end den, som fremkommer ved Berøringen imellem Kobber og Nysølv.

Da den molekulære Poteutialforskjel viser sig ens for forskjellige Legemer og pro-
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proportional med den absolute Temperatur, linger det nær at betragte denne Potentialforskjel

som identisk med den absolute Temperatur. Man vil saaledes erbolde et absolut M aal

for Varmegrader, og I Centigrad vil blive lig 30400 absolute Enheder.

Jeg har i min ovenfor citerede Afhandling gjort opmærksom paa, at den ved en

given Potentialforskjel P
l
— P frembragte elektriske Strøm kun vil være i Stand til at

frembringe en vis Temperaturforøgelse. Er Legemets Temperatur T„, og er T, den højeste

Varmegrad, hvortil Strømmen kan opvarme Legemet, saa vil man, naar det ovenfor fore-

slaaede absolute Maal for Varmegraden indføres, have Pi—P = T
l
—T . Opfattes altsaa

Temperaluren som en molekulær Potentialforskjel, saa vil man kunne sige, at et Legeme,

som gjennemstrommes af en elektrisk Strøm, ikke vil kunne opnaa en større molekulær

Potentialforskjel ved Strømmen end den, der forud fandtes, plus den numeriske Værdi af

den største elektriske Potentialforskjel imellem to Punkter al Legemets Overflade.

Sættes et Paniell's Elements elektromotoriske Kraft lig II.IO 7 absolute Enheder,

saa vil den største Opvarmning, det kan frembringe, ligeledes være II . 10 7 absolute Enheder

eller ,n
'/«

n
- = 3600 Centigrader. I min tidligere Afhandling havde jeg paa Grund af de

forhaanden værende mangelfulde lagttagelsesdata fundet det lavere Tal 2780 Centigrader.

Ligeledes maa nu Opfattelsen af den Forbindelse, som jeg dengang troede at finde imellem

Lovene for Elektrolysen, Varmefylden og Varme- og Elektricitetsledningen, af samme Grund

blive at modificere. Den faktiske Forbindelse imellem disse Love er følgende:

Ved Elektricitetsenhedens Gjennemgang gjennem en binær Forbindelse udskilles

N
Gram Metal, naar Ar

betegner Metallets Atomtal. Til at opvarme N Gram Metal
9600

I
e

C. udkræves omtrent 6,4 Varmeenheder eller 6,4.42. 10 6 Energienheder, og til at op-

varme den samme Vægt en, efter den ovenfor givne Definition, absolut Grad udkræves

6 4 42 10 6

-'- !„.„,,— = 8800 absolute Energienheder. Den ved Elektricitetsenheden udskilte

Mængde af Metal vil altsaa udkræve }h Energienhed for at opvarmes 1 absolut Grad,

medens Elektricitetsenheden selv vilde udkræve 1 Energienhed til Forøgelsen af dens Potential

med en Enhed.

Jeg skal sluttelig kun henlede Opmærksomheden paa, at den ovenfor udviklede

Opfattelse af den elektriske Ledningsmodstands Natur, ifølge hvilken elektriske Strømme

kunne vedblive at bestaa indenfor begrænsede Kredse uden Modstand og som Følge

deraf uden Energiomsætning, staar i nøje Forbindelse med vor Theori om Magnetismen og

Diamagnetismen, ja danner det nødvendige Grundlag for den.

Saadanne elektriske Strømme repræsentere en vis kinetisk elektrisk Energi. Betragte

vi f. Ex. en sluttet lineær, uendelig god Leder, hvis Induktionskonslant er C, og nærmes

til denne Leder en Magnetpol med Magnetismen m , saa vil man have



76 42

„ di da) -

naar i er den inducerede Strømstyrke og m Rumvinklen for en Kegle, hvis Spids er i

Magnetpolen, og hvis Plade omhyller Strømlederen. Naar der altsaa oprindelig ingen Strøm

var tilstede i Strømlederen, saalcdcs at til w — svarer ?' = 0, saa er Ci-\-mw = 0.

Det ved Bevægelsen udførte Arbejde er

\ midw = ?, Ci-
,

hvorved altsaa den af Strømmen repræsenterede Energi i denne Leder er bestemt.

Betragte vi et Legeme med uendelig god Ledningsevne, viser Beregningen, at der

ikke ved ydre elektromotoriske Kræfter kan frembringes nogen Strom i Legemets Indre, men

kun i dets Overflade. Ledningen i det Indre kommer saaledes slet ikke til at spille nogen

Rolle, og de elektriske Strømme blive ligesom den statiske Elektricitet kun Overflade- eller

flrænscfladefænomener. Nærmes en Magnet til et saadant Legeme, vil der fremkomme

vedvarende elektriske Strømme i Overfladen, og det vil forholde sig som et diamagnetisk

Legeme. Har f. Ex. Legemet Form af en Kugle med Radius r, og er en Magnetpol med

Magnetismen m bragt i Afstanden a fra Kuglens Centrum, saa vil efter min Beregning det

WW
magnetiske Moment M af de fremkomne elektriske Strømme være bestemt ved M = -^

og den af disse Strømme repræsenterede Energi ved —c-.

Som Resultat af hele denne theoretiske Udvikling fremgaar, at vi sandsynligvis i et

Legemes Indre ville finde foruden Massebevægelser elektriske Dobbeltlag med en med den

absolute Temperatur proportional Potentialforskjel og elektriske Strømme, som forskjellige

Former for Energien.
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II.

Vegetationsorganerne hos Castelnavia princeps Tul. et Wedd.
1

)

Denne Art har hidtil kun været højst ufuldkomment kjendt. Det Exemplar, som

lindes afbildet hos Tulasne (Monographia Podost., tab. XI, fig. I), gjengiver næsten samme

udviklingsstadium som min Fig. 4, Tav. XIII, nemlig den afblomstrede og visnende, hvide,

frugtbærende Plante, og at Tulasne ikke har kjendt den i anden Skikkelse fremgaar af

hans Ord (1. c. pag. 164): «Frons simul caulis et foliorum vices gerens saxis obrepil, in-

citer 3 mm. in crassitudinem obtinet, sed in amhitu sterili maxime tenuatur et late mem-

braniformis evadit; panlo supra basim in lobos 2 æquales scinditur qui 4— 6 centim. sin-

gulatim longi retrorsum incurvantur et ipsi in segmenta plura abbreviata dicliotome disce-

ilunl. Frondis huj us in superficie nudæ et inæqualis contextus totus mere utricularis est;

ejusdem penetralia loculis ovatis obliquis oreque integro donatis excavantur, in quibus

aplatis Hores lovent, deinque fructus absconditos sed tumentes cohibent. Flores hoc modo

in ipso frondis sinu, sicut sporangium in lïiccia, solitarii gignuntur . . . .» og hos Weddell

i De Candolles Prodromus, XVII, 1873, p. 80, tales ligeledes om «frons dichotome divisa,

I'astigiatim expansa, foliis genuinis omnino ut videtur destituta».

Af dette fremgaar, at Plantens vegetative Dele hidtil have været opfattede som et

løvlignende, til Substratet tæt trykket Legeme, der er mere eller mindre tydelig dikotomisk

delt, og i hvilket Blomsterne ere nedsænkede. Jeg blev derfor ikke lidet forbavset, da Jeg

først fra Stockholm fik Materiale i Spiritus, samlet ved Caidas af Hjalmar Mosen, og

senere fik et særdeles rigeligt og udmærket Materiale i Spiritus fra den bekjendte svenske

Læge og llotaniker, Dr. A. F. Regneil i ('.aidas'-), der viste, at Planten i sin fyldigst ud-

») 1ste Afhandling findes i Vidensk. Selsk. Skr. 6. Række, II, 1, og omhandler: I. Vegetationsorganerne

hos Podostemmi Ceratopkyllum Hichx., Mniopsis WeddelUana Tul. og Mniopsis Glazioviana Warmg.
2

) AU mit Spiritus-Materiale er saaledes fra Cai das i den brasilianske Provins Minas geraes. Ur.

Regnelis er mærket III, 2053.

10'
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viklede Form liar lange, elegante, særdeles linl delte Blade, saaledes sum fremstillet paa

min Fig. I og 2, Tav. XIII. Jeg bringer herved min hjærleligste Tak saavei lil Dr. Regneli

som lil Prof. Wittrock, der godhedsfuldt laante mig Uiksmuseets .Materiale til Under-

søgelse.

Dr. Regneli ledsagede sin Sending med et Brev, dat. Cidade de (.'.aidas d. 15.

Mai 1881, al' hvilket jeg aftrykker følgende, som giver en udmærket Forestilling om Plantens

hele Levevis, og som tillige viser, med hvilken Omhu og Intelligens han har indsamlet

Materialet.

«Fyndorten för dem var en hergshall med omkring 45° stupning ned i en liten

«bassin« fylld standigt med sakla tlytande vatten l'rân vid ena anden befintlig vildfors och

vattenfall. Hen 21 Februari var denna hergshall i vattenkanten och så langt ned skimjas

kunde taft besatt med plantor i den utveckling, roret no. 1 visar: lânga sijelkar oeh de

Qnl fördelade bladen nående vattnets yta, bildade en vacker mörkgrön garnering af bassinen

åt denna sida (se Fig. 1 , Tav. XIII). Från andra sidan, der vattnet flöt ut ur bassinen

liksom öfver ett dammbord, och der bassinen tyektes vara djup, fanus intet. — Den 28

Mars gjordes en excursion till dylik forss och vattenfall i Rio verde, der Caslelnavia åter-

fanns ännu med lânga stjelkar och flna blad, men nu med stjelkarna vid basen myckel

uppsvulnade (se Fig. 2 og 3 A— D) och med en miingd ruda punkter eller knölar på undre

sidan, hvilka bel'unnos innehålla kOnsorganer med 2 ståndarknappar, hvilkas färg syntes

genom den lunna epidermis af stjelken.

Den 21 och 28 April fanns å förstnämda fyndorten, ribeiräo dos Bugres, blott

en miingd stumpar af stjelkarne sticka öfver vattenytan (påmiunande om stubb på et af-

mejadt sädeslalt) \id basen försedde med många fiera rôda punkter, nu bildande knölar

isynnerhet på den (ill en frons utvecklade vid klippan stärkt vidfästa delen. Mellan

dessa, och der vattnet var ännu mera grundt, fanns andra med en och annan stump af

gamla (ursprungliga) bladsijelkar och på den mycket mer utbredda frons, i kanten af

densamma, fransar (nybildningar af stjelkar och blad?), och mellan dessa ännu andra med

mycket mer förgrenad (klynnedell) frons utan tecken till blad eller fransar; blomknölarne

många fier och mer utvecklade, men könsorgan ännu inneslutna. I li vattenkanten och

dels utom den samma, der klippan blott då och då fuktades, funnos forst former med

utsluppna könsorganer (se Fig. 15, Tav. XIII); de långa stigmata stucko nu fram som

efl par horn oeh äfven ståndarstrångarne tyektes tilltagit mycket i långd; exemplar med

knapparna uppsluppna funnos på det nära nog torra; frons af dessa former grönbrun

(ungefär som Fusus vesiculosus), kunde salian lås hel och hallen från klippan, och segmenter

voro så lalrika och lait inlill hvarandra packade, atl nâgot centrum af Irons sallan kunde

finnas. Att nu vilja draga den slutsatsen, det dessa små former uppkommit ur den ur-

sprungliga (af d. 21 Febr. och 28 Marsl, är väl kanske nâgot förhastadt; jag har blott velat



5 s|

visu, hum «Id förekommit utter hvarandra, allt efter sum vattnet sjunkit undan, som mig

tyckes De af 3 Maj funnos i en annan «remanso» an den ofvanför först beskrifna,

men i samma ribeirâo dos Bugres, med djupare vatten och mera lugn yta, hvilken

spetsarne af bladen nådde. Syntes mig märkelig genom finare stjelkar oeh blad och sär-

deles deri, alt den bcfanns i samma utvecklingsgrad som de et par mânader lidigare

tagna.» —

Saa vidt Dr. Regn ell. Sammenfatter jeg hans værdifulde Iagttagelser med mine

egne Undersøgelser at' de tilsendte Planter, kunne Resultaterne i al Korthed udtrykkes saa-

ledes. Castelnavia princeps har en kort, bred, kjødfuld, dorsiventral Stængel (hvis Forgrening

og Bladstilling nedenfor skal forklares), der som ganske ung bærer langstilkede, særdeles fint

delte, indtil 15 Cm. lange Blade (Fig. I, 2), hvis Basaldele voxe sammen indbyrdes og med

Stænglen, hvorved den nedre løvlignende Del af Planten fremkommer. Under sin senere

Udvikling bliver Stænglen større, bredere (Fig. 3), og nye Blade komme til; Stænglerne

hæfte sig med Hapterer (Fig. 6, 7| fastere og fastere til Underlaget, og medens de unge

Stængler dannede en spids Vinkel med dette (se Fig. 7), ligge de ældre fladt ud over det;

medens de unge Skud have en mere eller mindre hul Rygside, blive de ældre ofte ganske

fladt udbredte og faa derved endnu mere Lighed med et Likenlhallus. Blomsterne skjules

paa en særdeles mærkværdig Maade inde i det løvlignende, som anfort af Stænglen og de

sammensmæltende Blades Basaldele dannede, Legeme og fremkalde Opsvulmninger paa dette;

de skimtes som smaa røde Knuder i dets Indre. Exemplarer, som voxe paa dybt og roligt

Vand, synes længe at kunne bevare deres lint delte Blade og blomstre vist ogsaa under

Vandet. .Men de Exemplarer, som voxe i stærkere bevæget Vand, især nær Bredden, slides

saa stærkt af Vandet, at der snart ikkun er Stumper af Bladstilkene tilbage (Fig. 13). Paa

Randene af saadanne af Bølgerne og Strømmene ødelagte «Løv» kan man finde ganske

unge Blade, som fine Frynser, siddende mellem Resterne af de gamle. Gjennem Over-

fladen af det af Slænglerne og sammenvoxede Bladrester dannede, nu ganske løvlignende,

lil Klipperne tiltrykle Legeme, der, efterhaanden som Vandstanden hen i Tørliden (omtrent

fra April af) bliver lavere, ere komne til at ligge mere udsatte for Lysets og Luftens Paa-

virkning, bryde Blomsterne nu frem og udfolde Ar og Støvknapper (XIII, 15). Senere hen,

naar Vandet i Tørtiden er faldet endnu mere, afbleges og indtørre de tiloversblevne løv-

lignende og nu frugtbærende Vegetationsorganer ganske, udsatte for den tropiske Sols

Hede paa de tørlagte Klipper, og frembyde da det Udseende som paa XIII, i. I den ud-

tørrede og paa Grund af de luftfyldte Cellerum hvide Masses mange Blomsterhulheder ses

nu glinsende kastaniebrune Kapsler eller Kapselklapper nedsænkede; disse udtørrede

Stængel- og Bladdele vise sig paa Overfladen ganske fint grubede paa Grund af de store,

indfaldne Parenkymceller.
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Jeg skal nu søge at forklare Vegetationsorganernes Bygning (Tav. XIII).

Ved en første Betragtning var det mig ikke muligt al forstaa den; jeg fandt, som

paa Fig. 1, et nederste noget hult, bredt og kjødfuldt Legeme (man ser paa Figuren ind i

en Hulhed), hvilket det jo laa nærmest at betragte som Stængel, og paa hvis Iland fandtes

større og mindre Blade, tilsyneladende uden Orden. Paa ældre, større Planter er Tallet af

Illade betydeligere, og man ser nu langt tydeligere end forhen, at Dele med unge Blade

mere eller mindre stærkt hvælve sig udad i blidt afrundede Partier og springe stærkere

frem end de mellemliggende, med ældre Blade besatte Stængeldele ; se f. Ex. Fig. 3 C : Par-

tiorne m 1 og n1 springe stærkere frem end det Parti, der bærer de ældre Blade m og n,

eller Fig. 3B: Midterpartiet med de allerældste Blade a og b ligge længere tilbage end de

yngre, og af disse springe de alleryngste (o
1

, æ 1—x~ o. s. v.) allerstærkest frem. Men

Totalformen af den løvlignende nedre Del er den samme som før; hvis man under en

svag Hvælvning af sine Hænder vil slutte dem sammen, omtrent som naar man vilde øse

Vand med dem, og man dernæst tænker sig Randen af dette svagt hule Legeme bugtet ud

og ind, og langstilkede Blade anbragte paa Randen af Bugterne, de ældste paa de mest

indspringende Bugter, de yngste paa de mest udspringende, \il man faa en omtrentlig

Forestilling af Vegetationsorganernes Form. I Fig. 3 A ses ind i Hulheden af et saadant

løvlignende Legeme, i Fig. 3 B ses det samme fra den modsatte, mod Underlaget vendte

Side, og Fig. 3 G og 3 D fremstille det fra højre og venstre Side. Diagrammet (XV, 10) vil

ogsaa hjælpe til at forstaa Stillingen, og Fig. 3 E, Tav. XIII, viser os det hele Legeme tænkt

fladt udbredt med Bladene, siddende i Banden.

Efter at jeg imidlertid havde lært Forgreningen og Bladstillingen hos Podostemon

CeratophyUum og Mniopsis-krteme al kjende (se 1ste Afhandling), blev det mig ret Icl,

efter noget Studium, at henføre Castelnavias Vegetationsorganer til den selv samme mærk-

værdige Type.

Alan vil se af 1ste Afhandling, at Skuddene ere stærkt dorsiventrale; at Bladene

staa i to Rækker paa Flankerne, men dreje deres Plader saaledes, at Bugsiden vender opad,

Rygsiden nedad (mod Stænglernes Bugside); at Knopperne rykke ud af Bladaxlerne og hen

til den yderste Rand af Bladgrunden paa Bladets notoskope, ved Drejningen af Bladet lia

Skuddets Medianplan bortvendte Side, hvor de omgives af en extraordinær Slipel; at hver

Knops Iste Blad vender bort fra Moderskuddet, og at Blomsterne ere endestillede.

Hvis man nu vil tænke sig en Plante opbygget efter disse samme Principer og paa

den ene Side lillige simplificeret, for saa vidt som hver Axe i den florale Region kun bærer

2 Blade og derpaa afslutter med en Blomst, men paa den anden Side fort endnu yderligere

i Retning af Dorsiventralitet og stærk Forgrening, har man Castelnavias Stængel. Den er

bygget som en sædvanlig dikotomisk Cv ma; men alle Blade ere drejede saaledes, at

deres gastroskope Rand vender indad mod den relative Ilovedaxe, og deres Axelknopper ere
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rykkede hell ud af Axlen og komme lil udvikling ved Bladets notoskope Rands Basis (se

Diagrammet, XV, 10, og tilhørende Figurforklaring). Ligesom hos de i 1ste Afhandling

behandlede Arter vender hver Knops Iste Blad borl fra Moderskuddets Medianplan.

Efter disse Bemærkninger vil Fig. 3 li (og dermed i det hele det i Fig. 3 som Ex-

empel afbildede Skud) kunne forstaas. Den relative Axe af 1ste Orden ender med Blomst 2

(den forudgaaende Axe er ikke fuldstændig til Stede; dens Blomsterhule ses ved 1 i Fig. 3 A,

3 C og 3E), og denne Axe bærer Illadene a og b; a er det nederste og støtter ved sin

udad vendte (notoskope) Band den kraftigste Knop, som ender med den efter 2 næst største

Blomst 3 og bærer de to stærkeste Blade a 1 og a". Blad b støtter paa samme Maade ved

sin bortvendte Iland el lidl svagere Skud, der ender med den efter 3 næst største Blomst 4

og bærer de to Blade b l og b". Paa samme Maade støtter a l ved sin ydre Rand Skuddet,

som ender med Blomst 5 og bærer de to Blade y
l og y-, og a- støtter Skud (i med

Bladene « og ß, af hvilke a som Skuddets Iste Blad vender bort fra Moderskuddets Me-

dianplan og derfor hen mod Bedstemoderskuddet (2

—

ab), o. s. v.

Det vil herefter være let at forstaa Resten, og ved Hjælp af den punkterede Linie,

der fra hver Blomst fører ud til Periferien, vil det være let at finde de til hvert Skud

hørende Blade; kun maa det bemærkes, at nogle Skud ikke have mere end 1 Blad. Dette

er saaledes Tilfældet med de allerfleste af de yngste Skud, der ikke have faaet deres

Blomster numererede; saaledes, naar man begynder fra venstre, det Skud, der støttes af n1
,

af b" (Skud 8 med Blad o), af as
1
, ß

1
, s 1

, y
x

. Ogsaa dette er i Overensstemmelse med det

hos Podostemon Ccratophyllum og hos Mniopsis bemærkede, idet. Tallet af Blade ogsaa her

fandtes at være mindre hos Skud af højere Orden end hos Skud af lavere (se f. Ex. Tav. IV,

Fig. 19 A|. For øvrigt er det nok muligt, at nogle af de lier som 1 bladede betegnede Skud

ved nærmere Undersøgelse ville findes at have et 2det, men endnu meget lille Blad. Det

bør nemlig tillige bemærkes, at endnu mange flere Skudanlæg og unge Blade kunne findes

ved en mikroskopisk Undersøgelse af de ved de yngste , for det blotte Oje synlige , Skud

værende Dele.

Begyndes fra venstre Side ses i Fig. 3E nederst Hulen for en Blomsl af den i delte tegnede Parti

ældste Generation, og Basaldelen af det ene til dette Skud harende Blad. Detle Blad er Moder for Skud 2

med dets Blade a--h. For ovrigt hore de forskjellige Dele saaledes sammen:

lilomst 12 med Blad m' og et ikke mærkel Blad.

7



84

Blomst S med Blad a' og a 7
.

— 9 - z> og -J.

— à — if Og if.

Desuden findes der nogle ikke mærkede Blomster med tilhørende Lovblade, og en stærkere Forstørrelse vilde

lære, at endnu mange liere, ganske smaa Skud ere anlagte.

Det Spørgsmaal opslaar naturlig , om der ingen Skud findes, som have flere end

2 Illade. Dette gjør der ganske sikkert, og det tør aulages, at de først dannede, mere

vegetative Skud altid ville have flere, saaledes som det jo ogsaa viste sig hos Podostemon

og Mniopsis, men naar en vis Alder er naaet, synes der kun at frembringes tobladede

Blomsterskud i et overordentlig stort Antal af Generationer. Et Skud med mere end 2 Løv-

blade er afbildet XIII, 2 (Bladene a, u, c, d o. s. v. høre til et og samme Skudi.

At det hele Skudkomplex ikke kommer til at ligge i en eneste udstrakt Plade,

følger af Bladstillingsmaaden , og vil ogsaa lettelig fremgaa ved en Betragtning af Dia-

grammet i XV, 10.

Paa ganske samme Maade ere de rigere forgrenede Skud hos Podostemon og

Mniopsis skeformig hule i deres øvre Ender, hvilket kan ses af V, 1, skjønt ikke saa tyde-

lig, som jeg havde ønsket at fremstille det.

Fig. 3, Tav. XIII, viser, at de aldre Bladpar komme til at sidde i en Indbngtning

paa Ilanden af det thalluslignende Legeme; dette er en Følge af, at der paa hver Side af

dem Ondes Væxtpunkter (Sideaxer), som grundlægge nye Skudkomplexer, der for at faa

Plads maa hvælve sig lidt frem uden for de ældre.

Det næste, der bliver at forklare, er, hvorledes Blomsterne, som jo ere terminale

paa deres relative Hovedaxer, komme til at ligge indesluttede i det hidtil som en fladt udbredt

Stængel betragtede løvlignende Legeme, og langt fjærnede fra dettes Band, saaledes som

f. Ex. Blomst 2 i Fig. 3 E. Hermed forholder det sig saaledes. Blomsterne ere i Virkelig-

heden ganske exogene, og naar man gaar tilbage til de alleryngste Udviklingstrin (se f. Ex.

de to Blomster XIII, 19, som ligge mellem ß—o og a— a), finde vi dem ogsaa meget tydelig

liggende frit mellem Foddelene af to unge, ulige store Blade og i umiddelbar Forbindelse med

Omverdenen , men meget hurtig begynde de omgivende, til selve lilomstens Skud hørende,

Blade at voxe op omkring Blomsten og tillige sammen indbyrdes, og det ender med, at denne

kommer lil at ligge dybt indsænket i det kjødfulde og løvlignende, blegt grønne, straaleformig

og dikotomisk delte «Lov», der altsaa viser sig for en særdeles stor Del at være dannet af

sammenvoxede Foddele af Blade. Det er ganske bekvemt at have en fælles Benæv-

nelse for dette af Stængel- og Bladdele dannede Legeme, og jeg vil derfor i det følgende

benævne det »Løvet» eller «det løvlignende Legeme». Til enhver Tid kan der paavises en

snæver Kanal, som fører ned til Blomsten, men som er saa snæver, at den i Tværsnit ved

en Forstørrelse af c. 200 Gange ikke viser sig større end som i XIII, li. I Begyndelsen,

indtil jeg blev nøjere bekjendt med Sammenhængen, antog jeg den paa Tværsnit gjennem
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Levet» l'or pu Karstræng. Man vil i Fig. 8 A og 15 finde to Tværsnit lagte gjennem de

to Blade a—b i Fig. 3; Fig. 8 a er ført lidt neden for Kielten mellem dem, Fig. 8 b lige

ved denne; den lille Stjærne antyder Kanalen, medens de 6 merke Prikker betegne Kar-

strængene i Bladene, af hvilke de lo yderste nylig ere opstaaede ved Deling af en enkelt.

Man vil heraf se, at Kanalen findes mellem de to Blade, inde i det ved Sammenvoxningen

dannede fælles Fodstykke, og at den udmunder netop i Kløften, der hvor Bladene skilles

fra hverandre og nærmest Rygsiden af dem (Fig. 8 i; Rygsiden vender nedad paa Figuren).

Paa XIII, 19 vil man se Kanalen, der ferer ned til Blomsten mellem Bladene a og b,

overskaaret tæt neden for Sammenvoxningsstedet mellem disse. Ligeledes vil man i Fig. 18

se den i Længdesnit, førende fra Blomst b ud til Omverdenen, og ved Blomst a vil man

se dens indre Munding i Blomsterhulen; derimod har Snittet ikke truffet den ved

Blomst c.

De Blomsterne dækkende Vævdele ere tyndere paa Bugsiden end paa Hygsiden.

Bladenes frie Foddel er bred og noget skedeformet, saa at den omfatter de nær-

mest liggende yngre Dele (se f. Ex. XIII, 3 C og 3 D). Den holder sig længe opret, efter

at den levlignende Del af Planten har lagt sig vandret. Pladen er meget Qntdelt, nærmest

i alternerende fjerformig Forgrening (XIII, 1, 2, 5); ved Grunden af de sterre Sideflige

findes der en fint delt Flig snart nærmest sammenvoxen med Hovedribben, snart nærmest

rykket ud paa Sidefligen (XIII, 5).

Bladenes Udvikling er i alt væsentligt som hos Podostemon Ceratophyllum,

men Forgreningen er langt rigere. Alle de Spidser af Hoved- og Sideflige, som jeg har

udpræpareret, have tydelig vist, at Sidedelene anlægges i opstigende Følge og mere eller

mindre tydelig alternativt (XIII, 17, 19; XV, 5, 13), og at alle Nydannelser anlægges under

Epidermis (XV, 11, 12; se ogsaa i). Knoplejet er som hos de tidligere undersøgte.

Angaaende Stænglens og Bladenes Anatomi kan mærkes folgende. Kisel-

dannelser mangle i hele Planten. Alle Cellevægge ere uforvedede. Intercellulære Rum
mangle eller ere dog kun yderst smaa. Overhuden er yderst simpel, dannet af for-

længet polygonale eller rektangulære Celler. Grundvævet er storcellet og dannet af

tyndvæggede Parenkymceller
;

efter Døden, naar Planten ved Vandstandens Synken kommer

til at ligge paa det tørre, fyldes de fleste af disse Celler med Luft, og derfra skriver sig

det hvide, næsten kalkagtige Udseende, som de hentørrede, frugtbærende Exemplarer faa

(XIII, 4).

Karstrængenes Forgrening vil ses af XIII, 16, 18 og XV, 1, 2, 3. Den er

yderst simpel og staar i nøje Forbindelse med hele Skuddets Forgrening. Hver Axe mod-

tager 1 Stræng, som løber ud i Blomsterbunden (XIII, 16 ved a, 18 ved «; XIV, 3, 26)

og dér deler sig i flere, som forsyne Støvdragere og Ovar; fra denne Stræng udgaar end-

videre neden for Blomsten én Stræng til hvert af det paagjældende Skuds Blade, hvilke

Vidensk. Selsk. skr.. 6. K.rUkr-, naturvidens!* og mathem. Afd. Il- .".
i i
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Strange senere sædvanlig dele sig i 3 og højere oppe i Bladene i endnu flere (XV, 3;

m og n betegne de to til II hørende Blade, i hvilke 3 Nerver ere dannede). Ligeledes

udgaar der fra disse Stranges udadvendte Sider Grene til de paagjældende Blades Sideskud,

der paa lignende Maade tredele sig, hvis disse Sideskud bestaa af I Blomst og 2 Blade,

eller tvedele sig, hvis de kun bestaa af I Blomst og 1 Blad; og saaledes fremdeles.

Karslrængforgreningen er altsaa den samme som hos Podoslemon Ceratophyllum

ill, 7) og de andre Podostemaceer, jeg hidtil har undersøgt.

Det følger af sig selv, at man paa ethvert Tværsnit gjennem det af Stængel og

Bladfødder dannede løvlignende Legeme vil træffe mange Karstrænge (hvis Tal tilsyne-

ladende oven i Kjøbet bliver større ved de karstrænglignende Kanaler), som løbe til de for-

skjellige, længere ude staaende Organer (XIV, 1, 2); hos de andre hidtil undersøgte Podo-

stemaceer, hvis Skudkomplexer ikke ere saa rige og indviklede, er Tallet af Strænge paa

et Tværsnit meget mindre (se IV, 3; VI, 8; IX, 53).

Karstrængenes histologiske Bygning. Strængene bestaa af Kambiform og

til Dels meget langt udtrukne Trakeider. Tværsnit vise dem bestaaende af snævre og tynd-

væggede Elementer; uden om disse ligger et snævercellet Væv med tykke, gullige Vægge

— et kollenkymatisk, mekanisk virkende Væv, som længere ude gaar jævnt over i det

meget tyndvæggede Væv, der danner Hovedmassen. En særlig Kollenkymmasse i Skuddenes

Bugside findes ikke her eller er dog ikke saa fremtrædende, som hos de i 1ste Afhandling

undersøgte Arter. Sirør har jeg ikke kunnet paavise sikkert.

Det ældre «Løv» er ganske tæt tiltrykt til Underlaget; det er sikkert stærkt negativt

heliotropisk, thi man finder det inderlig læggende sig op til Stenenes Overflade, følgende

alle deres Ujævnheder og bøjende selv om næsten retvinklede Kanter, i det det lægger sig

lige saa fast til den lodrette som til den vandrette Side (XIII, 4, paa venstre Side).

Ilapterer. Stænglen viser sig, naar den er bleven ældre, paa Undersiden besat

med Hapterer, som søge lodret nedad og fæste sig tæt til de Gjenstande, med hvilke de

komme i Berøring, i det de i Spidsen brede sig eller næsten lige som gyde sig ud over

dem; exempelvis er der i XV, 1 6 afbildet en Hapterrække, der fatter om en lille Sten.

Som Figurerne vise, ere Ilaptererne højst uregelmæssige i Form; nogle ere frit og

isoleret stillede, kegleformede, i Tværsnit trinde Legemer (XIII, U; XV, 16), andre ere for-

mede som lange, uregelmæssig takkede og vortede Bjærgrygge eller kamformede Kjæder,

der følge med Stænglernes Underflade (derimod næppe gaa over paa de egentlig bladagtige

Dele) og forgrene sig i Overensstemmelse med Stænglernes Forgrening (XIII, 7).

Jeg har haft Lejlighed (il her, bedre end tidligere, at følge Hapterernes Udvikling.

De ere exogene Dannelser, opstaaende i Epidermis og det subepidermale Lag. Den XIII, 10

tegnede synes væsentlig dannet i det sidste; men jeg har set en kjædeformig Ilapter lige i

Dannelse, der aabenbart for en meget væsentlig Del opstod i Epidermis. Ligeledes er det
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meget tydeligt dels ;if Cellernes Ordning, dels af Celleindholdets Beskaffenhed, al de ældre

voxe især i deres Omkreds ved Deling af dennes Celler; de alleryderste af disse ere altid

meget mindre end de andre og danne en Slags Overhud, der dog naturligvis ikke, netop

paa Grund af Væxtmaaden, danner ét, bestemt begrænset Cellelag (MII, 9, li, 12, 13).

Naar Bapteren afslutter sin Væxt og naar Underlaget, udgaar der Rodhaar fra denne

Pseudo-Ovcrhud (XIII, II).

Paa gamle Stænglers Undcrdadc kan man finde hele store Pletter, der ved deres

Udseende vise sig at være omdannede, til Hæfteapparater; de ere ujævne og brunlige, Sand-

korn o. I. hæfte fast til dem; man kan endog linde Underfladen af omtrent det hele c Lov»

omdannet paa denne Maade.

Ligesom alle andre iagttagne Hapterer føre disse aldrig Karstrænge; de bestaa kun

af et storcellet, temmelig stivelsefrit og klart Parenkym (XIII, 10).

Castelnavia's Rødder. Lige saa dominerende i Plantens Liv Rødderne ere for

de tidligere omtalte Podostemaceer og for de i det efterfølgende omtalte Dieræa-Arler, lige

saa ubetydelig en Rolle synes Rødderne at spille hos Caslelnavia; jeg er endog tilbøjelig

til at tro , at den ingen har. Hos alle de af mig undersøgte Exemplarer har jeg ingen

Rødder fundet, og de af Tu la sne i hans Monografi givne Afbildninger af Castehiavia prin-

ceps (PI. XI, 1) saa vel som af C. ßmbriata (PI. XI, 2) vise ikke saadanne forbindende Strænge

mellem de enkelte «Løv», som man anden Steds finder mellem Skud eller Skudkomplexer

f. Ex. hos Podostemon, Mniopsis o. s. v. Det er endog naturligst at sige, at der hos Castel-

navia end ikke lindes nogen Hovedrod.

Spiringen af Frøene er det nemlig lykkedes mig at iagttage, efter at jeg havde

udsaaet friske, i et Rrev fra Dr. Regnell modtagne Frø; dog lykkedes det mig ikke at

faa Kimplanterne udviklede ud over en ringe Begyndelse; de gik da til Grunde, vist til

Dels kvalte af de Alger, hvis rigelige Udvikling jeg ikke kunde forhindre (XV, 15, 18, 19,

2-2—21).

Frøet fæster sig ved Hjælp af sin slimede Frøskal (som senere nærmere omtales)

fast til Underlaget. Idet Skallen sprænges, træder den, i Kimtilstanden yderst ubetydelige,

hypokotyle Stængel frem og voxer saa vel som især Kimbladene i Længden, førend disse

afkaste Skallen og udbrede sig |XV, 151. Den unge K implante farver sig strax grøn. Paa

Enden af den hypokotyle Stængel komme en Mængde Rodhaar strax til Udvikling; de tjene

ligesom den slimede Skal til at hæfte Kimen fast. Ved nærmere Betragtning ses de at ud-

vikle sig over hele Rodenden lige hen til den brune Rest af Kimtraaden, som endnu fore-

findes (XV, 15, 19, 22—27); der er tydelig nok ingen Rodhætte, og at der ikke kan tales

om nogen Hovedrod, synes mig klart (se nedenfor, Kimdannelsen hos Mniopsis).

Den epikotyle Stængel har jeg set udvikle sig til det i XV, 15 afbildede Sta-

dium ; der har her dannet sig nogle faa og ganske smaa Blade af ufuldkomne Former.

ir



88 12

Allerede den unge Kimplante er stærkt dorsiventral; det viser sig tydelig, at den

epikotyle Stængel ikke udvikler sig midt mellem de to Kimblade, men nærmest til den ene

Side, og hele Kimen krummer sig ofte i Overensstemmelse hermed (XV, 18); ligeledes dreje

Kimbladene sig saaledes, at Bugsiderne vende til samme Side, Rygsiderne til den mod-

satte; jeg har forsogt at fremstille dette paa XV, 15.

Rodhaarene '), som udvikle sig paa den hypokotyle Axes Ende, have alle i deres

Spids en tykkere Væg end ellers (XV, 22, 24, 26, 27); maaske skal den her ophobede

Cellulose bruges, naar Rodhaaret i sin Spids skal brede sig ud i Lapper for at gjøre Tje-

neste som Haptér. Lignende Bygning kjendes ogsaa hos andre Rodhaar, og paa samme

Maade ophobes der som bekjendt Cellulose i Oecfogonium- Cellen, der bereder sig til Deling,

og i mange Støvkorns Inline.

') Om denne Benævnelse se 1ste Afhandl. S. 12.
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III.

Vegetationsorganerne hos Dicræa elongata (Gardn.) Tul., og

Dicræa algæformis Beddome.

Materialet til Undersøgelsen af disse er mig tilsendt i Spiritus fra Henry Trimen,

Restyrer af den botaniske Have i Peradeniya paa Ceylon 1
), som jeg herved bringer min

hjærtelige Tak ; desuden er Herbariemateriale benyttet, og f. Ex. Fig. 20, Tav. X, er efter et

af Thwaites under Nr. 2259 samlet Exemplar. Ogsaa Arterne Dicræa dicholoma (Gardn.)

Tul. og Dicræa stylosa Wight 2
) ere sammenlignelsesvis undersøgte, men alene ved Hjælp

af Herbariemateriale og ikke saa indgaaende, som de i Overskriften nævnte Arter.

Som fælles Karakterer kan anføres: Kiseldannelser mangle. Spaltaabninger mangle.

Overhndscellerne ere simple, rektangulært-polygonale. Grundvævet er ufarvet og kollen-

kymatisk, især dets nærmest Karstrængene liggende Væv, og Intercellulærgange mangle

næsten alle Vegne fuldstændig. Karstrængene indeholde ingen forvedede eller dog kun

svagt forvedede Elementer og bestaa fortrinsvis eller alene af Blødbast.

Rødderne ere i det mindste to Slags, nemlig: a) vandret liggende, over Under-

laget krybende og ved Hapterer til det fast hæftede Rødder, og b) saadanne, som udgaa

opret fra disse og bølge frit i Vandet.

De krybende Rødder kjender jeg egentlig kun fra D. elongata og i korte

Stykker; om de kunne opnaa saadanne Længder som hos Podost. Ceratophyllum og

Jl/m'ø/Mw-Arterne er mig tvivlsomt (X, 1, 2, 20; XI, Ir); deres Hapterer ere afbildede

X, 16—20; de ere snart kortere, snart længere, snart udelte, snart forgrenede; snart staa

l
) •Podostemon [Dicræa) elongatum Gardn. Mahawelliganga near Peradeniya, Ceylon, Febr. 1 S8

1

. » Dicræa

algæformis; ibidem.

') De paa Tav. XII, Fig. 1 og 2, afbildede Exemplarer ere fra Herbarier, i hvilke de laa betegnede

Dicræa stylosa med Tu la snes Originaletikette; jeg har derfor beholdt denne Benævnelse, skjont

jeg nærer Tvivl om, at den er rigtig. Wights Afbildninger stemme ikke videre godt med disse

Exemplarer, der forekomme mig at niaatte være D. algæformis. Blomsterdelene vare for lidet ud-

viklede til, at en god Analyse kunde gjores og Tvivlen derved hæves.
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de enkeltvis og ere Irinde, snart som i X, 17 udvikle de sig flere i Kække, eller der dannes

som en hel lille Kam, der fungerer som Hæfteapparat; naar de naa til Underlaget, brede

de sig altid ud i en Hæfteskive og lægge sig tæt op til dette, i det der danner sig Masser

af paa de undersøgte Exemplarer brunsorte Rodhaar. Jeg har ikke haft passende Materiale

til Forfølgelse af deres Udviklingshistorie; men de synes ganske at stemme med de hos

Podostemon Ceratophjllum, Castelnavia og Mniopsis- Arterne iagttagne Hapterer.

At vandret løbende Rødder kunne udspringe fra de oprette ses af X, 1, 2, 3, 20.

Om de regelmæssig bære korte, blomstrende Rodskud, véd jeg ikke, men jeg formoder,

at dette ikke er Tilfældet.

De oprette Rødder bølge frit i Vandet lig mange fastsiddende Algers Thalli

(X, 20; XII, 1). De ere paa to Sider mere eller mindre tæt besat med yderst smaa i Række

stillede Skud (Dværggrene), af hvilke de nederste ere blomsterbærende, de øverste sterile;

Rødderne kunne aabenbart ikke have nogen ubegrænset Væxt som andre Rødder, men

afslutte deres Længdevæxt lige saa regulært som et Blad. Paa Grund af de talrige Blomster

og Blade, med hvilke de ere besatte, ere de tidligere blevne opfattede som Stængler 1
).

Skuddene ere dorsiventrale ligesom selve Rødderne, paa hvilke de sidde, om end ikke i

nogen fremtrædende Grad. Den Side, mod hvilken Skuddenes Bugside vender, kalder jeg

Røddernes Bugside.

Røddernes Form er forskjellig hos de to Arter. Hos Dicræa elongata blive de frit

bølgende Rødder indtil 5 Decimeter lange (X, 20); de ere trinde, tykkest ved Grunden

og blive mod Spidsen jævnt tyndere, indtil de løbe ud i en piskeformig afsmalnet Ende;

de ere normalt kun lidt forgrenede (X, I, 2, 3), fortrinsvis i deres nederste Del, og Gre-

nene udgaa oftest næsten vandret. Derimod er Dicræa diclwtoma meget stærkere forgrenet,

og Grenene udgaa under en temmelig spids Vinkel fra Moderroden, eller ere endog næsten

knippeformig samlede og oprette (se Tulasnes Monogr., PI. IX, 1 og II).

Dicræa algæformis (XII, 20, 22) og D. stylosa (XII, 1, 2) have en i sin største

Udstrækning ganske fladtrykt, baandformig eller næsten bladagtig Rod, der paafaldende

minder om visse Havalger og Halvmosser. Tværsnit af den ses XII, Fig. 4 og 5. Allerede

hos Mniopsis Weddelliana findes der Antydninger af, at Roden kan brede sig baandformig

ud (V, 12, 18); men hos disse Dicræaer er det langt stærkere. Den forgrener sig stærkt,

som Figurerne vise. Jeg har fundet Spor af, at de med deres Grund undertiden trykke

sig op til Underlaget og hæfte sig fast til dette, i det en større eller mindre Strækning

af Overfladen udvikler sig som Hæfteapparat med Rodhaar o. 1. (XI, 22 ep; XII, 7). Bug-

Dicræa dichotoma har efter Weddell (De Candolles Prodr. XVII, p. 70): -caules graciles llagelli-

formes fluitantes«; Dicræa algæformis har -cailles elongati Huilantes frondiformi-compressi«. —
Dicræa har efter Hooker & Benth. Genera. Ilt, 112: -Caules plus minus evoluti, sæpe ramosi, nunc

ramosissimi, gemniis floriferis quam in Eupodostemone paucioribus secus ramos lateralibus«.
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Raden er ofte lidt stærkere, næsten ribbeformig hvælvet, hvilket staar i Forbindelse med de

nedenfor omtalte stærke Delinger i dens I'arenkym.

Ztarfra-Rødderne ere stærkt klorofylholdige ; der findes endog Klorofyl i selve

Overhuden, især op til Bagvæggene. Jeg har fundet, at Klorofylkornene danne Stivelse

paa deres Overflader, som afbildet XI, 20 og XII, 10, og de saaledes dannede Stivelsekorn

ere oftest meget uregelmæssige. Derimod er den Stivelse, som, rimeligvis sekundært,

dannes i Karstrængenes Nærhed, sædvanlig mere regelmæssig formet (XI, IG, m). Den

Ligbed, som disse Rødder saaledes i Form og Klorofylrigdom have med Blade, forhøjes

yderligere ved deres anatomiske Bygning (XI, 22) og Karstrængl'orgreningen (XII, 2, 20, 22

o. a.), hvorom nedenfor.

Rodhætten dækker Spidsen helt rundt hos Dicræa elongata og kan hos denne

Art undertiden være ret stor (X, 6, 13); men derimod er den hos D. algmformis ligesom

hos Mniopsis og Podostemon Ceratophyllum kun en lille, neglformel Plade, der aldeles ensidig

findes paa Rodspidsens Rygside (XII, 20, 22, 23, 24, 25). Jeg bar endog fundet Grene

uden Rodhætte (XII, 20 og 22), men om de fra først af have været uden denne eller

de i Tidens Løb have tabt den, formaar jeg ikke at afgjøre. Det er dog aabenbart, at

Rodhætten ikke spiller nogen stor Rolle her og nærmest maa betegnes som «rudimentær»

og paa Vejen til at gaa tabt; intet Under om den virkelig undertiden helt mangler (se ogsaa

Iste Afhandl., S. 8).

Rodforgreningen. Alt for Haanden værende Materiale af Dicræa elongata er

for gammelt til, at det med Sikkerhed kan afgjores, om Rodgrenene ere exogene eller

endogene; den Omstændighed, at der ikke ses noget tydeligt Spor af Brud ved deres

Basis, berettiger endnu ikke til den Slutning, at de ere exogene, thi det samme er Til-

fældet med de ældre Rodskud, skjønt de bevislig ere endogene.

Paa de yngste Udviklingsstadier af Dicræa algæformis, som jeg har kunnet under-

søge, og i langt højere Grad paa alle ældre, ser det ud, som om Rodgrenene vare exogene;

man betragte Fig. 20 og 22 B: Bugtningerne mellem Moderroden og dens Grene ere saa

jævne, og Overgangen fra den enes Overbud i den andens synes lige saa kontinuerlig, som

om Grenene vare exogene Dannelser; ingen Saarflade, intet ringformigt Ar, ingen krave-

formig eller skedeformig Dannelse ved deres Grund antyder nogen endogen Oprindelse selv

paa de alleryngste, jeg har kunnet finde. At Grenene i ethvert Fald ikke, som ellers,

anlægges dybt inde i Moderroden, i Centralcylinderens Periferi, tror jeg at turde antage

for givet, men jeg er ikke vis paa, at de dog ikke, ligesom Rodskuddene, dannes i Moder-

rodens alleryderste Væv, maaske kun dækkede af to eller tre Cellelag, der afkastes eller

opløses uden at efterlade sig noget varigt eller endog kun kort varigt Ar. Men naar en

Rod danner sig paa en ældre Del af Moderroden, altsaa mere adventivt, er den i ethvert

Fald endogen, hvad det uregelmæssige Ar om dens Grund viser (XII, 23).
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Rodens Anatomi. Det er især de oprette Rødder, som jeg har undersøgt, men

de krybende have ikke vist sig væsentlig forskjellige fra dem.

ve rli ud en er som sædvanlig dannet af ensartede, rektangulære eller 6-kanlet-

rektangulære Celler. Rodhaar mangle undtagen dér, hvor Rødderne hæfte sig fast. Hos

D. algæformis iagttog jeg den for en Rod usædvanlige Omstændighed, at Overhudscellerne

undertiden strakte sig radialt og delte sig tangentialt paa de til Underlaget tæt trykte

Steder {XI, 22; XII, 7).

Grundvævets Celler ere desto videre, kortere og mere tyndvæggede, jo nærmere

de findes ved Periferien — desto snævrere, længere og mere kollenkymatisk tykvæggede,

jo tættere de ligge ved Centralcylindcren (X, 10, 111, især gjælder dette for Dicræa elon-

gata; men selv tæt op til denne blive de dog kun til langstrakte kollenkymatiske Parenkym-

celler, undtagen paa Centralcylinderens Floemside, hvor de faa Udseende som Protofloem-

Celler. Intercellulær-Rum mangle. 1 de inderste Celler findes simple, runde Porer (X, 12).

1 de ældre, allerede fortykkede Celler optræder der ofte talrige Længde- og Tvær-

delinger, kjendelige paa de tyndvæggede Celler, der gruppevis ligge sammen omfattede af

en lykkere Væg (X, 12; XI, 17, 18). Sædvanlig ere de tangentiale Vægge overvejende.

Særlig gjælder dette for I), algæformis; undertiden ere de tre nærmest under Overhuden

paa Rygsiden følgende Cellelag hos denne saa stærkt strakte i radial Retning og delte ved

tangentiale Vægge, at Rodens Tykkelse derved næsten voxer til det dobbelte (XI, 22).

Mærkværdig er den Lighed med et sædvanligt Løvblads Bygning, som en saadan Rod frem-

byder; man tror at se et Pallisadevæv opadtil, et pnevmatisk (rigtignok uden Intercellulærer)

nedadtil; hertil maa man endnu erindre, at denne Rod er stærkt klorofylførende. Ogsaa i

Bugsidens Grundvæv findes ofte talrige Delinger af samme Art; ved disse er det især, at

Bugfladens Midtlinie kommer til at springe ribbeformig frem (som paa XII, 5).

Strængskede mangler, lige saa vel som Perikambium; Centraleylinderens Floem

og Xylem grænse umiddelbart op til Grundvævet (X, 10, 11; XI, 18, 22; XII, 3, 12).

Centralcylinderen. Roden maa kaldes diark, om dette end ofte, navnlig paa

de trinde, strængformede Rødder af D. elongata (se f. Ex. X, 10, 11; XI, 18), slet ikke frem-

træder lydelig. For det første vises det deraf, at der i de kraftigere og bredere, især de

basale Roddele ses to tydelig adskilte Strænge; se f. Ex. XII, 4 og XI, 22. Af denne

sidste Figur synes det at fremgaa, at der er to ved Grundvæv helt adskilte Strænge, men

det viser sig tydeligere i Naturen, end det er lykkedes mig at gjengive det paa Tegningen,

at det mellemliggende Væv paa Grund af sit Indhold m. m. hører med til disse to Strænge

og sammenbinder dem til en Enhed. For det andet ses det ofte tydelig paa unge Rødder

af Dicræa algaformis, selv om det senere kan være mindre fremtrædende, at de ere delte i

to Partier (XII, 12). For det tredje staa Rodskuddene i to Rækker paa Flankerne af den

dorsiventrale Rod, og Grenene der udgaa fra Centralcylinderen til disse Rodskud udgaa
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bos D. algæformis lige saa regelmæssig som Nerverne i et fjernervet. Blad, med hvilket de

unge, tynde og endnu gjennenisigtige Rødder have en mærkværdig Overensstemmelse

(XII, 20, 22 B. Ligesaa JK styhsa, XII, 1, 2). Endelig stemmer denne Rodbygning med

den hus Podostemon Ceratoplii/llum og Mniopsis- \rlcrne iagttagne, hos hvilke Central-

cylinderen ligeledes er diark og undertiden endog meget lydelig har lo adskille Xylem-

partier (III, 15; VI, 2, 3). C.entrale.ylindere, som de X, II, XI, 18, XII, 3 arhildede, maa da

opfattes som fremkomne ved en fuldstændig Sammensmæltning af de to Strange. Men

denne Hod er alligevel ikke diark paa samme Maade som en sædvanlig Kod, i del Blød-

bast- og Ved-Slrænge her ikke alternere med hinanden, men maa siges at ligge

kollateralt.

Centralcylinderens Histologi. I de svageste Strange bestaar Cenlralcylin-

deren alene af Blødbast (X, 10, II); i alt Fald har jeg ingen Trakeider kunnet finde, og

om nogle af de parenkymatiske Elementer, som findes paa Xylemsiden, skulle regnes til

Xylemet som Vedparenkym eller til Floemet som Bastparenkym, kan næppe afgjøres. Hos

1). algæformis bar jeg i nogle Tilfælde, selv i kraftige Strænge, ingen Trakeider fundet,

i andre derimod fandtes saadanne i det ene Hjerne af Centralcylinderens Bugside, og i

atter andre Tilfælde fandtes de i begge Hjørner eller i hele Bugsiden. Naar der er Xylem

til Stede, findes dette altid paa Strængens Bugside, medens Floemet vender mod Rygsiden;

desuden kan Floemsiden kjendes derpaa, at den mod Grundvævet begrænses af lange,

snævre, stærkt fortykkede Celler, medens Xylemet grænser op til vide, ikke fra de andre.

Grundvævsceller afvigende Celler; dette ses tydeligt af XI, 15, 18 og af XII, 3; ogsaa XII, 12

viser, skjønt endnu saa ung, at de Floemet mod Rygsiden begrænsende Celler afvige fra

de øvrige Centralcylinderen omgivende. Om disse Celler skulle opfattes som Protofloem-

celler eller som Grundvævsceller, kan jeg ikke afgjøre.

Hver af de to Strænge i XI, 22 bestaar altsaa, naar Udviklingen føres saa vidt,

som muligt, paa Bugsiden af Xylem, paa Rygsiden af Floem. En saa kontraheret Central-

cylinder, som de i XI, 18 og XII, 3 afbildede, bestaar paa samme Maade af Xylem paa

Bugsiden og Floem paa Rygsiden, uden at det har været mig muligt at paavise en Ord-

ning i to Grupper, i alt Fald er der ingen skarp.

Sammenlignes hermed det for Podostemon Ceratophyllum og for Mniopsis om Rodens

Bygning oplyste, fremgaar det, at de hidtil undersøgte Podostemacé-Rødder paa en mærkelig

Maade afvige fra alle andre Kødder. Om de end kunne kaldes diarke, for saa vidt de

bestaa af to Floem- og to Xylempartier, ere disse fire Partier dog ikke ordnede alternativt

som i alle andre Rødder, men snarest som Floemet og Xylemet i en sædvanlig Stængel-

eller Bladstræng; Floemet ligger som ellers i en Bladnerve paa Rygsiden, og Xylemet

modsat det paa Bugsiden. Jeg tvivler ikke om, at dette anatomiske Forhold staar i For-

bindelse med Rodens Dorsivenlralitet.

\ i.lrn.i. Selsk Skr., 6. Række, natuTvidcnsk. og matlicm. Afd. 11. :-; |9
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I alle Tilfælde, liar jeg rundet, at X y 1 émets mest karakteristiske Del, TrakeideTne,

vare korte, parenkymaliske eller dog ikke særdeles lange Celler, forsynede med ring-,

skrue- eller netformede Fortykkelser (XI, 15, IG). Trakeiderne grænse ikke umiddelbart op

til de fortykkede Grundvævsceller, men skilles, som det synes normalt, fra dem ved tynd-

væggede I'arenkymceller, der vistnok maa benævnes Vedparenkym (XI, 15).

Floemet bestaar i de kraftigst udviklede Rødder af Siror med Adjunktivceller, og

desuden af Parenkym. Tværsnit gjennem ældre Strænge, som den i XI, 18 og XII, 3 afbildede,

vise, at der har fundet en Mængde sekundære Delinger Sted i næsten liver eneste Celle i

den hele Centralcylinder, saavel i Xylem- som i Floempartiet. Længdesnit vise os de

samme Delinger (XI, 15, 16, 19; XII, 9, II), og det fremgaar med største Tydeliglied, at

Floemet væsentligst bestaar af tyndvæggede Parenkyinceller, som etage- os: gruppevis ligge

mange sammen og ere kjendelige paa deres Protoplasma og Ccllekjærner; i hver Gruppe

findes der et Sirør, der er kjcndeligt paa sit ofte stribede Indhold, den stærkere Udvidelse af

sine Ender og sin Mangel af Cellekjærne. Tværvæggene gjøre ofte tydeligt Indtryk af at

være gjennemhullede, men Forholdene ere for smaa og for utydelige til, at det med Sik-

kerhed kan siges, om de ere byggede som ægte Siplader.

En Celle i den oprindelige unge Stræng kan altsaa ved Deling give Oprindelse til

et Sirør med en Mængde i nøjagtig samme Højde liggende snævre Parenkyinceller, hvilke

jeg derfor tror mig berettiget til at kalde Adjunktivceller, men mere end I Sirer i hver

saadan Gruppe har jeg ikke iagttaget. Ogsaa Tværdelinger i Adjunktivcellerne forekomme

(XII, 9). Derimod er det blevet mig mindre tydeligt, hvorledes Trakeiderne og Vedparen-

kymet er ordnet i de enkelte Grupper.

Rodskuddene staa hos D. elongata udelukkende, hos D. algæformis og stylosa

næsten udelukkende paa Flankerne af Roden, i to Rækker. Hos de to sidste komme

nemlig ogsaa enkelte Skud til Udvikling inden for Flankerne paa selve Rodens Flade (ved g

i XII, 1).

De blomstrende Skud findes, saa vidt jeg har kunnet se, kun paa de oprette

Rodders nederste Dele; efter dem følger der paa den øvre Del kun sterile Skud, der ere

yderst ubetydelige og frembringe nogle ganske faa og smaa Løvblade og cre uforgren ede,

ja ikke en Gang have nogen tydelig Stængeldel (X, 15, 21, 22; XII, 4, 6, 22—24).

Skuddene vise en lignende Tilbøjelighed til at staa parvis, over for hinanden

(se f. Ex. X, 20, 22), som hos Podostemon og Mniopsis, men det er ikke saa gjennemført.

Der hvor en Siderod udgaar, findes der i Regelen en Knop i dens øverste Vinkel,

dog nærmest Rygsiden (X, 1, 3).

De blomstrende Skud bøje sig sædvanlig noget tilbage og konvergere mod Hug-

siden, baade hos Dieræa elongata og IX algæformis, og en svag Dorsivenlralitet findes

ogsaa udtalt hos dem i Bladenes Forhold (sammenlign XI, 7 A med 7& 1
).
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Skuddene anlægges endogenl i Barkens Periferi, strax inden For de lo yderste

Cellelag, og uden at der fra først af er nogen særlig Forbindelse med Centralcylinderen

(X, i, 5, 6; XII, 21); senere iværksættes en saadan Forbindelse ved Omdannelse af de

mellemliggende Parenkymceller til Karstræng (\, 21; XII, 1, 2, 4, 9, 20, 22 o. s. v.); i de

unge, endnu ganske tynde Hedder af D. algæformia ses saavel Centralcylinderen som disse

til Skuddene udgaaende Karstrænge, naar Rødderne boldes op for Lyset, og Koden ser da ud,

som om den havde en fjerformig Nervation (XII, I, 2). Fig. 4, Tav. XII, viser Karstrængen

udgaaende fra Centralcylinderen til et Skud i et Tværsnit af Koden.

Naar Roden af Dicræa stylosa og D. algaformis er bleven gammel og mere eller

mindre medtaget af Vandet, ses den ofte ligesom takket paa Siderne (\ll, 1 for oven til højre

og anden Steds); dette hidrører derfra, at Dele af dens Sider ere blevne opløste, men de

mere resistente Væv, nemlig Rarstrængene og de til dem sig sluttende Celler blive staaende

længere Tid og springe derfor frem over Resten af Roden.

Det Sted, hvor et Skud danner sig, antydes hos Dicræa algæformis ogsaa udvendig

ved en lille vorteformig Fremragning (XII, 24). Skuddene gjennembryde dernæst de dæk-

kende Cellelag, hvilket i alt Fald for en Del ligefrem synes at ske ved Opløsning af dem;

man vil saaledes paa XII, Fig. 21, se, at en Del Cellevægge over Spidsen af Bladet (ved *)

ere forsvundne, og der er nu en Aabning ned til dette, som endnu ikke har hævet sig op

over Moderrodens Overflade. Senere voxer det mere frem, andre følge efter, og til sidst

sidder der et helt Knippe (X, 8, 15, 11, 9 o. s. v.; XII, 20, 22, 23, 24), hvis yderst ubetydelige

Stængeldel dog forbliver skjult inden for Rodens Overflade. I alt Fald er dette Tilfældet

med de sterile Skud; de blomsterbærende derimod voxe længere frem. Heller ikke disse

sidste har jeg fundet forgrenede (X, 7 ; XI, 2—7; XII, 13—18).

Om Bladstillingen kan jeg for de vegetative Skuds Vedkommende ikke sige

meget med Sikkerhed. Det er baade hos D. algæformis og D. elongata tydeligt nok, at

det første Blad paa de unge vegetative Skud (kun af saadanne har jeg haft unge Udvik-

lingstrin) staar fjærnere fra Rodens Medianplan end det 2det, som tillige synes at staa noget

nærmere mod Rodspidsen ise XII, 26, hvor de lo første Blade ere mærkede 1 og 2, og

sammenlign hermed X, 4, 8, 14 og XII, 24), og tillige, at det 1ste Blad bøjer sin Spids hen

imod Rodspidsen ligesom paa de i 1ste Afhandling omtalte Arter, Podostemon Ceratopln/llum

og Mniopsis-Atleme. Men paa noget ældre Skud, hvor flere Blade vare dannede, har det

altid set ud , som om Bladene opstaa i nedstigende Følge og snarest i en Zigzagrække

(se X, 9, 21; XII, 6).

Skjønt jeg ingen ganske unge florale Skud har fundet, anser jeg det ikke for tvivl-

somt, at de i Henseende til Anlægsmaade stemme med de sterile. Paa de ældre Udvik-

lingstrin, som jeg har haft til Raadighed, er der ikke Tegn til, at Skuddet har haft endogen

Oprindelse, f. Ex. i Form af et ved Skuddets urund værende Ar (se f. Ex. XI, 2—4), men
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jeg antager, at Gjennembruddets Mærker meget let udslettes, især fordi de gjennembrudte

Cellelag kun ere to. Dette bestyrkes derved, at ogsaa Blade synes at kunne opløses og

forsvinde uden at efterlade sig noget tydeligt Ar; jeg anser det saaledes for rimeligt, at

der paa XI, 2—4 bar siddet Blade neden for de nu synlige nederste, som ere opløste, og

navnlig bar der ved * i Fig. 3 sikkert siddet et, af bvilket der endnu saas Antydning.

Hvad der imidlertid udmærker de blomstrende Skud fremfor de golde, er deres

udviklede Stængeldel. Det bliver da ogsaa lettere at se Stillingen af Bladene; disse staa,

som X, 7, XI, 2—7 og XII, 13— 18 vise, i to Rækker, som ligge i Moderrodens Dorsiven-

tralitetsplan , den ene Kække vendende hen mod og den anden bort fra Rodspidsen (den

«akroskopiske» og den «basiskopiske» Bladrække); allsaa er Bladstillingen her ganske som

hos de i 1ste Afhandling omhandlede Arter. Antallet af de til Udvikling kommende Blade

synes at være forskjelligt. Medens de nederste Blade ligne de golde Skuds Blade i at have

simple, nerveløse eller 1-nervede, liniedannede eller lidt spateldannede Plader uden eller

uden synderlig stor Skededel, faa de højere stillede, den endestillede Blomst omfattende

Blade en langt større, baadformet Foddel, som paa de ældre Skud er det eneste til Stede

værende, i det Pladedelene nemlig falde af (se især X, 7 Blad d og e paa det nederste Skud),

og meget hurtig udviskes Sporene af den affaldne Plade. De vegetative Blade, som ses i

Fig. 13— 18, Tav. XII, er sikkert alle kun de nedre baadformede Foddele af Blade, hvis

Plader ere forsvundne.

Paa disse Skud træder det ogsaa lydelig frem, at Pladerne ere sværd formede

eller sammentrykte fra Siderne og, naar Hensyn tages til Foddelene, ridende (X, 7 øverste

Skud, o. fi. a.).

Det synes at være Regelen, at de florale Skud udvikles i nedstigende Følge.

I alt Fald ses det tydelig saa vel af X, 2 og 20 (især Roden til venstre), samt XII, 1 (Grenen

til venstre og til Dels den store midterste), at de øverste Skud ere videre i Udvikling end de

nederste, f. Ex. allerede i fuld Blomstring, medens disse endnu have smaa, fuldstændig lukkede

Blomsterknopper. Jeg antager dog, at de blomstrende Skuds Anlægs følge lige saa vel er

opstigende som de golde Skuds; Materialet har ikke tilladt Afgjørelsen af dette Spørgsmaal.

Hvert floralt Skud frembringer kun én Blomst, som er terminal.

Betragtes de hidtil gjennemgaaede Podostemaceer med Hensyn til deres Vegetations-

organer og tages Podostemon CeratophyUum til Udgangspunkt, synes Udviklingen at være

gaaet i to Retninger.

Hos den nævnte Podostemon ere Rødderne krybende, ubegrænsede i deres Væxt

og bære forholdsvis kraftige Rodskud (indtil c. 5—6 Cm. lange), ret rigt forgrenede og

besatte med kraftige Blade (1,6; II, 1 o. s. v.). Rodderne ere her kun svage Assimilations-

organer, Skuddene ere som ellers de vigtigste.
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Paa den ene Side af denne Art staar Castelnavia prtnceps; Rødder synes her at

mangle fuldstændig; Skuddene ere særdeles rigt forgrenede og en Mængde Skudgenerationer

komme lil Udvikling; der fremkommer et af sammensmællede Stængel- og Bladdele dannel

iliallnslignende assimilerende Legeme, og Bladene ere store og meget fint delte.

Paa den anden Side af Podostemon Ccratophyllum staa først Mniopsis- Arterne.

Rødderne ere ubegrænsede, men blive ofte en bel Del bredere end bos Podostemon (indtil

2—3 i\im . brede), medens Skuddene ere mindre, samt mindre forgrenede og mindre blad-

rige, altsaa i det hele mindre kraftige Assirnilationsorganer (IV, 14 o. s. v.). Hos Dicræa

elongata, til hvilken D. dichotoma aabenbart slutter sig, er der krybende Rødder, fra hvilke

andre og oprette Rødder udgaa; disse ere aabenbart begrænsede i deres Væxt, trinde

og sikkerlig mere klorofylholdige end de først nævnte Arter; Rodskuddene ere derimod

ganske ugrenede, samt ubetydelige i Størrelse og Bladrigdom (X, I, 2, 20, 22 o. s. v.). Ilos

Dicræa algæformis og D. stylosa blive de oprette Rødder til brede, baandformede , i deres

Længdevæxt begrænsede, stærkt klorofylholdige Legemer, altsaa til kraftige Assimilations-

organer, og samtidig hermed reduceres Rodskuddene til omtrent intet i vegetativ [len-

seende; Roden har overtaget den Rolle, som ellers tildeles Stængler og Rlade (XII, I).

Noget videre i samme Retning gaar den i 'lab. IX, Fig. 55, afbildede (ubestemte) indiske

Podostemacé, idet Roden er bleven Telativ bredere og mere thalluslignende. Naturen gaar

imidlertid endnu et Skridt videre, men da jeg hidtil ikke har andet end tørt Materiale af

de paagjældende Planter, udsætter jeg Bearbejdelsen af dem en Stund endnu; jeg tænker

paa saadanne Arter som Hydrobryum olivaceum, afbildet efter et tørret Exemplar Tav. 1\,

Fig. 54. Saa vidt jeg ser, er Roden her omdannet til det brede, i Omkreds næsten kreds-

formige, bladagtige, uregelmæssig lappede, sikkerlig grønne Legeme, der ligger tæt tiltrykt

til Underlaget og paa en ganske mærkelig Maade gjengiver et Liken-Løvs Udseende, og fra

hvis hele Flade der, som det synes uden Orden, udgaa uanselige Blomsterskud ; at disse ere

endogene, derfor tale de Spalter i Moderorganet, der ses ved hvert Skuds Grund (se f. Ex.

Figurens højre Side). Paa ganske den samme Maade som denne Plantes maa sikkert ogsaa

liere andre Podostemaceers vegetative Organer opfattes, f. Ex. Terniolas, (Tulasnes Mono-

grafi, Tav. 13, III).

Sammenholdes hermed, hvad ovenfor meddeltes om Castelnavia, vil man se, at Ud-

viklingen fra Former, som Podostemon Ceratophyllum, der aabenbart i vegetativ Henseende

fjærner sig mindst fra de sædvanlige Planteformer, er gaaet ad to Veje, der begge ende

med et løvlignende Legeme, men i det ene Tilfælde er dette et af sammensmæltede Stængel-

og Bladdele dannet Skudkomplex, i det andet Tilfælde er det en Rod, iler hidtil er ene-

staaende i Henseende til Metamorfose og som er Plantens næsten eneste Assimilationsorgan

af løvlignende Bygning.
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IV.

Fruktifikationsorganerne hos Podostemon Ceratophyllym Michx., Mniopsis

Weddelliana Tul. og Glazioviana Warming 1

), Dicræa elongata (Gardn.)

Tul. og alfjæformis Bedd., og Castelnavia princeps Tul. et Wedd.

Blomsterne ere, som alt nærmere er omtalt, cndestillede.

De bestaa af følgende Dele : 1) Yderst et Hylster, Forfatternes «spatha», «utriculus»

eller « involucrum » , der i Knoppen omfatter alle inden for værende Dele. 2) Traadformede

Af Mniopsis Glazioviana har jeg siden min forste Afhandling faaet nyt Materiale (Glaziou Nr. 13144),

nemlig afblomstrede Exemplarer, af hvilke her derfor afbildes nogle paa Tav. IX, Fig. 37—40, sete

forfra og bagfra. Man vil ved Sammenligning med de paa Tav. VI, Fig. 13, afbildede Exemplarer

se, at Bladene nu ere ødelagte af Vandet, paa de brede, noget hjærtedannede Basaldele nær. Det

bliver mig derfor endnu mere sandsynligt, end det var tidligere (se 1ste Afhandling, S. 16), at

Mniopsis scaturiginum kun existerer i mutilerede, ukomplette Exemplarer (se Tav. VI, Fig. 16). Ogsaa

hos Mn. Glazioviana blive Frugterne til sidst næsten klasestillede, ligesom de af Tulasne ere af-

bildede og omtalte hos Mn. Weddelliana (se min Tav. V, 2), i det de Blade, som tidligere skilte

Frugterne fra hverandre, opløses af Vandet, og i det Stænglerne ligeledes slides mere eller mindre

tynde af dette (IX, 38, 39).

Jeg fandt her for 2den Gang en skælformet Dannelse lige neden for Blomsten , mellem

denne og det everste Blad [x i Fig. 48 o, afbildet helt i 48 i); sammenlign Figurforklaringen til

VI, 13 A. Hvad denne Dannelse egentlig er, er mig uklart.

1 IX, 53 er afbildet et Tværsnit gjennem Stængel og Bladbasis for at vise Strængenes

Fordeling og Kollenkymstrængenes Beliggenhed: der er et stærkt lysbrydende Kollenkym omkring

Strængene, især paa deres Bygside; desuden en selvstændig bred Stræng i Stænglens Bugside. Lige

saa ere Bladenes Strænge paa Bugsiden forsynede med Kollenkym. Kollenkymets Celler ere meget

lange med vandrette eller skjæve Endevægge. Trakeider mangle.

Om denne nye Art skal jeg endnu tilfeje, at dens Rodskud naa 1 — 2 Cm. Højde. De ere

oprette og udgaa tueformig, ofte meget tæt samlede, fra Rødderne. Mest karakteristisk for den

synes være, at saa vel Stipel- som Bladrande ere nedløbende, hvormed følger en furet-kantet Stængel;

navnlig springer Bladranden skarpt og vingeformig frem paa Bygsiderne |IX, 38, 39). Bugsiden er

afrundet som vist i IX, 40. Endvidere er den brede, næsten lidt hjærtedannede Bladbasis ejen-

dommelig. Af det florale maa fremhæves: de udelte Ar (IX, 46).

De nævnte Arter haves i Spiritusmateriale fra følgende Lokaliteter (Castelnavia og Dicræa-

Arterne opførtes ovenfor):



23 99

Legemer, sædvanlig i el Antal af Ire. l'or Kortheds Skyld vil jeg som de tidligere For-

fattere kalde dem «Staminodier» ,
skjønl jeg ikke, paa mit nuværende Standpunkt, tror,

at de ere golde Støvblade. 3) To Sløvdragere, enten helt frie eller forenede fra Grunden

af højere eller længere op. 4) En Støvvej med en 2rummet Frugtknude og to Ar.

Diagrammet af Blomsten ses VII, 10 og XII, 29; mellem det ringförmig sluttede

Hylster og Støvvejen ses Androeceet, altid stillet paa Blomstens Bugside, d. e. den Side,

som vender hen mod Skuddets Bugside (IV, 24 og XV, 10). Det ene af de tre Staminodier

findes mellem de to Støvdragere, de andre to hver paa sin Side af Androeceet. De to

Frugtblade ligge i Skuddets Medianplan.

Den hele Blomst er stærkt skjæv, hvilket især ses paa Længdesnit som VIII, 5;

IX, 47. Skjævheden viser sig i, al Blomsterbunden er forlænget til den ventrale Side,

Frugtknudens Rum ulige store og Placenta skjævt stillet i Forhold til Blomstens Længde-

axe. Delte slaar aabenbart i Forbindelse med hele Skuddets stærke Dorsivenlralitet.

Hylsteret er i Knoptilstanden tæt lukket og slutter tæt om de indre Dele. Naar

Blomstringen indtræder, sprænges det uregelmæssig, og Støvknapperne samt Arrene træde

frem (VIII, 1,2; XI, S; XII, 13—16 o. a.). Det mangler Karstrænge og er aldrig bygget af

andet end Parenkymceller i indtil 4 Lag (VII, 2, et ungt Hylster). Cellerne ere tyndvæggede

eller, især de yderste, noget kollenkymatisk lykvæggede, og hos de Arter, der have Kisel-

dannelser, findes saadanne ogsaa i Hylsteret. Hos Castclnavia er det inderste Lags Celler

størst og mest tykvæggede, og der kan findes lave, ikke tæt stillede Porer; Hylsteret er

ner i sin største Udstrækning kun 2 Cellelag tykt, men paa Bugsiden lidt tykkere.

Det er ellers omtrent ens tykt helt rundt hos de fleste andre; kun hos Dicræa

algæformis fandtes den Side, der vender mod Rygsiden, betydelig tykkere (dannet af flere

Cellelag) end den modsalte (XII, 29)). Om deraf kan sluttes, at Hylsteret bestaar af et

eneste Blad, hvis Rygside vender mod Skuddets Rygside, véd jeg ikke. Paa ganske unge

Blomster af Castelnavia princeps anlagdes Hylsteret aabenbart tidligere paa Bugsiden end

paa Rygsiden (XIV, 5, 6, 8, 11), men dette er niaaske kun et Udtryk for den stærke Dorsi-

Podostemon Ceratophyllum Miclu., misit Dr. Wm. Can by, Wilmington, Delaware.

Mniopsis Weddelliana Tul. — Ad Caidas, prov. SSo Paulo, m. Martio et Aprili florentem

legerun t ill. Dr. An ders Fredrik Regn ell et Hj al mar Mosen. — In provincia Rio de Janeiro

leg. ill. Dr. Aug. Glaziou: no. 8888: -Rio da boa Esperança, versant méridional de la cbaîne des

Orgues, à 1200 Mètres d'altitude environ; Mai 1876.» — -12192. Rio Soberbo (Serra dos OrgÛos),

le 23 Mars 1880.. — .12194. Petropolis dans le Rio Piabanha le 3 Mai 1880.. — 12197. —
.12198. Petropolis, dans le Rio Itamaraty, le 3 Mai 1880.« «Dans le rapide du Mondemo, le 9 Dec.

1878; sterile »

Mniopsis Glazioviana Warming, leg. ill. Dr. A. Glaziou. .12191. Rio Soberbo (Serra dos

Orgäos) le 23 Mars 1880.. — .12193. Haut du Rio Soberbo, près du Sitio le 24 Mars 1880.» —
• Rio Uengala, entre Novo Friburao et le Alto. Il Févr. 1881.. — 13144.
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ventralitet, som i det hele hersker hos denne Plante. Kun en sammenlignende Betragtning

af alle Familiens Arier og af dens nærmeste Slægtninge, hvis disse kunne udfindes, vil

muligvis kunne oplyse dette med Sikkerhed. For øvrigt voxer Hylsteret i Vejret som et

helrandet, sækformet Organ, med omtrent ens Tykkelse, indtil det begynder at lukke sig

over Blomstens indre Dele, i det talrige Længde- og Tværdelinger tage deres Begyn-

delse i dets Band (XIV, 4).

Staminodierne danne den næste Krans af Bladorganer. Af dem findes der el

paa hver Side af Androeceet og fremdeles, naar Dicræa elongata og Castelnavia princips

undtages (XI, 8 og XIV, 1), et mellem de to Støvdragere (f. Ex. VII, 3; IX, 50; XII, 19).

Staminodierne staa lidt, men ogsaa kun lidt uden for Støvdragerne; tydeligst ses

dette paa det midterste, mellem de to Støvdragere slaaende (VII, 3, 8; IX, 49, 50). Mindst

tydelig saas det hos Dicræa; man skulde endog snarest tro, at de her stod paa samme

Højde som eller selv inden for Støvdragerne (XII, 19). I den ganske unge Castelnavia-Blomsl

staa de, saa vidt jeg kunde se, paa samme Højde som Støvdragerne (XIV, 8), men de an-

lagdes senere end disse (sammenlign XIV, 7 og 8). Deres Former og Længdeforhold ere kun

lidet forskjellige; sædvanlig ere de traaddannede, lidt afsmalnede mod begge Ender, under-

liden lidt lykkere oven for Midten eller hen mod Spidsen end længere nede. Hos Mniopsis

Glazioviana ere de lidt mere kølledahnede og klodsede end hos de andre (IX, 49, 50). De

sidestillede naa omtrent op til Ovariets Spids. Staminodierne bestaa alene af tyndvæggede

Parenkymceller, i hvilke der kan findes Stivelse. Hos 1'oJosi. Ceratophyllurn (VII, 13) danner

der sig oven for deres Midte smaa Intercellulær-Bum, og det ikke blot mellem de indre,

men ogsaa mellem de alleryderste Celler; de findes hyppigere i de rette Vægge mellem to

sammenstødende Celler end i Krogene, hvor 3—4 støde sammen. Nærmere mod Spidsen

af Slaminodiet blive Intercellulær-Bummene større og talrigere, og selve Spidsen faar fuld-

stændig Bygning som gjennembrudt Arbejde, et Gitterværk af løst sluttede Celler. — Meget

svagere findes dette hos Mniopsis Weddclliana (VIII, 27) og Mn. Glazioviana (IX, 41), og hos

Dicræa- Arterne, hos hvilke de dog findes næsten fra Basis af (XI, 14). Staminodiernes mor-

fologiske Betydning maa jeg lade henstaa uafgjort, indtil jeg af Autopsi kjender alle andre

Podostemaceer. Den Mening synes mig dog den rimeligste, at de ere Perigonblade.

Androeceet ligger i Knoptilstand trykket tæt ind til Ovariet (VII, 1,6; XI, 9 o.a.),

til deltes Bugside. Normalt har jeg ikke fundet mere end to Støvknapper hos nogen af

de undersøgte Arter. Disse Knapper kunne være baarne hver af sin helt eller næsten helt

frie Traad [Castelnavia, XIV, 1,2,3), i saa Fald deler den Karstræng, som gaar til Androe-

ceet, sig allerede i Blomsterbunden i to, en for hver Støvtraad (XIV, 26, 27). Men deres

Traade ere hyppigere ved Grunden og til højt op forenede i ét Knippe (VII, 1,3,8; VIII, 4;
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l\, 50; XI, 8; Ml, 19), og i Overensstemmelse hermed gaffeldeler hin Stræng sig først

hengere ude, i selve Androeceets fælles Stilk (se de punkterede Linier i • m i Del af de

anførte Figurer).

Det vigtige Spørgsmaal opstaar her: Af hvor mange Støvblade er Androeceet

dannet? To Forhold kunne tænkes. Det kunde være dannet af kun et eneste Støvblad,

som i nogle Tilfælde dedoublerer sig ved kløvning lige til Grunden, i andre Tilfælde først

forgrener sig længere ude; i saa Tilfælde niaatte vi sikkert søge Podostemaceernes Slægt-

ninge mellem de ikke mange Familer, hos hvilke forgrenede Støvblade forekomme. Eller

det kunde tænkes dannet af to selvstændige Støvblade.

Det er mig ikke muligt endnu at føre noget Bevis for Rigtigheden af det ene eller

det andet. Men en komparativ Betragtning af de øvrige Slægter bringer mig til den An-

lagelse, at Androeceet bestaar af to Støvblade. Fællesstilken er da enten opstaael ved en

Sammenvoxning mellem Traadenes Basaldele eller er en Forlængelse af Blomsterbundet),

altsaa en Axedannelse, og naar jeg atter antager det sidste for det sandsynligste, er det

fordi Blomsterbunden i det hele hos disse stærkt dorsiventrale Blomster er saa skjæv, og

fordi ogsaa et Staminodium sædvanlig har sin Blads paa Fællestraaden, paa den udvendige

Side af Kløften mellem de to specielle Traade. Hos Castelnavia, der er den af de tinder-

søgte Arter, som har de stærkest adskilte Støvdragere (XIV, 1), opstaa disse som adskille

selvstændige Vorter paa Blomsterbunden.

Abnormt kan saa vel Antallet af Støvdragerne som af Staminodierne forøges.

I VII, 7 er fremstillet el Tilfælde, i hvilket en fælles Traad bærer 3 Antherer; der gaar to

adskilte Slrænge ud i Traaden, af hvilke den ene gaffeldeler sig for at forsyne de to An-

therer; kun I Staminod fandtes som tegnet. I VII, 8 er et andet abnormt Tilfælde frem-

stillet : en tredje Støvdrager er ogsaa her kommen til , men den er gold og er helt adskilt

fra de andre, paa normal Vis forenede. Mærkeligt er, at dens Spids har en lignende Byg-

ning som Staminodierne, hvilket kunde synes at tale for disses Støvdragernatur.

Et tredje abnormt Tilfælde fandtes hos Mniopsis Glazioviana (IX, 49); det slemmer

nærmest med VII, 7, i det der til det normale Knippe af to Støvdragere, som det ses

af Fig. 50, og b—c i Fig. 49, er kommet en tredje Støvdrager (mærket a), hvis Traad er

sammenvoxet med det normale Knippe indtil omtrent halv Højde, og som ligeledes faar sin

egen Karstræng, men denne Støvdrager er steril; at mærke er for det første, at dens op-

svulmede Spids er papilles paa en lignende Vis som Staminodierne, og for del andet, at

der sidder et Staminodium ud for hvert Mellemrum mellem lo Støvdragere.

Tværsnit af Støvtraaden ses VII, 4 og XIV, 7.

En stærk Strækning af Støvtraadsparliet linder Sted under Blomstringen hos Podo-

stemon Ceratophyllum (VII, 19) og Mniopsis Weddelliana (VIII, 4). Ilos Castelnavia princeps

strække Traadene sig under Afblomstringen betydelig og blive efter Afkastning af Knap-

VtdenBk, Selsk. skr. 6. Række, naturvidensk. og matlieru. Aft). 11. 3. |3
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perne staaende som lo kraftige hornformede Legemer, der rage ud af den Hule, hvori

Blomsten sidder nedsænket (XV, 17 og XIII, 15).

Det dorsiventrale , uregelmæssige i den hele Blomst gjør sig ogsaa gjældende i

Støvknappernes Former; hver Knap er altid skjæv paa en lignende Maade som hos visse

Labiatiflorer (f. Ex. Acanthaceer), i det den ene Halvdel, nemlig den indad, mod Blomstens

Symmetriplan vendende, er mindre end den udad vendte og sidder vel og en Smule højere

(VII, 3, 8; VIII, 18; IX, 49, 50; XI, 8; XII, 8). Denne Skjævhed staar sikkert ogsaa i For-

bindelse med den stærke Dorsiventralitet og med det Tryk, som Knapperne i Knaplejet ere

udsatte for. Hos Castelnavia er Knappen symmetrisk.

Støvknapperne ere for øvrigt indad vendte, basiflxe eller kun ganske lidt dorsifixe,

fra først af paa sædvanlig Vis 4-rummede; de aabne sig med to Længdespalter. Castel-

navia's afvige fra de andres derved, at Rygsiden er saa hvælvet og uden nogen Fure;

tillige er Knappen lidt stærkere udskaaren ved Grunden (XIV, 1).

Jeg har hos alle Arter inden for Overhuden fundet fibrøse Celler med ring-, halv-

ring-, skrue- eller netformige Fortykkelser, paa den indre Væg især, dannende et eller paa

Rummenes Indersider flere (4— 5) Lag helt rundt om Rummene (VII, 14). De fibrose Celler

ere især strakte i tangential-horisontal Retning, Overhudens derimod langential-lodret

(VII, 15; XIV, 24).

Udviklingen af Støvknappen har jeg ikke fulgt; kun nogle faa ganske unge

Stadier ere blevne undersøgte. De fremviste ved Tværsnit en Gruppe nydannede Celler

inden for Epidermis, men Anordningen af dem var ikke saa regelmæssig som ellers (XIV, 22).

Pollenkornene ere enlige bos Castelnavia (XIV, 25), men forenede to og to i et

sammensat Korn hos Podostemon Ceratophyllum (VII, 16), Mniopsis (VIII, 19— 25; IX, 51

—

52),

Dicræa (XI, 13). De ere lidt nedtrykt-kuglerunde og sædvanlig 4 (

— 5)-lappede, det vil sige,

stærkt udhvælvede paa fire eller fem fra Pol til Pol rækkende Partier, der tillige ere fint

punkterdde, medens de mellemliggende Partier ere glatte; fra disse sidste er det, at Støv-

rørsdannelsen finder Sted (VIII, 21, 24, 25
; XI, 13). Ikke sjælden ere de to Celler i Kornet

ulige dannede, i det den ene er lappet og prikket, samt tilsyneladende helt udviklet, medens

den anden gjør et umodent Indtryk, er kuglerund, ulappet, glat, og ofte uprikket (VIII, 19;

IX, 51). Dog kunne ogsaa ganske kuglerunde Korn være prikkede. Jeg har ikke set

Støvrør udvikle sig fra disse kuglerunde (se f. Ex. XI, 13 6). Begge Celler i et helt ud-

viklet Korn kunne danne Støvrør.

I Castelnavia s Korn fandt jeg ofte to Cellekjærner , og ligeledes har jeg under-

tiden ogsaa hos de andre Arter fundet to tættere Protoplasmakugler i hver Celle, som

jeg maa tyde som Cellekjærner (VIII, 23), men det var langt fra altid Tilfældet. Om

disse Cellekjærner bør sættes homologe med de først af Strasburger hos mange Fanero-
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gamer paaviste to Cellekjærner i Støvkorn, eller de antyde en ikke udførl Tetradedeling,

vover jeg ikke at afgjøre, forend jeg liar kunnet følge Udviklingshistorien.

Bestøvningen er vist som Regel Selvbestøvning. Jeg har truffet Støvkornene spi-

rende i Støvknappen, og jeg har ligesaa gjentagne Gange og hos forskjellige Arier truffet

dem paa Arrene [Mniopsis Weddelliana, JJicræa algæformis og elongata, se f. Ex. XII, 27),

der vare i en tæt Berøring med de aabne og endnu støvholdige Antberer. Bestøvningen

synes at kunne foregaa lige saa godt under Vandet, som ovenfor dette, skjont det sikkert

oftest er Tilfældet, at de Planter, som blottes for Luftens Adgang, lettere blomstre end de

nedsænkede (cfr. Regnelis Meddelelser ovenfor).

Pistillen er dannet af to Frugtblade, sammenvoxede i ét Ovarium med to termi-

nale Ar. I Knoppen ere disse altid bøjede nedad mod Anlbererne, altsaa mod Blomstens

Bugside (VII, 1,5,6; IX, 47; XI, 9; XIV, I).

Arrene ere meget forskjellige. hos de forskjellige Arter: hos Podost. Ceratophyllum

udelte og nogenlunde stærkt papillose (VII, 5), hos Mniopsis Weddelliana delte i et for-

skjelligt Antal Flige og endnu stærkere papillose (VIII, 3, 4, 6); hos Mniopsis Glazioviana

ligeledes stærkt papillose, men udelte (IX, 42, 46). Hos Castelnavia forlænget kegleformede,

næsten hornformede, ganske glatte Legemer (XIV, I); af Farve ere de her røde ligesom

Anthererne. Hos Dicræa tlongata kort kegleformede, tykke, budte, udelte og glatte (XI, 9, 10);

hele Periferien er navnlig om Spidsen dækket af et Lag af radialt strakte Celler, men de

rage ikke frem over Overfladen i Form af Papiller. Hos Dicræa algæformis ere de brede,

korte og lidt lappede (XII, 27). Efter Blomstringen falde Arrene ofte fuldstændig af, saa

Frugtens øvre Ende bliver ganske afrundet (VII, 17— 19 o. a.).

Ovariet er ellipsoidisk, glat, selv om Frugten bliver ribbet (sammenlign VII, 17

med 18 og 19), og torummet med en meget tyk Placenta, som ved to meget tynde Vægge

forbindes med Ydervæggen. Hos Castelnavia princeps og Mniopsis Glazioviana svinde disse

Skillevægge meget tidlig, saa at Ovariet egentlig bliver enrummet (IX, 43; XIV, 15, 27).

Jo mere dorsiventral Blomsten er, desto større er Forskjellen paa Rummenes Stør-

relse. Omtrent lige store ere de hos Dicræa elongata og algæformis, hvis Skud i det bele

ikke ere stærkt dorsiventrale (XI, 12; XII, 29). Stærkt ulige store, i det det notoskope Rum
er betydelig større end det gastroskope, ere de hos Mniopsis Weddelliana (VIII, 29), hvis

Blomst i det hele er meget skjæv (se Længdesnittet VIII, 5), og hos Podostemon Cerato-

phgllum (VII, 10, 11).

I Forbindelse med denne Forskjel i Rummenes Størrelse staar Opspringnings-

Sømmenes Beliggenhed. Følgende Figurer vise, at disse dele Ovariet i to ulige store

13*



1114 28

Slykker, i det de fra Toppen lobe i en skraa Retning over mod Bugsiden og ende ved

Basis af Androeceet: VII, I, 17—19; VIII, 4; IX, 46; XV, 7-9.

Bio ni sterb undens Form frembyder intet mærkeligt undtagen hos Castelnavia,

hos hvilken den paa llygsiden hvælver sig stærkt i Form af en glat, tolappet, kjerlelformet

Opsvulmning (XIV, 1, 3, 14, 26).

Om Karstrængforgreningen i Blomsterbunden kan nævnes, at den Stræng,

som gaar ud til Blomsten, i Blomsterbunden deler sig i flere, hvoraf I eller ved en hurtig

Deling af den (dér, hvor de to Støvdragere ere frie næsten til Grunden: XIV, 26) 2 gaa til

Androeceet, og en til Ovariet, hvilken sidste Stræng dels sender en Gren op i Placenta til

dens Midte, dels sender Grene op i Frugtbladenes Basaldele (VII, 9; VIII, 5; XIII, 16;

XIV, 3, 14, 26).

Jeg har kun kunnet følge Blomstens Udviklingshistorie nogenlunde hos en

eneste Art, nemlig Castelnavia princepn. Allerførst viser Blomsten sig som en halvkugle-

formet Vorte (f. Ex. XIII, 19); derefter kommer Hylsteret til Syne og, som allerede omtalt,

tidligere paa Bugsiden end paa llygsiden (XIV, 5, 6 og det histologiske Billede Fig. 11).

Efter dette anlægges Støvdragerne, medens Blomsterbunden oven for dem stærkt hvælver

sig i Vejret (XIV, 7). Samtidig med at dernæst de to Staminodier komme lil Syne, be-

gynder Ovarievæggen at træde frem som en ringförmig Valk omkring en i Axons Spidse

stærkere fremtrædende lille Kegle, den vordende Placenta (XIV, H). Ovarievæggen hæver

sig nu jævnt i Vejret samtidig med, at Placenta ogsaa voxer i Vejret, og Blomsterbundens

særegne Udvikling tager sin Begyndelse (\IV, 10). Under fortsat Udvikling af de allerede

anlagte Dele komme nu ogsaa Æggene til Syne (XIV, 3, 11, 16,2). Disses videre Udvikling

omtales nedenfor.

Ovarievæggens og Frugtvæggens Bygning er af de tidligere Forfattere be-

nyttet som Slægtsmærke; Mniopsis har «ovarium læve» (Tulasne) eller «prorsus énerve»

(Weddell in Prodr. 76) og «capsula lævis», det vil sige, den er uden Ribber, medens Podo-

stemon efter Weddell (1. c. 72) har «ovarium S-nerve v. subenerve» og «capsula nervis plus

minus prominentibus , raro fere omnino lævis». I Virkeligheden er Slrængenes Antal i de

ribbede Kapsler 10, som man vil se af VII, Fig. 10— 12; herom nedenfor mere. Hvilken

Betydning dette Forhold har i systematisk Henseende, tør jeg først udtale mig om, naar

jeg har faaet alle Arter studerede.

Naar man ser bort fra denne Forskjel ,
frembyder Ovarievæggen i øvrigt en over-

ordentlig Ensartethed hos alle de undersøgte Arter, nemlig følgende. Tallet af Cellelag i

Væggen er c. 5— 6.
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A. Inderst findes cl megel i üjnc faldende Cellelag, en indre Epidermis, hvis Celler

ere strakte i tangential-horisontal Retning og have lykke, brunlige Inder- og Ydervægge, men

tyndere Sidevægge (Laget epi paa VII, 20, 21, 22; VIII, 30—33; IX, 45; XI, 11,21; XV, 14).

Paa radiale Længdesnit gjennem Ovariet træder det stærkt frem paa Grund af Cel-

lernes regelmæssig firkantede Lumen (VII, 9).

B. Det næstinderste Cellelags Celler (sep i Figurerne) krydses med først nævntes

(<>/>/) under rette Vinkler, i det de ere strakte i lodret Retning (VII, 23
; VIII, 28); paa et

Tværsnit gjennem Ovariet ville disse Celler derfor frembyde omtrent samme Udseende som

det forsi nævntes paa radialt Længdesnit, nemlig som temmelig regelmæssige Firkanter

(f. Ex. XI, II).

1 den udviklede Frugt bar dette Lags Celler altid stærkt fortykkede og lagdelte

Vægge; jeg har fundet C-formcde Fortykkelser som afbildet hos Mniopsis Ulazioviana

(IX, 45), hos Podostemon Ceratophyllum (VII, 22), JJicraa clonyata, algæformis (XI, 21) og

rigida, og hos Castelnavia; en ens stærk Fortykkelse næsten helt rundt hos Mniopsis Wed-

ddliana (VIII, 32, 33).

C. Efter dette Lag følge de Strænge, der fremkalde Ribberne i den modne Frugt

bos Podostemon, Dicrcva og Castelnavia. Disse Strænge ere ocdnede som Ribberne i en

Umbellifer-Frugt (VII, 10—12; XI, 12; XII, 29, hvor en er forglemt): der er en Midt-

slræng i Ryggen af hvert Frugtblad (af hvilke en kommer til at ligge ud for Mellemrummet

mellem Støvdragerne), to Sidestrænge og endelig to Randslrænge, der slutte sig mere eller

mindre tæt til Opspringniugsømmeu. Undertiden ligge de to Randribber, som støde op

til samme Søm, tydelig adskilte, men sædvanlig ligge de saa tæt sammen, at de i den

modne Frugt kun træde frem som en eneste, men bred Ribbe. Man vil derfor ogsaa linde

Frugter beskrevne som 8-ribbede, skjønt de i Virkeligheden ere forsynede med 10 Skleren-

kymstrænge. En Afvigelse er afbildet XIV, 27 : her er der 6 Strænge i hvert Frugtblad.

Disse Strænge bestaa af ensartede prosenkymatiske Celler (Sej-Bast); kun aller-

nederst i Midtribben, altsaa i Frugtbladenes Rygribbe, har jeg set Skrue- og Ring-Trakeidcr

(se f. Ex. XV, 20 og 21).

Disse Strænge mangle hos Mniopsis (VIII, 29; IX, 43), dog med Undtagelse af, at

en Karstræng fra Blomsterbunden af kan træde ud i Frugtbladets Ryg og lobe et kort

Stykke op i denne.

For øvrigt er Resten af Frugtvæggen omtrent ens; til det stærkt fortykkede, næst

inderste Lag slutter der sig undertiden

D. nogle, mindre regelmæssig i Lag ordnede, stærkt fortykkede Celler (VIII, 32, 33),

og Resten er

E. et tyndvægget Parenkym, som i gamle Frugter kan være mere eller mindre

ødelagt og forsvundet (f. Ex. XI, 21).
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Castelnavia s Ovarievæg er den, der afviger mest fra den i det foregaaende skildrede

Bygning, i det Væggens inderste Lags Celler strække sig stærkt radialt der, hvor de ligge

ud for Ribberne, og disse støde lige op til det ligesom de paa den anden Side ogsaa naa

lige ud til ydre Overhud (XV, 14); ogsaa ud for Opspringningssemmen er Bygningen en

lidt anden.

Om Frøgjemmets Udviklingshistorie kan jeg oplyse følgende. I den ganske

unge, endnu helt tyndvæggede Frugtknudevæg ere Strængene allerede anlagte som Prokam-

biumstrænge, dannede af snævre, lange Celler, og der er en Mængde Stivelsekorn til Stede

i alle Celler, baade i disse Prokambiumstrænge, i hvilke de dog ere smaa og mindst tal-

rige, og i de parenkymatiske Vægceller; kun det inderste Cellelag (epi) er stivelsefrit

(se VII, 20, 21 og sammenlign hermed VII, 22; fremdeles VIII, 30 og 32—33; XI, 11).

De Forandringer i Retning af Væg-Fortykkelser, der senere foregaa under samtidig

Forsvinden af den , dertil sikkert bestemte, Stivelse ere omtalte ovenfor. Frugten er en

Kapsel af mørk brun Farve og glinsende. Naar den er moden, losner den ventrale, hos

de stærkt dorsiventrale Arter meget mindre, Klap sig fuldstændig og falder af, Placenta med

Frøene falde ud, medens den dorsale, betydelig større Klap bliver staaende eller hos Castel-

navia siddende nedsænket i det thalluslignende Legemes Gruber. Opspringningen er skille-

vægbrydende (VII, 18— 19; VIII, 31; XV, 6— 9).

Placenta er altid meget mægtig, — en tyk, af særdeles tyndvæggede og med Sti-

velse læt fyldte Parenkymceller dannet Masse, der næsten udfylder Ovariehulheden og

mellem sig og Ovarievæggen kun lader en ringe Plads tilbage, der udfyldes af Æggene og

de to ovenfor omtalte tynde Skillevægge; denne Bygning minder mest om mange til Labiati-

florernes og Tubiflorernes Familier hørende Planters. Den er fra først af fri opad til, men

dens Spids lægger sig saa nøje op til Ovarierummets øvre Ende, at det paa ældre Frugt-

knuder ser ud, som om de altid havde været sammenvoxede (XIV, 2, 3, 8, 10, 14 o. s. v.).

Kun i Midtlinien af Placentaens nederste Del findes der en fra Blomsterbunden udgaaende

Karstræng, der sædvanlig lidt før, end den naar op til Placentaens Midte, løser sig op i til

alle Sider eller især til to Sider udstraalende korte Trakeider (VII, 9, 10). Det midterste,

karstrængfrie Parti i Placenta udmærker sig ved sin mørkere Farve (VIII, 29; XI, 12).

Abnormt har jeg én Gang fundet Placentaen tvedelt i en Blomst af PoJostemon

Ceratophyllum (VII, 12); dette har Interesse, for saa vidt som det taler for, al Placentaen

er et alene af de opsvulmede Bugsømme dannet Legeme, i hvilket Blomsterbuuden ikke

tager Del.

Æggene og Frøene. Æggenes Antal er overordentlig stort i hvert Rum. De

ere anatrope og amfitrope, i det de øverst paa Placenta stillede ere apotrope og oprette,
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men de andre for slørste Delene epitrope og hængende, naar enkelte ud til Siderne liggende

undtages, der ere vandrette (VII, 9, 11; XIV, 2). Hos Castelnavia opstaa de, efter Størrelses-

forholdene, at dømme, i opstigende Følge (XIV, 3, 14, 16).

Æggets Udviklingshistorie er fulgt hos Mniopm WeddeUiana og til Dels

hos Castelnavia o. a. Det opstaar paa sædvanlig Vis ved Deling af nogle faa eller fra først

af maaske kun I subepidermal Celle, hvorved den overliggende Epidermis drives i Vejret

(XIV, 17). Snart begynder det at krumme sig, og Epidermiscellerne paa Rygsiden begynde

at voxe stærkere end de andre, (VIII, 7; XIV, 18). Dette er Begyndelsen til ydre Integu-

ment, der snart træder bestemtere frem ved antikline og perikline Delinger (VIII, 8); ydre

Integument opslaar meget tydelig tidligere paa Rygsiden end paa Bugsiden. Ogsaa inden

fur Epidermis findes Delinger og Cellevæxt, der maa tydes som hørende med til Integu-

mentdannelsen. Indre Integument opstaar tydelig langt senere end ydre (se f. Ex. XIV, 13,

hvor det lige netop er antydet), undertiden ensidig som dette (VIII, II; XIV, 19), under-

tiden omtrent samtidig i hele Omkredsen, altsaa ringformet (VIII, 9).

Indre Integumeut naar aldrig op over den meget ubetydelige Nucellus; den væsent-

ligste, Kimsækken indeholdende Del af denne ligger frit uden for indre Integument, men

helt omsluttet af det ydre (VIII, lu, 12, 13, 15-17; XIV, 9). I f. Ex. VIII, 13 og 15 be-

staar Nucellus af 3 indre Celler, omgivne af en sig for neden udkilende Epidermis; den

øverste af de 3 Celler er den største. Vi ville nu først holde os til denne. Snittene

VIII, 16 og 17 vise indre Integuments to morkvæggede (mørkebrune) Cellerækker, der om-

slutte Hasis af den lille pære- eller omvendt ægformede eller ellipsoidiske Nucellus-Ende.

I Fig. 16 ses tydelig en buet, stærkere lysbrydende Tværvæg gjennem det af Epidermis om-

sluttede større øvre Rum; i Fig. 17 ses derimod ingen saadan, men en tættere, mere lys-

brydende Masse har samlet sig i den øvre Del af Rummet. De to i XIV, 21 afbildede

Nucelli vise det indre dannet af en kort Række protoplasmafyldte Celler, og det samme

har jeg set anden Steds. Hvad der videre foregaar i Nucellus har Materialet ikke tilladt

mig at oplyse; det har ikke været mig muligt at finde Antydning af de sædvanlige i en

Kimsæk forekommende Celler (Ægcelle, Synergider o. s. v.), men der er ingen Tvivl om,

at i denne øvre (i XIV, 9 mørkere) Del af Ægget danner Kimen sig (se f. Ex IX, 1, 2),

her maa da ogsaa Kimsækken med Tilbehør udvikle sig.

Af Fig. 9, Tav. XIV, faar man det Indtryk, at Nucelli største og derfor maaske

ogsaa væsentligste Del ligger neden for den nu omtalte øvre, over indre Integument frem-

ragende Del, og omsluttet af dette mørke indre Integument. I Fig. 10— 15, Tav. VIII, vil

man se, at denne nedre Del oprindelig er en enkelt Række af nogle ganske faa (omtrent 2)

Celler, som omgives af den for neden sig udkilende Overhud paa Nucellus, og som fortsættes

ned i Chalaza (se især Fig. 15) af en lignende Cellerække, der begrænses af Inlegumenterne.

Denne nedre Del af Nucellus voxer senere megei betydelig ved Strækning af sine Celler
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og tillige ved tøndeformig Udvidning af de midterste, men uden paafølgende Deling af dem;

den omsluttende Del af indre Integument voxer lige saa stærkt, men her optræde talrige

Delinger; derfor vil et Længdesnit gjennem denne Del af et ældre Æg vise os en stor indre

ellipsoidisk Hulhed, gjennem hvilken der ud imod Periferien løbe to yderst tynde Længde-

vægge, hvorimod der kun hist og her ses en Tværvæg (XIV, 9; se ogsaa VIII, 17).

I VII, 28 ses det samme indre Parti af Nucellus med sine tynde Vægge, inden for det

mørke indre Integument, men Tværsnittet har truffet et Sted, hvor Udvidningen i Bredden

ikke er indtraadt. Men selv om denne ellipsoidiske Del af Nucellus er den største, er den

dog ikke den væsentligste; den er altid meget klar og fattig paa Protoplasma, kun hist og

her ses en Cellekjærne, Reservenæring (der i saa Fald maatte tydes som en Slags Perisperm)

dannes ikke; dette store Rums Bestemmelse er blot at optage lumen; kun dennes første

Anlægslrin findes i den øvre, uden for indre Integument liggende Del af Nucellus; er den

bleven lidt ældre, ses den paa Vejen ned i det nedre Rum (IX, 6, 7, hvor den allerede er

ført ned i dets allerøverste Del), og i det udviklede Frø fylder den dette helt ud. Til

Frøhvide har jeg overhovedet ikke set noget som helst Spor.

Vende vi nu tilbage til Integumenterne, ville vi se, at det mørke indre Integu-

ment altsaa bestaar af to Lag Celler; det yderste Lags ere næsten dobbelt saa talrige som

det indres (VII, 28), hvad der jo ogsaa ellers saa ofte er Forholdet mellem de to Lag i et

iudre Integument. Cellerne ere ordnede i Afsnit efter Længden, og Afsnittene ere enten

kun dannede af enkelte Cellerækker, eller hyppigere have disse, navnlig midt paa Ægget,

delt sig ved Længdevægge (VIII, 26). Disse to Cellelag gjenflndes kun lidet forandrede i

det modne Frø (se f. Ex. VIII, 84; VII, 25); de løsnes let fra Frøets af ydre Integument

dannede Del og spaltes ved Spiringen (og ved Tryk efter Behandling med Kali) let efter

Længden ved fra Mikropyle udgaaende Spalter, som næsten kunne naa til Chalaza

(XV, 19, 25).

Fig. 15, Tav. VIII, og lige saa VII, 28 vise, at ydre Integument bestaar af 2—

3

Lag Celler, der ere meget tyndvæggede og tidlig fylde sig med Stivelse. Under Frøskallens

Udvikling forsvinder denne, i det den aabenbart benyttes til Fortykkelse af det alleryderste

Cellelags Vægge. Dettes Celler blive nemlig helt (f. Ex. VII, 25 og XII, 28) eller næsten

helt, paa et ubetydeligt nærmest Indersiden liggende Rum nær (f. Ex. VIII, 34), udfyldte

med en hvid, i ter Tilstand indskrumpet, i Vand let svulmende Masse, ganske paa samme

Maade som yderste Cellelag i Frøskallen af Linum, Cydonia o. a. (sammenlign VII, 28 med 25).

Et modent Frø af Podostemon Ceratophyllmn ser derfor i tor Tilstand ud som afbildet VII, 20,

men i Vand som i VII, 27 (Gjennemsnil); alle Celler i det yderste Lag ere i sidste Til-

fælde svulmede ganske betydelig op, og Frøets Overflade er slimet. Den biologiske Betyd-

ning af dette Lag omtales senere, under Spiringen. Ilos Dicrcea fandtes det fint, men tæl

kornet paa Overfladen (XII, 28). De andre, indre Lag i ydre Integument trykkes sammen



33 I "i»

og forsvinde mere eller mindre, saa al der paa deres Plads kun ses et Lag af utydelige

brunlige, sammenfaldne Celler (VII, 25; VIII, 34; XII, 28).

Funiculus er yderst kort, og der findes hverken Karstræng i den eller i Raphe,

saa lidt som i selve Placenta, naar den fra Blomsterbunden opstigende Slneng undtages,

der laber sig i Placentas Midte.

Naar der altsaa, som det vil ses, er blevet visse Punkter uopklarede i Æggenes

Udviklingshistorie og, som det vil ses af det følgende, ligeledes i Kimens første Trin, er

Grunden de usædvanlig mange Vanskeligheder, som disse Æg frembyde. For det første ere

de overordentlig smaa og rives saa let løs fra Placenta, saa at det er meget vanskeligt at

faa gode Snit gjennem dem. For det andet ere de saa uigjennemsigtige, dels paa Grund

af indre Integuments brune Farve, dels paa Grund af ydre Integuments store Stivelse-

rigdom, at man ikke kan se gjennem dem uden ved Hjælp af klarende Reagenser, der

netop ødelægge Indholdet i Cellerne, allsaa det, man skulde undersøge.

Kimen er normal dikotyledon , men ofte noget skjæv, i det det ene Kimblad er

slørre og videre udviklet end det andet (IX, 44), og uden Plumula, saa længe den endnu er

hvilende (IX, 34). Kimen er en Del sammentrykket; betragtes den fra «Bredsiden», ses begge

Kimbladene, og i denne Stilling ere de fleste Figurer, Tav. IX, tegnede; der maa ogsaa i

Frøets Form være noget til Stede, der gjør, at det indtager en bestemt Stilling, naar det

lægges paa et fladt og jævnt Underlag, thi fra denne Side er det næsten altid, at Kimen

præsenterer sig, naar det paa et Objektglas liggende Frø ved Kali er gjort gjennemsigtigt.

«Kantbilleder» af Kimen ses f. Ex. IX, 29 (hvormed Bredsidebilledet Fig. 27 kan sammen-

lignes), 7 og 12; Tværsnit gjennem Kim ses IX, 35 b (35 a er set fra Bredsiden),

VIII, 34 o. a.).

Jeg har haft Materiale til nogenlunde at følge Kimudviklingen hos Mniopsis

Weddelliana (Tab. IX). De første Stadier ses Fig. 1 og 2; jeg antager, at Fig. 1 maa for-

staas saaledes : Ægcellen har delt sig i 2; i Fig. 2 har den nedre af disse Celler begyndt

Delingen ved Dannelsen af to Cellekjærner, den øvre Celle synes derimod at være mindre

funktionsdygtig end tidligere eller være paa Vej til at gaa til Grunde. I Fig. 3 er der

tydelig en Kimholder, hvis øverste (nærmest Mikropyle liggende) Celler ikke synes funktions-

dygtige (?) , og et tocellet Anlæg til »den egentlige Kim»; denne er allerede ført ned i

øverste Ende af det store ellipsoidiske Rum incfen for indre Integument. En tilsvarende

Figur ses Fig. 4. Fig. 5 forestiller Kimen set mest fra Enden; en Korsdeling ved lodrette

Vægge har fundet Sted; Kimholderens Ende ses stikke frem under Kimen. Fig. (i viser,

at den egentlige Kim grundlægges af to Celler, nemlig en øvre (i Figuren nedad vendl),

der danner Hovedmassen af Kimlegemet, og som nu er delt i 8 Celler ved lodrette og

vandrette Vægge, og for det andet en Hypofysecelle, der vil vise sig at danne en yderst

Vitlensk. Selsk Skr., 6. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. II. 3. 14
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ringe Afslutning af Kimens Rodende. I Fig. 8 er Hypofysen begrænset af den med o—

o

mærkede Væg, og Ækvatorialvæggen gjennem Hovedcellen, ved hvilken denne deles i øvre

og nedre Etage, er mærket x—x. Kimen er saaledes nu delt i 3 Etager: en nederste,

dannet af Hypofysen, en mellemste og en øverste. Med disse Navne vil jeg i det følgende

for Kortheds Skyld betegne disse indre Afsnit i Kimen.

Kimens nederste Etage. Fig. 9 a og b vise os nedre Etage delt ved lodrette,

korsstillede Vægge; hertil vil svare Fig. 36, der fremstiller et Tværsnit af denne Etage. Den

er nu 4-cellet. Følge vi den videre, viser del sig, at denne Etages Celler endnu kun deles

ved nogle faa lodrette Vægge, og at de midterste i den hele Etage derpaa ogsaa deles ved

nogle perikline Vægge, saaledes som Fig. 25, 31, 33 og 34 vise. Dette ubetydelige Afsnit

af Kimlegemet, som herved er opstaaet, maa vel nærmest lydes som repræsenterende den

hele Rod, som saaledes altsaa er et enkelt, kun i Midten fordoblet Cellelag. Som lïod-

hætte kan man maaske betragte den nærmest Kimholdcren liggende Halvpart af delte for-

doblede Lag. Disse tangentiale Delinger i den hypokotyle Axes Rodende mangle hos andre,

men maaske ikke konstant hos hver Art. Jeg har saaledes ikke fundet dem hos Podosie-

mon Ceratoplujllum (VII, 24), men har her kun haft faa modne og gode Frø til Undersøgelse.

Ilos Castclnavia synes de ligeledes normalt at mangle, og Rodhaar udvikle sig — vel i

Afhængighed heraf — lige hen til Kimholderen (XV, 22, 26).

ØversteEtage indbefatter alt det, der i Fig. 8 og de andre Figurer ligger oven for

Linien x— x. Man vil ved at folge Suiten af Figurer se, at denne Linie bliver mere og mere

bøjet og brudt, i det dens to Yderpunkter hæves mere og mere i Vejret; i Fig. 9 a er den

allerede tydelig buet, men der ses ingen Celledelinger i Cellerne oven for den; ligeledes vil

man af Fig. 9 b, der er samme Kim som 9 a, drejet 90° og derfor set fra Kanten, se, at denne

Linie bøjer sig i en Bue op mod de Kanten skjærcude Meridianvægge, medens den med

omtrent uforandret Stilling skjærer de andre, lodret paa Bredsiden staaende Meridianvægge.

Paa de følgende Ldviklingstrin kommer der antikline eller skraat stillede Vægge til, og som

Figurerne vise med nogen Variation i Stillingen. I Fig. 17 er der paa højre Side tilkommet

en Væg, som udgaar skraat fra den gjennem Kimens Længdeaxe gaaende Væg og hen til

den bøjede Ækvatorialvæg; derved afsættes nedad til en med -4- mærket indre Celle.

I Fig. 18 er der dannet 4 antikline Vægge, af hvilke den ene omtrent støder op til

Enden af Meridianvæggen. I Fig. 21 og 35 er der dannet to perikline Vægge, ved hvilke

der indadtil afskjæres to med -f- mærkede Celler, udadtil to omtrent trekantede Celler.

Ligesaa i Fig. 22, men her er der i de længere fra Midtaxen liggende Celler dannet liere

antikline Vægge. Fig. 23 staar midt imellem 21 og 22. I Fig. 24, 26 og 25 er der til-

kommet endnu flere antikline Vægge, og der har derved dannet sig en større Flade af

Overhudseeller paa den nu tydelig i Kimblade og Axe udprægede Kim. Resultatet er altsaa

dette: øverste Etages Celler eller alle de oven for Linien x—x liggende Celler danne
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Overhuden paa Kimbladenes indre Flade, og tillige nedstammer fra dem en lille

Gruppe af omkring Kimens Midtaxe, inden for Overhuden liggende Celler, der i Figurerne ere

mærkede med oprette Kors. Jeg formoder, at denne Gruppe er Anlægget til den epiko-

tyle Axe. Paa Fig. 27 og 30—34 vil man ligeledes linde den, men her lindes der ikke,

sum i Fig. 24—26, nogen trekantet Overhudscelle i Bugten uden for. Videst udviklet er

den i Fig. 3 i afbildede Kim, i hvilken den nævnte Cellegruppe ved fortsatte lodrette og

vandrette Delinger er voxct betydelig.

Kimens mellemste Etage. Efter at der saaledes er gjort Rede for, hvad der

udvikles af nederste og af øverste Etage i Kimen, er mellemste tilbage. Hele det øvrige i

Kimlegemet, altsaa den hypokotyle Axe, Kimbladenes iMesofyl og Overhuden paa deres

Rygside, nedstammer fra de fire i Fig. 8 anlagte Celler, som ligge imellem Linierne x—x
og o—o, og som kaldtes mellemste Etage. L'dviklingsgangen er omtrent følgende. Efter

at de 4 Celler ere anlagte (Fig. 6, 8), opstaar der i hver af dem to perikline Vægge, der

gjøre Skjel mellem Epidermis og alt indenfor liggende (Fig. 9, 10, 11, 20, og især 35a—b).

I Epidermis optræder der nu kun autikline Vægge. I de 4 indre Celler fremkomme nye

lodrette, med lire af hine perikline parallele (paa Bredsiden lodrette) Vægge (sml. f. Ex. Fig. 9

og 10 med 11 og 35); ved disse sættes der Grænse mellem en inderste omkring Kimens

SMidtaxe liggende Cellemasse, som i Figurerne er betegnet med Skravering, og et ydre

Celleparti, der væsentlig danner Kimbladenes Mesofyl. Dette sidste Parti ses i Fig. 11, li

og 35« at bestaa af kun 1 Celle paa hver Side (i Virkeligheden er der 4 i hele Kim-

legemel, se 35 b); i Fig. 15 ligesaa, men den til højre liggende har strakt sig betydelig

i lodret Retning; i Fig. 16 og 17 have begge synlige Celler strakt sig, men i Fig. 16 har

den til højre liggende delt sig i to; i Fig. 18 ses to paa hver Side, i Fig. 19 tre paa hver

Side, i Fig. 27 Ire paa den ene, lire paa den anden Side, i Fig. 24 fire paa hver Side

o.s. v. 1 Fig. 34 ses der paa venstre Side én lang Ra'kke af 16 Celler, og paa højre Side

en lignende, men som i den nederste Halvdel har delt sig især ved Længdevægge.

Hin midterste, inden for det nu omtalte Vævparti liggende, med Skravering beteg-

nede Gruppe deler sig langt langsommere; den bestaar i Fig. 11, 14— 19, 21—24, 27, 30,

35 af kun 4 Celler, af hvilke kun de to ere synlige paa disse Længdesnit. I Fig. 26 ses

den til venstre liggende Celle tværdelt, i Fig. 31, 32, 33 ere begge Celler tværdelte, og i

Fig. 34 ere endnu tiere Celler dannede. Denne inderste Cellegruppe maa betragtes som

repræsenterende den hypokotyle Axes inderste og største Del.

Tværsnit gjennem Frø ses VII, 25; VIII, 34; XII, 28.

Spiringen er det — trods gjenlagne Frøudsæd — kun lykkedes mig at iagttage

hos Castelnaoia, hvorom ovenfor er talt.

14*
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Études sur la famille des Podostémacées.

Par

Eug. Warming.

Deuxième mémoire. 1

)

11. Organes végétatifs du Castelnavia princeps Tul. A W'cdd.

M. llegnell, botaniste suédois bien connu, a eu l'obligeance de m'envoyer du Brésil une

riche collection de Castelnavia princeps conservée dans l'alcool, en l'accompagnant d'ex-

cellentes observations sur le mode de croissance et de développement de cette plante, cl

je lui en exprime ici tous mes remercîments. J'en ai aussi reçu du Riks-Museum, à

Stockholm, quelques exemplaires également conserves dans l'alcool et recueillis par M.

Mosén.
Le Castelnavia princeps n'a été connu jusqu'ici que dans une phase qui correspond

ä peu près à mes Fig. 4 et 15, PI. XIII, et les organes végétatifs en ont aussi été décrits

comme «Irons dichotome divisa, fastigiatim expansa, fouis genuinis omnino ut videtur

destituta» (Weddell, dans De Cand. Prodr. 17, 1873, p. 80). Mais les deux phases que

j'ai figurées représentent de vieilles plantes plus ou moins abîmées par les eaux; chez les

exemplaires plus jeunes, on trouve des feuilles longues de plusieurs centimètres et élé-

gamment découpées (PI. XIII, Fig. 1, 2, 5). Elles sont situées sur le bord échancré du

corps charnu et irrégulièrement dichotome qui a été appelé «frons», et qui, d'abord creux

et à demi dressé (XIII, 1, 2, 3), devient en vieillissant plus plat, plus étendu et adhère

enfin tout entier aux pierres et aux rochers (XIII, 4, 15). Ce «frons» est en réalité un

corps formé d'un mélange de tiges et de parties basilaires connées des feuilles, un complex

de pousses fortement dorsiventrales, dont la position des feuilles et le mode de ramification

reproduisent les mêmes caractères, poussés à l'extrême, que j'ai indiqués chez le Podo-

stemon Ceratophyllnm et le Mniopsis (voir mon premier mémoire). Un fragment est repré-

senté en partie vu du coté dorsal (Fig. 3 A), du côté ventral |B) et des flancs droit (C) et

gauche (D), en partie étalé à plat et un peu schématisé en E. On voit par cette figure

que la ramification est comme celle d'une cyme dichotomique ordinaire; chaque axe porte

') Kgl. Danske Vidensk Selsk. Skr. 6c Série, II, 3, 1SS2. Mon premier mémoire a paru dans la même

série, II, I, 1881.
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deux rouilles (un dans les générations supérieures seulement une, de même qu'il peut en

porter davantage (XIII, 2) dans les générations d'un ordre inférieur à celles de la Fig. 3)

et se termine ensuite par une Heur. Ces deux feuilles sont plaeées alternativement (posi-

tion .',) sur les lianes de la pousse fortement dorsiventrale , et tournent leurs faces encore

plus complètement que chez le l'odostemon et le Mniopsis, de sorte qu'elles en viennent a

se trouver dans un seul et même plan, le plan de dorsiventralité, la face ventrale regardant

le côté dorsal de la pousse et le bord gastroscope, son axe. Leurs bourgeons sont placés,

comme chez les genres ci-dessus mentionnés, à la base notoscope de la feuille mère, et

la première feuille de chaque pousse latérale est située sur le côté le plus éloigné de

la pousse mère.

Par ce qui précède on comprendra la structure de XIII, 3E, surtout en s'aidant

du diagramme XV, 10 et de l'explication des deux figures. Dans XIII, 3 F
,

l'axe relative-

ment principal se termine par la Heur 2 et porte les feuilles a et b; l'inférieure a est la

feuille mère du bourgeon le plus grand, 3, dont la l
re feuille est a 1

et la seconde, a-,

b est la 2 d0
feuille de l'axe 2 et la feuille mère du bourgeon 4, dont la l

r0 feuille, dé-

tournée de l'axe mère, est b 1
et la 2 Jc

, b-. Ces 4 feuilles sont de la même manière des

feuilles mères de bourgeons, à savoir a 1 pour l'axe 5 avec les feuilles y
1 et y-, a- pour

l'axe ti avec les feuilles a et ß, b 1 pour l'axe 7 avec les feuilles m et n, et b'
2 pour l'axe 8,

seulement avec une feuille o. La ramification se poursuit d'après le même type. Les

complex de pousses les plus jeunes doivent, à cause du manque de place, saillir plus ou

moins fortement entre ceux qui sont plus âgés, et c'est pour cela que le bord de tout le

corps ressemblant au frons présente de fortes sinuosités (XIII, 3 B, 3D, etc.).

Chaque pousse se termine donc par une Heur; mais quand, en se soudant et en

continuant de croître, les parties basales des deux feuilles d'une pousse se sont élevées

au-dessus de la fleur, celle-ci est profondément cachée entre elles et on n'y arrive que

par un canal très étroit (voir la coupe XIII, 14, comme aussi les Fig. 16— 19 et les coupes

d'une paire de feuilles, 8 a et b , où ce canal est désigné par un astérisque); dans la

Fig. 3 E, ces canaux sont marqués par des lignes ponctuées, qui, de l'angle entre les parties

libres des deux feuilles, descendent à la cavité où se trouve la fleur. Le corps ressemblant

à un thalle est par conséquent formé par la soudure de tiges et de parties basales de

feuilles. Quand la floraison commence, les fleurs se font jour à travers les parties des

feuilles qui les recouvrent et apparaissent sur le côté dorsal du corps thalloïde (XIII, 15),

dont les parties libres des feuilles sont alors le plus souvent réduites à des rudiments;

la fructification une fois terminée au commencement de la saison sèche ou lorsque les

eaux sont basses, ce corps se dessèche au soleil, blanchit et se présente comme dans la

Fig. XIII, 4. Dans les cavités qui renfermaient les Heurs, on ne trouve alors à l'ordinaire

que des restes de capsules.

La limbe des feuilles se développe comme chez le Podostemon Ceratophyllum (voir

XIII, 17, 19; XV, 5, 13). Toutes les nouvelles formations prennent naissance comme ordi-

nairement les feuilles et les émergences, c'est-à-dire sous l'épidémie (XIII, 11, 12).

Les formations siliceuses font défaut. Le tissu fondamental est un parenchyme à

grandes cellules et à parois minces, qui devient un peu collenchymateux autour des fais-

ceaux libro-vasculaires. La ramification de ces derniers est des plus simples; chaque axe
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reçoit I faisceau qui, dans le réceptacle, envoie des rameaux à l'androcée et au pistil,

après avoir d'abord fourni à chacune de ses feuilles un faisceau qui ne tarde pas à se

trifurquer, et, à une hauteur indéterminée, ces faisceaux en envoient d'autres aux pousses

latérales (XV, 3). La coupe transversale d'un «frons» montrera donc des faisceaux épars,

dont les uns se rendent directement aux fleurs et les autres ne s'y terminent qu'après

s'être ramifiés (XV, 1,2); entre les faisceaux, se trouvent de nombreux canaux aboutissant

aux Heurs et qui, pour la grandeur et l'aspect, sont tout à fait semblables à ces derniers

lorsqu'on les regarde avec un faible grossissement. Les faisceaux fibro-vasculaires se

composent de cambiforme, de tubes cribreux(?) et de trachéides.

Haptères. Le «frons» est à un haut degré négativement héliotropique, il s'at-

tache fortement aux inégalités de la surface sous-jacente et se plie, par ex., autour des

angles droits des pierres (voir XIII, 4, la partie gauche de la figure). Ses appareils de

préhension sont des poils radicaux et des haptères, dont la structure et le développement

sont semblables à ceux des haptères mentionnés dans mon premier mémoire (XIII, 6, 7,

9— 13; XV, 16). Ils sont exogènes, naissent dans l'épiderme et la couche sous-épidermique

et se composent seulement d'un parenchyme formé de grandes cellules, sauf cependant

celles de la périphérie, qui sont plus petites et dans lesquelles la croissance par division

semble avoir lieu. On ne les trouve que sur les tiges elles-mêmes dans les «corps tbal-

loïdes»
, et ils les accompagnent souvent dans leurs ramifications en présentant l'image

d'une chaîne de montagnes (XIII, 7). Ma première hypothèse, qu'ils pouvaient être des

racines métamorphosées (voir mon premier mémoire) a perdu pour moi de sa vraisemblance

depuis que j'ai appris à connaître ceux-ci.

Je n'ai pas trouvé de racines chez le Castelnavia et je présume qu'il n'en a

pas du tout. Il ne se développe pas de racine principale lors de la germination, mais

l'extrémité de la tige hypocotyle se couvre de poils radicaux même jusqu'au suspenseur

(XV, 15, 18, 19, 22—27); la fonction la plus importante de ces poils est certainement de

servir d'haptères et c'est, je suppose, pour servir à la formation des nombreux petits

appendices et lobes qu'on y trouve souvent, que les parois à leur extrémité sont plus

épaisses que d'habitude (XV, 24, 2(J, 27).

L'embryon est déjà fortement dorsiventral; sa tige épicolyle se développe plus

pics du côté dorsal que du coté opposé (XV, 18), et les cotylédons tournent leur limbe en

se plaçant comme dans la plante devenue plus âgée (XV, 15; comp, avec la Fig. 23).

III. Organes végétatifs chez le Dicrœa elongata (Gardn.) Tul. et

le Dicrœa algœformis Beddome.

Je dois avant tout adresser ici mes sincères remercîments à M. Henry Tri m en,

directeur du jardin botanique de Peradeniya, à Ceylan, qui a bien voulu m'aider dans

mes recherches en m'envoyant des exemplaires conservés dans l'alcool, tant des deux

plantes nommées ci-dessus, que d'autres espèces qui feront l'objet d'un mémoire posté-
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rieur. Je me suis en outre servi de matériaux sers pris dans des héritiers; e'est ainsi

que les Fig. 20, PI. \; I, 2, PI. XII 1

) et 54, 55, PI. IX, ont été dessinées d'après des

plantes desséchées.

Les racines sont ici de deux sortes. Les unes, rampantes, s'étendent sur la

surface sous-jacente en s'y fixant, comme celles du Podostemon et du Mniopsis, par des

poils radicaux et par des haptères ayant les mêmes formes que chez ces deux espèces

(\, I, 2, 16—20), mais plus solides. C.es racines paraissent avoir une croissance illimitée,

et peuvent produire des pousses radicales. C'est d'elles que naît la seconde forme de

racines, les racines verticales, qui ondulent librement dans l'eau comme beaucoup d'algues

marines fixées aux rochers de la côte. Ces racines sont faiblement dorsivenfrales; elles

portent sur leurs deux flancs de petites pousses qui présentent également cette particu-

larité, les unes florales, à leur partie inférieure, les autres végétatives, à leur partie supé-

rieure (X, 20; XI, 1; XII, I). Lorsque les racines sont rubanaires , comme chez le Dicrœa

alffœformis, il peut se trouver en outre quelques pousses sur leur coté dorsal (par ex.

XII, I, en g). Ces racines verticales, qui ont été auparavant décrites comme des tiges,

ont évidemment une croissance normalement limitée.

Les racines verticales sont à peu près rondes chez le Dicrœa elongata, mais apla-

ties, rubanaires ou presque foliacées chez le Dicrœa algœformis (voir la coupe transversale

XII, -i, 5). On y trouve beaucoup de chlorophylle, même dans l'épiderme. Le mode de

formation de l'amidon est représenté XI, 20 et XII, 10 (on voit dans la Fig. XI, 16 de

l'amidon de formation secondaire).

La coiffe de la racine, chez le Dicrœa elongata, en couvre l'extrémité tout entière

(\, (i, 13); chez le D. algœformis, elle est onguiforme, a sa place sur le côté dorsal de

la racine (XII, 20—25) et est très insignifiante. J'ai trouvé des branches radicales sans

coiffe (XII, 20, 22), mais ne sais si elle manquait dès l'origine ou si elle était tombée.

En tout cas, on doit la considérer comme un organe rudimentaire sans importance (voir

aussi mon premier mémoire p. 23).

Ramification des racines. Les matériaux dont je dispose ne m'ont pas permis

de voir comment se forment les jeunes racines. Mais, en examinant des racines plus

âgées, par ex. celles qui sont représentées XII, 20 et 22, on arrive à cette conclusion,

que si leur mode de formation n'est pas entièrement exogène, elles doivent certainement,

à l'origine, n'avoir été couvertes que de deux ou trois couches du tissu de la racine mère,

de même que les pousses radicales qui naissent dans les parties périphériques de la racine

(\, 4, 5, 6, etc.); car il n'est pas vraisemblable que les pousses radicales naissent à une

grande profondeur dans l'intérieur de la racine mère, par ex. à la périphérie du cylindre

central. l'ar contre, lorsqu'une racine adventive naît d'une vieille racine, elle est toujours

endogène (XII, 23).

Ces racines doivent être appelées binaires, quoique dans une autre signification

qu'à l'ordinaire. Le tissu fondamental, qui constitue l'écorce, est parenchymateux et d'au-

tant plus collenchymateux et allongé qu'on se rapproche davantage du cylindre central

') J'ai conservé à ces deux plantes le nom de Dicrœa stylosa, nom que pnrle l'étiquette écrite pai

M. Tulasnc, bien que je présume qu'elles appartiennent au D. algœformis Ueddomc.
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(X, 10, 11, 12). Les méats intercellulaires manquent. Il s'y produit de nombreuses divi-

sions longiludinales et transversales (X, 12; XI, 17, 18). Les racines plates du Dicrœa

ahjaformis imitent quelquefois d'une manière remarquable la structure des feuilles ordi-

naires, les nombreuses divisions tangentielles de leur coté dorsal donnant naissance à une

espèce de parenchyme en palissade (XI, 22). La saillie sur le côté ventral se forme d'une

manière analogue (XII, 5).

La gaine protectrice manque. Le cylindre central doit être conçu comme formé

de deux faisceaux fibro-vasculaires, qui sont à considérer comme collatéraux, de la même
manière que les faisceaux ordinaires dans une tige; le phloème se trouve toujours sur le

côté dorsal et le xylème, sur le côté ventral, absolument comme chez les espèces men-

lionnées dans mon premier mémoire (voir XI, 18; XII, 3; III, 11,15; VI, 3). Qu'il y ait ici

deux faisceaux, c'est ce qui résulte des faits suivants. D'abord, on les aperçoit distincte-

ment dans les racines larges, où ces faisceaux sont écartés l'un de l'autre (XII, 4); dans la

Fig. XI, 22, on aurait pu indiquer mieux qu'on ne l'a fait qu'ils sont unis par un tissu différent

du tissu fondamental. Puis, ils sont très distincts dans les racines très jeunes (XII, 12).

En troisième lieu, les pousses radicales forment en général 2 rangées, et les faisceaux

fibro-vasculaires qui s'y rendent sont disposés aussi régulièrement que les nervures dans

une feuille penninerve; tel est surtout le cas chez le D. algœformis, dont la ressemblance

avec une feuille se trouve ainsi encore augmentée (voir XII, 20, 22 et, sur la même planche,

les parties jeunes des Fig. 1 et 2, dont la dernière représente un fragment rendu trans-

parent par la potasse). Enfin, cette structure correspond à celle des espèces du Podo-

stemon et du Mniopsis; on voit, par ex., très distinctement deux parties de xylème sur les

Fig. Ill, 15 et VI, 3.

Dans les cylindres centraux, comme ceux qui sont représentés X, 10, 11; XI, 18

et XII, 3, on ne voit pas trace d'une pareille composition; les deux faisceaux y sont réunis,

en ce sens que le tissu intermédiaire a pris la même structure qu'eux. L'examen de

coupes transversales telles que XI, 18 et XII, 3, montre seulement un certain nombre de

cellules, rayonnant plus ou moins distinctement en éventail d'un des côtés, celui du

phloème ou le côté dorsal (marqué dors), qui se distingue en même temps par la circon-

stance que les cellules situées en dehors sont plus longues et à parois plus épaisses, et

divisées elles-mêmes par de nombreuses cloisons longitudinales irrégulièrement placées.

Kien n'indique la présence du xylème et c'est seulement par les coupes longitudinales

qu'on apprend qu'il y a des tracbéides sur le côté ventral (XI, 15, 16). Mais ces derniers

peuvent aussi faire complètement défaut, ou on ne les trouve que dans un des flancs,

mais non dans l'autre; il est assez clair qu'ils ne jouent aucun rôle important, et qu'on peut

tout au plus regarder le xylème comme rudimentaire. Le reste du faisceau se compose

de tubes cribreux et de cellules parenchymateuses à parois minces, dont quelques-unes

peut-être peuvent être regardées comme appartenant au xylème (voir le côté droit de la

Fig. XI, 15); mais le reste, en tout cas, est du liber mou. Les tubes cribreux sont toujours

accompagnés de cellules parenchymateuses de la même longueur qu'eux, et qui évidemment

proviennent de la même cellule mère (XI, IG); ces cellules possèdent un noyau et sont

riches en protoplasma, tandis que les tubes cribreux sont reconnaissables à l'élargissement

de leurs extrémités, à la forme de leurs parois terminales et à leur contenu plus clair, un
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peu strié et sans noyau; suivant moi, nous avons affaire ici à des tubes cribreuz avec de

nombreuses cellules adjointes (« Geleitzellen » de Wilhelm), roui- les formes du liber mou,

voir XI, 15, 16, 19; XII, 9 (faisceau se rendant à une pousse radicale) et 11.

Je ne doute pas que cette structure anatomique différente ne soit en connexion

avec la dorsiventralité des racines, et avec la particularité qu'elles ne peuvent être divisées

que par 1 plan de symétrie.

Les pousses radicales, qui sont siluées principalement sur les deux lianes des

racines, et souvent disposées par paires (X, 20, 22), comme chez le Podostemon et le Mniopsis,

sont endogènes et naissent sous les deux couches de cellules extérieures de la racine,

loin du cylindre central, avec lequel elles n'entrent en communication que plus tard (X,

4—6, 8, 14, 15, 21, 22; XII, 21, 23). Les pousses percent ensuite les couches de cellules

qui les couvrent, mais la tige des pousses purement végétatives est si insignifiante qu'elle ne

s'élève pas au-dessus de la racine mère; on voit seulement une touffe de feuilles très simples

émerger d'une ouverture (par ex. X, 21, 22; XII, 4, 6, 22—24), et aussi est-il très difficile de

savoir au juste quelle en est la situation. Les pousses florales, par contre, ont un axe

distinct sur lequel les feuilles sont disposées en deux rangées, dont l'une regarde l'extrémité

de la racine et l'autre s'en détourne, absolument comme chez le Podostemon et le Mniopsis.

Les feuilles sont ensiformes et ont une gaine large et en forme de bateau, qui reste après

la chute du limbe (X, 7; XI, 2—7; XII, 13, 18).

Les pousses florales semblent, quoique sans grande régularité, se développer en

général de haut en bas (X, 2, 20; XII, 1).

On voit par là combien les pousses des JJicrœa sont de peu d'importance, pour ne

pas dire rudimentaires, et il est évident que, comme organes d'assimilation, elles sont loin

de pouvoir être comparées aux racines.

Si l'on compare les organes végétatifs des Podostémaeées examinées jusqu'ici, en

prenant pour point de départ le Podostemon Ceratophyllum, on arrive aux résultats suivants.

La racine de cette espèce est illimitée, à demi ronde, rampante. Les pousses radicales

ont une longueur de 5 à 6 centimètres, sont munies de feuilles relativement fortes, et,

quoique la racine soit verte, constituent en somme l'organe d'assimilation le plus important.

De là dérivent les autres formes en deux séries divergentes. Dans la première, nous n'avons

que le Castelnavia
; autant que j'en puis juger, la racine est complètement!?) absente, les

pousses sont les seuls organes d'assimilation et il s'en produit une série de générations

extrêmement nombreuses qui se réunissent en un large corps thalloïde. Dans la seconde,

nous trouvons d'abord le Mniopsis Weddelliana et le Mn. Glazioviana; la racine est ram-

pante, illimitée, souvent relativement large et aplatie, mais les pousses sont de moins en

moins riches en feuilles, et la ramification n'est peut-être pas aussi vigoureuse que chez le

Podostemon. Chez le P/icrœa elongata, on trouve des racines rampantes qui probablement

sont illimitées, mais elles donnent naissance à des racines verticales, presque rondes,

ondulant librement dans l'eau et très riches en chlorophylle, dont la croissance en longueur

a évidemment une limite normale, et sur lesquelles se développent de nombreuses pousses

qui, au point de vue végétatif, n'ont presque aucune importance. Chez le Dicrœa algœformis,

ces racines verticales deviennent des corps larges, rubanaires, peut-être plus riches encore

en chlorophylle, qui, dans leur structure anatomique et la ramification des faisceaux fibro-

Vidensk. Selsk. Skr-, 6. Række, naturvidensk. og matlicm. Afii. IJ. 3. J5
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vasculaires, rappellent d'une manière remarquable les feuilles penninerves des Dicotylédones;

quant aux pousses radicales, elles sont, si possible, encore plus réduites, et la racine joue

ici le rôle qui appartient d'ordinaire à la tige et à la feuille.

J'aurais certainement beaucoup à ajouter pour compléter les observations qui pré-

cèdent, mais comme je n'ai eu jusqu'ici à ma disposition que des matériaux dessécbés, je

n'ai pu pousser mon analyse aussi loin que je l'eusse désiré. J'ai représenté IX, 55

une l'odostémacée indéterminée (de l'Inde), qui se rattache directement au Dicrœa algœ-

formù; la racine est seulement encore plus large et plus courte et ressemble aussi davantage

à un thalle. Des formes comme YHydrobryum olivaceum (IX, 5i) sont évidemment des

formes extrêmes; le corps lhalloïdc, lobé et sans doute de couleur verte, qu'on voit étalé

sur le substratum, et qui porte des pousses florales manifestement endogènes non plus

sur les deux lianes, mais sans ordre sur toute sa surface, est bien certainement une racine.

Il est probable que la coiffe ne s'est pas développée et que la ramification est entièrement

exogène; mais sur ces points, comme sur d'autres, je ne saurais rien dire avant d'aXoir à

ma disposition des matériaux conservés dans l'alcool, dont je viens du reste de recevoir

envoi grâce à l'obligeance de la Direction du Kew Garden.

Les deux points extrêmes aboutissent ainsi l'un et l'autre à un corps qui reproduit

d'une manière frappante la forme lhalloïdc de certaines Lichénées et Hépatiques, mais qui,

un petit dans un cas, est un remarquable complex de pousses et, dans l'autre, une racine

remarquablement métamorphosée.

IV. Organes de "la fructification chez le Podostemon Ceratophyllum Miclix.,

le Mniopsis Weddelliana Tul., le Mn. Glazioviana Warmg., le Castelnavia princeps Tul.

&: Wedd., le Dicrœa elongata (Gardn.) Tul. et le Dicrœa algœformis Beddome.

Comme ces parties sont si bien connues, surtout grâce à l'excellente monographie

de M. Tulasne, je me bornerai ici à relever quelques points, en me référant pour le

reste à l'explication des figures. Je remettrai également l'interprétation morphologique de

la structure florale jusqu'à l'époque où j'aurai terminé ces études.

Relativement au diagramme de la fleur, on peut remarquer que l'androcée, com-

posée de deux étamines, se trouve toujours sur le côté ventral de la fleur, et que les

carpelles sont dans le plan médian (VU, 10; XV, 10, etc.). Les deux stigmates terminaux

dans la préfloraison sont inclinés vers l'androcée (VII, 1,5; XIV, 1, etc.).

En ce qui concerne le développement de la fleur, mes observations n'ont,

pour la plupart, eu pour objet que le Castelnavia. Sur une base hémisphérique se forme

d'abord l'involucre, qui prend naissance sur le côté ventral (XIV, 5, 6, 111. Puis naissent

les deux étamines, qui, chez cette plante, ne sont presque pas monadelphes (XIV, 1), et,

après elles, se montrent les deux squamules («staminodes»), bien qu'elles soient certainement

des feuilles périgoniales et appartiennent par suite à un verticille extérieur. L'axe s'élève
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alors plus verticalement, le placenta et les parois de l'ovaire se forment (XIV, 8, 10). Les

ovules naissent en ordre acropétal (XIV, 3, 14, 16) et, comme à l'ordinaire, sous l'épidémie

(XIV, 17). J'en ai le mieux suivi le développement chez le Mniopsis Weddelliana, dont les

phases concordent avec toutes celles qui ont été observées chez le ">utres espèces.

Les ovules ne tardent pas à se courber (XIV, 18; VIII, 7), eviennenl anatropes

et amphitropes (XIV, 2) avec un court funicule; ils n'ont pas de faisceaux fibro-vasculaires.

Le tégument extérieur se forme bien plus tôt que le tégument intérieur (VIII, 8, 9, 11;

XIV, 13); il acquiert une épaisseur de 3 couches de cellules environ, et se remplit de

bonne heure d'amidon (VII, 28). Ce dernier disparaît dans les graines, les couches inté-

rieures du tégument y deviennent comprimées, en même temps que les cavités cellulaires

dans la couche extérieure ont disparu, et les cellules de cette couche sont remplies ou

presque remplies d'une masse mucilagineuse qui se gonfle extraordinairement dans l'eau,

absolument comme chez le Linum, le Cydonia, etc. (comp. VII, 28 avec 25, et 27 avec 26;

VIII, 34; XII, 28). Le tégument intérieur se forme seulement dans l'épiderme et se

compose de deux couches de cellules; les parois de celles-ci prennent très rapidement une

couleur foncée (XIV, 9; VIII, 9—17).

Le nue elle est d'abord constitué par trois cellules intérieures, disposées en une rangée

et enveloppées d'un épiderme qui s'amincit vers la chalaze. Il se différencie en deux parties,

dont l'une supérieure, pyriforme ou ellipsoïdale, s'élève au-dessus du tégument intérieur

(XIV, 9, 21; VIII, 10

—

17), et a pour fondement celle des trois cellules intérieures sus-

mentionnées qui est placée le plus haut, avec l'épiderme qui l'entoure. De cette grande

cellule dérive le sac embryonnaire, et dans cette partie supérieure du nucelle on trouve

les premiers états de l'embryon; mais les matériaux dont je dispose ne m'ont pas permis

de suivre de près la formation du sac embryonnaire et de ses cellules, qui cependant semblent

se produire comme à l'ordinaire (voir les ligures citées et IX, 1— 3). La partie inférieure

du nucelle, qui est recouverte par le tégument intérieur, croît beaucoup en longueur et

en largeur, mais sans qu'il se produise des divisions de cellules, et se développe en une

grande cavité ellipsoïde, dans laquelle on n'aperçoit que quelques parois de cellules extrê-

mement minces et ça et là un noyau de cellule. C'est dans cette cavité que l'embryon est

très vite amené (voir XIV, 9 et IX, 3, 6, 7) et il finit par la remplir complètement.

J'ai pu suivre en partie la formation de l'embryon chez le Mniopsis Weddelliana

(PI. IX). Dans les toutes premières phases, il semble qu'il se forme un court proembryon

avec un petit nombre de cellules, lequel ne tarde pas à se différencier en suspenseur et

en embryon. Dans IX, 1, le proembryon a 2 cellules; dans IX, 2, la cellule inférieure

semble être en train de se diviser, tandis que la cellule supérieure périt. La Fig. 3, Tl. IX

montre le proembryon différencié et l'embryon déjà amené dans la grande cavité du nucelle.

L'embryon, dans les Fig. 6 et 8, se compose de 3 étages. L'étage inférieur (l'hypophyse),

situé au-dessous de la ligne o o, n'a encore qu'une cellule, mais se divise bientôt par

des cloisons verticales (Fig. 9 a-b, 10, 36) et finit par former une couche ne contenant qu'un

petit nombre de cellules et seulement dédoublée au milieu, qui termine l'extrémité radiculaire

de l'embryon et doit être considérée comme une radicule rudimentaire qui aboutit au sus-

penseur (Fig. 34). L'étage supérieur, dans la Fig. 8, est représenté par tout ce qui est

au-dessus de la ligne x x. C'est de cet étage que tirent leur origine l'épiderme de la

15'
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face ventrale des cotylédons et un petit groupe de cellules, marqué de croix verticales (+ +),

qui peut être regardé comme le fondement de l'axe épicotyle (voir Fig. 34 et les phases

précédentes!. L'étage du milieu est placé entre les lignes x x et o o; il donne

naissance à l'épiderme..de la face dorsale des cotylédons, au mésophylle de ces derniers et

à un petit groupe inb, je ir de cellules, désigné par des hachures, qu'on peut regarder comme

la partie hypocotyle ue la tige. Un embryon complètement développé est représenté en

coupe longitudinale IX, 34, et en coupe transversale VII, 25, VIII, 34 et XII, 28.

Pour ce qui regarde la structure du péricarpe, je ferai remarquer que les

cellules de sa couche la plus intérieure sont toujours étalées horizontalement — dans une

direction tangentielle — et celles de la couche qui la précède, verticalement, de sorte

qu'elles se croisent à angle droit avec les premières (VII, 20—23; VIII, 28, 30—33). Les

cellules de cette dernière couche et quelquefois aussi d'autres cellules qui n'en font pas partie,

s'épaississent fortement , ce qui est probablement dû à l'amidon déposé en grande quantité

dans les parois de l'ovaire (comp. VII, 20 avec 22, VIII, 30 avec 32, 33 et XI, 11 avec 21).

Dans le jeune péricarpe, on voit des faisceaux procambiaux dont les cellules pros-

enchymateuses s'épaissiront beaucoup plus tard (chez les genres Podostemon, Dicrœa,

Castelnavia (comp. VII, 21 avec 22 et XI, 11 avec 21); le Mniopsis en est dépourvu).

Les squamules (« s tam i no des » des auteurs) sont pourvues, surtout vers le

sommet, de grands méats intercellulaires, aussi bien entre les cellules de la périphérie, que

plus profondément. Ces méats, qui sont représentés XI, 14, VII, 13 et VIII, 27, peuvent

être si nombreux et si grands que les squamules deviennent de véritables treillis de cellules,

comme dans la Fig. VII, 13.

Je me réfère, pour le reste, aux figures et à l'explication des planches.
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Explication des Planches.

Planche VII.

Podostemon Ceratophjllum Michx.

Fig. I. Bouton de fleur. L'involucre encore fermé [sp) est indiqué par une ligne ponctuée. Les

stigmates (si) sont inclinés à gauche vers le côté ventral de la (leur, où les étamines et les squamulcs sont

aussi fixées. (Faible grossissement: c.
'

T ).

Fig. 2. Coupe transversale d'un jeune involucre.

Fig. 3. Androcée avec ses deux étamines monadelphes et la squamule {std') qui est fixée entre elles.

Les lignes ponctuées dans le filament indiquent les faisceaux vasculaires.

Fig. 4. Coupe transversale du filament; le côté plat est tourné vers l'ovaire.

Fig. 5. Sommet de l'ovaire avec les deux stigmates non encore complètement développés. La

suture est indiquée au milieu de la surface de l'ovaire.

Fig. 6. Bouton de fleur privé de son involucre et vu du côté ventral, std, squamule. std', squa-

mule fixée entre les deux étamines (grossissement c. '{}.

Fig. 7 [c.
'

T ]. Androcée. Cas rare: il y a 3 anthères et deux faisceaux vasculaires indépendants,

dont l'un se bifurque.

Fig. 8. Autre cas rare: outre les deux étamines normales monadelphes, avec leurs trois squamules,

il y a a droite une étamine rudimentaire indépendante, dont le sommet a la même structure particulière que

les squamules (voir Fig. 13).

Fig. 9. Coupe verticale de l'ovaire, montrant la position de 3 ovules; un faisceau vasculaire aboutit

au milieu de la base du placenta. On a indiqué un épidémie intérieur d'une nature particulière dans l'ovaire.

Fig. 10. Coupe transversale d'une fleur sp, involucre; st, anthères; std, squamule; la squamule

du milieu, située entre les étamines, est indiquée par un astérisque.

Fig. 11. Coupe transversale de l'ovaire. On a indiqué dans sa paroi l'épiderme intérieur et les 10

faisceaux de sclérenchyme.

Fig. 12. Autre coupe transversale. Ici se présente le cas anormal que le placenta était divisé en

deux parties distinctes.

Fig. 13. Sommet et partie d'une squamule située plus près de la base, montrant la structure parti-

culière à claire-voie qui distingue surtout le sommet.

Fig. 14. Coupe transversale d'une anthère, montrant les cellules fibreuses et la place du faisceau

vasculaire.

Fig. 15. Montre la forme des cellules épidermiques (epid) et des cellules fibreuses (filir) sous-

jacentes de la paroi de l'anthère.

Fig. 16. Deux grains de pollen composés.

''
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Fig. 17 [c.
'

T°]. Fleur qui vient de se flétrir. Les nervures de l'ovaire ne sont pas encore bien

distinctes. On voit à la base les restes de l'involucre.

Fig. 18. Fruit; les nervures sont maintenant très distinctes et apparaissent comme des filets saillants.

Fig. 19. Fruit à peine tout à fait mûr, mais desséché et ouvert; on voit des restes de l'androcée.

et une squamule.

Fig. 20. Coupe transversale de la paroi d'un jeune ovaire. Les cellules sont remplies d'amidon,

comme on l'a indiqué sur une petite partie. Un faisceau de sclérencliyme est aussi coupé (se).

Fig. 21. Coupe analogue, montrant la suture de dehiscence et la cloison qui réunit le placenta avec

la paroi de l'ovaire. On n'a pas figuré ici l'amidon des cellules.

Fig. 22. Coupe transversale de la paroi d'un fruit. L'épiderme intérieur (epi), la couche sous-

épidermique et les faisceaux de sclérenchyme (se) se sont maintenant beaucoup épaissis, tandis que l'amidon

a disparu.

Fig. 23. Montre la forme des cellules dans l'épiderme intérieur de la paroi de l'ovaire (epi) et de

la couche sous-jacente de cellules sous-épidermiques (sep). Les premières sont disposées horizontalement et

les secondes, verticalement.

Fig. 24. base d'un embryon montrant le suspenseur, qui est maintenant brun, et l'extrémité radi-

culaire de l'embryon.

Fig. 25. Coupe transversale d'une graine. Au milieu, on voit les deux cotylédons et, extérieure-

ment à ceux-ci , les deux couches de cellules brun foncé («) du tégument intérieur. Puis viennent quelques

restes indistincts des cellules intérieures du tégument extérieur, et enfin la couche extérieure des cellules

gélatineuses, incolores et se gonflant fortement dans l'eau (epi), de ce dernier tégument.

Fig. 26. Graine desséchée. Le tégument intérieur brun est visible à travers le tégument extérieur

incolore.

Fig. 27. La même graine que Fig. 26, mais dans l'eau et coupée longitudinalement. La couche de

cellules extérieure est très gonflée; au milieu od voit l'embryon.

Fig. 28. Coupe transversale d'un ovule. Les cellules du tégument extérieur [ie) sont remplies

d'amidon. Le tégument intérieur («) ne renferme que peu d'amidon , mais les parois des cellules sont déjà

très brunes. Le milieu est occupé par les cellules transparentes et a parois très minces du nucelle.

Plauche VIII.

Mniopsis Weddelliana Tul.

Fig. I. Fleur en train d'éclore; l'involucre est ouvert au sommet, les stigmates et les anthères

apparaissent (c.
I

1

°).

Fig. 2 ['y ]. Fleur complètement épanouie; les anthères sont ouvertes et vides de pollen.

Fig. 3. Un des deux sligmates; il est profondément découpé et très papilleux (voir Fig. G).

Fig. 4 ['y ]. Après la floraison. Le pédoncule s'est allongé et a porté l'ovaire au-dessus de l'invo-

lucre; les étamines sont flétries.

Fig. 5. Coupe longitudinale d'un jeune bouton; sp, l'involucre, qui, à sa base, a 4 couches de cel-

lules; /», faisceaux vasculaires qui se rendent dans le réceptacle et envoient de là des ramifications dans le

filament et dans l'ovaire.

Fig. 6. Partie d'un stigmate.

Fig. 7—17 [c.
3

f ]. Phases du développement de l'ovule. 7 est la plus jeune; il n'y a encore aucun

tégument. 8: le tégument extérieur (ie) se montre le premier. 9: le tégument intérieur apparaît presque en

même temps sur tout le contour de l'ovule. 10: nucelle, formé de 2 à 3 cellules intérieures et d'une

couche épidermique, et ii, tégument intérieur; la cellule supérieure dans l'intérieur du nucelle est très grande.

11; les deux téguments se développent unilatéralement. 12 et 13: nucelle et tégument intérieur. 14: coupe

transversale du nucelle près du sommet. 15: coupe longitudinale d'un ovule dont le nucelle se trouve au

même degré de développement que dans les Fig. 12 et 13. 16: micropyle d'un ovule à peu près complète-
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ment développé; le micelle s'élève au-dessus du tégument Intérieur (n). La grande cellule A son sommet

est limitée en bas par une paroi réfringente. 17: coupe longitudinale par la partie située au-dessus et

autour du micropyte d'un ovule; fun, funicule; m, mlcropyle; le sommet du nucelle s'élève au-dessus du

tégument intérieur, qui est reconnaissable aux parois foncées de ses cellules disposées en deux couches.

Le tégument extérieur (te) et le funicule sont remplis d'amidon (omis ici). Au sommet du nucelle, en dedans

de l'épidémie, on voit une grande cellule a contenu foncé (le sac embryonnaire?), à l'extrémité supérieure

de laquelle se trouve une masse fortement réfringente fonnéc peut-être par la compression de plusieurs

cellules it parois gonflées.

Fig. IS. Anthère, vue de dedans.

Fig. 19. Deux grains de pollen composés; une des cellules de chaque grain est sphérique et lisse,

tandis que l'autre est tétialohée et légèrement verruqueuse.

Fig. 20. Grain de pollen dont les deux cellules sont tétralobées et légèrement vemiqueuses.

Kig. 21. Grain de pollen en germination; chaque cellule pousse un tube pollinique

Fig. 22. Grain de pollen vu de son extrémité, et dont les deux cellules sont tétralobées.

F'ig. 23. Jeune grain de pollen dans l'intérieur duquel ou voit deux globules (noyaux de cellules?)

dans le protoplasma contracté.

Fig. 24. Deux grains de pollen, dont l'un germant.

Fig. 25. Papilles stigmatiques, avec un grain de pollen germant dont l'une des cellules est vue eu

coupe longitudinale.

Fig. 2G. Tégument intérieur (»»), avec le nucelle (jikc) d'un ovule.

Fig. 27. Sommet d'une squamule complètement développée (6) et coupe transversale d'une autre

très jeune (a).

Fig. 2S. Les deux couches de cellules les plus internes dans la paroi de l'ovaire, epl, l'épiderme.

F'ig. 29. Coupe transversale de l'ovaire; le coté dorsal est tourné eu bas.

Fig. 30. Fragment de la paroi d'un jeune ovaire en coupe transversale. Les cellules en sont

remplies d'amidon, ici omis.

Flg. 31. Fruit ouvert; la plus petite des valves (la ventrale) est tombée.

Fig. 32 et 33. Coupe de la paroi d'un fruit mûr; epi, épidémie intérieur.

F'ig. 34. Coupe transversale d'une graine. Intérieurement, on voit eu coupe les deux cotylédons

entourés des cellules encore bien conservées (h) du tégument intérieur. Puis apparaît le tégument extérieur,

dont les couches cellulaires extrêmes ont des parois si épaisses qu'il ne reste plus intérieurement qu'un très

petit lumeu. Les autres cellules sont comprimées.

Planche IX.

Fig. 1— 35. Mniopsis Weddclliana Tul.

Le grossissement, pour toutes ces figures, est de c. 's° — 3 |°.

Fig. 1. Proembryon à deux cellules. Au-dessus et sur les cùlés, on voit l'épiderme du nucelle.

Fig. 2. Proembryon formé de deux cellules, dont l'inférieure a deux noyaux et se divisera bientôt

par une cloison transversale. Au-dessus, une partie de l'épiderme du nucelle.

Fig. 3. Le proembryon s'est différencié en suspenseur (a 3 ou 4 cellules) et en embryon. L'em-

bryon est déjà en train de passer dans la grande cavité inférieure.

Fig. 4. Jeune embryon.

Fig. 5. La cellule terminale du protoembryon, qui constitue la masse principale du corps embryon-

naire, est divisée ici en 4 cellules par des cloisons verticales (elle est vue d'en haut, tandis que le suspen-

seur est vu de côté).

Fig. 6. Jeune embryon, vu de coté. Sa partie supérieure presque sphérique est divisée en S cel-

lules par des cloisons transversales et longitudinales; au-dessus, on voit la cellule d'où la radicule tire son

origine (l'hypophyse) et une partie du suspenseur; sur les côtés de l'embryon, on a tracé deux lignes qui

marquent les limites de la grande cavité, en dedans du tégument intérieur, où l'embryon sera renfermé.
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Fig. 7. Embryon au même degré de développement que la flg. 6 , mais la face dorsale des cotylé-

dons tournant vers le speclaleur, tandis que la flg. 6 et la plupart des autres figures sont vues du côté

latéral, plus large.

Fig. S. Jeune embryon, vu du côté large.

Fig. 9. Embryon un peu plus âgé, vu du côté large (côté latéral) (a) et du côté dorsal (6).

Fig. 10—11. Embryons, vus du côté large.

Fig. 12. Embryon, vu du côté dorsal.

Fig. 13. Embryon vu du côté dorsal, en coupe longitudinale.

Fig. 14—19. Embryons à peu près du même âge vus du côté large, en parlie avec les cellules

du suspenseur.

Fig. 20. Embryon vu du côté dorsal (o) et de l'extrémité supérieure, en coupe transversale.

Fig. 21— 26. Embryons de différents âges, vus du côté large, avec une cellule presque triangulaire

en coupe longitudinale, à la base inférieure des cotylédons.

Fig 27. Embryon vu du côté large.

Fig. 28 et 29. Embryon vu du bord (Fig. 29) et en coupe longitudinale (Fig. 28).

Fig. 30—34. Embryons de différents Ages, vus du côté large et qui n'ont pas de cellule triangulaire

à la base inférieure des cotylédons.

Fig. 35. Embryon, vu du côté large (o) et en coupe transversale (t), correspondant à peu prés a

la Fig. 23, b.

Fig. 36. Extrémité radiculairc d'un embryon, en coupe transversale.

Fig. 37— 53. Mniopsis Glazioviana Warmg.

Fig. 37 [V
1

]. Partie supérieure d'une plante déllcurie. L'axe principal porte les feuilles m, n

(dithèque) et o, et se termine par un jeune fruit I qui, à la base, est entouré de l'involucre. La feuille n est

mère d'une pousse latérale qui porte la feuille a et se termine par un fruit (tombé).

Fig. 38—40 [}]. Trois plantes portant de jeunes fruits; la dernière est vue de derrière. Les

feuilles ont été si maltraitées par les courants que, de la plupart, il ne reste que quelques parties de la base

[Claziou, n» 13144].

Fig. 41 ['?"]• Sommet d'une squamule.

Fig. 42. Stigmate.

Fig. 43. Coupe transversale d'une fleur; on voit dans l'étamine deux faisceaux vasculaires (les

squamules sont omises).

Fig. 44. Deux embryons.

Fig. 45 ['J ]. Coupe transversale de la paroi capsulaire.

Fig. 46. Jeune fruit qui porte encore ses deux stigmates. On voit la suture de dehiscence descendre

obliquement des stigmates à la base de l'androcée.

Fig. 47 [VI- Coupe longitudinale d'un bouton.

Fig. 48 [V]. Pousse dont la fleur est encore en bouton. Sur son côté dorsal tourné en avant, on

voit (en x) le sommet d'une petite écaille représentée isolée en b.

Fig. 49 [V]- Forme anormale de l'androcée (vue de dehors). L'étamine non habituelle a est stérile.

Fig. 50
[ j

6
]. Forme habituelle de l'androcée, vue de dedans; la squamule gauche est omise.

Fig. 51. Grain de pollen formé de deux cellules, dont l'une tétralobée et l'autre globuleuse.

Fig. 52. Grain de pollen formé de 2 cellules a 5 lobes, vu de son extrémité.

Fig. 53
[

!
/]- Coupe transversale d'une tige et d'une feuille, dors désigne le côté dorsal de la tige.

Les parties obscures koll désignent du eollenchyme.

Fig. 54 [y]. Hjdrobrjum olivacciiiu (Gardn.) Tul.

Fig. 55
[ T j

Podosteuion (sp. indeterminata) leg. Dr. Ritchie.
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Planche X.

Dicrœa elongata (Gardn.) Till.

Fig. I. Plante en grandeur naturelle. La partie enlevée a sa place en *.

Fig. 2— 3. Fragments d'une autre plante en grandeur naturelle.

Fig. 4— ft
[
5
f ]. Coupe longitudinale d'une plante, montrant la formation endogène des pousses. Les

couches de cellules couvrant la pousse représentée Fig. 4 commencent a se détacher en *. fa, faisceau

vasculaire.

Fig. 6. Extrémité d'une racine, avec une coiffe et 6 pousses qui n'ont pas encore, percé leur enve-

loppe, en coupe longitudinale.

Fig- 7 [t
6
]' Fragment d'une racine plus âgée avec deux pousses, dont l'inférieure porte les feuilles

a, b, c, d et e, cette dernière conservant encore une partie de son limbe, tandis que d l'a perdu. Les

feuilles de la pousse supérieure sont plus complètes; on entrevoit la fleur en fi.

Fig. S. Pousse qui se fait jour a travers son enveloppe.

Fig. 9 ['y ]. Extrémité d'une racine, avec cinq pousses d'âge durèrent qui ont percé leur enveloppe

et sept, désignées par des astérisques, qui sont encore renfermées dans la racine. La feuille, la plus âgée (a)

de chacune des cinq pousses est la plus éloignée du spectateur.

Fig. 10 L'f ]- Coupe transversale d'une racine.

Fig. 11. Partie moyenne plus fortement grossie d'une racine semblable.

Fig. 12 ['y ]. Coupe longitudinale de l'écorce d'une racine.

Fig. 13. Extrémité d'une racine avec une coilTe bien distincte traitée par la potasse.

Fig. 14 ['T ]. Fragment d'une racine dont les pousses se sont fait jour; la feuille la plus Agée de

chaque pousse est tournée vers le spectateur.

Fig. 15
[

2

T
6
]. Fragment d'une racine, avec trois pousses dont la première feuille s'est fait jour.

Fig. 16— 19 [c. f].
Parties basales de racines verticales, et racines rampant horizontalement ir),

avec des haptères.

Fig. 20. Plante en grandeur naturelle (d'après des matériaux desséchés), avec trois racines verticales

florifères flottant dans l'eau et issues d'une racine qui rampe horizontalement.

Fig. 21. Coupe verticale d'une racine, montrant la base d'une pousse dont la plus jeune feuille

est marquée fol. fa désigne en partie le cylindre central de la racine, en partie le faisceau vasculaire qui va

de ce dernier à la pousse.

Fig. 22 [f].
Extrémité d'une racine avec des pousses végétatives.

Hauche XI.

Fig. 1— 20. Dicrœa elongata (Gardn.) Tul.

Fig. 1. Plante en grandeur naturelle.

Fig. 2— 4 [y]. Trois pousses superposées, du même côté de la racine dessinée Fig. 1; sur la Fig. 4,

on voit une fleur renfermée entre les feuilles. Dans la Fig. 3, il y a sans doute eu une feuille en *.

Fig. 5. Pousse florifère, vue du côté dorsal; la fleur est épanouie.

Fig. 6. Pousse florifère, vue du côté ventral; la fleur est encore en bouton.

Fig. 7. Fragment d'une racine avec deux pousses florifères, vu du côté dorsal; b est vu en V du

côté ventral.

Fig. 8. Partie supérieure de l'androcée, vue de dedans.

Fig. 9. Bouton de fleur après l'enlèvement de ['involucre.

Fig. 10. Partie supérieure du pistil dans une fleur éclose.

Fig. 11 ['f ]. Coupe transversale de la paroi d'un ovaire; le contenu des cellules en amidon est

en partie indiqué.

Fig. 12. Coupe transversale de l'ovaire.

Fig. 13. Trois grains de pollen, dont deux sont germants; c est vu en coupe longitudinale.

Vidensk. Selsk. Skr., C. Række, natnrvidensk. oj; matliera. Afd. II. 3.
| fj
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Fig. 14. Partie d'une squamule.

Fig. 15. Coupe longitudinale du cylindre central d'une racine; phi, phloème; xyl, xylème.

Fig. IC. Coupe semblable; m, cellules corticales avec des grains d'amidon; ad, cellules adjointes

(cellules compagnes); cr, tubes cribreux; a. droite, les trachéides du xylème.

Fig. 17. Coupe transversale de l'écorce d'une racine; la flèche est dirigée vers la périphérie.

Fig. 18. Coupe transversale du cylindre central et des parties limitrophes de l'écorce d'une racine;

ryl désigne le côté du xylème, dors, celui du phloème et le côté dorsal.

Fig. 19
[

3
f ]. Coupe longitudinale du phloème; autour des tubes cribreux, on voit des cellules

adjointes.

Fig. 20. Crains de chlorophylle et d'amidon d'une racine.

Fig. 21—22. Dicrœa algœformis Beddome.

Fig. 21. Coupe transversale d'une vieille paroi capsulaire, dont les cellules extérieures à parois

minces sont en partie dissoutes.

Fig. 22 [\ ]. Coupe transversale de la racine plate rubanaire et de son cylindre central binaire;

ep, épiderme de la face intérieure (ventrale).

Planche XII.

Fig. 1— 2. Dicrœa stylosa Wight (exemplaires desséchés).

Fig. I. Plante en grandeur naturelle, gg désignent des pousses qui naissent sur la face dorsale de

la racine plate rubanaire.

Fig. 2. Fragment de racine rendu transparent, de manière à montrer la ramification des faisceaux

vasculaires dans la racine, g est une pousse éloignée des bords de la racine.

Fig. 3—29. Dicrœa algœformis Beddome.

Fig. 3. Coupe transversale du cylindre central et de l'écorce contiguè d'une racine; il n'y a pas

trace ici de la structure binaire du cylindre, x, xylème; ph, phloème; dore désigne le côté dorsal du cylindre.

Fig. 4. Coupe transversale d'une racine dans sa partie la plus plate; g, pousse où se rend un

faisceau vasculaire partant du cylindre central, qui est distinctement binaire.

Fig. 5. Coupe transversale d'une racine dans sa partie la moins rubanaire.

Fig. 6. Partie d'une coupe transversale d'une racine; une pousse est coupée de manière qu'on en

puisse voir les trois feuilles a, b et c.

Fig. 7. Partie semblable; l'épidémie de !a face inférieure est divisé par des cloisons périclines.

Fig. 8 ['/]. Androcée (d'un boulon), vue de dedans.

Fig. 9. Coupe longitudinale d'une racine; un des faisceaux vasculaires qni se rendent dans les

pousses est coupé longltudinalement; cr, tubes cribreux; ad, cellules adjointes (= cellules compagnes Jancz.),

qui ont toutes des noyaux. Autour du faisceau ci-dessus, on voit le parenchyme de l'écorce.

Fig. 10. Grains de chlorophylle de la racine, formant de l'amidon.

Fig. 11. Coupe longitudinale du cylindre central d'une racine, montrant des tubes cribreux et des

formes particulières de cellules adjointes.

Fig. 12. Coupe transversale du cylindre central d'une toute jeune racine, lequel se montre formé

de deux parties encore bien distinctes; dans la face tournée vers x, se forme le xylème et dans la face

opposée, le phloème, qui est en même temps limité par des cellules a parois plus réfringentes et marquées

dans la figure d'une teinte plus foncée.

Fig. 13, 14. Pousse, vue du côté dorsal et du côté ventral; st, anthère.

Fig. 15, 16. Pousse florifère, vue du côté dorsal et de flanc; si, anthères; sq, squamule.

Fig. 17. Base d'une pousse, vue du côté dorsal, dont les feuilles supérieures montrent distincte-

ment leur dos cariné; sp, involucre.



5 I I 27

Fig. IS. Pousse florifère, vue do flanc; en lias, les restes îles feuilles végétatives soul inclinés à

gauche (vers le coté ventral); au-dessus, on voit ['involucre, qui est surmonté du pédoncule cl de parlies

ile la fleur.

Kig. 19. Androcéc, vue de dedans; sq, squamnles; les anthères sont ouvertes.

Fig. 20. Fragment d'une racine, dont les rameaux portent en partie une coill'c, et dont le cylindre

central et les faisceaux vasculaires sont indiqués par des lignes ponctuées.

Fig. 21. La première feuille d'une pousse radicale a dissous les cellules placées au-dessus, en *,

el percera bientôt la surface de la racine.

Fig. 22. A, fragment de racine en grandeur naturelle. B, le même grossi [c. f] et déployé pour

qu'on puisse mieux voir la ramification des faisceaux vasculaires. Les premières feuilles apparaissent dans

plusieurs pousses.

Fig. 23 [V ]. Jeune racine, naissant d'une vieille; elle porte quatre pousses radicales, dont trois

ont percé les couches de cellules qui les recouvraient.

Fig. 24 ['
T°J.

Sommet d'une racine; les trois pousses radicales plus jeunes sont encore complète-

ment renfermées dans la racine; les quatre autres l'ont percée et portent des feuilles qui se sont fait jour

à travers le tissu de la racine.

Fig. 25. Extrémité supérieure d'une racine avec la coiffe.

Fig. 2G. Une pousse encore renfermée dans la racine a été traitée par la potasse de manière à

rendre visible la place de ses deux premières feuilles (comp. Fig. 24, la pousse plus âgée).

Fig. 27. Sommet d'un pistil; dans les deux stigmates, il y a des grains de pollen en germination.

Fig. 28. Coupe transversale d'une graine; a, couche de cellules extérieure et gélatineuse; b, couches

intérieures de l'enveloppe de la graine, provenant du reste du tégument extérieur et du tégument intérieur.

Fig. 29. Coupe transversale d'une fleur, sq, squamules; dors désigne le côté dorsal de la fleur

(un faisceau de sclérenchyme a été oublié).

Hanche XIII.

Castelnavia princeps Tul. & Wedd.

Fig. 1 (']• Partie d'une jeune plante en grandeur naturelle, vue du côté dorsal.

Fig. 2 [{]. Partie d'une jeune plante, vue du coté ventral; la pousse dirigée à gauche porte les

feuilles a, b, c, d, . . . . ; au milieu, on voit une pousse dont les deux premières feuilles sont marquées ß
et y, x est une feuille n'appartenant à aucune de ces deux pousses.

Fig. 3 [fj.
Parties basales d'une plante un peu plus âgée, vue de différents cotés: A, du coté

dorsal et B, du côté ventral, avec la ligne médiane de la pousse principale tournée vers le spectateur; C et D,

les deux parties latérales du même complex de pousses, vues de dehors (côté ventral). E montre toute la

plante supposée étendue sur un plan et vue du côté ventral; elle est supposée en même temps transparente,

de sorte qu'on entrevoit toutes les cavités qui renferment les fleurs (marquées 1, 2, 3 etc.), ainsi que les

canaux (les lignes ponctuées) qui y conduisent. Pour plus de détails, voir le texte.

Fig. 4 [}]. Pierre sur laquelle sont fixés quelques exemplaires desséchés et fructifères de cette

espèce; ils descendent à gauche sous un angle presque droit sur l'autre face de la pierre. (Dessin de M.

Théodore Holm.)

Fig. 5. Fragment d'une feuille.

Fig. 6 [}]. Partie basale d'une plante, vue du côté ventral et de flanc, pour montrer la position

des haptères.

Fig. 7 [{]. Partie d'une autre plante, vue du côté ventral et montrant les haptères.

Fig. 8. Deux coupes transversales d'une paire de feuilles. La coupe a est faite en bas lu où les

deux feuilles sont complètement soudées; le canal qui conduit a la fleur est indiqué par un astérisque. La

coupe b passe plus haut, à peu près à l'endroit où les deux feuilles se séparent; l'ouverture du canal est

environ en *.

10'
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Fig. 9. Coupe longitudinale à travers la périphérie d'un haptère.

Fig. to. Coupe longitudinale d'un haptère et du parenchyme contigu, riche en amidon, de la

pousse mère.

Fig. 11. Périphérie d'un haptère avec deux poils radicaux, en coupe longitudinale.

Fig. 12. Partie d'une coupe longitudinale d'un haptère.

Fig. 13. Coupe longitudinale de la partie basale d'un haptère.

Fig. 14. Coupe transversale d'un canal conduisant à une fleur et du parenchyme environnant.

Fig. 15
[T]. Vieille plante en llcur, dont les parties foliaires libres ont été abîmées par des tour-

billons d'eau et ont disparu. Les fleurs se sont fait jour à travers les parties foliaires qui les recouvraient.

Fig. 16. Partie d'une coupe longitudinale d'un complex de trois pousse; m et », parties basales de

deux feuilles entre lesquelles un canal descend à la Heur, dont on voit en a quelques parties (androcée, etc.).

Les lignes ponctuées indiquent la marche des faisceaux vasculaires vers les feuilles et les trois fleurs atteintes

par la coupe.

Fig. 17. Jeune feuille, vue décote; dans un plan plus en arrière (pas à l'aisselle de la feuille), on

voit la fleur qui en termine l'axe.

Fig. 18. Coupe longitudinale à travers plusieurs pousses. Ou voit les parties de trois fleurs; le

canal allant à b est atteint par la coupe dans toute sa longueur, mais ou n'aperçoit que l'oriticc intérieur du

canal couduisant à a, et le canal correspondant à c n'est pas visible. Les lignes ponctuées représentent les

faisceaux vasculaires.

Fig. 19. Jeunes feuilles et jeunes fleurs, a et b appartiennent à un axe dont on ne voit pas la

fleur terminale, mais seulement le canal y conduisant, qui est coupé obliquement, a est la feuille-mère d'un

bouton qui n'a qu'une seule feuille, a, et dont la fleur se voit entre a et a; b est mère d'un bouton dont la

seule feuille ß est en partie enlevée et dont la fleur se voit entre ß et b.

Planche XIV.

Castelnavia princeps Tul. & Wedd.

Fig. 1 [c. ',"] A, parties florales d'un bouton après l'enlèvement de l'involucre, vues du côté

ventral; B, les mêmes, du coté dorsal; C, les mêmes, de flanc.

Fig. 2. Coupe longitudinale d'un jeune ovaire.

Fig. 3. Coupe longitudinale d'une jeune fleur. Les ovules commencent a naître sur le placenla.

Fig. 4. Coupe longitudinale par le bord d'un jeune involucre qui ne s'est pas encore complètement

fermé eu haut.

Fig. 5. Jeune fleur; le canal qui aboutit à l'extérieur est indiqué par une ligne ponctuée.

Fig. 6. Coupe longitudinale d'une jeune fleur semblable, un peu plus âgée; l'involucre a commencé

de se former tout autour.

Fig. 7. Fleur dont les deux étamines sont formées; il n'y a pas encore trace de squamules.

Fig. S. Fleur dont l'involucre en atteint déjà la demi-hauteur; outre les étamines (st), les squa-

mules (sq) ont aussi fait leur apparition et l'ovaire (ov) s'élève en forme de bourrelet très bas tout autour du

placenta (p).

Fig. 9. Ovule en coupe longitudinale. Les deux couches de cellules du tégument intérieur (n) se

distinguent par leur couleur foncée, nue, nucelle.

Fig. 10. Coupe longitudinale d'une fleur un peu plus âgée que celle représentée Fig. 8.

Fig- 11. Dessin histologique de la coupe longitudinale d'une fleur qui est au même degré de déve-

loppement que celle représentée Fig. 6. sp, involucre.

Fig. 12, 13. Deux phases du développement des ovules, tracé de leurs contours.

Fig. 14. Coupe longitudinale d'une jeune fleur un peu plus âgée que celle représentée Fig. 3.

Fig. 15. Coupe transversale d'une fleur; les squamules ne sont pas indiquées.

Fig. 16. Jeune placenta en coupe longitudinale.

Fig. 17, IS. Deux tout jeunes ovules.
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Fig. 19, 20. Nuccllc et tégument intérieur de deux jeunes ovules correspondant à peu près aux

Kig 13 et 12.

Fig. 21. Partie supérieure des nucclles de deux ovules presque complètement développés.

Fig. 22. Partie de la coupe transversale d'une jeune anthère, il y a, comme d'ordinaire, des divi-

sions de cellules sous-épiderniiques, mais moins régulières.

Kig. 23. Toute jeune androcée d'un bouton, vue de dedans.

Fig. 24. Coupe transversale de la paroi d'une anthère.

Fig 25. Deux grains de pollen, dont l'un en coupe transversale optique.

Fig. 26, 27. Deux coupes transversales d'une Ileur et des parlies environnantes, avec l'indication

des faisceaux vaseulaircs. La Fig. 26 montre la coupe passant par la base de la (leur et pat les deux fais-

ceaux, ici déjà séparés (si), qui vont il l'androcée. La coupe Fig. 27 passe plus haut. La paroi de l'ovaire est

anormale, les faisceaux y étant plus nombreux qu'à l'état normal; les étamines (si) et les squamulcs sont

coupées.

Planche XV.

Castelnavia princeps Tul. & Wedd.

Fig. 1. Coupe par la partie basale d'un système de pousses; on voit différents faisceaux vaseulaircs,

parmi lesquels ceux marqués 1 , a et b se rendent respectivement à la lleur la plus âgée et à ses feuilles a

et b. Le faisceau b et les faisceaux les plus voisins se réunissent plus bas en un faisceau unique, ce qu'on

a indiqué par des lignes ponctuées.

Fig. 2. Coupe passant un peu plus haut par les mêmes pousses On voit en I la cavité de la

lleur I, et II, III et IV sont des cavités correspondant à d'autres fleurs. Des deux faisceaux de la feuille «,

l'un est en train de se diviser; le faisceau de b s'est divisé en 2 autres, dont l'un plus haut se divisera

aussi (v. Fig. 3). Parmi les autres faisceaux, m et n vout directement aux deux feuilles appartenant à la

pousse qui se termine par la fleur II.

Fig. 3. Coupe passant encore plus haut par les mêmes pousses, mais avec la ramification des

faisceaux vasculaires de plusieurs coupes précédentes représentée schématiquement.

Fig. 4. Coupe transversale d'un jeune lobe foliaire.

Fig. 5. Contours d'une jeune feuille, vus de dedans.

Fig. 6, 7 [c. J], Fruit mûr mais non ouvert, vu respectivement du coté dorsal et de liane.

Kig. 8, 9. Les deux valves d'une capsule mûre.

Fig. 10. Diagramme d'un complex de pousses. L'axe principal porte les feuilles a et b et se ter-

mine par la ileur I. La feuille a est la feuille mère de la pousse 2, qui porte les feuilles a et a' et se ter-

mine par la lleur 2. La feuille b est la feuille mère de la pousse qui se termine par la fleur 3 et porte les

feuilles ß et /}'. En commençant par la gauche, nous trouverons ainsi:

m feuille mère de 8 ne portant que 1 feuille,

n — 9 — — —
a — 4 portant les feuilles m et n.

a' — 6 — — j et r.

r — 12 ne portant qu'une feuille.

s — 13 portant deux feuilles.

t — 14 — —
ß' — 7 — les feuilles s cl (.

ß — 5 — les feuilles o et p.

p — 11 — deux feuilles.

o — 10 — —
Fig. 11, 12. Coupes longitudinales de deux jeunes lobes foliaires.

Fig. 13. Jeune lobe foliaire, vu de dedans.

Fig. 14. Coupe transversale d'une partie de la paroi d'un jeune ovaire; la partie la plus mince, à

gauche, est la suture de dehiscence.



130 54

Fig. 15. Planlule, vue du cote dorsal-, les cotylédons som tournés de manière que leur face

supérieure regarde le spcclaleur.

Fig. 16. Groupe d'haptères, dont quelques-uns se sont attaches à une petite pierre; vu de côté.

Fig. 17. Parties d'une fleur flétrie; à gauche, on voit les deux longs filaments après la chute des

anthères.

Fig. IS. Embryon, vu de flanc; à gauche, le côté dorsal où l'on voit la plumule se développer.

Fig. 19. Embryon, vu de flanc. L'enveloppe séminale reste encore a l'extrémité des cotylédons.

L'extrémité de la radicule est représentée grossie dans la Fig. 24.

Fig. 20, 21. Éléments anatomiques des nervures dans la paroi d'une capsule mûre.

Fig. 22. Extrémité de la radicule d'un embryon, en coupe longitudinale.

Fig. 23. Embryon, vu du côté ventral.

Fig. 24. Extrémité grossie de la radicule de la Fig. 19.

Fig. 25. Contours d'un embryon dont la plumule présente déjà quelques petites feuilles.

Fig. 26. Extrémité de la radicule d'un embryon, en coupe longitudinale.

Fig. 27. Partie inférieure d'un embryon, vue de la face ventrale; on voit eu haut les parlies basales

des deux colvlédons.
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I.

J/e Undersøgelser, for hvilke der i nærværende Afhandling nærmere skal gjores

Kede, omhandle væsentligst de lu Manganilter Mn„O à og Mn-i O i . Det kan ikke være

andet, end al en Undersøgelse over et saa bearbejdet Æmne som Manganets Ilter paa mange

Punkter maa faa Karakteren af en Revision af tidligere Arbejder, men en saadan vil vel

heller ikke kunne siges at være paa urette Sted; dels hersker der med Hensyn lil de to

nævnte Ilters Constitution temmelig afvigende Anskuelser, og dels trænge flere tidligere

Angivelser om deres Egenskaber til at fuldstændiggjores.

Det er bekjendt, at den i Naturen forekommende Braunit, Mn
2 6 , krystalliserer

VI

kvadratisk, medens andre Ilter af Sammensætningen R,
z 3

krystalliserer rhomboédrisk f. Ex.

Jernglands, ligeledes, at Hausmannit krystalliserer kvadralisk, medens Spinellerne , f. Ex.

Magnet jernsten, krystallisere regulært. Denne Afvigelse i Krystalform bar givet Anledning

til, at enkelte Forskere, f. Ex. Hermann 1

)
og G. Rose 2

), bave udtalt sig for den Opfat-

telse, at disse to Ilter besad en anden Constitution end de tilsvarende Forbindelser af Jern-

gruppen, idet de opstillede den Theori, at Mn s 4
maatte opfattes som iMnO . MnO., og

Mn.
i
O a som MnO . MnO t , altsaa begge som saltagtige Ilter. G. Rose støtter sig for

Braunittens Vedkommende til den Omstændighed, at dette Ilte, som det forekommer i Na-

turen, i Reglen indeholder Baryt og Kiselsyre, og mener, at BaO indtræder for MnO,

medens Si0.
2

indtræder for MnO,,, og Braunitten vilde herefter være at betragte som et

mangansyrligt Manganilte. Yderligere Stotte for denne Anskuelse om disse Ilters Constitu-

tion kunde man iøvrigt linde i tiere andre Omstændigheder. Forchhammer 3
) og Ber-

thier 4
)
have som bekjendt paavist, at Manganmellemilte med fortyndet Salpetersyre eller

Svovlsyre spaltes nøjagtigt saaledes, at 2 MnO opløses, medens MnO., lades uopløst som

') Journ. f. prakt. Chemie. lid. -13. p. 50.

') Poggendorffs Annalen, lid, 121. p. 318.

3
) De Mangano. Haîn. 1820.

'l Annales de chimie et de physique. T. 20, 187.

ir
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Hydrat. Ligeledes angiver Turner 1

), at Mn.,0 å ved fortyndet Svovlsyre spaltes saaledes,

at der dannes Manganforiltesalt medens Manganoveriltehydrat efterlades'2 ), men nogen besteml

Angivelse om, hvorvidt Forholdet her er nøjagtigt saaledes, at Halvdelen af .Manganet gaar i

Oplosning, medens Halvdelen lades uopløst i Form af Manganoverilte, findes ikke 3
),
men de

følgende Undersøgelser ville vise, at dette virkeligt finder Sted saavel overfor fortyndet Svovl-

syre som overfor fortyndet Salpetersyre; tage vi nu tillige Hensyn til at MnO., er i Be-

siddelse af udprægede negative Egenskaber, hvad særlig Gorgeu 4
)
har paavist, kunde det

ogsaa af disse Grunde synes rimeligt at antage Mn.
2 3

for et saltagtigt Ilte.

Fremdeles kunde ogsaa den Kjendsgjerning, at Mangantveiltesaltene ere forholdsvis

lidet bekjendte, og at de i Almindelighed ere temmelig ubestandige, give Anledning til den

Antagelse, at vi maaske her snarere havde med en Art Dobbeltsalle at gjøre af Mangan-

overilte- og Manganforiltesalte, idet Schönbein 5
) og Fremy ) have vist, at Manganoverilte

ogsaa kan optræde med basiske Egenskaber; Fremy har saaledes vist, at Manganoverilte

ogsaa kan danne en Forbindelse med Svovlsyre, der faas ved Behandling af manganoversurt

Kali med Svovlsyre, og at der ved Tilsætning af svovlsurt Manganforilte til den derved

dannede Opløsning fremkommer et krystallinsk Bundfald, der har Sammensætningen MnO.

MnOt . iSO i ~\-9Hi O. Fremy kalder dette Salt for Svovlsurt Manganforilte-Manganover-

i 1 Lo , og efter dets Dannelsesmaade kunde det vel ogsaa være rimeligt, at det var det mest

passende Navn; han mener ikke, at man kan betragte det som et Mangantveiltesalt, da det

afgiver 'Mn O ved Behandling med Ammoniak, medens dog ellers Sammensætningen svarer
VI

til Mn
2 O ü .(80.,).^ + I/.

2
0., . SO., -^ 8H..0 altsaa til et surt svovlsurt Mangantveilte.

Fremy bemærker i Slutningen af sin Afhandling: hvor blive da Mangantveiltesallenc af?

Der synes altsaa virkeligt at være Grunde, der kunde tale for, at Iltet Mni Os nærmest
VI

maatte betragtes som MnO.MnOi og dermed regnes udenfor Gruppen R*0.à .

Til nærmere Afgj øreise af dette Spørgsmaal maa det nu først undersøges, hvorvidt

Mn., 0.
à med fortyndet Salpetersyre eller Svovlsyre nøjagtigt spaltes saaledes, at Halvdelen af

Manganindholdet gaar i Oplosning, medens den anden Halvdel efterlades som Manganover-

illehydral. Med Hensyn til Fremstillingsmaaden for det til dette Forsøg anvendte Mangan-

tveilte maa jeg først gjøre et Par Bemærkninger. Schneider 7
) anbefaler at ophede Mangan-

') Schweiggers Journal. 56, 166.

'*) lierthier har paavist, at det samme finder Sted overfor Salpetersyre.

3
) Turner angiver ganske vist, at man paa Grund af den nævnte Spaltning kan betragte Mu.,0. som

en Forbindelse af lige Æqvivalenter MnO. og MnO, men Afhandlingen indeholder ikke nogen Ana-

lyse, der viser, at Spaltningen foregaar nojagtigt i MnO-, og MnO.

') Ann. de cbim et de phys. [3] T. 66. p. 154.

s
) Journ. f. prakt. Chemie. 74. p. 315.

fi

l
Comptes rendus, 82, 475 og 1231.

') Ann. der Phys. und der Chemie. 107, 605.
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mellemille eller oxalsurl eller kulsurl Manganforilte i en Iltstrøm, en Methode der giver

særdeles gode Resultater; i Slutningen af sin Afhandling bemærker Schneider, al han

maa formode, al Anvendelsen af Manganoverilte vil give samme Resultat, men han har ikke

udført forsaget; jeg forsøgte derfor at fremstille Mangantveilte ved stærk Glødning af renl

.Manganoverilte i en ren og tør Iltstrøm. Det til Forsøget anvendte Manganoverilte blev

fremstillet ved Ophedning af salpetersurt Manganforilte først til 1 .SO
,

paa hvilket Punkt

Produktet indeholdt 79,72Proc. MnO, hvilket er noget for lavt, hvorfor det endnu paa dette

Punkt maa indeholde noget Vand, dernæst til 200— 205°, hvorefter det dannede Mangan-

overilte blev analyseret.

0,857 Gr. Mn 9 gav 0,744 Gr. Mn a Ot
svarende til 80,74 Proc. MnO;

0,261 Gr. brugte efter Behandling med .lodkalium og Saltsyre 50,8 Cc. 2
/io normal svovl-

undersyrligt Natron svarende til 1 8,33 Proc. virksom Ilt.

helle Manganoverilte, der saaledes var af størst mulig Renhed, blev glødet i el

Forbrændingsrør i I Time i en Iltstrøm ved streng Glødhede; det dannede Produkt viste

ved Analysen følgende Sammensætning:

0,767 Gr. gav 0,7385 G r. Mn.i Q i
svarende lit 89,55 Proc. Mn O;

0,35] Gr. behandlet med Jodkalium og Saltsyre brugte -i 5,3 Cc. 2
/io normal svovluuder-

syrligt Natron, hvilket svarer til 10,32 Proc. virksom III.

Produktet bestaar altsaa af renl Mn 2 O s , der kræver 89,87 Proc. MnO og

10,13 Proc. virksom Ilt.

Delte Mangantvcilte blev nu anvendt til de følgende Forsøg:

1) 0,884 Gr. Mn 2 3 blev opvarmet i Bægerglas paa Asbestplade med fortyndet Sal-

petersyre (indeh. 17 Proc. HN0 3 ) til 100°; man maa stadigt røre om i Blandingen, da

Bundfaldet i modsat Tilfælde kager sig sammen, hvorved noget Mn
2
O a indhylles af det ved

Processen dannede Manganoveriltehydrat og derved for en Del unddrager sig Syrens Ind-

virkning. Efter ea. 1 Times Indvirkning filtreredes Opløsningen, og den uopløste Kesl blev

omhyggeligt udvasket; den gav 0,425 Gr. Mn a O t
svarende til 0,3061 Gr. Mangan; dette er

34 ,63 Proc. af den anvendte Mængde Mangantveilte, og da dette indeholdt 69,35 Proc. Mangan,

er altsaa nøjagtigt Halvdelen af dette bleven uopløst.

2) 0,730 Gr. Mn 2 3 blev behandlet paa samme Maade som ovenfor, og det uopløste

Manganoveriltehydrat gav 0,3505 Gr. Mn a 4
svarende til 34,58 Proc. uopløst Mangan, hvilket

stemmer med første Forsøg. Filtratet fra det uopløste, der altsaa indeholdt salpetersurt

Manganforilte, blev inddampet paa Vandbad og derpaa titreret efter Volhards Methode;

det brugte 126,5 Cc. manganoversurt Kali, af hvilket hver Gubikc. svarede til 0,002 Gr. Mangan

i Manganl'oriltesaltet. Dette giver 0,253 Gr. Mangan i Opløsningen eller 34,66 Proc. af den

anvendte Mængde Mn,,O å .

Dette Forsøg viser, hvor nøjagtigt Spaltningen foregaar i MnO og MnO.,. Det ved
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denne Proces dannede Mangauoverillehydral visle sig, tørret ved 1(10°, at have følgende

Sammensætning: 0,785Gr. gav 0,6615 Or. Mn
i O i , svarende til 78,37 Froc. MnO. 0,219 (ir.

brugte efter Behandling med Jodkalium og Saltsyre 47,6 CC 2
/io normal svovlundersyrligt

Natron, svarende til 17,39 Proc. virksom Ilt. Sammensætningen er allsaa

MnO 78,37 Proc.

O 17,39 —
IJ.,0 4,24 - (Differens)

100,(io Proc.

Del samme Mangantveille blev nu prøvet overfor fortyndet Svovlsyre ( 1 Rf. conc.

Svovlsyre -f 9 Rf. Vand):

1) 0,957 Ur. ilfn a 3
blev kogl med fortyndet Svovlsyre i 1 Time under Omrøring;

det uopløste gav efter Udvaskning og Glødning af Bundfaldet 0,4(30 Gr. Mn
3 O., , svarende

til 0,3314 Gr. Mangan eller 34,62 Proc. af det anvendte Mn 2 O a , der indeholdt 69,35 Proc.

Mangan. Under Kogningen med Svovlsyre maa det Nand, der fordamper, stadigt erstattes.

2) Filtratet fra det uopløste Manganoveriltehydrat gav efter Afdampning af Svovl-

syren, Fældning med kulsurt Natron og Glødning af Bundfaldet 0,459 Gram Mns O t , sva-

rende lil 34,54 Proc. opløst Mangan (som sædvanligt beregnet i Forhold til den anvendte

Mængde Mn s O a ).

Spaltningen med fortyndet Svovlsyre foregaar altsaa ligesaa nøjagtigt i MnO og

MnOç som ved fortyndet Salpetersyre, hvilket bekræftedes ved gjentagne Forsøg. Ur del

lil Forsøgene anvendte Mangantveille ikke nøjagtigt sammensat Mn 2 Os , men er der enten

et Overskud af MnO„ eller MnO, har vi i Behandlingen med de ovennævnte fortyndede

Syrer et udmærket Middel lil at paavise dette, idet man ved den omtalte Behandling hen-

holdsvis faar mere eller mindre end 34,6 Proc. uopløst Mangan. — Et enkelt Exempel er

tilstrækkeligt til at vise dette.

Et Manganilte, der var fremstillet efter Sehneiders Methode ved Glødning af

Manganmellemille i Ilt, men som ved Analysen viste sig kun at indeholde 9,8 Proc. virksom

Ilt, altsaa noget mindre end Mn t Oa , blev behandlet som anført med fortyndet Salpetersyre.

0,949 Gram efterlod paa denne Maade et Manganoveriltehydrat , der gav 0,437 Gr.

Mn.å 4 ,
svarende lil 33,2 Proc. uopløst Mangan.

Filtratet fra det uopløste gav efter Fældning med kulsurt Natron og Behandling paa

sædvanlig Maade 0,472 Gr. Mn 3 O t , svarende til 35,84 Proc. opløst Mangan. Mangfoldige

Forsøg saavel med Salpetersyre som med Svovlsyre have vist, at Spaltningen kun foregaar

nøjagtigt, naar Manganiltet har den til Mn., O å nøjagtigt svarende Sammensætning.

Resultatet af disse Undersøgelser er altsaa, at Mangantveille. overfor fortyndede

Syrer forholder sig paa en Maade, der fuldstændigt svarer lil det Forhold, 'Manganmellemille
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udviser overfor de samme Syrer, im del kunde altsan. synes, at det herved end yderligere
n IV

var berettiget at anse det for el saltagtigl Ilte MnO, MnO.,. Følgen lierai' vilde være, al

Manganmellemilte, selv naar vi betragte det som MnO.Mn i Oa , i sidste Instans inaalle
II IV

opfattes som 2MnO.MnOi . Det egentlige Spørgsmaal bliver altsaa, om ikke Mn 2 Oa ,

Irods alle de ovenfor berørte Forhold, alligevel med Nødvendighed maa betragtes som
VI

Mn 2 O a ; og ved nærmere Betragtning viser det sig, at vi ikke ere i Besiddelse af saa faa

Analogier, der berettige os til at fastholde den sidstnævnte Anskuelse, foruden at der i del

følgende skal gjøres Rede for en Række Undersøgelser, der tjene til yderligere Bevis derfor.
VI

Vi kunde søge Aarsagen til, at et Ilte af Sammensætningen Mn % Oa spaltes i Mn0
2 og

Mn O deri, at Manganet i sit Forhold overfor Ilt er særligt bestandigt som tetravalent

Enkeltatom 1
), og at det derfor ved given Lejlighed stræber at gaa over i denne Tilstand,

ligesom ogsaa den Omstændighed , at det divalente Mangan er særligt bestandigt overfor

Syrer, her hjælper til at fremme Spaltningen. Man har i Virkeligheden liere Tilfælde, der

ere analoge eller tildels analoge med dette. Det er saaledes bekjendt, at Kobberforilte,
/-i

hvori vi antage Kobberet nærværende som divalent Dobbeltatom, ~> O , i Almindelighed
( u

ved fortyndede Iltsyrer spaltes i Kobbertveilte , der opløses, og metallisk Kobber, ligesom

omvendt Kobbertvechlor og metallisk Kobber danne Kobberforehlor Cu.,Cl.
z ; vi have her

netop et Tilfælde, hvor vi med Rette antage et Metal optræde som Dobbeltatom [Kobber-

forchlorets Damptæthed beviser dette); men da Cu er mest bestandigt overfor Ilt som
VI

divalent Enkeltatom, spaltes Cu 2 O netop i CuO og Cu paa en med Spaltningen af Mu.,U
3

IV

i Muü., og MnO analog Maade. Hos Jernet bemærke vi, at det ikke overfor Ilt har
VI

nogen Tilbøjelighed tii at optræde som tetravalent Enkeltatom; derfor spaltes Fe 2 0-6 ikke
VI

paa samme Maade som Mn 2 O a \ anderledes er Forholdet derimod overfor Svovl; her har

Jernet Tilbøjelighed til at optræde som tetravalent Enkeltatom (Svovlkis, FeS
2 ), og vi finde

derfor i Jerntvesvovl Fe t S s et Stof, der, under Forudsætning af den ovenfor fremsatte

Anskuelses Rigtighed, skulde spaltes ved fortyndede Syrer i FeS., og FeS, hvilket sidste

selvfølgeligt yderligere ved Syrens Indvirkning maa give Jernforiltesalt og Svovlbrinte.

I Virkeligheden finder dette, ifølge Berzelii Angivelse, ogsaa Sted fuldstændigt som anført;

der dannes Svovlkis, Jernforiltesalt og Svovlbrinte.

For endelig at nævne et fjernere liggende Exempel kunne vi tage Kulstoffet i en For-

CO. on
bindelse, hvor det optræder som hexavalent Dobbeltatom, nemlig i Oxalsyren i,„

(

,.
;

denne Syres Konstitution falder sammen med Manganittens , naar vi antage sidstnævnte

') Om Manganets Tetravalens cfr. tiloms trand: Chemie der Jetztzeit p. 172—174.
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MnO. O II vi

1/ nu = Mn20 3 .H2 0. Oxalsyren spaltes som bekjendt ved conc. Svovlsyre i Kulsyre,

Kulilte og Vand ; men Manganit forholder sig overfor middelslærk Salpetersyre paa lignende

Maade, den spaltes i MnO.,, MnO og B
2 0, hvilket følgende. Forsøg viser:

0,506 Gr. Gntpulveriseret naturlig og særdeles ren Manganit efterlod ved Kogning

med stærk Salpetersyre (indeh. 30—40 Proc. HNO a ) en Rest, der gav 0,220 Gr. Mn 3 Ot

svarende til 31,3] Proc uopl. Mangan. Da Manganit indeholder 62,50 Proc, er altsaa nøj-

agtigt Halvdelen af Manganindholdet blevet opløst som MnO, medens den anden Halvdel

efterlades som MnO,, + æll
2
0.

De foregaaende Betragtninger vise, at vi i det tidligere berørte forhold overfor
II IV

Syrer ikke kunne se noget afgjørende Bevis for, at Mn., ä maa opfattes som MnO. MnO„,

men at vi paa Porhaand kunne anfore vægtige Grunde for den ogsaa hidtil almindeligere
VI

Anskuelse, al Mn.
i
O å er at betragte som svarende til Fe

2 3 i Henseende til Constitution.

Vil man ved Forsøg godlgjøre denne Anskuelses Rigtighed endnu yderligere, vil det være

nødvendigt at prøve Manganmellemiltets og Mangantveiltets Forhold overfor andre Syrer,

og jeg vil da først undersøge Forholdet overfor Eddikesyre af forskjellig Concentration.

'laiutaiiix'ilicis Forhold overfor Eddikesyre.

1) 0,953 Gr. Mn.,
3

blev behandlet med Eddikesyre, der indeholdt 1 5 Proc. C2Hi
O.,,

ved 100° paa sædvanlig Maade; den uopløste Rest, udvasket med Eddikesyre af samme

Styrke som den anvendte, gav 0,904 Gr. Mn
3 O i

svarende til 68,42 Proc. uopl. Mangan

(beregnet i Forhold til det anvendte Mn 2 3 ). Da Mn 2 3
indeholdt 69,35 Proc, var altsaa

kun I Proc. Mangan gaaet i Opløsning.

2) 0,920 Gr. Mn
2 3

blev behandlet paa samme Maade, men den anvendte Eddike-

syre indeholdt 30 Proc Hydrat; efter 1 Times Forløb blev udvasket med 30 Proc holdig

Eddikesyre, og Resten gav 0,869 Gr. Mn.
J
O

i
svarende til 68,04 Proc uopløst Mangan;

der er altsaa kun opløst 1,31 Proc. Mangan.

3) For at prøve, om Nærværelsen af Manganforiltesall havde nogen Indflydelse, blev

0,8fil Gr. Mn
2
O a kogt med en Blanding af 30 Proc holdig Eddikesyre og eddikesurt Mangan;

det uopløste gav efter Udvaskning 0,8175 Gr. Mn 3 4
svarende til 68,39 Proc. Mangan ;

der

var altsaa kun opløst 1 Proc. Mangan, og Manganforiltesaltets Nærværelse var saaledes uden

væsentlig Betydning.

4) 0,785 Gr. Mn 2 3 blev opvarmet til Kogning med Eddikesyre, der indeholdt

65 Proc. Hydrat, i I Time. Efter sædvanlig Behandling gav Resten 0,7425 Gr. Mn 3
O

i

svarende til 68,30 Proc uopl. Mangan. Der var altsaa ogsaa her kun opløst I Proc Mangan.



139

Af disse Forsøg fremgaar det, al Eddikesyre ikke har nogen synderlig

Indvirkning paa glødet Ma ngan I veil te , og al Syrens Concentration i denne

Benseende er uden nogen væsentlig Indflydelse.

Vi gaa nu i del folgende over lii at betragte Manganmellemilte i dels Forhold

overfor Eddikesyre og linde her et helt andel Forhold.

ilniigaiiiiu'llcmille i ilds Forhold overfor Eddikesyre.

Il 0,r>47 Gr. glodet Mn 3 O t blev behandlet med Eddikesyre, der indeholdt 30 Proc.

Hydrat, ved Kogning i længere Tid; den efterladte uopløste Hest var sort og gav efter

sædvanlig Behandling (Udvaskning med Eddikesyre af samme Slyrke som anvendt til Forsøget

og Glødning) 0,253 Gram Manganmellemilte, hvilket er 39, lo Proc. af det anvendte Man-

ganmellemilte. Spaltningen i IMnO og MnO„ vilde have efterladt 33,34 Proc. Vi nærme

ns allsaa meget dertil.

2) 0,814 Gr. Mn 3 Oi} behandlet med 00 Proc. holdig Eddikesyre, gav en Rest, der

efter sædvanlig Behandling efterlod 0,390 Gr. Mn.i O i , hvilket er -'17,91 Proc. af den an-

vendte Mængde.

3) 0,591 Gr. Mn 3 4 blev behandlet med 65 Proc. holdig Eddikesyre og efterlod

derved en Rest, der gav 0,3875 Gr. Mn 3 Oi
o: G5,56 Proc. af den anvendte Mængde.

4) 0,500 Gram Mn
3 O i efterlod ved stærk Kogning med rén Iseddike en Resi,

der ved Glødning gav 0,492 Gr. Mn.
i
O

i , hvilket er 98,40 Proc. af den anvendte Mængde.

5) 0,799 Gr. Mn.i Oi , behandlet med Iseddike paa samme Maade, gav en Rest, der

ved ('dødning efterlod 0,785 Gr. Mn a O i: hvilket er 98,34 Proc. af den anvendte Mængde.

Det fremgaar heraf, at glødet Manganmellemilte angribes saa meget

mindre af Eddikesyre, jo mere concentreret Syren er.

Allerede ved Tilsætning af en ringe Mængde Vand til Iseddike bliver dennes Virk-

ning paa Manganmellemilte kjendeligt større, saaledes som følgende Forsøg viser:

ti) 1,312 Gr. Mn 3 O i
blev behandlet med en Blanding af 2 Rf. Vand og 98 Rf.

Iseddike ved 100° i 1 Time, og det uopløste gav efter Udvaskning med samme Blanding

1,285 Gr. Mn3 4 ;
der var altsaa opløst 2,06 Proc. af det anvendte M)i.

i
O

i
.

7) 1,320 Gr. Mn3 Ot , behandlet paa samme Maade med en Blanding af ft Rf. Vand

og 95 Rf. Iseddike, gav til Rest 1,263 Gr. Mn 3 A , altsaa var her opløst 4,32 Proc. af den

anvendte Mængde.

8) l,03f. Gr. Mn a Ot , behandlet med en Blanding af 10 Rf. Vand og 90 Rf. Iseddike

i I Time, efterlod en Rest, der efter Udvaskning med 90 Proc. holdig Eddikesyre gav

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og math. Afd. II. 4. IS
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0,893 Gr. Mn i O i \ her er altsaa opløst 0,14:} fir. eller 13,8 Proc. af den anvendte Mængde

Mn
3 4 .

Filtratet fra del ved Behandlingen med ren Iseddike uopløste havde en kanelbrun

Farve, hvilket kunde tyde paa, at Manganmellemilte var oplnst som saadant, og at Oplos-

ningen altsaa muligvis kunde indeholde et eddikesurt Manganmellemilte. For at prøve delte

anstilledes følgende Forsøg.

Manganmellemilte blev behandlet med Iseddike som ovenfor, og den uopløste Kest

blev udvasket med Iseddike og tørret ved 100°. Af den tørrede Masse blev afvejet 0,439

Gram, der efier Behandling med Jodkalium og Saltsyre forbrugte 38,5 CC 2
/io normal

svovlundersyrligt Natron, hvilket svarer til 7,0 Proc. virksom Ilt. Da rent Mn 3 O i
inde-

holder ü,99 Proc., er det altsaa Mn 3 4 , der er efterladt uopløst, og følgeligt ogsaa ufn3 4 ,

der er gaaet i Opløsning. Dette vil yderligere blive fuldstændigt bekræftet i det folgende.

Del her lil disse Forsøg anvendte Manganmellemilte var glødet og altsaa meget

cohærent; der kunde derfor være Anledning lil at forsøge, om ikke det mindre cohærente

Manganmellemilte, der faas ad den vaade Vej efter Ottos 1

)
Methode eller ved Ophedning

af MnO„ i Brint til 250° efter Moissans'2
)
Methode, kunde være lettere opløseligt i Iseddike,

og om man ikke ad den Vej kunde naa lil at fremstille Salte af Mn
i
O å eller Mn., 3 ,

saafremt det her omtalte Manganmellemilte kunde spaltes i MnO og Mn s O a . Med Hensyn

lil Fremstillingen af de til disse Forsøg anvendte Ilter og disses Egenskaber maa jeg hen-

vise til denne Afhandlings Afsnit III.

1) 0,860 Gram af et Manganilte, der var fremstillet efter Moissans Methode ved

Ophedning af MnO., i en Brintstrøm til 240° og som indeholdt Manganmellemilte med

noget indblandet Mangan tveilte, blev behandlet med Iseddike ved 100' i I Time; efter at

Blandingen derpaa havde henstaaet et Par Dage, blev Opløsningen filtreret, og det med Is-

eddike udvaskede Bundfald gav 0,640 Gr. Mn a O t ; der var altsaa opløst forholdsvis betydelige

Kvantiteter, i Sammenligning med hvad der gaar i Opløsning ved tilsvarende Behandling af

det glødede Manganmellemilte; det eddikesure Piltrat var stærkt kanelbrunt farvet og gav

efter Inddampning til Tørhed paa Vandbad en brunsort glindsende Best, der blev fuldstæn-

digt tørret ved længere Tids Henstand i Lulttørrekasse ved 100°. Efter omhyggelig Tør-

ring blev 0,212 Gram af Produktet forsigtigt ophedet i en Digel over Flammespreder og

tilsidst glødet stærkt under rigelig Adgang af Lullen; herved efterlodes 0,077 Gr. Mii.i O i ,

svarende til et Indhold af 26,16 Proc. Mangan i Iiiddampningsresten. Et Salt af Sammensæt-

ningen Mn 3 .0 a
{C.

i
Ha 0) s

eller en Blanding af Saltene Mn. (_>.,(< '.,11
s

O)., og }[n.
1
.O a (C.i H.6 0)

li

vilde kræve et Indhold af 25,9 Procent Mangan. Om det er et Manganmellemiltesall eller

| Liebigs Annaler, 93, 372.

-') Ann. de chim. et de phys. [5], 21, p. 231 o. fr.
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en Blanding af Forilte- og Tveiltesalt, er altsaa herved ikke afgjorl, men del skal senere

vise sig, at det sidste er det sandsynligste.

2) Da Moissans Manganmellemilte er besværligere at fremstille, udførte jeg de

folgende Forsøg med Manganmellemiltehydrat, fremstillet efter Ottos Methode 1
), da det

viste sig, at dette Ilte forholdt sig paa tildels lignende Maade. Sammensætningen af det til

Forsøgene anvendte Ilte lindes anført i Afsnittet III. Behandler man Ottos Manganmellem-

i 1 te i lufttørret Tilstand med Overskud af Iseddike ved 100° i 1 Time under Omrøring, faar

man en brun Opløsning, der efter Filtrering og Henstand i nogle Dage (undertiden i kortere

Tid) udskiller et kanelbrunt, krystallinsk Bundfald, der under Mikroskopet viser sig at

bestaa af langstrakte, rektangulære Prismer eller Tavler. Bundfaldet maa udvaskes med

Iseddike og tørres over Kalihydrat; de smaa Mængder, jeg i Begyndelsen fik paa denne

Maade, indeholdt alle 20,6 Proc. Mangan og maa altsaa indeholde Krystalvand, da vandfrit

eddikesurt Salt af Mn 3 t
eller af Mn

i
O a skulde indeholde betydeligt mere Mangan. Da

der til Forsøget blev anvendt fuldstændig ren og vandfri Iseddike, og der kun ved Processen

dannes en ringe Mængde Vand, var det muligt, at Dannelsen af Saltet vilde fremskyndes,

naar man efter Opløsningen og Filtreringen tilsatte lidt Vand, saa at Stolfet strax kunde

forefinde den til Krystallisationen nødvendige Vandmængde. Dette bekræftedes fuldstændigt;

tillige lærte Erfaringen flere Ændringer i Fremstillingsmaaden , som senere skulle blive

berørte; herved lykkedes det at fremstille Saltet i rigelig Mængde. Analysen viste, at

det bestod af fuldstændigt normalt eddikesurt Mangan tveil te af Sammensætningen

Mu., . O e . {C
i
H

3 0) 6 -f- 4i/
2
O. Dette Salt skal i det følgende Afsnit beskrives nøjere.

Ved Iseddikens Indvirkning er altsaa Manganmellemilte bleven spaltet i Mangan-

forilte og Mangantveilte, .17« O og Mn„O
ä , der begge blive i Oplosning som eddikesure

Salte, og først ved Tilsætning af lidt Vand udskilles det eddikesure Mangantveilte; denne

Udskillelse er i Tidens Løb fuldstændig, saaledes at Moderluden tilsidst er fuldstændig

farveløs. Man vil indse, at der altsaa er en Mulighed for, at den oprindelige Opløsning i

Iseddike virkeligt indeholder et eddikesurt Manganmellemilte, og at dette spaltes ved den

ringe Mængde Vand (et Par Cubikcentimeter), der tilsættes for at bringe Mangantveiltesaltet

til at udkrystallisere. Man ser ogsaa den paafaldende Forskjel, det gjor, om man tilsætter

en ringe Mængde Vand til Iseddiken, forend man lader den virke paa Manganmellemiltet,

eller efter at dette delvis er opløst i Iseddiken, og Opløsningen filtreret; i første Tilfælde

virker Eddikesyren, som de tidligere Forsøg vise, strax paa en noget anden Maade, end,

naar den er tilstede i vandfri Tilstand, om end Forskjellen først bliver rigtig fremtrædende,

naar større Vandmængder tilsættes.

Liebigs Annaler 93, 372.

18'
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En Spaltning af Mn a O t
i MnO og Mn 2 Oa under Dannelse af Mangantveiltesal

I

vil man imidlertid ogsaa kunne bemærke overfor andre Syrer.

Behandles Manganmellemilte med concentrerct Svovlsyre og opvarmes efter om-

hyggelig Blanding af Massen cfterliaanden til 138° under Omroring, bemærker man herved

ikke nogen Iltndvikling af nogen Betydning, hvilket maatte være Tilfældet, hvis Mn 3Ot

spaltedes i IMnO og MnO., , da i saa Tilfælde det sidstnævnte, ifølge Carius Under-

søgelser, maatte danne svovlsurt Mangantveilte under Udvikling af Ilt; det sidstnævnte Salt

dannes imidlertid alligevel i rigelig Mængde, hvad man let iagttager paa den mørkegrønne

Farve, Bundfaldet antager. Der staar derfor kun tilbage at antage, at Mn
3 4 Ved den

eoncentrerede Svovlsyres Indvirkning er spaltet i MnO og Mn 2 Oi: , der begge danne til-

svarende svovlsure Salte.

Af det foregaaende følger nu, at naar M.n 2 3 og Mn 3 O i
i Almindelighed af for-

vi

tyndede Syrer spaltes i MnO og MnO„, sker dette, fordi Mn 2 3
er en saa svag Base, at

den kun optræder som saadan, naar en concentreret og stærk Syre er til Stede, medens

den derimod ved svagere Syrer paa Grund af Manganets Tilbøjelighed til at optræde som

tetravalent Enkeltatom spaltes i Manganforilte og Manganoverilte. Manganilternes Forhold
VI

overfor conc. Svovlsyre og Iseddike giver os nu Ilet til at betragte dem som MnO .Mn.
l 3

VI

og som Mn
2 3 .

VI

Det følgende Afsnit skal nu yderligere godtgjøre de store Analogier mellem Mn
2 3

VI

og Fe„0 3 , hvorved det bliver fuldstændigt afgjort, at Mangantveiltesaltene existere som

saadanne og ikke med nogen antagelig Grund maa betragtes som Dobbeltsalte af Mangan-

overilte- og Manganforiltesalte , saaledes som Fremy 1
)
antyder, os som han ganske vist

har havt Grund til at mene.

Existensen af de i det følgende omtalte normale eddikesure, phosphorsure og

arsensure Mangantveil tesalte og disses Dannelsesmaader, saavelsom Dannelsen af et

pyrophosphorsurt Mangantveilte-Natron, viser paafaldende Analogier med Jemtveiltet.

Man maa derfor søge Aarsagen til, at Braunit krystalliserer afvigende fra Jernhånds,
VI

og Hausmannit afvigende fra Spinellerne, i den Omstændighed, at Atomerne i Mn2 O s befinde
VI

sig i en mere labil Ligevægtstilstand end i Fe
2 3 paa Grund af den oftere berørte Stræben

hos Manganet efter at mættes ved 2 Iltatomer, saaledes som vi ogsaa ser det gjentage sig

i Naturen, hvor Pyrolusit findes i Pseudomorfose efter Manganit. Dette maa vel antages

at kunne udøve en Indflydelse paa Krystalformen saaledes, at denne derved modificeres.

Det bliver maaske en almindelig Regel, at saadanne Grundstoffer, der i visse særlig

Comptes rendus, 82, 475 og 1231.
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bestandige Forbindelser med el andel Grundstof optræde som tetravalente Enkeltatomer,

nødigt Forene sig lil hexavalente Dobbeltatomer i Forbindelse med samme Grundstof, naar

ikke samtidigt et tredie Grundstof indtræder, og i hverl Fald, naar det sker, danner temme-

ligt ubestandige Forbindelser. Vi kjeride jo heller ikke nogen Forbindelse C„0 6 , men

derimod nok C,

O

i
H., , der dog spaltes i CO., , CO og II..O ved given Anledning, kun

virker her den concentrerede Syre (Svovlsyre) spaltende, medens det modsatte var Tilfældet
VI

hos Mn.
i 3 , en simpel Folge af Kulstoffets og Manganets mere eller mindre negative eller

positive Karakter, og af Syrens Tiltrækning til Vand.
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IL

Mangantveiltesalte.

1. Eddikesurt iHnngniitveiltc

Mn,.O
li
.{C,H,0)

ll
+AH,0.

Delle Sall lader sig som tidligere berørt fremstille ved Indvirkning af ren Iseddike

paa Manganmellemillehydrat, fremstillet efter Ottos 1

)
Methode. Man gaar bedst frem paa

den Maade, at man henstiller 4— 5 Gram af det nævnte Ilte, der anvendes i lufttørret Til-

stand, med ca. 150—200 Ce ren Iseddike i et løst tildækket Glas, idet man engang imellem

omrører Blandingen; allerede efter faa Timers Henstand ved almindelig Temperatur, be-

mærker man, al Oplosningen antager en brunlig Farve; efter et Par Dages Henstand kager

det uopløste sig sammen, og man gjør Ret i at trykke det i Stykker med Spatlen og om-

røre Vædsken; denne har elterhaanden antaget en noget mørkere Farve, men begynder de

følgende Dage at blive lysere, idet der samtidigt paa Glassets Sider og mellem det uopløste

Ilte afsætter sig gulbrune fine Krystalnaale. Efter 6— 8 Dages Henstand opvarmes paa

Vandbad til 100° i 1 Time under stadig Omrøring, hvorved man faar en meget mørk, brun

Opløsning, der filtreres varm gjennem et tæl Filtrum; til Filtratet sættes under Omrøring

lidt efter lidt et Par Cubikc. destilleret Vand, og det Hele henstilles nu i et tildækket Glas;

ofte begynder allerede efter faa Timers Forløb en kjendelig Udskillelse af brune Krystal-

naale; efter en Dagstid eller to er der udskilt en betydelig Mængde, og man decantherer

nu den brune Vædske fra Bundfaldet, der bringes paa Filtret med ren Iseddike og udvadskes

dermed, indtil alt Manganforiltesalt er fjernet, og Filtratet er fuldstændigt farveløst; efter at

Størstedelen af Iseddiken er suget fra Bundfaldet, henstilles Saltet under Glasklokke over

last Kalihydrat, og tørres her, indtil enhver Lugt af fri Eddikesyre er forsvundet; under

Tørringen maa man engang imellem sprede Saltet lidt ud paa Skaalen for at lette Eddike-

syrens Fordampning. Efter Tørringen har Saltet oftest en lysere, kanelbrun Farve og er

tillige noget silkeglindsende. Det er meget lidet vægtfyldigt.

Moderluden bliver ved Henstand under Luftens Adgang elterhaanden fuldstændig

farveløs, idet der lidt efter lidt udskilles mere af Mangantveiltesaltet, efterhaanden som Is-

eddiken tilsuger mere Fugtighed fra Luften; dog medtager denne Proces som oftest flere

') Liebigs Annaler, 93, 372.
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Uger, men efter at den er forløbet, har jeg huvl det udskille Mangantveiltesalt staaende

under Moderluden, der indeholder eddikesurt Manganforilte, i over Vs Aar uden al bemærke

at del lutr undergaaet nogen Forandring.

Det eddikesure Mangantveilte oploses ved Kogning med Iseddike ug danner en

mørk, brun Oplosning, der giver følgende Reaktioner:

Vand tilsat i Overskud giver en brun Opløsning, der efterhaanden bliver uklar og

udskiller et brunsort, fyldigt Bundfald.

Concentreret Svovlsyre tilsat i lige Rumfang giver en smuk violet Vædske,

der i Løbel af nogle Timer afsætter lidt mørkt krystallinsk Bundfald (Fremy's svovlsure

Mangaiiforilte-Manganlveilte), medens Vædsken samtidigt antager en lysere Farve.

Phosphorsyre i temmelig concentreret vandig Oplosning frembringer el liund-

fald, der ved Kogning af Blandingen antager en lys grønliggraa Farve; det synes under

Mikroskopet at være utydeligt krystallinsk. I Saltsyre oploses delle Bundfald under Chlor-

udvikling, medens det lades uopløst af Salpetersyre og tilsyneladende ikke paavirkes deraf.

Del tørrede Bundfald lader sig opluse i conc. Svovlsyre ved Opvarmning i et Reagensglas

og Vædsken antager derved eu murk, amethystrød Farve; efter 24 Timers Menstand er og-

saa her udskilt mørke Krystaller, sandsynligvis af Fremy's Sall.

Phosphors urt Natron i vandig Oplosning fremkalder el amorpht, brunligviolet,

fyldigt Bundfald.

Arsensyre i temmelig conc. vandig Oplosning fremkalder ved Opvarmning ligesom

Phosphorsyre et graabvidt Bundfald af arsensurt Mangantveilte.

Arsensurt Natron giver ligesom phosphorsurt Natron et fyldigt brunligviolel

Bundfald.

Pyrophosphorsiif t Natron forholder sig paa følgende Maade: sætter man til el

Overskud af en ved aim. Temperatur mættet Oplosning af delle Salt en Oplosning af

eddikesurt Mangantveilte i Iseddike, dannes intet blivende Bundfald, men detle opløses i

det pyrophosphorsure Natron med rød Farve; er Oplosningen stærk, udskilles efterhaanden

ved Henstand eller Kogning et rødt eller brunligrødt krystallinsk Bundfald af pyrophosphor-

surt Mangantveilte-Natron, der senere skal beskrives nærmere.

Bringer man fast Oxalsyre i Oplosningen af det eddikesure Salt i Iseddike, ud-

skilles ved Omrystning et krystallinsk Bundfald.

Anvendes paa samme Maade fast Vinsyre, udskilles ligeledes et krystallinsk Bund-

fald af mørk Farve.

Guajac I ink tur farves blaa af en eddikesur Oplosning af det eddikesure Sult.

Indigoopløsning affarves ved Opvarmning dermed.
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I disse Henseender forholder det eddikesure Mangantveilte sig ligesom S c li On -

beins 1

)
eddikesure Manganoverilte, hvilket han fremstillede af eddikesurt Blyoverilte og

svovlsurt Manganforilte, hvorved han fik en rødbrun Vædske, der gav ovennævnte Reactioner

med Guajac og Indigo, men af hvilken det ikke lykkedes Schönbein at udskille noget

Sall i fast Form; det er vel sandsynligt, at denne Opløsning har indeholdt eddikesurt

Mangantveilte.

Ligeledes ilter en Opløsning af eddikesurt Mangantveilte i Iseddike findelt Kvægsølv

ved Rystning dermed.

Med det faste eddikesure Salt faar man følgende Reactioner:

Ved Rystning med Vand dissocieres det efterhaanden og danner et mørkebrunt

næsten sort Bundfald.

Ulandes det faste Salt med krystalliseret Oxalsyre, og tilsætter man derpaa

lidl efter lidt Vand under Omrystning, foregaar ingen Sønderdeling ved almindelig Tem-

peralur, men man faar en klar gulbrun Opløsning, der reduceres ved Opvarmning under

Udvikling af Kulsyre.

Med krystalliseret Vinsyre er Forholdet et lignende; bringes lidt fast Vinsyre

i et Reagensglas med lidt Vand, og tilsættes derpaa lidt fast eddikesurt Mangantveilte under

Omrystning og lidt efter lidt mere Vand, efterhaanden som det opløses, faar man tilsidst

en mørkebrun klar Opløsning, der taalcr Fortynding med Vand; denne Opløsning reduceres

ved Kogning.

Den oxalsure Opløsning fældes ved Overmætning med Ammoniak, medens den

vijisure Opløsning holder sig klar derved (jvfr. Jerntveiltesaltenes Forhold).

Bringes det faste eddikesure Mangantveilte ned i conc. Salpetersyre ved al-

mindelig Temperatur, opløses det ved Omrøring med gulbrun Farve, men efter kort Tids

Forløb bliver Vædsken fuldstændig uklar og udskiller et brunsort Bundfald. Ved Kogning

med Salpetersyre udskilles Manganoveriltehydrat.

Udrøres fast eddikesurt Mangantveilte med concentreret Svovlsyre og tilsættes

derpaa lidt efter lidt under Omrøring og delvis Afkjøling draabevis Vand, dannes en mørke-

rød Opløsning, der efterhaanden giver et mørkt krystallinsk Bundfald af Fremy's oftere

omtalte Salt.

Conc. Saltsyre opløser det eddikesure Salt med mørk, brun Farve, og Opløs-

ningen forholder sig ganske som en Opløsning af Mangantveilte i Saltsyre.

Vinaand, 95 Proc. holdig, angriber tilsyneladende ikke Saltet ved almindelig Tem-

peratur; ved Opvarmning omdannes det, og man faar nu et mørkt, fyldigt Bundfald.

') Journal f. prakt. O.lipmie, 7<i, p. 315.
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Sættes Svovlammonium lil det faste eddikesure Sall dannes Svovlmangan, der

strax har en rodgul Farve men efter Opvarmning bliver gulgrønt.

Udsat for Luftens Indvirkning holder det eddikesure Mangantvcilte sig ganske

godl
,

naar Krystalnaalene ikke ere altfor fine ; i dette Tilfælde undergaar det en kjendelig

Forandring og antager efterhaanden en mørkere Farve; navnlig bemærkes dette, naar man

tørrer Saltet under Luftens Adgang i Stedet for over Kalihydrat under en Glasklokke.

Ved Ophedning til 80°— 85° tabte Saltet 39,8 Troc; da Temperaturen forhøjedes

til 100—105°, aftog det yderligere i Vægt, og efter 35 Timers Forløb var Vægten eonstant

og Tabet 59,2 Proc.

Følgende Forsøg viser Saltets Forhold ved højere Temperatur:

0,402 Gr. eddikesurt Mangantveilte blev ophedet i en Porcellænsdigcl, først svagt

over Flammespreder, indtil alt var sammensinlret, hvorved bemærkes Udvikling af Vanddamp

og Lugt af Acetone, derpaa over en almindelig Bunsensk Lampe til svag Rødglødhede under

Luftens Adgang; det derved efterladte Ilte vejede 0,124 Gr., der efter Behandling med Jod-

kalium og Saltsyre brugte 15,4 Cc. 2
/io normal svovlundersyrligt Natron, svarende til et Ind-

hold af 0,01232 Gr. virksom Ilt o: 9,93 Proe.; dette Ilte er altsaa nærmest Mn„0 3 , der

kræver 10,13 Proe. virksom Ilt; først ved stærk Glødning dannes Aln.d O i
.

Imidlertid er der en Mulighed for, at det dannede Mn„0
3 kan hidrøre fra, at der

først forcgaar en Reduktion til MnO, der da ved lavere Temperatur iltes til det mindre

eohærente Mn 3 O i , som ved 300°—400° formaar at optage Ilt af Luften og danne Mn.
z
O a .

At en saadan Iltabsorbtion linder Sted paa et vist Stadium, viser følgende Forsøg:

0,388 Gr. eddikesurt Mangantveilte blev henstillet ved 100°— 110° og vejede efter

48 Timers Forløb 0,165 Gr.; efter yderligere Henstand ved 200° i G Timer var Vægten

0,159 Gr., hvilkel svarer til et Tab af 59,02 Proc. Yderligere Henstand ved 200° i 36 Timer

bevirkede en Vægtforøgelse, idet Besten nu vejede 0,160 Gr. Saadanne lltningsphænomener

blive nærmere berørte i Afsnittet III.

Den analytiske Undersøgelse af det eddikesure Mangantveilte gav følgende Resultat:

1) 0,520 Gr. blev behandlet med fortyndet Svovlsyre (I Rf. conc. Svovlsyre -f- 9 Rf.

Vand) ved Kogning i 2 Va Time; herved spaltes Mn.,0 3 som tidligere omtalt i MnO og

MnO«; det uopløste Manganoveriltehydrat, i hvilket altsaa findes Halvdelen af Saltets

Manganindhold, gav efter Udvaskning og Glødning 0,074 Gr. Mn.J O i
svarende lil 10,25 Proc.

Mangan ; Saltet indeholder altsaa 20,50 Proc.

2) 0,514 Gr. efterlod ved stærk Glødning under Luftens Adgang 0,146 Gr. Mn 3 O t

svarende, til 20,47 Proc. Mangan.

3) 0,325 Gr. blev bragt ned i en farveløs Blanding af Jodkalium og et Par Ce. Salt-

syre; efter Omrøring titreredes det frigjorte Jod med 2
/io normal svovlundersyrligt Nalron;

der forbrugtes 12,2 Cc. svarende til 0,00976 Gr. virksom Ilt eller 3,00 Proc.

Vidensk, Selsk. Skr. 6. Række, naturvukiisk. og mathem. Afd. II. 4. J9
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4) 0,385 dr. brugte ved samme Behandling 14,4 Cc. 2
/io normal svovlundersyrligt

Natron svarende til 0,01152 Gr. virksom Ilt o: 2,99 l'roc.

5) 0,4665 Gr. blev opvarmet til Kogning med en Opløsning af cblorfrit Barythydrat

under jevnlig Omrøring i længere Tid; efter Filtrering og omhyggelig Udvaskning blev

Overskuddet af Barythydrat fældet med Kulsyre og det hele inddampet til Tørhed, udtrukket

med Vand, og Filtratet fra den uopløste kulsure Baryt fældet med Svovlsyre; herved fældes

altsaa den til den indeholdte Mængde Eddikesyre svarende Mængde svovlsurt Baryt; denne

vejede 0,607 Gr. svarende til 0,3126 Gr. Eddikesyre (02 Z74 0.,) i eddikesur Baryt.

Altsaa indeholdt Mangansaltct 67,01 Proc. Eddikesyre.

Beregnet Fundet

Mn 20,52 20,47 20,50.

Virksom O . . . . 2,98 2,98 3,oo.

CnH
4 2 67,16 67,01.

Det maa dog bemærkes, at det Salt, hvormed disse Analyser ere foretagne, var af

en særlig ren Beskaffenhed og blev analyseret umiddelbart efter Fremstillingen og Tørringen;

det var frit for Lugt af Eddikesyre, ligesom det ogsaa ved gjentagne Udvaskninger med Is-

eddike var befriet for ethvert Spor af eddikesurt Manganforilte. Jeg har oftere havt Pro-

dukter, hvor Eddikesyremængden har været lidt lavere, hvorimod Manganmængden var lidt

storre; dette hidrører aabenbart fra et Indhold af Manganforiltesalt, hvilket ogsaa giver sig

lilkjende ved en ringere Mængde virksom Ut.

Jeg gaar nu over til Beskrivelsen af nogle andre Mangantveiltesalte, der ganske vist

kunne fremstilles ved Ujælp af det eddikesure Salt, men da dette dog er lidt besværligt at

tilvejebringe i storre Kvantiteter, har jeg fundet andre Methoder, der lade sig udføre med

ganske anderledes let tilgængelige Stoffer.

Normalt phosphorsurt Mangantveilte.

Mn
2

. O e .(PØ), -\-2Es O.

Som tidligere berørt dannes ved Tilsætning af Orthophosphorsyre til en Opløsning

af eddikesurt Mangantveilte i Iseddike ved Opvarmning et graalighvidt Bundfald af phos-

phorsurt Mangantveilte; sandsynligvis er det det samme Salt som Laspeyres 1

)
har frem-

stillet ved Kogning af en vandig Opløsning af den violette smeltede Masse, der faas ved

Ophedning af et højere Manganilte med sirupstyk Phosphorsyre i en Platindigel. Dog er

') Journal f. prakt. Chemie [2], 15, 322
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der en Mulighed fur, at Laspeyres Salt ogsaa liar kunnet indeholde noget pyrophosphorsurt

Manganforilte. Jeg har imidlertid fundet, at del normale phosphorsure Mangantveilte lader

sig fremstille i saa rigelig Mængde som ønskes paa følgende Maade:

Man opløser ren krystalliseret Orthophosphorsyre i sin dobbelte Mængde Vand,

opvarmer denne Opløsning til 100° og tilsætter derpaa efterhaanden under Omrøring en

nogenlunde concentreret Opløsning af rent salpetersurt Manganforilte, saaledes at Phosphor-

syren er tilstede i Overskud; man holder stadigt Temperaturen ved 100°— 105°; Opløsningen

bliver strax eller efter nogen Tids Inddampning svagt amethystfarvet, og ved videre Ind-

dampning og Omrøring begynder den at blive blakket og lidt efter lidt at udvikle lavere

Kvælstofilter; under denne Luftudvikling, der fra nu af vedbliver, udskilles et graaligt Bund-

fald af normalt phosphorsurt Mangantveilte i rigelig Mængde. Man holder stadigt Tem-

peraturen ved 100°— 105°, ligesom man ogsaa ved Omrøring maa sørge for, at der saavidt

muligt ikke afsætter sig nogen Skorpe paa Skaalens Sider; sker dette, dannes der let paa

Grund af Overhedning noget Manganoverilte, hvilket let giver sig tilkjende ved den mørke

Farve, Skorpen antager, og man maa i saa Fald være særlig forsigtig, naar man fjerner det

dannede pbosphorsure Salt fra Skaalen, at ikke noget af den mørke, næsten sortfarvede

Del. af Krystalskorpen følger med
,

hvilket dog imidlertid let kan undgaas. Naar en

større Mængde af Saltet har udskilt sig, gjor man bedst i at lade det sætte sig, og de-

cantherer derpaa Moderluden, ved hvis yderligere Opvarmning, efter Tilsætning af lidt Vand,

man er i Stand til at vinde mere af Saltet; Bundfaldet udvaskes først adskillige Gange ved

Decanthation, dernæst paa Filter, med koldt Vand, og tørres derpaa i Luften; for at fjerne

en ubetydelig Hest af hygroskopisk Vand tørres del tilsidst ved 100°— 110°.

Den til Fremstillingen anvendte Pbosphorsyre maa være ren Orthophosphorsyre;

indeholder den Pyrophosphorsyre , faas et lignende Bundfald, der ved Analysen gav samme

Mangan- og Phosphorsyremængde, men indeholdt altfor lidet virksom Ilt; dette kunde kun

forklares ved et Indhold af pyrophosphorsurt Manganforilte Mn.,P.,0
7

-j- 3/7..0; detle Salt

har, som det vil ses, tilnærmelsesvis samme Molekultal som det orthophospborsure Mangan-

tveilte Mn„P.,O
s + 2H2 0.

Det paa ovennævnte Maade fremstillede Salt danner et grønliggraat , mere eller

mindre mørkt, krystallinsk Pulver; under Mikroskopet er dog Krystallerne temmelig utydelige.

Det paavirkes ikke ved Kogning med fortyndet Salpetersyre eller Svovlsyre, hvorimod

det efterhaanden opløses ved Kogning med højst concentreret Saltsyre under Chlor-

udvikling; dog gaar denne Opløsning ingenlunde særligt let fra Uaanden. Ved Rystning

med Natronlud angribes det allerede ved almindelig Temperatur, hvorimod Ammoniak først

virker i kjendeligere Grad ved Opvarmning. Concentreret Svovlsyre opløser det efter-

haanden ved Opvarmning og danner en violet Vædske, der ved Henstand i længere Tid

giver et mørkt krystallinsk Bundfald af Fremy's svovlsure Salt.

19'
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Det phospborsure Mangantveilte indeholder 2 Molekuler Vand. der forst afgives ved

høj Temperatur. Ved 300°— 400° i Lufttørrekasse foregaar Tabel kun Milligram for Milli-

gram; forst ved svag Rodglodbede bortgaar alt Vand, og samtidigt begynder ogsaa III al

undvige, saaledes at der efter Rodglodbede efterlades pyrophosphorsurt Manganforilte i

ren Tilstand.

Smelter man krystalliseret Orlhophosphorsyre i en l'latindigel og opvarmer til 1 10°

paa Sandbad, kan man opløse Manganidphosphatet heri, saaledes som ogsaa Laspeyres

angiver, med violet Farve; opvarmer man efterhaanden stærkere under Tilsætning af mere

Manganidphosphat, saalænge dette i Lobet af nogen Tid oploses nogenlunde villigt, indtil

170°— 180°, og benstiller man derpaa den klare, mættede Opløsning i benved et Døgn ved

170°— 180° (i Sandbadl, udskilles ofte et penséefarvet, krystallinsk Bundfald, hvis Sammen-

sætning efter en foreløbig Analyse, jeg har udført, synes nærmest at svare til surt pyro-
VI

phosphorsurt Mangantveilte ..
'

t

(P->0
7 ).,; dette Salt vil senere blive undersøgt nøjere i

Forbindelse med el smukt rødt, krystallinsk Salt, der dannes, naar man opvarmer den

smeltede Masse paa Sandbad til ea. 220° i Stedet for til 170°— 190°, hvilkel Sall ogsaa

Laspeyres omtaler.

Analysen af det phospborsure Mangantveilte gav følgende Resultat:

1) 0,6165 Gr. efterlod ved Glødning 0,519 Gr. Mn„P.
l 1 ^ hvilket svarer til 0,201 Gr.

Mangan altsaa 32,60 l'roc. Mn og til 0,2595 Gr. P.
2
O b altsaa 12,10 l'roc. P.

2 5 .

2) 0,722 Gr. gav efter Opløsning i højst conc. Saltsyre, Reduktion med faa Draaber

Svovlsyrlingvand og Tilsætning af phosphorsurt Natron samt Fældning med Ammoniak, et

Bundfald af krystallinsk phosphorsurt Manganforilte- Ammoniak, som efter Glødning og

Correction, ifølge Fresenius, gav 0,605 G r. Mn„P.,0
1

svarende til 32,45 l'roc. Mangan.

3) 0,244 Gr. opløst i højst conc. Saltsyre, Oplosningen reduceret med faa Draaber

Svovlsyrlingvand, inddampet og paa sædvanlig Maade behandlet efter Molybdænmethoden, gav

0,1605 Gr. My.
l
P.

l 1
svarende til 0,1026 Gr. P-,0-

a eller 42,05 l'roc. P-,0 5 .

4) 0,464 Gr. forbrugte efter Behandling med Jodkalium og Saltsyre 28 Ce. 2
/io normal

svovlundersyrligt Natron, svarende til 4,83 l'roc. virksom Ilt.

ft) 0,569 Gr. glødet i tør Luftstrøm, og de udviklede Vanddampe absorberede ved

Svovlsyre i Winklers Apparat, gav 0,061 Gr. Vand eller 10,72 l'roc. IL
2 0.

Beregnet Fundet

2Mn 32,73 32,60 32,45.

P.,0
5 42,26 42,10 42,05.

Virksom O . . . . 4,77 4,84.

2H2 10,71 10,72.
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Arsensurt Mangantveilte,

Mn., . Oe
.(AsO)., + 2H2 0,

fremstilles Fuldstændigt analogt med det tilsvarende phosphorsure Sall , idel man opløser

ren Arsensyre i sin tredobbelte Mængde kogende Vand og til den varme Oplosning efter-

liaanden sætter en nogenlunde eoneentrcret Opløsning af salpetersurt Manganforilte, saaledes

at Arsensyren er tilstede i Overskud; man vedbliver at opvarme til 100°— 105°, og under

Opvarmningen udskilles da det arsensure Salt under Udvikling af Kvælstofilter; Bundfaldet

udvaskes først ved Decantbation, siden paa Filter, og tørres i Luften ved almindelig Tem-

peratur. Det danner et graat Pulver, der er noget mørkere end det pbosphorsure Salt.

I sine øvrige Forhold ligner det i boj 'tirad Phosphatet og oploses ligesom delle

med Vanskeligbed i højst concentreret Saltsyre, medens det er uopløseligt i Salpeter-

syre. Ved Kogning med Natron spaltes det og efterlader Manganlveiltehydrat., og med

Svovlammon ium efterlades Svovlmangan.

Analysen gav følgende Resultat:

1) 0,259 Gr. blev behandlet paa sædvanlig Maade med Jodkalium og Saltsyre; Stoffel

opløste sig meget langsomt, men Titreringen lod sig alligevel udføre med 2
/ib normal svovl-

undersyrligt Natron, af hvilket der blev forbrugt 37 Cc. svarende til 0,0296 G r. virksom Ilt

eller 1 1,42 Proc, af hvilke de to Tredjedele hidrøre fra As.,
5 , den ene Trediedel fra Mn.

: 3 .

2) 1,034 Or. blev degereret med Svovlammonium paa Vandbad; det uopløste Svovl-

mangan blev efter Tørring blandet med Svovl og glødet i en Brintstrøm i liosesk Digel;

herved dannedes 0,4-23 Gr. MnS svarende til 25,86 Proc. Mangan.

3) 0,ßO2 Gr. blev ophedet i en Porcellænsdigel til svag Uødglødhede; tilsidst dæk-

kedes Diglen faa Øjeblikke med Laag; herved efterlodes en Glodningsresl , der vejede

(i, 52'Jö Gr., svarende til et Glødningstab af 12,04 Proe.; dette Tab svarer til O -f- 2 H., O,

altsaa bestaar Resten af pyroarsensurt Manganforilte, Mn„As„0
7 ; 0,5295 Gr. af delle giver

0,-1565 Gr. Mn eller 25,99 Proe. Mn i Mangantveiltesaltet og 0,3273 Gr. As
2 5 svarende til

54,36 Proc. As., O b i samme Salt.

liercgnet Kündet

Mn.
t

25,94 25,86 25,99.

As.,U b
.... 54,25 54,36.

3 11,32 11,42.
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Pyrophosphorsurt Mangantveilte-Natron.
VI

^)(P,0
7 ).,+ IO//,0.

Opløser man eddikesurt Mangantveilte i Iseddike under Opvarmning, og heldes den

derved dannede Opløsning ned i et Overskud af en Oplosning af pyrophosphorsurt Natron

(2:25), fældes intet, men der dannes en smuk rod Oplosning, der, naar den er mættet,

ved Henstand afsætter et rodt, krystallinsk Bundfald af pyrophosphorsurt Mangantveilte-

Natron; koger man den dannede Oplosning, fremkommer Bundfaldet straks, men har da

en mere brunlig Farve. Man behøver imidlertid ikke til Fremstilling af dette Dobbeltsalt at

anvende eddikesurt Mangantveilte, men karr med Fordel benytte den mørke Opløsning, man

faar ved Behandling af glødet Mangantveilte med concentrent Saltsyre ved almindelig

Temperatur; heldes denne Oplosning, umiddelbart eller at den er fremstillet, gjennem el

nogenlunde tørt Asbestfilter ned i et rigeligt Overskud af pyrophosphorsurt Natron , faar

man en meget morktfarvel Opløsning, der ved Henstand, eller undertiden strax, udskiller

det rode krystallinske Salt i rigelig Mængde. Det er af største Vigtighed, at det pyro-

phosphorsure Natron er til Stede i rigeligt Overskud, saaledes at der ikke bliver fri Salt-

syre tilstede i Vædsken; man kan ogsaa raade Bod herpaa ved Tilsætning af eddikesurt

Natron, men det er i Almindelighed ikke. nødvendigt. Den bedste Maade til at prove, om

det rette Forhold er til Stede, er at opvarme lidt af Blandingen lil Kogning i et Reagens-

glas; udskilles herved et krystallinsk Bundfald, der hurtigt sætter sig, i rigelig Mængde, er

Forholdet det rette ; fremkommer derimod et fyldigt Bundfald eller, hvad undertiden er Til-

laddet, holder Vædsken sig klar, maa der tilsættes mere pyrophosphorsurt Natron. Det

ved almindelig Temperatur udkrystalliserede Salt udvaskes med svagt eddikesyreholdigt Vand;

vaskes med Vand alene, antager det en mere brunlig Farve paa Overfladen; dog synes

Saltet atter ved Tørring i Luften at antage sin oprindelige Farve.

Det tørre Salt danner et rødligt Krystalpulver, der meget let mister noget Krystalvand.

Det er ikke uden Interesse, at man til Fremstilling af dette Salt ogsaa kan anvende

Manganoveriltehydrat, idet man behandler dette med concentrent Saltsyre ved almindelig

Temperatur og anvender den derved dannede Opløsning umiddelbart efter, al den er frem-

stillet; man arbejder fuldstændig som ovenfor angivet.

Herved bekræftes Pickerings 1
)
Angivelse, at der ved Indvirkning af conc. Saltsyre

paa Mauganoverilte dannes Mn.,01^ og ikke MnGl^, idet man saaledes direkte af Opløs-

'
) Journal of the ehem. society, vol.35, p. 654.
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aingen kau fremstille et Mangantveiltesalt. Processen ved fndvirkniDg af Saltsyre paa

Manganoverilte bliver altsaa, som Pickering angiver, at udirykke ved

2 MnO, -f 8 na = Mn 2 ClG + A I1
20+ Gl2 ,

hvorefter ved Opvarmning Mn 2 Gle
spaltes i IMnCL, og Cl.,.

Naar man behandler frisk tilberedt rent Manganoveriltehydrat med højst conc.

Saltsyre, bemærker man ogsaa ved sædvanlig Temperatur en kraftig Chlorudvikling, ligesaa

kraftig som naar man sætter Syre til et kulsyreholdigt Slof; dette stemmer ogsaa med

ovennævnte Formel.

I Saltsyre opløses det pyrophosphorsure Mangantveiltc-Nalron lel med mørk

Farve og udvikler Chlor ved Opvarmning.

Salpetersyre sønderdeler det ved Kogning og efterlader Manganoveriltehydrat.

Conc. Svovlsyre opløser det ved Opvarmning med smuk violet Farve, og Oplos-

ningen afsætter efterhaanden smukke, mørke Krystaller.

Henstilles det pyrophosphorsure Mangantveilte-Natron ved 100°, taber det efter-

haanden en Del af sit Krystalvand; efter et Par Timers Henstand ved denne Temperatur

tabte en Prøve af Saltet 15,0 Proc. ; det saaledes tørrede Salt indsuger Fugtighed under

Vejningen.

Ligeledes taber Saltet Vand ved Henstand over Svovlsyre; 0,908 Gr. tabte paa denne

Maadc i 2 Døgn 0,115 Or. eller 12,67 Proc; Resten henstillet ved 100° i 20 Timer tabte

derved yderligere 0,057 Gr.; altsaa ialt tabt 0,172 Gr. eller 18,94 Proc, hvilket nærmest

svarer til et Tab af 7 Molekuler Vand, hvilket dog kun kræver 18,42 Proc.

Den ved 100° tørrede Rest blev behandlet paa Vandbad med eoncentreret Saltsyre

og Opløsningen reduceret med Svovlsyrlingvand og inddampet til Tørhed; Inddampningen

med eoncentreret Saltsyre blev gjentaget 3 Gange, hvorpaa Resten atter blev opløst i Salt-

syre og fældet i Varmen med Ammoniak, hvorved dannes et krystallinsk Rundfald af phos-

phorsurt Manganforilte-Ammoniak; delte gav ved Glødning 0,379 Gr. Mn.,P
2 7

svarende til

16,15 Proc. Mangan.

Analysen gav iøvrigt følgende Resultat:

1 ) 0,723 Gr. blev kogt med fortyndet Salpetersyre i Rægerglas paa Asbestplade i 1 Time
;

det herved dannede Manganoveriltehydrat, hvilket altsaa indeholder Halvdelen af den i Saltet

tilstedeværende Manganmængde, gav 0,080 Gr. Mn.
i
O

i
svarende til 0,0577 Gr. Mangan;

altsaa er hele Manganindholdet 0,1154 Or., svarende til 15,96 Proc. Mangan.

2) 0,576 G r. behandlet med Jodkalium og Saltsyre brugte 16,9 Cc. 2
/io normal svovl-

undersyrligt Natron svarende til 0,01352 Gr. virksom Ilt eller 2,34 Proc.

3) 0,266 Gr. blev behandlet i Platinskaal med lidt Svovlsyrlingvand og eoncentreret

Svovlsyre; derpaa blev inddampet til Tørhed; Resten blev opløst i Salpetersyre og alter

inddampet til Tørhed, hvorpaa den blev opløst i eoncentreret Saltsyre og atter inddampet
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til et ringe Rumfang; denne Behandling viste sig nødvendig for at omdanne al Pyrophos-

phorsyre til Orthophosphorsyre; derefter blev Oplosningen behandlet efter Molybdænmethoden

og gav derved 0,1718 Gr. Mg.^T.^O-, svarende til 0,1099 ur. P
2 O b eller 41,32 Proc. P

2 O b .

4) 0,5935 Gr. blev behandlet paa samme Maade, og den saltsure Opløsning blev be-

handlet med Ammoniak, hvorved alt Mangan udfældes som phosphorsurt Mauganforilte-

Ainmoniak; af nitratet herfra blev Phosphorsyren fjernet ved Jernchlorid, og derefter Natron

bestemt som Na 2SO t
paa sædvanlig Maade; herved dannedes 0,1235 Gr. Na

2 S0 4
svarende

til 6,74 Proc. No.

Beregnet Fumlet

Mn.
2 16,08 15,9fi 16,18.

Pt 6 41,52 41,32.

Virksom O . . . . 2,34 2,34.

Na 6,72 6,74.

Et Tilbageblik paa de i det foregaaende omtalte Salte viser os, at de fuldtud have

Charakteren af Mangantveiltesalte svarende til analoge Jerntveilte-Forbindelser, og at der

her ikke vil kunne være Tale om at opfatte dem som Dobbeltforbindelser af Manganoverille-

og Manganforiltesalte; den Methode, hvorefter det phosphorsure og arsensure Salt dannes,

beror paa Iltning af Foriltesalt ved Salpetersyre, idet Anvendelsen af salpetersurt Mangan-

forilte egentlig kun er en Modification af denne Fremgangsmaade, og der er al Rimelighed

for, at man paa analog Maade vil kunne fremstille Mauganlveiltesalfe af flere andre Syrer 1

);

det er saaledes det samme Princip, hvorefter flere Jerntveillesalte fremstilles, der her har

fundet Anvendelse. Ligeledes dannes del pyrophosphorsure Mangantveilte-Natron paa en

med det tilsvarende Jernsalt analog Maade; dog har det sidstnævnte en noget afvigende

Sammensætning, medens de phosphorsure og arsensure Jerntveillesalte kun afvige fra Man-

gansaltene i Henseende til Vandmængden.

Til samme Række Salte som de ovennævnte maa sikkert ogsaa Fremy's svovlsure
vi

Manganforille-Manganoverilte henregnes og alisaa opfattes som .i¥n 2 O 6 (SO i!
)3-+-27ï 2 (SC> !! )

-\-8IL
2 0; det dannes nemlig som tidligere bemærket ved Indvirkning af cone. Svovlsyre

paa liere af de i det foregaaende nævnte Salte, og den Omstændighed, at det fremstilles

af en Oplosning, der indeholder svovlsurt Manganoverilte ved Tilsætning af svovlsurt Man-

ganforilte, behøver ikke at tale imod den her fremsatte Anskuelse; i saa Henseende have vi

ogsaa en vis Analogi i Ftannelsen af Kobberforchlor ved Indvirkning af metallisk Kobber

paa en sallsur Oplosning af Kobbertvechlor.

M cfr. Etard, Comptes rendas, R6, p. 140(1.
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Hvad Manganalun angaar, har del mærkeligt nok ikke været mig muligt at frem-

stille denne Forbindelse; allevegne, hvor jeg har troet at have den i Hænde, har det vist

sig, at jeg havde med Fremy's Salt al gjøre; selv ved Opløsning af en afvejel Mængde

Mn.,0., i Flussyre og Tilsætning af den nøjagtige Mængde Fluorkalium, saaledes at der for
VI

hver Mn., var 2Ä", og Behandling af Opløsningen med ronc. Svovlsyre, fik jeg af den der-

ved dannede rode Oplosning, efter at Flussyren var uddrevet, ved Henstand over Svovlsyre

kun surl svovlsurt Mangantveilte. Muligvis vil dog yderligere anstillede Forsøg fore til et

andel Resultat.

VMoii-vk. Selsk. skr. ti. Kække, nattirvidenak, op mathem. AM. II, 4. 20
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III.

Vi have i de foregaaende Afsnil oftere omtalt Manganets Tilbøjelighed til at optræde

som tetravalent Enkellatom overfor Ilt som Aarsagen til Mangantveiltets Spaltning ved Syrer

i Mn0
2 og MnO og til Mangantveiltesaltenes relative Ubestandighed; denne Stræben efter

at optræde som tetravalent Enkeltatom og efter at bevare denne Tilstand, naar den engang

er naaet, bemærke vi som bekjendt ved flere Lejligheder; dels finde vi i Naturen Pyrolusit

som Pseudomorphoser efter Manganic, og dels er det en Kjendsgjerning, at det er forbundet

med langt større Vanskelighed at fremstille Mn
3 O\ ved Glødning af vandfrit Manganoverilte,

end ved Glødning af Manganforilte eller dettes Forbindelser med Kulsyre eller organiske

Syrer. I det følgende skal jeg nu først gjøre Rede for nogle Glødningsforsøg med rent

Manganoverilte og med Manganmellemilte for derefter at gaa over til at omtale nogle Fæno-

mener, der staa i nær Forbindelse med det ovenomtalte og derved tillige beskrive et Par

af de til Fremstillingen af eddikesurt Mangantveilte anvendte Ilter noget nærmere.

2,295 Gr. rent Manganoverilte blev glødet over en almindelig Bunsensk Lampe i

aaben Porcellænsdigel i 56 Timer og derpaa over en kraftig Iserlohner Lampe i ca. 30 Timer;

det aftog derved 0,172 Gr. og Resten vejede alsaa 2,123 Gr., medens den ved fuldstændig

Omdannelse til Mn 2 3 kun skulde veje 2,084 Gr.; efter Glødning over Blæselampen i
1U

Time aftog det yderligere, saaat Vægten nu var 2,078 Gr.; det var altsaa nu paa det nær-

meste M?i
2 O a . Efter længere Tids Glødning for Blæselampen aftog Vægten, saaledes at den

efter lVs Times Forløb var 2,031 Gr.; Mn a Ot
vilde kræve 2,014 Gr.; Laaget blev nu lagt paa

Diglen, og Glødningen gjentaget for Blæselampen i Skorsten, hvorved efter 1U Times Forløb

Vægten aftog til 2,002 Gr. ; vi ere altsaa nu passerede forbi Mn 3 4 ;
yderligere Glødning i lukket

Digel paa samme Maade bevirkede, at Vægten efter en Times Forløb aftog til 1,977; Stoffet

havde nu en rødbrun Farve med iblandet grønt; det lykkedes ved yderligere Glødning at

danne saa meget Manganforilte, at den pulveriserede Glodningsrest tilsidst kun indeholdt

0,93 Proc. virksom Ilt, medens Mn a 4
indeholder 6,99 Proc. En Undersøgelse af Glødnings-

resten viste tydeligt, at Manganoveriltet paa de hedeste Steder af Diglen nærmest Bunden

og Siderne har været fuldstændigt reduceret til Manganforilte, da Glødningsresten paa disse

Steder var ren grøn, medens den paa Overfladen stadigt var kanelbrun som Mangan-

mellemilte.

Et med dette parallelt Forsøg blev udført i Platindigel, idet 1,759 Gr. rent Mangan-

overilte blev ophedet over en Bunsensk Lampe; efter 20 Timers Forløb vejede Resten
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1,6935 Gr. og Im'sIoiI iui af Mi2 3 , der kræver 1,597 Gr.; i Mellemtiden , nemlig efter :'>

Timers Glødning, havde Vægten været lavere, idet Hesten da vejede 1,6855 Gr.; der maa

altsaa atter have fundet en [Itabsorbtion Sled, formodentlig paa et Punkt, hvor Varmen har

været ringere paa Grund af Vcxlen i Gastrykket. Efter den omtalte Gledning i 20 Timer

blev anvendt en kralligere Lampe, og man bemærkede nu, at Vægten snart aftog, snart tiltog,

saaledes at den efter ca. 75 Timer var 1 ,590 Gr. ; vi ere saaledes ikke naaede langt forhi Mn 2 O å ;

2 Timers Glodning i lukkel Digel bevirkede en Nedgang til 1,535 Gr., og Farven var nu rød-

hiun som Mn a O i ; tager man atter Laaget af Diglen og opheder den, bemærkes en For-

øgelse af Vægten, saaledes at denne efter et Par Timers Forløb var 1,546; der har altsaa

atter her fundet en [Itabsorbtion Sted, hvilket ogsaa tydeligt bemærkes, idet Glødningsreslens

Overflade, der før var kanelbrun, nu har antaget en mørk Farve, navnlig i Midten af Diglen,

hvor Stoffet ikke har været udsat for saa stærk Varme, og hvor derfor Manganmellemiltet

kan være til Stede i den mindre cohærente Tilstand, hvori det formaar at ilte sig ved Op-

varmning til nogle hundrede Grader.

Fortsættelse af Glødningen, tilsidst for Blæselampen, førte tilsidt til samme Resultat

som det foranførte, at der fandt en delvis Afiltning til Manganforilte Sted. Dette har alle-

rede Pickering 1
! o.a. tidligere bemærket, men antager, som rimeligt, at det skyldes Pla-

tinets Porøsitet, hvorved reducerende Luftarter fra Flammen kunne faa Adgang til Stoffet.

Geuther'-) har iøvrigt reduceret Manganoverilte til Manganforilte ved Ophedning i et hvid-

glødende Jernrør, men ogsaa her kan maaske Metallets Porøsitet eller Kulstofholdighed have

havt nogen Indflydelse.

Af det før omtalte Forsøg, der blev udført i Porcellænsdigel over en meget kraftig

Blæselampe, synes det dog at fremgaa at selve Glødheden er tilstrækkelig til at fremkalde

den fuldstændige Reduktion, da det neppe synes muligt at reducerende Luftarter her kunne

faa Adgang.

Et Forsøg blev udført med Manganmellemilte, Mn 3 O t , ved Glødning i lukket Por-

cellænsdigel for Blæselampen i Skorsten. 1 ,171 Gr. Mn
3 0+ vejede efter Glødning i tVsTime

1,097 Gr. og efter yderligere aU Time 1,090 Gr.; fortsat Glødning gav en Rest, der kun inde-

holdt 1,13 Proc. virksom Ilt. Af dette Produkt blev 0,560 Gr. atter glødet i lukket Por-

cellænsdigel for Blæselampen i 1 Time og vejede derefter uforandret 0,560 Gr. , men Over-

fladen af Massen var nu kanelbrun, medens den før Glødningen var graagrøn; da Vægten

var den samme, maa altsaa det nederste Parti have afgivet noget Ilt, der atter er blevet op-

taget af det øverste Lag; heraf følger, at reducerende Luftarter næppe have kunnet have

Adgang mellem Laaget og Diglen. Dette bekræftedes yderligere ved et Forsøg, hvor Glød-

Chem. news, 1881.

Jahresbericht 1865, 226.

20*
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Dingen foretoges i en Roses Digei med tilkillet Laag og Porecllænsrør; Resultatet var

ganske det samme, og her synes alle Muligheder for Adgang af reducerende Luftarter

udelukkede.

Det fremgaar heraf, at Manganovcrilte maa antages ved stærk Hvidgløde uden

Luftens Adgang at afgive Halvdelen af sin Ilt og blive til Manganforilte ; Geuthers For-

søg bekræftes altsaa herved. Ved høje Temperaturer bliver altsaa Manganforiltet det be-

standigste Manganilte.

Det ovenfor berørte Forhold, at Manganmellemilte i en vis mindre cotisèrent Til-

stand formaar at optage Ilt, gjenfinde vi hos det Manganmellemilte, der efter Moissans 1

)

Angivelse dannes ved Reduktion af MnO„ i en Brintstrøm ved 250°; jeg har gj entaget

Moissans smukke Forsøg, idet jeg ophedede ren Manganoverilte i et U-formigt Rør, der var

anbragt i et Had af en smeltet Blanding af lige Molekuler Kalium- og Natriumnitrat først

til 230° i (Î Timer; man bemærkede stadigt Udvikling af Vanddampe, naar man for Enden

af Afledningsrøret anbragte et koldt [Jhrglas; efter Moissans Angivelse skulde man ved

denne. Temperatur faa Mangantveilte; man bemærkede ogsaa paa et vist Punkt en betydelig

Aftagen i Vanddampenes Mængde, men nogen fuldstændig Standsning fandt ikke Sted, idet

Uhrglasset stadigt beslog sig med Dug; den sikreste Maade til at træffe det rette Punkt vil

derfor være at controllere Vægttabet ved Vejning; ved det Forsøg, jeg udførte, viste det sig,

at Produktet indeholdt 8,87 Proc. virksom Ilt, hvilket viser, at Grændsen var overskredet,

idet Mn 2 3 kræver 10,1 Proc. Et andet Forsøg, hvor Temperaturen blev holdt lidt lavere

end 230°, gav et Ilte, der indeholdt 11,4 Proc. virksom Ilt; altsaa var man ikke her naaet

til Mn 2 O s
. Portsattes Opvarmningen paa samme Maade ved 250° fik man et Produkt, der

indeholdt 7,3 Proc. virksom Ilt, og dette svarer altsaa meget nær til Mn.i O i , der kræver

6,99 Proc. virksom Ilt.

Bringes lidt af dette Produkt i en Porcellænsdigel og opvarmes svagt over en

Bunsensk Lampe, optager det, saaledes som Moissan angiver, Ilt og antager en mørkere

Farve. 0,4915 Gr. af dette iltede Produkt brugte efter Behandling med Jodkalium og Salt-

syre 50 Cc. -/io normal svovlundersyrligt Natron svarende til 8,13 Proc. virksom Ilt, altsaa

0,8 Proc. mere end i det anvendte Manganmellemilte.

De i det foregaaende omtalte Glødningsforsøg vise Resultater, der selvfølgelig ere i

hoj Grad afhængige af de Betingelser, hvorunder de anstilles, idet saavel de anvendte Diglers

Tykkelse og Rumfang som Lampernes Styrke faar en betydelig Indflydelse. Dog fremgaar

det tydeligt deraf, at Manganet kun med stort Besvær kan bringes til fuldstændigt at gaa

over fra den tetravalente til den divalente Form i sit Forhold overfor Ilt, medens det der-

imod søger ved given Lejlighed at gaa den omvendte Vej.

') Ann. de chimie et de phys. [5] 21, p. 231 o. f
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Delte ses ogsaa, oaar vi betragte del Manganmellemilte, der hyppigere er bleven

anvendl ved nærværende Undersøgelser, og som fremstilles ved Tilsætning af frisk tilberedt

Manganoveriltehydrat til en ammoniakalsk salmiakholdig Opløsning af Manganforchlor under

Opvarmning, saaledes som Otto 1
) angiver. Jeg skal her meddele et Par udførligere Ana-

lyser af dette Stol' end der foreligger fra tidligere Undersøgeres llaand.

I. flAiiganiiirllcmiltcliyrirnt fremstillet nojagtigt efter Ottos Forskrift.

1) 0,826 Gr. lufttørret Mangaumellemilte blev behandlet med fortyndet Salpetersyre

i Bægerglas paa Asbestplade og opvarmet til Kogning i en Time; herved lades Mangan-

overilte uopløst; dette gav 0,2735 Gr. Mna Ot
eller 33,11 Proc.

2) 0,941 Gr. gav ved Glødning i Platindigel et ensartet kanelbrunt Mn a O i , der

vejede 0,894 Gr. svarende til 88,36 Proc. Mn O.

3) 0,817 Gr. tabte ved 100° 0,017 Gr. eller 2,07 Proc.

i) 1,285 Gr. tabte ved Tørring over Svovlsyre i 40 Timer 0,0225 Gr. svarende

til 1,75 Proc.

5) 0,368 Gr. lufttørret Stof, behandlet med .(odkalium og Saltsyre, brugte 32,3 Cc.

2
/io normal svovlundersyrligt Natron svarende til 0,02584 G r. virksom Ilt eller 7,02 Proc.

Uagtet sil. Vandindhold indeholder altsaa Stoffet samme Mængde virksom Ilt som

vandfrit Mns .O
i ;

det maa altsaa indeholde et Overskud af Manganoverilte.

Det lufttørrede Stof faar altsaa Sammensætningen:

ZMnO 88,36 Proc.

O 7,02 —
æll.,0 4,62 - (Di IVerens).

6) 0,893 Gr. af det over Svovlsyre tørrede Ilte gav efter Kogning med Salpeler-

syre et Manganoveriltehydrat, der efter Glødning gav 0,297 Gr. Mn 3 4
eller 33,26 Proc.

7) 0,379 Gr. af samme over Svovlsyre tørrede Ilte brugte efter sædvanlig Behand-

ling med Jodkalium og Saltsyre 34,1 Cc. !
/io normal svovlundersyrligt Natron svarende til

7,19 Proc. virksom Ilt.

8) 0,5025 0. af det ved 100° tørrede Stof efterlod ved Behandling med fortyndet

Salpetersyre et Manganoveriltehydrat, der ved Glødning gav 0,171 Gr. il/»
3 4

eller 34,03 Proc.

9) 0,305 Gr. af det ved 100° tørrede Stof brugte ved Titrering med 2
/io normal svovl-

undersyrligt Natron 28,3 Cc. svarende til 7,42 Proc. virksom Ilt.

') Licbigs Annaler, 93, 372
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Saafremt det Tab af 2,07 Proc, som det lufttørrede Ilte lider ved Tørring ved 100°,

repræsenterede del fuldstændige Vandtab ved denne Temperatur, uden at der samtidigt fore-

gik en Iltning af Stoffet, vilde dette kun kunne medføre en meget ringe Forskjel i Mængden

af virksom Ilt i det lufttørrede og det ved 100° torrede Slof, idet de 7,02 Dele der før

fandtes paa 100 Dele nu skulde findes i 97,93 Dele, hvilket vilde give det Resultat, at det

ved 100° tørrede Stof skulde indeholde 7,16 Proc. virksom Ilt; da der fandtes 7,42 Proc. er

der altsaa allerede ved 100° foregaaet en Iltning; denne bliver ifølge J. Posts 1

)
under-

søgelser langt betydeligere ved 250° til 300°, saaledes som vi ogsaa senere skulle se.

Otto angiver, at det her omtalte Manganmellemiltehydrat ikke angribes ved Kogning

med en Salmiakopløsning, hvorfor han anvender denne Methode til at rense det for Mangan-

forilte; ifølge Roses 2
)
Angivelse angribes derimod det cohærente glødede Manganmellemilte

af Salmiak; der synes her at være en ikke let forklarlig Uoverensstemmelse mellem de to

Ilter, da det dog er overvejende sandsynligt, at det mindre cohærente Ilte maa være lettere

angribeligt. At Roses Angivelse er rigtig viser følgende Forsøg:

1) 1,077 Gr. glødet M>i
3 4 blev opvarmet med en concentreret Salmiakopløsning

paa Vandbad i I Time; Filtratet gav en meget tydelig Manganreaction med Svovlammonium;

og Bundfaldet gav efter Glødning 1,056 Gr. Mn 3 Oi , der var altsaa tabt 0,021 Gr. eller 1,95 Proc.

2) 1,249 Gr. behandlet paa samme Maade, men inddampet til Tørhed i 3 Timer,

tabte 0,067 Gr., altsaa 5,44 Proc.

3) 1,409 Gr. behandlet med conc. Salmiakoplosning i 15 Timer i Poreellænsskaal

overdækket med Tragt, saaledes at det fordampende Vand stadigt fortættedes og flød tilbage,

tabte 0,064 Gr. eller 4,0 Proc.; det synes af Forøgene 2 og 3 at fremgaa, at Salmiakken

ved Inddampning til Tørhed ved 100° angriber Manganmellemiltet langt stærkere; for-

modentlig findes der allerede ved denne Temperatur en Dissociaton Sted af Salmiakken i

NHS og HCl, naar et andet Stof er til Stede, hvormed Saltsyren kan forene sig.

Det synes mig herefter sandsynligt, at Ottos Manganmellemilte ogsaa maa angribes

af en Salmiakopløsning, og jeg søger en Støtte for denne Anskuelse i den Omstændighed,

at dette Ilte, naar det fremstilles paa den af Otto angivne Methode og koges med Chlor-

ammonium, altid indeholder for meget virksom Ilt, hvilket altsaa kan hidrøre fra den Om-

stændighed, at Salmiakken har berøvet det noget Manganforilte. Til nærmere Undersøgelse

af dette Forhold saavelsom for at prøve, hvorvidt Sammensætningen af dette Ilte var nogen-

lunde constant, fremstillede jeg en ny Portion deraf, anvendte rigeligt Overskud af Mangan-

forilte og kogte en enkelt Gang med Salmiak, men undlod den gjentagne Kogning hermed

') Verh. zur Beförderung d. Gewerben, in Preussen, 58, p. WS, oa

Gmelin-Kaut: Handbuch der Chemie, II, p. 442.
2

) Handbuch der anal. Chemie, 1S67, Bd. I, p. 235.
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og tørrede efter omhyggelig udvaskning Stoffel ved almindelig Temperatur. Dette Produkt,

der havde on særdeles smuk kanelbrun Farve, blev underkastet følgende Analyse:

2. thimaiiiiifllriiiilir liciiiMillii efter Oltos lldhudc med I dcladclsc al den pJi'iitna;iio Kodning

med Saliiiiako|ilosniiig.

1) 1,2755 Gr. gav efter Glødning 1,217 Gr. Mn a O t
svarende til 88,74 Proc. Mn O.

2) 0,567 Gr. gav ved Glødning i en tor Iltstrøm 0,559 Gr. Mangantveilte , der ved

Titrering viste sig at indeholde 0,0252 Gr. virksom Ilt (9,96 Proc.) og altsaa svarer til 88,76

Proc MnO i del anvendte Manganmellemilte, hvilket stemmer med Glødningsbestemmelsen

som Manganmellemilte.

3) 0,559 Gr. afgav ved Glødning i en tor Luftslrnm 0,0245 Gr. Vand, der absorberedes

i Winklers Absorptionsror; dette giver 4,38 Proc. IL, O.

i) 0,588 Gr. brugte eller Behandling med .lodkalium og Saltsyre 50 Cc. 2
/io normal

svovlundersyrligl Natron, hvilket svarer til 6,80 Proc. virksom Ilt.

Resultatet er altsaa, at det lufttørrede Ilte har Sammensætningen:

•i MnO 88,76 Proc.

O 6,80 —
ril,, O 4,38 — (direkte).

99,94 Proc.

Dette Produkt indeholder altsaa en mindre Mængde virksom 111 end det foromtalte

og nærmer sig meget til rent Manganmellemilte; de 95,54 Dele vandfrit Ilte, der findes deri,

indeholde 6,80 Proc. virksom Ilt, hvilket vilde give 7,1 Dele paa 100, medens rent Mn 3 O t

kræver 6,99 Proc; Forskjellen er altsaa ringe.

Dette Ilte blev nu prøvet overfor en concentreret Salmiakopløsning, idet det blev

opvarmet dermed paa Vandbad; det viste sig herved, at der efter en Times Forløb kunde

paavises kjendelige Mængder Mangan i Filtratet fra det uopløste ved Hjælp af Svovlammo-

nium, og den uopløste Hest afgav efter Udvaskning atter Manganforilte til en Salmiakoplos-

ning. Dette Manganmellemilte angribes altsaa af Salmiak, men som rimeligt er findes der

snart en Grændse, hvor denne Virkning maa ophore; dette følger ligefrem af Dannelses-

maaden for Iltet, thi det er netop fremstillet ved Indvirkning af Manganoveriltchydrat paa

Manganforilte i ammoniakaisk salmiakholdig Opløsning, altsaa maa der ved Salmiakkens

Indvirkning paa det dannede Ilte snart indtræde et Punkt, hvor Betingelserne for dets Dan-

nelse atter er tilstede, idet der er gaaet Manganforilte i Opløsning, frigjort lidt Ammoniak

og dannet noget Manganoveriltchydrat. Heri have vi sandsynligvis Aarsagen til, at Ottos
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Manganmcllemille indeholder lidt Overskud af virksom Ilt, da det er behandlet med Salmiak-

opløsning indtil Produktet ikke afgav mere iManganforilte til denne.

Roses Angivelse gjælder altsaa saavel for det glødede, som for det vandholdige

Manganmellemilte; begge angribes af Salmiak, dog er det sandsynligt, at der herved dannes

Manganoverilte og ikke Mangantveilte, som Rose anfører, da det sidstnævnte ogsaa an-

gribes af en Salmiakopføsning.

Henstilles det paa ovennævnte Maade fremstillede Manganmellemiltehydrat, hvis

Sammensætning er angivet ved den sidstanførte Analyse, i en Platindigel i Sandbad ved

300°—330 optager det en betydelig Mængde Ilt; 1,0582 Gr., der henstod paa denne Maade

i ca. 12 Dage, havde efter denne Tids Forløb antaget en næsten sort Farve og vejede der-

efter 1,0826 Gr.; 0,372 Gr. af dette sorte Ilte brugte efter sædvanlig Behandling med Jod-

kalium og Saltsyre 51,6 Cc. 2
/io normal svovlundersyrligt Natron, svarende til 11,09 Proo.

virksom Ilt; denne Iltmængde svarer til et. Indhold af 60,34 Proc. Manganoverilte; Iltningen

er allsaa skredet noget forbi Mn„0
3 og paa Vej til Mn0 2 , hvilket Maal selvfølgeligt vilde

være uopnaaeligt, da ren Manganoverilte begynder al afgive sin Ilt ved 210°. .1. Post 1

)

har bragt Ottos Manganmellemiltehydrat til at. oplage saa meget Ilt ved 300°, at det der-

efter indeholdt 56,95 Proc. MnO^\ dette stemmer altsaa meget vel med ovenanførte Forsøg,

hvor den anvendte Temperatur var noget højere og Absorptionen maaske derfor noget

stærkere.

Den Egenskab at ilte sig højere tilkommer saaledes i høj Grad Manganmellemilte-

hydrat, men ogsaa med den naturlige Mangahit Mn 2 2 . 0„B„ lader det sig ved Forsøg

vise, at den under visse Omstændigheder optager Ilt, ligesom vi i Naturen finde Pyrolusit-

krystaller som Pseudomorphoser efter Manganit. Jeg henstillede finlpulveriseret Manganit

paa et Uhrglas i et Kobbertørreskab ved 100°, under daglig liefuglning med destilleret Vand,

i 4 Uger; det viste sig derefter, at Stoffet, der oprindeligt indeholdt 9,18 Proc. virksom Ilt,

nu indeholdt 9,73 Proc; under Processen var Pulveret stærkt sammensintret og havde an-

tagel en mørkere Farve. Under den forenede Indvirkning af Fugtighed og Varme var altsaa

Manganitten begyndt sin Omdannelse til Pyrolusit.

Det følger ogsaa af, hvad her er fremført, at. man ved Fremstilling af Manganilter,

der ere lavere end MnO», ad den vaade Vej, aldrig maa tørre det fugtige Ilte ved 100°

men altid forst maa anvende Lufttørring, da man i modsat Tilfælde altid faar en noget for

høj Iltmængde. Pickering har allerede tidligere bemærket dette, men ikke forfulgt Spørgs-

maalct videre.

Jeg er nu naaet til Slutningen af dette Afsnit af mine Undersøgelser, der væsentlig

have omfattet Manganets Forhold til Jerngruppens Metaller og dets Tilbøjelighed til at op-

') Se foran.
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træde tetravalenl overfor Ilt; Fortsættelsen af nærværende Arbejde vil nærmest omfatte

Manganets Stilling (il Platingruppen, til hvilkel Spørgsmaal Nicklès 1
) Undersøgelser har

givet et væsentlig: Bidrag.

Nærværende Arbejde er udført i den polytekniske Læreanstalts chemiske Labo-

ratorium, og jeg bringer herved dettes Bestyrer, Nr. Lektor, Dr. pli i I S. i\l. Jørgensen en

bjertelig Tak for den Beredvillighed, hvormed han har stillet all til min Raadighed, hvad

der krævedes til Arbejdets Udførelse.

'I Comptes rendus, 65, p. 1 07.

Kjøbenhavn, d. 7de Mints 1883.
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JJa vi kjende saavel Lo-vene for Lysbevægclserne i el fuldkommen homogent og gjennem-

sigtigt Medium som Lovene for Bevægelserne ved Overgangen fra et saadant Medium til et

andel lignende, saa maa det altid være muligt uden nogen som helst Hypothese at beregne

Lysbevægelserne i det Indre af et ikke homogent, overalt fuldkommen gjennemsigtigt

Medium, naar kun Lysets Hastighed, den eneste Størrelse, hvorpaa det her kommer an, er

hekjendt i ethvert Punkt af samme. Jeg skal her forsøge at udføre en saadan Beregning

med det Formaal, at udlede Loven for et isotropt, gjennemsigtigt Legemes Farvespredning,

navnlig for saa vidt denne er afhængig af Bølgelængden og Legemets Vægtfylde.

De almindelige, til en variabel Forplantningshastighed svarende, Love. for Lys-

bevægelserne har jeg allerede for 20 Aar siden udviklet i min Lystheori. Disse almindelige

Love skal jeg her, uden at støtte mig paa tidligere Arbejder, udlede paa ny og paa en

simplere Maade.

Da endvidere Opgaven gaar ud paa at beregne Lysbevægelserne i et Legemes Indre,

saa maa en bestemt indre Konstitution af Legemet forudsættes. Der kan vel næppe herske

nogen Tvivl om, at Legemerne bestaa af adskilte Atomer eller Molekuler, og det fremgaar

yderligere af min Theori af Refraktionskonstanten, som har vist sig i god Overensstemmelse

med Erfaringen , at ved alle fysiske Tilstandsforandringer forbliver en Del af Lysmediet

uforanderlig forbunden med Atomerne, medens Lyset i det øvrige Mellemrum forplanter sig

med samme Hastighed som i det tomme Rum eller i Verdensrummet. Forøvrigt bliver der

med Hensyn til Atomernes Gruppering og Lysmediets Afhængighed af denne Gruppering

endnu en vid Mark aaben for Hypotheser, men til en Begyndelse maa Beregningen ind-

skrænke sig til de simplest mulige Forudsætninger. Jeg antager derfor, at Lysets Hastighed

nær ved Atomerne, som jeg betragter som mathematiske Punkter, er en Funktion af Af-

standen fra Atomet og den samme Funktion for alle Atomer, at endvidere Hastigbeden i

større Afstande er den samme som i det tomme Rum, og endelig, at Atomerne ere lejrede

tilfældigt, dog saaledes, at de tilfredsstille Betingelserne for Legemets lsotropi.

21»
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Man vil her kunne gjøre den Indvending, at Atomernes indre Bevægelser ligeledes

ere en uomstødelig Kjendsgjerning, som ogsaa maa tages med i Betragtning. Efter de for

Tiden gængse Forestillinger ere disse Bevægelser af en dobbelt Art, dels nemlig saadanne

som antages at være identiske med Varmen, dels andre, som foregaa i Takt med Lyssving-

ningerne og som antages at være Aarsagen til Legemernes Absorbtion og Udstraaling af Lyset.

Skjøndt jeg ingenlunde anser Identiteten af Varmen og de indre molekulære Be-

vægelser for bevist, saa betvivler jeg dog aldeles ikke saadanne Bevægelsers Existens, men

de Hastigheder, hvorom her er Tale, ville i Sammenligning med Lysets Hastighed altid være

saa smaa, at de ingen kjendelig Indflydelse kunne faa paa Lysbevægelserne. Det eneste

bekjendte Spor af en Indvirkning af Legemernes Bevægelser paa Lyset (bortset fra et meget

tvivlsomt, 33 Aar gammelt Forsøg af Fizeau over Lysets Gjennemgang gjennem strømmende

Vand) er Stjernernes Aberration, men de molekulære Hastigheder ere endnu langt mindre

end Jordens Hastighed i Verdensrummet.

Den . anden Art af Bevægelser danner Grundlaget for de nyere Lystheoretikeres

Arbejder over Absorbtionen og Emissionen. Mod Antagelsen af disse Bevægelser kunde

strax gjøres den Indvending, at naar et Legemes Atomer skulde ligesom Lyset kunne udføre

500 Billioner Svingninger i Sekundet, saa maatte der være saa uhyre Kræfter tilstede i

Legemets Indre, at en Forskydeise af en Billiontedel Millimeter fra Ligevægtsstillingen

af de i et Gram indeholdte Atomer vilde udkræve et Tryk af en Billion Kilogram. Denne

Hypothese er dog ikke opfunden for at forklare en eller anden umiddelbart ved Lyset frem-

kaldt Massebevægelse, da vi overhovedet ikke kjende nogen saadan Virkning af Lyset, men

kun til Forklaringen af visse optiske Fænomener, som inaaske ogsaa kunde forklares paa

anden Maade. Hvorledes nu dette end forholder sig, saa vil det dog i ethvert Tilfælde være

nødvendigt først at beregne Medsvingningerne af det Atomerne omgivende Lysmedium

under Forudsætning af, at Atomerne ere i Hvile. Skulde det derefter vise sig nødvendigt

at antage Atomernes Medsvingninger, saa vilde disse altid bagefter kunne medtages i

Regningen.

De almindelig anerkjendte Love for Lysets Svingninger i et isolropt og fuldkommen

homogent Medium kunne udtrykkes ved følgende Ligninger:

J2S" ~~ aW 2' a*dt*' - " aW 1

\

dÇ drj dZ -
|

dx dy dz

idet £, y, f ere Lyssvingningernes Komposanter og

d?_ d^ d*

dVi + ~dJ
2+

dz

a betegner her Lysets konstante Forplantningshastighed

^2 J„2 + J„2 + -jus
•
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Ved Overgangen fra et saadant Medium lil et andet lignende, hvor dog Hastigheden

er forskjellig, Feiger Lysstraalen den bekjendte Sinuslov, medens ifølge de af Fresnel op-

dagede Love Amplituderne i de indfaldende, brudte og tilbagekastede Straaler forholde sig som

2 cos a sin ß ,ty{u — ß)
' sin (a + ß) cos (a—ß) ' tg [a -f- ß)

'

naar den indfaldende Straales Svingninger ligge i Indfaldsplanen, og som

2 cos a sin ß sin [a — ß)

sin (« + ß)
'

sin [a + ß)
'

naar den indfaldende Straales Svingninger ere vinkelret paa Indfaldsplanen. Ved a er

Indfaldsvinklen, ved ß Brydningsvinklen betegnet. Polarisationsplanen er her antaget vinkelret

paa Svingningsretn ingen.

Den af mig udviklede Theori gaar alene ud fra, at disse Love ere almindelig gjal-

dende, saaledes at alle Afvigelser fra disse Love kun hidrøre derfra, at intet Legeme er

fuldkommen homogent , og at Overgangen fra et Legeme til et andet foregaar successivt,

uden Afbrydelse af Kontinuiteten.

De ovenfor angivne Love kunne ogsaa udtrykkes paa en anden Maade. Naar

Koordinatplanen yz tages som Grænseplanen imellem de to Medier, saa ville de Ore

Størrelser

drj d$ dC dç
''

h s
' dx~dy' dx~di

paa begge Sider af Grænseplanen faa lige store Værdier, hvilket fremgaar af de angivne

Love, ligesom ogsaa disse omvendt kunne udledes af denne Sætning. Heraf følger, at

for Exempel

cUc\dx dy)
°8 dz\dz~dy)

ere endelige overalt, ogsaa for x = O. Ved Addition af disse to Størrelser erholdes

de

^-Ty-
Dette Udtryk har altsaa overalt en endelig Værdi. Man vil saaledes ifølge den anden Lig-

ning (I) kunne danne Ligningen

de I d 2 K
JoTl — -r =-- —S-j±

' dy m dt-

som fælles for begge Medier, idet u> er Forplan tningshastigheden, som antager forskjellige

Værdier i de to Medier. I'aa ganske lignende Maade kan man af de ovenstaacnde Grænse-

betingelser udlede Ligningen

r dB \_<PC_
J -^ dz

'"
(O- dt*

'
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og, da yc-l'lanen vilkaarlig er valgt som G-rænseplan, ved Omsætning af Bogstaverne

t_dO _ \_d?£

da
~~ m lW

Saaledes ere altsaa alle Lovene for Lysbevægelserne udtrykte ved tre partielle Diffe-

rentialligninger, af hvilke atter de Love, vi ere gaaede ud fra, let ville kunne afledes. De

fundne. Differentialligninger maa ogsaa vedblive at gjælde, naar w betragtes som en hvilken

som helst Funktion af .«, y og z. De indeholde egentlig intet nyt, og man vilde kunne

undvære dem, men de ere af stor Betydning for den praktiske Regning.

Indskrænke vi Beregningen til en Bølgebevægelse med given Svingningstid, kunne

vi udtrykke Afhængigheden af Tiden i ved den fælles komplexe Faktor é". Sættes

gaa de ovenfor fundne Differentialligninger over til

'.*-B + /*-». *rf-J+«- «i 4.C-2+ /.C-0. ... (2)

Jeg skal først søge at bestemme Lysbevægelsen i et af koncentriske kugleformige

Lag bestaaende Medium, hvor Lysets Hastighed er alene Funktion af Afstanden / fra

Centret. Inden for ethvert af disse Lag antages fi konstant, medens i de forskjcllige Lag

(i antager forskjcllige Værdier. Selvfølgelig udelukker denne Forudsætning ikke det Til-

fælde, at n forandrer sig kontinuerlig, da Lagenes Tykkelse altid kan antages saa lille,

som man vil.

Sættes

*£ + VO + ~<T = p,

og multipliceres Ligningerne (2) henholdsvis med .ï, y og z, saa erholdes ved Addition

J*/°-Sr + w> = o (3)

De samme Ligninger (2) differentierede med Hensyn til x, y, z og adderede give

"+£*-• • «
Medens n i Grænsefladen mellem to Lag forandrer sig diskontinuerlig, ville visse Funktioner

af Svingningskomposanterne overalt variere kontinuerlig. Saaledes fremgaar af Ligning (3), at

d2rp dr"t)

rdr* rdr

er endelig overalt, hvoraf følger, at

dr
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or fin kontinuerlig Funktion, som altsaa paa begge Sider af enhver Grænseflade, hvor p
Forandrer sig diskontinuert, har den samme Værdi. Jeg vil udtrykke dette ved følgende

Betegnelse

drp — r"ti 0.

Da endvidftrft paa begge Sider af Grænsefladen p er konstant og H derfor lig 0, saa redu-

ceres denne Grænsebetingelse til

drp

dr
= 0. (5)

En anden Grænsebetingelse fremgaar deraf, at

ar r

maa være endelig overalt, da Dilïerentialkoeflïcienterne med Hensyn til r her bortfalde.

Indsættes heri den i Ligning (4) angivne Værdi af ti, gaar Udtrykket over til

1 d pp
p dr r '

hvoraf folger, at pp er en kontinuerlig Funktion, og at man altsaa for alle Grænseflader har

\M>\ = (6)

Disse to Grænsebetingelser i Forbindelse med den inden for ethvert Lag, hvor p er kon-

stant, gjældende Differentialligning

àip+ftp = 0, (7)

ere tilstrækkelige til Bestemmelsen af p.

Naar i den første Ligning (2) sættes x = r cos <p ,
ses det, at

dh-ç dØ
, dti .____,. cos j, +_ sinj5

er en Storrelse, som overalt er endelig. Da endvidere ligeledes, som ovenfor vist,

tVrj,> _dr*ti
e
_d_

p_
dr- dr ° dr r

ere endelige overalt, saa fremgaar, at

d°~r$ d\— cos ip -r*£ -f- sin (p

d*

dr- dr- drd<p r

er en overalt endelig Størrelse. Efter at dette Udtryk er omdannet til

d*r$ d (dp

dr- dr

erholdes heraf Grænsebetingelsen

(I).

â/rÈ— df\ = o.
dr dx\

(8)
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COS (p

Da tillige dette Udtryk og altsaa ogsaa

drç

dr dr

er endeligt overalt, saa erholdes som anden Grænsebetingelse

[r°-ç - px\ =
I Analogi med disse to Ligninger dannes

dry dp

dr dy

drZ dp

dr dz

(9)

0, s, - py] = 0,

= 0. 0.

(10)

r%— pz\

til hvilke Grænsebetingelser slutte sig de udenfor Grænsefladerne gjældende Differential-

ligninger

jj + pç = o, dtf + fiTj = o, j,:+,aç = o (in

Desuden skal man her have = 0.

Funktionerne p, ç, ij og C kunne udvikles i Hækker efter Kuglefunktioner. Jeg vil

imidlertid her benytte en fra den sædvanlige forskjellig Form, hvorved der opnaas en be-

tydelig Lettelse i Beregningen. Sættes

d" 1

V =
, r = W+^+zV

dæ"-
m
dy'" r

og antages, hvad der for den følgende Regning er tilstrækkeligt, at p, i og rj ere lige

Funktioner af z, Ç derimod en ulige Funktion af z, vil man kunne benytte følgende Ud-

viklinger:

n -- y nm Vm i v ;"'[/'" „ _ v<" [/'" r_ v^jL]"" 1 1 21p — z,p
n

v
n , s — ^, B

i
„ ,

rj — -i), > „ , , — ^n dz "-' ' ' ' ' " l '

idet Summationen udstrækkes til alle hele Værdier af m fra m = til m = n i de tre

første Rækker og til m = n— 1 i den sidste Række, og dernæst til alle hele positive

Værdier af n fra n = til n = oo . Koefficienterne />™, c"', ^"', f™ ere alene Funklioncr

af r. Tillige bemærkes, at naar der i Regningen indkommer Differentialkoefficienter med

Hensyn til z af højere Orden end den første, saa bortelimineres de ved Hjælp af Ligningen

0.A V"

Af Definitionen af V" fremgaar endvidere

dV" n+ 1

dr

Naar Rækkeudviklingerne indsættes i Ligningerne (7) og (11), ses det, at Koefficienterne

(13)

p", t", rj'", C maa tilfredsstille Differentialligningeu

dr 2 r dr
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Denne Ligning har de lo partikulære Integraler

„o,,^,/. _ fir
2 //V _ _

\

f" '

\ 2(2n+ 3)"t"2.4.(2n + 3||2n+5) )\

,/,„ = , + /*' + f^rl . 1

v ^2(2n — l)
T 2.4.(2n — 1) (2«— 3)

n

Man vil altsaa kunne sætte

m -i m i m . uni m , m ,

lu n'A I ;/ r H 1 *n «r« I HT n J I

V« = b*<P„ + ßn </'„ » f» = = c
» <P„ + r„ </'„

,
t

(141

(15)

idet alle disse nye Koefficienter ligesom [i ere konstante inden for ethvert af Lagene, men

have forskjellige Værdier i de forskjellige Lag. Af Ligningerne (14) erholdes

d<P<i ,o , i, dån u ,

A , t • (16)

T drrW 2n+ 3^"+ '' ^ dr ^H (2w+ *'^l '

Ifølge Definitionen af f™ har man

•pj+^fj-o, y F;;+r
2
r; = o.

DitTcrentieres den første Ligning re — m Gange med Hensyn til x og m Gange med Hensyn

til y, og differentieres den anden Ligning n — m-f- 1 Gange med Hensyn til x og m—

1

Gange med Hensyn til y, saa erholdes to Ligninger, som let omdannes til

2 TT™ /. 2 2,
(2n+ 1 ) x P™ — - r' V'°^ - (n - wf)P^ + m (m- 1 ) V™

|

(2n+ \)y F;"
1 = - ,-

2 F" 4-
(
W-m+ l) (« - m) V1_

A
- (2n— m+1) (m— 1)F^.|"

Paa lignende Maade og med Benyttelse af de sidste Ligninger erholdes

(2»+ 1 ) z VI
1 = -^ F; + (n- n) (*- m - I

) ^ P^
2 + m (m- 1 )

~ V^l (18)

Af denne Ligning erholdes endvidere ved Differentiation med Hensyn til z, naar n — 1

sættes i Stedet for re,

_( (M _.m_l
)

2 + n+ TO
2)T/»'_

i

_ m(m_,
)

r/-
:
-2_

_ . . (19)

De fire Størrelser />, f, ^, f ere indbyrdes forbundne ved Ligningerne

.*+ ** + <-,, ? +^ +^=0.' dx dy ds

For at bestemme de heraf følgende Relationer imellem Koefficienterne p™, o. s. v., danner

jeg først følgende Rækkeudviklinger, idet s er et vilkaarligt Tal,

Vidensk, Selsk. Skr. G. Række, naturvîdensk. o£ iiiathpm. Afil. II. 5. 22
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= 2c„ ((*— »)» x\
n
— r

T
I

,, 1_,),dr

dr

dx *" v ' » "+-'

'

,/y

=
-'/»C*

- ""'
'

/F
» ~ r '»+')'

dr'zÇ s+idÇ ., „m/, , s— i d n» . s+i , i.» . ,-«i+2.\

Ved Addition af disse Ire Ligninger erholdes paa venstre Side

dr

dr

dr P„ 11+ 1 T7»'

dr

Paa højre Side. indsættes de ovenfor fundne Værdier af .ri". yV" og ~ ^— T '"'_. , hvorefter

paa begge Sider Koefficienterne til V"' sættes lige store. Paa denne Maade erholdes, naar

man sætter s = n+ I,

In — 1 fy

2ra 4- 1 rdr

og naar man sælter s = — n,

i
^-"'

i

"'" = (20)

2^71'' dr^+1 + (W+2) "" + ,,ç -+i -((w+ ,) -m
)
f«+i -("»+!) (2n—m+ l)^ +

+ („ __m+ 2) (n- m+

1

1 ^7,' - (m+ 2) (m+ 1
) C™+

2 - ((n - mf -4- m2 + ». + 1
)Q ,

— («— m+ 2)(»i— mJ-DC"'",
2 = (21)

Indsætles heri de i Ligningerne (15) givne Udiryk for p™
, o. s. v., saa erholdes

med Benyttelse af Ligningerne (16)

ir» -i i 7 '"
i

'«'
i ï "'— ' "'

(2n— 1)*. +<*„_,+ £„_, -<:„_,• 0,
I

(22)/i ») i 7/i , rJii— 1 '" m—2 A ( " * " '

g^rj-*» +«„-i+A,-. -r_i— r„_, = o, '

-Ær fc
» + ,w + 2) {m+ ' '

"»'+'
2

~~
(
(n + '

,2~

™

2

)
a"+' _ ,m +

'

m*»-»+ < i '<:+
,'

+ (n- »»+ 2) («- m H- 1 )
£"'+,' — (»»+ 2) ('» -f 1 1

c^,
2 - ((«— mf + m2

4- 1»+ 1 )
c™

+|

— (n—m+ 2) (n— m + I )
c"'"

2 =
,

— (2» + 3|x™ + (wi+ 2) (m+\)c%^ — ((« + I )*— •»*) «£+, — (m 4 l)(2n—m + 1)^"+

4- (n— m 4- 2) (n— m + 1 )

/9™"1 -(m+2) (m 4- 1 ) f^ — ((n- m)
2 4 »»

2 + »+ l) r"'+,

— (n—m+ 2) (n—1«| 1)
?-"'~ 2 = 0.

Foruden disse Relationer imellem de indenfor ethvert af Lagene konstante Koefficienter maa

man ogsaa opsøge Relationerne imellem de forskjellige Koefficienter i to tilgrænsende Lag.

(23)
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Betegnes Koefficienterne i det indre tilgrænsende Lag ved et Mærke, og er r Grænsefladens

Radius, saa erholdes af Ligningerne |5) og (6)

„, dr V dr é , dr~ tp , dr~
né

iffl / n . Ilt T n _ t'IÏI Tu rm Ti, .

" dr
+ *•< dr

'"
,lr ' *« dr '

(24)

/
; '"

i
"' / \ 'II'"'

1

,

'"<
i

' \
'

idel
>fv

og t''„ ere de samme Funktioner som <pv
og <pal blot med Forandring af u lil «'.

Naar den betragtede Grænseflade er den Centrum nærmeste, saa tilhører Koefficien-

terne /.„"' ug /."' det centrale Kuglelag. Her maa alle Koefficienterne /'"'
forsvinde, da i

modsat Tilfælde p vilde blive uendelig i selve Centret, og af Ligningerne (24) kan, k'
m

bortskaffes

ved elimination. Derefter kan man gaa over til den næste Grænseflade og saaledes videre,

hvoraf ses, at man for et hvilket som helst Lag vil kunne finde en Ligning

*„ " P«h> (25)

hvor pn afhænger alene af n og af de Værdier, som /i og Grænsefladernes Radier gjennem-

løbe indenfor det betragtede Lag.

Ligeledes erholdes af Ligningerne (8), (9) og (10) ved Indsættelse af Rækkeudviklin-

gerne og Sammenligning af Koefficienterne til V"' sex Ligninger, som ved Hjælp af Lig-

ningerne (20) og (21) kunne reduceres til folgende to Grænsebetingelser:

[m(c-c)-(«-m-r-D(,r-c"2

)]
-o,

^(-(c-a-^-^+D^r-cr2

))]
= o.

Sættes for Kortheds Skyld

a
n
- C

„ )-— (»— »»+ 1 1 {!'„ ~
'-;, )

= S„
,

(

(m m\ . li./ im—i iii—2\ m i

an~r„)^(W—m+ '>(A ~ïn ) = "i, '

saa erholdes med samme Betydning af de markerede, liogstaver som ovenfor

m "i
, 'm '

.

rm ,'

« (f + a w = s <r -4- a d< ,TIT n t

ii T ii ii 7 ii
<

il T il
' .

6)

>
d?n

,
,»#» 'Jt1

,,
,

inM'i, I

-= V- a -r— = s —: \- n —:— . f

(27)
ut i n I ni i ii in i ii

i

' m
S
" Ur '

a
" lir

' ' *» dr °" Ur '

hvoraf atter, paa ganske lignende Maade som ovenfor, erholdes

<r„ = '/„»'„
, (28)

idet ij
n

alene afhænger af n og af de Værdier, som p og r gjeunemlobe indenfor det

betragtede Lag.

Efter at saaledes de almindelige Ligninger til Udførelsen af Beregningen af Lys-

bevægelserne i et af koncentriske, homogene Kuglelag bestaaende Lysmedinm ere opstillede,

skal jeg gaa over til Undersøgelsen af Lysbevægelserne i det Indre af et isotropt Legeme,

22"
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idet jeg, saaledes som bemærket i Indledningen, b"etragter Atomerne som Punkter, hvor-

omkring Lysmediet indtil en vis Afstand lejrer sig i koncentriske Lag, medens del udenfor

denne Afstand, som antages mindre end to Naboatomers balve Middelafstand, forholder sig

som i det tomme Rum.

Er o den halve Middelafstand af to Naboatomer, og antages i Afstanden 3 fra et

af Atomerne Lyssvingningerne parallele med ?/-A.\en, saa vil man, naar tillige Bevægelsen

antages at forplante sig i Retning af æ-Axen, kunne sætte

for r = å, $ = 0, C = 0, y = eOt-WF, (29)

idet F er en Funktion, som gjentager sig periodisk fra Atom til Atom. Den sidste Formel

fremstiller altsaa en Bølgebevægelse, som forplanter sig igjennem Legemet med Hastig-

heden —j- .

For nærmere at bestemme Betydningen af Funktionen F, ville vi betragte to Atomer,

hvis Afstand er Id. En ret Linie igjennem de to Atomer skjærer de to tangerende Kugle-

flader, hvis Centrer ere de to Atomer og hvis Radier ere lig §, i de tre Punkter A. B og

C. De Værdier, F antager i denne rette Linie, kunne fremstilles ved en Kurve, som fra A

til B og fra B til C gjentager sig paa samme Maade, saaledes at F faar de samme

Værdier i A og i B, og at Tangenterne til Kurven i disse to Punkler blive parallele. Da
dF

r regnes positiv til begge Sider fra Centret, vil altsaa -=- i A og i»JB faa lige store Vær-

dier, men med modsatte Fortegn.

Man har
/.!/ »-i lit IZi « m TTfli

e F= e v = e lr
/n

I „,

i hvilken Række Leddene for to diametralt modsatte Punkter blive lige store og for n lige

faa samme Fortegn, for n ulige modsatte Fortegn. Man vil følgelig erholde

for r = 3
Ixi »./ m rrm . m rrm \ — di v t m rrm m rr'n \

(Ixi -ci/ »' t/w
i

'" l/ 1" \ i
„— lxi V f "' T7m m J 7 '" \\ n

e 2{V*n V2„ "+ ft, +1
72»+l) + 6 1 (% l

2„
- %* +,

]
2i, +J

J
= ° .(F'

hvilke Ligninger kunne omdannes til

Disse to Ligninger gjælde for de Punkter, hvori Kuglefladen tangeres af en anden lignende

Kugleflade. Dette er altsaa kun et begrænset Antal Punkter, men disse Punkter ligge til-

fældigt og kunne, da Legemet antages isotropt, med samme Sandsynlighed falde i ethvert

Punkt af Kuglefladen. Jeg antager derfor Ligningerne almindelig gjældende for alle Punkter

i Kuglefladen r = d.
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Ved den videre Behandling uf disse Ligninger er det af Viglighed al bemærke, al

I .r kan betragtes som en meget lille Størrelse. Denne Omstændighed har allerede vieret

benyttet af Helmholtz 1
), som i sin Dispersionstheori er gaaet ud fra den Antagelse, at »de

ponderable Deles indbyrdes Afstande ere forsvindende smaa i Sammenligning med Bølge-

længderne». Man er i Virkeligbeden som bekjendt ad meget forskjellige Veje bleven i

Stand til i det mindste at danne sig et Begreb om disse Afstande. Saaledes vil Bølge-

længden af det synlige Lys for Exempel for Vand være henimod 10000 Gange større end 3,

og for Luftarterne maa, selv ved den største Fortynding, hvorved overhovedet Farve-

spredningen lader sig maale, Bølgelængden endnu være liere hundrede Gange større end d.

Nu er

»_«!, t -* , i-ïj*.

naar N er Legemets Brydningsforhold , O Lysets Hastighed i det tomme Rum og À den

ligeledes til det tomme Uum svarende Bølgelængde. Af den sidste Ligning ses, at la,

som i ovenstaaende Formler ikke kan blive større end lo, maa være en meget lille Størrelse

af samme Orden som —

.

Tillige bemærkes, at naar ji for r = à betegnes ved /jcå , saa er

_ fc
2

4tt-

På ~~ Q2 12 )

og altsaa

P
N* = — (31)

På

Det ses heraf, at naar lo betragtes som en uendelig lille Størrelse af første Orden, saa vil

ii,ji)
'-' være uendelig lille af anden Orden, og at JS" fremtræder som el Forhold imellem lo

uendelig smaa Størrelser af anden Orden.

Idet altsaa læ betragtes som en uendelig lille Størrelse, erholdes af Ligningerne (30)

l vi En'" V" 4- y r!" V" — Ol,uz
72»

y
2» ^r -i %» +1

y
2» + i

— u
'

*1 m I/ W1
l I • ^ V» ?» T'"' l\

fr
2y

l2«
V

2n
+lXl^ 1 %»+! l

2» + |
= 0.

Ved Hjælp af den første Ligning (17) fremgaaer heraf, idet Koefficienterne til V"'
ll+l og V"'

n

sammenlignes, for r = o

// r- », (2n-{-2) 8—

m

"
,„ , (m+ 2)(m+l) ,»+2 \ »,

V 4n+\ h" 4n+ 5 ^"^ + "

4ra+ 5 %»+2
/

/"1" %»+i " = u
'

Ur- ' (- r °~

'" (2n+l)''— »r ,„ (m+2)(m+l) „,+2 \ d_
J

drr*'+*\ 4n— l'2"- 1 4n+ 3 ~^"i-> + ~ 4n + 3 ^"+ i)
+ drrln +i'

(32)— £ ==o-

') Pogg. Ann. Bil. I bi, S. 584.
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Sættes n = O, m = O erholdes

for r = d

ri 2 "
A

»
.

2 *\< • n

1 ,. d 1 „ d 1 o

I

133)

Da man vilkaarlig kan betragte ?• ^. som en endelig Størrelse, saa ville de i den første

Ligning indgaaende Størrelser r/l og rf2 kun faa Betydning, for saa vidt de ere endelige.

Naar der derfor i den anden Ligning (32) sættes n = I, m = og m = 2, saa vil det

første Led, som indeholder Faktoren Ir, kunne bortkastes, hvorefter faas

for r = 3

—— "= o — -V — o.
dr r3 ' 2 ' dr r'

s ' 2

Ved Indførelsen af de konstante Koefficienter (Lign. (15)) erholdes heraf for de I il

det yderste Lag indtil r = 8 svarende Konstanter, naar de uendelig smaa Størrelser

bortkastes,

26° - = 3/9°, 26
2/ = 3$.

For det samme Lag er ifølge de to første Ligninger (29)

a
2
d + a, = , c

2
ti + y2

= 0.

Sættes endvidere i den anden Ligning (22) n = 3, m = I og m = 3, erholdes

med liortkastelse af det første, uendelig lille Led,

medens Ligningerne (23) for n = 1 , m = 1 give

— 3a;— 46;;+ 26° -3cJ= 0,

- bx\ - 3«
2
—4$ + 2(9° - Z rl

= .

Disse 8 Ligninger ere dog endnu ikke tilstrækkelige til Bestemmelsen af de S

Konstanter ved x
i

, da det viser sig, al Ligningerne indeholde en Identitet. Imidlertid

fremgaar af Ligningerne (2ti) og (28) for n = 2, m = 1,

2 = a
2
— C

2
26,, a. = a

2
— ;- — 2/92 ,

<r
2r2 — zp

2 , <r
2
= ?2 »2 ,

som med Ligningerne ovenfor give

s
2
o*

5
= -2/9°, aj = - 3/?°, altsaa 3/9°^ - 2/fr/..

Men da </„ kun afhænger af de Værdier, som fi og Grænsefladernes Radier antage indenfor

det yderste Lag, saa maa man have ß2
— 0. Dernæst erholdes af de ovenfor fremsatte

Ligninger

7,0 ,-, i2jj 3-2 3 |

6
2
=0, 6

2
o = y/92

==
—-f x

i
m
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Indsættes endvidere i Ligningerne (22) n == I og m = = I, erholdes

gjaldende for alle Lagene. For det yderste Lag, hvor // betegnes vod nSi er saaledés med

Bibeholdelse al' de smaa Størrelser af anden Orden

,i/ I 3 \ I
i

% = —M'—6 ,"d
r

)
—yfWf

Ligningerne (33) ville nu kunne omdannes lil

lifta?- g-*î) +*?*"+ # =0,

-k(*;*-?Æ)+w(i^+*;) = o,

_ = iV 2 = — - - —
i 1 ,3 , 1 ; ,3 „J

fiå \è — -Jx, V— 2/9,

hvoraf erholdes

Ifølge Ligning (25) er
i 7 i

Endvidere, er ifølge den førsle Ligning (29) for r = à f, - = 0, altsaa med Bortkastelse af

de uendelig smaa Størrelser af højere Orden

a^ + a\ = 0,

og sættes i den anden Ligning (22) n = 2, m = 1 erholdes med Bortkastelse af det

første uendelig lille Led af anden Orden for det yderste Lag

a\ + ß\ = ,

medens Ligningerne (26) og (28) for n = I, m = 1 give

i in i i -s i i i

a, — 6, = s,
, ar- ßt

= ff, , ff, = </, *,

.

Af disse Ligninger følger

cfi «3

ßi 7l«

»! ft + 2^"

Brydningsfofholdet JV vil saaledés være bestemt ved den simple Ligning

y, _ å>+ Pl å*+ qi

hvor p, og </, ere to af å uafhængige Funktioner.

Vi have antaget /ir- uendelig lille i det indenfor »• = å liggende ydre Lag, men

i andre Lag maa denne Størrelse antage en endelig Værdi, hvis overhovedet en Brydning

i Legemet skal finde Sted. Antage, vi, at /ir- indenfor Orænsefladen r = s bliver endelig,

saa vil af den anden Ligning (24) erholdes

For r = e, = A-'V 4- x
'V .

ii T » ' ii 7 ii
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medens man ifølge Ligning (25) skal have x"' == pn k™, hvor pn
er uafhængig af e. Man

maa følgelig have k'"' = og x™ = 0, det vil sige, Svingningerne ere indenfor Grænse-

fladen r = s vinkelret paa Radius. Dette er ogsaa umiddelbart indlysende, da vor Forud-

sætning er ensbetydende med, at Lysets Hastighed i Grænsefladen r — e fra en uendelig

stor Værdi gaar over til at blive endelig, hvorved alle indfaldende Lysstraaler maa brydes

ind til Midtpunktet og Svingningerne derfor blive vinkelret paa Radius.

Dernæst erholdes af den første Ligning (24) for n = 1 , m = 1

k\-Î£ — -^ = 0, hvoraf p, = 2 e
3

.

Man vil altsaa tilnærmelsesvis kunne betragte p t
som en Størrelse, der er proportional med

Rumfanget af det i Atomets Nærhed stærkt forandrede Lysmedium, men er uafhængig af

selve dette Mediums Brydning.

Den anden i Ligningen (34) indgaaende Størrelse </, vil være at beregne af Lig-

ningerne (27) og (28).

Paa hvilken Maade q t
afhænger af Bølgelængden, skal jeg først søge at oplyse ved

et Exempel. Jeg antager, at p udenfor Grænsefladen r = s er lig 0, indenfor endelig

og overalt konstant lig //. I Ligningerne (27) vil i dette Tilfælde an være lig 0, og sæltes

n = I, vil man med Bortkastelse af den øvre Index m have
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Man vil saaledes se, at naar det til en uendelig Bølgelængde, og altsaa til q x

^- 0,

svarende Brydningsforhold betegnes ved A, saa erholdes af Ligning (34)

A 2
»+ />. I

- iPt .

JV 2 A 2

lîi.3 -ip,' A°- + 2
2ri

' W+2A a-

Som Kesultal af denne Undersøgelse fremgaar, at Lovene for Brydningen i et

gjennemsigligt, isotropt Legeme med sædvanlig Farvespredning ville kunne udtrykkes ved

følgende Ligninger

A*-t i W — A* 1 = D = ±- + 1
/i
2 +

>l
442+2 d ' iV 2 +2^ä 2

rf

idet A' er Legemets Brydningsforhold, d dets Vægtfylde, R og 7J to af Vægtfylden uaf-

hængige Konstanter. Endvidere er a en positiv Konstant, og som det af Ligningerne selv

fremgaar, vil A være det til À = » svarende Brydningsforhold.

Den første af disse Ligninger har jeg allerede for 14 Aar siden 1

) udledel theoretisk

paa en ganske anden Maade , og Lovens Rigtighed har senere stadfæstet sig paa mange

Maader. Af mine egne Forsøg over nogle Vædskers og deres Dampes Brydning har jeg

beregnet følgende til Natriumlinien svarende «Dispersionskonstanter" D, idet A er beregne!

ved den simplere Formel N 2 = A 2 + -rj- .

X"

Ætliylæther

Chloroform

Jodæthyl . .

Svovlkulstof

Fddikeæther

Vædske ved
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hvoraf erholdes

—L = 7, = — e3 cot as -\ ^ .

s, a cr

Det ses heraf, at naar Bølgelængden X og derved ogsaa a gjennemløber alle Værdier, saa

vil q l
kunne antage en hvilken som helst reel Værdi imellem — » og -{- ». Ifølge den

anden Ligning (351 vil altsaa ogsaa ved visse Værdier af X N- kunne blive negativ og

følgelig N imaginær, hvilket i denne Regning er ensbetydende med en Absorbtion.

Antages, at /t indenfor Grænsefladen r = s er endelig og at Rækkerne ere kon-

vergente, indtil de i en meget lille Afstand fra Centret gaa over til at blive divergente, saa

vil Absorbtionen kun indtræde ved enkelte bestemte Bølgelængder, .saaledes at vi erholde et

sædvanligt af Absorbtionslinier ledsaget Dispersionsspektrum.

Idet saaledes den her fremstillede Theori ikke udelukker Muligheden af en Absorb-

tion, saa vil paa den anden Side en ufuldkommen Absorbtion, hvor N antager den komplexe

Form a~\-bi, ikke kunne udledes af vore Forudsætninger. Hvis derfor Loven for den

anomale Dispersion skal udledes theoretisk, saa vil det være nødvendigt at udvide Bereg-

ningen til et System af Atomer, som svarer til sammensatte Legemer eller Blandinger. Det

vil da først vise sig, om det ogsaa vil være nødvendigt at forandre selve Theoriens Grundlag

saaledes, at ji betragtes som en komplex Variabel, hvilket atter vilde være identisk med til

de oprindelige Differentialligninger for Lysbevægelserne at tilføje et den første Differential-

koeffi'cient med Hensyn til / indeholdende Led. I saa Tilfælde vilde Ligningerne antage den

samme Form, som jeg allerede har angivet i min Afhandling om Identiteten af Lyssving-

ninger og elektriske Strømme 1
)- Der vil overhovedet, efter at ved de her angivne Methoder

Muligheden af Beregningen af Lysbevægelserne i Legemernes Indre er paavist, blive en vid

Mark aaben for videre gaaende Undersøgelser.

') Vidensk. Selsk. Oversigt ISG7. Nr. t.
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Indledning.

At angive i analytisk Form Loven for Primtallenes Fordeling i Talrækken er el

Problem, som for en Mathematiker er saa fristende som kun faa andre. Thi paa den ene

Side fremkommer Problemet allerede paa det mest elementære Standpunkt, og paa den

anden Side frembyder det saa store Vanskeligheder, at det kan have Tillokkelse nok for

den største Analytiker. Mange ere derfor ogsaa de Forfattere, som fra Tid til anden have

anstillet l'ndcrsogelser vedrørende Primtallenes Fordeling 1

), og naar man blandt disse kan

anføre Navne som Euler, Lambert, Legendre, Gauss, Dirichlet, Tcheby cheff
,

Rie mann, saa maa det næsten synes mærkeligt, at vort virkelige Kjendskab til Loven for

Primtallenes Fordeling saa at sige endnu kun er af tilfældig Natur. Riemann er den eneste

Forfatter, som med nogen Ret kan gjøre Fordring paa Æren af at have løst Problemet.

I en Afhandling-), som trods sin korte og skitserede Form dog maa betegnes som en af

den moderne Analyses ypperste Frembringelser, har ban ganske vist gjengivet Loven exakt,

men i en saadan Form, at det fundne Udtryk ikke lader sig anvende til nogen virkelig

Beregning af Primtalmængden op til en given Grænse, ja neppe en Gang med Sikkerhed

tør bruges til en tilnærmet Beregning af denne Størrelse. Men naar selv en Riemann ikke

er naaet videre, saa maa dette enten ligge i selve Problemets Natur eller ogsaa i, at man

ikke har anvendt de mest passende Midler (il Problemets Losning. Det vil derfor være

hensigtsmæssigt, for vi gaa over til de specielle Undersøgelser, først at betragte Opgaven

fra et mere almindeligt Synspunkt.

De mest elementære Betragtninger give Midler til sukcessive at udskille Primtallene

af Talrækken og gjøre det indlysende, at Primtallenes Tæthed i det hele taget vil aftage,

efterhaanden som man kommer længere frem i Talrækken. Ligeledes kan let vises, dels at

Primtalmængden er uendelig, dels at Intervallet mellem to paa hinanden følgende Primtal

kan blive saa stort, det skal være. Paa den anden Side ser man af Faktortavlerne, at der

') En Fortegnelse over den herhen hørende Literatur findes i Glaisher's Factor table for the fourth

Million. London 1879.

') lieber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze. Monalsber. der Berliner Akademie 1S59.



186

selv blandt de største undersøgte Tal findes Primtalpar, hvis Interval kun er 2 Enheder,

saa at Intervallet mellem to paa hinanden følgende Primtal i Nærheden af et givet Tal kan

svinge mellem temmelig store Grænser. Den Funktion af æ, som udtrykker Mængden af

Primtal op til m inklusive — vi ville i det følgende betegne den ved 6(x) — vil derfor være

en diskontinuert Funktion, som vel stadig voxende varierer med Spring af en Enhed, men

hvor Afstanden mellem Springene vexler meget uregelmæssigt.

Hvis man nu ikke stillede andre Fordringer til det analytiske Udtryk for Oir), end

at Formlen skulde fremstille denne Funktion i en eller anden Form, saa vilde Problemet

ikke være vanskeligt at løse. Med lidt Behændighed er det ikke vanskeligt at danne ana-

lytiske Udtryk f. Ex. i trigonometrisk Form, som blive 0, naar æ er et sammensat Tal,

1, naar æ er et Primtal, og ved saadanne kunde altsaa 6{x) fremstilles. Det vil til Bevis

for denne Paastand være tilstrækkeligt at henvise dels til Ramus's Doktordisputats 1
)
(«De

funetionum formis etc.»), dels til Prof. Lorenz' Artikel «Om Primtalrækken» i Tidsskrift

for Mathematik 1878, eller til en Afhandling af Libri 2
), hvor lignende Former opstilles.

Men Vanskeligheden kommer først frem, idet man tillige maa stille den Fordring, at den

fundue Formel skal kunne bruges til Beregning af Funktionen 0[x). Thi derved viser

det sig strax, at slige Former blive ubrugelige. Ja selv saadanne Midler som uendelige

trigonometriske eller andre analoge Rækker, navulig Udviklinger efter Kuglefunktioner, som

bevislig kunne bruges til Udvikling af arbitrære Funktioner, og som ogsaa her kunne an-

vendes, ville ikke kunne tilfredsstille denne Fordring. Thi omend slige Rækker, fortsatte i

det uendelige, kunne bruges — rent abstrakt taget — til Fremstilling af diskontinuerte

Funktioner, saa ville de dog i Nærheden af et Diskontinuitetspunkt blive saa langsomt

kom ergerende, at det vilde blive et forgjæves Arbejde at summere dem, og naar tilmed

som her Diskontinuitetspunkterne optræde i uendeligt Antal og fordelle over hele Talrækken,

saa kan man neppe vente at finde en saadan Form, at den vilde vise sig skikket til nume-

risk Beregning selv for saadanne x, som ikke svare til Diskontinuitetspunkterne.

Noget mere kunde man vente sig af Benyttelsen af bestemte Integraler, det er

ogsaa ved Hjælp af saadanne, at Riemann opnaar sine Resultater. Men ogsaa her frem-

kommer en lignende Vanskelighed som ovenfor paapegel, omend i en noget anden Form.

Et Integral, som skal fremstille 6{x), maa nemlig ikke blot være diskontinuert, men da

selve Primtallene ikke explicite maa indgaa i det, saa maa det fremtræde i en saadan Form,

at Diskontinuiteten ikke tydelig træder frem. Allerede den Omstændighed, at Integralet

fremstiller en diskontinuert Funktion, vanskeliggjor Beregningen, thi det medfører, dels at

Integralets Elementer variere meget stærkt, og dels, at saadanne Rækkeudviklinger, f. Ex.

M Rnmus: Tentamen ite funetionum formis, originibus et variationibus. Hauniæ MDCCCXXX1I.
2

) Mémoire sur la théorie des nombres. Crelle's Journal lid. 9.
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for Faktorer under Integraltegnet, som i andre Tilfælde kunne anvendes med Held, lier ikke

kunne benyttes, da Diskontinuiteten derved enten kan gaa tabt eller i alt Fald fremtræde

under ubestemt — altsaa ubrugelig — Form. Endnu vanskeligere bliver Forholdet, naar,

som ber, Beliggenheden af Diskonlinuitctspunkterne er ubekjendt, thi man vil ved liercgning

af saadanne diskontinuerte Integraler ofte have Lejlighed til at bemærke , at deres Bestem-

melse lettest udfores ved Deling i kontinuerte Dele, altsaa netop ved at fremhæve Diskon-

tinuiteten, og dette kan jo i dette Tilfælde ikke gjøres. De tilladelige Transformationer af

Integralet blive derfor meget begrænsede og maa foretages med største Forsigtigbed, hvis

man skal undgaa at strande paa et af de mange Skjær, som en saadan Behandling frem-

byder. At Biemann har været i Stand til at gjennemføre sin Methode, er et glimrende

Vidnesbyrd om hans Geni, men at hans Besultat ikke er bleven helt betydningsløst, beror

paa, at det er muligt at dele Funktionen 0{x) i en Sum af to andre, af hvilke den første

og væsentligste Del er kontinuert og lader sig fremstille i Form af en Bække, der kan

beregnes, medens den anden indeholder den diskontinuerte Korrektion, som skal anbringes

derpaa for at faa den korrekte Værdi af 8{x). Denne Korrektion fremtræder i Form af en

Sum af imaginære Integrallogarithraer, som afhænge af Bodderne i en transcendent Ligning.

Disse Bndder ere uden Tvivl atter afhængige af de sukcessive Primtal, men selv om denne

Afhængighed var fuldstændig udredet, vilde det være meget vanskeligt at afgjore, om den

Bække, der gives for Korrektionen, er konvergent og i saa Fald at afgjøre
,
mellem hvilke

Grænser dens Værdi ligger. Det er muligt, at fremtidige Undersøgelser kunne bringe større

Klarhed til Veje paa dette Punkt, men en Sammenligning med de gjorte Optællinger viser,

at den kontinuerte Del af Biemann's Formel giver en saa god Tilnærmelse til de virkelige

Primtalmængder, at der ikke kan være Tvivl om, at den af Biemann angivne Formel giver

et særdeles betydningsfuldt Vink om, hvilke Funktionsformer der skulle benyttes. Vil man

nøjes med en Tilnærmelsesformel ,
vil der neppe kunne opnaas noget bedre Besultat end

den kontinuerlige Del af Biemann's — naturligvis, naar man ikke vil benytte mere sammen-

satte Funktionsformer — men der maa rigtignok i saa Fald gives den en noget anden

Begrundelse.

Forsaavidt man vil blive staaende ved Tilnærmelsesformler, kunde de saakaldte

«Interpolalionsrækker» her synes at være paa deres Plads. Dette er utvivlsomt ogsaa Til-

fældet, men for at kunne bruges med Held, d. v. s. ,
for at man kan uøjes med nogle faa

Led i Bækken, er det nødvendigt, at man først bar nogen indsigt i Beskaffenheden af den

Funktion, man vil udvikle. Thi kun i saa Fald er man i Stand til at vælge sine Udviklings-

funktioner paa den mest passende Maade. Og dette er nødvendigt, da Bækkernc i modsal

Fald blive for lidet konvergente og paa sine Steder for meget afvigende fra de virkelige

Værdier af #(.)). Og selv i heldigste Tilfælde give de kun et saa at sige udvortes Kjend-

skab til den Funktion, man udvikler, medens de Belatiouer, som i Virkeligheden betinge,
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at netop én bestemt og ikke nogen anden Funktionsform fremkommer, ikke ville findes ad

denne Vej.

Af alle disse Grunde ville vi i den følgende Afhandling ikke nærmere forfølge nogen

af de ovenomtalte Veje, men kun — væsentlig til Sammenligning og Orientering — give

en Fremstilling af Biemann's Methode; derimod ville vi særlig benytte rent taltheoretiske

Mrllioder for at se, hvorvidt man ad denne Vej kan naa. Disse Methoder syues i Virke-

ligheden at fortjene en noget større Opmærksomhed, end der hidtil er bleven skjænket dem.

Allerede Legend re har lært, hvorledes man ved Benyttelsen af Primtallene op til

]/x kan finde Primtalmængden mellem l/.t og x ved Hjælp af ufuldstændige Kvotienter, og

Meissel har vist, at denne Beregning er praktisk udforlig selv for saa store Tal som 100

Millioner. En lignende Beregning er foretagen tidligere af Englænderen Hargreave og

senere af en fransk Forfatter, Piarron de Mondesi r. Det Held, disse Forfattere have

haft, ligger uden Tvivl deri, at de have anvendt virkelig diskontinuerte Funktionsformer og

navnlig saadanne, som væsentlig stemme med Problemets Natur. Russeren Bo ug aïe ff er

gaaet videre ad samme Vej og har angivet en Formel for selve 0(x). Formler af denne Art

ere endnu langt fra at være det, man maatte ønske, og lade sig navnlig ikke direkte omdanne

til analytiske Tilnærmelsesformler. Men de give en større Indsigt i den virkelige Natur af

Funktionen 0(x) og de Relationer, som sammenknytte den med andre lignende, end de tid-

ligere nævnte, og det er muligt, at fortsatte Undersøgelser af saadanne Former ogsaa ville

kunne lede til Opstillingen af brugbare Tilnærmelsesformler. Et væsentligt Skridt i lignende

Reining er paa et beslægtet Omraade gjort af Svenskeren Berger, der ved som Udgangs-

punkt at benytte en Formel, der oprindelig skyldes Dirichlet (Abhandlungen der Berliner

Akademie 1849), er naaet til at opstille en Bække mærkelige Formler, som angive

Middelværdierne af visse symmetriske Funktioner af et Tals Divisorer. Analoge Betragt-

ninger lade sig ogsaa anvende paa Primtallene , og ved at sammenknytte disse med visse

Undersøgelser af Tchebycheff kan man paa en ret simpel Maade komme til en Bestem-

melse af Primtallenes Middeltæthed og derigjennem atter til Tilnærmelsesformler for for-

skjellige Funktioner af Primtallene op til en given Grænse. Mærkeligt er det, at man ad

denne Vej faar tilvejebragt en Forbindelse mellem to saa forskjellige Methoder som de af

Tchebycheff og Riemann anvendte.

Uagtet denne Methode synes at give gode Løfter om et heldigt Resultat, er det

dog ikke lykkedes mig at gjennemføre disse Undersøgelser paa den Maade, del var ønske-

ligt. Alligevel tror jeg dog, at denne Methode fortjener nogen Opmærksomhed, fordi den

i Virkeligheden giver en Indsigt i det paagjældende Problems Natur som ingen af de andre,

og fordi den rammer noget af det mest centrale i det. Og netop at forsøge paa at trænge

ind til Problemets Kjærne har været Hovedformaalet for nærværende Arbejde. Vi have der-

for fra først af stillet os paa det Standpunkt, i første Række at finde et exakt Udtryk for
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Primtalmængden eller for dermed beslægtede Funktioner, medens Spørgsmaalet om Tilnær-

melsesformler kun stilledes i anden Hække.

Det er muligt, at man ved at stille sig paa det omvendte Standpunkt kunde liave

opnaaet tilsyneladende større Udbytte
,
men til Gjengjæld vilde den indbyrdes Sammenhæng

mellem de forskjellige Betragtningsmaader neppe være traadl saa klart frem, som \i nu

tro er Tilfældet.

§ 1. Symmetriske Funktioner af alle Primtallene.

Som Forberedelse til Studiet af Primtallenes Fordeling er det gavnligt at gjøre sig

bekjendt med forskjellige Relationer mellem Funktioner af Primtallene og visse Funktioner

af Tallene i den naturlige Talrække. Uagtet disse Relationer væsentlig tjene til Beregning

af visse symmetriske Funktioner af alle Primtal og altsaa ikke direkte kunne benyttes,

naar man kun medtager Primtallene op til en vis Grænse, saa spille de dog i alle Under-

søgelser om Primtal en saa stor Rolle, at man altid maa have dem paa rede Haand. Vi

ville derfor nedenfor samle disse under et, idet vi dog for Bevisernes Vedkommende i de

fleste Tilfælde nøjes med Henvisninger til de Forfattere, hos hvem de findes. Et Primtal

vil her som overalt i det følgende blive betegnet ved p, eller hvis der er flere saadanne,

ved a, b, c o. s.v., og det bemærkes endvidere udtrykkeligt, al vi ikke medregne

Tallet 1 iblandt Primtallene, saaledes som f. Ex. Glaisher gjør det.

Allerede Euler 1
)
bar undersøgt Produkter af Formen //(I— ), hvori p efter-

baanden tillægges de Værdier, som angives ved Primtallene. Et saadant Produkt vil som

bekjendt 2
) være konvergent, saafremt delte er Tilfældet med Rækken. 2—, altsaa, da

,1,1 ''

2—< 2-—., hvor n — I, 2, 3 o. s. v., i hvert Fald for r > I. Udvikler man den reciproke
p n

Værdi af hver af Faktorerne i Række, faas

i- 1 11,1
Y p

r
)

' + p
r +

p
2r +

p
3 '- + • • • '

og altsaa faar man, naar alle disse Faktorer multipliceres sammen, og Leddene ordnes eller

deres Størrelse, en Række, der kan skrives som

') Inlroductio in Analysin infinilorum Cap. XV.

!
) Weierstrass: Theorie der analytischen Facultäten, Crelle'a Journal Bd. 51.
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»M = i+^ + ^7 + ^ + ---' <"

der er ubetinget konvergent, saalænge r> I. Derfor bliver altsaa

ff(l--i)-' (2)

Den samme Ligning vil endnu gjælde for komplexe r, for saa vidt mod r>l. Af denne

følger atter ved paa begge Sider at tage Logarithmen og udvikle i Række

-
r+i2—r + i2—r

+.-.==ls(r) for r>1, (3)
p' - p-' " p

6 '

V I 1 V L 1 V_^r+ ^^Tlij,
og ligeledes ved Differentiation med Hensyn til r

I °° s'fî'l

Ip-'-lp + ^-^ + 2&r»fr + ••==
jfi

2n~nn = -^ , ( 4 )

der ogsaa kan skrives som

Da man endvidere maa have

°(>-t) «{>*$ ''(-?)
/ 1

x

saa" kan ogsaa Værdien af Produkter af Formen //(I -| -I bestemmes ved Hjælp af de

reciproke Potenssummer s{r), for saa vidi mod r > 1. For r— 1 maa //( I - —I blive 0,

eftersom den reeiproke Værdi giver den harmoniske Række, Produktet //ll-f-— j maa

derfor blive uendeligt, og den Hække, som faas ved at udføre Multiplikationen, divergent.

Udfores Multiplikationen af de enkelte Faktorer i Produktet //Il -\
, faas en

Række, der kan skrives som

Ih I - /)-') = I — Sa~r
-f 2errb-r— Ia-rb-rc-r + ..., ( 5 )

hvor a,b,e... betegne forskj eilige Primtal. Da Rækken er ubetinget konvergent for »•>!,

kunne Leddene i dette Tilfælde ordnes efter Størrelsen, hvorved faas

//(I— />-'}= 1 — 2-'— 3-''- 5-'+ 6-' — 7—+I0—— II-'... = — . (6)
1 s(r)

Man ser, at de enkelte Led indeholde rte Polens af saadanne Tal, som ikke ere

delelige med noget Kvadrattal, og med Forlegnet I— I)'", hvor m angiver

Antallet af det paagjældende Tals Primfaktorer.

Betegner man altsaa ved fi(x) en Faktor, som for x = et Primtal eller et Produkt

af et ulige Antal forskjellige Primtal er lig — I , men for æ= I eller et Produkt af et lige

Antal forskjellige Primfaktorer er +'i ' andre Tilfælde lig 0, saa kan (6) skrives som

//(l -?-'-') - !>(.<•) .r- — -Jv (7)
i
n

sir)
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Hvor vidt ogsaa denne Ligning vedbliver al gjælde for r= 1, altsaa om Rækken

Eu(x)ar~l er konvergent, kan paa dette Stadium ikke afgjøres, senere skal dog vises, at

i

'

den iall'ald er endelig og < I, naar den afbrydes ved et hvilket som helst Led. For øvrigt

vil en numerisk Beregning vise, at dens numeriske Værdi hurtig nærmer sig stærkt til O,

og at den snart er positiv, snart negativ.

Euler har foruden de nævnte Relationer opstillet en hel Hække andre, som dog

ikke uden videre kunne bruges, da der ikke føres tilstrækkeligt Bevis for Konvergensen af

de optrædende Produkter og Summer. Blandt disse kan f. Ex. anføres følgende:

3 5 J7__ 11 13 tz_

3+7 " 5=1 '7+T' 11+ 1
' 13—1 ' ' '

" =

4
-

Tællerne i de her optrædende Faktorer ere alle ulige Primtal, Nævnerne de nærmeste

Multipla af 4, altsaa />+l eftersom p = 4m+l. For denne Ligning er der senere givet

et fuldstændigt Bevis af Mertens 1

). En anden er følgende:

5 7 " '3 H = iL i/a (9|
o+l '7-1 '

11+ 1
' 13— 1

" 17+1
'

2 '

hvori der kun indgaar Primtal af Formen Gn+1. Vi anfnre disse Relationer, skjønl \i

senere ikke gjøre nogen Brug af dem, fordi den første giver os Anledning til en Bemærk-

ning. Det er klart, at alle ulige Primtal have Formen 4n + l eller hi— 1, lad os antage,

at alle Primtal fra en vis endelig Grænse q at regne havde kun en af disse Former, altsaa

f. Ex. kn-\- 1. Saa fik man, idet de foregaaende Faktorer samledes til en enkelt, A :

TT °° r>
x

1
+v = a /iS- = B . n~^r
4 lP-l 2l _i

Men denne Ligning er umulig, eftersom B er en endelig Konstant, og det sidste Produkt

har Værdien æ. Vi lære heraf, at der maa være uendelig mange Primtal af Formen

4n+l, og paa ganske tilsvarende Maade ses, at der ogsaa maa være uendelig mange af

Formen An — 1
, og vi faa altsaa herved et simpelt Bevis for et specielt Tilfælde af en af

Di rich let bevist almindelig Sætning.

De reciproke Potenssummer s[r) af Tallene i den naturlige Talrække spille i mange

Undersøgelser en stor Rolle. De, der svare til lige r, udtrykkes som bekjendt let ved de

B e mou lli'ske Tal-), idet

71- - - „
t „ , „,,, -

9
- --

3
-^Z? 3 ;

<(B) —
943

-
[g]

almindelig

B

*'B*>
s{ti) ==

945
=

feT
26* 6

'

(10)

22"'-^2 '". (10')

') Kin Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, lîorcharilt's Journal liil. 78.

| Se f. L\. Schlömilch: Compendium der höh. Anal. I, S. 244.

ViJensk. Setsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og mathem. Äfd. II. 6. 25
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For øvrigt ville de, for saa vidt man vil have de numeriske Værdier af dem, baade for r lige

og r ulige, lettest og sikrest beregnes ved at udregne de enkelte Led. En saadan Tabel

er givet af Legend re og er nedenfor meddelt i Tab. I.

Af Rækkeudviklinger, i hvilke disse Summer indgaa, mærkes især følgende:

S
2
S 2

1_ S
4
2 4

1 S 8 2
6

TT
2 "

2 ~V* 3~ n e '
''(¥)= 4 (2

2 <^) (in

og de dermed nær beslægtede Tangens- og Secansrækker, samt

ira+z) = -Cc + ^ 2
c 2 -i S3 ^ + A S4 -*..., (s 2 <i), ,i2)

hvor vi, som ofte i det følgende, for Kortheds Skyld skrive .«,• for s(r), naar r er hel.

Konstaaten C er den Euler'ske Konstant 0-5772 1 56 ... , som ogsaa staar i nær For-

bindelse med de samme Summer, idet

Angaaende disse velbekjendte Ligninger henvises til Schlömilch's Compendium (lejlig-

hedsvis skal her bemærkes, at Konstanten C.
d smstds. II, Side 254 er ukorrekt, den rigtige

Værdi er 006735 230105).

Det vilde være af stor Betydning, hvis man kjendte en brugbar Rækkeudvikling for

Funktionen «(/')• Dirichlet 1

)
bar ganske vist bevist, at p.s(\-\-p) = I +(/>), hvor (p)

betegner en Slørrelse, som forsvinder, naar p = 0, og herved er altsaa ialfald gjort det

første Skridt i denne Retning, men saavidt mig bekjendt er ingen direkte gaaet videre paa

dette Punkt.

Derimod haves vel et Udtryk ved et bestemt Integral 2
), idet almindelig for r >

hvoraf ses, at den nævnte Funktion staar i nogen Forbindelse med P- Funktionen. I sin

ovennævnte Afhandling, «Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze»,

anvender Riemann et betydeligt Arbejde paa at finde et Udtryk for s(r), som kan anvendes

til videre Behandling og bruges ogsaa for imaginære r. Ved at gaa ud fra det ovennævnte

Integral viser han forst, at Funktionen r[lr)7t~*
r
s(r\ bliver uforandret, naar r ombyttes

med 1—»', og for særlig at drage Fordel af denne Egenskab, fremstiller ban s{r) ved Formlen

/<*»•) jr

_
»
r
s(>') = 0>(x)xi

l
dæ, (15)

Jo

hvor iji(x) = 2'e n næ
. Idet han dernæst sætter r = i + ti og

') Se: Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgeg. von Dedekind. 3 Aufl. Supplement II.

2
) Se f. Ex. Schlomilcli, Comp. I, S. 430.
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£(«) = r(y+l)(r— l)jr ïa(r), (16

kan £(<) udtrykkes i Form af et bestemt Integral, der kan udvikles i Række efter Potenser

af t". Derved ledes han til at indse Muligheden af at opløse c(t) i et Produkt al Faktorer

af Formen 1 7, , Gange en Konstant f(O), og derved vil det i Virkeligbeden atter blive

muligt at udtrykke a{r) som en Kvotient af Produkter med uendelig mange Faktorer eller

med andre Ord at fremstille ls(r) som en Sum af Logarithmer af lineære Faktorer, og det

er netop dette, han specielt har H rug for. Men Udtrykket for ${t) fremtræder under Formen

t {t) = A fi
(x
*f*

]) s-lco*&lx)dtr, (17)

og at gjennemføre de antydede Kegninger med Udvikling i Række efter Potenser af t samt

Oplosning af den derved fremgaaende Ligning turde derfor vistnok være frugtesløst.

Forsaavidt man ikke vil fortsætte Rækkerne for s(r) i det uendelige, men afbryde

dem med Leddet n~'', saa kunne Summerne bestemmes, idet man ved Hjælp af Stirling's

Formel finder et Udtryk for Summen ±\i--r
:

i

2 ar* = C L- n-+' + 4" n
~r - 75

""''"' + • •

i r— 1 l \ l

Specielt mærkes for den harmoniske Række den bekjendte Ligning

|+4 +!+...±_h+C+£- ï
l

ï> 0<0<1. (.8)

Et andet Udtryk haves ved Formlen

hvor x maa være et helt Tal.

I Forbindelse hermed skal anføres, at

Z.AH-l) = a-l.v-.T + ~Lv+l]/2^ + -^
v

,
bvor0<0<1, (20)

en Ligning, som vi i det følgende ofte faa Anvendelse for.

Foruden de her anførte symmetriske Funktioner af Primtal findes der hos enkelte

Forfattere anført nogle andre Rækker, der afhænge af Primtal. Tch ebycheff l
) har

f. Ex. bevist, at medens Rækken E —,- er divergent, saa er derimod 2'—p endelig og
nln pip

mindre end 1*73 l
).

') Mémoire sur les nombres premiers. Mém. de l'Académie de St. Pétersbourg T. VII, eller Liouville's

Journal Tome 17 (1852).

25*
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§ 2. Nogle specielle Rækker. Möbius's Faktorer.

Foruden de anførte Rækker er der nogle andre, som staa i nær Forbindelse med

disse, og som vi i det følgende stadig faa Brug for.

Vi saa ovenfor, at — 77(1—p-') eller ifølge (7)

2x~r .S(jL{x)arr — 1
, (21)

i i

hvor a{x) som anført er I, naar x er et Produkt af et lige Antal forskjellige

Primfaktorer, — I, naar dette Antal er ulige, og 0, naar æ indeholder en

kvadratisk Faktor. Denne Ligning beror i Virkeligheden paa en særegen Egenskab hos

Faktorerne fi[x). Udforer man nemlig Multiplikationen direkte og opskriver Regningen

saaledes :

Sr = | -f
2-r + 3-r + 4- r

-f
5~r + 6- r

-j- . .

_ 2-' É

sr = — 2-' — 'i- — 6-r + . .

_ 3-r
«,. = — 3-r — 6- r + . .

_ 5-r
*r = — 5-r + . .

+ 6~r
Sr = + G-'' + . .

0. S. V.

saa ses , at alle Led af sig selv forsvinde ved Summationen undtagen det første. Dette

hidrører fra, at naar D betegner en vilkaarlig Divisor i Tallet .r, saa vil almindelig

Sft{D) == 0, (22)

naar Summen udstrækkes til alle Tallets Divisorer. Det er tilstrækkeligt at be-

tragte de Divisorer, som ikke indeholde nogen kvadratisk Faktor, da « for alle andre er 0.

Naar da x — aa ircf , . ., saa ville alle saadanne Divisorer og kun disse optræde som Led

i Produktet ( I
— a

) ( I— é)(l — c)..., og Fortegnet for hvert enkelt Led vil netop blive den

Værdi af/j, som svarer til den paagjældende Divisor. Erstattes altsaa a,b,c ... alle ved

Tallet I, saa bliver Produktet netop Eji(D) - 0.

Denne Sætning er angivet af M öh ins 1

), efter hvem vi benævne Faktorerne p. som

«Möbius's Faktorer» lian har gjort en betydningsfuld Anvendelse af dem til Opløsning

af særegne Systemer "af Ligninger. Haves nemlig mellem lo Systemer af Funktioner,

A", og yr , Relationt if Formen

F, *= 2-Xr - = Z
1 + Z

2 + Z3 +
Y2
= 2Xir = A', + A', + Z6 +

2X«r = X
3 -T

0. S. V

Z„ z9 +
1231

') Ueber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen Crelle's Journal ßil. 9, S. 105.
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sua lindes deraf ved Hjælp af Faktorerne /i

X
1
= 2[i(r)Y(r) , X%

= 2>(2r) F(2r) , Za
= 2>(3»-)F(3r) . .

., (24)

naturligvis under Forudsætning af, at de paagjældende Hækker, hvis de skulle fortsættes i

det uendelige, ere konvergente.

Betydningen af det her omtalte vil bedst ses af nogle Exempler.

Ex. 1 (efter Möbius). Af Rækken

= «_]_ x* + xa + ... (25)

+ MI .:6 ; <27,

i—x

X Æ' 2 Æ' 3 Æ' 5
.i.'

1 '

Iaas æ -Y^-T^-Y^- CT + CT> {n)

som er konvergent for x < 1. Sætter man « = — , faas heraf, idet v > I,

_L _!_ ' i i i

V V— 1 »"—
I « 3—

i u 6—
I w 6

1
'

og for o= I + w og efter Multiplikation med w faas alter

w IV tv w w

\+w
==

(l+ ««"j^ï"(l+ w) 2— I

~~{\+ wf— 1

_
(1+ w) 5 — I

'

(1+ ((»|
6 — t

Gaar man her til firænsen og antager k> uendelig lille
,

gaar denne atter over til folgende

Forsaavidt nu det var godtgjort, at den her optrædende Række er konvergent, saa vil

dens Sum altsaa blive Nul. Forudsat at dette virkelig (Inder Sted, saa vilde man ogsaa

ved Multiplikation med h og Overgang til Exponentialfunktioner faa, at

1 = z . Z-* . «-Ï. *-*
. z-i (29)

Ligesaa vilde man af Rækken for — 1(1— ,r) linde følgende nye Række

x = —l(\-x) + \l(\ a*) + £J(1 -*")... (.*<!). (30)

Sætter man atter heri x = l—z, faas

1—2 = —lz+ •/|l-ll-C|-) + i /(| -(1— ^)3)...,

og antager man i uendelig lille, kan denne atter skrives

«'— == c-1
. (2z)5 . (3a)ï . (52)5 .

(62)-s ... == (2- 1
. 2* . 2*. ..) . (2* . 33 . 5* . 6

_
»

. . .). ( 3 i i

Da den første Faktor i det sidst anførte Produkt nærmer sig til I
, saa bliver altsaa den

anden Faktor e'~:
eller, da z er uendelig lille,

2*. 3*. 5J.6-5.
. . = e, (32)

der ogsaa kan skrives som

i/2+|Z3 + iZ5— JZ6 + JZ7... = I. (33)

Vi have anført disse Udviklinger, som findes hos Möbius, fordi de trods de mangel-

fulde lieviser dog have en ikke ringe Interesse, og de vistnok ved fornyede Undersøgelser
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ville vise sig rigtige. Vi have forsøgt at finde Grænser for de Fejl, som begaas ved at

afbryde Hækkerne ved et vilkaarligt Led, men disse Grænser ere, naar undtages for den

forste Hække for x (26), ikke snævre nok til at have nogen Betydning.

Et. 2. Vi have ovenfor vist i (3), at lsr = l'p~r + h2p"2r + \2p~Sr +
Ved at vende denne Ligning om, erholdes

2p-r = Is,. — \ls2r - \lstr - ^.V + fr*«Br ... = l\fl (t) «ir- ( 34 )

Da lsm for store m nærmer sig meget stærkt til 2
-

'", saa bliver denne Række stærkt kon-

vergent og kan derfor bekvemt bruges til Beregning af de numeriske Værdier af reciproke

Potenssummer for Primtal. Paa denne Maade er Ligningen anvendt af Merrifield M-

For r = 1 kan Ip~r vel findes paa denne Maade , men denne Sum viser sig at

være uendelig. Mertens har derfor forsøgt at finde en Tilnærmelsesformel for 2p~l

,

2

hvor G er en vilkaarlig valgt højere Grænse. Han finder i den anførte Afhandling 2
!

Z— = u.G+ C—B+Ô, (35)

hvor C er den Eulerske Konstant, H en anden Konstant, bestemt ved, at

H == Us, + ±ls
3 + iZ*a - **«e • • • =

f^ /s C» >
(36 >

medens d ligger imellem Grænserne

+iie+ii T eifr'
(37)

Ej. 3. Af Rækken

F(x) = f(m) + \ rV) + ±/<«*) + J/(«i) + . . . ( 38

)

lindes ved Omvending, at

/(*) = FW - J F[J) - $F(J )... 1 39 )

Er specielt F(.v) = (k) r
, saa er altsaa ogsaa

f(x) = [Uf - 4- •
2-r

(/Æf — 4- •
3-r

(^f . . • = (/'')'
[

I - 2-<'+»>- 3-c+').
. .] = — (&)

r
.

i O Sr+1

Hvis derfor F(æ) kan udvikles i Række efter stigende Potenser af k, saa vil det samme

være Tilfældet med /(.<•), og

F(x) = ak + b(k)- + c(læ)s + . . . ( 40)

giver

f[x) „ ± ig +1 (1>)
i + A

( /,,p + . . .
i

(41)

som vil være konvergent, hvis Rækken for F(.r) er det.

M Proceedings of the Royal Society of London. Vol. XXXIII. 1881.

') Borchardt's Journal Bd. 78.
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E\. i. Ved Anvendelse af Mülmis's Faktorer kider der sig ogsaa udlede adskillige

Resultater om endelige Hækker. Betegner man f. Ex. ved F{x) den diskontinuerte Funktion

F(x) — 1 — 2-'' — :i-
r — 5~r -4- 6-''

. . . + (i (x) . x— == 2'/^ (.«) .c-''
, ( 42

)

i

X X
og ved E— det største hele Tal i Kvotienten — , saa haves

?» m

F(x) + 2-'-F(E^) + S~rF(E%) + ...+ x-'-F(l) = I
,

(43)

X X

eller, som den ogsaa kan skrives, 2m~rF(£-) == 1. Er specielt r = 0, og sæltes 2u(x) = M(x),
i i

saa bliver altsaa

tf (*) + Jf(4) + Jf(£)+... MU) = 1. (44)

Ei. 5. Et noget lignende Tilfælde er følgende. Man skal bestemme Funktionen

f{n) saaledes, at for alle n haves (idet n er et helt Tal)

n - /«n)+/(JS|)+/(JSi)+'.../(^) = ly(Æi). ,45!

Ved Anvendelse af Mobius's Faktorer faas heraf ved elterhaanden at sætte E—, E—o.&.v.

fur n

f(n) = n — E—- E——E—+E-... = 2>|.r|£— •

Det er imidlertid let at se ved sukcessiv Beregning af /(I), /'(2) . . . , at f(x) = i . saa at

altsaa almindelig haves

l'fi(x)E— = 1. (46)
i x

n ii

Sættes heri E— = r T . hvor rx er en positiv ægte Brok, saa faas
x x ' p p

1 =« «2>W 2>(.r)?v = n2>(«) Æ^n) -{- Æ 2 (w) ,
(47)1*1 i

æ'

hvor /^(h) betegner Summen af de Led, fi[x)rx, som have positive Fortegn, A'.,(h| Summen

af dem med negative. Altsaa bliver endelig

2>«.— = ! 47'

i æ n n n

Da de to Bestled optræde med modsatte Fortegn, er det at vente, at de omtrent ville op-

hæve hinanden, saa at — vil angive den omtrentlige Værdi af Bækken. Absolute Grænser

for Afvigelserne faas ved at bemærke, at R^nX. 2[+(t) (o: Summen af positive ft), og

22t(n)-< 2[— ft), saa at man faar

11" "
I 11"

2(-fi) < 2fi(x)-- < - + —£i+ fl). (48)
n n 2 i * n n -2
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"
i i

Vi se heraf, at Hækken 2p:(x)- — — i^> nvor ^ ' ethvert Fald er en ægte lirok.

Rækken (28) kan derfor, fortsat i det uendelige, ikke divergere, men maa enten være kon-

vergent eller oscillere mellem endelige Grænser.

§ 3. Bestemmelse af 6{x) ved bestemte Integraler. Riemann's Formel.

Naar man ved 7t(æ) betegner en Funktion, som har Værdien I, naar x

er et Primtal, og 0, naar x er et sammensat Tal, saa kunne Formlerne

»» _ s
1

s(r) p
r— I

skrives som henholdsvis

lp og ls[r) = — 27(1— p~n

!>) = iJrW _^_ (48)
s{r) 7 V— 1

'

og

ls{r) = —2'
TT (.!•)/ (I— .7-'). (49)

i

Den sidste kan ogsaa skrives

ls(r) = 2rc(x) \x~r+ Jæ-
2 '-+ i.*-3r + .. .)

eller, naar man ved ä{x) betegner en Funktion, som er I, naar æ = p, l for

x = p-, almindelig—, naa

fors kj el I ige Primfaktorer,

x = p-, almindelig—, naar x = p", men 0, naar x—\ eller sammensat af

ls(r) = 2'<äf.r).t-
r

. (50)
i

Enhver af disse tre Ligninger (48)— (50) indeholder implicite en Definition paa de

deri optrædende Funktioner 7r(.r) og m[x), og da de gjælde for uendelig mange Værdier

af r, saa maa det være muligt at udføre Bestemmelsen af disse Funktioner af de nævnte

Ligninger. Paa Grund af Vanskeligheden ved at operere med saadanne Summer vil det

imidlertid være hensigtsmæssigt at søge at sætte Integraler i Stedet for dem. Navnlig

den sidste Form (50) tillader let en saadan Omdannelse, idet x~ r erstattes ved

:
Derved faas

1

2'w(.r)\j-'->
i t',.

ls(r) = ÏS)(x)\z-r- idz. (51)
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Men nu er

5(1)Ç + 5(2^ + &$)\ ... = w(i)\ + (û{\)+ &(2))\ + (S(1)+ S(2)4-S(3))î +...
1

' 2 '

3

'I "2 "3

Betegner man altsaa Summen Æ(l| + Æ(2) + «(3) 4- . ..<3(æ) ved /(#), saa faas, idet f(x) er

en diskontinuert Funktion, som ikke varierer, undtagen naar x passerer en Potens af et

Primtal, at

— ls(r) = 27(*)U-r-1^ = 2
,

\/(z)a-r-1d2 = \f(e)z-*-*dz. (52)

Funktionen f(x) vil angive Antallet af Primtal op til .r -\- det halve

Antal Prim tal kvadrat er + .'. af Antallet af P r i m t a 1 k u b e r o. s. v. op til .r.

Udtrykt ved 6(x), Mængden af Primtal op til x (inkl.), skal /(«) altsaa være

lig med

n i.r) ---= 6 (.r) -\-\e (x\
) + \e (xh + ...

( 53

>

Vi bruge i det følgende for delte Tal Benævnelsen: «Antallet af dividerede Primtal-

potenser», idel hver enkelt Potens af et Primtal i dette Antal kun skal

tælles som 1 divideret med Exponenten. Det erindres, at Tallet 1 ikke er

medregnet i 6{x) og altsaa heller ikke i i'l(.r). Forsaavidt nu /(.r) bestemmes af den

ovenstaaende Formel under entydig Form, saa vil i Diskontinuitetspunkterne /(.?•) ikke kunne

falde sammen med &{x), men maa i disse Punkter angive en Middelværdi mellem &[x-\-0)

og t/(.r— 0). Derimod er der ikke noget til Hinder for fuldstændig Overensstemmelse i

alle andre Punkter.

For af Formlen (52) at bestemme f[æ) anvender Riemann 1

) følgende Sætning,

som bevises ved Hjælp af Fourier'ske Integraler: Naar, idet s— a-\-bi, hvor a>l,

g (s) = \h{.r).v-r dlx,
Jo

saa er ogsaa

SO

+ OOÏ

g {s) i/ds,

.a— oo »

og ved Anvendelse af denne fremkommer derefter Udtrykket for /(.?•) under Formen

/(*') = J-\— ls(r)xrdr
i

(54)
r

og der staar derefter kun tilbage at omdanne dette Integral til en mere handelig Form.

Skjønt Niemann's Udledning af denne Formel baade er elegant og ikke egentlig

') lieber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze Monatsber. der Beil. Akad. 1869,

eller Kiemann's Gesammelte mathematische Werke S. 136.

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række. naturviJensk. og matliem. Afd. II. 6. ;>(>
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vanskelig, tro vi dog, at det vil være ret oplysende at vise, hvorledes den samme Formel

mere direkte lader sig udlede ad en anden Vej, hvorved det tydeligere ses, at Integralet

virkelig fremstiller den søgte Funktion.

Som bekjendt er ')

zsinbz 4- kcosbz
1 k?+ z°~

di

7T«-M for £>0,

for b < 0.

(55)

k er her en vilkaarlig positiv Konstant. Sættes b — l—, saa er altsaa° r p" '

zsinz l pH k coszl -

P n
j~

k2 +z*
dz ==

for Ix > lp"
,

-=- for l.v

for Ix

lp"

lp"

(56)

og fremstiller allsaa en diskontinuert Funktion, der er lig 0, saalænge til ,v, varierende fra

I til cc
,

passerer p", og derefter er lig I. Indfores Exponentialfunktioner l'or de trigo-

nometriske, saa kan Integralet ændres til

,„+*£&&**•

Divideres dette med n, fa as en Funktion, som er 0, indtil x passerer p"
,

og derefter er lig — ; for .r = p" er den lig =-• Indsættes nu for p efter-
n In

haauden alle Primtal, for Exponenten n alle hele Tal fra 1 og opad og summeres, faas

altsaa et Udtryk for Antallet af dividerede Primtalpotenser op til x. Kun hvis x er

en Potens af et Primtal, faas ikke selve #(a), men — (#(æ — 0) + #(.? + <))). Men ved

Additionen faas under Integraltegnet —
., multipliceret med en Række af Formen

A-J- zx

2jp-(*+'i) -f — Sp-m**) 4- J-j^-s (*+«) + . .

.

Z à

Men denne Række er for k > 1 konvergent, og dens Sum lig l.s(k-\-zi), og altsaa faas, at

Integralet

00

vil fremstille Funktionen &{x), undtagen i selve Diskontinuitelspunkterne, for saa vidt k er

') Se f. Ex. Riemann: Partielle Diflferentialsleichungen, herausgeg. von Hattendorff, S. 33, eller

G. F. Meyer: Vorlesungen über die Theorie der bestimmten Integrale S. 197.
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en positiv Konstant, der er > I. Men dette Integral er netop identisk med Riemann's,

hvilket strax ses ved at sætte r = k -f zi.

Integralet (56'), hvorfra vi gik ud, er et specielt Tilfælde af en anden lidt alminde-

ligere Form, som vi nu ville udvikle, da Riemann gjer en udstrakt Brug af den ved

Transformationen af Integralet for /'(.»). Erstatter man nemlig k -\- zi ved Differensen

(a— b) -f- [z—y) i , hvor a, b, z
,

ij ere reelle og a>b, saa faas M

*«** = [
*: ,iz^[-- /'^" _.*,

,U+ « ya—b) + \z-y)i '

eller, naar man sælter a -\- zi

\
dz = 2,tæ-* . **\

Multipliceres paa begge Sider med .<", faas altsaa almindelig, idet x antages > I

,,+ 00 ^0.4-0,

\J?-dz = X\—adr= 2w'3
,

hvor r og ß ere komplexe Tal, og den reelle Del af r er større end den reelle

Del af ß. I denne Form (med Ombytning af r med «) benyttes Ligningen af Riemann,

der dog ved en eller anden Uagtsomhed har faaet et urigtigt Fortegn paa den ene Side af

Ligningen. Ved Differentiation med Hensyn til ß fremgaar atter heraf følgende Integral

eller for ß = O

,,+ »
1 jj.r

\ --.dz = 2^-^.

7?)

dr = InaPlæ
, 159)

(60)

Man ser let, hvorledes man ved Benyttelsen af de her angivne Inlegralformer kan sammen-

sætte Integraler, som give symmetriske Funktioner af Primtallene op til x, idet man for

x sætter — og summerer for alle Primtal. Men alle disse Integraler faa væsentlig lignende

Form som det Riemannske Integral for f[x) og frembyde altsaa de samme Vanskeligheder

som delte. Flere af disse Relationer ere imidlertid ikke uden Interesse,

dem følgende:

Vi anføre blandt

$£'**- Stø)+*#)+»)
dz

p
+ 2'V + 3 p

3
"

, (61

hvor alle Nævnerne paa højre Side skulle være < x, den reelle Del af r>l;

') Jvfr. Meyer: Bestimmte Integrale, S. 196

26*
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:^ls{r)dz = 2tt

P 2 P-
= 2tc[&(x)Ix— {£(*)],

pï/i ;j < i./'

hvor ^(æ) betegner 21

lp -\- 2 lp + S lp+ . • .
;

Æ'

«(»•)& F= 27ri?Æ

S

r

ær s(r) « v 1

r—

1

i ii

ligesaa

og

J
r—

I

J(r— l)s(r)
2**2 «I«)

V
<fe = 2w 2'

a
I
»«(?)

i

Integralionsgrænserne ere i alle disse Integraler — co til + oo.

Paa samme Maade kan man ogsaa indse Rigtigheden af Formlen iDr
~"dr

»+=0

XrDr [— ls[ )"- 2s /«./(ar).

:62)

(63)

(64)

(65)

(66|

(67)

Denne kan ogsaa let findes ved delvis Integration af det Riemannske Integral (54). Paa

denne Maade er den udledt af Riemann, som derefter lægger den til Grund for den videre

Behandling af sin Formel. Det vil ikke være overflødigt at vise, hvorledes Riemann gaar

frem ved denne Behandling, da G en ol- c hi i sin Redegjnrelse for Riemann's Fremgangs-

maade ') her afviger lidt fra R. Vi skulle i det følgende saa nær som muligt følge R.'s

originale Methode, idet vi kun tilføje de Mellemled, som han har anset for unødvendige.

Ved den videre Omdannelse af det ovenstaaende Integral kan man ikke benytte

sig af Rækkeudvikling for ær efter Potenser af r, da — bortset fra andre Omstændigheder —
Diskontinuiteten derved vilde gaa tabt. Man er derfor alene henvist til at omdanne

ls(r) til en eller anden Række, hvilket atter vil være ensbetydende med at udvikle s(r)

i el Produkt af Faktorer. Vi have ovenfor anført, at det kan vises, at naar r=— + ti,

saa er

ï(>— J)/
1

hr+1 «C) =
\d[.Âé'(.v)) _i /I-, \.

ç(t) = 4 \ '

j * 4 cos I -^- 1 læ 1 dx
,

A. Genocchi: Formole per determinare quanti siaiio i numeri primi fino ad un dato limite,

Annali di matemalica da li. Toilol i ni T. III, p. 52.
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hvor (p(.x) = 2'e n **
, og hvor $[t) fremstiller en Funktion, der altid or endelig og kan

i

udvikles i en konvergent Række, efter Potenser af t-. ç\t) vil derfor kunne fremstilles

under Formen . „

m = c[0).ßh-—\ (68)

hvor ç(0) er en Konstant, og Størrelserne a betegne Rødderne i ç{t) = 0. Den

imaginære Del af Rødderne a er stedse beliggende mellem Grænserne -\^-^i, men er

sandsynligvis lig 0, saa at alle disse Rødder ere reelle. Fremstillingen af denne Formel

er et Ilovedpunkt i Riemann's Afhandling, men skjont de af selve R. saavelsom af Genoechi

givne Udviklinger ere fuldstændig tilstrækkelige til at paavise Formlens formelle Gyldighed

ialfald for r > 1 , forekommer der mig dog at hvile nogen Uklarhed over dennes egentlige

Reskaffenhed. Dette har naturligvis sin væsentlige Grund deri, at selve Rødderne « ere

ubekjendte. At finde disse Rødder ved Udvikling af ?(<) i Række efter Potenser af t og

Opløsning af den derved fremkommende Ligning c[t)=0 synes at være et haabløst Arbejde,

og der vilde altsaa ikke være andet at gjøre end at forsøge paa at finde disse Rodder ad

indirekte Vej. Det er ret rimeligt, at de maa paa en simpel Maade afhænge af Tallene i

den naturlige Talrække eller maaske endog af Primtallene, men det er ikke lykkedes mig

at vinde Klarhed over dette vigtige Punkt.

Det synes ogsaa at være noget kunstigt at indføre den nye variable t. Det er

naturligvis sket for at fremhæve, at ç(t) er en lige Funktion af t, altsaa af r—— , men det

mærkeligste er, at ved den videre Udvikling maa man igjen indføre selve r. Man faar

nemlig ganske vist først

ls(r) =l-ln-H i
)
- ir(j + 1) + 2ai (i +——-) + 1m ,

hvor alle de enkelte Led undtagen det første og det sidste kunne udtrykkes ved Elementer

af Formen l(a-\-br), og netop denne Form er for Beregningen af Integralet særlig bekvem,

la-

mm betragter man et enkelt Led i Summen l'a , saa faas

'('+ «* )
= l

{
a2+

{
r
--wJ)-

lai =
'(T -''+«') + l {-j- r- ai

)

Summen 2'
a kan derfor skrives som

Men nu er

*(it^-w _*(, +^)._,^_,f(i*)_«M ,
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og Følgen heraf bliver, at Z.fJO) helt forsvinder af Formlen for ls(r) og bliver

erstattet ved den nye Konstant ls{\i). Værdien af denne Konstant kat) let angives,

idet man som et andet Udtryk for ç(t) har

£(*) = y— (t 2 + y) \ <P (*) Æ
~* cos (y </æ

)
*"

.

(
7 '

)

og sættes her t = --i, faas f(-j-*) == T" H ere fter findes altsaa endelig for ïs[r) følgende

Udtryk

og dette Udtryk er det, som skal indsættes i Integralformlen. Man ser deraf, at l${0\ helt

forsvinder og erstattes ved — 12, og faar derved en Bekræftelse paa, at Genocchi's

Resultat er det rigtige, medens Riemann har hegaaet en Uagtsomhed.

Vi se tillige, at Størrelserne -=--\-ai netop maa blive Rødderne i s(r) = 0, forsaa-

vidt de ikke tillige kunne gjøre Faktorerne n *(r— l)/
,

(-y-+ 1
)

til 0, og hvad der ved

Riemann's Fremgangsmaade er vundet, er altsaa den Indsigt, at disse Rødder ere af Formen

-~--\-ai og derfor stedse optræde parvis.

Vi skulle derefter indsætte det fundne Udtryk for ls(r) i Formlen (67), som giver

Jlv) = -2xn\trIK (-
l

,- ls{r)

)

tU
>

og integrere Led for Led. Tages altsaa først det første Led i (72), saa giver dette som til-

svarende Led i /(ar), idet Integrationsgrænserne erindres at være — oo til + æ
,

saa at dette Led slet ingen Indflydelse faar. Betragte vi dernæst det sidste Led — 12, saa

giver dette ifølge (60)

In læ \ r l

og saaledes vil overhovedet et konstant Led i a[r) give det samme konstante Led i /(.*')•

Vi betragte dernæst det Led, som efter disse give det simpleste Resultat, nemlig

r- Funktionen. Ifølge Gauss 1

)
haves

,ll+
"
= Lln,

"(.+T)o4)...0 + i)'
"" m ="

') Uisquisitiones generales circa seriem infinitam 1 J —x+ etc.

'•Y
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hvorefter atter

-'.r(«+T)- IjB
Z('(

l +s)-T 1")' f0<

og vi maa altsaa søge en Hække enkelte Integraler af Formen

y^vV +
Tn)

d*-yjD'{Tilm
)
dg-

Af disse to forsvinder det sidste, saa at kun det første bliver tilbage. Dette kan betragtes

som specielt Tilfælde af det almindeligere Integral

B(,v) = VtrDr

X-l(\-~\dz. (73)

For at (inde dette, differentiere vi med Hensyn til /?, hvorved faas

f = $'*f*£** - S'*^î* -fe* - «•£ i7ii

Heraf kan atter B(«) findes ved Integralion med Hensyn til ß, hvorved det ved Bestem-

melsen af den lavere Integrationsgrænse maa erindres, at den reelle Del af Differensen r—8

maa være en positiv Størrelse, men at den reelle Del af r i øvrigt kan tillægges en vilkaarlig

konstant endelig Værdi.

I det her foreliggende Tilfælde er ß = — 2«, hvor n er et positivt helt Tal, den

nævnte Betingelse er altsaa altid opfyldt, naar vi sætte den lavere Integrationsgrænse lig — x.

Derved bliver ogsaa

,»-2" .-»-2»

<(+£)-fc*- frW)*-K'-y)D
CC CO

De fra /'-Funktionen hidrørende Led i /(.r) kunne derfor fremstilles samlede under Formen

Men nu er

-2n
ft

Jß = \ aß \ scß-idx

S—

2n

I

S—

2».

S~x

/»—2n nx

dx =
xlx

dx.

Følgelig erholdes endelig, idet *>•!,

fa = 2 \ ,
aa = \

—

j—2ar**ax = 1 —=— —7-

*=i 1 .t/æ > xlx Ur2— ll.W.r
« '.r l/r l/r
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Man ser umiddelbart, at dette Integral aftager stærkt, naar x voxer, og dets Indflydelse ved

Bestemmelsen af /(.!•) bliver derfor af ringe Betydning. For x = 2 angiver Oppermann 1
),

at dets Værdi er omtrent y, det kan derfor, naar æ>2, aldrig faa nogen større Værdi

end denne og spiller kun en Rolle, for saa vidt vi tage æ<2.

Vi komme dernæst til det vigtigste af de i Formlen for ls{r) indgaaende Led,

nemlig — l(r— I). Det tilsvarende Led i /(*) bliver

1

/. ^K l(r—\)dz.

Dette kan behandles paa lignende Maade som de tilsvarende Integraler ovenfor. Betragter

man nemlig det almindelige Integral

saa er, idet ß antages at være uafhængig af r,

— r"ß<*>_W
igig af r,

J v ß(r-ß) ß}(r

~-\\dz

dz = îttlx
dß y "'

»' ßir—ßr ß }{r—ß) 2
" ß'

for saa vidt den reelle Del af r—ß er positiv. Naar nu B^r) heraf bestemmes som

3 ix) _\x[
\j*ß,

saa maa altsaa den lavere Grænse g og Integrationsvejen bestemmes saaledes, at den reelle

Del af r—ß stedse er positiv, og at samtidig ved at benytte den samme In tegrationsvej

„i

dz = lir— 1).
\ß(r-ß)

Men nu er

lir— i)— l ')

For at det sidste Led skal forsvinde, maa mod g være uendelig. Detle kan ikke ske

derved, at man sætter g = -\-ao+ bi, da den reelle Del af g maa være mindre end den

reelle Del af r.

Man kan heller ikke give g en negativ uendelig reel Værdi, eftersom man

da, hvorledes end Integrationsvejen lægges, vilde faa indfort i l(r— I) et imaginært Led -\-m.

') Oversigt over Jet Kgl. Danske Vidensk Selskabs Foih. ISS2, S. 178.
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Tænke vi os nemlig Integrale! \ —-. delt i de tre Dele \ f \ -f \ , hvor Integralions-

vejen i det første og sidste er retlinet og for det sidste en Halvcirkel med den uendelig

lille Radius p, saa give det første og sidste Integral tilsammentagne den reelle Værdi

<fe-')-'(^-') + '"-"-" "'
/ -""' '"

= l
lr + p )

(r— \ )

Det mellemste lutegral giver, eftersom Integrationsvejen vælges saaledes, at Polpunktet ß=0
omgaas ved at integrere gjennem positive eller negative Buer <p, henholdsvis, idet ß=pe^,

\ 3[r'--B)
= _

\ T'7/î = _
*'\ d<P = ~"!ti eller °gSaa = — *"Wf = + «»'

Det imaginære Led kan altsaa ikke undgaas. Alligevel kunne vi bruge — ce som lavere

Grænse, idet Middeltallet mellem de to sidste Integraler er lig Nul. Vi kunne derfor skrive

l{r— 1) som den halve Sum af to Integraler

l -rdß

idet vi vælge Integrationsvejen forskjellig for de to Integraler. Men dette vil ikke sige

andet, end at vi ved Integrationen helt bortkaste det singulære Integral,

som hidrører fra det uendelige Element for ß = 0. Man kunde ogsaa, som

Riemann gjør, vælge den lavere Grænse som g = -\-<x>i med passende Valg af Integra-

tionsvejen.

Hvad enten man gaar frem paa den ene eller den anden Maade, skal Integrationen

ved Bestemmelsen af B(.v) udføres paa samme Maade, og vi faa altsaa

i»
1

B(x) __ . .

hvor Integrationen kan udføres ved simpelthen at indsætte Grænserne i det ubestemte

Integral, idet man bortkaster det singulære Integral for /3= 0. Ændre vi dette lutegral

ved Substitutionen x&= z, ß=-^-, dß= —r-ds, saa faas
' /.i- ' zLx

B(x) _ (\fo _ [dæ _ Li I

"o o

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. II. S. 27
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idet det sidste Integral med Bortkastelse af det singulære Integral netop er Integral-

logarithmen til x, saaledes som denne sædvanlig defineres.

Vi se altsaa, at Leddet —l\r— 1) medforer Indbringelsen af Integrallogarithmen \f(x).

Funktionen Li(x) kan som bekjendt fremstilles ved Rækken

L^ = c+lLi- +
w\
+m +m +m + --- (75)

Det fortjener at bemærkes, at af Leddene i denne Række hidrøre alle de, som indeholde

Potenser af Ix fra — lu 1. Sælter man nemlig — l[r— 1) = — Ir — /(l A og

indfører hvert af disse Led i det Riemann'ske Integral, saa kan /(l—-1 udvikles i Række

efter Potenser af —. Divideres med r og differentieres, saa giver den saaledes fremkomne

Række ved Integration Led for Led netop de Led af Integrallogarithmen, som indeholde

Potenser af Ix. De to første maa da hidrøre fra — Ir, altsaa maa man have

'+ "
/ 1 \

xrDr — Irjdz = C+lte. (76)
Inlx

\

Vi komme endelig til det sidste Led i Formlen for ls[r), nemlig det, som inde-

holder 2a. Leddene i denne Sum kunne nu behandles ganske paa samme Maade som de

tidligere, idet de opfattes som specielle Tilfælde af den almindelige Form

B{æ) == \a?Dr— l (i— 4-) & == 2nlÅ
*j,j

ß

jdß.

hvor for ß sæltes | 3z ai. Som lavere Integrationsgrænse kan ogsaa her vælges g = — =°,

naar Integrationen udføres ganske som i forrige Tilfælde. Det i B[x) optrædende Integral

ændres ved at sætte xß = z til Formen

Herefter blive allsaa to sammenhørende Led i/V), som afhænge af samme a,

— [lÄ(X' +al
) + Li(X- ai

\) ,

og hele den fra l'a hidrørende Del af/(.ï)

/„ = - ya [iMxi+'») + ].i(x\-ai)).

Den endelige Form for Riemann's Formel bliver herefter

00

/(*) = Li(x) - 2«[Li(æl+ai
) + LKx^'») \+{ =̂[ S" /2

'
(77)

som kun afviger fra Riemann's Resultat ved, at Konstanten er — 12 ligesom hos Genocchi,

i Stedet for l$[0).
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Selv en meget flygtig Sammenligning med de optalte Primtalmængder viser, at det

første Led i denne Formel særdeles nøje fremstiller Funktionen #(&•). Afvigelserne mellem

/V(.r) og Li(.r) maa altsaa navnlig tilskrives det periodiske Led l'a . Da vi ikke kjende

Rødderne «, er det ikke muligt af Foruden at slutte noget bestemt om Størrelsen af disse

Afvigelser, men det vil i hvert Fald være gavnligt at se, under hvilke forskjell ige Former

dette periodiske Led kan fremstilles. nxß

Da vi fik et af de i denne Sum indgaaende Led under Formen \ i , saa kan

dette ændres ved at sætte z= y@. Derved faas

211 \ '__
, SE

)
b

Va

Wy * V^Li(*P) =
V',,, dy

Indføres heri hA^ai for ß og tages to sammenhørende Led, faas disses Sum at være

H Ix ' Ix

«11

t
y eos(a/.ï

} Vxlx
v

saa at altsaa de periodiske Led ogsaa kunne skrives under Formen

„ v \ cos (ah)-22a
\——— dx,
\ V X IX

c\ -cos (alx)
,

eller som — 2\ — dx , 71

} Vxlv

hvis Hækken 2cos(alx) er konvergent. Under denne Forudsætning vilde da, hvis M
var den største positive eller negative Værdi, som Rækken Scos(alx) kunde antage, de

periodiske Leds Sum være beliggende mellem Grænserne -j- M.2Li(x'')

[' dx
MAvxTx-

Vn

En anden Form for Summen Sa faas ved at bemærke, at man ved Bestemmelsen

af B(x) kan vælge den lavere Integrationsgrænse g som a-j-ooi, hvor a er en reel endelig

Størrelse, specielt |. Man kan derfor skrive to sammenhorende Led under Formen

(i" n°°

. A |i-(!|,t"-(!4-li)f-". ,1 2« cos (</«) — sin (</.r)
,= ^\- r+f- -* = *»\ rqr^ <*<>

va Va

saa at Summen af de periodiske Led antager Formen

sin (tit)., V '2 1 cos (tit) — sin(
dt. (79)

27*
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Ogsaa heraf synes det rimeligt, at disse Leds Sum maa være beliggende indenfor Grænser,

som væsentlig ere proportionale med yx.

Vi se saaledes, at Riemann's Fremgangsmaade virkelig er i Stand til at lede til et

exakt Udtryk for Primtalmængden og tilmed, hvad man a priori aldeles ikke var berettiget

til at vente, i en saadan Form, at i et enkelt Led Integral logarithmen træder frem

som en kontinuerlig Tilnærmelses for mel, hvis Afvigelser fra den søgte Funktion

&(x) tydelig fremtræde under en saadan periodisk Form, at de, hvis en nøjere Beregning

af dem var mulig ved Hjælp af selve Formlen, vilde vise sig snart at være positive, snart

negative. Men en Beregning af de periodiske Led ved Hjælp af Formleu lader sig naturligvis

ikke iværksætte, saa længe Størrelserne « ere ubekjendte, og selv om de kjendtes, vilde de

periodiske Led fremtræde i Form af en Række , der skulde fremstille en meget variabel

diskontinuert Funktion. Rækken maatte i hvert Fald blive uendelig og uden Tvivl saa

lidet konvergent, at den ikke kunde bruges til nogen numerisk Beregning. Derimod

kunde det tænkes muligt at omdanne Rækken til andre Funktionsformer, som tilstedte en

saadan eller ialfald en Bestemmelse af Grænser, indenfor hvilke Værdien af de periodiske

Led maatte være beliggende.

Det er med Hensyn til Bedømmelsen af Muligheden af saadanne Transformationer

af stor Interesse, at man er i Stand til at fremstille f(x) under en anden med den forrige

noget beslægtet Form, som ganske vist paa en vis Maade ikke giver noget reelt Udbytte,

men som dog giver et Indblik i forskjellige Forhold, som Riemann's Formel ikke giver

nogen Oplysning om, saa længe Størrelserne a ere ubekjendte.

Det vil erindres, at det ved Bestemmelsen af det Riemann'ske Integral særlig kom

an paa at fremstille s{r) i Form af et Produkt af Faktorer. — For at kunne udføre Integra-

tionen Led for Led vil det imidlertid ogsaa være fuldstændig nok, hvis ——
: = II[\—p~T\ kan

fremstilles paa denne Maade, og naar man kun vil have &(x) for en vilkaarlig valgt endelig

Grænse x, saa vil det være fuldt tilstrækkeligt, hvis Produktet af Faktorerne I—p~r
, taget

for alle Primtal op til en vilkaarlig valgt Grænse ;-><', kan udtrykkes som et Produkt af

lineære Faktorer (a/'+A). Thi naar Summen a\r) = I

' r+ 2~r+ 3"r
. . . -f n~r -\- ..., hvor

n betegner alle de Tal, som kun indeholde Primfaktorer <;-, indsættes i det Riemann'ske

Integral, saa faas alligevel som Resultat >-(#(«+()) -|- &(x—0|) saalænge æ < y.

Det er i Virkeligheden ikke vanskeligt at fremstille - - under Form af et Produkt.

Som bekjendt er nemlig Produktudviklingen for sine ogsaa gjældende for komplexe -, altsaa er

e z— e~' = 1z . IIm ( I + -'.— ) ( m = 1 . 2, 3 . . .
oo ).

V ni-n-!

Sætter man heri z = \rlp , faas efter Division med e*

'-/'-" -^-'-^O +(*£)')' ,8o)
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*-«(*•* ;)/4'( , +(i)> (81)

og altsaa, naar man heri efterhaanden sætter p = alle Primtal <^ ;•, samt y antages > I,

1

Følgelig faas ved paa begge Sider at tage Logarithmen

- la(r) = 2llp + 0(r)lr - y Sip + 2;,2',„/( I + f-^)*) • ( »2

)

Ogsaa her fremtræder der et Udtryk t'or la(r), hvis enkelte Led, indsatte i Integralet (67),

kunne integreres.

At gjennemgaa udførelsen en detail vil efter det foregaaende være overflødigt
, vi

kunne nøjes med at anføre Resultatet, som bliver

y l -irn-l 2m-i\

f(x) = — 2 (lp + H(y) [C+ lLc) — ±),±\„[Lix-iF- -f Lix' ~^~j
, (83)

eller ved Omdannelse af de imaginære Integrallogarithmer

f(x). = — 2'1/p + tHy\\ C+ lue) — 22' \ —^ ^ dx
, ( 84 )

idet der summeres først med Hensyn til m og dernæst med Hensyn til />, (/?<;-).

Vi have her faaet en Formel, som vel viser en vis Analogi med den Uiemaun'ske,

men dog væsentlig adskiller sig fra denne ved sin aabenbarl mere identiske Karakter.

Vi skulle ikke opholde os ved at prøve paa at transformere den her optrædende Integral-

sum, saaledes at Identiteten træder tydelig frem, men nøjes med at henvise til en analog

Formel i det følgende, som er lettere at behandle (se nedenfor §7).

Paa dette Sted have vi kun anført denne Formel, fordi den giver et gavnligt Vink

om, i hvilken Retning man skal søge for at komme efter de virkelige Værdier af Rødderne a.

Om end det ikke kan ventes, at disse skulle faa samme Form som de her indgaaende Argu-

menter -— , saa er det dog højst rimeligt, at de maa afhænge dels af Primtallenes

Logarithmer, dels af en Række hele Tal ligesom hine.

Det ligger nær at formode, at man ved Anvendelsen af andre diskontinuerte bestemte

Integraler end det, der ligger (il Grund for hele denne Undersøgelse, maatte kunne erholde

andre Former, som muligvis gave bedre Resultater end dette. Men dette er ikke Tilfældet.

Alle de, vi have forsøgt, vise sig at frembyde enten ganske de samme eller endog slørre

Vanskeligheder, og altid viser det sig nødvendigt at foretage en Omdannelse af Funktionen

s{r), da man i alt Fald paa dette Standpunkt udelukkende er henvist til denne som den
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eneste kontinuerte Funktion , som slaar i umiddelbar Forbindelse med Primtalrækken. Vi

faa ganske vist senere en anden Funktion, som frembyder noget lignende, nemlig log. rix),

men denne Forbindelse finder kun Sted for hele Værdier af .r. Denne Funktion synes

derfor ikke at kunne benyttes paa lignende Maade som sir), medens den derimod spiller

en fremtrædende Holle ved de rent numeriske Undersøgelser, som vi beskjæftige os med i

et senere Afsnit af denne Afhandling.

Efter at man ved Beregning af Riemann's Integral har fundet et Udtryk for /'>{.'),

kan selve Antallet af Primtal #(.r) findes ved Hjælp af Möbius's Faktorer, idet man ved

Omvending af Ligningen

erholder

0(x) = &{x) — i »{&) — \ »{J) — i »(x's) ... -= S—/i(m.)9\x^).

Sætter man altsaa for ft(x) det fundne Udtryk efter Kiemann's Formel, saa faas, idet F(x)

betegner en Funktion, som er lig \(0{x— 0) -f 0(*+ 0)),

F(x) == 2'~,«(m)/(Æ -). (85)

For saa vidt man havde Riemann's Formel i en saadan Skikkelse, at en korrekt

Beregning af fix) lod sig udføre, saa vilde man ved den numeriske Bestemmelse af

dix) for et enkelt x lettest kunne udfore denne ved alene at søge #(.!•) ved Formlen og

finde de andre Led ved Optællinger i Primtaltavlerne, for saa vidt disse vare tilstrækkelig

omfattende.

Skal man derimod have et analytisk Udtryk for Fix), saa har man for f(x)

at indsætte det fundne Udtryk (77). Det vigtigste Led i dette er Leddet Li[x)
,
som altsaa

i F(x) vilde give det tilsvarende Led

l'\ (x) =- l.i(.r) — },Li\xi) — £Z,t(*l) — . . . = Z—uim)Li[x '")
,

hvor Summen kan udstrækkes fra m = 1 til m= oo. iMen nu bestaar Liix) af C-\-llx +
en Række, der skrider frem efter Potenser af Ir. Betegnes denne Række ved J(r), saa

faas altsaa

F, (.c) = 2—u(m).C4- 2~ui>n) l—+v—n(m).l Le») .

Det sidste Led giver en Række, hvis Koefficienter umiddelbart kunne bestemmes ved Hjælp

af (41), og man faar, naar denne Række betegnes ved Funktionstegnet F[x)
,

|l|.l«„ [2j.2s3 131.3*4 |'i|.-i*5
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Hvad de to første Led angaar, saa give disse, under Forudsætning af Rigtigheden af Form-

lerne (28) og (33),

2'— u (m) .C+ S—u (m) . lix — 1'— a (m) Im = . C + . lix + I
,m '

• r« m
saa al man erholder som svarende til Leddet Li(x) et Led i Formlen for ll(.r) af Formen

1 + P(x).

Ligeledes ses, at det konstante Led — ^2 i Formlen for F{æ) vil optræde multipli-

ceret med 1'— «(m) og altsaa helt vil forsvinde.
m

Tilbage bliver derefter det Led , som indeholder de imaginære Integrallogarithmer,

samt Leddet \ —
t
— -=-

. Dette sidste Led giver Anledning til det nye Led i F(x)
Ve-— I xlx

Sætter man i ethvert af de her optrædende Integraler y = :'"
, altsaa lu = — h

li-, m
dn = — :'" dz, faasJ m

S_j

_d^ _
1*"

_J dz

saa at man vilde faa en Række af Formen

F m = i-^ y - _j *? = y v^ 1

•

*

. —

,

i m \ I — \ xlx \ " in xlx
J U'"— 1 J .?•'»—!

Indflydelsen af dette Led kan altsaa ikke bedømmes, da dertil vilde kræves et nøjere

Kjendskab til Rækker, hvis Koefficienter indeholde Faktorerne /*, og det lønner sig heller

ikke at undersøge dette Led særskilt, da det er muligt, at det bor betragtes i Forbindelse

med Leddene 2« , hvis tilsvarende Led i F heller ikke lade sig undersøge, saa længe man

ikke kjender Rødderne a.

Men saameget kunne vi betragte som sikkert, at for saa vidt vi som Tilnær-

melsesformel for &(x) opstille Formlen

ê(x) = IA{x) — C—llx,

saa faa vi som tilsvarende til denne Tilnærmelses formlen

6(x) = F[.v\, (87)

og selv om vi medtage de to bortkastede Led i Integrallogarithmen, hvis Indflydelse, naar
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undtages den aller første Del af Talrækken, er ringe, saa medfører dette kun, at man faar

0(x) = P[x)+ I. (87')

Hvilken af disse to Formler som rettest bor benyttes, ses ved Sammenligning med

de sande Værdier af #(.)•); og den vedføjede Tabel VI viser tydelig, at naar undtages x < 3,

saa giver den sidste Formel øjensynlig den bedste Overensstemmelse, og vi adoptere derfor

denne (87') som den endelige Form for en Tilnærme Ises for ni el for 6(x).

I Virkeligheden er P(x)-\-\ allsaa kun en anden Form af den kontinuerlige Del af

Uiemann's Formel, specielt af det Led, som fremstilles ved Li(x) — \Li(x*) — AZi(æ*) . .
.,

men den besidder fremfor denne den Fordel at have Formen af en konvergent Række, som

i hvert enkelt Tilfælde direkte lader sig beregne Led for Led. Tilmed er Rækkens Form

ikke uden Interesse, navnlig fordi den i Koefficienterne indeholder Funktioner af Primtallene.

Det ligger ret nær at formode, at det kunde være muligt for at faa et exakt Udtryk for 6(d)

at erstatte de i Nævnerne optrædende Funktioner s(r) ved andre med disse analoge, men

afhængige alene af Primtallene op til .r og altsaa diskontinuerte.

Da det maatte være af særlig Betydning at gjore Beregningen af Funktionen P(x)

saa let og bekvem som mulig, besluttede jeg, efter at have fundet dens Fremstilling ved

Rækken (86), at forsøge Beregningen af en Tavle over saamange Værdier af den, at en

Sammenligning mellem 6(x) og P(,r) indenfor de Grænser, for hvilke 6(x) var bestemt ved

Primtaloptællinger, kunde beregnes ved simpel Interpolation, saaledes at man i det mindste

erholdt en rigtig Decimal. Til dette Øjemed beregnedes da først den i Tab. Il meddelte

Tavle over lutegrallogarithmen og ved Hjælp af denne Værdier af Funktionen P(x) paa den

Maade, som nedenfor er angivet i Forklaringen til denne Tavle. Da det imidlertid derved \isle

sig, at Interpolationen, forsaavidt l.x toges til Argument, var langt simplere for Funktionen

log. P(.i) end for selve Pi.v), saa er i Tavle III log. P(x) taget som det principale, medens

de anførte Værdier af selve P(x) kun ere tilføjede af Hensyn til Kontrollen og Bedømmelsen

af den Maade, hvorpaa Tavlen er beregnet. — Det bør endnu tilføjes, at de Tilnærmelses-

værdier for #(.?), som beregnes ved denne Tavle, forsaavidt jeg har undersøgt Sagen, stemme

saa godt overens med de af Glaisher 1

)
angivne, som det kunde ventes. — Selv om der

altsaa kan rejses Tvivl om den formelle Rigtighed af Udledelsen af de Sætninger af

Mobius, paa hvilke Beviset for Formlen 6(.x) = P(x) -\- \ beror, saa vil der dog sikkert

ikke kunne være Tvivl om den reelle Gyldighed af disse Formler.

Det vil af det foregaaende være klart, at der med Hensyn til den korrekte

numeriske Beregning af Prim talmængden op til en vis Grænse ikke er

vundet noget ved Riemann's Formel. Men ikke desto mindre have hans Lnder-

') James Glaisher, factor Table lor the sixth Million. London ISS3.
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søgelser bragt et væsentligt Fremskridt i vort Kjendskab til Loven for Primtallenes Fordeling,

idet han er naaet lil at angive F or ni en af den Funktion, som skal bruges til at udtrykke

Loven for Mængden af dividerede Primtalpotenser op til Grænsen x. Da Differential-

kvotienten af det dominerende Led Li{x) i Riemann's Formel for &[x) er =-, saa lærer

denne Formel os endvidere, at det ikke, som Gauss antog, er Tætheden af selve

Primtallene, som gjennemsnitlig er omvendt proportional med Ix , men at

dette derimod er Tilfældet med, hvad man med en analog Betegnelse kunde
kalde Tætheden af dividerede Primtalpotenser.

Men trods dette synes dog det Held , Kiemann har haft med sine Undersøgelser i

denne Retning, at være af en noget tilfældig Natur. Det beror udelukkende paa den særlig

hensigtsmæssige Form, det er lykkedes ham at give Funktionen ls(r), og da atter paa, at

Leddet l[r— 1) udsondrer sig fra alle de andre og bliver af dominerende Betydning. At

dette maatle blive Tilfældet, er ikke ganske klart, selv om den Side 10 anførte Formel af

Dirichlet, *(!+/>) = —\- — , som Mertens og tildels ogsaa Tchebycheff have benyttet ved

deres Undersøgelser, nok kunde tyde paa noget saadant. Men selv om det ogsaa vil lykkes

ved fortsatte Studier at komme til fuld Klarhed over denne Udvikling og over de i Riemann's

Formel indgaaende Rødder «, saa synes det dog, som om den Form, hvorunder disse

indgaa i den endelige Formel, i høj Grad maatte vanskeliggjore igjennem denne nogensinde

at naa til en nøjagtig Beregning af Mængden af Primtal op til en given Grænse, og stiller

man sig altsaa dette Formaal, saa vil man derfor vistnok endnu i lang Tid være henvist til

Beregninger af rent taltheoretisk Natur.

§ 4. Ufuldstændige Kvotienter. Theoremer af Berger og César o.

I det følgende betegner n gjennemgaaende et konstant helt Tal; det største hele

Tal i Kvotienten — betegnes efter Legendre ved Symbolet E— eller E (— I , saa at

altsaa

EIL <JL <E^-+l eller A_, < £-!L < ±. (88)X
_
X X ' x x - X

• Om saadanne ufuldstændige Kvotienter lader der sig angive forskjellige mærkelige Sætninger.

Betragte vi Talrækken

n n _ n „ n
ET ,

Ej, L- ... JL—
,

hvor 1, 2, 3 ... a ere de hele Tal op til a inklusive, saa danne de enkelte Led en Række

Vidensk. Selsk. Skr., ti. Række, naturvidensk. og mathera. Afd. II. 6. 28
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aftagende hele Tal. Nogle af disse kunne være lige slore, og del er let at angive, hvor

mange der ere lig et givet helt Tal x.

Thi den største Nævner, som ved Division i n giver den ufuldstændige Kvotient ,r,

11

maa være det største hele Tal, som fremkommer ved Division af n med x, altsaa £—

;

x
n

ligesaa er den største Nævner, som giver Kvotienten x-\-\, Tallet E . De Tal i Rækken,

som ere lig x, ere altsaa i Almindelighed de, hvis Nævnere ere Tallene

E -+ I, E— 4-2, ... JS7— , i Antal E E-
«4-1 ' ' *+l * * «4-1

ii

Dette behøver dog ikke at være Tilfældet for de sidste Led i Rækken. Men belegnes E—
a

11

ved q, saa ses let, at Antallet af Rrøker, som ere lig med q, vil være a — E .

Retragte vi dernæst, idet F betegner en vilkaarlig Funktion, Summen

.

s-Hj,t)-'(»t) + '(*t)-*-'(*tJ+-'(*7)" m
saa maa denne aabenbart kunne ændres til Formen

S = A F\q)+A t F[tf-l) + ... An F(n) ,

hvor A u , A t ... betegne konstante Koefficienter, som angive, hvormange af Funktionerne

FIE— ) der blive lig henholdsvis F(q), F{q-\-t) o. s. v. Men disse Antal ere angivne

ovenfor, og man faar altsaa

s - (^^TX^+fe-^)^^' 1
• •

+fe -*£)*-«)+*h (90)

der ogsaa kan skrives

n
S = aF(q)+E—(F\q+\)-F(q))+E

r+
-

2
(F(q+'i)-F{,]+\\) + ...E-tF{n)-F

{
n-\\).

Sættes specielt a = n, faas de to Formler

og

2f(e^\ = n Fil) + 2{F(æ) —F(x—\))E^. (92)

(93)

Paa denne Maade er Formlen angivet af Césaro 1

); den almindeligere Sætninc

2f(e—) = aF{q) 4 2 (FU-) -F(x- II) E—
skyldes i denne Form Berger 2

).

1
)

Formule d'arithmétique, Mathesis, T. II, p. 07.

2
)
Sur quelques applications de la fonction Gamma a la théorie iles nombres, Nova Aeta Kite Soc.

Scientiarum Lipsalieusis Ser. III, Vol. XI, 1881.
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Særlig mærkes Tilfældet a= Eyn. Da man allid maa have

n < [EVn+\Y-\
,

saa faas

EVn < JL= < ÆiAT-f- 2
,

saa at altsaa q — E— maa være et af Tallene a, «+l, a-\-2. Men betragtes Rækken

aF(a) + E~~(Fia+ \) - F\a)) + E ?- (F(a+2) - F[a+ 1 )) + o. s. v.,
^ï —

j

— I a-\~ z

saa ses, at hvis </ = «+', saa kan man sammendrage de to første Led til aF[q), og hvis

(/ =-= (a-f-2) , kan det samme gjøres med de tre første Led. Denne Række bliver derfor

identisk med aF\q)-{- 21

(F(x) — F(x— 1|) E— , saaledes at man for q=E\'n altid vil

1+1 ®
have

If(e-) = qF{q)+ 2{F[x)—F(x—l))E— . (94)
1 \ * / ,4-i X

Sætter man F{.r) — F(æ— I )
= f(x) , faas

2f[x)E- = i/Yj?—)-j*tø), (95)

i n
og adderes paa begge Sider Sf(x\E— , saa findes endelig, som angivet af Berger,

i *

£/WE— - 2f[x)E—+2F(E—)-qF[q). (96)
1 X 1 * i V Æ'

/

De angivne Formler tilstede en Udvidelse, som er værd at lægge Mærke til. Naar

man nemlig i Stedet for at betragte en Række Broker af Formen E—, hvor x ere alle
x

hele Tal, lader x gjennemløbe en vil k aar li g valgt Række mærkelige Tal, som vi

ville betegne ved z, iblandt disse ( f . Ex. alle Primtal), og endvidere betegner ved Q(x)

Antallet af disse mærkelige Tal op til x inklusive, saa findes paa lignende Maade

som ovenfor, at Antallet af Kvotienter E— , som netop ere lig x, i Almindeligbed vil være

ø( — \ — øl I. Ved derefter at gjenlage Ræsonnementet ganske paa lignende Maade

som før faas følgende Relationer, svarende til (90) og (93):

i,(,i) - (*M -*(^,)) f( ,, + i(.(±)_ #(^))Wl |9„

og

ïf(e~) == <P(a)F(q)+ S^F{x)-F(x-\)ø{^\. (98)

Ved som før at sætte q = E\/n faas som svarende til (96), idet F(x) —F{x—\) =/(«),

2f(x) •(—) - |/W (y) + |^7) - *(JJ *tø- ("

»

28'
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Ligeledes haves specielt for a = «

Ved at specialisere Formen af de indgaaende Funktioner samt Rækken af Tallene z

lader der sig af disse Ligninger udlede en Mængde forskjellige Relationer, som ofte ere af

en meget overraskende Form. Skjønt det for det Problem, vi behandle, ikke er ganske

nødvendigt al fremhæve mere end en enkelt af dem, tro vi dog, at en lidt fyldigere Udvik-

ling vil være paa sin Plads, og vi give derfor nedenfor en Række Exempler paa deres

Anvendelse paa Primtallene. Raade Rerger og Césaro have gjort en udstrakt Rrug af

deres Sætninger til Bestemmelse af Funktioner af Tallenes Divisorer, den første Regyndelse

til disse Undersøgelser er allerede gjort af Dirichlet ')•

Retragter man nemlig Differensen

X X

saa ses, at dens Værdi vil være lig Nul, undtagen naar x er en Divisor i n,

da den er lig 1. Retegner altsaa cl en Divisor i n, saa vil, naar f{x) er en vilkaarlig

Funktion, haves

2*f{d) = J (e^-E^) f(x)
,

(101)
x=i \ x x I

som ved Hjælp af Rerger's Theorem i mange Tilfælde tilsteder en tilnærmet Restemmelse

af den symmetriske Funktion 2/[d), hvor Summen udstrækkes til alle Divisorer i Tallene

op til n inklusive.

Hvis man f. Ex. vil have Antallet af alle disse Divisorer, saa sættes f(d) = d°= i,

og det søgle Antal faas da ved efterhaanden at sætte n= 1,2,3...« og summere; det vil

være
-,«— I \

''=" „ n „»,„», „n
fj ) = 2/ J^j—

.=il=l\ * -V I .,=1 X

For dette Antal vil det være let at angive en Tilnærmelsesformel. Ved Hjælp af (96| faas

nemlig, idet f(x) =- I ,
F{x) = x, q = E]/n

,

2 E— = 2-2E—— ./- = 2n2— — q
l — 2dq , (103)

i x
i

x , as ,

hvor o er en ægte Rrøk.

Men nu er, idet e er en ægte Rrøk,

« I I

N. 2 2(E- -S—-\ - : 2 E— = Æ-f+ E-^- + E—+...E— . (102)
Z o il

7 •-• *
' '2} I 2 f

') lieber die Bestimmung der miltieren Werthe in der Zahlentheorie, Abhandlungen der Berliner

Akademie 1849; og lieber ein die Division bclrclTendes Problem, Honatsber. der Heil. Akad. Januar

1S51; eller C rolle's Journal Bd. 47.
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Betragter man alene de Ire første Led, saa danno disse for q~>\ en stedse voxende kon-

tinuert Funktion, og altsaa er

Heraf faas atter

. «
T

I'-''/'
i'l « i * '7+1 ^ 12(7+ 1)*

'

eller
,- I " I

iyB +C+ -i=r >2- > l]/n + C-4-.
2 l/n i •« 12n

?ï îi îi —I— I

Men nu er endvidere altid — SE— -, I, altsaa ogsaa
X X X

i
\

i 11 'i
I —

2n 2— > 2 SE— > 2(n+ I) 2 —— 21/«
,

og da fremdeles n — 2l/n < q
2 < n

,

saa faas endelig for A' følgende Grænser

n&i + n(2(7— l) + 3l/n > IE— > nln + n(2C— 1)— 3]/«", (104)

idet vi af den lavere Grænse have bortkastet Leddene

fø + 2C— 4=—— ,

som tilsammen ville udgjøre en positiv Størrelse, naar n > 2.

Delle Resultat afviger lidt fra det, der angives af Berger, som sætter

2 E— = n/n + « (2C— I ) 4: /l V« , hvor / < 4

.

(105)
i -i'

De her angivne Grænser ere altsaa lidt snevrere end Berger's, men alligevel ere de vistnok

videre end nødvendigt, da der ikke er taget Hensyn til den Omstændighed, at de forskjellige

il Ti

Bester E— i Virkeligheden ikke ville være uafhængige af hinanden.
x x

(I Forbindelse hermed skal nævnes en interessant lille Sætning, som i en lidt anden

I " n
Form skyldes Dirichlet. Er — 1' E— =

f(y), saa er for n = ab

y|a) + )f(6) = <f(ab). (106)

Den faas som en simpel Konsekvens af Formlen (93).)

Paa Grundlag af (96) findes, at naar n er et stort Tal, saa vil Middelværdien

af Antallet af Divisorer i et Tal i Nærheden af rc være ln-\-2C. Ved en lignende

Fremgangsmaade beviser Berger en hel Række lignende Sætninger, blandt hvilke vi skulle

anføre følgende:
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.Middelværdien af I'd for et Tal i Nærheden af n er — n,
ti

d

- l'ld

d+g

m.i(.+4)

"
6 '

er l(;n) 2 +«n,

er V-a '
°<"< '.

er Én 4- C.

(107)

Angaaende Beviserne for disse Sætninger og flere lignende henvises til den citerede

Afhandling.

§ 5. Anvendelser paa Primtal.

Funktionen E —- egner sig paa Grund af sin diskontinuerte Karakter særlig til

Anvendelse i Taltheorien, og flere Forfattere, blandt hvilke navnlig bor fremhæves Russeren

Bouga'ieff'), have ogsaa benyttet den ved taltheoretiske Undersøgelser. Skjønl disse

endnu ikke synes direkte at ville lede til en kontinuert Tilnærmelsesform el for 0{x), saa

kan dog denne Funktion udirykkes exakt ved ufuldstændige Kvotienter, og Berger's Under-

søgelser synes at angive en Vej , ad hvilken Tilnærmelscsformler derefter muligvis ville

kunne opnaas. Det vil derfor være af Interesse at se i Sammenhæng de Resultater, hvortil

Anvendelse af ufuldstændige Kvotienter forer.

Betegner man ved ø(«, s,. •>.?)M Antallet af Tal < x, som ikke ere delelige med

noget af Primtallene a,b,...o,p, saa er almindelig

<l>a,b,c. (.() = </>„, !,.,-.... o (4- <I><,.l,.c... J—J [108)

Denne Ligning udtrykker nemlig kun, at Antallet af Tal, som ikke ere delelige med noget

af Primtallene op til /> inklusive, findes ved blandt dem, der ikke ere delelige med Prim-

') Se Darboux: Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques. T. 10, 1876, p. 13.
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tallene a, 6, c ... o , at udslette alle Multipla af /;. Af denne Ligning findes nu sukcessive,

idet <!>., = x — E-^- , dh.-Ax) = « — Ey — E^+ E~...

og almindelig

'!><,.,,. c... p{x) = x — 2E— + 2E^r— 2E-^- + ..., (100)
a ab abc

hvor der i Nævnerne findes alle Produkter af de givne Primtal tagne I Gang. Er specielt

a, b, c'... alle Primtal op til |/# , saa vil denne Formel som Lekjendt angive I -f- Antallet

af Primtal mellem \/x og x. Betegne derimod a,b,c... alle Primtal, bliver venstre Side

lig I, og vi faa den Ligning, som er fremstillet i (46).

Paa Grund af Arbejdets Vidtløftighed vil en virkelig numerisk Beregning af

6(x) — 8 {x s
) ved Formlen (109) være meget besværlig, men den kan gjøres og er i Virke-

ligheden udfort af Meissel 1
).

En lignende Formel skal være benyttet af Ilargreave 2
) og Piarron de

M ondesir 3
), men intet af disse Forl'alteres Arbejder har været mig lilgængeligt i den

originale Skikkelse.

Den Sætning, som vi forst skulle lægge lil Grund ved de følgende Betragtninger,

udtrykkes i Formlen

±' </>(—) = 2E^. (110)

Den faas af (100) ved at sætte F(x) = Ex. z betegner her en Række mærkelige Tal, og

ø(x) Antallet af disse op til x inklusive. Paa venstre Side summeres med Hensyn til x,

paa højre Side med Hensyn til alle Tal z < n.

Af denne Formel følger en Række Konsekvenser, som ialfald ere ret oplysende.

F. Ex. «=/>, Rækken af alle Primtal, giver

»W + »(y) + »(f) + . ...-**!-;
.

(HU

z =p'2 giver

M) + «(f)
i +«(i)* + ...-^; (M2)

z = ab, Produkt af to enkelte Primtal, giver, idet Anlallet af saadanne op til x er 8., (.;),

^N + ",(T)+",(f)+... « 2E±. (113)

') Ueber die Bestimmung der Primzahlennlenge Innerhalb gegebener Grenzen. Mathematische Annalen

Bd. II, p. 636, jvfr. Bd. Ill, p. 523.

i On the law of prime numbers. Philosophical Magazine Ser. 4, vol. VIII, 1854.

'I Annuaire de l'association Française (Congrès du Havre 1877), jvfr. Nouv. Corresp. Math VI, 1880,

p. Ï56.
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Ligesaa for 2 = abc

Betegner 2 alle "Primtalpotenser», d. e. Potenser af Primtal med hel Exponent

(1 inkl.), faas, naar disses Antal betegnes ved p[a),

P^ + P(i)+P(^+...=1XJ + ^^1I^+..., ...5,

og ligeledes faas for Antallet af dividerede Primtalpotenser ved Benyttelse af (111), 1112) og

de analoge

*«+*(t)+*(t) +--*»7+t«?+t"?+- " ici

Flere af disse Ligninger kunne ogsaa betragtes fra et noget andet Synspunkt,

hvorved deres Betydning bliver mere klar. Af den almindelige Ligning (101),

Sf(d) = 2-(E~- E?= '

)

/(.r)
,

faas nemlig ved at antage, at /(a-)= 0, undtagen naar x = z, et Udtryk for en symmetrisk

Funktion af de Divisorer i », som høre til Bækken af mærkelige Tal, nemlig

2/idJl = e(e± - Æ''~ r
)/U-). (117)

Sæltes her efterhaanden «=1,2,3...« og summeres, faas den tilsvarende symmetriske

Funktion af alle «mærkelige» Divisorer i Tallene fra 1 til n under Formen

2'/ (rf.-i = i'; E—f(z). (118)
1 z

Er specielt f(z) = 1 , faas altsaa Antallet af saadanne Divisorer i alle Tal fra 1 op

til n. F. Ex. 2E - betyder Antallet af alle Divisorer i Tallene 1, 2, 3 ... «, som ere

Primtal.

Særlig mærkes, at Summen El)\~ )
= 2'Æ— + IE^ 4- . .. vil angive AntalletvW i" p

al alle de Divisorer i Tallene op til n, som ere Primtalpotenser. Indeholder et af Tallene

altsaa f. Ex. p
r som højeste Potens af ;>, saa vil der fra dette indkomme i Summen r

Divisorer, som ere Potenser af p. Den omtalte Sum vil derfor simpelthen angive Antallet

af samtlige Primfaktorer i Produktet af Tallene fra I til « inkl. Dette

vilde ogsaa umiddelbart indses ved at indskrænke de mærkelige Tals Omraade til det

ene Primtal p, idet da Summen E—+ E^A- E^r ... vil angive Antallet af Potenser
P P P

af/;, der forekomme som Faktorer i Tallene op til n, med andre Ord Exponenten til den

højeste Potens af p , som findes i [n\. Man ser umiddelbart, hvorledes denne Exponent

kan findes ved at skrive Tallet n i et /;-Tal- System. Det er ogsaa en Selvfølge, at den

Insamme Exponent kan udtrykkes ved Hjælp af E-=-= r.
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En højere Grænse for denn« Sum faas saaledes

E±+e± + eJL + ... < Jl + _i + ..._L\ = _J!
p

-r
p
*-r pB -r -

\ p
tpl t ,,,./ ^_^ p

, >-;

= n 1 ?i— I

P[ l -j) P{P~j) P '

For af Formlerne (III) til (I IG) at finde explicite Udtryk for de paa venstre Side

indgaaende Funktioner 6(x) o. s. v. , maa Ligningerne vendes om ved Hjælp af Möbius's

Faktorer.

For 6[æ) har Bougaieff angivet Formlen

0(x) = ZE~-2£E~ + ZZE~...-2E-„ + 2E~-2E r̂ + ..., (119)
a ab abc a- a'-b a-bc

som er af en temmelig kompliceret Natur. Men hvad han ikke synes at have bemærket

er, at den første Del af Formlen netop angiver pin), Antallet af Primtalpotenser, idet altsaa

f(«) = ZE—— 22E
ĵ: + 32E-?!r— 4i:E— + ... (120)* a ab abc n '

Dette kan uden stor Vanskelighed indses ved Induktion, men vi foretrække at bevise det

paa en anden Maade, som ogsaa i andre Henseender har Interesse.

Naar abc... betegne de m ferste Primtal, da vil Antallet af Led i Udviklingen af

Produktet (I-f a) (I + 6) (1+ c) ... være 2'", og skriver man Produktet som

1 + Sa + lab -f labe + ..., (121)

saa vil Antallet af Leddene i de enkelte Summer angives ved Leddene i Rækken

1 + »>i + »»2 + m
3 + • • • = £)/»

hvor m,
,
m.,, ?«.,... betegne Binomialkoefficienter. Betragter man et Tal jY, som alene

er sammensat af Potenser af disse m Primfaktorer, saa vil dette af Divisorer fors kj el lige

fra I, som kun indeholde 1ste Potens af hvert enkelt Primtal, netop have de enkelte Led

i (121), det første 1 fraregnet. Betegner man nu Antallet af Divisorer i A' af Formen a

ved Da , af Formen ab ved Dah , og bemærkes, at

1 — m, + in., — ma + . . . = (1— 1)"' = ,

saa er ogsaa for ethvert sammensat Tal

l_Ea+ Eau— Dau... — 0. (122)

Paa lignende Maade faas af Identiteten

?», — 2m
2

-|- 3m
3
— 4m

4
... = m(

at Da — 1Dub + $DaU— Wat*
Ligeledes er

I .2m s
— 2.3m 3 + â.4«i

4

altsaa ogsaa I . 2Eai — 2 . il'U + 3 . \D,„,cj . . . == , o. s. v.

Videnskab. Selsk. Skr., 6. Række, naturviJensk. og matt. Aid. II. 6. 2t)

—ir-1 =
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Disse Formler gjælde for ethvert sammensat Tal. Hvis i den første N er

et Primtal, saa faas paa højre Side ogsaa Nul. Adderer man alle de tilsvarende

Ligninger for Tallene fra 2 til n, saa faar man altsaa Summen 0. Men Antallet af samtlige

Divisorer af Formen a i Tallene fra I til n er 2'A'— , af Formen ab, 2/i'—= o. s.v. altsaa
a ab

faas den velbekjendte Ligning (46)

»_ 1 _ 2E— + 2E~ . . . = 0.
a ab

Behandles den anden Ligning paa samme Maade, saa ses, at man, hvis N er en Primtal-

polens, vil faa 1 i Stedet for paa højre Side af (123), saa at Summation med Hensyn

til alle hele Tal giver Antallet af Primtalpotenser

p(n) = ZE— — 2IE^- + Z1'E^- ... (125)
a ab abc

Leddet SE— kan elimineres ved Hjælp af (46), hvorved faas

p {n)+i = n-ZE^ + 22E
n
r -Z2E-— ... (126)

ab abc abca

Den tredie Formel (124) vilde, behandlet paa samme iMaade, give Formlen

2Ï>„(») = \.12E
n
T — ?.32E~ + ?,A1'E^-

1 ..., (127)
ab abc abcd

hvor pJn) betegner Antallet af Tal, som ere et Produkt af 2 Primtalpotenser.

De saaledes vundne Formler (125)— (127) ere fra det theoretiske Standpunkt ret

mærkelige, og de ere ogsaa af Betydning ved den rent numeriske Beregning af Primtal-

mængdeu. Men til Afledning af Tilnærmelsesformler egne de sig ikke, det maatte i saa

Fald være nødvendigt at præparere dem saaledes, at vi undgik de skiftende Fortegn. Eller

ogsaa maatte man forst benytte en saadan Funktion af Primtal, at man i en med (125)

analog Formel paa højre Side erholdt en bekjendt Funktion eller i det mindste en Funktion,

som med Tilnærmelse, hvis Grænser kunde angives, lod sig udtrykke ved bekjendte Funk-

tioner. Det er i Virkeligheden dette, som Tchebycheff har gjort i sin berømte Afhand-

ling: «Mémoire sur les nombres premiers» (1850), som tillige med det to Aar ældre Arbejde:

"Note sur la totalité des nombres premiers inférieurs à une limite donnée», findes i Lion-

ville's Journal 17 Bd.

Tchebycheff har andetsteds vist, hvorledes man i Almindelighed kan omskrive en
00 II

Funktion af Formen 2f{x)lx til Formen l'Ap lp. ')

1

'

2

n

Det er lige saa simpelt at betragte Funktionen 2f(x)Jx. Det er da klart, at lp vil

i

'

forekomme som Faktor i alle de Led f(x)lx, hvor x er delelig med p, og tilmed multipli-

') Jvfr. Catalan: Nom. Coiresp Malh. 1. IV, p. 30S.
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ceret med m, hvis x = /?'". q. Koefficienten til lp vil derfor faas ved særskilt at udlage de

Led, som indeholde p, /<", p* o. s. v. Faktorerne til lp blive da følgende:

/(/') +/(2j») +/<%>) + ...f(p.E~

+/</>
2

) +/(V) +/(3/>
2

) + ..
. f[P

2
- E^

+f(P
s

\ +/(2p8
) +/(3/>

8
) + . . . f[p

3 -E~j

o. s. v.,

x4
;

, bliver Summen af alle disse Led, idet man blot har at paase, at inlet af Argumenterne

overstiger re. Naar man derfor ved vip 1 betegner alle de Tal < re, som indeholde en

Potens af p som Faktor, saa kan man skrive

Sf(x)lx = Slp.Sfimp*). (128)
1 2 1

Er nu /(.;)= I, saa faas specielt

Six == Slp.f[mp') == 2lp(E±+ E~+ Ep+---) C 29
»

Denne Ligning, hvor Faktoren til //) simpelthen angiver den højeste Potens af p, som

forekommer i [«], kan naturligvis let indses umiddelbart, og ligeledes vilde den kunne faas

strax ved Hjælp af (118), men vi have foretrukket at udlede den som specielt Tilfælde af

den almindeligere Formel (128), som i og for sig fortjener Opmærksomhed.

Udtrykket for Six kan skrives i en anden Form, idet man har

Sl(x) = SE— lp + SE^lp + SE—^ lp + ...
p P P

Men naar nu i (100) F(x) betegner Summen af Logarithmerne af alle Primtal fra 2 til x,

z alle hele Tal, Øf — )
altsaa = £—

, saa ses, at

SEjlp = F{n) + ß(~^j + ...

Ligesaa for F
l
{x)^Slp 2 faas

SE^lp* = F
1
[n)+F

1 (y) + - - - - 2FI»*) + *?($+ 2^(t)'+

eller SE~lp = F(rà) + F^-0 + f(0+...

Paa lignende Maade bliver

saaledes at man endelig erholder

29
-
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hx -F{n) + ffe) + F
(y)

+•
+F{ni)+F^y+F(±y + ...

+ F{nh + F^y +F^y + ... o. s.v.

n

Betegne vi nu med Tchebycheff 2' Le ved T(n) samt Funktionen
i

F[n) + F(nh + F(n>) + . . . ved </>{n), (130)

saa faas altsaa

Tin) _ ,»(„) + si (|) + jft (|) + 5i (i) + . . . =
*£J fe).

(131)

I Funktionen ø(w) indgaar aabenbart hvert enkelt Primtals Logarithme saa

mange Gange som Addend, som angives ved den højeste Potens afp, der

er lig eller mindre end n, saaledes at man ogsaa kan skrive

4<{n) = Ilp.E^- (132)

Ligeledes kan ifølge (91) og (92) Tin) skrives som

Ti n) = 2*
fe)

'- IfE^-E-^M = $yw-Mm-i))E±. (133)

Det er de to Ligninger (130) og (131):

Tin) - 2f(—) og </>in) = £*"(««)
,

i V x

som Tchebycheff bar lagt til Grund for sine Undersøgelser 1

), de tilsiede i Virkeligheden ved

en dobbelt Anvendelse af Möbius's Faktorer at bestemme Funktionen Fin), som Tchebycheff

for øvrigt betegner ved din).

Af (131) afledes en ny Identitet ved at danne Differensen Tin] — Tin— I). Paa

venstre Side faas derved In, paa højre Side 2'({M —

I

— </>{— —
)
) Men Differensen

jj (— )— <l>\— —) vil altid være lig 0, undtagen naar — er en Potens al et Primtal.

Ti 1 II

Er — = p'", saa bliver Differensen In = — l— , saa at man, naar som tidligere <3(«)
x m x

betegner en Funktion, som er lig — , naar .<. = />'", og i alle andre Tilfælde

lig 0, kan sætte
n

. .

In = 2'fi(—W— • (134)

') Mémoire sur les nombres premiers. Liouville's Journal, Tome 17; jfr. Serret: Cours d'Algèbre

supérieure, 3 éd. T. II, p. 202.
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Det andet Udtryk for T(n) i (133) giver paa lignende Maade, idet

7» = i fø (*) - jj (*- 1 )) £- = 2' £- «S (c) tø
, (135)

1 X J X

(136)Formlen /« = z(E— — E n—-\co(x)læ = Zà>(d)ld,

hvor rf betegner alle Divisorer i n, og Snmmationeu udfores med Hensyn til disse.

Disse Udtryk for In ere saa at sige umiddelbart indlysende, og man kunde derfor

ogsaa benytte dem som Udgangspunkt til Bevis for de Tchebycheff'ske Ligninger (130) og (131).

Hvad der imidlertid bør særlig fremhæves paa delte Sted er, at disse Ligninger

ret beset indeholde Definitioner af Funktionen <t> (,!'), idet denne skal være en

saadan Funktion, at den symmetriske Funktion Sco[d)ld, dannet af alle Divisorer i Tallet n,

faar Værdien In. Kan derefter St(ai) bestemmes nøjagtig eller tilnærmelsesvis, saa vil
il

altsaa 2<w(#) give et Udtryk, ikke for selve Primtalmængden 0{n), men for
i

Funktionen #(«), den samme Funktion, for hvilken Riemann ad ganske anden Vej findel-

en Formel. Der er derved knyttet et interessant Baand imellem disse to saa forskelligartede

Undersøgelser, og netop Tilstedeværelsen af denne Forbindelse giver en Antydning af, at

det virkelig er Funktionen #(n), som man navnlig bør fæste Opmærksomheden paa, fordi

den tilsteder en simplere analytisk Bestemmelse end selve 6 (ri).

Inden vi forlade dette Thema, skulle vi endnu anføre nogle mærkelig udseende

Identiteter, der faas som simple Følger af Berger's og Césaro's Sætninger i den udvidede

Form.

Ifølge (113) er, naar #,(.!) betegner Antallet af Tal af Formen ab, d. e. Produkter

af to Primtal

og paa lignende Maade kan findes Ligninger for 0-6 (x), Antallet af Tallene abc, op til x

o. s. v. Men hvad vi navnlig her ville fremhæve, er, at # 2 (h) kan udtrykkes ved 0(n).

Dannes nemlig Summen

•(t)+»(t)+«(;-)+«(t)+-- «(t)-
saa vil denne let ses at angive Antallet af Tal af Formen ab, tagne 2 Gange, -f- Antallet af

Primtalkvadrater op til «, eller

Sei—\ = 20 2 (w) + 0(«i ), (137)

en Relation, som i ufuldstændig Form er fundet af Bougaieff. Lignende, men mere

sammensatte Formler kunne findes for 6-Ax) o. s. v.
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Sætter man dernæst i (98) F(x) = 8 (x) , z=p, altsaa 4>(x) = 0(a), saa faas

2ø(—\ = Ze(—) + 8(a) 0(g). (138)

Specielt for a=E\/n = q faas, ved tillige paa begge Sider at addere 2h(-~) e |ler ^("£")>

•*'(y)-M7)+-rt -

eller ogsaa

My) -'.*•(>-) + *

som i Forbindelse med (137) giver den mærkelige Relation

22ø(— ) + 2
(q) = 20s (n) + 6(q). [q = EVn\. (139)

7+1 \ P '

Ligeledes følger af (98) ved at sætte F(at) = 2
(x), z= x

202(—\ = i'(«-i.r)-Ø s (.r— 1))£— -f «#
2

f</l = 2(28(p) — i)E— + a6*(q). (140)

1 \ * / 7+1 X '+' ?

Er tillige e= p, bliver Formlen til

20*(—) = 2{20(p)- 1)0 (—) + 0(a) Ô 2
(q), (Ml)

1 \ J> / 7-t-l V P /

og specielt for « = n

Er endelig /"(.!•) Summen af Primtallene op til æ, saa bliver

I'W-M = 2pE—+ aF(q); 2f(~) = 2p6 (—) + 0(a) F(q) , (143)
1 V *' / 7+1 i

J
* \ P / q+t \ P 1

og for « = n

I Forbindelse hermed anføres som Exempel paa Tchebycheff's Formel (128), at

\
Er-u - 2iP2E t̂

= •/» + r(i) + r(|) + . .
.

,

(
M4,

og at

2 r - 2flp2m2l «—j-r = »- 1 . (14 '.')

2 IX till + M/f
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§ 6. Tilnærmet Bestemmelse af Funktionen <o(x).

Enhver af de ovenfor udviklede Formler (134)— (136) giver tilstrækkelige Data til

Bestemmelsen af <u{.r) eller, naar &(x)lx betegnes ved r(.î), af denne Funktion, hvis

Værdi i Virkeligheden er 0, undtagen naar x = p
m

, da den er lp. Ved at ind-

føre r(') i Formlerne, kunne disse skrives som

*„ = K(JL)= i (tfi -£*=!) rW --*(*. (145)

Vi skulle betragte hvert af disse Udtryk for sig.

For af det første at bestemme t(x), maatte Formlen

*-<(TMi) + '(*r) + -< (t
vendes om ved Hjælp af Mobius's Faktorer, idet man erindrer, at rli) kun har Betydning

for -- hel, altsaa naar de under Funkiionstegnet r indgaaende Argumenter ere hele Tal.
x

I Virkeligheden bor derfor alle de Led, hvor Nævnerne ikke ere Divisorer i n
, udelades.

Men naar Formlerne derefter vendes om ,
saa føres vi identisk tilbage til rfn) udtrykt ved

Primtallogarilhmer, saaledes som det vil ses af et Exempel for n = 12. Man faar nemlig da

"« -<«+'(ï) + *(ï) +<aV<(WGî)

«(t)- <(¥) Ht)HVH%
(Ï)- -(¥) + '(ï)-(n)

altsaa identisk Z 12 — Z-^- — / ^ + /-^ — r(12).
2 .3 l)

Der opnaas altsaa ad denne Vej ikke nogen væsentlig ny Bestemmelse af r(.r).

Derimod kunde man tænke sig, at man muligvis kunde faa en Tilnærmelsesfonnel for x ved

at søge Værdien af en Funktion {(ar) bestemt ved Ligningen

*-'(t)+'(*t)+'(*t)+-'(«t)-.
som giver

t[n) = îu(x)lE—.
i

',

Men bortset frn, at dette Udtryk for tin) er noget kompliceret, kan man ikke være sikker

paa, at det Resultat, man faar, vil være en virkelig Tilnærmelsesværdi for zin), navnlig fordi

t(n) kan blive negativ (f. Ex. for n= 9). Vi vende os derfor til det andet Udtryk i (145)

l

/(-
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"., I ,, n r,n— 1\
In = 2\E E T (x

i \ * x I

Dette giver os strax en Forestilling om den gjennemsnitlige Værdi af t(x). Sætter man paa

lignende Maade som før for r[x) en Gjennemsnitsværdi af de paa hinanden følgende r i

Nærheden af .r, saa vil hvert enkelt Led i denne Formel ogsaa give en Gjennemsnitsværdi

af det tilsvarende Led i den oprindelige Sum. Bestemmer man altsaa Funktionen t{x) ved

Formlen „

In = 2—t{x),
i x

saa er man berettiget til at formode, at t(x) vil paa det nærmeste angive Middelværdien af

Funktionen r(x) i Nærheden af x. Men nu faas strax

— t(n) = ln— Hn—l),

eller ,,,,, = „/ " _ ;
,//__!_\ = , + ' + ' + . . .

,
,146)

n—

1

\ i i. / 2« in-

som for voxende n nærmer sig stærkt til Grænsen I.

Skjønt disse Betragtninger ikke kunne opfattes som noget egentligt Bevis, vil det

dog være ret oplysende at gjøre en Prøve paa Nøjagtigheden af Formlen for i(n) ved at

indsætte det fundne Udtryk i Formlen for T(n) (135). Da Udtrykket for t(n) ikke gjælder

for n = 1 , maa Summen tages fra .r = 2, og man har altsaa, at denne Sum er

Men nu er

Sin) = EE—t(x).
2 X

2 X X 1 ! \ X / X 1

X
eller, da n£l— — = nln og

2 ,('— I

!'(-— iVr/— -, = nln — î(xl.v—xUx—t)) = nln— 2(xl.r— (x— I) l(x-\)— l[x— 1))

2 V X ) X—\ 2 2

= nln — nln -\- l\n— I
] ,

faas endelig

nln > S(n) > l[n—1].

Den tilsvarende Sum, dannet af r(a;), er 7» = l\n] = nln -\--^ In — n -+- / 1/2^-
-f- -^- ,

altsaa ogsaa

nln > Ti«) > Z[n— 1].

Da saaledes S[n) og T\n) ligge mellem de samme Grænser, hvis Differens omtrent er

n —In — l\/1n, saa vil den gjennemsnitlige Afvigelse mellem z(x) og t(x) for alle de i

" n I

T(n) indgaaende r{x) ikke kunne overstige n: SE— , eller den bliver af Ordenen -j-.
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Da (lctln gjælder for alle Værdier af n, vil man være berettigel til at anse t(x) som repræ-

senterende en Tilnærmelse til de Værdier, som vilde faas ved at udjevne Værdierne af r(n)

ved en Formel, som ikke tilsteder Vendepunkter, saa al altsaa denne Funktion tilnærmelsesvis

maa anses for at være konstant lig 1.

Til det samme Resultat leder det tredie Udtryk i (145)

In = 2z(d).

Naar man ogsaa lier erstatter t{x) ved t(x), hvor t[x) har en lignende Betydning som ovenfor,

saa skal t{d) være en saadan Funktion, at den symmetriske Funktion 2t(d) faar Middel-

værdien In for Tallene i Nærheden af n.

Nu har Berger ved Hjælp af (101) bevist, at naar g bestemmes saaledes, at for

n = no lim— = 0, men lim— = O , saa vil Middelværdien af Antallet af Divisorer i

n g
Tallene mellem n — g og n -\- g nærme sig til Grænsen ln + 2C (jvfr. S. 37). Udelades

Divisoren 1, som forekommer i alle Tallene, bliver Middelværdien ln-\-1C— I, og denne

Værdi vilde altsaa blive Middelværdien af 2t(d), for saa vidt t{x) = I. Denne Middelværdi

er lidt større, end den skulde være, men da det tillige er bevist, at Middelværdien af

I 2 2

Æ—r er — , eller, naar Divisoren 1 udelades, — I, saa kunne vi sætteab b

*(„) = ,_^i.l = 1 _A; (h?)

t- 1
n n

Ogsaa dette Udtryk nærmer sig for voxende n til Grænsen 1.

" \ n "I " 1 " 1 h
Da 2— E— < «2'- og > »i2'-j— 2 — , saa faas, ved at indsætte 1 i Formlen

i x x i x
l

i x 2
i x æ

(135) i Stedet for t{x), at

T(n)—2E— [\ r
= P Vn-\- Led af lavere Orden,

i & \ x )

saa at Afvigelsen mellem T(n) ogl'E— t(x) her kun bliver af Ordenen ]/n.

Alle de her anvendte Fremgangsmaader fore altsaa til det Resultat, at t(n) for

store n nærmer sig til Grænsen 1, og al altsaa Middeltætheden af dividerede

Primtalpotenser (eller af w(n) = ë{n) — &{n—l)) nærmer sig til Grænsen j- , naar

n voxer. Dog kunne disse Udviklinger ikke anses for fyldestgjorende Beviser for denne

Sætning, bl. a. af den Grund, at Overgangen fra r[n) til t(n) ikke er tilstrækkelig skarpt

bestemt.

Denne Indvending kan ikke gjøres mod den følgende Fremgangsmaade, hvor vi

direkte benytte Formlen (135)

7» = 2E— z{x) = 2E—t(x).
1 X 2 *

Vnlpnsk. Selsk. Skr.. (Ï. Række, naturvidensk. op mathem. Afd. II. 6. 30
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I denne Formel indgaa nemlig lineært alle Funktionerne r(x) fra x = 1 eller 2 til x = n.

ti 71

Opfattes altsaa Koefficienterne E— som Vægte, saa kan der, da T(n) er bekjendt og 2E—
ogsaa kan betragtes som bekjendt, findes en virkelig Middelværdi af alle disse z[x), hvor

dog de, der svare til de laveste x, faa størst Indflydelse, eftersom Vægtene omtrent ere

proportionale med — . Betegne vi denne Middelværdi ved r,(n), saa er altsaa, idet r(l)

ikke medregnes T
- (tt) = ^T • (l48)

2E~
Erstatter man her Tæller og Nævner ved de tilnærmende Udtryk (20) og (105), faas

nln— n+ ^-ln + l V2lz+ £-
zAn) = —

—

n/n + (2(7— 2)n + XVn

,__L+ _L +A
In 2n nln

Tl{n) = 2C-2 . T~ '
eller

altsaa, naar Divisionen udfores,

In \/n In

9C— 1 ^C—2

^ (n'- 1 E--1KT+ Ä
'

(,49)

hvor R betegner en Rest, der er af lavere Orden end -=, saa at altsaa Lim R]/n =
c

Vn
for n = oo .

De til de laveste Værdier af x svarende r[x) have den største Indflydelse ved Dan-

nelsen af denne Middelværdi, og da det andet og tredie Led ville optræde med modsatte

Fortegn, og deres Indflydelse altsaa gaar i modsat Retning, saa vil Middelværdien z^n) allerede

for lave Værdier af n være nær ved 1, og hvis man tænkte sig, at Middelværdien dannedes

med andre Vægte end de her anvendte, saa vilde dette Forhold aabenbart ikke kunne

forrykkes meget , da Formlen gjælder for alle n. For store Værdier faar z{x) vel en

mindre Vægt, men til Gjengjæld faar den, for saa vidt x er et Primtal, en større numerisk

Værdi. Man ledes derfor til den Antagelse, at væsentlig den samme Middelværdi maatte

komme frem, selv om Vægtene vare ligestore og Middeltallet ikke dannedes af alle z[x\ fra

2 til n, men alene af dem i Nærheden af n.

Det er i Virkeligheden ikke vanskeligt at danne et Middeltal, hvor de enkelte ind-

gaaende z optræde med ligestore Vægte, og hvor de til de største x svarende - faa den

største Indflydelse.

Dette faas ved Betragtning af Identiteten

T(n)-2T(E^\ = s(e^-2E^-\z[x). (150)
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Tor Simpelheds Skyld antage vi, at n er et lige Tal samt n=ax-\-r (»•<#). Da

liliver Differensen

*JL_«» P Jor
«lige

x 2æ \ 1 for a ulige.

Koefficienterne til r(«) i (150) blive altsaa alle eller I, og navnlig ses, at for alle Værdier
ti

af x > — bliver Koefficienten altid I
, medens den for lavere æ kun bliver I for dem, der

give et ulige Tal for Kvotienten E— . For ?i=10 faas f. Ex.

IT(IO)— 2T(5) = 0.r(l)+ 1.t(2|+ 1 ,r(3) + 0.r(4) + 0.r(5) + l.r(G) + l.r(7)+ l.r(8)

+ l.r|9)+ l.r(10). (152)

Danne vi altsaa Middelværdien af alle de i (150) indgaaende r (j-(l) undtagen), saa vil

denne Middelværdi, som vi ville betegne med r.2
(n), fortrinsvis afhænge af de r, der svare

til Tallene mellem n og — . Denne Middelværdi vil fremstilles ved

T(n)-2T(^.\

2 \ x 2x/

tn
Nu er T(n)— 2T(j\ = nln-n + \ln+ tyîn+ y^— nlj + n- lj— 2ty2n

= nl2—Lln-l\/^+£, (154)

samt, paa en ubetydelig Brøk nær, ifølge (104) eller (105),

!(*-"**£) »««±/^. C55)

Følgelig faas

™ = n^T^ "=" ,± ^-^-2T2^ + - <156 >

Man ser, at Afvigelsen af denne Middelværdi fra 1 kun er af Ordenen —=; , og at den altsaa
]/n

nærmer sig stærkere til 1 end den ovenfor fundne t^n). Da dette gjælder for alle n, kan

der herefter ikke være nogen Tvivl om, at man kun begaar en ringe Fejl ved at sætte

Middelværdien af ~(x\ for et stort Antal paa hinanden følgende Værdier af x lig med 1.

Tillige ses, al Summen af Afvigelserne mellem de enkelte r og I bliver

i(e— _2Æ^VrW-l) = ±pVn-±-ln-l\/lL+^
, (157)

i V x 2xJ
v — ' 2 V 9 n

og altsaa af Ordenen ]/n.

Ogsaa for Afvigelsernes Kvadratsum lader der sig uden Vanskelighed angive i det

mindste en højere Grænse, men de fundne Middelværdier ere alligevel ikke, hvad man

30*
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maatte ønske. Det, man skulde tilstræbe, var nemlig at erholde Middeltal og

Middelafvigelse fra dette for en Række t(x) for alle x fra en vilkaarlig valgt

lavere Grænse m til n, helst med ligestore Vægte.

Hvis Vægtene sættes proportionale med — , da kan dette gjøres, idet man af

(135) erholder

— T[n) < 1— rW < — T(n) + — <p(n)
,

(158)
n 2 x il n

" 1

hvoraf der i Virkeligheden lader sig finde Grænser for Summen E—r(x). Men disse
Mi X

Grænser ville dels komme til at afhænge af Tchebycheffs Grænser for <p(n), som lide af

væsentlige Mangler, og dels ville de ogsaa paa Grund af selve Beskaffenheden af Formlen

blive altfor vide, til at man kan have nogen reel Nytte af dem. Det vil ialfald være bedre
n

at benytle selve Funktionen ^(n)= 2'r(æ).

§ 7. Funktionen <p{x).

For saa vidt det kunde betragtes som fuldstændig sikkert, at Middelværdien af alle

r(#) fra æ — 2 til x = n er lig 1, saa vil Funktionen <p{n) være lig n — 1 -J- en Rest af

lavere Orden end n. Dette vil, uanset de andre r(#), ogsaa være Tilfældet, hvis blot

Middelværdien af de r, som ikke forekomme i Summen SiE— — 2E-—\r(.x), har Grænsen 1.

n
Disse i ere nemlig de, der svare til saadanne x, for hvilke Kvotienten E— er et lige Tal 2m,

og Differensen mellem çi(n) og den angivne Sum vil derfor være Summen af en Række

Udtryk af Formen
[
r^^ (

+ l) + r(^^ +2) . . . +t(æ£)] laget for alle

(11 71 \E-Z——E- rrl'i der
2m 2rn -\~ I /

tilnærmelsesvis kunde omskrives til

Rækken under Parenthesen er med en Fejl af en Brøkdel af — lig 1

—

/2, saaledes at man

for den søgte Sum tilnærmelsesvis vilde erholde (1— /2)?;, og dette adderet til T[n) — Tl—j

vilde give
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n — 4
2

In +12-1 ]/\lt

med en Fejl, som vilde kunne findes, ialfald med Tilnærmelse, hvis Afvigelsen af Middel-

værdien af de udeladte r var bekjendt. !\len denne Fejl kjendes ikke tilstrækkelig nøjagtig,

til at man kan bygge noget paa den, og det bliver derfor ønskeligt at undersøge, om man

ikke direkte kan bestemme ^(n) ad anden Vej.

Det ligger da nær at forsøge at benytte Ligningen (131)

i delte Øjemed. Denne giver, efter Omvending ved Möbius's Faktorer, strax

4> («) == 2> (•) T(e^J = T(n) - r( Ey
)
- r

(
*y) - T

(
#y)

+ r(^y) . . . (160)

som exakt Udtryk for (j>(n). Men at udlede en Tilnærmelsesformel af dette er meget van-

skeligt, navnlig paa Grund af, at de diskontinuerte Argumenter forhindre en Differentiation,

som ellers strax vilde tilvejebringe mere handelige Funktionsformer end de , hvortil T[x\

uden videre reduceres.

Det er dog lykkedes Tchebychcff 1
) ved en overordentlig sindrig Fremgangsmaade

at tilvejebringe Grænser for <p(n) af denne Ligning, og for Fuldstændigheds Skyld skulle vi

ganske kort antyde, hvorledes han gaar frem, saa meget mere, som hans Methode ogsaa i

andre Tilfælde lader sig anvende til en Grænsebestemmelse for Funktioner, som faas ved

lignende Omvendinger.

Naar man nemlig har forelagt et System af Ligninger, som

Y
2
= 2X,r

Y.
å
= 2Xsr o. s.v.,

og man om de søgte X ved, at de danne en aftagende Række, altsaa

X
t
> X2 > X3 ... , og man derefter danner Summen

o = Fl
-y

2-Y3-FB+y3o,

saa findes a udtrykt ved A"erne at være

O = Xi—Xg-\-Xi Xi(,-\-Xu Ai2-)-Ai3—Xl5-\-Xf; Å^is-{-Ai9 .Å20-t--A23 A24

-\-X29—Xid -}-...,

hvorefter der følge X med Indices, som give de samme Rester ved Division med 30 og

med ganske de samme Fortegn som de, der optræde i den angivne første Periode, altsaa

saaledes, at hvert andet Fortegn er +, hvert andet — . Naar det nu er givet, at

A"erne danne en aftagende Række, saa kan man ved at afbryde denne Række paa et

'i Memoire sur les nombres premiers. Liouvilles's Journal T. 17.
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hvilket som helst Punkt angive en Grænse for den derved begaaede Fejl, og navnlig har man

de to Uligheder

a < A*! , og a > X
1
— X

6 ,

da de bortkastede Led i første Tilfælde have en negativ, i sidste en positiv Sum.

Anvendt paa det foreliggende Tilfælde faas, idet ved t(n) betegnes

7» - t(b\) - t(e±) - t(b±) + t(e±)
,

06.)

at t(n) < </>{n) < m + </> (y) • ('62)

Ved derefter først at vise, at

T(E) = l]/Yn + ælæ — te -J-
~ hlx+ -^ , hvor k < 1

,
(163)

Under Tchebycheff først Grænser for t[n) , nemlig

5 5
An-\--ä-ln > t(n) > An ^-ln—\, (164)

hvor A = JLz2 + 4-Z3 + JL* 5 — -Lj30 = 0-92129202..., (165)Zoh 0\J

og derefter for ip[n)

—An + ^-[lnf+^ln+ 1 > </>(n) > An — ~ln—\. (166)

Væsentlig den samme Methode er anvendt af Sylvester 1

)
og ligeledes af Dr.

Jul. Petersen -).

Sylvester giver en ringe Forbedring af TchebychefTs Grænser, men noget væsentligt

har hverken han eller nogen anden af de senere Forfattere opnaaet, navnlig har ingen af

dem været i Stand til at faa Faktoren til n i Grænserne for t/>(n) erstattet ved 1 ,
hvilket

uden Tvivl maa kunne gjøres. I Virkeligheden synes det, som om TchebychefTs Frem-

gangsmaade ikke kan udvikles videre; at den har kunnet føre saa vidt, beror paa, at man

ved Dannelsen af Summen a kan faa en Række af Ä* med skiftende Fortegn, og at danne

en lignende Række, hvor flere af de første efter A", følgende Ar
mangle, synes ikke at

være muligt ved at kombinere forskjellige Y.

Vi vende os derfor til de andre Maader, som kunne tjene til Bestemmelsen af ^(w).

Betragtes først Formlen (132)

f»(n) = 2lpE-^
,

saa giver denne ganske vist Grænser for jfr(n), nemlig

') On TchebychelTs theorem of the totality of the prime numbers comprised within given limits.

American .tournai of mathematics. Vol. IV.

2
) Om Primtal. Tidsskrift for Mathematik 1882. S. 138.
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si^—lUp = 0{n)ln—Slp < (p(n) < Sy • lp = Ø(n)ln, (167)

eller, hvis man antager n delelig med nogle af de første Primtal (f. Fx. 2, 3, 5, altsaa

n = mod. 30),

O (n) fe— S lp < ji (n) < 6[n)ln, (167')

men denne Formel har ved Bestemmelsen af Grænserne for <j> ingen Betydning
, hvorimod

den nok, naar disse vare bekjendte, kunde benyttes til at finde Grænser for ti.

Direkte at bestemme <]<(n) ved at vende Formlen (131)

ØM + l*(y)+0 (-£) + • - T(n)

om, efter at det bekjendte Udtryk T(n) =*nln— n-\-l]/lit o. s. v. indsættes for T, vil ikke

kunne føre til noget, da man ikke kan angive Grænser for de enkelte Leds Fejl i del

Udtryk, som Omvendingen vilde give.

n
Bedre vilde det ialfald være at erstatte T(n) ved et Udtryk, i hvilket SE— indgik.

x
Ua nemlig

7» = nln — n -j- l ]/^c + y In + -^

nln + {2C—\)n-{-pVn,

T(n) == 2JE—— 2Cn + p1/n, (168)
i

Æ'

hvor p kan betragtes som en Størrelse, der altid ligger indenfor let angivelige konstante

Grænser. Af denne Formel faas

<i,(n) = n— iC+ZfiWp.y^ (169)

Men for at Qnde Grænser for det her optrædende Restled maatle man først for px sætte

den største positive eller negative Værdi, som p kunde have, og derefter for sig summere

de positive og de negative Led, hvorved vilde faas en højere og lavere Grænse. I Stedet

for disse kan man ogsaa benytte videre Grænser af Formen -\-pYn2y — . Men
/»»

Summation af Rækken ^j/— giver en Størrelse af samme Orden som \|/-i dx= 2(]/n— 1),

«•'i

saa at Grænserne for <f/[n) vilde blive af Ordenen n ligesom hos TchebychelT, og selv om

vi kun udførte Summationen for de positive (i(x), saa vilde vi derfor ikke komme til

væsentlig bedre Grænser, med mindre man blev i Stand til ogsaa at tage Hensyn til For-

tegnet for px , eller ogsaa der for Afvigelsen mellem T(n] og SE— kunde

findes en Grænse af lavere Orden end ]/n .

og
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n

Det ligger nær at benytte Formlen T(n) = 27# ved Omvendingen. Derved faas
i

følgende Ligninger

m + ç'.(|) + (»(-=-) + *(£) + - • *(-£) » M'+ 12 + n + li + ..
.
In

Y|) +*(£) + ... '2 +/* + ...
9

I) +#(f)+- " +»+ -*r»
o. s. v.

Deraf faas ved Anvendelse af Möbius's Faktorer

4,(7i) = E^.l2 + E^.lZ+E~.là-E^.l6 + E~.n + ... = — 2ft(x)E—.te, (170)
2 o o t> ' i ^

som ogsaa i en anden Form angivet af Dr. Petersen.

Dette Udtryk er nær beslægtet med den af Mobius fundne Formel (33)

1 -xM+-r"+x ,&—s- /e +-f ,7 +
men vi træffe her atter paa en lignende Vanskelighed som ved Hækken (28), idet nemlig

Formlen for </>(n) snarere kan bruges til at bevise Konvergensen af Möbius's Række, end

denne omvendt til at finde Værdien af <p(n).

Der kunde endelig være Tale om at benytte Formlen

= (jE^ -E^<p(2) + (e^-E^m +... t(n),

men heller ikke denne fører til noget bedre Resultat end de andre, om end en Tilnærmelses-

f7l
11 \

r^
, x æ-\r 1 /

Derimod kan man ved Anvendelse af en med Rieman ns 's analog Fremgangsmaade

naa til et Udtryk for <p(n), som har Interesse.

Vi fandt nemlig ovenfor Formlen (62)

\ —Js[r)dz = 2jr#(3)Za— 2n<p{se)
,

dog med den Indskrænkning, at x ikke skal være en Primtalpotens. Adderes hertil

V aT Dr— ls(r)dz = V—Dr ls(r)de— \ ^ls(r)dz = - 1it&(x)lx
,
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s;i;i faas /»+".

fi
Dr ls(r)dz = 2ffjft(*). (171)

Her haves allsaa et med det RJemann'ske analogt bestemt Integral
, som giver Værdien af

</'(.v), eller rettere af ±(<p(x-\-0) -f-
</'(x—0)). Nu faas af det Riemann'ske Udtryk for ls(r)

»'7 7, „, 7 n ?'
1 . 1 , ».7 / . ,

»"

l«(r) - y fe - /(«'-I) - ^( 2
- + 1

j + 27
(

1 +—V-j + Jf(0)
,

-J>,Z«(r)- -lz^ +^ + A7/'(|+l) -79,(27(l + l^il
2

) + /f (0)). (172)

Indsættes dette Udtryk i Formlen for {&(*), kan Integrationen udføres for hvert Led for sig.

1 uf
Da Integralet V— dz = 2jt, saa giver et konstant Led i Formlen for —Dr ls(r) et lil-

svarende Led i <}<(x). Derved faas af det andet Led

1 1

>(,— !) 3
{r—l

som det tilsvarende Led i 1n(p(x).

Overhovedet har man altid

xT

Iz = 2jt(*— 1)

V ^-jS-^-^-i^-.) (173)y(r—ß)

Dette anvendes ved Behandlingen af det sidste Led. Da ')

Ai.^. +f)-- +7(-L-_L
ï),

saa faas deraf i 2/T^(a") dels et konstant Led, dels Led af Formen

C— ^— —-\d C^r r
, = I ( /

, _ 2n-a^2"

j r \ n 2n-j-»y
"

j r n(2n-(-''l
'

n \2n-\-r n

De fra F- Funktionen hidrørende Led blive altsaa, med Udeladelse af det konstante Led,

lit S~ ar2" = —1izl(\— ar-2
)

.

i m

Angaaende det sidste Led saa vi ved Behandlingen af Biemann's Formel, al

^('+(V)
2

)+^°'=^ (
, -y+^) + /( ' im),

hvor Konstanten £f(J/) ifølge Genocchi er — 12. Da nu

') Hermite: Cours professé pendant le 2 e semestre I8SI—82, redige par M. Andoycr. Second tir.

p. 93.

Viilcnsk. Solsk. Skr., t>. Række, naturvideiisk. og mathem, Aid. II. (i. 3|
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saa give Integralerne nf lo til samme a svarende Led i ovenstaaende Sum folgende Resultal

1næ* i
„• . „; , . \

2;r „ i /cosalx 4- 2asiii(//,r\ 2ff

. ^-? (
--,i-«, + rr'(t+«))-rrï - *-(

—

t^ hï+^
Den herfra hidrørende Konstant kan bestemmes ved at bemærke, at

lç(t\ = l$(0) + £l(l-

hvoraf ved Differentiation

t
2

7Ï1

*®- X=*L - -H2-L- ,175)

og altsaa for <= ^ i

y_
l .f'tø») «•(i,)

i + «2 flH)

Da Hiemann blandt andet for £(<) anfører følgende Udtryk

$(t) = A - {f-+\)[</i(æ)x-i cos$ths)dw
,

saa faas heraf

fV) = — 2 1W (*>) *_l cos fy t Ix\ dx — (f- + \ ) \
<f>

(*)aH ^ cos (y rir) lu-
,

og altsaa findes endelig

tf tø»)
= \ 2'^^^-« (

*' \
X '

) dx = y\ 2'e-"
!
'r:r

(A--^ + æ-') dx
,

(176)

hvoraf umiddelbart ses, at dette Integral er en positiv Størrelse, der tilmed maa være
oo

J"

00 æ
,

mindre end 2\e~n'~x dx < 2"— = -^ . Det er ikke vanskeligt ved delvis Integration at
i .'i i

n " b

finde et nøjagtigere Udtryk for denne Konstant, men for vort Formaal er den her angivne

Tilnærmelse tilstrækkelig, idet den viser, at

^rp-^T^f (,77)

Samle vi nu alle Leddene i Udirykket for <p(w), saa faas endelig følgende Formel

,, . ,
, , „ i ^ îrcos a Ix + a sin a Ix .

<j,(x) = (w— l) — 1(1— ar-2)
— 2x*Ea

*-

l J 2
-+À, (178)

hvor ), betegner en Konstant, hvis nøjagtige Udtryk er

X = 2»f'(y»")-yiV-C, (179)

og som altsaa maa være en negativ Størrelse, hvis numeriske Værdi ligger mellem og l
-

2.
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1

Den her fundne Formel for <p(x) fortjener i flere Henseender Opmærksomhed. For

det første viser den, at <j>(x) tilsteder en betydelig simplere Fremstilling end

selve #(.r), og da, som vi nedenfor vise, â[x) med en angivelig Tilnærmelse kan bestemmes

ved <p[x), saa vil det uden Tvivl være praktisk at lægge Hovedvægten paa at

finde </>&), noget, som ogsaa de foregaaende undersøgelser pege hen paa. Endvidere ses

det let, at hvert enkelt af de under 2'- Tegnet indgaaende Led er en periodisk Funktion af

2ft
las med Perioden — . Hvert enkelt af disse Led vil altsaa taget for sig have Middelværdien

«

0, og Følgen deraf vil alter blive den, at naar de periodiske Led udelades, saa vil den

øvrige Del af Formlen fremstille en kontinuert Funktion , som angiver den Middelværdi,

hvorom Værdierne af ip(x) svinge saaledes, at Afvigelserne snart er positive, snart negative.

Da Leddet l(\ — ar-2
) hurtig nærmer sig stærkt til 0, saa vil Middelværdien af ip(x)

kunne fremstilles ved Formlen

$(x) = x— Konst. = x — k. (1 80)

Fremdeles ses, at Grænserne for Afvigelsen mellem <p{x) og x— k ville faas ved at

bestemme Grænserne for de periodiske Led. Det ses, at disse Grænser blive afhængige af

Vx, men om de kunne fremstilles ved Formlen ±pVx, hvor p er en Konstant, vil afhænge

af, om Rækken under JS-Tegnet altid har en Værdi, der er mindre end en af x uafhængig

Grænse.

Den Værdi af x, som vilde gjøre et af Leddene i denne Sum til Maximum eller

Minimum, skulde bestemmes ved Ligningen ^sinalx = acosalx. Men naar Ix bestemmes

heraf og indsæltes i det paagjældende Led, saa bliver, idet tg alx = 2a,

i cos a Ix + a sin a lx
,

2 I

2 cos alx =
i + a z

j/|+4a2
\/\ + a-

Hvis altsaa [lækken ? er konvergent, og dens Sum =/>, saa vil Fejlen,

der begaas ved at sætte $(x) = x — k, altid være numerisk mindre end pV-v.

Men om den omtalte Række er konvergent eller ikke, kan ikke afgjøres, før man

kjender Rødderne a, og selv om man kjendte dem, er der adskillige Tegn, som tyde paa,

at Rækken ikke vilde konvergere.

.... _
,

, „Acosafø 4- a sin alx . . . . . ,,,;,,
Den periodiske raktor I— —

;
—.

—

5
— viser en Analogi med en bekjendt

1 + «"

Række, som fortjener at fremhæves. Ved Udvikling efter Fourier'ske Rækker findes nemlig ')

for — h < x < h

. nx . nx , 2ttx _ . 2a:« , 3xr.i' „ . inx
h cos-, 7TSin^- h cos -;— -2n-sin—j— hcos—, -3;rsin—=—

h h h h h h

i2-|- //- (3;r)
2 4-A2

'l .Se f. Ex. Schlômilch: Compendium der höh. Anal. Il, S. 147.

31"
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Sættes her x = h— z, faas

, TZZ
, . TtZ

1
ÄcosT+ ffS,n T
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kun medtage de Led, som afhænge af Primtallene up til en vis endelig Grænse, som vi

i øvrigt kunne vælge saa høj man vil, saa er (82)

la(r) =-- klr + k,—^ k., + 2' li i -\

rip \-IJ^L)
\ ïimt)

hvor k, k, , k 2
ere Konstanter, og m betegner alle hele Tal, p alle Primtal op til den valgte

Grænse g. Vælges denne lig eller større end x, saa giver denne Tilnærmelsesformel, indsat

i det Riemann'ske Integral, det samme Resultat som selve syr). Det samme ses ogsaa at

være Tilfældet ved Indsættelse i Integralet for (p[x)

(x) = —— \ —Dr ls(r)dz.
2n \ r

ti

Af Leddene i ovenstaaende Formel for la(r) give ved Indsættelse heri, det første,

andet og tredie følgende Led i ([>{x)

klx + — ^-k.
2
= 6 (g) Ix —— 27«.

Z l 2

Et af de logarithmiske Led giver i <p{x) Leddet

^*0('+£)+'('-£))*-£$t 2mm
,
2mni

r -,— r -\-

dz

lp lp

Ix

2mm\'" ! nm'"" lp
—

; x f — x 'f I = -£- sin -

i\ /

Altsaa faas

. 2rmzlx

n m
Men nu er som bekjendt

ip\x) = t)(g)lx— ~2lp+— l'lp--—£- (184)

«1=00 1

E — sin »12 = —[n— z) for O < z < 2tt
,m 9

og for z > 27T ser man paa lignende Maade som ovenfor ved Formel (181), at

v±sin,nc _ ^-(,-UEl)) = i-,-i, +^.
For « =

,
faas følgelig

. , 1 . 2m n Ix 1 Ix _, ts
lm Sin -. = -jr- ff 7T -j

—\- nhy-
,m lp 2 lp lp
'

og altsaa endelig

I I tø) Ir= ff(#- I 2'H IÄ? -#| i
,)l;r +^^ ,

(185)
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da E .'- = 0, naar p~>x. Men dette Udtryk stemmer fuldstændig med, hvad der ad anden

Vej er fundet tidligere.

Hvad der i denne sMste Udvikling er af Interesse er navnlig det, at det tydelig

viser sig, at Formlen (184) er en ren Identitet. Alle mathematiske Formler ere jo i sidste

Instans Identiteter, og en Formel kan ikke betragtes som fuldt bevist, førend det er muligt

at paavise dens identiske Karakter. Noget saadant maa altsaa ogsaa kunne gjøres med

Riemann's Formel for H(x) eller, om man vil, ved den efter hans Melhode afledte Formel

(178) for tp(æ). Men netop den sidste Udvikling giver et Vink om, hvorledes dette maatle

kunne iværksættes, og navnlig viser den, at man ved Benyttelsen af trigonometriske Rækker

har et Middel, som ret naturligt frembyder sig til at sammenknytte de to forskjelligartede

Undersøgelsesrækker, som i det foregaaende have beskjæftiget os — paa den ene Side

Riemann's Anvendelse af bestemte Integraler, paa den anden Side de af ufuldstændige

Kvotienter afhængige numeriske Funktioner. Det bliver meget sandsynligt, at det maa

kunne lade sig gjore, saavel for &(x) som for <ft[x), at opstille et Udtryk ved ufuldstændige

Kvotienter, som ved Omdannelse til kontinuert Form ved Hjælp af trigonometriske Rækker

umiddelbart gik over til Riemann's Formel.

Dette ser ganske vist ret tiltalende ud, men indeholder alligevel et Moment, som

ikke varsler godt for fremtidige Undersøgelser. Alt vil nemlig da komme an paa Kon-

vergensen af de her optrædende Rækker. Men saadanne Rækker ere i og for sig særdeles

vanskelige at operere med, og naar man som her maa være forberedt paa at træffe en

dobbelt uendelig Række Led, saa bliver det mere end tvivlsomt, om man af disse Rækkers

Beskaffenhed vil kunne drage nogen sikker Slutning om de Grænser, indenfor hvilke

Summen ligger. Snarere kunde det ventes, at Betragtningen af selve de numeriske Relationer

maatte kunne give nogen Oplysning i denne Henseende, men det vil i saa Fald sikkert

blive nødvendigt at foretage meget indgaaende Undersøgelser om Divisionsrester.

Tillæg. 1
) Endnu en Ting bør her fremhæves, nemlig at i <p(x) ligesom i &(æ) det

Led, som maa anses for det dominerende, hidrører fra Leddet — l(r— I) i Formlen for ls[r).

Ligeledes viser det sig, at man ved i Formlerne (63) — (6'i) at sætte -— for s(r) erholder

en meget stor Tilnærmelse til det rigtige Resultat, hvilket for disse to Formlers Vedkom-

mende let lader sig bevise. Det er tænkeligt, at en nøjere Diskussion af disse Formler og

dermed analoge kunde lede til Opstilling af en Udvikling for s[r), ved hvis Anvendelse det

blev muligt at bedømme de andre Leds Indflydelse, i hvert Fald er dette et Punkt, som

fortjener at lages i Betragtning ved fremtidige Undersøgelser.

'i Fandtes ikke i det til Bedummelse indsendte Manuskript.
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I Forbindelse hermed \il det være af Interesse al paavise, al ogsaa den af Tche-

bycheff i hans første Afhandling 1
) anvendte Methode, som netop hviler paa Betragtning

af Funktionen s(r), direkte fører til en med det foregaaende overensstemmende Bestem-

melse af Lim <j>(n).

Ved at gaa ud fra Formlen (14) viser Tchcbycheff nemlig først, at Funktionen

1 . . . 1

r-
Sar* = «(»•)— 1

-1 r-

saa vel som alle dens Differentialkoeflicienter, vil være endelig for r=l, og derefter paa

Basis heraf, at det samme vil være Tilfældet med Differentialkoefficienterne af

l{r—1)— 27.(1—jr1

}.

Saa vil altsaa ogsaa

D? — + JJr(l(r-]\-2'l(\-p-

som med de i det foregaaende anvendte Betegnelser kan skrives som

m 2'æ— '' + D r 2w(x)x~r /C 2(1— r{x))x-- = (—if2{\— z(x))ar^(h)

hvor m er et positivt helt Tal eller 0, vedblive at være endelig for r= I. Betegner nu M
den største numeriske Værdi, som denne Sum, naar r=l, kan antage for nogen Værdi

af m, saa vil følgelig ogsaa

v 1 — *(*)-z(x) I Ix (Ix)

r"l1+'TT;
{Ix)

+
[2] ' [3]

være en endelig Størrelse.

Men denne Sum er del samme som

- J/
(

, +i+m-[2] ' [3]

= Me

Z(1—t(z)) = Lim„=K (n—1— (p(n)).

Der vilde herved være ført et Bevis for, at den asymptotiske Værdi af tp(n)

havde Formen n — a, hvor a er en Konstant, og dette kunde atter benyttes til Bevis

for, at Integrallogarithmen gav den asymptotiske Værdi af &(n). At Tchebycheff ad anden

Vej finder Integrallogarithmen for selve 0(n), beror alene paa den Omstændighed, at han

i Stedet for —27(1—p~r
) kun benytter J£p~r, saa der ret beset ikke viser sig nogen Uover-

ensstemmelse mellem hans Resultat og det, hvortil de andre Methoder føre.

Skjønt det saaledes kunde synes, at man ad denne Vej naar til en direkte Bestem-

melse af den asymptotiske Værdi af <p{n), have vi dog ikke benyttet den, fordi den Sætning,

hvorpaa Beviset bygges, hviler paa den Forudsætning, at Formlen

ls(r) = — 27(1—p~r
)

ogsaa vedbliver at være gyldig for »•=!, da de paagjældende Rækker ere divergente,

.Sur la totalité des nombres premiers inférieurs ;'i une limite donnée. Liou ville 's Journal lld. 17.
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hvilken ikke uden videre kan betragtes som tilladelig. Det synes imidlertid at være muligt

at gjennemføre Beviset ved at tillægge r en større Værdi end 1 , men dette Punkt fordrer

dog en nærmere Undersøgelse, paa hvilken vi ikke her skulle indlade os.

§ 8. Tilnærmelsesformler for å[n) og 0(n).

Det vil af de ovenstaaende Betragtninger fremgaa, at Middelværdien af Funktionen

z{x) tilnærmelsesvis kan sættes lig 1 eller, om man vil, lig 1 , hvor k er en Konstant,

som er lidt mindre end — . Indsat i Formlen 1' E— r(æ) giver den T(n) -j- p \fn
, hvor o

4 2 x

er en konstant Størrelse. Derimod have vi ikke været i Stand til at faa tilstrækkelig snævre

Grænser for den Fejl, som begaas ved at indsætte det samme Udtryk i Formlen for <l>(n).

Derved faas ganske vist for </>{n) et Udtryk, der kan erstattes ved (n— 1) — kln -f- Konst.,

men for den virkelige Værdi af </>{n) have vi kun sikkert de af Tchebycheff angivne Grænser,

hvorefter man kan sætte </>(n) = n—l+Å.n, hvor À er en ægte Brøk. Vel er det meget

sandsynligt, at man i Stedet for ),n maatte kunne sætte et Udtryk, hvis væsentligste Led

var af Formen ^ÅVn, men ganske sikkert er det dog ikke.

n
j £

Da >t(n) = ^j-tI«), saa faas, ved ogsaa her for t(x) at sætte 1 , for fr(n)

et Udtryk af Formen

&{n) = 2y kl^r+ RU). (1861
1 IX 2 XIX

Fejlen R(n) vil her let kunne vises at være af samme Orden som Fejlen i det

k
tilnærmede Udtryk for (ji(n). Sættes nemlig r{x) = t(x) +f(x), hvor i(.r)=l

, og f(x)
V

altsaa betegner den Fejl, der begaas ved at sætte t(x) for r(«), saa er 2"/'(æ) = F[n) =
2'

Fejlen i (fi(n). Nu er altsaa

2 IX

Summeres her delvis ved Formlen 1
) 2uv= u2!v—SiJuSv^, idet u = -j-, v=f{x),

Zv= F{x) og Sv
t
=F[x-\-l) — F(2), saa faas

') Ramus: OilTerential- og Integralregning S. 352.
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*hi)an- ,,/•-«. i2-^v,.,-/' l 2,,
Ar _ /u : h

.

(187)

I det sidste Led er Faktoren .F(æ-H) — ^(2) af samme Orden som F[x), ll\ -| ) er

af Ordenen — , og hele Summen kan derfor ikke blive uendelig af højere Orden end F{n),

saaledes at Fejlen R(n) i det højeste bliver af samme Orden som F(n). Hvis altsaa

Fejlen i (p(n) afhænger af \/n , saa vil det samme blive Tilfældet med Fejlen i ß(n). At

gjennemføre Beregningen nærmere for de af Tehebycheff angivne Grænser vil ikke lønne

sig, da der ikke kommer noget bedre Resultat ud deraf, end hvad man ad anden Vej kan

finde, nemlig Grænser, hvis dominerende Led er af Formen ± An.

Den Formel, vi saaledes have erholdt for ü(n), er, som det strax ses, væsentlig

den samme som Integrallogarithmen, idet 2 -,— paa det nærmeste vil kunne erstattes ved
...i 2 tø

j-dx, medens det andet Led, der tilnærmelsesvis kan erstattes ved lin, ikke vil have

2-J
stor Betydning i Sammenligning med det første. Da tilmed Integrallogarithmen Li(x) bliver

for en Værdi af æ, der er lidt mindre end 15, saa kan man altsaa, idet det andet Led
"

1

helt kastes over paa Restleddet tilligemed Afvigelsen mellem Li(n) og 2j- , skrive

#(n) = Li(n) + R'(n),

hvor Restleddet ikke bliver af højere Orden end i den oprindelige Formel.

Medens vi for den absolute Værdi af Restleddet kun have faaet Grænser af Formen

A^hi, hvor ?. er en Konstant, saa faar man ved en Beregning af Middelafvigelsen

mellem it(n) og Li(n) en noget bedre Forestilling om dette Restled.

Det er nemlig let tilnærmelsesvis at beregne Kvadratsummen af Afvigelserne -(.)')—

1

for alle æ fra 2 til n. Betegnes denne Kvadratsum ved S, saa haves

S = i'(r(«)— i)
2 = 2rWs -22r(*) + B-l.

2 2 2

Men nu er

I'rUf = 2E^.(h)* < in- 'kip < 4>{n)ln,
2 2 'P 2

saa at altsaa erholdes

S < <£(n)ln — 2(p(n)+n— I = <{)(n){ln— 2) + n— 1. (188)

Indfores heri de Tehebycheff ske Grænser for <p(n), faas et Udtryk, hvor det dominerende

Led bliver af Formen (aln— ß)n, hvor Konstanterne a og ß omtrent ere henholdsvis I'll

og 1'2. Sættes for Simpelbeds Skyld a = ß = I "2, saa findes som tilnærmet Udtryk for

Middelafvigelsen mellem t(x) og 1 for alle t(x) fra >r= 2 til x= n

m = 1/1-2 (foi— 1).

Vrder.sk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og mathem. AH. II. (i. 32
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For -4-^ i'aas allsaa Kvadralet af Middelafvigelsen Ira -s- at være
læ Ix

1-2

\ Ix (laf)

som skal summeres for alle x fra 2 til n ,
hvorved faas Kvadratet af den tilsvarende

iMiddelfejl paa #{n)— Li(n). Vi kunne her med tilstrækkelig Tilnærmelse integrere i Stedet

for at summere. Det første Led indenfor Parenthesen giver da Integralet Li(æ), det andet

findes saaledes

\m dx = \m dU = \i dz = ~T + \i dz = ~i +Liw-

Derefter faas altsaa endelig for den søgte Middelafvigelses Kvadrat

In

det Indflydelsen af den lavere Integrationsgrænse kan lades ude af Betragtning. For selvei

M Andes derefter

M =V v2 î;> <
189

<

In

saaledes at altsaa Middelafvigelsen mellem &[n) og Li(n) herefter for store n bliver af lavere

Orden end Vn.

Vi saa lejlighedsvis tidligere (167), at 6(n)ln > <p(n) > 0-9«
, følgelig er ogsaa

n 6 (n)
-r- <; ~^~ . Indføres dette i Udtrykkel for Middelafvigelsen, faas
In O' 9

Mn < \/\d[n),
3

saa at altsaa Middelafvigelsen kan antages at voxe mindre stærkt end en

Størrelse, der er proportional med Kvadratroden af Primtalmængden.

Et lignende Resultat kan ogsaa udledes ved direkte at danne Summen

ra (Ixf |te)
2

(Ixf-

z(x) 1

Da -;— = Si (x) = — for æ= p
m

, saa faas
Ix m

2^ = I{w(x)f = B(n) + {- ti(nh + ~ 0[ra) +...

rw _ aw _ V _L , 1 VJ_ , _LvJL _ n

2l_ !_%!_ , J_i?± ,Z
(lxf

- Z
Ix

- Z
lp
+ 2~ Lp* h

3
Z
l.f " ilp + 4 T lp

+
9 t lp

+ '"

Da endvidere 2'y- = lnl'-j- > J>(«) = 6{n) + d(n*) -f- Ø(nh -\- .

.

. , saa faas

JP < 0(n) + \ti(n\) + ... -l(pin) + j jM) + .,.)+1^
eller, da 0(n) -f — Ø(re*) + . . . < tt(n) < j&W + -^pW) + . . .

,
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Ml < »(n) - ~- » (m + Lib») -~ - »(n) ( i ~ ~) + Li(n) - £-
,

( 1 90)

som nærmer sig stærkt til #(n), naar ?! voxer.

De i det foregaaende beregnede Kvadratsummer give ganske vist strengt taget kun

en Forestilling om Middelfejlen paa j- , betragtet som Fremstilling af S>(x), men da i

Kvadratsummen M„ indgaa Kvadraterne paa alle de enkelte mulige Afvigelser S>[x) — y
l

Ü
saa giver den tillige nogen Oplysning om Afvigelsen mellem D-(n) og Li[n)

, og navnlig

maa denne ventes at ville blive betydelig mindre end Mn . Den virkelige «Middelfejl" paa

Li(n), opfattet som Fremstilling af #(«), skulde bestemmes ved først at søge Kvadratsummen

2(#(n|— £i»)2
,

men for denne Sum er det ikke muligt a priori at angive noget Udtryk.

Fra &(n) er det let at gjøre Overgangen til ff(n). Thi da

&(n) = (n) + y 0|«*)-f- y («*) + ... ,

saa er #(n) — #(«') = Ølnl — ~H(m) + — Ø(re*) — -j6{n*) . . . < 6{n),

saa at man faar

&(n) > 6(n) > ?>(«) — » (nä). (191)

Hvis Restleddet i Formlen #(»i) = Li{n) + R(n) var bekjendt, saa vilde man ved

Indsættelse i Formlen

S(n) = 2^(Li(ni) + B(n«)) == P(n) + 1 + ^^i2(n«)

kunne erholde Grænser for Restleddet i Formlen 6(n) = P(n) -\- 1 -j- R'(n) ved for fi(x)

overalt at sætte +1. Man vilde derved finde, at Restleddet R'(n) vilde blive af samme

Orden som R(n).

Hvorledes end den analytiske Form for Restleddets Grænser er beskaffen, saa er

det talfald for den første Del af Talrækken sikkert, at dets numeriske Værdi er meget ringe.

Glaisher har i Indledningen til «Factor Table for the sixth Million» for Intervaller paa

50000 fra til 9 Millioner sammenlignet t)(n) med Riemann's Formel saa vel som med de

andre Tilnærmelsesformler, som ere opstillede. Han finder, at den gjennemsnitlige Afvigelse

l'or hin vilde være —9, en Differens, som tilmed reduceres med en Enhed, da Glaisher

regner Tallet I med blandt Primtallene og altsaa i Virkeligheden betragter Differensen

i» + I - (0(n) + 1) = P[n) - 0[n)
,

som er en Enhed mindre end P(n) + 1 — 0(n). Retragler man Afvigelserne nærmere, saa

ses, at de snart ere positive, snart negative, saa at der ikke kan være Tvivl om, at

det netop er denne Formel og ingen anden, som skal benyttes, for saa vidt man ikke vil

benytte en Formel, som tilsteder Vendepunkter. Det vil endvidere ses, at selve Afvigel-

sernes numeriske Værdi stiger langsomt med n, men om de stige i Forhold til

32*
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Vn lader sig ikke afgjøre af de Sammenstillinger, Glaisher har foretaget. De numerisk

største Afvigelser, Glaisher har i sin Tabel, ere nemlig (naar vi kun medtage de Differenser,

som ere større end alle de foregaaende) følgende:

For 0-30 Million ... +26 for 2'85 Million ... — 45 for 8-70 Million ... — 95

- 1-00 — ...+29 - 3-45 — ...—74 - 8-75 ...—106

- 1-20 — ...—41 - 7-05 ...—87 - 8'80 — ...—139.

Disse Tal kunne nok tyde paa en Stigning proportional med \/n
, men dels kan man ikke

gaa ud fra, at de virkelig angive de største Afvigelser, som findes, dels maatte man ogsaa

særlig undersøge Forholdet for de laveste Tals Vedkommende, og om dette giver Glaisher

ikke nogen Oplysning.

Glaisher har for at anskueliggjøre, hvorledes Afvigelserne variere, fremstillet dem

grafisk i et Diagram, der er vedføjet den nævnte Afhandling. Der er noget i dette, som

kunde tyde paa en Periode afhængig af In, saaledes at Periodetallet, naar logio« toges til

Argument, omtrent kunde blive OM 7 (for In altsaa 0*39 ). For at se, om dette muligvis

skulde bekræfte sig for lavere Tal, have vi for Argumenter In sammenlignet 6{n) med P(n)

for Tallene op til e
15

, idet Primtalmængderne ere bestemte ved Optælling dels i de af

Felkel i Lambert's «Supplementa» og af Vega i 2den Udgave (1797) af hans Logarithmetavler

meddelte Primtallister, efter at de i disse Tavler indeholdte Fejl vare rettede efter Professor

Oppermann's Angivelse, dels i de større Faktortavler. Da Gauss 1
)
har angivet en For-

tegnelse over Primtalmængden i hvert Tusinde af den første Million, og de i denne inde-

holdte Fejl ere rettede af Meissel, samt selve Tavlen af Glaisher fortsat op til 9 Millioner,

var det let ved Sammentælling af disse Tal at danne en Tabel over Primtalmængden

op til 1 000 .ZV for N <. 9000 (jvfr. Tab. IV), og naar en saadan Fortegnelse toges til Hjælp,

var det kun et ringe Arbejde at foretage de yderligere Optællinger, som vare nødvendige.

Resultatet af den nævnte Sammenligning er angivet i Tabel VI, men det vil ses, at skjønt

Intervallet er tilstrækkelig lille til, at den omtalte Periodicitet kunde træde frem, er der dog

intet, som tyder paa dens Tilstedeværelse, saa at den i Glaisher's Diagram tilsyneladende

regelmæssige Fordeling af de store Maxima og Minima vistnok skyldes en Tilfældighed.

Det bør naturligvis ogsaa erindres, at selve Faktortavlerne ikke kunne anses for

fuldt korrekte. Der er f. Ex. i de hos Glaisher og i de her anførte Optællinger ikke taget

[lensyn til den af Oppermann paapegede Fejl hos Burckhardt, at 1330001 er et Primtal.

Om de andre Formler, som af forskjellige Forfattere ere bragte i Anvendelse til

Fremstilling af 6{n), kunne vi fatte os i Korthed. Naar Gauss, Tchebycheff og Har-

greave benytte selve Li(n) i Stedet for P(n\+i, saa maa dette efter det foregaaende

utvivlsomt kun betragtes som en første Tilnærmelse, idet man derved begaar en systematisk

') Gauss' Werke Bd. 11.
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Fejl af samme Orden som #(»»). Glaisher's Sammenstilling af disse Formler med de optalte

Primtalmængder viser ogsaa lydelig, at Fejlen er stadig voxende. Mærkeligere er det vistnok,

at Legendre's 1
)
Formel n

Hm) (192)
In — 1 -08366

giver saa gode Resultater, som den i Virkeligheden gjor. Man kan naturligvis opfatte dette

som begrundet i, at denne Formel giver en god Tilnærmelse til Ja(ii), men denne For-

klaring er ikke ganske tilfredsstillende. At Formlen giver en god Tilnærmelse, siger med

Hensyn til Primtallenes Fordeling noget mere. Vi saa nemlig før, at man exakl maa have

V\ ^EV
Heraf følger atter, at

i «,i I In n In \
4,{n) = e(n)ln-2lp\^~E-^J ,

hvor den under 1'- Tegnet staaende Parenthes altid maa være < 1. Hele den paa højre

Side staaende Sum 2' maa altsaa være <.2lp, altsaa ogsaa <^(n) eller lig \.<p(n), hvor ;,

er en ægte lirøk. Heraf vilde der faas et Udtryk for 0\n) af Formen

<!>(n)(\ + h) n(l + X)
0[n) (193)

In In

naar <p(n) erstattes ved n — k, hvor k er en Konstant. Det maa altsaa, naar k„ ikke

betragtes som en Konstant, men som en Funktion af », være muligt at udtrykke 6(n)

under denne Form, og det var maaske nok Umagen værd at forsøge at finde en saadan

Tilnærmelsesformel.

Men naar Legendre's Formel skal gjælde, altsaa

eller 6 (ri). In — Bf)[n) = n, saa vil, naar <p(n) erstattes ved n — k,

' hi _ In

haves , at

eller al

ß[n)ln— BØ(ri) — k = 6(n)ln — 2lp (^ — E

Bm'+k-iipfe-E*),
saa at den paa højre Side indgaaende Sum væsentlig skulde voxe proportionalt med ß\n).

Nu gjælder ganske vist Legendre's Formel ikke, naar B er en Konstant, men for

saa vidt denne Størrelse skal opfattes som variabel, varierer den i hvert Fald meget lang-

somt, og selve Legendre's Formel giver altsaa ogsaa et af disse mange Vidnesbyrd om de

højst mærkværdige Relationer, som Læren om Primtallene giver Anledning til.

Théorie des nombres IV, g 8.
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§ 9. Intervallet mellem to paa hinanden følgende Primtal.

Tchebycheff har anvendt de af ham fundne Grænser for <p(n) til deraf at udlede

Grænser for Intervallet mellem to Primtal. Da en laveste Grænse for Intervallet (for p>-3)

altid er 2, bliver det væsentlig den højere Grænse, hvorom der kan være Tale. En saadan

Grænse vil i Virkeligheden let kunne bestemmes , saafremt man for en eller anden

i øvrigt vilkaarlig Funktion af n, F{n), som kun varierer, naar n passerer et Primtal, har

angivet absolute Grænser. Antages nemlig, at disse Grænser ere udtrykte som Funktioner

af n ved A{n) og B{n), saa at altsaa

A\n) < F(n) < B(n) (194)

for alle n (eller i det mindste for alle n større end et givet Tal), og antages, at p er et

Primtal og p -j- a -f- I det næste, saa at altsaa intet af de a Tal, som følge efter p, er et

Primtal, saa vil man have F{a+p) = F(p). Da nu haves

A(p)< F(p) < B[p)

samt A(pA-a) < F(p) < B(p+a)
,

saa er altsaa ogsaa

A{p) < B(p+a) og A{p+a) < Bip).

For saa vidt nu F(p) er en stedse voxende eller stedse aftagende Funktion, maa det samme

være Tilfældet med A\p) og Btp), og Grænser for Intervallet mellem to Primtal ville derfor

kunne bestemmes ved Opløsning af Ligningerne

A[p) = B(p+a) eller A[p+a) = B{p), (195)

som ville give en højere Grænse for Tallet a. Sætter man n for p, hvor n er et vilkaar-

ligt Tal, faar man Grænser for Afstandene fra n til de to nærmeste Primtal. Et ganske

tilsvarende Ræsonnement kan anvendes, hvis p ikke betegner Primtallene, men en anden

Række mærkelige Tal, og F[n) er en Funktion, som kun varierer, naar et af disse passeres.

Som Exempel kunne vi benytte Tchebycheff 's Grænser for ^(ra) til deraf at bestemme

Grænser for Intervallet mellem to Primtalpotenser, eftersom <}>(n) kun forandres,

naar n passerer en saadan. Grænserne for $(n) kunne, naar Faktorerne til n gjøres lidt

større end de af Tchebycheff angivne, altid erstattes ved Udtryk af Formen hi, hvor À

betegner en Konstant, saa at man kan sætte

An < (fi(n) < Bn
,

hvor A og B betegne konstante Tal. Dette fører til følgende Ligning til Bestemmelse af

Intervallet mellem n og den næste Primtalpotens

A(n-\-a) = Bn,



71 25i<

J5-.I (B \

og derat « = — n = I -^ 1 I «. (196)

Man ser, at Grænsen bliver af Ordenen ».

n

For selve Summen af Primtallenes Logarithmer 2 lp, som kan Ondes udtrykt ved

Hjælp af (p(n), har Tchebyeheff angivet Grænserne

An — y A Vn — A (Inf—y In— 3 < I lp < -|- /l«— 4 |/»7 + A_ (te)
2 + y In + 2 , ( 1 97

)

hvor A betegner en Konstant, nemlig

A = 1*1^ = 0-92.3...
305"

Naar n er tilstrækkelig stor, kunne disse Grænser atter erstattes ved de videre

5 — " 6
An ^-Vn < Slp < — An.

2 2 5

liestemmes heraf o ved Ligningen

A (n+a) \/n-\-a = — An
,

findes

1 25 5 i/ 25 . 6
« = : — » + ïtîï + snî y HTX2 +— n

»

5 ' 8A2
' 2.4 r 16.4 2

o

eller, naar n er tilstrækkelig stor,

a < — n + ZVn. (198)
o

Denne Grænse stemmer ganske godt med TchebychelT's Resultat, idel han — ad en anden

meget besværligere Vej — viser, at der er mindst et Primtal mellem À og L, naar

A T _ 9 i/T _ 25 <^) 2 _ I251L _ 25

6 ' ^
16.4/6 " 24.4 IA'

Men denne Grænse for Intervallet er sikkert meget videre, end den er i Virkelig-

heden, saaledes som det idetmindste for ?;< 9.10 e fremgaar af Faktortavlerne. Selv om

man for en Funktion af Primtal fandt Grænser af Formen
m_ m _

A.]/n < F(n) < BA/n , A < B
,

Bm
saa vilde disse endnu ikke fore til snævrere Grænser, end at a blev lig -j=n.

A

Havde man derimod fundet, at almindelig, idet k og A ere Konstanter,

n-\-À — kVn < <!>(n) < n+ Å+ Wn, (199)
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saa blev Intervallet bestemt ved Ligningen

n + a + À — k l/n+o = n + X + h]/n
,

(200)

der ved Omskrivning til a = h\]/n -f- Vn-\- a) slrax viser, at Grænsen væsentlig blev af

Ordenen l/n, Og at der mellem n- og n 2 — 2kn maalte være mindst en Primtalpotens.

Hvis den af Professor Oppermann ') angivne Erfaringssætning, at der mellem n- og 7i(n±l)

altid er mindst et Primtal, er rigtig, saa maatte der altsaa ogsaa mindst være en Primtal-

potens. Dette vilde kun kunne opnaas ved at antage k < J , for saa vidt som Grænserne

skulde være saa snævre som muligt.

Der vil efter det tidligere udviklede være god Grund til at antage, at <ii(n) virkelig

er indesluttet mellem Grænser af den angivne Form, og da Oppermann's Sætning er rigtig

for ?<-<9.106
,

saa tyder dette paa, at k virkelig maatte være < \. Her maa imidlertid

erindres, at Oppermann's Sætning forudsætter, at n er et helt Tal, og at den for smaa

Værdier af n ikke gjælder undtagen under denne Forudsætning. Navnlig mærkes Inter-

vallet 14 mellem 113 og 127, men i dette Interval ligger der ogsaa 2 Primtalpotenser,

121 og 125, saa at Intervallet mellem Primtalpotenserne dog holder sig indenfor den ovenfor

angivne Grænse. Det samme er Tilfældet for Intervallet mellem 7 og 1 1 samt 23 og 29.

De følgende Primtalintervaller holde sig stedse under den ved Kvadratroden af Tallet be-

stemte Grænse, og i det forholdsvis store Interval mellem 1327 og 1361 ligger der endog

en Primtalpotens 1331 = 11 3
. Det næste Interval, som frembyder den største Interesse,

er 31397 til 31469, paa 72, men derefter stiger Intervallets Grænse kun ganske langsomt,

saaledes at vi først ved 370261 træffe et Interval paa 112.

For muligen at komme lil Klarhed over, hvorledes Intervallet i Virkeligheden

varierer, sammenstilledes først det sidstnævnte Interval tillige med de af Glaisher anførte

største Intervaller (over 130) i de første 9 Millioner i en Tavle og sammenlignedes dels

med \'n , dels med In og (In)'
1

, saaledes som vist i nedenstaaende Tavles sidste Del. Det

vil af denne ses, at Intervallet stiger meget langsommere end \'n , derimod synes det

snarere at stige som In eller maaske som (hi)
2

. Da der i de anførte Intervaller ikke falder

nogen Primtalpotens, faa saadanne ingen Indflydelse.

Mere Oplysning giver en lignende Sammenstilling for de lavere Primtalpotensers

Vedkommende, og vi anføre derfor i Tavlens første Del en Oversigt over de mærkeligste

af de i den første Del af Talrækken forekommende Intervaller mellem Primtal-

potenser.

') Oversigt over det Kgl. Danske Vidensk. Selskabs Forli. ISS2.
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talte Primtalmængder. En saadan Sammenligning har nu kunnet iværksættes med betydelig

slørre udbytte end tidligere, efter at G la i sner med saa megen Udholdenhed har naaet at

udfylde det Hul i Faktortavlerne, som tidligere fandtes, og Resultaterne af hans Primtal-

optællinger nu foreligge fuldstændig i den i indeværende Aar (1883) udkomne Faktortavle fol-

den Gte Million. Glaisher har tillige, som ovenfor omtalt, i Indledningen til denne foretaget

udførlige Sammenligninger mellem B(æ) og de forskjellige Formler, der ere anvendte som

Tilnærmelsesformler for denne Funktion. Vi kunne derfor i Hovedsagen nøjes med at

henvise til denne Forfatter angaaende dette Punkt. For at blive i Stand til at kunne udfore

en saadan Sammenligning havde jeg allerede i Efteraaret 1882 beregnet en Tavle over

de dertil nødvendige Fundamentalværdier af Integrallogarithmen og ligeledes paabegyndt

Beregningen af en Tabel over Funktionen P(x). Da slige Tavler ingenlunde ere blevne

overflødiggjorte ved Glaisher's Arbejde, men dette tvertimod har gjort Tilvejebringelsen af

saadanne mere ønskelig, eftersom den Maade, hvorpaa Glaisher har udført Beregningen, ei-

nleget besværlig, saa meddele vi nedenfor disse Tavler. Tillige var der en Del andre

Tabeller, hvis Betydning for de foreliggende Undersøgelser er iøjnefaldende, og det forekom

mig derfor det rigtigste at samle disse og lade dem medfølge dette Arbejde, som de derved

fuldstændiggjøre. Tillige give de et Middel til at kontrollere og bedømme Bigtigheden af

de angivne Udviklinger, og det har derfor sin store Betydning at have dem let tilgængelige. —
Med Hensyn til deres Omfang bemærkes, at de her paa nogle Punkter fremtræde i en lidt

fyldigere Skikkelse end den, hvori de fandtes i det oprindelige Manuskript.

Tab. 1. Tabel over Værdierne af reciproke Potenssummer og deres

Logarithmer.

Denne Tavle indeholder i
1ste Spalte med 16 Decimaler Værdierne af s(r) for

r = 2, 3. ..35. Disse Værdier ere oprindelig beregnede af Legendre, de ere aftrykte af

De Morgan i hans Diff. and Integr. Calc. p. 554. Her ere de anførte efter Merrifield 1
\.

Da den Prøve, som faas ved Addition, idet 2(s\r)— I) = I, stemmer, tør det forudsættes,

at Værdierne ere korrekt angivne.

I 2den Spalte findes de naturlige Logarithmer af disse Tal efter Merrifield's

Beregning; efter samme Forfatter ere ogsaa Tallene i
4de Spalte, reciproke Potens-

summer af Primtallene alene, angivne; de ere beregnede af dem i 2den Spalte ved

Anvendelse af Formlen (34).

Tallene i 3die Spalte, de Briggiske Logarithmer af s(r), ere efter egen Bereg-

ning. De ere Resultatet af en dobbelt Beregning efter forskjellige Methoder og prøvede

ved Sammenligning med de af Merrifield angivne naturlige Logarithmer.

Proceedings of the Royal Society of London. Vol. XXXIII. 7/n 1881.
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Tab. II. Værdier af èx og Li{ex ) fra æ = b til «= 20 med Interval af 0'2.

De i denne Tavle anførte Tal ere, med Undtagelse af Integrallogarithmeme fra

x = 5 til x=l, efter selvstændig Beregning. Værdierne fremtræde med en noget forskj eilig

Nøjagtighed, hidrerende navnlig fra, at den sidste Del af Tavlen fra x = 14 er beregnet

først, og det oprindelig kun var paatænkt at beregne Li^) med en saadan Nøjagtighed, at

log Zt'(e-
r

) kunde bestemmes med 12 rigtige Decimaler. Gjennemgaaende kan det sidste

Ciffer ikke anses for fuldt paalideligt, navnlig naar det i Tavlen er skrevet med mindre

Ciffer end de andre, derimod vil der, da der i det bele taget regnedes med flere Cifre end

her anfort, og der kun er angivet de Cifre, for hvilke de anvendte Prøver stemte, ikke kunne

være Tale om Unøjagtighed i det næstsidste Ciller. Angaaende Beregningen af Li(ex ) hen-

vises til det efterfølgende Tillæg. Værdierne af e
x ere fundne ved ligefrem Multiplikation,

saaledes at e
x først bestemtes for hele x, og nogle af disse Værdier prøvedes ved logarith-

misk Beregning af e1' for samme x. Derved fik man tillige en let Kontrol paa Rigtigheden

af de mellemliggende Værdier. I Forbigaaende bemærkes, at de i Egen's «Allgemeine

Arithmetik« (Berlin 1833 — 34) anførte Værdier af c
x ved denne Lejlighed fandtes at være

meget unøjagtige. Værdierne af e
x

i den første Del af Tavlen ere simpelthen fundne ved

Logarithmeopslag ; de tilsvarende Værdier af Li(er
) ere angivne efter Bretschneider ')•

For Kontrollens Skyld er i Tavlen Differensen mellem to paa hinanden følgende Værdier

af Li(ex ) opført imellem disse.

Tab. III. Værdier af Funktionen P(ex) fra x = til «= 20 med Interval af

0*1, med tilhørende Logarithmer m. m., er ligeledes efter selvstændig Beregning.

Denne Tavle, i hvilken log Pie3
") skal opfattes som det principale, er

beregnet paa følgende Maade. Da P(ex )
= r-r— 1- , (- -r^j—

s

\- . • • , se (86), saa
[1J.1* 2 [ll.^s.j [å\.6S

i

var det let ved Hjælp af Tabel 1 at danne en Tavle over Logarithmerne til de sukcessive

Koefficienter i denne Række. Den første Del af Tavlen beregnedes derefter Led for Led ved

Hjælp af disse Koefficienter ad logarithmisk Vej, desuden beregnedes for nogle af Værdierne

op til x= 15 de tilsvarende Værdier af Piex ). Denne Beregning blev imidlertid paa Grund

af Leddenes Antal snart uoverkommelig, hvorfor jeg valgte en anden Fremgangsmaade.

Da nemlig Li(ex
)

— C — Ix = P(ex
) -f — P(e*) -f — P(e'*) + . . .

, saa vil Dill'erensen

1 x
(Li(ex \

— C— fe)—P(ex ) omtrent være lig ^r-P(e^) og altsaa saa lille, at en Rækkeudvikling

for denne lettere kan beregnes direkte. Jeg beregnede derfor først Værdierne af Rækken

') Schlômilch: Zeitschrift für Mathematik und Physik 1861.

33'
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Q {<
*\ = s*~ l

. __g £3
—

1

,

Æ'2
ifj L .

æi
4- (201)W) "

*2 [1].1+ ,3 [2].2+ s, [3].3+---' UU1)

livorefter fandtes

P(e*) = Li(eT)—C—lv—Q[ex
). (202)

Naar x blev saa stor, at der ved Beregning af Rækken Q(eT ) maatte medtages flere end en

halv Snes Led, saa benyttedes [lækken

R(ex )
= {Li(ex)

— C— la) — P(ex )
— y P(e%

s 2 -l-2-2 x
,

«3-1-2-3 X2

|

, 4 -i-2^ a»
(203)

s 2
[l].l^ «3 [2]. 2^ « 4

[3].3---'

som direkte beregnedes Led for Led, livorefter det var let at bestemme

P(«s) = (Li(ex ) —C—h) — y P(e?) — £(«<)

,

(204

)

idet P(«^) toges af den færdige Del af Tavlen.

Ved Udførelsen af Beregningen af Rækkerne Qle*) og B{ex
) benyttedes gjennem-

gaaende kun 5- eller 6-cifrede Logarithmer, saa at der i intet Tilfælde kunde gjøres Reg-

ning paa at faa flere end 4, højst 5 rigtige Decimaler, men dog altid tilstrækkelig mange

til, at selve Pie1 } kunde bestemmes saaledes, at i det mindste et Par Decimaler bleve rigtige,

hvilket maa anses for nok. Som Prøve paa den rigtige Beregning af Q{ex) eller R(ex
)

anvendtes Differensprover paa de 5-cifrede Logarithmer af disse Størrelser, idet det viste

sig, at Logarithmerne af alle de her optrædende Funktioner variere saaledes, at 3<iie à 4de

Differens blev forsvindende.

Paa Grund af denne Omstændighed fandtes det hensigtsmæssigere at danne en

Tabel over log P(er ) end over selve P(ex), saa meget mere, som man da ikke behøvede

direkte at beregne logP(«-r ) for alle de i Tavlen indgaaende Argumenter, men kunde nøjes

med et ringere Antal og bestemme de mellemliggende Værdier ved Interpolation. Paa

denne Maade fremkom da de i Tab. III indeholdte Værdier af log P(ex ).

I Tabellen have vi under P(ex ) for æ>2 kun anført de Pundamentalværdier, paa

hvilke Beregningen af Logarithmerne i næste Rubrik hvile. Vi have i disse Tal medtaget alle

Cifre, som de fremkom ved Beregningen, uagtet det sidste ialfald er meget upaalideligt,

det næstsidste tvivlsomt. I de anførte Logarithmer, af hvilke omtrent Halvdelen er

bestemt ved Interpolation, vil derimod Unøjagtigheden kunne betragtes som

gjennemgaaende kun værende til Stede i det sidste Ciffer, hvilket ogsaa

vil fremgaa ved Betragtning af de tilføjede Differenser. Det vil ses, at disse variere saa

regelmæssigt, at det til Bestemmelsen af Pie1 ) med et Par rigtige Decimaler op til omtrent

,r=l4 vil være tilstrækkeligt at interpolere med 2<ien Differens af Logarithmen, og naar

man kun bryder sig om at faa det hele Tal i P(ex ) rigtigt eller højst et Par Decimaler,

vil den her angivne Tavle være tilstrækkelig til en let og hurtig Udførelse af Regningen.
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Til Bestemmelse af Primtalmængden op til n efter Niemann's Formel, naar denne indskrænkes

til P(n)-\~\, vil der da kun være al beregne In og med denne som Argument af Tavlen

udtage logP(rc), hvorefter P{n) findes ved et Opslag af Antilogarithmen. 7-cifrede Loga-

ritbmetavler ere ved denne Beregning tilstrækkelige for n < 10 Millioner og endnu noget

derover. Denne Beregning kan med Hensyn til Vanskelighed ikke stilles ved Siden af

(ilaisher's Fremgangsmaade, og vi tro nok at turde paastaa, at Beregningen af «den lange

Hale» ved den her angivne Methode er bleven en forholdsvis let Sag.

Da 7-cifrede Logarithmer af l'(e') for æ>14 kun kunne -give det hele Tal i

P(ex ) fuldkommen nøjagtigt, og det er ønskeligt, navnlig hvis Tavlen skal fortsættes, at

kunne erholde en større Nøjagtighed, have vi for æ>10 tilføjet i en særlig Rubrik

\og (Li(ex
)
— P\ex)) med 6 Decimaler, beregnede ved Interpolation efter Briggs' Methode af

de Fundamentalværdier, som ere anførte under Li[ér \
— P(ex ). Denne Tavle er i Virkelig-

heden for Værdier af x fra x = 8 -

4 beregnet før selve P(e*) og lagt til (mind ved Bereg-

ningen af de under P[ex ) for x= 10 og opad anførte Fundamentalværdier.

Det skal endnu anføres, at Sammenligning med nogle af de af Glaisher beregnede

Værdier har givet god Overensstemmelse mellem disse og dem, som findes ved Tabel 111,

saa at derved faas en Prøve paa dennes Rigtighed med Hensyn til de Cifre, hvorpaa det

ved Anvendelsen kommer an.

Tab. IV. Antallet af Primtal i hvert Hundrede fra 1 til 10000 og i

hvert Tusinde fra 1 til 100000, tilligemed tilsvarende Værdier af t){x) for de

første 100 Multipla henholdsvis af 100 og af 1000, og

Tab. V. Antallet af Primtal i hvert af de første 90 Hundredetusinder

og tilsvarende Værdier af 0(<c) for de første 90 Multipla af 10 5
.

Disse Tavler angive Primtalmængder efter Optælling i Faktortavlerne. Den første er

dannet ved Addition af de under Overskriften «Di IT. » anførte Tal, som tildels ere tagne efter

Gauss' 1
)

Optælling, rettet af Me isse I, og stemme med de af Glaisher i Faktortavlen

for 6'f Million angivne. Tallene i Tab. V ere paa liguende Maade dannede af en af Glaisher

i «Report of British Association» for 1881 meddelt Tavle og senere sammenholdte med den

af samme Forfatter meddelte Tabel i den nævnte Faktortavle. Det maa her ved Sammen-

ligningen erindres, at Glaisher altid regner I med blandt Primtallene, hvorfor

hans Tal skulle være en Enhed større end vore. Efter samme Forfatters Bereg-

ning meddeles den følgende Bække Differenser P(x) — d(æ).

'I Tafel der Frequenz der Primzahlen. Gauss' Werke li. II.
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Tab. VI. Sammenligning mellem Værdierne af H og P for Tal op

lil e lb
.

Hensigten med denne Tavle er angivet Side 250, hvor der tillige er givet Oplysning

om, hvorledes de her optrædende Værdier af 6 («*) ere fundne. Man ser, at selv i den

første Del af Tavlen, hvor man skulde være tilbøjelig til at vente forholdsvis store Differenser,

er B—P dog altid meget nær ved 1, saasnart e
x overstiger 2 à 3 Enheder. Vi have end-

videre dannet saavel Differensen 6—P—\ som dens Kvadrat og Middelafvigelsen,

beregnet af hver 10 paa hinanden følgende Værdier i Tavlen, for derved at

faa en Forestilling om, hvorledes denne Middelafvigelse varierer.

Tab. VII indeholder navnlig Værdierne af Funktionen <p(x) for Tallene fra

I til 2000. Da Funktionen çi(«) ved disse Undersøgelser spiller en saa fremtrædende

Holle, forekom det mig ønskeligt at anstille en Sammenligning mellem denne Funktion og x,

dels for at se, hvilken Værdi man rettest burde tillægge Konstanten k i Formlen <p(x) =.r— /,,

dels for at undersøge Størrelsen af Afvigelserne. I dette Øjemed dannedes Tabel VII, idet

de naturlige Logarithmer af de dividerede Primtalpotenser med 8 Decimaler toges af Vega's

Logarithmetabel (Udgaven af 1797) og adderedes, hvorved fremgik de under <p(n) opførte

Tal. Da Vega for Tal > 1000 kun anfører Primtallenes Logarithmer (op til 10000), var

en Fortsættelse af Tavlen længere end til x = 1000 ikke strengt nødvendig, da det for-

nødne Materiale til en videregaaende Sammenligning kan faas ved umiddelbar Addition i

selve Logarithmetavlen. Da det dog var ønskeligt at se, hvorledes <p(x) forholdt sig i

Nærheden af det store Primlalinterval imellem 1300 og 1400, har jeg fortsat Tavlen op til

x = 2000. Det vil ses, at <p(æ) slutter sig gjennemgaaende meget nøje til x— 1, men jeg

bar ikke anset del for nødvendigt at anstille nogen detailleret Sammenligning, hvilket for

øvrigt nu er en let Sag. Tavlen indeholder endvidere dels Angivelse af ethvert af de

forekommende Primtals Nummer i Rækken, dels for Tallene op til 300 de sammensatte

Tals Primfaktorer samt Faktorerne /x{x), endvidere Værdier af Summerne 2'

—

/i(x),

endelig ligeledes for de laveste Tals Vedkommende Værdier af SE— tilligemed Antallet
2 x

af de Divisorer i n, som ere større end 1.

I det bele taget er denne Tabel kun tilføjet, fordi den selv i den nuværende

Skikkelse giver nogen Oplysning, for selve Afhandlingen spiller den kun en underordnet

Holle og kan i Betydning neppe stilles ved Siden af de andre, selv om det altid har sin

store Interesse, at man sættes i Stand til at se, hvorledes de forskjellige numeriske Funk-

tioner forholde sig i den første Del af Talrækken, en Undersøgelse, som kun kan gjøres

ved en Tabel som den foreliggende , og saavidt mig bekjendt foreligger en saadan ikke

noget andet Sted.
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§ 11. Slutning-.

Naar vi lil Slutning kaste et Tilbageblik over de i det foregaaende fundne Resultater,

saa lader det sig ikke nægte, at det vundne Udbytte ikke synes at staa i et passende For-

hold til det store Apparat, der er sat i Bevægelse. Vi have nemlig ikke naaet noget

«stringent Bevis for, at en af Faktortavlerne uafhængig Funktion f(x) slutter sig saaledes

til 6{x), at Lim — . ^
"

- = 0». Alle de Midler, vi have anvendt, have kun kunnet føre

lil Paavisning af, at dette sandsynligvis gjælder om den Riemann'ske Funktion, som vi

have betegnet ved P[æ) + 1
,

og at navnlig dennes Afvigelse fra 8{x) altid ligger indenfor

Grænser af Ordenen ]/x . Om end mange Tegn tyde paa, at der maa endnu andre og

mere indgaaende Undersøgelser til, inden et saadant Bevis kan gives, saa er det dog ikke

usandsynligt, at vi med Hensyn lil delte specielle Problem vilde være naaede videre ved

alene at fæste Opmærksomheden paa de asymptotiske Værdier af de optrædende Funk-

tioner. Men vi have med velberaad Hu ikke stillet os paa dette Standpunkt, fordi det i

Virkeligheden er af større Viglighed at kjende Tilnærmelsesformler, som kunne bruges for

endelige Værdier af Argumenterne, og saadanne med det samme ville give de asympto-

tiske Tilnærmelsesformler.

Men noget er der alligevel opnaaet ved vore Undersøgelser, og tilmed tro vi, al.

dette er noget væsentligt. Hvad først Riemann's mærkelige Formel angaar, da have vi ikke

blot ført Beviset for selve det Riemann'ske Integrals Fremkomst tilbage til forholdsvis

simple Forudsætninger, som tilstede en dybere Indsigt i dets egentlige Natur, men ogsaa

ved den Kommentar, der er givet til selve Behandlingen af dette Integral, fjernet alle der

forekommende Vanskeligheder og bragt Klarhed tilveje med Hensyn til Uoverensstemmelsen

mellem Riemann og Genocchi, om hvilken denne sidste selv udtrykker sig meget

beskedent. Alle Vanskeligheder ved Riemann's Udvikling ere derved førte tilbage til

Bestemmelsen af Udviklingen for ls(r), et Problem, som kan behandles uden Hensyn til

Læren om Primtallene. Tilmed have vi med Hensyn til Rødderne a kunnet give visse Vink,

som forhaabentlig ville kunne komme fremtidige Undersøgelser til Gode. Af mere praktisk

Betydning er dog den særlig smukke Form, i hvilken vi have bragt Funktionen P(w), en

Form, som har den store Fordel at kunne bruges til en let numerisk Beregning.

Fremdeles tillægge vi det nogen BetydniDg, at vi have fremdraget en Del spredte

og lidet kjendte taltheoretiske Undersøgelser og ved at bringe disse i Forbindelse med den

af Tchebycheff indførte Funktion <p(x) vist, at ogsaa disse lede til at betragte, ikke Funk-

tionen B(x), men &[x) som den, der i disse Undersøgelser maa spille Hovedrollen.

Vi have derved naaet ved Betragtninger fra selve Tallæren at paavise den Rolle,

som Integrallogarithmen maa spille ved Bestemmelsen af Primtalmængden, og selv om
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Begrundelsen ikke er ganske tilfredsstillende, er den dog tilstrækkelig fyldestgjørende, til

at man ad denne Vej vilde være bleven ledet til at opstille Li(x) som Tilnærmelsesformel

for &(x), selv om ikke Riemann's Formel var fremkommen tidligere. Tillige synes der at

være en Mulighed for ved en videre Udvikling af denne Art Undersøgelser at naa til en

sikker Paavisning af Fejlgrænsens Afhængighed af Vx , men dertil vil dog rimeligvis først

fordres en mere indgaaende Undersøgelse af de Divisionsrester, som fremkomme, naar et

Tal divideres med alle foregaaende Tal i Talrækken. Hvad der nemlig i det foregaaende

stadig har mødt os som en væsentlig Hindring for at indsnevre Grænserne, er blandt andet

netop den Omstændighed, at man for Differenser af Formen — —E— ikke, selv om man

har en Sum af saadanne, kan faa snævrere Grænser end og I. At der i denne Retning

virkelig vil være noget at udrette, derom vidner blandt andet den i det foregaaende oftere

omtalte Afhandling af Berger. Ogsaa en nøjere Drøftelse af de Problemer, som staa i

Forbindelse med Bækker, som indeholde Faktorer /i{x), synes ved disse Undersøgelser at

være meget ønskelig, ogsaa igjennem den vilde man muligvis naa til at udfylde Hullerne

i den nærværende Fremstilling.

Hvilket Værd der kan tillægges denne, tilkommer det ikke Forfatteren at bedømme.

Dog formener han, at der ved den her givne Paavisning af den indre Sammenhæng mellem

de vigtigste hidtil anstillede Undersøgelser paa dette Gebet og navnlig af, at disse alle

bestemt pegè hen paa det selvsamme Resultat, er gjort et Arbejde, al hvis Ud-

førelse paa en eller anden Maade et videre Fremskridt maa afhænge. Kun den, der er i

Besiddelse af en Riemann's Geni, tør haabe paa et Felt, hvor saa mange store Mathematikere

intet have kunnet udrette, at gjøre noget stort Fremskridt uden et forud gaaende grundigt

Studium dels af Forgængernes Arbejder, dels af Videnskabens nuværende Hjælpemidler. Til

at lette det dermed forbundne Arbejde tro vi, at nærværende Fremstilling maatte kunne bidrage

noget. Men Arbejdet vil alligevel være stort, thi enhver, som har givet sig af med Tallenes

Theori, vil vistnok sande Rigtigheden af den Sentens, som Degen efter O vid satte som

Motto paa sin «Canon Pellianus», og som vi ogsaa benytte som Motto for denne Afhandling:

«Est data lex numeris magnorum horrenda laborum».
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Tillæg.

Om Beregning- af Funktionen Li (ex).

.beregning af Fundamental værd i er af Integrallogarithmen er saavel af

Bretsclineider M som af Glaisher'-) udførl ved direkte Beregning af de enkelte Led i

Rækken
Li(ex )

= Ix + C +
X X' X"

|T|7I
+

[2] . 2
+

[3]T3

Denne Fremgangsmaade er ret praktisk, saa længe x kun tillægges smaa Værdier,

men bliver, efterhaanden som x voxer, uoverkommelig. Bretsclineider har derfor ogsaa

kun fortsat sin egentlige Tavle op til «= 7'5, medens Glaisher standser ved x — 5 og for

højere Værdier kun angiver Li{ex ) for hele x op til #=15 inkl. samt for x = 20 (med

1 1 h 12 Decimaler). I Faktorlavlen til 6te Million angiver han yderligere Værdien af Lie 16
.
—

Hvorledes afdøde Professor Oppermann, som ogsaa har beskjæftiget sig med Beregning

af Integrallogarithmen, idet han dog indskrænkede sig til at søge Li(ex
\ for hele æ indtil 20,

og Stenberg 3
)
have regnet, er først senere bleven mig fuldt bekjendt (se nedenfor).

Derimod har Bess el
4

) benyttet en af ham angiven Rækkeudvikling.

Den af mig anvendte Fremgangsmaade bestaar i en sukcessiv Beregning af Integraler

af Formen

dx.

r,u+x

l(a,x) == \
— dx = e"\—dx = e

a \- —
i

i x \a-\-x
Va fc/o

Naar nemlig her

hvorved faas

x antages mindre end a , saa kan Faktoren
1

a-\-x

tJD -V0 V0 VO

udvikles i Række,

(3

>) Schlömilch's Zeitschrift Vol. VI, p. 127— 139.

») Philosophical Transactions Vol. CLX, p. 367—388.
3

) Tabulae Logaiithmi integralis, Malmogiæ 1861— 1867—1871.

') Abhandlungen Vol.11, p. 331.

Videnskab. Selsk. Skr., 6. Række, Datorvidensk. og math. Afd [I. G. M
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X
Da — er en ægte Brok, vil denne Række konvergere, og naar man for x sætter en

a

lille Størrelse, som er mindre end 1, medens a er et Tal, som er større end f. Ex. 7,

saa kan man ved passende Valg af x bringe Rækken til at konvergere saa hurtig, som

man ønsker.

Nu kunde man her behandle hvert af disse Integraler for sig og derved erholde

en Række efter Potenser af as, hvilket f. Ex. Glaisher har gjort, men dette vilde være en

Omvej. Det maa nemlig erindres, at det slet ikke kommer an paa at finde en Udvikling,

der skal bruges til analytiske Undersøgelser, men at det meget snarere kommer an paa at

fremstille en Række sukcessive ensartede Regneoperationer, hvis fortsatte Anvendelse kunne

tjene til Beregning af den forelagte Rækkes enkelte Led uden Hensyn til, hvorledes disses

analytiske Form monne være. Og denne Opgave er let at løse. Da man nemlig ved

Beregningen af de enkelte Led faar Integraler af Formen \é*'x*dx, og ved delvis Integration

haves

\ ex" dx = -—— — \ e°x"+ ldx
,

X n+ l "+ 1

Jo

V e
J x"+'dx = e

xx"+ l — (n+l) \ e
rx"dx

,

vti vn

vo i/o

eller omvendt

(4)

Vil VII

saa ses, at hvert Led i Rækken (3) maa kunne findes, ved en rekurrent Reregning, af det

nærmest foregaaende. Vi behøve ikke at bekymre os om, at dette derved optræder multi-

pliceret med en Faktor (w-fl), da Rækkens Konvergens er sikker, og Fejlens Indflydelse

neutraliseres ved den paafølgende Division med en Potens af a.

Idet vi altsaa ved A n betegne Integralet \f'(—
)
dx , hvor n er et helt Tal, saa

haves først
tø

!(«,*) = ^{A —A t+A 2 ...), (5)
a

samt almindelig

Da man har

(Xtf+l „_1_|

A = \ezdx = ex— I
,

Jo

saa blive de første Led i Rækken (3): N ,
—N

t , N., . . . bestemte ved

e^-^ N _U1 ! iV2 =_W -cv. (7,



83 265

Sætter man hur a lig et helt Tal og æ=l, saa faas, naar man i Forvejen har beregnet

en Tavle over Potenser at' ex og ved Division med a deraf danner Værdier af c"+x : a" , et

l g*

forholdsvis let [Middel til at bestemme Værdierne af Integralerne \
— dx. Paa denne Maade
\*

er Beregningen af Integrallogarithmen til e
J for æ = 16, 1 7, 18, 19 og 20 udført for i For-

bindelse med de af Glaisber angivne Værdier for hele æ at kunne benyttes til Kontrol ved

Beregningen af de mellemliggende Værdier i Tab. II.

Disse ere fundne ved at bemærke, at et Integral af Formen

S
dx

a-\-x

-N,—Nt ..., |8i

ved Udvikling paa lignende Maade som ovenfor giver en Række at* Formen

\ S> = T [C^-f-lf)
a-+Ç ,

(T)
,<b

-"l - N'T*r
V—X L —

T

—'" — ' J

hvor det vil vise sig, at Leddene med negative Fortegn blive af forholdsvis ringere Betyd-

ning end i foregaaende Tilfælde, saaledes at den numeriske Værdi af et negativt Led

nærmer sig stærkt til den af det følgende positive.

For øvrigt fører delvis Integration her til ganske lignende Resultater som i fore-

gaaende Tilfælde, kun med den Ændring, at man erholder

ea+x_ ea-z
(e«+*+fia-*)(f-)-1.2V («*•_,—) (fLJ'—SJV,

V _ e e M lul /V =

|««+*-r-«"-*l.(-|j— 3.A7S

a

Da man kunde sætte Udtrykket for Integralet under Formen

dx-\- ... (10)

iV„ = -
, o. s. v.

S+*

n+x r.+x r*+
x

_ dx = — \ex dx j \ e
xxdx + — \ e'x

t±x a
Y,

a L a L
saa vilde man ogsaa, hvis man skal beregne en længere Bække af Integraler svarende til

samme x, kunne have Fordel af engang for alle at bestemme de numeriske Værdier af de

e"
Integraler, der optræde som Koefficienter til — , hvorefter en logarithmisk Beregning af

det paagjældende Led er let, saafremt 7-cifrede Tavler give tilstrækkelig Nøjagtighed.

Det vil herefter være klart, hvorledes dette kunde tjene til paa en forholdsvis let

Maade at beregne den i Tab. II meddelte Tavle. Først beregnedes nemlig Værdierne af ex

for Intervaller af ^, og ved derefter i Formlen (8) at antage *= ^ fandtes ved ligefrem

Anvendelse af (9) Værdierne af A'„ , A, , N2 . De folgende Led bestemtes logarithmisk ved

34'
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Hjælp af de engang l'or alle beregnede Værdier af Integraler af Formen \exæmdx for

m = 3, 4, 5 o. s. v. Det var til Opnaaelsen af den Nøjagtighed, der ønskedes, ikke nød-

vendigt at medtage flere end 7 à 8 Led, da den anvendte Rækkeudvikling er meget stærkt

konvergerende. For a = 1 2"5 Ok man f. Ex.

iV = 4300-55582 39903 5097

—N
1
= —1-14605 10705 4886

N.
2
= 9186 74014 4756

—N3
= —4 40167 3

iV
4
= 35297 20

-Nb
= —20 13

NR
= 1 61

altsaa \ — dx = 4299-50159 98323 9.

Ji2 -4

Af disse Integraler fremgik derefter ved Addition de successive Værdier af Li{er ),

og en fortrinlig Prøve paa Regningens Rigtighed havdes ved Sammenligning med de allerede

beregnede Værdier for hele x. Vi fik herved tillige en Bekræftelse paa Rigtigheden af de

af Glaisher beregnede Værdier, for saa vidt som disse kunde kontrolleres, altsaa med Und-

tagelse af det sidste Par Cifre.

Det vilde, hvis der fra Begyndelsen af havde været lagt an derpaa, kun have været

en forholdsvis ringe Forøgelse af Arbejdet at beregne nogle flere Decimaler, idet der dertil

navnlig kun vilde behoves nogle flere rigtige Cifre i Potenserne af e. Men som allerede

bemærket var det oprindelig kun Hensigten at erholde 12 à 14 rigtige Cifre, og Meningen

var derefter ved Beregning af Logarithmerne til disse og paafølgende Interpolation at danne

en Tavle, ikke over selve Li[ex), men over dens Logarithmer. Thi, som det vil ses ved

Sammenligning med Tab. III, vil en saadan Tavle paa Grund af den Lethed, hvormed der

kan interpoleres i den, være saa bekvem, at den hidtil saa gjenstridige Funktion Li(x)

derved vilde være draget ind under den Række Funktioner, som kunde betragtes som

fuldstændig bekjendte for alle Værdier op til den Grænse, som Tavlen angav.

Imidlertid blev ved nærmere Overvejelse denne Tanke opgivet, dels fordi det til

Opnaaelsen af det specielle Formaal ,
hvortil den skulde tjene, befandtes hensigtsmæssigere

at konstruere den Tavle, der er meddelt i Tab. III, dels fordi en Fundamentaltavle som den

omtalte som Argument rettest burde indeholde ikke naturlige, men Briggiske Logarithmer.

I den Form, hvori Tavlen her foreligger, vil den i hvert Tilfælde kunne tjene til

Fundament for en saadan Tavle, da Overgangen til andre Værdier end de Argumenter, der

findes i Tavlen, forholdsvis let kan gjøres, enten ved Hjælp af de her angivne eller ved

andre bekjendte Formler.
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Senere Anni. Klier Fuldendelsen ;il del roreliggende arbejde er jeg bleven bekjendl

med lo undre værdifulde Bidrag til Beregning af Integrallogarithmen. Det ene er den ovenfor

nævnte Tavle af Stenberg, af hvilket Værk jeg tidligere kun kjendle anden Del, der gaar

lil /v/(10 3 '5
), medens det senere er lykkedes mig at erhverve el fuldslændigt Exemplar af

Tavlen. Det viste sig da, al Forfatteren i en Pars III, udkommen 1871, har fortsat Tavlen

fra /^'(lO35 ) indtil Li[10la
). Argumenterne ere de Briggiske Logarithmer med Interval

(XII. Værdierne ere beregnede med li Cifre, og der er tilføjet Differenser for at lette

Interpolationen, medens Forfatteren dog ikke har været opmærksom paa Hensigtsmæssig-

heden af et tabulere \og Li(x) i Stedet for selve Li{æ), hvorved Tavlens Omfang vilde have

kunnet indskrænkes betydeligt. Men i hvert Fald fortjener Arbejdet den største Anerkjen-

delse, og det maa kun beklages, at Tavlen synes at være en Sjældenhed. Hverken Glaisher

eller afdøde Professor Oppermann, som maatte anses for at have særligt Kjendskab til,

hvad der var udrettet paa dette Omraade, have omtalt denne sidste Del af Tavlen, og det

Exemplar, hvoraf jeg er kommen i Besiddelse, har maattet forskaffes ad antikvarisk Vej.

I Indledningen til 3dje Del af sin Tavle gjør Stenberg Rede for, hvorledes denne

Del er beregnet, og udvikler blandt andet de selvsamme Formler, som ere anførte ovenfor,

tilligemed forskj eilige andre lignende, som han har benyttet til Beregning af de Fundamental-

værdier, som ligge lil Grund for haus Tavle.

Det andet Bidrag indeholdes i afdøde Professor Oppermann 's Papirer. Det er

bekjendt, at denne Mathematiker beskjæftigede sig med Beregning af Integrallogarithmer,

men om den Methode, han benyttede, har han ikke givet nogen Meddelelse. Af hans

mundtlige Udsagn fremgik kun, at han anlagde sin Regning saaledes, at den med det samme

kunde give Værdierne af de. sukcessive Differentialkoefficienter. Heller ikke i hans Papirer

indeholdes nogen sammenhængende Meddelelse om dette Punkt, men derimod findes de

originale Beregninger, som han har foretaget, og af disse er det ikke vanskeligt at se,

hvorledes Regningen er udfort. Fremgangsmaaden, som i Virkeligheden er særdeles elegant,

kan udtrvkkes ved Formlerne

(11)

(12|

Disse Formler tilstede, naar først Potenserne af e ere beregnede, en rekurrent Beregning

af de enkelte Led og give derefter Værdierne af begge Integraler
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V (/,( Di,'

\ X

Fordelen ved denne Methode bestaar i, at den giver en Kontrol paa Reg-

ningens Rigtighed, idet hvert enkelt af disse Integraler, naar Intervallet f overalt er

det samme, bliver beregnet to Gange uden nogen synderlig Forøgelse i Arbejdet. Ved denne

Fremgangsmaade har Oppermann fundet Differenserne af Li(ex ) for hele x fra x = 8 til

x = 20, og Regningerne forelaa i en saadan Form, at der kun behøvedes en Sammenstilling

af Resultaterne for, ved at gaa ud fra de af Bretschneider angivne Værdier, at faa de

tilsvarende Værdier af Li(eT ).

Værdierne af ex vare dels lagne efter Schulze 1
)) dels fundne ved logarithmisk

Beregning, saaledes al de tilsvarende Differenser af Integrallogarithmen vare bestemte med

mindst 21 rigtige Decimaler, med Undtagelse af de tre sidste, hvor Oppermann kun havde

faaet 12 rigtige Decimaler. For at komplettere Resultaterne har jeg selv foretaget Bereg-

ningen for de sidstes Vedkommende og anfører nedenfor alle de saaledes fundne Værdier

af Li(ex ) fra x = 10 til x = 20, idet Li(e10 ) er anført efter Bretschneider. For saa vidt

Regningen kunde sammenlignes med de af ham angivne Værdier for lavere x, fandtes disse

rigtige. — Ligeledes er der tilføjet Værdierne af e
x

, som for x"> 13 ere beregnede af mig

ved som Udgangspunkt at tage de af Oppermann med mange Cifre angivne Værdier af

e
1
", e

11
, e

12
,

e
i3

,
«
15

, og som Kontrol den ligeledes af ham beregnede Værdi af e-°.

1 Forbindelse med de af Bretschneider beregnede Værdier danne altsaa disse en

Tabel over Fundamentalværdier af Li[ex \ med 20 Decimaler op til e-°.

X
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Tab. I. Værdier af reciproke Potenssummer og deres Logarithmer.

8-
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Tab. IL

88

Værdier af ex og lÅ(tP) fra .*: = 5 til .»- — 20.
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Tab. III. Værdier af Funktionen P(ex) med tilhørende Log-arithmer m. m.

log /'(<' J' J" Pie1
) log l'\ex

) J"

0-0

0-1

0-2

0-3

0-4

0-5

0-6

0-7

0-8

0-9

1-0

1-1

1-2

1-3

1-4

1-5

1-6

1-7

1-8

1-9

2-0

2-1

2-2

2-3

2-4

2-5

2-6

2-7

2-8

2-9

3-0

3-1

3-2

3-3

3-4

3-5

3-6

3-7

3-8

3-9

4-0

41
4-2

4-3

4-4

4-5

4-6

4-7

4-8

4-9

5-0

O-OOOOo

0-06292

0-1303:!

0-2025?

0-2800:;

0-36305

0-45215

0-5477 :i

0-65043

0-76070

0-8791»

1-00651

1- 14341

1-29065

1-44908

1-6195 c

1-80314

2-00083

2-21382

2-44337

2-6908.1

3-2456«.

3-8915 5

4-6446 1)

5-52361

6-5508 1

7-7525.1

8-42839

9-15989

9-95215

10-8101 1

12-74672

15-0219U

17-69756

20-84693

22-6260

24-55737

28-9327;.

34-0967(1

8-79883

9-11505

9-30657

9-44719

9-55997

9-65528

9-73861

9-81322

9-88121

9-94408

0-00281

0-05820

0-11081

0-16109

0-20940

0-25603

0-30121

0-34514

0-38799

0-42988

0-47095

0-51129

i
)•:..-,( i: i!i

0-59012

0-62876

0-66696

0-70477

0-74223

0-77940

0-81630

0-85297

0-8S944

0-92574

0-96189

0-99792

1-033830

1-069649

1-105398

1-141086

1-176728

1-212334

1-247913

1-283480

1-319042

1-354607

1-390182

1-425774

1-461390

1-497035

1-532712

5028

4831

166:;

4518

4393

4285

4189

4107

4034

3970

3913

3864

3820

3781

3746

3717

3690

3667

3647

3630

3615

3603

35910

35819

35749

3568S

35642

35606

35579

35567

35502

35565

35575

355!I2

:;.-,oii;

:;.-.i; l.-,

35677

-197

-108

-145

-125

108

- 96

—
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Pie1 log iV) Li[e*)—P(e \og(Li[ex )
—P(e'\) J'

10-0

104
10-2

10-3

10-4

10-5

10-6

10-7

10-8

10-9

11-0

11-1

11-2

11-8

11-4

11-5

11-6

11-7

11-8

11-9

12-0

12-1

12-2

12-3

12-4

12-5

12-6

12-7

12-8

12-9

130

131

13-2

13-3

13-4

13-5

13-6

13-7

13-8

13-9

14-0

141

14-2

14-3

14-4

14-5

14-6

14-7

14-8

14-9

15-0

2466-231«

2947-1722

3523-3997

4214-0282

5042-0436

6035-0940

7226-4423

8656-1163

10372-2925

12432-9689

14907-9802

17881-4285

21454-6193

25749-601

2

30913-4410

37123-3815

44593-0696

53580-0784

64394-9864

77412-3452

93083-928

111954-720

134682-302

162060-120

195045-802

234795-232

3-3920338

3-4306962

3-4694055

3-5081610

3-5469620

3-5858077

3-6246974

3-6636306

3-7026066

3-7416246

3-7806841

3-8197843

;>s;,s;yn;

3-8981044

3-9373231

3-9765801

4-0158748

4-0552067

4-0945750

4-1339792

4-1734188

4-2128933

4-2524022

4-2919449

4-3315208

1-3711295

4-4107705

4-4504433

4-4901474

4-5298823

4-5696476

4-6094428

4-6492674

4-6891210

4-7290033

4-7689138

4-8088520

4-8488176

4-8888102

4-9288294

4-96887471

5-00894585

5-04904245

5-08916413

5-12931054

5-16948133

5-20967616

5-24989470

5-29013661

5-33040158

5-3706892S

386624

387093

387555

388010

388457

388897

389332

389760

390180

390595

391002

391403

391798

392187

392570

392947

393319

393683

394042

394396

394745

395089

395427

395759

396087

396410

396728

397041

397349

397653

397952

398246

398536

398823

399105

399382

399656

399926

400192

4004531

4007114

4009660

4012168

4014641

4017079

4019483

4021854

4024191

4026497

4028770

477

469

462

455

447

440

435

428

420

415

407

401

395

389

383

377

372

364

359

354

319

344

338

332

328

323

318

313

308

304

299

294

290

287

282

277

274

270

266

2611

2583

2546

2508

2473

2438

2404

2371

2337

2306

2273

2242

25-1662

27-7560

30-661 o

33-919 s

37-5805

11-6971

46-3312

51-5525

57-4405

61-086

71-5934

SI H ISO
|

89-681 i

100-5501

112-8620

126-820 7

142-6523

lllll-C-JO-;

1-414929

1-429113

1-443371

1-457703

1-472108

1-486586

1-501136

1-515759

1-530453

1-545218

1-560055

1-574963

1-589941

1-604989

1-620106

1-635293

1-650549

1-665874

1-681266

1-696725

1-712250

1-727841

1-713497

1-759218

1-775004

1-790854

1-806767

1-822741

1-838777

1-854873

1-871030

1.887248

1-903525

1-919860

1-936252

1-952701

1-969206

1-985767

2-002382

2-019051

2-035774

2-052551

2-069380

2-086260

2-103190

2-120170

2-137200

2-154279

2-171406

2-188580

2-205800

14112

14184

14258

14332

14405

14478

14550

14623

14694

14765

14837

14908

14978

15018

15117

15187

15256

15325

15392

15459

15525

15591

15656

15721

15786

15850

15913

15974

16036

16097

16157

16218

16277

16335

16392

16449

16505

16561

16615

16669

16723

16777

16829

16880

16930

16980

17030

17079

17127

17174

17220

72

74

74

73

73

72

73

71

71

72

71

70

70

69

70

69

69

67

67

66

66

65

65

65

64

63

61

62

61

60

61

59

58

57

57

56

56

54

54

54

54

52

51

50

50

50

49

48

47

46

46
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Tab. IV. Antallet af Primtal i hvert Hundrede fra 1 til 10000 og- i hvert
Tusinde fra 1 til 100000, tilligemed tilsvarende Værdier af 0.

X
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Tali. V. Antallet af Primtal i hvert af de første 90 Hundredetusinder,

tilligemed tilsvarende Værdier af H.

mir. ih\W\x) -6 mir. Hi l
<>"'. x) P-0

1

o

3

4

5

6

7

S

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

9592

8392

8013

7863

7678

7560

7445

7408

7323

7224

7216

7225

7081

7103

7028

6973

7015

6932

6957

6903

6874

6857

6849

6791

6770

6809

6765

6716

6746

6708

6676

6717

6691

6639

661

1

6575

6671

6590

6624

6535

6628

6540

6510

6511

6613

6493

6523

6475

6554

6522
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Tab. VI. Sammenligning mellem Værdierne af H og- P for Tal op til e 15
.

X
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Tab. VII. Værdier af Funktionen $(n) og andre numeriske Funktioner.

n



282

Tab. VII.

10(1

Fortsættelse.

n



loi

Tab. VII.

2s:i

Fortsættelse.

Il



284

Tab. VIL

102

Fortsættelse.

n



103

Tab. VII.

285

Fortsættelse.

n



286

Tab. VE.

104

Fortsættelse.

n



105

Tab. vn.

287

Fortsættelse.

n



288

Tab. VH.

106

Fortsætteis«.

n



107 289

Recherches sur la totalité des nombres premiers inférieurs

à une limite donnée.

Par

J". P. Gram.

Introduction. Etablir, sous une forme analytique, la loi de la distribution des nombres

premiers dans la suite naturelle des nombres, est un problème qui, malgré les efforts que

les plus grands géomètres ont faits pour le résoudre, attend toujours encore sa solution.

Le présent travail n'a pas la prétention d'en donner une; mon but principal, en l'entre-

prenant, a été de réunir sous un point de vue commun les différentes méthodes qu'on a

essayées jusqu'ici, de les pousser aussi loin que possible et, par là, de signaler les diffi-

cultés que rencontre, pour le moment, la solution du problème, comme aussi d'indiquer

quels sont les meilleurs moyens à employer pour y arriver et les résultats qu'il est permis

d'en attendre.

Je commence, dans l'introduction, par donner un aperçu général des moyens dont

on dispose pour représenter une fonction discontinue comme celle dont il s'agit ici. La

fonction de x qui exprime la totalité des nombres premiers jusqu'à x inclusivement est

désignée par 0{x). Comme caractère général, elle se distingue par un nombre infini de

discontinuités dont la position n'est pas connue a priori. Le problème exige que cette

fonction soit mise sous une forme telle que sa valeur, pour une valeur donnée de x,

puisse être calculée exactement ou, en tout cas, avec une approximation assignable. De

là découlent toutes les difficultés qu'il présente. Car parvînt-on, entre certaines limites,

à représenter exactement la fonction par des séries trigonométriques finies, cela ne pourrait

se faire qu'en y introduisant les nombres premiers eux-mêmes, qui précisément sont à

regarder comme inconnus, et il est à supposer qu'il en serait de même si l'on essayait

d'employer dans le même but des intégrales définies. Si l'on veut éviter que les nombres

premiers entrent explicitement dans la formule, la discontinuité n'y sera plus apparente,

et c'est pourquoi, si 8(x) est exprimée par une intégrale définie, celle-ci ne pourra être

transformée que si on la traite avec la plus grande précaution. M. Riemann n'en a pas

moins réussi, en représentant 6(x) par une intégrale définie, à donner une formule exacte

de la distribution des nombres premiers; mais cette formule ne permet d'effectuer aucun

calcul numérique exact, bien qu'elle se laisse séparer en deux autres, dont une, qui est

calculable, est la meilleure formule d'approximation qu'on connaisse jusqu'ici. L'écart entre

cette formule d'approximation et la véritable valeur de 6(x) est en effet représenté par une

série périodique infinie dont on ne saurait déterminer la convergence, et qui, en tout cas,

varie si fortement qu'on peut dire avec certitude qu'il est impossible de la calculer terme

par terme.

37*
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On rencontrerait la même difficulté en essayant directement d'exprimer 6(x) à l'aide

d'un des développements en séries infinies qui peuvent être employés pour représenter des

fonctions arbitraires. En effet le nombre des discontinuités étant infini, une pareille série

serait sans doute très peu convergente, et c'est seulement dans le cas où l'on connaîtrait

à l'avance la forme de la fonction à employer qu'il serait possible, par un choix convenable

de la forme du développement, de trouver une série dans laquelle un petit nombre de

termes donneraient une formule d'approximation dont l'écart d'avec 6(x) pourrait être

apprécié avec certitude.

A côté des moyens ci-dessus mentionnés pour exprimer des fonctions discontinues

sous une forme continue, la théorie même des nombres nous fournit dans les quotients

incomplets une forme de fonction dont l'emploi est tout indiqué. A l'aide de ces quotients,

on peut, en se servant des nombres premiers jusqu'à Vx , trouver la totalité des nombres

premiers compris entre Vx et æ. Mais, en général, ils ne donnent pas sous une forme

analytique des formules d'approximation dont on puisse se servir. Toutefois, comme M.

Dirichlet et plus tard MM . Berger, géomètre suédois, et Césaro, géomètre belge,

ont, par ce moyen, réussi à donner des formules d'approximation pour la valeur moyenne

de certaines fonctions symétriques des diviseurs d'un nombre, il y a lieu de rechercher si

l'on pourrait faire quelque chose d'analogue pour les nombres premiers. Cela ne semble

cependant être guère possible directement, bien qu'il y ait une connexion visible entre les

résultats qu'on peut obtenir par cette voie et la formule de Rie mann.

Les nombres premiers eux-mêmes devant être considérés comme inconnus, il faudra,

pour traiter le problème à fond, partir de formules où certaines fonctions connues se

trouvent combinées avec des fonctions de nombres premiers, et qui renferment ainsi des

définitions implicites de ces derniers. Comme le théorème de Wilson ne semble, sous

ce rapport, être susceptible d'aucune application, il ne reste que deux de ces formules, dont

l'une (2) ') est due à Euler et l'autre (131) à M. Te heb y c h eff.

C'est donc autour de ces formules, comme points principaux, que se groupent les

recherches suivantes.

g 1. Fonctions symétriques de tous les nombres premiers. Dans ce

qui suit, nous désignons un nombre premier en général par p et une suite de nombres

premiers par a, l>, «... et nous ne rangeons pas le nombre 1 parmi les nombres premiers.

Nous désignons en outre par s(r) ou sr la somme En~r = \~r -\- 2~r -(-3
—r

-\- . . .

i

On a ainsi, d'après Euler, la formule:

mi-p-n = ±, (2)

qui sera applicable en tant que mod. r > 1. Les formules (3) et (4) qui s'en déduisent sont

dans le même cas, et on peut de la même manière déterminer les valeurs de la fonction

correspondante ll(l+p~r
). Cette fonction est infinie pour r = I

, d'où il suit que

') Les numéros des formules sont les mêmes que dans le mémoire danois.
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77(1

—

p—') = O, tandis qu'il est incertain si la série, qu'on obtient en effectuant la multi-

plication et en ordonnant les termes suivant les valeurs croissantes des dénominateurs est

convergente ou non.

Eu 1er a aussi trouvé plusieurs relations analogues, dont l'une, qui a été démontrée

par Mertens, peut servir à prouver qu'il y a une infinité de nombres premiers de chacune

des formes in -f- I et An — 1.

Le reste du paragraphe est consacré à des développements concernant la fonction

8{r), parmi lesquels nous mentionnerons l'expression trouvée par M. Riemann (15), en

nous référant pour les détails à son mémoire original (Monatsber. der ßerl. Akad. 1859).

§ 2. Quelques séries spéciales. Facteurs de M ob i us. Si, dans le pro-

duit 77(1

—

p~r
), on effectue la multiplication et ordonne les termes suivant les valeurs

croissantes des dénominateurs, on obtient une série qui peut s'écrire sous la forme:

—- = 2a (x).x~r = 1 - 2-' — 3"r — 5-'' + 6"'' — 7-'' + lO-r -f . . .

s{r) t
r

ß\x) désignant un facteur qui est égal à 1 lorsque x est un produit d'un nombre pair de

différents facteurs premiers, à. — 1 lorsque ce nombre est impair et à lorsque x renferme

un facteur divisible par un carré. D'après Möbius, qui, le premier, a fait de ces facteurs

l'objet d'une recherche méthodique, nous les appelons facteurs de Möbius. Leur pro-

priété la plus importante est celle qui est exprimée dans la formule (22), à savoir que la

somme de tous les /i qui correspondent à tous les diviseurs d'un nombre entier arbitraire

est égale à zéro. De là l'emploi qu'on a fait de ces facteurs pour résoudre des systèmes

particuliers d'équations. A-t-on en effet, entre deux systèmes de fonctions Xr et Yr , des

relations de la forme:

F, = EXr , Y2
= 2X2r , Y3

= SX* . . . (23)

on trouve: X
x
= I^{r)Y{r) , X

2
= 2>(2r) Y(2r\ , X8

= 2fi(lr)Y($r) . . . (24)

naturellement dans l'hypothèse que les séries dont il s'agit, si on les prolonge à l'infini,

sont convergentes.

Dans ce qui suit, sont, d'après Möbius, développés plusieurs exemples parmi

lesquels nous citerons les importantes formules (28) et (33):

00
|

oo
Jv

2>(*)- = 0; 2>M-=-l,
1

iL J
ils

qui néanmoins ne peuvent être regardées comme complètement démontrées, comme on ne

peut juger de la convergence des séries dont il s'agit. On voit cependant plus loin (i8)

que la première, en tout cas, ne peut être divergente, mais est égale à — + une fraction.

Parmi les autres applications des facteurs de Möbius, nous citerons encore la

formule : F(x) = /(*) + .!/(**) + y/(«i) + . . . (38)

qui, par inversion, donne :

f(x) = Fui — y F(x*) - y F[xi) - ... (3!))
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Si F(x) est une fonction qui puisse être développée en une série convergente suivant les

puissances croissantes de Ix, il en sera de même de f{x), de sorte qu'à:

F{x) = alx -f b{lx) 2 + c(lxf -f . . . (40)

correspond: ,

f(x) = — la+— |k)» + — (tø)
3 + . .

.

(41)

g 3. Détermination de 0(æ) par des intégrales définies. Formule de

Rie mann. Si l'on désigne par n{x) une fonction égale à 1 lorsque x est un nombre

premier et à lorsque x est un nombre composé, la formule (3) pourra s'écrire:

h{r) = — 2n(x)l(\— z-*), (49)
i

ou si w{x) désigne une fonction qui est égale à 1 pour x=p, à — pour æ=p2 et, en

général, à — pour x=p", mais à lorsque x = 1 ou est composé de différents facteurs

Premiers: b(r) = 2<~o(x)x-: (50)
i

Ces équations renferment donc des définitions des fonctions n(x) et w{x), lesquelles per-

mettent de les déterminer. C'est ce qu'a fait M. Riemann à l'aide d'intégrales définies.

g-r-i dz
i
l'équation (50) devient:

— k{r) = \f(z)z~r- i dz. (52)
r J

d

Cette fonction f(z) a une importance particulière. Si l'on désigne par &(x) la

fonction: .

§(x) = «W + y^)+y^)+... (S3)

somme que nous appellerons «Totalité des puissances des nombres premiers divisées par

leurs exposants», parce qu'elle donne, jusqu'à x inclusivement, la totalité des nombres

premiers, plus la moitié de leurs carrés, plus le tiers de leurs cubes, etc., on aura:

f{x) = i-(#(*_0) + #(•+<>)).

En se servant des intégrales de Fourier, M. Riemann détermine f{x) par la

formule (54), mais on peut par une autre voie arriver plus directement au même résultat.

En transformant l'intégrale de Laplace (55), on trouve en effet l'intégrale:

' *t+*
dz

lien \ k + zi »»(»+«0 ''.7171 \

où la constante k est une grandeur positive et qui, pour x > I, représente une fonction dis-

continue dont la valeur est pour p" > x, =- pour p" = x et — pour p" < x. Si main-

tenant on remplace successivement dans cette intégrale p par tous les nombres premiers et n
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par tous les nombres entiers et fait ensuite la somme, on arrive, en supposant k~>\,
à représenter f(x) sous la forme: ~+x

/(*) = J
'

- \ r-j . • * • s (i+ zi) dz.
( 57 )

Dans ce qui suit, on a, pour abréger, posé i-j-*i= r.

En employant la même notation, on trouve que l'intégrale de Laplace est un cas

particulier de la suivante: (i+x,

xr
\

'ÏTia'fi pour æ > 1
,

7=ß
dz -

\ pour*<l, (58)

la partie réelle de r étant plus grande que la partie réelle de la constante ß.

Les formules (59) et (60) représentent des formes semblables. On en déduit

SO

facilement différentes fonctions analogues a /(#), en remplaçant x par — et en prenant la

somme des intégrales correspondant à diverses valeurs de n. Les équations (61)— (66)

en fournissent des exemples. Soit par ce procédé, soit par l'intégration partielle de (57),

comme l'a fait M. Riemann, on obtient la formule:

\a:rI)r(— ls(r)\dz = —2nlx.f(x), (67)

qui est celle qu'il est préférable d'employer pour représenter l'expression finale de f(œ).

Dans ce qui suit, est exposée la méthode qu'a suivie M. Riemann pour transformer

cette intégrale en y introduisant l'expression trouvée par lui pour log s[r). Nous avons

donné ce développement tout au long, parce que M. Genocchi est arrivé à un résultat

qui diflére un peu de celui de Riemann, et que le développement lui-même est très

concis chez ce dernier.

Riemann se sert pour ls(r) de la formule suivante:

les racines de l'équation transcendante:

m _ C d(*\£*))
x
_

k cos (^_ tlxylx = 0j

ls(r) = —l„-l[r-\)-ir(-j + \)+2al\\+ V

J' ) + l£{0). (69)

Les grandeurs a sont les racines de l'équation transcendante:

et sont sans doute toutes réelles, la partie imaginaire étant au moins comprise entre les

limites +Jt; elles se présentent en outre deux à deux avec des signes contraires. Nous

nous référons, quant à ce point, au mémoire original de M. Riemann, en remarquant

que, bien qu'il ne puisse régner aucun doute sur l'exactitude de son développement, il ne

semble cependant pas possible d'arriver par la voie qu'il indique à la connaissance exacte

des racines a.

En transformant le terme qui renferme 2'
a , on trouve que cette somme peut être

remplacée par:
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Cette transformation montre que le terme constant dans la formule de M. Riemann, f(0),

disparaît complètement et est remplacé par ^2, comme l'indique M. G en o ce hi.

Il reste à introduire dans l'intégrale les termes de la formule de ls(r) et à intégrer

terme par terme. Pour faciliter l'intégration, on se sert de l'intégrale B(x) (73), qui a

pour valeur: r» „

InUY^dß.

Relativement à la détermination des limites de l'intégration, il faut remarquer que

cette formule suppose que la partie réelle de r— ß doit être positive. Cela est facile à

obtenir, en ce qui concerne les termes qui proviennent de la fonction r, en intégrant de

ß =— oo h ß = — 2», et tous les termes qui y correspondent seront donc compris dans

l'expression :

[ _Jx_
» {.v°-—\).vlv

qui, pour x > 2, est toujours < \ .

Le terme qui provient de l[r— 1) mérite une attention particulière. Il faut ici

déterminer la fonction correspondante B\x) en posant:

S+a,
ni

x'-D,.~ l(j - 1 \dz = 2 n lx\ ~ dß
,

et avoir soin de choisir la limite inférieure et le contour le long duquel on fait l'intégration

de manière que la partie réelle de r—ß soit toujours positive, et qu'en intégrant le long

du même contour on ait:

S
ß(r—ß)7

dß = l(r— I)

On peut y arriver en prenant pour limite inférieure — ao et pour intégrale la moyenne

entre deux intégrales pour lesquelles on intégrera le long d'un contour différent, de manière

que l'intégrale singulière provenant du pole ß = disparaisse. On trouve alors:

Btx) \ x? C'*'
/J

expression qui est identique avec le logarithme intégral IA(x) défini par la série (75). Le

symbole [«] désigne ici comme plus loin le produit 1.2... m. On traite de la même
manière les termes qui entrent dans la somme 2'

a et obtient ensuite le résultat final sous

la forme :

f{x) = Li(x) -Za(Li^+«) +LHJ-"))+{-±-
l
^-12, (77)

qui ne diffère de celle de Riemann que par la constante, laquelle, au lieu de /f(0), est

12 comme chez Genocchi.
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La formule de Riemann, et c'est en quoi consiste sa valeur scientifique, donne

pour f[x] une expression explicite qui représente cette fonction sous une forme telle,

qu'on peut en séparer Ià(x) comme une partie continue, tandis que le terme 2'
a a un

caractère essentiellement périodique. Mais pour juger de l'influence de ce terme, il faudrait

avoir une connaissance plus exacte des racines a, de manière, au moins, à pouvoir indiquer

les limites entre lesquelles cette série est comprise. Tant que cette condition ne sera pas

remplie, on devra se contenter de montrer l'exactitude de la formule en la comparant avec

les quantités des nombres premiers énumérés, ce qui permet de constater que les écarts

sont insignifiants dans les limites de ces enumerations. Le rôle prédominant du terme

Li(x) est du à la circonstance que s(r) = 00 pour r= 1 et, notamment, que s(r) = "
,

où 11 est une fonction qui converge vers l'unité en même temps que )', ainsi qu'il résulte

des recherches de MM. Dirichlet et Tchebycheff. En effet, la substitution de

T à s{r) dans les formules (G3) et (64) donnera des formules d'approximation très satis-
r— 1

faisantes. Ouant h calculer exactement #(.»•) par la formule de Riemann, cela doit être

regardé comme impossible même en supposant connues les racines a; tout ce qu'on peut

espérer, c'est, dans le cas le plus favorable, de déterminer les limites des écarts d'avec le

terme Li[x), limites qui semblent devoir dépendre de V'x .

Après avoir trouvé une expression pour &(x), on peut déterminer 6(x) par inversion

de la formule (55) à l'aide des facteurs de Mobius. Celte opération peut se faire pour

chaque terme dans (77), après quoi on obtiendra la formule correspondante pour
1
(0(.*+ O) + 0(X— O)).

En considérant dans f{x) d'abord le terme Li{x), on a:

U(x) =C +& +T+ Ip+
I3îï

+...

La partie de cette série qui contient les puissances croissantes de Ix donne par

inversion, d'après (41), la série correspondante:

m - [Trr72 + [2p^ + i3r3r4 +
,86)

et, dans la supposition que les formules (28) et (331 sont exactes, on obtient d'une manière

ana,08Ue:
jfiWfc+ iiE)

de sorte que:

Li(x) — — Liié) - ~ Li[xh . . . = I + P(x).

Le terme

—

/2 dans (77) disparaît par l'inversion, tandis qu'on ne peut déterminer l'in-

fluence des deux autres termes. Mais il est permis de supposer qu'ils n'ont pas grande

importance, et c'est pourquoi nous adoptons comme résultat définitif de ces recherches

rexp,'ession: 0(x)=P(x)+\

pour formule d'approximation de H(x) ou plus exactement de J (#(.r+ 0) -j- 0(x— 0)).

Mais bien qu'on ne puisse guère mettre en doute la valeur de cette formule,

elle ne saurait cependant être regardée comme démontrée tant qu'on ne sera pas parvenu

Videnskab. Sclsk. Skr., G. Række, naturviilensk. og matli. Afd. II. 6. 38
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à éclaircir complètement la nature de la série qui renferme les logarithmes intégrais ima-

ginaires, et, en particulier, à déterminer les racines « qui y figurent. Il est vraisemblable

qu'elles dépendent d'une manière simple des nombres premiers ou peut-être plutôt de

leurs logarithmes.

g 4. Quotients incomplets. Théorèmes de Berger et de Ce s år o.

Nous avons cherché, dans ce paragraphe, les résultats qu'on peut obtenir par l'emploi

71

des quotients incomplets, que nous désignons, d'après Legendre, par le symbole E— , où

n et a sont généralement supposés être des nombres entiers.

La proposition principale sur laquelle sont basées ces recherches s'obtient en

ramenant la série générale:

'(*t)+*(*t)+*(*t)+-'(*t)
à la forme:

A F(q) +A
1
F(q+l)+ . . . A „Fin).

Les transformations qui en résultent ont pour expressions les formules générales

(91)—(96), dans les dernières desquelles q désigne. E\/n et /(.«•) = F[.v)— F(æ— 1). Un cas

particulier de (96) est la formule de Dirichlet:

SE— = 2IE—-qa
-

,
(103)

, œ , x

qui permet de déterminer approximativement le nombre des diviseurs dans les nombres de

I ii n, comme on a d'après (104):

ÏE— = nln + n (2C— 1) -j- p\/n , [p < 3)
i

*'

où C est la constante d'Euler. Une telle formule a été employée par M. Dirichlet et,

récemment, par MM. Berger et Cesàro pour la détermination de fonctions symétriques des

diviseurs des nombres; quelques-uns des résultats de M.Berger sont reproduits dans (107).

Les formules (97) — (99) représentent une généralisation des formules correspon-

dantes (90), (93) et (96); c y désigne une variable qui parcourt une série de »nombres

particuliers» choisis arbitrairement de 1 an, et @(n), le nombre de ceux qui sont < n.

Différents exemples de l'emploi de ces formules sont donnés tant par M. Berger

que par M. Cesâro.

g 5. Applications aux nombres premiers. Ce paragraphe renferme une

série d'exemples de la détermination de la totalité des nombres premiers à l'aide des quo-

tients incomplets.

Le plus simple est la formule bien connue (109) pour la détermination, jusqu'à

x inclusivement, de la quantité des nombres qui ne sont pas divisibles par les nombres

premiers o, b, c... formule qu'on peut employer pour calculer d(æ) — 6{x*). Dans ce qui

suit, on se sert en effet du cas spécial de (100) exprimé dans la formule:

W-M-i-JL, ,110]
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laquelle fournit les moyens d'exprimer les différentes summes SE— , SE—s, l'E ,, etc.
1

P P a "

à l'aide des quantités des nombres premiers, et conduit aux relations identiques:

À») + «(y)+»(y) + --- == 2^7^ <
m

>

fw + 5(i)+j(i) +...-^+^-t-^ + ...; («i»)

•W + #(i)+*(-f)+...-^ +4-^+T^+... die)

Le symbole _£(«) désigne ici le nombre des puissances des nombres premiers jusqu'à n

avec un exposant entier.

Ces formules peuvent ensuite servir à déterminer 0(n), pin) el &{n) à l'aide des

facteurs de Môbius. Par l'inversion de la formule de 0(n), M. Bougaïeff a ainsi obtenu

la formule (119); plus simple, est cependant la suivante:

pin) = SE- - 2SE~ + ZSE^- ... (i 25)
a «(> abc

qui peut aussi s'écrire sous la forme (126).

Au lieu de représenter cette formule par l'inversion directe de (115), nous l'avons

rattachée à la formule (118), qui donne la fonction symétrique Sf(dz ) formée de tous les

diviseurs des nombres de I à n qui appartiennent à une série de «nombres particuliers» z.

Elle nous apprend, par ex., que SE— désigne la totalité, des diviseurs des nombres

n
de 1 à n qui sont premiers, SE—r, le nombre de ceux qui sont un produit de deux

nombres premiers, etc., d'où une vérification facile de l'exactitude de (125) et des formules

analogues.

Nous considérons ensuite les formules qui déterminent la fonction (pin) de Tche-
bycheff. On montre d'abord que:

SI* = SIP (e^+E^+e£ + ...), (.29,

et en transformant cette expression par l'introduction de la somme des logarithmes des

nombres premiers jusqu'à n inclusivement, somme qui est désignée par F(n), on obtient

les deux équations:

Tin) == Six = l(n) + 4'

( \)
+ <l> (y) + • • • = \<l> (-J-)

(131

et (j)(n) = F{n) + Fin") + F(n») + . . ., (130)

ou aussi <p(n) = Elp.E-j-- (132)

Les deux formules (130) et (131) sont celles que M. Tchebycheff a le premier données

dans son célèbre «Mémoire sitr les nombres premiers»; elles permettent, par un double

ploi des facteurs de Môbius, de déterminer l'importante l'onction <l>(ri).

Tin) peut aussi être exprimé de plusieurs autres manières par <j){n); en prenant

la différence entre T[n) et T(n— I), on déduit de ces transformations les formules:

38*
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In = Zw(—)l— = 2m[d)ld, (134) et (136)
i \ x J x

|

où w(x) désigne, comme auparavant, une fonction qui est égale à — lorsque x==pm et

nulle dans tous les autres cas, et cl tous les diviseurs de n.

(les équations, qui sont évidentes, peuvent, de même que la formule T(n) =
w

71
2'E— S>{x)lx, être considérées comme de simples définitions de la fonction w{x), et s'il

i x

était possible de déterminer S>{%) exactement ou approximativement, on obtiendrait par som-

mation des formules d'approximation correspondantes tant pour ë[n) = 2w{x) que pour
1

(p{n) = 2<b(x)lx. Nous sommes donc conduit ici, comme par la formule de Riemann,
i

à considérer la fonction ë{n) comme admettant, au point de vue analytique, une définition

plus simple que 0(n) elle-même.

Le reste du paragraphe est consacré à différentes formules qui donnent de curieuses

identités entre les quantités des nombres premiers. Elles sont des conséquences des for-

mules générales développées plus haut, mais on ne saurait guère en faire d'autres appli-

cations et, notamment, elles ne se prêtent pas plus que les relations qui précèdent ;ï

l'établissement direct de formules d'approximation analytiques.

g 6. Détermination approchée de la fonction m(x). En nous basant sur

les définitions précédentes de m(x), nous avons cherché, dans ce paragraphe, à déterminer

la valeur moyenne de cette fonction ou plutôt de w(x)lx, qui y est désignée par t{x).

Nous considérons d'abord les formules (145), dont la première, lu = 2'zi—j, peut seule-

ment servir à la détermination de r(.r) par l'emploi des facteurs de Möbius. Mais une com-

paraison de deux formules :

In = Î(e— — .E—W'> et &» = £—*(*),
l \ X X J l X

dont la dernière définit une fonction t(x) qui doit se rapprocher de la valeur moyenne de

z(x), semble indiquer que celle-ci converge vers l'unité lorsque n croit indéfiniment. La

troisième expression: ln = 2'r(d),

su la somme 2 comprend tous les diviseurs du nombre n, donne le même résultat. En

remplaçant z(x) par une fonction t(x) déterminée de manière que sa valeur moyenne, prise

par rapport à tous les diviseurs dans un nombre voisin de n, soit ln, on trouve à l'aide

des formules (107) qu'elle est déterminée par:

t(7l) =1 -, (H7)

où k est une constante. Cette valeur peut donc être considérée comme la valeur moyenne

de tous les r qui correspondent aux diviseurs des nombres dans le voisinage de ».

On peut aussi considérer directement la formule T(n) = SE—r[x), en formant

ta valeur moyenne de tous les z correspondant aux valeurs de x depuis 2 jusqu'à n, avec
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les poids E— . Cette valeur moyenne est alors donnée par les formules:

r,N ^ï^^'-^-w^ 1
,,48) cl ,,/,9)

2 X

et converge également vers la limite 1 lorsque u croit.

Il n'est pas sans intérêt de former la valeur moyenne de tous les t compris

dans la différence T(n) — 2 7'( Æ -„), où tous les coefficients sont nuls ou égaux a I,

comme on le voit par l'exemple (152). Cette valeur moyenne devient:

et se rapproche plus de I que les autres valeurs moyennes.

Les résultats obtenus indiquent bien que la valeur moyenne d'une série de z{x)

successifs doit se rapprocher de la limite 1 , mais ils n'en donnent pas une démonstration

satisfaisante, comme on n'a pas réussi à trouver, pour une somme de la forme Sz{x) , une
i

expression suffisamment exacte qui put servir à former une valeur moyenne de la fonction

r(.r) où tous lés poids fussent égaux. La formule qui satisfait le mieux à cette condition

est l'expression (156) pour r2 (n). II n'y entre en effet que des poids qui sont tous nuls

ou égaux à 1, et, chose à remarquer, tous les t(x) qui correspondent à des valeurs de x

n ......
comprises entre — et n ont pour poids 1 unite.

Mais ces valeurs moyennes ont cependant quelque importance, en ce sens qu'elles

confirment que la partie continue de la formule de Riemann donne une bonne approxima-

tion de la totalité des puissances des nombres premiers divisées par leurs exposants.

g 7 La fonction fiix). Comme <p(n) = Sr(x), on doit s'attendre, d'après ce

qui précède, à ce que cette fonction ne s'écarte pas beaucoup de n— 1, et cette expression

mise dans la formule :

nw-f*(£),
donnera aussi une bonne approximation de la vraie valeur de T\n). La détermination

directe de <p[n) par cette formule s'obtient par inversion à l'aide des facteurs de Möbius,

comme le fait voir la formule (160). C'est par cette voie que M. Tchebycheff a trouvé

les véritables limites de <p[n) indiquées dans (166). Mais ces limites sont certainement

beaucoup trop larges. Nous avons essayé d'employer d'autres formes de <p{n) obtenues

par inversion, mais sans résultat satisfaisant, bien que la formule :

<}>[n) = — 2fi(x)E—-lx (170)
i x

présente quelque intérêt comme étant très voisine de la formule (33) de Möbius.
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Par contre, la méthode de Riemann peut donner pour (j>(n) , ou plutôt pour

.1.

(^(M _.0)-(-^(n-j-0)), une expression qui mérite d'être remarquée. Un l'obtient en traitant

l'intégrale: r*+™

2 x<f> (x) = — V y Drls (r) dz (171)

de la même manière que celle de Riemann. En effet, en introduisant dans cette inté-

grale l'expression qu'il a donnée pour ls(r), et en intégrant terme par terme, on trouve:

,,, „ - i „ .', cos alx + «sinaLr
, , ,,_„,

<P(x) = (*_!) — l{\— ar-2
)
— 1a:ï2a

l r^H + ;-
> <

178
)

T a"

où À est une constante dont la valeur est voisine de 0. Cette formule est analogue à

celle de Riemann pour &(x) et présente, quant aux termes périodiques, les mêmes

manques provenant des racines «; mais elle est beaucoup plus simple, et comme &[x)

peut être déterminée par <j>[x) avec une approximation assignable, il sera sans aucun doute

plus pratique de s'attacher principalement à trouver cette dernière fonction.

En raison de l'analogie de cette série périodique avec la série périodique (181),

j'ai déduit de celle-ci une série (183) complètement analogue à Ea , cl dont la somme

peut être exprimée à l'aide de nombres premiers et de quotients incomplets. Quoique

cette série n'ait pas été ramenée à la fonction <p(x), il semble cependant qu'une telle trans-

Ix Ix

formation pourrait être opérée en remplaçant les différences
j

E -j- par des séries

trigonométriques infinies, de sorte qu'il serait possible, par cette voie indirecte, de déterminer

les racines «, qui peut-être sont des fonctions simples des nombres premiers eux-mêmes.

Un pareil résultat serait un progrès, en ce sens qu'on passerait ainsi directement

d'identités purement numériques à la formule de Riemann, et arriverait par suite à mieux

pénétrer le caractère de cette dernière, mais les difficultés relatives à la détermination des

limites absolues des erreurs n'en seraient pas nolablement diminuées.

Qu'il soit possible de passer directement d'une de ces espèces de formules à l'autre,

c'est ce qu'on peut constater en considérant, entre autres, la formule suivante, qui est un

supplément de (167): 2mitlx

1 M 1
*">

,
lp

f(x) = 0{g)lx-±i:ip + -Zlp —J—
,

(184)

où g désigne une limite arbitraire > x, et où la somme 2' s'étend à tous les m de 1 àœ
et a tous les p<g. On trouve cette formule en décomposant dans la fonction:

_L = /TAi-p-n,
o(r) i

où le produit // est pris pour tous les nombres premiers < g, chaque facteur en fadeurs

linéaires par rapport à r, et en introduisant ensuite l'expression ainsi obtenue dans l'inté-

grale de (p(x). En effet, on obtiendra de cette manière le même résultat qu'avec ls\r) lui-

même, qui contient tous les nombres premiers. Une formule correspondante pour U(x) est

donnée dans (83) ou (84 1. Enfin, on peut, au moyen de (185), transformer directement (181)

en une expression connue :
, ,„ ;

(ji(x) = ElpEj- (voir 132).
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hans une note ajoutée à la fin de ce paragraphe, on fait remarquer <pie les termes

dominants dans les formules de <p(x) et de &[x) proviennent du terme — £(»•—I) dans la

formule de ls(r), et qu'il en est de même des formules (63) et (64), où le degré d'approxi-

mation est en outre facile à calculer.

On fait également observer que la marche suivie par M. Tchebycheff dans son

premier mémoire »Sur la totalité des nombres premiers inférieurs à une limite donnée»,

conduit à une détermination de lim <fi(n) ,
pour n — ce

,
qui s'accorde avec ce qui

précède, car les considérations qu'il fait valoir montrent, avec un léger changement, que
as

2(1— T{x))x-''{lr)'", pour m = 0, 1,2..., continue à être une grandeur finie, lorsque r

converge vers 1. Nous nous sommes contenté de cette indication parce qu'il nous semble

que M. Tchebycheff n'a pas suffisamment justifié le point de départ de ces formules;

ce qu'il s'agit surtout ici de montrer, s'est que son résultat, la formule d'approximation

Li(x) pour 0(x), n'est pas en opposition avec la formule de IViemann; tout au contraire,

il serait précisément arrivé à établir la même formule pour ê(x) si, au lieu de —27(1—p~r
),

il ne s'était pas seulement borné à employer le terme 2p~''.

g 8. Formules d'approximation pour &(n) et 6 (ri). Lorsque la valeur

moyenne de r(w) est égale à I , la valeur moyenne correspondante de </>(n) sera n—

I

"
1

et celle de &(n), 2y-. Dans tous les cas, on peut poser z(x) = i(x) -\-f[x), où i(x)

désigne la valeur moyenne de t(x) I par conséquent I ou, si l'on veut, 1 — 1, et, en même
" " '"(Ar)

temps, on aura é(n) = Zt(x) + F(ri), où F(n) = 2f(x), de même que #(n) = 2'-r—\- lt(n),
2 2 2 IX

" f(x)
où l'erreur R(n)=2-.— , comme il est facile de le montrer, est du même ordre que

l'erreur dans l'expression approchée de <p(n). En introduisant dans <p(n) les limites de

M. Tchebycheff, qui donnent F(n) = X.n, on voit que, pour l'écart entre #(n) et Li(n),

les limites sont proportionnelles à la fonction t}(n) elle-même, et il résulte également de

(HH) que 0(n) pourra, avec une approximation analogue, être déterminée comme J'(.r)-\-U

Nous n'avons pas réussi à établir pour les écarts des limites absolues plus étroites que

celles qui découlent des limites de Tchebycheff pour <p(ri), mais il n'est guère douteux

qu'il ne soit possible de trouver des limites de la forme ^ÀVn , où À est une constante.

Par contre, il est facile de calculer la somme des carrés des écarts entre r(x) et 1

comme entre &(x) et y- . On trouve respectivement:

S = 1\t(x)— I)
2 < l-2(ln— \)n

ou, d'une autre manière, l'expression (190). Ces deux dernières formules, qui ne donnent

certainement que des approximations grossières, indiquent qu'une grandeur proportionnelle

à |Ay|») doit donner une limite supérieure pour l'écart moyen entre &(n) et Li(n).
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Ainsi qu'il résulte Jes comparaisons que M. Glaisher a entreprises entre les

différentes formules et les quantités des nombres premiers véritablement énumérés, la

formule de Riemann, en tant qu'elle a pu être vérifiée, est très supérieure aux autres,

et il ne doit guère être possible d'obtenir de bien meilleurs résultats en employant des

formules continues qui ne donnent pas des courbes avec des points d'inflexion. Cependant

il pourrait valoir la peine d'essayer pour H[n) d'employer une formule d'approximation de

la forme: n(l-Mi)
n =

In

où À' est une fonction /(n), une forme qui se rattache étroitement à la formule </>(n) = n— I.

Mais il faut, d'après ce qui précède, regarder comme certain qu'on commet une

erreur systématique de l'ordre #(n*) en employant le logarithme intégral comme formule

d'approximation pour H{n) au lieu de #(n).

g 9. Intervalle entre deux nombres premiers consécutifs. La limite

supérieure de cet intervalle pourra facilement être déterminée quand on aura trouvé les

limites absolues d'une fonction arbitraire F(n\ qui varie seulement lorsque n passe par un

nombre premier. En effet, en supposant que ces limites sont des fonctions de n exprimées

par A(n) et B(n), de sorte que:

A(n) < F(n) < B(n) (194)

pour tous les n plus grands qu'un nombre donné , et en désignant par p un nombre

premier et par p -\- a -\- l le suivant, on trouvera la limite supérieure de a en résolvant

une des équations:

A(p) == B(p\-a) ou A{p+a) = B(p)\ (195)

En employant la même méthode pour déterminer l'intervalle entre deux nombres

consécutifs qui sont des puissances de nombres premiers dans le voisinage du nombre n,

on trouvera facilement, à l'aide des limites de M. Tchebycheff pour <p(n), que:

a < 4-» + 3Vn
;

(198)
5

mais on peut regarder comme certain que cette limite est beaucoup trop élevée. D'autre

part, si l'on pouvait montrer que les limites de </>(n) dépendent de Vn comme on l'a

supposé dans (199), la limite de l'intervalle serait aussi déterminée d'une manière tout à

fait analogue.

Pour mieux voir comment l'intervalle varie en réalité, j'ai réuni dans le tableau

p. 255 les intervalles relativement les plus grands entre les puissances des nombres premiers

dans la première partie de la suite des nombres, ainsi que quelques-uns des intervalles les

plus considérables au-dessus de 100, et les ai comparés soit avec Vn , soit avec in et

\lrif-. Il semble résulter de cette comparaison que l'intervalle croît moins fortement que

Vn mais plutôt comme (In)
2

. On pourrait sans doute en représenter la limite par une

série très convergente de la forme:

a = a + ßln -f r \ln)" + d(ln)3 + ...,

où les coefficients sont d'une nature telle, que le troisième terme est le terme dominant

dans la parlie de la suite des nombres pour laquelle on a des tables de diviseurs.
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ja lü. Explication des tables. Nous expliquerons brièvement dans ce qui

suit le conlenu des tables qui accompagnent ce mémoire. Sauf remarque du contraire,

elles ont été calculées par l'auteur, l'importante table II dans l'automne de 1882, avant qu'il

eût l'occasion de se servir de la comparaison établie par M. Glaisher entre la totalité des

nombres premiers et la formule de Riemann.
Table I. Valeurs des sommes des puissances réciproques des nom-

bres et leurs logarithmes.

Les I
e

,
2° et 4

G colonnes de cette table sont reproduites d'après Merrificld,

tandis que, dans la 3
e colonne, les logarithmes vulgaires des sommes s(r) des puissances ont

été calculés par l'auteur lui-même et contrôlés par comparaison avec les logarithmes naturels.

Table II. Valeurs de el et de Li[ex) depuis * = 5 jusqu'à æ = 20, avec

un intervalle de 0'2.

Ces valeurs, à l'exception des logarithmes intégrais de x — 5 à x =7, qui sont

donnés d'après Bretschneider (avec une augmentation du dernier chiffre là où il a

ajouté deux points) , ont été calculées par l'auteur suivant la méthode qu'on trouvera

indiquée plus loin dans le supplément. Comme il s'était d'abord seulement proposé d'obtenir

environ 12 chiffres exacts, les dites valeurs se présentent avec un nombre de décimales

un peu différent. Relativement à l'exactitude, nous remarquerons que, notamment dans la

dernière partie de la table, il peut régner quelque incertitude sur le dernier chiffre. Comme
moyen de contrôle, on a indiqué les différences entre les valeurs elles-mêmes.

Table III. Valeurs de la fonction P(ex ) de .»= à #= 20 avec un inter-

valle de O'I, avec les logarithmes correspondants, etc.

Dans cette table, log P(ex ) doit être regardé comme la partie principale, tandis

que les valeurs de la fonction P(ex ) ne figurent que pour le contrôle. Elle a été calculée

comme il suit. Dans la première partie de la table, les valeurs de :

Plex \ = _i_
x

i

x
i

(
'
-

[l].l Ss
+

[2].2*3
+

[3].3Sjl
+ ---

ont été trouvées directement par le calcul logarithmique des différents termes de la série;

mais ce calcul étant bientôt devenu trop compliqué à cause du grand nombre des termes,

j'ai déterminé de la même manière la série correspondante :

q[e)
s2 [1J.1

+ s
3 'm.2+ s, -[SJ.3 + ---

(
~0,)

après quoi j'ai trouvé:

P{e*) = Li[ex )
— C—læ— Q(ex). (202)

Pour les plus hautes valeurs de x, je me suis servi de la série R(ex) déterminée par (203),

laquelle a donné:

P(fi') = Li(ex)
— C—lx— -^- P(eî) — R(e x

) , (204)

P(eî) étant pris dans la partie déjà terminée de la table.

Dans le calcul de Q(ex ) et de R{ex], on a seulement employé des logarithmes

avec 5 ou 6 décimales, et pour en vérifier l'exactitude, ou a soumis à des preuves par

différences les logarithmes à 5 décimales de ces fonctions, comme les logarithmes de

toutes les fonctions qui figurent ici varient de façon que les différences décroissent

avec une très grande rapidité.. Par suite de cette circonstance, on a jugé plus pratique

Vidensk. Sclsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. II. 6. 39
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de construire une table de los P(e r
)
qu'une table de P{ex), parce qu'il en est résulté cet

avantage qu'un grand nombre des logarithmes cherchés ont pu être déterminés par inter-

polation. En effet, les valeurs indiquées dans la table pour les fonctions ont seules été

calculées directement, et leurs logarithmes ont servi à trouver les autres par interpolation.

Pour x > 8 -

4, on a d'abord calculé les nombres placés sous la rubrique Li(ex )
— P(ex), et,

avec leurs logarithmes, on a déterminé les autres par trisection de l'intervalle suivant la

méthode de Briggs. Les logarithmes ainsi trouvés ont de nouveau été employés dans la

construction de la table de P{ez
)
pour x > 10. Relativement à l'exactitude qui a été obtenue,

le dernier ou quelquefois les deux derniers chiffres des valeurs fondamentales de P(ex \ ne

peuvent être regardés comme certains, tandis que, dans les logarithmes, il ne règne en

général de l'incertitude que sur le dernier chiffre, de sorte que la table donnera toujours

une approximation suffisante pour l'usage auquel elle est destinée.

Table IV. Totalité des nombres premiers dans chaque centaine de

I à 10000, avec les valeurs correspondantes de 0(x) pour les 100 premiers
multiples respectivement de 100 et de 1000, et

Table V. Totalité des nombres premiers dans chacun des 90 pre-

mières centaines de mille, avec les valeurs correspondantes de tj(x) pour
les 9 premiers multiples de 10 5

.

Ces tables donnent les résultats des enumerations faites dans les tables des diviseurs,

telles qu'elles résultent de la comparaison établie par M. Glaisher dans son introduction

à la table des diviseurs pour le 6e million, et elles sont par suite entachées des erreurs

qui ont pu se glisser dans les dites tables. Oppermann en a ainsi relevé une en constatant

que 1330001 est un nombre premier, tandis que Burckhardt le donne comme composé.

II n'a pas été tenu compte ici de celte correction. Rappelons enfin que nous n'avons pas

compté 1 parmi les nombres premiers comme M. Glaisher le fait.

Table VI. Comparaison entre les valeurs de d(ex ) et de P(ex
)
pour #< 15.

Cette table est une supplément à la comparaison établie par M. Glaisher, et a

surtout de l'importance pour les nombres inférieurs. Elle a été originairement construite

pour rechercher si la distribution, en apparence périodique, des grands écarts qu'on trouve

dans le diagramme publié par ce géomètre dans sa table pour le 6e million, existe réelle-

ment. Cela ne semble pas cependant être le cas. La table renferme en outre, dans la

dernière colonne, l'écart moyen entre et P-\-l calculé pour chaque groupe de 10 écarts

consécutifs.

Table VIL Valeurs de <p(x) pour tous les nombres de 1 à 2000.

Ces valeurs ne sont cependant indiquées que pour les valeurs de x qui font varier

<p(x). Elles ont été obtenues par la sommation des logarithmes naturels des tables de

Vega, et contrôlées soit par le calcul de ÏV2000) soit par comparaison avec les logarith-

mes vulgaires correspondants. La table contient en outre, jusqu'à 300, les valeurs de

diverses autres fonctions numériques, dont l'importance pour ces recherches est évidente.

Les valeurs de la série S— /i{x) sont formées à l'aide des «Tables of squares, cubes, etc.»

de M. Barlow, London I860, où l'on a pris les valeurs réciproques de x.
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g II. Conclusion. Si, en terminant, nous jetons un coup d'oeil en arrière sur

les résultats qu'ont donnés les recherches qui précèdent, nous ne saurions nier qu'ils ne

semblent guère être en rapport avec le grand appareil qui a été mis en œuvre. Nous

n'avons en effet établi par aucune preuve rigoureuse qu'une fonction /(«), indépendante des

ß[x\ fix)
laliles des diviseurs, est liée à ffl.v) de manière que Lim —-.

—
f— = 0. 'fous les moyens

f\x)

que nous avons employés ont seulement abouti à montrer que tel est probablement le

cas de la fonction de Riemann que. nous avons désignée par P[x)-\-l, et notamment que

son écart d'avec 6(a\ est toujours compris dans des limites de l'ordre Vx. Bien que

beaucoup de signes indiquent que d'autres recherches plus approfondies seront encore

nécessaires pour établir une pareille preuve, il n'est cependant pas invraisemblable que,

relativement à ce problème spécial, nous nous serions approché plus près du but en

fixant exclusivement notre attention sur les valeurs asymptotiques des fonctions dont il

s'agit. Mais c'est à dessein que nous ne nous sommes pas placé à ce point de vue,

parce que, en réalité, il importe davantage de connaître des formules d'approximation qui

puissent être employées pour des valeurs finies des arguments, et que de telles formules

donneront en même temps les formules d'approximation asymptotiques.

Mais nous avons pourtant obtenu quelque chose par nos recherches, et nous

croyons en outre que c'est quelque chose d'essentiel. En premier lieu
,

pour ce qui

regarde la remarquable formule de Riemann, non seulement nous avons ramené la preuve

de l'origine de son intégrale à des données relativement simples qui permettent d'en

pénétrer plus profondément la nature, mais, par le commentaire dont le traitement même
de cette intégrale a été l'objet, nous avons aussi écarté toutes les difficultés qu'elle présente

et éclairci le désaccord existant entre les formules de Riemann et de Genocchi, dés-

accord sur lequel ce dernier s'exprime lui-même très modestement. Toutes les difficultés

du développement de Riemann sont ramenées par là à la détermination du développement

de ls\r), problème qui peut être traité indépendamment de la théorie des nombres premiers.

En outre, relativement aux racines a. nous avons donné quelques indications qui ne seront

pas sans utilité pour des recherches futures. D'une importance plus pratique est cependant

la forme élégante que nous avons donnée à la fonction P(x), forme qui a le grand avan-

tage de pouvoir se prêter à un calcul numérique facile.

De plus, et ce n'est pas sans importance, nous avons reproduit un certain nombre

de recherches éparses et peu connues sur la théorie des nombres et, en les mettant en

relation avec la fonction ij){x) de M. Tchebycheff, montré qu'elles conduisent aussi à

considérer non pas la fonction ff{x), mais &{x), comme celle qui doit jouer le premier rôle

dans ces recherches.

Nous sommes arrivé ainsi, par des considérations tirées de la théorie môme des

nombres, à indiquer le rôle que le logarithme intégral doit jouer dans la détermination de

la totalité des nombres premiers, et, bien que la démonstration ne soit pas complètement

satisfaisante, elle l'est cependant assez pour que, par celte voie, on eût pu être conduit à

faire de Li(x) une formule d'approximation de &{x), même si la formule de Riemann n'avait

pas déjà été connue. Il semble en même temps qu'en poussant plus loin ce genre de

recherches, il serait possible d'obtenir une preuve certaine que la limite de l'erreur dépend

39"
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de Vx , mais cela exigerait sans doule préalablement une étude plus approfondie des restes

qu'on trouve en divisant un nombre par tous ceux qui le précèdent dans la suite naturelle

des nombres. En effet, la difficulté que nous avons toujours rencontrée pour resserrer les

limites dont il s'agit provient, entre autres, précisément de la circonstance que, pour des

il fi

différences de la forme E— , on ne peut, même lorsqu'on en a une somme, obtenir

des limites plus étroites que et I. Qu'il y ait vraiment quelque cbose à faire dans cette

voie, c'est ce qui ressort, en particulier, du mémoire souvent cité de M. Berger. Une

discussion plus approfondie des problèmes qui se rattachent à des séries renfermant des

facteurs fiix), semble également devoir être très désirable pour l'avancement de ces recherches,

car on arriverait peut-être aussi par là à combler les lacunes que présente notre travail.

Enfin , nous considérons comme le résultat le plus important de nos recherches

d'avoir montré que tous les travaux antérieurs indiquent le logarithme intégral Li{x) comme

formule d'approximation de ê[x), et que <tt{x) peut êlre représentée approximativement par

une expression de la forme x — const. Plusieurs circonstances indiquent que la solution

complète du problème qui nous occupe n'excède pas les ressources de l'analyse moderne,

et nous espérons que ce travail pourra contribuer à orienter les investigateurs futurs dans

les différents points de vue sous lesquels il peut être considéré, et à en faciliter ainsi

indirectement la solution.

Supplément: Sur le calcul de la fonction Li{e'\.

Pour déterminer les valeurs de Li(e x
) données dans la table 11, j'ai calculé les

différences entre deux valeurs de Li(e r
) correspondant à des intervalles égaux. En effet,

comme „„+., p v x ^

Va 1/0 L«A> vu vu

il s'agira seulement de calculer successivement des intégrales de la forme:

A7
„ = — \ «'r

(
—

)
dx,

a \ \ a
vo'J0

g"

oii n est un nombre entier et x < a. Si l'on pose N„ = — A„, on trouvera sans difficulté

par intégration partielle une formule récurrente à l'aide de laquelle les N consécutifs pourront

être facilement déterminés, et on obtiendra le même résultat en calculant une fois pour toutes

les intégrales V e
xx ndx correspondant à des valeurs déterminées de x. En prenant pour a

Jo

un nombre entier et «= 1, cette manière de procéder a donné, après détermination pré-

alable des puissances en question de «, un moyen relativement simple pour calculer

Li(e"+i )
— Li(e"\ pour a= 16 à 20, et ces valeurs, conjointement avec celles calculées

auparavant par MM. Bretschneider et Glaisher, ont ensuite pu servir à contrôler le

calcul plus détaillé qu'exigent les intervalles plus petits.
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Pour ce calcul, on a employé les formules (8)— (10) en prenant successivement pour

a les arguments qui figurent dans la table II avec l'intervalle
-

2, ,<• restant toujours égal

à 0-1. Les premières valeurs de N ont ensuite été calculées par des multiplications et

des divisions directes, tandis que, pour trouver celles de N3 et des N suivants, on a jugé

plus simple de calculer par logarithmes les termes dont il s'agit à l'aide des intégrales
»+o 1

\er £•"</.! déterminées une fois pour toutes. De cette manière, on a trouvé une série très

rapidement convergente pour la détermination des différences successives de la table, et,

par celles-ci, toutes les valeurs de Li(ex), dont le dernier chiffre, dans la table, est aug-

menté d'une unité lorsque le chiffre suivant est égal à 5 ou plus grand que 5.

Si, pour intervalle, j'ai choisi 0-2 et non 0*1, la raison en est, d'une part, que le

calcul en est facilité et, de l'autre, que mon intention à l'origine était seulement de calculer

une table des logarithmes de Li\ex )
avec 10— 12 décimales. En réalité, une pareille table

pourrait être construite par interpolation à l'aide des logarithmes des valeurs contenues

dans la table II, et serait la forme la plus commode d'une table de logarithmes intégrais

des grandes valeurs de n, surtout si les arguments étaient les logarithmes vulgaires.

Mais j'y ai renoncé parce que, pour ces recherches spéciales, il était préférable de con-

struire une table de log P{e æ
).

C'est seulement après avoir terminé ce travail que j'ai eu connaissance de la

3 e partie des tables à 14 chiffres de M. Stenberg. Dans une introduction, l'auteur

développe une série de formules qui, dans leurs parties essentielles, sont identiques à celles

qui ont été développées plus haut.

J'ai également plus tard eu communication de quelques calculs inédits de Li(ex
)

pour des valeurs entières de a jusqu'à æ=20, dus à feu M. le professeur Oppermann.
Ils ont été effectués à l'aide des formules (II) et (12) et fournissent par suite un moyen de

contrôle, puisque, pour chaque valeur entière de a, on détermine en même temps les deux

intégrales :

l'intervalle f étant partout le même et ici égal à 1.

On trouvera dans le tableau, p. 268, le résultat de ce calcul. Les valeurs de c
ont été calculées en partie par Oppermann, en partie, pour ce qui concerne les

dernières, par l'auteur, qui, en même temps, a entrepris le calcul des trois dernières valeurs

de IA(ex
),

pour lesquelles Oppermann n'avait pas obtenu plus de 12 décimales exactes.

M. Bre ts cline ider ayant, avec la même exactitude, déterminé les valeurs correspondantes

de Li(eT
) pour les valeurs inférieures de x, on possède ainsi les valeurs fondamentales de

cette fonction calculées avec 20 décimales jusqu'à x = 20.
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Errata.

(Les formules sont comptées pour des lignes.)

Page 193-

195-

199-

202-

204-

-11, ligne 14
,

au lieu de

-13, formule (29), » »

-17, ligne 22,

-20, formule (65)

Zx~ r = C— elc., lisez

\li(œ)ar~r dlx
,

/<W

.
— elc.

\h{x)x-
Jo

'dix

-22, » (72), le dernier membre sous le signe 2a doit être ill —
j

. ).

206—24, ligne 17 , au lieu de — . dz , lisez : \ -=

—

ß(r-ß) ' )ß\r- ß)

dß

215—33, » 22 ,

221—39, formule (111),

223—41 (118),

Césaro,

1

o

Cesàro

8(n)

1
le numéro (118) doit

P\P~ r) P\ 1 ~7) être effacé.

» , ligne 5— 11 ,
la lettre x doit être remplacée par n ; dans la formule (120), le

numérateur et le dénominateur du dernier membre sont en outre intervertis.

224-

225-

231-

236-

256-

286-

42, ligne 28 ,
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tao Foranledning af den til Fastsættelsen af de elektriske Maalenheder i Oktober 1882

sammentraadte internationale Konference har der af Hegeringen været bevilget mig en Sum

af 5000 Ur. til Udførelsen af nærværende Undersøgelse, hvorved langt større Midler bleve

satte til min Raadighed end dem, jeg ved mine tidligere til samme Maal sigtende Under-

søgelser 1
) havde været i Besiddelse af. Officersskolens kemiske Laboratoriums Lokaler vare

velvilligt stillede til min Disposition, ligesom en væsentlig Bistand har været mig ydet paa

mangfoldige Maader af Laboratoriets forstander Dr. H. Topsøe, som navnlig ogsaa har

udført en stor Del af Maalingerne.

Til Bestemmelse af de absolute Grundenheder: Tid, Længde og Masse vare følgende

Apparater anskaffede:

1. et Pendulkronometer, hvis Gang bestemtes ved Sammenligning med det astro-

nomiske Observatoriums daglige Tidssignal,

2. en i Centimeter inddelt Normalmeter og et Kathetometer, begge fra Société

Genevoise, den første med angiven Korrektion (0,0237
mm

,
rigtig ved — 1",25 C),

som var bestemt ved Sammenligning med en af det internationale Bureau i Paris

verificeret Meter,

3. Normalvægtlodder fra ^estphal i Celle.

I. Methoder for Modstandsmaalingerne.

Absolute M aal in ger. Den anvendte Methode er i Principet ganske den samme,

som den jeg i mine tidligere Undersøgelser har benyttet. Derimod har jeg i Udførelsen af

Forsøgene gjort væsentlige Forandringer, navnlig for Rotationsapparatets Vedkommende, som

jeg har indrettet i Overensstemmelse med det af mig til den internationale Konference gjorte

Udkast 2
), og som nærmere vil blive omtalt i det følgende.

]
) Overs, over d. K. D. Vnlensk. Selsk. Forll. 1873, S. I.

'i Journal .Ir [.Ins., S II, T. I, p. -i77, 1882.

in-
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Relative Maalinger. Til alle mine relative Modstandsmaalinger har jeg benyttet

en særegen Methode, som har vist sig saavel bekvem i Udførelsen som i høj Grad nøjagtig,

hvorfor jeg tør anbefale den fremfor de sædvanlig benyttede Methoder.

De to Modstande AB og CD, som skulle sammenlignes, forbindes ved en Ledning

BC og indskydes tilligemed to Traadruller i en Strømkreds. Disse Traadruller ere i pas-

sende Afstand anbragte paa Bordet foran og bagved et Spejlgalvanomeler. Fra to af de

ure Punkter A, B, C og D afledes Strømmen til Galvanometret, saaledes at denne afledede

Strøm virker modsat Hovedstrømmen i Traadrullerne paa Galvanometrets Naale. I den til

Galvanometret førende Ledning er desuden indskudt en Rheostat, ved Hjælp af hvilken

Modstanden forandres, indtil Galvanometerspejlet er ført tilbage til Skalaens Nulpunkt.

Modstanden i Galvanometret tilligemed dets Tilledningstraade være betegnet ved G,

Rheoslatmodstandene ved R, R lt R 2 , efter som man har afledet Punkterne AC, BD eller

AD. Man vil da have
k.AC = G + R
k.BD = G+R,
k.AD = G + R,

,

idet k -f I svarer til det konstante Forhold imellem Hovedstrømmens og den afledede Strøms

Styrke. Heraf erholdes

CD R„ — R
AB R.

z
— R

x

Forsøgene kunne varieres ved Afledning af andre Par Punkter, som AB og CD, hvorved

erholdes en Kontrol for Rigtigheden af det fundne Resultat.

For tillige at kunne variere Konstanten k paa bestemte Maader var Traaden i Traad-

rullerne sammensat som et Kabel af 1 1 indbyrdes isolerede, Traade. Kabelet var svagt

snoet, ligesom ogsaa de over en Meter lange to Kabelender fra enhver af Rullerne vare

sammensnoede og førte til Siden til en Kommutator, hvor de 22 tæt til hinanden førte

Traadender kunde indbyrdes forbindes paa hvilken som helst Maade. Man var saaledes i

Stand til ved uforandret Stilling af Traadrullerne at forstærke disses Virkning paa Galvano-

metret 2, 3, indtil 1 1 Gange. Selvfølgelig maatte det, naar disse Kombinationer benyttedes,

paases, at hele den udenfor Traadrullerne værende Ledning for Hovedstrømmen ingen Virk-

ning udøvede umiddelbart paa Galvanometret, hvilket opnaaedes ved Udskydelse af Traad-

rullerne af Ledningen og Kompensering af den øvrige Lednings Virkning ved Indstilling af

en paa Ledningen nær Iagttageren anbragt Sløjfe.

Galvanometret var et Thomson'sk med Planspejl og Kikkertaflæsning. Det indeholdt

to Traadruller, den underste, som omfattede en Sats af smaa Magnetnaale, havde en tyk

Traad, den øverste, som alene benyttedes ved disse Forsøg, bestod af en dobbelt, tynd og

lang Traad og omsluttede den paa Spejlet anbragte Magnet.
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Alle Forsøg anstilledes i et ikke opvarmet Lokale. Forandringer ander en Forsøgs-

række af Galvanometrets Nulpunkt ophævedes ved Hjælp af en i Nærheden af Iagttageren

anbragt Magnet. Rheostaten var en Siemens' med fra I indtil 10000 Enheder, hvortil

undertiden blev føjet en anden fra j
1

,,
til 1 Enhed. Ved Kalibrering viste den forste Rheostat

sig saa nøjagtig, at der ikke behøvedes at indføres nogen Korrektionstabel. Jeg skal tilføje,

at Rheostaten dengang var ny, og at der et halvt Aar senere viste sig kjendelige For-

andringer, som vilde have gjort en ny Justering nødvendig.

II. Kalibrering af Glasrør.

Alle Kalibreringerne ere udførte af Dr. Topsøe. 1 en lille Afstand fra det paa et

Betonfundament opstillede Kathetometer var et Mahognibrædt anbragt vertikalt paa et lige-

ledes paa Beton hvilende Bord. I dette Brædt var Normalmeteren indlagt og ved Siden af

deune det Rør, som skulde kalibreres.

Kalibreringen af de snævre Rør udførtes paa den Maade, at en lille Kviksølvsøjle

efterhaanden blev forskudt gjennem Røret, idet hver Gang Søjlens nederste Endeflade netop

tangerede dens øverste Endeflade i dens foregaaende Stilling. Dette iod sig bekvemt og

nøjagtig udføre paa følgende Maade. Et Glasrørr af den Form, som Figuren viser, var

Fis:, i

indsat horisontalt i en Fordybning i ovennævnte Brædt. I den ombøjedc Ende af Røret

indsattes vertikalt det Rør, som skulde kalibreres, medens Apparatets anden vertikale Gren

blev lukket med en Glasprop efter at have tjent til lndfyldningen af Kviksølv. Apparatet

var lukket ved en med Pakskrue forsynet Prop, hvorigjennem gik en lang og fin Skrue, alt

af Staal. Ved Hjælp af denne Skrue kunde Kviksølvet trykkes op til en vilkaarlig Højde i

det Rør, som skulde kalibreres. Dette sidste Rør var foroven dobbelt ombøjet og udtrukket

i en Spids. Efter at Kviksølvet var drevet op indtil Spidsen, blev Søjlen atter trukket tilbage

paa en saadan Maade, at der efter den sammenhængende Søjle fulgte en lille Luftblære og

derefter en omtrent 2 cm lang Søjle. Med denne sidste blev Kalibreringen udført.

Efter endt Kalibrering blev den lille Søjle dreven ud af Røret, optagen i en Skaal

og vejet. Derefter blev en ved en Luftblære adskilt længere Kviksølvsøjle opsuget i Røret,

idet Længden afpassedes omtrent efter hele den kalibrerede Længde. Efter al denne Søjles

Længde og Beliggenhed i Forhold lil cl Mærke paa Buret var maalt, blev Søjlen ligeledes
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uddreven og vejet. Endelig aftages Røret, afbrækkes nier ved det kalibrerede Stykkes

Grænser og tilslibes konisk i begge Ender, hvorefter Horets Længde maales.

De efter hinanden maalte Længder af den lille kalibrerende Kviksølvsøjle vare

/ n ;,„, . . . ;.„ og

Åj +À 2 + ...Å„ = L.

Endvidere være L' Længden af den derefter indførte (store) Kviksølvsøjle, X og Xn de

manglende Stykker i den kalibrerede Længde, saaledes at man har

L — ;.; - x
n
= u.

Ligeledes være L" Længden af det afbrækkede Rør og À" og À" de manglende Stykker i

den kalibrerede Længde, altsaa

L-X[-X'n = L".

Man vil da kunne udtrykke Modstanden À" af Kviksølvsøjlen L" ved

idet r betegner Kviksølvets specilike Ledningsmodstand, og s,, s
2 ,

... s„ de til Midten af

Søjlerne i
t , Å,,, ...).„ svarende Gjennemsnit.

De til det tomme Hum reducerede Vægte af den lille kalibrerende Søjle og af

Søjlen TJ være w og W. De af disse Søjler indtagne Rum kunne betegnes ved v — læ og

V— 2#, idet x er det lille Rum, som begrænses af Kviksølvsøjlernes konvexe Endeflade,

af en tangerende Plan til dennes Midtpunkt og af Rorets indre Cylinderflade. Naar altsaa

Vægten af en Rumenhed Kviksølv ved 0°, som foreløbig antages for Forsøgets Varmegrad,

betegnes ved p, saa er

w = p(v— 2x), W == p{V—1x),

hvoraf W— w = p( V— v) .

Tillige er

Sættes

V In —
j

j- )v, v = V'i == Ma

;
L

a ;
L

a i

L
a/i, - - = dj , /..,—— =

2 , . . . An— —
- — 0„

n n n

hvor Størrelserne o blive meget smaa Størrelser, og indføres Betegnelsen

«7 + «Y + • • • V -= 2d*
,

saa vil man erholde
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kubiske Udvidelseskoefficient ved ;-.

af Kviksølvsøjlen bestemt ved

Man vil da den til 0° reducerede Modstand R

h = R
r+T?
—

De lier benyttede numeriske Værdier af Konstanterne ere

p = 13,5952, j- = 0,0001795, I) = 0,000018, (J
= 0,0000084.

Med Hensyn til den ovenfor benyttede Konstanl r bemærkes, at man vil erholde R udtrykl

i sædvanlige Kviksølvenheder, naar Længderne angives i Millimeter, Vægtene i Milligram

og r sættes lig T^.
Resultatet af Maalingerne vare:

Hor Nr. I.

-= 19,406,L = 368,119,

IJ = 357,042,

L" = 364,61,

h = 19,

W = 1 395,75 mer

,

X 4,685,

/ --

i

i =
w

= — 0,87

I0°,0,

An = 19,315 mn
'.

;.;,
= 6,392

i,,m
.

;." = 4,38
mm

.

= 11 ,0.

75,40 mS', 2'^ 2 = 0,4714.

R = 1,26612 Kviksølvenheder.

Rør Nr. 2.

L = 445,36, Å
t
= 19,965, Ån = 20,434 mm .

JJ = 442,32, A\ = 3,06, X
n
= — 0,0l mm .

L" = 435,30, X[ = —1,58, X" = ll,66 mm.

n = 22, t' -= 9°,6, t" = 9°,o.

W = 351,72"^, w = I6,05 mer
, Zo- = 1,1714.

R = 7,42980 Kviksølvenheder.

Kalibreringen af de vide Ror, nemlig tre 1 Meter lange, I, 2 og 3

Centimeter vide Glasrør, som skulde benyttes ved de absolute Modstands-

maalinger, udførtes paa følgende Maade. Rørene vare ved den ene Ende

lukkede med et med Hane forsynet Jernlaag , og ved den anden Ende ind-

fattede i en Jernbøsuing. Naar et af Rørene skulde fyldes med Kviksølv,

blev det først i horisontal Stilling ved et med Glashane forsynet Glasrør sat

i Forbindelse med en Luftpumpe og pumpet saa lufttomt som muligt, hvor-

efter Kviksølvet indsugedes gjennem Jernhanen. Dernæst opstilledes det fyldte

Kør vertikalt og paa den øvre Bøsning befæstedes det i Kig. 2 fremstillede

Staalapparat, som bestod af et ydre faststaaende Hylster med en Slidse, et

indre Hylster for neden med en af Slidsen styret Tap, for oven Ont skrue-

skaaret og ført af en Møttrik, samt inderst af en i begge Ender tilspidset

Staalstang, der vilkaarlig lod sig forskyde og fastholde. Alt var meget om-

hyggelig afdrejet. Den nederste Spids blev ført ned lil Berøring med Kvik-
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sølvets Overflade, hvilket iagttoges ved Kikkert, og derefter blev Kathetometrets Kikkert

indstillet paa den øverste Spids og dens Højde maalt. Kviksølvet blev efterhaanden udtappet

i passende, omtrent lige store Mængder, og Maalingerne fortsattes igjennem hele den

Længde af Røret, som skulde kalibreres.

Det videste af de tre Rør var forsynet med 4, de andre med 2 fine, konisk borede

Huller. Ethvert af disse Huller vare hikkede lufttæt med en lille Platinplade, som blev

fastholdt med en Køret næsten omsluttende Urfjeder. Dennes ombøjede Ender spændtes

sammen ved en Kobbertraad, der tillige tjente ved de følgende Forsøg til elektrisk Ledning.

Maar ved Kalibreringen Kviksølvet netop var sunket ned under et af Hullerne, blev L'rfjedren

løsnet og forskudt, den nederste Staalspids indstillet paa Midten af Hullet, som endnu ret

godt kunde iagttages i Kikkerlen, hvorefter Højden af den øverste Spids blev maalt. Des-

uden blev særskilt Afstanden maalt imellem Hullerne, som alle laa i samme vertikale Linie.

Da smaa Temperaturforandringer ikke kunde undgaas under Forsøgene, bleve

Maalingerne ved smaa Korrektioner henforte til en fælles Middeltemperatur.

Er L den kalibrerede Længde ved Middeltemperaturen t, W den tilsvarende Vægt

af det udtappede Kviksølv, //Afstanden mellem to Huller, maalt ved Temperaturen t'
, saa

kan Modstanden R' af Kviksølvsøjlen imellem de to Huller, uden Temperaturkorrektion,

bestemmes ved

R'W = rpLL'fji,

hvor
fj

er et fra I kun lidt forskjelligt Tal, hvorved den af de enkelte Maaliuger fremgaaede

Korrektion med Hensyn til Rørets Afvigelse fra Cylinderformen er angivet. Denne Korrek-

tion er, som af det følgende vil ses, meget lille, hvorfor det ikke har været nødvendigt her

at medtage de Maalingers Enkeltheder, der have ligget til Grund for Beregningen. Af den

saaledes fundne Værdi for R' beregnes dernæst den til 0° svarende Modstand R paa samme

Maade som ovenfor, idet i den angivne Formel /.' og t" torandres til t og t'.

Resultaterne af Maalingerne vare:

Rør Nr. I.

L = 525,93 ram
, / = 12°49, W= 23l2l97™er

,

L' = 499,.35mm ,

/' = 10°6, fi = 1,000071,

hvoraf i? = 0,ooi54i80 Kviksølvenheder.

Rør Nr. II.

Dette Rør indeholdt k Huller A, ß, C, 1). Modstandene ved 0° af de Kviksølvsøjler, som

hrlinde sig imellem disse Huller, betegnes henholdsvis ved AB, BC, CD.

AB.

BC.

L = 200,4ö mm
,

t = tl°70, IF = 2103229"'^,

L' -- = 199,79 mm
,

t' = 9"o, n = 1,0001101,.

L =-= 2U3,l!t mm
,

t == 10°79, H = 2124558"^,

L' == I99
)
97mm

,
t' = 9°o, ft

= 1,000021.
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livoral'

CD.
L -- 201,O9mm , t == M°22, W = 208237

5

mer
,

Z' = 200,45 mm , t' = 9°0, [i = 1,(XXK)10,

^5 = 0,00025836 Kviksølvenheder,

BC = 0,00025904

CZ> = 0,00026279 »

Da det senere ved de absolute Modstandsmaalinger viste sig, at de nøjagtigste Resultater

erholdtes ved de Kviksnlvsøjler, som havde den mindste Modstand, blev der ingen absolute

Modstandsmaalinger udførte med det tredie Rer, hvis Modstand i Kviksølvenheder var 0,0002215.

III. Temperaturkoefficienten for Kviksølvets Leclningsmodstand.

Det til alle Forsøgene anvendte Kviksølv var af Dr. Topsøe fremstillet paa to for-

skjelligc Maader. Den ene Del var omhyggelig renset paa sædvanlig Maade, dog uden

Destillation; den anden Del var i større Mængde (lü Kilogram) fremstillet ved Destillation

ni Ivviksolvilte , som var præpareret af renset Kviksølv. Begge Præparater viste imidlertid

ved gjentagne Forsøg ikke nogen som helst kjendelig Forskjel i elektrisk Ledningsevne.

Til nærværende Forsøg benyttedes to ikke kalibrerede Rør, hvis Ender vare udvidede

til cylindriske Beholdere. Det ene omtrent 1 Meter lange, l
mm vide Rør var vunden i

Spiral, det andet var 260 mm langt, 0,imm vidt. og bøjet U- formet.

Efterat Rørene vare fyldte med Kviksølv, bleve de først anbragte under en Luft-

pumpes Klokke, og Modstanden blev iagttaget, medens Luften blev udpumpet. Hvis der

nemlig skulde være smaa Luftblærer tilstede, saa vilde disse udvide sig ved Luftfortyndingen

og derved forøge Ledningsmodstanden af Kviksølvsøjlen. Tillige skulde en ringe Modstands-

forøgelse fremkomme alene ved Trykkets Formindskelse paa Kviksølvet, men jeg fandt

tværtimod en konstant lille Aftagen af Modstanden, hvilken for det U- formede Rør beløb

sig til 0,070 Procent. I andre Forsøg, som senere skulle omtales, og hvor der benyttedes

lige, horisontalt stillede Rør, hvis Ender vare dækkede af Kviksølv, viste denne Anomali

sig ikke, hvorfor jeg formoder, at den hidrører fra Udsugningen af Luften imellem Glasset

og Kviksølvet i den øvre Del af Rørene. 1 ethvert Tilfælde viste Forsøgene, at der ingen

kjcndelige Luftblærer kunde være tilstede i Rørene.

Derefter indsattes et af Rørene i en med Alkohol fyldt Beholder, som befandt sig

omgivet af en anden med Vand fyldt Beholder, og saaledes blev holdt paa konstant Varme-

grad. Den første Beholder indeholdt tillige et. i T\-, Grader inddelt Normalthermometer

og en Rører.

Modstandsmaalingerne udførtes efter den ovenfor omtalte Methode. Ved AB er

betegnet Modstanden af den i et Rørene ved Temperaturen / indesluttede Kviksølvsøjle,

Vidensk. Selsk. Skr., 6. R:ekkc, naturviilensk. og math. Afii. II i 41
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ved BC Modstanden af en Platintraad, som forbinder Røret med en Rheostat, hvori Mod-

standen CD i den første Forsøgsrække var I, i den anden 30 Siemens Enheder.

Spiralrør.

t = 13°28. k.AB = f/ + 2464,2

k.AD = G + 6671,5

k.BD = G + 743,1,

hvoraf G = 3464,2, h.BD = 4207,3,

k.AB = 5928,4 (ber. 5928,3)

.

t = 10°oo. k.AB = G + 2445,9

fc.AD = 6r+ 6654,0

£.ÄD = G + 743,0,

hvoraf G = 3465,1 ,
Å-.5Z> = 4208,1

,

i.^jB = 5911,0 (ber. 591 1,o).

t = 0°. fc.ÆB = G +2392,6

k.AD = G + 6600,0

fc.ÆZ) = 6? + 741,8,

hvoraf G = 3465,6 ,
k.BD = 4207,4

,

k.AB = 5858,2 (ber. 5858,2)

.

« = 27°32. fc.^fi = G + 2537,8

k.AD = G + 6746,0

£.51? = G + 743,5,

hvoraf G = 3464,7 , k. BD = 4208,2
,

k.AB = 6002,5 (ber. 6002,5)

.

De beregnede Værdier ere udledede ved Formlen

k.AB = 5858,2 (1 +0,0009013«),

og stemme, som man ser, næsten fuldkommen med de iagttagne.

U-formet Rør. Galvanometrets dobbelte Traad var her forenet lil en.

t = 8°32. k.AD = G + 8773,1

k.BD = G + 3961,2

hvoraf k.AB = 481 1,9 (ber. 481 1,9)

.

t = 33°43. k.AD = G + 8882,8

k.BD = G + 3961,2

hvoraf k.AB = 4921,6 (ber. 4921 ,8)

.
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t = 35°3i. k.AD - ö+ 8891j3

h.BD = tf-f 3961,0

hvoraf k.ÅB = 4930,3 (ber. 4930,1).

Beregningen er udført efter Formlen

k.ÅB = 4775,0 il +0,000916i).

De saaledes fundne Koefficienter for den apparente Modslandsforøgelse af Kviksølv i Glasrør

ved en Opvarmning af 1° ere altsaa

0,0009013 mellem 0° og 27°32,

0,ooo9lö mellem 8°32 og 35°31
,

hvilke Koefficienter ere lidt større end den af Len/, fundne og temmelig nær overens-

stemmende med de af Siemens og for nylig af Mascart fundne Koefficienter.

IV. Kapillaritetens Indflydelse paa Kviksølvets Ledningsevne.

1 et af den internationale elektriske Konferences Moder i 1882 henledede Becquerel 1
!

Opmærksomheden paa ovennævnte Fejlkilde, i hvilken Anledning Helmholtz oplyste, at

Siemens bestandig havde fundet den største Overensstemmelse mellem den iagttagne og

den beregnede Modstand af Kviksølvsøjler, hvis Diameter varierede fra 1 til 2
n,m

,
ligesom

ogsaa Bosscha meddelte, at Bink i Delft havde anstillet Sammenligninger med forskjellige

Bør og fundet en Overensstemmelse indtil ^Vo- Da miDe absolute Modstandsmaalinger

skulde udføres med Søjler paa 2 og 3 Centimeters Diameter, medens Normalmaalet skulde

henføres til en Søjle paa 1 Kvadratmillimeters Gjennemsnit, ansaa jeg det dog for nød-

vendigt selv ved nøjagtige Forsøg at undersøge, hvorvidt de molekulære Forandringer i

Kviksølvets Overflade langs Glasrørets Vægge kunde hidføre nogen kjendelig Forandring i

Kviksølvets Ledningsevne.

De første Forsøg anstilledes med et al tykke Spejlglasplader dannet Trug. Paa et

Underlag af Spejlglas vare to, l
m høje slebne Glasstrimler befæstede med Fiskelim i en

Afstand af 2™ fra hinanden; to Staalplader dannede Enderne af det saaledes dannede Trug.

Dette blev fyldt med Kviksølv og tæt over Kviksølvets Overflade var en Spejlglasplade

anbragt. 1 denne befandt sig to større og to mindre Huller, i hvilke sidste to Syuaale

vare befæstede vinkelret paa Pladen. Disse vare forbundne med Galvanometret, medens en

stærk Strøm lededes gjennem Trugets Endeflader og de i Nærheden af Galvanometret

opstillede to Traadruller. Modstanden af Kviksølvsøjlen imellem de to Naalespidser blev

saaledes bestemt ligesom i de tidligere Forsøg, og der undersøgtes nu, hvilken Forskjel i

Modstanden der indtraadte, naar Dækpladen førtes ned til Berøring med Kviksølvets Overflade.

Procès-verbaux, s. 68. 1882.

il-



320 12

Der viste sig ogsaa herved stedse en lille Forandring al Modstanden
, men denne

var snart positiv, snart negativ, og det fremgik af Forsøgene, at denne Forandring hidrørte

fra det paa Kviksølvet udøvede Tryk. Dette kunde nemlig, alt efter som Kviksølvet mere

eller mindre fyldte Truget, snart være positivt, hvilket viste sig ved den udhvælvede Over-

flade af Kviksølvet i de to større Huller i Dækpladen, snart negativt, i hvilket Tilfælde

Kviksølvets Overflade var indhvælvet. Men ved disse Tryk bleve Trugets Vægge lidt bøjede,

saaledes at Gjennemsnittet blev større, Modstanden mindre ved et større indre Tryk, og

omvendt. Af Maalingerne fremgik, at, hvis der overhovedet fremkom nogen Forandring i

Modstanden alene ved Kviksølvets Berøring med Dækpladen, saa kunde denne Forandring

ikke overstige îïïJô5 af hele Modstanden.

En Virkning af Kapillariteten vil have den Indflydelse paa Formlen for en Kviksølv-

søjles Ledniugsmodstand, at der til Søjlens (ijennemsnit vil blive at tilføje et med dens

Perimeter proportionalt Led. Det ses deraf, at Virkningen fornemmelig maatte give sig

tilkjende ved Forsøg med meget snævre Rør. Jeg har derfor ogsaa udført Maalinger med

saadanne Rør, navnlig de ovenfor omtalte kalibrerede Rør Nr. 1 og 2, hvis Diametre vare

0,606 Og 0,273 mm .

Røret anbragtes i et Hul i Midten af en kvadratisk Træklods l2
cm

i Sidelinie, l
cm

tyk), som blev indsat i et lignende Trug af Spejlglasplader, som ovenfor er omtalt, men af

den dobbelte Hojde (2
cm

j. Truget fyldtes med Kviksølv tilligemed Røret, der tilvejebragte

Forbindelsen mellem de to Afdelinger af Truget. Ved Hjælp af Dækpladen kunde det lukkes

lufttæt og pumpes lufttomt, medens Forandringerne af Modstanden bleve iagttagne. Paa

den Maade sikrede jeg mig forud for enhver Maaling imod den mulige Tilstedeværelse af

smaa Luftblærer i Røret. Derefter blev Laaget aftaget og Maalingerne udførte efter samme

Methode, som tidligere, idet Hovedstrømmen lededes gjennem Trugets Endeflader og en

Siemens' Normalenhed, medens to Punkter af denne Ledning forbandtes med Galvanometret.

Forsøgene viste, at der ingen Forskjel i den maalte Modstand indtraadte, naar begge

Enderne af den til Galvanometret førende Ledning bragtes i Berøring med Kviksølvet paa

hver Side af Træpladen og derfra efterhaanden Hyttedes langs Rorets Vægge indtil dettes

Endeflader, hvorimod en kjendelig Forandring strax indtraadte, saasnart Afledningspunkterne

førtes videre udenfor Endefladerne. Naar Afledningspunkterne befandt sig i Nærheden af

Træpladerne, saa kunde den maalte Potentiall'orskjel derfor siges nøjagtig at svare til den,

som findes i to Punkter, der befinde sig ved Rørets Endeflader i dets Glasvægs ydre

Omkreds.

Naar Glasvæggens Tykkelse kan betragtes som uendelig stor i Sammenligning med

Borets indre Diameter, saa vil den paa den nævnte Maade maalte Modstand svare til Mod-

standen af Rørets Kviksølvsøjle forlænget med 0,8-» Gange dets indre Diameter. Dette af

Lord Rayleigh beregnede Tal behøver lur Rørvægge af endelig Tykkelse en Korrektion.
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som jeg har Forsøgt at bestemme saavel ved Beregning som ved Forsøg. Jeg skul dog her

udelukkende holde mig til de sidste. Disse udfortes med et 300 mm langt, 2,7Ùma indvendig

og 1,2""" udvendig vidt Rør, for hvilket Modstanden først bestemtes. Derefter blev Køret

brækket over i to Dele paa omtrent 200 og 100""" Længde, og disses Modstand bestemt,

og endelig blev den større Del brækket midt over og Modstanden bestemt af hver Del.

Betegnes Uørets indre og ydre Diametre ved </, og de , saa fandtes ved disse Forsøg den

empiriske Formel
di

0,82 — 0,35 y

som Udtryk for det Tal, der ved endelige Dimensioner træder i Stedet for det Rayleign'ske

Tal 0,82.

Det var min Hensigt paa samme Maade direkte at bestemme Korrektionen for Rør

Nr. I, men ved et Uheld gik Koret over, allerede forend de forste Maalinger vare udførte.

Begge Stykker bleve anbragte hvert i sin kvadratiske Træplade og nedsattes i Truget, som

saaledes blev delt i tre Afdelinger. Afstanden imellem de to Rørender, som vendte mod

hinanden, var omtrent 3 cm
.

Betegnes ved R Modstanden af Kviksølvsøjlerne i begge Rørene og det mellem-

liggende Rum, S Modstanden af min Siemens' Normalenhed og x Modstanden af For-

bindelsesledningen, saa gave Maalingerne, ved hvilke begge üalvanometrets Traade vare

forenede til en :

t = 10° to. k(R + 5 + x) = 9063,3 -)- G
k(R-\-x)

f

= 4766,8 + G

k(S + x) <= 3551,0-)- G
,

hvoraf R = 1,28297 S.

Ved direkte Forsøg fandtes endvidere Modstanden af Kviksølvet i det mellem begge Rørene

liggende Rum lig 0,00009 S. Ved Reduktion til 0° ved Hjælp af Temperaturkoefficienten

0,00090 erholdes saaledes Modstanden af begge Rørene ved 0° lig

1,27 1 32 S.

Den benyttede Siemens' Normalenlied var mærket: Dec. 82, Nr. 2713, « = 0,000340, richtig

bei 15°5. Ved Henføring til denne Temperatur reduceres den fundne Værdi til

1,26899 Siemens Enheder.

Som Kontrol blev den benyttede Normalenhed sammenlignet med en I!. A. Normalenhed

(verificeret af Lord Rayleigh, Juni 1882, Nr. 54, a = 0,00025, rigtig ved 11°S), hvor-

ved fandtes

1 S. E. = 0,9S411 B. A.
,
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medens af Lord Rayleigh og Mrs. Sidgewick 1
) ved Modstandsmaalinger af Kviksølvsøjler

af 1 til 2 mm Diameter er fundet

1 Kviksølvenhed = 0,95418 B. A.

Den ved Kalibrering fundne Modstand af Koret var (S. 7) 1,26612 Kviksølvenheder, og

Korrektionen med Hensyn til de i Kørender, beregnet ved Hjælp af den ovenfor angivne

Tormel , idet (/, = 0,6056""" og dt
= 3,2

mm
, beløb sig til 0,00315 Kviksølvenheder. Ved

Kalibreringen erholdes altsaa Rørenes Modstand lig

1,26927 Kviksølvenheder.

Forudsat, at min Siemens' Normalenhed nøjagtig svarer til Kviksølvenheden, er altsaa den

iagttagne Modstand 0,022 Procent, og med Lord Rayleigh's Forsøg som Grundlag 0,029

Procent mindre end den theoretiske.

Det kalibrerede RørNr. 2 havde en Modstand af omtrent 7 S. E., og for nøjagtigere

at kunne sammenligne denne med min Siemens' Normalenhed, indførtes der efterhaanden

et forskjelligt Antal Vindinger af de to ydre Traadrullers Kabel, idet først ved tre forskjellige

Kombinationer Siemens' Normalenhed alene blev afledet til Galvanometret, og derefter ved

en fjerde Kombination Røret, der paa den angivne Maade var anbragt i Truget med Kvik-

sølv. Betegnes de to Modstaude henholdsvis ved S og R, og Forholdet mellem Hoved-

U
strømmens og den afledede Strøms Intensiteter ved — , idet n er det Antal Gange, Vin-

dingerne i Traadrullerne er forøget (her efterhaanden 9, 5, 2 og 10 Gange), saa kunne

Maalingernes Resultater udtrykkes ved

t = 9°:«. k'S = 9(526,50+ O + S)

k'S = 5(1635',60 + G+ S)

k'S = 2(5378,7+ G+ S)

k'R = 10(8504,7+ G + R).

Paa højre Side kan med tilstrækkelig Nøjagtighed slrax sæltes S = 1 ' og R = 7,51,

hvorefter lindes

/.' = 7,51057 S.

Den til 0° reducerede Modstand af Køret er saaledes

7,43243 Siemens Enheder.

Den ved Kalibrering fundne .Modstand beløb sig til 7,42980 Kviksølvenheder. Hørets indre

Diameter var 0,273""", dels ydre Diameter 3,3""", hvoraf Korrektionen med Hensyn til Kørets

Ender, beregnet ligesom ovenfor, lindes lig 0,00369 Kviksølvenheder. Den korrigerede Mod-

stand beløber sig altsaa til

7, 133ÜI Kviksølvenheder.

'i On the specific resistance ni mercury, Phil, trans ol the Roy, Sue, Pari I. ISS3, p. 173.



15 323

Ocn ved direkte Maalinger bestemte Modstand er saaledes lier 0,014 Procent mindre end

den beregnede, naar Siemens" Normalenhed antages nøjagtig at svare til Kviksølvenheden.

Da de saaledes fundne Afvigelser ere meget smaa og gaa i samme Retning, er

Resultatet af denne Undersøgelse, at Kapillarileten næppe udøver nogen maalelig Indflydelse

paa kviksølvets Ledningsevne.

V. Kviksølvets Ledningsmodstand i absolut Maal.

Rotationsapparalet bestod af en paa et Urædt anbragt bul Messingcylinder,

inden i hvilken befandt sig en paa en Axel befæstet Skive af Messing eller Kobber. Cylin-

derens Længde var l
m
,068, ydre Diameter m

,333, indre Diameter m
,322. I Cylinderens ydre

Flade var paa Maskine indskaaren en Skruegang, hvori var nedlagt et af 7,
l !«mm tykke,

Kobbertraade bestaaende Kabel: enhver af Traadene som ogsaa bele Kabelet var dobbelt

omspunden med Silke. Dette Kabel gik i 'i72 Vindinger omkring Cylinderen og var fra

Enderne ført tilbage til Midten at Cylinderen, hvor Traadenderne vare førte enhver til sin,

paa Cylinderens Fodstykke anbragte, Klemskrue. Ved Maaling af Afstanden mellem hver

50 Skruevindinger viste Skruen sig fuldkommen nøjagtig, og den til de 472 Vindingçr

svarende Højde fandtes lig 998,70""".

Axlen, paa hvis .Midte Skiven var anbragt, forlob konisk henimod Enderne, der

hvilede i isolerede, i Cylinderens udskaarne Endeflader anbragte, Lejer. Den sattes i Om-

drejning ved en Dynamomaskine , hvis Omdrejningsaxe var stillet i den første Axes For-

længelse, idet begge Axler ved to isolerende Universalled vare forbundne ved et 26""" tykt,

4m,3 langt Messingrør, som understøttedes i i faste Lejer. Ved de større Omdrejnings-

hastigheder, der kunde drives indtil 80 Omdrejninger i Sekundet, frembragtes den elektriske

Strøm af en anden Dynamomaskine med tyndere Traad, idet denne Maskine bevægedes ved

Dampkraft, hvorimod der til de mindre Hastigheder kun udkrævedes Strømmen fra et

galvanisk Batteri paa 10 til 20 Elementer, hvormed kunde opnaas H til 12 Omdrejninger i

Sekundet. En Del af den til Dynamomaskinen førende Strøm var afledet til en Sideledning,

hvori var indskudt en Rheostat. Ved at variere Modstanden i denne kunde Maskinens

Omdrejningshastighed let reguleres.

Den i den roterende Skive indueerede elektromotoriske Kraft overførtes til en

Ledning gjennem to Kontakter, den ene anbragt ved Axlens ene Ende i Centret, den anden

ved Skivens Periferi. Den første Kontakt bestod af en konisk Messingspids, som ved en

Fjeder trykkedes ind imod Axlens Midtpunkt, hvor den omskrevne Flade næppe udgjorde

en Kvadratmillimeter. Den anden Kontakt bestod af en tynd, l™ bred, Strimmel af samme

Metal som Skiven (Kobber eller Messing), der var loddel til en Stang ligeledes af samme

Metal. Strimmelen var ført tværs over den I I,
s""" lykke Skive og trykkede meget tel imod
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dun, ulet Strimmelens Bagside var belagt med blødt, fingertykt Filt, som udfyldte Mellem-

rummet mellem den og Cylindres. Stangen var ført udenfor Cylinderen og fastgjort. Begge

Kontakterne bleve holdte smurte med Olie.

De ved Kontakterne opstaaede thermoelektriske Strømme viste sig ved denne

Anordning temmelig svage og konstante, ligesom ogsaa den roterende Skive ikke opvarmedes

kjendelig under Rotationen, løvrigt har der med Hensyn til Kontakterne fra først af -været

ikke faa Vanskeligheder at overvinde.

Fra den ene af disse to Kontakter førte en Ledning til den Kviksølvsøjle, hvis

Ledningsmodsland skulde bestemmes , derfra til et Galvanometer og herfra aller tilbage til

den anden Kontakt. Kviksølvet var indesluttet i et af de ovenfor omtalte kalibrerede, l
m

lange, 2 eller 3 cm vide Glasrør. Delte var stillet vertikalt, helt fyldt med Kviksølv, og

medens Hovedstrømmen gjennemstrømmede hele Søjlen, skete Afledningen lil Galvanomelret

fra to af de i Glasvæggen horede Huller igjennem de her om Høret spændte Urfjedre.

Resultate! raaatte iøvrigt være blevet del samme, hvis Hovedstrømmen var ledet gjennem

disse Huller, og den afledede Strøm taget fra Søjlens Endepunkter, men da denne Anordning

ikke frembød praktiske Fordele, blev den ikke forsøgt.

Det er en Selvfølge, at de i Ledningen lil Galvanometret indførte eleklromotoriske

Kræfter fra den roterende Skive og fra Kviksølvsøjlen skulle være modsat rettede, idet For-

søgene, som bekjendt, gaa ud paa at maale Skivens Omdrejningshastighed, i det Øjeblik

disse to modsatte elektromotoriske Kræfter netop ophæve hinanden.

Galvanometret var det tidligere omtalte Thomson'ske, idel her den underste

Traadrulle med omtrent 0,7 Ohms Ledningsmodsland kom til Anvendelse. Jordmagnetismens

\ irkning paa Magnetnaalene var ved disse Forsøg i Heglen ikke kompenseret ved den til

Apparatet hørende ydre Magnet, da det var af større Vigtighed, at Svingningerne udførtes

hurtig |en enkelt Svingning udførtes i omtrent 3 Sekunder). Til en elektromotorisk Kraft

af en Milliontedel Volt svarede et Udslag af omtrent I20 mm paa den i Kikkerten iagttagne

Skala. Ved Bestemmelserne af Ledningsmodstanden af en Kviksølvsøjle, som udgjorde

0,00024 Ohm, var Hovedstrømmens Strømstyrke 2,9 Ampere, altsaa den elektromotoriske

Kraft, som skulde maales, omtrent 700 Milliontedel Volt, som saaledes vilde svare til

84000mm paa Skalaen. Da Afvigelserne fra Skalaens Nulpunkt i de faa Sekunder, som forløb,

medens Skivens Omløbshastighed blev maalt, næppe oversteg I0 mm , vilde den tilsvarende

Fejl kun naa op til -

M
1

.,
Procent.

Rronografen. Foruden den ovenfor omtalte, midt inde i Cylinderen anbragte,

Skive var der tæt udenfor Cylinderen anbragt en anden ganske lignende paa den roterende

Axe. Disse to Skiver, hvoraf den ene var af Kobber, den anden af Messing, kunde om-

byttes med hinanden. Et i Millimeter inddelt Papirbaand var lagt om den ydre Skives

Rand, hvorved Skivens Omkreds blev dell i omtrenl 940 Dele. I en ringe Afstand fra
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Papirbaandet var stillet lunderne af to Platintraade, hvorfra elektriske Gnister gjennem Papiret

sprang over paa Skivens Iland for hver to Sekunder i den Tid, Rotationshastigheden skulde

maales, os for at kunne ordne de saaledes erholdte Mærker efter Tidsfølgen blev i alle

Tilfælde, hvor dette var nødvendigt, de to Platintraade efter hver Gnist bragte i en anden

Stilling, idet de vare anbragte i et om sin Axe bevægeligt Hør, saaledes at den ene Traad-

ende befandt sig i Axen, den anden udenfor denne. Paa denne Maade bestemtes kun

Brøkdelen af det i to Sekunder udførte Antal Omdrejninger. Det hele Tal kunde enten

maales umiddelbart eller betragtes som bekjendt, da en Fejl paa Bestemmelsen af dette

overhovedet ikke var mulig.

De to Platintraade vare forbundne med Induktionsrullen af et Rhumkorffs Apparat,

hvori Hovedstrømmen blev afbrudt hvert andet Sekund. Dette udførte jeg efter at have

prøvet andre Melhoder, som gave mindre gode Resultater, ved alle de endelige Forsøg paa

følgende simple, men fuldkommen tilfredsstillende Maade. Foran det i Indledningen omtalte

Pendulkronometer var opstillet et sædvanlig til Faldforsøg benyttet Pendulur, hvis Gang

under Maalingerne hyppig sammenlignedes med Kronometrets ved Bestemmelsen af de

sammenfaldende Pendulslag. Til Pendulets nederste Spids var befæstet en I til l
1
/« Meter

lang Silketraad, hvis anden Ende var fastgjort i samme Højde og i Pendulets Svingningsplan,

saaledes at Traaden blev svagt strammet for hver dobbelt Svingning af Pendulet. Paa

Midten af denne Traad var i en kort Silketraad ophængt en lille Bøjle af Kobbertraad, hvis

Grene gjennem to Øskener gik ned i lo Cylinderglas, hvoraf det ene var fyldt helt med

Kviksølv, det andet halvt med Kviksølv, halvt med Spiritus. Under Pendulets Svingninger

hvilede den meste Tid Bøjlen paa Øsknerne, og først naar Snoren begyndte at strammes,

blev Bøjlen med stor Hastighed kastet til Vejrs, og alt var afpasset saaledes, at Spidsen af

Bøjlens ene Gren løftedes fra Kviksølvet over i Spiritusen i det Øjeblik, Hastigheden skjøn-

nedes at være størst. Ved denne Bevægelse blev det BhumkorfTske Apparats Hovedstrøm

afbrudt, og samtidig sloge Induktionsgnisterne over paa den roterende Skive.

Forsøgsanordningen. Apparaterne vare opstillede i lo Værelser, som vare

skilte fra hinanden ved et mellemliggende tredie. I det største af disse befandt sig

Botationsapparatet, Dynamomaskinen, Kronografen og den Kviksølvsøjle, hvis Modstand

skulde maales. Rotationsapparatets og Dynamomaskinens fælles Axe var stillet tilnærmelsesvis

i Øst— Vest, og alt Jern var fjernet fra Rotationsapparatets Nærhed. Fra disse Apparater

førte alle Ledninger lil del andet Værelse, hvor Galvanometret var opstillet i en Afstand af

10 Meter fra Rotationsapparatet og 15 Meter fra Dynamomaskinen. Desuden befandt sig

her i Iagttagerens Nærhed forskjellige Strømvendere, Nøgler og Rheostater. Til den ene

Strømvender førte Ledningerne fra et Balteri paa 24 llunsen'ske Elementer, som vare op-

stillede i den anden Ende af Bygningen. Fra Siromvenderen gik Ledningen til Rotations-

apparatets Traadvindinger, herfra gjennem en i Luften svævende Traad til Kviksølvsøjlen og

Vidensk. Selsk. Skr.. 6 Række, natuividensk. og mathem. Afd. 11. T. /,2
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videre tilbage til Strømvenderen. Nær denne var tillige indskudt en Nøgle, saaledes at

Strømmen først sluttedes ved et Tryk paa denne.

Et andet Batteri paa 10 til 20 lîunsen'ske Elementer tjente som Drivkraft for

Dynamomaskinen, hvortil førte en direkte Ledning. Denne forgrenede sig til en Side-

ledning, som førte ind til en i Nærheden af Iagttageren anbragt Vædskerheostat, der bestod

af et højt, med en mættet Opløsning af svovlsurt Kobberilte fyldt Cylinderglas, hvori en

som negativ Elektrode tjenende Kobberplade var anbragt i Bunden, medens en tyk Kobber-

traad, som bekvemt kunde hæves og sænkes, tjente som positiv Elektrode. Undertiden var

ogsaa ved Siden af denne indskudt en Proprheostat. Paa denne Maade kunde uden

Vanskelighed ved Pasning af Rheostatmodstanden Dynamomaskinens Hastighed reguleres og

vedligeholdes konstant.

Til RhumkorfTs Apparat benyttedes 4 Elementer, hvorfra Ledningen var ført hen

til en i Nærheden af Iagttageren anbragt Nøgle, ved Hjælp af hvilken Kronografen sattes i

Virksomhed i de Øjeblikke, Rotationshastigheden skulde maales.

Endelig tjente en afledet Strøm fra et enkelt Dauiell's Element til Kompensering

af de thermoelektriske Strømme i den til Galvanometret førende Ledning. I Elementets

Strømkreds var indskudt den fornødne Rheostatmodstand, medens et Stykke Vsm lang, 3
/2
mm

tyk Kobbertraad af denne Ledning var indført i Ledningen til Galvanometret. Den ind-

skudte Rheostatmodstand beløb sig i Reglen til nogle tusinde Siemens' Enheder, og den

til Kompensationen fornødne elektromotoriske Kraft oversteg sjælden 3 Milliontedele Volt.

Tillige tjente denne afledede Strøm til at vise, hvorvidt Ledningen til Galvanometret var i

Orden, idet Erfaringen snart lærte, hvilkel Galvanometerudslag der skulde indtræde ved en

given Forandring af Rheostatmodstanden.

Endnu skal kun tilføjes, at der ogsaa i Ledningen til Galvanometret var indfort en

Strømvender.

Forsøgene udførtes paa følgende Maade. Efterat Dynamomaskinen var sat i Gang,

blev ved Trykket paa en Nøgle den til Rotationsapparatets Traadvindiuger førende Batteri-

strom sluttet, og, idet Galvanometerudslaget iagttoges i Kikkerten, blev ved Hjælp afVædske-

rheostaten Dynamomaskinens Omdrejuingshastighed reguleret, indtil Galvanometerspejlet

omtrent viste paa Nulpunktet. Nu blev Batteristrømmen til Bolationsapparatet afbrudt og,

medens Rotationen vedvarede, den thermoelektriske Strøm kompenseret paa den nylig

angivne Maade. Derefter sluttedes paa ny Strømmen til Bolationsapparatet og Rotationen

blev nøjagtig reguleret ved Vædskerheostaten. Naar da Galvanometerspejlet med ringe

Hastighed passerede Nulpunktet, blev ved et Tryk paa den anden Nogle Strømmen skillet

til det RhumkoriTske Apparat og saaledes Kronografen sat i Virksomhed. Efter to, under-

tiden flere, efter hinanden med Mellemrum af to Sekunder følgende Udladninger, som

lydelig horles af Iagttageren, bleve alle Strømmene afbrudte, Rolalionen standsede og
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Mærkerne af Gnisterne paa Papirbaandet noteredes. Strax derefter gjentoges Forsøget med

forandret Strømretning til Rotationsapparate t, hvorpaa to tilsvarende Maalinger toges med

Forandring af Ledningen til Galvanomètre!. Endelig viste det sig ogsaa nødvendigt at

gjentage de samme lire Maalinger med den modsatte llotationsretning, idet den til Dynamo-

maskinens roterende Anker forende Ledning omvexledes. Saaledes kom der 8, umiddelbart

efter hinanden folgende, Maalinger I il at høre til en Forsøgsgruppe, af hvilke 8 Maalings-

resultater Middeltallet toges.

Under Maalingerne iagttoges hyppig Kviksølvsøjlens Temperatur paa et i Vio Grader

inddelt Kormalthermometer. En Ombytning af de forskjellige Batteriers Poler blev oftere

prøvet, men viste sig at være uden Indflydelse paa Enderesultatet.

Endnu skal kun bemærkes, at der ved Slutningen og Aabningen af den til Rotations-

apparatet forende Batteristrøm let fremkom Induktionsstød i Galvanometerledningen, som

kunde besvære Iagttagelserne, men det var dog ikke vanskeligt al bringe disse Stød til at

ophøre ved Forandring af Stillingen af den Del af Galvanometerledningen, som befandt sig

i Nærheden af Rotationsapparatets Traadvindinger, og hvorfra disse Induktionsstød havde

deres Udspring.

Beregning af Rotationsapparatets Konstant. Naar den afledede Kviksølv-

søjles Modstand betegnes ved R, det ved Maalingerne fundne Antal af Skivens Omdrejninger

i Sekundet ved n, og Rotationsapparatets Konstant ved C, saa skal man have

R = n C.

Jeg kan her indskrænke mig til at angive Beregningen af denne Konstant for det Tilfælde,

at den roterende Skive er uendelig tynd, at Skivens Centrum falder nøjagtig i Rotationsaxen

og Cylinderens Axe, og at Centralkontakten ligeledes falder nøjagtig i denne Axe, idet de

virkelige Afvigelser herpaa kun give saa forsvindende smaa Korrektioner, at en nærmere

Angivelse af Beregningen af disse bliver ganske unødvendig.

Er </ Højden af den Skruegang, hvori Traaden er nedlagt omkring Cylindren,

r Traadvindingernes Radius, p Skivens Radius, a
l

og a
2

Skivens Afstande fra Traad-

vindingernes Endeflader, saa bliver Konstanten C at beregne af Formlen

rp COS 6

\/æ * +r2.j
r p-i_2rpcosO

Sættes heri til Afkortning p — qr
}

,v"- + r'2 = ar-, og tilsvarende a
t

2 + r"- = a
x
r 2

,

a 2
2

-j-

r

2 = a.,r 2
, samt

Qa = [ da [ dO cosSa
nm

W-^Va + q* — 2qcos6

42'
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vil man erholde

For ovenslaaende dobbelte Integral erholdes Rækkeudviklingen

hvor det medtagne Antal Led her er tilstrækkeligt for den numeriske Beregning, medens

den fuldstændige Udvikling er

'"V '...+1
1 - 3 "- 2'"" 1 ' dm

f
a— l \ m+i

ija-=2ic>q
2.4...2m

'

l . 2 . . . m+ l rfa'"\ « /
7/1= '

X '

Maalingernes Resultater. Maalingerne med Rotationsapparatet kunde først

paabegyndes henimod Slutningen af Marts (1884), og Resultatet af de første Maalinger

(I Kviksølvenhed = 0,9417 Ohm) meddelte jeg den den 28. April sammentrædende inter-

nationale Konference med Tilføjende, at dette Resultat kun maatte betragtes som foreløbigt,

idet det endnu ikke var lykkedes mig at erholde en tilstrækkelig tilfredsstillende Overens-

stemmelse mellem de enkelte Maalinger indbyrdes. Det samme vedblev at vise sig i en

Række følgende Maalinger, indtil jeg prøvede at gjentage Forsøgene med modsat Rotations-

retning, hvorved jeg endelig opdagede den egentlige Grund til Maalingsfejlene. Jeg skal

søge nærmere at gjøre Rede herfor.

En fuldkommen Isolation er ved elektriske Forsøg en Umulighed, men det er dog

kun undtagelsesvis, at fuldkommen uundgaaelige Isolationsfejl kunne, saaledes som Tilfældet

var her, faa en kjendelig Indflydelse paa Resultatet. Den til Galvanometret førende Ledning

var i to Punkter, A og B, forbunden med den Kviksølvsøjle, hvis Modstand skulde be-

stemmes, og som var gjennemstrommet af en stærk elektrisk Strøm i. Modstanden AB
var meget lille, nemlig fra 0,00026 til 0,oni5 Kviksølvenheder. Er nu tillige et Punkt C af

Galvanometerledningen kommen i en svagt ledende Forbindelse med et Punkt D af Hoved-

ledningen, vil der ogsaa herigjennem kunne afledes en forholdsvis betydelig Del af Hoved-

strømmen til Galvanometret. Betegnes nemlig ved CD Modstanden imellem de to Ledninger

og ved r Modstanden af den Del af den sluttede Ledning til Galvanometret, som gaar fra

A eller B til C ad den Vej, som ikke indeholder Galvanometret, saa vil den til Galvano-

metret afledede elektromotoriske Kraft E, som under Forsøgene holdes i Ligevægt ved den

i samme Ledning inducerede elektromotoriske Kraft, tilnærmelsesvis kunne udtrykkes ved

BD rE = i. AB
' — AB CD

idet der forudsættes, at Modstanden AB er meget lille i Sammenligning med BD og r,

ligesom ogsaa at CD er meget stor i Sammenligning med de andre Modstande. Det

Hverste Fortegn svarer til det Tilfælde, at Galvanometret belinder sig i Ledningen fra A til
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C, det underste, naar det er i Ledningen fra B til C. Naar Forsøget gjentages ved Rotation

af Skiven i modsat Retning, saa maa Galvanometerledningens Ender i A og B ombyttes,

hvorved i ovenstaaende Udtryk Forlegnet for det andet Led bliver det modsatte. Det ses

heraf, at den fra Ledningen imellem C og D hidrørende Fejl kan elimineres ved at gjen-

tage Forsøget med modsat Rotation og tage Middeltallet af de to Resultater.

Jeg skal som Exempel anføre det første af de ved modsatte Rotationer anstillede

Forsøg. Hovedstrømmen gik 5 Gange omkring Rotationscylinderen, og Modstanden i denne

Ledning, som paa det nærmeste maatte svare til Modstanden BD ovenfor, var 195 S. E.

Tillige var i dette Forsøg AB = 0,00154 S. E. Antallet af Skivens Omdrejninger i 2

Sekunder var 14,6820 for Rotationen til højre, og 1 4 ,576 1 for Rotationen til venstre, saa at

Afvigelserne fra Middeltallet beløb sig til 0,37 Procent. Ifølge ovenstaaende Formel haves

allsaa i dette Tilfælde ,„.
„ 19o r
0,0037 =

0,00154 CD
hvoraf CD = 34 . I0 6r.

Sættes heri efter et Skjøn r = 0,5 S. E., bliver allsaa Resultatet det, at en lsolationsfejl,

ved hvilken Modstanden beløb sig til 17 Millioner Siemens' Enheder, vilde være tilstrækkelig

til at forklare den Fejl, som Forsøgene med modsatte Rotationsretninger viste maatte være

tilstede. Da de to Ledninger nødvendigvis saavel ved Rotationsapparatet som i Mærheden

af Iagttageren maatte føres nær hen til hinanden, vare saa smaa lsolationsfejl næppe til at

undgaa, og man maatte i det Sted søge ved Forsøgene selv at eliminere dem.

Isolationen af de enkelte Traade i Rotationsapparatets Kabel var fra først af, navnlig

ved fugtig Luft, ikke tilfredsstillende, hvorfor Kabelet gjentagne Gange blev gjennemtrukket

af en tynd Skellakopløsning. Efter en Uges Forløb fandtes den mindste Modstand i de

isolerende Lag imellem de 6 af Traadene indbyrdes og imellem disse og Cylinderen omtrent

lig 500000 S. E., en Isolation, som her var tilstrækkelig. Den syvende Traad maatte der-

imod udskydes af Forbindelsen, og i Løbet af Forsøgene maatte senere ogsaa en af de

andre Traade udskydes paa Grund af aftagende Isolation, saaledes at ved de endelige Forsøg

kun 5 Traade kom til Anvendelse.

Udmaalingen af Rotationsapparatets enkelte Dele gav, idet Maalenheden overalt er

1 Centimeter, følgende Resultater.

Traadvindingernes Radius R = 1G,65,

Skruevindingernes Højde d = 0,211589,

Afstandene fra Skivens Midte til hver af Traadvindingernes Endeflader a
l
=50,99,

a 2
= 49,80.

Maalingerne forud for Forsøgene af .Messingskivens Diameter lp gave for 4 for-

skjellige Steder

29,897, 29,909, 29,901, 29,913, Middel 29,905.
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Efter Udførelsen af el slort Antal Omdrejningsforsøg og umiddelbart forud for de endelige

Forsøg fandtes

29,889 , 29,879 , 29,894 , Middel 29,8933
,

eg efter Tilendebringelsen af alle Forsøgene

29,889, 29,894, 29,898, Middel 29,8937.

De sidste næsten identiske Resultater viste, at der intet kjendeligt Slid havde fundet Sted

ved de endelige Forsøg. Derimod fremtraadte Virkningen af Slidet tydeligt ved Kobber-

skiven, for hvilken før og efter de endelige Forsøg fandtes følgende Diametre

29,867 , 29,871 , 29,87-2 , Middel 29,870
,

29,856, 29,853, 29,859, Middel 29,856.

Den med disse numeriske Værdier efter den ovenfor udviklede Formel beregnede Konstant

C, formindsket med den sammesteds omtalte Korrektion, som kun beløber sig til 0,6 En-

heder, er for Messingskiven

39656,1
,

og for Kobberskiven for og efter de endelige Forsøg

39594,1 og 39556,1,

af hvilke to Grænseværdier ved Interpolation er beregnet de til enhver af de tre med denne

Skive anstillede Forsøgsrækker svarende Konstanter.

Denne for 0° beregnede Konstant gaar ved t° over til

C(l +bt),

idet b = 0,uouoi8 er Messingets lineære Udvidelseskoefficient.

Det Antal Omdrejninger, Skiven udførte i to af Kronografens Sekunder, være be-

ja

tegnet ved m -\ , idet m er det hele Antal, n det paa Papirstrimlen aflæste Antal Milli-

meter imellem Mærkerne af to paa hinanden følgende Gnister, og p Eængden af Papirstrimlen

i Millimeter. Endvidere være a Kronografsekunder lig 1 Sekund, s Antallet af de efter

hinanden indskudte Traade i Kablet, R Kviksølvsøjlens Modstand i Kviksølvenheder ved 0°

°g Ï (
= 0,00090) den apparente Temperaturkoefficient for denne Modstand. Man vil

da erholde

1 Kv. Eni. = -T-ff »H .,,. —i abs. Ohm.

Jeg kan her indskrænke mig til at angive Resultaterne af mine endelige Maalinger,

som alle bleve udførte i Dagene fra den 9. til den 13. Juni (1884), og som alene ere be-

nyttede til Fastsættelsen af den efter mine Maalinger sandsynligste Værdi af den til Ohmen

svarende Modstand i Kviksølvenheder.

Rør Nr. I. Messingskive. Værdierne af w, hvorved efterhaanden Strømretningen

til Rotationsapparatet og til Galvanometret blev vendt om, vare

491,o, 583,7, 5li,o, 571,0,
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og ved Gjentagelse af de samme Maalinger

492,6, 581,.i, 496,5, 592,6,

Middel 540,34.

Efter at Skivens Rotation var forandret til den modsalte, fandtes tilsvarende

651,1, 676,8, 626,4, 592,5,

663,1, 681,7, 648,2, 586,4,

Middel 640,77.

Heraf erholdes for den første Rolationsretning, idet m = 14, p = 939.6,

m ->. = 14,5751
,

P
og for den anden

?» + — = 14 ,6820 .

V
Endvidere var

g = 5, a = 1,01924, t = 17°,06, R = 0,0015418, C = 39656,1,

hvorefter erholdes

1 Kviksølvenhed = 0,94455 abs. Ohm .

De følgende Forsøg bleve anstillede med Kobberskiven og det kalibrerede Rør Nr. II,

som indeholdt de tre Kviksølvsøjler AB, BC og CD. Modstanden af enhver af disse

Søjler var omtrent 6 Gange mindre end Modstanden af Røret Nr. I, og de 5 Traade af

Rotationsapparatets Kabel vare derfor her forenede til en Traad. Herved var Kabelets

Modstand formindsket 25 Gange, og Strømstyrken forøget 12 Gange. Det ses heraf, at

skjøndt den maalte Modstand her var 6 Gange mindre end ved den første Forsøgsrække,

saa var den maalte elektromotoriske Kraft dobbelt saa stor, hvorfor Nøjagtigheden af de

følgende Forsøg ogsaa kan regnes omtrent som den dobbelte. Ligeledes maa ogsaa For-

skjellen paa de ved de modsatte Rotationer erholdte Resultater her, under Forudsætning af

samme Isolationsfejl, blive betydelig mindre.

Rør II, AB, Kobberskive. Værdierne af n:

243,5
,
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Rør II, BC, Kobberskive. Værdierne af n :

351,5, 325,2, 341,4, 324,6,
Middel 335,7.

Ved modsat Rotation:

349,8, 324,8, 343,8, 321,5,
Middel 335,0.

m = 12, p = 940, s = 1 , a = 1,01915, t = 18°,73, R = 0,00025904,

C= 39571,0, hvorefter erholdes

1 Kviksølvenhed = 0,94410 abs. Ohm.

Ror II, CD, Kobberskive. Værdierne af n:

432,8, 435,9, 436,1, 441,2,

Middel 436,5. t = 18°,32, a = 1,01935.

Ved modsat Rotation:

487.7, 518,4, 496,0, 518,2,

495.8, 522,0, 484,2, 511,6,

Middel 504,24. t = I8°,36, a = 1,01945.

m = 12, p = 941,5, R = 0,00026279, C = 39562,2,

hvorefter erholdes

1 Kviksølvenhed = 0,94391 abs. Ohm .

Af disse Maalingsresultater i Forening fremgaar som det sandsyn-

ligste Enderesultat

1 Kviksølvenhed = 0,9440 abs. Ohm
I abs. Ohm = 1,0593 Kviksølvenhed.

Dette Resultat stemmer paa det nærmeste overens med de af F. Kohl rausch og Roi li

fundne, medens de benyttede Methoder alle ere væsentlig forskjellige. Overhovedet frem-

gaar det af samtlige Resultater, som have været forelagte den internationale Konference, —
navnlig efter at nylig Wild ved Korrektionen af en Fejl er kommen til et Resultat, som

er i nøje Overensstemmelse med Middelværdien af de øvrige, — at næppe nogen af de

anvendte forskjellige Methoder medføre konstante Fejl.

Jeg havde selv næret Betænkelighed ved Anvendelsen af variable Strømme, idet der

var Mulighed for, at indre thermoelektriske Forskjelligheder i en Leder kunde have samme

Virkning som f. Ex. Polarisationen i en Elektrolyt og navnlig gjøre Modstanden ved variable

Strømme mindre end ved konstante Strømme. Denne Betænkelighed kan jeg nu ganske

opgive, og jeg er ogsaa ad andre Veje naaet til samme Resultat.

Saavel ved mine relative som absolute Modstandsbestemmelser , der bleve udførte

med konstante Strømme, har jeg nemlig hyppig gjenlaget de samme Maalinger med inter-

mitterende Strømme, men i intet Tilfælde har der vist sig nogen som helst Forskjel i
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Resultaterne. Hertil kan jeg føje endnu en Betragtning, som ikke er ganske uden Interesse.

Hvis der findes nogen kjendelig Forskjel paa Ledningsevnen for konstante og variable

Strømme, saa maalte denne ogsaa have Indflydelse paa en Leders Induktionskonstant.

Ved tidligere Forsøg 1
) havde jeg i Virkeligheden fundet en lille Afvigelse af de iagttagne

Induktionskonstanter fra de beregnede, idet de første fandtes gjennemgaaende f> til 6 Procent

mindre end de sidste, Beregningen var udført paa sædvanlig Maade, nemlig uden at der

var taget tilstrækkeligt Hensyn til den Omstændighed, at Strnmtætheden ved variable Strømme

er en Funktion uf Afstanden fra Traadledningens Centrallinie. Efter at have taget denne

Omstændighed med i Betragtning fandt jeg, at den paa sædvanlig Maade beregnede Induktions-

konstant maatte formindskes med Traadens Længde, og denne Korrektion svarede paa det

nærmeste netop til den fundne Afvigelse.

Naar saaledes Afvigelserne imellem de forskjellige Videnskabsmænds Bestemmelser

af Ohm'en maa betragtes som tilfældige, saa bør ogsaa den af Konferencen vedtagne

Ohm, nemlig
1 Ohm = 1,06 Kviksølvenheder,

der nærmest svarer til Middeltallet af alle Iagttagelserne, vistnok almindelig betragtes som

den for Tiden nøjagtigste, ligesom der ved denne Bestemmelse sandsynligvis er op-

naaet den oprindelig tilsigtede Grad af Nøjagtighed, nemlig af I Tusindedel.

') Om Elektricitetens Forplantning, Overs. o. d. K. U. Vidensk. Selsk. Korn. 1879.
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1 aa Universitetets Zoologiske Museum i Rjøbenhavn foreflades saa omfangsrige og smukke

Samlinger af Salper, at de vistnok vanskeligt linde deres Mage andetsleds.

Disse Samlinger skylde væsenligt Professor Steenstrups mangeaarige og ihærdige

Bestræbelser deres Tilblivelse, og de siden under Lokalitelsangivelserne opførte Navne af-

give det bedste Vidnesbyrd om den værdifulde og utrættelige Hisland
,
som er blevet barn

lil Del fra saa mange forskjellige Sider.

Som del vil fremgaa af det foreliggende Arbeide ere de fleste Indsamlinger forelagne

i Atlanterhavet, og de afgive efter min Mening et smukt og kjærkomment Bidrag lil denne

Dyregruppes Udbredelsesforhold i dette Verdenshav.

Tilskyndet af D'llrr. Professor Steensirup og Dr. Lutken, for hvis Bistand jeg herved

bringer min Tak, tog jeg i Aaret 1880 fat paa Gjennemarbeidelsen af dette rige Materiale

af Salper, og endnu inden Udgangen af det nævnte Aar forelaa Resultaterne af disse mine

Studier i den Form, hvorunder jeg nu tillader mig at fremlægge dem for Offentligheden.

Efter Chamisso, hvis overordentlig værdifulde Arbeide bærer Aarstallet 1819, have

adskillige Naturforskere, blandt hvilke jeg særligt vil nævne Meyen og C. Vogt, beskjæftiget

sig med Salpernes Systematik, men efter Vocjts berømte Arbeider, der skrive sig fra den

første Halvdel af Halvtredserne, altsaa nu i omtrent 30 Aar, er der ikke fremkommet noget

mere omfattende Værk om disse Dyr. Der har saaledes nu i mange Aar været Trang lil

en paa et større Materiale støttet Bearbeidelse af den herhen hørende Literatur og til en

Hække Figurer, som kunde lette Oversigten og hjælpe lil at holde Formerne ude fra

hinanden.
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Nærværende Arbeide er da gjort med den Hensigt for Øie om muligt at afhjælpe

denne Trang, og Forf. har bestræbt sig for at gjøre Behandlingen af de ham tilgjængelige

Arter og deres forskjellige Former saa ensartet og kortfattet som muligt.

Af ny Former foreligger der ikke mange; det indskrænker sig til Kjedesalperne af

Salpa eylindrica og S. heæagona foruden S. ßagellifira, som jeg indtil videre har anset for

at være en Varietet af Salpa democratica-mucronata , men som maaske fremtidige Under-

søgelser paa Grundlag af et rigere Materiale, end det jeg har bavt, vil gjøre til en

Art for sig.

Paa den anden Side findes her enkelte forlængst med Navn forsynede Salper, der

ere blevne udstyrede med en mere tidssvarende Beskrivelse; herhen høre Salpa ajj'inis,

Salpa costala-Tilesii og Salpa heaagona.
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Huxl. = lluxlev , Observations upon Ihe anatomy and physiology of Salpa and Pyrosoma (Phil.

Trans. 1851, p. 568).

Jeffr., Nr. 1 = Gwjn Jeffreys, Fourth Report on Dredging among the Shetland Isles (Report of

the British Association for Ihe Advancement of Science for 1867, p. 439).
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Jeffr., Nr. 2 = Gwyn Jeffreys, Lasl Keporl on Dredging anion? Hie Shetland [sies (ibid.,

1868, p. 303).

Jones — Jones, Article: Tunicala i Todds Cyclopaedia of Anatomy, vol. IV.

Krohn === Krohn, Observalions sur la génération el le développement des Bjphores-Salpa (Annales

des sciences nat., 3 Sér., Zoologie, Tome VI, 184G, p. 1 10-131).

Krus. = Krusenslern, Atlas zur Reise uni die Well unternommen auf Befehl s. liais. M. Alexander

(1. Ersten auf den Schiffen Nadeshda und Neva, St. Petersburg 1814, Tab. XXI, Kig. 1

—

G

(Texten har jeg ikke sel).

Lam. = Lamarck, Histoire naturelle des animaux sans vertèbres, Tome III, Paris 1816, p. 113— 119.

Less., AV./ = Lesson, Centuries Zoologiques, Paris 1830, p. 95, PI. 33, Fig. 2 (Salpa probos-

cidalis) og p. 161, PI. 55, Pig. 1 (Oplysning om at Bory de St. Vincents Salpa bipartila

= Diphyes dispar, Ch. & Lys.).

Less., Nr. 2 = Lesson i Duperrey, Voyage autour du monde, exécuté par ordre du roi, sur la

corvette de S. M. la Coquille pendant les années 1822— 25, Zoologie, Tome II, rédigée

par M. M. Garnol et Lesson, Paris 1830, p. 256— 279. Allas. PI. 4— 6.

Leuck. = Lenekarl, Zoologische Untersuchungen, Il lieft, Salpa und Verwandle, Giessen 1854.

L., Nr. 1 = Linnæus Systema naluræ, Ed. X, Tom. I, llolmiæ 1758, p. 657.

L., Nr. 2 = Linnæus, Syslema naturæ, Ed. XII, llolmiæ 1766.

L., Nr. 3 = Linné, Systema naturæ, Ed. XIII, Gmclin, London 1788— 91.

*) Mc. Culloch = Mac Culloch. Western Isles, Vol. II, p. 157. (den første, som omtaler Fundol af

Salper ved Englands Kyst; citeret i Forb. & Hani., Brit. Moll.).

Mc. Donald — Mac Donald, On the representative Relationships of the fixed and the free Tunicala

(Transact, of the Roy. Soc. of Edinburgh, vol. XXIII, 1864, p. 171— 183).

Mc. Int. = Mac Intosh , Some observalions on British Salpæ (Journ. Linn Soc., Vol. IX, 1868,

no. 33, p. 41—48, PI. I, read Nov. 16, 1865).

Meyen = Meyen, Beiträge zur Zoologie, gesammelt auf einer Beise um die Erde. Isle Abth., über

die Salpen (Nova Acta Acad. eæs. Leop. Car. natur, curios., Tom. XVI, pars pr. 1832).

Müller, Nr. 1 = tl. Müller, Leber anatom. Verschiedenheit d. zwei Formen (Gener.) bei den Salpen

(Verhandl. der phys med. Gesellschaff in Würzburg, Bd. III, 1852, p. 57— 66).

Müller, Nr. 2 = II. Müller i Zeitschrift für wissenschaftliche Zoologie, Bd. IV, 1853, p. 329.

Otto = A. W. Ollo, Beschreibung einiger neuen Mollusken und Zoophyten (Nova Acta Acad. cts.

Leop. Car. natur, curios., Tom. XI, Bonnæ 1823, p. 303—305, Tab. 42, Fig. 1 a— d).

Pull. = P. S. Pallas, Spccilegia zoologica, Fasc. X, Berolini 1774.

Péron —- Péron , Entdeckungsreise nach den Süd-Ländern etc. während d. .1. 1800— 1804. Aus

dem Französischen übersetzt von tlausleulner
, Bd. I— II, Tübingen 1808-1819.

(Kobbertavlerne dertil ere franske; paa Tali. 30 og 31 Pindes Afbildning af Salpa

antheliphora, cyanogasler og vivipara; jeg har ikke fundet nogen Beskrivelse af disse

Dyr i Texten). Den franske Original: Péron et Lesueur, Voyage de découvertes aux

lerres australes, kjender jeg ikke.

vi.l.nsk. Sclsk. Skr.. O Række, naturvidensk. og miitliom AM II. S. il /
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Quoy it Gaim., Nr. 1 = i Freycinet, Voyage amour du monde. Zool., Paris 1824.

Quoy <£• Gaim.. Nr. 2 = Quoy cl Gaimard , Observations sur les Biphores et les Beroes
,

faites

pendant le voyage autour du monde de la corvette l'Uranie , commandée pur M. Louis

de Freycinet (Annales des sciences natur, Tome VI, Paris 1825, p. 28—47, PI. I.

Fig. 3-10).

Quoy & Gaim., Nr. 3 = i Bull. soc. philom. Aoùl 1826, Fig. A, 1— 3.

— — Nr. 4 = i Ann. des sciences nat., Tome X, 1827, p. 225, PI. 8.

*) — _ Nr. 5 = i Dumont d'Urville, Voyage de la corvette l'Astrolabe, exécuté par l'ordre

du roi, etc. — Zoologie par Quoy & Gaimard. 4 voll. 1826— 34.

Risso = Bisso, Histoire naturelle des principales productions de l'Europe et particulièrement de

celles des environs de Nice et des Alpes maritimes, Tome IV, Paris 1826, p. 284.

Salenslcy = W. Salensky , L'eber die embryonale Entwickelung der Salpen (Zeitschrift f. wissensch.

Zoologie, Bd. 27, 28 og 30).

Sars, Nr. 1 = M. Sars, Bidrag til Sødyrenes Naturhistorie, Bergen 1829, p. 51, Tab. 6. (cfr.

Okens Isis, 1833, Tab. 10, Fig. 8—9).

Sars, Nr. 2 = M. Sars, Fauna lilloralis Norvegiæ, 1 Heft, Christiania 1846, p. 63—85,

Taf. 8, 9 og 10.

Sav. = Savigny, Mémoires sur les animaux sans vertèbres, II, fase. I, Paris 1816, p. 124, pi. 24.

Stp. = Sleenslrup, Om Forplantning og udvikling gjennem vexlende (ieneralionsrækker. Udg. som

IndbydelsessknfL lit Examen artium og den offentlige Skoleexamen ved Soroe Académie

i Juli 1842, Kjabenhavn 1842, p. 18— 27.

Til. — Tilesius, Abbildung und Beschreibung eines sonderbaren Seebeuleis oder einer neuen

Thetys- Species aus dem Atlant. Ocean, Thelys vagina (Jahrbuch der Naturgeschichte,

I, 1802, p. 150—165, Taf. 5— 6).

Todaro, Nr. 1 — Todaro, Sopra lo sviluppo e l'analomia delle Salpa (Alli della R. Academia dei

Lincei, 1 Ser., Vol.1, Borna 1875, p. 720— 792, Tav. 1—4).

Todaro, Nr. 2 = Todaro, Sopra una nuova forma di Salpa, S. dolicosoma (ibid, 3 Ser., Vol. VIII,

Fase. I, Roma 1883, p. 41—43. — uden Fig.).

Verrill = Verrill, Invertebrate animals of Vineyard Sound, p. 447.

Vogt, Nr. I = C.Vogt, Bilder aus dem Thierleben, Frankfurt am Main, 1852, p. 26—90.

Voyt, Nr. 2 = C.Vogt, Mein, sur les Salpes de la Mer de Nice- (Bull. Inst. Nat. genev.

I, p. 226).

Vogt, Nr. 3 = C. Vogt, Recherches sur les animaux inférieurs de la Méditerranée, second mémoire.

Sur les Tuniciers nageants de la mer de Nice. (Mém. de l'Institut national genevois,

1854, II, p. 1—61, Tab. V— IX).

•| F.n Stjœrne foran Titlen betyder, at jeg ikke har liavt Ledighed til al se Bogen.
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Om Grupperingen af Arterne.

Ue i dulle Årbeide beskrevne 11 Arter af Salper falde i lo naturlige Afdelinger, der kunne

opfattes som lo Slægter, for hvis Vedkommende man kan anvende de allerede af Blainville

foreslaaede Navne: Cychsalpa og Salpa, s. s. — Jeg har dog foretrukket at beholde Slægl-

navnet Salpa for samtlige Arter.

Den første Afdeling omfatter de tre Former: Salpa pinnata, S. affinis og S. doli-

cosoma-virgula. Man behøver kun at henvise til den ejendommelige Stilling og Forbindelses-

maade af Individerne i Salpekjeden, det besynderlige Leiringsforhold af Tarmkanalen hos

den enlige Salpe og den Omstændighed at Tarmkanalen i del hele taget ikke er nucleus-

formigt sammenrullet, for blot at fremhæve nogle Hovedpunkter, der ere tilstrækkelige til

paa den ene Side at knytte dem sammen og paa den anden Side at stille dem fjærnt fra

alle andre Salpe-Arter.

Den anden Afdeling omfatter de øvrige 8 Arter; Salpa scutigera-confoederata,

S. democratica-mueronata , S. runcinata-fusiformis, S. africana-maxima, S. cylindrica, S. co-

stata- Tilesii, S. cordiformis-zonaria og 5. hexagona. — Disse 8 Arter lade sig igjen gruppere

i to Underafdelinger, af hvilke den ene, hvis Kjedesalper alle have flere (ca. 4) Fosteranlæg,

optages af de tre Former: Salpa cordiformis-zonaria, S. hexagona og 5. costata- Tilesii,

medens de andre fem, hvis Kjedesalper alle kun have él enkelt Fosteranlæg, danne den

anden Underafdeling. Ret naturlige Smaagrupper dannes paa den ene Side af Salpa

runcinata-fusiformis, S. africana-maxima og S. cylindrica og paa den anden Side af Salpa

cordiformis-zonaria og S. 'hexagona, der kan her blot fremhæves de interessante Ligheder i

Muskelkonstellationerne hos Kjedesalperne af den første Gruppe og de Ligheder, som f. Ex.

ses i Fimreorganerne og Udviklingen af -Muskulaturen hos alle Former af den anden

Gruppe, medens Salpa scutigera-confoederata og S. democratica-mueronata, der ere meget

forskjellige fra hinanden indbyrdes, staa langt ude til Siden i den førstnævnte, og Salpa

costata- Tilesii kun er fjærnt beslægtet med den sidstnævnte Gruppe.

'] For Ikke at belemre denne Dyregruppe med flere Navne end høist nødvendigt, har jeg ikke givet de

for første Gang her i delte Arbeide beskrevne kjedesalper af Salpa cylindrica og 8. hexagona

særlige Navne.

44*
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Salpa.

I. S. pinnata.

2. S. affinis. 3. S. dolicosoma-

vireula.

i. S. scutigera-confocderala.

I

.'>. S. democratica-mucronata. 9. S. costala-Tilesii.

8. S. cylindrica.

6. S. runcinata-fusiformis. 7. S. africana-raaxima.

10. S. cordiformis-zonaria. 1 1. S. hexagona.

Om Salpernes geografiske Udbredelse.



13 347

Som del vil ses af ovenslaaende Tabel, have tiere Arter en særdeles \i<l geografisk

Udbredelse, hvilket er let forklarligt, naar man erindrer, at Salperne ere Bøisødyr og snu-

ledes med de forskjellige Strømninger kunne føres langt omkring. Fra de arktiske Have

kjendes ingen Salper. Heller ikke er det mig bekjendt, at de nogensinde cre sete i danske

Farvande.

Kor Atlanterhavets Vedkommende, hvilket Verdenshav er bedst undersøgt og rigest

repræsenteret paa universitetets Zoologiske Museum, kan jeg angive den omtrentlige Nord-

grændse for de fleste Arter.

Salpa runcinata-fusiformis Nordgrændse gaar saaledes fra 61° N. B. paa Norges

Kyst over Færøerne til henimod Grønlands Sydspids, hvor den er truffet paa ca. 59° N. I!.

Salpa democratica-mneronata kjendes ligeledes fra 61° N.B. paa Norges Kyst, men

dens Nordgrændse falder strax stærkt mod S.V. ned over Hebriderne og gaar derfra lil

Gap God paa Nordamerikas Ostkyst.

Salpa pinnata, scutigera-confoederala, africana-maxhna og cordiformis-zonaria træffes

saa langt Nord paa som ved Indløbet lil Kanalen.

Salpa costata-Tilem' Nordgrændse synes al gaa fra den pyrenæiskc Halvøs Nord-

vestspids ud over Azorerne.

Salpa affinis er ikke truffet nordligere end ved de Kanariske Øer, medens Salpa

eyUndriea i ethvert Tilfælde paa Universitetets Zoologiske Museum ikke haves længere Nord

fra end 20° N. B.

Syd paa kjendes Salper saa langt som til Gap Horn, altsaa ca. 55° S. 15.

Fra de øvrige Verdenshave foreligger der kun saa spredte Oplysninger om Salpernes

Forekomst og Udbredningsforhold, at der ikke kan siges noget i Almindelighed derom.

Oversigt over Salpe-Formerne.

A. Tarmkanalen udstrakt eller dannende en vid Krumning, ikke nucleus-formigt sammen-

rullet (Cyclosalpa, Blainv.):

I. Kjedesalper med flnneformigt Vedhæng paa Bugsiden:

a. Åabningerne endestillede:

*) Et liniedannel, violet (i Spir. hvidt) Kirtelorgan paa hver Side af Ryggen;

Tarmkanalen bøier sig fra Maven nedad og løber langt fortil hen under

Bugfuren Salpa pinnata, Forsk., pr.gr.
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"i Intet liniedannet Kirtelorgan paa hver Side af Rygyen; Tarmkanalen danner

i'ii stor, aaben, bøileformig Krumning . . . Salpa affinis, Cbam., pr.gr.

b. Kloakaabningen rygstillet; Tarmkanalen og Testiklen ligger bag Kloakrummet,

indesluttede i et stort, kegleformigt, spidst tilløbende Vedhæng til Kroppen:

Salpa dolieosoma-virgula, Todaro-Vogt, pr.gr.

2. Enlige Salper med endestillede Aabninger; Tarmkanalen krummer sig fra Maven

opad, fortil og løber langt ud i Gjællerøret:

a. Fem liniedannede, violette (i Spir. hvide) Kirtelorganer paa hver Side af Ryggen;

H Kropmuskler Salpa pinnata, Forsk., pr. sol.

b. Ingen liniedannede Kirlelorganer paa hver Side af Ryggen:

') 8 Kropmuskler; der lindes ingen dem krydsende Længdemuskler:

Salpa affinis, Cham., pr. sol.

") !> Kropmuskler; der findes i dem krydsende Længdemuskler, lo paa Ryggen

og to paa Bugen, strækkende sig fra 2den til 6te Tværmuskel :

Salpa dolieosoma-virgula, Todaro-Vogt, [ir. sol.

li. Tarmkanalen nucleusformigt sammenrullet:

I. Kjedesalper uden finneformigt Vedhæng paa Bugen:

a. Aabningeruc endestillede:

*) 5 kun paa Ryggen udviklede Kropmuskler; de tre forreste nærme sig noget

til hinanden midt paa Ryggen, i hvis Midtlinie de forøvrigt ere afbrudte;

de to bageste ere parallele:

Salpa eostata-Tilesii, Quoy & Gaim.-Cuv., pr.gr.

**) 7 brede Kropmuskler, af hvilke kun den forreste er afbrudt midt paa

Ryggen; alle ere de afbrudte paa Bugsiden:

Salpa hexagona, Quoy & Gaim., (ir.gr.

b. Mundaabningen endestillet, Kloakaabningen rygstillet; i Kropmuskler, der kun

ere udviklede paa Ryggen, danne to skjæve Kors"

Salpa scutige ra- confoed erata, Cuv. -Forsk., pr.gr.

e. Aabningerne rygstillede:

') Kropmusklerne indbyrdes parallele, 6 i Tallet, alle afbrudte paa Bugsiden:

Salpa cordiformis-zonaria, Quoy & Gaim. -Fall., pr.gr.

*') Kropmusklerne ikke parallele, alle afbrudte paa Bogsiden:

a. i Kropmuskler, hvoraf de tre forreste nærme sig hinanden midt paa

Ryggen Salpa demoeratica-mucronata, Forsk., pr.gr.

ß. b Kropmuskler, der alle tangere hinanden midt paa Ryggen:

Salpa cylindrica, Cuv., pr.gr.
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;i (i Kropmuskler, ordnede i lu Grupper; de fire i den forresle og de to

i den bageste Gruppe konvergere henholdsvis med hinanden midt

paa Ryggen.

-] ide og 5te Kropmuskel längere hinanden paa hver Side af Dyret:

Salpa runcinata-fusiformis, Cham.-Cuv., pr.gr.

]]- 4de og 5te Kropmuskel ere langt fjærnede fra hinanden paa hver

Side af Dyret Salpa africana-maxima, Forsk., pr. gr.

2. Enlige Salper:

a. ^åbningerne endestillede:

*l Kappen er udstyret med kortere eller længere Vedhæng omkring Kloak-

aabningen :

a) Et langt Vedhæng paa hver Side af Kloakaabningen:

j- De to Vedhæng ere trinde og stive, il stærkt fremspringende

Længdelister strække sig paalangs af Dyret, ti parallele, sær-

deles brede Kropmuskler, alle afbrudte paa Rugen:

Salpa hexagona, Quoy & Gaim., pr. sol.

ff De to Vedhæng ere hornformige, svagt krummede, i Spidsen

fladtrykte. I Reglen 20, i Midtlinien afbrudte Kropmuskler gaa

tværs over Ryggen og standse i Høide med Mundvigene:

Salpa co stata-Tiles i i
,
Quoy & Gaim. — Cuv., pr. sol.

ß) Flere korte, stumpe, tornformige Vedhæng omkring Kloakaabningen.

9 Kropmuskler gaa tværs over Ryggen og standse i Høide med Mund-

vigene; de tre forreste tangere hinanden midt paa Ryggen, ligeledes

de to bageste; de mellemliggende ere parallele:

Salpa runcinata-fusiformis, Cham.-Cuv., pr. sol.

"*) Ingen Vedhæng omkring Kloakaabningen:

«) Kropmusklerne er ikke parallele:

-J-
i Kropmuskler, der kun findes udviklede paa Ryggen, konvergere

to og to, saaledes at der dannes to skjæve Kors :

Salpa scu t igera-confoed erata, Cuv. -Forsk., pr. sol.

\-\ 9 Kropmuskler, der alle ere afbrudte paa Bugsiden ; de i forreste

konvergere midt paa Ryggen. Fosterkjeden ligger udstrakt under

Itugfuren foran Tarmkanalen:

Salpa cy lindrica, Cuv., pr. sol.

ß) Kropmusklerne ere i Reglen parallele, 9— 10 i Tallet; de løbe Iværs
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over Ryggen og standse i Beide med Mundvigene. Fosterkjeden er

krummet og synes 1

) at ville sno sig rundt om Tarmkanalen:

S alp a air i cana-m axima, Forsk., pr. sol.

b. Kloakaabningen er rygstillet.

*) Et langt, tyndt, pidskeformigt Vedhæng paa liver Side af Kloakaabningen.

6 parallele, smalle Kropmuskler:

Salpa democra tica-mucron ata. Forsk., var. flagell ifera, pr. sol.

"1 Flere (7— 8) Vedhæng omkring Kloakaabningen, hvoraf et paa hver Side

kan naa Kroppens halve Længe, de øvrige ere korte og tornformige.

C smalle Kropmnskler, som med Undtagelse af den forreste, der er afbrudt

i Ryggens Midtlinie, og den bageste, der er afbrudt i Bugens Midllinie,

gaa bælleformigt rundt. 2den, 3die og 4de Kropmuskel konvergere paa

Ryggen, ligeledes 5te og 6te. Paa Bogsiden konvergere 4de og 5te Krop-

muskel Salpa d em o era t ica-m u cronata, Forsk., pr. sol.

"') Bagkroppen ender i en stor, kegleformig, spids, skraat nedad rettet For-

længelse. 6 særdeles brede, parallele Kropmuskler, der baade ere afbrudte

i Ryggens og Bugens Midtlinie:

Salpa cord i for m i s- z o nar i a, Quoy & Gaim.-Pall. pr. sol.

Synopsis Salparum.

Tractus intestinalis porrectus aut curvaturam hiantern formans, non nucleiformis

(Cyclosalpa, Blainv.).

I. Salpæ gregatæ appendice pinniformi ventrali ornatn 1

:

a. Aperturæ terminales:

*) Unum Organum lineiforme, longitudinale superne utrinque. Tractus intesti-

nalis sub endostylum porrectus Salpa pinnata, Forsk., pr.gr.

"I Nullum organum lineiforme, longitudinale superne utrinque. Tractus

intestinalis curvatus Salpa affinis, Cham., pr.gr.

b. Apertura cloacalis in dorso sita. Tractus intestinalis et testis post cavitatem

cloacalem in abdomine magno, conico, acuminato sili :

Salpa dolicosoma-virgula, Todaro-Vogl, pr.gr.

M Jeg Imr kun havt unge Exemplarer til min Disposition.
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2. Salpæ solilariæ aperluris Lerminalibus, tractu intestinal! in tubum brancbialem

porrecto :

a. Organa lineifürmia, longitudinalia superne utrinque 5. Musculi corporis 8:

Sal pa pin Data, Forsk., pr. sol.

b. Organa lineiformia, longitudinalia superne utrinque nulla:

*) Musculi corporis 8; musculi longitudinales nulli:

Sal pa affinis, Cham., pr. sol.

**) Musculi corporis 9; præterea quatuor musculi longitudinales inter musculum

transversum secundum et sextum suspensi :

Salpa dolicosoma-virgula, Todaro-Vogt, pr. sol.

11. Tractus intestinalis nucleiformis:

I. Salpæ gregatæ sine appendice pinniformi ventrali:

a. Aperturæ terminales:

*) Musculi corporis 5 in dorso siti; tres antici in medio dorso interrupti el

approximati; duo postici paralleli:

Salpa costata-Tilesii, Quoy & Gaim.-Cuv., pr.gr.

**) Musculi corporis 7 lati, in medio ventre interrupti, primus et in medio

dorso interruptus; musculi quatuor antici in medio dorso approximati:

Salpa hexagona, Quoy & Gaim., pr.gr.

b. Aperlura oris terminalis, apertura cloacalis in dorso sita. Musculi corporis i,

in dorso siti, figuras X-formes duas formanles :

Salpa s eu tige ra-c o n f o ede rata, (Hiv. -Forsk., pr.gr.

c. Aperturæ in dorso sitae:

*) Musculi corporis C paralleli, lati; omnes in medio ventre interrupti, primus

et in medio dorso interruptus:

Salpa cordi formis-zonar ia, Quoy & Gaim. -Pali., pr.gr.

") Musculi corporis non paralleli, tenues, omnes in medio ventre interrupti:

a) Musculi corporis 5, quorum ires antici æque ae duo postici in medio

dorso approximati :

Salpa democratica-mucronata, Forsk., pr.gr.

ß) Musculi corporis 5, omnes in medio dorso approximati:

Salpa c y lindrica, (Hiv., pr.gr.

;-) Musculi corporis ü, quorum quatuor antici æque ac duo postici in

medio dorso approximati:

-j- Rami descendentes quarti et quinti musculi corporis in utroque

latere approximati et attingentes, posteaque divergentes:

Salpa ru m- i nul a- fusiform is, Cham.-Cuv., pr.gr.

Vidensk. selsk. skr., c, Række, naiurvîdensk. op mathem. Afd. II. s. 45
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•j-j- Rami descendentes quarti el quinti musculi corporis in utroque

lalcro non approximati:

Salpa africana-maxima, Forsk., pr.gr.

2. Salpæ solitariæ:

a. Apcrturæ terminales:

*) Tunica circum apertnram cloacalem appendicibus brevioribus aul longi-

oribus ornata:

«) Appendix longa, utroque latere aperturæ cloacalis una:

j- Appendices diur, longæ, cylindrical. Tunica cristis longitudinalibus

II, valde prominentibus ornata. Musculi corporis 11, latissimi,

paralleli, omnes in medio ventre interrupt!:

Salpa hexagona, Quoy & Gaim., pr. sol.

ft Appendices duæ, longæ, curvæ, extremitale depressæ. Musculi

corporis 18—20, in dorso siti, medio dorso interrupti:

Salpa costata-Tilesii, Quoy & Gaim.-Cuv., pr. sol.

ß) Appendices plures, breves, spiniformes. Musculi corporis 9, in dorso

siti; tres anlici æque ae duo postici in medio dorso approximati,

ceteri paralleli:

Salpa runcinata-fusiformis, Cbam.-Cuv., pr. sol.

**) Appendices circum aperturam cloacalem nullæ:

a) Musculi corporis non paralleli:

f Musculi corporis 4, in dorso siti, figuras X- formes duas formantes :

Salpa scutigera-confoederata, Cuv. -Forsk., pr. sol.

-J--J-
Musculi corporis 9, omnes in medio ventre interrupti, i anlici

in medio dorso approximati:

Salpa cylindrica, Cuv., pr. sol.

/?) Musculi corporis 9— 10, plerumque paralleli, in dorso siti:

Salpa africana-maxirna, Forsk., pr. sol.

b. Apcrlura cloacalis in dorso sita:

*) Appendix longa, tenuissima, flagelliformis, utroque latere aperturæ cloacalis

una. Musculi corporis 6 paralleli, tenues:

Salpa democratica- m ucronata, Forsk., var. flagellifera, pr. sol.

**) Appendices circum aperturam cloacalem complures (7— 8), quarum una utroque

lalere longitudinis dimidii corporis; ceteræ breves, spiniformes. Musculi

corporis 6 — antiens (in medio dorso interruptus) et posticus (in medio

ventre interruptus) excepti — corpus cingentes; musculus secundus, lertius,
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quartus æquc ae quiulus et soxtus in medio dorso, quartus et quintus in

medio ventre approximali:

Salpa dcmocratica-mucronata, Forsk., pr. sol.

***) Extremitas posterior corporis in spinam brevem, conicam, acuminalam

ilesinens. Musculi corporis 6, latissimi, parallel! , et in medio dorso et in

medio ventre intcrrnpti:

Salpa cordiformis-zonaria, Quoy & Gaim.-Pall. pr. sol.

Salpa pimintn, Forskåhl.

Tab. I, Fig. 1—5.

Synonymi og Literatur.

Thalia Nr. I, Nr. 2 og Nr. 3, Browne, p. 384, Tab. 43, fig. 3— 4.

Bolothuria thalia, L., Nr. 1, p. 657 (opstillet paa Browne's Tbalia Nr. I).

Ilolotliuria caudata, L., Nr. 1, p. 657 (opstillet paa Browne's Thalia Nr. 2).

Bolothuria denudata, L., Nr. I, p. 657 (opstillet paa Browne's Thalia Nr. 3, animieret hos

Gmelin og Lamarck).

Salpa pinnata, Forsk., p. 113, Tab. 35, Fig. B. -- Brug., pl. 74, Fig. 7— 8. — Bosc, Nr. I,

p. 179. — L., Nr. 3, p. 3129. Nr. 2. — Lam., p. HC. — Cham., p. 8, Fig. 1 A— I.

— Blainv., p. 108. — Meyen, p. 406, Tab. 27. — Delle Chiaje, Nr. 2, p. 39,

Tav. 77, Fig. 7-8. — Costa, Nr. I, p. 227, Tav. 3, Fig. I. A, B. — Müller, Nr. 1,

p. 57 (etc.). — Vogt, Nr. I, p. 35 (etc.), Pig. 6— 19; Nr. 3, p. 14, Tab.V, Fig. 1—8,

15-17, Tab. VI, VII, VIII og IX, Fig. 1—2. — Leuck., p. 3 (etc.), Tab. 1, Fig. 2,

7 og 13 og Tab. 2, Fig. 2. — McDonald, p. 181. — Costa, Nr. 3, p. 438.

Salpa cristata, Cuvier, Nr. 1, p. 366, PI. 68, Fig. 1—2. — Lam., p. 118. — Cuvier, Nr. 3,

PI. 123, Fig. I
— la.

Salpa pelasgica, Bosc, Nr. 1, p. 181, Tab. 20, Fig. 4.

Salpa thalia, L., Lam., p. 119.

Salpa caudata, L., Lam., p. 119.

Salpa proboscidalis, Less., Nr. I, p. 95, PI. 33, Fig. 2.

Beskrivelse.

Proles gregata. Corpore longo; dorso depresso; ventre compresso et appendice

pinniformi ornato. Aperluris terminalibus. Musculis corporis 5 — postico excepto,

45*
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corpus eingeule -- in medio ventre interruptis; musculis dubbns anticis in medio dorso

coalitis; musculis lertio el quarto in medio dorso approximatis; musculis duobus posticis

in utroque latere musculo longitudinali conjunetis. Tractu intestinal] sub endostylum

porrecto; ano paulo post extrcmitalem anteriorem endostyli ad sinistram partem ejus silo;

ventriculo appendice simplice cæca ornato. Linea superne utrinque longitudinali una.

Proles solitarin. Corpore longo, eylindrico, subdepresso, antice ventricoso. Aper-

turis terminalibus. Musculis corporis 8 — postico excepto, corpus cingente — et in

medio dorso et in medio ventre interruptis; musculis duobus posticis in utroque latere

dorsi approximatis. Tractu intestinali in tubum branchialem porrecto; ano paulo post

ganglion ad sinistram partem ejus sito; ventriculo appendice duplice cæca ornato. I, iuris

superne utrinque longitudinalibus 5.

Kjedesalpen (proles gregata).

Kroppen er langstrakt, næsten trekantet i Tværsnit; Hyggen fladtrykt, Bugen skarp

med et noget foran Midten siddende, sammentrykt, finneformigt Vedhæng, hvormed Dyret

er — eller har været — forbundet med de øvrige Medlemmer af kjeden. Det største

Exemplar var 56mm langt og havde i sig et Foster af 28mm ' Længde. I en nyfødt Kjede

maalte det største Individ ca. T"1™ i Længden.

Kappen er geléagtig og temmelig tyk, især paa Bugsiden.

Aabningerne ere endestillede. Mundaabningen ses som en bred Tværspalte paa

Forenden; Underlæben er tykkest og noget mere fremspringende end Overlæben. Kloak-

aabningen er rund; den sidder paa Spidsen af den tudformige, skraat opadbøiede, med rig

Bingmuskulatur udstyrede Bagende.

Kropmusklerne ere 5 i Tallet. Kun den bageste gaar bælteformigt rundt om

Dyret; de øvrige ere alle afbrudte midt paa Bugen. 1ste og 2den Kropmuskel ere sammen-

smeltede midt paa Byggen; de forene sig atter ved Grunden af det finneformige Vedhæng

og sende deres nederste fri Ender ud i samme. Paa hver Side afgiver 1ste Kropmuskel

2 næsten parallele Grene, der løbe fortil og forene sig med Mundaabningens Muskelsystem.

3die og ide Kropmuskel nærme sig noget (il hinanden i Byggens Midtlinie. Nede paa

hver Side deler 4de Kropmuskel sig galfelformigt; den forreste af disse Grene løber hen

foran Svælget; den bageste, som næsten naar sammen med den fra den modsatte Side,

lobcr bagom Mavens blindtarmsagtige Forlængelse. 5te Kropmuskel sender paa hver Side

af Kroppen en Gren fremad til 4de Muskel , som modtager den lidt ovenfor Gaffeldelingen.

Mundhulen er cylinderformig, videst fortil, gaar jævnt over i det bagtil stærkt ind-

snevrede Kloakrum. Det kleieförmige Nervecenlrum ligger lige foran 1ste Kropmuskel,

langt bagenfor Gjællerørets forreste Ende; fra Bygsiden af Nerveknuden rager en lysere
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Farvet, keglestubformig Udvæxt i Wird; paa Toppen af denne Udvæxl Undes :'> Pigmenl-

hobe; Inlo delle Apparat lydes sum Synsorgan.

Pimreorgaaet ligger lige foran Gjællerørcls forreste Ende og dannes af en Had,

rundagtig Fordybning, noget bredere end lang, omgivet at' en uregelmæssigt bølgeformig,

fremspringende Iland, der fortil næslen fuldstændig udviskes.

Gjællerøret er temmelig svært, den forreste Del stærkt sammentrykt. Forenden af

Gjællerørel er fastgjort lil Mundhulens Loft og strækker sig fra Fimreorganel til bag om

2den Kropmuskel. Der findes omtrent 124 Fimreplader paa Gjællerørets Forside.

Hugfuren begynder tæt indenfor Mundaabningen, er opadkrummet i sin forreste

Ende, [øvrigt temmelig lige; den naar helt hen til Svælget

Tarmkanalen er udstrakt (ikke nucleus-formigt sammenrullet); Svælget er Iragt-

formigt, Spisereret krummer sig bagtil og nedad og fortsætter sig over i en fremadrettet,

langstrakt Mave, der bærer et stort, blindtarmsagtigt, i Spidsen afrundet, opadkrummet

Vedhæng, som strækker sig bagtil i Midtlinien af Dugen hen til 4de Kropmuskels bagesle

('ren. Den lange, rummelige Tarm løber i den store lilodlacune under Bugfuren lige

fortil og udmunder med en opadvendendc, skraat bagtil afskaaret Anus paa venstre Side af

Bugfuren, et Slykke bag dennes Forende.

Testiklen udvikler sig under Bugfuren, mellem denne og Tarmkanalen; den er

langstrakt, cylindrisk, noget tilspidset i begge Ender; en l'dførselsgang løber fortil og ud-

munder i Mundhulens Gulv, noget bag ved Anus.

Et langstrakt, lappet, cylindrisk, mod begjje Ender tilspidset, i levende Live violet

eller hvidligt farvet Kirtelorgan (Nyre?) ligger paa hver Side af Ryggen imellem 2den og

3die Kropmuskel.

Fasterets Stilling. Kun et enkelt Foster anlægges; det findes fasthæftet i Kloak-

rummet paa høire Side mellem 3die og ide Kropmuskel. Fosterets Mund- og Kloak-

aabning vende henholdsvis i samme Retning som Kjedesalpens.

Salpekjedens Medlemmer ere stillede i en Kreds med Bugsiden indad og hæftede

lil hinanden ved det oven nævnte finneformige Vedhæng.; de vende alle Mund- og Kloak-

aabning i samme Retning. I Reglen bestaar Kjeden af 9— 12 Medlemmer.

Den enlige Salpe (proies solitaria).

Kroppen er langstrakt, buget; Forenden bred og svær, Bagenden spids og tud-

formig. Største Exemplar: 75 ram langt og 33""" bredt.

Kappen er tyk og geléagtig.

Aabningerne ere endestillede; Mundaabningen ses som en bred Spalte paa Forenden;

Kloakaabningen er rund; den sidder paa Spidsen af den tudformige Bagende.
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Kropmusklerne ere 8 i Tallet, alle — med Undtagelse af den bageste, som gaar

bælteformigl rundt — afbrudte saavel i Ryggens som i Bugens Midllinie. 1ste Kropmuskel

sender paa hver Side to fortil konvergerede Grene hen til Mundaabningens Muskelsystem.

De nedre Ender af samme 1ste Kropmuskel dreie sig langt bagud paa Bugfladen; delte

nys nævnte Forhold gjentager sig om end i laugt ringere Grad for 2den Kropmuskels

Vedkommende. 7de Kropmuskel konvergerer paa hver Side med 8de. løvrigt løbe alle

de andre Muskler parallelt. De nedre fri Ender af 4de, 5te, 6te og 7de Kropmuskel dreie

sig noget fortil paa Rugfladen.

Mundhulen er cylindrisk, videst fortil, gaar jævnt over i Kloakrummet, der er

tragtformigt indsnevret bagtil.

Nerveknuden er kugleformig og sidder lige foran 1ste Kropmuskel. Synsorganet

er stort, knapformigt, med 3 Pigmenthobe paa Overfladen. Fimreorganet er stort og fladt

og ligger lige foran Gjællerørets forreste Ende; dets fremspringende Hand er stærkere

bølgeformig end hos Kjedesalpen.

Gjællerøret er langt og smalt; dets Forende er fastgjort til Mundhulens Loft lige

fra Fimregruben til bag om 1ste Kropmuskel.

Bugfuren begynder tæt indenfor Mundaahningen og løber hen til Svælget.

Tarmkanalen er udstrakt (ikke nucleus-formigt sammenrullet). Svælget er rummeligt,

tragtformigt. Spiserøret krummer sig bagtil og opad ind i Maven, der tillige med Tarmen

er bøiet fortil og lagt ind i Gjællerøret. Paa den Del af Maven, som vender bagud, i

samme Retning som Kloakaabningen , sidde to ved Siden af hinanden stillede Blindsække.

Tarmen, der som alt sagt løber ud gjennem Gjællerøret, bøier sig lidt bagved Nerveknuden

tilvenstre og udmunder i en forholdsvis snever, lige afskaaret Anus.

Fem langstrakte cylindriske, i levende Live violet- eller hvidfarvede Kirtelorganer

(Nyrer?) ligge i en Række paa hver Side af Ryggen; det forreste mellem Iste og 2den

Kropmuskel, det bageste mellem 5te og 6te Kropmuskel.

Fosterkjeden ligger paa Bugsiden, neden under Bugfuren. Kimrøret begynder

omtrent i Høide med 5te Kropmuskel. Kjeden løber skraat nedad fortil. I Modsætning

Ml de øvrige Salpe- Arter, med Undtagelse af S. affinis og S. dolicosoma-virgula, findes her

intet Spring i Udviklingen af Individerne i Fosterkjeden. Kjeden fødes i smaa Partier ad

Gangen. Kjedesalperne , som ere stillede i lo Rækker med Bugsiden mod hinanden,

gruppere sig umiddelbart efter Fødselen mere eller mindre regelmæssig ringformigt.

Findesteder.

Atlanterhavet: ' 56° 8' N. Br., 26° 30' V. L. (Andrea). 2 52
c 47' N.Br., 13° 10' V.L. (Branner).

3 47° N.Br., 27° V. L. (Hygom). '46° N.Br., 10° V. L. (Stiibe).
5 43° 30' M. lir.,

32° 40' V.L. (Andrea). G 43° N.Br., 36° V. L. (Mus. R.).
'• 42° 38' N. Br., 29°
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34' V.L. (Warming). s 42° 20' N. Br., 15° V.L. (Andréa). a 42° N.Br., 44° V. L.

1,1 41° N.Br., 30° V.L.; u 40° N. Br., 15°—26° V.L.; 12 39°N. Br., 14° V.L.;
13 38° N.Br., 23°, u 25° og 15 30° V. L. (Ilygom). le 37° 40' N. Br., 51° 20' V.L.;
17 36°40' N. Br., 23° 16' V. L.; 18 36° 30' N. Br.

, 28°13'V.L.; 1!l 36° 10' N. Br.,

26°32'V.L.; 2Ü 36° 6' N. Br. ,
26° 14' V. L .;

21 36° 1' N. Br., 27° 10' V.L. (Andréa).

22 36° N. Br. ,
30° 30' V. L. (Thomsen). 23 35° N Br. , 30 V. L. ;

24 34° N. Br., 30°

V.L.; 25 32° N.Br., 15° V.L.; 2G 3l°N. Br., 16° V.L.; «31° N.Br., 36° V.L.;
28 30° N. Br., 32° V. L. (Hygom). 2!l V. for Azorerne (Kjellerup). 3 " 28° N. Br., 23°

V.L.; 31 28° N.Br., 35° V. L. (Hygom). 32 25° 5' N. Br., 32° V. L. (B.Nielsen).

33 24°N. Br., 30' V.L. (Hedemann). 34 24° N.Br., 39° V. L. (Hygom). 35 22° 4'

N. Br., 24° 40' V. L. (Reinhardt). 36 Vestindien (Suenson). 37 Jamaica (ill. Brown,

p. 384). 3S 19° N. Br. 39° V. L. (Hygom). JS
S. f. Rio (Reinhardt).

Middelhavet: «non procul a rupe Belgran juxta insulam Yvicam» (id. Forskåhl): Nizza (ifl.

Vogt). Neapel.

Del Stille Hav: «Litt. occ. Amer, merid.» (Reinhardt).

Snlpn aflinis, Chamisso.

Tab. I, Fig. 6-8.

Synonymi og Literatur.

Salpa affinis, Cham., p. II, Fig. 2 A—F. — Blainv., p. 119. — Moyen, p. 407. —
Vogt., Nr. 3, p. 8 (citereti.

Beskrivelse.

Proles gregata. Corpore longo; dorso depresso; ventre compresso et appendice

pinniformi ornato. Aperturis terminalibus. Musculis corporis 5 — duobus posticis exccplis

corpus cingentibus et in utroque latere musculo longitudinali conjunctis — in medio ventre

interniptis. Tractu intestinali curvato (non nucleiformi); ano post pharyngem, ad sinistram

partem ejus sito; ventriculo appendice cæca non ornato. Linea superne utrinque longi-

tudinali nulla.

Proles solitaria. Corpore longo, cylindrico. Aperturis terminalibus. Musculis

corporis 8 — duobus posticis exceptis corpus cingentibus — in medio ventre interniptis;

duobus anticis prælerea in medio dorso interruptis. Musculis duobus posticis in utroque

latere dorsi approximatis. Tractu intestinali in tubum branchialem porrecto; ano paulo

post ganglion ad sinistram partem ejus sito; ventriculo appendice duplice cæca ornato.

Lineis superne utrinque longitudinalibus nullis.
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Kjcdesalpen (pi-oles gregata).

Kroppen er langstrakt, fladtrykt; det finneformige Vedhæng paa Bugsiden, hvormed

Hyret er — eller har været — forbundet med de øvrige Medlemmer af Kjeden, strækker

sig noget længere bagtil end hos Salpa pinnata. Det største Exemplar var 36mm langt og

havde i sig et Foster af ca. I0mm Længde.

Kappen er meget tyk og geléagtig.

Aabningerne ere endestillede. Mundaabningen ses som en bred Tværspalte paa

Forenden. Kloakaabningen er rund; den sidder paa Spidsen af den tndformige
, med rig

Ringmuskulatur udstyrede Bagende.

Kropmusklerne ere 5 i Tallet. De ere parallele og alle — med Undtagelse af de

to bageste, der gaa bælteformigt rundt om Dyret — afbrudte midt paa Bugen. Iste Krop-

muskel, der paa hver Side afgiver to fortil løbende og konvergerende Grene, som forene

sig med Mundaabningens Muskelsystem, krummer sig midt paa Hyggen noget bagud.

4de Kropmuskel udsender paa hver Side en Gren, som løber nedad hen foran Tarmkanalen;

den samme 4de Kropmuskel staar noget længere nede mod Bugfladen ved en anden Gren

i Forbindelse med 5te Kropmuskel.

Mundhulen er cylindrisk, bredest fortil, gaar jævnt over i det bagtil noget ind-

snevrede Kloakrum.

Nerveknuden er kugleformig og ligger lige foran Iste Kropmuskel, langt bagenfor

Gjællerørets forreste Ende; Synsorganet er cylinderformigt, temmelig hait og smalt.

Fimreorganet ligger tæt foran Gjællerøret; det er fladt med bred, lappet Forrand;

bagtil er det spidst; idet hele taget har det Form som en bred, kort Vifte med bagud

rettet Haandtag.

Gjællerøret er langt og noget spinklere end hos Salpa pinnata, den forreste Ende

er fastgjort til Mundhulens Loft paa Strækningen fra Fimreorganet til lidt bag ved Iste

Kropmuskel.

Bugfuren begynder tæt indenfor Mundaabningen, er svagt opadkrummet i sin

forreste Ende og løber helt hen til Svælget.

Tarmkanalen danner her i Modsætning til Forholdet hos Salpa pinnata en stor,

aaben Løkke, en Slags Tilløb til at antage den fra de fleste Salper kjendte Nucleus-Form.

Svælget er rummeligt, tragtformigt; Spiserøret, som er meget snevert og kort, gaar nedad,

over i en rummelig Mave, der ikke er udstyret med blindsækagligt Vedhæng. Maven

fortsætter sig i Spiserørets Retning skraat nedad tilhøire og gaar dernæst over i en snever

Tarm, som snart danner et Knæ og løber et Stykke fortil, hvorpaa den atter danner et

Knæ og stiger skraat opad tilvenstre; endelig dreier Endetarmen, som løber skraat opad,

bagtil og udmunder i en snever Anus, et Slykke bagved Svælget, tilvenstre for Midiplanen.
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Testiklen ligger i Tarmløkken mellem de to nys omtalte Knæ,

Posterets Stilling. Kun el enkell Foster findes anlagt i Kloakrummel paa høirc

Side mellem 3die og Ide Kropmuskel, nærmest ved den Første.

Salpekjedens Form synes ikke at afvige fra det for Salpa pinnata's Vedkommende

Mllll;ill,' l'iil'llnlil

Den enlige Salpe (proles solitaria).

Kroppen ligner i Henseende til Formen ganske S. pinnata. Hel største Exemplar,

jeg havde (il Undersøgelse, var II""" langt og bar endnu Fostermærkerne.

Kappen er tyk og geléagtig.

^åbningernes Form og Stilling er ganske som hos Salpa pinnata.

Kropmusklerne ere 8 i Tallet. Med Undtagelse af 7de og Sde Kropmuskel
, der

gaa bælteformigt rundt om Dyret, naar ingen af de øvrige sammen i Ungens Midtlinie;

Iste og -'den Kropmuskel ere desuden afbrudte midt paa Hyggen. Iste Kropmuskel sender

paa hver Side to tæt ved hinanden løbende (irene hen til Mundaabningens Muskelsystem ;

paa Bugsiden ere samme Iste Kropmuskels fri Ender krummede bagud henimod 2den Krop-

muskel, dog næppe saa stærkt som hos Salpa pinnata. 7de og Sde Kropmuskel tangere

hinanden paa hver Side af Hyggen. løvrigt lobe Musklerne parallelt, med omtrent lige

store Mellemrum imellem sig.

Mundbulen er cylindrisk, videst fortil.

Nerveknuden er kugleformig og ligger tæt foran Iste Kropmuskel.

Fimreorganet har samme Udseende som hos proles gregata.

Gjællerøret er med sin forreste Ende fastgjort til Mundbulens Loft paa Strækningen

fra Fimreorganet til lidt bagved Iste Kropmuskel.

Bugfuren afviger i Form og Forløb ikke væsentlig fra Forholdet bos Kjedesalpen.

Tarmkanalen er ganske som hos Salpa pinnata udstrakt og lagt ml i Gjællerøret;

Maven bar ligesom hos denne en dobbelt Blindsæk.

Fosterkjedens Stilling og Udseende er som hos Salpa pinnata. Jeg har kun set

en enkelt bel Kjede, som bestod af 9 Medlemmer.

Findesteder.

Atlanterhavet: ' Kanariske Øer (ifl. Meyen). '- Guinea (Dr. Thams). :l 3° 30' ,N. lir., 20
r

V. L. (Andréa). 4 2° N. lir., 21° og 25° V.L. (llygom).

Middelhavet (in. Vogts Liste, Nr. 3, p. 8).

Del Stille Hav: Omkring Sandwichøerne (ifl. (iharaisso).

Vi.lensk. Selsk. Skr. IÏ Række, natnrvidensk. o? mathom. \fl II 8 i'i
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Salpa ilolinisoma-virgiila, Todaro-Vogt.

Tab. I, Fig. 9.

Synonymi og Literatur.

Salpa virgula, Vogt, Nr. 3, p. 11-12, Tab. 5, Fig. 12—13.

Salpa dolicosoroa, Todaro, Nr. 2, p. 41— 43. (Her paavises Forholdet til Salpa virgula, og

den sammensatte Betegnelse: Salpa dolicosoma-virgula anvendes.)

Beskrivelse.

Proles gregala. Corpore longo, abdomine magno, conieo acuminatoque; extre-

milate anteriori subtruncata; ventre appendice pinniformi ornato. Aperlura oris terminali;

apertura cloacali in dorso sita. Musculis corporis 4. Tractu intestinali curvalo (non nuclei-

formi), in abdomine conieo sito ; ventricule appendice cæca simplice ornalo; ano prope

aperluram cloacalem sito.

Proles solitaria. Corpore longissimo, cylindrico. Aperturis terminalibus. Musculis

corporis transversalibus 9, prælerea quatuor musculi longitudinales inter musculum trans-

versalem secundum et sextum suspensi. Tractu inteslinali in lubum branchialem porrecto;

ventriculo appendice cæca bifurcata ornato.

Kjedesalpen (proles gregata).

Kroppen har en særdeles karakteristisk Form. Den bestaar af to i høj Grad ulige

Halvdele, hvoraf den foireste er cylindrisk og er oplagen af Gjælle- og Kloakrum med Til-

behør, medens den bageste, kegleformige Halvdel, der med sin Basis er sammensmeltet

med Forparten af Kroppen og bagtil løber ud i en Spids, omslutter den øvrige Indvolds-

masse. Fortil paa Bugsiden findes et stort, fra Siden set firkantet, finneformigt Vedhæng

lil Forbindelse med de øvrige Medlemmer af Kjcden. Totallængden udgjør omtrent 30mm.

Kappen er ikke særligt beskrevet.

Mundaabningen sidder paa den jævnl afrundede Forende saa heil oppe, at den kan

siges at være ifærd med at vandre om paa Byggen ; den er betydelig bredere end den som

en kort Tud udseende Kloakaahning, der sidder langt fremme paa Byggen.

Kropmusklerne ere 4 i Tallet; de ere svage, og synes at lobe parallelt tværs over

Hyggen; efter Tegningen hos Vogt at dømme ere de alle afbrudte paa Bugsiden.

Mund- og Kloakrummet danner en aflang, cylindrisk Hule.

Nerveknuden ligger tæt bagved Mundaabningen.

Fimreorganel omtales ikke.

Gjællerøret er temmelig kort og svagt S-formigt krummet.

Bugfuren strækker sig heil hen lil Svælget.
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Tarmkanalen er ikke nucleusformigt sammenrullet; den danner en .stor, vid Krum-

ning i Kroppens bageste Del; Maven er udstyret med en Blindsæk; Anus udmunder heil

oppe i Kloakrummet, ikke langt fra selve Kloakaabningen.

Testiklen er langstrakt, tendannet og ligger langt tilbage, ude i Bagkroppens kegle-

formige Vedhæng; dens Udførselskanal Udmunder fortil, ikke langt fra Anus.

Saadanne Kirtelorganer som de ,
der findes hos Salpa pinnata foroven paa hver

Side af Hyggen, omlales ikke for den nærværende Arts Vedkommende, hverken hos Kjede-

salpen eller den enlige Salpe.

Fosterets Stilling. Kun et enkelt Foster lindes anlagt indvendig paa Kloakrummets

heire Side, omtrent lodret under Kloakaabningen.

Salpekjedens (Medlemmer ere grupperede ganske paa samme Maade som hos Salpa

pinnata og afjinis.

Den enligt Salpe (proles solitaria).

Kroppen er særdeles langstrakt, glasklar og blød; der lindes Lo rode Pletter i

Mundvigene. Ca. Io0",m lang og 50""" bred.

Kappen omtales ikke særligt.

Aabningerne ere endestillede; Mundaabningen er stor og bred, Kloakaabningen for-

holdsvis lille og rund.

Kropmusklerne ere 9 i Tallet, som lobe paatværs, men desforuden findes i Længde-

muskler, lo paa Ryggen og lo paa Bugen, som strække sig fra den 2den til den 6te

Tværmuskel.

Mundhulen og Kloakrummet,

Nerveknuden,

Fimreorganet,

(jjællerøret og

Bugfuren finder jeg ikke omlalle af Todaro.

Tarmkanalens Stilling er ganske som hos de enlige Former af Salpa pinnata og

afjinis. Maven er forsynet med en dobbelt Blindsæk.

Fosterkjeden ligger paa Bugsiden; den begynder i Høide med den 6te Kropmuskel

og lober forlil mellem de lo Længdemuskler, parallelt med disse, indtil Mellemrummet

mellem Iste og 2den Kropmuskel, hvor den hoier sig tilliøire og udmunder paa Siden.

Fi n d c s te der.

Middelhavet: Villafranca Bugten (ill. C. Vogt). -- Neapels Golf (ill. Todaro).

A ii m. Ovenstaaende Beskrivelser ere for Kjedesalpena Vedkommende en Gjengivelse af C. Vogts, for dun

enlige Salpes Vedkommende af Todaro'a licskrivelser.

46*
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Snip» seutigera-coiifocderata, Cuvier-Forsk.

Tab. II, Kig. 23, 24 og 46.

Synonymi og Literatur.

Salpa confoederata, Torsk., p. 115, Tab. 36, Fig. A. - Brug., PI. 75, Fig. 2—å. - Bosc,

Nr. I, p. 17!). -- L., Nr.3, p. 3130, Nr. 6. -- Lam., p. 117. -- Kisso, p. 284.

Blainv., p. 111. - Meyen, p. i 10 (mindre rigtigt sammendrages denne Form med

S. fasciata, Forsk, og S. africana, Forsk.; ligeledes mener han, at S. runcinata,

Cham., og «sandsynligvis» S. vaginala, Cham., høre herhen],

Salpa sculigera 1

!, Cuvier, Nr. I, p. 377, PI. 68, Fig. 4— 5. (Ligel. Mém. Moll
, p. 20 Fig. 7).

Lam., p. 118. — Blainv., p. 110. — Non Melle Chiaje, Nr. 2, p. 39, Tav. Uli,

Fig. 21 og Tav. 78, Fig. 13 (begge Figurer minde om S. africana-maxima).

Salpa octophora 1

), Cuvier, Nr. 1, p. 379, PI. 68, Fig. 7 (Mém. Moll., p. 20, Fig. 7). — Lam.,

p. 118. — Blainv., p. MO. — Meyen, p. il(i.

Salpa vivipara, Pérou & Les., PI. 30, Fig. ''>.

Pegea octophora, Sav., p. 124, PI. 24, Fig. 1.

Salpa t'erruginea, Cham., p. 23, Fig. 10 A- I). — Blainv., p. 111). — Meyen, p. 417.

Salpa gibba, Bose, Nr. I, p. 178, PI. 20, Fig. .S.

Salpa soeia, Bose, Nr. I, p. 180, PI. 20, Fig. 1—3. -- Meyen, p. i09.

Salpa bicaudata, Ouoy & Gaim., Nr.3, Fig. A, 1 — 3. - Quoy & Caim. , Nr. i, p. 225,

PI. 8 A, Fig. 1—2. — Blainv., p. 123.

'.'Salpa dolium, <Juoy & Gaim., Nr. 5, j>. 575, PI. 90, Fig. 1—8 (eil. eller Krohn).

Salpa nephodea, Less., Nr. 2, p. 272.

Salpa scutigera-confoederata, Vogt, Nr. 3, p. li.

Beskrivelse.

Proles gregata. Corpore longo, cyïindrico, subdepresso; exlremilate anteriori

Irimcala, exlremitate posteriori rolundata. Apertura oris terminali; apertura eloacali in

dorso sita. Museulis corporis 4, in dorso silis, figuras X-formes duas formantibus.

Proies solitaria. Corpore brevi, lato; exlremilate anteriori subrotundala; extremilate

posteriori acuta; dorso depresso; venire medio depresso. Aperturis terminalibus. Musculis

corporis 4, in dorso silis, figuras X-formes duas formantibus.

') C aviers Exemplarer skrive sig ill. Lamarck og Blaiiiville Ira l'éroiis og Lesueurs Heise. - Home

alliilder Tab. 73, Fig. I et Stykke Kjede af denne Art.
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Kjedesalpen (proles gregata).

Kroppen er langstrakt, cylindrisk, noget fladtrykt; Fortil lige afskaaret, h;i^i il

afrundet. Del største Exemplar var I lo""" langt og bar et 43mm langt Foster i sig.

Kappen er med Undtagelse af det bageste tykke og bruskagtige Parti, som omgiver

Indvoldsmassen, temmelig tynd og bind. Undertiden ere Individerne i enkelte Kjeder for-

synede med et langt, tyndt Vedhæng paa hver Side. af Kloakaabningen (Salpa bicaudata,

Ouoy & Gaim.).

Mundaabningen er endeslillet og bred, Kloakaabningen rygstillet.

Kropmusklerne ere 4 i Tallet, spinkle og kun udviklede paa Rygsiden; de nærme

sig tu og lo tæt til hinanden midt paa Ryggen og danne to skjæve Kors, det ene bagved

det andet. Denne Muskelkonstellation gjentager sig hos den enlige Salpe, og bliver saa-

ledes et for Arten karakteristisk Kjendetegn.

Mundhulen er rummelig, cylindrisk, omtrent ens vid overalt.

Nerveknuden er lille, kugleformig; den ligger langt foran 1ste Kropmuskel, lige

bagved Fimreorganets øverste, bageste Hjørne. Paa den forreste, øverste Del af Nerve-

knuden sidder et temmelig stort, knapformigt Synsapparat.

Fimreorganet er indsænket i den Del af Mundhulens Loft, som ligger lige foran

Gjællerøret, og i den forreste Ende af dette. Det dannes af en næsten lige saa lang som

høi, ganske smal Hulhed, hvis faste Hund begynder fortil med en nedbøiet Spids og der-

næst løber parallel med Dyrets Længdeaxe til hen tæt foran Nerveknuden; lier bøier den

knæformigt af og stiger lodret ned paa Gjælierørels Forllade, dreier nok engang og løber

fortil; lilsidst ender den med en opadbøiet Spids noget bag ved og lavere end Begyndelsen;

imellem disse to krummede Spidser ligger en spalteformig Aabning, hvormed Fimreorganets

Hulhed udmunder i Mundhulen.

Gjælleroret er langt, stærkt bygget, fastgjort foroven til Mundhulens Loft paa

Strækningen fra Fimreorganet til i Høide med Randen af Iste Kropmuskel. Der findes ca.

83 Fimreplader paa Gjællerorets Forside.

Bugfuren' begynder med en svag Krumning fortil tæt indenfor Underlæbens Rand,

bar iovrigl et lige Forløb og naar helt hen til Svælget.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. Indvoldsmassen ligger lavt nede

bag Kloakrummet; den er kugleformig, svagt sammentrykt. Tarmrøret er videst lidt foran

Midten. Svælg og Anus vende fremad.

Testiklen ligger i Tarmløkken.

Fosterets Stilling. Kun et enkelt Foster findes anlagt indvendig paa høire Side i

Kloakrummet, omtrent midt imellem 3die og 4de Kropmuskel.
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Salpekjedens Medlemmer, hvis Længdeaxer slaa lodret paa Kjedens Længdeaxe, ere

som sædvanlig stillede i to Hækker, der vende Itnglladerne mod hinanden; del enkelte

Individ i den ene Hække passer ind mellem to individer i den modslaaende Hække o. s. v.

Den enlige Salpe (proles solitaria).

Kroppen er kort og bred, noget afrundet fortil, spids bagtil; Ryggen er fladtrykt.

Det storste Exemplar var ca. 120mm langt.

Kappen er temmelig tyk og bruskagtig.

Aabningerne ere endestillede. Mundaabningen er særdeles bred. Den lille, ovale

Kloakaabning sidder paa Spidsen af den med svag Hingmuskulalur udstyrede, Uniformise

Hagende.

Kropmusklerne ere 4 i Tallet; i Henseende til Stilling og øvrige Forhold ligne de

ganske Kjedesalpens.

Mundhulen er næsten firkantet i Tværsnit, rummelig; bagtil gaar den over i del

heniniod Kloakaabningen tragtformigt Lndsnevrede Kloakrum.

Nerveknuden er i udseende og Leiringsforhold lig Kjedesalpens; det samme gjælder

Synsapparatet.

Fimreorganet afviger ikke synderlig fra Kjedesalpens.

ujælleroret er meget kort, stærkt byggel, noget sammentrykt især fortil; det er

foroven fastgjort (il Mundhulens Loft paa Strækningen fra Fimreorganet til midtveis mellem

Nerveknuden og 1ste Kropmuskel.

Hugfuren begynder tæt indenfor Hånden af Inderlæben, er noget nedadkrummet

paa Midten og løber helt hen til Svælget.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. Den kleieförmige Indvoldsmasse

ligger under det forreste Parti af Kloakrummet, lidt bag Midten af Bugen. Tarmroret

begynder med et tykrandel, opadvendende Svælg; Anus ligger som sædvanlig lilvenstrc for

Midtplanen.

Fosterkjeden ligger spiralformigt uden om Indvoldsmassen og kan være snoel lo

Gange rundt om denne.

Findesteder.

Atlanterhavet: ' i«' N. Hr., là og 2 38 V.L.; 3 47° N. lir., 8° og ' 27' V.L. lllygom).

5 44° 36' N. Ur., 25° 5' V.L. (Warming). " 44
e

N. Br., 15 V.L.; 7 43 N. Dr.,

16' V.L. (liygom). s 42
e 38' N. Hr., 29 34' V.L. (Warming).

;i

il 10' N.Br.,

17 55' V.L. (Normann). '»il'N.llr, 29 30' V. L. (liygom). " i0°—38° N. Br.,

2H°—30° V.L. (Hygom). ls 39° 40' N. lîr., 34° 30' V.L. (Andrea). 13 39' N.Br.,
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10° og u 13° V.L.; lr
' 37° N. Br., 16" og " ! 27" V.L.; » 36° N. Hr., 6° og 28°

V. L. (Bygom). la 34° 4' N. Rr., 17° 50' V. L. (Normann). t: ' 34° N. lir., 30° V. L.;

50 30° N. Br., 17° V.L.; S1 29° 20' N. Br., 23° 6' V.L. (Hartmann). 22 28" N. Hr.,

35° V.L.; 2S 26° N. Br., 22° V.L.; 24 22° N. Br., 22° V. L. ;

*- 6 20° N. Br.,

22° V. L. (Hygom). -''' 15° 19' N. Br., 24° 54' V.L. (Bernhardt). 27 II" N. Br.,

29" 30' V. L. (Hygom). 2S Guinea (Or. Tliams, Mus. physiol.).
'"' 29° 0' S. Br.,

11" 30' O. L. (Andrea).

Middelhavet: a " Neapel (P. E. Midler).

Det Indiske Hav: ' 39° 56' S. Br., 40° 26' O. L; '-' 32 0' S. [Jr., 44° 10' O. L. (Andréa).

1 l°44' S. Br., 81° 8' 0. L. (Mathiesen).

Det Stille Hav: l China Soen (Galalh. Exp.). - Valparaiso (H. Krøyer). 6 N.Br., 105°

O. L. (Gerstenberg).

Siilpa democratica-nmcroiiAta, Torsk.

Tab. II, Fig. 25—28.

Synonymi og Literatur.

Salpa democratica, Forsk., p. 113, Nr. 32, Tab. 36, Fig. G (= proles solilaria). — Brug,

PI. 74, Fig. 9. — Bosc, Nr. I, p. 179. - L., Nr. 3, p. 3129, Nr. 3. — Lam., p. 116.

— Blainv., p. 121. — Cuvier, Nr. 3, PI. 123, Fig. 3. — Delle Chiaje, Nr. I, p. 61

og 63. - Meyen, p. 408, Tab. 29, Fig. 7—8. — Delle Chiaje, Nr. 2, p. 39, Tav. 79,

Fig. 14, 15 og 17.

Salpa mucronata, Forsk., p. 114, Nr. 33, Tab. 36, Fig. D. — Brug., 1*1.74, Fig. 10. —
Bosc, Nr. 1, p. 179. -- Lam., p. 116. — Cuvier, Nr. 3, PL 123, Fig. 2. - Meyen,

p. 409, Tab. 28. — Sars, Nr. 2, p. 82, Tab. 10, Fig. 6— 11.

? Salpa cyanogaster, Péron, Tab. 30, Fig. 3.

Thalia lingulala, Blumenb., Nr. 30.

Salpa longicauda, Quoy & Gaim., Nr. I, p. 507, PI. 73, Fig. 8. - Blainv., p. 123. -- Meyen,

p. 420.

Salpa spinosa, Otto, p. 303—305, Tab. 42, Fig. 1 a— d. Bisso, p. 285. — Sars, Nr. 2,

p. 79—82, Tab. 10, Fig. 1—5.

Biphora mucronata, Costa, Nr. 2, p. 3, Tav. I, Fig. 1—3.

Biphora democratica, Costa, Nr. 2, p. 7, Tav. 2.

Dubreuillia cirrhosa, Less., Nr. 2, p. 278, PI. 6, Fig. 7.

Salpa Cabotti, Dcsor, p. 75. — Agass., Nr. I, p. 17— 23 med 2 Tab. — Brooks, Nr. 1—4.
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Salpa démocratisa- mucronala, Krohn, p. 112— 113. - Leuck., p. 3, p 17 (etc.), Tab. I,

Fig. I, 3, 9—10, 12, li og Tab.2, Fig. 6— 10, 16—17. Vogt, Nr. 3, p. 5,

Tab. 5, Fig. 22—23.

lie skrivelse.

Proles gregata. Corpore ovato; extremitate auteriori rolundata, extremitate poste-

riori in spinam brevem pyramidalem (lesiiienle. Aperturis in dorso sitis. Musculis cor-

poris 5 in dorso sitis; tribus anticis æque ae duobus posticis in medio dorso approximatis.

Proles solitaria. Corpore orciformi; extremitatibus truncatis. Circnm aperturam

cloacalem 7—8 spinis, duabus lateralibus longitudinis dimidii corporis. Aperturis lermi-

nalibus. Musculis corporis G — antico (in medio dorso interrupto) et postico (in medio

ventre interrupto) exceptis -- corpus cingentibus; musculo secundo, tertio, quarto, æque

ae quinto et scxlo in medio dorso, quarto et quinto in medio venire approximatis.

Kjedesalpen (proles gregata).

Kroppen er ægformig, noget fladtrykt paa Rygsiden, jævnt afrundet fortil; Bagenden

løber ud i en spids, skraat nedadrettet, i Reglen Hrsidet Pyramide, der omslutter Indvolds-

massen. Farven er ill. Sars vandklar med himmelblaat Gjællerør og Bugfure; Kjærnen er

indigoblaa. Det største Exemplar maalte ca. I5mm i Længden.

Kappen er temmelig fast, næsten bruskagtig og særdeles tyk, især paa Bugsiden.

Aabningcrne ere rygslillede; Mundaabningen er bredere end Kloakaabningen.

Kropmusklerne ---ere 4 i Tallet. De tre forreste ere sammensmeltede midt paa

Byggen; /ide Kropmuskel ligger langt tilbage. De ere alle afbrudte i Bugens Midtlinie.

Mundbulen er forholdsvis kortere og bredere end hos den enlige Salpe.

Nerveknuden er lille, kugleformig og ligger længere foran Gjællerørets Udspring

i'inl hos den enlige Salpe.

Fimreorganel er lille og næsten rundt; det ligger foran Nerveknuden; en eien-

dommelig, temmelig lang, traadformig, tentakelagtig, fremadrettet, i Spidsen tilbagebøjet

Proces, som rager frit frem i Gjællehulen, findes tæt foran Fimreorganet.

Gjællereret er spinkelt og forholdsvis kort; den forreste Ende er fastgjort til Mund-

hulens Loft paa Strækningen fra Isle Kropmuskel til lidt bagved 3die. Der (indes ca. GO

Fimreplader paa Gjællerørets Forside.

Bugfuren er meget kort; den begynder langt nedenfor og noget foran den ryg-

stillede Mundaabning paa den nederste Del af Mundhulens Forvæg, er kun svagt krummet

og naar næppe hen i Høide med 2den Kropmuskel.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. Indvoldsmassen er langagtig, spindel-

förmig og indtager den bageste Del af Kroppen. Tarmrøret, der er videsl paa Midlen,
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men uden lydelig Adskillelse i Spiseror, Mave og Tarm, danner en snever Lokke. Endetar-

men dreier sig forover og udmunder paa venstre Side af Svælget, omtrent i Unide med

samme.

Testiklen dannes af lange, tilspidsede, bagtil rettede, mer eller mindre vifteformigt

sammenstillede Lapper, der ligge paa hver Side af Tarmkanalen og kunne hos ældre Individer

rage nil over denne (cfr. Leuck., p. 50).

Fosterets Stilling. Kun el enkelt Foster anlægges paa høire Side bag 'ide Krop-

muskel. Fosterets Længdeaxe er parallel med, og Mund- og Kloakaabning vende samme
Vei som Kjedesalpens.

Salpekjedens Medlemmer ligge i en lang Dobbeltrække. Individernes Længdoaxer

danne mer eller mindre spidse Vinkler med Kjedens Længdeaxe. Den enkelte Kjedesalpe

ligger med Bugen vendt mod Bugfladerne af to Individer i den modstaaende Hække og

vender høire Side mod venstre Side af sin Nabo i samme Hække, o. s. v. — Hver lijede-

salpe har til Forbindelse med Naboer og Gjenboer i Kjeden S llel'lelraade
, stillede i ï

Længderækker, 2 paa Bugfladen og I paa hver Side.

Den enlige Salpe (proles solitaria).

Kroppen er tøndeformig, noget afslumpet i begge Ender, lidt bredere end hm', saa-

ledes at et Snit lagt paalværs gjennem Dyret frembyder en oval Flade. En Fure løber

langs Byggens og Bugens Midtlinie og langs Midten af hver Side. Farven er vandklar med

blaaligt Skjær og brunrod Kjærne (cfr. Sars, Nr. 2, p. 79). Store Exemplarer maal te ca.

25mm i Længden.

Kappen er tyk og temmelig fast, næsten bruskagtig; omkring Kloakaabningen løber

den ud i
7— 8 kortere eller længere, ubevægelige Torne, hvoraf den yderste paa hver Side

ofte er af Kroppens halve Længde.

Mundaabningen er endestillet og er meget bredere end den halvmaaneformige, ryg-

stillede Kloakaabning.

Kropmusklerne ere G i Tallet. De 4 midterste gaa bælteformigt rundt om Dyret;

Iste Kropmuskel er afbrudt midt paa Byggen og 6te midt paa Bugen. 2den, 3die og ide

Kropmuskel nærme sig stærkt til hinanden paa Byggen; Iste Kropmuskel bøier sine fri

Ender bagtil henimod dette Komplex; længere bagtil paa Byggen konvergere 5te og 6te

Kropmuskel, medens 4de og 5te konvergere paa Bugsiden.

Mund- og Kloakrum danne en cylindrisk, i begge Ender afnfndet Hule.

Nerveknuden er kugleformig og ligger noget foran Gjællerorels Udspring.

Fimreorganet ligner fuldstændigt Kjedesalpens; det er maaske lidi mere langstrakt;

og den tentakelagtige Proees er noget længere og tyndere.

Vido&Bk. Selsk. Skr.. 6 Rskke
t
uatnmdensk, og- mathem, AfJ 11. s 47



3G8 34

Gjællerøret er spinkelt og sammenlrykt; den til Mundhuleas Lofl fastgjorte Ende

naar omtrent fra Nerveknuden til et Stykke bag 4de Kropmuskel. Der findes omtrent 100

Pimreplader paa Gjællerørets Forside.

Bugfuren er smal, svagt og jævnt krümmet gjennem hele sin Længde; den begynder

tæl indenfor Underlæbens Rand og taber sig i Høide med 5te Kropmuskel.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. Indvoldsmassen er langagtig ruml,

linseformigt sammenlrykt, uden tydelig Sondring i Spiseror, Mave og Tarm. Fra Svælget

gaar Tarmrøret skraat nedad bagtil, bnier derpaa knæformigt om og stiger skraat opad fortil

nedenunder den bagtil lobende Del; først i Svælgets umiddelbare Nærhed, dreier Tarmrøret

ud fra Midtlinien, idet det krummer sig tilvenslre og udmunder i en rummelig Anus i Beide

med og lidt bagved Svælget.

Fosterkjeden ligger i en Spiral omkring Indvoldsmassen; den begynder paa Bug-

siden foran Svælget og vender sig strax tilbøire, hvorpaa Kjeden ruller sig spiralförmig!

|i/
4
_ji/

2 Gang rundt om Tarmkanalen. Fostrene ligge i to Rækker med Bagenderne

vendende udad med Periferien.

Findesteder.

Atlanterhavet: ' Norges Kyst, Florø og Bremanger, 61° 50' N. Br. (Sars).
2 Shetlands-

øerne fifl. Gwyn Jeffreys). 3 59° 52' N. Br. ,
6° 31' V. L. (Assist. Steensirup).

4 57° 23' N. Br., 18° 36' V. L. (Olrik).
5 48° 47' N. Br. ,

21° V. L. (Hygom).

« 48° 30' N. Br. ,
5° 30' V. L. (Hedemann) ' 48° N. Br. ,

38° V. L. (Hygoml.

8 47° N. Br., 11° V. L. (Koch). 9 46° 23' N. Br., 11° 15' V. L. (Reinhardt).

lfl 45° 43' N. Br., 34° 30' V. L. (Andréa). n 45° 30' N. Br., II
e
30' V. L. (Normann).

12 45° 30' N. Br. ,
36° 50' V. L. (Andrea). 13 43° N. Br., 32° V. L. (Grønsund).

14 Ca. 43° N.Br., 70° V.L. Vineyard Sound, Mass. (Smithson. Institut).
u

' 42°

N.Br., 46° V.L. (Andréa). ie 40° N.Br., 15° V.L.; 17 40° N.Br., 26° V.L.

(Hygom). I8 38° 40' N. Br., 15° V. L. (Normann). 19 38° N. Br., 23° V. L. (Hygom).

20 37° N. Br., 27° V. L. (Hygom). 21 36° 40' N. Br., 17° 25' V. L. (Normann).

22 30° N. Br., 18°-19°V. L. (Hygom). 23 23° 47' N. Br., 24° 31' V. L. (Reinhardt).

24 22° N. Br., 20°—22° V. L. (Hygom). -° 15° 19' N. Br., 24
:
54' V. L. (Reinhardtl.

26 14° N. Br.. 25° V. L. (Hygom). - 1 14—7° N. Br., 16°— 19° V. L. (Prosch).

28 13° N. Br., 22° V. L.;
'' 11° N. Br., 25° V. L.; 30 5° N. Br., 21° V. L.;

31 4° N. Br., 24° V. L. (Hygom). 32 18" S. Br., 2° V. L. (Andrea). 33 19° 8' S. Br.,

36° 19' V.L. (Warming). 34 35° 31' S.Br., 0°51' V.L. (Andréa).

Middelhavet: 8B «Ad Majorcam» og «in vicinia Yvicæ» (ifl. Forskåhl). 3li 38° 58' N.Br.,

10° 32' 0. L. (Branner). 37 Neapel (Panceri. — Slazione zoologira).
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Det Indiske Bav: l 42 S.Br., 31 0. L. (Strandgaard). * 39° 54' S. Br. ,
il 30' 0. L.

(Andréa). 3 39° 19' S. Br., 2.=> 12' 0. L. (Thomsen). '31' 23' S. lir., 73° 53' O. L.

(Mathiesen). 5 20" 5 i' S.Br., 7G° 12' 0. L. (uden Navn).

Det Stille Hav: ' China Soen, Tonghai, 3|°4<>' N. lir
, 125 50' 0. L. (Andréa). - Port

Jackson (ill. Ouoy & Gaimard, s. longicauda).
;1 Tasmanien (Corneliussen), ' Ny

Zeelandshavel, 40° 50' S. lir., 161 (V 0. L. (Hartmann).

Salpa democratica-iBUcroiiatn, Forsk., Var. Ilagellifcra, mihi.

Tab. I, Fig. 12—13.

Beskrive Ise.

Proles gregata. Si ex foetibus proli solitariæ exsectis æstimare licet, nihil a

prole gregata typica Salpæ democraticæ-mucronatæ differre videtur.

Proles solitaria. Corpore longo, cylindrico, snbdepresso; extremitatihus rolundatis;

ulroque lalere aperturæ cloacalis appendice longa, tenuissima, flagelliformi una ornato.

A perturis terminalibus. Musculis corporis B gracilibus, parallelis; primo in medio dorso

reflexo et interrupto; sexto in medio ventre interrupto; ceteris corpus cingentibus.

Kjedesalpen (proles gregata)

synes efter de af den enlige Salpe udskaarne Fostre at domme ikke al afvige Ira Kjede-

salpeu af den typiske Salpa democratica-mucronata.

Den enlige Salpe (proies solitaria)

afviger fra den typiske Form ved :

1) at der paa hver Side af Kloakaabningen kun findes en lang, tynd, pidskeformig

Forlængelse af Kappen, og ved

2) at de 6 Kropmuskler ere indbyrdes parallele. De synes stundom alle. af være

afbrudte midt paa Byggen (smlgn. Fig. 12), hvilket Forhold ikke er mig bekjendt for selve

Salpa democraliea-mueronata's V ed komm ende.

Findesteder.

Atlanterhavet: 18
c

S.Br., 2' V.L. (Andrea).

Det Indiske Hav: 38° 20' S.Br., 12 10' O. I.. (Andrea).

17"
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Sal|in l'iiiicitiiiiii-t'iisiluniiis, C ham. -Cu vier.

Tal. Il, Fig. ?y— 3 1 og 4.'.

Synonymi o g Literatur.

?Salpa fasciata, Forsk., p. 115, Tab. 36, Fig.H. — Brug., PI. 75, Fig. 6. — Lam., p. 117.

— Blainv., p. 1 13.

Salpa maxima, varielas, Forsk., p. 113, Tab. 35, Fig. A a I.

Salpa fusiformis, Cuv. 1
), p. 382, Fl. 68, Fig. 5. — Brug., PI. 74, Fig. 3— 5. — Lam., p. I lit.

— Blainv., p. 117. — Meyen, p. 4 1 3 (henfører den til Salpa maxima).

Salpa runcinata, Cham., p. 16, Fig. 5 A— I. — Blainv., p. 119. -- Meyen, p. Ill (henfører

den til Salpa confoederata). — Sars, Nr. 2, p. 63, Tab. 8, Fig. 44—45 og Tab. 9,

Fig. 1—24. — Krohn, p. 113. — Forb. & Hani., p. 53, PI. E, Fig. 5-6. - .Mir,

Nr. 1, p. 439 og Nr. 2, p. 303.

Salpa moniliformis, M c Culloch, p. 187 |cit. bos Forb. & Hani.).

Salpa closlra, Milne Edwards i Cuvier, Nr. 3, PI. 121, Fig. 2.

Biphora depressa, Sars, Nr. I, p. 51, Tab. 6, Fig. 1— 4.

Biphora tricuspidata, Sars, Nr. I, p. 56, Tab. 6, Fig. 5— 16.

Salpa runcinata-fusiformis, Krohn, p. 112— 113. — Lcuek, p. 3, etc., Tab. I, Fig. 4, 6, 8,

II, 16—18, Tab. 2, Fig. I, 3—5, II, 13—15, 18. — Vogt, Nr. 3, p. 6.

Beskrivelse.

Proles gregaia. CTTrp.ore ovalo; extremitatibus in appendicem longam, conicam,

aciiminatam desinentibus (corpore ipso partem tertiam longitudinis totius occupante). Aper-

luris in dorso sitis. Musculis corporis ti in medio ventre inlerruplis; quatuor anlicis æque

ac duobus poslicis in medio dorso valde approximalis; ramis descendenlibus quarli et

quinti musculi corporis in utroque latere approximalis et atiingentibus, pusteaque diver-

genlibus.

Proles solilaria. Corpore longo, cylindrico; dorso depresso; exlremilale anteriori

rotundata, exlremitale posteriori truncala, 7—8 spinis brevibus circum aperturam cloacalem.

Aperlnris lerminalibus. Musculis corporis it in dorso sitis; tribus anlicis æque ac duobus

poslicis in medio dorso approximalis.

Kjedesalpen (proles gregaia).

Kroppen er tondeformig ; hver Ende er udstyret med et langt, snart lilhøire, snart

lilvenstre bøiet, kegleformigt, spidst tilløbende Vedhæng, som er en Forlængelse al' Kappen.

') 111. Lamarck skrive Cuviers Exemplarer sig fra Pérons og Lcsueurs Heise.
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Suive dun egentlige Krop udgjer omtrent den niidtur.sU' Tredjedel af hele Dyrets Totallængde.

Det største Exemplar var ca. 65""" langt.

Kappen ur temmelig tyk og fast, særligt paa Bugsiden.

åabningerne ere rygstillede; Mundaabningen er næsten dobbelt saa bred sum Kloak-

aabningen.

Kropmusklerne ere ti i Tallet; de strække sig — især de lire forreste langt ned

paa Bugfladen, men alle ere de afbrudte i dennes Midtlinie. Kropmusklerne ure paa Hyggen

sammensmeltede med hinanden to og to; de to forreste urupper tangere hinanden i Midt-

liuien, hvorimod den bageste Gruppe er langt Ijærnet fra de øvrige. Noget nede paa hver

Side af Kroppen tangere 4de og 5te Kropmuskel hinanden, hvorefter de atter divergere;

denne Tilnærmelse mellem ide og 5te Muskul linder ikke Sted hos Kjedesalpen af Salpa

africana-maxima, der i Henseende til Antal og Lejringsforhold af Kropmusklerne ganske

ligner nærværende Form.

Mund- og Kloakhule danne tilsammen el aflangt Rum, noget bredere end huit,

videst paa Midten.

Nerveknuden er lille, rund, nogel fladtrykt, med et lille, keglestubformigt Syns-

apparat.

Fimreorganet er langstrakt, med seglformigl krummet i Mundhulens Lofl indsænkel

Bund; det ligger omtrent midt imellem Overlæbens Band og Iste Kropmuskel, lige foran

Gjællerørels Forende.

Gjællerøret er ret kraftigt bygget, fastvoxet til Mundhulens Loft til omtrent i Høide

mud Iste Kropmuskel. Der findes ea. loll Fimreplader paa Gjællerørels Forside.

Bugfuren begynder dybt nede paa Mundhulens Gulv med opadbøiet Korende, er

jævnt krummet gjennem hele sin Længde ug standser foran Svælget i Høide mud 5te Krop-

muskel.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. ludvoldsmassen er pærefurmig, nogel

.sammentrykt, med lodret opad vendende Spids ; den ligger nedenunder Kloakrummets bageste

Del mud sin største Bunding nedad, noget tilhøjre. Tarmrøret er videst midlpaa. Ende-

tarmen stiger op paa venstre Side af Svæiget og udmunder i en tragtformig, nogel sammen-

trykt Anus. I levende Live er Tarmkanalen ifl. Sars af rødgul Farve.

Testiklens Blindsække ere forenede under Tarmkanalen til en saddelformig Masse;

de ure stillede næsten radiært i de lo Sidelapper. Tarmkanalens Bygside forbliver tlbedækkel

af dem (ofr. Leuck., p. 50).

Fosterets Stilling. Der findes kun anlagt et enkelt Foster indvendig paa høire Side

af Kloakrummel, mellem 5te og 6te Kropmuskel, nærmest dun første af disse. Sars for-

tæller (Nr. 2, p. 741, at ban bar set Fosteret bevæge sig meget livligt inde i Kjedesalpen.
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Salpekjedens Medlemmer ordne .sis; citer Fødselen saaledus, at deres Længdeaxer

komme til al ligge parallelt med Kjedens Længdeaxe. Bverl Individ staar i Forbindelse med

i andre Individer af Kjeden; med sin Bugflade er den knyttet til henholdsvis bageste og

forreste Halvdel af Bugfladerne af lo Individer i den modstaaende Bække, medens det fortil

er forbundet med Bagenden af det foranliggende Individ og bagtil med Forenden af det

bagved liggende Individ i samme Bække (smlgn. Kjeden hos Salpa cordiforrnis-zonaria).

Kjeden svømmer, som allerede Chamisso (p. II) angiver, for det meste i en ret Linie; hvert

Individ trækker sig ill. Sars (Pir. 2, p. 72) sammen for sig. Rjedens Medlemmer losnes

overordentlig let fra hinanden f. Ex. ved Irritation, eller naar den løftes op af Vandet.

Den cnliije Salpe (proies solilaria).

Kroppen er lang, foroven flad, forneden stærkt hvælvet, jævnt afrundet og noget

fladtrykt fortil, lige alskaaren, dobbelt saa høj som bred bagtil. Et Tværsnit gjenueni Midten

af Kroppen giver en næsten trekantet Flade. Omkring Kloakaabningen løber Kappen nd i

7

—

H korte, stumpe, faste Torne; fra hver- af disse ndgaar en lav Kjol fortil, som hnrtigl

laber sig. Den Kjøl, der kommer fra den uederste, stundom spaltede Torn deler sig bag

ved Indvoldsmassen og taber sig paa begge Sider af denne (smlgn. Sars, Nr. 2, p. 65).

Kroppens Længde ca. 70"'"'.

Kappen er fortil tynd; tykkere, mere bruskagtig paa Bugens bageste Del.

Aabningerne ere endestillede, rykkede temmelig langt op mod Bygsiden. Mund-

aabningen er bredest, halvmaaneformig, med stærkt fremspringende Underlæbe.

Kropmusklerne ere 9 i Tallet; de gaa tværs over Hyggen og standse i Høide med

hinanden, kort efter at de ere bøiede om paa Siderne. De tre forreste og de to bageste

konvergere i Byggens Midtlinie; de mellemliggende løbe parallelt.

Mund- og Kloakhule gaa jævnt over i hinanden, omtrent ens vid overalt.

Nerveknuden er temmelig stor og ligger lidt bagved Fimreorganet. Synsapparatet

er bredt og knapformigt; Pigmentet er ordnet i en hesteskoformig, fortil aaben Bue.

Fimreorganet ligger midtveis mellem Overlæbens Band og Iste Kropmuskel, lige

foran Gjællerørets Forende; det er noget mere langstrakt, men iøvrigt af samme Form som

Kjedesalpens.

Gjællerøret er langt og spinkelt; det er ophængt til Mundhulens Loft indtil bagom

2den Kropmuskel. Der findes ca. 180 Fimreplader paa Gjællerørets Forside.

Bugfuren udspringer langt nedenfor Mundaabningen med opadboiet Forende, er

jævnt krummet i hele sit Løb og standser forst ved Svælget.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nueleusform. Den indlager Kroppens laveste Parti

og ligger noget foran den nederste Torn, under og lidt foran de to bageste Kropmuskler.
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Indvoldsmassen er aflang, lindseformigt sammentrykt, i levende Live har den ill. Sars

(Nr. 2, p. C?) en rødgul Farve.

Fosterkjedens Stilling minder megel om Forholde! hos Salpa costata-Tilesii
(

i k k<;

hos Salpa africana-maxima)] Rjeden begynder paa Bugsiden, tæt foran Tarmkanalen og

strækker sig fremad paa høire Side af Midtlinien,; omtrent i Høide med 5te eller (ile Krop-

muskel bøier den knæformigt venstre om og hiber paa venstre Side af Midtlinien liaglil

forbi Tarmkanalen. Fosirene vende alle Bagenden udad mod Periferien. III. Sars (Nr. 2,

p. 71) Indes Kjeden — som sædvanligt stykkevis - gjennem en i dette Øiemed gjennem-

hrudl Aabning i Nærheden af den nederste Torn.

Findestede r.

Atlanterhavet: ' Norges Kyst, Flora og Bremanger, 61° 50' N. Br. (Sars). 2 Færoerne

(.1. Steenstrup). :i Ørkenøerne (Sleenstrup; Igl. ifl. Ilerdman og flere Eng. og

Skotske Forf.).
4 Hebriderne (ifl. Herdman). B 60° 4' N. Br., 18° 33' V.L. (Assist.

Steenstrup). 6 59° 37' N.B., 8° V.L. (Olrik). ' 59° N. Br., 22 1 /..' V.L. s 58V4°

N.B., 29 1 /-2° V.L. (Bang). '' 57° 23' N.Br., 18° 36' V.L. (Olrik). '" 46° N. Br.,

24° V. L. (Hygom). ll 46° N. Br., 37° 10' V. L. (Andrea). 12 41° 10' N. Br.,

17° 55' V. L. (Normann). la 39° N. Br., 13° V. L. ;

14 38° N. Br., I3V2 V. L.

(Hygom). 15 36° 40' N. lir., 23° 16' V. L. (Andrea). 16 36° N. Br., 28° V. L.

(Hygom) 17 33° 48' N. Br., 53° 10' V. L. (Garde). ls 26° N. Br., 22° V. L. (Hygom).

18 25° N.Br., 32° V.L. (B.Nielsen). z0 23° 28,V N.Br., 31° 28' V.L. (Mathiesen).

21 20° N. Br., 36° V. L.; "-"- 17° N. Br., 22° V. L.; - 3 15° N. Br., 26° V. L.;

24 6° N.Br., 22° og 25 28° V.L.; 2G 5° N.Br., 32° V.L. (Hygom). " 3° 29'

N.Br., 22° 38' V.L. (Reinhardt, Galath. Exp.). 28 3° N.Br., 27° V.L. (Hygom).
'"' 12° 10' S. Br., 28° 16' V.L.; 80 39° 56' S. Br., 12° 30' 0. L. (Andrea).

Middelhavet: sl Malaga (J. Collin). -

Del Indiske Hav: l 42° S. Br., 31° 0. L. (Strandgaard). 2 40° 41' S. Br., 85° 22' O. L.

(Hartmann). 3 29° 54' S. Br., 76° 42' O. L.;
4
5 21' S. Br., 81 56' 0. L.; 5 l°44 1 /-.'

S. Br., 7 8A° Ü. L. (Mathiesen).

Del stille Hav: ' 0°, 105° ø. L., N. f. Banka (Strandgaard). - 10" 50' s. Br., I6I°0'0. L.,

Ny Zeelandshavet (Hartmann).
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Sulp» afriniiia-iiiimmii, Torsk.

Tab. II, Kig. 32—34 og 44—45.

Synonymi og Literatur.

Salpa maxima, Forsk., p. 112, Tab. 35, Fig. A (undt. A, I), Tab. 36, Pig. H. — Brug., PI. 74,

Fig. 2. — Bosc, Nr. 1, p. 178. — I,., Nr. 3, p. 3129, Nr. I. — Lam., p. 110.

Qnoy & Gaim., Nr. 5, p. 503, PI. 73, Fig. 3. lilainv., p. 117. • - Cuvier, Nr. 3,

PI. 120; 121, Fig. 1 og PI. 122. -- Shaw, vol. 7, Tal). 232. -- Moyen, p . 112 (som

mindre rigtigt regner S. runcinata, gregata, Cham., og vistnok ogsaa med lirelte

S. dubia, Cham., herhen). — Costa, Nr. 1, p. 195, Tav. I— II.

Salpa africana, Forsk., p. 116, Tab. 36, Fig. C. - Brug., PI. 75, Fig. 7. — Bosc, Nr. I,

p. 180. — Lam., p. 117. — Costa, Nr. I, p. 22(5.

Salpa birostrata, Blainv., p. 119.

Salpa Forskalii, Lesson, Nr. 2, p. 272.

Salpa africana-maxima, Krohn, p. 112— 113. — Vogt, Nr. 3, p. G.

Beskrivelse.

Proles gregala. Corpore longo, cylindrico; exlremitalibus in appendicem brevem,

ronicam desinenlibus. Aperturis in dorso sitis. Musculis corporis in dorso silis; qualuor

aniicis æque ac dtiobus poslicis in medio dorso approximalis; ramis descendentibus quarti

et quinli musculi corporis in ulroque latere non approximalis.

Proles solitaria. Corpore longo, cylindrico; extremitate anteriori depressa, subro-

tundala; extremitate posteriori aha, truncala, spinis nullis. Aperturis terminalihus. Musculis

corporis 9(--IO) parallelis in dorso sitis (duobus aut tribus aniicis rarissime in medio dorso

approximalis).

Kjedesalpen (proles gret/ata).

Kroppen er langstrakt, med fladtrykt Ryg og hvælvet Bug; hver Ende er udstyret

med en i Sammenligning med Forholde! hos Kjedesalpen af Salpa rundnata-fudformis korl,

tilspidset, kegleformig Forlængelse al' Kappen. En stor Pukkel neden under del bageste

Vedhængs Udspring gjemmer Indvoldsmassen. Totallængden udgjer ca. 150""".

Kappen er temmelig tyk og blod; den Del, der omgiver Indvoldsmassen, er haard

og bruskaglig.

Aabningerne ere rygstillede, Mundaahningen næslen dobbelt saa bred som Kloak-

aabningen.

Kropmusklerne ere (i i Tallet; lo og lo ere de sammensmeltede paa Midlen af

Byggen; medens de tvende forreste Grupper aller längere hinanden i Midtlinien, slaar den
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bageste Gruppe fjærnt fra de øvrige. Den for Kjedesalpen af Salpa runånata-fusiformu

ejendommelige Tilnærmelse mellem ide og 5te Kropmuskel et Stykke nede pan hver Side

linder ikke Sted hos nærværende Art; desuden naa Kropmusklerne ikke nær saa langl om

paa Bugsiden som hos Salpa runcinata-fiisiformis.

Mundhulen og Kloakrummet danne tilsammen et aflangt, i begge Ender jævnl af-

rundet Kum, som gjennemgaaende er noget bredere end boil.

Nerveknuden er lille og kugleformig; den ligger midtveis mellem Mundaabningeii

og Iste Kropmuskel. Synsapparatet er lille, næsten kugleformigt med stærkt indkneben Hals.

Fimreorganet dannes af en temmelig høi, sammentrykt Hule, hvis opadvendendc

Hund er stærkt krummet, især fortil, bagtil strækker den sig lige bagud og standser i

Gjællerørets øverste Del.

Gjællerøret er svært bygget, sammentrykt; foroven er det fastgjort til Mundhulens

Loft indtil bag om 2den Kropmuskel.

Bugfuren er opadkrummet fortil og løber helt hen lil Svælget.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nueleusform og ligger langt tilbage; Tarmrørel er

videst paa Midten; Svælg og Anus vende, fortil.

Testiklen ligger i Tarmlokken.

Fosterets Stilling. Der Undes kun anlagt et enkelt Foster indvendig paa høire Side

af Kloakrummet imellem de divergerende L'nder af 5te og 6te Kropmuskel.

Salpekjedens Medlemmer ere stillede i to Rækker, ikke som Krohn (p. I2(i] antyder

parallelt med Kjedens Længdeaxe, men Individernes Længdeaxer danne spidse Vinkler med

Kjedens Længdeaxe, hvilket iovrigt allerede er angivet af Quoy og Gaimard.

Den enlige Salpr. (prates solitaria).

Kroppen er langstrakt, fladtrykt paa Bygsiden, stærkt hvælvet paa Bugsiden; medens

den næsten lige afskaarne Bagende er kj endelig hoiere end bred, gjor del omvendte For-

hold sig gjældende for den stumpt afrundede Forendes Vedkommende. Bøit oppe paa

Bagenden ligger Kloakaabningen , hvorimod dens laveste Parti indtages af Indvoldsmassen.

Det største Exemplar var I35mm langt.

Kappen er forholdsvis tynd paa Rygsiden, tykkere paa Bogsiden; særlig tyk øg

fast er den Del, der omgiver Indvoldsmassen.

Aabningerne ere endestillede, Mundaabningen særdeles bred; Underlæben rager

noget frem foran Overlæben; Kloakaabningen er lille, oval og rigt udstyret med Bingmii-

skulatur.

Kropmusklernc erc 9 i Tallet, den Iste. er stedse noget bagtil krummet midt paa

Bygfladen; iøvrigt løbe Musklerne parallelt øg standse i samme Høide, kort efter at de ere

Vi.lensk. Selsk. Skr, 6. Række, natmviilrnsk. oç matliem. AM. II. S. 48
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bøiede om paa Siden (i enkelte, sjældne Tilfælde har jeg set lsle og 2den Kropmuskel

nærme sig noget til hinanden midt paa Hyggen; ogsaa spores en dang imellem en Tilnær-

melse af den midterste Del af de tre forreste Kropmuskler).

Mundhulen er langstrakt, næsten firkantet i Tværsnit, fortil noget bred og lav; bag

til gaar den jævnt over i Kloakrummet, der hurtigt indsnevres henimod Kloakaabningen.

Nerveknuden er lille, kugleformig og ligger et godt Stykke foran Iste Kropmuskel,

lige bagved Fimreorganel. Synsapparatet dannes af en lille, kegleformig, paa Nerveknudens

forreste, øverste Del siddende, spids Udvæxt.

Firnreorganet er af en ret ejendommelig Form, som leitest vil forstaas af Figuren.

Gjællerøret er svært bygget, noget sammentrykt, især fortil; det er fastgjort til

Mundhulens Loft paa Strækningen fra Fimreorganet indtil Bagranden af 2den Kropmuskel.

Bugfuren løber skraat nedad bagtil, helt hen til Svælget.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nueleusform ; dens Stilling og Udseende er omtrent

som Kjedesalpens.

Fosterkjeden begynder foran Tarmkanalen og løber halvcirkelformig uden om den

venstre Side af Indvoldsmassen.

F i n d e s t e d e r.

Atlanterhavet: » 52° 47' N.Br., 13° 10' V.L. (Branner). -' 47° N.Br., 9° V.L. (Ilygom).

3 46° N. Br., 10' V. L. (Stube). 4 43° 30' N. Br., 32° 40' V. L. (Andrea). 5 42° 38'

N.Br., 29° 34' V.L., Azoriske Øer (Warming). fi «In freto Gaditano» (ifl. Forskåhl).

7 41° 15' N. Br., 15° 30' V. L. (Andréa). 8 40° N. Br., 26° V. L. (Ilygom). ' 39°

N.Br., 34° V.L. (Andréa). ln 38° N.Br., 30° og 34° V.L.; » B7° N.Br., 27
c

V.L. (Ilygom). ls 36
c

N.Br., 20° V.L. (Andrea).
13 35° 30' N.Br., 28° 13' V.L.

(Andréa). li 35° N. Br., 30° V. L. " 34° N. Br., 30° V. L.; ""•
1
1° N. Br., 29° 30'

V.L. (Ilygom). 17 29° 0' S. Br., 1 1 30' 0. L. (Andrea). 1S Cap Floorn (in. Meyen).

Middelhavet: I8 36° 17' N. Br., 3° 27' V. L. (Branner). «Ad [littora Tunetana» (in. Forskåhl).

Neapel (Panceri).

Det indiske Hav: ' 35° 12' S. Br., 26° 0' Ø.L.; - 30° 14' S. Br., 37° 50' 0. L. (Hartmann).

3 27° 30' S. Br., 98° 0' 0. L. (Andrea).



43 377

Vil|>.i cjlimlriwi, Cuvier.

I;it.. I. Kig. 22, Tab.II, Mg. 3S—37 ug 43.

Synonymi ug L i t e

r

a t u r.

Salpa cylindrica, Cuvier 1

), Nr. I
, p. 381, PI. 68, Fig. 8— 9). — (Lgl. i Mém. Moll., [t. 22,

Fig. H— 9). — Lam., p. 119. -- lUainv., p. 113. — Meyen, p. 117.

Jasis cylindrica, Sav., p. 124, PI. 24, Fig. 2.

Salpa elongata, Ouoy & (»aim. (ill. Blainv., p. 113).

Salpa coerulescens, Cham., p. 22, Fig. 9.

? Salpa Garnotii, Lesson, Nr. 2, p. 270, PL 6, Fig. G.

? Salpa cymbiola, Dali, p. 159.

Beskrivelse.

Proies gregata. Corpore ovato; extremitatibus in appendiceal sublongam, conieam

desinentibus. Aperturis in dorso silis. Musculis corporis 5, omnibus in venire interruptis;

tribus anticis et duobus posticis in medio dorso coalitis . omnibus in medio dorso

approximatis.

Proies solitaria. Corpore loogissimo, cylindrico; extremitatibus truncalis, s|iinis

rjullis. Aperturis terminalibus. Musculis corporis 9, omnibus in medio ventre interruptis;

musculis quatuor anticis in medio dorso approximatis.

Kjedesalpeii (proies gregata).

Kroppen er aflang, forholdsvis kort og bred, noget Uudtrykt og tilspidset i begge

Luder. Største Fxemplar var 9mm langt.

Kappen er tyk, især paa Siderne, fast og bruskagtig; baade for og bag løber den

ud i et kort, bredt, kegleformigt Vedhæng.

Aabningerne ere rygstillede, iMundaabningen omtrent dobbelt saa bred som Kloak -

aabningeu.

Kropmusklerne ere 5 i Tallet, samlede i to Grupper, tre i en forreste og to i en

bageste; begge Grupper tangere hinanden midt paa Hyggen. Alle Kropmuskler ere afbrudte

paa Bugsiden, paa hvilken de tre i den forreste Gruppe naa længst ned. Den bageste

Kropmuskel løber bagud paalangs ad Siden; i Høide med Kloakaahningen afgives en Gren

til hver Vig af denne; omtrent samtidig gaffeldeler Musklen sig, idet en spinklere Gren

') Allen er ill. Lamarck og ItlainvilUe forsi hjemført af Pérou og Lcsueur.

i s-



378 44

fortsætter Retningen bagud, medens Muskelens Uovedmasse drejer ned paa Bugsiden og

forsvinder, inden den naar iMidllinicn.

Mundhulen er oval, bredere end liøi.

Nerveknuden er temmelig stor, kugleformig; den ligger midtveis mellem Mundaab-

ningcn og Iste Kropmuskel. Synsapparatet er lille og fremadrettet.

Fimreorganet er langstrakt og smalt; dels bageste Del løber ned paa Gjællerørets

Forende; Grubens i Mundhulens Loft dybt indsænkede Bund er jævnt krummet i hele sin

Længde.

Gjællerøret er kort og fladt, svært bygget; dets Forende er fastgjort til Mundhulens

Loft paa Strækningen fra Fimreorganet lil den forreste Rand af Iste Kropmuskel. Der

(indes omtrent 10, udadtil brede, midtpaa smalle Fimreplader paa Gjællerørets Forside.

Bugfuren er fortil noget opadkrummet; den naar ikke Svælget, men standser om-

trent i lloide med de nedre Ender af 4de Kropmuskel.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. Indvoldsmassen er kugleformig;

Tarmrørel er temmelig kort, midtpaa noget buget.

Testiklens Form og Leiringsforhold kan jeg ikke udtale mig om, da de undersøgte

Individer kun vare smaa og næppe nok havde en Antydning af Testikel.

Fosterets Stilling. Kun et enkelt Foster findes anlagt indvendig paa høire Side af

Kloakrummet under ide Kropmuskel. En Kjedesalpc paa ea 8"""'s Længde havde i sig et

Fosler paa I""", hvorpaa tydeligt det for den enlige Salpe sædvanlige Muskeltal og Muskel-

stilling kunde erkjendes.

Salpekjeden og Individernes Stilling i samme efter Fødselen er mig ukjendt.

Den enlige Salpe (proles soliiaria).

Kroppen er stærkt forlænget, cylindrisk, noget fladtrykt, især fortil, lige afskaarel i

begge Fnder. Største Exemplar var i2n"" langt.

Kappen er temmelig tyk og fast.

Aabningerne ere endeslillede; Mundaahningen er som sædvanlig noget bredere end

Kloakaabningen.

Kropmusklerne ere 9 i Tallet alle afbrudte paa Bugsiden, he lire forreste Krop-

muskler konvergere midt paa Ryggen; de øvrige ere parallele.

Mundhulen er lang og cylindrisk, fortil bredere end høi.

Nerveknuden ligger midtveis mellem Overlæbens Rand og Isle Kropmuskel; den er

lille, kugleformig, med et fladt, knapformigt Synsapparat.

Fimreorganet ligner i Lidseende og Leiringsforhold Kjedesalpens.

tijælleroret er langt og temmelig spinkelt; Forenden er fastgjort lil Mundhulens
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Loft paa Strækningen Fra Iste til bag om 3die Kropmuskel. Der Hades ua !35 Fimre-

plader pua Gjællerørets Forside.

Bugfuren begynder tæt indenfor Underlæbens Iland og hiber uden Krumninger heil

lien til Svælget.

Tarmkanalen er sammenrulle! i Nucleusform. Indvoldsmassen, som er beliggende

mellem 7de og 9de Kropmuskel, ligner en Flaske med en temmelig lang, lodret opstigende

Hals. Tarmrøret er videst lidt foran Midten; Endetarmen stiger lige i Veiret og udmunder

i en tragtformig Anus.

Fosterkjeden ligger paa Bugsiden; den begynder tæt foran Indvoldsmassen og

strækker sig uden Krumninger lige fortil, under Bugfuren, til lidt foran sammes Midte.

Findesteder.

Atlanterhavet: l 20° N. ISr., 36° V.L.; - 18° N. Hr., 25° V.L. (Bygom). 3 13" N. Hr.,

31" V.L. (Strandgaard). ' (i N. lir., 28" V.L.; 5 3° N.Br., 22 V.L. (llygom).

B 35° 31' S. lir., (1° 51' V. L. (Andrea).

Det Stille Hav: 0° lir, 105° O. L., Javaso; Chinasøen (Strandgaard).

Snlpii i'osiiita-Tilt'sii, Quoy & Gaim. — Cuvier.

Tab. 1, Fig. 10— II, Tab. II, Kig. 38—41 og 47.

Synonymi og Literatur 1
).

Thelys vagina, Til., p. 150—165, Tab. V—VI.

Salpa Tilesii, Cuvier, ISr. 1, p. 375, PI. 68, Fig. 3 og 6. — Lam., p. 118. — Blainv., p. 109.

— Meyen, p. 1 15.

Salpa costata, Quoy & Gaim., Nr. I
, p. 504, PI. 73, Fig. 2, og Nr.2, p. 37. Blainv.,

p. 122. — Meyen, p. 4 19. — Krohn, p. III.

Salpa bigibbosa, Ouoy & Gaim., Nr. I
,

p. 50 i, PI. 73, Fig. I , og Nr.2, p. 38. -- Blainv.,

p. 122. — Meyen, p. 419.

Salpa gibbosa, Quoy & Gaim., Nr. I, p. 506, PI. 73, Fig. 7. Blainv., p. 122. — Meyen,

p. il 9.

Salpa infundibuliformis, Quoy & Gaim., Nr. I, p. 508, PI. 73, Fig. 13, og Nr.2, p. 42. -

Blainv., p. 110. — Meyen, p. 120.

Salpa costata- Tilesii, Krohn, p. I li (opstiller Formodningen om, at S. costata og S. Tilesii

hore sammen). — Vogt, Nr. 3, p, 7.

') llomc afbilder den enlige Salpe under Navnet •Dayyza strumosa, Hanks- paa Tab. 71; ligeledes

giver han en Figur af Kjedesalpcn paa Tab. 72 under Betegnelsen "another species of dagyza«.
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Beskrivelse.

Proles gregata. Corpore robusto, subcompresso; appendicibus nullis. Aperturis

lermiualibus. Musculis corporis 5 in dorso silis; tribus anticis in medio dorso interrupts

el approximatis; duobus poslicis parallelis.

I'roles solitaria. Corpore robuslo, inprimis antiee; extremitate posteriori depresso.

Aperturis lermiualibus; utroque latere aperturæ cloacalis cornu longo, curvo, in extremitate

depresso. Musculis corporis 18— 22 in dorso sitis, medio dorso interruptis.

Kjedesalpen (proles gregata).

Kroppen er svær, lidt sammentrykt, med fladtrykt Hyg og stærkt bvælvet Bug.

Met største Exemplar var ca. 190""" langt.

Kappen er tyk, bruskagtig, bist og ber forsynet med korte Pigge, især paa den

Del, som dækker Indvoldsmassen, og som springer pukkelformigl frem paa Uugen ; bos

ganske smaa kun faa Millim. lange Individer, som jeg udtog af den enlige Salpe, vare disse

'l'orne meget tydelige og forboldsvis kolossale (Fig. 10 og II). Undertiden forefandt jeg

dog en fuldstændig glat Overflade bos store Exemplarer.

Aabningerne ere endestillede; Mundaabningen er særdeles bred og bar en megel

tyk Underlæbe; den ovale, med stærk Ringmuskulatur udstyrede Kloakaabning sidder paa

Spidsen af den skraat opstigende, tudforniige Bagende; Kloakaabningens Hånde ere tynde

og skarpe.

Kropmusklerne ere fem i Tallet; de tre forreste ere afbrudte midt paa Hyggen,

hvor de iøvrigt nærme sig stærkt til hinanden; de to bageste Kropmuskler ere indbyrdes

parallele og stundom, dog ikke altid, afbrudte midt paa Hyggen. Alle fem Kropmuskler

tabe sig i Høide med Mundvigene, saaledes at Uugen er aldeles fri for Muskulatur.

Mundbulen er rummelig, noget høiere end bred; den gaar jævnt over i det beni-

mod Kloakaabningen tragtformigt indsnevrede Kloakrum.

Nerveknuden er forboldsvis meget lille; Synsapparatct er ligeledes lille og knap-

formigt.

Fimreorganet minder i Udseende og Leiringsforhold meget om det samme Organ

bos Salpa seidigera-confoederata.

Gjællerøret er kraftigt bygget, forboldsvis kort, sammentrykt, ophængt til Mund-

bulens Loft indtil i Høide med Iste Kropmuskel. Der lindes ca. 00 Fimreplader paa Gjællc-

rørets Forllade.

Bugfuren begynder dybt nede under den store Underlæbe paa Mundhulens Gulv;

den løber bell hen (il Svælget.
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Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. I levende Live er Indvoldsmassen

ifl. Ouoy og Gaimard af en brændende rød Farve og lyser. i Mørke. Svælget er Iragl-

rormigt og ligger lidt tilhøire for Midlinien; Tarmrøret er videst midtpaa; Endetarmen stiger

skraat opad og udmunder i en rummelig, tragtformig, sammentrykt, skraat afskaaret Anus.

Testiklen ligger halvkugleformigt uden om Tarmens nederste Halvdel.

Fosterets Stilling. Som hos Salpa cordiformis-zonaria og Salpa hexagona anlægges

(1ère Fostre; kun fra en enkelt Lokalitet (27° N. lir., (54° V. L., Hovgaard 9
/8 1 883) fore-

findes paa Universitetets zoologiske Museum et Par Exemplarer paa ca. IOcm's Længde med

Fosteranlæg. Der findes 3, næsten ens store Fostre paa høire Side af Kloakrummets Ryg-

parti, lige bagved Ide Kropmuskel.

Salpekjeden kjender jeg kun i Fostertilstanden. Jeg formoder, at Medlemmerne af

K jeden efter Fødselen gruppere sig som Kjedesalperne af Salpa democratica-mucronata , og

al Individernes Længdeaxer danne spidse Vinkler med Kjedens Længdeaxe.

Den enlige Salpe (proles solilaria).

Kroppen er svært bygget, især fortil, noget fladtrykt henimod Kloakaabningen, hvor

den tillige bliver meget smal. Noget foran hver Vig af Kloakaabningen udgaar et langt,

udad og bagtil krummet, i Spidsen fladtrykt, fast, grønligt farvet Horn. Det største Exem-

plar var 192",m langt, heri ikke iberegnet Hornene, hvis Længde udgjorde 34mm .

Kappen er tyk, bruskagtig og fast, især paa liugsiden for det pukkelformige Partis

Vedkommende, som omgiver Indvoldsmassen.

Aabningerne ere endestillede; den særdeles brede Mundaabning har tykke Læber,

især er Underlæben stærkt fortykket; den ovale, med tynde Rande udstyrede Kloakaabning

sidder paa Spidsen af den tudformige Bagende.

Kropmusklernes Antal varierer noget. I Reglen forefindes 20 Tværmuskler paa

hver Side af Ryggens Midllinie; dette. Tal kan stundom forøges til 22 eller synke ned L il

18; ofte træder desuden den Ejendommelighed til, at der en Muskel mere paa den ene

Side end paa den anden.

Mundhulen er omtrent saa høi som bred; den gaar jævnt over i del bagtil stærkl

indsnevrede Kloakrum.

Nerveknuden er meget lille og har et særdeles lille Synsapparat; den ligger et godt

Slykke bag Fimreorganet, lidt foran den 1ste Kropmuskel.

Fimreorganet er omtrent som hos Kjedcsalpen.

Gjællerøret er svært bygget, sammentrykt, ophængt til Mundhulens Loft indtil om-

trent i Høide med 4de Kropmuskel. Ocr findes ca. 85 Fimrepladcr paa Gjællerørels Forside.

Bugfuren er jævnt krummet igjennem hele sin Længde og løber heil hen I il Svælget.
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Tarmkanalen er som hos Kjedesalpen; kun synes Anus at springe noget mere frem

bagtil mellem to temmelig store, bruskagtige, morgensljærneformige Processer fra den indre

Kropvæg. Indvoldsmassen er ifl. Quoy og Gaimard i levende Live orangerød.

Fosterkjedens Stilling minder om Forholdet hos Salpa runcinata-fimfimnis] ligesom

hos denne strækker den sig fra Svælget fremad paa Rugsiden, bøier derefter knæformigt

om og lober næsten parallelt med og paa venstre Side af det fortilgaaende Parti bagtil og

slandser omtrent i Bøjde med Anus.

F indesteder.

Atlanterhavet: ' Ved Indløbet lil Kanalen (ifl. Blainville). - 43° N. Br., 12° V.L. (Andréa).

'

J 42°— 41° N. Hr., 26° V. L.; 4 40° N. Br., 31° V. L.; '- 39° N. Br., 13° V. L.,

lilygom).
6 Azoriske Oer (Warming). 7 36° N. Br., 27° V. L.; s 35° N. Br.,

31° V.L. (Hygom). 9 35° 20' N. Br., 24° V.L. (Andrea). '" Madeira, 2 Mile fra

Land (Reinhardt, Galath. Exp.).
u 28° N. Br., 25° V.L. (Iversen). '- 27° N. Br.,

G'i
n V.L. (Hovgaard). 1S 23° 31' N. Br., 22° V V.L. (Stiibe).

14 13° N. Br., 25°

V. L. (Straudgaard). 15 10° N. Br., 22° V. L.; 16 2° S. Br., 26° V. L. (Hygom).

17 34° 20' S. Br., 5° 30' V.L. (Andrea).

Middelhavet: (ifl. Krohn og Vogt).

Pet Indiske Hav: » 40° 8' S. Br., 52° 0. L.; '2 40° 4' S. Br., 53° 20' O. L.; :l 33° 34'

S. Br., 89° 0' O. L. (Andrea).
4 21° 50' S. Br., 63° 40' 0. L. (Hartmann).

Pet Stille Hav: ' Japan (Salmin). - Mellem Marianerne og Sandwichsøerne, 38° N. lir.

(ifl. Quoy & Claim.: S. bigibbosa). I Nærheden af Selskabsøerne (ifl. Quoy &

Gaim.: S. gibbosa.)

Snlpu cerdiformis-zonaria, Quoy & Gaim. — Pali.

Tali. I, Kis. 18—21.

Synonymi og Literatur.

Hololhnrium zonarium, Pall., p. 2(5, Tab. I, Fig. 17 A—C.

Salpa polycratica, Forsk., p. Uli, Tab. 36, Fig. F. — Brug., PI. 75, Fig. 5. — Bosc, Nr. I,

p. 181. — L., Nr. 3, p. 3150, Nr. II. Lam., p. 117. Bisso, p. 284. —
Blainv., p. 116. — Meyen, p. 414.

Holotliuria zonaria, L., Nr. 3, p. 3142, Nr. 18.

Salpa zonaria, Brug., PI. 73, Fig. 8— 10. — Lam., p. 118. — Cham., p. 12, Fig. 3 A— G.

— Blainv., p. 115. — Eschricht, p. 303 (og fremdeles), Tab. III, Fig. 16, 18— 23.

— Herdman, p. 1 13.
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Salpa cordiformis, Quoy & Gaim., Nr.4, p. 226, PI. 8A, Fig. 3— 6. — Blainv., p. 120.

Eschricht, p. 301 (og fremdeles), Tab. I, Fig. I— i, Tab. I[, Fig. 5 -10, Tal). III,

Fig. II — 15 og 17, Tab. IV, Fig. 23 (bis) — 36. — Vogt, Nr. I, p. 33, Fig. I.

Salpa microstoma, Quoy & Gaim., Nr. i, p. 226, PI. 8 A, Fig. 7— 9.

Salpa unieuspidata, Quoy & Gaim., iflg. Ulainv., p. 116.

?Salpa quadrangularis, Lesson, Nr. 2, p. 268, PI. 6, Fig. 2.

Salpa cordiformis-zonaria, Krohn, p. 112— 113.

Beskrivelse.

Proles gregata. Corpore longo, depresso; extrcmitatibus in appendicem conicam,

acuminatam desinentibus. Aperturis in dorso sitis. Musculis corporis 6, latis, parallelis;

omnibus in medio ventre interruptis, primo et secundo et in medio dorso interruptis.

Proles solitaria. Corpore longissimo; extremitate anteriori truncata, extremitate

posteriori in spinam brevem, conicam, acuminatam desinente. Apertura oris terminali,

apertura cloacali in dorso sita. Musculis corporis 6, latissimis, parallelis, et in medio

dorso et in medio ventre interruptis.

Kjedeaalpen (proles gregata).

Kroppen er aflang, forholdsvis kortere og bredere end hos den enlige Salpe, noget

fladtrykt, især paa Ryggen. Forenden løber ud i et stumpt, kegleformigt Vedhæng; lige-

ledes forlænger Bagenden sig ud i et ofte dobbelt saa langt, noget tyndere, i Reglen mere

tilspidset, skjævt tilhøire siddende Vedhæng. Begge disse Vedhæng ere Forlængelser af

Kappen. Ca. 50mm lang.

Kappen er temmelig tyk, fast og bruskagtig.

Aabningerne ere rygstillcde; Mundaabningen betydelig bredere end Kloakaabningen.

Kropmusklerne ere 6 i Tallet, brede, indbyrdes parallele; alle ere de afbrudte paa

Bugens Midte; de to forreste tillige midt paa Ryggen.

Mundhulen er bredere end høi, afrundet for og bag.

Nerveknuden er kugleformig og ligger umiddelbart bagved Fimreorganet.

Fimreorganet er langstrakt og smalt og ligner Fimreorganet hos den enlige Salpe;

det ligger lige foran 2den Kropmuskels forreste Rand.

Gjællerøret er tyndt og spinkelt; dets forreste Ende er fastgjort til 'Mundhulens

Loft paa Strækningen fra 2den Kropmuskels Bagrand til midt under 4de Kropmuskel.

Bugfuren begynder med brat opadkrummet Spids dybt neden under Mundaabningen

og naar hen i Høide med 4de Kropmuskels Bagrand.

Vidcnsk. Selsk. Skr , 6. Række, natorvidensk. og mathem. Afd. II. 8. 49
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Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform; Indvoldsmassen er kugleformig og

ligger forholdsvis længere fortil end hos den enlige Salpe, neden under den bageste Del

af Kloakrummet.

Testiklen ligger som et halvkugleformigt Overtræk omkring Tarmkanalens nederste Del.

Fosterets Stilling. Der findes 4 Fostre paa lige saa mange forskjellige Udviklings-

stadier indvendig paa høire Side mellem 5te og 6te Kropmuskel; det længst fortil liggende

Foster er det største, det bageste det mindst udviklede (smlgu. Salpa hexagona).

Salpekjedens Medlemmer ligge i to Rækker; Kjedesalpernes Længdeaxer ere parallele

med Kjedens Længdeaxc (smlgn. Salpa runcinala-fudformis).

Den enlige Salpa (proies solilaria).

Kroppen er stærkt forlænget og noget fladtrykt, især fortil. Et Tværsnit gjennem

Kroppen i Høide med Kloakaabningen frembyder en firkantet Flade. Skraat nedad bagtil

udgaar en bred, kegleformig, spids Forlængelse, der indeslutter Indvoldsmassen og Foster-

kjeden. Det største Exemplar niaalte G5 ram
i Længde.

Kappen er temmelig tyk, fast og bruskagtig.

Mundaabningen ligger som en bred Tværspalte paa den lige afskaarne Forende.

Kloakaabningen er rygstillet, balvmaaneformig og langt smallere end Mundaabningen. Paa

hver Side af Kloakaabningen danner Kappen et skarpt Bjørne.

Kropmusklerne ere 6 i Tallet, særdeles brede, parallele og afbrudte saavel paa

Ryggens som paa Bugens Midte. Den bageste Kropmuskel er kun udviklet paa Siderne

af Ryggen.

Mundhulen er firkantet i Tværsnit, høiere bag end for.

Nerveknuden er dobbelt saa bred som lang og ligger i Høide med Mellemrummet

mellem 1ste og 2den Kropmuskel, tæt foran Cijællerørets Udspring. Synsapparatet er fladt.

Fimreorganet er langstrakt, lige og tilspidset i begge Ender; det ligger et Stykke

foran Nerveknuden.

Gjællerøret er langt og spinkelt; den til Mundhulens Eoft fastgjorte Ende naar fra

2den Kropmuskel til hen i Høide med Mellemrummet mellem 4de og 5te Kropmuskel.

Bugfuren begynder tæt indenfor Underlæben, og efter et ganske lige Løb standser

den lidt foran Svælget.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform og ligger bagved Kloakrummet i den

allerede ovenfor omtalte Forlængelse af Kroppens Bagende.

Fosterkjeden er snoet spiralformigt uden om Tarmkanalen.
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I" i n d e s t e d e r.

Atlanterhavet: » 48° N. Br., 8° V. L. (Ilygom). - 46° 23' N. Br., 11° 15' V.L. (Reinhardt).

3 46° N. Br., 18° V. L. (Ilygom). 4 38V 2
° N. Br., 11° V. L. (Friis). 6 »Extra

fretuni Gaditanum» (in. Forsk.). 8 37° N. Br., 10° og ' 15° V.L. (Friis).
H 34' 22'

N. Br., 18° 10' V. L. (Reinhardt). » 34° N. Br., 54° V. L.; 31° IN. Br., 61° V. L.

(Hovgaard). 10 30° 16' N. Br., 37° 16' V. I.. (Wanning). u 30° N. lir., I3 l
/a° V. L.

(Hygom). 1S 25° 5' N. Br., 32° V.L. (B. Nielsen). l3 Vestindien, Øen Antigua (ill.

Pallas). 14 16° 31' N. Br., 33° 10' V. L.;
15 15° 56' N. Br., 30° 41' V. L. (Warming).

le 15° 19' N. Br., 24° 54' V.L. (Reinhardt). 17 12° N. Br., 26° 30' V.L.; ls 5° 24'

N. Br., 26° 30' V. L. (E. von Benzon). 19 4° 25' N. Br., 36° V. L. (Kjellerup).

20 7° 17' S. Br., 32° 52' V.L. (E. von Benzon). 21 14° S. Br., 28° 50' V.L. (War-

mingi. -- 20° 14' S. Br., 1° 4' V. L. (Andréa). 23 36° 34' S. Br., 2° 0' V. L. (Andrea).

24 36° 45' S. Br., 7° 36' V. L. (Bernhardt).

Middelhavet: 25 36° 29' N. Br., 2° 28' V.L. (Branner). 2e Malaga (J. Collin).

Det Indiske Hav: > 38° 50' S. Br., 28° 30' O. L. (Andréa). 2 35° 12' S. Br., 26° 0' t). L.
;

3 34° 30' S. Br., 27° 50' 0. L. (Hartmann). * 5° 21' S. Br., 81° 26' 0. L. (Mathiesen).

s 3° 9' N. Br., 84° 44' 0. L. (Reinhardt).

Det Stille Hav: ' China-Søen, ved Manila (Galath. Exp.). 2 40° 50' S. Br.
,

161° 0' 0. L.

(Hartmann).

Salpa hexagoun, Quoy & Gaim.

Tab. I, Fig. 14—17.

Synonymi og Literatur.

Salpa hexagona, Quoy & Gaim., Nr. I, p. 505, PI. 73, Fig. 3. — Quoy & Gaim., Nr. 2,

p. 39, PI. 1, Fig. 4 (cit. hos Blainv., p. 122 og Meyen, p. 4l9i.

?Salpa triangularis, Quoy & Gaim., Nr. 1, p. 511, PI. 74, Fig. 9— 10.

? Salpa biensis, Blainv., p. 123 (Beskrivelsen er gjort efter en Tegning af en Naturforsker

paa en engelsk Expedition til Congo).

?Salpa lineata, Less., Nr. 2, p. 268, PI. 6, Fig. 5 og 5 bis,

Beskrivelse.

Proles gregata. Corpore longo, ventricoso, cristis longitudinalibus 4 serratis ornato;

exlremitate anteriori subacuminata, extremitate posteriori truncata. Aperturis terminalibus.

Museulis corporis 7 lalis, in medio ventre interruptis, primo et in medio dorso interrupto;

museulis 4 anticis in medio dorso approximatis.

43"
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Proles solitaria. Corpore longissimo, cylindrico, cristis longitudinalibus ti valde

|ironiinenlibus ornalo; extremitatibus truncatis; crista ulriusque laleris media et a dextra

ct a sinistra parte aperluræ cloacalis in appendiceni longam, cylindricam desinente. Aper-

turis terminalibus. Musculis corporis II, latissimis, parallelis, omnibus in medio ventre

interruptis.

Kjedesalpen (proles gregata).

Kroppen er langstrakt, cylindrisk, noget buget paa Midten, løber spidst ud bagtil,

stumpt tilspidset fortil; ca. 38mm lang.

Kappen er temmelig tyk og fast; langs hver Side lobe to savlakkede, fremsprin-

gende Lister, der bagtil fortsætte sig ud paa en Proces af Kappen, som rager ud over

Kloakaabningen, neden under denne.

Aabningerne ere endestillede; Mundaabningen er bred; den svagt tilspidsede Under-

læbe rager frem foran Overlæben, saaledes at Mundaabningen kan siges at være i Begreb

med at vandre op paa Rygsiden.

Kropmusklerne ere 7 i Tallet, særdeles brede; den bageste er næsten dobbelt saa

bred som en af de andre; alle tabe de sig i Hoide med hinanden paa Dyrets Sider; 1ste

Kropmuskel, der er ikke saa lidt smallere end de øvrige, er tillige afbrudt midt paa

Hyggen. De 5 forreste Kropmuskler nærme sig stærkt til hinanden paa Midlen af Ryggen.

Mundhulen er cylindrisk og gaar bagtil over i et noget snevrere Kloakrum.

Nerveknuden er lille og kugleformig; den ligger lige foran 2den Kropmuskel i

Hoide med Gjællerørets forreste Ende. Synsapparatet er lille, kegleformigt og fremadrettet.

Fimreorganet er lille (ca. 1
1
/2
mn

' langt hos et Individ paa 38mm ) og smalt; det ligger

foran Gjællerorcts forreste Ende. løvrigt minder det i Henseende til Formen i høj Grad

om Fimreorganet hos S. cordiformis-zonaria.

Gjællerøret er temmelig langt og spinkelt; noget sammentrykt, især i sit øverste

Parti; det er fastgjort til Mundhulens Loft paa Strækningen fra lidt foran 2den Kropmuskel

til Forranden af 4de Kropmuskel.

Bugfuren tager sin Begyndelse paa Mundhulens Gulv lige under Mundaabningen,

er opadkrummet i sin forreste Ende, iøvrigt lige, og løber helt hen til Svælget.

Tarmkanalen er sammenrullet i Nucleusform. Indvoldsmasseu er langagtig; dens

Længdeaxe er parallel med Kroppens. Endetarmen løber lige bagtil og udmunder i en

rummelig, skraat afskaaret, tragtformig Anus.

Testiklen var hos de af mig undersøgte Exemplarer lille, men ret tydelig, aflang,

ulappet og havde sit Leie i Tarmløkken.

Fosterets Stilling. Der findes anlagt i Fostre indvendig paa høire Side af Kloak-

rummet under og bagved 6te Kropmuskel (Fig. 17, s, s', s" og s'"); det længst fortil lig-
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gende Foster er det største, det bageste det mindst udviklede. Paa det største Foster,

der kun maalte ca. Zmm i Længde, saa jeg tydeligt 1 1 Kropmuskler.

Salpekjedens Form og Individernes Stilling i Kjedcn kjender jeg ikke.

Den enlige Salpe fproles solitariaj 1
).

Kroppen er stærkt forlænget, cylindrisk, svagt tøndeformigt udvidet midtpaa, jævnt

afrundet i begge Knder. Incl. Tornene paa Bagenden 7l mm lang, uden Tornene 57 mm lang

og ca. I2 n,m bred.

Kappen er temmelig tyk, fast, bruskagtig og udstyret med 1 1 Længdelisler, hvoraf

de 3 paa hver Side (Fig. lfi, ß, y og â) og de to paa Ryggen (Fig. 15, « og a') løbe ud i

et temmelig tyudt og langt, men fast, trindt og spidst Vedhæng paa hver Side af Dyrets

Hagende.

Aabningerne ere endestillede. Mundaabningen ses som en særdeles bred Tvær-

spalte paa Forenden; Underlæben er kun ubetydeligt længere end Overlæben. Kloakaab-

ningen er oval med sin største Diameter paatværs af Kroppen; den ligger lige midt paa

Bagenden.

Kropmusklerne ere II i Tallet, særdeles brede, især den bageste; langs Ryggens

Midtlinie have de el karakteristisk zigzagagtigt Forløb, der dog ikke gjælder for de 3

forrestes Vedkommende; nogle Muskelfibre fra de foranliggende Muskler løbe nemlig skraat

bagtil og forene sig med de bagvedliggende Muskler; alle de forøvrigt parallele Kropmuskler

ere afbrudte paa Bugsiden.

Mundhulen er cylindrisk.

Nerveknuden er temmelig stor og ligger usædvanligt langt tilbage under 5te Krop-

muskel, kun lidt foran den bageste Del af Gjællerørets til Mundhulens Loft fasthæftede

Forende. Synsapparatet kjender jeg ikke.

Fimreorganet er langt og smalt og ligger lige foran Gjællerørets forreste Ende.

Gjællerøret er langt, spinkelt og sammentrykt, især i sit forreste Parti; det er

fastgjort til Mundhulens Loft paa Strækningen fra 2den Kropmuskels forreste Band til

forreste Rand af 6te Kropmuskel. Fimrepladerne paa Gjællerørets Forside gre særdeles

tætstillede.

Bugfuren begynder i Forranden af Iste Kropmuskel, har et lige Forløb og naar

helt hen til Svælget.

Tarmkanalens Form og Forløb er som hos Kjedesalpen.

') Til min Disposition har der kun været I helt tøxemplar og nogle tomme Kapper.
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Fosterkjedens Stilling kjender jeg ikke ret meget til. Der var paa det af mig sete

Exemplar kun et ganske kort, tyndt Kor med begyndende Udvikling af Kjedesalper; det

laa nedenfor Hugfurens bageste Spids og krummede sig derfra lilvenstre bagud.

Findesteder.

Det Indiske Hav: 1 33° 20' S. Hr., 33° 0' 0. L. (Andrea). - 1° 20' S. Hr., 89° 37' 0. L.

(Liansen & Thalbitzer). 3 3° 9' N. Hr., 84° 44' 0. L., (Reinhardt, Gaiathea Exp.).

Det Stille Hav: '
I Nærheden af Karotinerne paa 13° N. Hr. (ifl. Quoy & Gaim.). 2 Ny-

hollandshavet, 40° 50' S. Hr., 161° 0' 0. L. (Hartmann).
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Nomenclator Salpanim.

" angiver, at det er den her i dette Arbeide brugte

Artsbetegnelse.

? enten, at jeg slet ikke kjender Formen,

eller at jeg kun har vage Formodninger

om, hvor den skal henfores.

O — at Navnet er bleven eller efter min Opfat-

telse bør annulleres.

Findes der ikke vedfoiet noget af disse tre Mær-

ker, saa er Betegnelsen at opfatte som el Synonym

til en af de i delte Arbeide omhandlede Arter.

' dénotât significationem speciei in hoc opusculo

usitatam.

? — me aut formam plane ignorare, aut valde

dubilare, quo referenda sit.

— nomen jam rejectum vel meo judicio

rejiciendum esse.

Ubi nulla nota adponitur, nomen pro synonymo

cuidam in hoc opusculo commemoratæ speciei haben-

dum est.

liiphora democralica.
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Salpa bicornis.
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Safpa Garnotii.
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Salpa siplio.

— socia.

— solilaria.

— spinosa.

— suborbieularis

— Ihalia.

— Tilesii.

— triangularis.

— tricuspida.

— tricuspidata.

— unicuspidata.

— vaginata.

— virgula.

— vivipara.

— zonaria.

Thalia, Nr. 1—3.

— I'mgulala.

Thetys vagina.

1775

1802

177.5

1823

1824

1816

I SO i

1824

1830

1824

1827

1819

1854

1774

1756

1810

1802

Forsk., p. 115, Tab. 43, Fig. C.

Bosc, Nr. 1, p. 180, PI. 20, Fig. 1-3.

Forsk., p. 116, Tab. 41, Fig. E.

Otlo, p. 303, Tab. 42, Fig. 1 a— il.

Quoy & Gaim., Nr. 1
, p. 509, PI. 74,

Fig. 5-7.

Lam., p. 119 (cfr. L , Nr. I p. 657).

Cuvier, Nr. I, p. 375, PI. 68, Fig. 3 og 6.

Quoy & Gaim., Nr. I
, p. 511, PI. 74,

Fig. 9— 10.

Lesson, Nr. 2, p. 272.

Quoy & Gaim., Nr. I, p. 503, PI. 73,

Fig. 6.

Quoy & Gaim, ifl. lilainv., p. 116.

Cham., p. 19, Fig. 7 A— G.

Vogt, Nr. 3, p. 1 I, Tab. 5, Fig. 12—13.

Per. & Les., Tab. 30, Fig, 3.

Pallas, p. 26, Tab. 1, Fig. 17 A— C.

Browne, p. 3S4, Tab. 43, Fig. 3—4.

Blumenb., Nr. 30.

Tilcsius, p 150, Taf. 5—6.

Clavelllna sp.

S. Bcntig.-conf., pr. gr.

Horer til Asc. simplices.

S. democr.-mucron
, pr. sol.

S. pinnala.

S. costata.-Til., pr gr.

? S. hexagona, pr. gr.

S. cordif.-zonaria, pr. sol.

S. dolicosoma- virgula,

pr. gr.

S. scutig.-conf., pr. sol.

S. cordif.-zonaria, pr.gr.

S. pinuata.

S. democr.-mucr., pr.gr.

S. costata-Til., pr.
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Tavleforklaring'.

a.
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Fig. 7. Samme Art, en enlig Salpe set fra Ryggen. Ligesom lios Kjedesalpcn mangle ogsaa her de for

Salpa pinnata saa karakteristiske linieformige Organer.

— 8. Samme Individ set fra venstre Side. Som paa Fig. 4 af Sali>a pinnata ses ogsaa her Fostermær-

kerne (/< og i). Fosterkjeden er ligeledes paa dette unge Exemptai endnu kun svagt udviklet, løvrigt

forholder Fosterkjeden sig ganske som hos Salpa pinnata i Henseende til Stilling og den gradvise

Udvikling af Kjedesalperne, uden Spring i Udviklingen.

— 9. Salpa dolicosomu-rirgula, Todaro-Vogt, en Kjedesalpe set fra hoire Side. Det finneformige Vedhæng

(p) har den tilfælles med Kjedesalperne af de to foregaaende Arter; med Hensyn paa Tarmkanalens

(i) Lciringsforhold mindes mau om Salpa affinis. Hen skraat opad rettede, lange, stærkt tilspidsede,

kegleformige Forlængelse af Kroppens hagende, i hvilken Testiklen (!c) har sit Leie og den rygstillede

Kloakaabning (i) er særdeles karnkteriske Kjendetegu for denne Form. Kopi efter Vogt.

— 10. Salpa coslata-Tilesii, Quoy & Gaim — Cuv. , et Medlem af en Foslerkjede, udskaaret af en enlig

Salpe, set fra Hyggen. l)e 5 Kropmuskler ses meget tydeligt.

— 11. Samme Individ set fra heire Side. Eleohlaslen (*) ligger i en stor pnkkelforniig Udvæxt fra den

bageste Del af Dugen lige under Tarmkanalen. Ejendommeligt for Fosteret er den særdeles stærkt

fremspringende Overlæbe (o), det svære Gjællcrør (r) og de forholdvis store Torne, der ses spredte

omkiing paa Kappens Overflade, og som i Heglen tabe sig paa det voxne Exemplar (smlgii. Fig.

S0-.il).

— 12. Salpa democralica-mucronata , Forsk. var. fiayellifera, en enlig Salpe set fra Ryggen. De G næsten

parallelt liggende Kropmuskler og Udstyrelsen med kun et langt, pidskeformigt Vedhæng paa liver

Side af Kloakaabningen gjor den let kjendelig fra Hovedtypen (Fig. 25— '.'61.

— 13. Et andet enligt Salpeindivid af samme Art set fra heire Side. Fra Fimreorganets (/) Basis rager som

hos Hovedtypen en særdeles tydelig, svagt S-formigt krummet, ubevægelig, lentakelagtig Proces (")

ned i Mundhulen.

— 14. Salpa hexagona, Quoy & Gaim. , en enlig Salpe set fra Ryggen. Denne Form skjelnes med stor

Lethed fra alle andre Salper ved sin eiendonimelige Muskulatur og sine talrige Længdelister paa Kap-

pens Oveiflade. Nerveknuden (g) ligger længere tilbage end hos nogen anden mig bekjendt Salpe.

— 15. Kappen af et andet Individ af samme Art set fra Ryggen, til Oplysning om de karakteristiske Længde-

lister, a og a' tilhore udelukkende Rygsiden, medens ß og ß' er den øverste Liste paa hver Side.

— 16. Samme Kappe set nedenfra, lidt fra høire; længst borte skimtes Listen ß, midt paa Siden ses

Listerne f og <J, paa hver Side af Bugen e og e' og midt paa samme den eneste uparrede Liste Z,

ialt 1 1 Længdelistcr.

— 17. Samme Art, en Kjedesalpe, opklippet langs venstre Side og udbredt. Af de brede Kropmuskler kon-

vergere 2den, 3dic, 4de og 6te midt paa Ryggen. De 4 Fostre (s, s', s" og s'"| ligge under 6te

Kropmuskel.

— IS. Salpa cordiformis-zonaria, Quoy & Gaim. — Pall., en enlig Salpe set fra Ryggen.

— 19. Samme Individ set fra Bugen. Fosterkjeden («) er endnu kun lille. Denne Form er let kjendelig

ved sine 6 særdeles brede, parallele, saavel paa Ryg som paa Bug afbrudte Kropmuskler og sin

spidst tilløbende, kegleformige Bagende.

— 20. Bagenden af et stort, gammelt Individ for at vise den fuldt udviklede Foslerkjede. Kopi efter

Eschricht.

— 21. En Kjedesalpe af samme Art set fra Ryggen. Kropmusklerne erc til Stede i samme Antal — 6 —
som hos den enlige Salpe; de ere brede, parallele, alle afbrudte paa Bugsiden, de 2 forreste tillige

paa Rygsiden. Som hos S. hexagona (Fig. 17) findes her flere Fosteranlæg {s, s', t" og s'".1 imellem

5te og (He Kropmuskel paa høire Side af Kloakrummet.

— 22. Salpa cylindrica, Cuv., et Medlem af en Fosterkjede, udskaaret af en enlig Salpe. Skjont Exemplare!

endnu ikke er bleven tenformigt (smlgn. Fig. 37), vil det dog let kunne skjælnes fra andre Salper

paa Grund af den eiendonimelige Muskelkonstellation.
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Tavle II.

Fig. 23. Salpa scutigera-confoederata, Cuv. — Forsk., el ungt Exemplar ;if en enlig Salpe, sel fra hoire Side.

Ligesom hos Kjeilesulpen (Fig 24) dannes af de 1 Kropmuskler to skjævc Kors paa Ryggen. L»e

endestillede Aabninger og den kun lidt bag ISugens Midte liggende Tarmkanal gjor denne Form let

kjendelig fra Kjedesalpen, selv om Foslerkjeden (n) som i delle Tilfælde endnu kun er svagt udviklet.

— 24. F,n Kjedesalpe af samme Art; hos denne er Kloakaabningen i,6) rygstillet og Tarmkanalen (x) rykket

lielt bag ud. Foslerel (s) er i delte Tilfælde kun ganske lille.

— 25. Salpa democratic,! -mucronata, Forsk., en enlig Salpe set fra Rygsiden.

— 2(5. Samme Individ set fra Bugsiden. Denne Form lader sig paa Grund af sine Muskelkonstellationer

og sine 7—8 Vedhæng omkring Kloakaabningen vanskelig forvcxle med nogen anden Salpe. Lige-

som Kjedesalpen er dennes Finneorgan ved sin Basis udstyret med en ubevægelig, svagt S-formigt

krummet tentakelagtig Proces, som imidlertid ikke ses paa disse lo Figurer, men som er fremstillet

paa Fig. 27 (") af den herhen horende Kjedesalpe og ligeledes maaske endnu tydeligere ses paa

Fig. 13 (*), der gjengiver Varieteten flayellifera.

— 27. En Kjedesalpe af samme Art, set fra venstre Side.

— 28. Samme Individ set fra Hygsiden. Karakteristisk og let ioinefaldende erc de 1 Kropmuskler og deres

særegne Konstellation. Fosleret (s) er hos dette Individ endnu kun lille.

— 29. Salpa runcinata-fusiformis, Cham. — Cuv., en enlig Salpe set fra Ryggen.

— 30. Samme Individ set fra Bugen. Af gode og sikre Kjendelegn for denne Form kan fremhæves de 9

Kropmuskler, af hvilke de tre forreste og de to bageste henholdsvis konvergere paa Midlen af Hyggen,

de stumpe Torne omkring den endestillede Kloakaahning og Fosterkjedens («) eiendommelige Forlob.

— 31. En Kjedesalpe af samme Art set fra Ryggen. De r> Kropmuskler ere grupperede som hos Kjede-

salpen af Salpa africana-maxima, F'orsk. (smlgn. Fig. 34), men medens -ide og 5te Kropmuskel hos

S. runcinata-fusiformis konvergere paa hver Side af Ryggen, slaa de samme Muskler langt fjærnede

fra hinanden hos S. africana-maxima 1
),

— 32. Salpa africana-maxima, Forsk., et ungt Individ af den enlige Form, set fra den venstre Side; det

bærer endnu Fostermærkerne, og dets Fostcrkjede (n) er endnu kun svagt udviklet.

— 33. Samme Individ set fra Ryggen. De 9 smalle, oftest parallele Kropmuskler, Fosterkjedens Leirings-

forhold og det særegent byggede Fimreorgan (smlgn. Fig. 45) gjor denne Form let kjendelig.

— 34. En Kjedesalpe af samme Ait set fra Ryggen. Smlgn. Forklaringen til Fig. 31.

— 35. Salpa cylindrica, Cuv., en enlig Salpe set fra Ryggen.

— 3(i. Samme Individ set fra liugen. Ligesom hos de enlige Former af S. runcinata-fusiformis og S. afri-

cana-maxima findes her 9 smalle Kropmuskler, men de i forreste hos nærværende S cylindrica

konvergere midt paa Ryggen , et Forhold man ikke finder hos de to andre. Endelig er Foster-

kjedens ()i) Leie og lige fremad rettede Forlob særegent for S. cylindrica.

— 37. En Kjedesalpe af samme Art set fra Ryggen. Medens Kjedesalperne af S. runcinata-fusiformis og

S. africana-maxima have 6 Kropmuskler, forefindes her kun 5, samlede i lo Grupper, der begge

konvergere midt paa Ryggen. Den forskjellige Længde af de kegleformige Udvæxter fra Kappen i

begge Ender af Kroppen, som findes hos Kjedesalperne af S. cordiformU-zonaria, S. runcinata-fusi-

formis, S africana-maxima og S. cylindrica have ingen eller kun liden Betydning i systematisk

Henseende.

- 38. Salpa coalata-Tilesii, Quoy & Gaim. — Cuv., en enlig Salpe set fra Ryggen.

— 39. Samme Individ set fra Bugen. Foruden de to hornformigl krummede, fladtrykte Udvæxter, en paa

hver Side af Kloakaabningen, afgive de særdeles talrige Kropmuskler (ea. 20) gode Kjeudemærker.

Denne Form minder i Henseende til Fimreorganet (/) om den enlige Salpe af S. africana-maxima,

medens Fosterkjeden (n) omtrent har samme Form og Stilling som hos <S runcinata-fusiformis.

') En Sammenligning mellem Figurerne paa den ene Side af Kjedesalperne af »S. africana-maxima,

S. runcinata-fusiformis og S. cylindrica og paa den anden Side af de samme tre Arters enlige Salper vil

— forekommer det mig — let overbevise en om, at de staa i et nært Slægtskabsforhold til hinanden.
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Fig. 40. En Kjcdesalpe af samme Art set fra Hyggen.

— 41. Sanmie Individ set fra højre Side. De endestillcdc Aabninger, de 5 kun paa Hyggen udviklede,

smalle Kropmuskler og deres indbyrdes Konstellationer og de tre Fosteranlæg (s) gjor denne Salpe-

form let kjendelig.

— 42. Skematisk Fremstilling af Fimreorganet af Salpa runcinata-fusiformis, den enlige Form, set fra

venstre Side. o, Aabningen, som forer ind til Fimrcorganets Hulhed; /, Hulhedens faste Bund;

<j. Nerveknuden med paasiddende Sanseorgan.

— 43. Det samme af Salpa cylindrica, den enlige Form.

— 44. Det samme af Salpa ajricana-viaxima, Kjedesalpen.

— 45. Det samme af samme Art, den enlige Form.

— 46. Det samme af Salpa scutigera-confoederata, Kjedesalpen.

— 47. Det samme af Salpa costata-Tilesii, Kjedesalpen, af cl Foster paa samme Trin som det ved Fig. 10

og 1 1 afbildede Individ.
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Explication des Planches.

a.
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Fig. 7. Même espèce, salpe solitaire, vu du dos De même que chez le salpe agrégé, les organes liniaircs

si caractéristiques du Salpa pinnata manquent également ici.

— 8. Même individu, vu du côté gauche. Comme sur la Fig. 4 du Salpa pinnata, on voit aussi ici les

marques de l'embryon {h el ïi. La chaîne des embryons n'est également encore que peu développée

chez ce jeune exemplaire. Elle se comporte du reste absolument comme chez le Salpa pinnata

sous le rapport de la situation et du développement graduel, sans saut aucun, des salpes agrégés.

— 9. Salpa dolicosoma-virgula, Todaro-Vost. Salpe agrégé, vu du côté droit. L'appendice pinniforme lui

est commun avec les salpes agrégés des deux espèces précédentes, et la manière dont est placé le

canal intestinal (() rappelle le Salpa a/finis. Le long prolongement conique très effilé et dirigé

obliquement vers le haut de l'extrémité postérieure du corps, où le testicule (k) est logé, et la

situation de l'orifice cloacal (J) sur le dos, sont les signes caractéristiques de celte forme. Copiée

d'après C. Vogt.

— 10. Salpa costata-Tilesii, Quoy & Gaim. — Cuv. Membre d'une chaîne d'embryons, détachée d'un salpe

solitaire, vu du dos. Les 5 muscles du tronc sont très distincts.

— II. Même individu, vu du côté droit. L'oléoblasle (') se trouve dans une grande excroissance gibbeuse de

la partie postérieure du ventre, juste sous le canal intestinal. Caractéristiques de l'embryon sont

la saillie prononcée de la lèvre supérieure (o), la grosseur du tube branchial (r), les épines relative-

ment glandes qui sont disséminées sur la surface de la tunique et disparaissent en général chez

l'adulte (comp. Fig 40-41) et l'oléoblaste

— 12. Salpa democratica-miicronata
, Forsk. var. flageüifera. Salpe solitaire, vu du dos. Les G muscles

presque parallèles du tronc et le long appendice flagclliforme dont il est seulement muni de chaque

côté de l'orifice cloacal le distinguent facilement du type principal (Fig. 25 — 26).

— 13. Autre salpe solitaire de la même espèce, vu du côté droit. De la base de l'organe vibratile (/)

descend dans la cavité orale, comme chez le type principal, un prolongement (*) tenlaculiforme fixe,

faiblement recourbé en S et très distinct.

— 14. Salpa kexagona, Quoy & Gaim. Salpe solitaire, vu du dos. Cette forme se distingue facilement de

tous les autres salpes par sa musculature particulière et les nombreuses lames longitudinales de la

surface de la tunique. Le ganglion nerveux (<j) est placé plus en arrière que chez tout autre salpe

a moi connu.

— 15. Tunique d'un autre individu de la même espèce, pour montrer plus clairement les lames longitudi-

nales caractéristiques ci-dessus mentionnées, a. et a' appartiennent exclusivement au côté dorsal,

tandis que fi et fi' sont la lame supérieure de chaque côté.

— 16. Même tunique, vue den bas un peu du côté droit; au plus loin, on entrevoit fi, au milieu sur le

côté apparaissent y et ê, de chaque côté du ventre, e et s', et à son milieu la seule lame impaire f,

en tout 11 lames longitudinales.

— 17. Même espèce, salpe agrégé ouvert sur le côté gauche et étalé. Des larges muscles du tronc, les

2°, 3 e , 4 e et 5 e convergent au milieu du dos. Les 4 embryons (s, s', s" et s'") sont sous le

Gc muscle.

— 18. Salpa cordlformis-zonaria, Quoy & Gaim. — Pali. Salpe solitaire, vu du dos.

— 19. Même individu, vu du ventre. La chaîne des embryons («) est encore petite. Celte forme se reconnaît

facilement à ses 6 muscles du tronc, larges, parallèles et interrompus tant sur le. dos que sur le

ventre, el à son extrémité postérieure conique et terminée en pointe.

— 20. Extrémité postérieure d'un grand individu âgé, pour montrer la chaîne des embryons complètement

développée. Copiée d'après Eschricht.

— 21. Salpe de chaîne de la même espèce, vu du dos. Les muscles du tronc sont au nombre de G

comme chez le salpe solitaire; ils sont larges, parallèles, interrompus tous sur le côté ventral, et

les 2 antérieurs en même temps sur le côté dorsal. De même que chez le S. hexugona (Fig. 17),

ou trouve chez cette espèce plusieurs embryons (s, s', s" et s'") entre le 5° et le Gc muscle, à

droite de la cavité cloacalc.

— 22. Salpa cylindrica, Cuv. Membre d'une chaîne d'embryons, détaché d'un salpe solitaire. Bien que

l'exemplaire ne soit pas encore devenu fusiforme (v. Fig. 37), on le distinguera cependant facilement

des autres salpes à cause de sa musculature particulière.
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Planche II.

Fig. 23. Salpa scutiyera-confoederata, Cuv. — Forsk. Jeune exemplaire d'un salpe solitaire, vu du côté droit.

De même que chez le salpe agrégé (Fig. 24), les 4 muscles du tronc forment sur le dos deux croix

obliques. Les orifices terminaux et le canal intestinal, placé seulement un peu en arrière du milieu

du ventre, distinguent facilement cette forme du salpe agrégé, même si la chaîne des embryons (n)

n'est, comme ici, que peu développée

— 24. Salpe agrégé de la même espèce; l'orifice cloacal (4) est placé sur le dos, et le canal intestinal (x),

rejeté tout en arrière. L'embryon («) est ici tout petit.

— 25. Salpa democratica mucronata, Forsk. Salpe solitaire, vu du côté dorsal.

— 26. Même individu, vu du coté ventral. En raison de sa musculature et de ses 7— 8 appendices autour

de l'orifice cloacal, cette forme se laisse difficilement confondre avec tout autre salpe. Son organe

vibratile, comme celui du salpe agrégé, est muni à la base d'un prolongement tenlaculiformc fixe,

faiblement recourbé en S, qui n'est pas indiqué sur ces deux figures, mais est représenté sur la

Fig. 27 (") et se voit peut-être encore plus clairement sur la Fig. 13 ("), qui reproduit la variété

ßayellifera.

— 27. Salpe agrégé de la même espèce, vu du coté gauche.

— 28. Même individu, vu du côté dorsal. Caractéristiques et sautant facilement aux yeux sont las 4 muscles

du tronc el leurs figures. L'embryon (s) est encore petit.

— 29. Salpa runcinata-fusiformis, Cham. — Cuv. Salpe solitaire, vu du dos.

— 30. Même individu, vu du ventre. Comme bons et sûrs caractères de cette forme, on peut mentionner

les 9 muscles du tronc, dont les trois antérieurs et les deux postérieurs convergent respectivement

au milieu du dos, les épines énioussées qui entourent l'orifice cloacal terminal et la direction

particulière que prend la chaîne des embryons (n).

— 31. Salpe agrégé de la même espèce, vu du dos. Les 6 muscles du tronc sont groupés comme chez

le salpe agrégé du Salpa africana-maxima, Forsk. (comp. Fig. 34); mais, tandis que le 4 e et le

5 e muscle du tronc, chez le S runcinata-futiformis convergent sur chaque côté du dos, les mêmes

muscles sont bien éloignés l'un de l'autre chez le <S'. afrlcana-maxima').

— 32. Salpa africana-maxima , Forsk. Jeune individu de la forme solitaire, vu du côté gauche; il porte

encore les marques de l'embryon, et la chaîne des embryons (n) n'est que peu développée.

— 33. Même individu, vu du dos. Les 9 muscles étroits du tronc, ordinairement parallèles, la situation

de la chaîne des embryons et la structure particulière de l'organe vibratile (comp. Fig. 45) rendent

celte forme facile à reconnaître.

- 34. Salpe agrégé de la même espèce, vu du dos. Comp, l'explication de la Fig. 31.

— 35. Salpa cylindriea, Cuv. Salpe solitaire, vu du dos.

— 36. Même individu, vu du ventre. De même que chez les formes solitaires du S. runcinata-Jusiformis

et du S. africana-maxima, on trouve ici 9 muscles étroits du tronc, mais les 4 antérieurs, chez

le S cylindriea, convergent au milieu du dos, ce qui n'est pas le cas chez les deux autres. Enfin,

la place occupée par la chaîne des embryons (n) el sa direction droit en avant sont particulières

au S. cylindriea.

— 37. Salpe agrégé de la même espèce, vu du dos. Tandis que les salpes agrégés du S. runcinata-

fusiformis et du S africana-maxima ont 6 muscles du tronc, il y en a ici seulement 5 formant

deux groupes qui convergent tous deux au milieu du dos. La longueur différente des excroissances

coniques de la tunique aux deux extrémités du corps, différence qu'on observe chez les salpes

agrégés des S cordiformis-zonaria, runcinata-fusiformis , africana-maxima et cylindriea, n'a aucune

ou presque aucune importance au point de vue systématique.

— 38. Salpa eostata-Tilesii, Quoy & Gaim. — Cuv. Salpe solitaire, vu du dos.

') Kn comparant les figures des salpes agrégés du S. runcinata-fusiformis et du S. cylindriea
,

d'une

part, et celles des salpes solitaires des mêmes trois espèces, d'autre part, on se convaincra, je crois,

facilement qu'ils sont très voisins les uns des autres.
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Fig. 39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Même individu, vu du ventie. Outre les deux excroissances cornées, déprimées et recourbées, dont

une de chaque côté de l'orifice cloacal, les nombreux muscles du tronc (20 env.l fournissent de

bons caractères. Sous le rapport de l'organe vibratile (/) cette forme rappelle le salpe solitaire du

S. africana-maxima, tandis que la chaîne des embryons (n) a à peu près la même forme et la même
position que chez le S. runchiata-fustformîs.

Salpe agrégé de la même espèce, vu du dos.

Même individu, vu du côté droit. Les orifices terminaux, les à muscles étroits du tronc seulement

développés sur le dos et leurs figures mutuelles, et les trois embryons (s) rendent cette forme facile

à reconnaître.

Représentation schématique de l'organe vibratile de la forme solitaire du S. runcinata-fiisiformis, vu

du côté gauche; o, orifice qui conduit dans la cavité de l'organe vibralil; /, fond fixe de la cavité;

g, ganglion nerveux avec son organe des sens.

Même représentation du S cyllndrka, forme solitaire.

Même représentation du S. ajricana-maxima, salpe agrégé.

Même représentation de la même espèce, forme solitaire.

Même représentation dn S. scutigeru-confoederata, salpe agrégé.

Même représentation d'un embryon du S. costata-Tilesii , au même degré de développement que

l'individu reproduit Fig. 10 et II.
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Om Iltens Afvigelse

Era den

Boyle-Mariotteske Lov

ved lave Tryk.

Af

Dr. Christian Bohr.

Med I Tavle.

Vidensk. Selsk. Skr.. (3. Række, naturvidenskabelig og mathematisk Afd. II. 0.

Kjobenliavn.

Bianco Lu nos Kgl. Hof-Bogtrykkeri (F. Dreyer).

188 5.





Ved en Række absorptiometriske Undersøgelser, jeg i Løbet af de sidste Aar har anstillet

over Dissociationen af den løst bundne Ilt i Oxyhæmoglobinet, viste der sig ved de under

lave Ilttryk anstillede Forsøg stadig Uregelmæssigheder, der trods al anvendt Umage ikke

lode sig fjærne eller blot forringe; jeg blev ved at undersøge Grunden til disse Uregel-

mæssigheder tilsidst saa godt som tvungen til at søge den i den for alle saadanne Forsøg

nødvendige OmregDing af Luftartens (i dette Tilfælde Iltens) Volumen fra det Tryk, hvor-

under den for Absorptionen maaltes, til det efter Absorptionen indtrædende ringere Tryk.

Denne Omregning var naturligvis foretagen efter den Boyle-Mariotteske Lov, og det

gjaldt da om at prøve, med hvilken Nøjagtiglied Ilten ved lave Tryk følger nævnte Lov, for

derigjennem om muligt at vinde Data til Beregning af Dissociationsforsøgene. Saaledes

fremkom den foreliggende Undersogelscsrække , ved hvilken det formentlig utvivlsomt er

paavist, at Ilten ved de omhandlede Tryk afviger betydelig fra den Boyle-Mariotteske

Lov; der viste sig imidlertid under Forsøgene regelmæssigt det uventede Fænomen, at den

Kurve, der udtrykker Afhængigheden mellem Volumen og Spænding, ved en bestemt Stør-

relse af sidstnævnte frembød en stærkt udtalt Diskontinuitet , hvis hele Forhold syntes at

maatte lede Tanken hen paa en her stedfindende Forandring i Iltens molekulære Sammen-

sætning; til den nærmere Bestemmelse af dette Tunkt i Kurven, der forekom mig at frem-

byde en Del Interesse, blev der derfor ved Forsøgene taget særligt Hensyn.

De i Literaturen foreliggende Meddelelser om den Boyle-Mariotteske Lovs An-

vendelighed paa Ilt og Iltblandinger ved Tryk under én Atmosfære indskrænker sig, hvad

den rene Ilt angaar, til nogle af Siljestrom 1

)
mellem c. 770mm og I8mm udførte Forsøg,

der ved aftagende Tryk gav en større Tæthed af Luftarten end den Boyle-Mariotteske

Lov forlangte; samme Resultat gav ogsaa Forsøg med den atmosfæriske Luft. De anvendte

Methoder turde imidlertid neppe være fintmærkende nok til paa disse Forsøg at bygge

videre Slutninger.

Siljeström: vorläufige Versuche zur Ermittelung des Verhältniss zwischen den Dichtigkeits- und

Klnsticitätsveräuderungen der Gase bei Drucken unterhalb einer Atmosphäre. Poggendorff Ann.

Bd. 15t. 1874.

51*
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For don atmosfæriske Lufts Vedkommende har Regnault 1
)
udført :5 Bestemmelser

mellem én Atmosfæres og c. 300mms Tryk, der alle gav en i samme Retning gaaende Af-

vigelse fra den Mario tteske Lov; Størrelsen af denne Afvigelse laa dog efter den

berømte Forfatters Anskuelse indenfor de mulige Fejlkilders Omraade. Yderligere Forsøg

over dette Spørgsmaal har Regnault 2
)

ikke udført; derimod har Mendeleff 8
i

i 2 Af-

handlinger offenliggjort en Række Undersøgelser over den atmosfæriske Lufts Tæthed ved

forskjellige Tryk under én Atmosfære. Forsøgene, der ere udførte med omhyggelig Hensyn-

tagen til mulige Fejlkilder, have stadig givet Afvigelser fra den Mario tteske Lov i saadan

Retning, at Tætheden ved aftagende Tryk var større, end den vilde blive ved Reregning

efter nævnte Lov. De i Mendeleffs Afhandlinger opførte Talværdier strække sig fra c. 650

til 15mm . Ved endnu lavere Tryk har Krajewi tsch *) for nylig ved en særegen Methode

udfort herhen hørende Bestemmelser, der, hvad det foreliggende Spørgsmaal angaar, gaa

i samme Retning som Mendeleffs; Forfatteren bemærker selv, at de kvantitative Resultater

af hans Forsøg ikke ere meget nøjagtige, hvorimod de kvalitative ikke tillade nogen Tvivl.

1 Hovedtrækkene finder jeg for Iltens Vedkommende mellem 0,1 og \bm ">* Spæn-

ding en Afvigelse fra den Boyle- Mariotteske Lov, hvis Retning er identisk med den,

de lo sidstnævnte Forfattere have augivet for atmosfærisk Luft.

Den Fremgangsmaade, jeg anvendte ved Forsøgene, var i Hovedtrækkene følgende:

I et i det physiologiske Laboratoriums Kælderetage mod Nord beliggende Værelse med

særdeles ringe Temperaturvariationer var i Grunden nedlagt en i Cement lejret Granitsten.

I en i Stenen boret Fordybning var indstøbt et Jernrør, som ved Hjælp af Klemmer bar

det i hosstaaende Figur afbildede Apparat med Indtagelse af Kuglen A
,

der var anbragt

paa et udenfor Stenen stillet Stativ. Apparatet selv bestod af det 500mm høje //-formede

Rør B, der nedadtil var aflukket med Hanen C; det //-formede Rør var ved Kautchuk-

slangen D sal i Forbindelse med den Kviksølv indeholdende Kugle A. Ved al hæve eller

sænke Kuglen A, medens Hanen C aabnedes, var det muligt at indstille Kviksølvniveauet i

B efter Behag. I hvert af det //-formede Rørs 2 Grene var anbragt et Barometerrør

[a og /?) af den i Figuren udviste Form. Disse Barometerror var med Omhyggelighed

udkogte paa sædvanlig Maade for den Hagen ske Pumpe. I den ene nedenfor anførte

Forsøgsrække var begge Rørs Diameter 18,5""" (disse Rør benævnes i det følgende: Rør

') Regnault: Relations des expériences etc. Mém. de l'Institut de France. Tome XXI. 1847 Pag. 139.

-) Regnault: I.e. pag. 415.

3
) Mcudeleff et K irpitschoff: Notice préliminaire sur l'élasticité de l'air raréfié. Ann. de rhini.

cl de phys. IS74 pag. 427.

Mendelcff et Hemilian: sur la compressibilité des gazes soumis aux faibles pressions Ann.

de ohim. et phys. 187li pag. 111.

') Krajewitsch: Eine neue Methode die Spannkraft der Gase zu bestimmen. Jouin. der russ. Chem-

phys. Gesellsch. XIV. 1S84. Citat efler Wiedrmanns Beiblätter etc. Band IX pag. 315).
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Nr. I); i tien anden Forsøgsrække var begge Kurs

Diameter 32mm (Rer Nr. 2).

Paa det ene af Rørene I«) Fandtes en Inddeling,

der delle Kør Nr. 2 i 7 , Kor Nr. I i 4 omtrent

ligestore Afsnit; for hver af Inddelingens Delstreger

var Volumenet nøjagtigt bestemt. Paa den Maade,

Figuren udviser, var Fugtighed fra Atmosfæren

holdt ude fra Koret B, idet hegge dets Aabninger

var overbundne med Kaulschukmembraner, hvori var

anbragt Glasrør, der stod i Forbindelse indbyrdes

og med den atmosfæriske Luft gjennem Chlorcalium-

rørel E.

Ved Forsøgets Kegyndelse indførtes i Kør n

nogle Kiærer fuldstændig lørret Ilt, og efter al hele

Apparatet havde været overladt længe nok lil sig

selv for med Sikkerhed at kunne vides at have an-

laget den omgivende Lufts Temperatur, bestemtes

med et Kathetometer, der var opstillet paa samme

Granitsten, som har det ovenfor beskrevne Apparat,

Højdeforskjellen mellem Kviksølvstanden i Køret «

og Barometret ß; samtidig aflæstes til Bestemmelse

af Volumenet i Køret « Kviksølvmeniskens Afstand

Ira nærmeste Delstreg. Ved dernæst at forandre

Kviksølvniveauet i det t'-formede Kør B, indstilledes

Kviksølvet i Kør a paa en anden Delstreg, og Højde-

forskjellen mellem Standen i Kør og Barometer

aflæstes atter. I det man paa denne Maade gik

fra Delstreg til Delstreg, fandtes en Række af Tryk

og tilsvarende Voluminer for samme Luftmængde.

Derpaa indlededes yderligere nogle Iltblærer i

Kør a, og som nys beskrevet fandt man, nu for

en anden Luftmængde, en ny Kække af samhørende

Tryk og Voluminer. Ved at indlede passende

Mængder Ilt, lykkedes det paa denne Maade at faa

fastsal Afhængigheden mellem Volumen og Tryk for

en Værdi af sidstnævnte mellem 0,1 og lô"""
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Saa simpel Fremgangsmaaden end synes, er der dog, saal'remt Maalene som her

skulle gjøre Fordring paa stor Nøjagtighed, Hensyn at tage til en Del Fejlkilder; disse

ville sammen med Fremstillingen af Methodens Detailler blive behandlede i det følgende.

1. Den anvendte Ilt fremstilledes ved Opvarmning af rent Kviksølvtveilte; i

dette Øjemed anbragtes Kviksølvillel som et nogenlunde jævnt Lag i et almindeligt Forbrændings-

rør, hvis ene Ende var tilsmeltet, medens den anden ved Hjælp af en tykvægget Kautchuk-

slange var sat i Forbindelse med et Kapillarrør, der med sin krumme Ende udmundede

under Kviksølv.

Forbrændingsrøret blev, efter at være anbragt i Elemenlaranalyseovnen opvarmet

paa et begrænset Stykke, ad Gangen, idet man begyndte ved Uørets bagre Ende, indtil alt

det i det opvarmede Stykke værende Hg O var forsvundet. Da iMængden af Hg O i hele

Høret tilnærmelsesvis var bestemt, kunde man af Længden af det forbrugte Stykke faa et

Skjøn over, hvormeget Ilt der alt var udviklet. Dette var nødvendigt for at vide, naar den

i Apparatet værende atmosfæriske Luft kunde antages fordreven. Delle opnaaedes forøvrigt

ret hurtigt paa Grund af den ringe Luftmængde, Apparatet indeholdt; der anvendtes intet

særligt Forlag, da det bortdestillerede Kviksølv fandt tilstrækkelig Plads i Forbrændingsrørets

forreste Ende. Naar nogle Liter af Ilten var undvegne, opsamledes den udviklede Luftart i

et Bunsens Kviksolvgasometer af den Form, som beskrives i hans «Gasometrische Methoden»

(1877 Pag. 23); kun var Kautchukforbindelsen ved Gasometrets øvre Ende omgiven af Kvik-

sølvlaas. Det Hor, bvorigjennem den opsamlede Luft ved Benyttelsen ledtes ud af Gaso-

metret, var et meget snævert Kapillarrør, saaledes at de langsomt udtrædende Blærer under

Atmosfæretryk kun havde en Størrelse af C. 0,01 Cbcm. Imellem Gasometer og Kapillarrør

var for at tørre Luften indskudt et noget videre Hor, der indeholdt Fosforsyreanhydrid.

Den udtrædende Luft kom paa denne Maade lamgere Tid i Berøring med Fosforsyreanhydridet

og kan antages at have været fuldstændig tør.

Skulde Ilten overføres fra Gasometret til Horet a, blev ved Forsøgene med det smallere

Hør(Nr. I), Høret taget ud af det f/- formede Hør B og anbragt i en Jernskaal med Kviksølv,

der med en Gasflamme opvarmedes til over 120° C. for saaledes at bortdrive Fugtigbed fra

Kviksølvoverflade og Skaal. Gjennem del opvarmede Kviksølv lededes forst en Del Ilt fra

Gasometret for at uddrive den atmosfæriske Luft af Forforsyreanbydridrøret, hvorpaa man

lod et passende Antal Blærer stige op i Røret «. Efter Afkjøling til almindelig Temperatur

overførtes det nævnte Ror atter fra Jernskaalen til det ^'-formede Hør, hvor Maalingerne

foretoges. Ved Forsøgsrækken med Hør Nr. 2 var Fremgangsmaaden væsentlig den samme;

kun udelodes her Opvarmningen til 120°.

2. Bestemmelsen al de til Rørets Delstreger svarende Voluminer er udført direkte

for hver Delstreg ved gjentagen Udvejning med Kviksølv under Iagttagelse af de almindelige
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Kauteler med Hensyn til Temperatur og med Anbringelse af en Korrektion for Menisken*'

Krumning udført efter Bunsens Methode (Gasometrische Methoden 1877 pag. 35). Naar,

saaledes som det oftest var Tilfældet, Kvikselvstanden ikke nøjagtig svarede til en Delstreg,

bestemtes Afstanden til nærmeste Delstreg ved Maaling med Kathetometret, hvorefter en

til denne Afstand svarende, Korrektion indførtes. — En særlig Prøve viste, at de anvendte

Kør ikke kendelig forandrede deres Volumen ved en Variation af det indvendige Tryk paa

næsten én Atmosfære. Volumenbestemmelserne kunne, udførte paa ovenstaaende Maade,

antages kun at være behæftede med smaa Fejl, der i Sammenligning med de ved Tryk-

maalingerne indførte maa anses for forsvindende.

3. Med Hensyn lil Bestemmelsen af Temperaturen under Forsøgene bemærkes

følgende: Det Værelse, hvori Apparatet var opstillet, og hvori, udenfor den korte Tid Af-

læsningerne varede, ingen opholdt sig, havde en meget konstant Temperatur, der Dage

igjennem kun varierede med nogle faa Tiendedele af en Grad; naar da flere Aflæsninger

af samme Luftvolumen, foretagne med Timers Mellemrum, havde givet samme Værdi saa-

vel for Kviksolvstanden i Uøret som for Lufttemperaturen i Apparatets umiddelbare Nærhed,

kunde hele Apparatet med Sikkerhed antages at have den aflæste Temperatur. At jeg ikke

har anvendt den Betryggelse, som Omgivelse af Uørene med Vand synes at kunne give

ved disse Forsøg, havde sin Grund i følgende Omstændigheder. Oprindelig havde jeg ved

en længere Række indledende Forsøg anbragt den øverste udvidede Del af begge Hørene

(a og ß) i en med Glasrude forsynet Vandkasse; det lykkedes mig imidlertid ikke at faa en

overalt saa egal Glasrude og en saa fuldstændig normal Indstilling af samme, at jeg ved

Aflæsning med Kathetometret gjennem Glasset kunde være sikker paa at undgaa Fejl paa

flere Hundrededel Millimeter. Naturligvis maa det være muligt, naar alt kan indrettes med

særdeles Omhu, at faa fejlfri Bestemmelse af Kviksølvets lløjdeforskjel i de lo Bør, selv-

om man aflæser gjennem Glasrude; det er imidlertid særdeles vanskeligt, og man bør

aldrig stole paa saadaune Maal, før man ved direkte Prøver paa forskjellige Steder af Glas-

ruden har iagttaget, at ingen forstyrreude Forskydninger af Billedet finder Sted. Det

var ved saadanne direkte Prøver, udførte ved at sammenligne Standen af to i Vandkassen

anbragte Normalbaromelre, at jeg blev opmærksom paa denne Fejl. Paa Grund af Usikker-

heden ved Korrektion af Fejlen, der selvfølgelig kan være forskjellig paa forskjellige Steder

af Glasset, opgav jeg Anbringelse af Kørene i Vand, saa meget mere som en sikker og

fast Indstilling af Glasruden var forbunden med megen Vanskelighed ved Anvendelsen af det

ovenfor beskrevne Apparat. Foreløbige Forsøg havde endvidere vist mig, at Luftens Udvi-

delseskoefficienl ved lave Tryk ikke fjærnede sig særdeles betydelig fra den ved højere Tryk

fundne Koefficient af V273 for hver Grad; heraf fulgte, at jeg ved de højeste af de under-

søgte Tryk (c. 15mm ) kunde laale en Variaton af 0,1 Grad, uden at de derved fremkaldte

Forandringer af Trykket blive til at mærke ved Aflæsningerne, hvis Nøjagtighed ikke turde
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sættes over 0,01""", og saasnarl Trykket naaede ned til et Par Millimetre, blev Variationer i

Temperaluren paa en hel Grad umærkelige. Da nu ved Anvendelse af behørig Forsigtighed

Værelsets Temperatur under en Atlæsningsrække ikke behøvede at svinge niere end knap

0,1 Grad
, opnaaedes ved Omgivelse af Kørene med Vand ingen mærkelig Forøgelse af

Forsøgenes Nøjagtighed; derfor var det naturligvis rigtigst ved al udelade Vandkassen at

undgaa Faren ved de med den forbundne Fejlkilder.

4. Ved lîestemmelse af den indesluttede Lufts Spænding kommer først i Betragt-

ning den Nøjagtighed, hvormed det overhovedet er muligt al maale med det anvendte Ka-

Ihetometer. Har man tilstrækkelig Øvelse, vil det uden Vanskelighed med et godt Instru-

ment lykkes at aflæse 0,Ol mm . Ved de her foreliggende Forsøg, hvor kun mindre Afstande

have været at bestemme, har den indbyrdes Overensstemmelse af Skalaen paa forskjellige

Steder kunnet sikres ved Sammenligning med Nonien. Ved de mærkelige Punkters lîestem-

melse er der sørget for, at Aflæsninger have fundet Sted paa forskjellige Steder af Skalaen.

Større Besværligheder end de med selve Maalingerne forbundne rejser sig imid-

lertid fra den Vanskelighed, man har ved bestemt at vide, naar Kviksølvmeniskens øverste

Hand nøjagtig er indstillet i Kikkertens Focus. Naar ikke den største Forsigtighed anvendes,

er man herved udsat for meget grove Fejltagelser. Nedenstaaende Fremgangsmade har for

det l.S,5
mm vide Hør vist sig brugbar. Røret blev overalt, med Undtagelse af to smalle

diametralt modsatte Længdestriber, beklædt med sort Papir. Den bageste Stribe, der vendte

hen mod Lyskilden, var overklæbet med olieret Papir; bag ved dette kunde en Skærm

bevæges op og ned langs Rørets Bagflade; denne Skærm indstilledes saaledes, at Afstanden

mellem dens nederste skarpe Rand og Menisken kun var c. 0,i mm . Man saa da i Kik-

kerten gjennem den forreste Stribe Menisken sort uden Spor af nogen Reflex, og dens øvre

Rand dannede en skarp Modsætning til det mat oplyste olierede Papir. Ogsaa den forreste

Stribe kunde, for at holde uvedkommende Lys borte, dækkes i forskjellig Udstrækning med

en Skærm. Denne Belysningsmaade tillader en overmaade skarp Indstilling; kun maa man

passe, at den allerøverste Del af Meniskens Hvælving dog ikke bliver belyst ved ovenfra

kommende Lys, i hvilket Tilfælde den paa Grund af den spejlblanke Kviksølv-Overflade let

kan overses. Dette prøves nemmest ved at indstille Kikkertens Traadkors paa den for-

modede øvre Rand af Menisken og dernæst sænke den bageste Skærm yderligere el lille

Stykke; dette maa ingen Forandring give i Menisk-Randens Stilling.

Ved det 32 ram vide Rør kom jeg imidlertid heller ikke paa denne Maade. paa

Grund af Kviksølvels næslen plane Overflade, til noget Resultat. Trods længe fortsat Ind-

øvning lykkedes det mig ikke ved nogen Belysningsmaade at faa paalidelige Bestemmelser;

der lodes altid Spillerum aaben for Vilkaarlighed i en Udstrækning af nogle Hundrededele

Millimeter, og underliden kunde endnu grovere Fejl begaas uden slrax at bemærkes. Jeg

bragte da en lille Glaskugle op i hvert af Børene a og ß (sé Figuren) for derigjennem at
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vinde et [ndstillingsmærke for Kikkerten. Fremgangsmaaden herved var følgende: begge

Kor anbragtes i en Jernskaal med Kviksølv, der opvarmedes til 120°; samtidig opvarmedes

umiddelbart ved Siden heraf to smaa Glaskugler (hver af Vægt lig 0,04 Gram og af Volu-

men 0,07 Cbcm.) til henved 400°. Med en Jernpincet førtes nu hver af Glaskuglerne saa

hurtig som mulig ned under det opvarmede Kviksølv, hvorpaa man lod dem stige op hver

i sit Hor. Det gjaldt nu om at bringe Glaskuglerne, der svømmede paa Kviksølvet (hvis

Overflade omkring dem ikke frembød no^en kendelig Afvigelse fra den øvrige næsten plane

Overflade) til at ligge lige i Midten af Horet. Dette opnaaedes ved cl Par Gange at stryge

Rørets udvendige Side let med en ulden Klud. Efter nogen Tids Forløb stillede Glaskuglen

sig nøjagtig midt i Røret og søgte stadig atter derhen, naar den ved smaa Rystelser bragtes

i Bevægelse. Ved nu at indstille Kikkerten skarpt paa Kuglens Rand havde man Sikkerhed

for at have Rørets Midte i Focus; den Ovcrfladelinje, man samtidig saa tydeligt, var da

Meniskens øverste Rand. Traadkorsets Indstilling lettedes forøvrigt ved det skarpe Sam-

menstod mellem Glaskuglerand og Menisk. Paa denne Maade lykkedes det at udfore Maa-

lingen med god Nøjagtighed; efter Skøn formener jeg imidlertid, at Indstillingen i det

snævrere Rør lod sig udføre med langt større Præcision.

Til den kapillare Depression var der for det 32mm vide Rør intet Hensyn al

tage. Flvad angaar det 18,5™° vide Rør, viste Maalinger af Meniskens Højde i begge Rør

under Forsødet (sammenholdt med en direkte Bestemmelse af Depressionen i et lige vidt

Glasrør) at Korrektionen ikke naaede den uundgaaelige Aflæsningsfejl paa Katbetometret,

hvorfor den helt er udeladt. Dens Indførelse vilde iøvrigt bidrage til at forøge Afvigelsen

fra den Mariotteske Lov.

Opmærksomheden har endvidere været henvendt paa den Fejl, der kunde indløbe,

hvis Kviksølvsøjlerne i de to Rør havde for s kj el lig Varmegrad, idet en Forskjel i

Temperaturen paa 0,1° C. ved en Længde af Kviksølvsojlen paa 760mm , frembringer en For-

skjel af c. 0,oi mm i Tryk. Efter det ovenfor om Forsøgsværelsets Temperatur og om Aflæs-

ningsmaaden fremsatte sés, at en saadan Fare ikke har været tilstede. Naar kunstig Belys-

ning anvendtes, var Rørene altid dækkede af Skærme.

Barometrene ere før llttilledningen prøvede for mulig tilbagebleven Luft paa den

Maade, at Kviksølvet i det ene Rør la) ved Forandring af Niveauet i B blev indstillet i

forskjellige Højder, medens Kviksølvet i det andet Rør (/?) ved Hævning eller Sænkning

af dette Rør stadig holdtes paa et bestemt Sted i Røret. Saafremt der i et af Rørene

havde været en maalelig Luftmængde, kunde Katbetometeraflæsningen ikke, som Tilfældet

var, overalt have givet nøjagtig samme Højde i begge Rør.

5. De i nedenstaaende Forsøgstabeller paa flere Steder anførte tilbagegaaende

Kontrolforsøg (sé f. Ex. I. B. 6 og 18) vise med fuldstændig Sikkerhed, at Kviksølvet under

Forsøget ingen Ilt har absorberet; herfor talte allerede den Omstændighed, at Kvik-

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvideosk. og mathem. Afd. Il, D 52
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selvoverfladen i det Ilt indeholdende Rør under hele Forsoget var fuldstændig blank, og at

Kviksølvet, naar det bevægedes op og ned i Røret, overalt lagde sig til Væggen som Spejl.

Under Passagen af Iltblærerne op gjennem Røret før Forsøgets Begyndelse, iltes derimod

undertiden lidt Kviksølv, hvilket giver sig tilkjende ved en hist og her indtrædende lille

Plet i Rørets Forløb.

6. Af de nys nævnte Kontrolforsøg kan ogsaa sés, at der, medens Forsøgene

varede, ikke har fortættet sig kjendelige Mængder af Luft paa den indvendige Glasoverflade;

iøvrigt findes blandt Forsøgene Afhængigheden mellem Volumen og Tryk , bestemt for

samme Tryk, med god Overensstemmelse under saa mange Variationer i Forholdet mellem

Volumen og Glasoverflade, at Mistanke om en vildledende Overfladefortætning ikke

godt kan finde Sted.

I de nedenfor anførte Forsøg anser jeg Trykbestemmelserne for gjennemgaaende

ikke at have større Fejl end 0,oi"'m paa Grund af de talrige Maalinger, hvorved hvert enkelt

Tryk er bestemt. Som allerede ovenfor er bemærket, turde Forsøgsrækken med de smal-

lere Rør i enhver Henseende være den nøjagtigste.

De ikke faa indledende Forsøgsrækker, jeg har anstillet, tildels med andre Ap-

parater end de her beskrevne, har jeg udeladt, da de ikke kunne maale sig i Nøjagtighed

med de senere udførte Forsøg, om de end stadig have givet Resultater, der i Hovedsagen

stemme overens med de nedenfor anførte.

Nedenstaaende følger tabellarisk ordnet Resultatet af tvende Forsøgsrækker, udførte

efter at Methoden var færdig uddannet og indøvet; den ene (I) med et lS,.^""" vidt Rør,

den anden (II) med et 32mm vidt Ror. Hver Forsøgsrække bestaar af flere Afdelinger

(A, B o. s.v.), og i hver Afdeling er Luftmængden forskjellig, idet der stadig indførtes mere

og mere Ilt i Røret. De i den første Kolonne af Tabellen opførte Numre angive den

Orden, hvori de enkelte Iagttagelser indenfor Afdelingerne have fundet Sted. Den med p
overskrevne Kolonne indeholder Trykkene; den med v overskrevne de tilsvarende Voluminer,

og endelig er under Rubrikken pv opført Produktet af p og v.

Hvad angaar de enkelte Iagttagelser, saa er hver af dem Resultatet af flere med

c. en Times Mellemrum udførte Rækker af Maalinger. Ingen af Trykkene ere observerede i

kortere Tid end to Timer, og paa ikke faa Steder saavel blandt de høje som de lave Spæn-

dinger er Observationen af de enkelte Tryk fortsat gjennem 12 til 24 Timer med større og

mindre Afbrydelser. Denne lange Observationstid viste sig nødvendig af Hensyn til Forhold,

der først kunne finde Omtale, naar Forsøgsresultaterne ere anførte.

Endnu skal kun bemærkes, at i Forsøgsrække I uden Undtagelse alle observerede

Tryk ere anførte. I Forsøgsrække II er mellem de iagttagne 27 Tryk to udeladte, hen-

holdsvis paa 3,07 og 0,45mra . Disse to gave nemlig saa store Afvigelser fra de øvrige

Observationer, at en grovere Maalefejl vistnok maa antages at ligge til Grund.



11 411

Tabel 1.

p er udtrykt i Millimetre, v i Cubiccentimetre.

De anførte Kviksølvhøjder have samme Temperatur som tor Forsøgsrækken angiven.

Forsøgsrække I.

Kørets Vidde =^ 18.5«"». Temp = 14° C.
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Tabel 1 (Fortsættelse).

Forsøgsrække II.

Rorets Vidde = 32mm. Temp. - 11.5
e
C.

Afdeling A.

Afdeling II.

Afdeling C.

M V

9



13 413

kuru'tavlen cre markerede Født, Afdeling B's sort og Afdeling C og D's Ider ikke kan

l'orvexles) blaat.

iMaalestokken for Kurven er valgt saaledes, at en Enhed af pv i Række I, Afdeling C,

er sal lig 3mm ,
medens en Enhed (l""") af p er sat lig 20"im .

Af den graphiske Fremstilling ses, at Værdierne af pv istedetfor, saaledes som det

vilde følge af den Boy le- M ar i o ttesk e Lov, at ligge i en med Altseisseaxen parallel ret

Linje i Hovedtrækkene danner en med Konkaviteten mod Abscisseaxen vendt krummet Linje.

For Værdien af p = 0,70
mm har Kurven en tydelig Diskontinuitet, der deler den i to Grene,

én svarende til Værdien af p > 0,7Omra (kaldes i det følgende «lange Gren») og én svarende

til Værdier af p < 0,70mm («korte Gren»).

(Med Hensyn til den graphiske Fremstilling bemærkes, at den optrukne Linje (der

er identisk for begge Kurver) for begge Grenes Vedkommende er en Kurve, hvis Ordinater

[pv\ og hvis Abscisser lp) have Relationen

{p + a) v = k
,

hvor Konstanterne for hver Gren ere forskjellige. Forskjellen i Nøjagtighed mellem Be-

stemmelserne i den korte og i den lange Gren sés af nedenstaaende Tabel 2 og 3 kun at

være ringe; den graphiske Fremstilling kan imidlertid give det Indtryk, at Nøjagtigheden for

Trykbestemmelserne i den korte Gren er betydelig mindre end for dem i den lange. Dette

skyldes Multiplikationen af de smaa Tryk med relativt store Voluminer).

Selve Diskontinuiteten, der, som Kurven udviser, er bestemt ved talrige Iagttagelser,

frembyder følgende mærkelige Forhold. Naar man ved en given iltmængde i Observations-

røret først indstiller Kviksølvet saaledes, at Trykkel har en Værdi noget mindre end 0,70mm
,

og naar man dernæst ved at forringe Volumen forøger Trykket til en Værdi af lidt over

0,7()
mm

(f. Ex. til 0,8
mm

), viser det sig, at dette Tryk ikke holder sig konstant, men under

Forløbet af 3 til 5 Timer synker til en Værdi, der er en halv Snes Procent ringere end

den oprindelige. Under Forløbet af denne. Tid er Trykket mer eller mindre ustadigt, svin-

gende, mellem Begyndelses- og Slutningsværdien. Om disse Svingninger frembyde nogen

Regelmæssighed, har det af forbaandenliggende Grunde ikke været mulig at bestemme med

det anvendte Apparat. Efter Forløbet af højst 5 Timer holder Trykket sig konstant, saa-

længe det har været observeret (21 til 3t> Timer).

Hvis den blivende Værdi af Trykket netop er lig 0,7U"" n
,

viser der sig ved en

passende Volumenforøgelse ikke, saaledes som man skulde vente, nogen Forringelse af

Trykket; men dette vedbliver at være lig 0,7u""". Fortsættes Forøgelsen af Volumen yder-

ligere, frembringes en Forringelse af Trykket. Disse aldeles regelmæssigt indtrædende

Fænomener kunne gjentages, saa ofte del skal være.

Det forekommer mig herved godtgjort, at Ilten ved nævnte Tryk (0,7omm ) undergaar

en Tilstandsforandring, saaledes at der for Overførelse fra Tilstandsformen ved højere
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Tryk til den ved lavere, behøves ingen eller i hvert Fald kun en meget ringe Tid, hvorimod

der til Forandringen i modsat Retning medgaar flere Timer, naar Forsøgene udføres som

ovenfor na'vnt. At disse Forhold staa i Forbindelse med en indtrædende Forandring i

Iltens molekulære Sammensætning, synes rimeligt. Forsøg ved højere Temperaturer end

de her anvendte vilde vistnok være af Betydning for nærmere Belysning heraf; jeg har

imidlertid endnu ikke naaet at faa saadanne anstillede.

En Betragtning af den grapbiske Fremstilling af Kurverne sammen med nogle fore-

løbige Prøver gjorde det sandsynligt, at Forsøgsresultaterne med god Tilnærmelse kunde

udtrykkes ved Ligningen

lp -f- a) v — h

hvor /> er Trykket, v Volumenet og a en for samme Tilstandsform absolut Konstant, medens

k kun er konstant for samme Luftmængde i samme Tilstandsform; k har altsaa, saalænge

vi befinde os i samme Gren af Kurven, samme Værdi for samme Forsøgsafdeling, men

skifter Værdi for de forskjellige Afdelinger.

Da en saadan Ligning, uden Hensyn lil dens theoretiske Værd, vilde afgive et godt

Hjælpemiddel ved Forsøgsresultaternes Anvendelse, er der foretaget en Udjævning af Kurven

efter de mindste Kvadraters Methode, for derigjennem at finde den bedste Værdi af a.

Idet samtidig Værdierne af k for hver Afdeling bestemtes, fik man de fornødne Oplysninger

til en Sammenføjning af de enkelte Afdelinger indenfor Forsøgsrækken.

Da Forsøgene i Række I formentes at være de paalideligste, er denne Række alene

benyttet ved Bestemmelsen af Konstanten a. Forsøgsrække 11 er kun anvendt til Sammen-

ligning med de af Række I vundne Resultater; til den Ende er den af Række I fundne

Værdi for a anvendt paa Række II, hvor dernæst Bestemmelsen af Værdierne for k er fore-

tagen , for derigjennem at sammenføje de forskjellige Afdelinger. En Sammenligning af de

to Rækker kan da foretages ved Sammenligning af de for Række II ved Hjælp af Formlen

fundne Trykværdier med de i samme Række direkte iagttagne Tryk.

For Forsøgsrække I findes den bedste Værdi af « at være:

for den lange Gren : a = 0,109

for den korte Gren : a = 0,070.

Ligningerne for de enkelte Afdelinger findes for den lange Grens Vedkommende at være :

for Afdeling B: [p -\- 0,109) v = 25,146

for Afdeling C:
tø> -f- 0,109) v = 38,368

for Afdeling D: (p + 0,109) v = 141,923.

For den korte Grens Vedkommende findes

for Afdeling A: {p + 0,070) v = 16,250

for Afdeling B : [p + 0,070) v = 26,321

for Afdeling C: [p -f 0,070) v = 40,161.
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Nedenstaaende findes lor Kække I en Tabel til Sammenligning mellem de direkte

iagttagne og de af Formlerne fundne Trykværdier.

Tabel 2.

Forsøgsrække I.

Den lange Gren.

Afdeling II

Afdeling C ,

Afdeling D

Den korte Gren.

Afdeling A

Ardeling B

Afdeling C

M
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Hvad Forsøgsrække II angaar, er som ovenfor sagt Værdien for a tagel fra Hække I.

Ligningerne for de enkelte Afdelinger indenfor Hækken blev da for den lanse Grens

Vedkommende
for Afdeling A: (p + 0,109) v = 29,055

for Afdeling B: lp -\- 0,109) v = 8t>,65<>

for Afdeling C: {p + 0,109) v = 314,50

for den korte Grens Vedkommende lindes

for Afdeling A : (/> 4- 0,070) ti = 29,785

for Afdeling li: {/) +-0,070) v = 88,740.

Følgende Tabel giver en Sammenstilling af de beregnede og iagttagne Trykværdier

for Forsøgsrække II.

Tabel 3.

Forsøgsrække II.

Den lange Gren.

Afdeling A
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Efter det udviklede mener jeg at være berettiget til at resumere som følger:

1. Ved en Temperatur mellem II og 14° C afviger Ilten indenfor de observerede

Trykgrænser fra den ß oyle- M ariottcsk e Lov. Afhængigheden mellem Volumen og

Spænding for en Værdi af sidstnævnte større end 0,7Omm kan udtrykkes med Tilnærmelse

ved Formlen :

tø + 0,109) v = k,

medens Formlen for Værdier af Spændingen mindre end 0,7Omm bliver:

(jo + 0,070) v = k.

2. Synker Trykket under 0,70""" , nndergaar Ilten en Tilstandsforandring; den

kan atter ved Forhøjelse af Trykket til over 0,70""" overføres til den oprindelige Til-

standsform.
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laisse Undersøgelser ere paabegyndte i det physiologiske Universitetsinstitut i Leipzig i For-

aaret 1883 og ere senere blevne fortsatte i det physiologiske Laboratorium i Kjobenhavn.

Ved ydre Omstændigheder er jeg bleven tvungen til foreløbig at udsætte den i dette Efteraar

paabegyndte udførlige Fremstilling af mine Undersøgelser; men af forskjellige Grunde har

jeg fundet det hensigtsmæssigt allerede nu at offentliggjøre en kort sammenlrængt Med-

delelse af Forsøgsresultaterne.

Indledning. Formaalet for mine Undersøgelser var at bestemme den Mængde Ilt, som

Blodets dissociable Farvestof, Oxyhæmoglobinet, formaaede at binde under forskjellige For-

hold. Den her foreliggende Afhandling omfatter den Del af Undersøgelserne, som det er

lykkedes mig at bringe til en vis Afslutning, og angaar den af Hæmoglobinet ved en Tem-

peratur af 15° under forskjellige Ilttryk optagne Iltmængde.

Grunden til at de, for Forstaaelsen af Respiralionsprocessen særdeles vigtige Under-

søgelser over Oxyhæmoglobinets Iltdissociation hidtil ikke har ført til noget fuldt tilfreds-

stillende Resultat trods det ikke ringe Arbejde, der af flere Physiologer er anvendt derpaa,

maa vistnok søges i de Mangler, der klæbe ved de hidtil anvendte absorptiometriske Me-

thoder. Beskrivelsen af et nyt Absorptiometer, hvorved forhaabentlig Hovedmanglerne ved

de tidligere anvendte Apparater ere fjernede, udgjor derfor en Del af denne Afhandling.

Den stillede Opgaves Løsning har jeg forsøgt at opnaa ved at undersøge Absorp-

tionen af ren Ilt i en ren Oxyhæmoglobinopløsning under forskjellige Betingelser. Det

er som bekjendt forbundet med ikke ringe Vanskelighed al arbejde med ren Ilt; at jeg

desuagtet ved de absorptiometriske Bestemmelser har foretrukket dette fremfor at benylle

Luftblandinger og bagefter at beregne Iltens Partiartryk, har sin Grund i følgende Betragtning.

For det første frygtede jeg for derved at gjøre Forsøgene altfor complicerede; For-

søgsbetingelserne ere nemlig selv ved Arbejdet med en enkelt Luftart ikke ganske simple,

idet det drejer sig om Iltens Oplagelse af et dissociabelt Slof, der er opløst i en Vædske,

som selv maa antages at kunne absorbere Ilt efter den II en ry 'ske Lov men med ubekjcndt

Absorplionscoefficient.

53'
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Desuden kunde man paa ingen Maade lade de ved Arbejde med Luftblandinger

uundgaaelige Fejl i Luftanalysen ude af Betragtning, isærdeleshed ikke her, hvor man maa

arbejde med meget smaa Partialtryk. Endelig maa ogsaa den Kjendsgjærning, som senere

hen vil blive omlall, at Ilten ved lave Tryk afviger betydelig fra den Hoy I e-Mariotleske

Lov bringe os paa den Formodning, at Dallon's Lov ved lave Partiartryk ikke er til-

strækkelig nøjagtig til lieregning af absorptiometriske Forsøg, ved hvilke som bekjendt smaa

procentiske Fejl i Trykket kunne faa ikke ringe Betydning.

Men naar man skulde arbejde med ren Ilt, maatte Absorptiometry, dersom det

skulde anvendes ved disse Forsøg, for det første kunne arbejde ved meget lave Tryk (indtil

I Mm. eller derunder), og desuden maatte Kviksølvet under ingen Omstændigheder blive

rystet sammen med Vædsken. I saa Fald kan man nemlig, som Bunsen iGasometrische

Methoden 1877 Pag. 220) har vist, ikke udføre nøjagtige absorptiometriske Bestemmelser

med ren Ilt, hvilket er Grunden til, at Iltens Absorptionscoefficient i Vand, saavidt jeg ser,

indtil nu aldrig med tilstrækkelig Nøjagtighed er bleven direkte bestemt; i hvert Tilfælde

ere de sædvanlig benyttede Værdier for Iltens Absorptionscoefficient, som skyldes Bunsen,

fundne ad indirekte Vej (se Bunsen I. c. Pag. 225).

Ved de temmelig talrige indledende Forsøg, som jeg, førend jeg accepterede den

neden for buskrevne Fremgangsmaade, har udført efter forskjellige Methoder og med for-

skellige Apparater, blev jeg endvidere tvungen til at stille folgende Fordringer til Absorp-

tiometry: Vædskens Udkogning maa fiude Sted i selve Apparatet; for det første for

at sikre sig den størst mulige Benhed under Arbejdet, idet det er særdeles vanskeligt at

undgaa Forurensning af Vædsken, naar den skal indføres i Absorptiometret gjennem Kvik-

sølv. Det turde desuden ikke være til at forhindre, at et saa let ilteligt Stof som Hæmo-

globinet ved Indførelsen i Apparatet oplager en kjendelig Mængde ilt, og en saadan Iltop-

tagelse kan meget let gjøre Bestemmelserne ved lave Ilttryk illusoriske.

Det maatte fremdeles anses som meget ønskeligt, at man før hvert enkelt Forsøg

kunde sikre sig, at Apparatet indenfor Iagttagelsesgrændsen (nogle Hundrededele Millimeter

Tryk) var fuldstændig lufttomt. Naar man stiller denne Fordring, vil man snart komme

til ved Udkogning af Vædsken kun at benytte den Hagen ske Pumpe (eller i hvert Fald

Luftpumper af lignende Konstruktion).

Desuden var det ogsaa nødvendigt at undgaa Indførelsen af i Forvejen afmaalte

Mængder Ilt over Kviksølvet, fordi paa denne Maade mindre Kvantiteter let kunde gaa tabt,

og Luftarten maatte derfor kunne maales efter Indfyldiiingen i Apparatet, men dog før

Berøringen med Vædsken.

Sluttelig maatte der med samme Vædske kunne anstilles en hel Serie af Bestem-

melser ved forskjellige Tryk i vilkaarlig Rækkefølge; thi kun paa den Maade var det muligt
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at faa Oplysning, om der havde fundet e( Tab af Ilt Sled under Forsaget, hvad der som

bekjeiidt ikke sjældent kan indtræde.

Mtthodens llomlirak. Selve Ahsorptiometret har den i Figur I

fremstillede Form. Det med en Inddeling forsynede, omtrent I Cen-

timeter vide, meterlange Kør har ved a en Slibning, for at det kan

forbindes med Luftpumpen, og rager med sin nederste aabne Ende

ned i det med Kviksølv fyldte Glaskar <j; b og c ere fuldstændig

lufttæt slebne lianer; den til højre for lianen ,'ende Del af Appa-

ratet indeholder i den circa 60 Cbe. store Kugle d Vædsken, hvis

Ahsorplionsforhold skal undersøges, l'aa den nedenfor nærmere be-

skrevne iMaade bliver forst Vædsken og det hele Apparat pumpet

lufttomt; hvorved Kviksølvet stiger op i Høret a— <i. Medens lianen

b er lukket, og Hanen c er aabnet, bliver dernæst Apparatets Luft-

lomhed kontrolleret. Dersom denne findes tilfredsstillende, bliver

lianen e lukket, og gjennem Kviksølvet i Glasset g indføres nogen Ilt

i Uøret a. Kiter Aflæsning af Tryk, Temperatur og Volumen, (som

er bestemt ved Vejning med Kviksølv) lader den Mængde Ilt, der

lindes i Apparatet, sig beregne. Nu bliver lianen c aabnet, og Væd-

sken d bliver paa følgende Maade rystet stærkt sammen med Luften

i Apparatet: Noget under Midten af tiøret a befinder sig en med

Koret ubevægelig forbundet .Jernrulle //" (Formen af denne Hulle ses

paa Figur 2/); den glider i en efter den tilpasset Klemme « (Fig. II.

Fra
f.
udgaar 2 Snore, som (paa en senere beskreven Maade) kunne

trækkes frem og tilbage og derved give Rullen /' og med den Koret

a en hurtig frem og tilbagegaaende Kevægelse om sin Længdeaxe.

Kviksølvsøjlen i a bliver herved, naar Apparatet er rigtig ind-

stillet, staaende helt rolig; der bemærkes kun en langsom Stigning

af Kviksølvet paa Grund af den stedfundne Luftabsorption; derimod

bliver Vædsken i </, ved den hurtig frem og tilbagegaaende lievæ-

gelsc af Kuglen, meget stærkt rystet, uden at dog en eneste Draabe

af Vædsken sprøjter op til Hanen c. Efter nogen Tids Forlob stiger

Kviksølvsøjlen i a ikke mere, og Absorptionen er da tilendebragt.

Efter Aflæsningen af Tryk, Temperatur og Volumen (Vædskens Vo-

lumen bliver bestemt paa en nedenfor nærmere angiven Maade), lader

Mængden af den i Apparatet værende Luft sig bestemme. Denne viser

sig nu at være ringere end for Absorptionen, og Differensen er absorberet

af Vædsken.
Kig. I.
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Man kan nu med samme Vædske paa følgende Maade udføre et Absorptionsforsog

ved højere Tryk: Umiddelbart efter Aflæsningen af Tryk og Temperatur ved Slutningen af

Absorptionen bliver Hanen c lukket; da Volumenet i den til højre for c liggende Del af

Apparatet er bekjendt, véd man nøjagtig, hvor stor en Luftmængde der befinder sig frit i

de til højre for Hanen c liggende Afsnit (2 Kugler og Haneboringen ved c). Desuden ved

man, hvormeget Luft Vædsken allerede har absorberet, og saaledes er hele Luftmængden

tilhøjre for Hanen c bekjendt. Nu bliver der, imens Hanen c er lukket, indført Ilt i Røret

a. Paa sædvanlig Maade (Bestemmelse af Tryk, Volumen og Temperatur) bliver dernæst

hele Luftmængden i Røret a bestemt. Denne Luftmængde, adderet til den til højre for

Hanen c værende Luftmængde, giver Summen af hele den i Apparatet tilstedeværende Ilt-

mængde. Naar nu Hanen c bliver aabnet, og Vædsken rystes paa ovenfornævnte Maade,

saa finder Absorptionen denne Gang Sted under et højere Tryk. Efter at Absorptionen er

bleven tilendebragt, vise Maalingerne, hvor stor en Luftmængde der befinder sig frit i

Apparatet, og hermed ere de nødvendige Forudsætninger givne til Beregning af Absorp-

tionen under højere Tryk. Denne Fremgangsmaade kan naturligvis gjentages.

Naar man ønsker at foretage en Række Bestemmelser ved aftagende Tryk, lukker

man paa samme Maade som ovenfor beskrevet Hanen c umiddelbart efter, at den absorp-

tiometriske Bestemmelse er forelagen, og hele Luftmængden til højre for denne Hane

bliver beregnet. Nu bringes Absorptiometret i Forbindelse med Pumpen ved Hjælp af

Slibningen a, og efter at Hanen b er bleven aabnet, bliver Apparatels til venstre for Hanen

c liggende Del gjort fuldstændig lufttom. Derefter lukkes Hanen b, Apparatet skilles fra

Pumpen, og Hanen c aabnes; saaledes er hele den i Apparatet forekommende Iltmængde

bekjendt, og man kan nu udføre en Absorplionsbestemmelse ved et lavere Tryk end før, idet

man subtraherer den Luftmængde, der ved Slutningen af denne Absorption findes frit i

Apparatet, fra den bekjendte totale Luftmængde. Nu kan Hanen c igjen lukkes, de til

venstre for den liggende Dele atter udpumpes, og paa denne Maade kan der foretages en

ny Bestemmelse.

Vandforsøg. Med dette Apparat har jeg foruden Forsøgene over Iltoptagelsen i for-

skjellige Oxyhæmoglobinopløsninger tillige foretaget Forsøg over Iltens Absorption i destil-

leret Vand. Dels vilde jeg derved undersøge Apparatets Nøjagtighed; dels vilde jeg ved

lave Tryk prøve Rigtigheden af den Henryske Lov, for hvilken jeg ved Forsøgene med Hæmo-

globin havde Anvendelse. Fremgangsmaaden ved Vandforsøgene var i det Hele den samme,

som ved Hæmoglobinforsøgene, kun maatte ved disse sidste anvendes nogle Kauteler i Be-

tragtning af Oxyhæmoglobinopløsningens temmelig store Tilbøjelighed lil Decomposition.

Det synes mig hensigtsmæssig først senere al gjøre Rede for disse Forsigtighedsregler, og

jeg vender mig nu, for at tydeliggjøre Detaillerne ved Methoden, først til de Absorptions-

forsøg, der ere anstillede med destilleret Vand.
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Hen anvendte Ilt blev altid fremstille!

ved Opvarmning af ren Kviksølvilte, den blev ud-

viklet umiddelbart for, den skulde bruges, og blev

opsamlet i et Bu ns en 'sk Kviksølvgasometer paa

den Maade, som nærmere er angivet i en Afhand-

ling om den Boyle-Mariotte'ske Lov, der er

optaget i Vidensk. Selsk. Skr. 6te Række, natur-

videnskabelig og mathematisk Afd. 2det Bind Nr. 9.

Ilten kan, naar den fremstilles paa denne Maade, faas

meget ren. Vandet destillerede jeg selv under

Hensyntagen til de Oplysninger, B. Bunsen (Gaso-

mctrische Methoden 1877, l'ag. 222) har givet

om de herhenhørende Fejlkilder.

Efter at Absorptiomelret var bleven fuld-

stændig renset og tørret, og Hanerne vare blevne

omhyggelig indsmurte med en Blanding af Vox og

Fedt, saaledes at intet Fedt kunde komme ind i

Haneboringen, blev Vandet fyldt i paa følgende Maade :

Paa et Glasrør e (Fig. 4 , Side 440) bliver

et Stykke godt fransk Katheter g befæstet ved Hjælp

af en Kautschukslange /; Røret bliver indført paa

en saadan Maade, at Katheteret igjennem Hanebo-

ringen ii (Fig. 4) rager ind i den øverste Kugle

paa Absorptiometret. [Da alle de øvrige i Figur

4 afbildede Apparatdele tjene til andre Formaal,

maa man her tænke sig dem fjærnede.| Ved Hjælp

af en Tragt, som er anbragt paa Beret e, bliver

Vandet bragt ind i Absorptiometerkuglen ,
uden at

de andre Dele af Apparatet blive befugtede, og

Indledningsrøret bliver dernæst fjernet.

Derpaa bliver Absorptiometret anbragt fol-

den Hagen'ske Pumpe ved Hjælp af Slibningen

c Fig. 2 (a Fig. 1); den nederste Del af Absorp-

tiometret rager ned i den med Kviksølv fyldte Skaal g.

I Figur 2 betegner a Svovlsyrebeholderen

paa den Hagen'ske Pumpe; b er en Hane, ved

Hjælp af hvilken Vædskens Fordampning i Absorp-

Fig. 2.
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liometret under Udpumpningen bliver reguleret; Hanerne d og c blive paa delte Tidspunkt

ikke benyttede. Ved for hyppig Brug blive de indfedtede Haner nemlig let mindre paalidelige

i deres Virkning, isærdeleshed naar, som det er Tilfældet her, Glasvæggene under Udpump'

ningen af og til beslaa sig med Dug. Hanerne blive derfor skaanede til det egenlige Forsøg.

Den største Del af den i Vandet optagne Luft lader sig som bekjendt let uddrive

ved Udpumpning; de Spor, som endnu blive lilbage, efter at den i Begyndelsen meget

livlige Kogning af Vædsken er ophørt eller kun finder Sted sjeldent og stodvis, ere derimod

meget vanskelige at skaffe bort. Det lykkes dog at befri Vandet fuldstændig for Lufl paa

følgende Maade:

ISaar Vædsken har bort op at koge, bliver Pumpen og det derpaa befæstede Ab-

sorptiometer hurtig gjort muligst lufttomme og Hanen b (Fig. 2) lukket; man griber nu

Absorptiometret med den højre Haand tæt under Hanen J (Fig. 2), medens man med den

venstre Haand støtter Slibningen c (Fig. 2) paa den Hagen 'ske Tumpe. Idet man nu trykker

Absorptiometry fast ind i Slibningen c (Fig. 2), drejer man det hurtig frem og tilbage om

Kviksølvsøjlens Axe; paa denne Maade bliver Vædsken i Kuglen meget slærkt rystet, hvorved

der bliver noget Luft fri, som, efter at Hanen b (Fig. 2| er bleven aabnet, udbreder sig i

Pumpen. Den størst mulige Luflfortynding bliver nu frembragt i Absorptiometret, derpaa

rystes Vædsken igjen, og denne Proces bliver gjenlaget, indtil der ikke mere ved Rystningen

træder nogen Luft over i Pumpen. Paa denne Maade fortsættes Pumpningen i Alminde-

ligbed i 24 Timer eller endnu længere med større eller mindre Mellemrum. Saa bliver Hanen d

(Fig. 2) lukket, og Absorptiometret fjærnes fra Pumpen, hvorved man naturligvis maa sørge for,

at den nederste Ende ikke bliver løftet op af Glasset g\ det Hele bliver dernæst anbragt

paa Stativet hh Tavle I, og dette bliver fastgjort i Vandbeholderen AAA. Højden af den

Støbejerns Vandbeholder er noget over I Meter, og dens Diameter c. 40 Gm. Paa Behol-

derens Væg er der i hele dens Højde anbragt et c. 10 Gm. bredt Glasvindu, for al gjøre

det muligt herigjennem al aflæse de Apparater, der findes i Beholderen. I Bunden er

denne forsynet med 2 Haner x og y. Gjennem den ene kan Beholderen efter Behag sæltes

i Forbindelse med Vandledningen eller et Afløbsrør, gjennem den anden kan der føres

varml Vand ind fra et Reservoir. Paa Tavle I betegner den punkterede Linie z Vandstanden

i Beholderen under Forsøgene.

Stativet hh stikker med Tappen i (Tavle I) i en passende Fordybning i Bunden af

Vandbeholderen og bliver oppe ved Randen skruet fast med den paa Figuren kun antydede

Klemme s. Paa denne Maade staar Stativet urokkeligt fast i Beholderen, og lader sig dog

let tage ud og igjen faslgjøre paa det rigtige Sted. Som man kan se af Tavle I
,
bærer

en Jernplade paa Stalivet Absorptiometrets Kviksølvglas k; Absorpliometerroret selv bliver

ved Hjælp af Rullen / (Fig. 2) og Klemmen / (Tavle I cfr. e Fig. I) fastholdt paa en saadan

Maade, al det kan dreje sig om sin Axe, saaledes som del allerede overfor er fremstillet;
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Klemmen m, hvori Absorptiometret let kan dreje sis, tjener som Turer. Pua Absorplio-

metrets Rulle er iler befæstet 2 Snore; hver af disse slider over en paa Stativet anbragt

Tridse v (Tavle I), og derfra føres de videre over to paa Vandbeholderens Iland befæstede

Tridser. I Snoren /; er der ophængt en Vægt, medens den anden Snor q excentrisk er

fastgjort paa Skiven r. Medens Skiven r, som drives af en Motor, gjør en halv Omdrej-

ning, trækker den i Snoren q og drejer derved Absorptiometret om dets Axe et Stykke

henimod den ene Side. Ved den næste halve Omdrejning af Skiven r slappes Snoren </,

og den ved p hængende Vægt trækker saa Absorptiometret hurtig til den anden Side.

Paa denne Maade bliver den i forrige Afsnit beskrevne Rystning af Vædsken tilvejebragt.

Undersøgelse paa Lafttomhed. Efter at Absorptiometret er bleven anbragt i Vand-

beholderen , bliver forst dets Lufltomhed prøvet ved Bestemmelse af det deri herskende

Tryk, idet dette sammenlignes med Vanddampenes Spænding ved den foreliggende Tempe-

ratur. Naar denne Prøve falder tilfredsstillende ud, bliver Hanen c (Fig. I) lukket og Ab-

sorptiometret laget op af Vandbeholderen. Nu bliver en passende Mængde Ilt bragt ind i

Absorptiometret fra det Bunsen'ske Kviksølvgasometer gjennem et kapillært Tillcdningsrør.

Stativet hh, som bærer Ahsorptiometerrøret, bliver igjen anbragt paa sin Plads i Vandbe-

holderen , og de nødvendige Maalinger udførl for at bestemme Mængden af den Ilt, der nu

findes i Ahsorptiometerrøret. Forsøget fortsættes derpaa ganske som anført Side 423 idet

Hanen c (Fig. I) hliver aabnet, og Vædsken ved Hjælp af en Motor rystes meget heftigt frem

og tilbage (3 Gange i Sekundet), indtil Kviksølvsøjlens Højde i Ahsorptiometerrøret ikke

mere forandrer sig, hvorpaa atter den frie Luftmængde, der nu hefinder sig i bele Apparatet,

bestemmes paa sædvanlig Maade. Man har da, som man ikke nærmere behover at forklare,

de nødvendige Data lil Beregning af den i Vædsken absorberede Luftmængde, og kan nu,

som beskrevet ovenfor Side 424, føre Forsøget videre, idet man, efter at have lukket Hanen

c (Fig. I), enten paa ny leder Ilt ind, eller gjør den Del, der ligger lil venstre for Hanen

c, fuldstændig luftttom. Et Exempel, der er meddelt længere nede, vil forhaabentlig bidrage

til Forstaaelse af Forsøgsmaaden.

Bestemmelse af Spænding og Temperatur i Absorptiometret. Endnu staar tilbage at

beskrive, hvorledes Spændingen og Temperaturen i Absorptiometret kan foretages med til-

børlig Nøjagtighed, ligesom ogsaa paa hvilken Maade Bestemmelsen af Vædskemængden i

Absorptiometret udføres.

Bestemmelsen af Trykket i Absorptiometret sker paa følgende Maade: Et i Vand-

beholderen (se Tavle I) befæstet Stativ it bærer ved Hjælp af en Jcrnplade Kviksolvglasset »,

hvori Barometerroret bb var anbragl ; Glasset u var anbragt i samme Højde som Absorp-

tion)etre Is Glas k. Efter at Absorptiometret var bleven befæstet paa sin Plads i Vand-

beholderen, blev paa en .Maade, som strax skal beskrives, Glasset u sat i Forbindelse med

Glasset k, hvorved Kviksølvoverfladerne i de to Glas indstillede sig i samme horizontale

Vidensk. Sclsk. Skr.. C. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. ]] I
II. M
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Fig. 3

Niveau; Trykket i det indre af Absorptiometret kunde

da maalcs ved den vertikale Afstand mellem Kviksølv-

overfladen i Barometret bb og i Absorptiometerroret

aa (Tavle l). Denne Afstand blev maalt ved Hjælp

af et Kathetometer, der var opstillet foran Vandbe-

holderens Glasvindue. Foruden de almindelige Korrek-

tioner med Hensyn til Kviksølvsøjlens Temperatur og

Vanddampspændingen i Absorptiometret, blev der stadig

foretaget Correction med Hensyn til Haarrors- Depres-

sionen efter Mendelejeffs Tabeller. For at kunne ud-

føre den sidste Kettelse var Barometerrørets og Ab-

sorptiometerrorets Diameter nøjagtig bestemt, og ved

hver Trykbestemmelse blev Højden af begge Menis-

ker maalt.

Begge Karrene u og k bleve satte i Forbin-

delse med hinanden paa en Maade, som for det Første

tillod at bringe Communicationen hurtig og sikkert

i Stand og paa den anden Side gjorde det muligt

lige saa hurtig at bringe Karrene ud af Forbindelse

med hinanden, naar, som det skete ved hvert Forsøg,

Absorptiometret skulde løftes op af Vandbeholderen.

Et simpelt meterlangt GalTelrør af Glas, hvis

Form og Størrelse ses af e Fig. 3 og c Tavle I blev

med Gaflen vendende nedad, og medens dets øverste

Ende holdtes lukket med Pegelingeren, stukket ned

i Vandbeholderen, saaledes at den ene Gren af Gaf-

felen førtes ned i Glasset k og den anden i Glasset

ii. Da Rørets øverste Ende var lukket, medens det

sænkedes ned i Vandet, trængte der sig kun en lille

Vandsøjle ind i det; efter at Glasrøret var bleven

anbragt paa sin l'lads, som Figur 3 viser, blev Fin-

geren fjernet fra den øverste Ende, og det næsten

b meterhøje Vandtryk, som hvilede paa Kviksølvover-

fladerne i k og u (Tavle I), drev nu Kviksølvet op

til over Gaffeldelingen i Røret; herved blev en hæ-

vertformig Forbindelse tilvejebragt mellem Kviksølvet
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i de lo Kar u og k. Naar Forbindelsen skulde ophøre , blev Gaffelen simpelt lien trukket

op af Kviksølvet.

(1 Figur 3 betyder a Barometrets Stativ, b Absorptiometrets Stativ, c den nederste

Ende af Barometerrøret, d den nederste Ende af Absorptiometerrøret, e Gaffelrøret, /' er en

gjennemboret Korkprop, der uden at slutte vandiæt, letter Anbringelsen og Fastholdelsen

af Glasrøret.)

Temperaturen blev bestemt ved Hjælp af Normalihermomelrot d Tavle I. Be-

liggenheden af Nulpunktet paa dette, af mig selv kalibrerede Thermometer, blev hyppig

kontrolleret. For at tilvejebringe ensartet Temperatur i den temmelig høje Vandbeholders

forskjellige Lag blev en Blander med halvmaaneformet Plade ee (Tavle I) uafbrudt bevæget

op og ned i Føringen / ved Hjælp af en Motor.

Bestemmelse af Vædshemængden i Absorptiometry. Bestemmelsen af den absor-

berende Vædskemængde, som her, da Udkogningen foregaar i selve Absorptiometret,

nødvendigvis maa foretages ved Slutningen af Forsøget, kan ske, ved at man først vejer

hele Absorptiometerrøret ved Begyndelsen af Forsøget, før man hælder Vædsken i, og saa

igjen, naar Forsøget er endt. Hvor ingen tilstrækkelig fin Vægt af passende Dimensioner

staar til Itaadighed, kommer man ogsaa med temmelig stor Nøjagtighed til Maalet paa føl-

gende Maade:

Efter Forsøget bliver Kviksølvet fuldstændig fjernet fra Absorptiometerrøret, og

dette bliver, om fornødent, aftørret indvendig ved Hjælp af Trækpapir. Derpaa bliver lianen

b (Fig. 1) lukket, Hanen c (Fig. 1) aabnet, og efter at Absorptiometret er blevet stillet med

Slibning a (Fig. 1) nedad, bliver den aabne Ende, der nu vender opad, ved Hjælp af en

Kautschukslange sat i Forbindelse med en Vandlnl'tpumpe, og Indholdet af Kuglen d (Fig. I)

suget op i den kugleformede Udvidelse paa Absorptiometerrøret. Hanen c (Fig. I) bliver

derpaa lukkel og Absorptiometret skilt fra Vandluftpumpen. Hovedmassen af Vædsken

bliver nu, idet Apparatet vendes om, heldl over i en Kolbe af bekjendt Vægt og derpaa

vejet; hvad der endnu bliver hængende paa Væggene af Apparatet, bestemmes paa den

Maade, at en Glasmanchet k (Fig. 4 Side 440) hurtig og uden at der gaar en Draabe af

Vædsken tilspilde, bliver skudt hen over den nederste Ende af Absorptiometerrøret og dér

lufttæt befæstet ved en Kaulscbukprop (se Fig. 4); saa bliver et langt Glasrør e (Fig. 4), paa

hvilkel et fransk Katheter g (Fig. 4) er bundet fast ved Hjælp af et Stykke Kautschukslange

/ (Fig. 4) skudt ned i Absorptiometret, og derpaa ved Hjælp af en Kautschukprop lufttæt

forbundet med Glasmanchetten paa den Fig. 4 fremstillede Maade. Medens Absorptiometrets

Kugler erc nedsænkede i et Vandbad, bliver nu en Luftstrøm, der iforvejen er bleven fuld-

stændig tørret over Svovlsyre ved Hjælp af en Aspirator, indsuget gjennem Boret i (Fig. 4)

paa Glasmanchetten. Efter at Luftstrømmen paa Vejen igjennem Apparatet er bleven

mætte I med Vanddamp, bliver den igjen suget ud gjennem Boret e (Fig. 4); derefter pas-

54*
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scrcr Luftstrømmen tre forud afvejede Hør med Svovlsyre, til hvilke den afgiver al sin Fug-

tighed, og hvis Vægtforøgelse, naar Absorptiometerroret er blevet fuldstændig tort, angiver

hele den i Røret tilbageblevne Vædskemængde.

Iltens Afvigelse fra den Botjle- Mariotte'ske Lov. For jeg gaar over til Frem-

stillingen af de ved Forsøgene over Vandets Absorption af Ilt fundne Resultater, vil jeg,

som ovenfor berørt, ved et Exempel med gjennemført Beregning, gjøre Brugen af Apparatet

saa tydelig som mulig. Jeg maa herved bemærke, at de fornødne Omregninger fra et Tryk

til et andet ikke ere foretagne efter den Boyle-Mariotte'ske Lov; Ilten afviger nemlig

(hvad jeg for kort Tid siden har vist i en i Vidensk. Selsk. Skr., (5te Række, naturviden-

skabelig og mathematisk Afd. 2det Bind. Nr. 9 offentliggjort Afhandling) især ved lave Tryk

temmelig meget fra den omtalte Lov.

Her kan jeg under Henvisning til den citerede Afhandling indskrænke mig til den

Bemærkning, at for Iltens Vedkommende Afhængigheden mellem Spænding p og Volumen

o med meget stor Tilnærmelse lader sig udtrykke ved Formlen » (/> + 0,109) = k, naar

Trykket er over 0,7 Mm. Denne Formel er derfor benyttet ved de følgende Beregninger.
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Forsøg oyer Iltens Absorption i destilleret Vand.

I det Følgende betyder:

p Trykket i Mm. Kviksølv ved 0°, efter at samtlige Correctioner ere indførte, og efter

at Vanddampenes Spænding ved den foreliggende Temperatur er fradraget.

T Temperaturen beregnet i urader efter Celsius.

v Rumfanget af de til venstre for Hanen c Fig. 1 liggende Hele af Absorptiometret.

», H umfanget af de lil højre for Hanen c Fig. 1 liggende Dele af Absorptiometret.

Samtlige Rumfang ere angivne i Cubiccentimeter.

V betyder Luftens Rumfang ved 0° og 760mm Kviksølvtryk.

betyder Ilt.

abs. betyder absorberet.

Vægtangivelserne cre reducerede til Vacuum.

Vædskemængde i Gram = 47.602.

do. i Cbc. ved 20°
. . = 47.683.

v
x

(efter Fradrag af 47.683) . . . . = 36.016.

I. Før Forsøget.

p =_o.03 T = 20°l.

II. I
s,c Tilledning af 0.

p = 37.74 V = 38.834 V = 1.8008 T = 20°12.

III. I
s '" Alisorptionsbesteiuinelsc.

p = 19.71 v + V
l
= 73.306 F= 1.7796 T = 2Ü°17.

abs.: 1.8008—1.7796 = 0,0212.

Af (i, kan man beregne den fri lllmængde, der ved lianen c's Lukning lindes i de

lil højre liggende Kugler til 0.8744. De hermed analoge Størrelser belegnes i det Føl-

gende med K.
IV. 2 ÜC " Tilledning af 0.

p = 145.51 !' = 48.584 V = 8.6666 T = 20
P
15.

Samtlig i Apparatet = 8.6666 4 0.0212 + 0.8744 == 9.5622.
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V. 2d™ Absoi'ptioiisbesteimnelsc.

p - 95.36 D + », = 80.253 K = 9.3850 T = 20°18.

abs. = 0.1772 K = 4.2116.

VI. 3 J'° Tilledning af 0.

p == 510.95 u = 81.047 I7 = 50.7355 7
1 = 20°17.

Samtlig i Apparatet = 5Ö.7SÖ5 -f 0.1772 + 4.2116 = 55.1243.

VII. 3"° Absorptioiisbestemmelse.

p =. ',09.47 » + », = 108.223 K= 54.2975 7*=- 20° 16.

abs. = 0.8268 K= 18.0696.

VIII. Udpumpning af de til venstre for Hanen c liggende Dele ;

Absorptiometry.

Samllig i Apparatet = 18.0696 + 0.8266 = 18.8964.

IX. V" Absorptioiisbesteminelse.

p == 173.89 o + t>, == 87.025 V= 18 5165 T - = 20 20.

abs. = 0.3499 K = 7.6752.

X. Udpumpningen som omtalt under VIII.

Samllig i Apparatet = 7.6752 + 3499 = 8.0251.

XI. 5" Absorptioiisbestemmelse.

p -= 81.27 e + »j = 78.840 V= 7.8590 T= 20°17.

abs. = 0.1661 K == 3.5902.

XII. Udpumpning (se VIII).

Samtlig i Apparatet = 3.5902 + 0.1661 = 3.7563.

XIII. d" Absorptioiisbesteininelse.

p =- 39.60 » + «, == 75.234 V = 3.6591 T = 20°20.

abs. = 0.0972 Ä' = 1.7517.

XIV. Udpumpning (se Villi.

Samtlig i Apparatet = 1.7517 + 0.0972 == 1.8489.

XV. i Absorptioiisbestemmelse.

p =- 19.88 »+», = 73.493 V= 1,7994 T = 20°20.

abs. = 0.0495 Â' = 8818.

XVI. Udpumpning (se VIII).

Samllig i Apparatet = 0.8818 + 0.0495 =-= 9313.
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XVII. 8 d ° Absorntioiislirstcmmelsc.

p = 10.22 V -

ab s. = 0.0126.

72.(118 V = 0.9187 T = 20°22.

Nedenfor ere Forsøgets Absorptionsbestemmelser tabellarisk angivne. De absorberede

Luftmængder ere beregnede for 100 Cbc. Vand og udlrykte i Cbc. ved 0° og 760mm .

Nr. I — 3, hvor Trykket ved den foregaaende Absorptionsbestemmelse var mindre

end ved den efterfølgende Bestemmelse, gave til Resultat:

Absorptionsbestemmelse I . .
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om man overhovedet bør lægge nogen Vægt paa den Afvigelse, som Linien for voxende

Tryk viser fra den nys omtalte Unie; Hovedsagen er imidlertid den, at man har fundet

den absorberede Luftmængde lidt mindre ved voxende end ved aftagende Tryk; herved ei

det nemlig godtgjort, at man med dette Absorptiometer kan udfore en hel Hække {i dette

Tilfælde 8) Bestemmelser, uden at mærke endog blot Spor af Ilttab, og det skjont Iltens

Tryk har naaet en saa betydelig Højde som 400mm . i denne Henseende viste Apparatet sig

altsaa meget hensigtsmæssigt. Naar man nu fremdeles betænker, at disse Iltabsorptions-

forsøg, som udførtes med kun circa 50 Cbcm. Vand ved Trykhøjder af mellem 400mm og

80mm , have givet indbyrdes saa godt som fuldstændig overensstemmende Resultat, og at

Absorptionsbestemmelserne udførte ved c. 10""" Tryk endnu have vist sig brugbare, maa

ogsaa Apparatets Nøjagtighed betegnes som tilfredsstillende.

Iltens Absorptionscoefficient. Efter at vi nu have set, at Henrys Lov ved de under-

søgte Forsøg kan anses for exact, og at vi altsaa uden Betænkelighed kunne anvende den

ved Ilæmoglobinforsøgene, ville vi betragte Størrelsen af den fundne Absorptionscoefficient.

Denne er ved 20°2 fundet = 0.03218, altsaa ikke ubetydelig større end den af Bunsen

fundne Coefficient 0.02834. Anordningen af forsøgene og den Maade, hvorpaa de ere ud-

førte, gjør, at man, som alt ovenfor omtalt, ganske kan se bort fra den ellers nærliggende

Tanke, at Forurensninger af Vandet, eller Dele af Apparatet, kan have bundet Ilt. Ikke

heller kunne tilfældige Fejl i Bestemmelse af Apparatkonstanterne (Volumen etc.) forklare

Uoverensstemmelsen. En ny Bestemmelse, ved hvilken ikke blot Ilten og Vandet var til-

beredt paa ny, men hvor ogsaa Apparatet var et andet, gav nemlig (i god Overensstemmelse

med den ovenfor fundne Værdi! Coefficientens Størrelse = 0.03272 ved 20°.

Forskjellem mellem disse llesullaler og det af Bunsen fundne, hidrører maaske

snarere derfra, at den nævnte Forsker var nødt til al gjøre Brug af Daltons Lov, som

sandsynligvis ikke gjælder nøjagtig under de givne Omstændigheder.

Hæmoglobinforsøg. De Hæmoglobinforsøg, som her skulle meddeles, ere udførte

ved 15° C. under forskjellige llltryk. Da samtlige Forsøgsfactorer (Hæmoglobin, Ilt, absorp-

tiometrisk Apparat] herved have varieret, uden at dette har haft nogen kjendelig Indflydelse

paa Forsøgenes indbyrdes Overensstemmelse; kunne de ved Forsøgene opnaacde Resultater

vel anses for tilstrækkelig fastslaaede, og man kan ikke tage i Betragtning, al jeg ikke her

har naaet en saa stor Nøjagtighed som ved Forsøgene med Vand. Dette følger allerede

deraf, at den opløsende Vædskes Absorptionscoefficient indgaar som Led i Beregningen af

den af Hæmoglobinet optagne Iltmængde. Bestemmelsen af denne Coefficient er imid-

lertid, som vi nedenfor skulle se, ikke uden Vanskelighed og lader sig næppe udføre fuld-

stændig exact.
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Hæmoglobinets Fremstilling. Fremstillingen af det anvendte Hæmoglobin ud-

førtes væsenlig efter den af Hoppe- Sey 1er angivne Melhode; kun fortjener det at be-

mærkes, at Blodlegemerne, førend Hæmoglobinet blev adskilt fra deres Stroma, bleve fuld-

stændig renvadskede i Kogsaltopløsning ved Hjælp af Centrifugen.

Hæmoglobinet blev flere Gange omkrystalliseret; for at fremskynde Filtrationspro-

eessen, filtreredes gjennem Glasuld under Anvendelse af bøjt Tryk
; kun Filtrationen af den

sidste Oplosning udførtes ved Hjælp af godt Filtrerpapir.

For at kunne anvende det samme Hæmoglobin til flere Forsøg, bleve Opløsningerne

opbevarede i sniaa tilsmeltede Kolber (a Fig. 4); ved Hjælp af denne af Hoppe-Seyler

angivne Methode holder Opløsningerne sig brugbare i en ubegrændsel Tid. Naar en saadan

Kolbe aabnes efter længere Tids Forlob, bemærker man ikke sjælden en mer eller mindre

stærk aromatisk Lugt, som forsvinder ved energisk Udpumpning af Vædsken. Indheldningen

af Hæmoglobinoplosningen i Absorpliometret , hvor den blev udpumpet inden Forsøget,

foretoges, saaledes som det nedenfor nærmere skal beskrives, i en Brintstrøm.

Vædskemængden i Apparatet. Efter hvert absorpliometrisk Forsøg blev den anvendte

Vædskemængde stadig bestemt, saaledes som det ovenfor er angivet under Vandforsøgene;

ved Hæmoglobinforsøgene var det tillige hver Gang nødvendigt efter Forsøget at gjøre en

særlig Bestemmelse af Opløsningens specifiske Vægt, samt at bestemme dens Indhold af

Tørsubstans. Opløsningens specifiske Vægt blev bestemt, for derved at kunne omregne

den i Gramvægl bestemte Vædskemængde til Cbcm. ved Forsøgstemperaturen ; denne Stør-

relse maa nemlig kjendes, for at man skal kunne bestemme det af Luften i Absorptiome-

trets Kugle indtagne Volumen.

Tørsubsians. Bestemmelsen af Tørsubstans blev hver Gang udført saaledes, at

10—20 Gram af Opløsningen efter det absorptiometriske Forsøg blev afvejet i dertil egnede

smaa Glasbeholdere, der lode sig lukke med tilslebne Laag, og derpaa strax inddampedes

over Svovlsyre i Luftpumpens Klokke; ved tilstrækkelig stærk Luftfortynding (næsten Va-

cuum) udførtes Inddampningen af Vædsken i de temmelig brede Glasbeholdere i omtrent

12—24 Timer, uden at der fandt nogen Decomposition af Vædsken Sted. Tørringen over

Svovlsyre fortsattes til fuldstændig konstant Vægt, og derpaa tørredes Besten atter i

Varmekasse ved 115° ti! konstant Vægt. Denne Fremgangsmaade giver nøjagtig samme

Resultater, som den af v. Noorden beskrevne Tørring i Brintstrøm, hvilket jeg bar over-

bevist mig om ved Kontrolforsøg, anstillede med specielt Hensyn hertil. Efter hvert Forsøg

blev Tørsubstansen bestemt i to forskjellige Prøver; Overensstemmelsen var som Regel

fuldstændig tilfredsstillende.

Hæmoglobinets Krystalvand. Vægten af det over Svovlsyre tørrede Hæmoglobin,

sammenholdt med det Vægttab, som de paagjældende Prøver undergik ved længere Tids

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og matliem. Afil. II. 10. 00
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Opvarmning til 115°, kan benyttes til en Beregning af llæmoglobinkrystallernes Krystalvand.

Denne har jeg da ogsaa udført.

Da Hoppe-Seyler nemlig havde fundet, at forskjellige Dyrearters Hæmoglobin-

krystaller indeholde en forskjellig Mængde Krystalvand (mellem c. 9 og 3pCt.|, saa syntes

det mig hensigtsmæssigt at forsøge ogsaa Anvendelsen af saadanne Bestemmelser til Kon-

trollering af det anvendte Ilundeblod-Oxyhæmoglobins Renhed; det syntes mig nemlig

ønskeligt at kunne kontrollere Renheden paa saa mange Punkter som muligt. Ved disse

Prøver viste det sig nu, at Mængden af Krystalvand i Ilundeblod-Oxyhæmoglobin kan va-

riere betydeligt, saaledes som det fremgaar al den nedenfor meddelte Tabel.

Tallene i første Kolonne giver de enkelte Forsøgsnumre, medens den 2den Kolonne

indeholder en eller to Bestemmelser af den procentiske Krystalvandmængde (udtrykt i Gram

for 100 Gram over Svovlsyre tørret Hæmoglobin) for hver Hæmoglobinprøve, den 3dje Ko-

lonne giver Middeltallet af de to Bestemmelser i 2den Kolonne.

Tabel.

I.
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mig til at søge Grunden til denne Variation deri, at Vauddamptensionen under Fordamp-

ningen over Svovlsyre var forskjellig ved de forskjellige Prøver, alt eftersom Svovlsyren

havde været anvendt længere eller kortere Tid og derfor allerede havde optaget mer eller

mindre Vand. Denne Formodning fandt jeg hekræftet ved folgende Forsøg:

En Prøve af samme Hæmoglobinopløsning blev tørret til fuldstændig konstant Vægt

ved samme Luftfortynding i to forskjellige Exsiccatorer, hvor Svovlsyrens Vandholdighed var

noget forskjellig. Bestemmelsen af Krystalvandet gav i den ene Prøve 4,485%; i den anden

2,426%; et paa samme Maade udført Forsøg gav for en anden Hæmoglobinprøve 3,669% Kry-

stalvand i den ene Exsiccator og 1,578 i den anden, hen direkte Bestemmelse af Vanddampten-

sionen i Exsiccatorerne lod sig ikke udføre i de af mig benyttede Apparater, og jeg har derfor

ikke videre forfulgt Undersøgelsen af dette Forhold, der ligger den foreliggende Meddelelse

noget fjernere; men en Revision af Krystalvandsbestemmelserne i de forskjellige Dyrearters

Oxyhemoglobin synes mig dog herefter ikke uden Interesse.

Specifisk Vægt. Da der ved hvert Forsøg er gjort en nøjagtig Bestemmelse af den

specifiske Vægt, saa bliver det muligt ved en Sammenstilling af alle disse Bestemmelser

at prøve, om de af forskjellige Krystalfremstillinger tilberedte Hæmoglobinopløsninger viser

samme Forhold mellem Hæmoglobinholdighed og specifisk Vægt, samt at undersøge, hvilken

Indflydelse en langvarig Opbevaring af Opløsningerne i tilsmeltede Glas har herpaa. Der

viste sig herved stadig en meget nøje gensidig Overensstemmelse i Bestemmelserne, saa at

det endog var muligt omtrentlig at beregne Opløsningernes Hæmoglobinholdighed ved Hjælp

af en Bestemmelse af den specifiske Vægt alene.

For nærmere at belyse Sagen anfører jeg nedenfor en Række tabellarisk ordnede

Bestemmelser; de dér anførte Forsøg stamme fra tre forskjellige Hæmoglobinfremstillinger,

og Hæmoglobinholdigheden er bestemt dels i frisk Tilstand, dels efter længere Tids Opbe-

varing i tilsmeltede Glas.

Samtlige i Tabellen opførte specifiske Vægtangivelser ere reducerede til en Tem-

peratur af 15° C; for at kunne udføre dette, bestemte jeg Hæmoglobinopløsningerucs L'd-

videlsescoefficient i Nærheden af denne Temperatur, og fandt, at den ikke i nogen kjendelig

Grad var forskjellig fra Vandets.

For Fuldstændigheds Skyld bemærker jeg endnu, at Bestemmelserne ere udførte

med et Pyknometer, der rummede omtrent 10 Cbc , og som var forsynet med Thermometer

og Stigeror, og at jeg ved «specifisk Vægt for en bestemt Temperatur» forstaar Forholdet

mellem Vægten af et Volumen af Vædsken ved denne Temperatur og Vægten af det samme

Volumen Vand ved 4° C.

55"
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Tabel.
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Den store Regelmæssighed i de nys omtalte physikalske Forhold ved de af for-

skjellige Krystaller fremstillede Oplosninger synes mig i høj Grad at tale for det benyttede

Hæmoglobins Renhed, og derfor har jeg ogsaa her behandlet dette Punkt noget udførligere.

Spektralundersøgelse. Ved nogle af de første Forsøg har jeg før og efter de ab-

sorptiometriske IMaalinger bestemt det anvendte Hæmoglobins Spektralkonstanter ved Hjælp

af det Glahn'ske Photomeier; de før og efter Absorptionsforsøgene fundne Værdier visle sig

saa godt som identiske. Jeg saa mig imidlertid nødsaget til at opgive denne Undersøgelse,

da jeg ikke kunde finde Tid til at udføre den samtidig med de mange Bestemmelser, der

vare absolut nødvendige ved hvert enkelt Forsøg. Jeg maatte derfor nøjes med den simple,

kvalitative Undersøgelse af Hæmoglobinspektret efter Tilendebringelsen af det absorptio-

metriske Forsøg. Hvor denne Undersøgelse viste en delvis Omdannelse af Farvestoffet til

Methæmoglobin, blev Forsøget ikke benyttet.

Absorptiometriske Maalinger. Udførelsen af de absorptiometriske Forsøg med Hæ-

moglobinopløsninger foregik, som tidligere bemærket, i alt Væsentligt saaledes, som det er

beskrevet ved Vandforsøgene. Kun Paafyldningeo af Vædsken paa Absorptiometry og

Fremgangsmaaden ved Udpumpningen var noget forandret, idet der blev sørget for, at de

for Udpumpningen reducerede Hæmoglobinopløsninger aldeles ikke kom i Berøring med Ilt,

medens Udkogningen for Luftpumpen fandt Sted. Delte viste sig nødvendigt for at forhindre

den delvise Omdannelse af Hæmoglobin til Methæmoglobin under den temmelig langvarige

Udkogning.

Paafyldning af Hæmoglobinopløsningen. Paa Fig. 4 findes gjengivet den Fremgangs-

maade, der gjør det muligt at beskytte de i de tilsmeltede Kolber opbevarede reducerede

Hæmoglobinopløsninger mod Iltens Adgang under Paafyldningen af Absorptiometret. Kol-

ben a, der indeholder Hæmoglobinopløsningen, er med sin tilsmeltede Spids b indbundet i

en Kautschukslange, der atter er lufttæt fastgjort til Tragten c. Tragten indeholder ved </

noget Glasuld og staar ved Hjælp af en Kautschukslange i Forbindelse med det oftere om-

talte Ror e; paa dette er ved / befæstet et Katheder </, der er ført ind i Absorptiometrets

Kugle. Røret e er ved Hjælp af Glasmanchetten k lufttæt forbunden med Absorpliometer-

røret paa en ved Hjælp af Figuren let forslaaelig Maade.

I Løbet af nogle Timer bliver der nu, medens Hanen m er lukket, ledet en ren-

vadsket lirintslrøm ind i Apparatet gjennem det paa Tragten c fastsmeltede Rør h. Hrinten

passerer gjennem Røret c—g ind i Kuglen, gaar dernæst gjennem Haneboringen n, som

naturligvis ikke helt udfyldes af g, og træder ved i ud af Apparatet. Efter at al athmo-

sphærisk Luft er uddrevet af Apparatet, bliver den ved b indfilede Kolbehals brækket over og

Kolbens Indhold hældt ud i Tragten A; lirinten trykker da Vædsken gjennem e og g ind i

Kuglen. Naar dette er sket, bliver Røret c, uden at Apparatet tages fra hinanden, Irukket

et Stykke tilbage, indtil Enden af g er kommet ud af Haneboringen ved n, og Absorptio-
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metret skilles, etter at lianen n er lukket, fra de øvrige Dele. Absorptiometret bliver nu

paa den i Fig. 2 gjengivne Maade sat i Forbindelse med Luftpumpen; imens forbliver

Hane n Fig. i \e Fig. 2) lukket. Medens Hanerne d og /; (Fig. 2) ere aabne, bliver dernæst

Lullpumpe og Absorptiometerrnr gjort fuldstændig lufttomme, saa først aabner man Mane e

(Fig. 2) , og Vædsken, der paa denne Maade slet ikke kan komme i Berøring med Ilten,

bliver endelig udkogt.

Naar man anvender en frisk tilberedt llæmoglobinopløsning
, bliver den ved Hjælp

af Kuret e (Fig. 4) hældt ind i Absorptiomelrets Kugle. Kuglen anbringes i Is, og en ved-

varende Itrintslrom ledes gjennem e ind i Hæmoglobinopløsningen. Efter Reductionen bliver

e trukket tilbage, Hauen n (Fig. i) lukket og Vædsken derpaa ved Hjælp af Pumpen gjort

lufttom, som ovenfor beskrevet.

Efter Udpumpningen bliver Absorptiomelrets Lufttomlied prøvet paa det Omhygge-

ligste, Forsøget bliver dernæst udført ganske som ovenfor beskrevet under Vandførsøgene,

og som det fremgaar af nedenstaaende Hæmoglobinforsøg, der exempelvis meddeles med

alle Enkeltbeder.

Det maa særlig fremhæves, at Forsøget, naar det engang er paabegyndt, maa føres

til Ende uden Afbrydelse for at forhindre Hæmoglobinets Decomposition, hvilket dog ingen-

lunde altid er muligt, selv med Anvendelse af megen Omhu. I det Hele taget gaa af for-

skjellige Grunde ikke faa Forsøg tabt, hvilket jo ikke kan forundre ved saa eomplicerede

Experimenter.

Bestemmelse af Damptensionen i Absorptiometret. Det maa endvidere bemærkes, at

Damptensionen i Absorptiometret — som det fremgaar af derpaa særlig rettede under-

søgelser — er den samme som Vanddamptensionen ved tilsvarende Temperatur og ikke

Hæmoglobinopløsningernes noget lavere Tension. (Denne sidstnævnte Tension er for en

2 pCt. Opløsning ved 15° henved 0,2
mm lavere end Vanddamptensionen ved 15°.) Selve

Hæmoglobinopløsningens Tension er det temmelig vanskeligt at vedligeholde i længere Tid,

og som det var at formode, indfinder den sig kun, naar Apparatets Vægge ere ganske tørre.

Dette kan imidlertid ikke indtræde ved Forsøgene, da der altid bliver sørget for, at et

begrændset Parti af Kuglen paa Absorptiometrets Rør er bedugget (hvilket f. Ex. kan op-

naas ved at anbringe en Draabe Æther paa dens udvendige Væg, medens Hanen c Fig. I er

aaben); paa denne Maade kan man være sikker paa, at ogsaa, naar Hane c Fig. 1 er lukket,

Absorptiometerrørets Indre er opfyldt af mættede Vanddampe.

Undersøgelse paa Kulsyre. Sluttelig kan det anføres, at jeg af og til efter Forsøgene

har prøvet Luften i Absorptiometret paa Kulsyre — dog stedse med negativt Resultat.
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Forsøg over Iltens Absorption i en circa 2 pCt. Hæmoglobinopløsning.

liogstaverne have samme Betydning som i Vandforsøgene Side 13.

Vædskemængde i Gram = 3G.655

Vædskemængde i Cbc. ved 15° = 36.509

Oj (efter Subtraction af 30.509) = 49.047

[
1.874

Opløsningens Hæraoglobinholdighed i Vægtprocenter = i Middel = 1.876.

I 36.655 Gram Vædske 0.688 Gram Hæmoglobin.

I. Før Forsøget.

p = — 0.oi T = 15.0.

II. l
ste Tilledning af 0.

p = 12.89 V — 0.5878 T = 15.0.

III l
,u Absorptionsbesteiiiiiielse.

p = 2.00 v + v, == 84.501 V -- 0.22-23 7' = 15.0

abs. = 0.3655 K = 0.1291.

IV. 2 Je " Tilledning af 0.

p == 55.6 v == 38.015 F = 1.0861 T = 15.0

Samtlig O i Apparatet == 0.3655 + 0.1291 + 1.6861 = 2.1807.

V. V"" Absoi'|itioiislieslemmelse.

p — 12.16 V + Vj == 85.201 V := 1.3036 T= = 15.0.

abs. = 0.8771 A' = 7509.

VI. Udpumpning af de lil venstre for Hanen c liggende Dele.

Samtlig O i Apparatet = 0.8771 + 0.7509 = 1.6280.

VII. V>' Absorptionsbesteinmelse.

p == 7.64 » + », = 84.709 V = 0.8183 7"= 15.10.

abs. = 0.8097 Å' = 0.4741.
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VIII. 3''J e Tilledning af 0.

p = 463.37 v = 72.808 V = 42.0630.

Samllig i Apparatet = 0.8097 +0.4741 + 42.0630 = 43.3466.

IX. i'' Aiisorptioiisuesteniiiielse.

p = 308.24 « + »] = 109.106 V = 41.9440 T = 15.04.

ab S. = 1.4028 /C = 18.8674.

X. Udpumpning som i VI.

Samtlig i Apparatet = 1.4028+ 18.8674 = 20.2702.

XI. 5 le Absorntionsbesteniinelse.

p = 157.49 » + »,== 96.948 F = 19.0526 7"= 15.0.

ab s. = 1.2176.

Hæmoglobin- Oplosningens Absorplionscoefficient. For at kunne bestemme den Ilt-

mængde, som hindes af et Gram Hæmoglobin ved forskjelligt Tryk, mangle vi endnu Bestem-

melsen af llæmoglobinopløsningens physikalske Absorplionscoefficient. Denne er nødvendig

for at kunne beregne, hvor meget af hele den absorberede Iltmængde, der ifølge Henry's

Lov er opløst i Vædsken, og hvor meget der er optaget af Hæmoglobinet som dissoeiabel

Forbindelse.

Hvis det var bekjendt, under hvilket Tryk Hæmoglobinet fuldstændig mættes

med Ilt, saa lod den physikalske Absorplionscoefficient sig fastsætte gjennem en Række

Forsøg udførte ved endnu højere Tryk. Det Tryk, under hvilket Hæmoglobinet opnaar sin

højeste lltmættelse, er imidlertid at betragte som ubekjendt, og man maa derfor prøve paa

at slaa ind paa den modsatte Vej, idet man experimented søger at bestemme, ved hvilken

Trykhøjde hele Absorptionen i Hæmogkibinopløsningen begynder at blive en retlinet Funk-

tion af Trykkene; denne Trykhøjde kunde da med stor Sandsynlighed betragtes som den, ved

hvilken Hæmoglobinet havde bundet det mest mulige Ilt, og af det retlinede Stykke kunde

da Absorptionscoefûcienten bestemmes ved Hjælp af den Henry'ske Lov'). Denne Methode

kunde imidlertid ikke komme til Anvendelse, thi ved en Betragtning af samtlige Forsøg

viste det sig, at den i Hæmoglobinopløsningen absorberede Iltmængde selv ved de højeste

af de undersøgte Tryk ikke var nogen retlinet Funktion af Trykkene.

Kun ved et ganske enkeltstaaende men paa Grund af Mængden og Regelmæssig-

heden af Bestemmelserne (10 Enkeltbestemmelser) aldeles paalideligt Forsøg med en 2 pCt.

') Man ser let, at den anvendte Uetraglningsmaade, hvorefter den optagne Ilt tænkes beslaaende at 2 Dele

(én i Vædsken absorberet og én af Hæmoglobinet bunden Del), ikke med Nødvendighed følger af

Forsagene, hvor disse 2 Dele ikke særskilt kunne observeres, men at den kan have sin Berettigelse,

for saa vidt Forsøgsresultaterne derved fremstilles paa en overskuelig Maade.

Vittensk. Solsk. Skr.. 6. Række, naturviilcnsk. 0£ mathem. Afd II 10. 5G
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Hæmoglobinopløsning, viste den Kurve, der udtrykker hele den absorberede lllmængde som

Funktion af Spændingerne, sig retlinet fra et Punkt af, der omtrent svarede til 70mra Ilttryk.

Ved dette Forsøg gave da flere Bestemmelser udførte ved Tryk mellem 70 og 460mm over-

ensstemmende Absorptionscoefficienten lig 0.02249, medens den af I Gram Hæmoglobin

bundne Iltmængde var lig 1.56 Cbc. (maalt ved 0° og 760mm |.

Dette Tal svarer til den lltmængde, der optages af det normale Hæmoglobin i en

2 pCt. Opløsning; imidlertid forholdt dette Hæmoglobin sig ikke paa sædvanlig Maade, thi

det afgav, selv ved en Formindskelse af Trykket til henved 2 mnl
, kun en forholdsvis meget

ringe lllmængde og havde altsaa bundet Ilten fastere end sædvanligt. Det er endnu ikke

lykkedes mig at komme fuldstændig paa det Rene med de Betingelser, under hvilke den

fastere Forbindelse mellem Ilt og Hæmoglobin indtræder, og jeg skal derfor her ikke gaa

nærmere ind paa dette Forsøg, som forøvrigt turde frembyde stor Interesse.

Jeg troer, at man uden Betænkelighed kan anvende den her fundne Absorptions-

coefficient 0.02249 ved 15° paa normale 2 pCt. Hæmoglobinopløsninger, og jeg har derfor

paa nedenstaaende Tabel benyttet den til Beregning af det ovenfor detailleret meddelte Forsøg.

Tabellens Kolonne I indeholder Numrene paa Fnkeltbeslemmelserne ordnede kro-

nologisk. Kolonne II de Illtryk, under hvilke Absorptionen har fundet Sted, Kolonne III

den hele Mængde af den ved tilsvarende Tryk absorberede Ilt, udtrykt i Cubiccentimeter

ved 0° og 760mm ; i Kolonne IV findes den ved Hjælp af den nysnævnte Absorptionscoeffi-

cient beregnede Mængde af pbysikalsk absorberet Ilt, medens Kolonne V angiver den af

Hæmoglobinet bundne Iltmængde; Kolonne VI indeholder de samme Størrelser beregnede

for et Gram Hæmoglobin; i Kolonne VII er Temperaturen opført.

1.
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ved tilfældige Uheld under de mange Manipulationer, Forsøgene udkræver. Det har af de

nævnte Grunde heller ikke været muligt at opnaa en Nøjagtighed, der svarer til den, som

er opnaaet ved de ovenfor anførte absorptiometriske Forsøg med destilleret Vand. Nøjag-

tigheden er dog for de Forsøg, som overhovedel ere lykkedes, ret tilfredsstillende, saaledes

som det fremgaar ved Sammenligning mellem de enkelte nedenanførte Forsøg.

I det Følgende betegner p iltens Tryk i Millimeter Kviksølv ved 0°; v Volumenet af

den af I Gram Hæmoglobin optagne lltmængdc udtrykt i Cubiccentimeter ved 0° og 760mm .

Temperaturen, ved hvilken Absorptionen finder Sted, er betegnet med T.

5G-
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Forsøg med en circa 2 pCt. Hæmoglobinopløsning.

De tre første af de nedenstaaende Forsøg ere anstillede med Opløsninger, som

hidrore fra samme Hæmoglobinkrystal-Fremstilling; i Forsøg I var Opløsningen frisk tilberedt,

i Forsøg II og III længere Tid opbevaret i lilsmeltede Kolber. De til de to sidste Forsøg

IV og V benyttede Hæmoglobinkrystaller skreve sig fra en ny Krystalfremstilling.

Absorptionscoefflcienten var = 0.02249 (se ovenfor Side 26).

Til Forsøgene ere tre forskjellige Absorptiomelre benyttede.

Forsøg I.

Hæmoglobinboldigbed i Vægt-pCt. = 1.745, Vædskemængde = 34.925 Cbc. (ved 11° C),

heri 0.6115 Gram Hæmoglobin.

p = 379.8 v =1.60 2P = 11.6

p = 388.4 « = 1.55 T = 20.4.

Forsøg II.

Hæmoglobinholdighed i Vægt-pCt. = 1.961, Vædskemængde = 37.807 Cbc. (ved 15° C),

heri 0.7461 Gram Hæmoglobin.

p = 461.7 V = 1.56 T = 15.2.

forsøg III.

Hæmoglobinboldigbed i Vægt-pCt. = 1.936, Vædskemængde = 38.771 Cbc. (ved I5°5C),

heri 0.7538 Gram Hæmoglobin.

p = 339.0 v = 1.54 T = 15.6.

Forsog IV.

Hæmoglobinholdighed i Vægt-pCt. = 1.876, Vædskemængde = 36.509 Cbc. (ved 15° C),

heri 0.6876 Gram Hæmoglobin.

p = 308.2 v = 1.56 T = 15.0

p = 157.5 v = 1.52 r= 15.0

p = 12.2 v = 1.26 T = 15.0

p = 7.6 v = 1.17 T = 15.1

p = 2.0 « = 0.53 T = 15.0.
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Korsog V.

Bæmoglobinholdighed i Vægt-pCt. = e. 1 .8, Vædskemængde = i 1 .732 Cbc. (ved I5"4C),

heri 0.76 Oram Hæmoglobin.

p = 138.5 V = 1.52 T == 15.3

p = 23.1 v = 1.35 T = 15.4

p = 12.8 y = 1.25 7' = 15.4

p = 6.2 i> = 1.15 7' = 15.4

p = i .5 ü = 0.50 y = 1 5.2.

Anmærkning:

De i Forsøg V anførte Værdier af v ere ikke de direkte iagttagne, idet de samtlige

ere multiplicerede med 1.107. Værdien af« ved højt Tryk viste sig nemlig i Sammenligning

med de fem ovenstaaende overensstemmende Bestemmelser, noget for lav; da dette ved det

ellers gode Forsøg med stor Sandsynlighed maatte antages kun at ligge i en Fejl i Be-

stemmelsen af Hæmoglobinmængden (hvis 2 Værdier ikke viste nogen god Overensstemmelse),

har jeg ikke villet udskyde Forsøget, men har indført nysnævnte Correction.

Paa Tavle HB ere Værdierne af Forsøgene IV og V graphisk fremstillede, idet

Ilttrykkene ere opførte som Abscisser og de tilsvarende, af 1 Gram Hæmoglobin optagne

Iltmængder, som Ordinater. l
mm af Abscissen svarer til 2mm Kviksølvtryk; medens I"""

af Ordinaten svarer til 0.02 Cbc. Ilt ved 0° og 760mm .

Punkterne ere markerede sort; igjennem dem er Kurve 1 trukket.

Forsøg med en circa 4 pCt. Hæmoglobinopløsning.

I de 3 nedenforstaaende Forsøg ere de benyttede Opløsninger tilberedte af Krystaller

af samme Krystalfremstilling; det er de samme Krystaller, som ere benyttede ved Forsøgene

IV og V med 2 pCt. Opløsning.

Af de ovenfor fremførte Grunde har den physikalske Absorptionscoefficient for den

\ pCt.'s Opløsning ikke direkte kunnet lade sig bestemme. Af Forsøgene fremgaar imid-

lertid, at den, som man kunde vente, maa være mindre end for den 2 pCt. Opløsningé

Ved Hjælp af de bekjendte Værdier for Absorptionscoefficienten for destilleret Vand

og for en 2 pCt. Hæmoglobinopløsning har jeg (under Hensyntagen til de af Mackenzie

i Wiedemanns Ann. Bind 1 givne Oplysninger om Absorption af Luftarter i Saltopløs-

ninger) udledet Værdien 0.018, som den, der vistnok kan antages at ligge den virkelige

Værdi nær.

Ved Benyttelsen af denne Coefficient ere nedenforstaaende Forsøg — hvor Bog-

staverne have samme Betydning som ovenfornævnt — udregnede.



448 30

Korsogene ere udførte med 2 forskjellige Absorpliomelre.

Forsag VI.

Hæmoglobinlioldighed i Vægt-pCt. = 3.831, Vædskemængde = 35.151 Cbc. Ived I5°7C),

heri 1.359 Gram Hæmoglobin.

p = 485.9 v = 1.64 r= 15.7.

I'orssg VII.

Hæmoglobinlioldighed i Vægt-pCt. == 3.736, Vædskemængde = 35.698 Cbc. (ved 15° C),

heri 1.344 Gram Hæmoglobin.

p = 204.4 v = 1.46 T = 15

p = 1H.4 „ = 1.41 T = 14.8

p = 63.0 o = 1.38 T = 14.8

p = 36.3 V = 1.35 IT = 14.8.

Forsag VIII.

Hæmoglobinlioldighed i Vægt-pCt. = 3.587, Vædskemængde = 35.923 Cbc. (ved 15° C),

heri 1.298 Gram Hæmoglobin.

p = 35.9 v = 1 .37 T = I 5.0

p = 21.9 v = 1.26 Y
1 =- 15.0

p = 13.4 v = 1.20 r= 15.0

p = 9.3 v = 1.08 7' = 15.1

p = 6.3 » = l.oi T = 15.1.

Paa samme Maade som ved Forsøgene med de 2 pCt.'s Opløsninger ere Forsøgene

VI, VII og VIII graphisk fremstillede paa Tavle II B.

De til disse Forsøg hørende Punkter ere markerede med rødt, og den igjennem

dem trukne Kurve er betegnet 2.

Som man ser af samtlige ovenstaaende Forsøg er der, imod hvad man paa For-

haand efter den gængse Anskuelse skulde vente, ved de undersøgte Tryk ikke opnaael

noget Maximum for Hæmoglobinels Iltoptagen; derimod synes den asymptotisk at nærme

sig en Grændseværdi.

Fremdeles fremgaar af Førsøgene, at Hæmoglobinet ved samme Tryk optager mindre

Ilt, jo mere concen treret Opløsningen er.

Forøvrigt fremgaar Afhængigheden mellem den af Hæmoglobinet optagne Iltmængde

og det tilsvarende Ilttryk for en Temperatur af 15° tilstrækkelig lydelig af den graphiske

Fremstilling, hvortil jeg derfor finder det tilstrækkeligt at henvise.
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Foruden do ovenstaaende Forsøgsrækker har jeg endvidere anlillet Forsøg med en

Hæmoglobinoplosuing af circa 0.9 pCt.

Forsøgene bekræfter i det Hele de ovenfor fremsatte Resultater; de mindre Afvigelser,

der findes Ira disse, troer jeg at maalle henføre til de herskende uheldige Forsøgsbetingelser.

Ved disse Forsøg kunde nendig kun en ringere Mængde Hæmoglobin anvendes, hvilket for de

lavere Tryks Vedkommende bevirker Usikkerhed paa Grund af den ringe absolute Iltmængde,

som oplages, medens for de høje Tryks Vedkommende den Omstændighed, at en forholdsvis

stor lirøkdel af den hele optagne lllmængde physikalsk absorberes af Vandet, bevirker, at

Fejl i Bestemmelsen af Absorptionscoefficienten faar en mere forstyrrende Indvirkning her,

end ved de mere concentrerede Opløsninger.

Forsøg med en circa 0.9 pCt. Hæmoglobinopløsning.

I nedenstaaende Forsøg ere de anvendte llæmoglobinkrystaller de samme , der ere

benyttede i ovenstaaende Forsøg IV, V, VI, VII og VIII.

Den benyttede pbysikalske Absorplionscoeffieient er paa samme Maade, som ved

de 4 pCt.'s Opløsninger fremsat, omtrentlig bestemt til 0.025.

Forsøgene ere anstillede med 2 forskjellige Absorptiometre.

Forsøg IX.

Hæmoglobinholdighed i Vægt-pCt. = 0.871 , Vædskemængde = 39.473 Cbc. (ved 15° C),

heri 0.3443 Gram Hæmoglobin.

p = 270.5 v = 1.69 T = 14.8

p = 133.4 » = 1.65 T = 15.1.

Forsøg X.

Hæmoglobinholdighed i Vægt-pCt. = 0.88ö, Vædskemængde = 33.455 Cbc. (ved 15° G.),

heri 0.2968 Gram Hæmoglobin.

p = 2.6 v = 0.73 T = 14.6

p = 2.o v = 0.55 T = 14.9.

Forsøg XL

Hæmoglobinholdighed i Vægt-pCt. = 0.903, Vædskemængde == 32,063 Cbc. (ved 15° C.
I,

heri 0.2900 Gram Hæmoglobin.

p = 298.8 » = 1.70 T = 15.4

p = 11.4 v = 1.07 T = 14.6

p = 8.7 v --= I.02 T = 14.7

p = 2.3 V = 0.60 T = 14.4.
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Paa Tavle 115 ere Forsøgene graphisk fremstillede paa samme Maade, som ved

ovenstaaende Forsøgsrækker er angiven. Punkterne ere til Adskillelse fra de øvrige Forsøg

omgivne med en lille Kreds. Paa Grund af de ved Begyndelsen af denne Forsøgsrække

anførte Omstændigheder er der gjennem Punkterne ikke trukket nogen Kurve.

I et enkelt Forsøg, jeg har anstillet med en circa 0.9 pCt. Opløsning, fik jeg Vær-

dier for Ilttrykket, der vare omtrent dobbelt saa store som de ovenfor anførte. Da det

trods omhyggelig Eftersyn af Forsøgene ikke er lykkedes mig at finde noget, der kunde

tale for en begaaet Fejltagelse, anfører jeg her Forsøget, skjøndt jeg ikke kan angive, under

hvilke Betingelser Hæmoglobinet indgaar denne højere Forbindelse med Ilt.

forsøg XII.

Hæmoglobinholdighed i Vægl-pCt. = 0.892, Vædskemængde = 36.741 Cbc. (ved 15° C),

heri 0.3282 Gram Hæmoglobin.

p = 13.1 v = 2.745 T = 14.8

p = 7.58 V = 2.73
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riii skarpt formuleret Definition al' Tallet er aabenbart den naturlige Begyndelse for en

systematisk Fremstilling af Mathematiken. Saavidt jeg ved, finder man dog intet Steds en

saadan Begyndelse i mathemaliske Lærebøger, og dette har sine meget gode A årsager, dels

det pædagogiske Hensyn til ikke strax at skræmme Begynderen med alvorlige Vanskelig-

heder, dels den historiske Grund, at Tallets oprindelige Betydning som Størrelsens Bestem-

melse efterhaanden har vist sig at være uholdbar eller dog uhensigtsmæssig, efter at man

havde draget først de negative og senere de imaginære eller komplexe Tal ind under Mathe-

matiken. At bygge paa Kievens tidlig erhværvede og uklare Fortrolighed med en af Tallenes

Arter og efterhaanden at udvide Talbegrebet er dog en Fremgangsmaade, der ikke sømmer

sig for den exakte Videnskab, og som ialtfald kun kunde (aales, saa længe man ikke var

udsat for at mede Udlignende Bestemmelser, som ikke ere Tal, og som maa holdes ud fra

Talbegrebet ved den skarpe Definition.

Men om man end tidligere med nogen Berettigelse har kunnet se bort fra Mulig-

heden af at forvexle Tal med Ikke-Tal ,
saa synes en Grændseregulering nu at være paa-

trængende dels af Hensyn til Spørgsmaal om Mathematikens Anvendelighed paa forskjellige

Videnskalier, dels fordi nu næsten enhver Mathematiker kommer til at arbejde med nogle

af de farligere Ikkc-Tal, som ligne Tallene. Jeg tænker nærmest paa, hvad man kalder

symbolsk Begning, hvor man regner med Bestemmelser, der ikke ere Tal, næsten ganske

som om de vare Tal, kun med nogle enkelte Undtagelsesregler. Men i Grunden hører der

hertil og har altid hørt noget, som alle kjende, nemlig Exponenterne (og derunder Vinklerne).

Det er bekjendt, at naar en Brok staar som Exponent, er det ikke uden videre tilladt al

forkorte den, og strængt taget vil del sige, at Exponenterne, saaledes som dette Begreb

først kommer frem, nok ligne Tallene i højeste Grad, men dog ikke ere Tal. At man kan

regne med Logarithmer, som man gjør, beror paa, at Vanskeligheden paa dette Punkt endnu

lader sig omgaa; men i det, som man sædvanligt kalder for symbolsk Begning, er det vir-

kelig nødvendigt at være paa det Bene med , at man er gaaet udenfor Tallenes Grændser.

Endnu et andet Exempel kan jeg linde indenfor det elementært bekjendte; skjønt

delle rigtignok ligger saa langt tilbage i Børnelærdommen, at mange have ophørt at tænke

il'
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derpaa: Det er de benævnte Tal. Man ved jo, hvorledes den rene Mathematik plejer at

skynde sig bort fra disse Begreber med saadan Hast, at man senere har ondt ved at faa tal

paa dem igjen, naar man faar Brug for dem i Anvendelserne. De benævnte Tal ligne de

egentlige, ubenævnte, Tal deri, at de have Addition og Subtraktion med ganske samme

Regler; Manglen af Multiplikation er her det Kjendetegn, som viser, at de benævnte Tal

kun kunne regnes for tallignende Bestemmelser, men ikke for egentlige Tal.

Vi skal da her søge Tallet defineret. Men er det nu ikke noget, som beror paa

en ren Vilkaarlighed? Staar det os ikke frit at definere ganske efter Behag, naar vi blot

fastholde den Definition, vi vælge? Ja og Nej! Vor Frihed faar af Hensyn til Sprogbrug

og almindelig Vedtægt en Indskrænkning derved, at vi erklære at ville definere, netop, hvad

Tal er. Det vilde ikke være nogen logisk Fejl, men vel højst upassende, dersom Tallene

ifølge vor Definition fik ganske nye Egenskaber, dersom det, som alle hidtil have været

enige om at kalde Tal, blev udelukket, og Begreber, som ingen tidligere kunde falde paa

at kalde Tal, blev tagne med. Ud af vor Definition bor man kunne bevise alle de vel-

bekjendte almindelige Sætninger om Tallene, eller ogsaa kunde der være Tale om at benytte

selve disse Sætninger som Definition.

I sidste Tilfælde vilde det være nødvendigt, i hvert Fald var det et ønskeligt For-

arbejde for Definitionen, kritisk at undersøge de enkelte mathematiske Hovedsætninger.

Man maatte udskyde ikke blot alle de Sætninger, som ikke gjælde for alle de gamle Tal,

men ogsaa saadanne, hvis almene Gyldighed for disse kan bevises ved andre principale Sæt-

ninger. At optage bevislige Sætninger i Definitionen vilde være en Fejl, selv om de gjælde

for alt, hvad vi nu kalde Tal, thi hvis de ikke skulde gjælde overfor en ellers mulig Ud-

videlse af Talbegrebet, vilde ogsaa dette kunne bevises, og saadant kunde da vel medføre

en Inddeling af Tallene men ikke være en Hindring for denne Udvidelse. Endnu vig-

tigere er det Hensyn, at en saadan overflødig Definition vilde forstyrre Ordenen i Bevis-

systemet saaledes, at mange Beviser kunde føres paa flere Maader, noget som, selv om

Beviserne føre til samme Resultater, ogsaa kunde tænkes at antyde, at Definitionen skjulte

en Selvmodsigelse. Definitionen kan (smlgn. Side 8) næppe gives anderledes end i axio-

matisk Form, men saa beror dens Styrke væsentlig paa, at Axiomernes Antal indskrænkes

til det mindst mulige.

Angaaende denne Kritik af Mathematikens Sætninger kan her henvises til en Af-

handling i Mathematisk Tidsskrift 1880 Side 33. Det var let nok at se, at Undersøgelsen,

der anstilledes med de reelle Tal, kunde begrændses til følgende principale Sætninger, af

hvilke de fleste gjælde baade om Additionen og om Multiplikationen; nemlig

1) Entydig h edspri n ci p erne: Naar

a -\- b — c og ab = c
,

er c utvetydig bestemt ved a og b.
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2j Umvendingsprinciperne: Til hver af de nævnte Regningsarter svarer en entydig

afhængighed fix) og tp(x) af ar, hvorved,

naar a -j- b = c, ogsaa haves c- -f/i/') = a og /(a) -j- c = b\ og

naar «6 = c, ogsaa haves « . tp{b\ = a og ^(u) . c = b.

3) De associative Principer:

(« -j- b) -\- c = a + ('< + c) og (a . b) . e= a . (6 . c).

i) De k o ni ni ii ta t i ve Princip er:

a -{- b = b -\- a og a . b — b . a

samt

5) Det distributive Princip, som gjør Fors kj el paa Additionen og Multiplikationen, og

kan dele sig i to Sætninger; nemlig Multiplikators distributive Princip,

(a -\- b) . c= a . c -f- 6 ,*e

og M niti plikandens distributive Princip,

a . (6 -j- t) = a . b -\- a . c,

der begge kunne haves samtidig, selv hvor Multiplikationen ikke besidder det kommuta-

tive Princip.

Endnu kunde nævnes nogle specielle Sætninger især Undlagelsessætningerne om

Tallet 0.

Det er ikke vanskeligt at se, at alle Mathematikens øvrige almindelige Sætninger

lade sig aflede af disse. Det kan ogsaa temmelig let skjonnes, at disse Sætninger ikke

alle kunne være nødvendige for Tallets og Regningsarternes Definition; thi nogle af dem

lade sig bevise ved de øvrige. Men del maatte gjøres klart, hvilke af disse Sætninger

der skulde udskydes som bevislige. At Entydighedsprinciperne nodvendigvis maa bibeholdes,

kan der dog ikke være Tvivl om; de kunne aabenbart ikke bevises. Omvendiugsprinciperne

og de alene definere Afhængighederne j\æ) og y>[x). Ligeledes maa det distributive Princip

etilen i sin Helhed eller dog en Sætning, som bører ind derunder, bibeholdes, for at man

ikke skal kunne forvexle Additionen med Multiplikationen. Vanskeligere er det at se, om

de associative eller kommutative Principer fortjene Porrangen. Dette Spørgsmaal maa jeg

i Henhold til den citerede Afhandling besvare saaledes, at, naar man ikke vil følge én Prem-

gangsmaade ved Additionen den modsatte ved Multiplikationen, bor de kommutative Prin-

ciper vige, fordi der er Muligbed for at bevise dem ved de andre Principer særlig ved de

associative, medens det ikke vil vare muligt at bevise de associative Principer ved de andre.

Resultatet bliver, at Definitionen skal føre til eller bestaa af Entydighedsprinciperne,

Umvendingsprinciperne og de associative Principer for begge Hovedregningsarterne., samt

én af Formerne for det distributive Princip enten Multiplikators eller Multiplikandens. Her-

efter er det altsaa uafgjort, om der gives Tal, for hvilke Addendernes eller Faktorernes

Orden ikke er ligegyldig, det bliver et Spørgsmaal, som maa afgjøres ved Bevis for eller imod.
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Men endnu af en anden Grund end det nævnte historiske Hensyn er vor Definitions-

frihed begrændset. Vi kunne ikke bruge nogen indviklet Definition, som kunde passe, hvis

Talen var om et kunstigt logisk Tankespil. Mathematiken bør have et Grundlag, som kan gjøre

dens fremragende Vigtighed indlysende derved, at det strax bliver klart, at den netop handler

om de simplest tænkelige, i Virkeligheden anvendte Arter af Bestemmelser. Tallets Defini-

tion bør give en saadan Beskrivelse af Tal-Bestemmelserne, at det ogsaa uden forudgaaendc

mathematisk Undersøgelse kan afgjøres, om denne eller hin virkelige Bestemmelse er Tal

eller ikke, — om og hvorvidt en Videnskab er eller ikke er anvendt .Mathematik. Og gives

der simplere logiske Bestemmelser end Tallet, da have vi vel fuld Ket til at vælge Tallet

til Gjenstand for vor Undersøgelse; men vi vilde ialtfald handle lidet klogt i, ikke at sikre

os, at de simplere Bestemmelsesformer vare tilstrækkelig undersøgte af os eller andre, førend

vi give os i Kast med de mere indviklede.

For nu at inddele Bestemmelserne og ordne dem efter deres Simpelhed maa

vi være opmærksomme paa, at Bestemmelser kunne fremkalde den ønskede Forestilling og

bestemme Tingene enten umiddelbart uden at knyttes til nogen anden Forestilling eller

Ting, eller saaledes, at en eller flere forud tilstedeværende Forestillinger eller Ting ved

Bestemmelsen omdannes til den ønskede. I første Tilfælde kalde vi Bestemmelsen absolut

i andet relativ. Ved Afgjørelsen herimellem kan man ikke altid stole paa Bestemmelsens

ydre Form, Sproget har en Forkjærlighed for den absolute Beskrivelse og anvender denne

Form ogsaa ved relative Bestemmelser. Naar vi ved at nævne et Navn fremkalde Fore-

stillingen om nogen eller noget, bruge vi den absolute Form for Bestemmelsen, uagtet

den næsten altid i Virkeligheden er relativ, idet vi ubevidst benytte andre Forestillinger ved

Bestemmelsen.

I Simpelhed ville aabenbart de virkelig absolute Bestemmelser være de relative over-

legne, men de kunne desuagtet her kun faa underordnet Interesse. Virkelig absolute Be-

stemmelser synes for det Første at være meget sjældne, saa sjældne, at skjondt jeg ikke

tør benægte, at der gives mere end én saadan, saa kan jeg dog kun nævne den i Tallet

liggende Bestemmelse af Identiteten som Exempel paa en Bestemmelse, der har kunnet

modstaa mine Forsøg paa ved en Analyse at paavise Relativitet ogsaa i den. Men selv

om der gaves mangfoldige absolute Bestemmelser, vilde desuden deres videnskabelige Be-

handling ikke stille store Fordringer, netop fordi de saa umiddelbart og uimodstaaelig

fremkalde den ønskede Forestilling.

Af relative Bestemmelser er der mange og mange Slags, vi kunne inddele dem paa

naturlig Maade i enkelt relative, dobbelt relative, . . . flerdobbelt relative efter Antallet af

de Forestillinger, som Bestemmelsen forudsætter. Rod som en Rose og sødere end Hon-

ning er en dobbelt relativ Bestemmelse, der forudsætter Forestillingen om Rosens Rødme

og Honningens Sødme. Men denne Bestemmelse kan opløses i to enkelt relative, nemlig
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[dentitel i Farve og Fortrin i Sødhed. hol or ingenlunde alle dobbelt eller fjerdobbelt

relative Bestemmelser, som kunne opløses i enkelt relative; men man vil uvilkaarlig forøge

saadan Oplosning, og derved anerkende, at de enkelt relative Bestemmelser ere de

simpleste og de, der først bør undersøges. Her ville vi da begrændse os til dem.

Iblandt de enkelt relative Bestemmelser er der stor Forskjel paa den Klarbed, hvor-

med Relativiteten træder frem. Der synes at være én Bestemmelse, som kan anvendes saa

at sige paa enhver Forestilling og Ting, nemlig Bestemmelsen ved Identitet: «uforandret det

samme». Der gives Bestemmelser, der kunne anvendes paa de mangfoldigste Forestillinger

ja endog paa flere Arter af Forestillinger, men ogsaa nogle, som alene kunne sættes i For-

bindelse med en begrændset Samling af Forestillinger. Ved alle disse Bestemmelser er

Relativiteten dog klar, fordi Bestemmelserne staa for os som selvstændige Forestillinger,

der kunne sættes i Forbindelse med indbyrdes forskjellige, oprindelige Forestillinger eller

Ting. Hvor derimod en Bestemmelse er uopløselig knyttet til én vis Forestilling, ved hvil-

ken den bestemmer en anden saaledes, at den samme. Bestemmelse ikke findes anvendelig

mellem andre Forestillinger, der gjælder det samme som om absolute Bestemmelser, at en

videnskabelig og almindelig Behandling bliver overflødig ved Bestemmelsens Umiddelbarhed

og umulig, fordi hvert Tilfælde bar sine egne Love. Disse Bestemmelser forudsætte vi allsaa,

at være vel bekjendte, og holde os til saadanne enkelt relative Bestemmelser, som kunne

sæltes i Forbindelse med flere indbyrdes forskjellige Forestillinger. Ja skjønt vi ikke helt

kunne undgaa at behandle saadanne Bestemmelser svarende til en Art af Forestillinger, hvor

vel enhver Bestemmelse kan tjene til at forbinde mangfoldige Par af Artens Forestillinger,

men hvor dog ikke enhver Bestemmelse kan anvendes med enhver Forestilling til Udgangs-

punkt (Mængder og Størrelser), ville vi fortrinsvis behandle saadanne Arter, Grupper af

Forestillinger, hvor enhver Bestemmelse, som ved en hvilkensomhelst af Gruppens Fore-

stillinger bestemmer en hvilkensomhelst anden, ogsaa ved en hvilkensomhelst tredie Fore-

stilling i Gruppen maa bestemme en ijerde af dens Forestillinger. Saadanne Bestemmelser

ville vi kalde ubetinget enkelt relative.

Det vil dog ikke være overflødigt at tilføje en skjærpende Bestemmelse af vor Brug

af disse Ord «ubetinget enkelt relativ». Vi fordre af dem og af den Gruppe, paa hvis Be-

stemmelser de skulle kunne anvendes, at Bestemmelsen af den ene Forestilling ved den anden

skal være én, eller at flere Bestemmelser mellem de samme Forestillinger skulle ved Ab-

straktion fra mulig formel og tilsyneladende Forskjel være at anse for én saaledes, at slige

indbyrdes identiske Bestemmelser ogsaa fra forandret Begyndelsesforestilling vedblivende skulle

fremkalde én Forestilling. Dette staar, som man vil se, i nær Sammenligning med følgende

andet Hovedled af Definitionen.

Skjøndt man vel ikke med fuld Ret kunde bruge Ordet Bestemmelse, hvor man

ikke — absolut eller relativt — faar en Forestilling fremkaldt med tilstrækkelig Skarphed
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til at adskille den fra alle andre, allsaa uden al Tvetydighed og Ubestemthed, maa \i dog

for Sikkerheds Skyld give saadanne Bestemmelser det særlige Navn af entydige Bestem-

melser i Modsætning til tvetydige og flertydige ja delvis ubestemte Bestemmelser. Helt

ville vi ikke bortvise de mindre skarpe Bestemmelser fra Omtale her, thi Mathematiken giver

jo paa dens senere Trin Midler ogsaa til Behandling af disse saavel som til Behandling af

visse sammensat relative Bestemmelser. Men fortrinsvis og foreløbig udelukkende holde vi

os til de entydige Bestemmelser som de simpleste, og vi gjøre tilmed et Udvalg af de sim-

pleste iblandt dem.

Alle de entydige Bestemmelser ville, medens de ligefrem anvise os, hvorledes vi

med en Begyndelsesforesliliing fremkalde en Slulningsforestilling, tillige omvendt kunne tjene

til at bestemme Begyndelsesforestillingerne, idet vi gaa tilbage ud fra Slutningsforestillingen.

Da Begyndelsesforestillingen bar fremkaldt denne, maa den være en af dem, som kan frem-

kalde den ; men at den fremadgaaende Bestemmelse var entydig, sikrer os paa ingen Maade,

at den tilbagegaaende Bestemmelse ogsaa er det, man kan endog meget let finde, Exempter

paa, at den tilbagegaaende Bestemmelse mangler saameget, at den bliver tvetydig eller

ubestemt. Aahenbart finde vi de simpleste Forhold ved Bestemmelser, der ero saa fuld-

stændige — fuldstændig entydige —, at de ogsaa give entydig Anvisning angaaende

den tilsvarende tilbagegaaende Bestemmelse.

Vi behandle altsaa kun saadanne Forestillinger, hvis Bestemmelser ere ubetinget

enkelt relative og fuldstændig entydige; men til Skjærpelse af den sproglige For-

bindelse af disse Ord bemærke vi endnu, at vi opfatte Forbindelsen mellem denne Defini-

tions to Led saaledes, at idet den ubetinget enkelte Relativitet skal forstaas saaledes
,

at

Bestemmelsen af den ene Forestilling ved den anden er én ,
saa skal dette i Forbindelse

med den fuldstændige Entydighed forstaas saaledes, at ogsaa de tilbagegaaende Bestem-

melser, hvis der synes at være flere, dog entydig føre til en og samme Begyndelsesfore-

sliliing ud fra enhver Slutningsforestillmg, til hvilken man er kommet ved en af dem.

De ubetinget enkelt relative og fuldstændig entydige Bestemmelser

ville vi fremtidig kalde Numeraler, idet vi med dette Navn antyde, at indenfor den der-

med definerede Slags Bestemmelser findes alt, hvad der ligner Tallene — altsaa baade Tal-

lene og de Bestemmelser, som der kan være Tale om at forvexle med Tal.

Da Numeralets Definition er flerleddet, uden at det kan bevises, at det ene Led

ikke logisk udelukker det andet; da vi altsaa kun have en subjektiv erfaringsmæssig Sik-

kerhed for dens Berettigelse, maa vi betegne denne Definition som axiomatisk ;
og i endnu

linjere Grad vil dette gjælde om den senere Definition af Tallet, som bygges paa Nume-

ralets Definition.

Identitetsbestemmelsen: uforandret det samme eller lig, er el Numeral. Del

er en enkell relativ Bestemmelse, thi den bestemmer ved én Forestilling; og det er en
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ubetinget enkelt relativ Bestemmelse, thi Forestillingen om det uforandrede er selvstændig,

kan kombineres med en hvilkenspmhelst Udgangsforestilling. Det er fremdeles en entydig

Bestemmelse, thi den giver den Forestilling, der bestemmes, med samme Sikkerhed som

Udgangsforestillingen ; det er endelig en fuldstændig entydig Bestemmelse, thi den til-

bagegaaende Bestemmelse er lige saa entydig som den oprindelige. Identitetens Existons

beviser, at der gives Numeraler; men Identitetsbestemmelsen er ikke det eneste Numeral.

I de benævnte Tal, som bestemme, hvad jeg i min «Afslutning af Regneundervis-

ningen»,, Kjøbenhavn 1883, har kaldt «Tingpunkter» og «Led» forøvrigt ogsaa i Vinkler

m. m. haves elementære Exempter paa Numeraler. De ere — eller rettere, de

forudsættes ved Axiomer angaaende den specielle Forestillings Art at være — baade ubetin-

get enkelt relative og fuldstændig entydige Bestemmelser. Hvert af disse Numeraler er uden

Undtagelse anvendeligt ud fra enhver Forestilling i den Gruppe af i videre Forstand

mathematisk ensartede Forestillinger, hvortil den hører, men ordentligvis ikke udenfor denne

Gruppe. .Medens vi det Følgende forudsætte, at de Forestillinger og Numeraler, vi betragte,

høre til én Gruppe, se vi bort fra denne Gruppes Navn og saadan særlig Beskaffenhed,

som ikke udtaler sig i specielle Egenskaber ved Numeralerne. Vi maa derfor se bort fra,

hvorledes den første Udgangsforestilling i en Gruppe fremkommer, og som os

uvedkommende afvise Spørgsmaal, om den muligen reelt er mere eller mindre ubestemt:

for os er den vilkaarlig og som saadan ganske ubestemt. Hvad der interesserer, er kun,

at naar en Forestilling haves og de i dens Gruppe anvendelige Numeraler kjendes, saa ere

alle Gruppens Forestillinger og dermed Gruppen selv bestemte; og naar vi abstrahere fra

Gruppens Navn m. m., gaa Forestillingerne selv ud af Betragtning, saasnart vi ved deres

Hjælp have faaet Numeralets Definition omsat til Sætninger om Numeraler.

Tegnsprog for Numeraler.

Som Grundlag for det senere og mere fyldige mathematiske Tegnsprog indføre vi

Betegnelser for Numeralerne og Udsagn om dem. Selvfølgelig benytte vi derved Identitets-

betegnelsen = ; ensartede Forestillinger betegne vi med gothiske Initialer, Numeralerne ved

latinske, og det om de sædvanlige Additions- og Multiplikationstegn mindende * skal betegne,

at en Numeralbestemmelse finder Sted. Vi skrive

Ö = B * %
for at betegne, at Forestillingen 53 er den, der bestemmes ved NumeralelZ? ud fra Udgangs-

forestillingen SI, saavelsom for at betegne B som det Numeral, der bestemmer iü ved 51.

Saadan Bestemmelse af Numerale! ved Udgangs- og Slutningsforestilling er den

oprindelige; men ved Siden af denne bliver der i det Følgende Tale om, at ét Numeral er

absolut bestemt, og at andre kunne afledes det ene af det andet (eller de andre) og sanledes

faa relativ Bestemmelse. Lovene herom ere dog ikke længer vilkaarlige, men maa afledes

Vidonsk. Selsk. skr.. Il Række, nuturvidonsk. of matliem AM. ][. 11 58
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af Numeralels Definition samlidig med, at vi oversætte denne paa vort Tegnsprog. — Iden-

tité tsnumerale t, som vi betegne med O, er bestemt, reelt ved Forestillingernes blotte

Art, formelt absolut. For hviiketsomlielsl 3f haves,

31 = O * 31 synonymt med 31 = 3(.

Ethvert andet Numeral, som altsaa er et Forskjelsnumeral, idet man i

23 = B * 31 vilde have 5=0,
hvis ikke 93 var forskjellig fra 3(, kræver til sin oprindelige Bestemmelse to forskjellige

Forestillinger af samme Gruppe; men vi skulle nu se, at én saadan oprindelig Bestem-

melse maa medføre en Mangfoldighed af relative Numeralbestemmclser, muligvis af alle, der

hore til samme Forestillingsgruppe.

For alle Arter af Numeraler gives der to Operationer, ved hvilke el Numeral lindes

bestemt ved andre, vi ville kalde dem Modsætning og Tilføjelse.

Modsætning.

Naar det Numeral, A', som bestemmer Forestillingen i) ved den ensartede Fore-

stilling 31, er bekjendt, 93 = Ar #3l, vil ogsaa det Numeral være bckjendt, som bestemmer

3t ved 93, altsaa 81 = (-=- N) * S3. Vi betegne dette ved (-=- N), for dermed at udtrykke, al

det efter Definitionen er givet alene ved N og gjenfindes ved alle Forestillingspar, hvor N
forekommer, (-i- N) siges at være iV's modsatte Numeral; men tillige er AT

ogsaa

(-=- A')'s modsatte Numeral, (-f- (-f- A')) = N. Idenlitetsnumcralel O er sit eget modsatte

Numeral, O = (-=- O).

Tilføjelse.

Har Forestillingen 31 ved Numeralet .1 bestemt Forestillingen S3, K : 1 1 1 denne atter

ved Numeralet B bestemme en Forestilling G. Som horende til samme Gruppe som 23 og

31 maa (£ da kunne bestemmes ud fra 31 ved et Numeral C:

23 = A * 31

g = B * S3

altsaa ß = C* 31;

um end i Formen forskjellige, maa dog i Realiteten de to Bestemmelser af G ved 31 være

identiske, den direkte C med den indirekte ved A og derefter ved B, det vil sige, an-

vendte paa hvilkensomhelst af Gruppens Forestillinger maa de bestandig fore til identiske

Forestillinger. Der bestaar altsaa uafhængig af Begyndelsesforestillingen en Afhængighed

af Numeralet C som bestemt ved Numeralerne .1 og B og disses indbyrdes Orden. Vi

sige, al del direkte bestemmende Numeral C dannes ved Tilføjelse af Numeralet B
lil den forudgaaende numérale Best em melse .1 ; og delte betegne vi med Ligningen

C^= B* A.
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Da baade Modsætningsafhængigheden og Tilføjelsen efter Definitionen

ere entydige, vil Tilføjelsesafhængigheden ogsaa besidde Omvendings-

princ ipet Ijvnfr. Side 5), Ved at bestemme en hvilkensomhelst al vore forestillinger 31, i>

Og li ud fra liver af de to andre baade direkte og med den trcdie lil Mellemled l'aas samtidig

med ovenstaaende Ligning tillige:

(-=- C) = [+A)*[-t-B),

B = C *(-f- -II,

(H-Æ) = A *(+ C),

A = (-=- B) * C
,

og (-j- A) = (-i- C)* B .

Ere to af vore, forestillinger identiske, findes

A = 0* A = A* O
og

= A *(-=-.-!) = (-=- A) * A;

og omvendt: Naar A*B=0, vil B={-t-A), A = (S-B). — Intet Numeral lorandres

ved dets Tilføjelse til Identiten O eller ved Tilføjelse af denne. I delle Tilfælde er Orde-

nen ligegyldig for Tilføjelsens to Led, ligeledes, naar Tilføjelsens Resultat bliver O; men

iovrigt \il man vel ofte men ingenlunde altid Unde det kommntative Princip gjældende for

Numeralers Tilføjelse; og hvor dette ikke er Tilfældet, bor man heller ikke søge Modsæt-

ningsafhængigheden afløst af en ti! Subtraktionen og Divisionen svarende Afhængighed.

Tage vi foruden de ovenfor betragtede ensartede Forestillinger 21, 33 og E endnu

en til samme Gruppe hørende vilkaarlig Fremstilling S) med i Betragtning, saa at nu

S3 = A * SI

e = b * iv

medens den direkte Bestemmelse af S ved 31 betegnes med 5,

samt 6 =Æ*9l
og $ = Z>**\

saa følger af det Foregaaende

S=B*A = C* E
eller

(C* B)* A = C*{ß* A\.

Allsaa gjælder det associative Princip for Tilføjelsen; ved yderligere

Benyttelse af () Betegnelsen findes den gyldig for et hvilketsomhelst Antal Led deri.

De nævnte Sætninger om Numeralers .Modsætning og Tilføjelse udtomme Numeralets

Definition, og ere at opfatte som en Gjengivelse af den i et Tegnsprog, som tør anses for

mere fuldkomment end det almindelige Sprog, der dog er uundværligt, hvor Talen er om

Anvendelse paa konkrete Forestillinger.

5.S-
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1 hver Art eraltsaa Identitelsnumeralet absolut bestemt. Intet af Gruppens Forskjels-

numeraler behøves for at lære os O at kjende; det er kjendt som «ingen Forskjel af denne

Art», saasnart i det Højeste Gruppens Navn og almindelige Indhold kjendes.

Af Bestemmelser med aabenbar Numeralskarakter mellem Numeraler i en hvilken-

somhelst Gruppe have vi dernæst for det første Numeralers Identitet, A = A, for det andet

giver Modsætningsafhængigheden et andet ligesaa almindeligt Numeralsnumeral, hvis Beteg-

nelse er det -f-, der ved at sættes foran Numeralets Tegn fremkalder Forestillingen om det

modsatte Numeral.

Tilføjelsesafhængigheden bestemmer derimod vel det direkte Numeral paa relativ

Maade og entydig, men lielativiteten er almindelig en dobbelt eller flerdohbelt, alle de

enkelte partielle Numeraler ere jo hver en l'dgangsforestilling. Men forsaavidt alle disse partielle

Numeraler lade sig bestemme ved et eneste Numeral, vil Tilføjelsen blive en enkelt relativ

Bestemmelse af det direkte Numeral ved dette sidstnævnte; og indenfor dette Tilfældes

Grændser er der Mulighed for, at vi kunne træffe paa endnu andre Numeralsnumeraler,

altsaa saadanne, som bero paa Tilføjelse. Men i denne Henseende staar der kun en frugt-

bar Udvej aaben nemlig Tilføjelse af flere eller færre indbyrdes identiske eller modsatte

Numeraler.

Ved at gaa ud fra Forestillingen om Numerale! A som givet bestemme vi ved Til-

føjelse af med A identiske Numeraler Numeralerne

A * A = * A

A * A * A =# A

A* [A* | *{A* A))) =1 A

Bestemmelsen *, som vi benævne ved de tilføjede Leds Antal, er da enkelt relativ og

tillige entydig.

Ved Tilføjelse af et hvilketsomhelst Numeral, * A, til et hvilketsomhelst af samme

Slags, * A, fremkommer et Numeral, som ogsaa kan dannes ved Tilføjelse af lutter .Ter.

* A = ( * A ) * ( * A ) ;

detle følger af Tilføjelsens associative Princip, f. Ex.

( * A ) # ( # A) = KA (A * A)) # KA * A \ «= A # {A # (A* {A* A))) = # A.

Paa Grund af Tilføjelsens associative Princip og .lernes indbyrdes Identitet gjælder

ogsaa del kommutative Princip for Tilføjelse af hvilketsomhelst * A og * A og i hvilket-

somhelst Antal,

( * A ) * ( * /I )
= ( # ^1 ) * ( * . 1 ).
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llxis de gjenlagne Tilføjelser ske med (-f- -U i Stedet for -I
,
fremkomme paa samme

Maade Numeralerne # (-i- A), og man Onder let at almindelig

* (^-Å) = ^-{* A)\

ligeledes, at der ved Tilføjelse af * Æer og *(-^-.lfer i hvilkensomhelst Sammensætning be-

standig vil fremkomme enten O eller et Numeral * -1 eller et Numeral * \-r-A), saml at

del kommutative Princip gjælder for alle disse Numeralers Tilføjelser. Betegnelserne

O = 1 A, A =* A og * (H- A) = # A
bemærkes.

De med det saaledes almindeliggjorte Tegn * betegnede Bestemmelser kunne an-

vendes med et hvilkétsomhelst til Gruppen horende Numeral til Udgangsforestilling, er delle

af Formen *A, føres man til et Numeral, som atter bar den samme Form,

* (# A ) = * A
;

den entydige Bestemmelse * , er altsaa ikke blot enkelt relativ, men dens Relativitet er saa

klar, at den, uden al Gruppens nødvendige Grændser overskrides, kan anvendes med ethverl

af dens Numeraler til udgangsforestilling, ja den kan auvendes paa et hvilkétsomhelst

Numeral fra hvilkensomhelst Gruppe, den er altsaa en ubetinget enkelt relativ og entydig

Bestemmelse. * mangler altsaa blot Entydighedens Gjensidighed i at være et

Numeralsnumeral. Den vilde være delte, dersom eller forsaavidt Bestemmelsen af A ved

* A ogsaa var entydig. Men en almindelig Paastand herom vilde være faktisk urigtig,

urigtig for nogle om end rigtig for andre Forestillingsgruppers Vedkommende.

Saavidt have vi kunnet behandle alle Slags Numeraler under ét, men her cre vi

naaede til et kritisk Punkt; en Inddeling af Forestillingsgrupperne og deres Numeraler maa

finde Sled. Saaledes slutter jeg fornemmelig deraf, at de Arter af Numeraler, som man

paa erfaringsmæssig Maade har lært at kjende, vise indbyrdes Forskjel i deres yder-

ligere Egenskaber. Bygger man paa Erfaringens Grundlag, kan man for Tid, Sted,

Vægt, Værdi o. s. v., for mangfoldige, konkrete Forestillingsgrupper udvikle en Videnskab,

iblandt hvis Axiomer man idelig vil finde alt, hvad der udfordres til at karakterisere dens

Bestemmelser som Numeraler; alt, hvad vi endnu have udviklet, er fælleds for Geometrien,

Kronologien og alle disse andre Videnskaber; men i deres videre Udvikling skilles deres

Veje, og nogle af dem, men ingenlunde alle, forgrene sig netop overfor Spørgsmaalet om

Entydigheden af den til # svarende modsatte Bestemmelse.

Til samme Resultat føres man ved Resultater af den formelle Mathematik. Antager man

nemlig, at saadan Entydighed var almindelig gjældende, og tænke vi paa en vis Gruppe af Forestil-

linger, hvis Numeraler altsaa atler almindelig bestemmes ved Numeralsnumeraler, (og dette er
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netop, livad vi snarl specielt skulle opstille som Tallenes Kjendetegn) sau vilde man ved yder-

ligere at forestille sig Numeralsnumeralerne som Gjenstand for Bestemmelse se sig stillet

overfor Tilfælde, Exponenter og andre symbolske Bestemmelser, hvor den omtalte Entydig-

hed bevislig ikke er tilstede.

Men skal der paa dette Sted inddeles, saa er det Sporgsmaalet: Hvor (inde vi Grund-

laget for Inddelingen, i en ny erfaringsmæssig Definition eller i logiske Konsekvenser af

den tidligere?

I Modsætning til de anvendt mathemaliske Videnskaber burde formentlig vor Ind-

ledning til den rene Mathematik ud fra sine egne axiomatiske Definitionssætninger a priori

ved en begrundet og udtømmende logisk Inddeling udvikle alle de sideordnede Muligheder

hver med sine Konsekvenser, saaat Vejen banedes for hidtil ukjendte Anvendelser. Der burde

ikke ske yderligere Laan fra Erfaringerne. Hvor Numeralbegrebet deler sig, der burde del

almindelige Grundlag dog endnu afgive Kjendetegnene paa, hvilke Sætninger der kunde ud-

siges som Definitioner paa Numeralernes Underafdelinger, og hvilke Sætninger man ikke

turde opstille som saadanne Definitioner. Jeg tror nu vel paa Muligheden af, at dette kan

udføres; men for mit Vedkommende tør jeg ikke haabe at kunne finde Vejen gjennem denne

Vanskelighed. Jeg kjender langtfra Numeralbegrebet i de fleste af dets logisk mulige Ar-

skygninger, kan derfor ikke ordne a posteriori og derved vejledes til at finde Udgangs-

punktet for en Inddeling a priori; men saa maa jeg bekvemme mig til at laane af Erfarin-

gen, dog saaledes, at jeg vil søge at gjøre Laanet saa lidet som mulig.

Ved Siden af velbekjendte Erfaringsresultater angaaende Forestillinger, der bestem-

mes ved benævnte Tal, vil jeg da hente Erfaringer fra et Par let overskuelige Forestillings-

grupper, og navnlig fra Kronbladenes Stilling hos regelmæssige Blomster, vild Hose og Lilie.

Lad os ved 31 33 6 S @ tænke paa en Hoses Kronblade og først

vælge Forestillingen om 91 til at gaa ud fra i Bestemmelserne B, C,

D og E henholdsvis af SB's, S's, S's og S's Stillinger, medens ldenti-

tetsnumeralet O tautologisk bestemmer s2l's egen Stilling. Bestem-

melserne B, C, D og E ere aabenbart Numeraler, de ere jo enkelt

relative Bestemmelser, og hver Bestemmelse er saa selvstændig, at

den kan anvendes ud fra en hvilkensomhelst af Gruppens Forestillin-

ger; de ere fremdeles fuldstændig, nemlig ogsaa gjensidig entydige Bestemmelser.

Opfatte vi nu disse Numeraler som Forestillinger, der søges bestemte, er O her

som altid absolut givet, de andre, B, C, D og E kunne alle indbyrdes bestemmes paa

enkelt relativ Maade, og del ikke blot saaledes at E=^B og Z?= -r-C Thi ved Til-

føjelsen af identiske Numeraler dannes, som man let i det enkelte kan eftervise, det fuld-

stændige System af Identiteter:
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2 2 2 2

være flere og selvstændige Numeralsnumeraler. Identiteterne # J3 = # .E, * C = * i*
1

,

*j5 = +Z'=*/r
, * B = * E og *6 = #/< vise at # , # og # ikke ere entydige i

lilbagegaaende Retning, altsaa ikke Numeralsnumeraler.

Men ligesom ved Rosen vil ogsaa her Identitetsnumeralet kunne frembrin-

ges ved Tilføjelse af identiske Forskj elsnumeral er endog af et hvilketsomhelst

Forskjelsnumeral, men medens Ligheden strækker sig saavidt, at et bestemt Antal identiske

Tilføjelser her # er O' s absolute Bestemmelse, gives der her ogsaa virkelig relative Be-

stemmelser af Identitet ved Forskjel, nemlig* D= O, * C = * E= O og # D = O.

Ved Siden af disse lo Exempler skulle vi saa omtale den bedst bekjendle og ube-

tinget vigtigste Mangfoldighed af Forestillingsgrupperne, som bestemmes ved Numerale!' —

her sædvanlige benævnte og ubenævnte Tal, blandt hvilke Tiden og Stedet paa Linie atter

indtage den allervigtigste Plads; altsaa Tingpunkterne. Her have vi ikke blot Grupper

af Forestillinger med rene og klare Numeralbestemmelser i de benævnte Tal; men hver

Gruppes Forskjelsnumeraler danne som Forestillinger betragtede selv en Gruppe, og be-

stemmes ved de sædvanlige ubenævnte Tal som alle Gruppernes fælleds Numeralsnumeraler,

og ved Siden af disse optræder der ingen tilbagegaaende Bestemmelser af blot tvivlsom En-

tydighed, undtagen det æ
, som optræder som Modsætning tilden absolute Identiletsbestem-

melse , O'et. Men medens vi altsaa her gjenfinde den Sætning, som mødte os ved Rosens

Kronblade, at enhver Bestemmelse mellem For skjelsnum eralerne er et Numc-

ralsnumeral, maa vi tillige fæste Opmærksombeden paa Uligheden i Uenseende til den

anden Sætning; thi Tingpunkternes Forskjelsnumeraler kunne aldrig ved nogen

Tilføjelse af identiske Numeraler frembringe Identitetsnumeralet.

Anderledes stille Forholdene sig, naar vi forestille os Retningerne fra et fast

Punkt til et ubegrændset System af Punkter; thi medens ogsaa disse Forestillingers ind-

byrdes Bestemmelser, Vinklerne, ere Numeraler, ere Vinklernes indbyrdes Bestemmelser

ikke saadanne, at * giver entydig tilbagegaaende Bestemmelse uden for Tilfældene (# ) og (-f-).

Vi have altsaa her i Almindelighed ikke Numeralsnumeraler. Heller ikke gives

der noget bestemt Antal identiske Tilføjelser, som ud fra et vilkaarligt

Forskj elsnumeral frembringer Identitetsnumeralet. Herimod gives der for et

hvilketsomhelst Antal Tilføjelser af identiske Vinkler, saadanne Vinkler, som netop ved

dette Antal Tilføjelser frembringe O.

Man kan dog paalægge Systemet af de Punkter, man forestiller sig, saadan Be-

grænsning, at det tilsvarende Vinkelsystem antager helt andre Egenskaber. Lad os saaledes

indskrænke os til at betragte Punkter paa en Cirkel, hvis mellemliggende Buelængd er

ere — Badins. Iler vil ingen Tilføjelse af noget Antal identiske Vinkler
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føre tilbage lil Udgangsrotningen og derved frembringe Iden ti tetsvinklen.

Tillige ere disse Vinklers Bestemmelser i det væsentlige Numeralsnum eraler. Be-

stemmelsen af den Vinkel I
7

, som i dette System ved Tilføjelse af m identiske Vinkler V

frembringer en given Vinkel * V, er entydig, forsaavidt en saadan Vinkel l
7 existerer

som Numeral for et Par af disse Retningsforestillinger. Skjondt nemlig Retningsforeslillin»

gerne ogsaa lier danne en fuldstændig Gruppe, er dette ikke Tilfældet med deres Vinkler.

Imidlertid kan vor Forestillingsgruppe fuldstændiggjøres saaledes, at ogsaa Vinklerne komme

lil at danne en fuldstændig Gruppe, og da bave vi et System af Forestillinger med lutter

Numeralsnumeraler. Denne Fuldstændiggørelse maatte ske ved Halvering, Tredeling o. s.v. af

bestemte Buer, f. Ex. den, bvis Længde er Badins; man faar herved Valg mellem en Flerhed

af sideordnede Forestillingsgrupper, der alle omfatte bin førstomtalte. Men det afgjorende bliver,

at i liver af disse Grupper ere Vinklernes indbyrdes Bestemmelser alle Numeralsnumeraler.

To Forhold, som indbyrdes synes at være nogenlunde uafhængige, ville ved Be-

tragtningen af disse Exempler have frembudt sig som saadanne , efter hvilke man kunde

inddele Numeralerne.

1) Der gives nogle Forestillingsgrupper, i hvilke alle Forskjelsnumeralemes ind-

byrdes Bestemmelser ere Numeralsnumeraler, og andre Grupper, i hvilke kun nogle

Numeralbestemmelser have denne Egenskab.

2) Der gives nogle Forestillingsgrupper, i hvilke ingen Tilføjelse af identiske

Forskjelsnumeraler frembringer Iden titetsnumeralet O, andre, i hvilke et bestemt

Antal Tilføjelser af ethvert Forsk jelsnumcral giver O, atter andre, i hvilke saadan Frem-

bringelse forekommer sporadisk.

Men endnu et tredie Forhold kan udledes af disse og lignende Erfaringer og

anvendes ved Forestillingsgruppernes og Numeralernes Inddeling.

Bladet 91 paa en Bose kan ganske vist neppe forvexles hverken med 33, (S, 2)

eller @, dog er, saaledes som disse Navne ere satte paa ovenstaaende Figur, 5) og t£

nærmere ved 91 end 83 og S; men for deune Egenskab, som dog ikke er uvæsentlig, haves

intet Udtryk gjennem særlige Egenskaber ved Numeralerne B, *B, * B og * B. Heller

ikke, hvor Forestillingerne i Gruppen ere mere mangfoldige, optræde saadanne Kjendetegn

gjennem de allerede udtalte Sætninger og deres Konsekvenser, og dog bliver Forestillingernes

naturlige Orden i Gruppen til et meget væsentligt Moment, naar Uruppen er saa talrig, at

der bliver Fare for Forvexling af de hinanden nærmest stillede Gjenstande. Forestiller man

sig' Delestregerne paa en fintdell Kreds, til hvis Aflæsning Mikroskop er nødvendigt,

og tænker man sig f. Ex., at der ialt er i 0,800 Delestreger, saa vil man efter de hidtil

mevnte Sætninger kunne udvikle Theorien for en saadan Gruppe med en Overensstemmelse,

der strækker sig til de mindste Detailler, hvad enten man ved Udgangsniimeralet B be-

Vtdensk. SoHk. Ski,. ii Række, natnrvidensk nt; mathem, Mil. 11 II. 59
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tegner Bestemmelsen af den Streg , der følger umiddelbart efter Nulstregen eller f. Ex. den

3,331te. I begge Tilfælde blive alle Kredsens Delestreger bestemte ved Numeraler # B,

og de af dem, hvortil der paa den ene Maade knytter sig særlige Egenskaber, findes ud-

rustede med de samme Egenskaber, naar de betragtes ud fra det andet Udgangsnumeral :

den 5,400de Deleslreg kommer i begge Tilfælde til at ligge ligeoverfor O-Stregen , og

Stregerne for hele Grader vedblive at betegne hele Grader. I begge Tilfælde ordnes

Stregerne efter Antallet af de til hinanden fojede B'er, og denne Ordning er tilstrækkelig

for enhver exakt Behandling, men kun, hvis den falder sammen med den naturlige Ordning,

hvor en Tilføjelse af B flytter Forestillingen hen til den nærmest paafølgende Streg ,
kan

man drage Fordel af Sætninger, som gjøre visse Uopmærksomheder, For-

vexlinger eller Fejl uskadelige.

Overfor en Gruppe som denne med diskrete Forestillinger kan Identitets-

numeralet holdes skarpt ud fra alle Gruppens andre Numeraler, og det er kun praktiske

Grunde, som gjøre det tilraadeligt men ikke nødvendigt at fremhæve, at visse Numeraler

betegne smaa, andre store Forskelligheder, og at ringe Forskjel med ringe Fejl kan be-

handles tilnærmelsesvis som Identitet. Men ved andre Grupper af Forestillinger

stiller Sagen sig helt anderledes. For de kontinuerte Forestillinger blive Begreberne

om det smaa og det store og om Tilnærmelse af væsentlig Betydning for selve den exakte

Theori.

Som Exempel paa de kontinuerte Forestillinger ville vi betragte Tiden. Begrebet

om det næsten samtidige retter sig ganske efter den Grad af Opmærksomhed, med

hvilken man betragter Tidsforestillingen. Snart anse vi Begivenheder for samtidige, naar

de have fundet Sted i samme Aar eller paa samme Dag, snart anse vi os for meget om-

hyggelige, naar vi begrændse det Samtidige til, hvad der sker i samme Sekund. Men und-

tagelsesvis skjærpes vor Interesse og vor Opmærksomhed i langt højere Grad, saa at f. Ex.

den Tusindedels Tidssekund bliver væsentlig, som adskiller de Momenter, da det dræbende

Skud gjennembrød Karl den tolvtes højre og venstre Tinding, eller den Tusindmilliontedels

Sekund, Lyset bruger for at passere en Kikkerts Glas. Ingen Erfaring har kunnet anlyde

en Grændse for Tidens Delelighed og skjælne imellem, hvad der er exakl samtidigt eller

blot tilnærmelsesvis samtidigt. Og skjøndt det selvfølgelig ikke kan siges at være bevist

ved Erfaring, at saadan Grændse overhovedet ikke existerer, er der dog næppe nogen iblandt

os, som ikke anser sig for berettiget til at erklære Tiden for kontinuert, det vil sige

lil al paaslaa, al Tidens Forandring sker ved ubetinget umærkelig og jevn Overgang

uden Spring.

Ved Kontinuitet forslaa vi her almindelig den Egenskab ved Forestillinger af

visse Slags, at der gives Forskjelsnumeraler, som nærme sig uden Grændse til

hlen I i I el sn umeralet, saa al de selv for en ideel Betragtning lilsidsl kunne lorvexles
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med dciic uden Fejl. En Konsekvens deraf er, al Forskjelsnumeralerne ogsaa indbyrdes

maa llyile over i hinanden og kunne nærme sin hinanden saaledes, at de lilsidsl kunne

træde i hinandens Sted uden Forskjcl i noget Resultat, Kontinuitet i den tilsvarende Fore-

stillingsgruppe er saaledes Betingelse for, at irrationale Tal kunne opfattes som

bestemte ved Tilnærmelse og indordnes blandt de rationale i naturlig Orden. En

anden Konsekvens af Kontinuiteten er, at der kan tillægges den ved Tegnet oo betegnede

Bestemmelse af et Forskjelsnumeral ved Identitetsnumeralet Betydningen af det uendelig

store. Saafremt en Gruppes Forestillinger ikke ere kontinuerte, men diskrete, er del

klart, at Bestemmelsen af en vis Forskjel ved selve Identiteten ganske simpelt er umulig;

men denne Umulighed brydes, naar Bestemmelsens Udgangsnumeral kan opfattes som en

lil Identiteten grændsende Forskjel, som kaldes uendelig lille.

Som tredie og sidste fra Erfaringen hentede Forhold, der kan tjene lil Forestillin-

gernes Inddeling, optræder altsaa Kontinuiteten. Kon tinu i te tsaxiomet , at visse

Forskjelsnumeraler nærme sig grændseløst til Identiteten, gjælder for de

kontinuerede Forestillinger, men ikke for de diskrete.

Det sædvanlige Talbegrebs Stilling lil alle disse tre Forhold er nu klar nok ,
de

Forestillingsgrupper, som svare til disse uomtv : stede Tal, ere saadanne, hvor

1) Enhver Bestemmelse mellem Forskjelsnumeraler (benævnte Tal) er et Numeralsnumeral

(ubenævnt Tal).

2) Ingen Tilføjelse af indbyrdes identiske Forskjelsnumeraler giver Idenlilelsnumeralet,

(d. e. Tælningen kan fortsættes uden Grændse).

3) Kontinuitetsaxiomet gjælder.

Men Sporgsmaalet er nu, om disse 3 Erfaringsaxiomer ere saaledes uafhængige af

hinanden, at de alle tre maa optages i Tallets Definition, eller om det ikke meget mere

forholder sig saaledes, at der er en indre Sammenhæng imellem dem, navnlig saaledes, at

naar Nummer ét antages, ogsaa Nummer to og tre kunne bevises, om ikke for alle Tal,

saa dog for en logisk nødvendig Afdeling af Tallene, medens samtidig ogsaa de øvrige Tals

Forhold til Nummer to og tre lader sig bevise ved Nummer ét?

Hele Resten af dette Arbejde kan opfattes som mit Svar paa dette Sporgsmaal
;

men førend jeg gaar dertil, ønsker jeg at bemærke, at hvis man under Benægtelse af den

førstnævnte af de tre Sætninger vil studere de Forestillingsgrupper, som have flertydige

n

Bestemmelser af B ved *B, og tilsigte en almindelig Behandling af Numcralbegrebet

fornemmelig i de Afskygninger, som falde udenfor Talbegrebet, da synes Sætningerne om

Identitetens Frembringelse ved Tilfojning og maaske ogsaa om Kontinuiteten at maatle op-

fattes som selvstændige Axiomer.

Jeg har nemlig, hvad jeg dog ikke skal omtale udførligere, forsogt at gjore det

andel af de tre Erfaringsresultater, Sætningerne om Identitetens Frembringelse ved Tilføjning,

59'
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lil den principale Inddelingsgrund. Ogsaa ad denne Vej synes man at kunne udskille og

behandle en vis Afdeling af Numeralbegrebet uden selvstændig AfgjørelsC af de to andre

Forhold gjenneni Axiomer. Men den Afdeling af Numeralbegrebet, som derved træder i Spidsen

(idet man nemlig inddeler efter det bestemte Antal identiske Forskjelsnumeraler, hvis Tilføjelse

forudsættes at give O), har iallfald -;denfor de hele Tals Theori
, maaske endog for denne,

ikke saa stor Betydning som det sædvanlige Talbegreb. Og vil man gaa ud over denne Af-

deling, maa der inddeles ogsaa efter Numeralsnumeralernes og Kontinuitetens Forekomst.

Og da endelig Kontinuitetsaxiomet alene utvivlsomt ikke er tilstrækkeligt som Ind-

delingsgrund, saa maa det mindst mulige. Laan fra Erfaringen (Side 141, som vi bestemme

os til at gjøre, blive det Axiom, at der gives Forestillings-grupper, i hvilke enhver

Bestemmelse af el Forskjelsnumeral ved et andet er et Numeralsnum eral.

Den hertil svarende Definition af Tallet vil saa nær som mulig omfatte, hvad dette Ord

sædvanlig betegner, dog saaledes, at de hele og rationale Tal laa en noget større Selv-

stu'ndighed indenfor Begrebet, end man plejer at tillægge dem. Men der vil ikke heri kunne

paavises nogen Grund til at undlade at bruge Navnet Tal for det saaledes definerede Begreb.

Tallet.

Ved ubenævnte Tal eller kort Tal forstaa vi allsaa dels Identilets-

numeralets absolute Bestemmelse, dels Forskjelsn um e ral ernes relative

Bestemmelser 1
) i saadannc Forestillingsgrupper, hvor alle Forskjelsnume-

ralernes Bestemmelser ere Numeralsnumeraler. De Numeraler, der her bestemme

selve Forestillingerne og bestemmes ved de ubenævnte Tal, kaldes benævnte Tal. I det

Folgende ville de benævnte Tal blive betegnede ganske som almindelige Numeraler med

latinske Initialer, Operationstegnene ville forebygge Muligheden af en Forvexling. Benævnte

Tals Tilføjelser kalde vi specielt for Addition, derimod anse vi det for overflødigt

at indføre et specielt Navn for deres Modsætningsafhængighed. Som Additionstegu bruge

vi -\- for *.

Af Tallets Definition følge nu direkte alle de Sætninger, som gjælde for alle ube-

nævnte Tal uden Hensyn til deres benævnte Tals og Forestillingers særlige Natur.

De ubenævnte Tal besidde dobbelte Sæt af Afhængigheder, idet de som Numerals-

numeraler baade selv ere Numeraler og bestemme Forestillinger, der atter ere Numeraler.

De Afhængigheder, som tilkomme de ubenævnte Tal, fordi de selv ere Numeraler, kalde vi:

deres Modsætning for Reciprocitet, deres Tilføjelse for Multiplikation. Til Be-

tegnelse af de ubenævnte Tal anvende vi Taltegn og smaa latinske Bogstaver. Som Tegn

') Se Note Side 22.
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for benævnte Tals Bestemmelse »ed ubenævnte anvende vi specielt (.1 istedetfor (#);

B — b.Å

udsiger, al det benævnte Tal B or bestemt ud fra det ensbenævnte Tal .1, Enheden,

ved det ubenævnte Tal b. For det ubenævnte Tal, som betegner Identitet imellem to be-

nævnte Tal, bruges Tegnet 1
,

A = I . A.

For hvert ubenævnt Tal, a, giver lleciproei te ten det reciproke Tal , sum

i modsat Bcining tjener til Bestemmelse mellem de samme to benævnte Tal som a; naar

.4 = a. E, er E == - A. Speeielt er I ==-;-
a I

Multiplikationen, den specielle Tilføjelse af ubenævnte Tal,

p = c .b = eb,

hvorved Produktet p, der direkte bestemmer et benævnt Tal C ud fra det ensbenævnte

A, findes bestemt ved Multiplikanden b, som bestemmer et tredie benævnt Tal B ved

samme A og ved Multiplikatoren c, der bestemmer C ved B, er som enhver Tilføjelse i

Besiddelse af Entydigheds- og Omvendingsprinciperne,

6 = --p, c = P- T >

samt at det associative Princip,

(c . b) . a = c . (b . a)
,

derimod i Almindelighed ikke af det kommutative Princip. Speeielt er dog

I . a = a = T» . I og 1.1 = 1.

At Identitetsnumeralet C*, her altsaa det benævnte Tal «ingen saadan Forskjel», er

absolut bestemt, betegnes paa en Maade, som i Formen ligner de andre benævnte Tals

relative indbyrdes Bestemmelser, nemlig ved Tallet i Formlen O = 0..1; men da denne

Formel altsaa giver den absolute Bestemmelse under relativ Form, maa der tillægges

Egenskaber, som afvige fra, ja stride imod, hvad der ellers gjælder for Tallene: Bestem-

melsen i maa gjore Angivelse af Enheden for Bestemmelsen aldeles overflødig:

Q.A = 0.B=O,
ogsaa naar A er forskjcllig fra B; ja man maa endog have 0.0 = 6*.

Intet Tal, hverken O selv eller noget af de relativt bestemmende ordinære Tal, kan

være reciprokt Tal til 0. Et saadant skulde, hvis det existerede som et enkelt Tal, bestemme

et vist benævnt Tal ud fra Identiteten O; -- kan da ikke være O, fordi dette Tal bestemmer

Identiteten selv og ikke nogensomhelsl Forskjel; og
n

kan ikke være a, det ubenævnte

Tal, som bestemmer en vis Forskjel ved en anden, fordi dettes reciproke Tal - ud fra

enhver Forskjel bestemmer en anden Forskjel og ikke Identiteten. Fastholdes det, at
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Gruppen ikke omfatter andre Forestillinger end dem, som eller Definitionen bestemmes

som indbyrdes værende enten identiske eller forskjellige , saa kan Tegnet oo
, som bruges

i oo =— , ikke betegne andet end den ubetingede Umulighed. Kun derved , at Recipro-

1

citetens formelle Lov medfører — = O, altsaa ved Tilbageførelse til O, kan oo faa Betyd-

I I

nine i Ligninger. Man maa f. Ex. fortolke a> = oo . a saaledes, at 0.«= a, —
. O = -

a x

= O, altsaa — = og x = oo .

x

Denne strenge Fortolkning af oo maa fastholdes, saalænge Kontinuitetsaxiomet ikke

antages. Hvor Forestillingsgruppen derimod er kontinuert, saa at der gives benævnte Tal,

som ikke ere Identitet, men flyde over deri, uden at det er muligt at adskille dem Ira

Identiteten, maa oo forslaas med en vis Modifikation. Til O grændser da en Mangfoldighed

af grændseløst smaa ubenævnte Tal, til hvert af disse maa der svare et reciprokt Tal, og

disse reciproke Tal maa ikke blot indbyrdes flyde over i hinanden med umærkelige Over-

gange, men ogsaa grændse op til oo som O's reciproke Tal. For en Forestillingsgruppes

Kontinuitet bliver det da en nødvendig Betingelse, at visse af dens Forestillinger maa

grændse op til Forestillinger, en, flere eller en hel Gruppe, som ikke hore til selve hin

Forestillingsgruppe og ligesaalidt (eller ligesaavel) kunne bestemmes ud fra dens ordinære

Forestillinger, som en Forskjel inden for Gruppen kan bestemmes ved Identiteten. I disse

Tilfælde faar da oo Betydning af del uendelig store (d. e. uopnaaelig) slore. Uopnaaelig

nemlig ved de Bestemmelser, som ellers kunne bestemme enhver Forestilling, som horer

til Gruppen.

Multiplikation med O som Multiplikator gjor Produktet til O, uden Hensyn til Multi-

plikanden. Dette, fremgaar direkte af O s Definition, = O.A — O.B. Beslemmes nemlig

de benævnte Tal ud fra en fælleds Enhed E ved Taltene A = a.E, B = b.Ii og erindres,

at = O.E, haves Sætningen i

O = O . a = O . b.

Omvendt maa Multiplikator være O, naar Produktet er O, men Multiplikanden bestemmer en

Forskjel, enhver anden Multiplikator vilde give et Produkt, som bestemte en Forskjel ud

fra en anden.

Ogsaa naar Multiplikanden er O, maa Produktet blive 0. Det maa forudsættes, at

elbvert ubenævnt Tal, der jo efter Definitionen ud fra ethvert benævnt Tal, der betegner

en Forskjel, igjen bestemmer et saadant, ogsaa ud fra Identiteten maa bestemme et til

Gruppen horende benævnt Tal, enten en Forskjel eller Identitet 1
)- Men en Forskjel kan

') Denne Forudsætning, der let nok kan verificeres for hver Talart især, forekommer mig efter sin

Natur at skulle ligge i Tallets Definition. Paa Grund af Latiluden i de enkelte Ord, kan jeg dug

ikke anse denne Forudsætning som Konsekvens af Definitionen, som den her er formuleret, og det

er ikke lykkedes mig at tilspidse Definitionen ved eu saadan Ændring, som fyldeslgjør paa delte

Punkt uden at skade paa andre.
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ikke bestemmes ud fra Idenliteten, uden at del bestemmende Tal var reciprokt til 0, altsaa

maa et hvilketsomhelst ubenævnt Tal bestemme Identiteten ud fra Identiteten ,
men er

0=a.O, maa ogsaa = o.0, Den omvendte Sætning, at naar Produktet er 0, og Multi-

plikator forskjellig fra 0, maa Multiplikandus være 0, bevises paa samme Maade. — Naar

et Produkt er 0, maa en af Faktorerne teller begge) være 0.

Fra Sætningen, at Produktet er 0, naar en af Faktorerne er 0, maa der for konti-

nuerte Tals Vedkommende, naar cc anses som Tal, gjores undtagelse for det Tilfælde, at

den anden Faktor var oo .

I det l'oregaaende bave vi omtalt de Afhængigheder, der tilkomme Tallene som

Numeralsnumeraler, som sagt maa vi dernæst tage i Betragtning, hvad Virkning det har

for de ubenævnte Tal, at de benævnte Tal, som de bestemme, ligeledes ere Numeraler, og

soin saadanne besidde Modsætnings- og Additionsafhængighederne. Disse Afhængigheder

fremkalde tilsvarende Afhængigheder mellem de ubenævnte Tal, idet vi betragte de indbyrdes

afhængige benævnte Tal som bestemte ved ubenævnte Tal ud fra en vilkaarlig Enhed.

De Tal, hvorved indbyrdes modsatte benævnte Tal A og -r- A bestemmes i Sam-

menligning med det ensbenævnte, vilkaarlige E, maa være indbyrdes afhængige og kunne

derfor siges selv at være modsatte ubenævnte Tal. -^-A er nemlig bestemmeligt ud

fra A, og denne Bestemmelse af et benævnt Tal ved sit modsatte er som omtalt et Numc-

ralsnumeral eller ubenævnt Tal, som vi betegne ved (

—

1),

+ A = (-l).A.

Er da A = a.E, vil -r-A= {
— \).a.E= (— a\.E, idet vi med (— a) direkte bestemme

-~A ud fra E; som Produkt

I— a) = (—1).«,

er da (.— a) afhængigt af a. Ligeledes er a = (— !).(— a), ogsaa de ubenævnte Tals Mod-

sætning er ikke blot entydig, men ogsaa gjensidig; fremdeles er specielt (

—

l).(— I) = I

og (-0) = 0.

I enhver Addition af benævnte Tal S = A + B ville de ubenævnte Tal a og 6,

som bestemme A og B ud fra en vilkaarlig ensbenævnt Enhed E, A = a.E og B = b.E,

bestemme det ubenævnte Tal s, hvormed S bestemmes ud fra samme Enhed S= s.E.

Thi ved a og b og Additionsbestemmelscn vil der ud fra en hvilkensomhelst ogsaa forandret

Enhed F være bestemt et ensbenævnt Tal, a.F+b.F, altsaa vil ogsaa, da ifølge Tallets

Definition dette ligesom ethvert af Gruppens Numeraler bestemmes ud fra F ved et Nume-

ralsnumeral, det ubenævnte Tal, der bestemmer a.F+ b.F ud fra F være givet uafhængigt

af F; det kan da ikke være andet end det ubenævnte Tal s, som afgav Bestemmelsen ud

Ira E. Den Afhængighed, hvori saaledes s staar til a og b og til disses Orden, kaldes

Addition af ubenævnte Tal Og betegnes med

s = a -f b.
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For denne Afhængighed ligesom for de benævnte Tals Addition gjælde Entydigheds og

O m v e n d i n g s p r i n c i p e r n e

o ==s-f (— b) og b = (— a) + s.

Specielt er — a-f(— a) og O-fa = a-f >= a. Alt dette, fordi de benævnte Tals Addi-

tion som Numeralers Tilføjelse besidder de- tilsvarende Sætninger. Ligeledes findes det

associative Princip at maatle gjælde ogsaa for ubenævnte Tals Addition,

(a-f b) -f e = a -f {b -f c).

Derimod kan Spørgsmaalet om det kommutative Princips Gyldighed for ubenævnte Tals

Addition ligesaalidt bevises i Almindeligbed, som det kunde bevises for Numeraler i Al-

mindelighed.

Men desuden vise de ubenævnte Tals Addition og Multiplikation sig at være sam-

menknyttede ved det ene af de distributive Principer. Vi lade i S = A -f B ligesom oven-

for de benævnte Tal A, B og S være bestemte ud fra Enheden E ved a, b og s, s = a-f 6;

men desuden bestemme vi de samme benævnte Tal ud fra en anden Enhed F ved a', b'

og s', altsaa a'-fô' = «'. Er da E = c . F, vil a'=a.e, b'=b.c oz .«'= *. e, altsaa haves

for hvilkesomhelst a, /) og e

a.e -f b.e = (a-f b).'e,

hvorved del distributive Princip for Multiplikator som Sum er bevist for

hvilkesomhelst ubenævnte Tal.

Hermed er nu udtomt, hvad der af Sætninger kan udsiges om de ubenævnte Tal i

fuld Almindelighed; men disse Sætninger ere ogsaa netop tilstrækkelige til at danne Grund-

laget for lîeviserne for de øvrige Sætninger, altsaa navnlig for de to kommutative Principer

og for det fuldstændige distributive Princip for de Talarter, for hvilke disse Sætninger over-

hovedet have Gyldighed. Vi maa da nu skride til at inddele Tallene, og herved ville de

to Erfaringsprinciper om Identitetens Frembringelse ved Tilføjelse og om Kontinuitet, som

have vist sig at være overflødige (undtagen Kontinuiteten for ao's Vedkommende I til Udle-

delse af de almindelige principale Sætninger, faa Betydning som Inddelingsgrunde , tildels

dog saaledes, at deres erfaringsmæssige Kaiakter lahes, idet den derpaa grundede Inddeling

viser sig logisk nødvendig.

Men ved Siden af den heraf følgende Inddeling bliver ligesom i de sædvanlige

Fremstillinger eu anden Inddeling nødvendig, og krydser den første. I hver af dennes

Afdelinger maa vi sondre imellem, hvad vi ville kalde nødvendige Tal og Systemer af

blot mulige Tal. Først maa vi nemlig behandle de Tal, som nødvendigvis afledes af

og I ved de lire Regningsarter, Modsætning, Addition, Reciprocitet og Multiplikation , de

Tal nemlig, hvis Existens kræves af Gruppebcgrebets Fordring, til de i snævrere Forstand

mathematiske Forestillinger, at ikke hlol Forestillingerne selv, men ogsaa deres Forskjels-

numeralor, her benævnte Tal, skulle udgjøre Grupper, al altsaa ethvert af Forestillingernes
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Numeraler og Numeralsnumeraler skal kunne anvendes ud fra henholdsvis en hvilkensom-

lielst af Gruppens rurestillinger og Numeraler og bestandig bestemme henholdsvis en Fore-

stilling og et Numeral i Gruppen. Indbegrebet af de i denne Forstand nødvendige Tal

bestemmer Gruppens mindst mulige Omfang, og der gives konkrete Forestillingsgrupper,

som ikke besidde større Mangfoldighed. Men derefter maa det saa undersøges, om der

ved Siden af saadanne nødvendige Tal kan baves andre mulige Tal sammen med hine,

og hvilke Betingelserne ere for saadan Mulighed. Disse mulige Tals Virkeligbed beror paa,

at man kan paavise konkrete Forestillingsarter af tilsvarende større Mangfoldighed.

Det vil bidrage til Fremstillingens Klarhed, at man gjør Inddelingen efter nødvendige

og mulige Tal til den principale, og underordner Inddelingen efter hine Krfaringssætninger

som en sekundær under den.

Nødvendige Tal.

Nødvendige Tal i enhver Gruppe af mathematiske Forestillinger ere foruden og I

i del mindste ogsaa de øvrige bele Tal, Antallene og disses modsatte bele Tal. Allerede

for de almindelige Numeraler have vi ovenfor (Side 12) set, hvorledes et givet Numeral A

vod Tilføjelse til dets identiske eller modsatte Numeraler frembringer en Række Numeraler,

* (H-yl), 0, * A, som nødvendig børe til samme Gruppe, og for hvis Tilføjelser ogsaa del

kommutative Princip kan bevises.' Idet nu A antages at være benævnt Tal, bliver Tilføjelses-
n

bestemmelserne * Numeralsnumeraler, ubenævnte Tal, som her simplere kunne skrives n

med Bortkaslelse af * Tegnet, # = « og *(

—

I) = — n. Antallene og deres modsatte

Tal, og for disses Addition gjælder det kommutative Princip; Modsætningsafhængigheden

kunde altsaa her erstattes ved Subtraktion, u -\- (

—

m) = n— m.

At Multiplikation, naar Multiplikator er et Antal, sker ved Addition af samme Antal

med Multiplikanden identiske Addender, bevises ved det distributive Princip; naar nemlig

n = 1 + 1 + . . . + I , vil na = a -\-a -f- . . . -(- a.

Denne Sætnings Udvidelse til alle hele Tal følger af, at «.(— 1) = — n = (
— 1).»,

saaat formedelst det associative Princip (

—

n).a = n(— \).a = n(— a). Følgelig er ogsaa

(

—

n)(— a)^=na, nemlig forsaavidt n her betegner et Antal.

Naar baade Multiplikator og Multiplikanden ere Antal, gjælder Multiplikationens

kommutative Princip og bevises ved Additionens kommutative Princip.

n.m = (I + 1 -f ...+ I)m + ... + (I -f |+...-f |)m (n Addender) =
= (1 + ... + !)„ + (]+... + l)n+ •• . + (!+...+ 1)« (m Addender) = nm.

Ifølge de nærmest foregaaende Sætninger maa dernæst Multiplikationens kommutative

Princip ogsaa gjælde, naar Faktorerne ere hvilkesomhelst hele Tal.

Her og overalt, hvor det kommutative Princip for Multiplikationen findes gjældende,

kan Division træde i Stedet for Ueciprocitetsafhængigheden. Naar a og b ere kommutative,

Vidcnsk. Sclsk. Skr.. G. Række, naturviilcnsk. ag mntli. AM. II. II GO
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I 1 c
ab = ba = c , vil b = — c = c— = — , denne sidsle Betegnelse bliver da utvetydigt

a a a
' J "

Udtryk for et Tal.

Naar overhovedet a er et nødvendigt Tal, maa ogsaa — høre lil Gruppens nnd-
a

vendige Tal, og or h et hvilketsomhelst andet nødvendigt Tal, maa ogsaa saavel b — som

- b (allsaa — , hvis Multiplikationen er kommutativ I, være nødvendige Tal. Da de hele
a \ a I m
Tal altid ere nødvendige Tal i hver Forestillingsgruppe, og Kvotienterne — af hele Tal

ogsaa skulle være nødvendige Tal, afhænger Spnrgsmaalel, om Gruppen har andre nødven-

dige Tal end de hele Tal, af, om -
i Almindelighed er helt Tal, naar m og n ere hele

Tal. helte Spørgsmaal maa vi særlig have for Øje ved den paafølgende nærmere Under-

søgelse af de hele Tals Egenskaber.

Den ved bestandig Addition af I ordnede Hække af Antallene

0, I, 2, 3, .., l,l+\, 1+ 2, 1 + -A ..., m, . . . n,

vil enten bestandig opvise nye fra de forudgaaende forskjellige Tal, eller ogsaa maa Hækken

være periodisk. Hvis man nemlig blot ét Sled, paa Pladsen l-\-o gjenfandt det samme Tal,

som staar paa Pladsen /, l-\-o = /; da vil ogsaa l-{- I -f-ø
— l-\- I, . . ., I + n -\-o == l-\-n =

= J-\-n -\-mo ; ligeledes /— n-\-o = l— n. Paa Pladsen o maa da Tallet O gjenfindes og

overhovedet paa alle Pladser mo. Kjender man flækkens o første Tal, da kjendes <lc alle

i disse Tilfælde. Modsætningsafhængigheden frembringer heller ikke andre Tal, Ihi man

bar almindeligt (

—

v) = o— n.

Lad o betegne det første Tal i den ordnede (lække efter 0, som bliver identisk

med 0, da er det klart, at to hvilkesomhelst af Tallene

0, I, 2, 3, ... o—

I

ikke kunne være identiske, alle maa de være indbyrdes forskjellige.

Da o.O = o.l = 0.2 =.. .0.(0— Il = 0, har o fuldstændig O's absolut bestem-

mende Egenskab, og Bestemmelsen al Identitetsnumeralet ved Addition af hvilkensomhelst

Forskjel i Antallet o, er en almindelig Egenskab for Forestillingsgruppen, en Egenskab,

hvorefter Forestillingerne kunne inddeles, forsaavidt de ikke have større Omfang end, hvad

der svarer til Systemet af nødvendige Tal. Men denne Inddeling efter Talrækkens bestan-

dige Vexlen eller Periodicitet og efter Periodens Længde er ganske den samme som Ind-

delingen efter Erfaringsprinciperne om Identitets Frembringelse ved Tilføjelse af identisk

Forskjel.

Ikke ethvert Antal, men kun primiske Antal o kunne haves = i Fore-

slillingsgrupper med gjennemgaaende Talbeslemmelser. Thi Anlagelse af, al m.n= o, hvor
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m og /« varé Antal i Kækken 2, 3, . . . o— I, vilde stride imod den l'or alle Tal gjældende

Sætning, at naar Produktet er 0, mau den ene eller anden Faktor være = ')•

Multiplikation af de hele Tal I, ...o — 1 med m, et hvilketsomhelst af dem, vil

give en Hække hele fra forskjellige Tal af samme Kække, blandt hvilke ikke lo kunne

være indbyrdes identiske. Thi skulde l.m = Q, maaltc 1=0, og skulde l.m = n.m,

maatte 1— n = 0, og det ene som det andet strider imod Forudsætningen. Produkterne

l.m maa da blot i forandret Orden gjengive alle Tallene I, ...o— I, og navnlig maa man

til hvert m kunne bestemme / saaledes, at l.m — I, d. e. — = 1. Vi se saaledes, at de

hele Tals reciproke Tal saavel som de nødvendige Tal — alle selv ere hele
1 m

Tal i enhver af disse periodiske Talar ter.

Naar derimod Gruppens Forestillinger ere saadanne, at Talrækken 0, I, 2

bestandig bringer nye Tal og derfor kan fortsættes uden Grændse, vil denne

Række trods sin Mangfoldighed af Led dog ikke omfatte alle Gruppens nødvendige

Tal. Modsætningsafhængigheden supplerer denne de positive hele Tals Række med Rækken

af de negative Tal, som alle maa være forskjellige baade indbyrdes og fra de positive Tal,

fordi disse ere indbyrdes forskjellige. Og vel forer baade Addition og Multiplikation af

disse hele Tal bestandig til hele Tal; men Reciprociteten gjør nye Tal nød-

vendige. Med Undtagelse af 1 kan et Antals reciproke Tal ikke selv være et helt Tal;

naar m og n ere andre hele positive Tal end I, kan man ikke have m.n=\, thi da

maatte
m[np) = (mn)p = p ;

for hvilketsomhelst Antal p maatte man da ved at tælle ud over p og up tilsidst komme

til el Tal m{np), som var Gjentagelse af />, hvilket er imod Forudsætningen. Heller ikke

kan n's reciproke Tal være et negativt helt Tal, og hvad den sidste Mulighed angaar, at

— = 0, saa har vi her et Valg, en Inddeling aaben, nemlig efter Kontinuitetsaxiomet
;

Benægtelsen af, at et helt Tal og kunne være reciproke, adskiller de diskrete Forestil-

lingers Tal fra de kontinuerte, for hvilke saadan Reciprocitet som omtalt er mulig i Grændse-

tilfældet »=oo. Da Reciprociteten er gjensidig entydig, maa forskjellige hele Tals reci-

proke Tal være forskjellige indbyrdes.

hisse Gruppers nodvendige Tals Mængde fordobles altsaa, afset fra +1 og 0, ved

Reciprociteten. Ogsaa for de reciproke Tal gjælde begge de kommutative Principer og

') lin Sætning, hvis Gyldighed særlig paa dette Omraade bestyrkes ved den øjensynlige Riglighed af, at

Bestemmelsen ved Tilføjelse af et bestemt Antal er anvendelig paa Identiteten saavel sum paa Kor-

skel, og ud fra Identiteten giver Identitet.

.-. 1 Vl^
£
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bevises let nok og saaledes, at der ikke er urund lil her at dvæle derved. Ved Addition

og Multiplikation mellem hele Tals reciproke Tal og hele Tal udvides de nødvendige Tals

1Ï

Grændser til ogsaa at omfatte Brøkerne — , og ogsaa for disse gjælde begge de kommu-

tative Principer.

Naar Kontinuitetsaxiomet ikke gjælder, udfylder Brøkernes System hele Begrebet

nødvendige Tal. Enhver af de 4 Regningsarter, hvis Resultat efter Definitionen skal være

et nødvendigt Tal, fører ud fra bvilkesomhclst Brøker til et Resultat, som ogsaa er Brøk.

Paa Grund af Brøkernes Forkortelighed kan et hvilketsomhelst System af givne Brøker

bringes til ens Benævning, og det paa mangfoldige Maader. Dette viser, at der til hvilke-

somhelst af Gruppens benævnte Tal maa kunne findes saadanne Enheder, ved hvis bestan-

dige Addition og Modsætning de alle kunne bestemmes. Havde man oprindelig valgt en

saadan Enhed til Udgangsnumeral, vilde de givne benævnte Tal være blevne bestemte ved

hele Tal, men samtidig vilde Brøkerne ud fra denne Enhed vise Existensen af en yder-

ligere Mangfoldighed af benævnte Tal i Gruppen. Ved Brug af fælleds Nævner kunne alt-

saa Brøkerne ordnes paa Bække lige saa vel som de hele Tal. Kun er Brøkernes Række

ikke blot ubetinget aaben for Nydannelser ved Addition, ligesom de hele Tals Række er;

men mellem hvert sidestillet l'ar Brøker i en Række, der er nok saa stærkt udfyldt, f. Ex.

imellem og — , hvor m betegner Rækkens yderste angivne hele Tal, er der bestandig
(11

Plads aaben for Indskydelse, af mellemfaldende Brøker.

Det maa dog bestemt fremhæves, at denne Brøkernes Ordning er rent formel og

ingenlunde, som man kunde tro, paalvinger os Kontinuitetsaxiomet. Mar w den nylig

angivne Betydning, da indtager i vor Ordning — vistnok Pladsen nærmest ved og beholder
m

den saa længe, der ikke tales om større Antal end w; men dermed er paa ingen Maade

sagt noget om, at det benævnte Tal, som med en vilkaarlig Enhed E bestemmes som

— E, skal betegne en ubetydelig Forskjel, tvertimod kan denne Forskjel — -E

fysisk set være særdeles betydelig, en Mængde ved hele Tal bestemte benævnte

Tal ii. E kunne meget vel i Storhed falde imellem O og — E.
w '

Antages derimod Kontinuitetsaxiomet, saa sker det i Kraft af et fysisk Moment i

Forestillingsgruppens Beskaffenhed, ved den Sætning, som kun gjælder for disse, at ethvert

benævnt Tal er mindre forskjelligt fra end de benævnte Tal, som fremstilles ved

dets gjentagne Addition og altsaa bestemmes ved hele Tal > I med det som Enhed. Med

Kontinuiletsaxiomets Antagelse ordnes Tallene, Brøkerne saavel som de hele Tal efter deres

Størrelse; og det største Tal er det, som mindst kan og tør forvexles med 0. Saa faar

man Ret og Forpligtelse til al identificere visse smaa Tal med 0, Formler modificeres ved
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Bortkastelse af forsvindende Led; Tal, som bestemme Forestillinger, der med fysisk Nød-

vendighed tilhøre Gruppen, men ikke formelt efter den tidligere Definition kunde erklæres

for nødvendige Tal, bestemmes ved Tilnærmelse og indordnes under Navn af irra-

tionale Tal i flydende Overgang imellem Brøkerne; og Antagelsen af ubegrændset Til-

nærmelse fremtvinger Bestemmelsen af x> som O's reciproke Tal med Betydningen af det

grændseløst store. Gruppen maa, naar Kontinuiletsaxiomet skal gjælde for den, grændse til

Forestillinger med den særegne Egenskab, at de ere uopnaaelige ud fra Gruppens andre

Forestillinger, selv ved nok saa længe fortsat Addition af hvilkesomhelst almindelige be-

nævnte Tal.

Med Tilnærmelse beviser man her de kommutative Principer ogsaa for de irrationale

Tal og Gruppens Afsluttethed ved og med disse.

Uagtet man ogsaa i den traditionelle Mathematik finder, at de rationale Tal optræde

med større Selvstændighed end blot som Underafdeling af de reelle, de hele Tal med en

Theori, der i visse Maader stiller dem ved Siden af de rationale, kan det dog ikke uægtes,

at vor Definition i denne Henseende fører os et betydeligt Stykke videre til Sondring imellem

forskjellige Talarter. Tillægsordet ubenævnt til Tallet passer ikke ganske, det har ialtl'ald

for os ikke den Hentydning til radikal Abstraktion fra Forestillingernes Navn og Særegen-

heder, som man bar vænnet sig til at knytte dertil. Forskjellen mellem de Abstraktioner, som

knytte sig til de henævnte og ubenævnte Tal, er dog vedblivende stor nok til at retfærdig-

gøre liibeboldelsen af disse Navne. Hen liest af Forskjel imellem de ubenævnte Tals Arter,

som bliver tilbage og gjnr hver af dem uanvendelig udenfor en begrændset Kreds af Forestillinger,

fremgaar meget mere af en abstrakt formel Inddeling end af Hensyn til en empirisk erkjendl

Forskjel mellem de konkrete Forestillinger, og den hindrer ikke, at Behandlingen af de hele

Talarler, for hvilke 2 = 0, 3 = 0, 5=0, . . . p = 0, kan og bør foretages under ét ved den

paa de rationale Tal byggede bele Tals Theori. Og Forholdet mellem de diskrete, rationale

Tal og de kontinuerte reelle Tal er heller ingenlunde nogen skarp Modsætning. Skjondt de

reelle Tal utvivlsomt udgjør en afsluttet Gruppe, som gjennem Konlinuitetsaxiomet gjør sig

gjældende med en vis Nødvendighed, saa forhindrer det dog ikke, at de rationale Tals

Gruppe optræder indenfor hin som de særlig og i egentlig Forstand nødvendige Tal. Og

naar vi nu skulle gaa over til at betragte de Grupper af mulige Tal, som kunne knyttes

som Udvidelser til hver af de omtalte Arter af nødvendige Tal, saa vil det vise sig, at ialt-

fald den allervigtigste Del af de irrationale Tal ogsaa uden Kontinuiletsaxiomet ville findes

som Tillæg til de rationale Tals System.

Af det Sagte fremgaar Grunden til, at vi i det Følgende ville lægge de rationale

Tal til Grund og særlig tænke paa dem , hvor der ikke udtrykkeligt til Benævnelsen nød-

vendige Tal knyttes særlige nærmere Bestemmelser. Ud Ira den rationale Talarts Under-

søgelse med Hensyn til dens mulige Forøgelser kan man med Lethed slutte til begge



480 30

Skier angaaeiide baadc de hele Talarters og den reelle Talaris mulige Tal, altsaa over-

hovedet til alle Former af Begrebet:

Mulige Tal.

Naar man — hvad vi her overspringe, men Ibrudsælle udført — med den ene eller

den anden Art al' nødveudige Tal har udviklet Læren om Afhængighederne indtil de alminde-

ligste Former for Kombinationer af de <i principale Regningsarter og grundlagt Funktions-

læren, stoder man under den videre Fremgang som bekjendt ved Ligningerne af 2den og

højere urader paa saadanne Afhængigheder, som i nogle Tilfælde aabenbart ere flei lydige,

i andre bevislig umulige at tilfredsstille ved nødvendige Tal. Da der nu ikke lader sig føre,

iallfald ikke er ført almengyldigt Bevis for, at ogsaa saadanne Ligninger altid skulle have

Losninger i Tal, kan der ikke herfra bentes noget Argument, som ligefrem tvinger os til

at erkjende andre Tal for nødvendige, end f. Ex. de rationale. Vi ere saaledes ikke beret-

tigede til af Mangelen af rationale Løsninger før æ- = 2 at slutte, at t'2 skal være el Tal,

end mindre et saadant Tal , som kan adderes og multipliceres efter de kommutative

Principer.

Endnu urigtigere vilde dog den modsatte Slutning være, al fordi V'2 ikke er noget

af de Tal, som vi have erkjendt før nodvendige, derfor skidde det ikke kunne være noget

Tal. De Midler, Numeralers Modsætning og Tilføjelse af identiske Numeraler, som vi have

benyttet, før ud fra Tallene og 1 at slutte os til de øvrige Tal, ere vel, saavidt det kan

vides, de eneste, der i Almindelighed staa til vor Uaadighed; men vort Kjendskab lil disse

Midler afskjærer ikke Muligheden af, at der, naar Talen er om et bestemt Slags Forestil-

linger, kan existere andre Midler til ud fra en vilkaarlig Enhed at bestemme Numeralerne

i Gruppen. Og fordi de Forestillinger og deres Numeraler, der bestemmes ved rationale

Tal, danne en Gruppe, hvori enhver Bestemmelse kan anbringes paa henholdsvis enhver

Forestilling og ethvert Numeral, uden at Resultatet overskrider Gruppens Grændser, derfor

kan en saadan Gruppe dog meget vel være en Del af en endnu mere omfattende Gruppe.

Endog uden alt Hensyn til Ligningerne af højere Grader, maa vi, naar vi tilsigte fuld-

stændigt Overblik over bele Talsystemet, forudsætte Muligheden af, at der

kan existere Tal, som ikke høre til dem, som vi have erkjendt for nødven-

dige. Og den Omstændighed, at vi ikke kjende noget Middel, som direkte kan angive

os, at det overbovedet er umuligt at paavise Tal med andre end visse forud bestemmelige

Kjendetegu, har kun til Følge, at vi overfør Spørgsmaal om yderligere Muligheder af Tal

maa give vort Spørgsmaal bestemtere Form, at vi sukeessivt maa opstille H y pot h es er

om de Egenskaber, som vi tænke os, at de mulige, ikke nødvendige Tal skulle besidde.

Prøven paa hver Hypothese og eventuelt Beviset for de Hypothesen indskrænkende

Betingelser maa da føres paa følgende Maade : Ved de bypolheliske Sætninger i Forbindelse
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med et tilstrækkelig! Udvalg af de principale Sætninger, som definitionsmæssig gjælde for

alle Tal, udvikles specielle Healer for alle i principale Regningsarter, saaledes at alle de

Talformer kunne kjendes, hvis Existens med Nødvendighed følger af den gjorte Hypothese,

idet saavel Modsætningen og Additionen som Reciprociteten og Multiplikationen med hvilke-

somhelst Tal af samme Art skal give et Tal til Resultat. Det kræves da, at alle de

nævnte Regningsarter skulle være entydige, at Modsætningen og Recipro-

citeten skulle være symmetriske Afhængigheder, at haade Addition og Mul-

tiplikation skulle h e s i d d e Omvendingsprincipet og det associative Princip,

al det distributive Princip for Multiplikator som Sum skal gjælde, og endelig

al l'nd tagelses sætninger ne om skulle staa ved Magt: 0..r = 0, ,r.0=0, og

omvendt , at .ry = kræver enten x = eller y = 0. Naar alle disse Betingelser ere op-

fyldte, erkjende vi saadanne hy pothetiske Tal for mulige Tal.

Jeg anser nemlig de nævnte Sætninger for at være en Oversættelse af Tallets De-

finition i det malhematiske Tegnsprog. Er dette Tilfældet, da maa slige Talformer ikke

blot erkjendes som mulige Tal, men ubetinget anerkjendes som fuldt berettigede. Skulde

det ved min Fejl (jvnfr. Noterne Side 20, 22 og 27) ikke være lykkedes mig at frembringe

Kongruens imellem de lo Former for Tallets Definition, saa vilde jeg overfor det foreliggende

Spørgsmaal, om hypothetiske Tals Anerkjendelse, holde mig til de her angivne Kjendetegn.

I Virkeligheden er det disse, som ved at suppleres med de nødvendige Definitioner for

benævnte Tal og malhematiske Forestillinger ere blevne oversatte i det sædvanlige Sprog

(Mathematisk Tidsskrift 1880, Side 54 til GI) til vor nærværende Definition for Tallet og

ikke omvendt. Jeg haaber, at det vil erkjendes, at der er vundet noget væsentligt ved

denne Oversættelse , men det har været overordentlig vanskeligt at udforme denne Over-

sættelse i det forholdsvis vage Skriftsprog, som er uddannet under et System af paa dette

Punkt uholdbare Forudsætninger.

Ethvert System af mulige Tal maa omfatte en fuldstændig Art al nødvendige Tal

og knytte sig til denne som dens Udvidelse; i Almindelighed vil der da for hver Art nød-

vendige Tal gives et analogt System eller flere af mulige Tal. Men enhver Slags mulige Tal vil

ogsaa som Talart kunne blive Udgangspunktet for nye Udvidelser af Begrebet mulige Tal.

Det har. naturligvis baade i theoretisk og i praktisk Henseende stor Interesse at

here Talbegrebet at kjende i alle dets mulige Arter. Efterhaanden som Talbegrebet læres

at kjende i større Omfang, kommer det i Betragtning, om der gives konkrete Forestillinger

svarende til de theoretisk mulige Talformer, saaledes at disse derved maa erkjendes for

virkelige Tal. I denne Henseende vil det være afgjørende, om der efter Forestillingernes

Beskaffenhed kan paavises andre Bestemmelser af deres benævnte Tal ved Numeralsnume-

raler end saadanne, som hidrøre fra en Enheds Modsætning og Addition. Til Exempel skal

jeg henlede Tanken paa den Betydning, det for Planens Punktgeometri har, al almindelig
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Ligedannethedsbestemmelse her haves ved Siden af Modsætnings- og Additionsbestcmmel-

sen, som kun føre til Bestemmelser for Punkter paa en ret Linie.

Da de kommulative I'rinciper ere fundne gyldige for alle de nødvendige Tal, laa

det nær at begynde Søgningen efter mulige Tal med den Hypothese, at der uden for disse

kan gives Tal, som besidde de komroutative I'rinciper. Man vilde, efter at have fundet alle

mulige kommutative Tal ingenlunde være fritaget for al spørge videre, om der ikke ogsaa

var Mulighed for ikke kommutative Tal; men hvor naturlig disse end kunne være beslægtede

med de nødvendige. Tal, vil den store Simpelhed i den sædvanlige Mathematik lide væsentlige

Skaar ved Savnet blot af et af de kommulative Principer, saa al Tallenes Forhold overfor

disse altid vil paatvinge sig som en meget vægtig Grund til en Inddeling af Tallene.

Forsøger man imidlertid nærmere Hypothesen om de kommutative Principers Gyl-

dighed, saa vil man finde, at Modsætningens og Additionens Ildvikling og Prøven derefter

kan udføres, men at Hypothesen overfor Multiplikationen er for vid til, at man uden yder-

ligere Hypothese kan udvikle Regningsreglerne. Den udfyldende Hypothese, som her naturligst

tilbyder sig, nemlig at de mulige Tal skulle have en n-leddet Hovedform, til hvilken Resul-

taterne af Regningsarterne alle vende tilbage, kan imidlertid ogsaa opstilles uafhængig af

Hypothesen om de kommutative Principer, og er vel ogsaa selv for vid til i Almindelighed

at gjøre al yderligere Hypothese overflødig, den kan dog føre videre end hin, og de Til-

lægshypotheser, som den endelig kræver, synes mindre betydelige. Derfor vælge vi denne.

Lad os nemlig aller først betragte de nødvendige Følger af, at ét Tal i antages at

existere uden a't hore til de nødvendige Tal. Ved Multiplikation med og Addition lil

hvilkesombelst nødvendige Til a og b fremtvinges alle de i Formen

a -\- bi

indbefattede Tal, og af saadanne kunne ikke to være indbyrdes identiske,

o -f- bi — c -\- di
,

med mindre baade a = c og b= d. Thi Ligningen medfører

— o -f- a -+- bi + (— d )i = — a -f- c -f di + (— d
)
i

eller {b — d)i = c — a
,

c — a
altsaa vilde i = -, ,

6 — d

imod Antagelsen fremstille i som el nødvendigt Tal, med mindre som sagt a = c og b =(/.

Specielt kan o -f- bi ikke være et nødvendigt Tal, med mindre b = 0. Antagelsen af et

eneste ikke nødvendigt Tal medfører altsaa idetmindste en saadan Mangfoldighed af

relativt nødvendige Tal, som maa betegnes som dobbelt, idel de nødvendige Tals Mangfol-

dighed sættes som enkelt. Men Mangfoldigheden kan være endnu større, nemlig hvis ikke

alle i Regningsarter med Tal af Formen a -\- bi skulde give Resultater al denne samme

Form, Dér vil altsaa være Grund lil en Inddeling og lil al stille Hypothesen om de mulige
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Tal saaledes, al det først skal undersøges, om man kan udruste det bypothetiske Tal i

med Jen Egenskab, at alle \ Regningsarter i hvilkensomhelsl Kombination af dette med

nødvendige Tal føre lil Resultater af den simplest mulige Form, a -j- Id. Naar Bevis er

ført for Muligheden af disse Tal, ville vi kalde dem Tal af to Dimensioner, medens de

nødvendige Tal opstilles som Tal af én Dimension.

Naar Spørgsmaalet om Tal af to Dimensioner er besvaret, kan man methodisk søge

at udtømme det almindelige Spørgsmaal ved efterbaanden al undersøge Muligheden af

Tal af tre

a + bi -\- ej

og fire a -\- bi -f- ej -\- <//,•

,

o. s.v., af« Dimensioner, bestandig saaledes, at det forudsætles, al alle i Regningsarter paa

hvert Stadium fører til Resultater af paagjældende Form.

Tal af to Dimensioner.

Overfor Tal af to Dimensioner er Hypothesen altsaa, at enhver Kombination af de

i principale Regningsarter med Tal af Formen a-\-bi skal give et Résultai af samme Form.

Altsaa

— (a + bi) = e +ft, («+ bi) + (c -f di) = g+ h i
,

, ,

.

= p + qi
,

(a+ bi) , {c 4- di) = r+ si,

hvor e og/, p og q ere entydigt bestemle ved « og b, og ligeledes g og h, r og s ved

a, /;, c, og d. Men skjøndt disse Bestemmelser ere at søge som ubekjendte, kræver dog

vor Opgave ingenlunde, at fuldt saa mange ubestemte Funktioner indføres. Alle Bestem-

melserne skulle ske i nødvendige Tal.

Hvad for det første Modsætningen og Additionen angaar, er det tilstrækkeligt

al sætte yi + x = <p (,r, y) + <p (x, y) . i.

Skrives Ligningen for Modsætning

= [e + fi)-\- (a + bi)

= « + i» («,/) + (p(a, /) + *)•»,
haves

= 6+ <f(a,f),

= e + </;(a,f.)

til Bestemmelse af e og/, saa snart det vides, hvilke Operationer der betegnes med fQg<p.

Og Additionen giver under samme Forudsætning, idel

g + hi = (a+ bi) + (c+ di)

= a + ø(e
> 6)+ (f (e

l &)+ d)i
1

g og li ved g = a + </' (c, b)

h = <p (c, li) + d.

vi.li'nsU Solsk, Skr., 6 Række, naturvidensk. >>? mathem. Afd. II- 11. Cl
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Men enhver af de principale Sætninger om disse to Hegningsarter giver lüdrag til al finde

de Betingelser, som ip og <p maa opfylde. Entydigheds- og Omvendingsprineipeme kræve ikke

blot, at selve <p og ip skulle være entydige Operationer, der med nødvendige Tal give Funk-

tionsværdierne i nodvendige Tal, men ogsaa, at de indirekte Bestemmelser at'

x ved y og <p(x,y) samt y ved x og <p[æ,y)

skulle være entydige i nodvendige Tal. Desuden maa specielt

<t>[0,y)
= 0, tp(x,Q) = x, v {0,y) = y og f(x,Q) = 0.

Fordringen om, al ethvert Tal skal være sit modsalte Tals modsalle Tal giver os Fnnk-

tionalligningerne,

= /+?(— {*(«,/>, -f(«,/0
= « + ip{-<p(a,}\ -<p(a,f)).

Og Additionens associative Princip,

{(a -f tø) + (c + &")) -f (* -f /i) = (a + tø) + ((c + di) + (<> + / i))

giver Funktional ligningerne

jMc, 6) + VM<\ f I«, 6) + d) = jj(c + <p[e, d), b)

og js(«, <p (c, b) -f- d) = p(c -I- $£(e, d), b) f p(e, d).

I Stedet for delte Fuldstændige og almindelige Udtryk for det associative Princip kan man

dog sætte simplere, som hentes fra Summer af Formerne

y . i -\- x -f- z og h . i + y . i 4- .?'

under deres Behandling efter det associative Princip. Her kan den Omstændighed nemlig

føres til Nytte, al det kommutative Princip vides al gjælde for alle nodvendige Tal. Saa-

ledes faas de fire dobbelte Funktionalligninger,

4 (* > y) + 4 ) <p (•<-'
> J") = 4> (

Æ + 2
1 yi = ç'' l* ) .v) + c''

r
i p I« i m) ,

<p{z,ip (x
, y))

=
<f

(.V + Z
,

,!/)
= ÇT [> , {5 I c

,
//I) .

ji ( ip (.?

,

y), «) = ip (x,y+ u) =
j4 tø (.r , w) , y) ,

Og }u(Æ,y) + p(^(*,y), w) = p(«,y-fM) = {»(#,?«) + <p{ip(x,u),y).

hisse Funktionalligninger tilfredsstilles ved

4>(a,b) = ».
,

p>(a,&) = 6,

og da herefter tø-|-a = a -f tø, er Additionens kommutative Princip indicere! som

Grundbestemmelse for et af de mulige Systemer af todimensionale Tal. Yderligere er

det let nok al se, at denne Antagelse opfylder alle de Betingelser, som

Modsætningen og Additionen medføre.

Derimod er det meget vanskeligt at løse Funktionalligningerne eller nogle af dem

paa en saadan Maade, al ogsaa alle andre Muligheder træde for Dagen. Dog er del lykkedes

mig — se Bilag I — at bevise, al der blandl Funktioner, som kunne differentieres, ikke

.nives andre end følgende Former for lp Og lp:
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nx + m»— «'/// ' - " n* + m" — u ' m" '

hvor m og n ere arbitrære Konstanter. Naar »= l eller m = I
, blive disse Former dog

ubrugelige og erstattes med henholdsvis

?[x,y) = y i I ?(*>#) = «/«*;

og, naar begge undtagelsestilfælde samtidig indtræde, med ovennævnte vigtige Tonn,

v

'<

(.<,//> = Æ
) ¥>(»,#) = y-

Kun denne Form skulle vi nærmere betragte, llii, som det vil ses af nævnte Bilag,

kan der, naar samtlige Betingelser skulle kræves opfyldte, ikke gives todimensionale Tal

svarende til de almindeligere Former.

Af Additionens kommutative Princip, som altsaa gjælder for de nævnte, endnu

hypothetiske Tal af to Dimensioner, følger en vigtig Sætning, livorpaa Undersøgelsen af

Multiplikationsbetingelserne maa støttes, nemlig: Naar .Multiplikator er et nødvendigt

Tal, gjælder det distributive Princip ogsaa for M ul ti pi i kan il ns som en Sum,

hvis Addender hore til en Tal art, hvis Addition almindelig er komm utal i v.

I tel vil være tilstrækkeligt her at antyde, hvorledes Beviset føres, naar Multiplikator er

rational, altsaa for Sætningen

— (a -r- bi+ . . . + dk) = — a -\ b i + . . . — d.k
,

H >l II II

hvor m er hel og » et Antal. Multiplikation med n giver

ii—\ (a+ bi+.. .4-dk) = — a-\ bi-\- . . . ~\ dk -f- . . .

i_ n I h n n

!

m
1+ 7" +
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(a -\- hi) . (c+ di) = a (c -\- d i) + 6 .
* (c -f tZt)

= a(e -f dt) -f- i ( //(<, (7) + (r (c, d) . i)

= «c + 6 H(c, d) +{ad + bG (c, (Z) } . i.

Skulle nu specielt a -\- bi og c + di være reciproke, maa

1 = ac + bH[e,d) og = ad + bG{c,d)
,

hvorved a og b let Ondes udtrykte ved c og d.

Til Bestemmelsen af Operationerne // og G kunne nu vel alle de almengyldige

Sætninger om Reciprocitet og Multiplikation give Bidrag, men medens de fleste af disse

kun begrændse Mulighederne i ringe Grad, vil Multiplikationens associative Princip alene

være i Stand til al bestemme det Søgte saaledes, at vi kun ville behove de øvrige Principer

til Kritiken af Resultatet.

Af [a+bi] . ((c+ dt) . [e+fi]) = ((a+bi) . {c+ di)) . [e+fi]

følge de to Funktionalligninger,

H{ce + dH(eJ) , cf + dG(e,f)) = H(c, d) . e + G(c, d) . Hie, f) ,

G{ee + dH{e,f) , cf + dG(e,f)} = Hic, d).f + G [c, d . G(e,f).

Dersom Hensigten er at finde alle mulige Løsninger af disse Funktionalligninger, er det

vist umuligt at opnaa saadant. Men tillader man sig at kræve, at G og H skulle være

Funktioner, som kunne differentieres, saa skal jeg i Bilag 11 meddele væsentlige Bidrag til

Losningen , ikke blot for todimensionale Tal men ogsaa af den analoge for »-dimensionale

Tal. Navnlig vil man i dette Bilag finde bevist, at det er en nødvendig Belingelse for nær-

værende Opgaves Mulighed, at der existerer hele, homogene Funktioner af anden Grad med

to Variable, som paa uendelig mange Maader ved lineær Transformation vende tilbage til

samme Form ,
— og nu er det bekjendt nok, at dette gjælder om alle disse binære anden

urads Funktioner; endvidere at Koefficienterne i den omtalte lineære Transformation ved

deres indbyrdes Relationer ville vise os Loven for de søgte Funktioner, saaledes at her

x = av -\- IJ[a, b) a og y = bv -j- G[a, b) u

skulle transformere Funktionen,

x1 — Imxy — ny-
,

lil r(u2 — 2mvtt — hu").

Af Betingelserne herfor:

a- — 2 m ab — nb 2 = r

all— m (a G -\- b //) — nb G = — r m

H2 — 2mHG— nG* = —m,
hvor H= H(a,b) , G= G{a,b), udledes, idet g- = I,

a G — bil = r s
,

og af denne i Forening med den anden af de oprindelige Betingelser findes
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Il {a, li) = — ma -\- s . (ma -(- u b)

G (a, b) = e . (a — mb) — mb
,

altsaa Formler med to arbitrære Konstanter, der efter Fortegnet e give os to Muligheder,

sum det har særlig Interesse at prove overfor vore Funktionalligninger eller selve Recipro-

citetens og Multiplikationens almengyldige Sætninger:

A) Naar e = + 1 , er

H[x,y) = ny og G(x,y) = x — lmy.

Bertil svarer Multiplikationsloven : Naar

* + !/
i =

(-»'s + >/-2') K + y ii i >

skal x = xi x 1 -f nyj//!

y = Æ
'a.'/i + y«^i

—'2m !/2>/i-

Det ses strax, at denne Mulliplikationslov er kommutaliv. Uisse Formler og deres Under-

søgelse bliver noget simplere, naar vi gjennemgaaende skrive x — my = z, hvortil svarer,

at man ved det specielle Valg k = m -j- i af det forste hypothetiske Tal, overfører den

almindelige Form af de todimensionale Tal

x-\-yi = z-\-y(m-{-i) til = z + yk.

Saaledes er for z -{- yk = {z
2 -f-

y.,k) . («, +y t
k\

3 = «2-1 +Pl/-l</>

y = s -2>h + y-2 s
i >

idel p = »C- -j- «- Hermed viser det sig nu, at alle Betingelserne kunne opfyldes:

Skulle z., + y.,k og z
x + «/!& være reciproke, maa

«1
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var = p. Som bekjendl kan denne Fordring jo meget vel realiseres; og vi skulle snart

omtale, hvorledes det gjælder om alle Arter af nødvendige Tal, at de kunne suppleres

til Systemer af to Dimensioner; men først ville vi betragte vort andet Tilfælde:

B) hvor s = — 1 , altsaa

H[as,y) = —2 mas— ny og 0(as,y) = — as.

Multiplikalionsloven vil allsaa være folgende:

Naar x'-\-y'i = (,r.
2 -f y%i)[x 1 +y t

i),

maa as' = as.
l
x

l
— n.y iy 1

— 2mi/.,.i:
{

og !/' = «2^1 — ys *i.

Indføres hor samme lielegnelse som i A), z = x — my, m- +n — p og m
-J-

i = Æ,

haves simplere 2' = z
2
Z! — py^Ji

y = z2Vi— y**\-

Skal her z2 + «/ 2
Æ være reciprok med s

,
-(- y [

k , maa

**
= p— flt?«

S '/2
= P^^T* '

-1
—

PUi ~i /^î

5i
=

,2 „ , . « °§ y>
= =

2 2 , , „ 2 '

*2 P^2 *2 Wl
som ikke frembyde nogen Modsigelse mod de almindelige Principer, men kun den samme

Betingelse som under A). Men Multiplikationen, (1er vilde være entydig, vilde ikke ube-

tinget fyldestgjøre det associative Princip, og derfor maa dette Alternativ forkastes som

en selvstændig Losning. Helt uden Betydning er det dog ikke. Betegne vi den Regningsart,

Multiplikation tør den ikke kaldes, som vilde svare til — 1 =s med Tegnet o, saa kunne

vi karakterisere den ud fra den virkelige Multiplikation ved

(z 2 + y,k) o (3j + yi k) = («s
— y.,k) . (z, + yjz).

Medens det da er klart, at for tre Faktorer

((Za + ya*) ° (
z
* + !hM ° 1*1+^1*) = («a+^s*) ('2 — lli

k
1 (-1 +!fik )

i Strid med det associative Princip er forskjellig fra

(«3 + 2/8*) ° 0*2 +#2*) ° («1 +2/l Æ = <S 3 — 3^1 i
Z
2 —y-l k

) (*! + #1*) )

vil dog ((«3+ 3/a^)o(z2 + J'2*))o(Äi+«f'iÄ) = («a + y»*) J
2 + y^ ° (

z
i + Z/i

Ä'»
i

saa at dog paa en Maade det associative Princip kunde opretholdes, dersom man turde

have begge Slags Multiplikationer i sideordnet Anvendelse. Dette forbydes nu rigtignok

ved Fordringen om Multiplikationens Entydighed; men den Forandring af k lil — k, som

herefter skulde kunne forekomme i Multiplikator, er overhovedet en aldeles nødvendig

Operation for Tallene med to Dimensioner. Thi et saadant Tal vil man ikke kunne siges

at kjende, med mindre man er i Stand til at bestemme begge dets Addender, c og yk i

Formen :-\-yk = </ alene ved q og k, og denne Opgave lader sig ikke luse ved de i
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principale Regningsarter; men knever med INodvendighrd m 5te. Sum denne opstille \i

under Navn af Omlægning den i l!i forekommende Ombytning af k med — k. Naar

q = z + yk,

sætte \i almindelig </ c — ///•'.

Omlægningen har Analogi baade med Modsætningen og med Reciprociteten. Dens Hoved-

egenskab er, ni enhver ved de i principale Regningsarters Kombination dannet Punktion

omlægges ved Omlægning af alle indgaaende Tal, i uforandret Sammenstilling, Konstanter

saavel som Variable,

./'(</,, . . . q„) =/('/i, ••• jul-

Specielt mærkes, al q -f- g saavelsom q.q repræsentere nødvendige Tal, medens

7 — ij er Produktet af et nødvendigt Tal og k.

Vi kunne nu nærmere se, hvad Betingelsen er, for at Tallene af to Dimensioner

ikke hlot skulle have abstrakt Betydning som mulige, men virkelig Betydning i det Kon-

krete: /> og — k fyldestgjøre begge Ligningen k- = p, og ere ikke heller paa anden tunnel

Maade entydig bestemle ved og I. Imidlertid skal der kunne gjøres Forskjel paa dem, og

denne l-'orskjel maa da hero paa en konkret Egenskab ved Forestillingerne. Paa Planens

(ïeometri blive de todimensionale Tal anvendelige, fordi man der kan gjørc Forskjel paa

Bestemmelserne i «til hejre» og «til venstre» ; men paa f. Ex. Tidsforestillinger ere

todimensionale Tal uanvendelige, fordi ingen saadan Forskjel existerer i Tiden.

Todimensionale Tal ere mulige svarende til alle de i det foregaaende omtalte Arter

af nødvendige Tal, men under væsentlig forskjellige Vilkaar:

I de begrændsede Talsystemer, hvor el Primtal p = 0, vil — afset fra p = 2 — for-

uden Halvdelen af de øvrige nødvendige Tal være Kvadrattal. Et hvilketsomhelsl ikke-

kvadratisk Tal kan sættes = k 2
(et saadant er — I, naar p = -i?* + 3). Kvadratroden

al hvilketsomhelst , ikke- kvadratisk
, nødvendigt Tal vil da have Formen mk. Systemet

af de todimensionale Tal n -\- mk vil være afsluttet i sig overfor de 4 principale Regnings-

arter, men ikke overfor Ligninger af anden eller højere Grad.

For det ubegrændsede System af de diskontinuerte , rationale Tal er der Forskjel

paa kvadratiske og ikke - kvadratiske Tal; ethvert af sidstnævnte, men simplest ethvert

positivt eller negativt helt Tal, uden kvadratiske Primfaktorer, kan sættes = k-, men hvert

af dem frembringer sit særlige System af todimensionale Tal, |/3 kan f. Ex. ikke bringes paa

Formen o-|-M'2. Hvert af disse Systemer er i sig afsluttet overfor de 4 principale Reg-

ningsarter, men ikke overfor Ligninger af 2den eller højere Grad, og Kombination af Tal

af flere forskjellige Systemer fører til Tal med flere end to Dimensioner.

I de kontinuerte Tals System ere derimod samtlige positive Tal kvadratiske, men

intet negativt; ethvert negativt Tal, simplest — 1 , kan sæltes = k" . Delle eneste, de
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sædvanlige binært komplexe Tals System er afsluttet i sig overfor enhver, idetmindste

enhver algebraisk Ligning, der dannes med de i principale Regningsarter, men er ligesaalidl

som i de to foregaaende Talarter afsluttet i sig overfor saadanne Ligninger, hvori foruden

,r ogsaa det omlagte Tal x indgaar.

Tal af flere end to Dimensioner.

Skjøndt jeg aldeles ikke har til Hensigt her at ville blot tilnærmelsesvis udtomme

Emnet eller berige Videnskaben med hidtil ukjendte Talarler — man vil se, at Resultatet

snarere bliver det modsatte — maa jeg dog anlægge de systematiske Grundtræk saa bredt

som muligt, dels for at opfordre til Undersøgelser i de Retninger, hvor nye Opdagelser

kunne ventes, dels for at vise den Svaghed, der klæber ogsaa ved den Form for Hypothesen

om mulige Tal, som vi her have valgt: den forudsatte Egenskab ved disse Tal, at de skulle

kunne karakteriseres tilstrækkelig og inddeles efter Antal af Dimensioner.

Medens saadan Hypothese for todimensionale Tal viser sig at være tilstrækkelig til

at afgive bestemte Former for de i Regningsarter, vil man strax mærke el Savn, naar

man prøver en analog Behandling af Tilfældet med 3 Dimensioner; det synes lier ikke at

være ligegyldigt, hvorledes vi vælge Hovedformen, blandt dem, der frembyde sig ved prin-

cipale Regningsoperationer med nødvendige Tal og to bypolhetiske Tal i og j. Vælge vi

Formen

t = a + b i -\- ej

til Hovedform, og kræve, at / ikke kan bringes paa Formen a-^-bi, i ikke skrives a -|- ej

og al intet nødvendigt Tal kan være bi + cj, saa er i vel entydig givet ved de tre nød-

vendige Tal «, b og c, men ikke nødvendigvis omvendt disse ved t. Tænke vi os nemlig,

at a -\- bi + ej = a' + b'i -f e'j

uden at a = a', b = b' og tillige c = c', saa ville vi vel kunne slutte, at

bi -\- (c— c'\j = (a'— a) -j- b'i

og j = r—

p

(~ bi + {a'~ a) + '''*)
'

men heri ligger nu ikke, som ved to Dimensioner, nogen Umulighed, som kunde tvinge os

til at forkaste saadan Antagelse. Enten skulle vi da vrage denne Hovedform med overmaade

ringe Udsigt til at finde en, der var bedre; eller ogsaa maa vi skaffe os den uundværlige

Adgang til at reducere Afhængighederne mellem de tredimensionale Tal til Afhængigheder

mellem nødvendige Tal derved , at vi knytte liegrebet Dimensioner særlig til denne Hoved-

form , idet vi forlange den forstaaet saaledes, at a, b og c skulle være entydig be-

stemte ved t= a+ bi+ cj. Jeg antager, at denne sidste Udvej maa vælges, uagtet man

derved opgiver llaabel om al kunne udtomme Begrebets mulige Tal ved sukcessiv Behandling
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af Tal med tre, fire ... n Dimensioner og sluttelig saadanne, som ikke ved Regningsarterne

holde sig indenfor noget endeligt Antal af Dimensioner.

Den saaledes modificerede Hypothese aabncr Mulighed for at finde Talarter, hvis

Addition ikke er kommutativ. Men her ville vi ogsaa nøjes med at antyde denne Mulighed,

og begrændse os til at søge saadanne mulige Tal, for hvilke Addendernes Orden er lige-

gyldig. Det er let nok at se, at denne Begrændsning baade for tre og flere Dimensioner

gjør den foregaaende Indskrænkning overflødig; gjældcr Additionens kommutative Princip

for Tal af n Dimensioner, da er Hovedformen ubetinget a -{- bi -\- ... -\- dk, med entydig

Bestemmelse af Koefficienterne «, b, ... d ved det n-dimensionale Tal.

Enhver Addition fører tilbage til denne Form,

(x2 +y 2 i+...+U t k) + K-f y^+.-.+Mji) =
= (*'2+-*l) + l</«+<Jl)i+ ••• +(H

2
+U

l
)k.

Summen er da entydig, omvendelig og associativ, fordi disse Egenskaber tilkomme de nød-

vendige Talkoefficienter .?'

2 +-!'i> l/s +#i i
••• «2+™i ' hvert af dens Led. I alt, hvad

Additionen og Modsætningen angaar, ere altsaa i, ... k, (n — I i Antal) mulige Tal i et

System af n Dimensioner.

Spørgsmaalet bliver altsaa kun, om slige Tal og deres relativt nødvendige Tal ogsaa

overfor Reciprocitetens og Multiplikationens principale Sætninger forholde sig som n-dimen-

sionale Tal.

I fuldstændig Almindelighed kræver Hypothesen kun, at

i(x+yi+... + uk) = .*' + y'i+ ... + u' k

k{x-\-yi+ . . . + uk) = ,r<
n-') + y("-J

) i+ ... -{- «<"-')/;

,

hvor æ'',!/', ...u' ... og æ'"-'), ^("-'i
.
..?«("-') skulle være nødvendige Tal og Funktioner af de

nødvendige Tal æ,y ... u. Af Bilag II vil det ses, at denne Fordring i Forbindelse med

Multiplikationens associative Princip afgiver virkelig bestemmende Funktionalligninger. Men

da det kun for Tilfældet n = 3 er lykkedes mig at gjennemfore Løsningen til explicit Form,

og da min Undersøgelse ikke har ført mig til andre Talformer end saadanne, som kunne

betragtes som forud bekjendte, og da endelig disse alle kunne karakteriseres derved, at det

distributive Princip gjælder baade for Multiplikator og Multiplikandus, saa kan jeg gjøre min

Fremstilling simplere ved at drage dette Princips Gyldighed ind under Hypothesen.

Men er Multiplikanden distributiv, saa vise de sidst anførte Ligninger let nok ved

Funktionalligningen F(æu yu ... u
x ) -f- F(x 2 ,y2 ,

. .. u% ) = F(x
l
-[-xi ,y l -{-yi , ...t^+ Mj), at

i;', y',... u' ... og æ'("-1 ', ?/("—') ... «("-') alle maa være lineære homogene Funktioner af æ, y
...m, saafremt disse ere nødvendige Tal — en Forudsætning, som vi med Flid gjentage.

Koefficienterne i disse Funktioner skulle være nødvendige Tal.

Viilr-n.sk. Sclsk. Skr., 6. Kække, naturvidensk. ob matli. Afd. Il II. .,
.,
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For at komme til de explicite Udtryk for Multiplikationen og Reciprociteten og faa

dem prøvede, gjælder det da kun om al bestemme disse Koefficienter; men dette viser

sig at være et stort Arbejde. Koefficienternes Antal er n 2 \n — 1), saamange Ubestemte

skulle findes ved Ligninger, som repræsentere de almengyldige. Principer. Alene Multipli-

kationens associative Princip medfører n'å [n — I) Ligninger. Rigtignok kan man allerede ved

selve det distributive Princip bevise, at ai= ia, ... ak— ka, og derved reducere begge

disse Antal noget: Koefficienterne til dem, som forekomme i Udtrykkene for

ii ik

ki, ..., kk

som n-dimensionale Tal, disses Antal er n{n— I)-; og Ligningernes Antal bliver ved en

Række Identiteter bragt ned lil n{n— l)
a

,
disse ere alle af 2den Grad. Efter Koefficienternes

Restemmelse bliver der altsaa n (n— 1)- (n— 2) Betingelser, om hvilke det skal bevises, al

de alle ere identisk fyldestgjorte. Man maa altsaa søge ad andre Veje at komme ud over

en saa betydelig Vanskeligbed. Et Middel hertil er allerede anvendt af Weierstrass ved en

analog Undersøgelse, og bestaar i at erstatte de overflødig vilkaarlig ansatte Grundtal i,...k

med Potenser af et enkelt, f. Ex. j.

Skal nemlig j tilhøre det n-dimensionale System, maa ogsaa

baade ,;' = o + ci 4- ... + <•/.',

i, I 1,2 i,»

p =, c -f- ci + . . . -f ck
,

2, 1 2.

2

8, »

og j" — c -\- et'.-\- . . . 4r ck
ri, 1 rt, 2 fl, n

og altsaa kunne udtrykkes lineært ved i,... k saaledes, at Koefficienterne ere nødvendige

Tal. Ved al multiplicere disse Ligninger og Identiteten 1 = I med passende Faktorer, der

ere nødvendige Tal og ikke alle = vil man allsaa fiude en Ligning,

«of + f
i
/"' + • • + cn-ij + cn = ,

og denne er enten af nie eller af lavere Grad. Saafremt den saaledes fundne Ligning

tænktes at være reduklibel, vil dens venstre Side lade sig opløse i Faktorer af lavere Grad,

hvis Koefficienter alle ere nødvendige Tal. I saa Fald maa j gjøre en af disse Faklorer

= 0, og kun til den deraf fremgaaende Ligning

<V + d
,
/-' -f . . . Jr-ij 4- dr = , (r < n)

behøve vi at tage Hensyn.

Hvis nu n = r, kunne de oprindelige Grundtal i,... k og dermed et hvilketsomhelst

af de hypotbetiske Tal af ?*-Dimensioner bestemmes ved Ligningerne for j,
j'2

, . . . j
<B-1)

og bringes paa Formen

«o + «ii + "J2 4- ... + «("-').;'"-'>,
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hvor a'erne ere nødvendige Tal. Dette Tilfælde skulle vi behandle som Opgavens Boved-

løsning.

Er derimod »•<«, vil Systemet af de hypolhctiske Tal af n Dimensioner omfatte

et System af r Dimensioner af Formen

b + bj+ ... +/v-,/"- l
>,

og delte, der kan behandles for sig ligesom det foregaaende n-dimensionale, vil vise sig at

være afsluttet i sig, og besidde alle de principale Egenskaber inklusive de kommutative

Principer ganske som de nødvendige Tal. Men heraf følger da vigtige Simplifikationer i

Behandlingen af det almindeligere, dette omfattende System, navnlig vil man kunne frem-

stille det almindelige mulige Tal som et saadant, der vil have færre Dimen-

sioner under Forudsætning af, at dets Grundtals Koefficienter ikke ere

nødvendige Tal, men r- dimensionale af j afledede Tal. Behandlingen af disse

Muligheder bør da aabenbart opsætles, til det ovenfor nævnte tlovedtilfælde n = r er

undersøgt. Ja! for ikke at skade Overskueligheden i det Følgende, maa vi nøjes med at

fremsætte Antydninger og ubeviste Paaslande om det hertilhorende.

Forelobig er det altsaa vor Forudsætning, at det distributive Princip gjælder for

begge Faktorer, og at de ».-dimensionale Tal have Formen

*+yj + ...+zj^- 2) +uji"-v,

hvor j er bestemt som Rod i den irreduktible Ligning

j» + ,:
x

y»-l + . . . -f cn_ij + C„ = Ü.

Det er da aabenbart, at Produktet

(* s + !/>) + + ~2J
n~2 + «si»

-1
) (*! +yd + + zii"-

2 + »i/"
-1

)

=

= x i m i
+...+Uss tt, +yt e l + ... +3*?, + u.i a:

l )j
n-i + ... + «„mj' 2'"-",

saavel i denne Form som efter ved Benyttelse af Udtrykket for j" at være reduceret til

(» — l)te Grad vil være entydigt og derhos symmetrisk med Hensyn til Indices, saa at Multi-

plikationen vil være kommutativ. Og da Multiplikationen foregaar efter Reglerne for Poly-

nomiers Multiplikation ganske, som om ; var et nødvendigt Tal, maa ogsaa Produktet af

tre eller flere Faktorer give en bestemt Funktion af ligesaamange Gange (n— 1) te Grad med

Hensyn til j, og entydig reduceres til én normal Form af (n— I) te Grad uden Hensyn til

Parenthesernes Stilling: Følgelig gjælder Multiplikationens associative Princip.

Spørgsmaalet, om j og de deraf folgende Tal kunne erkjendes for mulige Tal>

afhænger da blot af Forholdet til Omvendingsprincipet: Er Reciprociteten her entydig?

Betingelsen herfor udvikle vi mindst lige saa let ud fra de almindeligste Ligninger Side il.

i(se+yi -f- . . .
-f-

uh) = af -\- y'i -j- . . . u'k

k (.* + y i + . .. + uk) = .(,•<"-') +y ('- i) Ï+... + «<"--"/,

,

62*
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som ved de Forudsætninger, vi i det foregaaende have benyttet, om det distributive Princips

fuldstændige Gyldighed og Grundtallene som en Potensrække. Skal Produktet af to Fak-

torer Æj + y 1
i -+• . . . + u

x
k og Æ'

2 + Î/2 *'+•• + M s
k være = ' >

maa (smlgn. Bilag II)

Systemet af de n Ligninger haves:

1 = æ 2 x 1
-\-

y

i
æ

1

' -\- . . . + k,«,'"
-1

'

o = æ\, Hi4-y««i' + • •• +'1l"l
,
"" l)

.

Da Symmetrien mellem Indices her ikke er tvivlsom, er det tilstrækkeligt at bestemme

.c
2 ,

y.,, ... ii.i som lineære Ligningers Ubekjendle, og Entydigheden vil være sikret, naar

blot Determinanten

y. . y/, • • • yi
<B_1)

Mj , U
x
', . . .

!«!<"-*>

ikke kan blive == for noget andet System af nødvendige Talværdier end

x
\ = Vi = • • = "1 = u -

I vort specielle Tilfælde, hvor Grundtallene i, ... k ere de u— 1 forste Potenser

af et eneste hypothetisk Tal j, og hvor

j^+uj+ • • + ZJ
(
"~ 2> + HJ'"-

l)
i
= -v + ur + • + «i

(
"-13 - « (c« + «»-u + • • • + ^•

1 ./

(
"-'

,
) )

er altsaa

y = x — ucn_i ,

y" == æ' — »'<•„ _,

,.("-)) _„(»-2),
y
(B-l) _

,r (»-2) . .(»-2) C«-l

Hvad vi skulle bevise er, at Determinanten

D = «cK_i , x' — u'fn—i ,

,(«-') ,(»-2,. ,
(a-2)

r<"—2)
(
(("-2) £

,
^ (C ^

, ,
*. CG O . , ... * ' tt ' V

1

ikke kan blive = 0. Man ser nu let, at denne Determinant ved Elimination af de mar-

kerede Tal Æ(
''
)

, y
ir>

, ..., 5 (r)
,
«W kan skrives paa en iøjnefaldende simpel Form, som det

kan være tilstrækkeligt at nedskrive for Tilfældet »= 4,
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som antages at være irreduktibel i dut //(-dimensionale System, saa at j ikke tilhører dette,

saa feres vi til et System af almindelig mp Dimensioner. Ved specielt at lade c
l , ...,cv være

nødvendige Tal, kan man opnaa at lade to og ved yderligere Udvidelse hvilkesomhelst

Rodder i algebraiske Ligninger optræde samtidig i et og samme flerdimen-

sionale System, for hvilket atter alle de principale Sætninger gjælde, navnlig

begge de kommutative Principer og det fuldstændige distributive Princip.

Man kan tænke sig de to Rødder repræsenterede af j og as.

Kun maa vi herved bemærke, at man ikke maa mene hermed at have udtømt alle

Muligheder for flerdimensionale Tal med det distributive Princip. Vilde man søge at bevise

saadan Sætning, saa vilde man finde et svagt Punkt paa det Sted, hvor vi ovenfor fra det

distributive Princips Antagelse sluttede, at af, y\ ... o. s. v. ... z (-"~ i)
, u f"—'> skulle være

lineære homogene Funktioner af x, y, . . , z, u. Naar disse Koefficienter tænkes som fler-

dimensionale , er denne Slutning ikke tilladt. Ved Siden af de i principale Afhængigheder

optræder der jo allerede ved to Dimensioner en ny Afhængighed, Omlægningen; og

denne er distributiv. Naar a = b-\-c
}
er a=b + c. Som Følge heraf kan det distri-

butive Princip f. Ex. ogsaa fyldestgjores derved, at .»', y', . . ., s'"- 1
', «("-'> blive lineære

homogene Funktioner af æ, y, ... : og u, eller af disse ved Siden af x, y, . . ~, u. Og

denne Mulighed kan realiseres.

Lad i det to-dimensionale Tal x -\- yj , x og y selv være to-dimensionale Tal.

*• = 9 + ï' y = t) + v
* = 3 — v y = ^ — hi-

Lad i
2 -j- p = og i

2 + C| = 0, idet g, £, i), 3 samt p og q betegne nødvendige Tal, da

vil, idet j{x-\-yj\ — af+ y'j, ikke blot af — — qy, y
1
' = x kunne fyldestgjøre det distributive

Princip; men ogsaa

af = —qy og y' = x

vil vise sig brugbart. Den deraf følgende Multiplikationslôv

^2+y2Jn-r\+yJ) = x s X 1
— qt/ 2y, +(d:,y

l
+y.,-e

l )j

er nemlig ikke blot entydig, men ogsaa associativ, thi man finder

&a+yaj)-(.&i+yij)-{xi+yj)) = (i^a+yj) -{^i+yj)) -^i+yj) =
--= x 3 xi x 1 —q(^iij.,yi +y 3

.!'
2 !/i +y 3 ^2-l'i) + (-»a Æ2^i 4-*'

a ^2^'i + .Vs-^s -«i
— 1^»Z/2^ll7-

Kun er, som man ser, Multiplikationen her ikke kommutativ. Men Reciprociteten viser sig

at være entydig og symmetrisk. Betingelsen for, at [x
s -\-y 2j) og [i'

1
-\-y

1 j) skulle være

reciproke, er

I = xi x 1 —qi/iih og = x.
1 y l

-\-y-2 x x

eller explicit
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*-- =^

«, - •

'"'-' -- '/. =
~

y
' .

Æ-
2
.r., -f qy,y, ',.", +qy2ys

Kun tur Nævnerne lier ikke blive O for andre Værdier end g = ;,
— l) — 3 = 0. Følgelig

maa p og q være valgte saaledes, at

gs+ pjs+q^+ bqs* =
bliver umulig for andre Værdier end de nævnte g = ï = t) = ,',

= , hvortil det kan være

tilstrækkeligt, men ikke er nødvendigt, at p og q vælges positive.

Indsætter man i x-\-y.j Udtrykkene for x og y som todimensionale Tal og skriver

i.j = k, antager det den 4- dimensionale Form

9 4- S* + 9/+ .>
/c

>

for hvis Multiplikation Loven er, at naar

g -1- %i+\)j + $k = (g, -h £ s*-h IjJ+iï*) (9i+£i*'-r- »J + Si*) -

skal

9 = 929i— Pïïïi — iMi- Ptfåragi

£ = 9s£i + £s9i+ 1
1

1)2öi - qaï^i

5 = 9ï^i— PS2&1 + 9«9i+ P02Ï1

g = 9-2,'n + Eä^l— »2Ï1 + ,V2Ö1 ,

der simplest udirykkes saaledes, at det distributive Princip skal gjælde for begge Faktorer,

medens man i Stedet for det kommutative Princip skal anvende Tabellen

i. i = — p, i.j = k
,

ik = —
pj

j .i = — k
, j .j = — q ,

jk = q «

fc.t = py, K; = —qi, fc£ = — pq.

Altsaa Kvaternioner i Lighed med de llamiltonske. Af disse Kvaternioners

Mathematik skal her kun omlales et Par Sætninger:

Enhver Kvaternion tilfredsstiller en Ligning af anden Grad med nødvendige Tal i

Koefficienterne;

( 9 + £ i + »)j + h k I

2 — 2 9 • ( 9 + £
«'+ W + i

k
> + 9

2
-f P? + 9 lf + V q Ô

2 = 0.

Kvalernionerne have overhovedet den Egenskab, at en hvilkensomhelst Funktion af én Kva-

ternion og nødvendige Tal tilhører et todimensionalt System.

Naar q= g 4 %i + ty'+ å*

er i.q.'i = (— p)(g + £ ' — 1)7 — ä *)

/'•'/i = (— q)(g—ï*+9i—

î

fci

fc. ? .fc = l-pqilg— ï''—
1).; + i*)-



498 48

som Følge heraf kan man alene ved de 4 Regningsarier oplose enhver Rvaternion i dens

4 Hovedled:

8 4 l 1
"^ « "^ ü "^

fc/fc )

..,• _ JJ '7
,

*'?« i'/y *£*
\

1
', IT + » ~~

jj
~ hk I

hi — _Ll-2._i£*4.M_M* i
'7

4 1 I it
"*" # A/fe i

En særegen Omlægningsregning er her overflødig netop paa Grund af, at Multiplikationen

ikke er kommulativ. Omlægning i alle tre ikke nødvendige Dimensioner udføres ved

«- •-*-*-•* -rlf-iHMir} i

følgelig kan man nu ogsaa indenfor et hvilketsomhelst System af to Dimensioner erstatte

Omlægningen ved «ad hoc» til Systemet a + bi at knytte et fremmed Tal j med Egen-

skaherne ji— — ij, medens jj er et nødvendigt, ikke kvadratisk Tal, thi da er

a-bi- i£+*M.
JJ

Medens, som vi have nævnt, de kommutative Tal af 4 (og andre Antal) Dimensioner

frit lade sig kombinere indenfor mere sammensatte Systemer, har man ikke ved livater-

nionerne Ilet til at erstatte de nødvendige Tal i deres 4 Led med flerdimensionale Tal; de

Hikvaternioner, som Hamilton paa denne Maade har opstillet, ere slet ikke Tal. Ivvater-

nionerne ere endnu det eneste bekjendte Tilfælde af ikke kommutative Tal.

1 denne undersøgelse af Tallene med flere end to Dimensioner have vi brugt Ud-

trykket nødvendige Tal som Fælledsbetegnelse, og derved have vi undgaaet megen unyttig

Gjentagelse. Men strengt taget bør Undersøgelsen gjennemføres for hver Afdeling af Tallene

for sig. Ligesom vi have set ved de todimensionale Tal vil ogsaa her Forskjellen imellem

Arternes nødvendige Tal medføre Forskjel i de mulige Tal, som knytte sig til hver Art.

Denne Forskjel faar imidlertid kun paa et eneste Punkt af det omtalte nogen videre Betyd-

ning. Vi have forudsat, at man kan finde irreduktible Ligninger af en

hvilkensomhelst Grad, men dette gjælder kun med en vis Undtagelse.

1 de begrændsede Talarter, hvor et Primtal p = 0, gjælder Sætningen, men Antallet

af mulige Grader er endeligt = p— I, følgelig ogsaa Antallene af de mulige irreduktible

Ligninger og af de mulige Tal.

Sætningen gjælder ligeledes for det ubegrændsede System af rationale Tal som de

nødvendige Tal, og her uden Begrændsning. Af enhver Grad, som nævnes kan, exislerer
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der en Mangfoldighed af irreduktible Ligninger, liver Rod i en saadan kan opfattes

som et fler-dimensionalt Tal, og Dimensionernes Antal kan i ethverl Tilfælde opfattes

som saa stort, at dette Tal kan bcstaa som muligt Tal ved Siden af et hvilketsomhelst Sy-

stem af andre Rødder i samme eller andre irreduktible Ligninger.

Naar derimod Kontinuitetsaxiomet skal gjælde, saa at de nødvendige Tal blive at

forstaa som de «reelle Tal« , existerer der ikke irreduktible Ligninger af højere end anden

Grad, enhver hel algebraisk Ligning lader sig jo opløse i et Produkt af Ligninger af 1st«

eller 2den Grad med reelle Koefficienter. Medens der altsaa vel existerer todimensionale

kontinuerte Tal og et System af kontinuerte K vaternioner, der simplest skrives

med p = q= 1, Hamiltonske, kjendes der for Tiden ingen anden mulig Udvidelse af det

kontinuerte Talbegreb. Navnlig er det sikkert, at der ikke existerer ko m mutative

kontinuerte Tal af flere end to Dimensioner.

Delte stemmer med Udtalelser af Weierstrass (Göttinger Nachrichten 1 884
)

, uagtet

Weierstrass's Ord maa synes at modsige vort Resultat. Men det tor derved ikke overses,

at den Sondring imellem Tal og andre Numeralsbestemmelser, som vi have gjort, ikke er

bleven iagttaget af Weierstrass, der lader sine Mangfoldigheder indbefatte baade Tilfælde,

hvor der findes endelige «Divisorer til 0«, og saadanne, hvor et Produkt kun kan blive

derved, at en af Faktorerne er 0; og som ikke synes tilbøjelig til heri at se en meget

væsentlig Inddelingsgrund. Naar Weierstrass altsaa, idet han tydelig nok taler om konti-

nuerte kommutative Mangfoldigheder af »ite Grad, kan gaa ud fra, at saadanne existerer

for ethvert n, men at der for m>2 bestandig gives «Divisorer til 0» deriblandt, saa er dette

i god Overensstemmelse med, at det her benægtes, at der kan existero kommutative n-dimen-

sionale Tal, naar n > 2.

Da der nu viser sig Mulighed for, al man uden Kontinuitetsaxiomet alene paa

Grundlag af en Opfattelse af de rationale Tal som de nødvendige Tal kan naa saavidt, at

de formelle Hovedsætninger for de algebraisk irrationale Tal kunne bevises, saa kunde man

være fristet til at rejse Sporgsmaal om, hvorvidt Kontinuitetsaxiomet virkelig er nødvendigt.

Jeg mener ikke, at man nogensinde for Alvor vilde falde paa at bortkaste delte Axiom, der

ialtfald er et saa udmærket tidsbesparende pædagogisk Hjælpemiddel, men jeg kunde tænke

mig, at En eller Anden vilde drage Axiomets strængt systematiske Nødvendighed i Tvivl.

Overfor saadan Tvivl maa jeg gjøre to Bemærkninger.

Den første angaar saadanne irrationale Tal som n og e, der ikke ere Rod i nogen

algebraisk Ligning af endelig Grad med rationale Koefficienter. Hvorledes skal man uden

at bruge eller indsmugle Kontinuitetsaxiomet bevise, at en = net Jeg kan tænke mig, at

man vilde henvise til en Fremgangsmaade analog med den Inddeling af Tallene, som oven-

for er brugt, hvor vi sondrede mellem de Tilfælde, hvor 2 = 0, 3=0, 5 = . . . p= og

Vidcnsk. Selsk. Skr.. G. Række, naturvidensk. og mathem. Afd. II. II. 63
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endelig i Modsætning til alle disse positive Antagelser blot forudsatte, at ikke kan frem-

bringes ved Addition af Enere. Saaledes skulde vi da lier, efterat bave tænkt os Beviserne

forte for Tal af alle endelige Antal Dimensioner, forudsætte, at der gaves mulige Tal, som

overbovedet ikke vendte tilbage til samme Form a -f bn + ctt
2 + . . . -\-uitn ved enhver

af de principale Regningsarter, og derved skulde vi saa søge at begrunde de kommutative

Principer som en mulig Løsning. Jeg kan ikke helt afvise denne Analogi, og jeg ser ikke

noget umuligt i, at de kommutative Principer kunne forenes med denne negative Forud-

sætning, men endnu mindre er jeg rigtignok istand til at øjne et Bevismiddel, som lod sig

anvende under saadan Forudsætning; og jeg maa kræve at se dette hypolhetiskc Bevis,

førend jeg vil tro paa, at det kan føres uden Kontinuitetsbetragtninger.

Men selv om Beviset for de kommutative Principers Gyldighed for alle mulige irra-

tionale Tal var fort i bedste Maade uden Kontinuitetsaxiomet, blev dette dog ikke overflodigt.

Thi med Beviset for de kommutative Principer have vi jo aldeles ikke faaet ordnet de

irrationale Tal, indordnet dem hvert paa sin Plads imellem de rationale Tal, heri maa

man dog vel kunne se et væsentligt og uerstatteligt Udbytte af Kontinuitetsaxiomet. Helt

umuligt er det dog ikke at foretage en formel Indordning af de irrationale Tal i de rationales

Bække paa lignende Maade som den, vi have kunnet anvende ved Brøkernes Ordning.

Man kunde jo saaledes vedtage at give det irrationale j fra j" -j- c
1 j

n~i + . . . -f- c„ =
Plads imellem de rationale Tal, som gjøre denne Lignings venstre Side positiv og negativ;

men man ser da ogsaa strax, at denne Ordning er flertydig; hver af de n Rødder kunde

jo gjnre Krav paa hver af de n Pladser. Kan man nu løse Ligningen og fremstille hver

Bod ved Rødder i rationale Ligninger af lavere Grad, saa kan man rigtignok reducere denne

Flertydigbed til vilkaarlig Fastlæggelse af visse irrationale Grundtal. Maaske kan man be-

tragte den her antydede Vanskelighed som et teknisk Problem uden systematisk Betyd-

ning, maaske ikke.

Afgjørelsen for eller imod Kontinuitetsaxiomet søger jeg dog ikke ad disse formelle

og abstrakte Veje. Jeg har ovenfor (Side 16

—

17) henvist til konkrete Exempler, i hvilke jeg

mener at se Grupper af konkrete Forestillinger, som man ikke tør tillægge Kontinuitet, og

til hvad jeg har sagt om disse Retningssystemers Forhold til de rationale Tal
,

kan nu

føjes, at en Udvidelse til irrationale Tal er mulig (dog med specielle Undtagelser f. Ex. n) og

herimod kan man jo let nok stille Exempler paa kontinuerte Forestillinger. Kan man end

ikke i snævreste Forstand beraabe sig herpaa som paa egentlige Erfaringer, er det end

umuligt at sige, hvorledes f. Ex. Rummet ser ud under uendelig stærk Forstørrelse, saa er

Kontinuitetsaxiomet mig dog en Erfaringssætning, og overfor vore Forestillinger om Tid,

Rum, m. m., er det dybt begrundet i Menneskets Natur, at der maa kunne sondres mellem

væsentlig og uvæsentlig Forskjel, og selve denne Grændses flydende Natur gjør det nød-

vendigt at indføre Numeralerne, næsten identisk, og dermed Kontinuiteten i Mathe-

matikken.
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Perend jeg slutter dette Arbejde, maa jeg i største Korthed berøre Størrelsernes

og Mængdernes særlige Forhold. Det vil allerede af det Sagte fremgaa, al jeg opfatter Fore-

stillingerne af disse Kategorier som niere sammensatte end dem, vi særlig have givet Navn

af mathematiske, og hvis Kjendetegn er, at de undlagelseslost bestemme hinanden ved Nu-

meraler. Tilstedeværelsen af en Forestilling om et absolut bestemt naturligt Intet i hver

Art af Størrelser eller Mængder og den deraf folgende Begrændsning, hvorefter ikke enhver

overhovedet brugelig Bestemmelse kan anvendes ud fra en hvilkensomhelst af Artens spe-

cielle Forestillinger, ere os de afgjørende Kjendetegn paa Størrelsernes og Mængdernes

mere sammensatte Karakter. Ved Siden heraf er det ikke væsentligt, at vi af Naturen

tvinges til at gjøre os fortrolige med Størrelser og Mængder længe forinden vi kunne sætte

os i Forhold til de simplere Bestemmelser af Tingpunkter og andre mathematiske Fore-

stillinger. Følgen er kun en Konflikt imellem de pædogogiske og de systematiske Fordringer,

som har uheldig Virkning til begge Sider og gjør det nødvendigt , at baade den personlige

Tilegnelse og den videnskabelige Fremstilling maa gaa ad Omveje og kun kan naa Maalet

under gjentagen Udrensning og Tilnærmelse.

I vort System vil Størrelsernes Behandling finde deres rette Plads efter Udviklingen

af Begrebet nødvendige Tal og i Forbindelse med Kontinuitetsaxiomets Opstilling. Der vil

derved være at tage Hensyn til, at mange af de specielle Størrelsesforeslillinger knytte sig

til beslægtede mathematiske Forestillinger (f. Ex. Afstanden til Begrebet om Sted paa Linie)

og fremgaa af disse ved en Abstraktion (fra Retningen); men ogsaa for de Stnrrelsesfore-

stillinger, der savne slig direkte Stotte, vil man uden Vanskelighed kunne opstille Hoved-

reglen for Størrelsernes Behandling, at man vel kan operere med Storrelsesbestemmelserue

som med egentlige Tal, men dog er forpligtet til at forkaste ethvert Resultat, hvori andre

Tal end positive Tal og optræde som Bestemmelser af Størrelse.

For enhver systematisk Fremstilling af Mathematiken bliver det en væsentlig Opgave

at frigjøre Sprogbrugen for Reminiscenser fra den Tid, da hele Mathematiken var baseret

paa Størrelses- og Mængdebegreberne. Forst, og fremmest maa man da undgaa vildledende

Brug af disse Begrebers Navne. Udtryk som «negative eller imaginære Størrelser», der

skrive sig fra Oversættelser fra Sprog , som savne et selvstændigt Ord for Tallet , bør paa

Dansk og j de ligesaa heldig stillede Sprog forfølges som ligefremme Selvmodsigelser.

Det er forøvrigt ikke blot selve Ordet Storrelse, hvis Misbrug kan gjøre Skade.

Ogsaa andre mindre iøienfaldende sproglige Fænomener, især Brugen af den absolut beskri-

vende Form, hvor den for Nemheds Skyld lunges i virkelig relative Bestemmelser, cre farlige.

Dette fremtræder dog især overfor Forestillinger af Mængdernes Kategori. Uagtet vort Sprog

ogsaa der er rigt nok og tillader os at stille de «hele Tal» i Modsætning til «Antallene»

som de positivt hele Tal, viser dog det mere populære Begreb — Antal — sig at have

saa dybe Rødder i Sproget og derigjennem i Tanken fremfor det systematisk simplere

6.r
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Begreb hele Tal, at jog, selv efter at være bleven opmærksom paa del betænkelige deri, dog

ikke har kunnet undgaa den Inkonsekvens at indføre Antallene paa et meget tidligt Stadium

i dette Arbejde, hvor der efter mit System kun turde tales om hele Tal. Saavidl muligt

har jeg søgt at forvisse mig om, at dette kun rammede den ydre Form og ikke Sagens

Rjærne. Jeg nærer saaledes ingen betænkelighed ved i Anledning af Modsætningens og

Tilføjelsens Hovedsætninger at have brugt de simpleste Talord og især ubestemte, og hvor
n

Tilføjelser af identiske Numeraler i Bestemmelsen # fremfører Antallene førend de hele

Tal, der følger Supplementet -i- * saa umiddelbart efter, at Skaden ialtfald ikke kan være

stor og vel opvejes ved den naturligere Fremstilling. Men jeg erkjender, som sagt, at den

omtalte Inkonsekvens er tilstede.

Bilag I.

(2)

(3)

(i)

(5)

Funktionalligning-erne for Additionen af todimensionale Tal.

Naar man angaaende Funktionalligningerne

SM«, y) + ${z, <p\®, y)) = </>{x+z, y) = ø(z, y) + </'{'; <p l~. y))

<p O, <pK y)) = <p (
Æ + z, y)

=
<p 0'> f ta yO

<p{<p[x,y),u) = </>{x,y+u) = tp(tp(x,u),y)

p(g».yl+y#jgiy)i«0 = ptøy+w) = pi«, "> + <pW' (''>">, y),

som afgive Betingelser for, at

y i -f x = <fiiæ, y) + y (æ, y)i
,

( I
)

(se Side 34), forudsætter, at de ubekjendte Funktioner <p og f kunne differentieres, kan ud-

tømmende Bestemmelse opnaas; lettest naar man tager Hensyn til, al ifølge ill

<P(0,y)
= 0, (6) og j&{*,0) = *, (7),

?(0,y) = !/, (8) og p(«,0) = 0, (9).

Differentiation af (2) og (3), hver en enkelt Gang med Hensyn lil de

iblandt de i indbyrdes uafhængige Variable, x, y, z og u giver

d>p(æ,y) d<l){z,<p(x,y))
_
d<p(x,y)

_ =
dip(z,y)

_^_
d(p(x, y{z,y\)

_

dtp(z,y)

dx dtp[x,y) dx dz df[z,y) dz

d</>[x,y)
,

dij)(z,<p{x,y))
_
d<p(x,y)

=
_ dip[s,y)

,
d<l>(_as,<p(z,y))

_

d<p(z,y)

dy df(x,y) dy dy df[z,y\ dy

dip{z,<p(x,y))
_
d<p(x,y) = d<p{x,<p (z,y))

_

dip(z, y)

d<p(x,y) dx d<p(z,y) dz

d(p{z,<p{æ,y))
_
d<p(x,y) = df(x,tp (z, ;/)) df{z,y)

d<p(x,y) dy d<p[z,y)

tjenlige

dy

1 3 a).
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Hvad der lier maa være os magtpaaliggende , er først og fremmest at faa elimineret de

Funktioner, hvori alle tre Variable x, y og z indgaa; af saadanne tindes der imidlertid i i

vore Ligninger, saa at yderligere Differentiation kunde synes nødvendig. Paa Grund af de

lo sidste Ligningers (3 a) Homogenitet, er Elimination dog mulig. Man kan ikke have

d<p{z,w) _ d<p[x,a>) _
i

— u o-, j — u
,a (o a a)

llii den særlige Betingelse (8) er i Modstrid hermed, folgelig maa

df(x,y)
_
dipiZjj/)

_ _ iUp[x, y) _
d<p{z,y\

_

dx dy dy dz

hu nu x og z ere indbyrdes uafhængige, og paa Grund af den nævnte Betingelse (8)

<P\^i!J)
-^ Ui m;ia

i
'det ll[y\ belegner en foreløbig ubekjendt Funktion af y alene

HM dSpÉ = dlpH. ,2 b)
dx dy

Men ifølge denne Ligning bestaar der yderligere en saadan Proportionalitet imellem Koef-

ficienterne til de ubekjendte Funktioner af 3 Variable i Ligningerne (2 a), at disse ubekjendte

kunne elimineres; den Muligbed, at disse ubekjendte Differentialkvotienter

d<l>(z,<p(x,y)) qo
d<p{æ, tp(z,y) )

d<p(x,y\ d<p(z,y)

kunde være uendelige for alle Værdier, afska;res ved vor Forudsætning om, at Funktionerne

<p og <j> skulle kunne differentieres.

Multipliceres da den forste Ligning (2 a) med H(y) og subtraheres derfra den

anden, faas
fJ

d$(x,y) d<P(x,y) _ {
d$(z,y) d<fi{z,y) = _ yJ dx dy ' J dz dy

hvor Y betegner en ubekjendt Funktion af y alene, saaledes som den maa være paa Grund

af Ligegyldigbeden af, om x eller z indgaar i dens Udtryk ved </>.

Paa aldeles analog Maade findes af Ligningerne (i)

K(x)
d<P^y) = d<f,{x,y)

dy dx

og af ,5) K(x) ÏPpÉ _ dJPpE + X - 0, (5 b)

dy d x

hvor K{x) og X ere Funktioner af x alene.

Af (2 b) og (i b) faas nu

(l-K
{
x)H{y))

d-t£f=Y,
(.1* d) i X '/)

der ved den dobbelte Bestemmelse af —/ ,'
s

, som de afgive, føre os lil Betingelsen
dx dy

K'{x) . YH(y) - {K{x)Y . ( YH'{y) - Y'll[y)) - K(x) . Y' = O, 1

1

0)
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hvor K' li' og V betegne forste Differentialkvotienter. Paa samme Maade afgive (3 b)

og,5b) (x-KWHW)**^* =X

som medfore en anden Betingelse

XK(,v) . H'(y) - (XK'[.r) - X' K(x)) . (/%)) 2 - X' . H{y) = 0. (II)

I 1 10) og (II) forekommer der nu ikkun Funktioner af enkelt Variabel, og æ og y

optræde ved Siden af hinanden som de indbyrdes uafhængige Variable; derfor kunne disse

Ligninger behandles umiddelbart efter de i Mathematisk Tidsskrift 1880 Pg. 45 givne For-

skrifter; hver af dem afgiver 3 Ligninger, men oprindelig for hver Ligning under i for-

skjellige Alternativer. Kun et enkelt Alternativ er dog anvendeligt paa vort Problem, de

andre slaa i Strid med Betingelserne (6), (7), (8) eller (9). Det brugelige Alternativ giver

for (IH)'s Nedkommende Ligningerne

/v'V) -a(K{x)y —cK(x) =
YH'{y)-rH{y) = «57%)

5" = c Yll(y)
,

analoge Ligninger faas fra (II), og deres samlede Résultai kan skrives

A'V) = a(K[x))* + cK(x)

H'{y) = c(//(y)) 2 +aH[y)

X' = aXK(x)

Y' = cYU(y)
og heraf lindes ved Integration

c be"

H[y ] ^ o .-,/,

X =

Y =
I — be c

9
I —</<""

hvor a, b, c, d, f og (/ ere arbitrære Konstanter. Indsættes nu disse Værdier i de oven-

staaende Udtryk for de ferste Differentialkvotienter af ${x,y) og p\.r,y), integreres og

beslemmes Konstanterne i Overensstemmelse med Belingelserne (6), (7), (8) og (9), bliver

det endelige Resultat, idet navnlig 6 = d = I , / = -
, g = , at

,.' <!>
(--.."> e

c* -|_ e a<J _
|

e ay

oCx i p(ty i
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eller med Forandring af Konstanternes Betegnelse e~" = m og e~' = », de Side 35

angivne almindeligste Resultater:

nx
-f- m'J - n'in" n'

f ni" — nx m"

l>e hypotheliske Love for Modsætnings- og Addilionsafhængighedcrne, ere da følgende

Er x+y-i = — [x+yi]
,

x »»"
v n x

iii;i;i 11- = —— — or m- =
nx + 7ii"— I n^-f ni*— I

:

og er .'• + y 2' = («i + »/i »I + k* -\-y-i »)
!

}j 'l + r2 »,?'l + ."-j

da skal n* = .„.,., -

—

-=—= og m-
nx> -j- )/e"> — h'- m"' nx* + '""' — 'h'-//!" 1

.

'

Disse Udtryk kunne omformes paa en mærkelig Mangfoldighed af Maader, man kan

saaledes give Addilionsligningerne Kjædebrøksformen

Og 1K> =
?«"' nx2

, - « , _. '

II'- I — TO-">

Heldigst synes det dog at være at opgive den explicite Form og erstatte Addilions-

nx n xi+r, \—nx
( I— m-

t
») nr* + i»n 1 1— »r!

)

ligningerne med — == ^^ og j—p =
(
|_m^w^+ w^MI— m»>)

'

i Forbindelse hermed ville følgende Dobbeltligninger for denue sidste Broks Tæller og

Nævner være os nyttige

(I—nx)nxi+x*-x = (l— nxi)tix> +m»'i (1— »*») = (I — nT)m"^ ''"--'-'

(1— inv)nXl+Xsr
~x = C — wi'"M)(''=+ m?''( I- m-"=) = (1— m!>)mvi+y*-y

.

Det gjælder nemlig nu om at prøve disse hypollieliske Love ved Regningsarternes

almindelige Principer, og navnlig maa vi for Additionens associative Princips Skyld udvikle

Udtrykkene for en Sum af 3 Addender; men ved de to sidste Ligninger er det ingenlunde

vanskeligt at se, at naar

(«i -f^i »I + (*a +Vi *) + <Æ 3 -r-^3 *') = * -fyt ,

skal ( I— ji
3

'|
.
»*i + T!+a"8-* =

( |— nxi) nx*nx> -j- m"> ( I
—ax'] nx« -(- m !'i m»« 1 1— ra""«)

Og |l m») . m*i+M-ft-» = ( I - m'''| )i
r'» r

» -|- hi-"' 1 1 - m»| k1" + )#' m"= 1 1— n<"'i

samt ?tn+-r2+ ra— * = mvi+H+H-v
t

og det, hvad enlen man i Udtrykket for x-\-yi stiller Parentheserne paa den ene (dier den

anden Maade.

Hvad Entydigheds- og Omvendingsprinciperne angaar, saa rejser der sig vel en lie-

tænkelighed derved, at der i vore Formler indgaa Exponentialfunktioner, saa at det bliver

afhængigt af, hvorledes man opfatter disse, om Udtrykkene for del modsalte Tal og Summen

kunne siges at være entydige.
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Men det afgjørende Bevis, for at disse hypothcliske Tal ikke kunne

erkjendes for at være mulige Tal afgiver dog forst deres Mangel af en Multipli-

kation. At en saadan ikke gives, se vi lettest ved at danne Summer af indbyrdes identiske

Addender, som jo skulde være Produktet af en Addend x
l
-\-y

l
i med Antallet til Multiplikator

l(x
t + y x

i) = K+#iO + . . -r- («i + ?/,«')
' (' Addender)

= x\ + yi '"•

Herfor finde vi nemlig sukcessivt

nx' (n r'\- \— n x
* _ 1— «*>

m^ ~"
\m*i)

°S I—m"s I—»i»'

og almindeligt -— = —-
)m"i \?n"i/

I
— ur i

I
— n T

i

3 I—mx
i

' ~ I—?«" '

men heraf er det klart, at naar ikke 1=1, vil Multiplikanden x l -\-y l
i ikke være entydig

bestemt ved Multiplikator og Produktet xi-\-yti.

Hvor afgjørende denne Modsigelse end er for, at vore hypotlietiske Bestemmelser

her, saavel som de mere specielle Tilfælde. (ji(x,y)= x og y>{x,y) =ynx eller $[x,y) — xmv

og <p(æ,y)=y, ikke ere Tal, saa forhindrer den dog fra et andet Synspunkt ikke, al de

opfattes som Bestemmelser mellem visse komplicerede Numeraler, eller efter sædvanlig Sprog-

brug, at vi i disse kunne have vigtige mathcmatiskc Symboler, beslægtede med Potenserne

og indbefattende disse under sig. Opfatte vi disse x+ yfur som Bestemmelser ud fra et

vilkaarligt Numeral, og betegne vi de Numeraler, som beslemmes ved nødvendige Tal x

med (f)
1

, dem der svarer til yi med 0j|", hvor $=nx og rj = m'J kunne bruges istedet for

x og ;/, da det ikke længer er Hensigten at den paagjældcnde Tilføjelse skal fastholdes

som en Slags Addition, saa kunne vi med

(cl
1 * ()?)"

betegne del ved -r-\-yi bestemte Numeral. Efter Formlerne for <j>(x,y) have vi da

^*^-G-+f^)
I

*G+/^)
1

-

ri— fy; vf+jy^cV
Fremdeles havn vi som specielt Tegn Identitetsnumeralet (I)

1 = (!)"= O. Modsætniugslovcn

bliver

-(^*<*>") =(^H^) n

;

og for Tilføjelsesafhængigheden haves

oe,)
1 * (=?,)")* ue,? * m") - (r-r^ - s )'*

(* ,

?1% ,
)"•

Specielt, idel alle ri under Tegnet
(
)" sættes =1 haves Poten tiationslovcn i videre Forstand

foi
1
*(£*)' - fo^)

1

og (ç)
1 * ... * (f)

1

, v Tilføjelser = If')
1

.
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Det er ikke vanskeligt at paavise et Fxcmpcl paa Forestillinger, der beslemmes ved

Numeraler (IV* (c)". Vore Forestillinger kunne hver tor sig være variable Tal i visse enty-

dige indbyrdes Afbængigheder, og deres Numeraler kunne være de Transformationer, hvor-

ved det ene variable Tal afledes af det andet. Navnlig er Transformationen .>• = - —^
c -f- dy

en enkelt relativ og fuldstændig entydig Bestemmelse af Forestillingen om x ved Forestil-

lingen om ?/, altsaa et Numeral, vi kunne udtrykke Bestemmelsen ved

x = A * y .

Fæste vi specielt Tanken paa Transformationens Dobbeltværdier eller det sædvanlige Udtryk

x— u . y — u= f ,

x— v y — v

kunne vi vedtage, at Numeraltegnet
(

)' sigter til Dobbeltværdien us Forekomst i Tællerne,

e's i Nævnerne og fuldende Numeralbetegneisen ved indenfor Parcnlbesen at skrive f som

Transformationens Index; da baves altsaa x = (ç)
l *y med Tilfojelsesloven (f,)

1 *)^) 1 = if i^a)
1

som ovenfor. Betragte vi nu yderligere saadanne Transformationer, for hvilke et tredie Tal

w indgaar som Dobbeltværdi enten sammen med u eller med », og vedtage vi med | i" at

betegne saadanne Transformationer, hvor v er sat i us, w i vs Sted, saa at

1

1

y g fy

V = (>?)"* z udtrykker det samme som = »— —,
' y— iv ' z— iv

saa vil den direkte Transformation af s til x udtrykkes ved Numerale!

(£)' *(?)",

og denne Transformation vil være almindeligt Udtryk for en saadan af disse Transformationer,

hvor v er den ene Dobbeltværdi. For at Tilføjelse af saadanne almindeligere Transforma-

tioner skal kunne ske, er det tilstrækkeligt, at den sammensatte Transformation maa kunne

oplnses i en af hver af de simplere Slags, tagne i den modsatte Orden, eller at to Trans-

formationsindices ?' og ij maa kunne bestemmes, saa at

ty')"
* (c ')' = (s-)

1 * tyl" ;

ifolge x = [rj)
n * (f'l

1 * z , maa da et transformeret Tal p kunne bestemmes saaledes, al

x = (rj')
n *p, p = (£')'* z

,,
x— v ,n— v p— u ..z— u

eller - = j? ±— - og å = $ .

x— iv ' p— w p — v z— v

Mon ved Elimination af ved ovenslaaende, - af disse Ligninger, faas lo Udtryk
y
— v p—v

for Relationen mellem x og z, nemlig

'_!.+ (, »)._L_±._L+
(

1 __L\_L_
Ç X— V \ ÇJ U— V 7] Z— V \ 7] / IV V

og i— (I-f)—— = f._J (!_„',_!__
æ— v u — v

Vidcnsk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. op matlirm. Afd. II. 11. (*,,£
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hvis Identitet kræver, at en Faktor r kan bestemmes saaledes, at

hvilket kun forer lil følgende to Ligninger for £' og )j'

ty = ?f = r + ç'-i,

der give £' = — — og rj' = ?
•

Af Overensstemmelsen med disse Resultaler kunne vi slutte, at vore ovenfor fundne

abstrakte mulige .Numeraler have direkte Anvendelse paa saadanne Transformationer ved

Brøker af første Grad, hvor et vilkaarligt Tal v konstant er den ene Dobbeltværdi.

Vedtage vi yderligere at lade (C)"
1 betegne Transformationen

z— w _ x'— w
z— u x'—u '

altsaa med den Iredic mulige cykliske Kombination af Dobbeltværdier i to af de tre Tal u,

v og w, vil den med (fji * (?
jn * (

qih

betegnede Transformation have samme Grad af Almindelighed som x = - —^—, , og vise

os el Exempel paa ternære Numeraler, som kan beherskes ved de udviklede Midler lil at

omordne de enkelte. Thi ligesom vi have fundet, at

og omvendt have
ty)" # (f|" = (

^+7~' V * (l+lZliV'

haves ogsaa (C)"
1 * ty)

11=
(
?+ ^~~' ]" * /l+jjulj"'

(e)U,CF=(^+|=^)
m

*(^±f-^)'.
Skal man da udfore Tilføjelsen

(i?,)
1 * o? ,

1" *i; 1
i

ra
) * «f2 )

I *()?2 )

I1 *ic2 )

,11

j

saa udfores delte ved tre suksessive Omordninger til

(fiF * ty,)
11 * (fs'l

1 * (C2
') UI * tø,)" * (C2 )

HI =
= ((f,)

l *(ç 2
") ,

)*((^ 1
") II

*()j./")")*((Ci'")"
I *(C2 )

1") =

Hvad der er udviklet i delte Bilag har vistnok ikke ringe Betydning overfor en

krilisk Vurdering af den ikke-Euklidiske Geometri. Paa dette. Sled skal jeg dog herom kun
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bemærke, al saafreml man for Plangeometriens Vedkommende vil erstalte Euklids Axiom-

system, med hvad der efter det Udviklede maa betegnes som et mere systematisk Axiom-

system, og maaske ogsaa et naturligere, om det end efter vore Sprogs ensidige Udvikling

er mindre bekvemt til Undervisning — , nemlig indskrænke Plan- Geometriens særlige

Axiomer til et «Oat application, hvorved Punktets Sted i Planen (eller fladen)

erklæres for en m a t h e m a t i s k Forestilling, som bestemmes ved benævnte

Tal, lîel iggen hedsforskjel , hvis tilsvarende ubenævnte Tal ere af den konti-

nuerte Art med to virkelige Dimensioner, og saaledes, at co efter frit Valg

kan betegne enten et fra Planen undtaget Punkt eller en ret Linie (= Under-

system af I Dimension!, da er Parallelaxiom et hermed bevisligt, som Addi-

tionens kom mutative Princip.

Bilag IL

Om n-dimensionale Tals Multiplikation.

tlvis man enten forudsætter Additionens kommutative Princip, eller indskrænker sig

lil at behandle de Tilfælde, i hvilke det bevislig gjælder, er det som omtalt Side il til-

strækkeligt til Udvikling af Multiplikationens (og Reciprocitetens) Love at bestemme de

n(n—\) ubekjendte Funktioner i nødvendige Tal, som udtrykke det almindelige, hypolhetiske,

«-dimensionale Tals Produkter med Multiplikatorerne i,...k som n-dimensionale Tal

i{x+ y i + . . . + uk) = af -)- y'i -{... -\-u'k

fc(æ+yi-f- . . . +uk) = ,r(»-')+y»-t)('-(-
. . . + u("-^L

Bestemmelsen af tf
,

y'
, . . . u . . . og .r

1"-", y0*—')
. . .

«<"-» som Funktioner af x, y, . . . ti,

er den Opgave, som vi stille os i delte Bilag. Tilfældet n = 3 vil være tilstrækkelig op-

lysende, saa at vi kunne nøjes med at give Formlerne for dette specielle Tilfælde som

Repræsentant for det almindelige.

Naar altsaa i{x-\-yi-\-zk) = x'-\-y'i-\-z'k

kUv+yi + zk) = x" + y" i+ z" k
,

kunne vi bestemme Produktet af to Faktorer

X
2, 1 + h, 1

i + \ 1
k = ( 'r

2 + y2 » i" h k
'

U
'l + Il l

i + *i *)

64*
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ved -\t = *2 Æi + y2
x

\ + Z
2
X'[

y2 ,i
- -v*Vi + !/*!/[ + z

2
y"

S
2,i
= X

2
Z

l
~\~ V2

Z
l

"+" r
2
2

l
•

Ifnlge del associative Princip er endvidere

» 1*2, 1+ y2, 1
*+ Z

2, i
k

» = tø+ #2 * +4 ^ > <*i +& i+ 3
1

È '

OS ^ 1*2,1 + 2/2,I
8
'+ £

2,l
fc) = tø'+ ^2«'+ a

2
A)-K+ yi l'+ 2

l
É

)

4,1 = *i*l + $4*1 + V4'

.4,1 = *»J'i + .yiYi + 4 z/i'

4,1 = 4 Æi+%4 + 44'>

og

<i = *2*i+y2*i+4*i

4',i= <*,+#< +«
Hermed kunne vi nu udvikle Ligningerne for Produktet af tre Faktorer og altsaa komme

til det almindelige udtryk for det associative Princip.

X+ Yi+Zk = {i*.6 +y 3 i+ z 3 k) . (.r, +y,i + z,L\) . \.c
}

+tj
1
i+ z

1
k) =

[æ +y3 i+ z 3 k ) ((«s +;/2 ''+ z
2 tø (*i +Vi *+ -i tø)

giver, idet -r
3 2
= #

3
^
2 + */

34+ V4'

%,2 = Æ3y2+.'/3y2+^2

*3,2 = Vs+Ä^+^l
X = •'•3.2'r

i +%,2'4 +~3,2'< = *S*2,i +^3'4., + V4, 1

Y = -v^i +y3,2.'/i + \»fi = -r
3 y2,i + &;4.i + ^'i

Z = «J 2
z, + yia z\ + r32 /; = x

3
z
2 , + y3 4,i + -3-2,1 »

som ved Indsættelse af de ovenstaaende Udtryk for de dobbelt-markerede Tal, ere de 3 = n

Funktionalligninger til Bestemmelse af af, ?/, ~, æ'\ y" og z".

Vi forudsætte, at alle disse Funktioner kunne differentieres, og ville, da .« M yu z
i

samt .r 2 , y 2 , z 2
samt x

3 , y 3 og 2 3 alle 3n ere indbyrdes uafhængige, blot ved enkelt

Differentiation med Hensyn til hver Variabel kunne opstille en overflødig Mængde Ligninger.

Vanskeligheden bestaar netop i denne Overflødighed, men det træffer sig saa beldigt, at

det vil være tilstrækkeligt at udlede Funktionaldeterminanterne for X, Y og Z med Hensyn

til hvert af de med Indices I , 2 og 3 betegnede Systemer af Variable (her er 3 ikke = »).

For Kortheds Skyld ville vi i det følgende betegne Determinanterne med deres

Diagonalrække imellem
!

|
, og skrive altsaa
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//; ~'l
=

y, y, //

5, /, z"

Tillige bruge vi Betegnelsen

dx,' . dx,"
+ gr ...Vr

dx,

dx/

(« ( ) .'V
, yr ,

c,) 3 =
dy,' dy,

dxs

dy,"

de,'

dx" dy:
y- di$

+ * -dy-, '

Xr +1Jr
dfs

+ * dy, '

dz,"

dx,

dz,"dzs .

dy, dy,

dx! dx,"
yr dz,

+ Zr
~dzT>

dy»
i .

dv> dz/ dz."

for at fremhæve denne. Funktionaldeterminants Egenskab som en homogen bel algebraisk

Funktion af .ty, yT og zr af samme Grad som Dimensionernes Antal og med Koefficienter,

der ere Funktioner af Differentialkvotienter med Index s.

Betragte vi da x3 , y 3 og z 3 som de uafhængige Variable i X, Y og Z, faa vi

dX d Y dZ
dx 3

' dy 3
' dz 3

Vi Vi\

en Ligning, som forøvrig ogsaa uden Differentiation kan findes af ovenslaaende Ligninger.

Dannes Funktionaldeterminantcn for X, Y, Z som afhængige af x 2 , y 2 , zt , findes

dX dY dZ
! ,.

2/3 )
~
3 ) = (2,1 ()*8 ,y3 , *s)dx.

2
' rf?/

2
' rf« 2

•'•,;
i/i-, \

Og endelig findes med Hensyn til xu yu z
l
som uafhængige Variable

dx
.
dy. æz

C 0*8,2: %,»> 2
3,2)

3 = (2, 1 0*3' %> «s)" • C 0*2) & > ^
Af disse tre Ligninger vilde nu den førstnævnte og anden kunne tilfredsstilles ved

i Almindelighed at sætte \x; y'\ z"\ =0 Men heri kan vi ikke søge nogen Losning,

thi af

vilde folge

X = px -+- qx

y" = py + 11/

z" = pz + qz'

h = p + qi
,

men det er forudsat, al Tallene ere tredimensionale, og at k ikke kan bringes [iaa den to-

dimensionale Form p-\-qi. Allsaa maa anden Ligning tilfredsstilles ved

(2D*., 2/3, ~
a )

3 - (2," 0*3,3/3, *'
a )

3
.

Følgelig skulle disse Funktioner med samme Variable x
3 , y 3 ,

£
3 være idenliske, uagtel

Koefficienterne ere Funktioner af to helt uafhængige Sæt Variable x.,, y.,, z„ og
yi,i

og z
2i (med vilkaarlig valgte Værdier af disse skal man jo kunne bestemme x

t , y t
og z

t ).
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Konklusionen bliver, at Koefficienterne alle niaa være konstante, og dette kunne vi udtrykke

ved at skrive

(s
| ) xr, yr, zr)

a = {•<',,,</,, --,}
a

.

Vor tredie Ligning giver derfor ogsaa

{•\2i %,2> ~\ 2}

3 =-
{
Æ
3. y«.

~*

3}
3

• {**. %> ~
2}

3
-

Nu er imidlertid æi2 , yS2 ,
z
% 2

lineære homogene Transformationer af xA,y 3 og z
s

'\ 2
= Æ'

3
Æ'

2 + y3 Æ2+ v-2

%. 2 = ^2 + ^2 + ^/2

2. 'V
3
S2+ 1J3

Z2+ Z3~2-
3, 2 '"3*2 I ^3 2 I 3~2

Følgelig maa — og dette gjælder for n Dimensioner saavel som for o - - den hele alge-

braiske, homogene Funktion

\
æ

> Ul • • •! U
f !

som er af «te Grad med « Variable, være en saadan, at den, afset fra en ligegyldig Faktor,

kan transformeres til sig selv paa lineær, homogen Maade. De lielingelser, som saadanne

Transformationer maa være underkastede, ville, da Transformations- Koefficienterne ere

X
2
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$ = a , x -j- b
l y -j- . . + à

i
"

Og overfore Indices fra .c, ...» paa $, . . . v, saa vil Transformationssætningen,

£>,2 • %,2 • • •
U
8,2
= (f» • % • "s) (f* • ?2 • •

U
2)

fornemmelig være at søge los! ved

*3,2
= *3 - ^2 ' %,2

= % Ï2 ' ' •
-

"s,2
== W

3 ' "2 '

og lier ligger navnlig det kommutalivc Princip overordentlig nær. Men Bevisførelsen ad

denne Vej er meget udsat for en «circulus viliosus». Hvis man ikke skal lægge selve den

Sætning, der skal bevises, ind i Forudsætningerne , maa det fremhæves, at Koefficienterne

«!,...</„ skulle være om ikke nødvendige Tal, saa dog Tal, hvis Mulighed forud er bevist,

det samme gjælder da ogsaa om f, rj,...v. Men selv om vi forudsætte, at Koefficienterne

i (x, y, ... u)" ere nødvendige Tal, vil man dog i Almindelighed raaatte anse a, . . . d„

for afhængige af en nte Grads Lignings Rødder, dog saaledes, at vi, da Koefficienten til

x" i {.i-, y,-.- »}" er = I , kunne sætte

a
l
= a 2

= . . . = o„ = I.

Lad os for at oplyse Sagen imidlertid antage, al Koefficienterne alle vare nødvendige Tal.

Da vikle man kunne erstatte Systemet af Grundtallene I, i, ...k med et andet, E, I, . .
.
K,

saaledes, al

I = E + I +...+ K
i = b^E+b.,1^ ... + b„K

k = d vE +d.J+ ...+d„K

og derved kunne omskrive det almindelige hypothetiske Tal af n Dimensioner saaledes:

x + yi+ +uk = Ç.E+7] .1+ ... + v.K;

og for den sidste Form have den af Weierstrass fremhævede Multiplikalionslov

($,E + v,l+...+v.2
K)[Ç

l
E + r

]
J+...+v l

K) = f.f, .E+ v .lVl .l+...+vtVl .K,

hvorved det, da f, y, ... v vare nødvendige Tal, maatte være muligt, at et Produkt kunde

blive = 0, uden at nogen af Faktorerne var det.

Men naar I = E-\-l-\- .. . + K, vil ethvert nødvendigt Tal a have Formen

a = (i£-f«/+ ... +aK,

og man vilde være berettiget til at vente , at enhver Forskjel i Koefficienternes nødvendige

Talværdier maatte frembringe et fra de nødvendige Tal forskjelligt Tal, f. Ex.

i = b t
E + b.J+ ... + b„K.

Danne vi nu Potenserne af delte i, vil
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i
r = b[E+br

2
I+... + b

r

nK
indtil i" = b*E+b*J+... -<rb"

ri
K;

multiplicere vi nu disse Ligninger med Koefficienterne til den Ligning, hvis Hedder ere de

nødvendige Tal 6
t ,

b.
2

... b„, og addere, finde vi, al ogsaa i maa tilfredsstille denne

Ligning,

i"— [i]«'"- 1 + [bb]i"- 2 4- ... ±b
1
b s ... b„ = 0.

Den simpleste Fortolkning var da, at i skulde være et af de nødvendige Tal b, ... b„
y

og for al dette ikke skulde fremkalde Mangetydighed i Udtrykkene for de nødvendige Tal,

idet f. Ex.

b
l
E+bJ+ ... +/<,/T= b xE+bJ+...+bnK = b

x ,

vilde det være nødvendigt i Overensstemmelse med den simple Fortolkning af Ligningerne

E.E=E, 1.1= J, . . . K.K=K, at erkjende, at et af disse Grundtal, her E, var = I,

medens de øvrige /=...= K = 0.

Jeg ser meget vel, at man paa dette Omraade ikke ubetinget kan paaberaabe sig

den Sætning, at en Ligning af «te Grad kun har n Rødder; men skal man opgive denne,

vil det idetmindste være nødvendigt at anføre positive Grunde derfor. Men Følgen af, at

man trods ovenstaaendc Ligning fordrede i anerkjendt som forskjelligt fra b
x , b.

2 , ... b„,

og fra alle nødvendige Tal, vilde kun være, at man ved Siden af hvert nødvendigt Tal

maatte stille en Mangfoldighed af hypothetiske Tal, som, uagtet der ikke kunde paavises

nogen Forskjel overfor nogensomhelst Ligning, Formel eller Sætning dog vilkaarlig skulde

anses som forskjelligc indbyrdes og fra det nødvendige Tal.

Og tillade vi os nu, da vi ad anden Vej have set, at man kan regne med irrationale

og imaginære Rødder i algebraiske Ligninger efter ganske samme Principer som med de

nødvendige Tal, at anse Koefficienterne b u 6.
2

... b„ i

i = b
x
E+ b.

2
I. . . + b„K

for selv at være Tal af n Dimensioner, saa bliver Resultatet ganske det samme, i optræder

som Rod i den Ligning af «te Grad, som bar Rødderne b lt b
2 , . . . b„. Et Sted maa man

dog standse med den rent fiktive Opstilling af nye Tal, og der reducerer hele Betydningen

af sidst anførte Ligning sig til, at man kan skrive en vilkaarlig blandt n givne Rødder som

en Sum af Rødderne, hver multipliceret med et Tal, der paa et vilkaarligt Sted i Summen

skal læses som 1, paa de øvrige n — 1 Steder som 0.

Heraf vil det være klart, hvorfor jeg ikke har turdet benyttet Formen

ÇE+7/I+ ... + vK
i mine Beviser (navnlig Side 42).
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