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Algebraische Kurven

Arbeitsblatt 16

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 16.1.*

Es sei X = K —Spek (R) das K-Spektrum einer endlich erzeugten kommu-
tativen K-Algebra. Zeige, dass ein irreduzibler Filter durch offene Mengen
der Form D(f) erzeugt wird.

Aufgabe 16.2. Es sei X = K —Spek (R) eine affine Varietdt und Z C X
eine abgeschlossene Teilmenge. Zeige, dass der Umgebungsfilter U(Z) von
offenen Mengen der Form D(f) erzeugt wird.

Aufgabe 16.3. Es sei X ein topologischer Raum. Zeige, dass ein Ultrafilter
irreduzibel ist.

Aufgabe 16.4. Zeige, dass sich in der Korrespondenz aus Satz 16.2 ma-
ximale Ideale, Punkte im K-Spektrum und Umgebungsfilter von Punkten
entsprechen.

Aufgabe 16.5. Zeige, dass sich in der Korrespondenz aus Satz 16.2 minimale
Primideale,

irreduzible Komponenten des K-Spektrums und Ultrafilter entsprechen.

Aufgabe 16.6. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, wir be-
trachten die affine Ebene A% zusammen mit der z-Achse

V = V(y).
Zeige, dass die folgende Menge ein saturiertes multiplikatives System ist.
S = {fe€K[X,Y]|In der homogenen Komponente fgey(s) kommt gdes(h) vor}.

Skizziere die Nullstellenmenge von einigen Polynomen, die oder die nicht zu
S gehoren.

Es sei F' der zugehorige topologische Filter. Vergleiche F' mit dem Umge-
bungsfilter zu V' und dem generischen Filter zu V.
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Aufgabe 16.7. Es sei U eine quasiaffine Varietdt iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K. Zeige, dass die Einheiten in I'(U, Oy) den Mor-
phismen von U nach A% = Aj \ {0} entsprechen.

Aufgabe 16.8. Es sei U eine quasiaffine Varietdt iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K und sei

v U — Al
ein Morphismus. Zeige, dass 1 genau dann durch die abgeschlossene Menge
V(a) C A} faktorisiert, wenn a im Kern des globalen Ringhomomorphismus

V: KT, ..., T,] — T(U,Oy)
liegt.

Aufgabe 16.9. Es seien U und V quasiaffine Varietdten iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper K und sei W = U W V ihre disjunkte
Vereinigung. Zeige, dass fiir jede quasiaffine Varietdt Z ein Morphismus von
W nach Z einfach ein Paar bestehend aus einem Morphismus von U nach Z
und einem Morphismus von V nach 7 ist.

Aufgabe 16.10.*

Man gebe ein Beispiel von zwei affinen Varietdten V; und V5 und einem
Morphismus
w: ‘/l — ‘/27

der bijektiv ist, wo aber die Umkehrabbildung nicht stetig ist.

Aufgabe 16.11.*

Essei V = V(22 +y*—1) C A% der Einheitskreis {iber einem Korper K
und es seien P = (a,b) und @ = (c,d) Punkte auf V. Zeige, dass es einen
Automorphismus ¢: V — V mit

p(P) = @Q
gibt.

Aufgabe 16.12.*

(1) Skizziere die Nullstellengebilde
V = V(XY,XZYZ) C A%

und
W = V(ST(S—-T)) C A%

im reellen Fall.



(2) Stifte einen bijektiven Morphismus
p: V—W.

(3) Zeige, dass der Morphismus ¢ auflerhalb des Nullpunktes ein Isomor-
phismus ist (die Charakteristik des Korpers sei # 2).

Aufgabe 16.13.*
Zeige, dass durch
o: V(Z24W?2=1) — V(X24Y2-1), (Z, W) — (Z°-W?2ZW) = (X,Y).

ein Morphismus des Einheitskreises in sich gegeben ist. Zeige, dass das Urbild
zu jedem Punkt P € V(X? +Y? — 1) aus zwei Punkten besteht.

Aufgabe 16.14. Es seien X und Z quasiaffine Varietdten iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper K. Zu jeder offenen Teilmenge U C X
betrachten wir

F(U) = {p:U — Z| ¢ ist ein Morphismus}.

Zeige, dass dies eine Garbe auf X ist.

Aufgabe 16.15.*

Man beschreibe einen K-Algebrahomomorphismus derart, dass die induzierte
Spektrumsabbildung der K-Spektren die Addition auf K beschreibt.

Aufgabe 16.16. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige,
dass die Addition, die Multiplikation, das Negative, das Inverse und die Di-
vision in K sich als Morphismen realisieren lassen.

Aufgabe 16.17. Es sei R ein kommutativer Ring und sei a = (f1,..., fa)
ein endlich erzeugtes Ideal. Es sei f € R ein weiteres Element. Dann nennt
man die R-Algebra

A= R[N,....T)/(hT + -+ fuTo + f)

die erzwingende Algebra zu den f1,..., f,, f. Zeige, dass A folgende Eigen-
schaft erfiillt: Zu jedem Ringhomomorphismus ¢: R — S in einen kommuta-
tiven Ring S mit der Eigenschaft ¢(f) € aS gibt es einen R-Algebrahomo-
morphismus v: A — S. Zeige ebenso, dass dieser Homomorphismus nicht
eindeutig bestimmt ist.
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Aufgabe 16.18. Es sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Es seien fi,..., f,, f Ele-
mente in R und es sei

die erzwingende Algebra zu diesen Daten. Charakterisiere die Fasern des
zugehorigen Morphismus

K —Spek (A) — K —Spek (R).

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 16.19. (4 Punkte)

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien R und S integre K-
Algebren von endlichem Typ. Es sei ¢: R — S ein K-Algebrahomomorphis-
mus mit zugehorigem Morphismus ¢*: K—Spek (S) — K—Spek (R). Zeige,
dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(a)  ist injektiv.
(b) Das Bild von ¢* ist dicht in K —Spek (R).
(¢) ¢ induziert einen Ringhomomorphismus Q(R) — Q(S).

Aufgabe 16.20. (4 Punkte)

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien R und S zwei in-
tegre K-Algebren von endlichem Typ. Es sei ein K-Algebrahomomorphismus

p: QR) — Q(S)

zwischen den Quotientenkorpern gegeben. Zeige, dass es eine offene Teilmen-
ge U C K—Spek (S) und einen Morphismus

U — K—Spek (R)
gibt, der ¢ induziert.

Aufgabe 16.21. (5 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei affin-algebraischen Kurven C; und C5 iiber
C und einem Morphismus

w: Cl — Cz,

der bijektiv ist, wo aber die Umkehrabbildung nicht stetig in der metrischen
Topologie ist.



Aufgabe 16.22. (6 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei irreduziblen affinen Varietdten V; und V5 und
einem Morphismus

Y Vi — Vo,
der bijektiv ist, wo aber die Umkehrabbildung nicht stetig (in der Zariski-
Topologie) ist.

(und daher auch kein Morphismus ist).

Aufgabe 16.23. (3 Punkte)

Es sei U C K—Spek (R) eine quasiaffine Varietét und sei f € I'(U, O) eine
algebraische Funktion. Es seien ¢ = g¢;/h;, i = 1,...,n, lokale Darstellungen
von f auf D(h;) C U (die U iiberdecken). Zeige, dass das Urbild f~1(0) gleich
der abgeschlossenen Menge V' (hig1, ..., hng,) N U ist.
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