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Biindel, Garben und Kohomologie
Vorlesung 5

Vergarbung

Man kann einer Prégarbe in kanonischer Weise eine Garbe zuordnen, ihre
Vergarbung.

DEFINITION 5.1. Zu einer Priagarbe F auf einem topologischen Raum X
nennt man die durch

F(U)={(sp)pey € [[ Fr | fiir alle P € U gibt es P € V C U und
pPeU
t € F(V) mit sg =tg in Fg fiir alle Q € V'}

und die natiirlichen Restriktionsabbildungen gegebene Prigarbe die Vergar-
bung von F.

Die in dieser Definition auftretende Bedingung, dass die Schnitte die gleichen
Keime in den Halmen definieren, nennt man auch die Kompatibilititsbedin-

qung.
LEMMA 5.2. Es sei F eine Prigarbe auf einem topologischen Raum X und
F die Vergarbung zu F. Dann gelten folgende Figenschaften.
(1) Es gibt einen natirlichen Pragarben-Morphismus
F— F,
der durch
FU) — F(U), s — (sp) peyss
gegeben ist.
(2) Es st
Fp = Fp
fiir jeden Punkt P € X.
(3) Die Vergarbunyg ist eine Garbe.

(4) Wenn F eine Garbe ist, so ist die natirliche Morphismus F — F
ewn Isomorphismus.
(5) Zu jedem Pragarben-Morphismus

v F— G
in eine Garbe G gibt es eine eindeutige Faktorisierung

1;: .7::—>g.
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Beweis.

(2)

(1) Ein Element s € F(U) definiert ein Tupel sp, P € U, das
direkt die Kompatibilitdtsbedingung erfiillt. Somit gibt es eine wohl-
definierte Abbildung

pu: F(U) — F(U).
ZuV C U liegt das kommutative Diagramm

F(U) = HPeU Fp
puy 1
F(V) =5 HPev Fp
vor. Die Kommutativitiat beruht darauf, dass die Keime zu einem
Schnitt im Halm eines Punktes nur von den offenen Umgebungen des
Punktes abhédngen.
Wegen (1) und Lemma 3.27 hat man eine natiirliche Abbildung

JT"p — ﬁp.

Zum Nachweis der Surjektivitédt sei s € fp gegeben, und s sei re-
préasentiert durch s' € F(U). Dies wird in einer offenen Umgebung
V C U von P durch ein Element

s" e F(V)

représentiert. Dann ist der Keim s}, € Fp direkt ein Urbild von s.
Zum Nachweis der Injektivitét seien s,t € Fp mit o(s)p =
©(t)p gegeben. Wir konnen annehmen, dass s und ¢ als Schnitte von
F auf der gleichen offenen Menge U gegeben sind. Die Gleichheit im
Halm der Vergarbung besagt, dass es eine offene Menge P € V mit

(8Q)qev = (to)gev
gibt. Dann ist insbesondere sp = tp.

Es sei
U= Ju
icl
eine offene Uberdeckung und seien s,t € D(U, F) Schnitte mit s|y, =
t|y, fir alle 7. Dann gilt insbesondere

sp = tp
fiir jeden Punkt P € U, da ja jeder Punkt P € U in einem der
U; enthalten ist. Somit gilt insbesondere Gleichheit im Produkt der
Halme und dies bedeutet die Gleichheit in der Vergarbung.
Seien nun Schnitte

s; € F(U)
mit s;|v,nu; = Sjluinu; gegeben. Dies bedeutet zunéchst, dass es zu
jedem Punkt P € U einen eindeutigen Keim sp gibt, der durch

eines der s; festgelegt ist. Das Tupel sp, P € U, erfiillt dann aber
direkt die Kompatibilitdtsbedingung.




(4) Nach (1) hat man einen Prégarben-Morphismus
F—F

der nach (2) halmweise bijektiv ist. Nach Voraussetzung liegt links
und nach (3) liegt rechts eine Garbe vor. Also ist nach Lemma 4.6
die Abbildung ein Isomorphismus.

(5) Siehe Aufgabe 5.2.

Homomorphismen von Garben von Gruppen

DEFINITION 5.3. Essei X ein topologischer Raum und seien F und G Garben
von kommutativen Gruppen auf X. Ein Garbenmorphismus ¢: F — G heifit

Homomorphismus von Garben kommutativer Gruppen, wenn fiir jede offene
Teilmenge U C X die Abbildung

v F(U) — G(U)
ein Gruppenhomomorphismus ist.

BEISPIEL 5.4. Zu einem stetigen Gruppenhomomorphismus ¢: F' — G zwi-
schen topologischen Gruppen F' und G wird auf jedem topologischen Raum
X ein Homomorphismus von Garben von Gruppen festgelegt, indem auf jeder
offenen Teilmenge U die Zuordnung

betrachtet wird.

DEFINITION 5.5. Es sei X ein topologischer Raum und es sei ¢: F — G
ein Homomorphismus von Garben von kommutativen Gruppen. Dann nennt
man die durch

(kern @) (U) = kern gy

definierte Untergarbe von F die Kerngarbe zu .

Es handelt sich dabei genauer um eine Untergarbe von kommutativen Grup-
pen, d.h. fiir jede offene Teilmenge liegt eine Untergruppe von F vor, siehe
Aufgabe 5.6.

DEFINITION 5.6. Es sei X ein topologischer Raum und es sei ¢: F — G
ein Homomorphismus von Garben von kommutativen Gruppen. Dann nennt
man die Vergarbung der durch

(bild p)(U) := bild ¢y
gegebenen Prégarbe die Bildgarbe zu .
Die Bildgarbe ist nach Lemma 5.2 (5) in natiirlicher Weise eine Untergarbe

von G, und zwar eine Untergarbe von kommutativen Gruppen. Sie wird mit
bild ¢ bezeichnet.
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BEISPIEL 5.7. Es sei X ein topologischer Raum und
p: X xR" — X x R™

ein Homomorphismus zwischen trivialen Vektorbiindeln. Dieser wird durch
eine stetige Abbildung

M: X — Mat,.n(C°(X,R))

beschrieben, d.h. jedem Punkt wird in stetiger Weise eine Matrix zugeordnet,
die fiir diesen Punkt eine lineare Abbildung von R™ nach R™ beschreibt. Dies
kann man unmittelbar als Homomorphismus von Garben von Gruppen auf
X auffassen, namlich als

fi fi
CO(—R)" — C°(—,R)™, | : | — M| :

J fn

Diese Abbildung ist der Garbenmorphismus auf der Ebene der Schnitte in

den Biindeln. In Beispiel 1.2 liegt zu X = R? die Abbildung

0: R®*xR® — R* x R, (1,5, t;u,v,w) — (1,8, t;7u + sv + tw),
bzw.
M: R® — Matx3(K), (r,s,t) — (1, s,1),
Vor.

Die Kerngarbe besteht iiber U einfach aus

fi fi
(kern ) (U) = )l eCOUR M| | =03 CCUUR)™
Jn fn

Die Quotientengarbe

DEFINITION 5.8. Zu einer Garbe G von kommutativen Gruppen und einer
Untergarbe von Gruppen F C G nennt man die Vergarbung der Préagarbe
U~ GU)/F(U) die Quotientengarbe zu F C G

Die Quotientengarbe wird mit G/F bezeichnet. Da vergarbt wird, muss nicht
unbedingt (G/F)(U) = G(U)/F(U) gelten. Es gilt aber (G/F)p = Gp/Fp
fiir jeden Punkt P € X, siehe Aufgabe 5.11.

LEMMA 5.9. Es sei G eine Garbe von kommutativen Gruppen und F C G
einer Untergarbe von Gruppen mit der Quotientengarbe G/JF. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

(1) Jedes Element s € I'(X,G/F) wird reprisentiert durch eine Familie
(Ui, gi), 1 € I, wobei X = |J,c; eine offene Uberdeckung ist und
g; € T'(U;,G) Schnitte sind mit

9i vinv; € DU N U;, F),

Uz‘ﬂUj - g]



(2)

(3)

Beweis.

und jede solche Familie liegt ein Element in I'(X,G/F) fest.
Zwei solche Familien (U;, g;) (U;, hy) (also zur gleichen Uberdeckung)
definieren genau dann das gleiche Element in I'(X,G/F), wenn

gi—h; € F(Ul,f)
fiir alle i ist.
Zwei Familien (U;, g;) und (V;, h;) definieren genau dann das gleiche
Element in I'(X,G/F), wenn auf einer (jeder) gemeinsamen Verfei-
nerung der beiden Uberdeckungen die Differenzen zu F gehdren.

(1) Der Garbenhomomorphismus G — G/F ist surjektiv und
daher gibt es zu einem Schnitt s € I'(X,G/F) lokal Urbilder in G.
D.h. es gibt eine offene Uberdeckung X = U,e; Ui und Elemente
g; € T'(U;,G), die auf s|y, abbilden. Somit bildet

9i virv; € T(U;NU;,G)

auf 0 ab und daher gehort diese Differenz zum Kern, also zu F.
Wenn umgekehrt eine solche Familie gegeben ist, so definiert dies
iiber die Vergarbungsabbildung Restklassen

l9i] € T(Ui, G/F).

UiﬂU]' - gj

Dabei ist

[9i]
und somit sind diese Klassen vertriaglich und definieren einen globa-
len Schnitt der Quotientengarbe.

Seien die Familien (U;,g;) und (U;, h;) gegeben. Durch Ubergang
zu den Differenzen kénnen wir annehmen, dass h; = 0 ist. Es ist
dann zu zeigen, dass (U;,g;) genau dann das Nullelement in der
Quotientengarbe definiert, wenn alle g; zu I'(U;, F) gehtren. Wenn
die g; tiberall das Nullelement definieren, so gilt dies auch in den
Halmen und somit gilt, dass g; € Fp in jedem Punkt P € U, gilt.
Damit ist g; € I'(U;, F). Die Riickrichtung ist klar.

Die Gleichheit von Schnitten einer Garbe kann man lokal auf einer
beliebigen offenen Uberdeckung testen. Daher folgt dies aus (2) und
daraus, dass man die Zugehorigkeit zu einer Untergarbe ebenfalls
lokal testen kann.

vinv; — 9illvinu; = [9ilvinu; — 9lvino;] = 0
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