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Grundkurs Mathematik 1

Vorlesung 15

In dieser Vorlesung besprechen wir, wie sich im Dezimalsystem der Nachfol-
ger, die Groflergleichrelation und die Addition darstellen.

Der Nachfolger und die Ordnung im Dezimalsystem

BEMERKUNG 15.1. Der Nachfolger einer im Dezimalsystem gegebenen natiir-
lichen Zahl

n = ag+ a;10 + a210® 4+ - - + a,10°

lasst sich einfach bestimmen und im Dezimalsystem ausrechnen. Der Nach-
folger ist natiirlich

(ag + 1) + a110 4+ ag10% + - - - 4 a,10° .
Wenn
Qo S 8
ist, so ist
Qo +1 S 9

und die Dezimalentwicklung des Nachfolgers liegt unmittelbar vor. Wenn
hingegen ay = 9 ist, so geht es um die Zahl

n+1 = (9+1)+a;10 + ay10* + - - - + a,10°
= 104 a110 4 a310% + - - - + a,10°
= (ay +1)-10 + azl0® + - - - + a,10".

Erneut gilt, dass bei

aq S 8
die Dezimalentwicklung vorliegt, bei a; = 9 muss man wie zuvor weiterma-
chen. Wenn die hintersten (niedrigstelligsten) s Ziffern aq, ..., as_1 gleich 9
sind und

as # 9

(was den Fall einschlieBt, dass n genau s Ziffern hat, in welchem Fall a; als
0 zu interpretieren ist), so erhilt man den Nachfolger, indem man diese s
Neunen durch Nullen ersetzt und a;, um 1 erhoht.

LEMMA 15.2. Sei k € N... Eine natiirliche Zahl ist genau dann < 10*, wenn
sie im Zehnersystem aus mazimal k Ziffern besteht.
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Beweis. Wenn die Zahl n im Zehnersystem aus mehr als £ Ziffern besteht,
so ist

n = a0+a110+a2102+~~+a510£

mit
und

Nach Satz 10.5 ist dann
n > a,10° > 10° > 10*.
Wenn die Zahl n aus maximal k& Ziffern besteht, so kann man sie als
n = ap+a110 + ax10° + - - + az_110*7"
mit a; < 10 schreiben. Aus Satz 10.5 folgt direkt
n<9+9-104+9-10*+---+9-10"1
Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass diese Zahl kleiner als 10* ist. Bei
k=1
ist
9 < 10

(nach Definition ist 10 der Nachfolger von 9). Im Induktionsschritt von k
nach k + 1 folgt aus der Induktionsvoraussetzung wegen

94+9-104+9-10>+---+9-10"1+9-10F < 10*+9-10*
= 10-10"
— 10k+1

die Behauptung. O
SATZ 15.3. Es seien
m = ap+ a;10 + ax10® + - -+ + ak_llOk_l
und
n = by +b10 + by10* + - -+ + b, 107"
zwet natirliche Zahlen im Zehnersystem (also mit 0 < a;,b; < 9). Dann ist

m >n

genau dann, wenn

k >/

oder wenn k = ( ist und wenn es ein s, 0 < s < k, derart gibt, dass
ap—1=bp—1,.. ., Q541 = bsy1,a5 > by

15t.



Beweis. Bei
k>

ist nach Lemma 15.2
m > 10° > n.
Sei also k = /. Es sei s die grofite Stelle, an der die Ziffern verschieden sind,
d.h. es sei
ap—1=bp_1,.. ., Q541 = bsy1,05 # b .
Aufgrund der Vertréglichkeit der Ordnungsbeziehung mit der Addition kon-
nen wir
ap—1 - 10°7 fap_y - 1082 4. 4 ayyy - 1051
beidseitig abziehen, d.h. wir kénnen annehmen, dass & = ¢ und ax_1 # by_4
ist und wir miissen zeigen, dass

m >n

genau dann gilt, wenn

ag—1 > by
ist. Hierbei miissen wir wegen der Symmetrie der Situation nur die Riickrich-
tung zeigen. Es ist

ap_1 - 105V ap_o- 1024 -+ +ay - 10 + ag
aj_1 - 10871

(b1 +1)- 10"

br_q - 10F 1 4+ 107!

b1 - 1057 4 b - 10572 4 - 4+ by - 10 + by
n7

m

v I vIvedl

wobel wir im vorletzten Schritt wieder Lemma 15.2 verwendet haben. O

Schriftliches Addieren

Da sich die Addition zweier natiirlicher Zahlen aus den Dedekind-Peano-
Axiomen ergibt, gibt es in jeder Beschreibung der natiirlichen Zahlen genau
eine Moglichkeit, zu addieren. Ob diese algorithmisch geschickt oder kompli-
ziert ist, hdngt wesentlich von der gewéhlten Beschreibung ab. Wenn man
durch Strichfolgen gegebene Zahlen miteinander addiert, so hdngt man ein-
fach die beiden Strichfolgen aneinander. Dies ist auf den ersten Blick ein
sehr einfacher Vorgang. Wenn man es aber ernsthaft schriftlich durchfithren
mochte, so sieht man, dass es extrem miithsam ist, da man jeden Strich der
einen Strichfolge einzeln an die andere anhéngen muss.

Das schriftliche Addieren zweier natiirlicher Zahlen im Zehnersystem ist aus
der Schule bekannt. Man schreibt die beiden Zahlen untereinander so, dass die
Einerpositionen iibereinander stehen und addiert dann die beiden passenden
Ziffern (im Sinne des kleinen Einundeins) von hinten nach vorne. Wenn das
Ergebnis kleiner als 10 ist, schreibt man diese Zahl hin und riickt nach links.
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Wenn das Ergebnis gréfler oder gleich 10 ist, so schreibt man die Einerziffer
dieser Summe an der Stelle hin und hat in der links liegenden Stelle einen
zusétzlichen Ubertrag von 1 mitzuberiicksichtigen. Dies ist insgesamt ein
rekursives Verfahren, das wir kurz festhalten.

VERFAHREN 15.4. Das schriftliche Addieren m+n zweier natiirlicher Zahlen,
die im Dezimalsystem als

m = ag+ a110 + a210% + - - + a5 10" und n = by + b110 + by 10% + - - - + b 10"
gegeben sind (wobei auch vordere Nullen erlaubt sind), funktioniert fol-
gendermafien. Man berechnet die Dezimalziffern ¢; des Ergebnisses und die
Ubertrige d;11 (mit dem Startwert dy = 0) sukzessive durch

ai+bi+di, falls ai+bi+di<10,
C; =
CLi—i-bl'—i-di—lO, fallsal—i-bl—l—dZZlO,

und

do 0, falls a; + b; + d; < 10,
FUTON L, falls ap + by 4+ di > 10,

Die Dezimaldarstellung der Summe m+n ist ¢xy1¢x - . . ca¢1¢o (wobei cgyqp = 0
sein kann).

Warum ist dieser Algorithmus richtig, warum liefert er das korrekte Ergebnis?
Die Gewohnung an dieses Verfahren verleitet dazu, diese Frage nicht ernst zu
nehmen bzw. nicht zu verstehen. Das eben beschriebene schriftliche Addieren
ist nicht die Definition der Addition, sondern eine algorithmische Ausfithrung
der Addition in einem bestimmten Beschreibungssystem (namlich dem De-
zimalsystem) fiir die natiirlichen Zahlen.

Der Ausgangspunkt der Addition der natiirlichen Zahlen liegt in der dis-
junkten Vereinigung von endlichen Mengen, wir haben die Addition iiber die
Nachfolgerabbildung eingefiihrt und bereits in Satz 8.12 gezeigt, dass sie mit
dem Vereinigungskonzept iibereinstimmt. Warum stimmt auch das schriftli-
che Addieren damit iiberein? Konkret: Man hat zwei Mengen A und B an
Apfeln und bestimmt fiir beide Mengen ihre Anzahl im Zehnersystem: diese
seien k£ und n. Dann schiittet man die Mengen zusammen, erhélt die Menge
C = AU B und bestimmt fiir diese Menge die Anzahl im Zehnersystem:
diese sei m. Warum kommt, wenn man die Zahlen £ und n im Zehnersystem
schriftlich addiert, ausgerechnet m heraus?

Die zwei Zahlen seien als n = a,10" + a,_110" "' + - -+ + a210% + a110 + ag
und k = b,10% 4+ b,_ 110571 + - - - +b310% + 5110 + by gegeben, wobei die Ziffern
alle zwischen 0 und 9 seien. Es sei r > s und wir konnen sogar annehmen,
dass r = s ist, indem wir fehlende Ziffern in der zweiten Dezimalentwicklung



durch Nullen auffiillen. Dann ist

(4,107 + @, 11071 4 - -+ + a510% + 0110 + ap)
+ (bp107 + b, 107 4 -+ 4 5y10° + by 10 + by)
= (ar +b,) 10" + (@r—1 4+ by—1) 1071 4+ +
(ag + b2) 10° + (ay + by) 10 + (ag + bo)

. Dies beruht auf dem Assoziativgesetz der Addition und dem Distributiv-
gesetz. Achtung! Dieses Ergebnis ist nicht in der Dezimaldarstellung, da die
vor den Zehnerpotenzen 10° stehenden Zahlen a; + b; nicht unbedingt kleiner
als 10 sein miissen. Man kann an dieser Stelle Bemerkung 14.4 anwenden
und zu den ,grofleren” Ziffern nach oben schaufeln. Dies ist aber nicht das
Verfahren des schriftlichen Addierens.

Der folgende Beweis verwendet ein Invarianzprinzip. Ein Algorithmus besteht
typischerweise aus vielen Einzelschritten, wodurch man leicht die Ubersicht
verlieren kann. Beim Invarianzprinzip schaut man, was sich bei den Einzel-
schritten nicht &ndert, sondern konstant (invariant) ist. Eine solche Invariante
andert sich im Algorithmus iiberhaupt nicht.

SATZ 15.5. Das schriftliche Addieren im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die beiden Zahlen seien
m = ag+a110 + a10% + - - + a,10¥ und n = by + 5110+ b,10% + - - - + b, 10",

wobei wir eventuell auch vordere Nullen erlauben. Wir beweisen ein schritt-
weises Invarianzprinzip des schriftlichen Addierens, ndmlich, dass nach dem
i-ten Schritt! (i = —1,0,1,2,...), wenn die hinteren Ziffern c;,¢;_1,...,co
und die Ubertragsziffern d;;1 schon berechnet sind, dass dann die jeweilige
Summe

Si= (10" + -+ + a1 1077Y) + (0 10% + -+ - + b1 10°) + dj 1 107!
+ (10" + -+ - + 110 + ¢o)

konstant ist (also nicht von i abhingt), und zwar gleich m + n* Diese Sum-
men beschreiben eine Momentaufnahme des Algorithmus zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt. Dabei bedeutet der Schritt —1, dass noch keine Rechnung
durchgefiithrt wurde. Am Anfang, bei ¢ = —1, sind die beiden hinteren Sum-
manden nicht vorhanden und vorne stehen m und n komplett, die Summe ist
also m + n. Die Konstanz der Summen beweisen wir durch Induktion nach
¢, wobei wir den Fall
i = -1

IDiese Nummerierung ist hier sinnvoll, —1 bezieht sich auf die Situation, wo noch gar
nichts passiert ist, und 0 bezieht sich auf die Rechnung an der Einerziffer.

2Gemeint ist hier die ,,wahre Summe* im Sinne der Definition, ein Einwand wie , hier
wird was verwendet, woriiber wir doch erst eine Aussage machen wollen“ greift ins Leere.
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soeben behandelt haben. Sei nun die Konstanz
m+n:S_1:S():Slz...:Si

bereits bewiesen, und wir verarbeiten die 10°71-Stelle. Gem#f dem Algorith-
mus addiert man
Qip1 + bip1 + dipa
und schreibt dies als
dit210 + cipq
mit 0 < Cit1 < 9 Somit ist
A1 1Oi+1 + bi+l 1Oi+1 + di+110i+1 = (ai—i—l + bi-i—l + di+1) 1Oi+1

= (di+2 10 + Ci+1) 10i+1

= di+2 1Oi+2 -+ Cit1 10i+1.
Wenn man in der Summe 5; die linke Seite der vorstehenden Gleichung durch
die rechte Seite ersetzt, so erhélt man gerade S;,1, was die Gleichheit zeigt.
Wenn man ¢ hinreichend grofi nimmt, hat man m und n verbraucht und die
Summe S; besteht dann allein aus der durch die Ziffern ¢; gebildeten Zahl.
Dies stimmt also mit der Summe m + n iiberein. U

BEISPIEL 15.6. Wir wollen 329 + 475 berechnen und schreiben
329

475
Nach dem ersten Rechenschritt haben wir

329

475

4.

Der Punkt im Beweis zu Satz 15.5 ist, dass man die hintersten Ziffern der
beiden Summanden vergessen kann, die volle Information ist in der Endziffer
4 und dem Ubertrag 1 bewahrt, was sich dahingehend niederschlégt, dass

3-100+2-10+4-100+7-10+1-10+4

gleich der Ausgangssumme ist. Diese Eigenschaft weil man unabhéingig da-
von, dass diese Summe noch gar nicht explizit ausgerechnet wurde. Es spricht
also einiges dafiir, dass man im Additionsalgorithmus die abgearbeiteten obe-
ren hinteren Ziffern wegstreicht (fiir das Uberpriifen der Rechnung ist das
aber keine gute Idee). Im néchsten Rechenschritt rechnet man

24+7+1 =10



und man gelangt zu
329

AT5
L

04.
Die Invarianz zeigt sich in der Summe

3-1004+4-100+1-1004+0-10+4.
Im dritten Schritt rechnet man
34+44+1 =28

und man gelangt zu
329

475

804 .

Die oberen Summanden kann man jetzt vollstindig vergessen, das Endergeb-
nis steht unten.

Die Korrektheit des schriftlichen Addierens tibertragt sich auf die Addition
mehrerer Summanden in der Dezimaldarstellung. Man summiert wieder zif-
fernweise und schreibt die letzte Ziffer der Summe an der entsprechenden
Stelle hin, ebenso den Ubertrag. Dieser kann jetzt allerdings (ab zw6lf Sum-
manden) sogar grofergleich 100 sein, in diesem Fall muss man die Zehnerziffer
wie zuvor um eins nach links schreiben und die Hunderterstelle um zwei nach
links. Grundsétzlich kann man auch eine Summe mit beliebig vielen Sum-
manden dadurch errechnen, dass man je zwei Summanden zusammenaddiert
und somit die Anzahl der Summanden sukzessive verringert, doch ist das viel
komplizierter.
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