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YVorwort

Bei den bisherigen Bestrebungen, die grundlegenden Theile der
Geometrie mn eine Gestalt zu bringen, welche den mit der Zeit ver-
schirften Anforderungen entspricht, ist der empirische Ursprung
der Geometrie nicht mit voller Entschiedenheit zur Geltung ge-
kommen. Wenn man die Geometrie als eine Wissenschaft auffasst,
welche, durch gewisse Naturbeobachtungen hervorgerufen, aus den
unmittelbar beobachteten Gesetzen emnfacher Erscheinungen ohne
jede Zuthat und auf rein deductivem Wege die Gesetze complicirterer
Erschemungen zu gewinnen sucht, so st man freilich gendthigt,
manche iiberlieferte Vorstellung auszuscheiden oder ihr eine andere
als die iibliche Bedeutung beizulegen; dadurch wird aber das von
der Geometrie zu verarbeitende Material auf seinen wahren Um-
fang zuruckgefiihrt und einer Reihe von Controversen der Boden
genommen.

Diese Auffassung suchen die folgenden Blétter in aller Strenge
durchzufiihren. Mag man immerhin mit der Geometrie noch man-
cherlei Speculationen verbinden; die erfolgreiche Anwendung, welche
die Geometrie fortwihrend m den Naturwissenschaften und im prak-
tischen Leben erfihrt, beruht jedenfalls nur darauf, dass die geo-
metrischen Begriffe urspringlich genau den empirischen Objecten
entsprachen, wenn sie auch allmdhlich mit emem Netze von kiinst-
lichen Begnffen ubersponnen wurden, um die theoretische Ent-
wickelung zu fordern; und indem man sich von vornherein auf den
empirischen Kern beschrinkt, bleibt der Geometrie der Charakter
der Naturwissenschaft erhalten, vor deren anderen Theilen jene sich
dadurch auszeichnet, dass sie nur eine sehr geringe Anzahl von
Begniffen und Gesetzen unmittelbar aus der Erfahrung zu entnehmen
braucht.

Die Arbeit befasst sich 1m Wesentlichen nur mit den projec-
tiven Eigenschaften der Figuren und geht nicht weiter, als ndthig
erschien, um etwas Abgerundetes zu geben. Sie begmnt mit der



v Voiwort

Aufzéhlung der eiforderlichen Giundbegnriffe und Grundsatze und
schliesst mit der Einfuhrung der Coordmaten und der Coordmnaten-
rechnung fur Punkte und Ebenen; eine wesenthche Folge der oben
entwickelten Auffassung ist es, dass der Begriff des Punktes erst
in seiner letzten Gestalt die Merkmale erhdlt, welche man sonst
von vornherem mit dem sog ,mathematischen Punkte* zu verbin-
den pflegt. Perspectivitat, Collineation und Reciprocitédt w. den in
Betracht gezogen, mmagindre Elemente und krumme Gebilde bletben
jedoch ausgeschlossen. Dass die projective Geometiie unabhangig
von der Parallelentheorie hesteht und sich ohne deren Zuziehung
begrunden ldsst, hat zuerst Herr F' Klein bemerkt und mehrfach
erortert. Vollstandig aber konnte ich die Massbegnffe nicht ver-
meiden, ohne den emgenommenen Standpunkt zu beemtrichtigen,
und musste deshalb die Lehire von der Congruenz hinemnziehen,
welche bei dieser Gelegenheit bis zur Aufstellung des Polarsystemes,
worin Jeder Ebene der Durchschmittspunkt ihrer Senkrechten ent-
spricht, fortgefuhrt wird

Schhiesslich sei bemerkt, dass die vorhegende Schrnft aus aka-
demischen Vorlesungen hervorgegangen ist, welche zuerst im Winter-
semester 1873/74 gehalten wurden

Giessen, im Mdrz 1882

M. Pasch.



Einleitung.

Die neuere Geometrie bildet, ihrer Entstehung nach, einen
Gegensatz nicht so sehr zur Geometrie der Alten, wie zur analy-
tischen Geometrie. Von der Geometrie der Alten, wie sie von
Euklid zusammengefasst, nachher stetig erweitert und vielfach um-
gestaltet, aber in ihrem Charakter nicht wesentlich veriindert wor-
den 1st, giebt ein Theil die zum Studium der analytischen Geometrie
erforderlichen Vorkenntnisse; man kann diesen Theil die Elemente
nennen und jene Geometrie iiberhaupt die elementare wegen der
gleichformigen Einfachheit ihres Verfahrens. Die analytische Geo-
metrie ist dem Stoffe nach eine Fortsetzung, der Methode nach ein
Gegensatz zu den Elementen. In den letzteren tritt die Zahl nur
auf, soweit die Natur des Problems sie bedingt, das Beweismittel
ist sonst nur Construction. Die erstere dagegen nimmt die Zahlen-
lehre, die Analysis, tiberall zu Hiilfe, indem sie gerade danach
strebt, jede geometrische Aufgabe auf eine Rechnung zuriickzufihren;
die Construction wird dabei freilich nicht ginzlich ausgeschlossen.

Dass zur Losung der hoheren Probleme, soweit es sich nicht
geradezu um die Auffindung von Zahlenwerthen handelt, die ana-
lytische Geometrie nicht die einzige fruchtbare Methode ist, ward
bewiesen durch die Weiterentwickelung der remen Geometrie. Vor-
bereitet zum Theil durch die reichlich fliessenden Resultate der
Rechnung, wurden Gesichtspunkte entdeckt, welche moglichst ohne
Rechnung gestatteten, verwickelte Beziehungen nicht minder leicht,
als es auf dem andern Wege gelungen war oder gelingen konnte,
zu beherrschen. Diese Schopfung, welche ihre Hiillfsmittel unmittel-
bar aus der Natur des Gegenstandes entnahm, wurde von der ele-
mentaren und von der analytischen Geometrie als reine, hdhere,
synthetische, auch neuere synthetische oder neuere unterschieden.

Auch die neuere Geometrie stiitzt sich auf die elementare. Aber
obwohl man beide dem Verfahren nach als reine Geometrie be-
zeichnen kann, so wird man dennoch, wenn der Uebergang von

Pagom, Vorlesungen. 1



2° Enlertung

den Elementen vermittelt 1st. durch die Verschiedenheit des Ge-
priges iberrascht In der elementaren Geometrie sind die Begrifte
mbglichst eng begrenzt, in der neueren sind sie weit und umfas-
send. In jenmer erfordern die verschiedenen Fille der auf emnen
Lehrsatz beziglichen Figur in der Regel ebensoviele Unterschei-
dungen bemm Beweis, 1 dieser werden alle Falle durch einen em-
zigen Beweis umspannt. Die analytische Geometrie hat von der
synthetischen gelernt. Sie hat die neuen Gesichtspunkte sich zu
eigen gemacht und verarbeitet, und bei weiterer Verschmelzung
wird vielleicht eine hohere Geometrie mit einheithchem Charakter
entstehen. Die niedere (Geometrie dagegen, wie sie iiberhiefert zu
werden pflegt, ist von der modernen noch wenig beemflusst. Sollte
es nun m der Sache selbst begiundet sein, dass die elementaren
Fragen auf schwerfiligem Wege, die hoheren in durchsichtiger
und verhiltmssmdssig einfacher Weise behandelt werden? Der
Versuch hat dariiber Aufschluss gegeben und zu Gunsten der neue-
ren (eometrie entschieden. Die erweiterten Begriffe smd auch in
den Elementen verwendbar, und wenn man sie an der rechten Stelle
einftihrt, ndmlich tiberall da, wo zuerst ihr Verstindniss moglich
ist, dann tritt auch frither schon 1hr Nutzen -zu Tage.

Die hiermit vorgezeichnete Aufgabe ist nicht neu, aber ihre
strenge Durchfubrung steht in engstem Zusammenhang mit einer
andern Aufgabe, welche noch weit weniger neu ist. Nicht bloss
Schwerfilligkeit wird der elementaren Geometrie zum Vorwurf ge-
macht, sondern auch die Unvollkommenheit oder Unklarheit, welche
den Begriffen und Beweisen m ausgedehntem Maasse noch anhaften
Die Hebung der erkannten Mingel ist unablassig erstrebt worden,
auf die mannigfachste Art, und wenn man die Ergebnisse pruft, so
kann man sich wohl die Memung bilden, dass das Streben an sich
ein aussichtsloses sei Thatséichlich trifft dies nicht zu; richtig und
in vollem Umfange erfasst, erschemt die Aufgabe nicht unlosbar
Sie 1st allerdmgs durch Umstéinde, welche spater*) zur Sprache
kommen sollen, erschwert. Aber gerade in dieser Hinsicht erweist
der Gedanke einer rickwirkenden Verwerthung der modernen An-
schauungen seine Tragweite Das ernste Bemuihen, nach scharf aus-
gepragtem Muster eine Umgestaltung vorzunehmen und der Ent-
wickelung einen durchaus reinen Charakter zu geben, macht den
Blick gegen die storenden Bestandthelle empfindiich und ruft die
zu 1brer Ausscheidung nothwendige Entschiedenheit hervor. Als
ein solches Muster bewihrt sich die moderne Geometrie. Sie ge-

*)In § 6 und § 12,



Finleitung. 3

leitet uns bis an die ersten Anfinge der Geowenie zuriick, sie
scharft das Gefulil fiir Alles, was die Remnheit der Entwicke-
lung unterbricht, und lehrt uns jene Beimischunsen, die (uellen
der beklagten Unklarheit, entfernen.

Eme Darstellung der GGeometrie 1 diesem Sinne darf naturlich
keinerlei Kenntnisse voraussetzen, welche eist in der Geometrie
erworben zu werden pflegen, sondern nur diejenigen, welche Jeder-
mann zu lhrem Studium mitbringen muss Es erfordert emmge
Muhe und Wachsamkeit, sich beharrlich Dinge hinwegzudenken,
mit denen man vertraut ist, und auf einen Standpunkt zuriickzu-
gehen, von dem man sich weit entfernt hat Diese Muhe 1st aber
bei der Priifung der folgenden Darstellung unerldsslich, wenn der
Zweck derselben erreicht werden soll.

Die geometrischen Begriffe bilden eme besondere Giuppe nner-
halb der Begriffe, welche iiberhaupt zur Beschreibung der Aussen-
welt dienen. Wenn 1ch die Farbe eines Gegenstandes bezeichne,
so spreche ich von einer physikalischen Eigenschaft; wenn ich ihn
wiirfelformig nenne, so bringe ich emen geometrischen Begnff in
Anwendung. Man kann die geometrischen Begriffe unter Zuziehung
von Zahlenbegriffen mit einander durch emne Reihe von Beziehun-
gen verknipfen, in welchen keine andern Begriffe vorkommen. Die
Abgrenzung der geometrischen Begriffe gegen die iibrigen soll aber
hier nicht versucht, vielmehr nur der Standpunkt angegeben wer-
den, den wir mm Folgenden streng festzuhalten beabsichtigen, und
wonach wir in der Geometrie nichts weiter erblicken als einen
Thell der Naturwissenschaft,

An emem Korper, den man ,wiirfelformig* nennt, lassen sich
Sertenflichen, Kanten, Ecken u s. w. unterscheiden und in gegen-
seitige Beziehung setzen. Dagegen bleibt die ,,Entfernung® zweer
Korper ungenugend bestimmt, so lange man an einem von ihnen
Theile unterscheiden kann, ohne die Grenzen zu verlassen, welche
durch die Mittel oder durch die Zwecke der Beobachtung gezogen
werden. Diese Grenzen #ndern sich von Fall zu Fall; derselbe
Korper, der ber der einen Gelegenheit nur als Ganzes aufgefasst
werden darf, erscheint bei einer andern hierzu ungeeignet; es treten
dann seine Theile als Glieder emes Systems anf, welches in geo-
metrischer Hinsicht untersucht wird Allemal aber werden die-
jenigen Korper, deren Theillung sich mit den Beobachtungsgrenzen
nicht vertrigt, Punkte genannt; wihrend das Wort , Kdrper® in
der Geometrie zu einem andern (Gtebrauch vorbehalten bleibt.

1*



6 § 1 Von der geraden Linie

Oder Liegen die Punkte ¢/ und D innerhalb der Strecke 4 B,
der Punkt D ausserhalb der Strecke A(', so lhegt der Punkt D
innerhalb der Strecke BC.

Wenn wir nun den Punkt (' innerhalb der Strecke 4B und
den Punkt D innerhalb der Strecke B(C' annehmen, so zeigt sich,
dass der Punkt (' 1pnerhalb der Strecke 4D liegt. Diese Bemer-
kung diingt sich ebenso unmittelbar auf, wie die vorhergehenden;
allein sie lisst sich mit ithnen in emmen Zusammenhang bringen,
dessen Angabe mnicht unterbleiben darf. So kommt es, dass die
neue Beziehung nicht als Grundsatz, sondern als Lehrsatz auftritt.

1. Lehrsatz. — Liegt der Punkt C mnnerhalb der Strecke A4 B,
. o—a o der Punkt D innerhalb der Strecke BC, so
4 ¢ D B liegt der Punkt ¢ innerhalb der Strecke 4 .D.

Beweis. — Da der Punkt D innerhalb der Strecke BC ange-
nommen wird, so liegt C ausserhalb der Strecke BD (III); da C
mnerhalb der Strecke 4B, D innerhalb der Strecke BC, so liegt
D auch innerhalb der Strecke AB (IV); da C und D innerhalb
der Strecke 4 B, C ausserhalb der Strecke BD, so liegt C inner-
halb der Strecke 4D (V)

Die Strecke CD heisst ein Theil der Strecke 4B, wenn
die letztere alle Punkie der ersteren enthilt, aber nicht bloss diese
(Definition 1).

2. Lehrsatz. — Sind C und D Punkte der Strecke 4B und
mindestens einer von ihnen innerhalb derselben gelegen, so ist die
Strecke C.D ein Theil der Strecke 4B.

Beweis. — Es liege C mnerhalb der Strecke AB. Dann ge-
hort D zu einer der beiden Strecken AC oder BC (V), etwa zn
B(j; folgheh liegt € innerhalb der Strecke 4D (1), und 4 ist kein
Punkt der Strecke CD (III), deren simmtliche Punkte zur Strecke
AD gehtren (IV) und mithin auch zur Strecke 4B (IV), d. h. die
Strecken D und A B stehen m der durch Def. 1 geforderten Be-
ziehung.

Der erste Grundsatz 1st schon bei der Formulirung der brigen
benutzt worden; denn ohne 1hn konnte micht von ,der Strecke
AB, von ,der Strecke BC u.s.w die Rede sem. FEiner so tri-
vialen Aussage, wie sie z. B. der dritte Grundsatz enthilt, erst eine
besondere ‘Fassung zu geben, wird leicht fir zwecklos gehalten
werden  Aber sie 1st in den vorstehenden Beweisen in Anwendung
gebracht worden, und wir nehmen uns vor, von allen Beweis-
grinden ohne Unterschied Rechenschaft abzulegen,
auch von den unscheinbarsten®).

*) Vgl. § 12 Schluss
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Wenn der Punkt B innerhalb der Strecke 4 angenommen
wird, so setzen die Strecken 4B und BC die Strecke AC zusam-
men, und man kann dann sagen: Die Strecke BC ist eine Ver-
lingerung der Strecke 4B fiber B hinaus, die Strecke 4B ist
iiber B hmaus bis (' verlingert. Wie auch die Punkte 4 und B
angenommen werden (in den am Ende dieses Paragraphen niher
zu erdrternden Grenzen), immer kann man die Strecke 4B tuber A
hinaus und tiber B hinaus verlangern. Verlingert man nun die
Strecke A B erst iiber B hinaus bis C, dann wieder iiber B hn-
aus bis D, so entstehen die Strecken AC und AD, von denen die
eine mit allen ihren Punkten mn die andere fillt. Wird die Strecke
AB erst tiber B hinaus bis C, dann aber tiber 4 hinaus bis E
verlingert und C mit E durch eme gerade Strecke verbunden, so
fallt die Strecke AB mit allen ihren Punkten in die Strecke CE.
Wir erhalten somit drei weitere Grundsatze, die letzten, welche 1n
diesem Paragraphen noch zu geben sind.

YI. Grundsatz — Sind 4 und B behebige Punkte, so kann
man den Punkt O so wihlen, dass B innerhalb der Strecke 4 liegt.

VII. Grundsatz — Iiegt der Punkt B mnnerhalb der Strecken
o —e e AC und AD, so liegt entweder der Punkt C
4 B C D innerhalb der Strecke AD oder der Punkt D
mnerhalb der Strecke 4 C.

VIII. Grundsatz. — Liegt der Punkt B mnerhalb der Strecke
—8 o e AC und der Punkt A innerhalb der Strecke
D 4 B G BD, und sind CD durch eine gerade Strecke
verbunden, so liegt der Punkt 4 auch innerhalb der Strecke CD.

Ebenso liegt dann auch der Punkt B innerhalb der Strecke
D —

Drei Punkte, von denen einer innerhalb der durch die heiden
andern begrenzten geradep Strecke legt, modgen eine gerade
Reihe heissen (Definition 2).

3. Lehrsatz. — Bilden die Punkte ABC und ABD gerade
Reihen, so gilt dies auch von den Punkten A4CD und BCD.

Beweis. — Der Voraussetzung zufolge liegt (Def 2) entweder
A innerhalb der Strecke BC oder B innerhalb 4C oder C mner-
halb A B; zugleich legt (Def. 2) entweder A inerhalb B.D oder
B innerhalb 4D oder D mmnerhalb 4AB. Liegen C und D inner-
o ——a o halb AB, so hegt (V) entweder D inner-
4 ¢ D B halb BC und (1) C innerhalb 4D, oder D
innerhalb A€ und (1) C innerbalb BD. Liegt C innerhalb-und D
ausserhalb 4B, so koénnen wir fur die Punkte 4 und B die Be-




3 8§ 1 Von der geraden Linie

zeichnung dJerart wiihlen, dass die Strecke 4D durch B geht; es
_eo geht dann (IV) .1D auch durch C und (1)

-1 ¢ B D CD durch B. Liegt C ausserhalb 4B, so
beserchnen wir die Punkte 4 und B derart, dass die Strecke 4AC
e - ® o . o durch B geht. Entweder liegt jetzt 4 inner-
L 4 B C halb B D, mithin (V11I) 4 und B mnerhalb
e oo -- - —o CD; oder B innerhalb 4D, mithin (VII)
4 B C D entweder C innerhalb AD und (1) BD,
oder D innerhalb AC und (1} B(; oder D innerhalb 4B, mit-
. ° o o mn (IV) D innerhalb AC und (1) B inner-
4 D B C halb CD. Demnach bilden ACD uwnd"BCD

m allen Fillen gerade Reihen (Def. 2).

Bei der hier i Betreff der Punkte ABC gemachten Annahme
wird der iber die Punkte i und B fuhrende gerade Weg, gehong
ausgedehnt, den Punkt C uberschreiten. Man sagt deshalb (Defi-
nition 3): C liegt in der geraden Linie der Punkte 4 und
B, kiirzer: in der geraden Linie .1B oder in der Geraden 4B
(oder B.d). Gleichbedeutend ist: Die Gerade 4B geht durch C,
ist durch (' gelegt, C ist emn Punkt der Geraden 4B, u.s w. Die
Aussagen: A4 legt in der Geraden BC, B legt in der Geraden
AC, C liegt mn der Geraden 4B, haben einerler Sinn. Wie auch
die Punkte (' und D angenommen werden, immer existirt eine
Gerade, welche durch sie hindurchgeht; denn nimmt man etwa
o o o (I, II) A innerhalb der Strecke CD und
Y B 4 D (I, I1) B innerhalb der Strecke AC, so sind
(Def. 2) ABC und (1) ABD gerade Reihen, d. h. (Def 3) die
Gerade 4B geht durch C und D; ebenso wenn man (VI) 4 und
. o o B so nimmt, dass C innerhalb der Strecke
4 ¢ D B AD und D innerhalb der Strecke A B (IV)
Daher gilt der

4. Lehrsatz. — Durch zwer behiebige Punkte kann man stets
eine gerade Linie legen.

Es se1 4" ein Punkt der Geraden AB (also 4 ein Punkt der
Geraden A’B). Wenn C ebenfalls einen Punkt der Geraden 4B
bedeutet, so ist C entweder von A’ verschieden oder nicht. Im
ersten Falle sind (Def. 3) ABC und ABA’ gerade Reihen, folg-
hch (3) auch BCA', d. h. C in der Geraden 4'B (Def. 3). Tnfft
man nun die Bestimmung, dass auch A und B Punkte der Geraden
4B genannt werden, also A’ ein Punkt der Geraden A'B, so ge-
hort auch im zweiten Falle C zur Geraden 4'B. (Im ersten Falle
ist dann nachtriglich noch die Moglichkeit des Zusammenfallens
von ¢ mit 4 oder B zu beriicksichtigen, welche am Resultat nichts
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indert; A" jedoch setzen wir von 4 und B verschieden voraus.)
Hiernach liegen alle Punkte der Geraden 4D 1n der Geraden A B,
ebenso alle Punkte der Geraden 'L in der Geraden A4B; die
Aussage ,,(" hegt in der Geraden .1B“ ist mit der Aussage ,,C'
liegt in der Geraden .{'DB¥ identisch, und man sagt daher: Die
Geraden AB und A'D fallen mit einander zusammen. Nimmt man
jetzt zwer Punkte A" und B’ mn der Geraden .4 B belielg, so fallen
die Geraden 4B und A'B mit einander znsammen, und schliess-
lich auch die Geraden A B und CD, wenn beide durch 4" und B
gelegt sind Dues ist in folgendem Satze ausgesprochen
5. Lehrsatz. — Jede Gerade 1st durch zwei beliebige von
ihren Punkten bestimmt, d. h.: Alle Geraden, welche zwei Punkte
gemein haben, fallen mit einander zusammen.
Haufig wird zur Bezeichnung einer Geraden statt der Neben-
einanderstellung zweier Punkte emn besonderer Buchstabe benutzt.
Sind 4 und B Punkte der Geraden g,

/ B so bedeutet g die Gerade 4B (5); man

A/ ~— sagt: Die Gerade g verbindet 4 nut B.
9/7// Alle Punkte der Strecke AB gehoren
zur Geraden g (Def. 3); man nennt diese

/;b Strecke eine Strecke der Geraden g. In
Fig 1 den Figuren wird die Gerade durch eine

ihrer Strecken reprisentirt.

Wenn zwer Geraden g und 7 einen Punkt 4 gemein haben,
so haben sie ausserdem keinen Punkt gemein (5). Man sagt: Die
Geraden ¢ und % treffen (schneiden) sich im Punkte A; diesen
nennt man den Durchschnittspunkt der beiden Geraden und
bezeichnet 1thn mit gh.

Wir ziehen zundchst nur eme einzige Gerade in Betracht. Sind
A, B, C Punkte emer Geraden g, also C in der Geraden 4B ge-
legen (5), so bilden (Def. 3) die drei Punkte eine gerade Reihe,
d. h. (Def. 2) es liegt entweder 4 innerhalb der Strecke BC, oder
B mnerbalb der Strecke AC, oder C innerhalb der Strecke A.B.
— o -o—s— Liegt etwa C innerhalb der Strecke AB,
g 4 ¢ B so sagt man: Der Punkt C liegt in der
Geraden g zwischen 4 und B, 4 und C auf derselben
Seite von B, B und C auf derselben Seite von 4, 4 und B auf
verschiedenen Seiten von C. Aber 4 liegt alsdann micht
zwischen B und C, ebenso B nicht zwischen 4 und C (II). Da-
her der

6. Lehrsatz. — Liegen drer Punkte in einer geraden Linie,
so liegt emer von ihnen zwischen den beiden andern. — Und:
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7. Lehrsatz — Liegen die Punkte 4, B, C in einer geraden
Linie, C zwischen 4 und B, so liegt weder A zwischen B und O,
noch B zwischen A und (.

Wenn wir an Stelle der urspringheh eingefiihrten Begriffe die
neuen setzen: 1) Punkt in emer geraden Linie, 2) Punki zwischen
zwel Pupkten (in der Geraden), so werden alle Satze neu formu-
lit. Wir gehen zuerst die Grundsiitze I.—VI. durch und bringen
thren Inhalt, soweit er nicht schon in die Lehrsitze 4.—T7 tber-
gegangen ist, durch folgende vier Sitze zum Ausdruck:

8. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden zwer Punkte 4 und
B gegeben, so kann man in 1br stets € so wihlen, dass C zwischen
4 und B liegt.

9. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden zwei Punkte 4 und
B gegeben, so kann man in 1hr stets C so wihlen, dass 4 zwischen
B und C hegt.

10. Lehrsatz. — Liegen die Punkte 4, B, C, D in einer
Geraden, C zwischen 4 und B, D zwischen 4 und C, so liegt D
auch zwischen 4 und B.

11. Lehrsatz. — Liegen die Punkte 4, B, (; D in emer
Geraden, C und D zwischen 4 und B, aber D nicht zwischen 4
und C, so liegt D zwischen B und C.

Die beiden letzten Sitze lassen sich durch einen einzigen er-
setzen, der durch Benutzung von 6. 10. 11. zu Stande kommt. Hs
seien némlich 4, B, C, D Punkte emer Geraden, D zwischen 4
und B gelegen; dann liegt (6) entweder C zwischen 4 und B, so
dass der 11. Lehrsatz zur Anwendung kommt, oder A zwischen B
und C und mithin (10) D zwischen B und C, oder B zwischen A
und C und mithin (10) D zwischen 4 und C, d. h.:

12. Lehrsatz. — Liegen die Punkte 4, B, C, D in einer
Geraden, D zwischen 4 und B, so liegt D entweder zwischen 4
und C oder zwischen B und C.

Hierin ist m der That der 11. Satz unmittelbar enthalten; der
10. ergiebt sich aus 7. und 12. folgendermassen. Es seien 4, B, C, D
Punkte einer Geraden, welche die im 10. Lehrsatze gemachten Vor-
aussetzungen erfilllen. Da C zwischen 4 und B, so ist (12) C
zwischen 4 und D oder zwischen B und D; da D zwischen 4 und
C, so ist (12) D zwischen 4 und B oder zwischen B und C. Nun
ist (7) C nicht zwischen 4 und D, also C zwischen B und D, mit-
bin (7) D nicht zwischen B und C, sondern D zwischen 4 und B.

Aus T. 16. 11, also auch aus 7. 12., kann man, dem 1. Lehr-
satze entsprechend, den folgenden beweisen:

13. Lehrsatz. — liegen die Punkte 4, B, C, D in einer
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Geraden, C zwischen .{ und B, D zwischen B und (', so liegt C
zwischen 4 und D

Dem siebenten Grundsatze entspricht:

14. Lehrsatz. — Liegen A4, B, C, D in gerader Linie, B
zwischen A und C, zugleich B zwischen 4 und D, so liegt 4 nicht
zwischen C und D.

Diesen kann man aber aus 7.und 12 herleiten, mit Benutzung
von 13. Lige nimlich unter jenen Voraussetzungen 4 zwischen
C und D, so lige (13) 4 zwischen B und D, wihrend doch B
zwischen 4 und D liegen soll (7).

Nach (6) legt entweder C zwischen 4 und D und mithin (13)
zwischen B und D, oder D zwischen 4 und C und mithin (13)
zwischen B und C, jedenfalls (7) B nicht zwischen ' und D, d. b :

15. Lehrsatz. — Liegen 4, B, C, D in gerader Linie, B
zwischen 4 und (), zugleich B zwischen 4 und D, so liegt B nicht
zwischen C und D.

Man braucht nur B mit D zu vertauschen, um hwerin eine
Erganzung des zwolften Lehrsatzes zu erkennen, nach welcher die
beiden in thm ausgesprochenen Moglichkeiten sich gegenseitig aus-
schliessen. Diese Ergiinzung hat sich aber als eine Folge der Sitze
6. 7. 12. erwiesen.

Dem achten Grundsatze endlich entspricht:

16. Lehrsatz. — Liegen 4, B, C, D in gerader Linie, 4
zwischen B und C, B zwischen 4 und D, so hegt 4 zwischen C
und D.

Diesen kann man ebenfalls aus 6. 7. 12. herleiten. Denn lige
(6) C zwischen 4 und D, so lige (7 und 11) C zwischen B und
D, folglich B zwischen A4 und C (18); ware D zwischen 4 und C,
so wire auch B zwischen 4 und C (10). Beides 1st unmdglch (7).

Wihrend zur Bestimmung einer Strecke die beiden Endpunkte
erforderlich sind, diirfen zur Bestimmung der Geraden zwei belie-
bige von 1hren Punkten genommen werden. Dieser Umstand hat
zur Folge, dass fiir den Grundsatz I. die Lehrsitze 4. 5. 6. eintreten,
fur die Grundsitze TV. V. VII. VIII. dagegen nur der eine Lehr-
satz 12.; die Grundsatze II. III. VI. haben resp. die Lehrsitze 8.
7 9 geliefert. Aus den Sitzen 4.—9. und 12., oder aus 4.—11.,
konnen dieselben Folgerungen gezogen werden, welche man an die
Grundsitze zu kniipfen vermag. Von Interesse sind hier nur die
beiden folgenden Sitze.

17. Lehrsatz. — Hat man in einer Geraden eine beliebige
(endliche) Menge von Punkten, so kann man zwei Punkte heraus-
heben, zwischen denen alle iibrigen liegen.
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Beweis — Hebt man die Punkte 4, B beliebig heraus, so
werden im Allgemeinen die ibrigen Punkte theils zwischen 4 und
B liegen, theils nicht. Zur letzteren Gattung mag etwa C gehbren,
und zwar mag B zwischen 4 und C liegen (6) Dann befinden
sich (10) die zwischen 4 und B gelegenen Punkte auch zwischen
A und C, und dberdies der Punkt B, vielleicht noch andere von den
gegebenen Punkten. Wenn em Theil derselben nicht zwischen 4
und C lLegt, so wird A4 oder C durch einen neuen Punkt ersetzt
C.s w

18. Lehrsatz. — Hat man 1n einer Geraden eine beliebige
Menge von Punkten, so kann man in ihr zwer Punkte so angeben,
dass zwischen ihnen alle gegebenen liegen.

Beweis — Unter den gegebenen Punkten kann man (17) zwer
herausheben, zwischen denen alle ibrigen liegen, etwa E und F.
Man wahle jetzt (9) in der gegebenen Geraden den Punkt M so,
dass ¥ zwischen F und M hegt, und dann (9) den Punkt N so,
dass F' zwischen M und N liegt. Nach (10) befinden sich alle
zwischen E und F gelegenen Punkte auch zwischen M und F,
mithin auch (10) zwischen 3 und N. Dasselbe gilt von E (10)
und F, also von allen gegebenen Punkten.

Die Lehrsitze 4 5. driicken die Eigenthiimlichkeit der geraden
Linie aus. Die Sdtze 6.—11. dagegen passen auf jede begrenzte
(sich selbst nirgends schneidende oder beriihrende) Linie. Wenn
man mnerhalb emer solchen drei Punkte 4, B, C annimmt, so
liegt einer von ihnen zwischen den beiden andern; liegt C zwischen
4 und B, so hegt 4 nicht zwischen B und C, u.s. w. Es werden
also sammtliche Sitze passen, welche aus 6.—11. allein entspringen.

Wenn man dagegen drei Punkte 4, B, C auf einer geschlos-
senen (sich selbst nirgends schneidenden oder berdhrenden) Linie
wihlt, so hat es keinen Sinn zu sagen, etwa dass C zwischen 4
und B hege, weil von 4 nach B auf jener Linie zwei Wege fiihren,
von denen emer iiber C geht, der andere nicht. Indess lasst sich
doch ein #bnhcher Begriff erzeugen. Ich nehme in der gegebenen
Linie einen beliebigen Punkt E und be-
stimme, dass nur solche Wege zugelassen
werden, welche den Punkt F ausschliessen.
Dann giebt es von A4 nach B nur noch
einen Weg; fithrt dieser uber C, so legt
C zwischen 4 und B unter Beachtung
der getroffenen Bestimmung, und ich
sage: be1 ausgeschlossenem F
hiegt C zwischen 4 und B (oder B
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und 4). Den Punkt & will ich daber als ,,Grenzpunkt® be-
zeichuen,

Mit dem neuen Begnife kann man operiren, wie mit dem auf
die begrenzte Linie beziiglichen, und es gelten wieder die Sitze
6.—11., wenn E eingefiihrt und der Zusatz .,bei ausgeschlossenem
L oder .fur den Grenzpunkt E“ uberall angebracht wird. Der
neue Begriff bezieht sich auf vier Punkte 4. B, (, E m einer ge-
schlossenen Linie. Er ist anzuwenden, wenn von den Wegen, welche
von A nach B gehen, der eine tiber C fihrt und nicht zugleich
itber E; dann fiihrt aber der andere Weg iiber E und nicht zugleich
tber C, d. b fir den Grenzpunkt C liegt F zwischen 4 und B.
Die Punkte C und E konnen daher ihre Rollen vertauschen, und
da man von 4 nach B nicht gelangen kann, ohne emnem von ihnen
zu begegnen, so sagt man: 4 und B werden durch C und E
(oder E und C) getrennt.

Indem wir jetzt die S#tze 6.—11. auf die geschlossene Linie
ibertragen, entstehen die nachstehend unter b—f aufgefiithrten Satze,
denen wir einen nur fur die geschlossene Linie gultigen voraus-
schicken, nimlich

a) Liegt C zwischen 4 und B bei ausgeschlossenem E, so
hegt E zwischen 4 und B bei ausgeschlossenem C.

Hier, wie in den folgenden Sitzen. ist nur von Punkten emner
und derselben geschlossenen Linie und von ihrer Lage in dieser
Linie die Rede.

b) Bei ansgeschlossenem E liegt entweder 4 zwischen B und
C, oder B zwischen 4 und C, oder C zwischen 4 und B, und zwar
schliesst jede dieser Lagen die beiden andern aus.

¢) Liegt fiir den Greuzpunkt E der Punkt C zwischen 4 und
B, der Punkt D zwischen 4 und C, so liegt D auch zwischen 4
und B fiir den Grenzpunkt E.

d) Liegen fiir den Grenzpunkt E die Punkte C und D zwischen
A und B, so liegt fiir denselben Grenzpunkt der Punkt D entweder
zwischen A und C oder zwischen B und C.

e) Wenn drer Punkte 4, B, E gegeben sind, so kann man C
so wihlen, dass C zwischen 4 und B fiir den Grenzpunkt E.

f) Wenn drei Punkte 4, B, E gegeben sind, so kann man D
so wihlen, dass B zwischen 4 und D fiir den Grenzpunkt E.

Jetzt ist aber der letzte Satz von vorhergehenden abhingig;
er kann aus a, b, e hergeleitet werden. Zuerst ndmlich zieht man
aus a und b eine Folgerung.

g) Werden AB durch CE getrennt so werden auch CE durch
AB getrennt.
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Beweis. — Der Voraussetzung zufolge liegt ' zwischen A und
D fir den Grenzpunkt E und (a) E zwischen o und B fur den
Grenzpunkt (. Nach (b) werden also IJC durch AE nicht ge-
trennt, ebensowemig BE durch AC. Folghch (a) liegt Z mecht
zwischen B und C, C uicht zwischen B und E bei ausgeschlosse-
nem 4. Es bleibt daher (b) nur die Moghchkeit ubrig, dass B
zwischen C und E bei ausgeschlossenem A, d. h dass CE durch
BA (oder AB) getrennt werden. — Die Beobachtung lehrt in der
That, dass dies staitfindet, sobald AB durch CE getrennt sind;
aber die Benutzung der Sitze a und b fuhrt zu demselben Ergebniss

Wenn nun E, B, 4 gegeben sind, kann ich D so wihlen (e),
dass D zwischen B und E ber ausgeschlossenem 4, d h. BE durch
D A getrennt, also DA durch BE (g), d. h. B zwischen 4 und D
be1 ausgeschlossenem E.

Aus den Sétzen 6. 7. 10. 11. wurden 12.—17. gefolgert. Mit
den Sitzen b, ¢, d kann man ganz analog verfahren; von den Er-
gebnissen sollen nur die beiden angefuhrt werden, welche den Num-
mern 12, und 15 entsprechen.

h) Liegt D fiir den Grenzpunkt E zwischen 4 und B, aber
nicht zwischen B und C, so lhegt D fur denselben Grenzpunkt
zwischen 4 und C.

1) Liegt D fiir den Grenzpunkt E zwischen 4 und B, zugleich
zwischen A und C, so hegt D fiir denselben Grenzpunkt nicht zwi-
schen B und C.

Unter Bericksichtigung von (g) schliesst man jetzt: Werden
DE durch AB getrennt, durch BC aber nicht, so werden DE
durch AC getrennt; werden DFE durch 4B und durch AC ge-
trennt, so werden D E durch BC nicht getrennt; sind D E weder
durch AC noch durch BC getrennt, so sind sie auch nicht durch
AB getrennt; d. h -

k) Sind 4B durch emes der Paare CE und DE getrennt,
durch das andere aber nicht, so sind 4 B durch CD getrennt Und:

1) Sind 4B durch die Paare CE und D E getrennt, oder durch
beide nicht getrennt, so smd 4B auch durch CD nicht getrennt.
Oder: Sind AB durch CD getrennt, so sind AB durch eines der
Paare CE und D E getrennt, durch das andere aber nicht.

Die Sitze a—e konnen wir als Grundsitze bezeichnen; aus
ihnen wurden die Sitze f—1 hergeleitet Wie 10. und 11. aus 7.
und 12., so folgen ¢ und d aus b und h, oder auch aus a, b und
k, da h eine Folge von g ynd k, g eine Folge von a und b ist
Mit Hiilfe der Sitze a, b, e, k und zwar ausschliesslich mit deren
Hulfe lassen sich demnach alle tibrigen Sitze der Gruppe a—1 beweisen.
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Unter Annahme emes festen Punktes E 1st es gelungen, an der
geschlossenen Linie die Beobachtungen, welche sich an der be-
grenzten Linie dargeboten hatten, zu wiederholen; die geschlossene
Linie wurde durch Ausschluss des Punktes Z mit der begrenzten
in vollstindige Analogie gebracht. Es ldsst sich aber auch umge-
kehrt der Begniff getrennter Paare auf die begrenzte Linie iber-
tragen; in welcher Weise dies zu geschehen hat, lehren die Sitze
k und 1. Indem wir uns auf die gerade Lime beschranken, geben
wir jetzt folgende Definition. Liegt in einer geraden Linie von
den Punkten C, D der eine zwischen 4 und E, der andere aber
nicht, so sagen wir (Definition 4): Die Punkte 4B werden
durch CD getrennt, oder: bei ausgeschlossenem D (fir den
Grenzpunkt D) hegt C zwischen 4 und B. Die Vertauschbar-
keit von 4 mit B, von C mit D 1st m der Definition selbst be-
grindet Es gilt daher in der geraden Linie der Satz a, und es
soll gezeigt werden, dass auch die Sitze b, e, k 1hre Giiltigkeit be-
halten. Dass die Satze a—1 simmtlich fortbestehen, bedarf alsdann
keines Beweises.

19. Lehrsatz — Sind 4, B, C, E Punkte in einer Geraden,
so werden entweder BC durch A E getrennt, oder CA4 durch BE,
oder AB durch CE, und zwar schliesst jede dieser Lagen die bei-
den andern aus

Beweis. — Die Punkte 4, B, C konnen derart bezeichnet wer-
den, dass 4 zwischen B und C liegt (6). Nun befindet sich ent-
weder B zwischen C und E, oder C zwischen B und E, oder E
zwischen B und C (6). Im ersten Falle hegt B zwischen ¢ und
E, A zwischen B und C, folglich :4 zwischen C und E (10), B
zwischen 4 und E (13); folgheh werden (Satz 7. und Def. 4) BC
durch A E getrennt, aber C 4 nicht durch BE, 4 B nicht durch CE.
Der zweite Fall entsteht durch Vertauschung von B und C und
fihrt daher zu demselben Ergebniss. Im dritten Falle liegen A4
und E zwischen B und C, folglich 4 entweder zwischen B und E
oder zwischen C und E (11). Liegt A zwischen B und E, mithin
E zwischen 4 und C (13), so werden (Satz 7. und Def. 4) AC
durch BE getrennt, aber BC nicht durch AFE, AB nicht durch
CE. Liegt A zwischen C und E, so werden 4B durch CE ge-
trennt, aber BC nicht durch AZ, A4 C nicht durch BE (Sitze T.
13. und Def. 4).

20. Lehrsatz. — Liegen die Punkte 4, B, E in einer geraden
Linie, so kann man in 1hr C so wahlen, dass AB durch CE ge-
trennt werden.

Beweis. — Liegt E nicht zwischen 4 und B, so wihle man
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C zwischen A und B (8). Liegt E zwischen 4 und B, so wible
man (' so, dass B zwischen .{ und C oder 4 zwischen B und C
101, also C nicht zwischen A und B (7). Beidemal werden A B
durch C'E getrennt (Def. 4.

21. Lehrsatz — Sind in einer Geraden die Punkte 4 B durch
emes der Paare (E und DE getrennt, durch das andere aber
nicht, so smd 4B durch ('D getrennt

Beweis — Es seien AB etwa durch C'E getrennt, dutch DE
nicht getrennt. Liegt nun C zwischen 4 und B, also (Def. 4) E
nicht, so st (Def. 4) auch D nicht zwischen 4 und B gelegen.
Liegt aber C nicht zwischen A und B, so befindet sich (Def. 4) E
zwischen diesen beiden Punkten, mithin (Def 4) auch D. Beide-
mal werden AB durch CD getrennt (Def. 4).

Hiermit ist die Uebertragung der Sitze a, b, e, k in solche,
welche sich auf Punkte in emer geraden Linie beziehen, ausgefuhrt.
An die dier erhaltenen Sdtze schliessen sich ohne Weiteres die
Folgerungen an, welche den ubrigen Sédtzen der vorigen Gruppe
entsprechen. Die Sdtze g und 1 gehen in die beiden folgenden iiber

22. Lehrsatz (Umkehrung des vorigen). — Smnd 4, B, C,
D, E Punkte in emer Geiaden und werden AB durch CD ge-
trennt, so werden AB durch eines der Paare CF und DE ge-
trennt, durch das andere aber nicht.

23. Lehrsatz — Werden 1 emer Geraden die Punkte 4B
durch CFE getrennt, so werden auch CIE durch 4B getrennt.

Durch diese Ergebnisse wird es mdglich, die gerade Linie ahn-
lich wie eine geschlossene zu behandeln. —

Im Laufe der Entwickelung trater zu den urspriinglich einge-
fuhrten geometrischen Begriffen neue hinzu, welche jedoch auf jene
zurlickzufithren sind. Wir wollen dieselben abgeleitete Begriffe
nennen, die anderen Grundbegriffe. Die abgeleiteten Begriffe
wurden definirt, wobei allemal die vorhergehenden benutzt wur-
den, keme anderen; und so oft ein abgeleiteter Begriff zur Anwen-
dung kam, wurde unmittelbar oder mittelbar auf seine Definition
Bezug genommen; ohne eme solche Berufung war die betreffende
Beweisfihrung micht moglich. Die Grundbegriffe sind nicht
definirt worden; keine Erklirung 1st im Stande, dasjenige Mittel
zu ersetzen, welches allen das Verstindniss jener einfachen, auf
andere nicht zurlickfiuhrbaren Begriffe erschliesst, nimlich den Hin-
weis auf geeignete Naturobjecte. Wenn Euklid sagt: ,,Em Punkt
ist, was keine Theile hat; eine Limie ist Linge ohne Breite; eine
gerade Linie (Strecke) ist diejenige, welche den auf 1hr befindlichen
Punkten gleichformig lLegt®, so erklirt er die angefuhrten Begnffe
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durch Eigenschaften, welche sich zu keiner Verwerthung eignen,
und welche auch von 1hm ber der weiteren Entwickelung mirgends
verwerthet werden. In der That stitzt sich kene emzige Stelle
auf eme jemer Aussagen, durch welche der Leser, der aus den
»Elementen” ohne eine bereits vorher durch wiederholte Beobach-
tungen ausgebildete Vorstellung von den geometrischen Grund-
begriffen iiberhaupt nichts lernen kann, hochstens an die betreffende
Vorstellung ermnert und dazu veranlasst wird, sie den wissenschaft-
lichen Anforderungen gemiss einzuschriinken oder zu erginzen.

Die Mathematik stellt Relationen zwischen den mathematischen
Begriffen auf, welche den Erfahrungsthatsachen entsprechen sollen,
aber weitaus m ihrer Mehrzahl der Erfahrung nicht unmittelbar
entlehnt, sondern ,bewiesen* werden; die (ausser den Defimtionen
der abgeleiteten Begriffe) zur Beweisfubrung nothwendigen Erkennt-
nisse bilden selbst emen Theil der aufzustellenden Relationen. Nach
Ausscheidung der auf Beweise gestiitzten Sitze, der Lehrsitze,
bleibt eine Gruppe von Sitzen zurick, aus denen alle iibuigen sich
folgern lassen, die Giunds#tze; diese sind unmittelbar auf Be-
obachtungen gegrindet+), freilich auf Beobachtungen, welche seit
undenklichen Zeiten sich unaufhorlich wiederholt haben, welche
klarer erfasst werden, als die irgend einer andern Art, und mit
denen die Menschen deshalb langst so vertraut geworden sind, dass
ihr Ursprung in Vergessenheit gerathen und Gegenstand des Streites
werden konnte.

Die Grundsdtze sollen das von der Mathematik zu verarber-
tende empirische Material vollstindig umfassen, so dass man nach
ibrer Aufstellung auf die Sinneswahrnehmungen nicht mehr zurick-
zugehen braucht. Um so vorsichtiger mussen von vornheremn etwaige
Einschrinkungen festgestellt werden, denen die Anwendung einzel-
ner Grundsitze unterliegt. Bei emem Theile der oben aufgestellten
geometrischen Grundsitze, nfimlich bei I. und VI, sind nun solche
Einschréinkungen geltend zu machen. Im ersten Grundsatze diirfen
_die durch emne gerade Strecke zu verbindenden Punkte nicht zu
nahe bei einander angenommen werden. So lange alle in Betracht
gezogenen Punkte durch Zwischenriume getrennt sind, erscheint
der Vorbehalt iiberfliissig. Das ist in der That bei den Figuren
der Fall, aus deren Anschauung man die Grundsitze schopft; far
solche Figuren wird daher der achte Lehrsatz — der einzige, der

*) Den empirischen Ursprung der geometrischen Axiome hat Helmholtz
einer eingehenden Erdrterung unterworfen in seinem Vortrage ,,Ueber den
Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome* (Populare wissen-
schaftliche Vortrige von H Helmholtz, drittes Heft, Braunschweig 1876)

PascH, Vorlesungen 2
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von dem Vorbehalt berithrt wird — immer zutreffen. Aber bel
wiederholter Anwendung dieses Satzes verliert die Figur ihre ur-
spriingliche Be-chaffenhert. Sind 4 und DB Punkte der urspring-
lichen Figur und wird m der Geraden AB em Punkt (' zwischen
e oo -s- Aund B eingeschaltet, hierauf C; zwischen

4 ¢, G C B A4und C, (C, zwischen 4 und C, u s. W,
so kann man immer mehr in die Nihe des Punktes A gerathen
und muss dann sehliesshch auf weitere Einschaltungen verzichten®).
Der achte Lehrsatz kann also nicht beliebig oft auf eine Gerade
angewendet werden. Eme vollkommen scharfe Grenze ldsst sich
freilich nicht angeben; man muss sich aber huten, aus dem Mangel
einer scharf angebbaren Grenze das Nichtvorhandensein jeder Grenze
zu schhessen. .

Die geometrischen Grundbegriffe und Grundsitze erlernt man
an Objecten, von denen man verhiltnissmissig nur wenig entfernt
1st; tiber ein solches Gebiet hinaus ist also ihre Anwendung nicht
ohne Weiteres berechtigt. Geht man z. B. von einer geraden
o o o oo Strecke AB aus und (VI) verlingert sie
4 B B, B, B; iber B s B, dann BB, uber B bis
B,, B,B, iiber B, bis B; u.s f., so kann man wobl eme Zet
lang noch gerade Strecken 4B, AB, u. s. w. einfilhren, aber
friher oder spater kommt ein Punkt B,, von dessen Verbindung
mit dem Punkte A durch eine gerade Strecke mnicht die Rede sem
kann, ohne dass dieser Begnff seinen Charakter als Grundbegriff
verlieit. Man sagt zwar auch (indem man jede Aufeinanderfolge
von geraden Strecken, bei der je zwei benachbarte sich zu einer
geraden Strecke veremigen, wieder eine gerade Strecke nennt), es
sei die Strecke 4B bis B, verlingert, die Strecke 4B, bis B,,
die Strecke 4B, bis B, u.s.f. Das #ndert jedoch mnichts an der
Art, wie die Punkte B, B, - wirkhch erlangt werden; denn wenn
B, sich von A zu weit enifernt hat, so kann man ber der Her-
stellung von B, 41 nicht mehr 4 benntzen, wohl aber B,_;. Man
wird also auch vom sechsten Grundsatz (oder vom neunten *¥) Lehr- .
satz) nicht beliebig oft m einer und derselben Figur Gebrauch
machen, wober wieder eme scharfe Grenze nicht existirt.

Die folgenden Enrtwickelungen setzen, wie die bisherigen,
allemal Figuren voraus**¥), deren Theile nahe genug bei1 einander

*) Vergl. die nahere Ausfuhrung m § 23
*#) Auf den achten und neunten stitzt sich der zwanzigste
#*%) Vergl. Riemann, Gesammelte Werke S 266, F Klein, Mathem
Ann Bd 4 8,576 und 624, Bd. 6 S. 134



$ 1 Von der geraden Linw 14

sind, um eme directe Beurtheillung ihrer genmetri~chen Beziehun-
gen zu ermdglichen. Auf die Verknupfung solcher Figuren
lassen sich alle Anwendungen der Geometrie zuruck-
fihren, ein Gegenstand, dexr hier nicht niher erdrtert werden
soll. Wie aber geometrische Begniffe und Gesetze, welche sich
innerhalb eines beschrinkten Gebietes bewiihren, ber fortgesetater
Erweiterung des Gebietes ihre Guiltigkeit verlieren konnen, wird
durch eine ganz einfache Betrachtung veranschaulicht. Nehmen
wir an, in emner geschlossenen (einfachen) Lime bewege sich emn
Beobachter, der immer nur einen kleinen Theil der Linie iibersehen
und tiberhaupt nur einen Theil derselben durchlaufen kann, und
der in Folge dessen die Linie noch nicht als eine geschlossene er-
kannt hat. Dieser Beobachter wird innerhalb des jedesmal von
ihm uberblickten Weges zu Erkenntmissen gelangen, wie sie fur
die gerade Linie in den Sitzen 6.—11. ausgesprochen sind, und
dieselben alsdann auf das ihm zuganghche Gebiet ausdehnen; er
wird schliesslich geneigt sein, sie auf die Linte in threr ganzen
Erstreckung zu fibertragen, wenn er dies aber thut, natiirheh zu
unrichtigen Schlussen gelangen. Es seien z. B. 4, B Punkte von
geringem gegenseitigen Abstande, und der Punkt
M M werde durch Fortsetzung des Weges AB
. liber B hinaus erreichbar vorausgesetzt; sagt
' man alsdann, es set B zwischen A und M
,} gelegen, und schliesst weiter, es sel 4 nicht
i zwischen B und M gelegen, so leugnet man
A B damit die thatsiichlich vorhandene Moglichkeit,
Fig. 8. den Punkt M durch Fortsetzung des Weges

B A4 iiber A hinaus zu erreichen.
1; ¢ Diese Bemerkung ist u A. zu be-
7 riicksichtigen hei der Frage, ob die Ge-
K/ raden A B und CD einen Punkt gemein
A haben konnen, wenn die Figuren 4 BC
2z und CDA (nicht ADC) congruent sind
(8§ 13) und die Punkte B, D auf verschie-
denen Seiten der Geraden 4C liegen. Die Figuren ABCD und
CD AB sind congruent, und die geraden Strecken AB, CD haben
keinen Punkt gemein. Man pflegt nun zu schliessen: Hatten die
Geraden A B und CD den Punkt M gemein, so wiren die Figuren
ABCDM und CDABM congruent, und M lige ausserhalb der
Strecke A B; lige etwa B zwischen 4 und M, so lage auch D
zwischen C und M, D und M auf derselben Seite der Geraden
BC, ebenso A und M, d. h. 4 zwischen B und M, was nicht

2*

Fig 4
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miighch nt. Hierduch wird jedoch die Frage micht entschieden,
da auf die Figar AD(' DM manche geometrische Begriffe und
Niitze m der Art, wie es vorhin geschehen, moghicherweise nicht

angewendet werden diirfen.

§ 2. Von den Ebenen.

Wir ziehen jetzt einen weiteren geometrischen Begriff in die
Betrachtung, die Ebene. Aehulich wie bei der geiaden Lime aus-
einandergesetzt wurde, wird von der Ebene gesagt, dass sie unbe-
grenzt sei; wenn wir uns aber an die unmttelbare Wahrnehmung
halten, so lernen wir nur die wohlbegrenzte ebene Fliche kennen.
Demgemiiss wird zunachst nur von der ebenen Fliche und von
Punkten einer ebenen Fliche die Rede sein, der Begriff
,,Bibene* aber erst nachher eingefiithrt werden.

Die folgenden Satze sind wieder zum Theil Grundsdtze, zum
Theil Lehrsitze. Beim Beweise der letzteren durfen wir vou den
in § 1 gegebenen Sitzen Gebrauch machen. Die ersteren sind der
Ausdruck gewisser Beobachtungen, welche an ebenen Figuren leicht
gemacht werden konnen.

Durch drei beliebige Punkte A, B, C kann man eine ebene
Fliche legen, weun auch nicht gerade eine einzige. Zieht man nun
eme gerade Strecke durch 4 und B, so brauchen micht alle Punkte
der Strecke in jener Flache zu hegen, aber man kann ndthigen-
falls die letztere zu einer ebenen Fliche erweitern, welche die
Strecke, d. h. alle ihre Punkte, enthalt,

I. Grundsatz. — Durch drer beliebige Punkte kann man eine
ebene Fliche legen

I1. Grundsatz, — Wird durch zwei Punkte einer ebenen
Fliche eine gerade Strecké gezogen, so existirt eme ebene Fliche,
welche alle Punkte der vorigen und auch die Strecke enthilt.

Wenn zwer ebene Flichen gegeben sind, so kann ein Punkt 4
m beiden zugleich enthalten sein. Wir nehmen dann allemal wahr,
dass der Punkt 4 nicht der einzige gemeinschaftliche Punkt ist,
wenn wir nothigenfalls die beiden Flichen oder eine von ihnen
gehorig erweitert haben

II1. Grundsatz, — Wenn zwei ebene Flichen P, P’ emnen
Punkt gemein haben, so kann man einen andern Punkt angeben,
der sowohl mit allen Punkten von FE, als auch mit allen Punkten
von E’ je in einer ebenen Fliche enthalten ist.

Es konnen zwei ebene Flichen auch drer Punkte zugleich ent-
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halten. Ber der Untersuchung dieses Falles kann man emne Be-

obachtung benutzen, welche auch zur Beantwortung anderer, auf

die Begegnung von Linien bezig-

~ ¢ licher Fragen erforderlich ist. In

‘ ) emer ebeneu Fliache seien drer

Punkte 4, B, C zu einem Dreieck

zusammengefiigt, d. h durch die

B ) geraden Strecken 4B, 4C, BC

p paarwelse verbunden. In dersel-

. . ben Fléche se1 die gerade Strecke

A B DE gelegen und zwar so, dass

sie einen mnerhalb der Strecke

D A B gelegenen Punkt F enthilt

Fig 5 Die Strecke DE hat dann allemal

entweder mit der Strecke A( oder

mit der Strecke BC einen Punkt gemem, oder sie kann bis zu
einem solchen Punkte verlingert werden.

IV. Grundsatz. — Sind in einer ebenen Flache drei Punkte
4, B, C durch die geraden Strecken 4B, AC, BC paarweise ver-
bunden, und ist in derselben ebenen Fliche die gerade Strecke D E
durch einen innerbalb der Strecke AB gelegenen Punkt gezogen,
so geht die Strecke D E oder eine Verlingerung derselben entweder
durch einen Punkt der Strecke 4 C oder durch einen Punkt der
Strecke BC.

Oder: Liegen die Punkte 4, B, C, D in einer ebeunen Fliche,
F in der Geraden 4B zwischen 4 und B, so geht die Gerade DF'
entweder durch einen Punkt der Strecke AC oder durch einen
Punkt der Strecke BC.

1. Lehrsatz. — Liegen die Punkte 4, B, C, D in emner ebenen
Fliche P, zugleich die Punkte 4, B, C in emer ebenen Fliche P,
aber nicht in einer geraden Linie, so existirt eine ebene Fliche,
welche alle Punkte von P enthélt und auch den Punkt D.

Beweis. — Liegt D in einer der Geraden AB, AC, BC, so
existirt eme solche Fliche nach dem zweiten Grundsatz. lLiegt D
in keiner der Geraden AB, AC, BC, so werde in der Geraden 4B
zwischen 4 und B ein Punkt F angenommen; es mag dann (IV)
die Gerade DF etwa durch einen Punkt G der Strecke 4 C gehen;
F und G sind von einander verschieden, D in der Geraden F@G.
Es existirt jetzt eine ebene Flache @, welche alle Punkte von P’
enthélt und auch F'; weiter eine ebene Fliche ¢, welche alle
Punkte von @ enthilt und auch G; schhesslich eine ebene Fliche
welche alle Punkte von @ enthdlt und auch D.

~ R
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Gehen wir nun von drer beliebigen, nicht in eme Gerade
cehimigen Punhten 4, B, ¢ aus und legen durch sie emne ebene
Fliche Wenn durch die Punkte A, B, C und einen weiteren Punkt
D sich ehenfalls eine ebene Fliche legen lisst, so braucht D zwar
der vorigen nicht anzugehoren, diese ldsst sich aber nothigenfalls
erweitern. bis sie auch den Punkt D enthilt (1). In Folge dessen
sagt man: der Punkt D liegt in der Ebene der Punkte 4, B, G,
oder emnfach: m der Ebene 4BC, oder: die Ebene ABC geht
durch D, D ist ein Punkt der Ebene ABC u.s. w.

Es seien L, 3, N drer beliebige Punkte. Wenn sie nicht in
gerader Linie liegen, so se1 .4 em Punkt der Geraden LM, B ein
Punkt der Geraden LN, (' ein Punkt der Geraden M NN; 1ch kann
dann durch L, 3, N eme ebene Fliche legen, folglich auch durch
L, M, N, 4, B, C. Wenn L, M, N in ewmer Geraden liegen, so
se1 4 emn Punkt ausserhalb der Geraden, B emn Punkt der Geraden
AL, C em Punkt der Geraden 4M; durch 4, L, M kann man
eme ebene Fliche legen, folglich auch dureh 4, B, C, L, M, N.
Beidemal hegen 4, B, C micht m gerader Linie und L, M, N 1n
der Ebene ABC

2. Lehrsatz. — Durch drer Punkte kann man immer eine
Ebene legen

Es se1 4" emn Punkt der Ebene ABC und 4, B, C nicht in
gerader Linie (also 4 emn Punkt der Ebene 4'BC). Wird nun D
von A verschieden 1n der Ebene 4" B( angenommen, so liegen die
Punkte d, B, C, D, A" in emer ebenen Flache, d. h. D zugleich
m der Ebene ABC; und wenn wir auch die Punkte 4, B, C
»Punkte der Ebene 4 B(“ nennen, so konnen wir sagen, dass jeder
Punkt der Ebene 4" BC zugleich der Ebene 4 B C angehort. Aber
auch umgekehrt sind alle Punkte der Ebene 4 BC Punkte der
Ebene A'BC. Man sagt daher: Die Ebenen ABC und 4 BC
fallen mit einander zusammen.

Jetzt selen A’y B, (" beliebige Punkte der Ebene A BC, aber
nicht in emner Geraden Der Punkt 4" kann in emer der Geraden
AB, AC, BC legen, doch hichstens in zwelen; er liege ausser-
halb der Geraden B(; dann fallen die Ebenen ABC und 4 BC
zusammen. Der Punkt B’ liegt in der Ebene 4'B(C, doch nicht
in den Geraden 4'B, 4'C zugleich; er Liege ausserhalb der Geraden
A’C; dann fallen die Ebenen 4"BC und A’B’C zusammen. Der
Punkt (" liegt in der Ebene 4"B’C, aber nicht in der Geraden
A'B'; folglich sind die Ebenen 4'B'C und A’ B C’ identisch.

3. Lehrsatz. — Jede Ebene 1st durch drei beliebige von
thren Punkten, welche nicht in gerader Lanie legen, bestimmt.
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Oder: Drei Punkte. welche zugleich verschiedenen Ebenen ange-
horen, liegen in einer Geraden.

Hiiufig wird zur Bezeichnung einer Ebene emn besonderer Buch-
stabe benutzt. Sind 4, B, C Punkte der Ebene P, welche nicht
m gerader Linie liegen, so bedeutet P die Ebene A BC. —

Nehmen wir jetzt in emner Geraden g die Punkte 4, B behebig
ebenso in emer durch 4 und B gehenden Ebene P den Punkt C
ausserhalb der Geraden g. Ist D irgend emn dritter Punkt der
Geraden g, so kann man durch die Punkte 4, B, (' eme ebene
Flache legen, weiter auch durch die Punkte 4, B, (', D; der Punkt
D liegt also in der Ebene ABC, d. 1 in der Ebene P Da dies
von allen Punkten der Geraden g gilt, so sagt man: g liegt in der
Ebene P, g ist eine Gerade der Ebene P, u.s. w.

4. Lehrsatz. — Eme Gerade, welche mit emner Ebene zwei
Punkte gemein hat, hegt ganz in ihr. Oder: Alle Ebenen, welche
zwei Punkte gemein haben, enthalten die Gerade der beiden Punkte.

Wenn die Gerade g in einer Ebene P nicht ganz enthalten
ist, so kann sie mit 1hr nicht mehr als einen Punkt gememn haben.
Besitzen g und P einen gemeinschaftlichen Punkt 4, aber nur
einen, so sagt man, sie schneiden sich in A; 4 wird der Durch-
schnittspunkt von g und P genannt und mit g P oder Pg be-
zeichnet.

Bei der Bestimmung emer Ebene kann eine Gerade benutzt
werden. Ist eine Gerade g und emn Punkt C gegeben, so nehme
man die Punkte 4 und B in der Geraden g beliebig (von C ver-
schieden); durch 4, B, C kann ich eine Ebene legen, und diese
enthilt g.

5. Lehrsatz. — Durch eine Gerade und einen Punkt kann
man 1mmer eine Kbene legen

Ist nun P eine Ebene, welche die Gerade g und den Punkt G,
folghch 4, B, C enthilt, so geht keme andere Ebene durch g und
O, wenn C ausserhalb der Geraden 4 B hegt; die Ebene P ist alsdann
durch g und C bestimmt und kann mit g C oder Cg bezeichnet werden.

6. Lehrsatz. — Jede Ebene ist durch eine beliebige ihr an-
gehorige Gerade im Veremn mit einem beliebigen 1hr angehorigen
Punkte, welcher nicht in der Geraden liegt, bestimmt. Oder: Zwei
Ebenen, welche eme Gerade gemein haben, haben ausserdem keinen
Punkt gemein. Oder: Wenn ein Punkt und eine Gerade sich n
zwei Ebenen vorfinden, so geht die Gerade durch den Punkt.

Zwei Geraden g, h sind stets in einer Ebene enthalten, wenn
sie sich schneiden. Ist in der That ein Schnittpunkt gk vorhan-
den, so nehme ich in der Geraden % den Punkt C belebig (von
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gh verschieden), die Ebene gC geht alsdann durch die Punkte C
und gh, mithin durch die Gerade .

7. Lehisatz. — Durch zwei Geraden, welche einen Punkt
gemein haben, kann man immer eme Ebene legen Oder: Zwel
Geraden, welche nicht m einer Ebene liegen, haben keinen Punkt
gemein

Ueberhaupt seien g und % Geraden emmer Ebene P. Nimmt
man den Punkt C in % beliebig (ausserhalb g), so ist P die Ebene
gC, und es kann eme andere Ebene durch ¢ und % zugleich nicht
gehen. Die Ebene der Geraden g und % kann mit gk bezeichnet
werden; man darf jedoch nicht vergessen, dass im Falle einer Be-
gegnung der Geraden g und A fir den Durchschmittspunkt dieselbe
Bezeichnung gilt.

8. Lehrsatz — Jede Ebene 1st durch zwei beliebige von
ihren Geraden bestimmt.

Betrachten wir jetzt zwer Ebenen P und @, welche einen ge-
meinschaftlichen Punkt 4 besitzen. Man nehme in der Ebene P
die Punkte B und C, in der Ebene @ die Punkte D und E belie-
big, aber weder 4, B, C noch 4, D, F in emer Geraden. Nach
dem dritten Grundsatze existirt emn Punkt F derart, dass sowohl
die Punkte 4, B, C, F als auch die Punkte 4, D, E, F ebene
Figuren bilden. Es liegt also der Punkt F sowohl in der Ebene
ABC als auch in der Ebene ADE, d. h. in den Ebenen P und
Q. Diese Ebenen haben somit die Gerade 4 F gemen.

9. Lehrsatz. — Wenn zwei Ebenen emen Punkt gemein
habeu, so haben sie eine Gerade gemein.

Die Gerade enthalt alle gemeinschaftlichen Punkte der beiden
Ebenen; sie wird die Durchschnittslinie, ihre Punkte werden
Durchschnittspunkte der Ebenen genannt Die Durchschnitts-
lmie der Ebenen P und @ wird mit P bezeichnet.

Dre1 Ebenen P, @, R kénned einen Punkt 4 gememn haben.
Wenn A nicht der einzige gememschafthiche Punkt 1st, so haben
die drer Ebenen eine Gerade gemein. Wenn die Ebenen P, Q, R
sich nur im Punkte 4 begegnen, so wird 4 1hr Durchschnittspunkt
genannt und mit PQR bezeichnet; sie haben dann zu je zweien
eine Gerade gemein; die Durchschnittslinien sind von emander ver-
schieden, treffen sich jedoch im Punkte A.

Es seien uberhaupt P, @, R dre: Ebenen, welche sich paar-
weise durchschneiden. Haben von den Durchschnittshinien irgend
zwel, etwa P¢) und PR, einen Punkt 4 gemem, so schnerden die
drei Ebenen sich i 4. Wenn die Durchschuittslinie zweier Ebe-
nen die dritte Ebene schneidet, so ist der Durchschnittspunkt eben-
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falls den dre1 Ebenen gemein. Wenn zwei Durchschnittslinien
zusammenfallen, so sind sie von der drtten nicht verschieden.

Eine beliebige Gruppe von Punkten oder von Geraden oder
von Punkten und Geraden in einer Ebene heisst eine ebene
Figur. Man kann eine ebene Figur erweitern theils durch Hinzu-
nehmen beliebiger anderer Punkte und Geraden derselben Ebene,
theils durch Construction, d. h. hier: durch Verbinden von
Punkten der Figur und durch Aufsuchen der Durchschnittspunkte
in ihren Geraden Solche Constructionen fihren aus der Ebene
nicht heraus.

Um m zwei Geraden einen Schmittpunkt nachzuweisen, wird
oft der folgende Lehrsatz angewendet werden, der sich aus dem
vierten Grundsatze sofort ergiebt.

10. Lehrsatz — Sind 4, B, C drei nicht 1 gerader Linie
gelegene Punkte, D ein Punkt der Geraden 4B zwischen 4 und

B, g eine Gerade in der Ebene 4 BC, welche
f’ ¢ durch D, aber durch keinen der Punkte 4, B, C
/\ hindurchgeht, so begegnet g entweder der Ge-

) \ raden A C zwischen 4 und C oder der Geraden
A@*\B BC zwischen B und (.

Wir werden uns kiinftig weder auf die
Grundsétze noch auf den ersten Lehrsatz dieses
Paragraphen berufen. Von den neun ibrigen
Lehrsitzen sind 5.—8. Folgerungen aus 2.—4. Beziiglich des
zehnten ist derselbe Vorbehalt zu machen, wie beziig-
lich des achten Lehrsatzes in § 1

Noch mégen hier einige Folgerungen Platz finden, die sich an
den 10. Lehrsatz anschliessen.

11. Lehrsatz. — Sind 4, B, C drer nicht in gerader Linie
gelegene Punkte, a ein Punkt der Geraden BC zwischen B und

C, b ein Punkt der Geraden 4C zwischen 4
>6< und G, ¢ ein Punkt der Geraden 4P zwischen

\

Fig 6.

A und B, so liegen die Punkte @, b, ¢ nicht
a in gerader Linie.
/ \ Beweis. — Der Punkt o hegt nicht inner-
A s B\ halb der Strecke bc¢, da sonst (10) die Gerade
B(C entweder der Geraden Ab zwischen 4 und
b oder der Geraden Ac¢ zwischen 4 und ¢ be-
gegnen miisste. Ebensowemig liegt b innerhalb der Strecke ac
oder ¢ mnerhalb der Strecke ab.
12. Lehrsatz, — Liegen vier Punkte 4, B, C, D in einer
Ebene, so haben entweder die Geraden 4D und BC, oder

Fig 17
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BD und AC, oder CD und AB (mindestens) emen Punkt
semeln.

Beweis. — Befinden sich unter den gegebenen Punkien drex

m gerader Linte, so treten mindestens drex solche Durchschnitts-

punkte gleichzeitig auf. Liegen keine drei

' 4" in gerader Linie, verlanfen also die Geraden

. AD, BD, CD 1 ihrer Ebene getrennt,

71)"—9!]‘1-——3 so braucht nur gezeigt zu werden, dass die

o Geraden ¢ D und AB sich schneiden, wenn

4 weder die Gerade A D mit der Strecke BC,

¢ noch die Gerade BD mit der Strecke AC

nie emen Punkt gemein hat. Verlingert man

nun unter dieser Voraussetzung die Strecke AD uber D hinaus

bis A°, so wird (10) die Gerade AC von BD zwischen 4" und C

m einem Punkte M getroffen, und zwar liegt D nicht zwischen B

und M, da sonst (10) die Gerade 4D entweder der Geraden CM

zwischen € und M oder der Geraden BC zwischen B und C be-

gegnen miisste. Da also die Gerade CD weder mit der Strecke

A’ M noch mit der Strecke BM einen Punkt gemein hat, so hat

sie auch mit der Strecke A’ keinen Punkt gemein (10), mithm
begegnet sie (10) der Geraden 4B zwischen 4 und B.

§ 3. Vom Strahlenbiischel.

Wenn in emer Geraden m drei Punkte 4, B, C angenommen
werden, so muss einer zwischen den beiden andern hegen. Waie
schon in § 1 erwdhnt worden 1st, sagt man: die Punkte A und B
liegen auf derselben Seite von C, wenn C nicht zwischen ihnen
liegt; dagegen sagt man: die Punkte 4 und B liegen auf ver-
schiedenen Seiten von O, wenn O sich zwischen 4 und B befindet.

In der Geraden m fixire 1ch einen Punkt S. Wenn 4, B, C
drei (von S verschiedene) Punkte der Geraden m sind, so kann ich
aus dem Verhalten zweier Paare in folgender Weise auf das des
dritten Paares schhessen. Liegen A und B auf derselben, A und
C auf verschiedenen Seiten wvon S, so liegen B und C auf verschie-
denen Seiten. Entweder liegt nimlich A zwischen B und §, S
zwischen 4 und C, folglich S zwischen B und C nach § 1, 16;
oder S liegt zwischen 4 und C, B zwischen 4 und S, folgheh S
zwischen B und C nach § 1, 13. ZIsegen A und B, ebenso A und
C auf derselben Seite von S, so hegen auch B und C auf derselben
Seite. Denn sonst ligen 4 und B auf derselben Seite, B und C
auf verschiedenen, folglich auch 4 und C auf verschiedenen. Lae-
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gen A und B, ebenso A und C auf rerschauedenen Seiten von S, so
liegen B und C auf derselben Seite. Denn dann werden .15 durch
BC nicht getrennt, folglich eatweder A B durch CS oder A (' durch
BS; es liegt also entweder B zwischen (' und S oder C zwischen
B und 8.

Wenn A4 und B in der Geraden m auf derselben Seite von S
liegen, so kann man sagen: B liegt 1m Schenkel SA (nicht 4S).
Ist A" ein beliebiger Punkt des Schenkels S.4, und nemnnen wir
auch 4 einen ,,Punkt des Schenkels S.4¢, so ist jeder Punkt des
Schenkels S ein Punkt des Schenkels S4’, und umgekehrt; bei
der Bezeichnung des Schenkels S4 kann man 4 durch jeden Punkt
des Schenkels ersetzen. Liegen 4 und C in der Geraden m auf
verschiedenen Seiten von S, so gehort jeder (von S verschiedene)
Punkt der Geraden zum Schenkel SA4, wenn er_ nicht zum ent-
gegengesetzten Schenkel SC gehort.

Durch die Gerade m lege ich jetzt eine Ebeme P und nehme
in ihr zwei Punkte 4, B ausserhalb der Geraden m. Wenn m die
Gerade 4 B zwischen 4 und B nicht trifit, so sagt man: die Punkte
A und B liegen auf derselben Seite von m; wenn m die Ge-
rade AB zwischen 4 und B trifft, so sagt man: die Punkte 4 und
B liegen auf verschiedenen Seiten von m, oder: m geht
zwischen 4 und B hindurch, Wenn 4, B, C Punkte der Ebene
P (ausserhalb m) sind, so gelten die Sitze: Liwegen A und B auf
derselben, A und C auf verschiedenen Seiten von m, so liegen B und
C auf wverschiedenen Seiten (§ 2, 10). Liwegen A und B, ebenso A
und C auf derselben Seite von m, so hegen auch B und C auf der-
selben Seite. Liegen A und B, ebenso A und C auf verschiedenen
Seiten von m, so liegen B und C auf derselben Sete (§ 2, 11).
Nimmt man in m wieder emen Punkt S, so liegen alle Punkte des
Schenkels S A auf derselben Seite von m, und man kann daher die
vorstehend angegebenen Ausdrucksweisen und Sitze auf solche
Schenkel tibertragen. —

Gerade Linien, welche durch einen Punkt laufen, werden mit
den Lichtstrahlen, welche ein leuchtender Punkt aussendet, ver-
ghichen und 1n Folge dessen emm Strahlenbiindel genannt. Gehen
also die Geraden e, f, g durch einen Punkt S, so nennt man sie
Strahlen eines Biindels, oder man sagt: der Strahl g legt im
Biindel der beiden Strahlen e und f, g liegt im Biindel ef, g st
ein Strahl des Biindels ef; auch e und f selbst werden ,,Strahlen
des Bundels ef*‘ genannt Zur Bezeichnung des Biindels (im lete-
teren Sinne) dienen zwei behebige von seinen Strahlen; man kann
aber auch einen besonderen Buchstaben zur Bezeichnung des Biin-
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dels anwenden, und zwar wird alsdann der fiir den Punlkt ef ein-
gefuhrte (hier S) benutzt. Dieser Punkt heisst der Scheitel oder
Mittelpunkt des Btindels. =
Auch ohne Beziehung auf ein Biindel wird hiufig das Wort
,Strahl¢ fiir ,,Gerade’ gebraucht
Gerade Linien, welche m emer Ebene enthalten sind und durch
emen Punkt hindurchgehen, werden ein (ebenes) Strahlenbiischel
genannt; der gemeinschafthiche Punkt hesst der Scheitel oder Mittel-
punkt des Buschels. Gehen in emer Ebene die Strahlen e, f, ¢
durch emen Punkt S, so sagt man: der Strahl g hegt im Biischel
ef u.s.w. Man darf zur Bezeichnung des Biischels im letzteren
Sinne zwer behiebige 1n ihm gelegene Strahlen benutzen, den einen
Buchstaben S aber nur dann, wenn die Ebene des Biichels ander-
weitig gegeben ist.
Es seien nun e, f, g Strablen eines Biischels S in der Ebene
P, ferner SA und SB Schenkel resp. von ¢ und f, und zwar auf
verschiedenen Seiten der Geiaden g. Ist der Durchschnittspunkt
M der Strecke AB mit dem Strahl g im
' Schenkel SC des letzteren enthalten (also
>S/ BCM auf derselben Seite von ¢), so behilt
4 ~ 5’-‘"\\1)' der Schenkel SC diese Eigenschaft, wenn
gu man 4 1m Schenkel S4, B im Schenkel SB

lo behebig verlegt, und man sagt: der Schenkel
Fig 9 SC hegt zwischen den Schenkeln S4
und SB.

Wir begegnen hier einer vollkommenen Analogie mit dem 1n
den Satzen 7.—11. des ersten Paragraphen dargestellten Verhalten
der Punkte einer Geraden. Wenn nimlich S4, SB, SC, 8D
Schenkel auf verschiedenen Strahlen eines Buschels bedeuten, so
gelten die Sitze: Liwegt SC awischen SA und SB, so legt weder
S A zwischen SB und SC, noch SB zusschen SA und SC Sind
SA und SB gegeben, so kann man SC so wahlen, dass SC zwi-
schen S A und SB legt Swmd SA und SB gegeben, so kann man
SC so wahlen, dass SA zwischen SB und SC hegt. Iaegt SC
ourschen SA und SB, SD zwischen SA wnd SC, so liegt SD
auch zwischen SA und SB. Iiegen SC und SD zwischen SA und
SB, aber SD micht zwischen SA und SC, so legt SD sunschen
SB und SC. Aber zu Satz 6. des ersten Paragraphen fehlt der
analoge, Sollen die in einer Ebene angenommenen Schenkel S4,
SB, 8C, ... in jeder Hmsicht analoge Eigenschaften besitzen, wie
die Punkte einer Geraden, so wird unter Anderem, dem Satze § 1,
18. eutsprechend, dadurch die Existenz zweier Schenkel §M und
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S in derselben Ebene bedingt, zwischen denen die vorigen ein-
geschlossen werden Wenn nun diese existiren, so liegen die Punkte
A und N auf derselben Seite der Geraden S3, ebenso B und N,
Cund N u.s.w Folglich liegen alsdann die Schenkel S, SB,
SC, ... auf derselben Seite emes zum Buschel S gehorigen Strahls
-+ Nehmen wir also m einer Ebene die Geraden ¢,f, g, ... durch
emnen Punkt S, fiberdies 1n demselben Biischel eme weitere Gerade
k, und die Schenkel S4, SB, SC, . resp. vone.f, g,.. aut
derselben Seite von A. Dann haben diese Schenkel allemal die
Eagenschaft, dass von ye drewn emer zuischen den beiden andern
liegt, denn hat weder ¢ nut der Strecke BC, noch f mut der Strecke
. o , AC emen Punkt gemein, so begegnet g
B4 der Geraden A B zwischen 4 und B (vergl.

den Beweis des Satzes § 2, 12), und der

o J 4 Schnittpunkt hegt mit 4 und B auf der-
HE N selben Seite von &, d h im Schenkel SC.
SN Die entgegengesetzten Schenkel zu S 4, SB,

S \\ SC seien resp. SA, SB, SC. Lag nun

4" ¢ B der Schenkel SC zwischen S 4 und SB, so

Fig 10 wird auch SO zwischen S A4’ und SB’ liegen;

denn A" und B’ liegen auf verschiedenen Seiten von g, und der
Schnittpunkt der Geraden g mut der Strecke 4’ B’ liegt mit A" und
B auf derselben Seite von k. Wir wollen deshalb, obne die Schenkel
zu unterscheiden, sagen: Der Strahl g liegt zwischen den
Strahlen ¢ und f (oder f und €) bel ausgeschlossenem #%,
oder: fiir den Grenzstrahl i. Nehme ich nun in % den Punkt
M mit A und B’ auf derselben Seite von g, so liegt der Schenkel
SM zwischen SA und SB’, d. h. es liegt auch der Strahl & zwi-
schen e und f bei ausgeschlossenem g. Man sagt: ¢ und [ werden
durch g und % (oder % und g) getrennt.

Das Strahlenbiischel zeigt hiernach nicht mit einer begrenzten,
sondern mit einer geschlossenen Linie analoges Verhalten. Fur die
Schenkel S4, SB, .. gelten die in § 1 ausgesprochenen Bezie-
hungen zwischen Punkten einer Geraden ohne Ausnahme; in diese
Beziehungen kann ich aber jetzt die Strahlen statt der Schenkel
einfihren, wenn ich iiberall den Zusatz ,fiir den Grenzstrahl %«
anbringe, und erhalte somit zwischen den Strahlen eines Biischels
genau dieselben Relationen, welche fir die Punkte einer geschlos-
senen Linie in den Sitzen a bis 1 des § 1 ausgesprochen wurden.
Es genugt diejenigen Relationen anzugeben, welche den Sitzen
19.—23. des § 1 entsprechen.

Liegen die Strahlen e, f, g, k m einem Buschel, so werden ent-
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weder fg durch ek getrennt, oder ge durch [k, oder ef dwich gk,
wnd zicar schliesst jede dieser Lagen die berden andern aus.

Liegen die Strallen ¢, f, k wm enem Buischel, so kann man m
e den Strakl g so wallen, dass ef dwich gk getrennt wesden.

Send m emem  Strahlenbuschel die Strahlen ef dwich emes der
Paare gk und Lk getrennt, durch das andere aber nicht, so snd ef
durch gh getrennt. In den anderen Fdllen werden ef durch gh
wcht getrennt.

Werden wn enein Strahlenbuschel die Stiahlen ef durch gk ge-
trennt, so werden auch gk dwich ef getrennt.

§ 4. Vom Ebenenbiischel.

Wenn die Punkte 4 und B ausserhalb der Ebene P liegen,
so sind zwe:r Falle zu unterscheiden: die Ebene P schneidet ent-
weder die Gerade AB zwischen A4 und B, oder nicht. Im ersten
Falle sagt man: die Ebene P geht zwischen 4 und B hindureh,
oder: die Punkte 4 und B liegen auf verschiedenen Seiten
der Ebene P; im zweiten Falle sagt man: die Punkte 4 und B
liegen auf derselben Seite der Ebene P. Fur drei Punkte
4, B, C ausserhalb der Ebene P gelten folgende drer Satze.

Liegen A und B oauf derselben, A wnd C auf wverschiedenen
Seiten der Ebene P, so legen B und C auf verschiedenen Seiten.
Sind namlich 4, B, C n einer Geraden g gelegen, so tnfft P die
Gerade g zwischen A und C, aber nicht zwischen 4 und Bj; folg-
lich geht P zwischen B und C hindurch. Sind dagegen die drei
Punkte 4, B, C zur Bestimmung emer Ebene 4 BC geeignet, so
haben die Ebenen P und 4 BC einen 1n der Geraden AC zwischen
4 und C gelegenen Punkt gemein, mithin eine Gerade m; diese
geht zwischen 4 und C hindurch, nicht aber zwischen 4 und B;
folghch geht m zwischen B und C hindurch.

Daraus folgt ohne Weiteres: Liegen A und B, ebenso A und C
auf derselben. Sete der Ebene P, so liegen auch B und C auf der-
selben Seife.

Liegen A wnd B, ebenso A und C auf verschiedenen Seiten
der Ebene P, so legen B und C auf derselben Seite. — Beweis:
Wenn 4, B, C in einer Geraden g liegen, so wird g von der Ebene
P zwischen 4 und B getroffen, zugleich auch zwischen 4 und C,
also nicht zwischen B und C. Wird dagegen durch 4, B, C eine
Ebene bestimmt, so haben die Ebenen P und ABC einen zwischen
4 und B gelegenen Punkt der Geraden 4B und einen zwischen
A und C gelegenen Punkt der Geraden AC gemein, folghch eine
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Gerade, welche zwischen 4 und I@ und zwischen 4 und C hin-
durchgeht: diese Gerade geht mieht zwischen I3 und €' hindurch.

Wenn & eme Gerade, i emen Punkt ausserhalb derselben
bedeutet, und man nimmt in der Ebene 4G einen Punkt ¢ mit A
auf derselben Seite von G, so kann man sagen: a liegt im Schenkel
G A; man nennt auch A4 emen ,Punkt des Schenkels G.4% und
darf A4 bei der Bezeichnung des Schenkels durch jeden Punkt des-
selben ersetzen. Liegt die Gerade G in der Ebene P, so legen
alle Punkte des Schenkels G A auf derselben Seite von P. —

Ebenen. welche durch emen Punkt s hindurchgehen, werden
ein Ebenenbiindel genannt; der Punkt s heisst der Scheitel oder
Mittelpunkt des Biindels. Gehen die Ebenen P, @, R, S durch
den Punkt s, so kann man sagen: die Ebene S liegt im Bundel
PQR, wenn die Ebenen P, @, R nur einen Punkt gememn haben,
auch P, @, R werden , Ebenen des Biindels PQR* genannt. Zur
Bezeichnung des Biindels dienen irgend drei thm angeliorige Ebenen,
welche nur einen Punkt gemein haben; man kann aber das Biundel
PQR auch durch den fur den Scheitel emgefiihrten Buchstaben
bezeichnen.

Ebenen, welche (mehr als einen Punkt, mithin) eine Gerade G
gemein haben, werden ein Ebenenbiischel genannt; die Gerade
G heisst die Axe des Biischels. Gehen die Ebenen P, @, R
durch die Gerade G, so sagt man: Die Ebene R liegt im Biischel
P @, im Buschel @, u. s. w.

Sind P, ¢, R Ebenen eines Biischels G, ferner G4 und GB
Schenkel resp. von P und @ auf verschiedenen Seiten der Ebene
R, ist endlich G C der Schenkel vpn R, welcher den Schnittpunkt
der Strecke AB mit R enthdlt, so sagt man: Der Schenkel GC
liegt zwischen den Schenkeln G4 und GB.

Die Schenkel GA4,GB, GC, ... auf den Ebenen des Biischels
kénnen ebenso untersucht werden, wie im Strahlenbiischel die vom
Scheitel ausgehenden Schenkel. Werden die Punkte 4, B, C be-
lLiebig angenommen, so ist es nicht nothig, dass von den drei Schen-
keln GA, GB, GC einer zwischen den beiden andern hegt; davon
abgesehen gelten dieselben Bezehungen, wie fiir Punkte in einer
Geraden. Um auch die eine Ausnahme zu beseifigen, st es noth-
wendig und hinreichend, nur Schenkel auf derselben Seite eimer
durch G gelegten Ebene zu betrachten. Es seien im Buschel G
die Ebenen P, @, R, T gelegen; G A, GB, GC seien Schenkel
resp. von P, @, R auf derselben Seite von T'; die entgegengesetzten
Schenkel seien GA', GB, GC. Liegt alsdann der Schenkel GO
zwischen den Schenkeln G4 und G B, so wird auch G zwischen
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G4 und @B liegen; wir sagen Die Ebene R liegt zwischen
den Ebenen P und @ (@ und P) bei ausgeschlossener 7,
oder: fur die Grenzebene 7, und finden, dass auch I’ zwischen
P und @ legt fir die Grenzebene B. Man sagt, P und ¢ werden
durch R und 7' (oder 7 und R) getrennt, und kann die folgen-
den Sitze aufstellen:

Liwegen die Ebenen P, Q, R, T in emem Buschel, so werden
entweder QR durch PT getrennt, oder RP durch QT, oder PQ
durch RT, und zwar schhesst jede dieser Lagen die beiden andern aus

Laegen die Ebenen P, Q, T wn einem Buschel, so kann man wn
hm dee Ebene R so wahlen, dass PQ durch BT getrennt werden

Sund in emem Ebenenbuschel die FEbenen PQ durch ewmes der
Paare RT und ST getrennt, durch das andere aber nicht, so werden
PQ durch RS getrennt In den andern Fallen werden PQ durch
R S nicht getrennt

Werden wn einem Ebenenbuschel die Ebenen PQ durch RT ge-
trenmt, so werden auch BT durch P getrenmt. —

Die Eigenschaften des Strahlenbiischels und des Ebenenbuschels
hangen mt einander 1mnig zusammen.

Es seien e und f Strahlen i derselben Ebene U und durch
den Punkt M, ferner P und @ Ebenen resp. durch ¢ und f (von
U verschieden), endlich G die Durchschmttslinie der Ebenen P und
©. Dann kann man das Strahlenbuschel ef und das Ebenenbuschel
PQ auf einander beziechen, mndem man jedem Strahl des ersteren
die 1hn enthaltende Ebene des letzteren zuordnet, und ist dadurch
im Stande, Eigenschaften von Strahlen des Biischels e¢f auf die
zugeordneten Ebenen des Buschels G und umgekehrt zu iibertragen.
Wihlt man in ¢ den Punkt 4 beliebig, so sind alle Punkte des
Schenkels M4 4 im Schenkel G4 der zugeordneten Ebene P ent-
halten; man kann dem Schenkel M A4 des Strabls e den Schenkel
G A der Ebene P zuordnen. Wenn in der Ebene U der Schenkel
MC zwischen M A und M B liegt, so hegt auch der Schenkel G C
zwischen G4 und GB, und umgekehrt. Der Strahl M C werde
mit g, die Ebene G C mit R bezeichnet; uberdies werde 1m Buschel
ef ein vierter Strahl %, im Buschel PQ die zngeordnete Ebene 7'
angenommen. Liegen alsdann die Schenkel MA, MB, MC auf
derselben Seite von %, so liegen die Schenkel G4, G B, G C auf
derselben Seite von 7, und umgekehrt.

Liegen die Schenkel M4, M B, MC auf derselben Seite von
k und zwar der Schenkel M C zwischen den beiden andern, d. h.
werden die Strahlen ef durch gk getremnt, so werden die Ebenen
PQ dwrch BT getrennt. Auch hiervon ist die Umkehrung richtig.
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§ 5. Yom Strahlenbiindel.

Zwei Geraden I, m 1n emner Ebene bestimmen, sobald sie einen
Punkt gemein haben, em Strahlenbiindel I Nimmt man einen
Punkt A ausserhalb der Ebene Im, so entsteht die Forderung, 4
mit dem Scheitel des Bundels Im durch emme Gerade zu verbinden,
d h. durch 4 den Strahl des Biindels Im zu legen. Diese For-
derung kann ohne Benutzung des Scheitels erfiillt werden; die
Ebenen A7 und Am haben ndmhich eme Gerade 4 gemein, und 4
ist der durch A gehende Strahl des Bundels Im.

Wenn die Geraden [ und # in emer Ebene verlaufen, so ist
diese Construction immer ausfithrbar, gleichviel ob die Existenz
emes Durchschmttspunktes von ! und m bekannt ist oder nicht
Wird aber noch em Punkt B ausserhalb der Ebenen Im, Al und
Am angenommen und die Durchschnittslimie der Ebenen DI und
Dm mat p bezeichnet, so werden Ebenen A8 und w4 bestimint;
wenn ! und s sich mm S schneiden, so fallen die Ebenen 1B und
pA mit der Ebene ADBC zusammen, d. L. die Strallen 1 und g in
eme Ebene; man kann nun zeigen, dass 4 und g auch
dann 1n einer Bbene liegen, wenn an den Geraden [ und
m keine Durchschneidung nachweisbar ist.

Wir haben zuniichst in emer Ebene die Geraden ! und m. Auf
! wihlen wir die Punkte 4 und B3 beliebig und nehmen an, dass
m durch keinen Punkt der Strecke
A B hindurchgeht; wihlt man dann
in der Ebene Im den Punkt C,
ausserhalb 7 und m, micht mit 4
und B aufl derselben Seite von i,
so wird die Gerade AC zwischen
A uwnd O, etwa in D, und die
Gerade B C zwischen B und C,
etwa in E, von m getroffen. Es
liegen C und D) auf derselben Seite
der Geraden AFE, aber B und C
auf verschiedenen, folgheh B und
D auf verschiedenen, d h. die Ge-
raden AX und BD begegnen sich
m emem Iunkte I' zwischen B
und D, der zugleich zwischen A4
und 77 liegen muss. Da A und D auf derselben Seite der Geraden

CF licgen, I3 und 1) auf verschnedenen, folgheh A und B auf ver-
Pasonu, Vorlesungen, 3

Ihg, 11
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schiedenen, so begegnen sich die Geraden [ und C'F in emem
Punkte @G.

Auch 7 und Z sollen 1 emer Ebene liegen, aber micht lmi
m derselben Ebene Ich nehme an, dass auch 4 der Strecke 4B
uicht begegnet, wihle m der Ebene 72 den Punkt F’, ausserhalb
! und 4, nicht mit 4 und B auf derselben Seite von 2, und be-
zeichne mit £’ den Durchsehmittspunkt von 4 und AF’, mit D’
den von A und BZF’, mit C' den von AD" und BE. Es hegt E’
zwischen 4 wnd F', D" zwischen B und F’, ' zwischen A und
D', auch O zwischen B und E° Die Geraden CC', DD, EE’,
FF’ nenne ich 1esp ¢, d, ¢, f; keine drei hegen in emer Ebene,
aber die Paare ¢d, ce, df, ef je m einer Ebene und schneiden sich
tberdies; denn A und D" legen auf verschiedenen Seiten von ¢,
A wnd D auf derselben Seite, folglich D und D’ auf verschie-
denen, w.s.w Wemn nun m wnd 4 emer Lbene angchoren, so
gehen die Geraden CF und C'F' dwch emen Punkt, namhch G
Denn 1 der Ebene m i verlaufen dann die Geraden d und e, nicht
aber ¢ oder f; folgheh 1st der Punkt cd mut ce, df mt ef 1dentisch,
und es existut e Punkt de, durch welchen ¢ und f hiduichgehen,
mithin eme Ebene ¢f, welche die Punkte C, F, C', I enthalt; der
Punkt @ liegt in den Ebenen IC" und CI'C’, also m ihrer Durch-
schnittshinie C'F’. Umgekehrt: Schneden sich die Geraden CF
und C'F’, so gehoren m und A emer Elene an. Denn es geht
dann eme Ebene durch die Punkte C, F, €', I", oder durch die
Strahlen ¢ und f; da d und e von der Kbene c¢f ausgeschlossen
sind, so fillt der Punkt ¢d mit df, der Punkt ce mit ef zusammen
i emen Punkt ¢f oder de, und die Punkte D, Ji, D', Ii” fallen in
eme Ebene.

Nunmehr kann ich folgenden Satz beweisen: Wenn dic Strahlen-
paare Im, 1A, md, lu, mu je durch cme Lbene verbunden werden,
die Ebene Im aber weder 4 woch w enthalt, so wwd auch A mit w
durch ewme Ebene verbunden. Die bisherigen Bezeichnungen werden
beibehalten; wenn m oder 2 oder w der Sirecke 4B begegnet, so
haben I, m, 4, u emen Punkt gememn, mithin 2 und w eine Ebene;
es ist daher nur noch der Fall zu hetrachten, wo weder ! noch 4
noch w der Strecke 4B begegnen. In der Ebene lg whhle ich
den Punkt F'”, ausserhalb 7 und @, meht mit 4 und B auf der-
selben Seite von u, und construire E” als Durchschnitispunki von
p mt AF”, D" als Durchschnittspunkt von w mut DI, C” als
Durchschmttspunkt von 4D” mit BE”. Da m und 1 in einer
Ebene vorausgesetzt sind, so gehen die Geraden CI und C' 1"
durch G; da m und w ebenfalls mn emer Ebenc vorausgesctzt sind,
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so gehen auch die Geiaden CF und C”F” durch G. Da hier-
nach die Geraden C'F’ und C”"F” sich schneiden, so existirt eine
Ebene Ayu.

In Folge dieses Satzes hat es sich als vortheilhaft
bewdhrt, den Begriff des Strahlenbundels entsprechend
zu erweltern. Wenn die Strahlen efg paarweise durch eine
Ebene verbunden werden, aber nicht alle drei durch eine Ebene,
oder wenn die Strahlen efg m einer Ebene enthalten sind und mit
einer von ihrer Ebene ausgeschlossenen Geraden durch Ebenen ver-
bunden werden konnen, so sagt man ohne Riicksicht darauf, wie
es sich mit den Durchschneidungen veirhalten mag: ¢ liegt mm
Biindel ef, g ist emn Strahl des Biindels ef u.s w.; auch e und f
heissen wieder ,,Strahlen des Bundels ef*. Schneiden sich e und
f» so geht g durch den Punkt e¢f und-ist emn Strahl des Biindels
ef m dem bisherigen, dem ,eigenthichen‘ Sinne, oder kurzer: ein
Strahl des eigentlichen Strahlenbiindels ¢f, welches noth-
wendig einen Schertel besitzt.

Loegen die Strallen g wnd h wm Bundel ef, so liegen sie
emer FEbene Beweis: Vorausgesetzt ist die Existenz der Ebenen
ef, eg, g, eh, fl  Der Fall, wo sowohl efg als efl je in einer
Ebene liegen, erledigt sich von selbst; der Fall, wo weder efyg
noch ¢fh’ 1 emer Ebene legen, erledigt sich sofort durch den
letzten Lehrsatz. Nehmen wir also an, dass etwa e¢fg in einer
Ebene liegen, aber nicht efl; em gewisser Strahl & ausserhalb der
Ebene ¢f lasst sich dann mit jedem der Strahlen efg durch eme
Ebene verbinden; nach dem letzten Satze giebt es eine Ebene AZ,
welche mindestens eine der Geraden ef ausschliesst, etwa ¢; da die
Strahlen g und % jetzt 1m Bundel ek liegen, ohne in die Ebene
el zu fallen, so findet der erwihnte Satz auf sie wieder Anwendung.

Lacgen dve Strahlen g und h 9m Bundel ef, so liegen ¢ und f vm Bun-
del gh. Beweis: Die Strahlen ¢fgh liegen paarweise m emer Ebene.
Geht nun die Ebene ¢f weder durch g noch durch %, so hegt ent-
weder e ausserhalb der Ebene gl, oder egh m emer Ebene, dann
aber f ausserhalb dieser Ebene; beidemal ist ¢ em Strahl des Bun-
dels gh, ebenso f. Sind ¢fg m emer Ebene, nicht aber ef7, so
sind auch c¢gh nicht in einer Ebene, d. h. ¢ 1m Bundel g4, ebenso ;.
Sind endlich efgh in emer Ebene, so lisst sich eme gewisse Gerade
k ausserhalb der Ebene ¢f mut jedem der Strahlen e, f, g durch
eine Ebene verbinden; da % im Biindel ef, so lasst sich % auch mit
7o durch cine Ebene verbinden, und man erkennt wieder ¢ und [
als Strahlen des Biindels gh.

Ist ¢ ein von [ verschiedemer Strahl des DBiimdels ef, so fallt

g%
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das Strahlenbundel ¢f mut €f zusammen Beweis: Bedentet g emen
Strahl des Bundels ef, so ist g entweder von ¢ verschieden oder
nicht; im ersten Falle liegt £ 1m Bundel g¢, d h. g 1im Bundel ¢7
m zweiten Falle wird g ebenfalls emn Strahl des Bundels ¢'f ge-
nannt. Jeder Strahl des Bundels ¢/ gehéit also zum Bundel ¢/
Ebenso gehtit umgekehrt jeder Strahl des Biindels ¢/ zum Bundel
ef, da e ein von f verschiedener Strahl des Bundels ¢'f 1st.

Swmd ¢ und f belebige Strahlen des Bundels ef, so smnd de
Bundel ef und ¢t identisch  Beweis: Der Strahl ¢ 1st mindestens
von einem der Strahlen ¢ und f verschieden, etwa von f, die
Buindel ef und ¢'f fallen dann mut einander zusammen, Weiter auch
die Bundel ¢'f und €'f".

Bei der Angabe des Biindels ef darf ich hiernach e und f
durch beliebige Strahlen des Bundels ef ersetzen. Wir werden zur
Bezeichnung eines Strahlenbundels bisweilen emen besonderen Buch-
staben benutzen; wenn das Bundel emen Scheitel besitzt (eigent-
liches Strahlenbundel), so wihlen wir fur Bundel und Scheitel den-
selben Buchstaben, so dass jede Bezeichnung des Bundels auch Be-
zeichnung des Scheitels 1st.  Durch zwer belichige Strahlen e und |
w einer Ebene kann man cin Bundel legen Ein solches Bundel
kann mit ef bezeichnet werden. Jedes Bundel st duich zwer be-
hebige thin  angehorige Strahlen bestimmt — Auch behebig viele
Strahlen eines Bundels werden ein Strahlenbundel genannt Solche
Strahlen werden paarweise durch Ebenen verbunden; umgekehri
jedoch ist diese Eigenschaft nur dann entscheidend, wenn die Strahlen
nicht durch emne emzige Ebene verbunden werden konnen. Liegen
die Strahlen 1 emer Ebene, so muss es moéghch sewm, jeden von
thnen mut einer und derselben ausserhalb ihrer Ebene befindlichen
Geraden durch eme Ebene zu verbinden. Demnach sind Strahlen,
welche paarweise durch eme Ebene verbunden werden, aber nicht
m emem Bundel liegen, allemal in emer Ebene enthalten

Strahlen, welche 1n einer Ebene und zugleich in emem Bundel
hiegen, werden em Strahfenbuschel genannt, und insbesondere
ein ergentliches Strahlenbuschel, wenn sie einen Punkt ge-
mein haben Liegen efg in emem Biischel, so sagen wir: ¢ legt
im Buschel e¢f; u s. w. Zur Bezeichnung des Buschels in diesem
Sinne darf man zwer beliebige von seinen Strahlen benutzen, einen
einzelnen Buchstaben, némlich den fir das Bundel emgefuhrien,
nur dann, wenn die Ebene besonders angegeben ist.

Ziehen wir jetzt zwei Strahlenbiindel S und 7' in Betracht. Hs
wird vorkommen, dass beide Bundel einen Strahl g enthalten; denn
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wenn eine Gerade ¢ gegeben ist, so kann man veischiedene Bundel
mt 1hr construwen, aber ein zweiter Strahl % des Bundels S st
niemals 1 7" gelegen Der Strahl g ist durch die Angabe, dass er
zu den Bundeln S und 7 gehort, eindeutig bestimmt; 1ch will 1thn
daher mit ST oder TS bezeichnen, gleichviel ob S und 7' auch
Punkte voistellen oder nicht. Um die Ausdrucksweise moglichst
ebenso emzurichten, wie wenn S und 7' Punkte waren, will ich
sagen. S 1st ein Strahlenbundel der Geraden g, das Bundel
S gehort zur Geraden g, u.s. w. Dann st jede Gerade durch zwer
belwebige wvon thien Strahlenbundeln bestummt Kann man aber 1n
zwei beliebige Strahlenbundel allemal eme Gerade legen? Diese
Frage konnen wir schon jetzt beantworten, wenn ber emem der
gegebenen Bundel emn Scheitel bekannt ist, etwa ber 7', im Buindel
S nimmt man zwel Strahlen an, 7 und m, mecht mt dem Punkte T
m ewmer Ebene, und erhdlt den Strahl ST als Durchschnittslinie
der Bbenen 17 und mT. In em behebiges und ein egentliches
Strahlenbundel hann man stets eine Gerade legenn. Aber in dem
andern Falle konnen wn hier kemne Antwort ertheilen

Indem wir dazu ubergehen, drer Strahlenbundel S, 7, U zu
betrachten, mussen wir uns von vornherein auf den Fall beschran-
ken, wo wenigstens fir emmes derselben em Scheitel bekannt ist,
etwa fur U. Die Strabhlen SU und 7T'U, welche alsdann immer
existiren und bestimmt sind, haben emmen Punkt gemem, und man
kann durch sie eme Ebene legen. Damit diese Ebene nicht unbe-
stimmt bleibe, mussen wir voraussetzen, dass die Strahlen SU und
T U von eiuander verschieden, d h. dass S, 7, U mcht Bundel
emer Geraden smd Ich will die Strahlen SU, T'U resp. mit e, [
und die Ebene ef mit P bezeichnen Die Beziehung der Ebene P
zum Bundel U ist folgende: P geht durch den Scheitel des Bundels
U; wenn ich einen beliebigen Punkt 4 der .Ebene P mit U ver-
binde, so 1st der Strahl AU mn der Ebene P enthalten. In ahn-
licher Beziehung steht die Ebene P zum Bundel § Sie 1st durch
emen Strahl e des Bundels gelegt; nehme ich nun in P den Punkt
B beliebig (nicht in ¢) und bezeichne den Strahl BS mit g, so
exislirt eine Ebene e¢g und fillt mit ¢ B zusammen, d. h. g ist eine
Gerade von P; fur jeden Punkt B der Ebene P (der nicht Scheitel
von S 1st) fiillt also der Strahl BS ganz in P.

Sobald die Ebene P emen Strahl des Strahlenbindels S ent-
hilt, wollen wir sagen: S ist ein Strahlenbiindel der Ebene
P. Dann 1sl die soeben gemachte Bemerkung folgendermassen
auszudricken: Wenn B ein Punkt und S emn Strahlenbundel der
Ebene P ist, so liegt die Gerade BS mn der Kbene P. Und wir
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schliessen aus der Definition. Ist g eine Gerade der Ebene P, so
1t jedes Bundel von ¢ ein Biindel von P.

Wir mussen jetzt die Biindel S, 7, U Bundel der Ebene P
nennen, welehe durch die Strahlen ¢ und f gelegt worden st. In
zwee beliebige und emv ewentlhches Strallenbundel kann man stets
e Ebene legen. Eme solche Ebene muss (ber der vorigen Bezeich-
nung) die Stiahlen S U und 7'U enthalten, welche von einander
verschieden smd, wenn die Bundel S, 7, U nicht zu einer Geraden
gehiren. Ewme Ebenc wst estvmmit, wenn man von i zwer behe-
bige und e egenthches Strahlenbundel kennt und die dres Bundel
ncht zu einey Geraden gehoren. Sind S, T, U solche Bundel, so
bezewchne ich die durch sie bestimmte Ebene mit ST'U. Wenn
bei kemem der drer Bimdel em Schertel bekannt ist, so konnen wir
lier nicht entscheiden, ob sie Bundel emner emzigen Ebene, iiber-
haupt Bundel ewner Ebene sind.

Es hat sich vorhin ergeben, dass eme Gerade, welche mit einer
Ebene emen Punkt uud em Bundel gemem hat, ganz m der Ebene
liegt Dieser Satz lasst sich dahin erweitern, dass jede Gerade g,
welche mut emer Ebene P zwes Bundel S und T gemem hat, sur
Ebene P gehort. Nehme 1ch i der That den Punkt 4 wm der
Hbene P beliehig (ausserhalb g), so 1ist der Strahl 4S5 von g ver-
schieden und bestmmt mit g, da beide im Bundel S legen, eme
Ebene, zu welcher die Bundel 4, S und 7' gehoren, d.1. die Ebene
AST, welche mit P 1dentisch 1st; folglich 1st g eme Gerade von L.

In en Strahlenbundel S und durch eme Gerade g kawi man
stets eme Ebene legen. Denn sind A und I Punkte von g, so kann
man 1n die Bundel 4, B und S eine Ebene legen Imne Fbenc
wt bestummt, wenm man von hr eme Gerade g und ewm wmcht 2u der
Geraden gehoriges Bundel S kennt. Denn sie enthalt (bei der vorigen
Bezeichnung) die Bundel 4, B und S

Zwey Geraden, welche em Bundel gemem haben, lassen sich stets
durch eme Ebene verbinden.

Fiigen wir noch hinzu: Jede Ebene ist durch zwei belicbige von
thren Geraden bestwmmt, und: Wenn zwei Ebenen cin eigentliches
Bundel gemewn haben, so haben sie eme Gerade gemein, so sind jetzt
die Beziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen, welche
die Siitze 4. 5. des ersten, und 2 —9. des zweiten Paragraphen ent-
halten, m Bezichungen zwischen Strahlenbiindeln, Geraden und
Ebenen verwandelt. Man sieht, dass nicht uberall den Punkien
beliebige Strahlenbiindel substituirt werden kénnen; wo e Punkt
gegeben 1st, hat man mnicht bloss emn Strahlenbundel, sondern an
diesem auch emen Scheitel; mit dem eigenthichen Strahlenbundel
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wird daher in gewissen Fillen mehr erreicht. Anders verhalt es
sich da, wo die Existenz von Punkten ermittelt werden soll Wenn
man nicht nach emem Punkte, sondern nach einem Bundel fragt,
und daranf verzichtet, uber den Scheitel des Bundels etwas fest-
zustellen, so erhalt man eme Antwort in eimgen Fillen, wo die
Frage nach emem eigenthichen Bundel unbeantwortet blieb

Von zwei Geraden in einer Ebene, oder von emer Geraden
und emer Ebene konuten wu mnicht behaupten, dass sie sich immer
in emewm Punkte schnerden. Aber em Strahlenbundel haben zwer
Geraden o emer Ebene stets ygememn. Und: Ewn Strallenbundel hat
dic Gerade g nut der Ebene P allemal gemewn, denn 1st 4 em
Punkt der Ebene P ausserhalb der Geraden g, so geht durch A4
emne Gerade 7, welche zu den Ebenen g4 und P gehort, also durch
g und % em Strahlenbindel, welches zu ¢ und P gehort.

Wir konnten nicht behaupten, dass zwei Ebenen immer Punkte
gemein haben, oder dass dier Ebenen stets durch emnen Punkt gehen,
selbsl wenn sie sich paarweise duichschneiden. Aber gemewnschaft-
liche Strahlenbundel lassen sich ber zwer Ebenen P und @ stets er-
zeugen; denn 1t g eme Gerade von @, so giebt es em Bundel,
welches zu ¢ und P, nuthin zu P und @ gehort. Freilich bleibt
es, so lange kemn gememsames egentliches Bundel bekannt ist,
unentschieden, ob die Ebenen eine Gerade gememn haben, d. h. ob
die gemeinsamen Bundel zu ewmer Geraden gehoren Und: Drer
Lbenen P, Q, B haben em Strahlenbundel gememn, wenn zwer von
hmen, @ und B, sich durchschnewden, denn die Ebene P hat mit
der Geraden @I! emn Bundel gemein, und alle Bundel der Geraden
@ Il sind Bundel von @ und R.

Vou dem Versuche, Strahlenbundel fin die Punkte emzufihren,
werden die oben nicht genannten Shtze der beiden ersten Para-
graphen micht berihrt. In diesen Sitzen trtt emn auf drer Punkte
einer Geraden beziighcher Begriff auf, der sich micht auf behebige
Strahlenbundel emer Geraden tbertriigt; von drer Punkten in einer
Geradon ist niimlich allemal emner ,,zwischen den beiden andern®
gelegen. Ich konnte ber drer cigentlichen Strahlenbiindeln einer
Geraden mich emer entsprechenden Ausdrucksweise bedieneu, ich
musste sic jedoch gleich von vornheremm auf eigenthche Biindel
beschrinken. Demgemiiss wird die Verallgememerung, um die es
sich handelt, sich nicht auf solche Siitze erstrecken, zu deren Ior-
mulirung jener Begrfl oder aus 1hm abgeleitete Begriffe erforderlich
sind. Dagegen durfen wir [iir alle anderen Siitze von jetzt an die
Verallgemeinerungen nehmen, welche wir gewonnen haben, und zu
denen noch eimge neue Satze hinzugetrelen sind.
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§ 6. Ausgedehntere Anwendung des Wortes ,,Punki®.

Wir kénnten auf dem Standpunkte, den wir jetzt emnehwmen,
das Waort ,,Punkt® gdnzlich entbehren und statt dessen bloss vou
Stiahlenbundeln (beliehigen und eigentlichen) sprechen. Wir konn-
ten dann eme Rethe von Beziehungen, zu denen wir allmahlich
gelangt smd, in eme viel geringere Anzahl von Satzen zusammen-
fassen. Aber wenn die Daistellung ber einer solchen Aenderung
an Kinze gewmnt, so wiuide sie zugleich an Anschaulichkeit ver-
limen, da das Wort ,,Strahlenbundel* weit complicutere Vorstel-
lungen veranlasst, als zur Auffassung der geometrischen Entwicke-
lungen nothig und forderlich ist.

Dieser Nachtheil wird vermieden, wenn man, statt den Ge-
brauch des Woites Punkt aufzugeben, i1hn wvielmehr imn derselben
Weise ausdehnt, wie es an dem Worte ,,Strablenbundel gezeigt
worden 1st Wir treffen m der That die Bestimmung, dass das
Wort ,,Punkt® nicht mehr 1 der bisherigen Bedeutung angewendel
werden soll, dass vielmehr mit der Aussage ,,das Strahlen-
bundel S gehért zur Geiraden g¢ fortan gleichbedeutend
se1n soll d1e Aussage ,,der Punkt § hegt 1n der Geradeun
g%, und dass, wo das thhlenbundel S als emn eigentliches bezeich-
net wird, auch der Punkt S em elgenthcher Punkt genannt
werden soll®). Der Ausdruck ,eigentlicher Punkt“ wird also von
nun an genau dasjemige bedeuten, was bisher unter Punkt schlecht-
weg veistanden wurde; dadwch eben wird das mit kemer naheren
Bestimmung versehene Wort ,,Punkt® zu allgememerer Anwenduung
verfugbar.

Llecrt der Punkt § m emer Geraden der Ebene P, so sagl
man: der Punkt S liegt mn der Ebene P Dies 1st demnach gleich-
bedeutend mit der Aussage: das Strahlenbundel S gehort zur
Ebene P

Derselbe Vorgang wiederholt sich in der Mathematil bei zahl-
reichen dhnlichen Gelegenheiten So 1st man nach der allmihliclien
Erweiteiung des Begriffs, welcher mit dem Worte ,,Zahl‘ verbun-
den wird, gentthigt, den Ausdruek ,,reelle positive ganze Zahl“
da anzuwenden, wo im Anfange das Wort ,,Zahl“ ohne Zusatz ge-
ntigte; man muss die Funetion, auf welche das Wort ,,Potenz

*) Vergl Staudt, Geometric der Lage § 5, wo jedoch als uneigentheho
Punkte nur die sog. unendlich fernen Punkte der Euklidischen Geometrio cr-
schemen. In umfassenderem Simne hat zuerst Herr F' Klein ,uncigentlchet
oder ,udeale P'unkte emgefuhrt, Math, Ann Bd 4 8.624, BA.6 S. 131 u. 141,
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sich urspringlich bezog, spiiterhin eine ,,Potenz mit reellem posi-
tiven ganzen Exponenten®“ nennen, u.s. w. Kiirzer wirde man von
peigentlichen® Zahlen, ,eigentlichen Potenzen u s. w. sprechen.
Wie man aber nur bei reellen Zahlen die einen ,grosser® als die
andern nennt, so kann in der Geraden nwi bei drer eigentlichen
Punkten davon die Rede semn, dass einer ,,zwischen den beiden
andern legt. Dieser Begmff und vor der Hand auch alle mut
seimner Zuziehung definirten Begriffe bletben mithin auf eigentliche
Punkte beschrankt Im Uebiigen jedoch behalten die bisherigen
Definitionen und Bezeichnungen ihre Gultigkeit. Man sagt, dass
die Geraden g und /. sich schneiden, sobald ein (und zwar nur
em) Punkt in beiden hegt, ohne dass ein gemeinschafthicher eigent-
Licher Punkt gefordert wird; man nennt Ebenen, welche emen
beliebigen Punkt gemein haben, ein Ebenenbundel, diesen Punkt
den Schertel des Ebenenbundels u. s. w.

An Stelle der Satze 4. und 5. des ersten und 2.—9. des zwel-
ten Paragraphen treten jetzt die folgenden.

1. Durch einen beliebigen und emen eigenthichen Punkt kann
man stets eine Gerade ziehen

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten
hestinmb

3. Durch zwer beliebige und ewmmen eigentlichen Punkt kann
man stets eme Ebene legen.

4. Jede Ebene 1st bestimmt, wenn von ihr zwer beliebige
und em eigentlicher Punkt gegeben simnd und diese drer Punkte
nicht 1 gerader Linie liegen.

5. Eine Gerade, welche mat ewner Ebene zwer Punkte gemem
hat, liegt ganz in ihr.

6. Durch eme Gerade und emen Punki kann man allemal eine
Ebene legen.

7. HKine Xbene 1st bestimmt, wenn man von ihr emme Gerade
und cwen Punkt ausserhalb der Geraden kennt.

8. Durch zwer Geraden, welche emen Punkt gemein haben,
kann man immer eme KHbene legen.

9. Jede Ebene 1st durch zwer beliebige von i1hen Geraden
bestimmt,

10. Wenn zwer Kbenen emen eigentlichen Punkt gemein haben,
50 haben sie eme Gerade gemein

11. Zwer Geraden in ewer Ebene haben stets emen Punkt
gemein

12. Bine Gerade und eme Ebene haben stets emen Punkt
gemeln.
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13. Zwei Ebenen haben stets Punkte gemen.

14 Drei Ebenen, von denen zwer sich in emer Geraden
schneiden, haben stets emen Punkt gemein. —

Eme beliebige Gruppe von Punkten, Geraden und Ebenen
werde eine Figur genannt; daber werden nicht bloss eigentliche
Punkte zugelassen, sondern behebige. Jede Figur kann erweltert
werden. Es konnen entweder andere Punkte, Geraden, Ebenen
nach Willkir hinzutreten oder aus der Figur weitere Punkte als
Schnittpunkte ihrer Geraden und Ebenen, weiteie Geraden und
Ebenen durch Verbindung thier Punkte und Geraden abgeletet
(constiuirt) werden Das Gebiet der Construction ist aber alle-
mal ein begrenztes, in welchem man ebene Flichen, gerade Sirecken
und eigeniliche Punkte theils gegeben vorfindet, theils nach irgend
welchen Vorschriften mit Benutzung der gegebenen Stucke ver-
zechnet. Wird nun im Verlaufe der Construction ein Punkt E
als Durchschnittspunkt zweier Geraden ! und s definirt, zu denen
Strecken jenes Gebietes gehoren, so braucht e solcher Durch-
schnittspunkt mnerhalb des Gebietes micht zu existiren, und wenu
er sich dort micht vorfindet, so sind statt seraer bei der Fortsetzung
der Construction die 1ln daistellenden Geraden ! und o zu ver-
wenden. Aber man muss beachten, dass die Moghchkeit, zwei
Punkte durch eme Gerade oder drer Punkte durch eme Ebene zu
veibinden, nur feststeht, wenn wenigstens emer von 1ihmen em
eigentlicher Punkt 1st.

Ob em Punkt im Verlaufe der Construction als eigentlicher
Punkt resultwt oder nicht, hangt von der gegebenen Figur ab.
Bis jetzt verfugen wir nur uber em cmziges Mittel, eme solche
Frage zu entscheiden; dies 1st der 10. Lehrsatz des § 2, der um
dritten und vierten Paragraphen noch andere Fassungen erhalten
hat. —

Die Figuren, an denen wir bisher die Ableitung der Lehrsiitze
verfolgen konnten, bestehen aus eigentlichen Punkien, geraden
Strecken und ebenen Klichen, welche die Punkte, Geraden und
Ebenen, um die es sich handelt, zur Darstellung bringen. Ist von
drer eigenthichen Punkten 4, B, C die Rede, welche m gerader
Lmie liegen, so mmmt man m die Figur eme Strecke auf, zu
welecher A, B, U gehdren; soll der Punkt C zwischen den beiden
andern liegen, so bringt man 1hn sogleich i entsprechender Weise
an, u.s. w Wahrend des Beweises wird in der Regel einc Erwer-
terung der Figur ndthig. Wenn nun beispielsweise urspringlich
emne Gerade g und zwer eigentliche Punkte D und E, m einer
Ebene mit g, aber auf verschiedenen Seiten von g, vorkommen
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und weiterhin auch die Gerade DE und ihr Schmittpunkt F mit
der Geraden g in die Betrachtung aufgenommen werden, so ver-
merkt man eine Strecke der Geraden DE und den eigentlichen
Punkt F' in der Figur. So wird jede in dem betreffenden Satze
gemachte Voraussetzung oder zum Beweise geforderte Construction
m anschaulicher Form festgehalten und die Uebersicht dber alle
Beziehungen erleichtert, welche beim Anblick der Figur rascher in
das Gedéchtniss zurickkehren und die Erfindungskraft lebhafter
anregen, als auf anderem Wege.

Die Fortsetzung unserer Betrachtung bringt uns nun in die
Lage, Lehisatze, m denen beliebige Punkte vorkommen, durch
Figuren zu erliutern Jeder solche Punkt kann in der Figur als
eigentlicher Punkt angenommen oder bloss durch zwer semer Ge-
raden angedeutet werden. Demgemiss kann man i Bezug auf
jeden solchen Punkt zwei Félle zur Darstellung bringen, und mit
der Anzahl der Punkte wird die der darzustellenden Félle sich sehr
rasch vermehren , Aber es ist nicht immer nothwendig, auf die
verschiedenen Fille Rucksicht zu nehmen. Wo im Bewese selbst
mehrere Fille unterschieden werden, da mag man auch die einzel-
nen Falle an besonderen Figuren erldutern. Wird der Beweis jedoch
emnheitlich gefuhrt, so erfiillt eine Figur, welche irgend emen Fall
veranschaulicht, vollkommen ihren Zweck Denn die Zuziehung
der Figur 1st uberhaupt nichts Nothwendiges. Sie erleichtert wesent-
lich die Auffassung der in dem Lehrsatze ausgesprochenen Bezie-
hungen und der etwa zum Beweise angewandten Constructionen;
sie ist iiberdies ein fruchtbares Mittel, um solche Beziehungen und
Uonstructionen zu entdecken. Aber wenn man das Opfer an Muhe
und Zeit nicht scheut, so kann man beim Beweise emes jeden Lehr-
satzes die Figur fortlassen; der Lehrsatz st eben nur dann wirk-
lich bewiesen, wenn der Beweis von der Figur vollkommen unab-
hingig ist,

Die Grundsitze kann man ohne entsprechende Figuren nicht
einsehen; sie sagen aus, was an gewissen sehr emfachen Figuren
beobachtet worden ist. Die Lehrsitze werden nicht durch Beob-
achtungen begriindet, sondern bewiesen; jeder Schluss, der 1m Ver-
laufe des Beweises vorkommt, muss 1n der Figur seine Bestitigung
finden, aber er wird nicht aus der Figur, sondern aus einem be-
stimmten vorhergegangenen Satze (oder aus emer Definition) ge-
rechtfertigt. Ich habe die betreffenden Sétze Anfangs immer genau
angegeben; aber auch da, wo die Angabe der Kiirze wegen unter-
blieben ist, konnte ich mich allemal auf einen bestimmten Satz
berufen. Wenn man von dieser Auffassung im Geringsten ab-
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weicht, so verhert® der Smn des Beweisveifahrens uberhaupt jede
Bestimmthert.

Bei Euklid sehen wit zwischen den Giundsitzen und Lehi-
sitzen husserlich eme deutliche Tiemnung vollzogen Im eisten
Buche der Elemente stehen 35 Definitionen an der Spitze; diese
sollen fiir das eiste Buch das vorstellen, was wir em Verzeichniss
der Grundbeguffe und abgeleiteten Beguffe nennen wiirden, jedoch
ohne scharfe Unterscheidung Sodann werden 3 Postulate und 12
Axiome angefulirt; diese 15 Satze sind als Grundsatze zu betrach-
ten Ihnen lasst Bukhd die Theoreme folgen, wu der Memung —
so darf man wohl annehmen —, bis dahmn Alles m Berertschaft
gesetzt zu haben, womit die Bitze des eisten Buches bewiesen
werden honnen. Aber schon dei erste Bewes ldsst die Unvollstan-
digkert der Sammlung erkennen. Es bandelt sich darum, zu zeigen,
dass (in emer Ebene) auf jeder geraden Strecke 4B em gleich-
seitiges Dreteck constrwrt weirden kaunn. “Zu dem Zweck wird (1
jener Bbene) um den Punkt 4 mit dem Halbmesser AB em Kres
beschrieben, ebenso um den Punkt B; vom Punkte G, m welchem
die beiden Kieise sich schueiden, zieht man gerade Strecken nach
4 und B. Fu jedes Glied des Beweises und jede m 1hm gebrauchte
Uonstruction muss nun die Rechifertigung erbracht werden, und
ywar muttels emes vorher aufgestellten Salzes. Dass die beiden
Kreise um A und I nut dem Halbmesser A1 existiren, folgt 1
der That aus dew dritten Postulat, wonach gefordert werden darf,
(n einer Ebene) um jeden Punki in jedem Abstande emnen Kreis
zu beschrerben Dass die geraden Stiecken 4 und BC existiren,
folgt aus dem ersten Postulate, wonach gefordeit werden darf, vou
jedem Punkte nach jedem andern eme gerade Streche zu ziehen
Also beztighich der beiden Kreise und der beiden Strecken 1st Huklid
im Stande, die erfordeithchen Hinweise auf fruhere Sitze zu geben.
Es 1st aber, unuuttelbar nachdem die beiden Kreise cingefuhri sind,
vom Punkte ¢ dic Rede, m welchem sie sich schueiden. Nach
welchem Satze existnt e derartiges Puukt? Ber Euklid findet
sich keine darauf bezughche Augabe, und diese Liicke kann auch
aus semem Material nicht erganzt werden, denn es geht dem ersten
Lehrsatze keine Aussage voran, wonach jene Kreise sich schneiden
mussen. :

Wenn es also Buklid’s Absicht war, den Lehrsatzen des ersten
Buches alle Beweismutiel voranzuschicken, um sich spéter bei jedem
Schlusse und jeder Construction auf dieselben berufen zu konnen, so
hat er seme Absicht nicht vollstindig ewrexcht Er liitte beispiels-
weise in Riicksicht auf das erste Theorem den Salz mii aufnchmen
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missen- ,,Zwer Kreise i emer Ebene, deren jeder durch den Mittel-
punkt des andern hindurchgeht, schneiden sich‘‘; dieser Satz musste
entweder em Axiom abgeben oder als Theorem auf einen Beweis
gestutzt werden  Dass hier die dem Satze vom gleichseitigen Dreleck
beigegebene Figur allemn irregefihit hat, erkennt man sofort, wenn
man den Beweis ohne die Figur herzustellen versucht Nach wie
vor kann man dann die beiden Kreise emnfuhren, weill man uber
das dntte Postulat verfugt; um jedoch von da weiterzukommen,
fellt jede Handhabe, so lange man kene Figur vor Augen hat
Dic Figur freihich lisst nicht in Zweifel daruber, ob der Punkt C
existirl. Aber die Figur lasst auch dic Existenz der Kreise um 4
und B und der Strecken 4C und B micht zweifelhaft, und doch
wird die Thatsache, dass solche Kreise und Strecken moéglich sind,
besonders ausgesprochen und angefuhit Mit welchem Rechte wer-
den nun von den Thatsachen, anf denen die Constiuction beruht,
und welche kanm 1n veischiedenem Grade einlenchtend und duarch
einfache Beobachtungen verburgt sind, die emen aunsdriicklich for-
mulirt, die andern aber nieht?

Zwischen den Beweisgrinden, welche 1n der Anwendung fiuherer
Sdtze und Definitionen bestehen, und andern ngendweleher Natur
werden wir nicht versuchen, eme Grenze zu ziehen — was schwerhch
gelingen durfte —, sondern wir werden nur digjemgen Beweise
anerkennen, i denen man Schritt fur Schritt sich auf vorhergehende
Satze und Definitionen beruft oder berufen kann. Wenn zur Auf-
fassung eines Beweises die entsprechende Figur unentbehrlich ist,
so genugt der Beweis nicht den Anforderungen, welche wir an 1hn
stellen, — Anforderungen, welche erfullbar sind, bei einem vodl-
kommenen Beweise 1st die Figur entbehrlich Nicht bloss n der
von Euklid uberlieferten Form tragen zahlreiche Beweise der Geo-
metrie jene Unvollkommenheit an sich, sondern auch nach den
vielfachen Umgestaltungen, welche sie 1m Laufe der Zeit erfahren
haben; nur dass ber Eukhd die Irrthimer rem zu Tage treten und
nirgends durch Worte verhiillt sind. — Man darf nicht einwenden,
dass hiufig, ohne Anfertigung der Figur, durch ihre blosse Vor-
stellung der Zweck erreicht werden kann Die vorgestellte Figur
ist nur zulassig, sofern sie mit einer wirkhchen iberemnstimmt.
Aber selbst wenn 1rgend eme der Embildungskraft allein entstam-
mende Figur Berechtigung hiitte, so wiren wir mcht der Verpflich-
tung tberhoben, von den aus ihr entnommenen Beweismitieln sorg-
faltig Rechenschaft zu geben *).

*) S, noch § 12 Schluss
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Sobald man der Figur kemme andere, als die eben beschriebene
Rolle zugesteht, genuigt uberall, wo m Lehrsatzen und Beweisen
nicht mehrere Fille unterschieden werden, eine ewmnzige mach Be-
lieben entwoirfene Figur Demgemiss wird man unbedenklich, wo
beliebige Punkte vorkommen, diese mn den Figuren nach Moglich-
keit durch eigentliche Punkte wiedergeben, selbst dann, wenn es
sich gerade um den Fall der eigentlichen Punkte nicht handelt
Dass z. B. drer Geraden den beliebigen Punkt G gemein haben
sollen, kann 1ch wirksam m der Figur nur anbringen, mdem 1ch
G als eigentlichen Punkt annehme, und es ist mir allemal nur
darum zu thun, die wirksamste Figur zu benutzen. Freilich muss
dann mit um so grosserer Vorsicht gepruft werden, ob die emzel-
nen Punkte sich durch Zufall oder mut Nothwendigkeit als eigent-
liche ergeben haben

§ 7. Ausgedehmtere Anwendung des Wortes ,,Gerade“.

Die bisherigen Eréiterungen haben micht entschieden, ob man
durch zweir beliebige Punkte emne Gerade ziehen kann, ob gemem-
schaftliche Punkte zweier Ebenen 1n einer Geraden hegen, ob eme
Ebene durch drei beliebige 1hr angehtrige und micht in ewner Ge-
raden enthaltene Punkte bestimmt ist, ob man durch drex beliebige
Punkte eine Ebene legen kann Die drei ersten Fragen hiingen
mit einander eng zusammen und sollen jetzt 1 Erdrterung gezogen
werden; die vierte blebt daber zu besonderer Untersuchung vor-
behalten.

* Es seien 4 und B beliebige Punkte. Wenn ich emen eigentlichen
Punkt D zuziehe, so dass A B D nicht in gerader Linie hegen, so kann

r,

g 12

1ch durch A4 B D eine bestimmtie Ebene P legen; wenn ich einen cigent-
lichen Punkt E ausserhalb der Ebene 7’ annehme, so geht anch durch
ABE keine Gerade, folglich eine bestimmte Ebene ¢ hindurch.
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Die Ebenen P und @ kbnnen eine Gerade g gemein haben; ist
dies der Fall, so existirt ein Ebenenbiischel PO mit der Axe g.
Durch den belebigen Punkt F, der nicht zugleich in den Ebenen
P und @ legen soll, geht alsdann eine und zwar nur eine Ebene
des Biischels hindurch, welche R heissen mag. Wenn 1ch mich
nun auf emen eigentlichen Punkt F besehridnke, so kann ich die
Ebene R herstellen, ohne die Axe des Ebenenbiischels zu benutzen ;
nigend zwei den Ebenen P und @ gemeinschaftliche Puukte 4 und
B genugen, um mit F zusammen die Ebene R zu bestimmen.
Auch wenn die Existenz emer den Ebenen P und @ gemeinschaft-
hichen Geraden nicht feststeht, 1st die fur die Ebene I? angegebene
Construction ausfuhrbar. Aber es entsteht die Frage, ob das Er-
gebniss der Construction unter allen Umstdnden von den benutzten
gemeinschafilichen Punkten der Ebenen P und unabhéngig 1st,
d. b wenn ADC drer solche Punkte smnd, ob die Ebenen ABF
und ACF immer zusammenfallen, ob also die Punkte ABCF
mmmer in einer Ebene liegen. Dass dies in der That zutrifft, lssst
sich beweisen.

N\

/ e \)1’

\

//

~_ “'/

— J— e =

Fig 13,

Mit ABC werden drei belielige, zu zwei Ebenen P und @
zugleich gehorige Punkte, mit I ein nicht in jenen Ebenen enthal-
tener cigentlicher Punkt bezeichnet; weder A BF noch ACF noch
BOL hegen also m emer Geraden. Ich nehme den eigentlichen
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Punkt o in der Ebene ) belielig, nicht mm P zugleich (so dass
weder AB« noch ACe« noech BCe m geiader Linie liegen), so-
daun den eigentlichen Punkt f in der Geraden «C (von C ver-
schieden), mit « anf derselben Seite der Ebene P; die Geraden 4 f8
und Be sind von emander verschieden und treffen sich mn emem
Punkte p. Obgleich nur « und g eigenthche Punkte zu sem biauchen,
und gerade der Fall, wo unter den Punkten 4 BC sich em eigent-
licher befindet, uns njcht interessirt, so tragen wir doch kein Be-
denken, auch die Punkte 4 BCy in den zur Erlduterung dienenden
iguren als eigentliche anzunehmen, in Hinbhek auf die der Figur
zukommende, nur nebensdchliche Bedeutung

Die Punkte ¢ und B hegen auf derselben Seite von P; auf
der andern Seite nehme ich den eigentlichen Punkt K (nicht in @)
Dann wnd die Ebene P von der Geraden Ko« 1 emem eigent-
lichen Punkte @ zwischen K und «, von der Geraden U mn einem
eigentlichen Punkte b zwischen K und f, von der Geraden Ky m
einem Punkte ¢ getioffen  Die Punkte A0¢ befinden sich zugleich
in der Ebene Ky (udmlich 1esp m den Geraden fy, Af, Ky),
die Punkte Be¢a m der Ebene Kya, die Punkte Cal m der Ebene
Ke«p. Da a und b eigenthche Punkte sind, so folgt hieraus, dass
sowohl Abc¢ als Bea und Cab je m einer Geraden legen

In der Ebene P wihle ich jetzt den eigentlichen Punkt I,
beliebig, jedoch ausserhalh der Ebene @ und der Geraden be, ca,
@b, ferner in der Ge-
raden ¢ L den eigent-
lichen Punkt &' zwi-
schen ¢ und L. Dann
sind 1n der Ebenea IX L
die Punkte « und o/,
folgheh die Gerade ea’
enthalten, welche nichi
zwischen @ und X
wohl aber zwischen a
und L, demnach auch
zwischen K und I
hindurchgeht, d h. die
Gerade KL wird von
ad m einem eigent-
lichen Punkte M zwi-
schen K und L uber-
schritten. Den Punkt 27 kann ich i gleicher Weise, wie dies mit
K geschehen 1st, verwenden, indem ich die Durchschmitspunkte

g 14
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der Ebene P mut den Geraden I/ ¢, MB, My aufsuche Da nam-
heh K und M auf derselben Seite der Ebene P liegen, aber K
und « auf verschiede-

wa denen Seiten, so finden
5 sich weder M und «
[ noch M und g auf der-

/[’,\ T P selben Seite vor. Folg-
; R u @ lich wird die Ebene P
il </
z \ CN ol ,/\\ nicht bloss von der Ge-
[ N SR ‘; raden M im eigent-

; B < //4:\)/?\ lichen Punkte &, son-

| /7\7 //) 3 N dern auch von dex: Ge-

\{A /7/\\_ - raden MB in einem

= AR eigentlichen Punkte %

AN \ getroffen, und zwar

\\J liegt &’ in der Geraden

g 15 aL zwischen ¢ und L,

0" m der Geraden b L

(nimlich d LY in den Ebenen P und K M) zwischen b und L (da

m der Ebene b K L die Gerade M B zwischen K und L, aber mnicht

zwischen K und b hindurchgeht). Endlich wird die Ebene P von

der Geraden My in emem Punkte ¢ getroffen, welcher zur Geraden

¢L gehort (nimlich ¢L¢ zu den Ebenen P und yKM) Sowohl

Ab'¢ als Béa’ und Cd'l’ hegen demnach in geraden Linien, und

die Strahlen «a’, bV, ¢¢’ laufen 1m Punkte L zusammen. Die in

der Ebene P jetzt zu Stande gebrachte Figur enthalt die Punkte

4, B, C als Durchschmittspunkte der Geraden be, ca, ab mit resp.

b'e, ¢a’y a'l’ und lefert mit Zuziehung der Punkte K und M die

m der Ebene @ angenommenen Punkte «, 8, 7 als Durchschnitts-
punkte der Strahlen Ka, K0, K¢ mit resp. Ma', MY, Mc.

Der eigentliche Punkt F wird ausserhalb der Ebene P voraus-
gesetzt. In der Verlingerung der Strecke ¢’ I uber F' hinaus nehme
1ch den eigentlichen Punkt N (Fig. 16); dann 1st in der Ebene o' LN
die Gerade aI" gelegen und begegnet der Geraden LN m einem
eigenthichen Punkte O zwischen L und N; die Strahlen Og und
Na' schneiden sich im eigenthchen Punkte ' In der Ebene b LN
befindet sich der Strahl 00 und tnfft den Strahl NV mn einem
eigentlichen Punkte G zwischen b und N. Die in der Ebene ¢ LN
verlaufenden Strahlen O¢ und N¢' endlich liefern einen Durch-
schnittspunkt H. Die Punkte ¥, G, H lassen sich durch die Ge-
raden GH, HI, FG verbinden. Da die Ebenen Ob¢ und NU ¢

die Punkte 4G H, also auch die Gerade GH gemein haben, so
Pagert, Vorlesungen, 4
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legt A in der Geraden G H; ebenso liegt BB m der Geraden HF,

C m der Geraden F&, und die drei Geraden sind von emander

verschieden Die durch

N die Punkte F'G H be-

stimmte Ebene um-

\ fasst also die gegebe-

Y h nen Punkte 4 BC, und

es sind daher die Ebe-

/ ‘> nen ABF,ACF,BCF

mi1t emander identisch,

16G was zu beweisen war

Man kann dem Er-

gebniss folgende Fas-

sung erthellen. Wenn

dre1 Ebenen P, @, R

zwei Punkte 4, I ge-

mem haben, so st je-

der gemeinschaftliche

Punkt von zweien auch

m der dritten Ebene

% enthalten. Ist ndmlich

‘ _ der Punkt C den Ebe-

\—L/ nen P und ¢ gemein,

g 16 F  em agentlicher

Punkt der Ebene I¢

(nicht in P oder ), so fallen die Ebenen ABF und ACT zu-

sammen, d. h € in die Ebene R. Ueberhaupt: Wenn drei oder

mehr Ebenen durch zwei Punkie gelegt sind, so gehen durch jeden

Punkt, weleher zu zweien gehort, auch die ubrigen Ebenen hn-
durch.

In Erweiterung der bisherigen Definition werden
wir jetst, wenn drei Ebenen P, @, I! zwe1 Punkte gemein
haben, immer sagen: die Ebene R liegt im Ebenen-
biischel P@; gleichviel ob iiber die Durchschneidung dieser Ebe-
nen in emer Geraden etwas feststeht oder nicht. Haben die Ebenen
P und @ eine Gerade gememn, so sagen wir: R legt im cigent-
lichen Ebenenbiischel PQ Aber anch wenn die Durchschnei-
dung von P und @ in emer Geraden nicht feststehl, kann man
durch jeden eigentlichen Punkt F' eine und zwar nur cme Ebene
hindurchfiihren, welche ,,ym Btschel P@) liegt; sind niimlich A4
und B gememnschafthiche Punkte von P und @, so fiillt dic Ebene
ABF mit R zusammen. Die Pankie 4 und B sind gemeinsehafi-
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liche Punkte fiir zwer 1m Btischel P@ beliebig angenommene Ebe-
nen, und indem wir die Benennung ,,Ebenen des Buschels P@Q“
auf P und @ selbst ausdehnen, diirfen wir schhiessen, dass durch
zwer beliebige Ebenen stets e Ebenenbuschel gelegt werden Lann,
und dass das Ebenenbuschel durch irgend ziwer thin angehdrge Ebenen
bestummit wird. .

Zur Bezeichnung emes Ebenenbiischels wird auch emn beson-
derer Buchstabe benutzt; beim eigentlichen Ebenenbiischel halten
wir daran fest, dass jede Bezeichnung des Buschels zugleich fiia
die Axe gilt. Irgend emn Ebenenbuschel werde mit g bezeichnet
Ein Punkt, der zu zwei Ebenen des Biischels g gehort, 1st gemein-
schaftlicher Punkt aller Ebenen dieses Buschels, wir nennen 1hn
emen Punkt des Ebenenbiischels g Jede Ebene, welche durch
zwel Punkte des Buschels g gelegt wird, 1st eme Ebene des Biischels
g und enthdlt sommt alle Punkte dieses Buschels. — Wenn g em
eigentliches Ebenenbuschel bedeutet, d h. wenn g die Benennung
einer Geraden ist, so erkennt man die Ausdricke ,,Punkt der Ge-
raden g¢ und ,,Punkt des eigenthchen Ebenenbuschels g als iden-
tisch, ebenso die Ausdricke ,,Ebene durch die Gerade g und ,,Ebene
des eigenthchen Ebenenbuschels g¢.

Demnach konnten wir von jetzt an auf das Wort ,,Gerade
ganzlich verzichten und statt dessen bloss von Ebenenbuscheln (be-
liebigen und eigentlichen) sprechen. Weit zweckmassiger ist es
jedoch, den Gebrauch des Wortes ,,Gerade“ in derselben Weise
auszudehnen, wie es ber dem Worte ,,Ebenenbiischel® bereits ge-
schehen ist. Wir werden also das Wort ,,Gerade nicht mehr in
seiner bisherigen Bedeuntung anwenden, sondern wir definiren
die Ausdrucksweise ,,4 ist ein Punkt der Geraden g¢
als gleichbedeutend mit ,,4 18t ein Punkt des Ebenen-
buschels g“ Wenn zugleich festgesetzt wird, dass die Gerade g
eine eigentliche Gerade genannt werden soll, sobald g em
eigentliches Ebenenbuschel ist, so tritt fortan der Ausdruck ,eigent-
liche Gerade® an Stelle des Wottes ,,Gerade’ ohne Zusatz, welches
eine andere Verwendung gefunden hat Dadurch sollen aber, von
der schon beim Strahlenbiindel besprochenen Ausnahme abgesehen,
die bisherigen Definitionen und Bezeichnungen ihre Guiltigkert nicht
verlieren. Beispielsweise nennen wir beliebige Geraden (Strahlen)
durch einen Punkt emn Strahlenbiindel; wenn alle Pankte der Ge-
raden g in der Ebene R liegen, so sagen wir: die Gerade g legt
m der Ebene R, u.s. w.

Die mm vorigen Paragraphen aufgestellten Sitze smd jetzt der

E}Weiterung filhig; nur der dritte bleil® B EFeriarirye
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1 Durch zwer Punkte kann man stets eme Gerade legen.

Denn legt man die Ebenen P und @ durch die Punkte 4 und
B, so sind 4 und B Punkte des Ebenenbiischels P@Q, also ,,Punkte
emer Geraden®.

2 Jede Gerade 1st durch zwer behebige von ihren Punkten
bestimmt. .

Smd ndmhich 4 und B Punkte der Geraden g, d i. Punkte
des Ebenenbuschels g, so ist dieses Buschel durch die Punkte 4
und B bestimmt.

3. Durch zwei beliebige und emen eigenthichen Punkt kann
man stets eine Ebene legen ‘

4 Jede Ebene 1st durch dier beliebige von ihren Punkten,
welche nicht i gerader Linie liegen, bestimmt.

M a. W.: Wenn drexr Punkte mn zwer Ebenen legen, so hegen
sie in einer Geraden.

5 Eme Gerade, welche mit emer Ebene zwer Punkle gemein
hat, liegt ganz in ihr

M a. W : Eine Ebene, welche zwer Punkte eines Buschels ent-
halt, geht durch alle Punkte des Buschels.

6. Durch eme eigenthiche Gerade und emen beliebigen Punkt,
sowie durch eine behiebige Gerade und einen eigenthichen Punkt
kann man allemal emne Ebene legen.

7. Jede Ehene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade
und emen Punkt ausserhalb der Geraden kennt.

8 Durch eme beliebige und eine eigentliche Gerade, welche
emen Punkt gemem haben, kann man immer eme Ebene legen.

9 Jede Ebene st durch zwer beliebige von ihren Geraden
bestimmt.

10. Jede Gerade, welche einen eigenthichen Punkt enthilt, 1st
eme eigentliche Gerade.

11. Zwer Geraden m emer Ebene haben stets emen Punkt
gemein.

Beweis: In der Ebene P seien dic Geraden ¢ und f gelegen;
durch irgend emen eigentlichen Punkt M ausserhalb der Ebene P
lege 1ch die Ebenen ¢M und fM. Da die Ebenen ¢M und fM
sich m einer eigentlichen Geraden schneiden, so haben dic Ebenen
eM, fM und P einen Punkt N gemein. Der Punkt N legt in der
(Geraden ¢ (n#mlich 1 den Ebenen ¢ M und P) und in der (Geraden
f (nfimlhich in den Ebenen fM und P).

12 Eme Gerade und eme Ebene haben stets cinen Punkt
gemein. -

Beweis: Ist die Gerade & und e Ebene P gegeben (4 nicht
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in P), und wird wgend eme durch & gelegte Ebene mut ¢, das
Ebenenbuschel P @ mit g bezeichnet, so sind g und % Geraden der
Ebene @ und schneiden sich demnach. Der Punkt gh ist der
Geraden 7 und der Ebene P gememn.

13. Zwer Ebenen haben stets emme Gerade gemein

Beweis: Durch die Ebenen P und ( kann man emn Ebenen-
buschel P¢) legen. Wird dieses mt g bezeichnet, so sind P und
@ ,,Ebenen durch die Gerade g zu nennen.

14. Dre1 Ebenen haben stets einen Punkt oder eine Geiade
gemein

Beweis: Von den Ebenen P, @, E hefern irgend zwer eine
Durchschmttslinie, etwa P und @ die Gerade g. Diese liegt ent-
weder i der Ebene I2 oder hat mit ihr einen Punkt gemein Im
letzteren Falle ist g B der Schnittpunkt der Ebenen P, @, B —

Abgesehen vom zehnten Satze, haben wir kein Mittel, um zu
entscheiden, ob eme gewisse Construction zu emer eigenthichen
Geraden fubhren muss oder nicht Ich wende dabei das Wort Con-
struction in erweitertem Sinne an, — wie auch der Sinn des
Wortes Figur eme Erweiterung erfahrt, — indem ich nimhch
statt der eigentlichen Geraden jetzt auch beliehige Geraden zulasse
Bime Gerade giebt man durch zwei von ihren Punkten oder von
thren Ebenen an. Durch die Begegnung zweler Geraden in einer
Ebene, oder emer Geraden und einer Ebene, oder dreier Ebenen
werden neue Punkte, durch die Verbindung zweier Punkte oder den
Schuitt zweier Ebenen werden neue Geraden emngefuhrt; nur zur
Herstellung von Ebenen konnen wir nicht beliebige Elemente ver-
wenden, sondern mussen Uber einen eigenthichen Punkt oder eine
eigenthiche Gerade verfugen. Aber uberall, wo keme eigentliche
Uerade gefordert wird, kann man von der Geraden selbst absehen
und mit zwer Punkten oder zwei Kbenen, welche ihr angehoren,
operiren. Die Nothwendigkeit eines’ solchen Ersatzmittels kann
durch die beschriinkte Ausdehnung des Constructionsgebieles her-
beigefuhrt werden.

Nach den Erorterungen, mit denen der vorige Paragraph ge-
schlossen wurde, bedarf es kaum noch der Erwihnung, dass man
uberall, wo die Betrachiung durch Figuren erlduterl wird, in diesen
statl beliebiger Geraden eigentliche anwenden darf und nach Mog-
lichkeit auch anwenden wird, weil die Figuren alsdann ihren Zweck
nur um so besser erfiillen. Diesen wichtigen Vortheil hiitte man
der Geometrie nicht zuginghch machen konnen, wenn man die
Anwendung der Worte ,Punkt und ,,Gerade® mnicht in der Aus-
dehnung durchgefibrt hitte, welche sich als zuldssig darbot und
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zunéichst durch eine erhohte Geschmeidigkeit der Sprache be-
wahrte
Eme gewisse Gattung von Sitzen ist auf eigentliche Punkte
und eigenthiche Geraden beschrinkt geblieben, weil nur von drei
eigentlichen Punkten i einer Geraden gesagt werden kann, dass
einer zwischen den beiden andern hegt. Ein Theil jener Satze
enthilt aber nicht den der Ausdehnung sich entziehenden Begriff
(irect, sondern den abgeleiteten Begnff getrennter Paare. Dieser
letztere erweist sich nun der Uebertragung in demselben Umfange
fihig, wie die Begriffe des Punktes, der Geraden und der Ebene
selbst, und ich will 1hn jetzt fiir beliebige Punkte in emer belie-
higen Geraden biden. Der Uebertragung auf beliebige Punkte in
emer eigentlichen Geraden stand schon im vorigen Paragraphen
nichts 1m Wege; sie wiirde jedoch eme Wiederholung derselben
Betrachtungsweise an der gegenwirtigen Stelle uns nicht erspart
haben
In emer behebigen Geraden I werden die Punkte ABCD an-
genommen. Versteht man unter M und M’ eigenthiche Punkte
ausserhalb der Geraden [, unter
U und U’ die Ebenen I und
[ M’, unter ¢fgh die eigentlichen
f v Strahlen MA, MB, MC, MD
m der Ebene U, unter ¢'f ¢'I/ die
{J“_”“‘“ L cigenthichen Strahlen M'A, M'B,
M'C, M'D 1 der Ebene U’, so
\\ a werden entweder fg durch e¢h
oder ge¢ durch fo oder ef durch
gh getrennt. Ich nehme an, dass
ef durch gl getrennt werden, und fithre den Nachweis, dass alsdann
auch ¢f" durch ¢’/ getrennt werden. Dieser Nachwews ergiebt
sich aus den am Ende des § 4 gegebenen Sitzen zunichst fur den
Fall, wo die Ebenen U und U’ von emander verschieden sind.
Bezeichne ich dann die durch die eigentliche Gerade MM’ gehen-
den Ebenen e¢, 7', g9/, bl mit PQRS, so werden nach dem vor-
letzten Satze des § 4 die Ebenen P@ durch RS, mithin nach dem
letzten auch die Strahlen ¢'f’ durch ¢'% getrennt. Wenn die Ebe-
nen U und U’ in eme emzige zusammenfallen, so wird ausserhalb
derselben ein eigentlicher Punkt M” angenommen und durch die
Strahlen ¢"f” ”h mit ABCD verbunden. Wir wissen jetzt, dass
¢’f” durch g”l" getrennt werden, und kdnnen daraus das behaup-
tete Verhalten der Strahlen ¢'f'g’J’ schhessen. Die Erscheinung,
dass die Strahlen M4, MDD durch die Strahlen MC, MDD getrenni

g 17
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werden, 1st demnach von der Wahl des eigentlichen Punktes M
unabhangig und hat eme Spaltung der in der Geraden [ angenom-
menen Punkte .{ BCD in zwei Paare A B und CD zur Folge.

Diese Spaltung fallt mit emner schon betrachteten zusammen,
sobald ABCD eigentliche Punkte smnd. Alsdann st namheh !
eme eigenthche Gerade; gehorten in ihr die Punkte C und D zur
Stiecke A, so ligen die Schenkel M C und MD zwischen den
Schenkeln M A und M B, und es whren ¢f nicht duich g7 getrennt
Also liegen C und D nicht beide mnerhalb der Stiecke 4 B; eben-
sowenig konnen beide ausserhalb dieser Strecke liegen; es wird
sich vielmeh:r der eme Punkt innerthalb, der andere ausserhalb der
Strecke befinden, d.h die Punkte A B werden durch CD getrennt.
Dadurch wird es nahe gelegt, in einer beliebigen Geraden
und fir beliebige Punkte zu sagen, dass 4B durch CD ge-
treunt werden (oder dass C zwischen 4 und B legt ber aus-
geschlossenem D, fur den Grenzpunkt D)), sobald unter Zuziehung
eines eigentlichen Punktes J/ ausserhalb jener Geraden die Strahlen
MA, MB durch MC, MD getrennt smd. Indem wir diese Aus-
drucksweise emfuhren, durfen wir alle Sitze, welche von getrennten
Punktepaaren in emer Geraden handeln und von nichts Anderem,
auf beliebige Punkte in emner beliebigen Geraden i vollem Um-
fange ubertragen

Lacgen e Punkite ABCE w emer Geaden, so werden ent-
weder BC durch AE getrennt, oder CA dwrch BE, oder AB durch
CE, wnd zwar schliesst jede dieser Lagen dac bewden andern aus

Loegen die Punlite ABE wm cmer Geraden, so kann man o
vy den Punkt C so wahlen, dass AB duwch CE getrennt werden.

Sind in emer Geraden die Punlite AB durch emes der Paare
OE wiui DE getrennt, dwel das andere aber mcht, so sind AB
durch, OD getrennt. In den andern Fallen werden AB durch CD
necht getreimit.

Werden in cmer Geraden dee Punlte AB durch CE getrennd,
so werden auch CE dwrch AB getrennt.

-

§ 8. Ausgedelmtere Anwendung des Wortes ,Ebene.

Durch die Sitze 3 6. 8. des vongen Paragraphen wird die
F'rage veraulasst, ob man durch drer Punkte, durch eine Gerade
und einen Punkt, durch zwei einander schneidende Geraden eine
Ehene legen kann, olne iiber einen eigentlichen Punkt oder eine
eigentliche Gerade zu verfiigen. Hs seien ABC beliebige Punkte,
nicht in gerader Linie. Wenn durch ABC eine Ebene hindurch-
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geht, so sind 4B, AC, BC Geraden dieser Ebene, welche auch
durch die Gerade 4B und den Punkt C oder durch die Geraden
AB und AC bestimmt wird; nehme

B 1ch 1 der Geraden AB den Punkt D

~N
/ N (von 4 und B verschieden) und m der
> Geraden 4C den Punkt E (von 4 und

¢ (¢ verschieden, also D von E verschie-
D / den), so st unter derselben Voraus-
setzung auch DFE eme Gerade jener
Ebene und muss der Geraden BC in
einem Punkte begegnen Ilch werde jetzt nachweisen, dass dieses
Verhalten der Geraden BC und DE von der Existenz emer durch
ADBC gehenden Ebene unabhiingig ist, d. h. dass die Geraden BC
und D sich unter allen Umstéinden schneiden.

Zum Beweise?) nehme ich eme eigenthche Gerade zu Hulfe,
welche kemer der vier Geraden 4B, AC, BC, D E begegnet, und
X L . m 1hr die eigentlichen Punkte K LM

derart, dass 4ABC weder mit K noch
\ / mit M durch Ebenen verbunden werden
@/ konnen. In der Geraden M A wadhle ich
“ den eigenthchen Punkt ¢ (von M und
A verschieden) und bezeichne den Durch-
schnittspunkt der Geraden KA und Le
@ in der Ebene AKM mit a. Endhch
Fug. 19 lege 1ch durch ¢ eine Ebene P, welche
kewen der bisher erwahnten Punkte ausser ¢ enthdlt. Die Ebene
P wird vom Strahl K4 m a getroffen, sie mag von den Strahlen
KB, KC, KD, KE m den Punkten b, ¢, d, ¢ tiberschritten wer-
den. Diese Punkte sind unter emander und von den vorigen ver-
schieden; abc liegen nicht m gerader
Linie; dagegen liegen abd 1n emer Ge-
raden (in den Ebenen P und ABK),
ebenso ace (1n den Ebenen P und ACK)
Sind a'b’'¢dd die Durchschnitispunlkte
der Ebene P mit den Strahlen M4, M B,
MO, MD, ME, sosind auch die Punkte
a’¥d ¢ unter einander und von den
Punkten ABCD LKL Me verschieden;
@b d” und a'c’¢ legen je m einer Ge-
raden, aber mnicht a'b’¢. Da diese Figu-
L Tig 20 ren in einer HEbene enthalten sind, so
*) Zuerst in emer Vorlesung December 1873 gegeben,

Fig 16

il
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begegnen sich die Geraden 0c¢ und
de in einem Punkte f, die Geraden
¢ und d'¢ in einem Punkte f'.
Wenn unsere Behauptung nchtig
ist, wonach BC und DFE einen
Punkt gemein haben, so mussen n
1thm die Strahlen Kf und M sich
begegnen, wie K¢ und Ma' m A4,
Kb und MV in B, K¢ und Mc m
C, Kdund Md’ m D, Keund M¢
in £, Wir wollen also untersuchen,
ob Kfund Mf 1n einer Ebene lie-
gen; dazu ist es aber néthig, die
Constructionen fortzusetzen

Die Strahlen L und M« haben
den eigentlicheun Punkt « gemein.
Auch die Strahlen Lb und MV
erzeugen, da sie in der Ebene BK I/
verlaufen, einen Durchschnittspunkt
B, und ebenso die Strahlen Le¢
uwnd Mc, Ld uwnd Md, Le und
M Durchschmttspunkte p, d, 2.
Es ist leicht zu ersehen, dass die
Punkte ¢, 8, 0 und «, , 7 je m
einer Geraden liegen; denn die
Ebenen abL und ¢'b’M sind von
einander verschieden und haben die
Punkte «fd gemein, die Ebenen
acL und o ¢ M sind ebenfalls von
emander verschieden und haben die
Punkte «yn gemein. Aber die
Punkte ¢ 8y hegen nicht m gerader
Linte, weil die Strahlen M 4, M B,
MC mcht in einer Ebene liegen,
und bestimmen demnach eine Ebené
@, welche die Gerade «f mit dem
Punkte 0 und die Gerade oy mit
dem Punkte % enthilt. Wenn nun
die Strablen Kf und Mf’ in emer
Ebene liegen, so muss dieselbe
Ebene auch die Strahlen Lf und
Mf" mt emander verbinden; der
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gememschaftliche Punkt dieser beiden Strahlen kann aber jetzt in
der That angegeben werden.

In der Ebene ¢ befinden sich nimlich die Geraden By und
dy; sie haben daher einen Punkt ¢ gememn (LM ¢ legen nicht 1
gerader Linie). Die Punkte Lfg legen in einer Geraden (in den
Ebenen b¢L und deL), ebenso die Punkte M/ g (in den Ebenen
V¢M wd @ ¢M); folglich begegnen sich die Geraden Lf und
Mf m ¢, und 1 der Ebene LMg werden die Geraden Kf
und B[ sich in emem Punkte F begegnen. Die Punkte BCF
liegen in emer Geraden (i den Ebenen beK und V¢ M), ebenso
die Punkte DEF (m den Ebenen deX und d’¢ M); folglich haben
die Geraden BC und DE den Punkt F' gemem, und damit st der
m Aussicht gestellte Beweis geliefert.

Die Punkte BODE waien der Bedmgung unterworfen, dass
kewe drei m emer Geraden liegen, dass aber die Geraden B.D und

CE sich m einem Punkte 4 begegnen.
Da nun diese Bedingung die Durchschnei-
.~ dung der Geraden BC und DE nach

4 2" ¢ sich meht, so hat sie in gleicher Weise

12// \/ auch die Durchschneidung der Geraden
0D und BE zur Folge. Von der For-

Tg % derung, dass von den Punkten BCDE

kewe dre1 m gerader Limie liegen sollen, kann man aber abseheu
und daher folgenden Satz aussprechen: Swd dic Punkte ABCD
so gewahlt, dass die Geraden LG und AD em-

4 B ander breffen, so schneulen sich auch die Geraden
N ’ CA und BD, cbenso die Geraden AD und CD.
1'7/ Solche Punkte haben an der gegenwirligen

/ Stelle emn wesentliches Interesse nur dann, wenn

/ .. keine dier in einer Geraden liegen, weun also
/ P ger Schuittpunkt E der Geraden BC und 4D
c m keinen jener vier Punkte fallt Weun durch
e 2 die Punkte ABC eme Ebene hindurchgeht, so

ist E ein Punkt, 4 E.emme Gerade dieser Ebene, folglich D m der
“Bbene A BC gelegen. Aber auch wenn eine durch AB( gehende
Ebene sich nicht ermitteln lisst, werden wir sagen, dass der Punki
D in der Ebene A BC legt, mdem wir das Wort ,Ebene® nicht
auf seme bisherige Bedeutung beschrinken. Wir dricken von
jetzt an mit den Worten ,,D liegt in der Ebene ABCY,
wobei zundchst von den Pinkten ABCD keme drei in gerader
Linie vorausgesetzt werden, nichts weiter als die Eigen-
schaft aus, dass diec Geraden BC und AD, mithin auch
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04 und BD, AD und CD sich schueiden, wihrend wir die
Benennung ,,eigentliche Ebene iberall anwenden werden, wo
nach dem bisher festgehaltenen Sprachgebrauche von einer Ebene
ohne Zusatz die Rede sein wiirde, Die Punkte ABC kénnen da-
bei beliebig umgestellt werden, und es legt zugleich 4 in der
Ebene BCD u.s w.

Der Punkt E liegt m der Geraden BC, ohne mit B oder C
zusammenzufallen; 4 liegt ausserhalb BC. Ich erhalte einen ,,m
der Ebene 4 BC gelegenen® Punkt I, mdem ich in der Geraden
AF emen Punkt beliebig annehme; nur A oder E selbst darf ich
nicht wihlen, so lange alle in der obigen Definition enthaltenen
Bestimmungen aufrecht erhalten werden Es ist zweckmissig, diese
Ausnahmestellung der Punkte 4 und E in der Geraden 4F zu
beseitigen und auch die Punkte der Geraden BC, CA und 4D
(also msbesondere die Punkte 4, B, C selbst) ,,Punkte der Ebene
ABC* zu nennen, jedoch ohne an der Bestimmung, dass 4B C
nicht i gerader Linie liegen sollen, etwas zu &ndern.

Smmd 4 DC belebige Punkte, aber nicht mn einer Geraden, so
kaun man von einer Ebene A B(C reden, d. h. man kann einen
Punkt D so annehmen, dass er ,in der Ebene ABC liegt’, und
zwar kann man dazu nicht bloss emen Punkt
i der Geraden BC oder CA4 oder AB, son-
dern stets auch einen Punkt ausserhalb dieser drei
Geraden wihlen In der Geraden A.B nenne
ich F einen Punkt, dessen Verbindungshnie
mit ¢ durch D hindurchgeht; die Geraden 4B
und OF sind von emander verschieden, und
jeder Punkt der Geraden CF hegt in der Ebene
ABC. Daran #ndert sich aber nichts, wenn
ich 4 und B durch zwei beliebige Punkte der
UGeraden ADB ersetze. Ist also A’ irgend ein von B verschiedener
Punki der Geraden ADB, so liegt D auch m der Ebene 4" BC.

Diese Bemerkung lasst sich aber verall-

4 gemeinern, indem man nur zu fordern braucht,

dass 4" m der Ebene ABC(C und ausserhalb
der Geraden BC hegt. Die Geraden BC
und A4 A’ schneiden sich mn emem Punkte G,
welcher 1n B oder C fallen kannj er sei von
B verschieden. Jeder Punkt der Ebene 4 BC
4 liegt dann m der Ebene ABG, folghch in
der Ebene 4’ B @G, mithin auch in der Ebene
A'BC. Da hiernach 4 selbst zur Ebene

Ing 25

Pig. 26
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A’ BC gehort, so liegt jeder Punkt der Ebene 4"BC auch in der
Ebene 4B C. Die Ebenen ABC und 4 BC sind 1dentisch.

Jetzt seien A"B’C’ behebige Punkte der Ebene ADBC, aber
nicht in einer (feraden. Dann ergiebt sich, wie beim Beweise des
Lelusatzes 3. in § 2, die Identitit der Ebenen ABC und 4'B'C’
Diwc Ebene ABC st also duich die Forderung, dass s die dres
ncht v gerader Lume gelegenen Punkte A'B°C’ enthalten soll, vollig
bestimmdt.

Alle anf die Ebenen beziiglichen™ Definitionen und Bezeich-
nungen werden beibehalten, abgesehen von den Ausnahmen, welche
bereits bei den Begriffen ,Punkt” und ,,Gerade erwahnt werden
mussten. Wir konnen daher die Erweiterungen, welche jetzt in
den Sitzen 1 —14. des vorigen Paragraphen emntreten (unter Wie-
derholung der Sdtze, deren Inhalt keme Aenderung erfihrt), folgen-
dermassen aussprechen.

1. Durch zwer Punkte kann man stets eine Gerade legen.

2. Jede Gerade 1st duich zwei beliebige von ihien Puukten
bestimms,. )

3 Jede Gerade, welche einen eigentlichen Punkt enthilt, ist
eine eigentliche Gerade.

4. Durch drer Punkte kann man stets eine Ebene legen

5. Jede Ebene 1st durch drei beliebige von ihren Punkten,
welche nicht in gerader Lime liegen, bestimmt.

6. Jede Ebene, welche einen eigentlichen Punkt enthalt, ist
eme eigentliche Ebene.

1. Eme Gerade, welche mit emer Ebene zwei Punkte gemein
hat, liegt ganz in 1hr.

Denn sind 4, B, C Punkte emer Ebene P, mecht in gerader
Line, also die Ebene AL C mit P identisch, so missen alle Punkte
der Geraden AB , Punkte der Ebene 4 BC“ genannt werden.

8 Durch eme Gerade und einen Punkt kann man stets eme
Ebene legen.

9. Jede Ebene 1st bestimmt, wenn man von 1hr eine Gerade
und einen Punkt ausserhalb der Geraden kennt.

10. Durch zwer Geraden, welche einen Puunkli gemein haben,
kann man mmmer eme Ebene legen.

11. Jede Ebene st durch wgend zweir von ihren: Geraden be-
stimmt

12. Zwer Geraden i einer Ebene haben stets einen Punkt
gemein.

Beweis: In der Ebene P mogen die Geraden ¢ und f liegen.
Nimmt man zwer Punkte 4 und B in der Geraden ¢ beliebig, zwei
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Pankte € und D in der Geraden [ derart, dass C micht in e hegt,
also 4, B, C nicht in gerader Linie, dann ist die Ebene ABC
mit P identisch, und D liegt in der Ebene ADB (. Folglich haben
die Geraden AB und CD emen Punkt gemein, —

Was nun die Durchschneidung einer Geraden mit einer Ebene
oder die Durchschneidung zweier Ebenen anbelangt, so wissen wir
zunéichst nur, dass eine Gerade und eine eigentliche Ebene stets
einen gemeinschaftlichen Punkt, zwei eigentliche Ebenen stets eme
gemeinschaftliche Gerade besitzen. Daraus kann 1ch #ber jetzt
folgern, dass auch eine eigentliche Ehene und eine beliebige Ebene
allemal eine Gerade gemein haben. Nehme ich 1 der That den
Punkt 4 in der beliebigen Ebene P, ausserhalb der eigenthchen
Ebene @, und ziehe in P durch 4 zwer Geraden, so treffen diese
die eigentliche Ebene ¢ in zwei Punkten B und C, und die Ebenen
P, @ haben die Gerade BC gemein.

13. Eme Gerade und eme Ebene haben stets emen Punkt
gemein

Beweis: Die Gerade 7 sei nicht ganz in der Ebene P gelegen
Nimmt man den eigenthchen Punkt A ausserhalb von %, so 1st
v eine Gerade der eigentlichen Ebene %.4. Die Ebenen P und /A
haben eine Gerade & gemein, 2 und % schneiden sich m einem
Punkte; dieser Punkt ist in 72 und P enthalten

14 Zwer Kbenen haben stets eine Gerade gemein.

Beweis: In der Ebene P nehme ich den Punkt 4 ausseihalb
der Ebene @ und ziehe durch ‘ihn zwer Geraden in P. Von diesen
wird @ in zwer Punkten B und C getroffen, und die Gerade BC
liegt zugleich in P und Q.

15 Drei Ebenen haben stets emen Punkt oder emne Gerade
gememn —

So lange eme Ebene nicht als eigenthche erkannt ist, bleibt
man darauf angewiesen, sie durch drer Punkte oder durch eine
Gerade und einen Punkt oder durch zwer Geraden darzustellen
Dennoch brauchen wir uns nicht hindern zu lassen, wenn eine
beliebige Ebene vorkommt und die Betrachtung durch eme Kigur
erliivtert wird, jene Ebene in der Figur als eigentliche Ebene zu
behandeln, wie dies bezuglich der Punkte und Geraden geschah.
Ist also vou wier Strahlen c¢fgh die Rede, welche in emer beliebigen
Ebene U verlaufen und sich in emem Punkte I begegnen sollen,
so trage ich kein Bedenken, ein solches Strahlenbiischel m einer
eigenthichen Ebene und mul emem eigentlichen Scheitel zu ent-
werfen und mich darauf zu beziehen. Wird in der Ebene U eine
beliebige Gerade ! (nicht durch M) angenommen, so gebe 1ch sie
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in der Figur unbedenklich als eigenthiche Gerade und die Punkte

ABCD,n denen ¢fgh von I getroffen werden, als eigentliche Punkte

. wieder. Die Punkte ABCD
zerfallen derart in zwei Paare,
dass die des einen Paares durch
die des andern getrennt wer-
den; es seien etwa 4B durch
CD getrennt. Nenne ich
emne andere Gerade der Ebene U
(micht durch M) und 4’ B'C' D’
thre Durchschnittspunkte mit
efgh, so geht aus folgenden
Ueberlegungen hervor, dass
auch 4'B" durch C" D’ getrennt
werden. Man wihle ausserhalb
der Ebene U irgend einen eigenthchen Punkt N, von dem aus
nach M die eigenthiche Gerade G+ gezogen wird, und verbinde &
mit den Geraden e¢fgl durch die eigenthichen Ebenen PQRS. Da
diese Ebenen von der eigentlichen Ebene !N i den Strahlen N 4,
NB, NC, ND eines Biischels mit dem eigenthichen Scheitel N
getroffen, da ferner zufolge der im vorigen Paragraphen gegebenen
Defimtion die Strahlen NA und NB durch die Strahlen NC und
N D getrennt werden, so ergiebt sich aus dem vorletzten Satze des
§ 4, dass die Ebenen PQ durch RS getrennt sind. Da endlich
die Ebenen PQRS von der eigentlichen Ebene I’ N m den Strahlen
NA,NB, NC, ND emes Buschels mit dem eigentlichen Scheitel
N getroffen werden, so sind nach dem letzten Satze des § 4 die
Strahlen NA4" und NB" durch NC' und ND', folglich nach der
eben angezogenen Definition auch die Punkte 4B durch C'D’
getrennt.

Wie ich also in der Ebene U die Gerade ! (mwcht durch M)
annehmen mag, immer tritt dieselbe Paarung der Strahlen ¢fgh
dadurch ein, dass die Punkte el und f7 durch ¢! und Al getrennt
werden. Sobald M em eigentlicher Punkt, mithin U eine eigent-
liche Ebene und efgh eigentliche Geraden sind, ergiebt sich die
jener Paarung angemessene Benennung, wenn man auf die Punkte
ABCD die mehrerwihnte Definition anwendet; dann zeigen sich
nimlich ef als durch gZ getrennt. In Uebereinstimmung mit der
fiir den besondern Fall bereits in Gebrauch befindlichen Ausdrucks-
weise werden wir in jedem Falle sagen, dass ef durch gh ge-
trennt werden (oder dass g zwischen ¢ und f liegt fiir den Grenz-
strahl %), sobald unter Zuziehung einer beliebigen Geraden I in der
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Ebene des Biischels (nicht durch dessen Scheitel) die Punkte el
und f1 durch gl und Al getrennt sind. Alle wm § 3 fur getrennte
Strahlenpaare w cinem Str ahlenbuschel aufgestellten Satze gelten in
vollem Umfange weiter.

Es ertbrigt noch, dieselbe Begnffserweiterung am Ebenen-
biischel vorzunehmen. Durch eine behebige Gerade G seien jetst
die beliebigen Ebenen PQRS gelegt. Werden von einer Ebene
U (die G nicht enthdlt) die Axe G dieses Ebenenbiischels im Punkte
M, die Ebenen PQRS in den Geraden efgh geschnitten, so bilden
efgh ein Strahlenbuschel; es seien etwa ef durch gh getrennt. Von
einer andern Ebene U’ (die G micht enthilt) mdgen G im Punkte
M und PQRS m den Geraden ¢ f'g'li geschmitten werden; dann
behaupte ich, dass auch ¢'f durch g’k getrennt sind. Es seien
néimlich zuerst die Punkte 27 und M’ von emander verschieden.
Dann wird G von der Durchschnittslime ! der Ebenen U und T’
nicht getroffen, und die Durchschmittspunkte 4 BCD der Geraden
I mt den Ebenen PQRS smnd von einander verschieden Im
Punkte 4 begegnen sich nun die Ebenen U, U’ und P, folglich
auch die Strahlen ¢ und ¢, ebenso in B die Strahlen f und f, m
C die Strahlen g und g/, in D die Strahlen % und %'. Aus der m
Betreff der Strahlen efgl gemachten Voraussetzung folgt daher
mit Rucksicht auf die soeben am Strahlenbuschel gegebenen Defi-
nitionen, dass die Punkte 4B durch CD, und daraus weiter, dass
die Strahlen ¢ f" durch g'% getrennt werden. Wenn aber die Punkte
M wd M’ zusammenfallen, so mmmt man eine Ebene U’ zu
Hulfe, welche die Axe G- in einem von M verschiedenen Punkte
M” und die Ebenen PQRS in den Strahlen ¢’f"¢g”h” schneidet.
Dann schliessen wir zuerst, dass ¢’f” durch ¢”h”, und daraus wie-
der, dass ¢'f" durch g’} getrennt werden.

Ist G eine eigentliche Gerade, sind also PQRS eigenthche
Ebenen, so verlege man M nach einem eigentlichen Punkte von &,
so dass U eine eigentliche Ebene und e¢fgfi eigentliche Strahlen
werden; man findet dann, dass die Ebenen P@ durch RS getrennt
sind (vorletzter Satz in § 4). Wi wollen jedoch in allen Fillen
sagen, dass PQ durch RS getrennt werden (oder R zwischen P
und @ fiir dic Grenzebene S), sobald unter Zuziehung emer belie-
bigen Bbene U (mcht durch die Axe des Ebenenbtischels) die
Strahlen PU und QU durch ‘R U und SU getrennt werden. Auch
getet geléem alle Sdtze wester, welche m § 4 fur getrennte Ebenen-
paare m cinem DBuschel ausgesprochen worden smd.

Dic am Xbenenbiischel gegebene Defimition lisst sich noch
durch eine anderc ersetzen Man verstehe unier ! eine behebige
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Gerade, welche die Axe micht tnfit, unter A BCD die Schnittpunlkte
von [ mit den vier Ebenen und unter M wgend emen Punkt der
Axe Sind nun die Pankte 4B dwch CD getiennt, so sind auch
die Strahlen 34 und M B durch BIC und M D getrennt, und
umgekehrt. Hs werden also die Ebenen P@ durch RS getrennt
oder nicht, je nachdem unter Zuzehung emer die Axe nicht schnei-
denden Geraden [ die Punkte Pl und QI durch Rl und S getrennt
werden oder nicht

Ueberhaupt seien 4 BCD vier heliebige Punkte einer Geraden;
mit emem behebigen Punkte ausserhalb dieser Geraden werden
ABCD durch die Strahlen ¢fgh verbuuden; durch diese vier Strahlen,
mithin zugleich durch jene vier Punkte, werden endlich die Ebenen
PQRS eines Buschels gelegt. Wenn alsdann in emer der dre1
Figuren ABCD, efgh, PQRS die beiden ersten Elemente (Punkte,
Strahlen, Ebenen) durch die beiden letzten getrennt werden, so
findet in den beiden andern Figuren dasselbe statt.

§ 9. Ausgedebntere Anwendung des Wortes »Zwischen®.

Die bisherigen Ergebmisse sind ohne Ausnahme aus den in
§ 1 und § 2 anfgestellten Grundsatzen hergelertet worden; dabel
wurden aber von § 3 an nicht mehr die Grundsiitze selbst, sondern
die aus 1thnen gewonnenen Lehrsitze, also im Grunde die Satze 4.—9.
und 12 des § 1 und die Sitze 2. 3 4. 9. 10. des § 2 benutzt. Diese
Lehrsiitze bezogen sich auf cigentliche Punkte, eigentliche Geraden,
cigentliche Ebenen Nach der Erweiterung, welche die Bedeutung
der Worte ,,Punkt®, , Gerade’ und ,Ebene“ erfahren hat, ist ein
Theil jener Sitze giltig geblieben und konnte daher in die in § 8
aufgestellte Uebersicht wieder aufgenommen werden; es traten sogar
einige neue Siitze hinzu, und eben in diesem Zuwachs 1st der Werth
der durchgefuhrten Begriffserweiterungen zu erblicken Zwei Ge-
1aden in einer Ebene haben jetzt immer einen Punkt gemein, ebenso
eine Gerade und eme Ebene; zwei Ebenen haben immer eine Ge-
rade, dre1 Ebenen einen Punkt gemem. Dadurch werden die Unter-
scherdungen erspart, welche ber der Beschrinkung auf eigentliche
Elemente nothwendig wiren

Die Sitze 4 5 m § 1 und 2. 8. 4 9. in § 2 lessen sich auf
belebige Elemente ubertragen, nicht aber die Sitze 6. 7. 8. 9. 12.
in § 1 und der Satz 10 in § 2. Indess ist der Begriff der getrenn-
ten Punktepaare in ewmer Geraden auch fir beliebige Punkte in
emer heliebigen Geraden emgefithrt worden und hat wieder zu den
Siitzen gefithrt, welche m § 1 fiir solehe Paare aufgestellt worden
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waren (§ 7 extr). Dieser Begriff gestattet, so lange man sich nur
in einer Geraden bewegt, vollkommene Analogie zu den Bezehun-
gen, welche fiir eigentliche Punkte in den Satzen 6 7. 8. 9. 12.
des § 1 ausgesprochen sind. Um die Analogie deutlich hervor-
treten zu lassen, sagen wir: ,Der Punkt C legt zwischen den
Punkten 4 und B bei ausgeschlossenem Punkte D (fir den Grenz-
punkt D), wenn ABCD Punkte einer Geraden und AB durch
CD getrennt sind. Es mogen vier Punkte A BCD m solcher Lage
angenommen werden. Wenn sie simmthich eigentliche Punkte sind,
so hegt von den Punkten C, D der eine zwischen 4 und B, der
andere aber nicht. Wenn 4BC eigentliche Punkte sind und C
zwischen 4 und B liegt, so 1st D kein Punkt der Strecke A4B.
Wenn 4 und B eigentliche Punkte sind, D kein Punkt der Strecke
A B, so ist C ein eigenthicher Punkt und liegt zwischen 4 und B;
denn wenn man die Punkte A BCD mit einem eigenthichen Punkte
M ausserhalb der Geraden A B verbindet, so werden die Strahlen
MA, MB durch MC, MD getrennt, und es liegen die Schenkel
MA and MB auf derselben Seite der Geraden M D, folglich em
Schenkel des Strahles M C zwischen den Schenkeln M4 und M B,
d. h. MC triftt A B zwischen 4 und B.

Werden also mit A, B, C, D Punkite emer Geraden und zwar
mat A, B ewgentliche Punktc bezewchmet, so werden AB durch C'D
getrennt, wenn von den Punhien C und D der eme em eigenthiche
Punkt zunschen A und B ist, der andere aber wicht, und um-
gekehrt.

Nur der Satz 10. in § 2 ist in keiner Weise auf helebige
Elemente iibertragen worden. Es seien ABC eigentliche Punkte,
nicht in gerader Linie;
eine Gerade der Ebene
A BC schneide die Ge-
raden BC, C4, AB
resp. in @, b, ¢. Jener
Satz sagt dann aus,
dasswenn g der Strecke
BC, aber b nicht der
Strecke CA angehort,
. ¢ sich innerhalb der

g %8 Strecke 4 B befindet.
Da aber in der Ebene 4B C,eine Gerade d, welche BC, C4, AB
resp. in o, U, ¢ schneidet, so angenommen werden kann, dass
weder o’ in der Strecke BC noch b" in der Strecke (4 noch ¢ in

der Strecke AB legt, so kionnen wir unter Zuzehung einer solchen
Pason, Vorlesungen b5
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Geraden den Satz dahin formuliren, dass die Punkte 4B durch c¢’
getrennt werden, wenn B(C durch aa und CA nicht durch 5%
getrennt werden.

In der letzten Fassung gilt nun der Satz tber die urspriing-
Iichen Grenzen himaus und erlangt dadurch, sofern man in einer
Ebene bleibt, die Bedeutung eines Analogon zu § 2 Satz 10. Es
wird dies klar hervortreten, wenn wir folgende Ausdrucksweise
einfiihren. Sind @By d Punkte emer Geraden, af durch yd ge-
treunt, d eine andere Gerade durch 0, so wollen wir sagen: Der
Punkt y liegt zwischen « und B bei ausgeschlossener
Geraden ¢ oder fir den Grenzstrahl d.

Ist nimlich in einer Ebene die ,,auszuschliessende Gerade®
gegeben, so wird durch sie m jeder andern Geraden der Ebene der
,auszuschliessende Punkt® bestimmt. Die S#itze b—f 1n § 1
gelten jetzt fur beliebige Punkte in einer beliebigen
Geraden der Ebene (ausser d) auch dann, wenn der Punkt
E durch die Gerade d ersetzt wird, und es tritt, wie bereits
angedeutet, der Satz hinzu:

1. Sind die Punkte ABC und der Strahl ¢ in einer Ebene
enthalten, welche durch die drei Punkte bestimmt wird, und
werden die Verbindungshnien BC CA AB von einem andern

* Strahl resp in gbc so getroffen, dass fiir den Grenzstrahl d der
Punkt o zwischen B und C legt, aber b nicht zwischen C und
4, so liegt ¢ zwischen 4 und B fiir den Grenzstrahl d.

Mit diesem Satze steht ein auf das Strahlenbiindel bezuglicher
m genauem Zusammenhange, ndmlich:

2. Liegen die Strahlen EFG in einem Bundel, aber nicht
in einer Ebene, ist H eine Ebene durch den Scheitel des Bun-
dels, und werden die Ebenen FG G E EF von einer andern,
ebenfalls durch den Scheitel gelegten Ebene resp. in den Strahlen
efg so getroffen, dass fur die Grenzebene H der Strahl ¢ zwi-
schen F' und G liegt, aber f micht zwischen G und F, so legt
g zwischen F und F fir die Grenzebene H.

Hier ist wieder ene neue Ausdrucksweise angewendet worden;
wenn némlich in emer Ebene afy0 Strahlen eines Biischels sind,
afB durch pd getrennt, H eme zweite Ebene durch 0, so sage ich:
der Strahl y liegt zwischen « und g fiir die Grenzebene
H. Die beiden Siitze werden im Zusammenhange bewiesen Wenn
die Geraden BC 04 ADB von d m den Punkten «'0'¢ und die
Ebenen FG GE EF von H in den Strahlen ¢'f"g" geschnitten wer-
den, so wird das eme Mal vorausgesetzt, dass BC durch aa’ ge-
trennt werden, CA nicht durch D%, und dann sollen AB durch
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cc’ getrennt werden; das andere Mal wird vorausgesetzt, dass FG
durch ee¢’ getrennt werden, G E nicht durch ff’, und dann sollen
EF durch gg getrennt werden.

Der eiste Satz ist bereits bewiesen fir den Fall, wo 4BC
eigentliche Punkte sind und die Gerade d weder zwischen B und
C noch zwischen € und A4 noch zwischen 4 und B hindurchgeht.
Um den zweiten Satz zundchst fur Biindel mit eigentlichem Scheitel
) zu beweisen, nehme
ich in den Strahlen
EFG (also nicht in
gerader Linie) die
eigentlichen = Punkte
ABC auf derselben
Seite der Ebene H.
Dann liegen die Punkte
B und C auf dersel-
ben Seite des Strahles
¢, die Punkte C und
A auf derselben Seite des Strahles /7, die Punkte 4 und B auf
derselben Seite des Strahles ¢¢ Werden nun die Geraden BC CA AB
von efg m abc und von €f'¢g in a'b’¢ getroffen, so hegen die
Punkte abc in gerader Linie, ebenso die Punkte a'0’¢’, aber o
nicht m der Strecke BC, b nicht in der Strecke C4, ¢ mnicht in
der Strecke AB Der Voraussetzung zufolge werden FG durch
e¢’ getrennt, aber G-E nicht durch ff°, folglich auch BC durch
ac’, aber CA nicht durch b%’. Daraus schliesst man endlich, dass
AB durch c¢’ getrennt werden, mithin auch EF durch gg'.

Der erste Satz kann jetzt allgemein bewiesen werden. Zieht
man ndmlich von einem eigentlichen Punkte ausserhalb der Ebene
A B Cnach den Punkten ABC abea’ b'¢ die Strahlen EF G efg €f'y,
so liegen EFG nicht i einem Buschel; dagegen liegen efg in
emer Ebene, desgleichen ¢f"¢g, FGee, GHff, EFgy, d. h. die
Ebenen I'G, GH, EF werden von einer durch den Scheitel des
Bundels ET' gelegten Ebene m den Strahlen efg, von einer andern
Ebene durch denselben Punkt mn ¢'f"¢y" geschmitten. Da BC durch
aa getrennt werden, aber CA nicht durch 5%, so werden FG&G
durch e¢ getrennt, aber G E mnicht durch /7". Folglich werden EF
durch gg getrennt, also auch 4B durch ¢¢

Um endhech den zweiten Satz allgemem zu beweisen, durch-
schneide ich die Strahlen-EFG efg €/'g" mit emer Ebene, welche
den Scheitel des Bundels nicht enthilt, in den Punkten A BC abc a'b'c’.
Die Punkle ABC hegen nicht in gerader Lime, wohl aber abe,

n¥*
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«b¢, BCad, CAbY, ABcc. Man schliesst zueist, dass BC
durch o« getrennt werden, aber C4 nicht durch b3’; daraus werter,
dass AB durch c¢’ getrennt werden, also EF durch gy

‘Wir haben eme Gerade benutzt, um fiir jede geradlinige Punkt-
reihe (ansserhalb dieser Geraden) in einer Ebene den ,auszu-
schliessenden Punkt® zu bestimmen. Wir haben eine Ebene benutzt,
um fur jedes Strahlenbiischel (ausserbalb dieser Ebene) in einem
Strahlenbiindel den ,,auszuschhessenden Strahl® zu bestimmen. Man
kann in gleicher Wese emen Punkt benutzen, um fir jedes Strah-
lenbuschel (dessen Scheitel nicht m diesen Punkt fillt) in emer
Ebene den ,,auszuschhessenden Strahl® zu bestimmen. Wenn nam-
lich 287 & Strahlen eines Buschels smnd, f durch yd getrennt, m
ein Punkt von 0 (nicht der Scheitel), so sage ich: der Strahl y
liegt zwischen ¢’ und p fur den Grenzpunkt m. Endlich
wird eine Gerade benutzt, um fir jedes Ebenenbiischel (dessen
Axe nicht in diese Gerade fillt) in emem Ebenenbiindel die ,auszu-
schliessende Ebene“ zu bestimmen. Sind niimlich a¢fyd Ebenen
eines Biischels, «p durch p 0 getrennt, s eine Gerade der Ebene 0
(nicht die Axe), so sage ich: Die Ebene y liegt zwischen «
und B fiur den Grenzstrahl s

Man darf jetzt in den Sitzen des § 3 den Strahl %
dureh die Ebene H oder den Punkt m, in denen des § 4
die Ebene 7 durch die Gerade s ersetzen.

Werden die obigen Defimtionen angenommen, so bieten sich
zwel weitere Sitze dar.

3 Sind die Geraden JK L und der Punkt # in emer Ebene
enthalten, die drei Geraden nicht in einem Buschel, und werden
die Punkte KL LJ J K mit einem andern Punkte derselben Ebene
resp. durch die Strahlen i%! so verbunden, dass fiir den Grenz-
punkt 7 der Strahl o+ zwischen K und L hegt, aber K nicht
gwischen L und J, so lLegt ! zwischen J und K fur den Grenz-
punkt m .

4. Liegen die Ebenen PQR in emem Biindel, aber nicht
in einem Buischel, ist s emn Strahl durch den Scheitel des Biin-
dels, und werden die Geraden QR RP P¢ mit ciner andern,
ebenfalls durch den Scheitel gelegten Geraden resp. durch die
Ebenen pgr so verbunden, dass fur den Grenzstrahl s die Ebene
p zwischen @ und R hegt, aber ¢ nicht zwischen ! und P, so
liegt » zwischen P und @ fir den Grenzstrahl s.

Auch diese bexden Siitze werden 1m Zusammenhange bewiesen.
Bezeichnet man mit ABC die Punkte KL LJ JK und mut o' %7
die Strahlen A m Bm COm, ferner mit JLF' G die Strahlen Q1L BT ¢
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und mit p'¢’s’ die Ebenen KEs F's G5, so wird im dritten Satze
angenommen, dass K L durch 21" getrennt werden, LJ nicht durch
k%’, und behauptet, dass dann JK durch [I° getrennt werden;
im vierten Satze wird angenommen, dass QR durch pp  getremnt
werden, BP wmcht durch ¢g’, und behauptet, dass P@ durch 54
getrennt werden.

Ich beweise zuniichst den dritten Satz fiir den Fall, wo 4BC
eigentliche Punkte smd und »” zwischen B und €, %’ zwischen C
und A hindmechgeht. In diesem Falle 1st m ein eigentlicher Punkt
und hegt zwischen 4
und J+', B und KV,
Cund LI’; wenn also
K und % sich in x be-
gegnen, so st z em
Punkt der Strecke C A4,
und ¢ geht nicht zwi-
schen B und # hin-
durch; folglhch geht
auch [ nicht zwischen
B und z hindurch, d. h. JK werden durch 1I’ getrennt. — Das
Frgebniss benutze 1ch, um den vierten Satz fur Ebenenbundel mit
eigentlichem Scheitel zu beweisen. Bei einem solchen Bundel wihle
ich den eigentlichen Punkt C im Strahl G beliebig und die eigent-
lichen Punkte 4 und B resp. in E und F' derart, dass die Ebene
¢ zwischen C und 4, die Ebene p' zwischen B und ¢ hindurch-
geht; A BC hegen nicht in gerader Linie. Die Ebenen PQR pgr
p'¢'v mogen von der Ebene ABC in den Geraden JEL 1kl JET
getroffen werden; dann begegnen sich KL+ in 4, LJEK in B,
JEIU in C, und auch 7kl, +'%'1" liegen je m einem Strahlenbuschel;
tberdies werden KL durch ¢o getrennt, aber LJ nicht durch %%’
und endlich hiegen B und C auf verschiedenen Seiten von i', C
und A auf verschiedenen Seiten von k. Nach dem Vorangeschick-
ten werden auch JK durch !0’ getrennt, mithin P@Q durch r#".

Der allgemeine Beweis des dritten Satzes ergiebt sich nun,
indem man die (jetzt beliebigen) Punkte 4B C mit einem eigent-
lichen Punkte ausserhalb der Ebene ABC durch Strahlen EFG
und die Geraden JEK L ikl 4’k 1" mit demselben Punkte durch Ebenen
PQR pgr p'qr verbindet, so dass die Ebenen QRpp durch E,
RPqq durch F, PQrr" durch G gehen und auch pqr,pqr jem
emem Ebenenbiischel liegen. Man findet dann, dass QR durch pp’
getrennt werden, aber B P nicht durch gq'; daraus folgt, dass P@
durch ##, also JK durch 11’ getrennt werden. — Endlich ergiebt

Yig 30
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sich der allgemeine Beweis des vierten Satzes, indem man aus den
Ebenen PQR pgr p'q’v mit 1rgend einer Ebene, welche nicht
durch den Scheitel des Ebenenbiindels geht, Strahlen JEL 1kl +'E'V
herausschneidet.

Wie der erste und dritte Satz nur von ebenen Figuren (Plan-
figuren), so handeln auch der zweite und vierte von Figuren einer
besonderen Art, insofern-nur Strahlen und Ebenen vorkommen,
welche einen und denselben Punkt enthalten; solche Figuren, aus
Strahlen eines Strahlenbindels und Ebenen emnes Ebenenbundels
mit einerlei Schertel (Mittelpunkt) zusammengesetzt, mogen cen-
trische Figuren hewssen?). Die Begriffsbildungen dieses Para-
graphen sind noch nicht abgeschlossen, weil sie nur bei Planfiguren
in einerlei Ebene oder ber centrischen Figuren mit einerler Scheitel
brauchbar sind. Es bedarf einer Bestimmung, nach welcher in
allen Ebenen der Grenzstrahl, also i allen Geraden der ,auszu-
schhiessende Punkt angegeben werden kann Dies wird durch Ein-
fubrung 1wgend emner Ebene NV geleistet; sind namlich ¢y 0 Punkte
emer Geraden ausserhalb der Ebene IV, «f durch pd getrennt, ¢
der Durchschnittspunkt der Geraden und der Ebene, so sage ich:
»der Punkt p liegt zwischen « und B fiir die Grenzebene N¥.
Aehnliche Bestimmungen werden fiir die Strahlen- und Ebenen-
buschel getroffen Sind afiyd Strahlen eines Biischels, «f duich
y0 getrennt, n eme Gerade (nicht durch den Scheitel), & der sie
schneidende Strahl des Buschels, so sage ich: ,der Sirahl p legt
zwischen o und B fir den Grenzstrahl »“. Sind «fypd Ebenen
emes Buschels, «8 durch y0 getrennt, v ein Punkt ausserhalb der
Axe, 0 die durch ihn gehende Ebene des Biischels, so sage 1ch.
»die Ebene y liegt zwischen & und f fur den Grenzpunki ¢
Man darf jetzt in die Satze des § 1 fur den Grenzpunkt
E die Ebene N, 1n die des § 3 fur den Grenzstrahl % die
Gerade », 1n die des § 4 fiir die Grenzebene 7 den Punki
v einfihren und erhilt uberdies folgende Fassungen der oligen
vier Sitze:

a) Snd die Punkte ABC mcht in emer Geraden enthalten, wnd
werden die Verbundungslimen BC CA AB von cwmer andern Ge-
raden resp. wm abe so getroffen, dass fur die Grenzebene N der Punkt
a zunschen B und C legt, aber b micht zwischen C und A, so legt
¢ zwischen A wund B fur die Grenzebene N.

b) Liwegen die Strahlen EF'G wm emem Dindel, aber wmicht w
emem DBuschel, und werden die Ebenen FG GE EF wvon emer

*) Staudt, Geometrie der Lage, Vorwort
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durch den Schetel gelegten Ebene resp. wn efg so getroffen, dass fu
den Grenzstrahl n der Strahl ¢ zwischen F und G lwegt, aber f nicht
zwischen G und E, so hegt g swischen E und F fiir den Grenz-
strahl n. :

¢) Swmd die Geraden JEKL in emer Ebene enthalten, aber micht
m einem Buschel, und werden die Punkte KL Ld JEK nut cinem
Punkte derselben Ebene 1esp durch 1Ll so verbunden, dass fur den
Grenzstrahl n der Strahl v zwischen K und L legt, aber T wcht
zwischen L wnd J, so liegt 1 zwischen J und K fur den Grenz-
strahl n.

d) Send die Ebenen PQR wuwcht w emem Buschel enthalten,
und werden de Strahlen QR RP PQ mit emer Geraden resp. durch
P q r so verbunden, dass fur den Grenzpunkt v die Ebene p zwischen
Q und R hegt, aber @ wmcht zwischen R und P, so hegt r zunschen
P und Q@ fur den Grenzpunkt v. —

Die Uebertragung der Sdtze 6.—9. und 12. in § 1 und des
Satzes 10. in § 2 auf beliebige Punkte, welche weder auf eine Ge-
rade noch auf eme Ebene beschrinkt sind, ist jetzt geleistet, so-
weit sie moglich ist. Freilich nicht in der einfachen Weise, wie
bei den andern Fundamentalsatzen; denn an Stelle des auf eigent-
liche Punkte beziiglichen Begnffes ,zwischen®, welcher bei drex
eigentlichen Punkten einer Geraden stets anwendbar war, musste
em auf behebige Punkte beziglicher Begriff gebildet werden, welcher
ber dre:r Punkten cimer Geraden nicht ohne Weiteres anwendbar
ist, sondern die Festlegung einer Ebene NV voraussetzt. Aus dem
neuen Begriffe kann man weitere ableiten, welche gewissen im
ersten, dritten und vierten Paragraphen abgeleiteten Begriffen ent-
sprechen, aber, mut bestimmter Ausnahme, noch die Ebene N
wesentlich enthalten. Die Ausnahme ist folgende: Wenn «fByd
Punkte einer Greraden sind, y zwischen « und f fur die Grenzebene
N, ¢ aber nicht, oder umgekehrt, so ist diese Beziehung von der
Ebene N unabhingig, die Punkte af werden durch y0 getrennt
Es wird also kein auf vier Punkte einer Geraden und eine Ebene
beziighcher Begnff erzeugt, ebenso wenig em ahnhicher Begriff im
Strahlen- oder Ebeunenbiischel.

Das Sireben, moglichst viele Figuren, welche Anhaltspunkte
zu gleichmissiger Behandlung darbieten, unter emen Gesichtspunkt
zu bringen, hat die ,eigenthiche Bedeutung der elementaren geo-
metrischien Benennungen immer mehr in den Hintergrund gedrangt.
Es ist notlng geworden, jene Benennungen durchweg in dem all-
gemeinsten Sinne, der sich ihmen (bis jetat) ertheilen liess, so lange
anzuawenden, als mcht durch besondere Korderungen die Beschriin-
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kung auf den ,eigentlichen® Sinn bedingt wird. Wenn demgemiss
zu einer gegebenen Figur eine andere, mmut jener in vorgeschrie-
benem Zusammenhange stehende verlangt wird, so 'behandeln wir
die Aufgabe in threm allgemeinen Sinne und suchen fiir die unbe-
kannte Figur eine Construction, welche nach emheitlicher Vorschrift
in allen moghchen Fillen angewendet werden kann. Xrst im Re-
sultate finden die etwa vorhandenen einschrankenden Forderungen
ihre Bericksichtigung.

Die Analysis verfilut in gleicher Weise, wenn zu gegebenen
Zahlen eine andere, mit jenen in vorgeschriebenem Zusammenhange
stehende berechnet werden soll. Sie lehrt, wie shmmtliche unter
den allgemeinsten Zahlenbegmff sich unterordnende Losungen ge-
funden werden, unbekummert um die Veranlassung des Problems,
deren Natur hiufig eme specielle Zahlengattung bedingt.

§ 10. Perspective Figuren.

Im vorigen Paragraphen sind Planfiguren und centrische Figuren
wiederholt zu einander in Beziehung gesetzt worden, um Eigen-
schaften solcher Figuren zu beweisen. Mit einem Punkte ausser-
halb 1hrer Ebene wurden die Punkte einer Planfigur durch Strahlen,
thre Geraden durch Ebenen verbunden und so der Uebergang von
einer Planfigur zu emer mit ihr eng zusammenhangenden centri-
schen Figur bewerkstelligt. Mit einer Ebene, welche den Scheitel
nicht enthdlt, wurden die Strahlen emer centrischen Figur i Punk-
ten, ihre Ebenen in Geraden durchschnmitten und so der umgekehrte
Uebergang vollzogen. Man nennt bei solcher Lage die beiden
Figuren perspectiv, die Planfigur emen Schnitt der centrischen
Figur

Es seien ab .. die Punkte, «f .. die Geraden einer Planfigur,
a'b’ .. die Strahlen, «'f°.. die Ebenen einer centrischen Iigur,
deren Scheitel nicht in der Ebene der Planfigur enthalten ist; die
Anzahl der Punkte ab .. sei gleich der der Strahlen o'd".., die
Anzahl der Geraden ef .. gleich der der Ebenen &'’ . .; der Punkt
wseaam &, bin b, .., die Gerade @ In ', B in B, .. enthalten.
Die Figuren ab..af .. und a'd’ ..o’ g .. sind alsdann perspectiv
und man nennt in ihnen aa’, 80, . , «a’, 4, .. homologe Ele-
mente; die Angabe der Elemente erfolgt allemal in solcher Reihen-
folge, dass je zwer homologe Elemente die gleichen Plitze einneh-
men. Von jedem Elemente der Planfigur konnen wir sagen, dass
es in dem homologen liegt; von jedem Elemente der centrischen
Figur, dass es durch das homologe hindurchgeht. Um eine gleich-
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massigere Ausdrucksweise zu erméghchen, wollen wir von emem
Punkte und emer Geraden, wenn der Punkt zu der Geraden ge-
hort, auch sagen: der Punkt hegt an der Geraden, die Gerade liegt
an dem Punkte; diese Festsetzung mag sich auch auf Punkt und
Ebene, sowie auf Gerade und Ebene heziehen. Wir werden also
sagen: Je zwei homologe Elemente der beiden perspectiven Figuren
liegen aneinander®). Und die charakteristische Figenschaft der
beiden Figuren konnen wir jetzt so aussprechen: ILiuegen zwer Lle-
mente der emen Figur anewmander, so sind auch i der andern Ihgur
dve homologen Elemente anewmander gelegen.

Nimmt man in der Ebene der Planfigur einen belhebigen Punkt m,
so gehort er entweder zu der Planfigur oder kann zu ihr hinzugefugt
werden; jedenfalls wird er mit dem Scheitel der centrischen Figur
durch einen bestimmten Strahl m verbunden, welcher ber der Be-
trachtung solcher perspectiven Figuren der homologe Strahl zum
Punkte m genannt wird. Ueberhaupt gehért zu jedem Element, um
welches die eine Figur sich erwertern lasst, ein ,,homologes‘‘ Ele-
ment, um welches die andere sich erwertern lasst. So oft also Punkie
der Planfigur w emer Geraden liegen, bilden dic homologen Strahlen
e Buschel, wnd wmgekchrt; und so oft Strahlen der Planfigur durch
emen Punlt gehen, gehen dve homologen Ebenen durch cme Gerade,
und wmgekehrt. Daher entspricht dem Schnittpunkte zweler Geraden
der Planfigur die Schmtthinie der homologen Ebenen, der Verbin-
dungshnie zweler Punkte der Planfigur die Verbindungsebene der
homologen Strahlen.

Jedem Theile der Planfigur entspricht ein homologer Theil der
perspectiven centrischen Figur; diese Theile sind wieder in pe:-
spectiver Lage Beispielsweise entspricht emner geraden Punktreihe
ein Strahlenbuschel, so dass perspective Figuren in emer Ebene
entstehen; und wenn 1n einer dieser Figuren zwei Paare von HEle-
menten durch emander getrennt werden, so findet zwischen den
homologen Paaren die gleiche Bezehung statt. Ein Strahlenbuischel
und eme gerade Punktreihe smnd perspectiv, wenn die Punktreihe
emn Schmtt des Strahlenbuschels 15t — Einem Strahlenbuschel als
Planfigur entspricht em Ebenenbiischel als perspective centrische
Ihgur, das Strahlenbuschel 1st ein Schnitt des Ebenenbuschels; der
Scheitel des ersteren liegt m der Axe des letzteren und ist also

der Scheitel emer centrischen Figur, welche sich aus dem Strahlen-

*) Solche Elemente werden von emgen Geometern incident genannt
nach Grassmann, vgl. Sturm, Mathem Ann Bd. 12 8, 258, Schubert,
ebendas. S. 181.



74 § 10 Peiwspective Figuren

und dem Ebenenbuschel zusammensetzt Getrennten Paarven des
emen Buschels entsprechen wieder getrennte Paare 1m andern
Buschel. — Man nennt endlich auch eine gerade Punktiethe und
emn Ebenenbuschel perspectiv, wenn beide sich 1n perspectiver Lage
mit einem Strahlenbiischel (also nicht bloss mit emnem) befinden.
Auch hier smd Je zwer homologe Elemente aneinander gelegen, die
Punktrethe kann em Schnitt des Ebenenbuschels genannt weiden,
und die getrennte Lage von Paaren der emen Figur iibertrigt sich
allemal auf die homologen Elemente

Die gerade Punktrethe 1st unter die ebenen Figuren, das Ebenen-
buschel unter die centrischen, das Strahlenbuschel unter beide zu
rechnen. Wn konnen daher zusammenfassend den Satz aussprechen:
So oft wn emer Planfigur zwer Elementenpaare ewander trennen, smnd
in jeder perspectwen centrischen Fugur die homologen Paarc durch
cinander getrennt, wnd umgekehrt*). — Eme gerade Punktreihe und
ein perspectives Strahlenbiischel konnen als Theile einer Planfigur
erschemen; dann sind in jeder perspectiven centrischen Figur die
homologen Theile auch unter sich perspectiv. Ein Strahlenbuschel
und ein perspectives Ebenenbuschel konnen als Theile emer centri-
schen Figur erscheinen; m jeder perspectiven Planfigur sind als-
dann die entsprechenden Theile ebenfalls unter sich perspectiv.

Wir haben m diesem Paragraphen nirgends von eigenthichen
Elementen (Punkten, Geiaden, Ebenen) gesprochen und demnach
auch keine geometrischen Begriffe angewendet, welche sich bloss
auf eigentliche Klemente beziehen. Es sind die Ausdrucke Punkt,
Gerade und Ebene nur 1 threm allgemeinen Simne, ausserdem der
Begriff des Aneinanderliegens von zwer Elementen und der Begnif
der getrennten Lage von zwei Elementenpaaren vorgekommen (wenn
man von den Begriffen absieht, welche aus jenen ohne Zuziehung
anderer abgeleitet werden konnen). Von diesen Begriffen sagt
man, dass sie sich auf die Lage beziehen. Sie mussten zwar,
den geometrischen Grundbegriffen gegenuber, als abgeleitete en-
gefuhrt werden; aber wenn man aus ihnen ohne Zuzichung anderer
geometrische: Begriffe weitere ableitet (von denen man cbenfalls
sagen wird, dass sie sich auf die Lage bezichen), so kann man
innerhalb der auf die Lage beziglhichen Begriffsgruppe jene den
ubrigen als Stammbegriffe voranstellen. Diejemgen Lehrsétze
der Geometrie, welche keme anderen geometrischen Begriffe ent-
halten, werden als emn besondercr Theil der Geometrie betrachtet,

< #) Daber wt der ¥all zweier porspectiven Strahlenbuschol mit wbegriffen,
welcher erst spater zur Sprache kommt.
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welchen man die Geometrie der Lage nennt. Von den bis-
herigen Séatzen gehdren in § 7 die vier letzten, in § 8 die Sitze
1.2, 4.5 7—~15, in § 9 alle Ergebnisse ausser dem ersten Satze
(Seite 65), in § 10 alle Satze zur Geometrie der Lage. Punkt,
Gerade und Ebene (im allgememen Sinne), Aneinanderliegen von
Elementen und Getrennthiegen von Paaven spielen i der Geometrie
der Lage die Rolle von Stammbegrffen, auf welche alle anderen
zurlickgefulrt werden

Diejenigen Relationen zwischen den Elementen emer Figur,
zu deren Angabe nur auf die Lage bezugliche Begriffe erfordert
werden, bilden ihre auf die Lage heziiglichen Eigenschaften und
werden auch graphische (descriptive) Eigenschaften der
Figur genannt Die Geometrie der Lage 1st demnach die Lehre
von den graphischen Eigenschaften der Figuren; sie lehrt, aus gra-
phischen Eigenschaften einer Figur auf andere ebensolche Eagen-
schaften schliessen. Jeder Satz, ber dessen Beweise nur auf Lage
hezuigliche Sitze und Begriffe 1n Anwendung kommen, kann wieder
nur einen Zusammenhang zwischen graphischen Eigenschaften be-
haupten, z. B. jede Folgerung aus den soeben citirten Theoremen
Aber das Umgekehrte 1st mcht richtig; die bisherigen Sitze, welche
zur Geometrie der Lage gehoren, mussten grossentheils aus Sitzen
anderer Natur hergeleitet weiden, und diese Erschemung wird sich
spaterhin noch wiederholen

Auch die perspective Lage zweler Figmen 1st eme graphische
Eigenschaft des Systemes. Es werden daher alle bisherigen Be-
merkungen uber perspective Figuren durch den Satz umfasst: Wenn
eme Plunfugur swch v perspectwer Lage mit ewner centrischen Figur
befindet, so hommt jede graphische Ingenschaft wvon Ilementen der
cuen Figur auch den lhomologen DBestandtheden der andern z2u*)
Und daraus folgt das wichtige Gesetz, welches die Lehre von den
Planfiguren (Planimetrie) mit der Lehre von den centrischen Figuren,
sowert es sich nur um Lage handelt, eng verkniipft:

Jeder Satz, welcher von graphischen Eigenschaf-
ten einer Planfigur handelt, kann auf centrische Fi-
guren ubertragen werden, indem man die Punkte der
Planfigur durch Strahlen, 1thre Geraden durch Ebenen
ersetzt.

#) Manche graphische Eigenschaften werden unter Zuzichung von Hulfs-
elementen dofinurt, z B. die in § 11 zu besprechende harmomsche Lage. Auf
solche Higenschaften kann der obige Satz (und die aus 1hm gefolgerten Satze)
nur bezogen werden, msofern die Hulfselemente an der Ebene der Planfigur,
beziehungswewe am Scheitel der centrischen Figur hegen,
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Ein solcher Satz namlich lehrt, dass man, so oft in emer Plan-
figur gewisse graphische Eigenschaften vorausgesetzt werden, auf
gewisse andere giaphische Eigenschaften zu schliessen berechtigt
1st, und es handelt sich darum, das Entsprechende fur die centri-
schen Figuren zu beweiwsen. Man nimmt also eme centrische Figur
mit den Bigenschaften an, welche der Voraussetzung des plani-
nietrischen Satzes entsprechen, und geht zu irgend einer perspec-
tiven Planfigur uber. Dieser kommen die analogen Kigenschaften
zn, folglich auch diejenigen, welche die Behauptung des plani-
metnschen Satzes ausmachen, und die Eigenschaften, welche den
letzteren entsprechen, besitzt daher auch die centrische Figur. Mit
gleichem Rechte werden planimetrische Sitze, welche
graphische Eigenschaften betreffen, aus den analogen
Sitzen uber centrische Figuren ohne besonderen Beweis
entnommen. — Hiermut ist das Gresetz ausgesprochen, nach wel-
chem im vorigen Paragraphen die Sdtze 1 und 2, 3 und 4 zu-
sammengehoren. Wir konnen noch himzufigen: Jede graphische
Figenschaft, welche man fur eme gerade Punktreshe oder ewn Strahlen-
buschgl oder e Ebenenbuschel bewiesen hat, st aucl fur die beuden
anderen Gebilde gultiy

Ziehen wir jetzt zwer ebene Schmitte emner und derselben cen-
trischen Figur in Betracht, also zwel mit einer centrischen perspec-
tive Figuren in verschiedenen Ebenen (P und P’), welche auch
unter sich perspectiv genannt werden. Je zwei Elemente, Punkte
oder Geraden, welche an demselben Elemente der centrischen Figur
liegen, heissen homolog; je zwer homologe Geraden haben eme
Ebene, mithin auch emen (in der Geraden PP’ gelegenen) Punkt
gememn. Die Gerade PP’ 1st sich selbst homolog, ebenso 1ihre
Punkte; man sagt von diesen Elementen, sie seien den beiden Fi-
guren entsprechend gemein. Die Verbindungslmien homologer
Punkte, sowie die Verbindungsebenen homologer Geraden laufen
durch emen Punkt O, das Centrum der Perspectivitat. Von den
Elementen einer solchen Figur, etwa der in P gelegenen, sagt man
auch, sie seien aus dem Punkte O auf die andere Ebene P’ mnach
den homologen projicirt Man sagt also, dass aus dem Punkte O
(dem Projectionscentrum) auf die Ebene P’ (die Projectionsebene)
der Punkt @ nach o (semner Projection), die Gerade « nach « (threr
Projection) projicirt werde, wenn die Ebene P’ von dem (proji-
cirenden) Strahl Ow in o, von der (projicirenden) Ebene O m ¢
geschnitten wird. Jede Gerade hat mit 1hrer Projection einen Punkt
gemen. Die Verbindungshnie zweier Punkte wird nach der der
entsprechenden Punkte, der Durchschnittspunkt zweier Geraden nach
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dem der entsprechenden Geraden projicirt. Von zwei perspectiven
Planfiguren in verschiedenen Ebenen ist hiernach jede eine Pro-
jection der anderen; die projicirenden Strahlen und Ebenen bilden
eine zu beiden perspective centrische Figur (die projicirende Figur).
Jeder Strahl der emen Planfigur wird von der Durchschnittslinie der
beiden Ebenen 1 demselben Punkte getroffen, wie seine Projection

Perspective Figuren in verschiedenen Ebenen haben alle graphi-
schen Engenschaften gemew:, weil diese durch die projicirende Figur
von der einen Planfigur auf die andere ilbertragen werden; mit
anderen Worten: Die graphischen Eugenschaften emer Planfigur
werden durch Projection auf eme andere Ebene mchi gedndert

Die gerade Punktreihe ist eine specielle ebene Figur, welche
mit jeder perspectiven Planfigur in emer Ebene enthalten ist. Je
zwel perspective gerade Punktrethen setzen gerade Linien (Triiger)
i einer Hbene voraus und haben den Durchschnittspunkt ihrer
Triiger entsprechend gemein. Perspective Punktreiben (in verschie-
denen Geraden) sind Schmitte emnes bestimmten Strahlenbiischels,
also einem Strahlenbiischel perspectiv. Innerhalb einer Ebene wird
der Punkt o aus O auf eine Gerade nach @' projicirt, wenn diese
dem Strahle O¢ in o begegnet; jede gerade Punktreihe wird nach
einer perspectiven Punktrerthe projicirt Die Verbindungshnien homo-
loger Punkte zweier perspectiven Punktrethen laufen im Projections-
centrum zusammen.

Das Strahlenbischel ist ebenfalls eine specielle ebene Figur;
bei seiner Projection auf éine andere Ebene sind jedoch zwei Falle
zu unterscheiden. Entweder ist der Scheitel in der Projections-
ebene gelegen, mithin sich selbst homolog; dann entstehen per-
spective Strahlenbuschel in verschiedenen Ebenen, aber mit gleichem
Scheitel, welche also zusammen in einer centrischen Figur vor-
kommen konnen; solche Strahlenbuschel haben die Durchschnitts-
Inie 1hrer Ebenen entsprechend gemem. Oder der Scheitel 1st von
seiner Projection verschieden, so dass perspective Strahlenbuschel
m verschiedenen Ebenen und mit verschiedenen Scheiteln entstehen;
dann bilden die Durchschmttspunkte homologer Strahlen eme ge-
rade Punktrethe (den perspectiven Durchschnitt der Buschel),
niimlich auf der Durchschmittslinie der beiden Ebenen; die Buschel
sind demnach emer und derselben geraden Punktreithe perspectiv.
In beiden Fallen aber haben wir es mit Schnitten eines Ebenen-
biischels, sei es durch denselben Punkt der Axe oder durch ver-
schiedene Punkte, zu thun (projicirendes Ebenenbuschel).

Den perspectiven Planfiguren stehen perspective centrische Fi-
guren gegeniber. Je zwei centrische Iguren mit verschiedenen
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Scheiteln O und O’, welche einen ebenen Schnitt gemein haben,
also zu einer Planfigur perspectiv liegen, heissen perspectiv. Je
zwei Strahlen beider Figuren, welche an demselben Punkte der
Planfigur liegen, und je zwei Ebenen, welche an derselben Geraden
der Planfigur lhegen, heissen homolog; je zwei homologe Strahlen
haben einen Punkt, mithin auch eine durch den Strahl OO’ gehende
Ebene gemein. Der Strahl 00’ und jede Ebene durch 00’ also
alle gememschafthichen Elemente der beiden centrischen Figuren,
sind entsprechend gemein. Der Ebene zweier Strahlen der einen
Figur entspricht die Ebene der homologen Strahlen, der Durch-
schnittslinie zweier Ebenen entspricht die der homologen Kbenen.
Die Schnittpunkte homologer Strahlen und die Schmittlinien homo-
loger Ebenen bilden eme zu beiden perspective Planfigur (den per-
spectiven Durchschnitt jener beiden Figuren). Perspectwe cen-
trische Figuren mat verschiedenen Scheteln haben alle graplaschen
Fugenschaften gemein.

Als besondere Félle sind Strahlen- und Ebenenbiischel anzu-
fiihren. Zwei Strahlenbuschel mut verschiedenen Scheiteln O und
O’ sind als centrische Figuren perspectiv, wenn sie einen perspec-
tiven Durchschnitt besitzen, d. h. wenn die homologen Strahlen sich
schneiden und die Schnittpunkte (in einer micht durch O oder 0’
gehenden Ebene, muthin) in einer Geraden liegen Eine Gattung
solcher Biischel 1st uns bereits begegnet, namlich perspective
Strahlenbiischel mit verschiedenen Scheiteln und in verschie-
denen Ebenen; diese enthalten keinen sich selbst entsprechen-
den Strahl; die Ebenen homologer Strahlen bilden ein KEbenen-
buschel. Als emne neue Gattung treten perspective Strahlenbiischel
nt verschiedenen Scheiteln, aber in einerler Ebene hinzuj; solche
konnen als Theile einer Planfigur vorkommen; der Strahl OO’ ent-
spricht sich selbst, emn perspectives Ebenenbuschel ist nicht vor-
handen. Es giebt demnach drer Arten perspectiver Strahlenbiischel.

Zwei perspective Ebenenbiischel setzen Axen, welche emander
begegnen, voraus und bilden also zusammen emne centrische Figur.
Die Ebene der Axen 1st entsprechend gemem. Der perspective
Durchschnitt 1st emn Strahlenbuschel, m dessen Scheitel beide Axen
sich durchschneiden Perspective Ebenenbuischel sind also zu einem
Strahlenbuschel perspectiv.

Ausgehend von perspecliven Planfiguren, gelangt man zu einer
grossen Anzahl von Theoremen uber Planfiguren in einer oder mn
verschiedenen Ebenen. Wir beschrinken uns darauf, die fundamen-
talsten dieser Sitze hier zu entwickeln. HEs stehen ihnen #hnliche
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Sitze tber centrische Figuren gegenitber, welche leicht nachzubilden
sind und nicht besonders aufgefulhit werden sollen

Mit abe, a'b'¢’ mogen zwei Dreiecke, also Planfiguren bezeich-

net werden; weder abc noch «'¥¢ sollen m gerader Linie liegen;

die Punkte ¢ b¢ bestimmen eine Ebene P, «'0’'¢ eine Ebene P’.

Sobald die Strahlen aa’, b0,

0 ¢¢’ in einem Punkte O sich

A \p schneiden, heissen die Drei-

o/ {>\\7l/ ecke perspectiv, gleichviel

L/\//f ob die Ebenen P und P’ ver-

" g\4/’] A / schieden sind oder nicht. Die

- ¢/ Gegenseiten homologer Ecken

/ \\ \ sind alsdann homolog; je zwei

L homologe Seiten schuneiden

/ ['“’ sich; dass die drer Schnitt-

fag 51 punkte in emer Geraden le-

gen, folgt bel verschiedenen

Ebenen P und P’ daraus, dass sie m zwei Ebenen liegen, und wird

sich fiir den andern Fall bald ergeben. Umgekehrt: Wenn die

Ebenen P und P’ verschieden sind und die Seitenpaare be¢ b'¢/,

ca ¢d, ab o'l je in einem Punkte (also auf ener Geraden) sich

treffen, so sind die Dretecke albe, o'’ ¢ perspectiv. Denn die Strah-

len aa’, bV, ¢ liegen dann paarweise in einer Ebene, ohne eiuer

einzigen Ebene anzugehdren, und laufen folghch in emem Punkte O

zusammen, Ueberhaupt wenn drer oder mehr Geraden paarweise m

einer Ebene liegen, aber nicht alle in einer Ebene, so gehen sie

durch einen Punkt; oder: Wenn drei oder melr Geraden paarweise

sich schimerden, so Wilden sie entweder eme Planfigur oder cine cen-

trische Figur. Beides tritt gleichzeitig ein, wenn sie in emem

Strahlenbiischel hegen.

Peyspectwe Drevecke wm emer Ebene kommen durch Progection
cines Dreiecks aus verschwedenen Punkten eu Stande. Wird in der
That das Dreieck ABC (welches die Ebene @ bestimmen mag) auf
eine andere Ebene P aus dem Punkte S nach abe, aus S” nach
@'l'¢ projicint, so sind die Dreecke abe, a'b’'¢’ perspectiv. Denn
der Durchschmttspunkt O der Ebenc P mit der Geraden S8’ liegt
m der Geraden aa’ (niimhch Owa’ in den Ebenen P und 4SS,
zugleich 1 den Geraden 00" und ¢¢’. Umgekehrt: Lnegen die Drei-
ecke abc und a'b’¢’ in einer Ebene P perspectiv, so sind sie Pro-
jectionen eines Dreiecks ciner anderen Ebene. Denn ziehi man
ausserhalb der Ebene P durch den Punkt O, in welchem die Strah-
len aa’, bV, ¢¢’ sich treffen, eine Gerade und mmmti n ihr die
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Punkte S und S’ behebig (von O verschieden), so sind die Punkte
S" und @ m der Ebene ¢ OS enthalten; folgheh schneiden sich die
Strahlen S¢ und 8’¢ m emem Punkte 4; die Strahlen Sb, S'b
ergeben in gleicher Weise einen Durchschnittspunkt B und Se,
S'¢ einen Durchschnittspunkt ¢ Durch die Punkte A4, B, C wird
eine von P verschiedene Ebene @ bestimmt, und es wird abc aus
S, a’b’¢ aus S" auf Q nach ABC( projicit.

Sobald die Dreeche abe und o'l ¢ perspectiv sind, schneiden
sich die homologen Seiten auf emer Geraden, glechviel ob die Drer-
ecke m emer Ebene hegen oder nicht Der Beweis braucht nur noch
fur zwei Dreiecke 1n einer Ebene gefithrt zu werden. Solche Drei-
ecke sind Projectionen emes Drelecks A BC einer andern Kbene.
Die Schmttlinie beider Ebenen wird von der Geraden BC in dem-
selben Punkte getroffen, wie von den Projectionen be und b'¢,
etwa 1 [; ebenso begegnen sich auf jener Schnitthnie CA, ca,
¢ etwa in g und AB, ab, o'l etwa in h; es schueiden sich also
be V¢, ca ¢d, ab &'V m drei Punkten fgh einer geraden Linie.
Umgekehrt- Wenn in amer Ebene oder wn verschedenen Ebenen
Dreiecke abe und a’V' ¢ so hegen, dass die Sesten be b'¢', ca €&, ab
&'V sich n Punkten fgh emer Geraden schneden, so smd die Dres-
ecke perspectw. Auch dies braucht mur moch fir Dreiecke in einer
Ebene bewiesen zu werden. Durch die Gerade fg lege man eine
andere Ebene und propcre auf sie das Dreleck abc mach ABC,
so dass die Seite BC durch f, CA durch g, AB durch s hindurch-
geht; dann schneiden sich BC und ¥'¢ m f, C4 wnd ¢ m g,
AB und &'V m h, folgheh sind ABC und a'b’¢’ perspective Drei-
ecke in verschiedenen Ebenen, abc¢ und a'b’¢ Projectionen von
ABC. (Bin anderer Beweis, welcher fiir beide Fille den Satz ein-
fach auf den vorigen zuriickfiihrt, hat den Vorzug, fir den Fall
zweirer Dreiecke in einer Ebene sich ganz innerhalb dieser Ebene
zu bewegen Er berubt auf dem Umstande, dass mm Punkte 1 die
Strahlen @b o'b’ gf zusammentreffen, mithin perspective Drelecke
aa g und bb'f entstehen; die Seiten dieser Dreiecke a'g 'f, ga [b,
ad bb schneiden sich auf emer Geraden in drei Punkten ¢'¢O, d. h.
ad bb cc haben den Punkt O gemein.)

Bei Planfiguren, welche aus mehr als drei Punkten bestehen,
macht es hinsichtlich der Perspectivitiit einen wesentlichen Unter-
schied, ob sie in verschiedenen Ebenen liegen oder nicht Wir
wollen vier Punkte abed in einer Ebene betrachten; diese werden
zu je zwelen durch sechs Gerade verbunden, und die Figur, welche
aus den Punkten @bcd und den sechs Verbindungslinien besteht, wird
emn ebenes vollstindiges Viereck genannt. Zum vollstindigen
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Viereck abcd gehoren vier Bckena b ¢ d und sechs Seiten bc¢ ca
ab ad bd cd; be und ad, caund bd, ab und ¢d heissen Gegen-
seiten. In derselben oder in einer anderen Ebene sei das voll-
stindige Viereck a’8¢’d” so gelegen, dass die Strahlen aa’ bd cc
dd in einem Punkte O sich treffen; tberdies sollen in kemem der
beiden Vierecke drei Ecken sich in einer Geraden befinden. Jene
Voraussetzung kann auch dahin formulirt werden, dass die Dreiecke
abc und a'd'c¢, abd und a'b’d perspectiv sein sollen; durch den
Punkt O, m welchem «¢a’ und bb" sich schneiden, laufen dann auch
c¢ und dd, und es sind auch die Dreiecke bed und b'c’d, acd
und a'¢’d’ perspectiv. Es 1st hiermit eine Zuordnung der Ecken und
folgheh der Seiten beider Vierecke gegeben, derart, dass je zwei
zugeordnete Seiten sich schneiden. Es mogen sich
bebc inf, ca dd in g, adb @'t in h,
ad &d in f;, bd ¥d"ing,, ¢d ¢'d m B,

begegnen; die Punkte ff; gg, Ak, liegen je auf zwei Gegenseiten
des Vierecks abcd oder a'b' ¢’ d’; durch £y g, by, 197, F9,h, fgh, gehen
je drei Seiten aus einer Ecke. Wenn die Vierecke in verschiedenen
Ebenen liegen, so sind die Punkte £/, gg, bk, (welche mnicht ver-
schieden zu sein brauchen) in einer Geraden enthalten. Dies ist
aber nicht nothwendig, wenn die Ebenen beider Figuren zusammen-
fallen; wir kénnen dann bloss behaupten, dass die Punktgruppen
fol, fa.ky, 119k, fig h je in emer Geraden liegen, dass also
1199, hh, die Gegenéckenpaare emes vollstindigen Vierseits
sind, dessen eine Seite durch fg7 hindurchgeht. Ein vollstindiges
(ebenes) Vierseit ist die aus vier Geraden einer Ebene (den Seiten)
und 1hren sechs Durchschnittspunkten (den Ecken) zusammen-
gesetzte Figur.

Die obige Voraussetzung ist schon erfillt, wenn sowohl fgh
als /19,5, 1 Geraden liegen; es werden also, wenn dies stattfindet,
auch fg,h, und f,gh, gerade Punktreihen sem. Fiigt man aber
noch die Voraussetzung hinzu, dass die durch fgh und f, g, » gehen-
den Geraden zusammenfallen, so werden alle sechs Punkte ff, g9, kb,
auch dann in einer Geraden vereinigt, wenn beide Vierecke zu einer
Ebene gehoren, d. h.: Wenn die vollstandigen Vierecke abcd und
a’b'cd (keine drer Ecken eines Vierecks sollen i gerader Linme
liegen) wmn derselben oder w verschiedenen Ebenen so legen, dass die
Seten be V¢, ca da'y ab o'V, ad dd, bd b'd sich wm Punkten
fghfig, emer Geraden schnevden, so treffen die Seiten cd ¢'d in
ewnem Punlite h, derselben Geraden zusammen. Dabei ist nicht aus-
geschlossen, dass fmt f; oder g mit g, oder h mit &, zusammenfallt.

* Wenn in einer Geraden Punkte 7, g9,% (f darf mlt fi, g mit

Pason, Vorlesungen
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¢, zusammenfallen) gegeben sind, so kann man vollstindige Vier-
ecke so construiren, dass funf Seiten durch die gegebenen Punkte

gehen und zwar zwei Ge-
genseiten durch f und £,
zwei andere durch ¢ und
gy, und dass die durch fgh
laufenden Seiten nicht aus
einer Hcke kommen; die

a //\b sechste Seite tnfft die ge-
e TN gebene Gerade allemal in

/ / N einem bestimmten Punkte

. / [ \ 7,. In jeder Geraden wird
1 hig g AV, also durch finf Punkte ff,
N\ \ / g9, h em sechster Punkt

N / durch folgende Construction
' unabhingig von den be-
nutzten Hulfslinien  be-
stimmt. Durch fgh ziehe

O\
N \\\/ , man drer Geraden, welche
\ b sich in abe so treffen, dass
\ be durch f, ca durch g,
*y ab durch 7 hindurchgeht,

a

die Geraden af, und by,

schneiden sich alsdann in

\ einem Punkte d, und die

3’ gegebene Gerade wird von

Fig 32 ¢d in h, getroffen. Hierbe:

darf man die Paare ff, und

gy, untereinander, jedoch der Herleitung gemiiss f mit f; nur dann

vertauschen, wenn man gleichzeitic g mut ¢, vertauscht. That-

sichlich ist diese Bedingung tiberflissig (§ 16), und man darf, ohne

hy zu verindern, das Viereck so emrchten, dass die durch fgl

gehenden Seiten aus einer Ecke kommen; aber es 1st unmoghch, mit
den bis jetzt eingefuhrten Hulfsmitteln den Beweis zu erbringen.

Besondere Wichtigkert besitzt die Figur, in welcher f mit £,

g mit g; zusammenfillt; es schneiden sich dann in f zwei Gegen-

seiten b¢c und ad, 1n g zwer andere Gegenseiten ca und bd, und

von den beiden iibrigen Seiten ab und ¢d geht die eine durch 2,

die andere durch %;. Sind m emer Geraden drei verschiedene Punkte

fgh gegeben, so kann man vollstindige Vierecke so construirenm,

dass zwei Gegenserten sich in 7, zwei andere in g durchkreuzen

und eine fiinfte Seite durch 7 hinduichgehi; dic gegebene Gefade
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wird alsdann von der sechsten Seite 1 emem bestimmten, von &
verschiedenen Punkte %, getroffen. Es hefert demnach folgende
Construction emn von den
d benutzten Hulfshnien un-
abhingiges Resultat (4,).
Durch fgh ziehe man drei
Geraden, welche sich
abe so treffen, dass bc durch

\‘4
AN f, ca durch g, ab durch &
/ \\ geht, und bestimme den
N\
g h

?\
)

T I,

Schnittpunkt d der Geraden

af und bg, sodann den

Fig 83 Schnittpunkt kb, der Gera-

den ¢d mit der gegebenen

Geraden. Man darf hierber f mit g vertauschen. Durch die Punkte
{9l wird J 1 derselben Weise bestimmt, wie %, durch fgk

§ 11. Harmonische Gebilde.

Wenn zwer (gerade) Punktrerhen auf verschiedenen Trigern
aus gleichviel Elementen bestehen, und es soll gepriift werden, ob
sie sich als perspective Gebilde auffassen lassen, so besteht das
erste Erfordermss darin, dass die Triiger in einer Ebene enthalten
sem und also m einem Punkte % sich schneiden mussen. Ist dies
der Fall, und wahlt man in der einen Geraden zwer Punkte fg, in
der anderen cd beliebig (von % verschieden), so 1st sowohl zwischen
fg und cd als auch zwischen gf und cd Perspectivitit vorhanden;
denn die Strahlen ¢f und dg schneiden sich in emem Punkte b,
die Strahlen ¢g und df mm einem Punkte a, und es werden cd aus
b mach {g, aus @ nach gf projreirt. Wihlt man aber mn einer Ge-
raden drer Punkte fg%, 1n einer andern Geraden, welche jener in
k (von fgh verschieden) begegnet, drer Punkte cde beliebig (von k&
verschieden), so st es durchaus nicht nothwendig, dass fgh und
cde m irgend emer Anordnung perspectiv sind. Vielmehr miissen,
wenn fgh und cde in dieser Rethenfolge perspectiv, also b das Cen-
trum der Perspectivitat semn soll, beh 1 einer Geraden hegen;
sollen gfh und e¢de perspectiv sein, so miissen aeh 1 einer Ge-
raden liegen, u. s. w Wenn zu [ und g die Punkte ¢ und d als
homologe Punkte gegeben werden, so ist zu jedem Punkte % der
fg der homologe Punkt ¢ in ¢d bestimmd.

Es seien fgh und cde perspective Punktrethen, b das Centrum
der Perspectivitit, der Punkt % entsprechend gemem; dann ist es



84 § 11 Harmomische Gebilde

nicht nothwendig, dass fg und cde noch in einer andern Anord-
nung perspectiv sind. Soll es mdglich sein, cde auch nach g/h zu
projiciren, so miissen die
Strahlen ¢g, df, eh m
einem Punkte « sich
treffen, d. h es sind als-
dann abe¢d die Ecken
eines vollstindigen Vier-
ecks, m welchem zwei
Gegenseiten sich in f,
zwei andere in g durch-
kreuzen, wiahrend von
den beiden tibrigen (in e
sich schneidenden) die
eine durch %, die andere
duorch % hindurchgeht Eis
existiren also, wenn fgh
in einer Geraden gegeben sind, gerade Punktrethen, welche mit
fgh und gfh zugleich perspectiv hiegen; um eme solche Punktreihe
cde zu erhalten, construwrt man irgend em Dreieck abe, dessen
Seiten be, ca, ab resp. durch f; g, h gehen, ferner den Durch-
schnittspunkt @ der Strahlen af und bg, endlich den Durchschnitts-
punkt e der Strahlen «b und ¢d Die Triiger aller Punktreihen,
welche sich sowohl zn fgh als auch zu gfh in perspectiver Lage
befinden, ohne % zu enthalten, schneiden den Triiger der gegebenen
Punktrerthe 1n emem festen Punkte % (§ 10 extr.). Umgekehrt:
Geht der Triger emer zu fgh perspectiven Punktreihe cde durch £,
so sind auch gf% und cde perspectiv. Schneiden sich ndmlich cf,
dg und ek 1 b, df und ¢g m @, so ist abed emn vollstindiges
Viereck, von welchem zwei Gegenseiten durch f, zwei andere durch
g und eme fiinfte Seite durch % lduft. Da nun 7% durch die Punkte
fgk in derselben Weise bestimmt wird, wie % durch fgh, so lauft
die sechste Seite ab durch A, folghich b7 (d.i ek) durch ¢, so dass
¢g, df und eh in @ zusammentreffen.

Damit emme Projection der geraden Punkireshe fgh, ohme h su
enthalten, suglewch eme Projection von gfh sew, 1t es nothwendig und
hanreschend, dass der Trager der Projection mit dem Trager der ge-
gebenen Punlirerhe in emem durch die letetere bestvmmien Strahlen-
bundel L liege. Wenn an einem Dreieck abc die Seiten be, ca, ab
resp. durch f;, g, & gehen, so treffen sich die Strahlen «f, bg, ck
m einem Punkte d.

Wenn die Punkte ¢d aus b nach fg, aus @ nach ¢f projicirt
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werden, so giebt es in der Geraden fy zwer Punkte 4k, welche aus
@ und b sich nach denselben Punkten der Geraden ¢d projiciren,
und keinen weiteren; von den Punkten iZ ist der eme } von seiner
Projection e verschieden, hingegen der andere % seine eigene Pro-
jection. Durch die Punkte fgh oder gfl (andere Permutationen
sind nicht gestattet) ist also A derart besttmmt worden, dass eine
Punktrethe c¢dek als Projection von fghl und von gfhl erscheint.
Nun besteht aber zwischen den Punkten fgil genau derselbe Zu-
sammenhang, wie zwischen den Punkten fghk, und es wird also
ber jeder Punktrethe, welche, ohne % zu enthalten, nach fgk und
nach gfk projicirt werden kann, % sich als seine eigene Projection
ergeben. So ist in der That die Punktrethe abeh mit fgkh und
zugleich mit gfkh perspectiv, die Projectionscentren sind resp. d
und ¢. Von dem Paare fg (oder gf) st demnach das Paar Lk
(oder Th) durch die Forderung ablhangig, dass es moglch sein soll,
fohk und gfhk nach emer und derselben Punlitreihe wfyd zu pro-
jucwen, wobei nothwendigerweise entweder % mit 0 oder 7 mit y
zusammenfillt, aber der Schein vermieden wird, als musse gerade
T nach sich selbst projicirt werden. Hilt man fg fest, so ordnen
sich die ubrigen Punkte der Geraden fg zu Paaren %%, derart, dass
aus emem Punkte des Paares der andere sich bestimmt. Die Punlite
tg werden allemal durch hl getrenmi. Deun es werden entweder
gh durch 7% oder hf durch gk oder fg durch Lk getrennt, und
zwar schliesst jede dieser Lagen die beiden anderen aus; waren
nun gh durch f% getrennt, so ubertriige sich dies wegen der Per-
spectivitiit auf die Paare fy und «d und von da wieder auf die
Paare % und gk; ebenso wiirde die getrennte Lage von %f und gk
noch die von gh und f% bedingen. Man sagt in Rucksicht auf die
getrennte Lage der Paare fg und Ak, dass fg durch 2% harmo-
nisch getrennt werden Aber es werden auch Wk durch fg har-
momsch getrennt. Denn am Dreieck cbe gehen die Seiten be, ec,
¢b resp. durch %, %, f, wahrend die Strahlen ¢k, bk, ¢g 1 einem
Punkte I sich treffen; es smd nimbeh die Dreiecke cbg und Lke
perspectiv, weil bg ke, ge ¢h, ¢b hL sich in drer Punkten daf
einer Geraden schneiden. Dagegon werden gh durch fk, hf durch
gh nicht harmomsch getrenmt w s. w.

Man nennt die Punkte fghl harmonische Punkte (eme
harmonische Punktreihe, ein harmonisches Gebilde m emer Ge-
raden), fund ¢ conjugirt, ebenso % und %; zwe conjugirte Punkte
bilden em Paar. Man darf die beiden Paare mut emander vertau-
schen, ebenso m jedem Paare die beiden conjugirten Elemente.
Wenn also von den acht Anordnungen
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fohk  gfhk  fgkh  gfkh

hkrg hkgf  khfyg khygt
eme harmonisch ist, so sind es auch die iibrigen; aber keine andere
Anordnung derselben vier Punkte ist alsdann harmomsch. Zu drei
beliebigen Punkten fgh in einer Geraden kann ein und nur ein
viexter Punkt % derselben Geraden so construirt werden, dass fghk
harmomsch sind; man nennt % den vierten harmonischen Punkt zu
den gegebenen Punkten fgh (oder gf%), welche so angeordnet wer-
den, dass zuerst zwei conjugirte stehen und zuletzt derjenige, dessen
conjugirter fehlt Um zu fyh den vierten harmonischen Punkt %
zu construiren, zieht man durch 7 eine behiebige Gerade und nimmt
1 1hr zwer beliebige Punkte @b, diese werden aus emem Punkte d
nach f¢, aus einem Punkte ¢ nach gf projicirt; der Strahl cd be-
stimmt in f¢g den Punkt £. Die Geraden ¢f fa ac bd sind die Seiten
eines vollstindigen Vierseits, an welchem acf drer Ecken sind,
deren Gegenecken bdg von den Seiten des Dreiecks acf aus der
Geraden bd ausgeschnitten werden. Die Geraden ab cd fg, welche
je zwer (tegenecken verbinden, heissen die Diagonalen oder
Nebenseiten des vollstindigen Vierseits. JIn der Diagonale fg
hegen zwer Gegenecken des vollstandigen Vierseds, [ und g, ausser-
dem zwey Durchschwitispunlte mit den beiden anderen Diagonalen, h
und h; solche vier Punkite smd allemal harmonisch.

Um zu erkennen, ob das gerade Gebilde f¢7k harmonisch ist,
wird ein perspectives gerades Gebilde a¢fy 0 zu Hulfe genommen,
i welchem « mit f zusammenfillt oder 8 mit g u s. w. Es mag
d mit A zusammenfallen; alsdann miissen, wenn fghk harmonische
Punkte smd, auch die Gebilde gf% und aBy 0 sich in perspectiver
Lage befinden. Daraus wird zunachst die harmonische Lage auch
dér Punkte a0 erkannt. Um dies auf beliebige perspective Punkt-
reihen fghk und f'g’i’R, von denen die erstere harmonisch 1st, zu
iibertragen, braucht nur noch der Fall gepruft zu werden, wo weder
f" in f fillt, noch ¢’ in g u.s. w. Die Punkte %’ und % sind alsdann
vo einander verschieden, und die Gerade 2’4 wird von den in einem
Punkte zusammenstossenden Strahlen ff" gg Al kA" in «fyd so
geschnitten, dass y mut 7/, 0 mit % identisch 1st; es werden ¢fyd
harmomisch, folghch auch f'g' IV,

Ist von swer perspectwen geraden Punktreshen die eme harmo-
nmisch, so st es auch die andere. Oder: Jede Projection einer har-
monischen Punktreihe ist wieder harmonisch

Wenn in einer Planfigur eme Punktrethe harmonisch ist, so
hat man darin eine graphische Eigenschaft der Planfigur zu er-
blicken. Be1r der Definition harmonischer Punkte werden freilich
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diese Punkte nicht unter sich allemm durch graphische Begriffe m
Beziehung gesetzt, sondern es miissen noch andere Elemente zu
Hilfe genommen werden, und es brauchen die zur Priifung der
Punktrethe zugezogenen fremden Elemente nicht in der Ebene
jener Planfigur zu liegen. Aber die bei der Wahl dieser Elemente
gestattete Willkiir ldsst sich benutzen, um die Priifung der Punkt-
1eihe in irgend einer sie verbindenden Ebene, also insbesondere i
der Ebene der betrachteten Planfigur zu bewirken. Gehen wir daher
zu einer perspectiven centrischen Figur iiber, so dass der Puukt-
rethe ein Strahlenbiischel entspricht, so wird die an der Punktreihe
bemerkte Eigenschaft nach dem 1n § 10 ausgesprochenen Gesetz
auf das Strahlenbuschel ubertragen, und es wird angemessen sein,
fiur die centrische Figur analoge Definitionen zu geben.

Demgemdss nennt man vier Strahlen fgh% in einem Biischel
harmonisch, ein harmonisches Strahlenbiischel, wenn ein
concentrisches Strahlenbischel «Byd existirt, welches zu fghk per-
spectiv ist und zugleich entweder zu ¢gfhk oder zu fgkh. Die
Strahlen f und g heissen conjugirt, ebenso % und %; zwei conjugirte
Strahlen bilden emn Paar; die beiden Paare liegen getrennt. Die
Siatze uber harmonische Punkte diirfen wir ohne Wei-
teres auf harmonische Strahlen iibertragen. Man daxf
also in jedem harmonischen Strahlenbuschel fghk die beiden Paare
mit emander vertauschen, ebenso in jedem Paare die conjugirten
Elemente, aber jede andere Vertauschung hebt die harmonische
Lage auf. Sind die Strahlen By 0 eines Buschels zu den Strahlen
fghk eines concentrischen Biischels und zu gfhk perspectiv, so fallt
entweder y in h oder & in k. Werden vier harmonische Strahlen
fohk nach den mit ihnen concentrischen Strahlen eByk projicirt,
so sind auch gfhk und eyl perspectiv. Ist von zwei perspectiven
concentrischen Strahlenbuscheln das eine harmonisch, so ist es auch
das andere. U.s. w.

Wenn ein Strahlenbischel und eimne gerade Punktreihe sich n
perspectiver Lage befinden, so kann man jenes als eine centrische
Figur, diese in einer den Scheitel des Buschels ausschliessenden
Ebene als perspective Planfigur betrachten. Die Prufung, ob em
Strahlenbuschel harmonisch 1st, bewegt sich innerhalb einer centri-
schen Figur, zu welcher das Strahlenbiischel gehért; die Prufung,
ob eine Punkireihe harmonisch 1st, kann man in jeder ihrer Ebenen
vollziehen. Die harmomische Lage ist demnach eine Eigenschaft,
welche sich 1m Falle der Perspectivitéit vom Strahlenbuschel auf die
Punktrethe und umgekehrt iihertriigt. Defindet swch ewn Strahlen-
biischel mit emer Pumlktreshe in perspectwer Lage und st das eme
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Gebide Tarmonisch, so st es auch das andere. Jeder Schnitt eines
harmonischen Strahlenbiischels ist harmonisch; jedes Strahlenbiischel,
welches eine harmonische Punktrethe projicirt, ist harmonisch.

Hieraus folgt, dass wenn zwei Strahlenbiischel mit einer und
derselben Punktreihe perspectiv liegen und das eine harmonisch ist,
auch das andere diese Eigenschaft besitzt Wir konnen also jetzt
fur alle Gattungen perspectiver Strahlenbiischel den Satz ausspre-
chen: Ist von zwei perspectwen Strahlenbuscheln das ewne harmonisch,
so wt es auch das andere. Jede Projection eines harmonischen
Strahlenbuschels ist demnach wieder harmomisch. Ist von emem
Ebenenbuschel irgend ein Schmtt (Punktreihe oder Strahlenbiischel)
harmonisch, so st es jeder.

Ueberbaupt: Wenn von zwer perspectwen ebenen Gebdden das
ewme harmonisch st, so 15t es auch das andere.

Wenn in einer Planfigur ein Strahlenbuschel harmonisch ist,
so kann man diese Eigenschaft nach der oben gegebenen Definition
nicht darstellen, ohne aus der Ebene der Planfigur herauszutreten.
Zu einer anderen Definition, welche keine Elemente ausserhalb der
Ebene des Buschels benutzt, gelangt man folgendermassen Von
emem harmonischen Strahlenbuschel sei @ der Scheitel, fghk em
Schnitt, also eine harmonische Punktreihe. Im Strahl «Z nehme
ich den Punkt b beliebig; ab mdgen nach fg aus ¢, nach gf aus
¢ projieirt werden Wegen des Zusammenhanges zwischen dem voll-
stindigen Viereck abcd und den Punkten fgh geht die Seite ¢d
durch %; der Schmittpunkt der Seiten ab und ¢d mag mut e bezeich-
net werden. Bezeichnet man, wie ublich, Strahlen eines Biischels,
wenn etwa a der Scheitel ist und die Strahlen resp durch fgh ...
hindurchgehen, kurz mit a(fgh . ..), so sind a(fghk) und b(fghk)
perspectiv, ebenso a(cdek) und b(cdek), d. 1. a(gfhk) und b(Fghk).
Umgekehrt: Liegen in emer Ebene zwei perspective Strahlenbiischel
a(fghk) wnd b(fghk), und sind auch a(gfhk) und b(fghk) per-
spectiv, so sind a(fghk) harmonisch. Denn wenn die Strahlen ag
und bf m ¢, af und bg in d sich treffen, so hegt der perspective
Durchschnitt der Buschel a(gfh%) und b(fghk) auf der Geraden
¢d, auf welcher mithin @/ und 5%, a%k und bk sich begegnen
miissen Von den Strahlen ah und ak 1st sicher einer von ab ver-
schieden, etwa ak, also ak von b% verschieden, % 1n cd, aber A
nicht in ¢d, mithin @bk 1n emer Geraden, fghk harmonisch, ebenso
die Strahlen a(fghk).

Ein harmonisches Strahlenbiischel fghk kénnen wir demnach
auch als emn solches definiren, welches zu einem in derselben Ebene
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enthaltenen Strahlenbiischel «fyd perspectiv 1st und ausserdem ent-
weder zu fayd oder zu «fdy.

Wenn die Strahlen fg emes Biischels mit den Strahlen o eines
andern Buschels perspectiv liegen und zugleich mit f«, so schner
den sich fgup zu je zweien und lhegen demnach entweder in emem
Biindel oder m einer Ebene. Ich kann also die obigen Erklirangen
m die folgende zusammenfassen: Ein Strahlenbiischel fghk wird
harmonisch genannt, wenn es zu einem andern Strahlenbiischel a0
perspectiv liegt und und zugleich zu Sayd oder zu efdy.

Sind die Strahlenbuschel fghk und gfhk mit dem Strahlen-
buschel «fyd perspectiv, so fillt entweder J, mit p zusammen oder
k mit 9. Sind die Strahlenbtischel fgh und gf7h mit ¢y perspectiv,
.o von p verschieden, so haben sie einen Strahl L gemein, und es
smd fghk harmonisch. Sind die Strahlen fghk harmomsch und
mit den Strahlen e«fyk perspectiv, so sind auch fghh und Beypl
perspect1v

Wir gehen jetzt zum Ebenenbtischel uber. Vier Ebenen fghl
in einem Biischel werden harmoniseh genannt, wenn sie zu einem
Ebenenbiischel ¢fy0 perspectiv liegen und ausserdem entweder zu
Boayd oder zu efdy. Da perspective Ebenenbiischel eine centrische
Figur bilden, so ergiebt sich die Moglichkeit des harmomischen
Ebenenbtischels aus der des harmomischen Strahlenbuschels, wie
jeder graphische Satz iiber centrische Figuren aus dem entsprechen-
den fiiber Planfiguren. Es sei O der Scheitel des Ebenenbindels
fohkaByd, O, em beliebiger anderer Punkt in der Axe des Buschels
fohk, {9’k & 'y 0" der Schnitt jenes Biindels mit einer die Punkte
O und O, ausschliessenden Ebene, und aus O; seien an die Strah-
len o' f'y'd" die Ebenen «,B,7,0, gelegt Dann sind f'¢''F und
a 'y’ 8" zwei Strahlenbiischel, «, 3, 9,0, ein Ebenenbiischel; f'¢' 'k
liegen zu o 'y’ 0" perspectiv und ausserdem entweder zu '’y 0’
oder zu o«'f'd'y’, folglich liegen fghk zu « By 0y perspectiv und
zugleich zu B, a;p,0, oder zu «; B, 0,p;. Die Eigenschaft des Ebenen-
buschels fghk, dass es harmonisch 1st, kann hiernach dargestellt
werden unter Zuziehung von Ebenen, welche durch einen beliebigen
Punkt der Axe gehen.

In dem harmonischen Ebenenbuschel f¢ghk hewssen f und g
conjugirt, ebenso % und k; es werden fg durch’hk getrennt, u s w
Map kann harmonische Ebenen als diejenigen definiren, welche in
harmonischen Strahlen geschnitten werden

Befinden sich zwei Ebenenbuschel in perspectiver Lage und st
das eine barmonisch, so 1st es auch das andere; denn der perspec-
tave Durchschnitt 1st dann zu beiden harmonisch. Befindet sich



90 $ 11 Haimoniwsche Gebilde

endlich eme Punktrethe mit einem Ebenenbuschel m perspectiver
Lage und ist das eme Gebilde harmonisch, so 1st es auch das
andere.

Diese Bemerkungen und die dazu gehdrigen fruheren lassen
sich jetzt zu emem Satze veremigen: Wenn von zwer perspectwen
Gebdden das eme harmowsch st, so st es auch das andere. Aber
die Aufstellung eines Satzes, welcher ber aller Kurze des Ausdrucks
so viele einzelne und verschiedenartige Erschemnungen umfasst, setzt
beziighich der Begriffsbildung die entsprechende Zweckmissigkert
und Allgememheit voraus. Es wire schwerlich gelungen, diese
Eigenschaften bei den Begriffen der Perspectivitit und der harmo-
nischen Lage zu erzielen, wenn man sich auf diejenige Termino-
logie beschrinkt hitte, ber welcher zweien Geraden in einer Ebene
nicht nothwendig ein Durchschnittspunkt, zweien Ebenen nicht noth-
wendig eme Durchsehmttslinie zukommt. —

Zu spiterer Anwendung werden hier noch folgende Satze ab-
geleitet.

Wenn die Punlte fg sowohl durch hl als dwch wv harmonisch
getrennt werden, so kann man von den Punlten fghu durch wieder-
Lolte Projection zu den Punhien fghv gelangen Beweis: Man kann
ein vollstandiges Viereck ad cd
derart construiren, dass ad
und b¢ in f, bd und ac iu
g sich schneiden, @b durch
I, ¢d durch % hindurchgeht.
Wird v von df m o, gd’
von bf m ¢ getroffen, so
geht d¢” durch w. Also wer-
den fgkw aus d auf bc nach
fbec’, diese aus g auf ad
nach fdaa', diese aus 0 auf
fg nach fghv projcirt.

Swmd demmach fghlk und
fguv  harmomsche Gebilde,
fh durch gu getrennt, so sind
f'h durch gv gelrennd.

Swmd fghk und*fgur harmomsche Gebilde, so werden hk durch
wv mcht getrennt. Beweis: Da fg durch wv getrennt werden, so
werden fg auch durch emes der Paare hu oder kv getrennt, ctwa
durch Lv; es sind dann fg durch %u nicht getrennt, sondern etwa
fk durch gu. Also sind nach dem vorigen Satze gv auch durch
I h getrennt, aber nicht durch fu, folghch gv durch hw. Hiernach
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hat man wv durch fy getrennt, aber nicht durch g, folglich v
durch f 7, ferner f1 durch gu getrennt, aber nicht duich gh, folg-
heh 4 dureh hu; endlich Zw durch f% getrennt, aber nicht durch
fv, folghch Zu durch Lo, 2L nicht durch wuv.

Es seien abc drer Punkte, welche nicht in gerader Linie liegen,
ABC 1hre Verbindungslinien bc¢ ca al, ¢ ein Punkt der Ebene
abe ausserhalb der Geraden A BC,
endlich I eine Gerade der Ebene
abc ausserhalb der Buschel abe.
Die Strahlen 4, B, C geben resp.
mit den Strahlen ae, be, ce drei
Durchschmittspunkte ¢, ¢,, ¢;; die
Punkte «, b, ¢ geben resp. mit
den Punkten AE, BE, CE drei
Verbindungslmien E,, E,, E,.
Da die Dreiecke abc¢ und e, e,e,
perspectiv werden, so schneiden
sich die Strahlen 4 und e,¢;,
B und e, C und ¢e, in drer
Punkten ¢, &,, & auf einer Ge-

g 3 raden; diese Gerade heisst die
Polare (auch Harmonikale)
des Punktes ¢ fiir das Dreiseit A BC oder fu1 das Dreieck
abe. Da die Punktrerhen bee, e, cae,é,, abe;s; barmonisch sind,
so geht die Polare von e fur ABC durch die vierten harmonischen
Punkte z2u beey, cae,, abe,. Ebenso legen die Dreiseite 4BC
und FE, E, F; perspectiv, die- Verbindungshnien der Punkte ¢ und
E,E,, bund E;E,, ¢ und E, E, laufen dwech einen Punkt, welcher
als der Pol der Geraden E f{iir das Dreieck abc oder fir
das Dreiseit A BC bezeichnet wird; dwrch den Pol wvon E fur
abc gehen die werten harmomschen Strahlen 2w BCE,, CAE,,
ABE;. Werden die Punkte abc mit resp. ¢ &,&, durch die Strahlen
E'E"E"™ verbunden, so ist, da die Punkte cbe e, harmonisch
liegen, ae der vierte harmonische Strahl zu BCE’, ebenso be zu
CAE", ce za ABE", also ¢ der Pol der Geraden & &,, d. h. der
Punlt ¢ st allemal der Pol semer Polare. Ebenso st die Gerade
L allemal dwe Polare thres Poles.

Es seien ABC drei Ebenen, welche nicht in einem Biischel
liegen, abc¢ ihre Durchschnittslinien BC CA AB, I eine Ebene
des Biindels AB(C ausserhalb der Buschel abc, endhich ¢ eine
Gerade des Bundels 4B C ausserhalb der Ebenen ABC. Die Strah-
len a, b, ¢ geben resp. mit den Strahlen 4 E, BE, CE drei Ebe-
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nen E,, E,, E,; die Ebenen 4, B, C geben resp. mit den Ebenen
ae, be, ce drei Durchschnittshnien e,, e,, ¢;. Dann gehen die Ver-
bindungsebenen der Strahlen ¢ und E,E;, b und E;E;, ¢ und
E,E, durch eine Gerade, welche die Polare (Harmonikale)
der Ebene E fiir das Strahlentripel abc oder fiir das Ebe-
nentripel ABC genannt wird, und die Durchschmttslinien der
Ebenen 4 und e,e;, B und ¢e,, ¢ und ¢e, fallen in eine Ebene,
welche die Polare (Harmonikalebene) des Strahles e fur
das Ebenentripel ABC oder fur das Strahlentripel alc
heisst Die Polare von E fur abe begt in den wierten harmonischen
Ebenen zu BCE,, CAE,, ABE,; diwc Polare von e fir ABC ent-
halt die wvierten harmomschen Strallen zu bee,, cae,, abes. Die
Ebvene E st che Polarebene thres Polarstrahles; der Strahl ¢ st
der Polarstrahl seiner Polarebene

Endlich seien abcd vier Punkte, welche nicht in einer Ebene
liegen, ABCD ihre Verbindungsebenen bed cda dab abe, ¢ emn
Punkt ausserhalb der Ebenen ABCD, E eine Ebene ausserhalb
der Bundel abcd. Die Ebenen 4, B, 0, D geben resp. mut den
Strahlen ae, be, ce, de vier Durchschmttspunkte e, e,, e;, ¢,, die
Punkte a, b, ¢, d geben resp. mit den Strahlen AE, BE, CE, DE
vier Verbindungsebenen FE,, E,, E,;, E, Wenn die Ebenc abc
die Gerade ¢d im Punkte ¢,, die Ebene ace die Gerade bd im
Punkte ¢;; u.s.w. schneidet, so hieffen sich die Strahlen ¢, e,;,
€y4€15 €346, 1 €, folglich die Strahlen ¢;¢,, (1in der Ebene bcd)
und é,5¢,, (in der Ebene gcd) auf der Geraden ¢d in einem Punkte
&5, die Strahlen ¢,e, und eye;, auf der Geraden bd 1 emem
Punkte &, u.s w; m der Ebene A werden die Punkte &,¢,¢,
durch die Polare von ¢, fir be¢d verbunden, in der Ebene B die
Punkte &,; ¢,, &, durch die Polare von e, fir cda u.s. w. Folg-
lich liegen die Punkte é&,&,¢,,8,¢, 8, auf emer Ebene, welche
die Polare (Harmonikalebene) des Punktes ¢ fur das
Ebenenquadrupel ABCD oder fur das Punktquadrupel
abed genannt wird  Die Polarébene von e fur ABCD enthalt dic
Polargeraden von ¢, e,, ¢,, e, resp. fir bed, cda, dab, abe. Ebenso
gehen die Polarstrahlen von E,, E,, E,, E, resp. {w BCD, CD 4,
DAB, ABC durch emen Punkt, welcher der Pol der Ebene E
fur das Punktquadrupel abcd oder fur das Ebenenqua-
drupel ABCD hesst. Fur bed ist ¢, der Pol der Geraden ¢,,z,,,
folghch ist ae fir BCOD der Polarstrahl der Ebene aé,, ¢, ebenso
be fir CDA der Polarstrahl der Ebene be,&, u s. w., d. h. der
Punkt ¢ ist der Pol semer Polarebenc. Ebenso st die Ebene I die
Polare shres Poles.
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§ 12. Von der Reciprocitit.

Es ist jetzt an der Zeit, auf die zwischen graphischen Sitzen
bestehenden Zusammenhiinge niher einzugehen, welche zuerst in
§ 9 wahrgenommen werden konnten. Die eine Art der Zusammen-
gehtrigkeit wurde i § 10 begriindet und in § 11 bereits benutzt;
sie gestattete uns, die Sitze uber centrische Figuren aus den planime-
trischen herzustellen und zwar derart, dass sich die Punkte in Ge-
raden, die Geraden in Ebenen verwandeln. Die Sstze 1. 2 in § 9
einerseits und 3 4. in § 9 andererseits boten die ersten Beispiele
einer solchen Uebertragung. KEs findet aber noch eme wesentlich
andere Zusammengehorigkeit statt, welche sich tiberdies nicht bloss
auf jeme speciellen Figuren beschrinkt. Man braucht nur den
Sitzen 1, 2, a, b in § 9 die Satze 4, 3, d, ¢ in § 9 gegeniiberzu-
stellen, um wahrzunehmen, wie die erste Gruppe durch eine sehr
einfache Aenderung in die zweite iibergeht, ndmlich indem man die
Elemente ,Punkt und ,Ebene“ durchweg mit einander vertauscht.

Diese Wahrnehmung erstreckt sich auf den gesammten Inhalt
der Geometrie der Lage; man dart — wie sich zeigen wird —
jedem graphischen Satze die Worte ,Punkt“ und ,Ebene* mit ein-
ander vertauschen, vorausgesetzt, dass man auch die dadurch be-
dingten werteren Vertauschungen vornimmt. Fiuhrt man diese Ver-
tauschungen an irgend emem graphischen Satze aus, so erhdlt man
einen (im Allgemeinen) andern Satz, der ebenfalls richtig ist; wen-
det man sie aber auf den zweiten Satz an, so wird man zum ersten
zuriickgeftihrt. Man sagt deshalb, es finde in der Geometrie der
Lage eine Reciprocitdt oder Dualitat statt zwischen den Punk-
ten und Bbenen, und stellt jedem graphischen Begriffe emen rec:-
proken oder dualen Begriff gegeniiber. Daber 1st jeder Begriff
der reciproke sewnes reciproken. ,Punkt und ,Ebene ,gerade
Punktreithe“ (Punkte an emer Geraden) und ,Ebenenbuschel“ (Ebe-
nen an einer Geraden), ,Punkte an einer Ebene und ,Ehenen
eines Bundels¥, ,Strahlen eines Bundels“ und ,Strahlen an emer
Ebene¥, ,Verbmndungslinie zweler Punkte“ und , Durchschmttshnie
zweier Ebenen¢, , centrische Figur¢ und ,Planfigur¢ sind reciproke
Begniffe. Die ,Gerade“, das ,Aneinanderliegen®, die ,getrennte
Lage“ von Elementenpaaren, das ,Strahlenbiischel“ (Strahlen, welche
an ciner Bbene und an emem Punkte liegen) sind sich selbst reci-
prok, d. h. sie werden von jener Vertauschung nicht betroffen.
Jeder Figur entspricht emne reciproke Besteht zwischen zwei Figuren
Perspectivitiit, wie wir sie in § 10 beschrieben haben, so folgt aus
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den dort gegebenen Erklirungen, dass allemal auch die reciproken
Figuren perspectiv sind. Wir werden 1m Folge dessen, wenn wir die
mm § 11 aufgestellten Definitionen prufen, harmomnische Punkte und
harmonische Ebenen fiir reciproke Gebilde und harmonische Strahlen
fur emm sich selbst reciprokes Gebilde erkliren. Oder wir sagen
einfach: die Begriffe ,perspectiv¢ und ,harmonisch sind sich selbst
reciprok.

Werden nun in einem graphischen Satze alle geometrischen
Begriffe durch die reciproken ersetzt, so entsteht der reciproke
oder duale Satz. Jeder Satz ist der reciproke seines reciproken.
Manche Sitze sind sich selbst reciprok, z. B. der Satz: »1st von
zwer perspectiven Strahlenbiischelu das eine harmonisch, so ist es
auch das andere?.

Die Kenntniss der Dualitat in der Geometrie der Lage ist des-
halb von grossem Nutzen, weil sie die Berechtigung gewahrt, nach
jedem fur richtig erkannten Theoreme, welches nicht sich selbst reci-
prok 1st, sofort ein anderes Theorem auszusprechen, némlich das reci-
proke, fiir welches alsdann kein Beweis erforderlich 1st. In der That
wird man, sobald erst die Dualitiit als em allgemeines Gesetz nach-
gewiesen ist, mn jedem emzelnen Falle den reciproken Satz ohne
Weiteres anerkennen missen. Aber obschon eme aufmerksame
Durchsicht der bisher aufgestellten graphischen Theoreme hinreicht,
um jenes Gesetz fur diese zu bestitigen, so verfugen wir doch
augenblicklich noch nicht vollstindig uber die geeigneten Mittel,
um es zu seiner Allgememhert zu erheben, und wir mussen uns
also jetzt damit begniigen, die Reciproaitiit zwischen Punkt und
Ebene mit einer gewissen Hinsehrinkung zu begrunden.

Graphische Sitze Wurden zuerst 1n § 7 bewiesen; es folgten in
§ 8 und § 9 fast ausschliesslich ebensolche Sitze. Von da an
trugen die Entwickelungen einen ganz bestimmten Charakter; es
wurden nicht mehr andere Sitze hergeleitet als graphische, und es
wurden auch bei der Herleitung keine Sitze anderer Art benutzt
Die §§ 10 und 11 enthielten also graphische Geometrie mut rein
graphischen Hiilfsmitteln, welche zuvor m §§ 7, 8, 9 angesammelt
worden waren. Diese Hulfsmittel sind nicht unabhingig von ein-
ander. Allemn das 1st fiir unsern Zweck gleichgultig; wir brauchen
bloss festzuhalten, dass man keiner anderen Satze bedarf, um die
Geometrie der Lage, soweit sie uns jetzt zuganglich 1st, auszubauen.
Dass in der That alle graphischen Theoreme, welche wir ohne Auf-
stellung neuer Grundsitze beweisen konnten, sich aus jenen Sitzen
herleiten lassen, wird durch folgende Ueberlegung erkannt
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Wie aus § 9 (Anfang) zu entnehmen, lisst sich jedes Theorem,
welches auf unserm gegenwirtigen Standpunkte tiberhaupt erreich-
bar ist, aus den graphischen Sitzen der §§ 7, 8, 9 in Verbindung
mit den Sitzen 6 7. 8. 9. 12. des § 1, dem Satze 10. des § 2 und
den Satzen 3 6. des § 8 deduciren. Wenn eigentliche Elemente
weder im Theoreme selbst vorkommen noch beim Beweise zu Hulfe
genommen werden, so wird der Beweis mit jenen graphischen
Sitzen allein gefiihrt; die anderen Satze konnen nicht gebraucht
werden, so lange keine eigentlichen Elemente auftreten. Wir wollen
diese beiden Satzgruppen hier als die ,erste’ und ,zweite“ unter-
scheiden. Wenn man in den S#tzen der zweiten Giuppe iiberall,
wo von eigentlichen Punkten in emner Geraden die Rede ist und von
dem einen gesagt wird, dass er zwischen zwer anderen liegt oder
nicht, die Worte ,bei ansgeschlossener Ebene N hinzufugt und
sodann die eigentlichen Elemente iiberall durch beliebige ersetzt,
so erhalt man graphische Sttze, welche vollkommen richtig sind und
sich in der ersten Gruppe aufgefihrt finden

Handelt es sich um ein graphisches Theorem, so kommen
eigentliche Elemente im Theoreme selbst mnicht vor. HEs konnen
also beim Beweise die S#tze der zweiten Gruppe nur dann eine
Rolle spielen, wenn eigentliche Elemente beim Beweise zu Hulfe
genommen werden. Ist dies der Fall, so fuge man in dem Beweise
uberall, wo von drer eigentlichen Punkten in einer Geraden die
Rede ist und von dem einen gesagt wird, dass er zwischen zwer
anderen liegt oder nicht, die Worte ,bei ausgeschlossener Ebene N
hmmzu, ersetze sodann die eigentlichen Elemente iiberall durch be-
liebige und nehme endlich statt auf die Satze der zweiten Gruppe
auf die entsprechenden Sitze der ersten Gruppe Bezug Der so
veranderte Beweis hat volle Giiltigkeit; aber er 1st von den S#tzen
der zweiten Gruppe durchaus unabhingig, und man kann demnach
jedes graphische Theorem, welches sich aus den beiden Gruppen
herleiten lisst, schon mit Hiilfe der ersten Gruppe beweisen.

Die Geometrie der Lage muss sich also darauf be-
schrinken, aus den graphischen Sidtzen der §§ 7, 8, 9
Folgerungen zu ziehen, bis exne Vermehrung ihres Stof-
fes durch das Hinzutreten neuer Grundsitze moglich
wird.

Es hat jetzt keine Sghwierigkeit, die Reciprocilit zwischen
Punkt und Fbene fiir die Geometrie der Lage, soweit sie aus den
bisherigen Grundsiitzen sich entwickeln liéisst, zu begriinden. Das
Gesetz der Reciprocitiit wird zuniichst fiir die graphischen Sétze der
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88 7, 8, 9 als 1iichtig erkannt, da der reciproke Satz emes jeden
ebenfalls zu dieser Gruppe gehdrt Jeder andere Satz, der in Be-
tracht kommen kann, ist eme Folgerung aus diesen Sttzen. Bei
semem Ausspruche und beim Beweise werden nur graphische Be-
gnffe verwendet. Dabei kann man sich auf die Stammbegriffe be-
schrinken; die tbrigen sind aus den Stammbegriffen abgeleitet und
konnen mit Hilfe der betreffenden Definitionen herausgeschafft wer-
den. Jenes Theorem ist also das Ergebniss einer Betrachtung, in
welcher nur die graphischen Stammbegriffe vorkommen und nur auf
ie oben bezeichneten graphischen Sitze Bezug genommen wird.
Venn man in dieser Betrachtung durchweg das Wort ,Punkt¢
urch ,Ebene*, ,Ebene* durch ,Punkt® und die benutzten Lehr-
itze durch die reciproken ersetzt, so bleibt ihre Richtigkeit unge-
undert; aber in ihrem Ergebniss findet man ,Punkt“ und ,Ebene“
mit emander vertauscht, d. h. man hat das reciproke Theorem be-
wiesen.

Das Gesetz der Reciprocitit zwischen Punkt und
Ebene ist hiernach wenigstens in den angedeuteten
Grenzen gilltig, muss aber spiter von Neuem gepriift
werden.

Kommen wir jetzt noch einmal auf die Sitze des § 9 zuriick.
Es erubrigt noch, die Beziehungen zwischen den Satzen 1 und 3,
2 und 4 zu untersuchen. Die ersteren handeln von Planfiguren,
die letzteren von centrischen Figuren. Dem entsprechend wird
auch die folgende Betrachtung zu Uebertragungsgesetzen fiihren,
welche ebene Figuren wieder in ebene, centrische in centrische vei-
wandeln und auf andere Figuren tiberhaupt keine Anwendung finden

Die Sitze 1. und 3. des § 9 gehen in einander iber, wenn man
die Elemente ,Punkt® und ,Gerade“ durchweg mit einander ver-
tauscht. Wenn man nun die bisher aufgestellten graphischen Sitze,
sowert sie sich auf Planfiguren beziehen, durchmustert, so beobachtet
man fiberall die Zulassigkeit jener Vertauschung; und da dies —
wie sich zeigen wird — auf einem allgemeinen Gesetze berubt, so
sagt man, es finde in der graphischen Planimetrie eine Reciprocitit
oder Dualitdt statt zwischen den Punkten und Geraden, und stellt
jedem graphischen Begnffe der Planimetrie emen reciproken oder
dualen Begriff gegeniber Ber dieser auf die Ebene beziglichen
Reciprocitat sind , Punkt“ und ,Gerade“, ,gerade Punktreihe“ und
»Strahlenbischel?, , Verbindungshnie zweier Punkte“ und ,Durch-
schmittspunkt zweler Geraden reciprok, das , Aneinanderliegen und
»Getrennthiegen“ sich selbst reciprok. Sind zwei Figuren in emer
Ebene nach den mn § 10 gegebenen Definitionen perspectiv, so sind



§ 12 Von der Reciprocitat 97

allemal auch die reciproken Figuren perspectiv. Daraus folgt weter,
dass die Begriffe ,perspectiv¥ und ,harmonisch* auch 1n der Ebene
sich selbst reciprok sind.

Werden in einem graphischen Satze, welcher von einer Plan-
figur handelt, alle Begniffe durch die reciproken ersetzt, so entsteht
der reciproke oder duale Satz der Planimetrie, dessen reciproker
Satz wieder der urspriingliche ist; und wenn man von zwer solchen
Sitzen den emmen bewiesen hat, so darf man den andern ohne emnen
besondern Beweis aussprechen. Hierin besteht das Gesetz der
Dualitédt fur die Planfiguren, von dessen Giltigkeit wir uns
jetzt {iberzeugen wollen

Wir kommen sogleich auf den richtigen Weg, wenn wir be-
achten, dass der Uebergang von Satz 1. des § 9 zu Satz 3 durch
Satz 2. vermittelt werden kann. Man gelangt von 1 zu 2. durch
die eme, von 2. zu 3. durch die andere der beiden schon begrin-
deten Uebertragungsregeln und wird demgemiss von 1 zu 3 durch
emme Verknupfung beider Regeln direct gelangen Wir verfolgen
den Hergang an 1rgend einem graphischen Satze der Planimetrie.
In emmem solchen kann nur die Rede sein von Punkten und Geraden,
die an emer Ebene liegen, vom Aneimnanderliegen der Elemente
und vom Getrennthegen der Paare Der Satz bleibt giltig, wenn
man 1 1thm die Punkte durch Geraden, die Geraden durch Ebenen,
die Ebene durch einen Punkt ersetzt, aber er bezieht sich jetzt auf
eine centrische Figur. Dem so erhaltenen Theoreme entspricht ver-
moge der Reciprocitéit zwischen Punkt und Ebene wieder em plani-
metrisches Theorem; um dieses herzustellen, habe ich m der zwei-
ten Fassung die Ebenen durch Punkte, den Punkt durch emne Ebene
zu ersetzen, wahrend alles Andere ungeéindert bletbt Die beiden
Uebertragungen, nach emnander ausgefuhrt, haben also auf den vor-
gelegten Satz die Wirkung, dass sich die Punkte in Geraden und
die Geraden in Punkte ‘verwandeln, d. h sie liefern den dualen
Satz der Planimetrie

Fiir die centrischen Figuren besteht ein ahnliches
Gesetz, nach welchem die Satze 2. und 4. des § 9 zusammen-
gehoren Man darf in jedem graphischen Satze, der von emner cen-
trischen Figur handelt, die Elemente ,Gerade“ und ,Ebene“ mit
emander vertauschen und demgemass von emer fir solche Sitze
gultigen Reciprocitit zwischen den Geraden und Ebenen sprechen.
Beir dieser sind , Anemnanderhiegen, ,Getrenntliegen®, ,perspectiv¢
und ,harmonisch® sich selbst reciprok, ,Gerade“ und ,Ebene,
»Strahlenbiischel* und ,Ebenenbiischel“, ,Ebene zweler Strahlen“

Pascr, Vorlesungen 7
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und , Durchschnittshme zweier Ebenen® einander reciprok. Wenn
von zwei recipioken Sitzen uber centrische Figuren der eine richtig
ist, so ist es auch der andere. Um sich hiervon zu uberzeugen,
braucht man nur die Duahtiit zwischen Punkt und Ebene auf die
vorige Betrachtung anzuwenden.

Ber der Begriindung der Dualitit zwischen den Punkten und
Geraden an einer Ebene und der Dualitit zwischen den Geraden
und Ebenen an einem Punkte haben wir die Dualitat zwischen den
Punkten und Ebenen benutzt. Da diese noch nicht ohne eme ge-
wisse Emschrinkung bewiesen werden konnte, so bleibt vorliufig
auch an jenen die entsprechende Einschrinkung haften. Wir kom-
men auf das allgememne Dualitatsgesetz, wenn weitere Grundsitze
eingefihrt semn werden, wieder zurick (88 16. 18), um es von der
erwahnten Beschrankung zu befreien. Ist dies geschehen, so wird
der beziiglich der beiden specielleren Dualitfitsgesetze gemachte Vor-
behalt von selbst hinfdlhg. —

Ich sagte: Alles, was wir von graphischer Geometrie jetzt her-
stellen kdnnen, besteht mn Folgerungen aus den graphischen Satzen
der 88§ 7—9; m diesen kann man die Worte Punkt und Ebene
durchweg vertauschen; deshalb gelten auch die Folgerungen unge-
schmilert weiter, wenn man in ihnen die Worte Punkt und Ebene
durchweg vertauscht. Es muss m der That, wenn anders die Geo-
metrie wirklich deductiv sein soll, der Process des Folgerns iiberall
-unabhingig sem vom Swn der geometrischen Begriffe, wie er un-
abhiingig sein muss von den Figuren; nur die m den benutzten
Sitzen, beziehungsweise Definitionen niedergelegten Bezehungen
zwischen den geometrischen Begriffen durfen in Betracht kommen.
Wihrend der Deduction ist es zwar statthaft und nitzlich, aber
kemeswegs mothig, an die Bedeutung der auftretenden geometrischen
Begriffe zu denken, so dass geradezu, wenn dies ndthig wird, dar-
aus die Laickenhaftigkeit der Deduction und (wenn sich die Liicke
nicht durch Ab#nderung des Raisonnements besertigen lisst) die
Unzuléinglichkeit der als Beweismittel vorausgeschickten Sitze her-
vorgeht. Hat man aber em Theorem aus einer Gruppe von Sitzen
— wir wollen sie Stamms#itze nennen — in voller Strenge de-
ducirt, so besitzt die Herleitung emen iiber den urspriinglichen
Zweck hmausgehenden Werth. Denn wenn aus den Stammsiitzen
dadurch, dass man die darmm verkniipften geometrischen Begnife
mit gewissen anderen vertauscht, wieder richtige Sitze hervorgehen,
so 18t 1n dem Theoreme die entsprechende Vertauschung zulissig;
man erhdlt so, ohne die Deduction zu wiederholen, emen (im All-
gememen) neuen Satz, eine Folgerung aus den verdnderten Stamm-
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sitzen. Von dieser Berechtigung wurde schon im ersten Para-
graphen wiederholt Gebrauch gemacht, dann im dritten und vierten,
endlich im gegenwirtigen Paragraphen nicht bloss zur Begrindung
der Dualitdt zwischen Punkt und Ebene, sondern schon bemm Be-
weise der Behauptung, dass alle uns jetzt zuginglichen gra-
phischen Sitze sich aus den graphischen Sitzen der §§ 7—9 fol-
gern lassen.

Die 1 ersten und sechsten Paragraphen gegebenen Bemer-
kungen tiber das Beweisverfahren werden hierdurch vervollstandigt.
Man wird diese Erbrterung nicht fiir tberflissig erkliren, wenn
man darauf achtet, wie oft die besprochenen Anforderungen uner-
fullt bleiben, sogar 1in Schriften, welche sich die Begrindung
der Geometrie oder anderer mathematischer Disciplimen zur Auf-
gabe machen. Der allgemeinen Auffassung nach sollen die Lehr-
satze logische Folgerungen aus den Grundsétzen sein. Aber
nicht immer bringt man sich alle benutzten Beweismittel ausdrick-
lich zum Bewusstsein. Dass dies zum Theil von der Anwendung
der Figuren herriihrt, ist in § 6 besprochen worden; aber selbst
wenn kein sinnliches Bild, nicht einmal die bewusste mmnerliche
Vorstellung eines solchen, zugelassen wird, so iibt der Gebrauch
vieler Worter, mit denen namentlich die emnfacheren geometrischen
Begriffe bezeichnet werden, an sich schon einen gewissen Einfluss
aus. Emen Theil der Ausdriicke, mit deren Handhabung im tag-
lichen Leben wir durch frihzeitige Gewbhnung vertraut geworden
sind, treffen wir in der Waissenschaft wieder an; und wie im tig-
lichen Leben beim Gebrauche jener Ausdriicke zugleich allerhand
Beziehungen zwischen den entsprechenden Begriffen sich mit unseren
Gedanken verflechten, ohne dass wir uns davon besondere Rechen-
schaft geben, so gelingt es selbst in der strengen Wissenschaft
nicht leicht, die unbewussten Bemmischungen ganz fernzuhalten.
Eben diese Beimischungen mussen an das Licht gebracht werden,
damit die Grundlage, auf welcher sich die Geometrie aufbaut, 1n
threm wahren Umfange zu erkennen sei.

Ber der Aufsuchung neuer Wahrheiten wird man sich unbe-
denklich aller Mittel bedienen, welche zum Ziele fihren konnen.
Anders verhilt es sich mit der Prufung und Darstellung des Ge-
fundenen, welche in der Mathematik nur dann befriedigt, wenn die
neue Thatsache als eine Folge der bekannten Thatsachen erscheint.
Diese Forderung ist wohl aus der Wahrnehmung entsprungen, wie
man in der Mathematik reichheher als auf irgend emem andern
Gebiete die Moglichkeit antrifft, durch Schlussfolgerungen allem,
ohne besonderes Experiment, Neues und Richtiges aus Bekanntem

7*
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zu finden; sie wird um so sicherer von selbst erfullt, je weiter man
sich von den Grundbegniffen entfernt, je ausschhesslicher man also
mit zusammengesetzten Begnffen umgeht, die wegen ihrer nicht
gemeinfasslichen Bedeutung keine Relationen zulassen, welche sich
unbemerkt m eme Schlussfolgerung emschleichen konnten ~Wenn
nun die Mathematik an die streng deductive Methode, der sie ge-
recht zu werden vermag, sich wirkhich bindet, so darf man hierin
kemen tberfiussigen Zwang erblicken Der Werth jener Methode
besteht darm, dass die 1hr entsprechende Auffassung des Beweis-
verfahrens alle Willkur ausschliesst, wahrend bei jeder andern Auf-
fassung die Unanfechtlarkeit der Beweise aufhort, weil der Be-
urtheiling keine scharfe Grenze gezogen werden kann  Die
Unanfechtbaikeit der Beweise, durch welche die Lehrsiitze auf die
Grundsatze zurickgefuhrt werden, im Verein mit der Evidenz der
Grundsatze selbst, welche durch die emnfachsten Erfahrungen ver-
biirgt sein sollen, giebt der Mathematik den Charakter hochster
Zuverlissigkeit, den man ihr zuzuschreiben pflegt Um diese Eigen-
schaften iiberall zu erzielen, wird man sich allerdings zu mancher
Weitliufigkeit genothigt sehen; aber auf der andern Serte werden
gerade durch eme pricise Darstelling gewisse Veremnfachungen er-
moglicht. Zundchst hat die erhdhte Verwendbarkeit der Beweise
sich schon wiederholt als nutzlich erwiesen (vgl S. 99). Sodann —
und darauf mochte 1ch hier das Hauptgewicht legen — erkennt
man bei solcher Darstellung die Entbehilichkeit gewisser Bestand-
theile, welche gewohnhertsmassig mit uberhefert werden. Die Wis-
senschaft schopft einen Theil ihres Stoffes unmittelbar aus der
Sprache des taglichen Lebens. Aus dieser Quelle sind Ausdrucks-
weisen und Anschauungen, mit denen man wissenschafthiche Sktze
nicht formuliren sollte, auch m die Mathematik hineingelangt und
dort die Veranlassung geworden, dass gewisse Partieen unklar er-
schemen, und dass sich zahlreiche Discussionen, namentlich iber
geometrische Dinge, erhoben haben, Welche Rolle die emnzelnen
Begriffe und Relationen in dem Systeme spielen, wieweit sie fir
das Ganze nothwendig oder entbehrlich sind, tritt nur bei absolut
strenger Darstellung an den Tag. Erst wenn auf solchem Wege
die wesentlichen Bestandtheile vollstindig gesammelt, die uberfliis-
sigen aber ausgeschieden sind, wird man fur jene Discussionen,
sowert sie nicht dadurch gegenstandslos werden, die richtige Grund-
lage besitzen.



§ 18 Von den congruenten Figuren 101

§ 13. Von den congruenten Figuren.

Bei der geometrischen Betrachtung einer Figur wird immer
vorausgesetzt, dass ihre Bestandtheile emmem festen Korper ange-
horen oder doch mit emmander in hinreichend fester Verbindung
stehen. In den bisherigen Entwickelungen wurde sogar angenom-
men, dass alle in einer und derselben Betrachtung auftretenden Ele-
mente eine Figur im obigen Sinne bilden, und wenn also zwei
Figuren in Beziehung gebracht wurden, wie dies z. B. bei der Er-
klirung der Perspectivitit geschah, so mussten jene Figuren mit
emander fest verbunden sein.

Wir werden jetzt, um den Begriff der Congruenz einzufiihren,
uns hir einige Zeit auf Figuren beschrinken, welche nur aus Punk-
ten zusammengesetzt sind, und zwar aus eigentlichen Punk-
ten. Wir halten daran fest, dass jede Figur auf emem festen
Korper verzeichnet ist, aber wir verlangen micht, dass alle gleich-
zetblg betrachteten Iiguren sich auf emnem und demselben festen
Korper befinden. Ist eine Figur abcd gegeben, so darf man die
Punktgruppen ab, ac, abe u. s. w. ebenfalls Figuren nennen; aber
wenn zwel Figuren ef und gl gegeben sind, so kommt der Punkt-
gruppe ¢fgh der Name einer Figur nicht nothwendig zu, weil die
Figuren ef und gh moghcherweise gegen einander beweglich sind.

Es seien, um mit dem emnfachsten Falle zu begmnen, zwei fest
verbundene Punkte ab gegeben und zwer ebenfalls fest verbundene
Punkte a'd’. Die Figuren ab und a'd’ sind entweder gegen ein-
ander beweglich oder nicht. Wir nehmen zuerst an, dass sie gegen
emander beweglich sind. Man kann dann (nachdem etwaige sto-
rende Bestandtheile der festen Korper beseitigt sind) die ‘Figuren
bewegen, bis die Punkte ¢ und o anemnanderstossen oder die Punkte
D und b. Wenn es gelingt, beides gleichzeitig zu bewirken, so
sagt man, dass die Figuren ab und @'t zum Decken gebracht
sind, und wenn die Figuren hierauf wieder beliebig bewegt wer-
den, so wird von ihunen gesagt, dass sie emmander zu decken ver-
mogen. ‘

Wie mmmer die Figur ab gegeben semn mag, so kann man
Figuren herstellen, welche mm Stande sind, ab zu decken. Man
wird sich dazu ewes festen Korpers bedienen, welcher die Punkte
a und b gleichzeitig zu bertihren vermag; auf emem solchen wer-
den zwer Punkte ¢ und 8 so gewihlt, dass die Figuren @b und «fg
sich zum Decken bringen lassen. Man bewegt z B. einen Stab
(Maasstab, Lineal) an die Punkte ¢ und b heran und vermerkt auf
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ihm die Stellen, welche an o und b stossen; oder man stellif die
Spitzen emes Zirkels auf die Punkte ¢ und b, so dass die Spitzen
mit @ nnd B bezeichnet werden konnen. Es ist gleichgultig, WelGI.le
Spitze auf @, welche auf b gestellt war; uberhaupt, wenn die
Figur «f im Stande war ab zu decken, so kann sie auch
mit ba zum Decken gebracht werden.

Ich kebre jetzt zu den Figuren b und a0’ zurick, von denen
vorlaufig angenommen wurde, dass sie gegen einander beweglich
sind. Mit «p bezeichne 1ch emne gegen ab und &'l bewegliche
Figur, welche mit ab zum Decken gebracht werden kann, und
priife, ob auch @b’ und «f zum Decken gebracht werden kénnen.
Es zeigh sich, dass diese Priifung die vorige, bei welcher ¢b und
&' unmittelbar verglichen wurden, vollstindig ersetzt, d. h. wenn
(ausser ¢b und «f auch) a'b’ und «f sich decken konnen, so kon-
nen ab und a’'d’ sich decken, und umgekehrt Wenn von den drer
Figuren ab, o'V, B eine die beiden andern decken kann, so kénnen
diese beiden sich decken.

Sehen wir jetzt ganz davon ab, ob die Figuren b und «'?%’
gegen einander beweglich sind oder mnicht Ich kann jedenfalls
eine Figur herstellen, welche gegen jene beiden Figuren beweglich
ist und mit der einen zum Decken gebracht werden kann. Ist es
mbglich, eme und dieselbe Figur sowohl mit ¢b als auch mit o'l
zum Decken zu bringen, so heissen die Figuren ab und o' con-
gruent.

Wenn die Figuren ab und a'd" gegen einander beweglich sind,
so erweisen sie sich als congruent, wenn sie sich zu decken ver-
mogen, und es 1st alsdann die Zuziehung einer dritten Figur nicht
nothig. Wenn die Figuren b und ¢'b’ mit emander fest verbun-
den, z B. auf emer und derselben Platte verzeichnet sind, so 1st
es zwar unicht unmdglich, die feste Verbindung zu losen; aber es
ist immer erwimscht, unter Umsténden sogar nothwendig, ein anderes
Mittel zur Vergleichung zu besitzen. In der That sind wir gewohnt,
solche Figuren durch Vermittelung einer Hulfsfigur zu vergleichen,
welche m der Regel durch zwer Punkte an emem Stabe oder durch
die Spitzen eines Zirkels dargestellt wird. Und diese Vermittelang
ist geradezu nothwendig, wenn die Figuren o) und a'b’ einen oder
beide Punkte gemein haben. Es sollte nicht ausgeschlossen werden,
dass o’ mit o zusammenfillt oder mit b; es konnen innerhalb emer
Figur abd” die Theile ¢b und @b’ congruent semn. Auch 1st schon
oben die Figur ba neben der Figur ab aufgetreten, und wir haben
bemerkt, dass eine und dieselbe Figur im Stande ist, jene beiden
zu decken Die Figuren ab und ba sind demnach con-
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gruent zu nennen, ohne dass sie eme directe Vergleichung ge-
statten.

Wir haben, wenn auch zunachst nur fiir den emnfachsten Fall,
einen neuen Grundbegriff eingefiihrt, ndmlich den Begniff zweier
Figuren, welche zum Decken gebracht werden kénnen, und mit
Hilfe desselben die Bedeutung des Wortes ,congruent* erklsrt.
Wir haben zugleich mehrere sehr einfache, auf den neuen Begniff
beziigliche Thatsachen erwihnt, welche unmittelbar aus der Erfah-
rung zu entnehmen sind. Diese Thatsachen und eine Reihe anderer
von gleicher Beschaffenheit habe ich jetzt als Grundsiitze zu for-
muliren, nach deren Herstellung wieder die deductive Entwickelung
Platz greift lch spreche zuerst den folgenden Grundsatz aus:

I. Grundsatz. — Die Figuren ab und ba sind congruent.

Sind drei Figuren abd, a'0’, a”0” gegen emander beweglich, so
1st schon constatirt worden, dass a'8" und ¢”b” einander decken
konnen, wenn ab beide zu decken vermag Sehen wir aber wieder
davon ab, ob die Figuren fest verbunden sind oder nicht, und setzen
wir voraus, dass ¢b und a'd’ congruent sind, zugleich auch ab und
«’b’. BEs kann also eme Figur ¢f zum Decken gebracht werden
mit ab und «'?’, ferner eine Figur ¢'f mut ab und a”d"; af ist
gegen ab uud «'l’, o § gegen ab und a”b” beweghch Die Figuren
ab und «f sind congruent; da sie moglicherweise fest verbunden
sind, so sei AB eine gegen die vorigen bewegliche Figur, welche
ab decken kann. Es konnen sich alsdann decken AB und ab,
aB und ab, &' und ab, folghch AB und «f, 4B und «f;
ferner o’b" und «f, a”b” und B, folghch 4B und &b, AB und
oV, d. h. &'V und a”b” sind congruent. Sind zwei Figuren a'b’
und a”0” emer Figur @b congruent, so smnd sie ewmander con-
gruent. Diese Thatsache wird emen besonderen Fall des siebenten
Grundsatzes bilden.

Ist emne Figur ab gegeben, so kann man eine congruente Figur
a' U herstellen, von der man den einen Punkt, etwa o, beliebig
wihlen darf. Man kann nédmbich eme Figur af herstellen, welche
gegen die Figur ab und den Punkt o’ beweghch und ab zu decken
im Stande ist; mit Hulfe von af (also z. B. des Zirkels) wird so-
dann b’ aufgefunden und ndthigenfalls mut o in feste Verbindung
gebracht. Diese Thatsache ist als einfachster Fall im achten Grund-
satze mit enthalten. Hier ist jedoch hinzuzufiigen, dass in Betreff
des Punktes b noch eine bestimmte Forderung gestellt werden darf.
Der Punkt & konnte beliebig gewshlt werden; lassen wir+ihn mit
« zusammenfallen und ziehen von @ aus eine gerade Strecke nach
irgend emem Punkte ¢, so dass die Figur abc entsteht. Man kann
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verlangen, dass b’ in dieser Strecke oder m ihrer Verlingerung
uber ¢ hinaus angegeben werde; ein solcher Punkt existirt allemal
und zwar nur einer.

I1. Grundsatz. — Zur Figur abc kann man emnen und nur
einen eigentlichen Punkt & derart hinzufigen, dass ab und abt’
congruente Figuren werden und b 1n der geraden Strecke a¢ oder

¢ in der geraden Stiecke ab’ legt.
Wird also die gerade Linie g¢ mit

b g bezeichnet und in 1hr der eigentliche

/ Punkt ¢ ausserhalb des Schenkels ac

/ angenommen, so giebt es i der Geraden

b ¢ « b ¢ g gzwer (und nicht mehr) eigentliche
Fig &7 Punkte, b und b”, von denen der eme

im Schenkel ac, der andere im Schenkel ac’ liegt, so dass ab, a?’,
ab” congruente Figuren sind. Man kann " und b” etwa mit Hulfe
des Zirkels bestimmen

Betrachten wir jetzt zwei Figuren abc und a'b'¢, welche aus
je drei Punkten bestehen. Sie sind entweder fest mit emander
verbunden oder nicht. Um beide Falle zugleich zu berticksichtigen,
gehe ich davon aus, dass stets eine Figur ¢y herstellbar 1st, welche
gegen Jene beiden bewegt und mit der einen, etwa mit abe, zum
Decken gebracht werden kann, wobei die Punkte ¢ und «, b und
B, ¢ und y anemanderstossen Eme solche Figur lasst sich auf
jedem festen Korper verzeichnen, der die Punkte wbc gleichzeitig
zu beruhren vermag. Ist es moglich, eme und dieselbe Figur «py
sowohl mit abc¢ als auch mit o'b’¢" zum Decken zu bringen, so
heissen die Figuren abc und a'd'c’ congruent. Jetzt 1st es aber
nicht mehr gleichgiltig, in welcher Reihenfolge die Punkte ge-
schrieben werden. Wenn die Figur afiy im Stande 1st abe zu
decken, so 1st sie 1m Allgemeimen nicht im Stande dac zu decken
Wenn die Figuren abc und «'b'¢ congruent sind, so sind zwar
auch bac und b'a’c congruent, aber 1m Allgemeinen nicht bac
und a'b’¢’. Die zusammengehtrigen Punkte, @ und &, b und ¥, ¢
und ¢/, werden homologe Punkte der congruenten Figuren genanni.

Mit der Figur abc 1st die Figur ab als em Thel gegeben,
welcher mit der Figur ¢f zum Decken gebracht werden kann Ist
nun ¢fy im Stande, abe und a'b'¢ zu decken, konnen also «f
und @'’ sich decken, so sind die Figuren @b und a'b’ congruent.
Wir werden die Figuren b und o'%, ac¢ und a'¢, bc und ¥'¢
homologe Theile der congruenten Figuren abc und a'b'¢
nennen. Dass solche homologe Theile congruent sind, bildet einen
besonderen Fall des sechsten Grundsatzes.
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Die Figur abc kann aus drei Punkten einer Geraden bestehen
Nehmen wir an, dass ¢ i der Geraden ab zwischen o und b liegt,
dass die Figuren @b und ¢'b’ mit «f zum Decken gebracht werden
konneu, und dass ¢ mit b, o' mut V', ¢ mit § durch gerade Strecken
verbunden sind Bringe ich ab und «f zum Decken, so nehme
ich wahr, dass die Punkte der Strecke b an die Punkte der Strecke
o stossen und umgekehrt, und man sagt daher, dass die Strecken
ab und ¢f zum Decken gebracht seien; zugleich ergiebt sich ein
i c b bestimmter Punkt p der Strecke af, welcher an
. o den Punkt ¢ stésst. Auch die Strecken «p und
.- ——=e '} werden sich decken konnen, und man nennt
@ ¢ ¥ deshalb die Strecken ab und a’'¥’ congruent. Bringt
man nun die Strecken «f und ¢'d’ zum Decken, so ergiebt sich ein
bestimmter Punkt ¢ der Strecke a’b’, welcher vom Punkte y gedeckt
wird, so dass abc und @' ¢ congruente Figuren sind

III. Grundsatz. — Iinegt der Punkt ¢ innerhalb der geraden
Strecke @b und smd die Figuren abe und a'b'¢’ congruent, so liegt
der Punkt ¢’ innerhalb der geraden Strecke a'd’

Congruente Strecken kommen in Betracht, wenn eme Strecke
al it einer anderen uy gemessen werden soll Nach den Vorbe-
merkungen zum zweiten Grundsatze kann ich auf dem Schenkel ab
den Punkt ¢, so angeben, dass a¢, und wuv congruente Figuren
werden; es handelt sich hier nur um den Fall, wo ¢, zwischen o
und b zu hegen kommt. Ich kann (IL) de Strecke a¢, bis ¢, —
und zwar npur auf emne Art — so verlingern, dass die Strecken
¢,a und ¢ ¢, congruent werden, folglich auch ac, und ¢c,. Ebenso
kann ich die Strecke ¢,¢, um die congruente Strecke ¢,¢, verlin-
gern, diese um die congruente Strecke ¢j¢, u s f. Beim Messen

Il L
@ 6 Ca Cy Cy n b n 1

o
(=

wird jedoch em bestimmtes Ziel erstrebt und auch erreicht Man
verfolgt namlich die Rethe der Punkte ¢ ¢yc; . . nur bis zum Punkte
C», wenn b entweder mit ¢, zusammenfallt oder von den Punkten
¢n und ¢,..; emgeschlossen werden wiirde, und zu emem solchen
Punkte ¢, kann man allemal durch eme endliche Anzahl von Con-
structionen gelangen.

IV. Grundsatz. — Liegt der Punkt ¢, innerhalb der geraden
Strecke ab, und verlingert man die Strecke a¢, um die congruente
Strecke ¢,c,, diese um die congruente Strecke ¢,¢y u. s. f., so ge-
langt man stets zu einer Strecke ¢a¢n+1, welche den Punkt b
enthlt.
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Betrachten wir wieder die Figur ab¢, aus dier Punkten emer
Geraden bestehend, und nehmen wir jetzt an, dass die Strecken ac
und b¢ congruent, also ¢ zwischen o und b gelegen 1st. Fine Figur
«By werde hergestellt, welche abc zu decken vermag. Werden die
Strecken ba und «f zum Decken gebracht, so deckt p einen be-
stimmten Punkt der Strecke d«, der von ¢ micht verschieden sein
kann; die Figuren abc und bac snd demnach congruent. Aber
auch wenn abe nicht in gerader Linie liegen, wird dieselbe Beob-
achtung gemacht.

Y. Grundsatz. — Wenn m der Figur abc¢ die Strecken ac
und be congruent sind, so sind die Figuren ab¢ und bac congruent.

Diese Thatsache kann noch 1n anderer

£ Form ausgesprochen werden. Wenn ca
~__  und ye behehige Strecken, aber mnicht
“ Fig 38 O fest verbunden smnd, so kann man se

gegen einander bewegen, bis die Punkte ¢

und y aneinanderstossen und zogleich entweder ¢ an einen Punkt

der Strecke ya oder @ an emen Punkt der Strecke ca. Es wird

dann jeder Punkt des Schenkels ¢« von einem Punkte des Schen-

kels ya gedeckt und umgekehrt, und man wird daher sagen, es

seien die Schenkel ¢a und p @ zum Decken gebracht. Wenn m der

Figur abe die Streckeu ca und ¢b zu verschiedenen Geraden ge-

horen, ebenso in der Figur «fiy die Strecken ye und y#, und die

Figuren nicht fest verbunden sind, so kann man sie bewegen, bis

die Schenkel ca und pe« sich decken oder die Schenkel ¢b und p8.

Gelingt es nun, beides gleich-

c ¥ zeitig zu bewirken, so sagt man,

es seien die Wmkel acb und ¢y

" zum Decken gebracht®). Wenn

/ die Winkel acd und «yf sich

cz/ g decken kémnen, so braucht dies

von den Figuren acd und aypf

nicht zu gelten; dazu st viel-

mehr noch nothwendig und hinreichend, dass die Strecken ¢u und
y&, ¢b und yB congruent sind.

Es seilen jetzt zwer Figuren ad ¢ und «'0’¢’ gegeben; die
Strecken ce und ¢b sollen zu verschiedenen Geraden gehdren, eben-
so die Strecken ¢'a’ und ¢'0. Immer lisst sich eme gegen ube
und «’'b'¢’ beweghche Figur ey so herstellen, dass die Winkel ¢¢b
und apf sich decken konnen (Transporteurj, und zwar !ist es

*) Eme Defimtion des Winkels wird hier meht bealbsichtigt.

¥ig 39
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gleichgultig, in welcher Anordnung die Schenkel auf einander ge-
legt werden, d. h es kdnnen auch die Winkel bca und ayf sich
decken. Ist es mdglich, einen und denselben Winkel «yf mit den
Winkeln acb und «'¢'%’ zum Decken zu bringen, so heissen die
Winkel acd und o'¢'t" congruent. — Es seien zwei congruente
Winkel ach und o ¢’V vorgelegt; die Figuren acb und «'¢'b’ brau-
chen alsdann nicht congruent zu sein. Ich kann aber die Figur
«fBy so wihlen, dass die Figuren acb und ¢y sich decken kénnen;
damit auch die Figuren a'¢'d” und «yf sich zum Decken bringen
lassen, ist noch die Congruenz der Strecken ¢’ und yea, ¢'0’ und
7 B nothwendig und hinreichend. Sobald daher ca und ¢ «’, ¢b und
¢'b’ congruente Strecken sind, so sind auch die Figuren acb und
@ ¢ (oder abe und a'b'¢’) congruent.

Hiernach sind die Winkel ac¢b und bea stets congruent. Nimmt
man aber insbesondere congruente Strecken ca und ¢b, so sind
auch die Figuren «bc¢ und bac congruent, wie im finften Grund-
satze behauptet wurde. -

Es ist nup an der Zeit, Figuren zu betrachten, welche aus
beliebig vielen Punkten bestehen. Die Figuren abe¢d ... und
a'b’dd... seen aus gleichvielen Punkten zusammengesetzt. Immer
ist eine Figur efyd . . herstellbar, welche gegen jene beiden be-
wegt und mit der emen zum Decken gebracht werden kann, wobei
die Punkte @ und @, b und B8 u. s w. aneinanderstossen. Ist es
moglich, die Figur ¢fyd ... mit beiden gegebenen Figuren zum
Decken zu bringen, so heissen diese congruent. Die Congruenz ist
aber von der Wahl der Figur ¢3pd .. nicht abhingig; haben sich
die Figuren abed ... und a’''¢d . .. als congruent erwiesen, und
kann man eine von ihnen auf die gegen beide bewegliche Figur
ABCD... legen, so lisst auch die andere sich auf ABCD ...
legen. Man mag deshalb das Wesen der congruenten Figuren durch
die Aussage bezeichnen, dass jede die Lage der anderen einzuneh-
men 1m Stande 1st.

Um die Congruenz der Figuren abed .. und a'b'c'd ... zu
erkennen, wird eine Hilfsfigur e¢fyd ... benutzt, und es werden
einmal die Punkte ¢ und «, b und  u. s w nut einander 1 Be-
rihrung gebracht, das andere Mal die Punkte ¢’ und «, " und g
u. s. w Dieser Zusammengehorigkeit entsprechend, "heissen ¢ und
a homologe Punkte, ebenso b und b u. s w. Jedem Theile
der Figur abed... entspricht ein Theil der Figur o'b'c’'d” . . .,
nimlich der aus den homologen Punkten zusammengesetzte, wel-
chen wir den homologen Theil nennen durfen, und je zwei
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homologe Theile konnen mit emem gewissen Theile der Figur
«By0d....zum Decken gebracht werden.

VI. Grundsatz — Wenn zwei Figuren congruent sind, so
sind auch thre homologen Theile congruent®).

Es ist hier nicht ausgeschlossen, dass homologe Theile zu-
sammenfallen, z. B bei zwei congruenten Figuren abe¢ und abc.
In der That sind wir berechtigt, jede Figur sich selbst con-
gruent zu nennen, wobe: aber jeder Punkt sich selbst homo-
log ist und mithin nicht an digjenge Congruenz gedacht werden
soll, welche zwischen den Strecken b und ba, zwischen den Win-
keln acb und bea stattfindet. Wenn ber zwer congruenten Figuren
ein Punkt sich selbst entspricht, so kann man sagen: Die Figuren
haben den Punkt entsprechend gemein.

Vom sechsten Grundsatze war schon an fritherer Stelle ew
besonderer Fall erwihnt worden; die gleiche Verallgememnerung
wird noch zwei anderen friheren Bemerkungen zu Theil. Man nehme
an, dass die Figuren a'¥'¢d . und a”0"¢"d”... einer dritten
Figur abed . .. congruent smd; es ist dann 1mmer moglich, eine
Figur ABCD ... herzustellen, beweglich gegen jene drer Figuren
und fahig die letzte zu decken; mit ewmer solchen Figur 4B CD.
konnen auch die beiden erstgenannten Figuren zum Decken ge-
bracht werden

VII. Grundsatz. — Wenn zwer Figuren einer dritten con-
gruent sind, so sind sie emander congruent

Wenn ferner eine Figur ab und ein Punkt o iwrgendwie ge-
geben smd, so kann man (wie bereits erwahnt) mit dem letzteren
einen Punkt b’ so verbinden, dass ab und a'b’ congruente Figuren
sind. Wenn aber die Figuren abe¢ und a'b’ gegeben sind, so kann
man mit der letzteren nicht immer einen Punkt ¢ so verbinden,
dass abc und &' b’c congruente Figuren sind; vielmehr ist hierzu
die Congruenz der Figuren ab und o'd" nothwendig und ausreichend.

Ueberhaupt wenn die Figuren abe ...kl und o'b’¢ « .. gegeben
sind und zwischen abe . k und @'0'¢ ...% Congruenz stattfindet,
so ldsst sich der Punkt 7' so anbringen, dass abc .. k! und

ab¢ ..ET congruente Figuren werden Um emen solchen Punkt
zu erhalten, wird man eme Figur A BC ... KL herstellen, welche
gegen die beiden gegebenen bewegt und mit abec . . %l zum Decken
gebracht werden kann, und diese Figur bewegen, bis ABC .. K

*) Ich muss diesen Satz unter die Grundsatze aufnchmen, um nicht ge-
néthigt zu sewn, in den spateren Paragraphen auf die Definition der Congiluenz
ruruckzugehen
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und a’d’¢’ ...k sich decken. Alle diese Thatsachen umfasst der
folgende Grundsatz, sobald man zulasst, dass ein einzelner Punkt
eine Figur bildet und zwei Punkte immer zu den congruenten Fi-
guren gerechnet werden.

VIIL. Grundsatz — Wird von zwer congruenten Figuren
die eine um einen eigentlichen Punkt erwertert, so kann man die
andere um emen eigentlichen Punkt so erweitern, dass die erwei-
terten Figuren wieder congruent sind.

In den beiden emfachsten Fillen kann man aber die hiermit
ausgesprochene Moglichkeit noch hinausgehen Soll nimlich bei
gegebenem « die Figur ab congruent der gegebenen Figur fg her-
gestellt werden, so darf man noch fordern, dass b 1n eine durch «
beliebig gezogene Gerade fillt (II.), und hat in der letzteren zwi-
schen zwer Punkten auf verschiedenen Seiten von o die Wahl
Aehnliches findet nun statt, wenn die Figuren ab und fgh so ge-
geben werden, dass «b und fg congruent sind, und die Figur abec

congruent mit fg % bestimmt
e

L werden soll; daber 1st je-
N o 3 doch vorauszusetzen, dass
£ / \ fgh nicht mm gerader Linie
o g liegen. Hs sei namlich
Fig 40 FGH eme gegen ab und
fgh bewegliche Figur, wel-
che fgh zu decken vermag, so dass auch ad und F'G sich decken
konnen. Ist alsdann durch die Punkte ¢ und 0 irgend eme Ebene
gelegt, so kann man FG H bewegen, bis nicht bloss F'G und ab
sich decken, sondern auch gleichzeitig H einen Punkt der HEbene
deckt, und zwar kann dies auf zwei Arten geschehen In der ge-
gebenen Ebene findet man demnach zwei Punkte ¢ und d, welche
Kiguren abc und abd congruent mit fgh liefern, und man bemerks
uberdies, dass ¢ und d auf verschiedenen Seiten der Geraden ab

liegen.

IX. Grundsatz. — Sind zwei Figuren ab und fgh gegeben,
fgh mcht in emer geraden Strecke enthalten, abd und fg con-
gruent, und wird durch @ und b eme ebene Flache gelegt, so kann
man in dieser oder i ihrer Erweiterung genau zwei Punkte ¢ und
d so angeben, dass die Figuren abc und abd der Figur fgh con-
gruent sind, und zwar hat die Strecke cd mit der Strecke ab oder
deren Verlangerung emen Punkt gemein

Mit anderen Worten, unter Berlicksichtigung friherer Bemer-
kungen: Sind zwei Figuren ab und fgk gegeben, fgh micht iu
gerader Linie, und wird durch @ uud b eine Ebene gelegt, so kann
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man in dieser — und zwar nicht bloss auf eine Art — den Punkt ¢
so angeben, dass die Winkel abc¢ und fgh congruent sind; liegen
aber in emer Ebene die Punkte ¢ und ¢ auf derselben Seite der
Geraden gb, so sind die Wimnkel abc und abc¢’ nicht congruent.

Wenn wir aber jetzt von zwei Figuren ab¢ und fgh: ausgehen
und die Figuren abc und fgh als congruent voraussetzen, so werden
wir zu einem analogen Grundsatze nicht gefuhrt Lésst nfimhch
die Figur abc auf mehr als eine Art sich zu emer mit fghz con-
gruenten Figur erweitern, etwa zu abed und abee, so smnd die
Figuren abcd und abee congruent. Bei der Frage, ob solche Fi-
guren congruent semn kéunen, werden wir annehmen, dass sie
keine Planfiguren sind; der andere Fall wird aus den fruheren
Grundsitzen eiledigt. Liegt nun d ausserhalb der Ebene abc, und
wird mut abed eine Figur «fyd zum Decken gebracht, so stellt
es sich als unmbglich heraus, abce und «fyd zum Decken zu
bringen.

X. Grundsatz — Zwei Figuren abed und abce, deren Punkte
nicht m ebenen Flichen liegen, sind nicht congruent.

Man gewinnt emen andern Ausdruck fir diese Thatsache in
folgender Betrachtung

Sind die Punkte abcd rnicht m emer Ebene enthalten und
wird die Gerade ¢b mit m bezeichnet, so entsteht em ,,Winkel“
¢md mit der ,,Kante“ m und den Schenkeln me¢ und md. Es sex
die Figur afByd gegen die vorige beweglich; die Gerade ¢ hesse g.
Man kann die Figuren gegen emander bewegen, bis die Schenkel
mec und gy sich decken (d h. jeder Punkt des emnen an einen
Punkt des andern stosst, msbesondere jeder Punkt der Geraden m
an einen Punkt der Geraden w) oder die Schenkel md und wd.
Tritt beides zugleich ein, so sagt man, die Winkel ¢md und yud
seten zum Decken gebracht Wenn die Figuren abed und afyd
sich decken konnen, so gilt dies auch von den Winkeln ¢md und
pyud. — Sind auch die Punkte a'b’'¢’d nicht i einer Ebene ent-
halten und bedeutet m’ die Gerade a'd’, so kann es vorkommen, dass
ein Winkel pud die beiden Winkel ¢md und ¢m'd zu decken ver-
mag; die letzteren heissen alsdann congruent. Wenn die Figuren
abed und a'b’'c’'d’ congruent sind, so sind es auch die Winkel cmd
und ¢'m’d. Nehmen wir nun ausserhalb der Ebene abc den Punkt ¢
auf derselben Seite mit &, dann liegen liberhaupt die Schenkel md
und me auf derselben Seite der Ebene wbc, mithin entweder der
Schenkel md zwischen mc und me (im Winkel cme) oder me zwi-
schen mc und md (1im Winkel ¢md). Man bemerkt aber, dass be:
solcher Lage die Winkel ¢md und ¢me nicht congruent sind. Daraus
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folgt, dass die Figuren abed und abee nicht congruent sind, wenn
d und e auf derselben Seite der Ebene abc liegen

Nehmen wir endlich die Punkte d und e auf verschiedenen
Seiten der Ebene abe, so ist es der Unterschied zwischen Rechts
und Links, welcher hier verwendet werden kann. Wenn namlich
emn Beobachter auf der Seite des Punktes ¢ den geraden Weg von
a nach b zurucklegt, so ist fur i1hn der Punct ¢ entweder rechts
oder links gelegen; geht der Beobachter jedoch auf die Seite des
Punktes ¢ fiber, so erscheint thm rechts, was zuvor links gelegen
war, und umgekehrt. Es seien nun abed und ¢'b’¢’d congruente
Figuren; die Figur efy 0 sei fihig beide zu decken. Dann tber-
tragen sich erfahrungsgemiss die Bezeichnungen Rechts und Links
von der Figur abed auf afyd, von dieser auf o'b'c’d m unver-
dnderter Weise. Da eine gleiche Uebertragung von der Figur abcd
auf abce nicht stattfindet, sobald d und e auf verschiedenen Seiten
der Ebene abc liegen, so sind soleche Figuren nicht congruent.

§ 14. Ausdehnung der Congruenz auf beliebige Elemente.

In den vorstehenden Grundsitzen treten als Elemente von con-
gruenten Figuren nur Punkte und zwar eigentliche Punkte auf. In
den beigegebenen Eilauterungen ist zwar diese Emschrinkung nicht
beobachtet worden; doch sollen fur unsere ganze Entwickelung aus-
schliesslich die Grundsitze massgebend sein, und 1ch werde dem-
gemdss im Folgenden nur diejenigen Thatsachen und Begnffe be-
nutzen, welche in den Grundsatzen iiber die congruenten Figuren
oder schon in fritheren Grundsatzen enthalten sind oder aus solchen
abgeleitet werden .

Wenn abe a’t' ¢’ eigentliche Punkte, abc und ¢'d"¢’ congruente
Figuren, abc¢ Punkte einer (Geraden sind, so lehrt der dritte Grund-
satz in § 13, dass auch a'b'¢ in einer Geraden liegen; wenn also
die eine von zwei congruenten Figuren eine gerade Punktreihe ist,
so gilt dies auch von der andern; und wenn in der einen von zwer
congruenten Figuren eine gerade Punktreibe auftmtt, so bilden die
homologen Puunkte der andern ebenfalls emne gerade Punktreihe
(VI. Grundsatz in § 13). Ist in der einen Punktreihe etwa ¢ zwi-
schen a und b gelegen, so legt in der homologen Reihe ¢ zwi-
schen ¢ und 3 (III. Grundsatz m § 13); durch die getrennte
Lage zweler Paare der emen Reihe wird demnach die getrennte
Lage der homologen Paare bedingt

Es soll fortan gestattet sein, die Verbindungslinie zweier Pnnkte
der emen Figur zugleich mit der Verbindungslinie der homologen
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Punkte der congruenten Figur in die betreffenden Figuren aufzu-
nehmen, welche auch nach einer solchen Erweiterung congruent
genannt werden; die beiden (eigenthichen) Geraden heissen homo-
log. So oft m der emen Figur em Punkt und eme Gerade an-
einanderliegen, gilt dasselbe von den homologen Elementen; so oft
m der einen Figur zwei Geraden sich in emem eigentlichen Punkte
schneiden, gilt dasselbe von den homologen Geraden, und zwar
konnen die Durchschnittspunkte als homologe Punkte hinzuge-
nommen werden

Wenn abeda'Vcd’ eigentliche Punkte, abcd und a'bv'cd
congruente Figuren, abed Punkte emer Ebene sind, so mussen
auch o' ¢d m emer Ebene legen; denn nach dem 12. Lehrsatze
des § 2 haben entweder die Geraden ad und be¢, oder bd und ac,
oder ¢cd und ab einen eigentlichen Punkt gemem, und das Gleiche
gilt also von den homologen Geraden Wenn daher die emne von
zwer congruenten Figuren oder em Theil von ihr aus Punkten einer
Ebene besteht, so liegen auch die homologen Punkte der andern
Figor m emer Ebene. Wir wollen fortan zulassen, dass die Ebene
dreler (nicht 1 emer Geraden gelegenen) Punkte der emnen Figur
zugleich mit der Ebene der homologen Punkte zu den betreffenden
Figuren hinzugerechnet werde, auch nach der Erweiterung sollen
die Figuren congruent, die beiden (exgentlichen) Ebenen homolog
hewssen. So oft alsdann in der einen Figur ein Punkt und eme
Ebene, oder eine Gerade und eme Bbene aneinanderhegen, gilt
dasselbe von den homologen Elementen; so oft in der emen Figur
zwer Ebenen in einer eigentlichen Geraden, oder eme Gerade und
eine Ebene 1 emem eigentlichen Punkte sich schneiden, erfolgt
dasselbe bei den homologen Elementen, und zwar konnen die Durch-
schnittshnien resp. Durchschmttspunkte als homologe Elemente
hinzutreten.

Ueberhaupt kommt jede Ei1genschaft von Elementen
der einen Figur, welche sich nur auf das Aneinander-
liegen der Elemente und die Anordnung von Punkten
in Geraden bezieht, auch den homologen Elementen der
congruenten Figur zu Insbesondere wenn in der einen Figur
zwei Paare von Greraden eines eigentlichen Buschels getrennt liegen,
so gilt das Gleiche fiir die homologen Geraden.

Zu gegebenen congruenten Figuren, die aus eigentlichen Punkten
bestehen, konnten eigentliche Geraden und Ebenen, welche jene
Punkte verbinden, hinzugenommen werden. Aber der achte Gruad-
satz des § 13 gewdhrt auch die Moghehkeit, die Figuren durch be-
liebige eigentliche Punkte und in Folge dessen, wie sich zeigen
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wird, berhaupt durch beliebige Elemente zu erweitern. Um nun beur-
theilen zu konnen, wieweit dabei eine bestimmte Zuordnung von homo-
logen Elementen entritt, miissen einige Satze eingeschaltet werden.

Wewn fghik ewgentliche Punkte smd, fgh nicht e gerader Lune,
so smd e Figuren fghe und fghk nicht congruent. Zum Beweise
nehme ich ausserhalb der Ebene fg% den eigentlichen Punkt I be-
liebig, von 4 verschieden; da die Ebenen fgl, fhl, ghl nur den
Punkt 7 gemein haben, so wird mindestens eine von ihmen den
Punkt + nicht enthalten, etwa die Ebene fgl. Waren nun die Fi-
guren fght und fghk congiuent, so konnte man den eigentlichen
Punkt m so angeben, dass fghel und fghkm, mithin auch fghl
und fghm congruent sind, und da dann fghm so wemg wie fghl
m einer Ebene liegen, so konnte (X. Grundsatz in § 13) m von I
nicht verschieden sein; es wiren also die Figuren fgel und fgkl
keine Planfiguren und dennoch congruent, im Widerspruch mit
demselben Grundsatze.

Wenn abcedfghil. eigentliche Punkte smd, abe micht in gerader
Lime, abed und fghi congruente Figuren, so sund die Figuren abcd
und fghk mcht congruent. Denn es liegen dann auch fgh nicht m
gerader Linie; waren nun abed und fghl congruent, so wiren es
(VIL. Grundsatz m § 13) auch fghe und fghk, im Widerspruch
zum vorigen Satze.

Die aus egenthichen Punlten bestchenden Figuren abed, fgho
und fghl konnen also nur dann unter emander congruent sewn, wenn
entweder © und k susammenfallen oder abe wm eine Geraden liegen.

Dies vorangeschickt, seien F' und F"’ zwei congruente Figuren,
und zwar werde vorausgesetzt, dass in der Figur F drer micht in
gerader Lime gelegene (eigentliche) Punkte abc¢ vorkommen; die
homologen Punkte &'d"¢” in der Figur F” sind dann auch nicht in
gerader Linie gelegen. Wird mit & irgend ein eigentlicher Punkt
(von abe verschieden) bezeichnet, so gehtrt entweder d zur Figur
F — und dann sei d" der homologe Punkt der Figur F* — oder
man kann d zu F hinzufiigen und F’ um einen eigentlichen Punkt
d so erweitern, dass wieder congruente Figuren entstehen. In
beiden Fillen sind die Faguren abcd und a'd’d d” congruent; folglich
ist d’ durch abed a’'b'¢’ oder durch d und die zwischen den Figu-
ren F, I’ gegebene Beziehung (Congruenz) bestimmt. Wenn wir
daher sagen: d und d’ sind homologe Punkte bei der zwi-
schen F und F’ gegebenen Congruenz, so ist zu jedem
eigentlichen Punkte ein und nur em homologer eigentlicher Punkt
vorhanden. Wird nun weiter mit g irgend eine eigentliche Gerade

bezeichnet, sie mag zur ¥igur F' gehiren oder nicht, und smd ef

PascH, Vorlesungen. < 8
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eigentliche Punkte von g, ¢'f” die homologen Punkte, g° deren Ver-
bindungslinie, so 1st ¢° dureh g vollig bestimmt, und wir sagen:
¢ und g' sind homologe Geraden be1 der gegebenen Con-
gruenz Wird endlich mut P irgend eine eigentliche Ebene be-
zeichnet, und sind in ihr 7.2k drer eigentheche Punkte, nicht in
gerader Linie, 2'¢"k’ die homologen Punkte, P* deren Ebene, so 1st
auch P’ durch P bestimmt, und wir nennen die Ebenen PP’
homolog bei der Congruenz FF'. Vermoge dieser Congruenz
wird also jeder nur aus eigentlichen Punkten, Geraden und Ebenen
bestehenden Figur eine vollig bestimmte Figur, ndmlich die aus
den homologen Elementen zusammengesetzte, als homologe ent-
sprechen, und je zwei homologe Figuren werden congruent sein.
Zur Begriindung emes solchen Entsprechens sind zwei congruente
Figuren von der Beschaffenheit wie abe und o'd'¢ genigend

Aber das Entsprechen bleibt micht auf eigentliche Elemente
beschrankt. Es ser d emn beliebiger Punkt; man wihle irgend zwei
durch ihn gehende eigentliche Geraden Im, bestimme die homo-
logen Geraden I'm’ und bezeichne den Punkt ¢'s" mut d’. Dann
ist unter Festhaltung der Congruenz F'F’ der Punkt 4’ durch d
bestimmt, da zu emem Strahlenbindel als homologe Figur em
Strahlenbiindel gehért Wir nennen ¢ und 4" homologe Punkte;
es ist dann jedem Punkte em und nur ein homologer Punkt zuzu-
ordnen, und wenn der eme von zwel solchen Punkten emn eigent-
licher Punkt ist, so i1st es auch der andere

Wird jetzt in emer eigentlichen Geraden oder Ebene em he-
liebiger Punkt angenommen, so liegt der homnologe Punkt m der
homologen Geraden oder Ebene. Punkten auf emer beliebigen
Geraden oder auf emer beliebigen Ebene entsprechen ebensolche
Punkte. Getrennten Punktpaaren auf einer Geraden ensprechen eben-
solche Punktpaare.

. Somit unterhegt es keiner Schwierigkeit, auch jeder Geraden
eine bestimmte homologe Gerade und jeder Ebene eine bestimmte
bomologe Ebene zuzuordnen. Dadurch aber erhilt man zu jeder
(aus beliebigen Punkten, Geraden und -Ebenen bestehenden) Figur
eine bestimmte homologe Figur, und wenn wir je zwei solche k-
guren eongruent nennen, so gelten folgende Satze:

1. Congruente Figuren haben alle graphischen Eigenschaften
gemein.

2. Wenn zwei Figuren congruent sind, so sind auch 1hre homo-
logen Theile congruent.

Jede Figur ist sich selbst congruent. Zwei Punkte werden alle-
mal zu den congruenten Figuren gerechnet
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3. Wenn zwei Figuren einer dritten congruent sind, so sind
sie einander congruent.

Sobald also in der emen von zwei congruenten Figuren con-
gruente Theile vorkommen, so sind auch die homologen Theile der
andern Figur congruent.

4. Bei congruenten Figuren ist jedem eigentlichen Punkte der
emen ein eigentlicher Punkt der andern zugeordnet, mithin jedem
eigenthchen Elemente der einen ein eigentliches der andern.

5. Wird von zwei congruenten Figuren die eine um beliebige
Elemente erweitert, so kann man die andere so erweitern, dass
wieder congruente Figuren entstehen

Auch eine solche Erweiterung werden wir zu den ,,Construc-
tionen‘ rechnen.

6. Haben zwei congruente Figuren drei eigentliche Punkte,
welche nicht in emer Geraden liegen, entsprechend gemein, so
haben sie alle Elemente entsprechend gemein.

7. Haben zwei congruente gerade Punktrethen zwer eigentliche
Punkte entsprechend gemein, so haben sie alle Punkte entsprechend
gemeln.

Beweis. — Es seien ¢¢ zwei homologe beliebige Punkte
congruenten geraden Punktreihen, welche die eigentlichen Punkte
ab entsprechend gemein haben, ferner d der vierte harmonische
Punkt zu abe, d° der homologe Punkt, also auch abd'd harmo-
nisch. Ist ¢ ein eigentlicher Punkt zwischen ¢ und b, also im
Schenkel ab, so liegt auch ¢’ im Schenkel ab und 1st mithin von ¢
nicht verschieden. Be: anderer Lage von ¢ ist d ein eigentlicher
Punkt zwischen ¢ und b und fillt demnach mit d' zusammen, so
dass wieder ¢ und ¢ 1dentisch sind.

Der erste, vierte und funfte®) Grundsatz des § 13 sind bisher
noch nicht zur Anwendung gekommen. Nach dem ersten Grundsatze
sind die Figuren AB und B4, wo A und B eigenthiche Punkte
bedeuten sollen, congruent. Die Strecke 4B kann also uber B
binaus bis zum eigentlichen Punkte C
derart verlingert werden, dass B4 und
B(C, mithm 4B, BA, BC und CB
congruente Figuren sind. Alsdann wird B die Mitte der Strecke
AC (oder CA) genannt, und kemn anderer eigentlicher Punkt b der
Geraden A C besitzt die Eigenschaft, congruente Strecken .4 und
bC zu liefern. In der That sind die Figuren AC und C4 con-
gruent, und man kann B’ angeben, so dass ACB und CAB’ con-

A B

*) Der vierte wnd i § 15, der funfte in § 19 gebraucht.
8*



116 § 14 Ausdehnung der Congiuenz auf beliebige Elemente

gruent sind; dann st aber B’ mit B im Schenkel 4C gelegen und
AB mit AB congruent, B’ mit B identisch. Also sind die Fi-
guren ABC und CBA congruent. Wiren noch die Strecken b A
und 5C congruent, also & in der Strecke AC gelegen, so wiren
auch die Figuren 4BCb und CBAD congruent, im Widerspruch
mit Satz 7. Wenn wir aber unter D den vierten harmonischen
Punkt zu ACB verstehen und D’ so emfuhren, dass 4CBD und
CABD congruent sind, so muss das Gebilde 0.4 BD" harmonisch,
D’ mit D 1dentisch und ABCD mit CBAD congruent sein. Man
schliesst daraus, dass D kein eigentlicher Punkt sein kann. Sucht
man zu den beiden Endpunkten und der Mitte einer
Strecke den vierten harmonischen Punkt, so wird man
zu einem uneigentlichen Punkte gefiihrt.

In jeder Strecke fg st eine Matte vorhanden, deren Construction
sich aus den bisherigen Satzen ergiebt. Wird namlich ausserhalb der
Geraden fy em eigentlicher Punkt ¢ beliebig angenommen, so exi-

stirt in der Ehene ¢fg ein be-

b stimmter eigentlicher Punkt d,

welcher mit ¢ auf derselben Seite

e d der Geraden fg liegt uud con-

™~ gruente Figuren fgc¢ und fgd

/ \ liefert; bei geeigneter Wahl des

= 1‘/ & T gy FPunktes ¢ wird d von ¢ verschie-
Fig 41 den ausfallen. Die Congruenz,

bei welcher g, gf, cd Paare von
homologen Punkten sind, lasst sich auf jedes andere Element und
zwar nur in bestimmter Weise ausdehnen. Die Ebene c¢fg und die
Gerade fg entsprechen sich selbst. Sollen demnach dd” homologe
Punkte sein, also die Figuren fgc, gfd, fgd’ congruent, so muss
d’ in der Ebene cfg liegen, aber d und d (mithin ¢ und d’) nicht
auf verschiedenen Seiten der Geraden fg, d. h. es miissen ¢ und d’
zusammenfallen. Wir haben somit noch d¢ als homologe Punkte,
cfdg, dg cf, cg df, df cg als Paare von homologen Geraden, wih-
rend die Gerade c¢d sich selbst entspricht. Da die Schenkel f¢ und
fd auf derselben Seite der Geraden fg liegen, so liegt entweder
der Schenkel fd zwischen den Schenkeln fc und fg oder (der Schen-
kel f¢ zwischen den Schenkeln fd und f¢g und im letzteren Falle)
der Schenkel gd zwischen den Schenkeln g¢ und gf. Es mag das
erstere zutreffen; dann schneiden sich ¢g und df in emem eigent-
hechen Punkte @, der sich selbst entspricht und zu den Strecken cg
und df gehort; zugleich ist ersichtlich, dass die Schenkel fd und
fg auf derselben Seite der Geraden c¢f liegen. Bisher sind nur
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eigentliche Elemente vorgekommen; die Geraden ¢f und dg haben
jedoch einen Punkt b gemein, welcher kein eigentlicher zu sein
braucht. Der Punkt b und mithin die Gerade al entsprechen sich
selbst. Xs befinden sich d und 7 auf verschiedenen Seiten dieser
Geraden, d und g auf derselben Seite, also f und g auf verschie-
denen Seiten; folglich begegnen sich ab und fg in emnem eigent-
lichen Punkte h. Auch dieser Punkt ist sich selbst homolog; also
ist er die Mitte der Strecke fg.

Noch ein sich selbst homologer Punkt in der Geraden fg 1ist
vorhanden, aber ein uneigentlicher Punkt, nfimlich der Durchschnitts-
punkt % der Geraden c¢d und fg, der vierte harmonische Punkt zu
fgh. In der Geraden ab entspricht jeder Punkt sich selbst. Ausser
dem Punkte % und den Punkten der Geraden ab treten keine sich
selbst homologen Punkte auf.

Die Punkte fg werden durh A% harmomisch getrennt. Werden
sie durch uv ebenfalls harmonisch getrennt, und gehdrt etwa v zur
Strecke fg, so werden entweder f% durch gu oder gk durch fu ge-
trennt. Wenn f% und gu getrennt liegen, so sind (§ 11 Seite 90)
auch 4 durch gv getrennt, d. h. » ein Punkt der Strecke f7; als-
dann gehtrt der homologe Punkt ¢” zur Strecke g/, und ein Theil
(§ 1, Definition 1 und Lehrsatz 2) der Strecke gv, ndmlich g/, 1st
fv congruent Wenn die ewentlichen Pumnkte fguv harmomsch sind,
f 2unschen w wnd g gelegen, so st due Strecke fv klewmer als gv.

Von zwer Strecken heisst ndmlich die eine kleiner als die
andere, wenn jene einem Theile der letzteren congruent ist. In
emer Geraden seien die Strecken ab und ed congruent, ¢ zwischen

o und b gelegen, d etwa im Schenkel

A . 4 ¢b, und es werde der eigentliche Punkt
o ‘ b ¢ bestimmt, welcher congruente Figu-
ren abc und dec’ hefert; dann sind die

Strecken ¢b und ¢¢ congruent, ¢ liegt zwischen ¢ und d, also 1m
Schenkel ¢b; folghech fillt b mit ¢ zusammen, zwischen ¢ und d.
Damit ist bewiesen, dass keine Strecke emem ihrer Theile con-
gruent ist. Sind also zwei Strecken ab und cd beliebig gegeben,
so ist ab entweder cd congruent, oder kleiner als cd (¢d grosser
als ab), oder grosser als ¢d, und zwar schliesst jede dieser Mog-

lichkeiten die beiden anderen aus.

Wenn die Strecke I kleiner oder grosser ist als die Strecke II,
so 1st sie auch klemer resp. grésser als jede mit II congruente
Strecke. Wenn die Strecke I kleiner 1st als die Strecke I, diese
kleiner als die Strecke III, so ist I kleiner als ITI. Wenn die Strecke I
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aus den Theiden 1 und 2, die Stecke II aus den Theilen 3 und 4
besteht, und es ist 1 kleiner als 3, 2 micht grosser als 4, so ist I
klemer als IL

§ 15. Herleitung einiger graphischen Sitze.

Die Lehre von den congruenten Figuren wollen wir zuniichst
benutzen, um die Stammsitze der projectiven Geometrie zu vervoll-
stindigen. Dabei muss wieder die Bestimmung festgehalten werden,
wonach alle in die Betrachtung eingehenden Elemente emne me
bilden.

Tn emer Geraden seien vier eigentliche Punkte AB,B,P ge-
geben, B, zwischen 4 und P, B, zw1schen A und By. Aus AB,B,
werden neue Punkte B, B; B, . . . durch Construction gewonnen, und
zwar sollen AB;B,B,, ABlB B,, AB,B,B,, . .. harmonische
Gebilde semn, Ferner werde die Strecke B ) D, um d1e congruente
Strecke B, C, verlingert, diese um die congruente Strecke C,0C;,
diese um dle congruente Stiecke C;C, u s. f. Wenn B, zur Strecke
AP gehort (also zur Strecke B, P), so 1st B, B, grosser als B, B,

GGG, |

A BBE. B, B, B P Biqy

d. 1. grosser als B,C,, also 4B, grosser als AC, Wenn auch B,
zur Strecke A P gehort (also zur Strecke B, P), so 1st B, B, grosser
als B,B,, mithin grosser als C,C;, also AB; grosse als AC;.
Wenn auch B, zur Strecke 4P gehort (also zur Strecke B,P), so
st By B, grosser als B,B;, mithin grosser als C3C,, also 4B,
grosser als 4C,, u s.f. Nun giebt es (IV. Grundsatz in § 13) m
der Rethe der Strecken B,C,, C,Cy, . .. eine bestiamte C,C\ i1,
welche den Punkt P enthalt (ndthigenfalls st B, fur C, zu neh-
men). Folgiich giebt es i der Rethe der Punkte B, B, B,
einen bestimmten B;.y;, dem nur Punkte der Strecke 4 P voran-
gehen, wabrend er selbst zur Strecke AP micht gehort; B, fallt
dann entweder mit P zusammen oder wird von Bj 4, durch 4 und
P getrennt.

Diese Betrachtung lasst sich derart verallgemeinern, dass sie
in jeder Geraden moghch wird Sind 4B, B, beliemge Punkte in
ewer Geraden, so ldsst sich aus ihnen eine gewisse Reihe von

I"unkten B, By B, . .. durch Construction gewinnen; es sollen niim-
lich AB,ByB,, AB,B,B;, AB;B,B,, ... harmomsche Gebilde
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sem. Aut eme solche Figur mag der Ausdruck Netz®) angewendet
werden, und zwar wollen wir B, den ersten Punkt des Netzes
nennen, D, den zweiten u. s w., 4 den Grenzpunkt, B, den
Nullpunkt. Das Netz ist durch semen Grenzpunkt, Nullpunkt
und ersten Punkt bestimmt, so dass es erlaubt semn wird, vom
,Netze AB,D* zu sprechen. — Da ber ausgeschlossenem A der
Punkt B, zwischen B, und B,, B, zwischen B, und B,;, B, zw:-
schen B, und B, u s w, folghch B, und B, zwischen B, und D,
B, und B, zwischen B, und B,, B,B,B; zwischen D, und B,,
uberthaupt B, B, .. By _; zwischen B, und B; liegen, so kann B;
mt kemem der Punkte ADB,D, . B;_: zusammenfallen D
Punlite des Netzes sind vom Grenzpunhie und von emander verschieden.

Wwrd eme gerade Punltyehe AB, D1 B, nack abobiby projicurd,
wnd ist B, der A Punht des Netzes AByB,, so st auch by der A%
Punkt des Netzes abyby.

Wir konnen dies anwenden, wenn m emer Geiaden [ drei
Punkte 4B, B, gegeben sind und B, so gesucht wird, dass

B, sich als mter
g Punkt des Netzes
B A B, B, ergiebt
A Durch 4 wird die
v \ Gerade g behiebig
/i\ / \ gezogen, in ihr der
Punkt «, in der Ge-
raden By« der Punkt
P, angenommen, P,
als wter Punkt des
Netzes AB, P, con-
struirt, B, aus P,
auf ¢ nach B und endhch § aus P, auf f nach B, projieirt; By st
cindewbiy bestummd.

Ist in der Geraden f ausserdem noch C, gegeben und C; so
gesucht, dass der nte Punkt des Netzes AB,C, nach C, fillt, so
projicire mau C, aus P, auf g nach p, und y aus P, auf f nach C,.
Man bemerkt dann noch, dass sich 4B, B,C, aus P, nach defy,
diese aus P, nach 4B, B,C, projiciren Werden also AC, durch
B, B, getronnt, so werden auch AC, durch B,B, getrennt.

Es seien jetzt vier beliebige Punkte 4 B, B, P in emer Ge-
raden f angenommen, und zwar 4B durch B, P getrennt. Man

Ing 12,

4) Im Anschluss an Mdbius, der barycentrische Caleul, zweiter Ab-
schmitt, sechstes Capitel.
b R L€
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kann sie stets aus einem eigentlichen Punkte S nach eigentlichen
Punkten ab,b,p derart projiciren, dass b, zwischen « und p, b,
zwischen ¢ und b, zu liegen

N kommt, und alsdann die po-

’ AN sitive ganze Zahl n so au-

/ Do geben, dass der nt¢ Punkt b,

,E;,_. ~/-4p’/' des Netzes abyb, entweder

K ’z' ! \ AN mit p zusammenfallt oder
f—- B: B’, B, P B, vom (3 - 1)t= b, 4y durch o

und p getrennt wird,. Werden
b, und b, 4, aus S auf die
Gerade A P nach B, und B, 4, projieirt, so st B, der nt°, B,
der (n -+ 1)te Punkt des Netzes AB,B,.

Werden in einer Geraden die Punkte AB, durch B P
getrennt, so kann man die positive ganze Zahl » so an-
geben, dass der nt* Punkt des Netzes AByB, entweder
mit P zusammenfallt oder vom (- 1)t durch 4 und P
getrennt wird. Es werden dann auch ByB,,; durch 4P
getrennt.

Fig 43

Dies ist ein graphisches Theorem, ber dessen Beweise der Be-
griff der Congruenz benutzt worden ist Indem wir es mit anderen
und zwar nur mit graphischen Theoremen verbinden, gelangen wir
zu den graphischen Sitzen, um die es sich jetzt noch handelt

Zuerst werde die Construutlon des Netzes AB, B, m der Ge-
raden f niher erortert. Durch 4 ziehen wir eine Gerade g und

nehmen den Punkt P in der Ebene fg beliebig, ausserhalb f und ¢
Aus P mogen B B, auf g nach C, (| projicirt werden, die Geraden 4 P
und B, C, mogen sich m @ begegnen, und aus ¢ werde C; auf f
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nach B, projewt; dann sind die Punkte 4B, B, B, harmonisch,
also B, der zweite Punkt des Netzes 4 B,B,. W1rd B aus P anf
g nach 0y, sodann C, aus @ auf f nach B3 pr031clrt so ist B, der
dnitte Punkt des Netzes Wenn iiberhaupt B,, der nte Punkt des
Netzes 4 By B,, aus P auf g nach C,, sodann , aus @ auf 7 nach
B, 1 projicirt wird, so ist B, der (» - 1)* Punkt.

Der Durchschmttspunkt der Geraden C,B, und C,B, werde
mit B, der der Geraden f und PR mit M bezeichnet. Da 4 B, B, B,
und A €, G, Cy harmonische Gebilde sind, so wird B, aus R auf g
nach C, propmrt d. h die Gerade C, B, geht durch R, Da AB, B, B,
und AC,C,C, harmonische Gebllde smd so geht die Gerade B C,
ebenfalls durch R. Folglich werden nicht bloss die Punkte BIB_],
sondern auch die Punkte BB, durch AM harmonisch getrennt.
Zu den Punkten B, B, A4 und B,B, A4 gehort derselbe vierte har-
monische Punkt.

Hieran mag die Erklarung eines allgemeineren Begniffes ange-
knupft werden, auf welchen der des Netzes sich zuriickfuhren lsst
Wenn namheh Abel’c¢” Punkte in einer Geraden smd und zu b4
derselbe vierte harmonische Punkt M wie zu ¢4 gehdrt, so will
ich sagen, die Paare be¢ und b'c’ seien aquivalent fir den Grenz-
punkt 4. Daber sollen beb'¢ von A verschieden sein; dagegen
brauchen sie nicht unter sich verschieden zu sem, und zwar ast,
wenn U’ mit ¢ zusammenfallt, ¢ fir M zu nehmen, ebenso b, wenn
¢ mit b zusammenfillt. — Swmd be und V¢ fur wgend cmen Punkt
agquwalent, so werden bc durch cb’ nicht getrennt (§ 11 Seite 90).

Bei Festhaltung des Grenzpunktes folgt sofort: Jedes Paar b¢
1st sich selbst dquivalent; sind die Paare be und b'¢ #quivalent, so
sind es auch 0'¢’ und be, ¢b und ¢V, b und ¢¢ u. s. w.; und
wenn dann b mit ¢ zusammenfillt, so kann auch b nicht von ¢
verschieden sein

Der Begriff der iquivalenten Paare lisst sich, ebenso wie der
des Netzes, auf Strahlenbtischel und Ebenenbischel iibertragen.
Beides sind graphische Begriffe und sich selbst reciprok Wenn
sie 1 der emen von zwel perspectiven Figuren anwendbar sind, so
lassen sie sich auch auf die homologen Elemente der andern Figur
anwenden.

Es seien in emer Geraden f die Paare be und b'¢ aquivalent
fur den Grenzpunkt 4, d. h. ein Punkt M werter harmonischer
Punkt zu b¢'A und ¢4 (oder M mit ¢ identisch, wenn 0" in ¢
£allt u.s. w.). Durch 4 werde noch eme Gerade g gezogen, der
" Punkt P in der Ebene fg ausserhalb f und g angenommen, b¢ &'¢ M
aus P auf g nach By 3’ p projicirt, und endhich der vierte harmo-
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nische Punkt zu Mg P mit 12 bezeichnet. Alsdanu mussen bp° und
B¢, ebenso ¢f’ und ¥’y im Punkte It sich hegegnen Schneiden sich

nun die Geraden ¥’ und ¢y (vorausgesetzt dass sie verschieden
smd) m @, so sind die Strahlen /, g, AR, 4 harmonisch, aber
auch die Strahlen f, g, AR, AP, also 4 P und 4@ 1dentisch. Dem-
nach haben die Geraden b'f und ¢’y stets emen Punkt @ der Ge-
raden AP mit einander gemein

Hieraus ergiebt sich zunachst, dass 4b¢l'¢” durch wiederholte
Projection nach AV ¢b ubergefuhrt werden kénnen; es werden
Abeb’c aus P nach AByp'y, diese aus B nach A¢'d"¢ch projicirt.
Smd also w emer Geraden die Paare be und V¢ aquwalent fur
den Grenspunkt A und werden bc durch AV getrennt, so werden
b auch dwch Ac getrennt. Ausserdem erhalten wir folgende Con-
struction des Punktes ¢/, wenn in emer Geraden f die Punkte Ab ¢l
gegeben sind und die Paare b¢, b'¢ fur 4 aqmvalent werden sollen.
Man ziehe nimlich durch 4 noch eme Gerade g, nehme in der
Ebene fg den Punkt P ausserhalb 7 und g beliehig, projcire be
aus P aul g nach By, B aus b’ auf AP nach @, endlich y aus ¢
auf f nach ¢, Der Punkt ¢ ist somut stets vorhanden und volhg
bestimmt.

Treten nun in der Geraden f noch die Punkte d und d” so
hmzu, dass auch die Paare ¢d und ¢'d fur-4 dquvalent sind, so
begegnen sich die Strahlen Pd und @d’ auf der Geraden g, etwa
in ¢, und folglich sind auch die Paare bd und b'd’ iquivalent. Aus
P werden Abcd nach 48y0d, diese aus ¢ nach A0 ¢'d’ projicirt.
Wenn also wn emer Geraden die Paare be und b'¢ fur den Grens-
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punkt A aquialent sind, ebenso die Paare cd und d’, s0 sind es
auch die Puare bd und b'd’, man kann dann Abc¢d durch wieder-
holte Projection nach Ad'¢'d iiberfithren, wnd wenie be dwrel Ad
getrennt werden, so werden auch b ¢ dwch Ad getrennt

Sind w einer Geraden [ diec Paare be und U'c aquevalent fur
den Grenzpunkt 4, ebensv dic Paare be und byey, so sind cs auch
die Paare b'¢’ und byc,. Denn zieht man durch 4 die Gerade g
beliebig, nimmt den Pankt P in der Ebene f¢ (ausserhalb f und g)
und projicirt be aus P auf g nach By, so treffen sich die Strahlen
b’ und ¢’y in einem Punkte @ der Geraden A P, ebenso die Strahlen
b8 und ¢,y 1 emnem Punkte S dieser Geraden Daraus folgt un-
mittelbar die Behauptung.

Auf den Begniff der Aequivalenz lisst sich der des Netzes fol-
gendermassen zuriickfithren. Wahlen wir z. B. ein Netz in einer
Geraden, A4 als Grenzpunkt, B als Nullpunkt, B, als ersten Punkt,
nennen wir B, den zweiten Punkt u s. w. Dann simd BB, und
B, B, dquivalente Paare fu1 A, ebenso B, D, und B, B, u s.f. Da-
durch werden die Punkte B, B, .. unter Festhaltung von AB;B,
vollkommen bestimmt. Nach dem vorigen Satze sind die Paare
B3 By und B, D, . iquivalent fur den Grenzpunkt 4, wenn 2
und @ beliebige (nicht negative) ganze Zahlen sind.

Die vorstehenden Sdtze sind gesammelt worden, um einen zur
Begriindung der projectiven Geometrie unentbehrlichen Satz zu be-
weisen. Die Frage, um die es sich handelt, tritt auf, wenn vier
Punkte A BCD in emner Geraden wiederholt projicirt werden, bis
man 1n jene Gerade zuruckgelangt Es kann daber vorkommen, dass
die letzten Projectionen von drei gegebenen Punkten mit diesen
selbst zusammenfallen; dann gilt vom vierten Punkte dasselbe, wie
jetzt bewiesen werden soll.

lch setze also voraus, dass A BCD durch wiederholte Projec-
tion nach ABCL iibergefuhrt worden sind, und habe zu zeigen,
dass D mit I zusammenfallt.

Zu dem Ende werde die Annahme, dass D von E verschieden
sei, gepriifl. Ber geeigneter Bezeichnungsweise werden 4 C durch BD
und mithi auch durch BE getrennt. Be1 ausgeschlossenem B hegen
dann D und E zwischen 4 und C, folglich entweder D zwischen

FooG @ Cry1

4 B G B C B D E

A und ¥ oder E zwischen 4 und D; es mag das letztere statt-
finden, d. h. AD durch BE getrennt sein, folghch auch AD und
BD durch CE. Man mache nun das Paar BB, dem Paare DE fur
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den Grenzpunkt 4 #quivalent; dann sind BE duich 4B, getrennt,
aber 4B nicht durch B (. Construirt man also das Netz ABB,,
so gelangt man jedenfalls zu emem Punkte B, (n ist eine positive
ganze Zahl und kann 1 sein), der von B durch AC getrennt wird;
man kann dann werter den Punkt C; so bestimmen, dass C als st
Punkt des Netzes 4B, herauskommt (C; kann mit C zusammen-
fallen); dabei werden AC, durch BB, getrennt, ferner (wemn C
von C, verschieden) AC, durch BC, folglich jedenfalls auch AC,
durch BD. Jetzt werde das Netz ABC; so wet verfolgt, bis
einer seiner Puukte C; mit D zusammenfsllt oder von C; 4. durch
A und D getrennt wird, wobei die Paare BC; und CyChy, fur
den Grenzpunkt A Hquvalent sind; endlich mache man fur den-
selben Grenzpunkt die Paare BF und G C; dem Paare (3D dqui-
valent. (Ist C; nicht von D verschieden, so fillt F' mit B, G mt
C, zusammen.) Wie die vorangeschickten Sitze lehren, sind auch
die Paare FC, und DC, 4, dquivalent, ferner BG und FC;, folg-
lich BG und DGy 1; uberdies werden (wenn C; von D verschie-
den) BC, durch AF und muthin durch AG getrennt; folglich
jedenfalls BB, durch 4G und weiter DE durch 4C; 4. Daraus
folgt aber, dass AD durch BCii+1, ACi4: durch BE getrennt
werden. Wenn man nun die Projectionen, denen nach unserer
Voraussetzung die Punkte 4B CD unterworfen wurden, auf das
Gebilde 4 BOD C, 0y .1 ausdehnt, so gelangt man m die gegebene
Gerade zuriick, und zwar entsprechen die Punkte A BC sich selbst,
demnach auch die Punkte C,C;41, wihrend D als von dem ent-
sprechenden Punkte F verschieden angenommen war Der Annahme
zufolge wiirden daher B, .1, welche nach dem Vorigen durch 4D
getrennt werden, auch durch AFE und zugleich 4C; 4 durch BE
getrennt werden, woraus sich die Unzuldssigkeit der Annahme ergiebt.
Das vorstehende Beweisverfahren ldsst sich leicht auch auf fol-
genden RSatz anwenden: Wenn die Gebilde ABCD wund ABCE
Jje aus wier verschiedenen Elementen ewmer Punktrevhe oder eines
Strahlenbuschels oder ewmes Ebenenbuschels bestehen und alle grapha-
schen Figenschaften gemewn haben, so fallt D mit E zusammen.
Drev Punkte ABC, welche w einer Geraden belebig gegeben
sind, komnen allemal nach drev Punkien efy, wclche wm derselben
oder wn einer andern Geraden behebig gegeben sund, durch em- oder
mehrmalige Projection ubertragen werden. Sind némlich die Geraden
AB und «f von einander verschieden, aber A BC und « By nicht
perspectiv, auch etwa « micht in 4B gelegen, so ziehe man durch
« eine Gerade, welche A B schneidet (nicht in A4), und projicire
ABC aus einem Punkte Ae auf diese Gerade nach «B'C’; die
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Punktreihen «B'C’ und «fy sind alsdann perspectiv. Fallen die
Geraden AB und «f zusammen, und ist abc irgend eme Projec-
tion von ABC, so kann man von abe
zu a3y durch eine oder zwei Projectio-
nen gelangen.
' Wenn ABCD vier verschiedene
Punkte in einer Geraden sind,
¢\_— ebenso afyd, und die Gebilde

e

4/ B ABCD und «fyd haben alle gra-

/ (15 - N .
/ { phischen Eigenschaften gemein,
LB\ \\ 0 kan® man von einem zum an-
o hY v dern durch eine oder mehrere
-1 ﬂ\ Projectionen gelangen. Denn die
Q Punkte ey kann man durch ein- oder

Fig 46

mehrmalige Projection nach ABC iiber-
fuhren. Wendet man dieselben Projectionen zugleich auf d an, so mag
sich E ergeben. Wire nun D von E verschieden, so konnte man C,
und Cp4; wie vorhin construiren; es wire C der nt¢, (i, der
(A 4 1)t* Punkt des Netzes ABC,, BCy4: durch AD, AC: 4,
durch BE getrennt. Man filhre noch y, und y; 4 derart ein, dass
y der nt und pz4., der (2 4 1)t Punkt des Netzes afp, wird; es
wiren dann By;4 1 durch ad getrennt, folglich auch BC; . durch
AE, zugleich nach Obmgem A4C; ., durch BE, was unmégheh ist.

Die Umkehrung dieses Satzes wird im 17ten Paragraphen be-
wiesen werden. —

Ueber die Frage, ob die neu erlangten graphischen Sitze auch
ohne den Begnff der Congruenz bewiesen werden konnen, sei Fol-
gendes bemerkt. Wir haben die Eigenschaften der congruenten
Figuren benutzt, nm den Satz zu beweisen: Sind 1n einer Geraden
die eigentlichen Punkte 4B,B, P gegeben, B, zwischen 4 und P,
B, zwischen 4 und B,, so kann man die positive ganze Zahl 1 so
angeben, dass dem (4 4 1)t» Punkte des Netzes 4 B,B; nur Punkte
der Strecke AP vorangehen, wihrend er selbst zur Strecke 4P
nicht gehdrt. Man konnte diesen Satz unabhingig vom Begriff der
Congruenz herstellen, wenn man sich auf einen Grundsatz von fol-
gendem Inhalte stiitzen wollte:

»Kann man in einer geraden Strecke 4B Punkte 4,4,4;...
in unbegrenzter Anzahl so herstellen, dass 4, zwischen 4 und B,
A, zwischen 4, und B, A4, zwischen 4, und B legt w. s. w., 50

A A4, A, A, c B
existirt in jener Strecke ein Punkt C (welcher mit B zusammen-
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fallen kann) derart, dass, wie auch der Punkt D in der Geraden
1B zwischen A und C gelegen semn mag, nicht alle Punkte der
Rethe 4, 4,4, ... sich zwischen 4 und D befinden, wahrend
zwischen B und C sich kemn Punkt der Reihe befindet.®
Nehmen wir m der That die eigenthchen Punkte AB,B; P m
einer Geraden, B, zwischen 4 und P, B, zwischen 4 und B,, und
construiren das Netz 4B, B,. BEs liegt B, zwischen 4 und P,
B, zwischen B, und P, Wiren die Punkte B,B, ... des Netzes

A B, B D B, C P

AB,B, simmtlich Punkte der Strecke 4P, so lige auch B, zwi-
schen B, und P, By zwischen B, und P u.s.w, und es wire 1n
der Strecke A P ein Punkt C (welcher mit P zusammenfallen kann)
vorhanden, derart dass, wie auch der Punkt D mn der Geraden 4P
swischen 4 und C gelegen sein mag, micht alle Punkte des Netzes
zwischen 4 und D liegen, wihrend zwischen C und P sich kein
Punkt des Netzes befindet; den Punkt D kann 1ch so wihlen, dass
aquivalente Paare C.D und B, D, fur den Grenzpunkt 4 entstehen,
wobei CB, durch AB,, mithin auch durch 4D getrennt, d. h. D
zwischen B, und C gelegen wire. Zwischen ¢ und D konnte man
zwei aufemanderfolgende Punkte B, und B,y des Netzes 4B, B,
annehmen; die Paare By B, und B, B, ;1 waren dquivalent fir den
Grenzpunkt A, ebenso ByB, und DC, folglich auch DC und
B, By 1; ferner wiren DB, durch 4B, getrennt, folghch auch
durch AC, d h. C zwischen D und B, 4 gelegen, wihrend doch
B, .1 zwischen C und D hegen sollte

Das Axiom, durch weleches Herr F. Klein*®) die Licke 1n
Staudt’s Begriindung der Projectivitat**) ausfullt, kommt auf den
eben formulirten Satz hinaus. Diesen als Giundsatz anzunehmen,
wiirde mit den hier festgehaltenen Anschauungen nicht im Einklang
stehen. Denn abgesehen davon, dass eine Beobachtung sich tiber-
haupt nicht auf unendlich viele Dinge beziehen kann, ist die Auf-
stellung jenes Satzes von unserem Standpunkte aus auch deshalb
noch micht zuldssig, weil wir (vgl. Seite 18) in einer Strecke nicht
unendlich viele Punkte annehmen dirfen, ohne dem Sinne des

*) Mathem., Ann. Bd 6 S 136, Bd 7 S 532; vgl. Cantor, ebendas
Bd. 5 8 128; Dedekind, Stetigkeit und wrrationale Zahlen (Braunschwelg
1872) S. 18.

#) Staundt, Geometrie der Lage S 50; vgl Thomae, Gebilde erster
und zweiter Ordnung 8. 12, Reye, die Geometrie der Lage, Vorwort zur
zweiten Auflage, F Klein, Mathem. Ann Bd 6 8. 132, Bd. 7 8. 531, Bd. 17
S 52, Darboux, ebendas Bd. 17 § 55, Schur, ebendas Bd 18 § 252,
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Wortes ,Punkt® eine wertere als die bisherige Ausdehnung zu geben
und uns mithin von seiner urspriinglichen Bedeutung noch mehr
zu entfernen. Eine solche Ausdehnung wird erforderlich, wenn
man die Punkte der Geraden in vollstindige Analogie mit den
Ghedern der aus den rationalen und irrationalen reellen Zahlen
bestehenden Rethe bringen will; sie erfolgt dann durch eme geeig-
nete Definition, an welche sich jener Satz als Theorem anschliesst™).

§ 16. Projective einformige Gebilde.

In § 12 haben wir gesehen, dass alle graphischen Sitze, welche
auf dem damaligen Standpunkte uberhaupt erreichbar waren, sich
aus den graphischen Satzen der §§ 7—9 deduciren lassen Fiir
den dadurch abgegrenzten Theil der graphischen Geometrie konnten
wir die drei Reciprocitdtsgesetze aus dem Umstande folgern, dass
die Worte ,Punkt’ und ,Ebene’ in den Stammsdtzen vertauschi
werden durfen.

Ueber dieses Gebiet hat der vorige Paragraph himausgefihrt
und gestattet uns, zwei weitere Stitze zu jener Gruppe hinzuzufiigen,
néimlich: Werden i emer Geraden die Punkte 4B, dwech B, P
getrennt, so kann man die positive ganze Zahl # so angeben!, dass
der nte Punkt des Netzes 4.B,B, entweder mit P zusammenfallt
oder vom (% + 1)t» durch 4 und P getrennt wird; und: Werden
in einem Ebenenbiischel die Ebenen 4B, durch B, P getrennt, so
kann man die positive ganze Zahl % so angeben, dass die nt® Ebene
des Netzes 4B,B, entweder mit P zusammenfillt oder von der
(n -+ 1)te» durch A und P getrennt wird Die erweiterte Gruppe
behilt die Eigenschaft, dass ,Punkt“ und ,Ebene“ vertauschbar
simnd, und da wir 1 Folgenden die graphische Geometrie nicht
weiter fihren werden, als dies mit Hiilfe der so vermehrten Stamm-
siitze geschehen kann, so ist fir unsere Zwecke die Recipro-
citit zwischen den Punkten und Ebenen schon jetzt ge-
ntigend erwiesen, mithin auch die Reciprocitat zwischen den
Punkten und Geraden an emer Ebene und zwischen den Geraden
und Ebenen an einem Punkte. Die drei Dualititsgesetze lassen
sich also ohne Weiteres auf alle graphischen Sitze des vorigen
Paragraphen anwenden; doch 1st es iiberfliissig, die sich ergeben-
den reciproken Sdtze noch besonders anzufuhren. —

Wir haben zuletzt gerade Punktrethen betrachtet, welche durch
Projectionen in emander iibergehen. Wenn man von einer Punkt-

#) Siehe unten § 23.
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reihe durch eme oder mehrere Projectionen zu einer andern ge-
langt, so heissen die beiden Punktreihen projectiv. Folgende
Sdtze kionnen wir jetzt unmittelbar aussprechen.

Sind dw Punkireihen abed wund a'b'¢d’ projectw, ab durch
cd getremwnt, so sind 't dwch ¢d’ getrennt.

Smd die Punktreshen abed und abee projectv, so fallen d und
e PUSAMIMEN.

Die Elemente der einen von zwei projectiven Reihen darf man
beliebig anordnen; aber durch die Anordnung, welche man in der
einen Reihe trifft, wird im Allgememen die in der andern zu tref-
fende bestimmt. Wenn zwei Punktreihen aus glewchwelen, aber
hochstens je drei Elementen bestehen, so sind swe stets projectw, glewch-
viel wie man swe ordnet Nehmen wir aber vier Punkte abed in
einer Geraden /. Durch d ziehe man eine Gerade g, wihle ausser-

halb beider Geraden in 1threr Ebene

4 einen Punkt 4, projicire abc-aus

g A auf g nach e¢fp und bezeichne

den Durchschnittspunkt von « 8,

\ ¢y mit B; dann werden abcd

T\ aus 4 auf g nach afyd, diese

3 aus ¢ auf ¢y nach AByec, diese

y /\\d ¢ endlich aus § auf f zuriick nach

¢ ¢ b \K bade projieirt. Folglich sind abed

und badc projectw, berhaupt

Tig 47 abed, bade, ¢cdab, dcba. Nun

moégen etwa ab durch ¢d getrennt

werden. Liegen abed harmowmsch, so smd auch abed und bacd,

abdc, cdba, deab projectw. Umgekehrt: Sind abcd und bacd

projectiv, so sind es zugleich efyd und bacd, also, wenn g und

4B in o sich schneiden, «fyd und & fyd projectiv, d. h. ¢ mit

« 1dentisch, abed harmonisch. Wenn abcd mchi harmomsch Le-

gen, so ist abed kemer der Rehen bacd, abdc, cdba, dcab pro-

gectw  Es bleiben noch 16 Permutationen ubrig, welche sich mit

den Punkten abed vornehmen lassen; aber da weder ac durch bd

noch ad durch bc¢ getrennt werden, so ist die Reihe abcd niemals
einer von diesen 16 Permutationen projectiv.

Hat man zwei projective Punktrethen abe¢ ... und &'?'¢ ...,
5o hewssen aa’, bY, cc, ... homologe Punkte; fillt emn Punkt mit
dem homologen zusammen, so sagen wir, die beiden Reihen haben
den Punkt entsprechend gemein. Je zwei homologe Theile der
beiden Reihen sind projectiv. Sind drei Punkte entsprechend
gemein, so sind es alle.
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Es seien P und P’ projective Punkireihen, welche mindestens
aus je drei Punkten bestehen und in beshmmter Anordnung fest-
gehalten werden; die Triiger sollen resp. f und f* heissen (brauchen
aber nicht verschieden zu sein). In f werde em Punkt ¢ beliebig
angenommen. Wenn er zu P gehdrt, so entspricht thm in f emn
volhg bestimmter Punkt ¢’ als homologer Punkt der Reihe P'.
Wenn d nicht zu P gehort, so schreibe man d zur Reithe P hinzu
und erweitere P’ mittels irgend welcher von P zu P’ fuhrenden
Projectionen um einen Punkt d’ derart, dass die erwerterten Figuren
wieder projectiv sind; auch dann ist @ emn vollig bestimmter Punkt
der f. In beiden Fillen diirfen wir also sagen: d und d' sind
homologe Punkte bei der zwischen P und P’ gegebenen projectiven
Beziehung (Projectivitit), und es ist in diesem Sinne jedem
Punkte der /' em und nur ein homologer Punkt der /’ zugeorduet.

Um ewme projectwe Bezehung swischen zwei Punktseihen herzu-
stellen, darf man zu drei Punkten der emen Rehe die homologen
Punkte belebig wahlen; durch drev solche Paare st aber die pro-
Jective Begehung vollkommen bestinmi.

Punktreihe, Strahlenbiischel und Ebenenbiischel werden ein-
formige Gebilde (einférmige Grundgebilde) genannt Sind zwer
einformige Gebilde perspectiv oder kann man zwischen sie irgend
eme Anzahl von ebensolchen Gebilden derart einschalten, dass mach
der Einschaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv
simd, so nennt man jene beiden Gebilde projectiv und wendet
auf sie alle Ausdriicke an, welche fiir Punktrethen soeben erkldrt
worden sind. Jedes emnformge Gebilde st sicl selbst projectiv. Zwen
ewmformige Gebilde, die einem dritten projectw smd, sind unter sich
projectw. Sind die emformgen Gebilde abed und o' U'c’'d” projec-
tw, ab durch cd getrennt, so smd &'b" durch ¢ d’ getrennt. Je zwei
Tiomologe Thele sweier projectwen emformgen Gebilde sint projectw.
Ueberhaupt lassen sich die obigen Sitze einfach verallgemeinern.

Ewformige Gebilde, dwe aus glewchwvielen, aber hochstens je drer
Elementen bestehen, smd stets projectw. Durch dres Paare von homo-
logen Elementen wird ewme projectwe Besiehung swischen swer ewn-
formigen Gebilden vollkommen bestummi, so dass jedem Element, das
zu dem emmen Gebilde gerechnet werden kann, im andern ein und
nur ein homologes Element entspricht

Ist von swer projectwen einformigen Gebilden das ewme harmo-
wisch, so 15t es auch das andere. Je swei harmonische Gebilde sind
projectiv. Das harmonische Gebilde abcd ist demmnach zu bade,
edab, dcba, bacd, abde, cdba und dcab projectiv, aber zu kei-

ner der 16 ubrigen Permutationen. Ist dagegen keme Permutation
Pagom, Vorlesungen, 9
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des emformigen Gebides abed harmowasch, so sind bade, cdab und
deba zu abed projectw, aber keme der 20 ubrigen Permatationen.

Perspective einformige Gebilde smd projectiv. Umgekehrt:
Wenn zuischen zwer emformigen Gebilden eme projectye Beziehuny
stattfindet und es legen drev Elemente des emen per spectw mat den
liomologen. Elementen des andern, so legen die bewden Gebilde ither-
haupt perspecter

Von Punktrethen auf demselben Triger oder Ebenenbtischeln
mit derselben Axe oder concentrischen Strahlenbiischeln an dersel-
ben Ebene wird gesagt, dass sie aufeinanderliegen oder sich
mn vereinigter Lage befinden. Zwer projectwe Punhtr eshen  oder
Ebenenbuschel oder Strahlenbuschel (mit gemewmschaftlachem Scheitel
oder in emerles Ebene), welche ein Element entsprechend gemein
liaben, ohne aufenander zu hegen, smd allemal perspectw.

Liegen zwei projective einformige Gebilde abe . . . und ab'c
aufeinander, so kann es vorkommen, dass nicht bloss aa (welche
von einander verschieden semn sollen), sondern auch @'a homologe
Elemente sind, d. h. aa’be und @’ad’c¢ projectrv. Alsdann sind
1'b ebenfalls homolog, da aa’dd’ und &'abd’b projectiv, und man
kann uberhaupt durchweg die homologen Elemente mit einander
vertauschen. Von solchen Gebilden abc ..., a'b'¢ ... sagt man,
dass sie involutorisch liegen, oder man sagt, dass die Paare
ad, bV, ¢, ... eine Involution bilden; die Elemente eines
jeden Paares heissen conjugirt und sind vertauschbar. Durch
zwei Paare ist die Involution bestimmt, d. h. zu jedem Klement
das conjugirte; zwei Paare aber konmen behebig angenommen
werden.

Die Aufgabe, in einer durch zwei Paare gegebenen
Involution zu einem Flemente das conjugirte zu con-
struiren, giebt uns Gelegenheit, die in § 10 am Schluss ange-
stellte Betrachtung zu erganzen. Die Seiten emes ebenen vollstin-
digen Vierecks abcd werden dort mit einer Geraden durchschmit-
ten, und zwar die Seiten be, ca, ab, ad, bd, cd in resp. f; g, k,
fi» 94» 7. Damals wurde bewiesen, dass der sechste Punkt durch
die iibrigen bestimmt ist; jetzt konnen wir zeigen, dass f7}, 99,
L1y Paare emer Involution sind, d h. de drev Paare gegewicber-
legender Seiten eines vollstamdigen Vierecks werden von jeder Ge-
raden seiner Ebene w Punktpaaren emer Involution geschmitten. In
der That 1st die Punktrethe fghh, ein Schmtt des Strahlenbuschels
b(cgah,), d. h des Buschels der Strahlen b¢ bg ba bh,, die Punkt-
rethe f,¢,h,} ein Schnitt des Strahlenbiischels a(dg,h b); da diese
Strahlenbiischel perspectiv zum Buischel A (cgad) d. 1. h(dg,nD)
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liegen, so sind fghlh, und f,g,hk projectiv, folglich die Paare ff,
99y, Mk, in Involution. — Die auf Seite 82 beschriebene Con-
struction liefert also in der durch zwei Paare ff, und gg, gegebenen
Involution von Punkten zum gegebenen Punkte / den conjugirten
hy; auf die Involution im Ebenenbuschel und Strahlenbuschel lasst
sie sich leicht ubertragen. Auch ist jetzt klar, dass man bei jener
Construction f mit f; oder g mit g, vertauschen darf.

Wenn wm einer Involution wgend em Paar durch emn ande:es
getrennt wird, so wird jedes Paar durch jedes andere getrennt. Denn
wenn die Elemente za’ durch b getrennt werden, so liegt ber
ausgeschlossenem ¢ von den Elementen b und %’ das eine (b) zwi-
schen ¢ und a’, das andere (b") aber nicht; sollen nun aa'd ¢ und
a'abd projectiv sein, so werden aa’ zwar durch be, aber micht
durch b¢ getrennt; folglich sind aa” durch cc’ getrennt, ebenso b’
durch ¢c¢’ u. s. w.

Bei aufeinanderliegenden projectiven Gebilden werden die etwa
sich selbst entsprechenden Elemente anch Doppelelemente ge-
nannt. Werden wm emem einformigen Gebilde die Paare ad’, bV, cc ..
durch die festen Elemente [ und g harmomsch getrennt, so bulden
sie ewne Involution mat den Doppelelementen f und g. Denn es sind
(§ 11 Seite 90) fga'b und fgad’, fgab und fga' b projectiv; daraus
darf man aber die Projectivitit der Gebilde fgaa’'d und fga'a?’,
iberhaupt fgaa'be ... und fga'ab’'c¢ ... schliessen. Umgekehrt:
Swmd ad congugirte Elemente emer Imvolution mit den Doppelelemen-
ten f und g, so lhegen fgaa' harmonisch; denn dann sind fgad
und fga'a projectiv. Weiter ergiebt sich (§ 11 Seite 90): Sund
aa und b Paare emer Involution mit zwes Doppelelementen, so
werden ad’ durch bl wicht getrennt.

Hiernach konnen nicht bei jeder Involution, also nicht bei
jeder projectiven Beziehung zwischen aufeinanderhiegenden projec-
tiven Gebilden zwer Doppelelemente auftreten*). Adber wenn Hie
projectiven emformgen Gebilde abe . . und o’'b'c . aufenander-
legen und ewn Doppelelement [ besitzen, so haben sie (mit einer so-
gleich zu erwdhnenden Ausnahme) noch ein sweites Doppelelement.
Bs ser in der That weder ¢ noch b entsprechend gemeimn, so dass
die Paare ab’ und ba’ ene Involution bestimmen, und in dieser
Involution sei g das zu f conjugirte Element, also fgad und gfd'a’
projectiv; dann sind auch fgab und fga'b projectiv, also g Doppel-
element der gegebenen Projectivitit, — Bei dieser Gelegenheit be-
merken wir: Wenn in emem emfirmigen Gebilde fgadb und fga'l’

*) 8. noch unten § 23.

-

9*
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projectw smd, so liegen dwe Pawe [g, ab und ba wm Involution,
und wmgekehot; es simd dann auch fgaad’ und fgbb’ projectiv

Sollen die projectiven einférmigen Gebilde abc .. und &'b'¢ .. .,
welche in vereinigter Lage und mit einem Doppelelement /" ange-
nommen werden, kein weiteres Doppelelement besitzen, so muss
f zugleich in der durch die Paare ab’ und ba’ bestimmten Involu-
tion sich selbst entsprechen (fab'd und fb'aa’ projectiv). Ist als-
dann # das vierte harmonische Element zu ab'f (fab m und [0 am
projectiv, mithin auch fmab’b und fmb ad’), so ist m das andere
Doppelelement jener Involution, also zugleich das vierte harmo-
nische Element zu ba’f, d h die Paare ab und o'd’ sind #qui-
valent fir das Grenzelement £, ebenso die Paare ac¢ und a'c” u.s w.
Wir wollen deshalb eine derartige Beziehung eine Aequivalenz
mit dem Grenzelement f nennen; sie ist nicht nvolutoriseh. Zu
threr Bestimmung smd ausser dem Grenzelement / noch irgend zwel
homologe Elemente aa’ anzugeben; construirt man «” als viertes
harmonisches Element zu a'fa, so sind die Paare aa’ und d'a”
fiir das Grenzelement f iquivalent, und man hat drei Paare ff, ad’,
a’a” der projectiven Beziehung. —

Ist in einer Geraden f=) durch zwei projective, aber nicht
involutorische Punktreihen P und P’ eine projective Beziehung
gegeben, und entspricht dem Punkte b der Geraden f, der kein
Doppelpunkt sein soll, bei der Beziechung PP’ der Punkt ¢, ber
der Beziehung P’P der Punkt a, so sind die Punkte ¢ und ¢ mcht
bloss von b, sondern auch von emander verschieden. Wenn also
noch ¢d homologe Punkte bei der Beziehung PP’ vorstellen, so
ist durch die Punkte abed, nimhch durch die drei Paare ab, be,
cd, die projective Beziehung bestimmt.

Dem in der Geraden f vanirenden Punkte y entspreche z bei
der Bemehung PP’, dagegen z ber der Bezehung P'P. Ziebt
mdn durch b noch eme Gerade g, nimmt in der Ebene fg den
Punkt O ausserhalb der beiden Geraden und projicirt cdyz aus O
auf g nach fyt%, so smmd abzy und beyz projectiv, beyz und
bBEy perspectiv, folghch abzy und bBEn projectiv, ebenso die
Strahlenbuschel yn(abzy) und y(BPEyn), diese mithin sogar per-
spectiv. Begegnen sich also die Geraden z% und £y 1m Punkte @),
so hegen af @ in gerader Linie, @ in der festen Geraden af

Dem (von a, b, ¢ verschiedenen) Punkte m der Geraden f seien
die Punkte / und % in den Bezichungen P’P und PP’ zugeordnet.
Projicirtt man m und # aus O auf g nach resp. 4 und g, so sind

*) Vgl Crelle’s Journal Bd. 91 S 349
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able wnd bemy, bemy und cdnz projectiv, cdnz und Byun per-
spectiv, folglich ablz und Byuy projectiv. Indem wir den Dwch-
schmttspunkt B der Geraden .y und Ig emfuhren, erkennen wir
die Strahlenbuschel g(ablz) und R(Byun) nicht bloss als pro-
Jectiv, sondern auch als perspectiv, da die Geraden wl und Ru
zusammenfallen  Demnach liegt der Durchschuittspunkt der Strah-
len wa und BB in gerader Linie mit » und z; die Strahlen pa
und BB schneiden sich auf der Geraden p.. Weiter sind die

¥ig 48,

Buschel a(0fyw) und B(xQnR) perspectiv; denn die Strahlen ad
und Bz begegnen sich m z, ¢y und 87 in y, ax und SR auf pz,
af und B¢ fallen zusammen, Da mithin die Punktreihen 08y u
und 2QqR, byp und bedn, bedn und abem projectiv sind, so
crgiebt sich schhiesslich die Projectivitit der Punktrethen z@nR
und abem.

Aus O projicwe ich R auf f nach r. Dann sind zyzr und
2@ R perspectiv, folglich #yzr und abem projectiv. Da man
durch passende Wahl des Punktes m das Gebilde abcm emem
beliebig gegebenen, aus vier verschiedenen Elementen bestehenden
einférmigen Gebilde projectiv machen kann, so st m der Geraden
f jedem Punkte y em Punkt r durch die Forderung zugeordnet,
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dass zyzr emem festen Gebilde projectiv sein soll, Wenn s in
einen Doppelpunkt der Projectivitit PP’ fallf, so vereinigt sich
der Punkt 7 mit I und », der Punkt 2 mit @, die Gerade Au ot
Om, und der Punkt » hat bestandig die Lage #e. In jedem andern
Falle beschreiben die Strahlen yz und SR, wihrend y variirt, per-
spective Biischel resp. um p und B mit dem perspectiven Durch-
schnitt ag, mithin gleichzeihg die Punkte z und R projective
Punktrethen resp. in den Geraden f und lg; also ist auch die Be-
zichung zwischen y und » in der Geraden Projectivitiit. Wenn endlhich
die Punkte 2 und s ber der Bezmehung PP’ resp. den Punkten z
und 7 entsprechen, also das Paar zs dem Paare yr, so smd zyz7r
und yzZ's projectiv, d. h yzz's dem festen Gebilde projectiv, 2
und s zugeordnete Punkte der zwischen y und r bestehenden Pro-
jectivitat Die Paare dieser Beziehung werden durch die Projec-
fivitat PP’ in Paare derselben Beziehung ubertragen, und wir
konuen daher sagen, die Beziehung yr ser ber der Projectivitat
PP sich selbst homolog.

Werden auf emer Geraden, in welcher dwrch zwer projectwe,
aber mcht swolutorische Punktresthen P und P° eme projectwe Be-
sichung gegeben 1st, dem Punkte y durch dwe Bezehungen P’'P und
PP’ resp die Punkte z und 2 sugeordnet und ewm weierer Punkt 7
so construirt, dass die gerade Punktrehe zzyr ewmem festen Gebilde
projectw ausfallt, so st auch die swischen y und r entstehende Be-
ziehung Projectwtat und bey der Projectwntat PP’ sich selbst ho-
molog. Fallt jedoch » ber emer Lage von y in emen Doppelpunkt
der Projectivitit P P’, so bleibt r bei allen Lagen von y unverindert.

Durch die Beziehung P'P werde dem Punkte r der (von 7
verschiedene) Punkt g zugeordnet. Dann smd yrzg und zsyr
projectiv, mithin auch yrzg und ryss, folghch die Paare gz, 7y,
sz in Involution, wzyr und sqgry projechiv. — Nimmt. man also
x2yr harmonisch, so werden auch sgry oder gsry harmomisch,
zzyr und gsry projectiv; also wird dann y durch » in derselben
Weise bestimmt, wie # durch .

Werden auf emer Geraden f, w welcher duwrch zwei projectwve,
aber mcht involutorische Punktrehen P und P’ ewe projectwe Be-
zichunyg gegeben ast, dem Punkte y durch die Bemehungen P’ P und
PP yesp. dve Punkte x und 2 zugeordnet und zw den Punlten x2y
der wmerte harmomsche Punkt r aufgesucht, so ilden die Paare yr
eme Involuteon, welche durch die Besehung PP’ wn swch selbst wber-
tragen wwd®). Ist jedoch die Beziehung PP’ eme Aequivalenz,

*) Diesen Satz hat Herr Schroter angegeben. Crelle’s Journ.Bd.77 8.120.
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so fallt » bei allen Lagen von y mit dem Grenzpunkte der Aequi-
valenz zusammen.
Im Strahlenbiischel und im Ebenenbuschel gelten analoge Satze

§ 17. Collineare Figuren.

Wir gehen jetzt zu den Gebilden zweiter Stufe iiber, in-
dem wir unter diesem Namen Planfiguren und centrische Figuren
zusammenfassen Wenn man eme aus beliebig vielen Punkten be-
stehende Planfigur ein- oder mehrmal projicirt, so erhalt man eme
aus ebenso vielen Punkten bestehende Planfigur, und so oft Punkte
der einen Figur an einer geraden Linie liegen, 1st dies anch bei
den entsprechenden Punkten der andern Figur der Fall. Solche
Figuaren heissen deshalb collinear, aber man wendet diesen Aus-
druck tberhaupt auf zwer Gebilde zweiter Stufe an, wenn sie per-
spectiv sind oder wenn man zwischen sie irgend emme Anzahl von
Gebilden zweiter Stufe derart einschalten kann, dass nach der Ein-
schaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv werden.
Man kann dabei die emférmigen Gebilde als specielle Fille zulassen
und demgemdss projective einformige Gebilde auch collinear nennen,
Jedes Gebilde zweiter Stufe st swch selbst collimear. Je zwer Tono-
logye Thede zwewer collmearen Gelnlde zweter Stufe sund collmear.
Gebilde zweiter Stufe sind collmear, wenn sie ewmem und demselben
Gebide zeeiter Stufe collinear swnd.

Um zwer Gebilde zweiter Stufe collmear auf evnander zu bezichen,
darf man wer glewchartigen Elementen des emen, vor denen kewe dres
cinem emformagen Gebilde angehoren, wvicr ebemsolche Elemente des
andern belebiy zuordnen; ». B. wenn man 1 einer Ebene vier Punkte
abed annmimmtb, von denen keine drei in gerader Linie hegen, und
vier ebensolche Punkte a'b’¢'d’ 1n derselben oder in einer andern
Ebene, so sind die Figuren abcd und a't’'¢’d collinear Der Satz
wird leicht als allgemein richtig erkannt, sobald er sich in dem an-
gefuhrten besonderen Falle bewdhrt. HEs ser nun m der Durch-
schnittspunkt der Geraden ad und cd, m' der der Geraden ¢'b" und
¢d, P eine von a'0’¢’ verschiedene Ebene durch a’'b’; so kann man
abecdm durch eme geeignete Anzahl von Projectionen auf die Ebene
P so iibertragen, dass ag’, bb’, mm’ homologe Punkte werden. Er-
geben sich dabei 70 als homologe Punkte zu ¢d, so sind die Figuren
a'b'yd und o’'b’'¢d perspectiv; Centrum der Perspectivitat ist der
Durchschmttspunkt der Geraden p¢ und dd'.

Eine Collineation zwischen zwer Gebilden zweiter Stufe st voll-
kommen bestimmt, wenn man zu wver glechartgen Elementen des



136 g 17 Collneare Figuren

amen, von denen Leine drei emem anformugen Gellde angehoren, die
homologer Tenut Es ist hinreichend, folgenden besonderen Fall zu
beweisen: Sind die aus je funf Punkten bestehenden Planfiguren
abede und abede collnear und keme drer von den Punkten abced
m gerader Linie, so fallt ¢ mit ¢’ zusammen. Zu dem Zweck braucht
man aber nur zu beachten, dass die Geraden ae und a¢ wegen der
Collineation zwischen den Strahlenbuscheln a(bcde) und a(bede’)
dentisch sind, ebenso die Geraden be und be/, ce und ce’, de
und de —

Um jetzt den Begniff der Collineation in voller Allgemeinheit
einzufithren, stellen wir folgende Betrachtung an. Es seien drei
Punkte Oaa’ m emmer Geraden gegeben und eine Ebene P, welche
keinen der drei Punkte enthilt. Jedem Punkte b ausserhalb der
Geraden @’ ordnen wir in der Geraden Ob den Punkt ' zu, dessen
Verbindungshnie mit &’ der ab auf P begegnet; wird dagegen B
auf aa’ von O verschieden angenommen, so nehmen wir einen
Punkt b ausserhalb der Ebene P und den zugeordneten Punkt 2’
zu Hulfe und ordnen dem Punkte 8 in der Geraden ¢a’ den Punkt g
zu, dessen Verbindungshme mit 2 der b8 auf P begegnet; der
Punkt O endlich wird sich selbst zugeordnet. Dass f unabhingig
von b ausfillt, bedarf eines Beweises Es ser daher zunichst ¢
wgend ein Punkt ausserhalb der Ebenen P und Oab, ¢ der zuge-
ordnete Punkt in Oc¢, so dass ac und o'¢ sich auf P begegnen.
Wegen der Perspectivitat der Dreiecke ab¢ und «&'l'¢ schneiden
sich ¢ V¢, ca ¢’'a, ab a’b” auf einer Geraden, folglich auch b¢
und &'¢ auf P, ebenso B¢ und B'¢’ wegen der Perspectivitat der
Drelecke Bbc und g'8'¢,, d. h. bei der Construction von ° kann d
durch ¢ ersetzt werden Ist ferner y em Punkt der Ebene Oab,
aber ausserhalb der Ebene P und der Geraden aa’, also ausserhalb
der Ebene Oac, so kann man y statt ¢ benutzen, also auch statt b.
Die Geraden ¢y und ¢y’ treffen sich auf P, ebenso by und b’y
Sind also dd” und e¢’ Paare von homologen (d. 1. zugeordneten)
Punkten, so treffen sich die Geraden de und d'¢’ auf P; man kann
daher das Paar aa/, von welchem wir ausgingen, dnrch jedes andere
Paar homologer Punkte, wenn sie von einander verschieden sind,
etsetzen. Der Punkt O und die Punkte der Ebene P sind sich
selbst homolog, aber nur diese.

Bezeichnet man zwei auf emander bezogene Punktgruppen als
perspectiv, sobald die homologen Punkte durch die Strahlen
emes Bundels mt einander verbunden werden, dann bildet die so-
eben definirte Beziehung eine besondere Art von Perspectivitit.
Wir wollen sie Collinear-Perspectivitit nennen, weil Punkten
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emer Geraden stets Punkte einer Geraden entsprechen. Sind in der
That awbe¢ Punkte einer Geraden g, so liegen die homologen Punkte
a'l’¢ auf einer Geraden y'. Ist g in P enthalten, so sind «be¢ ent-
sprechend gemein; liegt ¢ ausserhalb P, ohne O zu enthalten, so
fallen die Geraden ¢')’ und ¢'c’ 1n eine emzige zusainmen, weil sie
durch den Punki gP gehen; geht endlich g durch O, so legen
a@’b’c auf g. Wir nennen yg homologe Geraden. Die Geraden,
welche m P hegen oder durch O gehen, sind sich selbst homolog,
aber nur diese. Je zwei homologe Geraden begegnen sich 1n einem
Punkte von P, ihre Ebene geht durch O.

Jeder Planfigur entspricht eine Planfigur; die Ebenen solcher
Figuren nennen wir homolog. Die Ebene P und alle durch O gehen-
den Ebenen sind sich selbst homolog, aber nur diese Je zwei ho-
mologe Ebenen schneiden sich in einer Geraden der Ebene P, Sind
DD und EE’ Paare von homologen Ebenen, so geht die Ebene
der Geraden DE und D'E’ durch O. Die Beziehung ist jetzt auf
Figuren ausgedehnt, die sich in beliebiger Weise aus Punkten, Ge-
raden und Ebenen zusammensetzen, und man sieht, wie neben dem
Punkte O und der Ebene P, an denen nur sich selbst homologe
Ebenen liegen, ein Paar homologer Punkte oder Ebenen nothwendig
und hinreichend 1st, um die ganze Beziehung zu bestimmen. Duie
Definition ist sich selbst reciprok

Jede Planfigur, deren Ebene nicht durch O geht, liegt perspec-
tiv zur homologen, wobei O Centrum der Perspectivitat ist; auch
jede centrische Figur, deren Scheitel nicht zu P gehdrt, liegt zur
homologen perspectiv, wobei P der perspective Durchschmitt ist.
Wir nennen daher O das Centrum der Perspectivitit und P
den perspectiven Durchschnitt fiir unsere allgemeine Be-
zichung Nimmt man eine Figur i emer durch O gehenden Ebene,
so liegt die homologe Figur m derselben Ebene, und wenn aa’
(verschiedene) homologe Punkte ausserhalb dieser Ebene sind, so
wird die erste Iigur aus @ auf P nach derselben Figur projicirt,
wie die zweite aus a’. Analog verhalten sich die centrischen Fi-
guren, deren Scheitel auf P liegen. Hiernach smnd je zwei homo-
loge Gehbilde zweiter Stufe collinear. Man schliesst daraus: Sind
abed wud a’'b’'¢d homologe einformige Gebilde und ab durch cd
getrennt, so werden «'b" durch ¢’d’ getrennt. Ueberdies wissen wir,
dass aneinanderliegenden Elementen ebensolche entsprechen. Folglich
haben collmear - perspective Figuren alle  graphischen Figenschaften
mit einamder gemen.

Jede perspective Bezichung zunschen zwer Figuren in wverschue-
denen Ebenen lasst sich zu cwner Collunear - Perspectwnitat erwertern,
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die sich auf alle Elemente erstieckt; man hat namhich ausser dem
Centrum der Perspectivitit zwer homologe Ebenen, durch deren
Schmittlinie man den perspectiven Durchschnitt beliebig legen kann.
Ebenso kann man zwer perspective centnische Figuren, deren Scheatel
verschieden sind, stets 2w homologen Theien von collwmear-perspechwen
Frguren mat belchigen Elementen machen.

Im Anschluss an diese Bemerkung kaun nunmehr die Definition
der Collinearitit von Figuren, bei denen die homologen Elemente
gleichartig sind, zu voller Allgemeinheit erhoben werden. Zwer
solche Figuen heissen collinear, wenn sie collinear - perspectiv
sind, oder weun man zwischen sie eine Anzahl von Figuren derart
emschalten kann, dass nach der Emschaltung je zwei aufeinander-
folgende Figuren collmear-perspectiv sind. Jede Fugur st sich selbst
collinear. Je zwer homologe Thede von collimearen Figuren sid
collinear. Zwe, Figuren smd stets collmear, wenn sie ewmer dritten
collmear sind Die Begriffe collnear und collmear-perspectiv sind
sich selbst reciprok.

Zwes Figuren abede und 'V ¢ d'¢, dae sich aus je funf Punkten
derart zusammenseteen, dass m Lemer Figur vier Punkte ewmer Ebene
vorkommen, smd collmear. Wird namlich ¢ aus d auf die Ebene
abe nach m, ¢ aus @ auf die Ebene a'd’c’ nach m' projieirt, so
sind die Figmen wbem und &’ b'éw’ collmear., Lassen sich ber
dieser Collineation den Punkten de die Punkte d& zuordnen, so
sind die Figuren o’b'¢’ ¢ und @'b'¢ d ¢ collnear-perspectiv; Centrum
der Perspectivitat 1st der Durchschnittspunkt der Geraden d d’ und
&¢, perspectiver Durchschmtt die Ebene a't'¢. — Ewne Collmeation
st vollkommen bestummi, wenn man zu funf Punkien, von denen
Leine mer m emer Ebene legen, die homologen kenmt; d h. wenn
die aus je sechs Punkten bestehenden Figuren abcdef und abedef”
collinear sind und von den Punkten abcde keine vier in einer
Ebene liegen, so fallt £ mit /” zusammen. Da némlich die Strahlen-
bundel @ (bedef) und a(bedef’) collmear sind, so fallen die Strah-
len af und af’ zusammen, ebenso bf und bf’, ¢f und ¢f’, df und
df’, ef und ef’. — Die reciproken Satze” mbgen nichi erst beson-
ders ausgesprochen werden.

Collineare Gebilde jeder Art nennt man auch projectiv, aber
die letztere Benennung 1st nicht auf den Fall der Collineation be-
schriankt. Collineare Figuren, ber denen die homologen Elemente
glerchartig sind, haben alle graphischen FEigenschaften mit cunander
gemein. So werden z. B. die graphischen Eagenschaften emer Punkt-
rethe durch keine Projection geindert Dass umgekehrt zwei Punkt-
rethen projectiv sind, die in allén graphischen Eigenschaften iiber-
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emstimmen, hat sich schon in § 15 ergeben Uebertragen wir dies
nun auf die allgemeineren Gebilde. Zunichst setzen wir in einem
Gebilde zweiter Stufe aus gleichartigen Elementen die Figuren abede
und abcde zusammen, welche alle graphischen Eigenschaften ge-
mein haben sollen, wober aber keme drei von den Elementen abcd
emem einformigen Gebilde angehdren durfen. Je zwel derartige
Elemente « und b bestimmen ein reciprokes Element al 1 jenem
Gebilde; die Elemente ab, ac, ad, ae liegen 1n emem einformigen
Gebilde, ebenso die Elemente ab, ac, ad, ae, da diese Gebilde
alle graphischen Eigenschaften gememn haben, so fallen e und a¢’
zusammen, ebenso be und be, ceund ce, de und de’, also ¢ und ¢.
Setzen wir endlich aus Punkten oder aus Ebenen die Figuren abedef
und abedef’, welche wieder alle graphischen Eigenschaften gemeimn
haben sollen, derart zusammen, dass von den Elementen abcde
keine vier m emem Gebilde zweiter Stufe liegen, so fillt af mit
af’ zusammen, bf mit bf" u.s. w., folglich f mut /. Wird also die
Figur abedef aus sechs Punkten derart gebildet, dass von den
Punkten abcde keme vier n einer Ebene liegen, und die Figur
ab'cdef’ aus sechs Punkten derart, dass die beiden Figuren
allen graphischen Eigenschaften iibereinstimmen, so sind die Figuren
collinear. Mithin giit der Satz:

Ene Bezehung, vermoge deren jedem Pumhte em bestvmmter
Punkt derart sugeordnet wird, dass jge zwei homologe Figuren alle
graphischen Ehgenschafien gemew haben, 15t eme Collaneation

Kine solche Beziehung ist die Congruenz. Mit Hulfe zweier
congruenten Figuren, die aus je drei micht in gerader Linie gele-
genen eigentlichen Punkten bestehen, kann man gine Beziehung
herstellen, welche sich auf alle Punkte, Geraden und Ebenen er-
streckt; dabe1 sind je zwei homologe Figuren congruent und shimmen
in allen graphischen Figenschaften tiberein. Congruente Figuren
konnen immmer als homologe Theile derartiger Figuren aufgefasst
werden. Hieraus folgt:

Congruente Figuren sind collinear. —

Weil die graphischen Eigenschaften einer Planfigur durch Pro-
jection auf eine andere Ebene, mithin iiberhaupt durch Uebergang
zu einer collinearen Planfigur nicht geandert werden, so durfte man
zundchst die graphischen Eigenschaften der Planfiguren projective,
d. i ber der Projection sich ubertragende nennen. Nun 1st bereits
erwihnt worden, dass man collineare Gebilde jeder Art auch pro-
jectiv nennt. In entsprechender Weise hat man die Benennung
projective Eigenschaften ausgedehnt, mndem man sie fir die
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graphischen Eigenschaften behiebiger Figmen ewfubrte. Die Geo-
metrie der Lage hewsst . Folge dessen auch die Lehre von den
projectiven Bigenschaften der Figuren oder die projec-
tive Geometrie.

§ 18. Reciproke Figuren.

Der Name Piojectivitit wird, wie schon erwihnt, nieht bloss
auf die collinearen Beziehungen angewendet Um auch die ubrigen
hierher gehdrigen Beziehungen kennen zu lernen, kann man fol-
genden Ausgangspunkt wihlen,

Es seien efg drei Geraden, von denen keine zwei einander be-
gegnen. Die Durchschmttslinie zweier Ebenen, welche irgend einen
Punkt der ¢ mit f und g verbinden, begegnet gleichzeitig den dre:
gegebenen Linien; durch jeden Punkt emer der gegebenen Limien
kann man eine solche Gerade ziehen, und zwar nur eine; zwei
solche Geraden konnen einander micht begegnen. Wenn nun die
Geraden ¢klm die Lmie ¢ in abed, f m &'V'c'd, g m a’'b"¢"d’
schneiden, so liegen z. B. die Punktrethen abcd und a'0’c’'d’ zum
Ebenenbiischel g (2Alm) perspectiv, und es sind daher abed, a'b’c'd,
@’V ¢’d’ projective Gebilde.

Umgekehrt: Werden auf den Trigern ¢ und f, die sich mcht
schneiden, projective Punktreihen abcd und @'8'¢’d’ angenommen,
so wird jede Gerade g, die von den Lmien ad/, bd, cc’ getroffen
wird, auch von dd’ getroffen Denn von den Geraden ad/, bV,
¢¢’, dd’ konnen keine zwe: einander treffen, mithin auch keine zwei
von den Geraden efg; durch ¢ kann man also eme Gerade m zehen,
welche / und g schneidet, etwa f in Dj; di€ Punktrethen a'8'¢’d’
und o'V'¢ D sind projectiv zu abed, folglich d" mit D, dd” mit m
dentisch, dd” und g in emer Ebene — Wenn also die drei Ge-
raden efg, von denen kemme zwei sich schneiden, von den vier
Geraden +%kIm getroffen werden, so wird jede Gerade, die von skl
geschnitten wird, auch von m geschnitten

Mittels zweier projectiven Punktreihen, deren Triger ¢ und f
sich nicht schneiden, werden wir nun jedem Punkte N eme Ebene
N’ und jeder Ebene P einen Punkt P’ zuordnen. Durch den Punkt
N geht eine Gerade 7, welche ¢ und f schneidet, etwa in @ und o;
bildet man aus Punkten, welche vermége der gegebenen Projecti-
vitét zusammengehoren, die Paare «f und bea, so ist die Ebene
NbB mit N zu bezeichnen. Die Ebene P schneide ¢ 1 ¢, f in p;
¢d und dy seien Paare von Punkten, welche vermige der gege-
benen Projectivitat zusammengehoren; dann schueidet 6 die Ebene
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P im Punkte P’. Nennen wir die Elemente NN’ homolog, ebenso
PP, so sind auch N'N, P'P homolog, und jeder Punkt liegt in
der homologen Ebene.

Die Punktreihen abcd und B«dy sind projectiv, mithin auch
abecd und «fiyd; daher wird jede Gerade, welche die Linien aw,
bB, cy schneidet, auch von dd getroffen Die Gerade PN’ schuei-
det stets die Linien 68 und ¢p; wenn N in P liegt, so schneiden
sich ausserdem PN’ und ae, mithin auch PN’ und d4, d. h. die
Ebene N’ enthilt den Durchschmttspunkt P’ der Ebene P und der
Geraden dd. Es dreht sich also die Ebene N' um den Punkt P,
wihrend N in P variirt. L#sst man demnach den Punkt N eine
Gerade A durchlaufen, so dreht sich die Ebene N’ um eine be-
stimmte Gerade %/, und so lange die Ebene P durch % geht, bewegt
sich der Punkt P auf 2. Die Geraden A" oder /' % hewssen homo-
log. Fiun Strahlenbuschel, dessen Scheitel semer Ebene homolog ist,
besteht nur aus sich selbst homologen Geraden. Emne Gerade, die
in kemem derartigen Biischel vorkommt, ist von ibrer homologen
stets verschieden und bat mit ihr keinen Punkt gemein. Jede Ge-
rade, welche zwei homologe (verschiedene) Geraden schneidet, ist
sich selbst homolog; jede sich selbst homologe Gerade, welehe die
eine von zwel homologen Geraden schneidet, schneidet auch die
andere.

Von den Paaren, welche mittels dieser auf alle Punkte, Ge-
raden und Ebenen sich erstreckenden Zuordnung zusammengesetzt
werden konnen, sagt man, dass sie ein Nullsystem bilden. Den
Punkten pgrs einer Geraden % entsprechen die Ebenen p'¢'7’s’
durch die homologe Gerade 4'; die Gebilde pgrs und p'g'»'s" sind
projectiv. Denn ist » von A verschieden, so sind sie sogar per-
spectiv 5 fallt aber 7 mit 7' zusammen, so seien %" homologe verschie-
dene Geraden, und es mogen die Ebenen p'¢'#’s” von # 1n p,q,7,5,,
von %' 1n p,q,7,S, getroffen werden; da pp,p, m gerader Linie
liegen, ebenso gg;q,, ¥717,, $8;8;, so smd die Gebilde pgrs und
Py, 7,5, projectiv, iberdies p,q,7 s, und p'¢'#'s" perspectiv. — Sind
daher % und v sich selbst homologe Geraden, die sich mieht schner-
den, und oklm sich selbst homologe Geraden, die jene beiden
schneiden, etwa 4 in ABCD, » in 4,B,C, D, so smd ABCD
und 4, B, C, D, projectiv; denn die Ebenen ui, uk, ul, wm sind
den Punkten A BCD zugeordnet und gehen resp. durch 4, B, C, D,.
— Zur Erzeugung des Nullsystemes waren zwer sich selbst homo-
loge Geraden (¢ und f), die sich nicht schneiden, und drei sich
selbst homologe Geraden (z. B. af, be, ¢0), die jene beiden schnei-
den, gegeben. Wir sehen jetzt, dass diese Bestimmungsstiicke be-
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liebig gewshlt werden dirfen, und dass sie nur ein einziges Null-
system Lefern.

Auch die Strahlenbiischel EFGH und E'F'G’H’ sind pro-
jectiv, wenn sie homolog sind; wahlt man n#mlich an der Ebene
EF, aber nicht am Punkte EF, die Gerade % beliebig und nennt
7/ die homologe, so dass 72’ durch den Punkt E’F’ geht, ohne in
die Ebene E'F’ zu fallen, so ist die Punktrethe A(EFGH) zum
Ebenenbiischel #'(E'F' G H') projectiv. Es sind demnach je zwei
homologe emférmige Gebilde projectiv. Elementen, welche anein-
anderliegen, sind aneinanderhegende zugeordnet, getrennten Paaren
getrennte. Wenn also eme Figur irgend eine graphische Kigen-
schaft besitzt, so kommt der homologen Figur die reciproke Eigen-
schaft zu.

Daraus folgt aber ohne Einschrinkung, dass zu jeder aus
Punkten, Geraden und Ebenen belebig zusammengesetzten Figur 4
eine andere aus den reciproken Elementen bestehende Figur 4" exi-
stirt, die von allen graphischen Eigenschaften der Figur 4 die reci-
proken besitzt und sonst keme. Bezeichnen®wir daher mit « und 8
graphische Bigenschaften emer Figur, mit «” und g die reciproken
Eigenschaften, welche natiirlich die reciproken Elemente voraus-
setzen, und nehmen wir an, dass die Eigenschaft « stets die Eigen-
schaft B nach sich zieht, so hat auch o stets B’ zur Folge; denn
wenn man von einer Figur 4 mit der Eigenschaft ¢” mittels eines
Nullsystemes zur Figur 4’ ubergeht, so besitzt A" die Eigenschaft
und muthin auch f, und folglich kommt der Figur A die Eigen-
schaft B zu.

Damit ist nun das Gesetz der Dualitit zwischen
Punkt und Ebene ohne jeden Vorbehalt erwiesen, 1in
Folge dessen auch die beiden anderen Dualitatsgesetze
der projectiven Geometrie. HEs stand zwar schon fest, dass
die dre1 Arten der Reciprocitit fiir alle Folgerungen aus den bisher
aufgefiihrten Stammsitzen giltig sind; wir sehen aber jetzt, dass
diese Gesetze in der projectiven Geometrie allgemeine Anwendung
finden miissen, gleichviel ob sich noch weitere Stammsdtze mogen
angeben lassen oder nicht. — '

Wenn man ein Nullsystem mit einer (auf alle Elemente aus-
dehnbaren) Collmeation derart verbindet, dass man zu jedem Ele-
mente erst das homologe im Nullsystem und dann zu diesem das
homologe in der Collineation bestimmt, so erhilt man eine soge-
nannte reciproke oder duale Beziehung. Dabei wird jedem
Punkte eimne Ebene, jeder Geraden eme Gerade und jeder Ebene
emn Punkt zugeordnet Zwer Figuren, welche vermbge emer sol-
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chen Beziehung homolog sind, heissen reciprok oder dual; zu jeder
projectiven Kigenschaft der einen Figur 1st die reciproke Eigenschaft
be1 der aundern vorhanden — Zwei Figuren, die zu emer ditten
reciprok sumd, haben alle projectwen Eigenschaften gemem. — Wenn
von fiinf Punkten abcde keine vier in einer Ebene liegen und von
finf Punkten '0’¢'d’¢ keme vier einen Punkt gemein haben, so
sind die Figuren abcede und a'd’c’d’e stets reciprok, und zwar
giebt es nur eme einzige Reciprocitiit, bei der sie als homologe
Figuren auftreten Sind niimlich A BCDE die homologen Ebenen
zu abede in irgend einem Nullsystem, so sind die Figuren ABCDE
und a'b’c’d’¢’ collinear, folghch abede und a’b'¢’'d’ ¢ reciprok. Ist
ferner [ em beliebiger Punkt, so kann man mecht zwei verschiedene
Ebenen f’ und f” so bestimmen, dass a’'b'c¢'d ¢f und ab'¢d¢f”
reciprok zu abedef werden, weil die Figuren a’0'¢d’€f und
a'U'cd' €f” alle graphischen Eigenschaften gemen haben miissten

Das Nullsystem ist em besonderer Fall der Reciprocitit. Wenn
ewme recuproke Bezehung so beschaffen ist, dass jeder Punkt in der
homologen Ebene hegt, so entsteht e Nullsystem. Nimmt man nam-
lich zu irgend einem Punkte @ die homologe Ebene &', welche durch
a geht, und zieht durch ¢ nach irgend einem andern Punkte b der
Ebene o' die Gerade g beliebig, so Liegt auch die homologe Gerade
g m a'; die homologe Ebene znm Punkte & enthilt & und g/, ist
aber von o verschieden; folglich liegt b in g, d. h. g fallt mit ¢’
zusammen, jede Gerade m o durch @ ist sich selbst homolog, «
der homologe Punkt zu ¢. Man kann also je zwei homologe Ele-
mente mit einander vertausehen. Sind nun % und v sich selbst
homologe Geraden, die keinen Punkt gemein haben, +%[ . . . sich
selbst homologe Geraden, die % und v schneiden, so werden durch
die letzteren projective Punktrethen auf den beiden ersteren erzeugt,
da das Ebenenbtischel u(¢k7 . . .) der Punktrerhe u (+k7 . . .) pro-
jectiv und der Punktrethe v(+kl . ..) perspectiv ist; und so gelangt
man zu den oben fur das Nullsystem angegebenen Constructionen,

Wenn man bei einer Reciprocitéit die homologen Elemente mut
emmander vertauschen kann, so hewsst die homologe Ebene eines
Punktes seine Polare, der homologe Punkt einer Ebene ihr Pol,
die homologe Gerade einer Geraden ebenfalls deren Polare, je
zwei homologe Figuren polarreciprok, die Beziechung eine Po-
larreciprocitéit. Von den Paaren, welche mittels einer solchen
Beziehung entstehen, sagt man, dass sie em Polarsystem bilden.
Das Nullsystem gehort zu den Polarsystemen; ein Polarsystem, bei
welchem nicht jeder Punkt in seiner Polare liegt, heisst ein ge-
wohnliches Polarsystem. —
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Finen beliebig gegebenen Punkt O und eine beliebig gegebene
Ebene P kann man zu homologen Elementen emer dualen Beziehung
machen. Dadurch wird jeder durch O gehenden Ebene em in P
gelegener Punkt, jeder durch O gehenden Geraden eine in P ge-
legene Gerade zugeordnet, und umgekehrt; man erhalt eine reciproke
Beziehung zwischen den beiden Gebilden zweiter Stufe. Um die
durch den Punkt O gehenden Ebenen und Geraden auf die Punkte
und Geraden der Ebene P reciprok zu beziehen, kann man zu vier
an O liegenden Ebenen, von denen keine drei durch eine Gerade
gehen, die homolegen Punkte, von denen keine drei in ewmer Ge-
raden liegen durfen, oder zu vier an O liegenden Geraden, von denen
keine drei einer Ebene angehoren, die homologen Geraden, von
denen keine drei durch einen Punkt gehen diirfen, beliebig wihlen,
und zwar ist durch solche vier Paare die Zuordnung vollkommen
bestmmt. — Bei den Gebilden zweiter Stufe giebt es aber
noch zwei andere Zuordnungsarten, welche man duale
oder reciproke nennt. Geht man von einer ebenen Figur zu
emer reciproken centrischen, von dieser zu einer collinearen ebenen
fiber, so heissen die beiden Planfiguren dual oder reciprok; dabei
ist jedem Punkte der emen eme Gerade der andern zugeordnet Um
zwischen zwei Ebenen eine solche Beziehung herzustellen, kann
inan zu vier Punkten der einen, von denen keine drei in gerader
Linie liegen, die homologen Geraden beliebig wahlen, jedoch so,
dass keme drei durch einen Punkt gehen; vier solche Paare bestim-
men die ganze Beziechung Geht man von emer centrischen Figur
zu einer reciproken ebenen, von dieser zu einer collinearen centri-
schen itber, so heissen die beiden centrischen Figuren dual oder
reciprok; jeder Geraden der einen entspricht eine Ebene der andern
Ordnet man vier durch einen Punkt gehenden Geraden, von denen
keine drei in einer Ebene liegen, vier ebenfalls durch emnen Punkt
gehende Ebenen zu, von denen keme drei eine Gerade gemein
haben, so wird dadurch eine und nur eine duale Zuordnung centri-
scher Figuren bewirkt.

Recwproke einformage Gebilde sind projectw; umgekehrt kénnen
zwei projective emformige Gebilde auch reciprok genannt werden,
ausgenommen den Fall zweier Punktrethen oder zweier Ebenen-
biischel. Dass die homologen einformigen Gebilde projectiv sind,
ist eine Eigenschaft, welche die reciproken Figuren mit den colh-
nearen gemein haben. Man nennt aus diesem Grunde auch je
zweireciproke Figuren projectiv. Aber mit der Collineation und
der Reciprocitat sind alle Zuordnungsarten erschopft, bei denen jedem
einformigen Gebilde ein projectives einformiges Gebilde entspricht.
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Ueber die reciproken Gebilde zweiter Stufe ist noch Folgendes
zu bhemerken. Duale Planfiguren kann man in derselben Ebene an-
nehmen; wenn alsdann die homologen Elemente veitauschbar sind,
so heisst die homologe Linie eines Punktes seme Polare, der homo-
loge Punkt emer Linie ihr Pol. Duale centrische Figuren konnen
an demselben Scheitel liegen; wenn alsdann die homologen Ele-
mente veirtauschbar sind, so heisst jedes Element die Polare des
homologen So oft uberhaupt duale Gebilde zweiter Stufe aufein-
anderliegen (an einerler Ebene oder an einerler Scheitel) und die
homologen Elemente vertauschbar sind, nennt man je zwer homo-
loge Figmen polarreciprok, die Beziechung eine Polarrecipro-
citdt, und von den Paaren, welche durch eine solche Beziehung
entstehen, sagt man, dass sie em (ebenes oder centrisches) Polar-
system bilden.

Schliesslich fiuhien wir emige Sdtze an, welche fur alle Arten
von Reciprocitdt und Collineation gelten

Wenn die eine von zwer recip ohen Figuren cme gewnsse projec-
twe Figenschaft besuzt, so hat die andere die reciproke Fhgenschaft.

Zwer Tnguren, die emer dritten recyprol: sind, simd collinear

Ewme Figur, die zu der emen von zwer collmearen Figien 1eci-
prok ist, st es auch 2w anderin

Zwey Fyguren, die zu cwer dritten projectiv swmd, smd projectaw.

§ 19. Congruente Figuren in der eigentlichen Ebene.

In § 17 war die Congruenz als eme besondere Collmeation er-
kannt worden. Es soll nun eme Eigenthiimlichkeit hergeleitet wer-
den, durch welche sich die Congruenz von andern Collineationen
unterscheidet. Dabei wird sich Gelegenheit bieten, von den vor-
stehenden Erorterungen tber die Reciprocitit Gebrauch zu machen.
Zuvor jedoch 1st es néthig, die Congruenz in der eigentlichen Ebene
zu betrachten.

Dass congruente Figuren alle Eigenschaften, welche sich nur
auf das Anemnanderliegen der Flemente und die Anordnung von
eigentlichen Punkten in Geraden beziehen, und mithin insbesondere
alle graphischen Kigenschaften gemein haben, ist schon in § 14
(Seite 112 und 114) hervorgehoben worden Es haben aber congruente
Faguren uberhaupt olle Figenschaften gemewn, welche sich mit den
busher ewmgefihrten Begriffen definwen lassen. Denn diese Begriffe
umfassen ausser dem Amenanderhiegen der Elemente und der An-
ordnung von eigentlichen Punkten in Geraden nur noch den der
Congruenz; so oft aber in der einen von zwer congruenten Figuren

PAscir, Vorlesungen. 10
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congruente Theile vorkommen, sind auch die homologen Theile der
andern Figur congruent (§ 14 Seite 115)

Congruente (aber verschiedene) Punktreihen, welche auf einer
und derselben eigentlichen Geraden f liegen, haben niemals mehr
als einen eigentlichen Punkt entsprechend gemem (§ 14 Seite 115).
Ist em ewentlicher Doppelpunki b vorhanden, so st die Beziehung
waolutorisch und dwrch den Punkt b be-
stommt, denn mmmt man auf f den
eigentlichen Punkt a beliebig und nennt
¢ den homologen Punkt, so sind die Paare 0« und bc congruent,
@ und ¢ auf verschiedenen Seiten von b gelegen, folghch fur ¢ nur
eine einzige Lage moglich, und der homologe Punkt zu ¢ ist a.
Umgekehrt: Ist die Bezehung wmeolutorisch, so existut em ewgent-
licher Doppelpunlé b, denn smd « und ¢ homologe eigentliche
Punkte, b die Mitte der Strecke ac, b’ der homologe Punkt, also
ach und cad’ congruent, so 1st b’ die Mitte der Strecke ca und
folglich mit b 1dentisch Je zwer in dieser Weise auf einander be-
zogene Punktreihen emer eigenthchen Geraden heissen invers con-
gruent Sie besitzen ausser dem eigentlichen Doppelpunkte & noch
einen uneigentlichen Doppelpunkt § (vergl. § 14 Seite 117), welcher
auf der Geraden f durch & vollig bestimmt wird; wir wollen 8 den
mt b verknipiten~) Punkt der Geraden /' mennen Der Mittel-
punkt einer Stiecke ac wird allemal durch ihre Endpunkte von
dem nut der Mitte verknupften Punkte der Geraden ac¢ harmonisch
getrennt

Liegen zwei congruente Punktreihen auf einer und derselben
eigentlichen Geraden f, ohne emen eigentlichen Punkt entsprechend
gemein zu haben, so sind sie nicht involutoriseh und heissen direct
congruent. Ist dann dem eigentlichen Punkte a der Punkt b,
diesem der Punkt ¢ zugeordnet und § der mit b verkniipfte Punkt
der f, so sind @, b, ¢ von emander verschieden, ab und bc con-
gruent, b die Mitte der Strecke ¢c, acbB harmonisch, und es kann
also der am Schluss des § 16 bewiesene Satz auf die Paare 5 an-
gewendet werden. Der Punkt § ist danach entweder fur alle Lagen
von b derselbe, oder er verandert sich immer mit . Im ersten
Falle nennen wir 8 den absoluten®) Punkt der Geraden f; im
zweiten Falle bilden die Paare b3 eine Involution, welche die ab-
solute Involution auf der Geraden f genannt werden soll. —

o-——8- —®

a b ¢

#) Vgl Reye, Crelle’s Journal Bd. 82 S 174
*¥) Das Pradicat ,,absolut* wird hier und 1m Folgenden in dem von Cay-
ley, Pl Trans Vol. 149 (1859), emngefuhiten Sine gebiauchd
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Zwe1 identische Punktreihen auf f sind einander stets congruent und
zwar zu den direct congruenten zu rechnen

Beim Uebergange von einer Figur zu emner congruenten gehen
je zwei verkniipfte Punkte der Geraden f in veikniipfte Punkte der
entsprechenden Geraden uber. Wenn daher f einen absoluten Punkt
besitzt, so gilt dies auch von jeder andern eigenthchen Geraden.
Es sind dann auf jeder eigentlichen Geraden alle eigentlichen
Punkte mit dem absoluten PunLte der Geraden verkniipft; die Be-
ziehung zwischen zweli direct congruenten Punktreihen auf der
eigentlichen Geraden 1st nach der in § 16 emgefihiten Ausdrucks-
weise eme Aequivalenz, welche den absoluten Punkt zum Grenz-
punkte hat; je zwer direct congruente Punktpaare der eigentlichen
Geraden sind fiir deren absoluten Punkt dquivalent. Wenn aber [
eine absolute Involution besitzt, so erhdlt man auch auf jeder
andern eigentlichen Geraden eme absolute Involution.

Hiernach giebt es entweder auf jeder eigentlichen Geraden einen
absoluten Punkt oder auf jeder eigentlichen Geraden eine absolute
Involution. Nimmt man das erstere an, so erhilt man die Eukli-
dische Geometrie; die letztere Annahme hingegen fuhrt zu
Nichteuklidischer Geometrie Welche Annahme der Wirk-
lichkeit entspricht, werden wir hier unentschieden lassen; aus den
der bisherigen Entwickelung zu Grunde gelegten Thatsachen geht
eine Entscheidung der Frage mnicht hervor. —

Congruente (aber verschiedene) Figuren in emer eigentlichen
Ebene E haben niemals drex eigentliche Punkte, die micht mn ge-
rader Linie liegen, entsprechend gemein (§ 14 Seite 115). Wenn
cwey etgentliche Punkte a, b sich selbst entsprechen sollen, so mussen
alle Punkte der Verbindungslwmie { von a und b sich selbst entspre-
chen, die Beziehung wird durch die eigentliche Gerade [ wollyy be-
stummt , und je zwer homologe Punkte sind vertauschbar. Denn mmmt
man m der Ebene FE den egentlichen
Punk ¢ ausserhalb der f beliebig und nennt
S a, b\/ 2 _p ¢ den homologen Punkt, so sollen in der

\“\\\J Ebene E die Figuren abc und abd con-

d gruent sein, d ist also nach dem IX. Grund-
satz in § 13 bestimmt, und zwar miissen ¢
und d auof verschiedenen Seiten der f liegen; der eigentliche Punkt p,
m welchem die Geraden f und cd sich treffen, entspricht sich selbst,
ebenso die Gerade ¢d, die auf ¢d entstehenden congruenten Punkt-
rethen haben den Doppelpunkt p, liegen mithin involutorisch, und
es sind also auch d¢ homolog. — Die beiden Figuren haben noch

einen uneigentlichen Punkt F ausserhalb der f, namlich den auf ¢d
. 10*

c

g 19
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mit y verknupften Punkt, aber sonst keinen ausserhalb der f gele-
genen Punkt (§ 17) entsprechend gememm Der Punkt F heisst der
absolute Pol der Geraden / in der Ebene E und st mit jedem
eigenthichen Punkte & der f verknupft; denn bei der vorhin betrach-
teten Congruenz entspricht die Gerade ¢ F sich selbst, und es liegen
auf 1hr congruente Punktrethen mit den Doppelpunkten ¢ und F.

Eine Congruenz dieser Art entsteht, wenn man auf zwer durch
einen eigentlichen Punkt S gezogenen Strahlen b, ¢ von § aus con-
gruente Strecken SP, SQ auftrigt.

Q' P % Nach dem V. Grundsatze in § 13 sind
\S ‘ - die Figuren PSQ und @SP con-
. L gruent; daber entspricht die Gerade
/411 a\ P@Q sich selbst, ebenso die Mitte
der Strecke P@, uberhaupt alle

Fig 50
: Punkte des Strahls f, welcher diese
Mitte mit S verbindet. — Auch b und ¢, ¢ und b sind homolog,
folglich sind die Figuren be und cb congruent. — Wenn insbeson-

deie ¢ einen absoluten Pol B von b enthalt, so kann

| man einen Punkt C so angeben, dass die Figuren

— 8 3 bcBund ¢bC congruent werden, es hiegt dann C'in b
{ und ist der absolute Pol von ¢ in der Ebene b¢; die
Beziehung zwischen den Strahlen & und ¢ 1st also

fe & gegenseitig, die Strahlen werden auf emander senk-
recht genannt. In jedem Strahlenbuschel mit eigentlichem Scheitel
steht jeder Strahl auf emnem und nur emnem Strahle des Buschels
senkrecht, und diese beiden Strahlen sind von ewmander verschieden.
Aus jedem eigentlichen Punkte kann man nach jeder nicht an ihm
gelegenen eigentlichen Geraden eine und nur eine Senkrechte ziehen.

c

Ausserdem bieten sich hier noch folgende Satze dar.

1. Trégt man auf zwer durch emnen eigentlichen Punkt S ge-
zogenen Strahlen b, ¢ von S aus congruente Strecken SP, SQ und
auf den anderen Schenkeln der Strahlen b, ¢ von S aus congruente
Strecken SP’, SQ' auf, so sind die Figuren P'SQ und Q'SP

congruent

Beweis: Da die Figuren SPQ und SQP congruent sind, so
giebt es einen Punkt @, derart, dass die Figuren P’'SP@Q und
@ SQ P congruent ausfallen, @, liegt m der Geraden S@, d 1. ¢
aber nicht 1m Schenkel S¢Q Die Strecken S¢, und SP’ sind con-
gruent, folgheh auch SQ, und S, @, mit ¢ identisch, P'SPQ
und @ SQ@P congruent.

2. Liegen m einer Ebene die eigenthichen Punkte A BCD der-
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att, dass die Stiecken 4C und AD congruent smd, ebenso BC
und BD, so smd die Figuren ABCD und ABDC congruent.

Beweis. Sollten ACD in emne Gerade fallen

c und zugleich auch BCD, so kann 4 sich nicht

e ~._ . von B unterscheiden. Ich nehme daher an,

A< /B dass etwa ACD nicht i gerader Linie legen;

dann smmd die Figuren AC'D und ADC con-

Fig 32 gruent, und ich kann in der Ebene AC'D den

Punkt B, so wahlen, dass die Figuren A BC'D

und AB DC congruent ausfallen Liegen . und B auf deiselben

Seite von C'D, so gilt dies auch von 4 und B, und umgekehrt,

folglich hegen B und B; nicht auf verschiedenen Seiten von CD

Da nun BCD und BDC, BCD und B, DC, folghch BDC und
B, DC congruent sind, so 1st B, mit B 1dentisch.

3. Iaegen die eigenthchen Punkte ABC behehg und die
eigentlichen Punkte 4'B’C’ derart, dass die Strecken 4B, 40,
BC resp. den Strecken 4’B’, 4'C’, B'C’ congruent sind, so sind
die Figuren ABC und 4'B’C’ congruent

Beweis: In einer durch AB( gelegten Ebene kann ich den
Punkt D so wahlen, dass ABD und 4'B’C’ congruent werden
Es sind dann AC und 4D, BC und BD congruent, folghch nach
dem vorigen Satze ABC und ABD

4. Wenn 1 einer eigentlichen Ebene E zwer congruente Ki-
guren derart hiegen, dass zwei eigentliche Punkte PP’ einander in
beiderler Sinn entsprechen, und dass sich zwer auf verschiedenen
Seiten der Geraden PP’ gelegene homologe eigentliche Punkte @ @’
vorfinden, so 1st die Mitte S der Strecke PP’ und jeder in der
Ebene L durch S gezogene Strahl sich selbst zugeordnet, und je

zwel homologe eigentliche Punkte liegen
a' auf verschiedenen Seiten von S.
\4 Beweis. Zunichst entspricht der Strahl
/ ., PP’ sich selbst, auf 1thm liegen zwei invers
P _ 5 L congruente Punktrerthen mit dem Doppel-
punkte S, die Strecken SP und SP’ smd
/7*/11 congruent. Auf irgend einem andern Strahle
‘4

des Buschels S in der Ebene E mache man
von S aus die Strecken SR und SR’ mit
SP und SP’ congruent, indem man etwa
R mit @, also B’ mit @ auf emerlei Seite von PP’ annimmt, und
nenne R, den homologen Punkt zu R. Nach Satz 1. sind P'SE
und R'SP congruent, folglich sind es auch P'SE und PSR,
PSR, und PSR’, uberdies liegen @  und Ry, also auch B’ und

g 58
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R, auf emerlei Seite von PP'. Hernach fillt B, mit It zusammen,
R und R’ sind homolog.

5. Wenn in emner eigentlichen Ebene E zwel congruente Figuren
derart liegen, dass zwei eigentliche Punkte P P’ einander in beideile:
Sinn entsprechen, und dass sich zwei auf derselben Seite der Ge-
raden PP’ gelegeue zugeordnete eigentliche Punkte @@’ vorfinden,
so sind alle Punkte der Geraden f, welche in der Ehene & auf der

Geraden PP° mm Mittelpunkte S dex

£ Strecke PP’ senkrecht steht, sich selbst
Q- ‘ .0 homolog.
B~ Beweis: Da der Stiahl PP’ und der
. , Punkt S sich selbst entsprechen, so
P s P fillt auch der Stahl / vt dem homo-

logen zusammen. Auf f nehme ich den
eigentlichen Punkt B, mit @ und @’
auf emerlel Seite von P P’, und nenne
R’ den homologen Punkt; da B’ mit
@', also B mit R’ auf einer Seite von
PP liegen muss, so fillt B" mit R zusammen.

6. Werden durch emen eigenthichen Punkt S zwei Strahlen 0
und ¢, nicht senkrecht zu einander, gezogen, so liegt 1m Buschel b¢
ein und nur em von ¢ verschiedener Strahl
¢, welcher congruente Figuren b¢ und b¢

Fig 54

~.a, 9~ ergiebt.
PJ/\- ,// R S Beweis: Ich nehme auf ¢ den eigent-
s \' lichen Punkt @ beliehig (von S verschie-
- U den). Sollen bei einer Congruenz in der

& Ebene b¢ die Elemente b und § sich selbst
¥ig 55 entsprechen, aber nicht ¢, so miissen auf

b entweder alle Punkte sich selbst zuge-

ordnet oder eine inverse Congruenz mit dem Doppelpunkte S an-
genommen werden. Ist im ersteren Falle @; der homologe Punkt
zu @, so geht die Gerade @@, durch den absoluten Pol der b in
der Ebene be¢, d. h. sie steht auf b senkrecht und ist also von ¢
verschieden, @, nicht in ¢ gelegen; die hiernach von ¢ verschiedene
Verbindungslinie ¢ der Punkte S und @, ist mit ¢ homolog. Im
zweiten Falle seien ¢ und ¢, zugeordnete Punkte; aus Satz 4. wird
man folgern, dass sie auf einerlei Seite von 0 legen mussen, also
@, und @, auf verschiedenen Seiten. Macht man auf 5 die Strecken
SP und SP’ congruent, so sind SRQ und SP’'Q, congruent, zu-
gleich SPQ und SPQ,, folglichk SPQ, und SP'Q,, SPP'Q, und
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SP'P¢, Nach Satz 4. fallen daher die Strahlen S@, und S¢,
zusammen, und man erhilt wieder ¢’ als zugeordneten Strahl zu ¢

%. Wird bei einer Congruenz in einem Strahlenbuschel mit
eigenthchem Scheitel S der Strahl b sich selbst zugeoidnet, so ist
auch der auf b senkrechte Strahl 3 des Biischels em Doppelstrahl,
und es werden entweder je zwer homologe Strahlen durch b8 har-
momisch getrennt, oder es entspricht jeder Stiahl sich selbst

Beweis: Der homologe Strahl zu g ist senkvecht zu b, also mit
B 1dentisch. Ich nehme nun im Biischel 03 einen dutten Strahl ¢
und nenne ¢ den homologen Strahl Fallen ¢ und ¢’ zusammen, so
gilt dies von allen Strahlen; anderenfalls gehért zu ¢ em von ¢
verschiedener homologer Strahl ¢, welcher 0¢ und bd, also b¢ und
bd congruent macht und muthin nach dem vorigen Satze von ¢ micht
verschieden sein kann, die Beziehung ist also mvolutorisch und hat
die beiden Doppelstrahlen j

Zwei congruente (aber verschiedene) Strahlenbuschel in einer
Ebene, welche einen und denselben eigenthchen Punkt zum Scheitel
haben, heissen invers congruent, wenn Doppelstrahlen vor-
kommen, anderenfalls direct congruent. Zwer identische Strah-
lenbuschel sind allemal zu den direct congruenten zu rechnen

Invers congruente Buschel liegen 1n Involution und haben zwei
auf emander senkrechte Doppelstrahlen, die Beziehung 1st durch
einen Doppelstrahl bestimmt; nach Satz 4 15t auf dem einen Doppel-
strahl jeder Punkt sich selbst homolog, wihrend auf dem anderu
mvers congruente Punktreihen liegen; nach § 16 (Seite 131) wird
kein Paar homologer Strahlen durch ein auderes getrennt

8. Wird durch den eigenthchen Punkt S ngend emne Ebene

angenommen, so hegen die in der Ebene

o E mit S verkniipften Punkte auf einer
b
B -7 Gerad
L4 eraden

"~ A‘ g « Beweis In der Ebene E lege ich durch
T m“ % 8 zwer senkrechte Strahlen ww, emen be-
A4 g~ Lebigen dritten Strahl b und zu aab den
e 56 ¢ yierten harmonischen Strahl ¢, so dass ab

ng

und ac¢ congruent werden. Smd ae;b ¢
die resp. auf aebc¢ mit S verknipften Punkte, so sind @, ¢, die ab-
soluten Pole resp. von aa in der Ebene E. Ich stelle nun in der
Ebene E eme Congruenz auf, ber welcher alle Punkte der « sich
selbst, die Strahlen be einander entsprechen; auch b, und ¢ werden
homolog, und den eigentlichen Punkten AD der b werden A'B’
auf ¢ zugeordnet. Die Punktrethen SABb,, SA B'c, smnd per-
spectry, die Strahlen 4.4’ und BB’ stehen senkrecht auf @ und
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treffen sich 1n «,, folglich geht ,¢, durch ;. Aber dann muss
b,c, ebenso durch «, gehen, d. h. auf der Geraden a,«, liegt b,
und mithin jeder mit S verknupfte Punkt der Ebene E.

Diese Gerade heisse die absolute Polare des Punktes S m
der Ebene E. Sie enthiilt den Punkt S nicht, st tiberhaupt eine
uneigentliche Gerade; jeder ihrer Punkte st mut S verknupft Sie
1st zugleich der Ort der absoluten Pole, welche in der Ebene £ zu
den 1 dieser Ebene durch S gelegten Strahlen gehoren.

9. Liegen an emem eigentlichen Punkte S und an emer Ebene
zwel congruente Strahlenbuschel derart, dass zwer nicht senkrechte
Strahlen cc¢” einander n beiderler Sinn entsprechen, so sind die

Buschel invers congruent; die Beziehung
¢ 1st durch das Paar c¢¢’ bestimmt.

~—__ g /(‘ Beweis: Machen wir “auf ¢ die

= ; b Shecken SC wnd S O, congruent und

- x o nennen O’ den auf ¢ gelegenen homo-

Fig 57 logen Punkt zu C, so werden SC und

SO’ congruent. Der homologe Punkt

zu C' soll auf ¢ liegen und ist daher C; denn sonst waren C'C,

homolog, SCC’ und SC’C, congruent, also SCC" und SC,C" con-

gruent, ¢ auf ¢ senkrecht Folglich entspricht die Gerade CC’ sich

selbst, ebenso die Mitte der Strecke CC’ und der Strahl b, welcher
diese Mutte mit S verbindet, u s w.

10. In jedem Strahlenbuschel mit eigentlichem Scheitel bilden
die Paaie senkrechter Strahlen 0B eme Involution.

Beweis: Nimmt man in dem Buschel den
Strahl « beliebig, aber von b und f verschieden,
so sind ¢b homologe Strahlen emner, nach Satz 6.
vollig bestimmten, nicht involutorischen (also
| directen) Congruenz in dem Buischel; dem Strahle

Fig 58 b entspricht em von @ und ) verschiedener

Strahl ¢, welcher o und bc congruent macht.
Zu acp ist B der wvierte harmonische Strahl. Mit  varurt nun g,
und die Paare b bilden eme Involution nach § 16 extr.

Diese Involution soll die absolute Involution in dem Strah-
lenbuschel genannt werden; sie hat keme Doppelstrahlen.

11. In jedem Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel S wird
durch Zuordnung zweier beliebiger Strahlen eine directe Congruenz
bestimmt

Beweis: Sind die beiden Strahlen micht senkrecht, so folgt die
Behauptung, wie bereits 1m vorigen Beweise erwihnt wurde, aus
Satz 6. Werden aber zwer senkrechte Strahlen o« emander zu-




§ 19 Congiuente Figwien m der eigenthichen Ebene 153

geordnet, so muss die Beziehung involutorisch werden. Es seien

dann 4B homologe eigentliche Punkte resp. von ae, und auf o

seten die Strecken SA, SC congruent

g Dem Punkte B ist 4 oder C zugeordnet;

lB . wire es 4, so ghbe es nach Satz 5. emen

W Doppelstrahl; folghch sind BC homolog.

3 A Man ziehe nun einen Stiahl b des Biischels

/ '\ % gwischen 4 und B lindurch und neune

| \ B den (mn berderlei Sinn) homologen Strahl,

. Da 8 zwischen B und C hindurchgeht, so

werden ae durch b8 getiennt, die durch

die Paare SS, AB, BC bestimmte Con-

gruenz 1st direct, die Stiablen % stehen aufeinander senkrecht.

DPurch die beiden Paare ae«, bB 1st die Involution bestimmt, sie
fallt daher mit der absoluten Involution des Buschels zusammen.

Die directe Congruenz im Stiahlenbiischel 1st hiernach im Allge-
memen meht mvolutorisch, nur die absolute Involution des Buschels
18t als eine directe Congruenz aunfzufassen. Je zwer senkrechte Strah-
len des Bischels werden durch jedes andere Paar senkrechter Strahlen
desselben getrennt,

12. Bind zwischen drei eigentlichen Punkten 4B C senkrechte
Strahlen 4B, AC gezogen und aus A nach BC eine Senkrechte
gefallt, welche der BC in a begegnet, so liegt @ zwischen B und C

Beweis: Lige etwa C zwischen o und B,

4 _~18 so miisste der Schuittpunkt g der AB mit

\ der auf BC im -Punkte C und 1n der Ebene
(24

Yig 59

A B C ernichteten Senkrechten zwischen 4 und

/a B fallen., Errichtet man in derselben Ebene

— Cy senkrecht auf AC, so wiren die Senk-

7 rechten CA, Cy durch die Sepkrechten CB,
Fg. L0. Cp nicht getrennt.

13. Liegen die ecigenthichen Punkte ABC beliebig, nicht in
gerader Limie, und werden die Geraden BC, CA, AB von den
resp aus A, B, C nach ihnen gefillten Senkrechten m a, b, ¢
getroffen, so liegt entweder @ zwischen B und C, oder b zwischen
¢ und 4, oder ¢ zwischen 4 und B
B Beweis: Nehmen wir an, dass etwa b nicht

a zwischen ¢ und 4 lhegt, sondern 4 zwischen
b und C. Die Senkrechte auf AC mn 4 und m
) >0 der Ebene A BC trifft dann B( in 8 zwischen B
\ / und C (oder in B selbst), folghich hiegt @ zwischen
e B und C (Satz 12), d.1i. zwischen B und C.

Fig. 61.
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14. Wird der eigentliche Punkt S sich selbst, der Schenkel
SF' dem Schenkel SF zugeordnet, so wird dadurch in der Ebene
SFF’ eme und nur eme Congruenz bestimmt,

B’ bei welcher das Buschel S in ein divect con-
A ' gruentes tbergeht.

S //}‘\4\/1‘ ¢ Beweis: aDem eigenthchen Punkte A m
\\X\-B, Schenkel SF entspricht ein bestimmter Punkt 4’
A\ —>p im Schenkel SF'. Wird der eigentliche Punkt

\ B in der Ebene SFE’ ausserhalb des Strahles
\ SF und der in dem Buschel gelegenen Senk-
¥ vechten gewihlt, so giebt es 1n der Ebene SFF'
e zwer Punkte B und B,, welche S4'B" und

S4'B, mt S4B congruent machen. Die Strahlen SB’ und SB,
fallen nicht zusammen; emer von ihnen, etwa SB', ist dem Strahle
SB zuzuordnen (10), und B’ ist dann der homologe Punkt zu B.
Wenn eine Figur durch eme solche Congruenz m eme andere.
tibergeht, so sagt man, sie sei in der Ebene SFF’ um S gedreht.
Hierher gehort insbesondere digjemge Congruenz, bei der je zwel

homologe Punkte mit S auf einer Geraden liegen (vgl Satz 4).
15. Wird die eigentliche Gerade g der Ebene E sich selbst
und auf g dem eigentlichen Punkte 4 der Punkt A’ zugeordnet,
so wird dadurch in der Ebene E eine
B’ und nur eme Congruenz bestimmt,
\ \ bei welcher auf g direct congiuente
A;' 9 Punktrethen entstehen und zwei homo-
R\ .loge eigentliche Punkte (B, B’) auf

‘Bl

B

emerler Seite der ¢ sich vorfinden.
Beweis: Der Punkt 4" soll nicht
m 4, sondern etwa in A" ubergehen.
Ist nun M die Mitte der Strecke A4, so drehe man zuerst um J/
so, dass A nach A’ gelangt; dabei geht A" in 4, B in B, tber,
B und B, liegen in der Geraden MB auf verschiedemen Seiten
der ¢ Hierauf drehe man um A4’ so, dass 4 nach A” gelangt;
dabei muss B, m B iibergehen, und man erkennt also zugleich,
dass die Strecke B, B in A’ ihren Mittelpunkt besitzt.

Wenn emne Figur durch eme solche Congruenz 1n eine andere
ubergeht, so sagt man, sie sei m der Ebene E lings der Geraden
g verschoben. Die Veischiebung lasst sich auf zwer Drehungen
euriickfiihren.

Fig 63
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(1

§ 20. Die absoluten Polarsysteme-).

Wi werden jetzt an den Begriff der absoluten Polaie an-
kntipfen. Es seien RST eigentliche Punkte i einer Ebene E,
rst 1hre absoluten Polaren in E; die Gerade RS wird von » in
dem mit B verkniipften Punkte R, von s mn dem mut S verkniipf-
ten S" geschnitten; » und s enthalten den absoluten Pol der RS
in E. Macht man nun die Annahme, welche zur Eukhdischen
Geometrie fulit, so fillt R mit S zusammen, nimlich in den
absoluten Punkt der RS, folglich haben r und s zwei Punkte ge-
mem und fallen in eine und dieselbe Gerade ¢, welche die abso-
lute Gerade der Ebene F genannt weiden mag. Jeder eigent-
liche Punkt der Ebene FE hat ¢ zur absoluten Polaie, von jeder
eigentlichen Geraden enthalt e den absoluten Pol und schneidet
sie in ihrem absoluten Punkie. Aus der in F zum Punkte R ge-

horigen absoluten Involution acw, b8, cp, .
| , schneidet e involutorische Punktepaate ¢,
’ 1 b By, ¢ 1y - .. heraus, zieht man nun in E

Bl u durch S den Stiahl & senkrecht zu @, den
Strahl «  senkrecht zu ¢/, so treffen sich «
-«

s und ¢ 1w e, ¢ und ¢’ m @, d h. ¢ schnei-

Fig ol det auch aus der mn F zu S gehérgen ab-

soluten Involution die Punktepaare a,c,,

b8, ¢,7y, .. heraus Die so auf ¢ entstehende Involution mag

die absolute Involution der Ebene E genannt werden; je zweil
Paare derselben liegen getrennt, Doppelpunkte sind nicht vor-
handen.

Wesentlich anders gestaltet sich die Sache bel derjenigen An-
vahme, welcher Nichteuklidische Geometrie entspricht. Hier ist R’
von S, 7 von s verschieden, der Punkt rs der absolute Pol der
RS in F; in gleicher Beziehung steht der Punkt st zur Geraden
ST, der Punkt ¢ zur Geraden BT Gehen #s¢ durch einen Punkt,
so liegen RST auf emer Geraden; denn jener Punkt ist dann ab-
soluter Pol der RS und der RZ, mithin RS mit RZ identisch.

*) Cayley hat bemerkt, dass die metrischen Eigenschaften der Figuren
i der BEuklidischen Geometrie als specielle Falle von projectiven Figenschaf-
ten erscheinen, wenn man gewisse Gebilde zuzieht, welche hier durch emn
,absolutes Polarsystem** vertreten werden, vgl die auf Seite 146 ctirte Ab-
handlung, Diese Theorie hat Herr F Klein (Math Apn Bd 4 8. 573 ff.)
auf die Nichteuklidische Geometrie ausgedehnt und aus anderen Gesichts-
punkten beleuchtet
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Smd also A BCD eigentliche Punkte der E, von denen keine dre:
in gerader Linie liegen, uud abcd ithre absoluten Polaren i E,
s0 gehen von diesen keme drer durch einen Punkt, und es wird 1n
der Ebene E durch die Paare Aa, Bb, Cc, Dd eine Reciprocitat
bestimmt, bei welcher den Geiaden 4B, AC, A D ihre absoluten
Pole B, 7, 0 (d.1i. abd, ac, ad) entsprechen. Es werde mit P emn
finfter eigentlicher Punkt der E, mit & der dem Strahle 4P zu-
geordnete (mut 8, y, 0 auf & gelegene) Punkt bezeichnet Die
Figuren 4(BCDP) und By 0d¢& werden projectiv, yde und A(Byde)
peispectiv, folghch A(BCD P) und A(Byde) projectiv; die Strah-
len .1B und ApB bilden ein Paar der absoluten Involution in dem-
selben Buschel, ebenso AC und Ay, 4D und A9, folglich gilt
dies auch von AP und Ae, d. b ¢ 1st absoluter Pol der A P.
In gleicher Weise liefern ber jener Reciprocitit B P, CP, DP als
homologe Punkte ihre absoluten Pole, mithin P als homologe Ge-
1ade sewne absolute Polare. Ueberhaupt ist jedem eigentlichen
Punkte seine absolute Polare, jeder eigentlichen Geraden ihr abso-
luter Pol zngeordnet, die Reciprocitat von den Punkten 4B CD
unabhingig. Sind nun ¢ und B die homologen Punkte zu den
Geraden 48 und BB, also &f die homologe Gerade zu @, so
liegen ¢ und f° auf der Geraden 4B, welche somit dem Punkte
B entspricht; ebenso 18t AC die homologe Gerade zu p, also 4 der
homologe Punkt zu ¢ Da hiernach auch die Paare a4, VB, ¢cC,
dD der betrachteten Beziehung angehdren, so ist diese als Polar-
reciprocitit zu bezeichnen; wir nennen sie die absolute Polar-
reciprocitat der Ebene E, die Paare homologer Elemente bilden
das absolute Polarsystem der Ebene E.

Indem wir jetzt ans der Ebene heraustreten und zundchst die
EBuklidische Geometrie von der andern nicht trennen, betrachten
wir emen Strahl ¢ durch den eigentlichen Punkt P, drei auf ¢
senkrechte Strahlen fgh durch P nnd einen behebigen Stiahl %

des Buschels fg. Mit A und B bezeichnen
e wir eigentliche Punkte von / resp. g auf
P verschiedenen Seiten von %, so dass & von
4 f der Geraden AB 1n einem eigentlichen
Punkte C geschnitten wird; auf ¢ machen

F L 6=k yir die Strecken PD, PD congruent. Hs
e B~g werden dann AD und 4D’ congruent,
G ~ ebenso BD und B, folglich auch 4 BD

py D und ABD', ABDC und ABD'C, DC

und D’'C, PCD und PCD, folghch ¢ senk-
recht zu k. Die Ebenen ¢’ und fg schnei-

Fig 65
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den sich daher 1n emer auf ¢ senkrechten, also mit % 1dentischen
Geraden, d h. 7 hegt in der Ebene fg Demnach ist der Ort aller
Geraden, welche auf ¢ in P senkrecht stehen, eme Ebene E; man
nennt ¢ und E senkrecht zu einander. Durch jeden eigentlichen
Punkt geht eine und nur eine Ebene, welche auf einer gegebenen
eigentlichen Geraden senkrecht steht Steht die Gerade ¢ auf E
in ¢ senkrecht, so steht auch die in E auf PQ durch @ eriichtete
Senkrechte [* auf ¢ senkrecht; macht man auf f* die Strecken QF
und QG congruent, so werden PF und PG congruent, weiter
DF und DG, DQF und DQG, folghch ist f* senkrecht zu D @,
tberhaupt zur Ebene ¢Q, ¢ 1 der Ebene ¢@, ¢ und ¢ in emer
Ebene [Eukl. XI. 6]. Hiernach geht durch jeden eigenthichen Punkt
R eine und nur’eine Gerade 7, welche auf emer gegebenen eigent-
lichen Ebene E senkrvecht steht; denn liegt R auf E und zeht
man 1 E durch B zwer Strahlen sf, sodann durch R zwei auf s
resp. ¢ senkrechte Ehenen S und 7T, so ist die Gerade ST senk-
recht auf der Ebene s¢; liegt aber R micht auf E, und errichtet
man in emem auf ¥ gelegenen eigentlichen Punkte @ die Senk-
rechte ¢ auf E, so muss » in die Ebene R¢ fallen u.s w

Alle Senkrechten auf einer eigentlichen Ebene gehen durch
emen (uneigentlichen) Punkt. Wir nennen ihn den absoluten
Pol der Ebene; er ist mut allen eigentlichen Punkten der Ebene
verkniipft; jede durch ihn gezogene eigentliche Gerade steht auf
der Ebene senkrecht; zu jeder eigentlichen Geraden der Ebene ist
er absoluter Pol. Werden durch eme eigentliche Gerade zwei
Fbenen E und E’ derart gelegt, dass £’ den absoluten Pol von F
enthdlt, so liegt der absolute Pol von E’ in E; jede Senkrechte,
auf der Geraden EE’ m der emen Ebene errichtet, steht auf der
andern Ebene senkrecht; solche Ebenen heissen senkrecht Jede
Ebene, welche emne zur Ebene E senkrechte Gerade enthalt, steht
senkrecht auf F. Legt man durch einen eigentlichen Punkt drei
paarweise senkrechte Ebenen, so smnd je zwei Durchschnittslinien
auf emnander senkrecht.

Durch die eigenthiche Gerade g lege man Paare senkrechter
Ebenen ae«, 68, ... und durch den eigentlichen Punkt P der g
emme Ebene senkrecht zu g. Diese Ebene schneidet aus jenen Paaren
die Strahlenpaare a,e,, b, 8,, . . heraus, welche durch P gehen
und nvolutorisch hegen. Also bilden auch die Paare aw, 08, ..
im Ebenenbiischel g eine Involution; diese werde die absolute
Involution im Ebenenbuschel g genannt. Je zwer Paare dersel-
ben legen getrennt, Doppelebenen sind nicht vorhanden. —

Um die Congruenz im Ebenenbiischel niher zu untersuchen,
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stellen wir zuerst folgenden Satz auf: Suind PQR ... Ebenen an
der ewgenthchen Geraden g, pgr . . und p'g'v ... Schwite des
Elenenbuschels PQR ... nut Ebenen, welche auf g (i A resp A')

senkrecht stehen, so sind die Strahlenbuschel pgr . . und par.
congruent Bewes: Auf pp', qq, v .. ver-
g zeichne 1ch die Paale congruenter Strecken
. B 4B AW, ACAC, AD AD, ... jo auf
4! N derselben Seite der ¢ und nenne I die Mitte
l\ ~& der Strecke A4 A"; die in M auf g senkrechte
| /A" ' % Ebene wird die Strecken BB’, CC' in zwer
M}\Z \J//p’ Punkten N, O schneiden. Da M NAB und
: S0 MNAB, MOAC und M0OA C’ congruent
£ sind, so 1st N die Mitte der BB, O die Mitte

| \3\ der CC', M N senkrecht auf BB, MO auf
} C" "¢ (OC’; die Ebene MNO st senkrecht auf g,
Fig 66 mithin auf P, auf BB’, auf CC’, demnach
BB und CC" auf NO, NOBC wud NOB'C’
congruent, weiter BC und B'C’, ABC und A'B’(’, ebenso ABD
und 4A'B'D" u.s w Liegen nun C und D auf derselben Seite der
p, so hegen C und D, ¢ und ¢, D und D, ¢" und D" auf der-
selben Seite der P, folghch ¢’ und D’ auf derselben Seite der p’;
liegen dagegen C und D auf verschiedenen Seiten der p, so liegen
C’ und D" auf verschedenen Seiten der p’. Folglich sind auch
ABCD uwnd A'B'C'D" congruent, iiberhaupt ABCD ... und
ABCD . , mithm pgr ... und pq’r .

Die hierbei auftretende Congruenz zwischen ABCD ... und
A'BC'D . . lisst sich erweitern; daber entsprechen g PQR .
sich selbst, und die auf g entstehende Congruenz 1st eine dlrecte
da sonst die drei nicht m gerader Linie gelegenen Punkte MN O
sich selbst entsprechen mussten. Wird die egenthiche Gerade g
such selbst und auf g dem egentlichen Punkie A der Punkt A’ zu-
geordnet, so wwd dadurch eme und nur eme Congruenz bestimmt,
ber welcher auf g dwect congruente Punkireshen entstchen wund zwes
homologe eigentliche Punkie m emer Ebene mat g und auf einerles
Seite der g sich vorfinden; daber entspricht jede Ebene des Buschels
g sich selbst, und jede in einer Ebene mit g enthaltene Figur wird
in dieser Ebene lings g verschoben. Wird uberhaupt eine Figur
durch eme solche Congruenz in eme andere tibergefuhrt, so sagt
man, sie werde lings der Geraden g verschoben.

Werden durch die eigentliche Geradsg g swes congruente Ebenen-
buschel PQR ... und P'Q'R' ... gelegt und aus diesen durch eme
auf g senkrechte Ebene die (concentrischen) Strahlenbuschel pgr .
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und p'q’r’ ... herausgeschnitten, so smd pgr ... und p'q’r ...
congruent. — Beweis: Die beiden Ebenenbiischel sind homologe
Figuren einer Congruenz, bei welcher g sich selbst entspricht.
Schuneidet die zur Ebene pg homologe Ebene, welche ebenfalls auf
g senkrecht steht, aus P'Q'R .. das Strahlenbischel p g, 7,
heraus, so sind pp, q¢;, 77, ... homolog, mithin pgs .. und
P14;7; - . . congruent; ausserdem siud p'¢’# .. .und p,¢,r, . . con-
gruent — Diwe Figuren PQ wnd QP smd congruent. Steht P
nicht senkrecht auf @, so liegt im Buschel g emne und nur emne
von P verschiedene Ebene II, welche congruente Figuren P@ und
II1Q ergiebt, und die vierte harmonische Ebene zu PIIQ steht
senkrecht auf ¢.

Die Congruenz der Strahlenbischel pgr ... und p'g¢’s’ ist
entweder fiir alle Lagen ihrer auf g senkrechten Ebene direct oder
fiir alle diese Lagen invers Im ersteren Falle heisst die Congruenz
der aufeinanderliegenden Ebenenbuschel PQR . und P'Q'R ...
direct, im letzteren Falle invers. Ist die Congruenz direct, so
entsprechen entweder alle Ebenen sich selbst oder keine; die Be-
ziehung 1st durch zwei homologe Ebenen bestimmt und im Allge-
meimen nicht involutorisch, nur die absolute Involution des Buschels
g 1st als eine directe Congruenz aufzufassen. Ist jene Congruenz
invers, so ist sie involutorisch und hat zwei zn einander senkrechte
Doppelebernen.

Es guebt emne und nur eme Congruenz, bew welcher alle Punkte
der eigentlichen Geraden g sich selbst entsprechen wnd der Schenkel
gF wm den Schenkel gF’ ibergeht. Jede auf g senkrechte Ebene F
entspricht daber sich selbst, und in 1hr entstehen congruente Strah-
lenbiischel mit dem Scheitel g E; diese Strahlenbuschel sind direct
congruent, weil es sonst auf E ausser g E noch eigentliche Punkte
gibe, welche sich selbst entsprechen, es wird also jede auf E ge-
legene Figur mm E nm gk gedreht, und an der Axe g entstehen
direct congruente Ebenenbiuschel. Wenn eine Figur durch diese
Congruenz in eine andere iibergefihrt wird, so sagt man, sie werde
um die Axe g gedreht.

Jede Verschiebung lasst sich auf zwei Drebungen, jede Con-
gruenz” auf eine Verschiebung und zwei Drehungen zuriickfiihren, —

Die Betrachtung der Congruenz im Ebenenbuschel war zur
Herstellung der absoluten Polarsysteme mnicht erforderlich. Wir
wenden uns jetzt zuerst zur Erzeugung des absoluten Polarsystemes
eines eigentlichen Punktes P und schicken folgende Bemerkungen
voraus.

Beschreibt der Strahl ¢ ein Strahlenbiischel mit dem Scheitel
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P, so beschreibt die auf ¢ in P senkrechte Ebene F emn Ebenen-

?

buschel, dessen Axe 1 P auf der Ebene des Strahlenbiischels senk-
recht steht Beschreibt die Ebene E emn Ebenenbuschel im Biindel
P, so beschreibt der auf F in P senkiechte Strahl ¢ ein Strahlen-
biischel, dessen Ebene in P auf der Axe des Ebenenbiischels senk-
1echt steht. Daber durchlaufen ¢ und E jedesmal projective Ge-
bilde, denn wird E von der Ebene des Strahlenbuschels in f ge-
schnitten, so steht ¢ auf f senkrecht, e und f durchlaufen projec-
tive, £ und [ perspective Gebilde.

Legen wir nun durch P vier Strahlen abcd, von denen keine
drei an einer Ebene liegen, und durch P senkrecht zu abcd die
Ebenen resp. A BCD, von denen alsdann kemne drer an emer Ge-
raden liegen, so bestunmen die Paare a4, bB, ¢C, dD eine Reci-
procitit im Biindel P Es se1 ¢ emn beliebiger Strahl durch P, &
der auf ge in P seukrechte Strahl, und gy d& seien die homologen
Strahlen zu den Ebenen resp. ab ac ad ae, also Bydee auf 4
gelegen, B senkrecht auf ab, y auf ac, 0 auf ad; dann hegen die
Strahlenbiischel fyde und By de& mit dem Ebenenbuschel a (bcde)
und mithin unter emander projectiv, & 1st mit & 1dentisch, & auf
ae senkrecht. Ebenso hefern be, ce, de senkrechte homologe
Strahlen, mithin e eme senkrechte homologe Ebene, so dass 1m
Biindel P jedem Strahle die senkrechte Ebene, jeder Ebene der
senkrechte Strahl entspricht Die Reciprocitdt ist also von den
Strahlen abed nicht abhingig und st Polarreciprocitit, weil auch
die Paare Aa, Bb, Ce¢, Dd 1hr angehoren; wir nennen sie die
absolute Polarreciprocitét des Punktes P, die Paare homo-
loger Elemente bilden das absolute Polarsystem des Punktes P.

Die absoluten Polaren des eigentlichen Punktes P in simmt-
lichen Ebenen des Biindels P schneiden sich zu je zweien, gehen
aber nicht alle durch emen Punkt, sie liegen mithin auf emer
Ebene; diese Ebene 1st der Ort der mat P verknupften Punkte,
der Ort der absoluten Pole aller Ebenen des Bundels 2, und werde
die absolute Polare (Polarebene) des Punktes P genannt.
Die absoluten Pole der eigenthichen Geraden ¢ in sammthichen
Ebenen des Buschels g werden mit dem eigentlichen Punkte 4 der
¢ durch senkrechte Strahlen zu g, also durch Strahlen emes Buschels
verbunden und liegen mithin auf der zu g in A senkrechten Ebene
E, und zwar mit 4 verknupft, also auf der in der Ebene E zum
Punkte 4 gehdrigen absoluten Polare; diese Gerade werde die ab-
solute Polare des Strahles g genannt Jede auf g senkrechte
Ebene £ geht durch die absolute Polare des Strahles g, welche in
der Ebene E die absolute Polare zum Punkte gE darstellt, jeder
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eigentliche Punkt der g liefert eine absolute Polarebene, welche
durch den absoluten Polarstrahl der g hindurchgeht, jede Ebene
durch ¢ hefert emen absoluten Pol, welcher auf dem ahsoluten
Polarstrahle der g liegt

Es seien nun A BODE eigentliche Punkte, von denen keine
vier in einer Ebene legen, und albcde ihre absoluten Polaren; die
Ebenen « und b enthalten die absolute Polare der Geraden 4B;
die Gerade 4B wird von der Ebene ¢ in dem mut A verkniipften
Punkte 4’, von der Ebene b in dem mit B verkmipften Punkte B’
getroffen In der Euklidischen Geometrie fillt 4" mit B’ zu-
sammen, folglich auch @ mit b, d. h. alle eigentlichen Punkte haben
dort die namliche absolute Polarebene, eine uneigentliche Ebene,
welche die absolute Ebene heissen mag und jede eigenthche
Ebene in ihrer absoluten Geraden schneidet. Wird mit m ein
Punkt der absoluten Ebene, mit u die absolute Polare des Strahles
md, also die absolute Gerade emer auf m A senkrechten Ebene
bezeichnet, so 1st m der absolute Pol dieser Ebene, welche somit
auch auf mB senkrecht steht; folglich hat auch m B die absolute
Polare @, d. h. g ist durch m allein bestimmt. Wenn m variirt,
so bilden die Paate Am, Ay ein Polarsystem, namlich das absolute
Polarsystem des Punktes A4; aus diesem schneidet die absolute
BEbene die Paare myu heraus, welche somit ebenfalls Paare emes
Polarsystemes sind Das so auf der absoluten Ebene erzeugte Polar-
system kann das absolute Polarsystem genannt werden.

In der Nichteuklidischen Geometrie st 4" von B, ¢
von b verschieden, die Gerade ab die absolute Polare der 4B,
ebenso @c¢ die absolute Polare der AC u.s. w Da ABC mcht in
gerader Linie liegen, so haben abe¢ nur einen Punkt gemein; denn
histten abc eine Gerade gemein, so hdtten die Strahlen 4B und
AC jene Gerade zur absoluten Polare und shinden in 4 auf einer
Ebene senkrecht. Der Punkt abc¢ ist der absolute Pol der Ebene
ABC, ebenso abd der absolute Pol der ABD u.s w. Hitten
abcd emen Punkt gemein, so hitten die Ebenen 45 @@und ABD
jenen Punkt zum absoluten Pol und stunden in 4 auf emer Ge-
raden senkrecht, die Ebenen abcd gehen also micht durch einen
Punkt, tiberhanpt keine vier von den Ebenen abcde.

Die Paare Aa, Bb, C¢, Dd, Ee¢ bestimmen eine Reciprocitit,
ber welcher den Ebenen ABC, ABD, ABE ihre absoluten Pole
p, 0, ¢ (d.1 abe, abd, abe) entsprechen. Es werde mut P ein
sechster eigentlicher Punkt, mit § der der Ebene 4 B P zugeord-
nete (mit , 8, ¢ auf der Geraden ab gelegene) Punkt, mit g die
Gerade A D bezeichnet. Die Figuren g (CDEP) und pdef wer-

Dascrr, Vorlesungen. 11
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den projectiv, pdef und g(ydef) perspectiv, folghch g(CDEP)
und g (y0ef) projectiv. Die Ebenen gy, g0, ge stehen resp. auf
den Ebenen gC, gD, gE senkrecht, folghch auch g auf g P, d. h.
¢ 1st der absolute Pol der Ebene gP. Demnach entsprechen den
Ebenen A BP, ACP, BCP u. s. w. ihre absoluten Pole, dem Punkte
P die Ebene dieser Pole, d 1 die absolute Polare von P. Bel
jener Reciprocitit wird also jedem eigentlichen Punkte seme abso-
lute Polare, jeder eigentlichen Ebene 1hr absoluter Pol zugeordnet,
die Reciprocitiit ist von den Punkten A BCDE una,bhanglcr Sind
nun @, o, «, die homologen Punkte zu den Ebenen BCy, CAy,
A By, also a,a,x; die homologe Ebene zu p, so stehen die Ebenen
BCy, CAy, ABy senkrecht auf ABC, mithin liegen a, @, o3
m der Ebene ABC, dem Punkte p ist die Ebene 4B C zugeordnet,
ebenso dem Punkte 8 die Ebene ABD, folghch der Geraden ab
@ i. p0) die Gerade A B, weiter der ac die AC, der Ebene ¢ der
Punkt 4. Es erweisen sich also a4, bB, ¢C, dD, ¢E als Paare
der Reciprocitat, diese als Polarreciprocitat; wir nennen sie die abso-
lute Polarreciprocitiat, die Paare homologer Elemente bilden
das absolute Polarsystem. Das absolute Polarsystem der Nicht-
euklidischen Geometrie ist kein Nullsystem.

Sowohl in der Euklidischen als auch in der Nichteuklidischen
Geometrie bestimmt man mit Hulfe des absoluten Polarsystemes
zu jedem eigentlichen Punkte die absolute Polarebene, zu jeder
eigentlichen Geraden die absolute Polargerade, zu jeder eigentlichen
Ebene den absoluten Pol. Beim Uebergange von einer Figur
zu einer congruenten entspricht das absolute Polar-
system sich selbst. Wieweit durch diese Eigenschaft die Be-
zichung bestimmt wird, soll hier nicht untersucht werden. Es mag
Jedoch zum Schluss noch eine Betrachtung Platz finden, fur welche
der Satz 13. des vorigen Paragraphen vorbereitet wurde

Sind dre: eigentliche Punkte 4 BC gegeben, nicht in gerader

" Lmie, so erd nach dem soeben angefuhrten Satze bei geeigneter
Vertheilung der Buch—
staben die aus 4 nach
BC gefillte Senkrechte
» y > die BC 1n @ zwischen BB
P DN ae——— ];zd C treffen; der ent-
/ gegengesetzte Schenkel

zu da sei Aa’. Man er-

\ richte nun in der Ebene
B/ NP >~ ABC 1 Punkte 4 die

Fig 67 Senkrechte auf 4a und

ar
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nenne AD den Schenkel der Senkrechten, welcher mit B auf
emerlei Seite der Aa liegt, AD" den entgegengesetzten, also auf
emerlei Seite mit C verlaufenden Schenkel der Schmttpunkt d
von BC und DD’ 1st mit ¢ verknupft. Es sei M die Mitte der
Strecke AB; auf g mache man die Strecke ME der Strecke
Ma congruent, so dass B und E auf einer Seite der Aa lLegen.
Wird dann in der Ebene 4 BC diejenige Drehung um I voll-
zogen, bei welcher 4 in B, also E in a, die Gerade AE in B(C
ibergeht, so bleiben alle mit M verknupften Punkte der Ebene
fest, demnach treffen sich AFE und BC in dem mut M verknipften
Punkte e. Der Punkt E ist in der Ebene ABC dadurch definirt,
dass ABa und BAFE congruent sind und C, E auf verschiedenen
Seiten der 4B legen. Ebenso ist in der Ebene ABC em Punkt
E’ dadurch definirt, dass 4 Ca und CA4 E’ congruent sind und B, E’
auf verschiedenen Seiten der AC liegen; E’ und C befinden sich
auf emner Seite der Aa.

In der Euklidischen Geometrie fallen d und e zusammen,
also auch die Schenkel AD und AE, AD und AE’. ,Die Summe
der Winkel des Dreiecks 1st ein gestreckter Winkel, “

Fur den Fall der Nichteuklidischen (eometrie heisse f
BC, b in AB der jedesmal mit B verkmiipfte Punkt, und AF" der
mit B auf einer Seite der Aa gelegene Schenkel der Af. Die
Punkte 4B werden durch Mb getrennt; dies iibertriigt sich auf
die absoluten Polaren und auf deren Durchschnittspunkte mit der
BC, d. h. es werden df durch eB getrennt, folghch AD, AF
durch AFE, AB. Da der Schenkel 4B nicht zwischen den Schen-
keln AD und AF liegt, so muss der Schenkel 4FE zwischen den
Schenkeln 4D und AF liegen

In der Nichteuklidischen Geometrie wird (§ 16 Seite 131) auf
irgend emer eigentlichen Geraden entweder kein Paar der absoluten
Involution durch ein anderes oder jedes Paar durch jedes andere
getrennt, und zwar verhalten sich in dieser Hinsicht alle eigent-
lichen Geraden gleich. Die erstere Annahme fuhrt zur Gauss-
schen, die letztere zur Riemann’schen Geometrie*).

In der Gauss’schen Geometrie liegen auf der Geraden BC
die Punkte ad und Bf nicht getrennt, folghch werden die Strahlen
Aa, AD durch AB, AF nicht getrennt. Der Schenkel 4B liegt
zwischen den Schenkeln Aa und 4D, folghch auch der Schenkel

*) Vgl Baltzer, Die kilemente der Mathematik II Planimetrie § 2. —
Die drei Arten der Geometrie smnd von Herrn F Klein parabolische,
hyperbolische und elliptische genannt worden, Mathem. Ann Bd. 4
8. 577,
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AF und endlich der Schenkel 4 E; ebenso liegt der Schenkel A E’
zwischen den Schenkeln Aa und AD". ,Die Summe der Winkel
des Direiecks ist kleiner als ein gestreckter

In der Riemann’'schen Geometrie liegen auf der Geraden BC
die Punkte ad und Bf getrennt, folglich der Schenkel 4 F nicht
zwischen den Schenkeln 4« und 4D, sondern zwischen den Schen-
keln AD und Aa’, ebenso der Schenkel 4 FE; zugleich wird der
Schenkel A FE’ zwischen die Schenkel A4’ und A D fallen. ,Die
Summe der Winkel des Dreiecks 1st grosser als ein gestreckter+).¢

§ 21. Doppelverhiltnisse.

Unter den Begniffen, welche zur Beschreibung der Erscher-
nungen dienen, bilden die mathematischen Begriffe eine selbststan-
dige Gruppe. Sie lassen sich mit emander durch eme Reihe von
Beziehungen verkniipfen, ohne dass man andere Begnffe hinzuzu-
nehmen braucht

In derselben Weise lasst sich innerhalb der Mathematik die
Gruppe derjenigen Begriffe loslosen, mit welchen sich die Zahlen-
lehre (Arithmetik, Algebra, Analysis) befasst Die Geometrie
nimmt andere, ihr eigenthiimlhiche Begriffe hinzu; diese machen
jedoch keine selbststindige Gruppe aus, indem sie nicht unter sich
allem, sondern unter Zuziehung der Zahlenbegriffe, in Ver-
bindung gesetzt werden, wodurch die Anwendung der Zahlenlehre
auf die Geometrie bedingt wird.

Die Zahl wird 1n der Geometrie am héufigsten ber der Mes-
sung gebraucht. Alle Messungen sind auf den emnfachsten Iall
zuruckzufithren, wo man eme Figur, z. B. eine gerade Strecke, aus
mehreren congruenten zusammensetzt und die letzteren z#hlt Die
Aneinanderreihung von congruenten Strecken auf einer Geraden
ist eine Construction, durch welche man, auf Grundsatz IV in § 13
gestiitzt, Zahlen fir die Punkte der Geraden einfuhren kann. Aber
die m § 15 eingefuhrten Begriffe des Netzes und der dquivalenten
Paare bieten uns ein anderes Mittel zur Finfithrung von Zahlen
zungichst fiir die Elemente emnformiger Gebilde dar, indem eme
gewisse projective Construction wiederholt ausgefihrt und die An-
zahl der Constructionen gezahlt wird

Es seien uaya, beliebige Elemente eines einférmigen Gebildes.
Macht man die Paare aya,, a,a,, @,a,, ... fir das Grenzelement
u Aquivalent, so entsteht emn Netz, Diesen Begriff wollen wir zu-

*) 8. noch § 23 Schluss.
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nachst dadurch erwertern, dass wir die Paare «, a,, a,b,, 0,0,,
ebenfalls fiir das (1enzelement « Hquivalent machen. Die so hmnzu-
tretenden, von emander und von waye, a,da, ... verschiedenen Ele-

mente by, b,, . mogen auch mit
A1, A2y - ..
bezeichuet und (— 1)tes, (— 2)tes, .. Element des Netzes uq,a,
— *— ° ° *—e® °
a_q a_, a, a a, u

genannt werden. Wenn jefzt 4 und u beliebwe ganze Zahlen vor-
stellen, so sind die Paare aya; w1 wnd auau 1 fir w aquivalent;
das Gebilde a; 1 az1 azw st harmomsch; zu dres Elementen
uayaz lasst sich a, cindeutig so bestimmen, dass ax das Ate Element
des Netzes waya, wird. — Nimmt man 1n demselben Gebilde
das HKlement p beliebig, von u verschieden, so kann
man die ganze Zahl # derart angeben, dass das nte Hle-
ment des Netzes entweder mit p zusammenfallt oder
vom (2 4 1)t durch p und « getrennt wird Dean wenn p
von a,, @, b, verschieden 1st, so werden entweder a,a, durch pu
oder ayp durch a,u oder @,p durch ayu getrennt; im ersten Falle
ist 2 =20, der zweite ist in § 15 (Seite 120) erledigt; im duitten
Falle werden, da «;b, und a,u getrennt liegen, 0,p nicht durch
a,w getrennt, sondern entweder a,b, durch pu — und dann ist
# = —1 zu nehmen — oder @,p durch J,%, so dass man den
citirten Satz aus § 15 auf das Netz ua,b, anwenden kann,

In der Eukhdischen Geometrie ist der Fall von besonderem
Interesse, wo @, und a, eigentliche Punkte sind und % in den ab-
soluten Punkt der Geraden a,a, gelegt wird Die Aequivalenz mit
dem Grenzpunkte % und den emander zugeordneten Punkten a,a,
1st dort nach § 19 (Seite 146) eine directe Congruenz auf der Ge-
raden a,a,, die Paare a;@24: und @, a,4: sind also direct con-
gruent Der absolute Betrag der Zahl A giebt an, 1 wie viele
mit g,a, direct congruente Strecken sich bei positivem 4 die Strecke
von @, bis a;, ber negativem 4 die Strecke von a@; bis @, zerlegen
lisst. Die Zahl 2 wird deshalb das Verh#ltniss der beiden

Strecken aya; und aya,, und weiter die Zahl —:'; das Verhéltniss

der Strecken ayaz und a@yq, genannt, wobei jede Strecke durch
emne direct congruente ersetzt werden kann

Ist aber p das At Element des beliebigen Netzes uaya,, so
werden wir die durch wa,a;p vollkommen bestimmte ganze Zahl
1 den Index des Elementes p im Netze ua,0, oder auch den
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Index der Paare q,p, gya, fiir das Grenzelement « nennen

und schreiben:
uaoal aOP
ind p = md Gy,

% a()a LU <a'()a1)
wmd \aya,) =0, ind\qya/=1.

Dabei kann das Paar aya, das Einheitspaar genaunt werden.
Versteht man unter «f ein mit dem FEinheitspaare fur u Hquiva-
lentes Paar in demselben Gebilde (¢, B von einander und von ¢
verschieden), so lisst sich das Element ¢, und mithin {iberhaupt
das Einheitspaar durch die Elemente afaq, emndeutig bestimmen.
In Ricksicht hierauf wollen wir die Zahl 2 auch den Index der
Paare a,p, aff fur das Grenzelement u, in Zeichen

TP

so dass

A= 1nd (
und «f emn Einheitspaar nennen Jedes mit af fur « aguivalente
Paar 1st em Einheitspaar. Ber emem von Null verschiedenen Index
sind alle Einheitspaaie fur 4 aquivalent.

Im gegenwartigen Paragraphen werden nur Ele-
mente eines und desselben einformigen Gebildes in Be-
tracht gezogen. Die Gleichung

ind (aﬁ) =0

bedeutet alsdann, dass p und ¢ zusammenfallen. Die Gleichung

u (pq
ind \ap
bedeutet, dass die Paare pg und e fur % #quivalent smd. Endlich
wird durch die Gleichung
oy
d (aﬂ) =—1

die harmonische Lage der Elemente fyaw dargestellt.” Daber sind
allemal ¢y pg von u, ¢ von 8 verschieden.

Sund drer verschaedene Elemente pqu gegeben, so kann man ein
Ewmheitspaar of derart bestummen, dass der Index der Paare pgq,
af fur w emer belebigen ganzen, wvon Null verschiedenen Zahl 1
gleich -wewrd. Man kann ndmlich # so bestimmen, dass ¢ das At
Element des Netzes upr wird, und braueht dann nur af fur »
mit p# dquivalent zu machen

Swnd dwe Paare pq, p'q fur das Grenzelement w dquivalent und

A = md (%),
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so st auch -
u (P'9
A=md \af
Denn macht man die Paare pr und p'7 fir « mit «f (also auch
anter sich) #quivalent, so wird zunichst

u (p Q)
A= 1ind \pr/.
Diese Gleichung stellt eme projective Engeuschaft der Kigur wpgr
dar und muss daher auch fur jede projective Figur bestehen. Nun
werden aber pp’, ¢¢’, r+’ Paare homologer Elemente einer Aequi-
valenz mit dem Grenzelement » (§ 16 Selte 132), folorhch die Ge-
bilde wpgr und u p'¢’y" projectiv; mithin ist

R——md(p ) ind (cxﬁ

Umgekehrt: Wenn die Paare pg und p'q’, auf em gewasses
Ewmbheitspaar bezogen, einen und denselben Index fur w ergeben, so
smd die Paare pg wnd p'q fur w agquwalent Dann macht man
das Paar pr mit dem Einheitspaare, das Paar ps mit »'¢" fur u
dquivalent, so kommt:

u (pq) L p’q’) L 108>

ind \pr) =ind\pr ) =ind\p7r/,
d. h die Elemente ¢ und s haben im Netze upr gleichen Index,
sie konnen also mcht von einander verschieden sein.

Man darf hiernach im Index der beiden Paare pg und «f fur

o nicht bloss «f, sondern auch pg mit jedem fur u aquivalenten
Paare vertauschen, aber mit keinem andern. Vertauscht man also
af mit fa oder pg mit gp, so wird der Index, wenn er nicht Null
1st, eine Aenderung erleiden. Es sei etwa

ind (%) —1

positiv. Macht man alsdann die Paare a,a@,, o0y, 0,05 ...,
b1 410 mit e¢f fir w Hquivalent, so dass

i (o) i (25)
i =1ind \@,b;) =ind \ B },
also ayb; mut pg fiir u aquivalent wird, iberdies bybs 1, by —101— 2,
.oy by, ap@; mit B, bra; mit gp, so ist b; der (— 4)* Punkt
des Netzes uaga,, a, der A Punkt des Netzes wbib,—,, d. h.

u (@ b;) u (bz g )
ind \@ya;) = — 4, ind \biby_;) = 1,
oder
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« (P4 u qp
ind\pe)=—1, md\pe) =1
und folghch
u (4P w ap
md \«¢p3) = — ind \fa) = —1

Dieselben Beziehungen erhalt man, wenn man

u (P4
md\af) =1=—u
negativ voraussetzt. Wenn also die Paare pg, «f fur u einen In-

dex besitzen, so ist

u (P4 w (DY u_ (4P
» 1nd (aﬁ) = — md (:xﬁ) = 1nd (ﬁa),
u (.ZJ q % ((I p
md \ef) = — md \«f/.

Die hieraus sich ergebende Gleichung

ind (lé %) + md (gﬁ) -0

lisst sich unter Hinzunahme emes Elementes » zur folgenden

0 (08) - sia (53) + 2a (B)

md \«fB) +md \«B) + md\ef/ =20
erweitern, sofern solche Indices ubeihaupt existiren. Um die neue
Gleichung zu beweisen, beachte man zunachst, dass sie sich nicht
indert, wenn man die Elemente pg7 cyklisch permutirt oder p mit
q (pgr mut gpr) vertauscht, also iuberbaupt, wenn man pgr be-
hebig permutirt. Da nun mindestens zwer von den drer Addenden
einerlei Zeichen haben, so kann ich durch geeignete Vertheillung
der Buchstaben bewirken, dass die beiden ersten Addenden

u_ (Pg o (47

md \e¢f) =m, ind\af) =mn
ein und dasselbe Zeichen und zwar das positive besitzen, und
brauche die Gleichung nur unter dieser Voraussetzung zu beweisen.
Zu dem Zwecke mache man die Paare aga,, @0y, ... Gn—1Gnm,
G Qmg1y «+ 3 Gmgn—10myn Tur o mit of aquivalent; es wird
dann aga, vt Pg, Gnnyn wit gr, folglich (nach § 15 Seite 122 1)
@y Omtn mit pr aquvaleut, d h.

w (PT w (7D
ind\aB) =m+n, wmd\ep)=—m—n.
Bei jeder Anordnung der von u verschiedenen Elemente p ¢ r
§ ¥ #y. . 7Ty,—y haben wir jetzt:

i (28) — s @)+ a (29)



§ 21 Doppelverhaltnisse 169

und ebenso:

u (7 1)> u u Sy u rq % i Sq
md \«f) =1nd ccﬁ -+ 1nd aﬁ , ind aﬁ =1nd tzﬂ +md \«p/,

folglich auch.

md <a15 -+ ul;d (qé) -+ iﬁd (24?)’) + nlid <§r[))’> =0

v (P4 « (PT u w (SY
ind \«p) =wmd \«p) -+ ind aﬁ + ind \«f/,
iiberhaupt

oder

Lu (Pg w Z” u ) 13 7n—-1q
ind \&¢f/ = nd ﬁ + ind \« /3 4+ FJmd\e g/,
mmer unter der Voraussetzung, dass die betreffenden Indices wirk-

lich existiren. Es 1st dbrigens in dieser Hisicht leicht einzusehen,
dass durch das Vorhandensein von

u pr % rq
md \ef) und wd \«p

allemal das Vorhandensein eines Index der Paare pq, «ff fin u
bedingt wird, folglich auch durch die Existenz von

v [(PTy u_ (%175 w (Trn—-19
ind (ccﬁ), md aﬁ), . ., ind (a ﬁ)

Sind die 2 Paare pry, 7%y, ..., ¥o—1¢ fur u aquvalent, p
von 7y verschieden, so erhdlt man:

u (.p q LU pry za prq w (P Q)
. md \af) = n ind \ef /, pr) =mn, md\r,p)/ =—mn,
folglich:

L (p.cz u (DL w (P70« (PO} (M))

ind \¢f) =wmd\p7,/.ind \«f ) = ind \»,p/) . md \« /.
So oft daher Indices der Paare pg, ab und ad, aff fur » existiren,
besteht die Gleichung

ﬁfd( ) 1nd( >_u§d w)

Wenn wberhawpt Indices der Paare pq, ab und pq, ef fur w
existiren, ohme dass p und q zusammenfallen, so bestummen alle drey
Paare mit ewmem gecigneten FEwmhetspaare Indices fur w; denn ber
geeigneter Wahl der Elemente o)’ e’ f ist

w_ (@b u_ (PYg u (@B % Pfl)
nd (a'b’) = ind (aﬁ), ind (rx'{)") = 1nd (ab ,
folglich

w (PYq w (PQ\ w« (@b w (PG\ « (@B e (P
md (a 0') =1nd \a b) nd <a,’b') =1nd <¢x ﬁ) .ind (a’ /J‘) =ind (oc ﬂ),
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mithin «'b mit o g’ fur u aquivalent, &'’ ein Paar der veirlangten
Art, Wenn ausserdem Indices der Paare rs, ab und 7s, «f8 fur «
existiren, so hat man bei unveréinderter Bedeutung von «'b’:

w (78 w [ ab u (rs “ (rs) L (aﬁ)
ind\ad). md\a V)= ind \@'V) =ind \«p/. ind \a&'t’

oder
« (Pq " (9’3) w 73) w pg)
ind \ab). md \«B) = md \ab). md \«p/,

d. h. ber Vertauschung von ab mit af bleibt das Verhaltniss

u (TSY .u (P2
ind (a,b> : ind (ab)
ungeiindert und ist mithmn durch rspqu allein bestimmt. Indem

wir jetzt dieses Verhdltniss den Index der Paare rs, pg fiir das
Grenzelement % nennen und mit

% (rs
md \wg

bezeichuen, erhalten wir als Indices alle endlichen rationalen
Zahlen, ohne mit den bisherigen Festsetzungen 1n Widerspruch
zu gerathen. Ist in der That der Zshler = mn, der Nenner = m,
wo m und n ganze Zahlen simnd, m nicht Null, so ist auch im frii-
heren Sinne # der Index der Paare 7s, pg fur u

Auf den erweiterten Begniff des Index lassen sich die oben auf-
gestellten Sitze leicht ubertragen. Bei den Beweisen wird der Um-
stand benutzt, dass, wenn die Paare ¢d, «,f, und die Paare cd,
a, B, Indices fiir u bestimmen, ber geeigneter Wahl der Elemente
o B” Indices von o, 8,, ¢  und von a,f,, o/’ existiren.

Besitzen die Paare pq, aff emen Index fur w, und smd of,
o B fur w aquwalent, so haben dic Paare pg, o B densclben In-
dex. Besitzen dve Paare pq und off denselben, von Null verschic-
denen Indez, wie de Paare pg und o B’, so sind af und o'f’
aquavalent.

Sund drei verscluedenc Elemente pqu gegeben, so kann man af
derart bestummen, dass der Index der Paare pq, ef oder auch der
Index der Paare e, pq fur w emer behebwgen rationalen, cndlchen
und von Null verschiedenen Zahl gleich word.

Besitzen die Paare pq, af emen Index fur u, und sind pg,
2q fur w aquwalent, so besiteen die Paare p' q, o denselben Index.
Haben die Paare pq und af denselben Index, wie diec Paare p'q
und aB, so smd pqg und p'q aguwalent.

Besitzen dve Paare pq und off einen Index fur w, so st
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u (P4q u (4P x (P4
md (ﬁa) = ind (a[)’ = — md (czﬁ .

Daran schliessen sich die Gleichungen:
L (P.(l> u (1“') w (14
ind \efi/ = md\«p/ + ind \«p/,

% (PC] LU <1”'1) LU (7‘17'2) @ )'n—lq\
md\aB)=ind\«f) +ind\af)+-.- +md\ «B /,
welche das Vorhandensein der rechts stehenden Indices zaur Vor-

aussetzung haben.
Smd Indices von rs, pq und von pg, ab fur u worhanden, sv st

« (rs> " (pg w (78
md\pg/. 1nd \¢bd/ = ind (ab .

Swmd p, q verschieden und Indices von 1s, ab und von pq, ab fur
w vorhanden, so st das Verhaltniss

u (TS u (Pg

ind \ad/:md \ad
von ab unabhangig und glewh dem Index der Paare rs, pq fur u —
Wenn die Paare bp, bc¢ einen Index fir a besitzen, so wollen

wir denselben auch den Index des Elementes p im Netze abc
nennen und schreiben:

L@ (Z) 27) abe

ind \b¢/) = ind p.
Be1r Festhaltung von «, b, ¢ durchlduft dieser Index alle endlichen
rationalen Werthe?), nimmt aber jeden Werth nur einmal an. K
bleibt ungeéindert, wenn man die Figur abcp durch irgend eine
projective Figur a'0’'¢’p’ aus demselben oder aus einem andern ein-
formigen Gebilde ersetzt. Nun sind, so lange aDep vier verschie-
dene Elemente vorstellen, die Figuren abep, peba, cpab, bape
projectiv (§ 16 Seite 128); folghch ist alsdann

abce pehd cpa bap

indp=ind ¢ = ind b = ind c.
Nur bei harmonischer Lage konnen die vier Elemente noch auf
andere Arten permutirt werden, ohne dass der Index sich #dndert;
e harmonische Lage wwd jetzt durch die Glechung

abe
indp=—1
ausgedruckt.

Aus der Formel

a (TP o (7D a« (bp « (bp) @ (br)
ind \b¢ /) =1nd \b¢) -+ 1nd \b¢ ) =1nd \b¢) —1nd \b¢/,

[———

¥) Mit der Ewmschrankung, welche mn § 23 zur Sprache kommt.
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welche die Eixistenz von Indices der Elemente » und r im Netze
voraussetzt, folgt:
abe wbe a "1))
ind p — ind » = 1nd \be¢
Wird diese Voraussetzung noch auf emn Element ¢ ausgedehnt, so
hat man:
wbe abu a_ (T4
ind ¢ —ind » = ind \b¢
und daraus, falls pgr von einander verschieden sind:
;lnb:ij) — ?1321 Fooo.a ("ﬁ) arq ras » @U’)
o ———y— ==1ind \rg) = ind p = 1nd ¢ = md \ g
md ¢ — md ¢
Tritt endheh ein von p verschiedenes Element s hinzu, welches im
Netze ¢ be einen Index besitzt, so hat man noch.
fnd q— :ﬁé s (3‘1 asp Pa » (QS)
we-———— =md\sp/=1md ¢ ==1md s =1md \ga
mmd p — md s
und gelangt also, da das Product

» (48 ) (El“) P ((13)
md \ge) . 1nd \gr/) == 1nd \ g7

sich als Index von s im Netze pgr erweist, zu der wichtigen
Formel:

abe abe abe
ey md p — wnd # ind ¢ — md s
md § == abge ab¢ abe abu

indg —md7»indp —ind s
Wir konnen auch schreiben:

« (DT
) qr rp « (8¢ : ( >
n ( ) md(Szo) _nd g

md s = md rq s
md (sg)

In der Eukhdischen Geometrie wird, wenn pgrs eigenthche Punkte
sind und ¢ 1 den absoluten Punkt ihrer Geraden gelegt wird, 1m
Anschluss an die auf Seite 165 gemachte Bemerkung, der Zihler
des vorstehenden Bruches, also das Verhaltniss der Strecken p» und
7q, das Theilungsverhdltniss der Strecke pg im Punkte »
und der Nenner entsprechend das Theilungsverhiltniss der Strecke
pg 1m Punkte s genannt. Die Zahl, welche wir als den Index von
s 1m Netze pgr eingefibrt haben, erscheint hier als Verhiltniss
zweler Verhdltnisse. Daher kommt es, dass 1thr der Name Doppel-
verhiltniss beigelegt worden 1ist,

Ist @ irgend ein Element, welches in dem beliebigen Netze
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abc emen Index besitzt, so heisst dieser Index das Doppelver-
héltniss der vier Elemente abcd oder der beiden Paare ub
und ¢d und wird zur Abkiirzung mit («led) bezeichnet:
iilbdc d=(abed).

Zichen wir einstweilen nur Doppelverhdltnisse von je vier verschie-
denen Elementen in Betracht, welche also ausser 0,1, oo alle ratio-
nalen Werthe annehmen konnen Wenn man alsdann zwei Elemente
vertauscht, zugleich aber auch die beiden andern, so entsteht eine
mit der urspriinglichen projective Figur; also st (ebcd) = (cdal)
= (badc), d. h. das Doppelrerhaltiuss zweer Paare blebt ungeandert,
wenn man die Panre vertauscht oder wn beden Paaren die Elemente
gleschzeibiy wmstellt, folglich auch ber der Verbwmdung dieser Opera-
tonen. Dagegen tritt bei den andern Umstellungen der Elemente
m Allgemeinen eine Aenderung des Doppelverhaltnisses emm. Ver-
tauscht man de Elemente ewnes Paares, so gekt das Doppelves haltniss
w den recyn olien Werth uber, denn wenn die Paare bd und b¢ einen
Index fiir @ besitzen, so 1st sein reciproker Werth der Index der
Paare bc¢ und dd. Nach Vertauschung der wmmeien oder wussercn
Elemente erhalt man den Werth des Doppelverhaltnasses, mdem man
den w sprunglichen Werth von Ewms abzelit; denn es st

bd « [cb bd a
1— 1nd (bc) = ind (cb)+ mnd cb) = ind (cb) =(acbd)=(dbca).
Wenn also vier Elemente bei irgend einer Anordnung ein
Doppelverhiltniss ergeben, etwa (abcd) = x, so entspricht jeder
Anordnung ein Doppelverhéltniss, und zwar 1st

(abed) = (badc)= (¢cdab)= (deba) =1z,
(abde) = (bacd) = (deab) = (cdba) =,
(wedd)=(¢adb)= (bdac) = (dbca)=1—2z,
(@dbc) = (dach) = (bead) = (cbda) =1 —,

(nedb) = (cabd) = (dbac) = (bdca) = ——,

— X

(adcd) = (dabc)=(cbad) = (beda)= ;———l— .

&
Diese sechs Zahlen sind von einander verschieden, ausser wenn z
einen der Werthe — 1, 2, bes1t4t, im letzteren Falle sind acht
Anordnuncen harmonisch und haben das Doppelverlmltmss — 1, wih-

rend acht andere das Doppelverhaltmss 2, die acht {ibrigen 5 ! Jiefern. —
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Man bemerke noch: Wenn Doppelverhaltmsse (abpyp,), (abpy p;) exe-
stiren, so geben auch abp,p, em Doppelverhaltmss, und zwar 1st

. (abpsps) (abpyp,) (@ bpypy) = 1.
Wenn Doppelverhaltnisse

(abep,) = z,, (abep,) = @, \@abeps) = &3, (abepy) = 2z,

existiven, so geben auch p,p,psp, ewm Doppelverhaliniss
(D1 P23 Dy) = E’%j’—’f:;gf’:%

An dem Vorzeichen des Doppelverhiltnisses (abcd) erkennt
man, ob die Paare b und c¢d getrennt liegen oder nicht. Ist das
Doppelverhiltniss (abed) positiv, so werden ad nicht
durch cd gelrennt; ist es negativ, so werden ab durch cd
getrennt. Es seien nimhich m und » positive ganze Zahlen, und
bei gegebenen @, b, ¢ seien die Elemente ¢, d, d’ so construirt, dass

m

(abce).—:%, (abed) =7, (abed)=—;

n

da (abec) =n, (abed) = (abec) (abed) = m wird, so 15t ¢ das
nte, d das mte Element des Netzes abe, folghch (§ 15 Seite 119) «we
durch b¢ und durch bd getrennt, mithin ab weder durch ce noch
durch de, schliesshich ab micht durch cd, da
(abdd’) = (abdc) (abecd) = —1,

so werden « 0 durch dd’ getrennt, aber micht durch de¢, folglich
werden «b durch cd’ getrennt

Aus drer verschiedenen Elementen abc konnen wir die Doppel-
verhaltmisse (abch) = 0 und (abcc) =1 ilden. Es empfiehlt sich
aber, Doppelverhiltnisse zuzulassen, 1 demen irgend zwei Elemente
wdentisch simd. Um die soeben abgeleiteten Sdtze (wenn auch zum
Theil mit Modificationen) aufrecht zu erhalten, hat man

(ache) = (cach) =0, (abce)=(ccab) =1, (cabc)=(acch) =c0
und dem entsprechend

abe

md ¢ = (abca) =00
anzunehmen; die zwolf Permutationen der Elemente «bcc geben die
je viermal auftretenden Doppelverhiltnisse 0, 1, co.

Jetzt gehort zu jeder rationalen Zahl i, mit Emschluss der
Zahl co, em und nur ein Element p, welches mit abc em Doppel-
verhaltniss (abcp) = 4 bildet und allemal ein Element des Netzes
abc heissen soll. Je vier von einander und von a verschiedene Ele-
mente p;p,p,2, des Netzes abc liefern em Doppelverhiltniss, wel-
ches nach der auf Seite 172 gegebenen Formel aus ihren Indices
berechnet wird. Aber auch wenn emn Element nach « gelegt wixd,
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ergiebt sich ein Doppelverhdliniss; denn nach einer auf Seite 172
gegebenen Formel ist

abepy) — (abe
e = = e
Bezewclnet man also mit py p, py irgend welche Elemente des Netzes
abe, so ist jedes Element des Netzes abe em Element des Netzes
Py Py pg und umgekehrt.

Sind die Elemente ¢ und f von a verschueden, so giebt es Ele-
mente des Netzes abe, welche durch e und f von a getrennt werden.
Beweis: Sind ¢ und f Elemente des Netzes abe, so suche man ein
Element %, welches im Netze efa einen negativen Index hat; u 1st
auch ein Element des Netzes abe¢, und ef werden durch au getrennt
Ist ¢ emn Element des Netzes abc, f aber micht, so ist wenigstens
eines der Elemente b und ¢ von e verschieden, etwa b; der Fall,
wo ef durch ab getrennt werden, bedarf keiner weiteren Eror-
terung; werden aber eb durch af getrennt, so bestimmt man nach
§ 15 Serte 120 emn Element u des Netzes eab (also auch des Netzes
abc) derart, dass gu durch ef getrennt werden; lLegen endlich ae
durch bf getrennt (also be nicht durch «f), so bestimmt man ein
Element ¢ des Netzes «be derart, dass bt durch af getrennt wer-
den (also e¢ durch af), und hierauf ein Element u des Netzes ca?
derart, dass au durch ef getrennt werden. Es bleibt noch die An-
nahme ubrig, dass weder ¢ noch f zum Netze alc gehoren. Man
mache b mit ¢f fur @ aquivalent, suche im Netze abc ein Ele-
ment B, welches von ¢ durch b und @ getrennt wird, und nach
Seite 165 1m Netze abp zwei Elemente y und « derart, dass die
Paare yu, ae getrennt liegen und die Paare b8, yu fir a dqu-
valent smd; endhch mache man yg und bg fiir « aquivalent. Es
werden by, Bu, pg Paare von homologen Elementen emer Aequi-
valenz mit dem Grenzelement ¢, folglich abfBe und ayug projectv,
yg durch gu getrennt, d. h. fur a liegt u zwischen p und g, e zw1-
schen p und u, folghch ¢ zwischen y und g, % zwischen ¢ und g,
ferner werden (§ 15 Seite 122) aefyg und agypfe projectiv, fir «
liegt ¢ zwischen g und y, folghch g zwischen ¢ und f, also auch
zwischen e und f. Das Element w gehdrt zum Netze abc¢ und wird
von ¢ durch e und f getrennt.

Werden die Elemente efh belebig angenommen, so giebt es Ele-
mente des Netees abe, welche durch e und [ von h getrennt werden.
Denn wenn man unter ¢ ein von s nicht durch ¢ und f getrenntes,
unter B und y zwei von « verschiedene Elemente des Netzes abe,
unter % ein von o durch ¢ und j getrenntes Element des Netzes
«By versteht, so werden ¢f durch wh getrennt, und % gehort zum
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Netze abe — Sind e und [ ewentliche Punkte, abe belicbige Punkte
der Geraden ef, so giebt es egentliche Punlite des Netzes abe, welche
zirischen e und | liegen

Swnd efu Elemente des Netzes abe, so legt der Indes won u
cwwschen den Indices von e und f, wenn ef durch aw getrennt werden,
und umgekehrt. Denn wenn e¢f und eu gehennt liegen, so 1st
das Doppelverhaltniss

(efua) = (abee) —(abew)

= (abef)— (abew)
negativ, also Zahler und Nenner von verschiedenem Zeichen, u.s. w.
— Smd abe Punlte emer egentlichen Geraden, efu ewgentliche Punkte
des Netzes abe, w zwischen e und f gelegen, so legt der Index von
« zwischen den Indwes von ¢ und f, wenn a mcht zur Strecke ef
gehwt, und umgekelrt.

Das Doppelverhiltniss von vier Punkten, welche aus emer Ge-
raden g durch vier Ebenen ABCD herausgeschuitten werden, be-
zeichnet man durch g(ABCD). Das Doppelverhiltniss von wier
Stiahlen, welche i emer Ebene von emem Punkte p nach wier
Punkten «bed gezogen werden, bezeichnet man durch p(abed)
U s w.

§ 22. Coordinaten*).

Werden in einem emformigen Gebilde drer Elemente abe fest-
gehalten, und wird unter p ein beliebiges Element des Netzes abe,
unter # der Index von p i dem Netze verstanden, so durchliuft
z = (abeyp) alle rationalen Werthe*¥), mit Einschluss der Zahl oo,
und es wird durch den Werth von z das Element p mm Netze abe
ebenso vollstindig bestimmt, wie umgekehrt # durch p. Nach dem
Sprachgebrauch der analytischen Geometrie konnen wir daher die
Zahl # eine Coordinate des Elementes p nennen. Da

(abea) = oo, (abeb) =10, (abee) =1,
so haben @, b, ¢ die Coordmaten resp oo, 0, 1; es wird ¢ das Un-
endlichkeitselement oder erste Fundamentalelement, 0
das Nullelement oder zweite Fundamentalelement, ¢ das

*) Vergl zu diesem Paragraphen Mobaus, der barycentrsche Caleul,
zwerter Abschnitt, sechstes Capitel; Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage
§ 29, Luioth, Mathem Annalen Bd 8 8. 207 ff, Sturm, ebendas Bd. 9
S 843 ff, Fredler, darstellende Geometrie II Aufl S 5234t und 8 739 f —
Dev Inhalt dieses und des vorheigehenden Paragraphen stammt im Wesent-
hchen aus emer um Wintersemester 1873/74 gehaltenen Vorlesung

*#) Mit der Emschranknng, welche m § 23 zur Sprache kommt.
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Einheitselement, z die Coordinate vou p in dem durch @ als
erstes, b als zweites Fundamentalelement und e als Finheitselement
deﬁmrten Coordinatensysteme, kirzer die Coordinate vou p
im Netze abe heissen.

Jede Zahl kann man als Quotient zweler endlichen Zahlen
Z, : 5 schreiben; z, und z, nehmen unabhingig von emander alle
endlichen Werthe an, nur diirfen sie nicht gleichzeitic = 0 ange-
nommen werden. Jedes derartige Werthepaar (z,, ,) kann als Re-
présentant einer bestimmten Zahl, nfimlich des Quotienten z, : z.,
gelten; aber umgekehrt hat diese Zahl nicht einen, sondern unend-
lich viele Repriisentanten, niimlich alle Werthepaare von der Form
(ozy, 0=,), wo @ eine beliebige endliche und von Null verschiedene
Zahl bedeutet. .Diejenigen Werthepaare, deren Glieder in rationa-
lem Verhiltniss stehen, werden die Coordimaten aller Elemente eines
Netzes reprisentiren und diirfen deshalb als Reprisentanten der Ele-
mente selbst angeschen werden. Ist im Netze abe das Paar (z,, z,)
der Repriisentant des Elementes p mit der Coordinate z, so heissen

%, %, der (gewbhnlichen) Coordinate z = ;—z—‘ entsprechende
2

homogene Coordinaten oder homogene Coordinaten des
Elementes p im Netze abe, und man bezeichnet das Element p
durch (2, ,). Bei endlichem z kann man z, = z, z, = 1, bei
% == oo kann man z, =1, z, = 0 nehmen. Die Fundamentalele-
mente werden durch (1, O) und (0, 1), das Einheitselement durch
(1, 1) dargestellt.

Die homogenen Coordinaten erweisen sich als zweckmissig schon
bei der Losung der Aufgabe: Das Doppelverhiltniss von vier
Elementen pgrs zuberechnen, welche 1m Netze abe durch
@1y %o), W1y Yo)y (81, 25), (¢, t,) reprisentirt werden. Sind
zuerst pgrs von einander und vom ¢ verschieden, so kommt:

G0
Xe %) \Y» ty) (212 — x32) (41t — yaty)

(pgrs) = Y B\ (B b | Uit — Y2f)) @t — @aty)
(?/2 22) (-’52 t2)
= (s7gp) = (rspq) = (gps7),
&4 51
Ty B (%42 — %2) (Y O—se1)
(pQVﬂ) = Y1 T (Y5 — Ya8y) (@ 0— 3, 1)

Y2 zz
Demnach bleibt die Formel

(e — 202) (Y1 Tp — Waly)
(pgrs) = W2 — Ya22y) (@, — 25ty

noch giiltig, wenn eines der Elemente nach e fillt, und schliess-
Pason, Vorlesungen 12
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lich auch dann, wenn zwer Elemente 1dentisch smd. — Diese
Formel lasst nochmals erkennen, dass pg#s in s1gp, +Spq, qpsr
permutut werden dirfen. Sie #ndert sich nicht, wenn man z, und
, duréh oz, und gz, eisetzt, oder g, und ¥, durch oy, und @y,,
u.s. w., — wie vorherzusehen war.

7u den Gebilden zweiter Stufe tbergehend, nehmen wn zuerst
auf einer Ebene vier feste Punkte abce an, von denen keine drei
m gerader Linie liegen, und projici-
ren ¢ aus den Punkten a, b, ¢ auf die
Geraden resp. be¢, ca, ab nach ¢, e,
ey Ist p, ein Punkt des Netzes bcey,
p, em Punkt des Netzes cae,, p der
Durchschnittspunkt der Strahlen ap,
und Dp,, endlich p; die Projection
von p aus ¢ auf ab, so sind die Biu-
schel b(caep) und p(e,aeb) perspec-
tiv, folgheh

(cae,p,) = b(caep) = p(e aeb),
Fig 68 (beeyw,) =p (bee, a) = p(e;abe);

vy

es existirt also auch ein Doppelverhiltniss

p(eace) = c(bape) = (bapyes) = (abeypy),
d h. p, ist emn Punkt des Netzes abe;. Jeder Punkt p der Ebene
abe, welcher sich aus a, b, ¢ auf resp be, ca, ab nach Punkten
der Netze bee,, cae,, abe; projicirt, wird ein Punkt des Netzes
abce genannt; insbesondere sind alle Punkte der Netze bee,, rae,,
abe, Punkte des Netzes abce. Bezeichnet man mit v,, v, die
(loordinaten von p, im Netze bce;, mit w,, w, die von p, im Netze
cae,, mit z,, 7, die von p; im Netze abe;, so ist
DG () e, p,) caeyp)abe,pr) =P (e ach) peabe) ployare)=1.
Bezeichnet man ferner den geniemschaftlichen Werth der Quotienten
By _ 24wy '
V4 Wa
mit Z,, so ist
Xyt Ly ==V Vs, Xy = w,:w,.
Es giebt also drer Zahlen 2, #,, #; von der Beschaffenheit, dass
%—(beap)=a(beep), F=(caep)=b(caep),

z;=(abegp3) =c(abep).
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Dies bleibt auch dann richtig, wenn p auf emner Seite des Drerecks
abc, aber nicht in emer Ecke hegt Fillt p z B m die b, aber
nicht nach a oder ¥ selbst, so fallen p, p, p, resp nach bap, und
man hat #; = 0, wihrend z, und z, von Null verschieden sind.
Liegt p aber in emer Ecke jenes Dreiecks, so wird einer der Punkte
D1 Py ps unbestimmt, wenn p sich z. B. mit a deckt, so wird p, un-
bestimmt, p, und p, fallen nach ¢, man nimmt 2z, = 0, z, = 0 und
fiir 2, eine beliebige endliche, von Null verschiedene Zahl.

Da von den Quotienten z,:z,, z,:z,, %, - %, hochstens ewner
unbestimmt werden kann, so liefern die Zahlen r,, z,, z; mindestens
fur zwei von den Punkten p,, p,, ps oder von den Strahlen ap,,
bp,, ¢p, bestimmte Lagen und also stets den Punkt p als Durch-
schnittspunkt dieser Strahlen. Umgekehrt werden durch p die drei
Zahlen nicht vollkommen bestimmt, vielmehr sind mit dem Werth-
system (z,, 2,, #;) als Reprisentanten des Punktes p allemal un-
endlich viele andere gleichberechtigt, ndmlich alle Systeme (oz,,
0%y, 02;), Wo @ eine beliebige endliche, von Null verschiedene Zahl
bedeutet. Wenn wir daher z,, z,, 2, Coordinaten des Punktes
p im Netze abce nennen, so sind diese Coordinaten als homo-
gene zu bezeichnen. Abgesehen davon, dass sie nicht gleichzeitig
Null werden konnen, unterliegen die Coordmmaten noch der Be-
schiankung, dass ihre Verhéilinisse rationale Zahlen sen muissen,
konnen jedoch mm Uebrigen belhiebig angenommen werden

Fur alle Punkte der Netze bce,, caey, abe; — aber nur fur
diese — 1st beziehungsweise z, = 0, z, = 0, 2, = 0. Die Punkte
@, b, ¢ haben der Reithe nach die Reprisentanten (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1) und heissen der erste, zweite, diitte Fundamen-
talpunkt. Der Punkt e¢ hat die Coordinaten (1, 1, 1) und heisst
der Einheitspunkt Die drei Fundamentalpunkte (i fester
Reibenfolge) bestimmen mit dem Einheitspunkte das Coordinaten-
system.

Nimmt man jetzt auf einer Ebene vier feste Geraden ABCE
an, von denen keine drer durch emen Puukt laufen, und nennt jede
Gerade G, fiir welche zwei von den Doppelverhiltnissen A(BCEG),
B(CAE@®), ((ABEG) existiren, eme Gerade des Netzes
ABCE, so kann man fur die Geraden dieses Netzes homogene
Coordmaten %, u,, u, derart emfubren, dass im Allgemeinen

U. U, f 'li__
“— A(BCEG), @—B(CAEG), [=C0(4BEG).

Existiren zwei von diesen Doppelverhiltnissen, so existirt auch das
dritte, ausser wenn G eme der Geraden ABC ist. Fir 4 nimmt

man als Coordmaten (1, 0, 0) oder (g, 0, 0), fur B (0, 1, 0) oder
127



180 § 22 Coordinaten.

(0, o, 0), far C (0, 0, 1) oder (0, 0, ¢), E wird durch (1, 1, 1)
oder (o, 9, o) dargestellt. Die Geraden A BCE bestimmen, die
drei ersten als Fundamentallinien, die letzte als Einheits-
linie, das Coordinatensystem.

Man pflegt 1n der Ebene Punkt- und Liniencoordinaten gleich-
zeitig einzufuhren, indem man m 1hr em Dreieck und em Paar
Elemente, welche in Bezug auf das Dreieck Pol und Polare (§ 11
Seite 91) sind, festhalt Es seien abc die Ecken des Dreiecks,
ABC 1bre Gegenseiten, der Punkt e Pol der Geraden ¥ fur abc;
von den Punkten abce sollen keine drer auf einer Geiaden, also
auch von den Strahlen 4 BOE kemne drer m einem Buschel liegen.
(Die Figuren abce ABCE und ABCE abce sind polarreciprok.)
Nehmen wir einen Punkt p(z,, #,, z;) im Netze abce und eine
Gerade G (uy, 4y, 4;) Im Netze ABCE, dann wird G von den
Strahlen A4, B, C, ap, bp, ¢p resp. 10 ¥, ¥a; V3, Pis P2s D; SO

getroffen, dass

L4 L% A
(7’2737’11)1)="‘;:;:7 (7’3717’2192)=—“m";ﬁ:7 (7’17’27’3273)=—%%7

oder

L2 Y% 2 U+
(71727301) =$2u2:_;;—d;, (P P2V302) = _1_1‘;"71&3’
Lo,
(71727325) = — aciuj’

denn bedeutet fir einen Augenblick & den Punkt 4 F, so 1st
a(beep) =j§-:, ABCEG) = (cbsy) =2, a(cbes)=—1,

,,73:
— 2% — a(chpe)alcbes).a(ebey) =a(chpy,) =(y, 7,0, 7;) n.8.W.

L3Ug
Liegt p auf G, so fillt p mit p,, p,, p; zusammen, die Doppelver-

haltnisse (p17:%301), (V172¥3P2), (V172730;) werden 1dentisch, die
Summe &4, + &%, + 23u; wird Null, und umgekehrt. Man tber-
zeugt sich leicht, dass dies auch dann richtig bleibt, wenn eme
oder mehrere Coordinaten verschwinden.

Sind nun q(y;, ¥, ¥3) und (2, 4,, 2,) Punkte des Netzes
abce, und macht man

Uy = YoRs — Ys¥, Uy =VUYs% — Y18, V3 =Y % — Y%,
so verhalten sich v, v,, v; wie ganze Zahlen, ohne gleichzeitig
verschwinden zu konnen, und stellen, da
Y19+ vy + Y305 =0, 20, 4 2,0, + 2,0, =0,

eine Gerade dar, welche zum Netze A BCE gehort und die Punkte
gr enthilt, d. h.: Verbundet man zwer Punkte des Netzes abce, so
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erhalt man eme Gerade des Netzes ABCE: suclt man den Dusch-
schwittspunkt zucier Geraden des Netzes ABCE, so erhalt man emen
Punkt des Netzes abce. Nennen wir daher solche Geraden auch
,Geraden des Netzes abce¥, ihre Coordmaten auch , Coordi-
naten im Netze abce, jene Punkte auch ,Punkte des Netzes
ABCE*“ u.s. w., so sind alle Punkte und Geraden, welche aus den
Punkiten abce oder aus den Geraden ABCE dadurch herorgehen,
dass man in der Ebene abc nur Punkte durch Geraden verbindet
und Durchschiitispunkte von Geraden aufsucht, Elemente des Netzes
abce oder nach Belicben ABCE zu nennen. Und nach § 15
(Seite 120 1.) lassen sich alle Elemente des Netzes aus den Punkten
abce oder aus den Geraden ABCE durch jene Constructionen alleun
Terstellen.

Die Gleichung z,u, + #,u, + #3u; = 0 ist die nothwen-
dige und hinreichende Bedingunyg fir das Aneinander-
liegen der Elemente (#;, %, x3) und (%, u,, u3), von denen
das eine ein Punkt, das andere eine Gerade des Netzes
ubce ist.

Das Element (z,, %, x35 werde mit z bezeichnet, das Element
(pyy Pay p3) mit p u. s w. Durch den Punkt z des Netzes abce
kann man vier zum Netze gehdrige Strahlen ziehen, mdem man z
mit vier Punkten pgrs des Netzes verbindet Der Strahl zp hat
die Coordinaten

Loy — ZyPay L3Py — Ly Py FyPy — Lo Py-
Folgheh ist das Doppelverhdltniss
A(B,C,E,zp) = BP I ehengo A(B,0, B, zq)=20"2y 5 .

Z1Pe— L2y Ly — L2y

Daraus ergibt sich aber auch fir die Strablen zp, zg, zr, zs em
Doppelverhaltniss

(g Py — @4 Pg) (@1 73— La1y) — (% P2 — Ta Py) (%379 — £175)

(@3 @y — 3 @s) (@72 — Za7y) — (@102 — B2 q0) (@374 — Z173)

(g1 — 2405 (F18 — @>8)) — (1 Qp — 294) (%84 — %185)

(@3 01 — %, Pg) (2 Sp — %281) — (@4 P2 — L2 0y) (%381 — %18;) ’
und wenn z. B. (zpr) die Determinante X +- @, p,7; bedeutet, so.ist

zpr)xrqs
“(pqrs) = ngzzri((wgs; )
War #, = 0, so musste man A BC durch BCA oder CAB ersetzen,
Auf der Geraden w des Netzes abce kann man vier Punkte

des Metzes bestimmen, indem man « mit vier Strahlen afyd des
Netzes zum Schneiden bringt. Fiir diese Punkte ergiebt sich das
Doppelverhiltniss




182 § 22 Coordinaten

(way) (WfJ)
w(@By9) = gy wad)

Sind also zpgrs gleichaitige Elemente des Netzes ablce, und
liegen von den vier Elementen pgrs keme drei in einem einférmi-
gen Gebilde, so existiren mindestens zwer von den Doppelverhalt-
nissen

plgrse), qupsz), 1(pgsa),

d.h. z ist em Element des Netzes pgrs, und iiberhaupt alle Punkte
und Geraden des Netzes abce gehdéren zum Netze pgrs, insbeson-
dere abce ABCE selbst. Bezewchnet man mut pqrs vier Punkte des
Netzes abce, von denen heine drer wn gerader Lune hegen, oder vier
Geraden des Netzes abcee, von denen heme drev sich wmn einem Punkte
treffen, so gehoren alle Elemente des Netzes abee auch zum Netze
pqrs und umgehehrt

Die voistehenden planimetrischen Betrachtungen lassen sich so-
fort auf centrische Figuren ubeitiagen, Durch emen beliebhigen
Punkt ziehe man drei Stralilen abc, welche durch drei Ebenen 4B C
verbunden werden, und ausserhalb dieser Ebenen einen Stiahl ¢
nebst der (nach § 11 Seite 92) als Polare fih abc zu e gehdrigen
Ebene E. Diejenigen Strahlen und Ebenen des Bundels abe, welche
aus den Strahlen abce oder aus den Ebenen 4 BCE dadwich her-
vorgehen, dass man nur Strahlen durch Ebenen verbindet und
Durchschmittshinien von Ebenen aufsucht, werden Elemente des
Netzes ahce oder ABCE genannt Smnd pgrs vier Strahlen
oder vier Ebenen des Netzes abce, von denen keine drer in emem
Bischel liegen, so gehoren alle Elemente des Netzes abce auch
zum Netze pgrs und umgekehrt. Diese Elemente haben je drex
homogene Coordinaten 1m Netze abce oder ABCE; abe
heissen Fundamentalstrahlen, e¢ Einheitsstrahl, 4 BC
Fundamentalebenen, I Einheitsebene des Coordinatensy-
stemes Sind z, ,2, die Coordinaten des Strahles », u,u,u, die der
Ebene % im Netze alce, so hat man-

'.:? — w E?. — ] SHR
& a(bcex) u.s w, P A(BCEw) uwsw
Der Strahl # und die Ebene « hegen dann und nur dann anem-
ander, wenn
zyu, 4 2y + 250, = 0.
Smmd zpgrs Strahlen oder Ebenen des Netzes, so hal mau:

__(@pn) (®gs)
2(pgrs) = (zqr) (@ p5)

Damit veilassen wir die Gebilde zweiter Stufe. W nehmen
jetet funf feste Punkte an, alcde, von denen keine vier auf einer
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Ebene liegen, und projiciren ¢ aus den Punkten a, b, ¢, d auf de
Ebenen resp bed, cda, dab, abe nach e, e,, ¢,, ¢, Die Ebene
abe mag die Gerade ¢d im Punkte ¢, schneiden, die Ebene ace
die Gerade bd 1m Punkte ¢, u.'s. w. Sind p,,, p,s, Ps, Punkte
resp. der Netze cdey,, ade,, abey,, ist p der Durchschmttspunkt
der Ebenen abp,,, bepys, cdp,,, und werden die Geraden ac, ad,
bd resp. von den Ebenen bdp, bep, ocp in den Punkten p,,, p,;,
Dy getroffen, so sind p,g, py3, 3 Punkte resp der Netze ace,,,
adeyy, bdey; denn wenn man noch p aus «, b, ¢, d resp. auf bed,
cda, dab, abc nach p,, p,, p;, p, projicirt, so 1st in der Ebene
¢da der Punkt ¢, aus ¢, d, a auf vesp. du, uc, cd nach e, e,
e;o projicirt, ebenso p, nach p,3, pyy, pyy, folglich liegt p,, 1m Netze
ace,y u. s. w.; und man bemerkt, dass die Punkte p,, p,, p;, p,
1esp. zu den Netzen bcde,, cdae,, dabe;, abce, gehvien Jeder
Punkt p, welcher sich aus a, b, ¢, d auf 1esp. bed, cda, dab, abe
nach Punkten der Netze bede,, cdae,, dabes, abcee, projert, wird
ein Punkt des Netzes abcde genannt; die Gerade ¢d wird von
der Ebene «bp in emem Punkte p,, des Netzes cde,, getroffen
u s. w. Insbesondere sind alle Punkte der Netze bede,, cdae,,
dabey, abee, zam Netze abcde zu rechnen.

Es seien z,2,z; die Coordinaten von p, im Netze abce,, also
i‘; = (beey p1y)s :,%i = (Caey Pay), £= (abeg, ps,)-
Dann kann man die Zah! z, so hinzufigen, dass .,2,%, die Coor-
dinaten von p, im Netze bcde, werden, dass also noch

%= (cdeyy pra), ii: = (dbeypyy)-

Aus den Werthen von (acey p,) und (cdey, pyy), oder voun
(abeyy py,) und (Ddeyy pyy) folgt:

%:“ = (dacy; Pay)-

Die Zahlen z,x,x,2, haben also die Eigenschaft, dass z,z;z, die
Coordinaten von p, im Netze bede,, 23,2, die von p, im Netze
cdae,, x,2,%, die von p, 1m Netze dabey, 7,2, die von p; 1m
Netze abce, vorstellen. Soleche Zahlen sind auch dann vorhanden,
wenn p mit zweien der ‘Punkte abcd m gerader Linie liegt, aber
i kemen dieser Punkte fillt. Liegt p z. B. mn der ab, aber nicht
in o oder b, so fallen p, p, p,», nach resp. b app, und man hat
2y =0, 3, =0, aber z, z, micht Null Vereimigt sich p nut emem
der Punkte abcd, so wird eine der Projectionen p, p,p;p, unbe-
stimmt; fallt p z. B. nach @, so wird p, unbestimmt, p,p;p, fallen
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nach ¢, man mmmt z, = 0, z; = 0, #; = O und fur z, irgend eine
endliche, von Null verschiedene Zahl

Die Zahlen z,,z,x, bestimmen den Punkt p als Durchschnitts-
punkt der Ebenen abp;,, acp;; u.s. w. und heissen Coordinaten
von p im Netze abcde; man kann statt ihrer auch oz, @,
oy, o«, nehmen, wenn @ weder 0 noch co ist. Diese Coordinaten
sind wieder als homogene zu bezeichnen; sie kénnen nicht gleich-
zettig Null werden, 1hre Verhaltmsse sind rationale Zahlen, andere
Beschrdnkungen bestehen micht. Fur alle Punkte des Netzes bede;
ist 2, = 0, fur alle Punkte des Netzes cdeyy 15t 2 = 2, =0, w.s w.
Die Punkte «, b, ¢, d, ¢ haben der Reihe nach die Reprisentanten
1, 0,0,0), (0, 1,00, (0,010,000 1), 11,1, 1) und
heissen der erste, zweite, diitte, vierte Fundamentalpunkt,
bezehungsweise der BEinheitspunkt. Die vier Fundamentalpunkte
(n fester Rethenfolge) bestimmen mit dem Emheitspunkte das
Coordinatensystem.

Analog werden nach dem Gesetze von der Reciprocitdt zwischen
Punkt und Ebene, wenn von den fiinf festen Ebenen ABCDE
keine vier in emem Biindel liegen, die Ebenen des Netzes
ABCDE und ihre Coordinaten definnt; A BCD weiden die Fun-
damentalebenen, E die Einheitsebene des Coordinatensy-
stemes. Ist P eine Ebene des Netzes 4 BCD E mit den Coordinaten
iy 2, Us Uy, SO hat man 1m Allgemeinen-

“ _(0D4,CDB,CDE, CDP),

U,
%——:(BDA, BDC,BDE, BDP), u.s.w.

Man pflegt Punkt- und Ebenencoordinaten gleichzeitig einzu-
fuhren, indem man vier feste Punkte a, b, ¢, d, welche durch vier
Ebenen 4, B, 0, D (namlich bed, cda, dad, abe) verbunden wer-
den, und ausserhalb dieser Ebenen einen Punkt ¢ nebst seiner Polar-
ebene I fur aubed (§ 11 Schluss) annimmt, so dass wbcde ABCDE
und ABCDE abede polarreciprok werden. Der Punkt e,, . wel-
chem die Gerade ac¢ der Ebene 4 begegnet, 1st dann der Pol der
Geraden AFE fur bed. Es ser p (%, 2,, %, %) ein Punkt im Netze
abede, P(wy, 1,, ty, %,) eme Ebene im Netze ABCDE; von den
Ebenen 4, B, C, D werde P 1n den Geraden g,, ¢,, 3, g,, von
den Strahlen ap, bp, ¢p, dp 1 den Punkten p,, p,, py, p, ge-
troffen. Im Netze bede, hat die Gerade g, die Coordinaten wu,u,u,,
die Projection p” des Punktes p ans @ auf 4 die Coordinaten
%, %, %,. Bezeichnet man den Punkt ¢,g, d. i ABP (also den
Durchschmttspunkt der Geraden ¢d mt der Ebene P) mit p, u. s. w.,
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so liegen p,,p;p, auf einer Geraden (nimlich auf den Ebenen P
und ¢dp) u. s. w.

Wenn von den Geraden g,¢,¢,¢, keme drei durch einen Punkt
gehen (d. h. wenn P keinen Fundamentalpunkt enthilt, oder wenn
wyyuyu, von Null verschieden sind), so kann man auf der Ebene
P etwa von g, den Pol ¢ in Bezug auf g,g,9, (oder y,,7,,7,,) con-
stiuiren und findet

Lytly, Ty, Tyl
als Cooirdinaten von p, im Netze g,9,9,9, (oder 7,7, 7,58),
— Ty — TyUly — BTy, LU, Ly

als Coordinaten von p, in demselben Netze, u. s w. Wird nimlich
in der Ebene 4 der Punkt p’ aus b auf die Gerade cd nach p”
projicirt, so erhdlt man nach einer oben (Seite 180) gemachten Be-
merkung, wenn man noch berucksichtigt, dass p”p,y,;, auf einer
Geraden (namhich auf den Ebenen P und adp) hegen, und dass die
Indices permutirt werden dwfen:

12 0,
(V1371702 D") =— z:u;a
24U,
Pa(P13¥11712730) = V3 Wi3¥14Pia) = — _,;u:
. AR g U,
P (V34¥11 V01 V13) = — i&i, V31 (V24 ¥3 ¥y By) = — _;:7‘%5

— X%y

P Fa?uVu?12) = P (VaP1sVau?) - D2 (Pai V1?15 P10 = Gty - g0y’

— Ly R

P2 (P13V34725Ves) = AT Vos (Vs Vss P13 )= L4ty T @ Uy 04 0 w

Vs (V21723 601) = V33 (V2,7238712) + V31 (P24 ¥23 V12 2p) = 3u: )
U,
Yoy (Va3¥3, €0y) = -‘*—x“z‘ v Vo (PPa EP) = 2 :7

Ly Ug

V31 (Vaa Va3 €0) == V34 (P21 V03 8 1y) = Tty
— %4 Uy

Y1y (Va3 Va4 €0y) = Byt gty - g0y

V23 (V34724EDy) = i +_w:::,ij et

+ Liegt p auf P, so fillt p mit p,, p,, py, p, zusammen, die
Summe # w; —+ @4, + 2gus + 2, u; wird Null, und umgekehyt Von
der Beschrinkung, dass P keinen Fundamentalpunkt enthalten
soll, kann man sich leicht befreien. Smd daher ¢*(y; 4,95 y,),
r(2, 2, 25 8;), S(¢,1,%5¢,) Punkte des Netzes abcde, und setzt man
die Determinanten
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E Y2 Y3 Y (Y Y U |

[% & & =1y [ B3 & % } == U
ty by 1t 7R

Y Yo Y| Ve Y U

LB 8y By =vy, — | B & & | =0y,

RN I L b 4

so veischwinden die Summen

Yo F Yot F Y0+ Ysvs, 80 80, 830 20y,
b0y tyy + oy - 1,04,

und es stellen ¢, v,0,v, eine Ebene dar, welche zum Netze ABCD E
gehort und die Punkte ¢, 7, s enthdlt, d h.. Verbundet man dre
Punkte des Netzes abede, so erhalt man eme Ebene des Netzes
ABCDE; sucht man den Durchschwittspunkt drewer Ebenen des
Netzes ABCDE, so erhalt man emen Punkt des Netzes abede
Demnach fallen die Geraden, welche je zwer Punkte des Netzes
abede verbinden, nut den Geraden, in welchen je zwei Ebenen
des Netzes ABCDE sich schneiden, zusammen. Diese Geraden
sollen ,Geraden des Netzes abcde“ oder ,Geraden des
Netzes ABCDE¥, die Ebenen des Netzes ABCDE auch ,Ebe-
nen des Netzes abede?, 1hie Coordinaten auch ,Coordinaten
im Netze abcde?, die Punkte des Netzes abcde auch ,Punkte
des Netzes ABCD E¥, ithre Coordinaten auch ,Coordinatenim
Netze ABCDE“ heissen Alle Punkte, Geraden und Ebenen,
welche aus den Pumkten abede oder aus den Ebenen ABCDLE
durch graphische Constructionen hervorgehen, smd Elemente des Netzes
abede (oder des Netzes ABCDE). Und alle Elemente des. Netzes
werden aus den Punkten abede oder aus den Ebenen ABCDE
durch gy aphsche Constructionen hergestellt.

Die Gleichung 2z, w, + 2yu, + 24 ug + 2, u, = 0 1st die
nothwendige und hinreichende Bedingung fir das An-
ernanderliegen der Elemente (z,2,252,) und (u,u,uqu,),
von denen das eine ein Punkt, das andere eine Ebene
des Netzes abede 1st.

Das Element (z;z,;2,) werde mit 2 bezeichnet, das Element
(1 %293%,) mit y u. s w. Durch die Punkte 2 und y des Netzes
abcde kann man vier zum Netze gehirige Ebenen legen, ndem
man die Gérade 2y mit vier Punkten pgrs des Netzes verbindet.
Die Ebene wyp hat die Coordinaten = + z,y,p,, = -+ w9, p,
u. 8. w., so dass
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=
CD(d, B, E, zyp) = ‘z‘%

ebenso
OD(d, B, E, xyq) = 2L &l
( b ) 2 ‘x./.(I) 2i$3y1q4
w.s w. Folglich beshmmen die Ebenen nyp, wyq, zyr, sys ein
Doppelverhiltniss
Z By T3y, — S 23y 10y EYs1y
B 2Y3qy- L L3y Ty — Sk T3Y1 Qs T XYy
St asys @y Sty Si— T B Yqs S Xayss,
XA @pysps BBy 8 — S XY1Ds T 2Ys8y

Bedeutet daher z. B. (zypr) die Determinante X -+ z,9,p,r,, so ist

N feypri{zyqs)
WL = Gy ey

[m Falle zyy, — w,y; = 0,d i z3:2, = y;:y,, ersetzt man A BCD
durch eine Permutation.

Auf der Duichschmttslinie zweier Ebenen « und v des Netzes
abede werden vier Punkte des Netzes bestimmt, mdem man die
Gerade wv mit vier Ebenen «fy0 des Netzes durchschneidet. Fiw
diese Punkte ergiebt sich das Doppelveirhdltniss

(wv B y) (v «d)

Siud also zypgrs glechaitige Elemente des Netzes ubede, und
liegen von den funf Elementen pgrsz keme vier m einem Gebilde
zweiter Stufe, so existuen mindestens drei von den Doppelverhilt-
nissen

wo(efpd) — Woer) @wobd)

rs(pgey), gs(pray), qr(pszy) ws. w.,

d h. y ist ein Element des Netzes pgrsz, und uberhaupt alle Ele-
mente des Netzes abcde gehoren zum Netze pgrsz, insbesondere
abcde ABCDE selbst. Bezeichnet man mit pgrsz funf Punkte des
Netzes abede, von denen Leme vier w emer Ebene hegen, oder funf
Ebenen des Netzes ubede, von denen keme vier duvch cwmen Punkt
gehen, so sind alle Elemente des Netzes abcede auch Elemente des
Netzes pgrsz und wmgekehrt.

§ 23. Die stetige Zahlenreihe-in der Geometrie.

Wurden funf Punkte a, 0, ¢, d, ¢ festgehalten, von denen keine
vier in emer Ebene liegen, so konnten wir jedes Element des Netzes
abede dureh Zahlen darstellen. Jeder graphischen Beziehung zwi-
schen solchen Elementen entsprach emn gewisser Zusammenhang
zwischen den Zahlen, welche zur Darstellung der Elemente dienten
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Es war aber noch nicht zu erkennen, ob sich die analytische Be-
handlung auf alle Elemente ausdehnen lésst.

Zuerst waren Zahlen zur Unterscheidung der Elemente von
Netzen m einformigen Gebilden eingefiihrt worden; wir werden dem-
gemiiss auch jetst zuerst ein emformiges Gebilde i Betracht ziehen.
Es seien a, b, ¢ beliehige Punkte einer Geraden, welche den eigent-
lichen Punkt p enthilt, und in dieser Geraden mdgen die eigent-
lichen Punkte f und g auf verschiedenen Seiten von p angenommen
werden. Im Netze abe kann ich (§ 21 Seite 176) emen eigentlichen
Punkt B zwischen f und p, einen eigentlichen Punkt B zwischen
p und g, endhich einen mcht zur Strecke BE gehtrigen Punkt 4
constiuiren, so dass BE durch Ap

nov
' getrennt werden, und um festzustellen,
3 ZZ'J']D > ob p zum Netze abe gehort, brauche

ich nur die Beziechung jenes Punktes
zum Netze A BE zu untersuchen. Wenn nun der Punkt p einen
Index 1m Netze A B E besitzt, so 1st der letztere jedenfalls zwischen
0 und 1 gelegen (§ 21 Seite 176); es wird daher gemigen, die
Punkte des Netzes ABE, welche den Indices

i, 01 2, 1 2 3,

27 37 3 47 4 42
entsprechen, der Reihe nach zu construiren und darauf zu achten,
ob man unter ithnen dem Punkte p begegnet.

Allein nach den bereits m den beiden ersten Paragraphen
(Seite 18 und 25, vergl. auch § 15 Schluss) gemachten Bemerkungen
ist diese Construction nicht belebig weit auszudehnen, vielmehr
lisst sich allemal unter Beriicksichtigung der Verhiltnisse des emn-
zelnen Falles eme Grenze angeben, welche man nicht zu tiber-
schreiten hat. Um eine solche Grenze zu ermitteln, geht man von
der Erwigung aus:

dass man in jedem einzelnen Falle eine Strecke M N

anzugeben vermag, innerhalb deren einzelne Punkte

nieht mehr von einander unterschieden werden, und

dass von jeder congruenten oder kleineren Strecke

dasselbe gilt.
(Vergl. die Einleitung, Seite 3.) Man mache nun auf der Geraden
ab zu berden Seiten von p die Strecken ph und pk mit M N con-
gruent und bestimme zwei Punkte 7%’ und % des Netzes ADE,
welche zwischen p und %, resp zwischen p und % fallen; die In-
dices vou %' und % im Netze A BE sind positive echte Briiche,
welche — auf den kleinsten gemeinschaftlichen Nenner gebracht —
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durch %, % dargestellt werden mbgen. Da p zwischen % und 1’

Legt, so kbnnen (§ 21 Seite 176) als etwaige Indices von p im
Netze ABE nur diejenigen (positiven, echt gebrochenen) Zahlen

. 7 s
in Betracht kommen, welche zwischen 7 und - hegen. Mindestens

eine solche Zahl kommt in der Reihe
1 2 v
e A U
vor; der entsprechende Punkt ist; wenn er nicht genau mit p zu-
sammenfillt, doch nicht merklich von p verschieden, da er sonst
zwischen /' und p oder zwischen p und %" musste eingeschaltet wer-
den konnen. Dasselbe gilt fir die Nemner v ++ 2, v + 3, - - -

tiberhaupt werden die Punkte, welche den Zahlen zwischen % und

s . .
5 entsprechen, soweit deren Construction gelngt, von p micht merk-

lich differiven.

Wenn man nicht schon unter den positiven echten Briichen
mit kleinerem Nenner eine Zahl angetroffen hat, welche den Punkt
p genau darstellt, so wird es hiernach zwecklos sein, die Versuche
tiber den Nenner v 4 1 hinaus fortzusetzen, und so fiihrt immer
eine endliche Anzahl von Constructionen zu einer Zahl &, welche
als Index im Netze A BE den Punkt p mit hinreichender Ge-
nauigkeit darstellt. Endlich berechnet man eine rationale Zahl z,
welche als Index im Netze ¢be den Punkt p hinreichend genau
angiebt, aus der Gleichung

= (abed) — (abeE) (abeB) —ax
(abeB) — (abeE) (abed) —x

Es werde jetzt emn Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel
angenommen, und in thm werden drei Strahlen «pe festgehalten.
Bezeichnet man mit ¢ einen beliebigen Strahl des Buschels, so ent-
steht die Frage, ob ¢ durch emen Index im Netze a«f¢ dargestellt
werden kann. Man lege durch einen (vom Scheitel des Buschels
moglichst entfernten) eigentlichen Punkt p des Strahles ¢ eine Ge-
rade, welche o, 8, & in resp. @, b, ¢ schneidet, und bestimme
eine rationale Zahl z, welche als Index 1m Netze abe den Punkt p
genau oder doch hinreichend genau wiedergiebt; die Zahl z, als
Index im Netze ¢ B¢ aufgefasst, darf fiir einen hinreichend genauen
Représentanten des Strahles ¢ erklirt werden. Auf diese Bestim-
mung kann man immer zuriickgehen, wenn in emem einférmigen
Gebilde vier Elemente a'b’'¢’p’ gegeben sind und gefragt wird, ol
zu p’ ein Index im Netze a'd’ ¢ gehdrt; denn man kann im Biischel &8
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den Strahl ¢ derart construiren, dass die Figuren «feo und ¢'b'€p’
projectiv werden, und darf dann die nach der obigen Vorschrift
bestimmte Zahl z, als Index im Netze a'd’¢’ aufgefasst, fur einen
hinreichend genauen Reprasentanten des Elementes p’ erkldren.

Da hiermit die Moglichkeit gegeben ist, in jedem einfor-
migen Gebilde die Lage eines beliebigen Elementes ge-
gen drei feste durch eine gewdhnliche Coordinate und
folglich auch duich zwei homogene Coordinaten hinrei-
chend genau zu bezeichnen, so wird die entspiechende For-
derung zuniichst fur die Gebilde zweiter Stufe ebenfalls erfiillbar.
Sind z. B. abc¢e vier Punkte einer Ebene, von denen keme drel
mn gerader Linie hiegen, p ein Punkt der Ebene abc ausserhalb der
Geraden bc¢ ca ab, so untersucht man, wie der Strakl ap gegen
die Strahlen ab ac ae liegt, der Strahl bp gegen bc ba be, u.s. w.
Hat man zwel dieser Strahlen moglhchst genau durch Indices in den
betreffenden Netzen dargestellt, so geben die drer homogenen Coor-
dinaten, welche nach § 22 Seite 178 den beiden Indices entsprechen,
die Lage des Punktes p mit hinreichender Genauigkeit an. Ver-
steht man endlich unter ABFAE funf Punkte, von denen keine
vier in einer Kbene legen, unter p einen Punkt ausserhalb der
Ebenen BI'A FTAA AAB ABI oder eine Ebene ausserhalb der
Biindel ABT'A, so ergeben sich aus diei Indices- Bestimmungen die
vier homogenen Coordinaten emes mit p genau oder annahernd zu-
sammenfallenden Elementes, und wenn es sich darum handelt, die
Lage emer Geraden zu bezeichnen, so werden zwer an ihr gelegene
Punkte oder Ebenen benutzt

Uebrigens kann man als gegebene Elemente in letzter Lime
stets e1ne Anzahl von eigentlichen Punkten ansehen, welche
moglhichst genan durch eigentliche Punkte des Netzes ABITAE dar-
zustellen sind Dabei wird man die zwischen den gegebenen Elemen-
ten stattfindenden Beziehungen berucksichtigen; sollen z. B. vier
Punkte p ¢ 7 s m einer Ebene liegen, aber p ¢ # nicht in einer Ge-
raden, so sucht man, nachdem die Punkte p ¢+ und also auch die
Ebene pgr dargestellt sind, von den drei fur s erforderlichen In-
dices nur zwei direct auf, wihrend man den dntten aus der Be-
dingung fur das Anemanderhegen der Ebene pgr und des Punktes s
berechnet, u. s. w.

Der Emnfachheit wegen wollen wir nur Punkte als gegeben
betrachten ~Wenn diese nicht durchweg mit Punkten des Netzes
ABTAE genau zusammenfallen, wenn also die den ermittelten
Coordinaten entsprechende Figur nicht genau mit der gegebenen
uberemstimmt, so kann doch die analytische Untersuchung sich nur
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auf die erstere beziehen, und ihre Resultate werden an der letzteren
sich nur annahernd bestatigen. In jedem Falle aber gelten fiir
die analytische Untersuchung folgende Bestimmungen:
1. Jedes System von vier reellen, rationalen oder irrationalen,
aber nicht gleichzeitig verschwindenden Zahlen z,2,, 2, wird
ein in dem zu Grunde gelegten Coordinatensysteme mit den homo-
genen Coordinaten z, z,z,z, behafteter mathematischer Punkt
genannt. Dabei sollen alle Systeme oz, 0z, 0, 02,, W0 ¢ eme
beliebige, endliche und von Null verschiedene Zahl bedeutet, —
aber nur solche — Repriisentanten eines und desselben Punktes
sem.
2. Von den mathematischen Punkten, welche emer linearen
Gleichung
U2y + 1y 2y + g2y + wy 2y =0

gentigen, sagen wir, dass sie in einer mathematischen Ebene
liegen, und nennen u, #, 1, u, die homogenen Coordimnaten dieser
Ebene,

3. Von den mathematischen Punkten, welche gleichzeitig in
zwei Ebenen enthalten sind, welehe also zwei hineare Gleichungen
U Ty = 1Ty + Ug Ty Fu 2, =0, v, 2, 4 v,05 - 0323 + v,2, =0
erfullen, sagen wir, dass sie 1 einer mathematischen gera-
den Linie liegen.

Ziehen wir heraus, ehe wir weitere Bestimmungen {reffen,
emige Folgerungen. Vier mathematische Punkte (z, 2, z, 2,),
(Y 993 Y), (2129252,), (% t,t,%,) liegen dann und nur dann in
einer Ebene®), wenn die Determinante X 4 2,y,2;%, verschwindet.
Drei Punkte (z,z,232,), (4,9,9,9,), (2 2,252,) liegen dann und nur
dann in emer Geraden, wenn alle Determmanten aus je drei Co-
lonnen des Systemes

Ty Ly By Xy
) Yo Y2 Y5 Y
By &y, 8B &
verschwinden. Nimmt man in einer Ebene drei Punkte (g, a,a;a,),
(bbb b)), (¢16y¢5¢,) an, welche nicht mn gerader Linie hegen, so
werden alle Punkte der Ebene durch die Zahlensysteme

way + Aby + pey, xay + Aby + pey, xag+ Abg+uc,
%G, + by + wey
reprisentirt, wo x4y unabhingig von emander alle reellen Werthe

*) Das Beiwort , mathematisch‘* wird ber den Punkten, Geraden und
Ebenen 1m Folgenden weggelassen, dagegen werden .die eigentlichen oder
durch eigenthiche Elemente definirten Elemente besonders kennthch gemacht,
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durchlaufen, aber nicht zu gleicher Zeit Null werden dirfen; die
Werthe 9% o4 o, wo @ beliebig, aber weder Null noch unendlich,
— und nur diese — stellen denselben Punkt dar, wie x 4 ¢ Nimmt
man in einer Geraden zwei Punkte (a,a,asc,), (b,0,0,b;) an, so
werden alle Punkte der Geraden durch die Zahlensysteme
way + Aby, za,F Aby, wag+ Ab;, xa, + 4b,
reprisentirt, wo » A unabhingig von einander alle reellen Werthe
durchlaufen, aber nicht zu gleicher Zeit Null werden diirfen; behilt
o die obige Bedeutung, so stellen die Werthe ¢z ¢4 — und nur
diese — denselben Punkt dar, wie % 1 — Werden die auf das An-
emanderhegen der , Elemente“: Punkt, gerade Linie, Ebene be-
zuglichen Ausdriicke und Bezeichnungsweisen in dem fruher erkldrten
Sinne werter beibehalten, so erkennt man, dass in den vorstehenden
Bemerkungen die Worte ,Punkt¢ und ,Ebene“ mit einander ver-
tauscht werden diirfen, und dass die Satze 1 2. 4. 5. 7.—15 des
achten Paragraphen gultig bletben. Das Element (z,#,z;%,) werde
mit z bezeichnet u s. w. Sind dann vier Ebenen eines Biischels
gegeben, und mimmt man auf der Axe des Buschels zwei Punkte
z, ¥ und 1 jenen Ebenen, aber ausserhalb der Axe, vier Punkte
resp. p, ¢, 7, 8, so stellt der Quotient
(zypr) @yqs)
(zyq1) (wyps)’
wo z. B. (xypr) die Determinante X 4~ 2, y, 5,7, bedeuten soll, eine
nur von den gegebenen Ebenen abhangige Zahl vor. In Riicksicht
hierauf schreibt man
4, in dem Biischel, dessen Axe die Punkte z und y enthilt,
den vier Ebenen, welche nach den Punkten p, ¢, , s (in dieser
Reihenfolge) hingehen, ein bestimmtes Doppelverhédltniss zu,
welches durch den Ausdruck
(zypr) (@ygs) :
(@yqr) (xyps)
definirt wird, Ebenso wird
5. auf der Geraden, m welcher die Ebenen % und » sich
durchschneiden, fir die vier Punkte, durch welche die Ebenen
¢, 8,7, 0 (in dieser Rethenfolge) hindurchgehen, der nur von
diesen vier Punkten abhingige Ausdruck
(wray) (uvpd)
(woBy) (uved)
als Doppelverh#ltuiss eingefuhrt.
Sind «, B, y, 0 die Ebeven zyp, xyq, zyr, £ys, so kann
man wéhlen:
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ey =X xY;py, @y =— X F 2yp,, 03 =2 & £,9,P,,
ey = — 2 4= 29, D;
u s. w. und erhilt:
CUy Uy Ug Uy | By By Xy Ty Uz Uy Ur |
(uvay) =— [ty Ve T3 Ty i Yi Y2 ¥s Yy = — Taly T,
Lay oy @ ooy |ty Ty 0y T o, @y,

wo z. B. w, = w2, + w2, + wyr, 4+ w,z,. Da «, =, =0,
o, = — (xyp1), so wird

@vey) = (@ypr) (v, — 1,75),
ebenso

(uvB0) = (2ygs) (Uxty — Uy V)
u.s w. Die Differenz w,v, — u,v, 1st nicht Null, folghch haben
die Ebenen «fy0d dasselbe Doppelverhaltniss, wie die perspective
Punktreihe auf der Geraden #v. Man schliesst hieraus: Je zwei
perspective Punktreihen haben einerlei Doppelverhiliniss, ebenso
je zwei perspective Ebenenbiischel.

6. Das feste Doppelverhiltniss aller Punktreihen und Ebenen-
biischel, welche mit vier Strahlen eines Strahlenbuschels perspec-
tiv liegen, wird das Doppelverhaltniss der vier Stiahlen
genannt

Das Doppelverhiltniss von vier Elementen abcd eines emfor-
migen Gebildes ist also gleich dem Doppelverhdltnisse jeder pro-
jectiven Figur. Dasselbe soll auch der Index von d im Netze abe
genannt werden; ist sein Werth eine ganze Zahl %, so soll d das
nte Element des Netzes abc heissen.

7. Sind a b ¢ d vier Elemente in emem einférmigen Gehlde,
so sagt man von den Paaren abd (oder ba) und cd (oder do),
dass sie getrennt oder nicht getrennt liegen, je nachdem das
Doppelverhiltniss von abcd negativ oder positiv st

Die Worte ,Punkt und ,Ebene“ konnen auch jetzt iiberall
mit einander vertauscht werden.

Die so emgefihrten Begriffe werden wieder graphische oder
projective genannt. Aus ihnen werden alle Begriffe und Be-
zeichnungen, welche wir in der projectiven Geometrie ein-
gefuhrt hatten, auch jetzt i gleicher Weise abgeleitet. Daes ist
freiich nur deshalb zuliissig, weil alle graphischen Sétze — und
swar jetzt ohme jeden Vorbchalt — giiltig blerben, wie zunachst in
Kiirze gezeigt werden soll. '

Das Doppelverhiltmss von vier Punkten pgrs einer Geraden
lasst sich nfimlich anf eine emfache Form bringen, wenn man zwe

Pason, Vorlesungen, 13
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weitere Punkte @ b der Geraden emfuhrt und dann fir ¢ =1, 2,
3, 4 setzt

P, = a, + %b,, q,-——a,—{—ib,, r,=a, -+ ub, $,=a, -+ vd,,
wodurch unter voriibergehender Benutzung von zwei willkurhichen
Punkten zy auf einer die vorige micht schneidenden Geraden jenes

Doppelverhiltniss
o (@y pr) @y gs) __ (x—p) A—w)
(@y qr) (zyps)  (A—p) x—2)

sich ergiebt. Aus dieser Form leitet man sofort den Zusammen-
hang zw1schen den durch Pe1muta.t10n der Punkte pgss sich er-
oebenden Doppelverhiltmssen ab, wie er in § 21 Seite 173 an-
gegeben ist, und ibertrigt ihn auf beliebige einférmige Gebilde.
Man bewelst ferner fur funf Elemente pgrst eines einformigen
Gtebildes, dass die Doppelverhiiltmsse der drei Figuren pgst, pgir,
pgrs als Product die Einheit hefern. Daraus folgt die Richtigkeit
der vier letzten Sitze des § 7. Von den graphischen Sitzen des
neunten Paragraphen braucht nur emer hier bewiesen zu werden,
etwa der dritte; behilt man die dortigen Bezeichnungen bei, so
liefern die Doppelverhiltnisse der Figuren KLeo', LJLE, JKIU
das Product Eins (vgl die Betrachtung auf Seite 178); wenn also das
erste Doppelverhaltniss negativ und das zweite posifiv 1sl, so st
das dritte negativ. Die graphischen Satze der §§ 10—12 werden
aus den vorhergehenden graphischen Sitzen gefolgert. — Iiguren
mit gleichem Doppelverhiltniss sind projectiv. Das Doppelverhilt-
niss von vier harmomischen Elementen 1st negativ und gleich sei-
nem reciproken Werthe, also = — 1. Je vier Elemente mit dem
Doppelverhaltniss — 1 sind harmonisch.

Unter Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen findet man-

abs abs

abs
_(@y as) @y bp) __ v A e O
md p = @ybe) @yap — % mdg= -, indr= w?
r__ 2
g =lrypn) (2ygqa) __ W—md _x  w,

(wy q1) (Y pa)  (w—A) % v v

=~
=

wenn also 1mm Netze abs der Index von # zwischen den Indices
von p und ¢ liegh, so 1st das Doppelverhiltniss der Punkte pgra
negativ, die Paare pg und 7@ liegen getrennt. — Die Punkte pgra
liegen harmomsch unter der Bedingung

2 1 1

e
Dlese ist u. A. erfiillt, wenn p, ¢, r 1PWNétze abs die Indices » — 1,
n -+ 1, n besitzen, wo % eine cra‘xizé”Z’aHl“Bedeutet , d.h, auch bei
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der jetzigen Definition der ganzzahligen Indices wird der (3 — 1)te
Punkt des Netzes vom (» - 1)ter durch den nte® und den Nullpunkt
harmonisch getrennt, die Definition f&llt also mit der fruheren zu-
sammen. Werden nun in einer Geraden die Punkte 4B, durch
B, P getrennt, 1st also das Doppelverhiiltniss der Punkte 4B, B, P
negativ, folglhch das der Punkte .1B,B,P grosser als Fins, ist
ferner % die grosste positive ganze Zahl, welche den Index von P
im Netze 4 B, B, nicht vbersteigt, B, der nte und B, 4, der (n - 1)t
Punkt des Netzes 4B, D,, so fillt entwedes B, mit P zusammen
oder (der Index von P fdllt zwischen # und # -+ 1 und) es werden
B,DB, +; durch AP getrennt. Damit ist jenes graphische Theorem
des § 15 (Seite 120) erwiesen, welches auf dem damaligen Stand-
punkte nicht aus graphischen Sitzen deducirt werden konnte, und
es schliessen sich daran ohne Weiteres alle ubrigen graphischen
Sdtze an, welche wir in den §§ 15—18 abgeleitet haben. — Die
Paare pg und »s sind fur ¢ dquivalent unter der Bedingung
1 1 1 1 1 1 1 1

Thp=5 o oder o —y =2 —2

Um alle Satze des § 21 auf miationale Indices ausdehnen zu
konnen, bemerken wir, dass

=

1

Py 7qp —a) 1 - -
ind ¥ = md ¢ = g: ‘;))p — ’1‘.“_.,
=

und detimren fiir beliebige Liage der funf Punkte

|-

1 1
a rs i
md \ pg =‘11' T

w4

so dass
a (_’[) "') apg
md \pg) =md r

und nuthin, wenn fiir ¢ die Paare pg und »¢ dquivalent sind:

md (1)([ = md( ) — md 5,
eme Erklirung, welche man fir die in § 21 betrachteten Punkt-
reihen leicht mit der dort gegebenen in Ueberemstimmung bringt.
Die in § 21 gegebenen Sitze werden jetzt auch fiir nicht durch-
weg rationale Indices als giiltiz erkannt, zunichst in der Punkt-
rethe, in Folge dessen aber auch im Strahlen- und Ebenenbuschel
Dadurch kommen schliesslich auch in § 22 die Beschrinkungen in

Wegfall, wonach die Coordinatenverhéltnisse rationale Zahlen sein
13*
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mussten und nur diejenigen Elemente durch Coordinaten darstellbar
waren, welche sich aus den das Coordmatensystem bestimmenden
Elementen durch gewisse Constructionen ergeben. Der Coordinaten-
begriff wird derart erweitert, dass aus irgend finf Punkten, von
denen keine vier in emer Ehbene liegen, ein Coordinatensystem ge-
bildet werden kann, wobei die Doppelverhiltnisse in jedem Coor-
dinatensysteme 1n gleicher Weise aus den Coordinaten berechnet
werden und die Bedingung des Aneinanderliegens von Punkt und
Ebene immer die ndmiiche Gestalt besitzt.

Die Stammbeguiffe der projectiven Geometrie haben durch die
vorstehenden Festsetzungen digjenige umfassendere Bedeutung er-
langt, auf welche am Ende des 15t® Paragraphen hingewiesen
wurde. Um den dort besprochenen Satz aufstellen zu konnen, be-
darf es nur noch der Bestimmung, dass.

8. wenn a b ¢ eigentliche Punkte auf emer Geraden smnd, ¢
zwischen ¢ und b gelegen, jeder durch ¢ und b nicht von ¢ ge-
trennte Punkt der Geiaden al emm ,Punkt der Strecke ad“
oder ein ,zwischen ¢ und b gelegener Punkt” und

9. wenn d und ¢ Punkte der Strecke ab sind, jeder durch
d und e von o oder b getrennte Punkt f° der Geraden abd em
sz2wischen d und ¢ gelegener Punkt“ genannt wird.

Voun den Punkten der Stiecke ab gelten die Sitze 6 —18. und
die Definrtion 4 des ersten Paragraphen; zum Beweise kann man
die’Indices im Netze abe¢ einfuhren, wober die Punkte der Strecke
ab allen positiven Weithen entsprechen und der Index von f zwi-
schen die Indices von d und e fallt (vgl. § 21 Seite 176). Nehmen
wir nun innerhalb emer geraden Strecke 4B den uneigentlichen
Punkt E, und setzen wir voraus, dass auf der Geraden 4B Punkte
A, 4,4, .. m unbegrenzter Anzahl definirt werden. Im Netze
ABE seilen a,a,a, ... die Indices der Punkte 4, 4,4, ...; diese
positiven Zahlen besitzen eine positive untere Grenze ¢, derart dass
keine jener Zahlen unter den Werth ¢ sinkt, dass aber, wenn d
ngend eme tuber ¢ gelegene Zahl bedeutet, nicht alle Zahlen
@y a0y . liber d hegen. Ordnet man den Indices ¢ und d die
Punkte € und D zu, so fillt C entweder nach B oder zwischen
A und Bj kein Punkt der Reihe 4,4,4,.. legt zwischen B
und C; zwischen 4 und D legen nicht alle Punkte der Reihe.
Damit 1st der mn § 15 Seite 125 f. formulirte Satz bewiesen, zugleich
aber auch der allgemeinere: .

b Sind drei Elemente ABF m emem einférmigen Gebilde
gegeben, und kann man in diesem Gebilde Elemente 4, 4,4, . ..
m unbegrenzter Anzahl definiren, welche von F durch 4 und B
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getrennt werden, so existit ein von ¥ durch 4 und B getrenn-
tes oder mit B identisches Element C, derart dass, wie immer das
von F und 4 durch C getiennte Element D n dem Gehilde
gelegen sein mag, nicht alle Elemente der Rethe A, 4,4;...
durch 4 und D von F getrennt werden, wihrend kem Element
der Reihe durch B und C von F getrennt wird

Diesen Satz kann man beispielsweise bei der Aufsuchung der
Doppelelemente einer Involution im einfirmigen Gebilde anwenden.
Die Involution ist durch zwei Elementenpaare bestimmt; liegen die
Paare getrennt, so sind keine Doppelelemente vorhanden (§ 16
Seite 131). Demnach seien etwa auf einer Geraden 7 die Punkte-
paare ae, bB in nicht getrennter Lage gegeben; die Paare af, ba
moégen getrennt hiegen. Nimmt man auf %2 den Punkt ¢ zwischen

@ b 4 f v B o

b und B fur den Grenzpunkt ¢ und nennt ¢ den homologen Punkt
m der duich die Paare e, bB bestimmten Involution, so liegt fur
@ auch p zwischen b und B (§ 16 Seite 131), folglich y entweder
zwischen ) und ¢ oder zwischen ¢ und B Fassen wir nur die-
jenigen Lagen von ¢ in’s Auge, bei denen das letztere emntritt, und
nennen wi f den durch diese Punktmenge nach dem vorstehenden
Satze bestimmten Punkt der Geraden % zwischen b und (3, so liegt
f zwischen ¢ und y (denn zwischen 8 und y liegt kein Punkt ¢);
jedem Punkte zwischen & und f entspricht m der Involution ein
Punkt zwischen $ und f, und umgekehrt; folghch entspricht f sich
selbst, ebenso (§ 16 Seite 131) der vierte harmomische Punkt g zu
aef. Swmd also wm cmem emformigen Gebilde zwer nmicht getrennte
Elementenpaare gegeben, so besitet die dadurch bestimmie Involution
zwer Doppelelemente. Die Frage nach den Doppelelementen
zweler aufeinanderliegenden einféormigen Gebilde,
welche projectiv, aber weder dquivalent noch 1nvolu-
torisch sind, ldsst sich auf den Fall der Involution zurtickfuh-
ren; denn solche Doppelelemente muissen zugleich Doppelelemente
der durch die gegebene Projectivitit nach dem letzten Satze des
§ 16 bestummten Involution werden, und umgekehrt™*).

Zu demselben Ergebniss beziiglich der Involution fuhrt die
Gleichheit der Doppelverhiiltnisse (ab8#) "und («pbE) [fur conju-
girte Elemente z£. Setzt man zur Abkiirzung die negative Grosse
(afbe) = — m, so wird

(abfa) =1 — (aBba),

*) Vgl. Zeiuschnift £ Math. u. Phys, Jahrg. 27 S 124,
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(«fba)y 14+ m 14+m
(“ﬁbg) ((Z ga) 1___(aﬁ§a)_1+—l?L—-’
(afbé)

(1 — (;zﬁb:u)) <m -+ ((L,Bbfc’,)) = (1 + m) (apbf).

Wird z ein Doppelpunkt, werden also (aflz) und (af0E) eiuer
und derselben Zahl ¢ gleich, so kommt: ¢*+4 2me = m und

@=—m+¥ym(@n+1).
Diese beiden Werthe von ¢ sind die Coordinaten der Doppelpunkte
f und g im Netze afd. Da m (m + 1) < (1 4 m)?, so entspricht
dem oberen Zeichen ein Werth (¢B0f) zwischen O und 1, dem
unterien ein Werth (afidg) < — m.

Beide Werthe simd 1m Allgemeinen irrational, und es eunt-
steht daher die Frage, was dieselben geometrisch zu bedeuten haben.
Dabei konnen wir uns auf den Fall beschrinken, wo die gegebenen
Punkte a, «, b, B eigentliche Punkte einer Geraden sind; e ist
dann eme positive rationale Zahl und bezeichnet, als Index im
Netze a0l aufgefasst, die Lage des Punkfes « oder eines von e
nicht merklich verschiedenen Punktes, der fiir die weitere Betrach-
tung an Stelle von « tritt. Der Index von fin jenem Netze

(aBbf)=2, woO<z<1,
ist im Allgemeinen irrational, aber auch wenn er rational ist, so
kann es vorkommen, dass er mehr Constructionen verlangt, als die
Figur auszufihren gestattet. Man besiimme nun die positive ganze

r e

e
@ b A

:sBa L 2 «
Zahl 1 so gross, dass der dem Index A im Netze Bab entsprechende
Punkt ¢, mit § eine Strecke begrenzt, welche nicht grosser ist, als
die auf Seite 188 definirte Strecke MIN. Weun im Netze afe,

den Indices 2, 3, ... die Punkte ¢,, ¢, ... entsprechen, so ist
1 2
(aBbey) ==, (afbe) =, (aBbeg) =7, -3
die Gebilde ae fe,, ae,e e, aesese,, ... sind harmomsch, und

nach § 14 Seite 117 sind die Strecken ee,, e,e,, ... kleiner als
die Strecke fe,, folghch auch klemer als MN. In der Reihe

012 w—-—ll

S Tw? w? T 7
1, . . . .
Selen y, o+ - diejenigen Zahlen, zwischen denen z liegt, A4,

und B, seien die entsprechenden Punkte, und in der Reihe 2, 3,
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.., & sei v die erste Zahl, fur welche die Strecke 4,B, mnicht

grosser als M N ausfillt. Ist dann z unter den Zahlen

0t 2 1

2’ 373 T
nicht anzutreffen, so nenne man f” emen eigentlichen Punkt zwi-
schen 4, und B,; von den mit 4, und B, in der Involution con-
jugirten Punkten liegt einer ausserhalb der Strecke 4, B,, der
andere — etwa der mit 4, conjugwte — f&llt zwischen 4, und
B, und 1st also nicht merklich von f” verschieden. Da hiernach
A, f annéihernd als ein Paar der Involution zu betrachten sind, so
ist 7 von seinem conjugwrten Punkte nicht merklich verschieden
und hat wenigstens annihernd die Eigenschaften des Punktes f.
Deshalb wird bei der Anwendung der analytischen Geometrie der
eigentliche Punkt, den wir vorhin f° genannt haben, geradezu mit
f bezeichnet und als der dem Index z entsprechende Punkt, also
als Doppelpunkt der Involution angesehen. — Nach der Ausein-
andersetzung auf Seite 189 lasst sich dieses Ergebmiss auf beliebige
Involutionen in emférmigen Gebilden iibertragen.

Um die beriihrte Frage allgemein aufzufassen, nehme ich an,
dass auf analytischem Wege ein Punkt f ermittelt sei, welcher zu
einer durch eigentliche Elemente eines Netzes ABIAE (vgl. S 190)
gegebenen Figur in einer vorgeschriebenen projectiven Beziehung
steht. Wir haben dann fur jenen Punkt Coordinaten f,7,f;7,,
deren Verhaltnisse reell sind, aber micht rational, oder doch zur
genauen Construction nicht geeignet zu sein brauchen. Das vor-
ausgeschickte Beispiel mag gentigen, um erkennen zu lassen, dass
immer em eigenthicher oder durch eigentliche Strahlen darstellbarer
Punkt existirt, welcher zur gegebenen Figur genaun oder annéhernd
in der verlangten Beziehung steht. Dieser Punkt wird bei der
Anwendung der analytischen Geometrie geradezu mit
f bezeichnet und als der geometrische Reprisentant des
Werthsystemes fi7,/3f, angesehen.

Die gegebene Figur kann um den jetzt mit / bezeichneten Punkt
erweitert und die erweiterte Figur von Neuem der analytischen
Behandlung unterworfen werden. Sucht man aber den urspring-
lichen Bestimmungen gemiss Coordinaten im Netze ABFAE zu
ermitteln, so fallen deren Verhiltnisse nicht immer rational aus und
brauchen jedenfalls mit den Verhiltnissen der Zahlen f,1,f3f, —
welche wir doch soeben als Coordinaten von f hingestellt haben —
nicht {ibereinzustimmen. Der hierin gelegene Widerspruch wird
nur dadurch gehoben, dass wir der Ungenauigkeit, welche den
Coordinaten anhaftet, gehorig Rechnung tragen. Jede Coordinaten-

»—1
? v

2
DL
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bestimmung wurde auf die Aufgabe zurtickgefiihrt, i der Verbin-
dungslinie zweier eigentlichen Punkte B, F die Lage des zwischen
B und E gelegenen eigentlichen Punktes p durch emnen Index
im Netze 4 BE darzustellen, wobei wir 4 ausserhalb der Strecke

7 s . . . .
BE annahmen. Waren - und - die Indices zweier eigentlichen

Punkte % und 1/, zwischen denen p liegt, derart dass innerhalb
der Strecke A’} einzelne Punkte nicht mehr von einander imter-

. - r s
schieden werden konnen, und hess sich zu der zwischen - und >

gelegenen rationalen Zahl & ein eigentlicher Punkt construiren, so
war derselbe von p nicht merklich verschieden, und wir nahmen
deshalb £ als Coordinate von p im Netze ABE. Diese Bestim-

. N . . . . . r
mung miissen wir jetzt dahin erweitern, dass jede zwischen — und
g s P

2 gelegene — rationale oder irrationale — Zahl £ mit gleichem
v

Rechte als Coordinate von p genommen werden kannj; denn sucht
man £ auf die vorhin erdrterte Weise innerhalb der Strecke BE
darzustellen, so gelangt man zu einem von p nicht merklich ver-
schiedenen Punkte. Dadurch ordnen wir dem Punkte p» eine ste-
tige Folge von Zahlen zu, deren jede die Lage von p mit hin-
reichender Genawgkeit wiedergiebt; und die Coordinatenverhéltnisse
uberhaupt erhalten, indem jedes aus emer gewissen Zahlenfolge
willkiirhch entnommen werden darf, diejenige Unbestimmtheit,
welche durch die am Schluss der Eimleitung schon hervorgehobene
Ungenauigkeit der geometrischen Begriffe bedingt wird. Die Rech-
nung folgert aus gegebenen Zahlenrelationen andere, welche mt
Jenen unbedingt zusammenbestehen, und bringt aus gegebenen
Zahlen andere hervor, welche vorgeschriebenen Beziehungen zu den
gegebenen Zahlen vollkommen genau entsprechen; aber die Ueber-
tragung der Figur 1n Zahlen und die Riickkehr von den
Rechnungsresultaten zur Figur kann nicht mit gleicher
Genauigkeit erfolgen.

Wir haben im Vorstehenden nur graphische Constructionen n
Betracht gezogen, aber die mit dem Begriff der Congruenz zusam-
menhingenden sind mcht minder mit Ungenawgkeit behaftet. Be-
zeichnet man, wie in § 20 Seite 162, mut A BD Eaa’ eigenthiche Punkte
einer Ebene, derart dass Aaa’ in einer Geraden, A zwischen @ und
@, B und D auf einerlei Seite der aa, @ und E auf verschie-
denen Seiten der 4B liegen, aB und 4D auf aa’ senkrecht
stehen und die Figuren 4Ba, BAE congruent sind, so fillt
der Euklidischen Geometrie der Schenkel 4 FE mit dem Schenkel

t
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AD zusammen, in der Gauss’schen fillt er zwischen die Schenkel

AD und Aa, 1n

a!

D4
7

/
Bl

Fig 69

der Riemann’schen zwischen die Schenkel 4D
und Aa’. Danach 1st das Doppelverhaltmss
A(BDaFE) entweder Null oder negativ oder
posttiv. Der Versuch lehrt, dass die Schen-
kel 4D und AFE zusammenfallen oder
doch nicht merklich auseinandergehen.
Wir sind daher berechtigt, den Werth jenes
Doppelverhéltnisses, den Index des Strahles AFE
m Netze 4(BDa), aus emer stetigen Folge von
positiven und negativen Zahlen, welche m ge-
wisser Nahe der Null legen, behebig zu ent-

nehmen; aber wir sind nicht gendthigt, 1hn genaun gleich Null zu
setzen, wie es die Fukhdische Geometrie verlangt, welche freilich
fur die von uns betrachteten Figuren (vgl. § 1 Seite 18) hin-
reichende Genanigkeit besitzt

Berichtigungen.

Seite 87, Ueberschnft, Les ,,Strahlenbundel® statt ,,Ebenenbindel.

7

64, Ueberschnft, lies ,,Anwendung* statt ,,Anwenduug*
119, Fussnote, les ,,Calcul® statt ,,Calcul*

» 185 Z 9 v. o lies p; statt p,

” ”

Pasowr, Vorlesungen

Z 11 v o hes p, statt p,.
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