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V o rw o r t

Bei den bi&herigen Bestrebungen, die grandlegenden Theile der

Geometrle in erne Gestalt zu bringen ?
welche den mii der Zeit ver-

scharften Anfoideraisgen eatspncht ?
ist der empirisclie Urspraog

dei Geometrie nicht rolt yoller Entscfaiedenheit zur Geltung ge-

kommen. Wenn man die Geometrie als eine Wissenschaft auffasst,

welche, durch gewisse Naturbeobachtungen hervorgerufen , aus den

nnmittelbar beobachteten Gesetzen einfacher Erseheinungen ohne

jede Zuthat und auf rein deductivem Wege die Gesetze complicirterer

Erseheinungen zu gewinnen sucht, so ist man freihch genothigt,

manche iiberlieferte Vorstellung auszuscheiden oder ihr erne andere

als die fibliche Bedeutung beiznlegen; dadurch wird aber das von

der Geometrie zu verarbeitende Material auf seinen wahren Um-

fang zurtiekgeftihrt und einer Eeihe yon Controversen der Boden

ommen.

Diese Auffassung suchen die folgenden Blatter in aller Strenge

durchzufiihren. Mag man iinmerhin mit der Geometrie noch man*

cherlei Speculationen Terbinden; die erfolgreiche Anwendung, welche

die Geometrie fortwahrend in den Naturwissenschaften und im prak-

tischen Leben erfahrt, beruht jedenfalls nur darauf, dass die geo-

metnschen Begriffe ursprunglich genau den erapirischen Objecten

entsprachen ;
wenn sie aueh allmahlieh mit emem Netze von kunst-

lichen Begnffen ubersponnen wurden, urn die theoretische Ent-

wickelung zu fordern
;
und indem man sich von vornherein auf den

empirischen Kern beschrankt, bleibt der Geometrie der Charakter

der Naturwissenschaft erhalten, vor deren anderen Theilen jene sich

dadurch auszeichnet, dass sie nur eine sehr geringe Anzahl von

Begnffen und Gesetzen unmittelbar aus der Erfahrung zu entnehmen

braucht.

Die Arbeit befasst sich im Wesentlichen nur mit den projec-

tiven Eigenschaften der Figuren und geht nicht weiter, als nothig

^
um etwas Abgerundetes zu geben. Sie beginnt mit der
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Aufzahlung der eiforderhcbeii Giundbegnffe und Grundsatze und

schliesst nut der Einfuhruog der Goordmaten und der Coordmaten-

rechnung fur Punkte und Ebenen; eine wesenthehe Folge der oben

entwickelten Auffassung ist es, dass der Begriff des Punktes erst

In seiner letzten Gestalt die Merkmale erhalt, welche man sonst

von vornherem mit dem sog ;?
mathematischen Punkte" zu verbin-

den pflegt. Perspectivitat, Collmeation und Reciprocitat w. den in

Betracht gezogen, imaginare Elemente und kmmme Gebilde bleiben

jedoch ausgeschlossen. Dass die projective Geometiie unabliangig
von dei Parallelentheone besteht und sich ohne deren Zuziehung

begrunden lasst, hat zuerst Heir P Klein bemerkt und mehrfach

erortert. Vollstandig aber konnte ich die Massbegnffe nicht ver-

meiden, ohne den eingenommenen Standpunkt zu beemtrachtigen,
und niusste deslialb die Lehie von dei Congruenz hinemziehen,
welche bei dieser Gelegenheit bis zur Aufstellung des Polarsystemes,

worm jedei Ebene der Durchschmittspunkt ihrer Senkreehten ent-

spricht, fortgefuhrt wird

Schliesslich sei bemerkt
;

dass die vorhegencle Schnft aus aka-

deinischen Vorlesungen hervorgegangen ist, welche zuerst im Winter-

semester 1873/74 gehalten wurden

G lessen, im Marz 1882

M. Pasch.
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Die nenere Geometrie bildet, Ihrer Enistehung nach, einen

Gegensatz nicht so sehr zur Geometne der Alien, wie zur analy-
tisehen Geometric. Von der Geometrie der Alien, wie sie YOU
Euklid zusammengefasst, naehher stetig erweitert iind vielfaeh nm-
gestaltet, aber in ihrem Gharakter nicht wesentlich verandert war-
den ist, giebt ein Theil die zum Stadium der analytischen Geometne
erforderlichen Yorkenntnisse

$
man kann diesen Theil die Elemente

nennea nnd jene Geometrie tiberliaupt die elementare wegen der

gleichformigen Einfachheit litres Verfahrens. Die analytisehe Geo-
metrie ist dem Stoffe nadh, eine Fortsetzung, der Methode nach ein

Gegensatz zu den Elementen. In den letzteren tritt die Zabl nur

auf, soweit die Natnr des Problems sie bedingfc, das Beweismittel
ist sonst nnr Construction. Die erstere dagegen nimmt die Zahlen-

lehre^ die Analysis, iiberall zd Hfilfe, indem sie gerade danact

strebt, jede geometrisefae Anfgabe auf ine Eedinung zurackzufuhren
5

die Construction wird dabei frellich nicnt ganzlich ausgeschlossen.
Dass zur Losung der noheren Probleme, soweit es sieh nicht

geradezu urn die Auffindung von Zahlenwerthen handelt, die ana-

lytische Geometrie nicht die einzige fruchtbare Methode ist, ward
bewiesen durch die Weiterentwickelung der reinen Geometrie. Vor-
bereitet zum Theil durch die reichhch, fliessenden Eesultate der

Bechnung, wurden Gesichtspunkte entdeckt, welche moglichst ohne

Rechnung gestatteten, verwickelte Beziehungen nicht minder leicht,

als es auf dem andern Wege gelungen. war oder gelingen konnte,
2u beherrschen. Diese Schopfung, welche ihre Hiilfsmittel uamittel-

bar aus der Natur des Gegenstandes entnahm, wurde von der ele-

mentaren und von der analytischen Geometrie als reine, hohere,

synthefeche, auch nenere synthetische oder neuere unterschied^n.

Aaeh die neuere Geometrie sttltzt sieh auf die elemenfere. Ab^r
obwohl man beide dem Verfahren nach als reipe Geometrie be-

fcaaan, so wird man dennoch, wenn der Uebergafflg y0n
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den Elementen \ermittelt ist, dureli die Ver&clnedenheit des Ge-

prages iiberrasclit In cler elementaren Geometrie sind die Begrifte

rubglick&t eiig begrenzt, in der neueren sind sie welt und umfas-

bend. In jener erfordern die verschiedenen Falle der auf emeu

Lehrsatz bezugliehen Figur In der Regei ebensovlele Untersehel-

(lungeii beini Beweis, in dleser werden alle Falle dureli einen em-

zigen Beweis umspannt Die aiaalytlsclie Geometrie hat von der

synthetisehen gelernt. Sie hat die neuen Gesiehtspunkte sicli zu

eigen gemacht end verarbeitet, und bei weiterer Yersclinielzung

wircl vielleicht eine hohere Geometrie rait einheitlichem Charakter

entsteken. Die nieclere Geometrie dagegen ?
wie sie tiberliefert zu

werden pflegt?
ist YOU der modernen noch wenig beeinflusst. Sollte

es nun in der Sache selbst beginndet seln, dass die elementaren

Fragea auf schwerfalligern Wege, die hoheren in dorchsichtiger

uBd Yertaltnissmassig einfaclier Weise behandelt werden? Der

Tersuch hat dartiber Aufschluss gegeben und zu Gunsten der neue-

ren Geometrie entsdueden. Die erweiterten Begriffe sind auch in

den Elementen verwendbar
;
und wenn man sie an der rechten Stelle

einfiinrt
;
namlich tiberall da

?
wo zuerst ihr Verstandniss nibglich

ist,, claim tntt auen fruher schon ihr Nutzen -zu Tage.
Die hiermit vorgezeichnete Aufgabe ist nicht neu

;
aber ihre

strenge Durchfuhrung steht in engstem Zusammenhang mit einer

andern Aufgabe, welche nocli weit weniger neu ist. Nicht bloss

Schwerfalligkeit wird der elementaren Geometrie zum Yorwurf ge-

maeht^ sondern aucli die Unvollkommenlieit oder Unklarheit
;
welche

den Begriffen und^Beweisen in ausgedehntem Maasse noch anhaften

Die Hebung der erkannten Mangel ist unablassig erstrebt worden
;

auf die mannigfachste Art, und wenn man die Ergebnisse pruft, so

kana man sich wohl die Memung bilden
;
dass das Streben an sich

ein aussiehtsloses sei Thatsachlich trifft dies mcht zu; richtig und
in vollem Umfange erfasst, erschemt die Aufgabe nicht unlosbar

Sie ist allerdings durch TJmstande, welche spater*) zur Sprache
kommen sollen, erschwert. Aber gerade in dieser Hinsicht erweist

der Gedanke einer ruckwirkenden Verwerthung der modernen An-

schauungen seine Tragweite Das ernste Bemiihen, nach scharf aus-

gepragtem Master eine TJmgestaltung vorzunehmen und der Ent-

wickelung einen durchaus reinen Charakter zu geben ?
macht den

Blick gegen die storenden Bestandtheile empfindlich und ruft die

zu ihrer Ausscheidung nothwendige Entschiedenheit hervor. Als
ein solches Muster bewihrt sich die moderne Geometrie, Sie ge-

*) In 6 raid 12,



Einkitimg, 3

leitet uiib bis an die eisten Anfanjje der GeGiaetiie ziirfick
?

sie

scharft das Gefuhl fiir A lies, was die ftemlieit der Entwicke-

lung unterbricht, und leiirt un& jeue Beimisehimnen, die Quellen
der beklagten Unklarbeit, eiitfernen.

Erne Darstelluog der Geometric IE diesem Smne darf naturhch
keinerlel Kenntnisse voraussetzen^ welche eist in der Geometne
erworben zu werden pflegen?

sondern nur die]enige% welelie Jeder-

raann zu ihrem Studlum mitbringen muss Es erfordert eimge
iluhe und Waehsamkeit, sich beharrlich Dmge hinwegzudenkeii,
nut denen man vertraut Ist

?
und anf elnen Standpunkt zuruckzu-

gehen, Ton dem man sich weit entfernt hat Diese Miihe ist aber

bei der Priifung der folgenden Darstellung unerlasblicn
;
wenn der

Zweck derselben erreiclit werden soil.

Die geornetrischen Begnffe bilden eine besondere Giuppe inner-

halb der Begriffe ?
welelie iiberhaupt zur Beschreibung der Aussen-

welt dienen. Wenn ich die Farbe eines Gegenstandes bezeiehne,

so sprecte ich ?on einer physikalisehen Eigenschaft; wenn ieh ilm

wdrfelformig nenne
? so bringe ich einen geometnschen Begriff in

Anwendung. Man kann die geometrisctien Begriife unter Zuziehung
von Zahlenbegnffen mit einander durch eine Reihe von Bezieliun-

gen verkniipfen;
in welchen kelne andern Begriffe vorkommen. Die

Abgrenzung der geometrischen Begriffe gegen die tibrigen soil aber

tier nicht versucht, vielmehr nur der Standpunkt angegeben wer-

den, den wir im Folgenden streng festzuhalten beabsichtigen, und

wonach wir in der Geornetrie nichts weiter erblicken als einen

Theil der Naturwissenschaft.

An einem Korper, den man
??wiirfelf6rmig" nennt

?
lassen sich

Seitenflachen
? Kanten, Eeken u s. w. unterscheiden und in gegen-

seitige Beziehung setzen. Dagegen bleibt die
?;Enifernung

a zweier

Korper ungenugend bestimmt, so lange man an einem von ihnen

Theile unterscheiden kann, ohne die Grenzen zu verlassen
;
welche

durch die Mittel oder durch die Zweeke der Beobachtung gezogen
werden. Diese Grenzen andern sich von Fall zu Fall; derselbe

Korper ?
der bei der einen Gelegenheit nur als Ganzes aufgefasst

werden darf, erscheint bei einer andern hierzu ungeeignet; es treten

dann seine Theile als Glieder ernes Systems auf, welches in geo-

metrischer Hinsicht untersucht wird Allemal aber werden die-

jenigen Korper, deren Theilung sich mit den Beobachtungsgrenzen
nicht vertragt, Punkte genannt; wahrend das Wort ,,Korper" in

der Geomefcne zu einem andern Gebrauch vorbehalten bleibt.
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Oder Liegeu die Punkte (J und D innerhalb der Strecke AS,
dei Punkt D ausserhalb der Strecke AC >

so liegt der Punkt D
mnerfaalb der tftrecke BC.

Wenn wir HUE den Punkt C Innerhalb der Strecke AS und

den Ponkt D inn ei Haifa der Sirecke BC annehmen, so zeigt sich,

dass der Punkt C maerhalb der Strecke AD liegt. Diese Bemer-

kung diangt sich ebenso unmittelbar auf, wie die vorhergehenden ;

allein sie llisst sieh niit ihnen in einen Zusammenhang bringen,

(lessen Angabe nicht nnterbleibea darf. So kommt es
?

dass die

netie Beziehung nicM als Grundsatz
;
sondem als Lelirsatz auftritt.

1. Lohrsatz. Liegt der Pankt C innerlialb der Strecke AB,
m_9_a_i der Punkt D innerlialb der Strecke C, so

A C D B
Hegt der Punkt C mnerlaalb der Strecke AD.

Beweis. Da der Punkt D innerhalb der Strecke J?C ange-

nommen wird, so liegt C ausserhalb der Strecke J?D (III); da C
innerhalb der Strecke AB, D innerhalb der Strecke C, so liegt

D aueh innerhalb der Strecke AS (IV); da C und D innerhalb

der Strecke AS, C ausserhalb der Strecke UD, so liegt C inner-

halb der Streeke AD (V)
Die Strecke CD heisst ein Theil der Strecke AS, wenn

die letztere alle Punkte der ersteren enthalt
;
aber nicht bloss diese

(Definition 1).

2. Lelirsatz. Sind C und D Punkte der Strecke AS und
mimlestens einer von ihnen innerhalb derselben gelegen, so ist die

Strecke CD ein Theil der Streeke AS.
Beweis, Es liege C innerhalb der Strecke AS. Dann ge-

hort D zu einer der beiden Strecken AC oder SC (V), etwa zy.

SC^ folghch liegt C innerhalb der Strecke AD (1);
und A ist kein

Punkt der Strecke CD (III), deren sanamtliche Punkte zur Strecke

AD gehoren (IV) und mithm auch zur Strecke AS (IV), d. h. die

Strecken CD und AS stehen m der durch Def. 1 geforderten Be-

ziehung.
Der erste Grundsatz ist schon bei der Formulirung der libngen

benutzt worden; denn ohne ihn konnte nicht von ,,der" Strecke

AB^ von
,?
der" Strecke SC u. s. w die Eede sem. Einer so tri-

vialen Aussage, wie sie z. B. der dritte Grundsatz entbalt, erst erne

besonde^e "Passung zu gebea, wird leicht fur zwecklos gehalteu
werden Aber sie ist in den vorstehenden Beweisen in Inwendung
gebraeht worden, und wir nehmen. uns vor, von alien, Beweis-
grunden ohne UnterscBied Rechenschaft abzulegen^
auch von den unseheinbarsten*).

*) Vgl. 12
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Wenn der Punkt hmerhalb der Streeke AC angeaommeii
wird, so setzen die Strecken AS und BC die Strecke AC zusarn-

men
;
und man kann dann sagen: Die Streeke BC ist eine Ver-

langerung der Streeke AB fiber B hlnaus, die Strecke AS ist

fiber hinaus bis C verlangeri. Wie aueh die Punkte A und B
angenommen werden (in den am Bnde dieses Paragrapheu naher
zu erSrterndeu Grenzen), immer kann man die Strecke AB liberal

hinaus und fiber hinaus verlangeru. Verlangert man nun die

Streeke AB erst fiber hinaus bis C, dann wieder fiber B hm-
aus bis D, so entstehen die Strecken AC und AD> von denen die

eine mit alien ihren Punkten in die andere fallt. Wird die Strecke

AB erst fiber hinaus bis C, dann aber fiber A hinaus bis E
verlangert und mii JB durch eine gerade Strecke verbunden, so

fallt die Strecke AB mit alien ihren Punkten in die Strecke CK
WIT erhalten somit drei weitere Grundsatze, die letzten, welche in

diesem Paragraphen noch zu geben sind.

YL Grundsatz Sind A und B beliebige Punkte, so kann

man den Punkt so wahlen, dass B innerhalb der Strecke AC liegt.

Til. Grundsatz Liegt der Punkt innerhalb der Strecken

t * * AC und AD, so liegt entweder der Punkt C
A BCD innerhalb der Strecke AD oder der Punkt D
innerhalb der Strecke AC.

VIII. Grundsatz. Liegt der Punkt innerhalb der Strecke

^ 9 . AC und der Punkt A innerhalb der Strecke

DA B D
}
und sind CD dureh eine gerade Strecke

verbunden ?
so liegt der Punkt A auch innerhalb der Strecke CD.

Ebenso liegt dann auch der Punkt B innerhalb der Strecke

CD
Drei Punkte, von denen einer innerhalb der durch die beiden

andern begrenzten geradeji Strecke liegt,, mogen eine gerad-e

Reihe heissen (Definition 2).

3. Lehrsatz. Bilden die Punkte ABC und AD gerade

Reihen, so gilt dies auch von den Punkten ACD und BCD.
Beweis. Der Voraussetzung zufolge liegt (Def 2) entweder

A innerhalb der Strecke BC oder B innerhalb AC oder C inner-

halb AB] zugleich liegt (Def. 2) entweder A innerhalb D oder

innerhalb AD oder D innerhalb AB. Liegen C und D inner-

, , m . halb ABy so liegt (V) entweder D inner-

A CD B halb BC und (1) C innerhalb AD, oder D
innerhalb AC und (1) C innerhalb BD, Liegt C innerhalb'und D
ausserhalb AB, so konnen wir fur die Punkte A und die Be-
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tlerart wahien, dass die Stretke AD durch geht; es

_ _ _. .__ __ _ geht dann (IV) J.D aueh durch C und (1)

-1 B I> CD durch 5. Liegt C ausserhalb AB, so

be/eichnen wir die Punkte J. und B derart^ dass die Streeke JLC

w _ ^ ^ _a durch B geht. Entweder hegt jetzt A mner-
l> A B C halb UD?

mithin (VIII) -dl und mnerhalb

. * m . CD; oder B innerhalb AD, mithm (VII)ABO D etitweder C mnerlialb AD und (1) BD,
oder D incerhalb AC und (1) BC, oder D innerlialb AB, mit-

^ ^ . m hm (IV) D innerhalb J.CJ und (1) JB inner-

A D B C Mb CD. Demnach bilden ACD und*BCD
in alien Fallen gerade RelJhen (Del 2).

Bei der tier in Betreff der Punkte ABC gemaciiten Annahme
wird der fiber die Punkte A und B fohrende gerade Weg, gehbrig

ausgedehnt, den Punkt C uberschreiten. Man sagt deshalb (Defi-
nition 3): C liegt m der geraden Linie der Punkte A und
J5

?
kOrzer: in der geraden Linie AB oder in der Geraden AB

(oder BA). Gleichbedeutend ist: Die Gerade AB geht durch C,

ist durch C gelegt, C ist em Punkt der Geraden AB, u. s w. Die

Aussagen: A liegt in der Geraden BC
}
B liegt in der Geraden

AC, C liegt in der Geraden AB, haben einerlei Sinn. Wie auch

die Punkte C und D angenommen werden, immer existirt eine

Gerade, welche duich sie hmdurchgeht-, denn nimmt man etwa

___ (1, II) A innerhalb der Streeke CD und
B A D

(I, II) B innerhalb der Streeke AC, so sind

(Def. 2) ABC und (1) ABD gerade Reihen, d. h. (Def 3) die

Gerade AB geht durch C und D; ebenso wenn man (VI) A und

9 * * B so nimmt, dass C innerhalb der Streeke
A D % AD und. D innerhalb der Streeke AB (IV)
Daher gilt der

4* Lehrsatz. Durch zwei behekige Punkte kaun man stets

eine gerade Linie legen.
Es sei A' ein Punkt der Geraden AB (also A ein Punkt der

Geraden A'B). Wenn C ebenfalls einen Punkt der Geraden AB
bedeutet, so ist C entweder von A' verschieden oder mcht. Ini

ersten Palle sind (Def. 3) ABC und ABAf

gerade Reihen
; folg-

heh (3) aueh BCAf

}
d. h. C in der Geraden A'B (Def. 3). Tnfft

man nun die Bestimmung;
dass auch A und B Punkte der Geraden

AB genannt werden, also A' ein Punkt der Geraden AB, so ge-
hort auch im zweiten Falle C zur Geraden A'B. (Im ersten Falle
ist danu nachtraglich noch die Moglichkeit des Zusammenfallens
von C mit A oder B zn beriicksiehtigen, welche am Eesultat nichts
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lindert; A' jedoch setzea wir TOD A und B verseliieden roraus.)

Hieruacli hegen alle Punkte der Geraden JL2? in der Geraden A' B,
ebenso alle Punkte der Geraden A'V in der Geraden AS] die

Aussage 99
C liegt in der Geraden AB" ist out der Aussage ,,C

liegt in cler Geraden A' It" identisch, und man sagt daher; Die

Geraden AB und A'B fallen mit einander zusammeB. !Nimmi maa

jetzt zwei Punkte A' und J? in der Geraden AS behebig, so fallen

die Geraden AB und A'& mit einander zusammen, und schliess-

licli auch die Geraden AS end GD
7
wenn beide dureh Af

und B'

gelegt sind Dies Ist in folgendem Satze ausgesprocheE
5, Lehrsatz, Jede Oerade ist durcli zwei beliebige von

ihren Punkten bestimmt, d. k: Alle Geraden
,
welche zwei Punkte

gemem haben, fallen mit einander zusammen.

Haufig wird zur Bezelchnung einer Geraden statt der Keben-

einanderstellung zweier Punkte em besonderer Buchstabe benutzt.

Sind A und _6 Puokte der Geraden //,

so bedeutet g die Gerade AB (5); man

sagt: Die Gerade g verbindet A mit B.

Alle Puakte der Strecke AB gehoren
zur Geraden g (Def. 3) 5

man nennt diese

Strecke eine Strecke der Geraden g. In

den Figuren wird *die Gerade dtirch eine

ihrer Strecken reprasentirt.

Wenn zwei Geraden g und Ji einen Punkt A gemein haben,

so haben sle ausserdem kelnen Punkt gemein (5). Man sagt: Die

Geraden g und h treffen (schneiden) sich im Punkte A] diesen

nennt man den Durchsehnittspunkt der belden Geraden und

bezeichnet inn mit gli.

Wir ziehen zunachst nur eine einzige Gerade in Betracht. Smd

Ay By C Punkte emer Geraden g ,
also C in der Geraden AB ge-

legen (5), so bilden (Def. 3) die drel Punkte eine gerade Reihe,

d. h. (Def. 2) es liegt entweder A innerhalb der Strecke JBO, oder

J5 innerbalb der Strecke AC, oder innerhalb der Strecke AB.
,__ _ 9 Liegt etwa C innerhalb der Strecke AB^

& A G B So sagt man: Der Punkt G liegt in der

Geraden g zwischen A und 5, A und G auf derselben

Seite von B, B und auf derselben Seite von A> A und B auf

verschiedenen Seiten von (7. Aber A liegt alsdann meht

zwischen B und C, ebenso B nicht zwischen A und (II).
Da-

her der

6. Letrsatz. Liegen clrei Punkte in einer geraden Linie,

so liegt einer von ihnen zwischen den beiden andern. Und:
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7. Lehrsatz Liegen die Punkte A, B, C in einer geraden

Linie, C zwisehen A und JB, so liegt weder A zwisehen "B und 0,

ttoch S zwlscfaen A und C.

Wenn wir an Stelle der laraprunghch eingefiihrten Begriffe die

neuen setzen: 1) Punkfc in einer geraden Lime, 2) Punkt zwisehen

zwei PunLten (in der Geraden), so warden alle Satze neu formu-

hrt. Wir gehen zuerst die Grundsatze L VI. durch und bnngen

ihren I&halt, sowelt er nicht sehon in die Lehrsatze 4. 7 uber-

gegangen isi? dorch folgende vier SItze zum Ausdruck:

8. Lehrsatz. Smd in einer Geraden zwei Punkte A und

S gegeben, so kann man in ihr stets C so wahlen, dass C zwischen

A und S liegt

9. Lehrsatz. Sind in einer Geraden zwei Punkte A und

J$ gegeben, so kann man in ihr stets C so wahlen, dass A zwischen

S und C liegt.

10. Lehrsatz. Liegen die Punkte A, B, C, D in einer

Geraden, C zwischen A und
,
D zwisehen A und C, so liegt D

auch zwischen A und B.

11. Lebrsatz. Liegen die Punkte A, B, G, D in einer

Geraden, C und D zwischen A und B
,

aber D nieht zwischen A
und C> so liegt D zwischen B und 0.

Die beiden letzten Satze lassen sieh durch elnen einzigen er-

setzen^ der durch Benutzung Ton 6, 10. 11. zu Stande kommt. Es

seien namlich A, B, G, D Punkte einer Geraden, D zwischen A
und B gelegen; dann liegt (6) entweder C zwischen A und B, so

dass der 11. Lehrsatz zur Anwendung kommt
,
oder A zwischen B

und G und inithm (10) D zwischen B und C, oder B zwischen A
und G und rnithin (10) J) zwischen A und C

}
d. h.:

12. Lehrsatz. Liegen die Punkte A, B, C, D in einer

Geraden, D zwischen A und I?, so liegt J> entweder zwischen A
und G oder zwischen B und C.

Hierin ist in der That der 11. Satz unmittelbar enthalten; der

10. ergiebt sich aus 7. und 12. folgendermassen. Es seien A> J5, 0, D
Punkte einer Geraden

,
welche die im 10. Lehrsatze gemachten Vor-

aussetzungen erfullen. Da C zwischen A und JB, so ist (12) C
zwischen A und D oder zwischen B und D; da D zwischen A und

C
}
so ist (12) D zwischen A und B oder zwischen B und C. Nun

ist (7) G nicht zwischen ^t und D, also (7 zwischen B und D, mit-

hin (7) D nieht zwischen 5 und (7, sondern D zwischen A und JB.

Aus 7. 16. 11
;
also auch aus 1, 12., kann man, dem 1. Lehr-

satze entsprechend, den folgenden beweisen:

13. Lehrsatz. Liegen die Punkte A, B, C, D in einer



1 Yon der geraden Linie 11

Geraden
, G zwiseliea A und B 9 D zwischea B und C, so liegt C

zwischen A und D
Dem siebenten Grundsatze entspricht:
14. Lehrsatz. Llegen A, B^ C, D in gerader Lime, B

zwischen A und C, zugleieh B zwischen A und D
?
so liegt A nicht

zwischen C und I).

Diesen kann man aber aiis 7. und 12 herleiten, mit Benutzung
von 13. Lage namheh unter jenen Voraussetzungen A zwischen

C und D, so lage (13) A zwischen B und D } wahrend doch B
zwischen A und D liegen soli (7).

Nach (6) liegt entweder C zwischen A und D und mithm (13)
zwischen B und JD, oder D zwisehen J. und und mifhin (13)
zwischen B und C> jedenfalls (7) B nicht zwischen (7 und D, d. li :

15. Lehrsatz. Liegen A 9 -B, (7, D in gerader Linie, B
zwischen A und C*, zugleieh B zwischen A und D

?
so hegt JB nieht

zwischen C und D.

Mart braucht nur B mit J? zu vertauschen, um hierin eine

Erg'anzung des zwblften Lehrsatzes zu erkennen, nach welcher die

beiden in ihm ausgesprochenen Moglichkeiten sich gegenseitig aus-

sehliessen, Diese Erganzung hat sich aber als eine Polge der Satze

6. 7. 12. erwiesen.

Dem achten Grundsatze endlich entspricht;

16. Lehrsatz. Liegen A, B, C, D in gerader Linie, A
zwischen B und C, B zwischen A und D

;
so liegt A zwischen C

und D.
Diesen kaun man ebenfalls aus 6. 7. 12. herleiten. Denn lage

(6) C zwisehen A und Z)
?

so lage (7 und 11) C zwischen B und

D, folglieh B zwisehen A und C (13); ware I) zwischen A uncl 0>

so ware auch B zwischen A und C (10). JBeides ist unmoglich (7).

Wahrend zur Bestimmung einer Strecke die beiden Endpunkte
erforderlich sind, durfen zur Bestimmung der Geraden zwei belie-

bige von ihren Punkten genommen werden. Dieser Umstand hat

zur Folge, dass fiir den Grundsatz I. die Lehrsatze 4 5. 6. eintreten,

fiir die Grundsatze TV. V. VII. VIII. dagegen nur der eine Lehr-

satz 12.; die Grundsatze II. III. VI. haben resp. die Lehrsatze 8.

7 9 geliefert. Aus den Satzen 4. 9. und 12., oder aus 4. 11.,

konjien dieselben Folgerungen gezogen werden, welche man an die

Grundsatze zu kntipfen yermag. Von Interesse sind hier nur die

beiden folgenden Satze.

17. Lehrsatz. Hat man in einer Geraden eine beliebige

(endliche) Menge von Punkten, so kann man zwei Punkte heraus-

heben, zwischen denen alle iibrigen liegen.
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Beweis Hebt man die Punkte A
9
B beliebig heraus, so

werden im Allgememen die tibrigen Punkte theils zwischen A und

B liegen, theils nieht Znr letzteren Gattnng mag etwa C gehoren,

und zwar mag B zwischen A und C liegen (6) Dann befinden

sieh (10) die zwischen A und $ gelegenen Punkte auch zwischen

A und G, und liberdies der Pankt B, vielleicht noch andere von den

gegebenen Punkten. Wenn em Theil derselben mcht zwischen A
und C liegt, so wird A oder C durch einen neuen Punkt ersetzt

U. s. w.

18. Lehrsatz. Hat man in einer Geraden eine beliebige

Menge yon. Punkten, so kana man In ihr zwei Punkte so angeben,
tlass zwischen ihnen aile gegebenen liegen.

Beweis Unter den gegebenen Punkten kann man (17) zwei

herausheben, zwlsehen denen alle iibrigen liegen, etwa E und F.

Man wahle jetzt (9) in der gegebenen Geraden den Punkt M so,

dass E zwischen F und M liegt, und dann (9) den Punkt N so,

dass F zwischen M und N liegt. Nach (10) befinden sich alle

zwischen E und F gelegenen Punkte auch zwischen M und F,
mithin auch (10) zwisehen Jf und N. Dasselbe gilt von E (10)

und F9
also von alien gegebenen Punkten.

Die Lehrsatze 4 5. driicken die Eigenthtimlichkeit der geraden
Linie aus. Die Satze 6. 11. dagegen passen auf jede begrenzte

(sieh selbst nirgends schneidende oder beruhrende) Lmie. Wenn
man mnerhalb einer solchen drei Punkte A

9
JE?

;
G annimmt, so

liegt einer von ihnen zwischen den beiden andern
; liegt C zwischen

A und B, so liegt A nicht zwischen B und C, u. s. w. Es werden

also sammthche Satze passen, welche aus 6. 11. allein entspringen.
Wenn man dagegen drei Punkte A

y B, C auf einer geschlos-
senen (sich selbst nirgends schneidenden oder beruhrenden) Linie

wahlt, so hat es keinen Sinn zu sagen, etwa dass C zwischen A
und B liege, weil von A nach B auf jener Linie zwei Wege ftihren,

von denen einer fiber C geht ?
der andere nicht. Indess lasst sich

doch ein abnhcher Begnff erzeugen. Ich nehme in der gegebenen
Linie einen behebigen Punkt E und be-

stimme^ dass nur solche Wege zugelassen

werden, welche den PunktE ausschliessen.

Dann giebt es von A nach B nur noch
einen Weg; flihrt dieser uber C, so liegt

C zwisehen A und B unter Beachtung
der getroffenen Bestimmung, und ich

sage : bei ausgeschlossenem E
liegt G zwischen A und B (oder B
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unil A). Den Punkt E will ich dabei als Grenzpunkt" be-

zeichuen.

Slit dem neuen Begnffe kann man operiren, wie mlt deni auf

die begrenzte Linle bezdglichen ,
und es gelten wieder die Satze

6. 11., weim E emgefiilirt und der Zusatz .
?
bel ausgescblossenem

E* oder ,,fur den Grenzpunkt E" uberall angebracht wird. Der
neue Begriff bezieht sich auf Tier Punkte A. B, C, E in eiiier ge-
schlossenen Linle. Er 1st anzuwenden^ -wenii von den Wegen, welche

von A nach B gehen ?
der eine liber C fdhrt und iiicht zugleieh

liber .E; dann ftthrt aber der audere Weg fiber E und nicht zugleich
iiber C

?
d. h fur den Grenzpunkt C liegt E zwischen A und B.

Die Punkte C und E konnen daher Jfare Eollen vertauscten, und
da man YOU A nach B nicht gelangers kann, oline emem von ihnen

zu begegnen, so sagt man: A und B werden durch C und E
(oder E und C) getrennt.

Indem wir jetzt die Satze 6. 11. auf die gesehlossene Linie

tbertrageu, entstelien die nachstehend unter b f aufgefiihrten Satze,

denen wir einen nur fur die gesclilossene Linie giiltigen voraus-

seliieken, namlich

a) Liegt C zwischen A und B bei ausgeschlossenern E, so

liegt E zwischen A und B bei ausgesehlossenem C.

Hier
?
wie in den folgenden Satzen. ist nur von Punkten einer

und derselben geschlossenen Linie und von ihrer Lage in dieser

Linie die Eede.

b) Bei ausgesehlossenem E liegt entweder A zwischen B und

C, oder B zwischen A und C
f
oder C zwischen A und B, und zwar

schliesst jede dieser Lagen die beiden andern aus.

c) Liegt fur den Grenzpunkt E der Punkt C zwischen A und

B, der Punkt D zwischen A und C, so liegt D auch zwischen A
und B fur den Grenzpunkt E.

d) Liegen fur den Grenzpunkt E die Punkte C und D zwischen

A und J5, so liegt fur denselben Grenzpunkt der Punkt D entweder

zwischen A und C oder zwischen B und 0.

e) Wenn drei Punkte A, B, E gegeben sind, so kann man C
so wahlen, dass zwischen A und B fur den Grenzpunkt jE,

f) Wenn drei Punkte A, Bf
E gegeben smd, so kann man D

so wahlen, dass B zwischen A und D fur den Grenzpunkt JB.

Jetzt ist aber der letzte Satz von vorhergehenden abh'angigj

er kann aus a
;
b

;
e hergeleitet werden. Zuersfc namlich zieht man

aus a und b eine Folgerung.

g) Werden AB durch CE getrennt, so werden auch CE durch

AB getrennt.
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Beweis. Der Yoraussetzuiig zufolge liegt C zwischen A und

J? fur den Grenzpunkt E und (a) J5 zwibclien A und 5 fur den

Grenzpunkt C. Naeh (b) werden also 1> C durch J-JE? nicht ge-

treiint, ebensowemg BJ? durch AC. Folglich (a) liegt E nicht

zwischen B und C, C nicht zwischen I? und E bel ausgeschlosse-

nem J.. Es blelbt daher (b) nur die Mbghehkeit ubrig, dass B
zwischen C und E bei ausgeschlossenem A 9

d. h dass CE durch.

.BJ. (oder J.I?) getrennt werden. Die Beobachtung lehrt in der

That, dass dies stattfindet, sobald AS durch CE getrennt sind;

aber die Benutzung der Satze a und b fuhrt zu demselben Ergebniss

Wenn nun E
7 B, A gegeben sind, kann ich D so wahlen (e),

D zwischen B und E bei ausgeschlossenem A, d h. BE durch

DA getrennt, also DA durch BE (g), d. h. S zwischen A und D
bei ausgesehlossenem E.

Aus den Satzen 6. 7. 10. 11. wurden 12. 17. gefolgert. Mit

den Satzen b, G> d kann man ganz analog verfahren; von den Er-

gebnissen solien nur die beiden angefuhrt werden
;
welche den Num-

mern 12. und 15 entsprechen.

h) Liegt D fur den Grenzpunkt E zwischen A und B, aber

nieht zwischen B und C, so liegt D fur denselben Grenzpunkt
zwischen A und C.

i) Liegt D fur den Grenzpunkt E zwischen A und By zugleich

zwischen A und C, so liegt D fur denselben Grenzpunkt nicht zwi-

schen B und C.

Unter Berucksiehtigung von (g) schhesst man jetzt: Werden
DE durch AB getrennt, durch BC aber nicht

;
so werden DE

durch AC getrennt; werden DE durch AB und durch AC ge-

trennt, so werden DE durch BC nicht getrennt; sind DE weder

durch AC noch durch BC getrennt 5 so sind sie auch nicht durch

AB getrennt; d. h *

k) Sind AB durch ernes der Paare CE und DE getrennt,
durch das andere aber nicht, so sind ^11? durch CD getrennt Und:

1) Sind AB durch die Paare CE und DE getrennt, oder dureh

beide nicht getrennt, so sind AB auch durch CD nicht getrennt.
Oder: Sind AB durch CD getrennt, so sind AB durch eines der

Paare CE und DE getrennt, durch das andere aber nicht.

Die Satze a e konnen wir als Grundsatze bezeiohnen; aus

ihnen wurden die Satze f 1 hergeleitet Wie 10. und 11. aus 7.

und 12., so folgen e und d aus b und h, oder auch aus a, b und

k, da h eine Folge von g pnd k, g eine Folge von a und b ist

Mit Hulfe der Satze a, b, e, k und zwar ausschhesslich nut deren
Hulfe lassen sich demnach alle tibrigen Satze der Gruppe a 1 beweisen.
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Cuter Aiinahme ernes festeu Punktes J?ist es geluagen, an cler

gesclilossenen Lmie die Beobachtungen ,
welehe siefa an der be-

grenzten Lime dargeboten batten., 211 wlederliolen: die

Linie wurde dureh Aussehloss des Funktes E mit der begreiizten
in vollstandige Analogie gebracht. Es lasst sieh aber auch umge-
kehrt der Begriff getrenuter Paare auf die begrenzte Linie Ober-

tragezij in welclier Welse dies zn gescheheu hat, leliren die Satze

k und 1. Indersi WIT ans auf die gerade Lime beseliranken, geben
wir jetzt folgende Definition. Liegt in einer geraden Liole TOE
den Ponkten (7, D der eine zwischen A und 22, der andere aber

meht, so aagen wir (Definition 4): Die Puukte .423 werden
durch CD getrennt, oder: bei ausgeschlossenem D (fur den

Grenzpnnkt D) hegt C zwischen A und JB. Die Vertauschbar-

keit von A mit B, von nut D ist in der Definition selbst be-

grundet Es gilt daher in der geraden Linie der Satz a, land es

soli gezeigt werden, dass auch die Satze b, e
7
k ihre Gultigkeit be-

halten, Dass die Satze a 1 sammtlich fortbestehen, bedarf alsdann

keines Beweises.

19. Lehrsatz Bind A
f B, 0, E Punkte In einer Geraden,

so werden entweder SC durch AE getrennt, oder CA durch BE,
oder AS dureh CE, und zwar schliesst jede dieser Lagen die bei-

den andern aus

Beweis. Die Punkte A, IB, C konnen derart bezeichnet wer-

den, dass A zwischen nnd C liegt (6). Nun befindet siclx ent-

weder 2? zwischen C und E, oder G zwiachen .8 und 2?, oder E
zwischen B und G (6). Im ersten Falle liegt B zwischen C und

22, A zwischen B und C, folglich
fA zwischen G und E (10), B

zwischen A und E (13) ; folgheh werden (Satz 7. und Def. 4) B G
durch AE getrennt, aber OA nicht durch JS-B, AB nicht durch OE.
Der zweite Fall entsteht durch Vertauschung von B un

f

d C und

fiihrt daher zu demselben Ergebniss. Im dntten Falle liegen A
und E zwischen B und C, folglich A entweder zwischen B und E
oder zwischen G und E (11). Liegt A zwischen B und 2?, mithin

E zwischen A und C (13), so werden (Satz 7. und Def. 4) AC
durch BE getrennt, aber BG nicht durch AE, AB nicht durch

CE. Liegt A zwischen C und E, so werden AB durch CE ge-

trennt, aber BC nicht durch AE^ AC nicht durch BE (Satze 7.

13. und Def. 4).

20. Lehrsatz. Liegen die Punkte JL, J5, E in einer geraden

Lmie, so kann man in ihr G so wahlen, dass AB durch GE ge-

trennt werden.

Beweis. Liegt E nicht zwischen A und J5, so wahle man



lg 1. Ton der gpraden Lime

C zwischrn A mid B (8). Liegt E zwisehen A und J3
;

so wahle

man C so
?

da&s 5 zwischen JL und C oder J. zwischen JB imd Cf

9, also C niclit zwischen -4 und B (7). Beidemal werden AS
cloreli CJE getrennt (Del. 4;.

21. Lehrsatz. Smd in einer Geraden die Poukte AS dnrcli

emes der Paare CE und DE getrennt, durcli das audeie aber

rnelitj so srad AB durcli CD getrennt

Beweis Is seien AS etwa dorcli CE getrennt, dmcli DE
niclit getrennt. Liegt nun C zwischen A und B

}
also (Def. 4) E

mcht, so ist (Def. 4) auch D nieht zwibchen A und I? gelegen.

Liegt aber C niclit zwischen J, und B
}
so befindet sich (Del 4) E

zwischen diesen beiden Punkteii, mithin (Def 4) auch D. Beide-

mal werden AS dureli CD getrennt (Def. 4).

Hiermit ist die Uebertragung der Satze a, b
;
e
;
k in seiche,

welche sieh auf Ponkte in einer geraden Linie beziehen
; ausgefahrt.

An die diei erhaltenen Satze schliessen sich ohne Weiteres die

Folgerungeii an ?
welche den iibrigen Satzeu der vorigen Gruppe

entsprechen. Die Satze g und 1 gehen in die beiden folgenden tiber

22. Lehrsatz (Umkehrung des vorigen). Smd A
9 B, C,

D
?
E Prakte in emer Geiaden und werden AB durcli CD ge-

trennt, so werden AS durch eines der Paare CE und DE ge-

trennt, durch. das andere aber niclit.

23* Lehrsatz Werden in emer Geraden die Purikte AB
durch CE getrennt, so ^Yerden auch CE durch AB getreunt.

Durch diese Ergebnisse wird es moghch^ die gerade Linie ahn-

hch wie erne gesellossene zu behandelu.

Im Laufe der Bntwickelung traten zu den ursprunglich emge-
fuhrten geometrischen Begrlffen iieiie liinzu, welche jedoch auf jene
zuruckzufiihren sind. Wir wollen dieselberi abgeleitete Begriffe
uennen, die andereii Grundbegriffe. Die abgeleiteten Begriffe

worden definirt, wobei allenial die Yorhergeheuden benutzt wur-

den, kerne anderen; und so oft em abgeleiteter Begnff zur Anwen-

dung kanij wurde unmittelbar oder rnittelbar auf seine Definition

Bezug geiiommen; ohne erne solche Berufung war die betreffende

Beweisfdhrung mcht moglieh. Die Grundbegriffe sind nicht
definirfc worden; keine Erklarung ist^im Stande

; dasjenige Mittel

zu ersetzen
;

welches allein das Verstandniss jener einfachen, auf

andere nicht zuruckfuhrbaren Begriffe ersehliesst, namlich den Hin-

weis auf geeignete Naturobjecte. Wenn Buklid sagt: ,,Em Puukt
ist

;
was keine Theile hat; eine Lime ist Lange ohne Breite; erne

gerade Linie (Strecke) ist diejemge, welche den auf ibr befindliehen

Punkten gleichformig hegt", so erklart er die angefuhrten Begriffe
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durcli Eigenschaften , welche sieli zu keiner Yerwerthuug eignen ?

iind weklie auch von ihm Lei der weiteren Eatmickeluug mrgends
verwerthet wertlen. In der That stfitzt sich kerne emzige Stelle

auf eme jener Aussagen, dtireh weklie der Leser, der aus den

?7
Elementen 4

'
( ohne elne bereits Torher durch wiederliolte Beobach-

tungen ausgebildete Yorstellung von den 2;eonietriselieE Grund-

begriffen iiberliaupt mchts lernen kann, hoehstens an die betreffende

Yorstellung erinnert raid dazu veranlasst wirc\ sie den wissen&cliaft-

hchen An forderungen gemass einzuscliraiikeri oder zu erganzeu.
Die Matliematik stelit Relationen zwisclien den mattematischen

Begrlffen auf, welche den ErfalirursgsthatsaclieE entsprecheu sollen,

aber weltans in ihrer Melirzalil der Erfafarang nicht unoilttelbar

entlelmt
?
sondern

?7
bewiesen" werden; die (ausser den Defimtionen

cler abgeleiteten Begrlffe) znr Beweisfiihrung "nothwendigen Erkennt-

nisse bilden selbst emen Tlieil der anfzustellenden Kelationen. Kacli

Ausscheidung der auf Beweise gestiitzten Satze, der Le"h.rsatze
?

bleibt eine G-ruppe von Satzen zuriick, ans denen alle ubugen sicli

folgern lassen, die Gmndsatze; diese sind unmittelbar auf Be-

obachtungen gegrandet'
1

")^ freihch auf Beobachtungen ,
welche seit

undenklichen Zeiten sich unaufhorlich wiederholt haben^ welche

klarer erfasst werden 5
als die irgend einer andern Art,, nnd mit

denen die Menscben deshalb langst so vertraut geworden sind, dass

ihr Ursprung in Vergessenheit gerathen und Gegenstand des Streites

werden konnte.

Die Grundsatze sollen das Ton der Mathematik zu verarbei-

tende empirische Material vollstandig umfassen, so dass man nach

ihrer Aufstellung auf die Sinneswahrnehmungen nicht mehr zuruck-

zugehen braticht. TJm so yorsichtiger miissen von vornherem etwaige

Eyischrankungen festgestellt werden, denen die Anwendung einzel-

ner Grundsatze unterliegt. Bei emem Theile der oben aufgestellten

geometrischen Grundsatze, namlieh bei I. und VI
?
sind nuu solche

Einschrankungen geltend zu machen. Im ersten Grundsatze diirfen

^
die durch eme gerade Strecke zu verbindenden Punkte nicht zu

nahe bei eiuander angenommen werden. So lange alle m Betracht

gezogenen Punkte durch Zwischenraume getrennt sind
T

erscheint

der Yorbehalt tiberflussig. Das ist in der That bei den Piguren
der Fall, aus deren Anschauung man die Grunds'atze schopft; fur

solche Figuren wird daher der achte Lehrsatz der emzige ?
der

*) Den empirisclien, Ursprung der geometrisclien Axiome hat Helmholtz

einer emgehenden Brorterung unterworfen in seinem Yortrage >,Ueber den

Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome" (Populare wissen-

schafthche Yortrage von H Helmholtz, drittes Heft, Braunschweig 1876)

PA.BCH, Vorlestwigen 2
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von dem Torlielialt berulirt win! immer zutreffen. Aber bel

wiederholter Anwendung dieses Satzes verliert die Figur ihre ur-

sprQngliche Beschaflenlieit. SincI A und S Punkte der urspning-

lichen Figur und wird in der Geraden AS em Punkt G zwischen

____^_ __w___^____ .*__ .4 und 1^ eingeschaltet, hierauf C^ zwisehen

j. C% Cz C B A und C
3 ,

C?2 zwischen A und Oi u. s. w.?

so kann man immer mehr in die Kahe des Punktes A gerathen

iind muss claim sehliesshcli auf weitere Emschaltungen rerzichten*).

Der achte Lehrsatz kanii also nicht behebig oft auf eine Gerade

aogewendet werden. Bine vollkominen scbarfe Grenze lasst slcb

freilich nicht angelen; man muss sieli aber huten
?
aus dem Mangel

elner sctarf angebbareu GreDze das Niditvorhandensein jeder Grenze

zu schliessen.

Die geometrischen Grundbegrlffe und Grundsatze erlernt man

an Objecten, von denen man verhaltnissmassig nur wenig entfernt

ist; fiber ein solches Gebiet hinaus ist also ihre Anwendung nicht

ohne Weiteres bereclitigt. Geht man z. B. von einer geraden

Strecke AS aus und (VI) verlangert sie_ _ ___ _
A B B

1 B. B3 liber S bis Siy
dann SS

i
uber S

i
bis

J5 >? JBjJB, liber JS
a

bis S$ n, s f.
;

so kann man wobl erne Zeit

lang nocli gerade Strecken ABl ,
AJB.2 u. s. w. einfahren, aber

frtilier oder spater kommt ein Punkt Bn ,
von dessen Verbindung

mit dem Punkte A durch eine gerade Strecke nicht die Eede sem

kann, otne dass dieser Begnff seineu Charakter als Grundbegriff

verlieit. Man sagt zwar aneh (indem man jede Aufeinanderfolge

von geraden Strecken
,

bei der je zwei benaehbarte sieh zu einer

geraden Strecke vereinigen, wieder eine gerade Strecke nennt);
es

sei die Streeke AS bis Si verlangert, die Strecke ASt
bis S2?

die Strecke AS2 bis S3 u. s. Das andert jedoct nichts an der

Art
;
wie die Pnnkte^^ * wlrklieh erlangt werden; denn wenn

Sn sich von A zu weit entfernt hat ; so kann man bei der Her-

stelhmg von Bn 4. i nicht mehr A benntzen, wohl aber Bn ~i. Man
wlrd also auch. vom sechsten Grundsatz (oder vom neunten **) Lehr-

satz) nicht beliebig oft m einer und derselben Pigur Gebrauch

machen, wobei wieder eine scharfe Grenze nieht existirl

Die folgenden Entwickelungen setzen, wie die bisherigen ?

allemal Piguren voraus***), deren Theile nahe genug bei einander

*) Tergl. die nahere Ausfuhruug in 23

**) Auf den achten und neunten stutzt sich der zwanzigste

**) Yergl. Biemann, Gesammelte Werke S 266, F Klein, Mathem
Ann Bd 4 S. 576 und 624, BcL 6 S. 134,
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nm erne directe Beurtheilunpr ihrer geoinetn-chen Beziehuu-

geii zn ermoghchen. Auf die Verkntipfuug solcher Figuren
lassen sicli alle Anwendungen der Geometric zuruct-
ffihren

;
ein Gegenstand, dei Iiler nlciit mater erortert werden

soil Wie aber geometrisehe Beguile und Gesetze, welche sicli

innerhalb eines Lescfarankten Gebietes bewabreii
?

bei fortgesetzter

Erweiterung des Gebietes ihre Gdltigkeit verfieren kbnnen, \\ird

durch elne gasz einfache Betrachtung Teranschaullclit. Xehmen
wir an, in einer geschlossenen (emfachen) Lime bewege sich em
Beobacliter

;
der iznraer nur elnen kleinen Tlieil der Lime ubersehen

und (iberimupt nur eloen Theil derselben durchlaufen kaiiD
7
und

der in Polge dessea die Linie noch nicht als eiae geschlossene er-

kannt hat. Dieser Beobachter wird innerlialb des jedesmal YOU

ihm liberblickten Weges 20 Erkenntnissen gelangen ;
wie sie fur

die gerade Lime in den Satzea 6. 11. ausgesprochen slnd
T

uncl

dieselben alsdann auf das ihm zuganghche Gebiet ausdehnen; er

wird schliesslieii geneigt seln^ sie auf die Linie in ilirer ganzeii

Erstreckung zo !ibertragen ?
wenn er dies aber thut, natiirlich zu

uriricMigen Schliisseii gelangen. Es seien z. B. A
?
S Punkte von

geringeni gegenseitigen Abstande
7
and der Pankt

JT werde durcli Fortsetzung des Weges AS
liber B hinaus erreickbar vorausgesetzt; sagfc

man alsdann
?

es sei B zwisclien A und M
gelegen ;

und schliesst weiter, es sei A nicht

zwisclien B und M gelegen, so leugnet man
damit die thatsaehhch vorhandene Mogliehkeit?

den Punkt M durch Fortsetzung des Weges
SA fiber A hinaus zu erreichen.

Diese Bemerkung 1st u A. zu be-

rucksichtigen bei der Frage, ob die Ge-

raden AS und CD einen Punkt gemein

__ haben konnen, wenn die Figuren ABC
JJ und CDA (nicht ADC] congruent sind

18

( 13) und die Punkte IB, D auf verschie-

denen Seiten der Geraden. AC liegen. Die Figuren ABCD und

CDAB sind congruent, und die geraden Strecken AB^ CD haben

keinen Punkt gemein. Man pflegt nun zu schliessen: Hatten die

Geraden AB und CD den Pun.ktM gemein, so waren die Figuren.

ABCDM und CDASM congruent, und M lage ausserhalb der

Strecke AB] lage etwa B zwischen A und Mf so lage auch D
zwischen C und Jf

3
D und M auf derselben Seite der Geraden

BC
7
ebenso A und Jf, d. h. A zwischen B und M, was nicht
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muglich i&t. Hierduich ^ird jedoch die Frage mcht entsehieden,

da airf die Figur ADCDM nianche geometnsche Begriffe und

Sutze m cler Art
?
wle es vorhin gesehelien, inogliclierweise mcht

augewendet wenlen durfeii.

2. Von den Ebenen.

Wir zlehen jetzt einen weiteren geometnschen Begriff in die

Betraelitung, die Ebene. Aehnlieh wie bei der geiaden Lime aus-

einandergesetzt wurde, wird von der Ebene gesagt, dass sie unbe-

grenzt sei^ wenn wir tins aber an die unmittelbare Wahrnehmung
iialteii, so lernen wir nur die wohlbegrenzte ebene Flache kennen.

Demgem'ass wird zunachst nur von der ebenen Flache und von

Punkten einer ebenen Flache die Rede seiu, der Begriff

nEbene" aber erst nachher eingefiihrt werden.

Die folgenden Satze sind wieder zum Theil Grundsatze, zum

Theil Lehrsatze. Beim Beweise der letzteren diirfen wir von den

in 1 gegebenen Satzen Gebraueh machen. Die ersteren sind der

Ausdruck gevnsser Beobachtungen, welche an ebenen Figuren leicht

gemacht werden kbnnen.

Durch drei beliebige Punkte J., B , C kann man eine ebene

Flache legen, wenn auch mcht gerade eine einzige. Zieht man nun

eine gerade Strecke durch A und B
}
so brauchen nicht alle Punkte

der Strecke in jener Flache zu hegen ?
aber man kann nothigen-

falls die letztere zu einer ebenen Flache erweitern, welche die

Strecke, d. h. alle ihre Punkte, enthalt.

I. Grundsatz. Durch drei beliebige Punkte kann man eine

ebene Flache legen

II. Grundsatz. Wird durch zwei Punkte einer ebenen

Flache eine gerade Strecke gezogen, so existirt eine ebene Flache,

welche alle Punkte der vorigen und aueh die Strecke enth'alt.

Wenn zwei ebene Flachen gegeben sind
;

so kann ein Punkt A
in beiden zugleich enthalten sein. Wir nehmen dann allemal wahr

?

dass der Punkt A mcht der einzige gemeinschaftliche Punkt ist,

wenn wir nbthigenfalls die beiden Flachen oder eine von ihnen

gehorig erweitert haben

1H. Grundsatz, Wenn zwei ebeue Flachen P, P' einen

Punkt gemein haben, so kann man einen andern Punkt angeben,
der sowohl mit alien Punkten von E, als auch mit alien Punkten
von E f

je in einer ebenen Flache enthalten ist.

Es konnen zwei ebene Flachen auch dret Punkte zugleich ent-
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halten. Bei der Untetsiiehiing dieses Falies kann man eine Be-

obachtung benutzeiij welche aocli zur Beantwortung anderer, auf

die Begegnuog YOU Lmien beziig-
v

(/ Meter Fragen erforderlich 1st. In

emer ebeneii Flache seien drei

G- Ptinkte A, B, C zu einem Dreieck

zusammengefiigt, d. h durch die

''
2S * geraden Strecken AS, AC, BC

/ paarwelse verbunden. In dersel-

p t
ben Flache &ei die gerade Strecke

-^' M j)j5 geiegeil un(j zwar so
^

^ass

sle einen innerhalb der Strecke

2> -4JB gelegeneB Punkt F enthalt

Fig 5 Die Strecke DE hat dann allemal

entweder mit der Strecke AC oder

mit der Strecke SC elnen Punkt gemem, oder sie kann bis zu

elnem solchen Punkte verlangert werden.

IV. Grundsatz. Slnd in einer ebenen Flache drei Punkte

JL
;
JB

?
C dnreh die geraden Strecken AB, AC, BC paarweise yer-

bunden^ nnd 1st in derselben ebenen Flache die gerade Strecke DE
duret einen innerbalb der Strecke AB gelegenen Punkt gezogen,
so geht die Strecke DE oder eine Verlangerung derselben entweder

durch einen .Punkt der Strecke AC oder durch einen Punkt der

Strecke BC.
Oder: Liegen die Punkte A, B}

C
3
D in einer ebeuen Flache,

F in der Geraden AB zwischen A und 1?, so geht die Gerade DF
entweder durch einen Punkt der Strecke AC oder durch einen

Punkt der Strecke J30.

1* Lehrsatz. Liegen die Punkte A, B} C, D in einer ebenen

Flache P
; zugleich die Punkte A, 33, C in einer ebenen Flache P',

aber nicht in einer geraden Linie, so existirt eine ebene Flache,,

welche alle Punkte von P enthalt und auch den Punkt D.

Beweis. Liegt D in einer der Geraden AB, AC, J5(7, so

existirt eine solche Flache nach dem zweiten Grundsatz. Liegt D
in keiner der Geraden AB, AC, BC, so werde in der Geraden AB
zwischen A und B ein Punkt F angenonamen ;

es mag dann (IV)

die Gerade DF etwa durch einen Punkt 6r der Strecke AC gehen;
F und Gr sind von einander verschieden, D in der Geraden FGr,

Es existirt jetzt eine ebene Flache $, welche alle Punkte von P'

enthalt und auch F\ welter eine ebene Flache Q', welche alle

Punkte von Q enthalt und auch 6r$ schliesslich eine ebene Flache

alle Punkte von Q' enthalt und auch D.
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Gehen wir nun von drei beliebigen, nicht In eine Gerade

jcfehbrigeii Punkten A
y
B

y C aus und legen dureh sie erne ebene

Flaclie Wenn durcli die Ptmkte A
} B, C und einen weiteren Punkt

D Meh ebenfalls eine ebene Flaehe legen lasst, so braucht D zwar

cler vorigen niclit anzugelioren ,
diese lasst sieh aber nothigenfalls

erweitern, bis sie auch den Punkt D enthait (1). In Folge dessen

sagt man: tier Punkt D hegt in der Ebene der Punkte A, B, C,

oder emfach: in der Ebene ABC, oder: die Ebene ABC geht
ilureh I), D 1st ein Pankt der Ebene ABC u. s. w.

Es seien L, 21, N drei belieblge Punkte. Wenn sie nicht in

gerader Linie liegen, so sei A em Punkt der Geraden LM, B ein

Punkt der GeraJen LN, C ein Punkt der Geraden MN; ich kann

dann durcli L, If, N eine ebene Flaehe legen, folglich auch durch

L, J/, N, A, B, C. Wenn L
} Jf, N in emer Geraden liegen, so

sei A em Punkt ausserlialb der Geraden, B em Punkt der Geraden

AL; C em Punkt der Geraden AM; durch A, L, M kann 'man

erne ebene Flache legen , folglich auch durch A
} B, C, i, Jf, N.

Beidemal liegen A, B, C nicht in gerader Lime und L, M}
N in

der Ebene ABC
2. Lehrsatz. Durch drei Punkte kann man immer eine

Ebene legen
Es sei A em Punkt der Ebene ABC und A'9 B, C nicht In

gerader Linie (also A em Punkt der Ebene ABC). Wird nun D
von A veischieden in der Ebene A'BC angenommen, so liegen die

Punkte A
3 B, C> D, A in emer ebenen Flache, d. h. D zugleich

in der Ebene ABC; und wenn wir auch die Punkte A, JS, C
nPunkte der Ebene ABC" iiennen, so konnen wir sagen, dass jeder
Punkt der Ebene ABC zugleich der Ebene ABC angehort. Aber
aueh umgekehrt smd alle Punkte der Ebene ABC Punkte der

Ebene A'BC. Man sagt daher: Die Ebenen ABC und ABC
fallen mit einander zusammen.

Jetzt seien A'
} B'

7
G' beliebige Punkte der Ebene ABC^ aber

nicht in emer Geraden Der Punkt A kann in emer der Geraden

AB, AC, BC liegen , doch hoehstens in zweien; er liege ausser-

halb der Geraden J5C; dann fallen die Ebenen ABC und ABC
zusammen. Der Punkt Bf

liegt in der Ebene A'BC, doch nicht

in den Geraden A'B, AC zugleich; er liege ausserhalb der Geraden

AC; dann fallen die Ebenen A'BC und A'B'C zusammen. Der
Punkt Cf

liegt in der Ebene A'B'C, aber nicht In der Geraden
AfBr

; folglich sind die Ebenen A'B'C und A'B'C' identisch.

3. Lehrsatz. Jede Ebene ist durch drei beliebige von
ihren Punkten, welche nicht in gerader Lime liegen, bestimmt.
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Oder: Drel Punkte. welche zugleich verscfaiedenen Ebenen ange-

horen, liegen in einer Geraden.

Haufig wird zur Bezeichnung einer Ebene em besonderer Bueh-
stabe benutzt. Slnd A, B, C Punkte cler Ebene P, welche nicht

in gerader Linie liegea, so bedeatet P die Ebene ABC.
Xehmen wir jetzt In einer G-eraden g die Punkte A, B beliebig

ebenso in einer durch A und B gehenden Ebene P den Punkt G
ausserhalb der Geraden g. 1st D irgend em dritter Puakt der

Geraden g }
so kanm man durch die Ponkte A, B, C eine ebene

Fiaehe legen, weiter aucli durch die Punkte A, B, C, D ;
der Punkt

D liegt also in der Ebene ABC, d. i in der Ebene P Da dies

von alien Punkten der Geraden g gilt, so sagt man: g liegt in der

Ebene P
} g ist eine Gerade der Ebene P, u. s. w.

4. Lehrsatz. Eine Gerade
,
welche mit einer Ebene zwei

Punkte gemein hat, liegt ganz in ihr. Oder: Alle Ebenen, welche

zwei Punkte gemein haben, enthalten die Gerade der beiden Punkte.

Wenn die Gerade g in einer Ebene P nicht ganz enthalten

ist, so kann sie nut ihr nicht mehr als einen Punkt gemein haben.

Besitzen g und P einen gemeinschaftlichen Punkt A
9

aber nur

einen, so sagt man, sie schneiden sich in A\ A wird der Durch-

schnittspunkt von g und P genannt und mit gP oder Pg be-

zeichnet,

Bei der Bestimmung einer Ebene kann eine Gerade benutzt

werden. Ist eine Gerade g und em Punkt G gegeben, so nehme
man die Punkte A und B in der Geraden g beliebig (von G ver-

schieden); durch A) B, C kann ieh eine Ebene legen, und diese

enthalt g.

5. Lehrsatz. Dureh eine Gerade und einen Punkt kann

man immer eine Ebene legen
Ist nun P eine Ebene, welche die Gerade g und den Punkt C,

folghch A, B, G enthalt, so geht kerne andere Ebene durch g und

(7, wenn G ausserhalb der GeradenAB liegt; die Ebene P ist alsdann

durcb# und C bestimmt und kann mit g C oder Cg bezeichnet werden.

6* Lehrsatz. Jede Ebene ist durch eine beliebige ihr an-

gehbrige Gerade im Verein mit einem beliebigen ihr angehorigen

Punkte, welcher nicht in der Geraden liegt, bestimmt. Oder: Zwei

Ebenen, welche erne Gerade gemein haben, haben ausserdem keinen

Puukt gemein, Oder: Wenn ein Punkt und eine Gerade sich in

zwei Ebenen vorfinden, so geht die Gerade durch den Punkt.

Zwei Geraden g, Ji smd stets in einer Ebene enthalten, wenn

sie sich schneiden. Ist in der That ein Schnittpunkt gh vorhan-

den, so nehme ich in der Geraden fa den Punkt C beliebig (von
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gh versebiedenj ,
die Ebene gC geht alsdann durch die Punkte C

und gh, mithin durch die Gerade Ji.

7. Lehisatz. Dureh zwei Geraden, welclie emen Punkt

gemein liaben, kann roan iinmer eine Ebene legen Oder: Zwei

Geraden, welche nichl in emer Ebene liegen, haben keinen Punkt

gemein

Ueberliaapt seien g und li Geraden emer Ebene P. Nimmt
man den Punkt C in h beliebig (ausserhalb g}, so ist P die Ebene

gC 9
und es kann eine andere Ebene durcli g nnd Ji zugleich mcht

gehen. Die Ebene der Geraden g und li kann mit gli bezeichnet

werden; man darf jedoeh mcht vergessen, dass im Palle einer Be-

gegnung der Geraden g und h fur den Durehsehnittspunkt dieselbe

Bezeichnung gilt.

S. Lehrsatz Jede Ebene ist durcli zwei beliebige von
ihren Geraden bestunmt.

BetracMen wir jetzt zwei Ebenen P und Q?
welclie einen ge-

memscliaftliclien Punkt A besitzen. Man nehme in der Ebene P
die Punkte B und C, in der Ebene Q die Punkte D und E belie-

big, aber weder A, B^ C noch A, D, E in emer Geraden* Nach
deni dritten Grundsatze existirt em Punkt F derart, dass sowohl
die Punkte A, B, C, F als auch die Punkte A, D, E }

F ebene

Figuren bilden. Es liegt also der Punkt F sowohl in der Ebene
ABC als aueh in der Ebene ADE, d. h. in den Ebenen P und
Q. Diese Ebenen haben somit die Gerade AF gemein.

9* Lehrsatz. Wenn zwei Ebenen emen Punkt gemein
haben, so haben sie eine Gerade gemein.

Die Gerade enthalt alle gemeinschaftlichen Punkte der beiden

Ebenen; sie wird die Durchschnittshnie, ihre Punkte werden

Durchschnittspunkte der Ebenen genannt Die Durchschmtts-
Imie der Ebenen P und Q wird mit PQ bezeichnet.

Drei Ebenen P, Q, E konnei einen Punkt A gemein haben.
Wenn A nicht der einzige gememschafthche Punkt ist, so haben
die drei Ebenen eine Gerade gemein. Wenn die Ebenen P, Q, E
sich nur im Punkte A begegnen, so wird A ihr Durchschnittspunkt
genannt und mit PQR bezeichnet

5
sie haben dann zu je zweien

eine Gerade gemein; die Durchschnittslinien sind von emander ver-

schieden, treffen sich jedoch im Punkte A.
Es seien uberhaupt P, Q, E drei Ebenen, welche sich paar-

weise durchschneiden. Haben von den Durchschmttshnien irgend
zwei, etwa PQ und PR, einen Punkt A gemein, so schneiden die
drei Ebenen sich m A. Wenn die Durehschmttslinie zweier Ebe-
nen die dritte Ebene schneidet, so ist der Durchschnittspunkt eben-
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falls den drei Ebenen gemein, TTenn zwei Durchsehnittslinieii

zusammenfallenj so sind sie YOB der dritten nicht Yerscliieden.

Eine beliebige Gruppe Yon Punkten oder YOU Geradeu oder

Yon Punkten nnd Geraden in einer Ebene keisst eine ebene

Figur. Man kann eine ebene Pigtir erweitern theils durch Hinzu-

nehmen beliebiger anderer Punkte und Geraden derselben Ebene
;

theils durch Construction, d. h. hier: dureh Verbinden von

Punkten der Figur und durch Aufsuchen der Darchscbnittspunkte
in ihren Geraden Solche Gonstructionen filhren aus der Ebene
nicht heraus.

Urn in zwei Geraden einen Schnittpunkt nachzuweisen, wird

oft der folgende Lehrsatz angewendet werden, der sich aus dem
Yierten Grundsatze sofort ergiebt.

10. Lehrsatz Sind A, By C drei nicht in gerader Linie

gelegene Punkte
y
D ein Punkt der Geraden AB zwischen A und

B
? g eine Gerade in der Ebene ABC* welche

J tf durch D. aber durch keinen der Punkte A, B, C
*s \ hindurchgeht, so begegnet g entweder der Ge-

/
I

\ raden A C zwischen A und C oder der Geraden
^-- i XB BG zwischen B und C.

I Wir werden uns kunftig weder auf die

Grundsatze noch auf den ersten Lehrsatz dieses

Paragraphen berufen. Von den neun librigen

Lehrsatzen sind 5. 8. Polgerungen aus 2. 4. Beziiglich des

zehnten ist derselbe Vorbehalt zu machen, wie beziig-
lich des achten Lehrsatzes in 1

Noch mogen hier einige Folgerungen Platz finden, die sich an

den 10. Lehrsatz anschliessen.

11. Lehrsatz. Sind A, B, C drei nicht in gerader Linie

gelegene Punkte, a ein Punkt der Geraden BC zwisehen B und

C, 1} ein Punkt der Geraden AC zwischen A
und C, c ein Punkt der Geraden AB zwischen

A und B
y

so liegen die Punkte a, fe, c nicht

in gerader Linie.

Beweis. Der Punkt a liegt nicht inner-

~jf\~~
halb der Strecke be, da sonst (10) die Gerade

BC entweder der Geraden A b zwischen A und
Flg

& oder der Geraden Ac zwischen A und c be-

gegnen mtisste. Ebensowenig liegt & innerhalb der Strecke ac

oder c innerhalb der Strecke a 6.

13. Lehrsatz. Liegen vier Punkte A, B, G, D in, einer

Ebene, so haben entweder die Geraden AD und BC, oder
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BD mid .1C, oder CD und AS (mindestens)
emen Punkt

gemem.
Beweis. Befiadeu sich unter den gegebenen Punkten drei

m gerader Lime, so treten mindestens drei solehe Durchschnitts-

punkte gleichzeitig
auf. Liegen keine drei

v J! in gerader Linie, verlaufen also die Geraden

AD, BD, CD in ihrer Ebene getrennt,

so braucht nur gezeigt m werden, dass die

Geraden CD und AS sich schneiden, wenn

weder die Gerade AD mit der Strecke C,

nocli die Gerade BD mit der Strecke AC
einen Punkt gemein hat. Yerlangert man

nun unter dieser Voranssetzung die Strecke AD iiber
D^

hmaus

bis A\ so wird (10) die Gerade AC von BD zwischen A' und C

in einem Punkte M getroffen, und zwar liegt D nicht zwischen B
und Jf, da sonst (10) die Gerade AD entweder der Geraden CM
zwischen C und M oder der Geraden BC zwischen B und C be-

gegnen nrasste. Da also die Gerade CD weder mit der Strecke

A'M noeh mit der Strecke BM einen Punkt gemein hat^ so hat

sie auch mit der Strecke AM keinen Punkt gemein (10), mithm

begegnet sie (10) der Geraden AB zwischen A und B.

3. Vom StrahlenMseheL

Wena in emer Geraden m drei Punkte J., B, C angenommen
werden

,
so muss einer zwischen den beiden andern liegen. Wie

sehon in 1 erwahnt worden ist, sagt man: die Punkte A und B
liegen auf derselben Seite von 0, wenn C nicht zwischen ihnen

liegt; dagegen sagt man; die Punkte A und B liegen auf rer-

sehiedenen Seiten von C, wenn C sich zwischen A und B befindet.

In der Geraden m fixire ich einen Punkt 5. Wenn A
9 B, C

drei (von $ verschiedene) Punkte der Geraden m smd, so kann ich

aus dem Verhalten zweier Paare in folgender Weise auf das des

dritten Paares schhessen. Liegen A und B auf derselben ;
A und

C auf verscJuedenen Seiten von S> so liegen B und C auf verscMe-

denen Seiten. Entweder liegt namlich A zwischen B und S, S

zwischen A und C, folglich S zwischen B und C nach 1, 16;

oder S liegt zwischen A und C, B zwischen A und , folglich 8

zwischen B und C nach 1, 13. Lwgen A und B, ebenso A und

auf derselben Seite von S
}

so liegen auch B und C auf derselben

Seite. Deon sonst lagen A und B auf derselben Seite, B und C
auf versehiedenen, folglich auch A und C auf verschiedenen. Lie-
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gen A und B, ebenso A und C atif ter&climkuen Seiten von S, so

liegen B und C auf derselben Seite. Denn danm werden AS dureh

SC nicht getrennt^ folgKch entweder AS dureh CS oder A C durch

US] es liegt also entweder IB zwischen C und 5' oder C zwischen

S und 8.

Wenn A und B In der Geraden m auf derselben Seite von S
liegen, so kann man sagen: B liegt im Sehenkel SA (nicht AS).
1st A' ein beliebiger Punkt des Sehenkels S-4, und nennen wir

aueh J. einen w Punkt des Sehenkels 8A", so 1st jeder Punkt des

Sehenkels SA ein Punkt des Sehenkels SA\ und umgekehrt; bei

der Bezeichnung des Schenkels SA kann man A durcli jeden Punkt
des Schenkels ersetzen. Llegen A und C in der Geraden m auf

verscbiedenen Seiten von S
}

so gehort jeder (yon S yersenledene)
Punkt der Geraden zum Schenkel SA, wenn er^ nicht zum ent-

gegengesetzten Schenkel SC gehori
Durcli die Gerade m lege ich jetzt eine Eben^e P und nehme

in ihr zwei Punkte Ay B ausserhalb der Geraden m. Wenn m die

Gerade AB zwischen A und B nieht trifffc, so sagt man: die Punkte

A und B Hegen auf derselben Seite von m] wenn m die Ge-

rade AB zwischen A und B trifft, so sagt man: die Punkte A und

B liegen auf verschiedenen Seiten von #a, oder: m geht
zwischen A und B hindurch. Wenn A, B, C Punkte der Ebene
P (ausserhalb m) sind ?

so gelten die Satze: Liegen A und B auf

derselben, A und C auf verschiedmen Seiten won m, so hegen B und
C auf verscliwdevien Seiten (

2
? 10). Liege^i A und B, efienso A

und C auf derselben Seite wn m, so hegen aucli B und G auf der~

selben Seite. Liegen A und B, efienso A und G auf verscliiedenen

Seiten von m, so liegen B und G auf derselben Seite ( 2, 11).

Nimmt man in m wieder emen Punkt S, so liegen alle Punkte des

Schenkels SA auf derselben Seite von m, und man kann daher die

vorstehend angegebenen. Ausdrucksweisen und Satze auf solche

Schenkel tibertragen.

Gerade Linien, welche durch einen Punkt laufen, werden mit

den Lichtstrahlen , welche ein leuchtender Punkt aussendet, ver-

gkehen und in Folge dessen em Strahlenbiindel genannt. Gehen

also die Geraden e, f, g durch einen Punkt S 9
so nennt man sie

Strahlen eines Biindels, oder man sagt: der Strahl g liegt im

Biindel der beiden Strahlen e und f, g liegt irn Bundel ef, g ist

ein Strahl des Bundels ef\ auch e und f selbst werden
?;
Strahlen

des Bundels ef" genannt Zur Bezeichnung des Bundels (im letz-

teren Smne) dienen zwei behebige von seinen Strahlen; man kann

aber auch einen besonderen Buchstaben zur Bezeichnung des Bun-
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dels anwenden, mid zwar wlrd alsdann der flir den Punkt ef ein-

geffchrte \hier S) benutzt Dieser Punkt heisst der Scheitel oder

Mittelpunkt des Bilndels. *

Auch ohne Beziehuag auf ein Biindel wird haufig das Wort

,,Strahl" far 3>Gerade" gebraucht

Gerade Linien, welche in einer Ebene enthalten sind und durch

einen Punkt Mndurchgehen, werden ein (ebenes) Strahlenbtischel

genannt; der geineinschaftliche
Punkt heisst der Scheitel oder Mittel-

punkt des Biischels. Gehen in emer Ebene die Strahlen e, f, g

dureh einen Punkt S, so sagt man: der Strahl g liegt im Biischel

ef u. s. w. Man darf zur Bezeichnung des Biischels im letzteren

Sinne zwei beliebige in ihm gelegene Strahlen benutzen, den einen

Bucistaben S aber nur dann, wenn die Ebene des Buehels ander-

weitig gegeben ist.

Es seien nun e, f, g Strahlen elnes Biischels 6' in der Ebene

P, ferner SA tod SB Schenkel resp. von e und f, und zwar auf

verschiedenen Seiten der Geiaden g. Ist der Durchschnittspunkt

If der Strecke AB mit dem Strahl g im

Schenkel SO des letzteren enthalten (also

BCM auf derselben Seite von 0), so behalt

der Sehenkel SC diese Eigenschaft, wenn

man A im Schenkel SA, B im Schenkel SJS

beliebig verlegfc, und man sagt: der Schenkel

SC liegt zw is eh en den Schenkeln SA
und SB.

Wir begegnen hier einer vollkommenen Analogie mit dem in

den Satzen 7. -11. des ersten Paragraphen dargestellten Verhalten

der Punkte einer Geraden. Wenn namlich SA, SB, SC, SD
Schenkel auf verschiedenen Strahlen eines Biischels bedeuten, so

gelten die Satze: Liegt SC mischm SA und SB, so liegt weder

SA swischen SB und SC }
nock SB mischen SA und SC Sind

SA und SB gegeben, so lann man SC so wahlen, dass SC %wi-

schen SA ttnd SB liegt Sind SA und SB gegeben, so Jcann man
SC so waMen, dass SA zwischen SB und SC liegt, Liegt SC
2w^sc]len SA und SB, SD zwischen SA und SC, so liegt SD
auch 0w^sc'hen SA und SB. L^egen SC und SD zwtschen SA und

SB, aber SD mclit &wischen SA und SC, so liegt SD stwischen

SB und SC. Aber zu Satz 6. des ersten Paragraphen fehlt der

analoge. Sollen die in einer Ebene angenommenen Schenkel SA,

SB, SC, ... in jeder Hmsicht analoge Eigenschaften besitzen, wie

die Punkte einer Geraden, so wird unter Anderem, dem Satze 1,

18, entsprechend, dadurch die Existenz zweier Schenkel SM und
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SN In derselbeii Ebene bedingt, zwischen denen die vongen ein-

pesehlossen werden Wenn nun diese esistireu, so liegen die Punkte
A nod J5r

r
auf derselben Selte cler Geraden SM, ebenso B oncl 3T

?

C und N u. s, w Folglich Hegen alsdann die Schenke! 5-1, SB,
SC

}
... auf derselben Seite eines ZEOI Buschel >S gefaorigea Strahls

v Nehmen wlr also in einer Ebene die Geraden e
? f, g, . , durch

emeu Punkt S, iiberdies m demselben Biischel eme ^eitere Gerade

1% ond die Schenkel 5Jl, SB, SC, . resp. YOU e, f, g, . . aui

derselben Seite von L Danii haben diese Schenkel allemal die

Eigenschafty dass von je dreien einer jswisclien den "bnden andem

liegt, denii hat weder e mit der Strecke BC, noch f out der Strecke

r f
AC emeu Punkt gemeni, so begegnet g

-\
(

/^ der Geraden J.I? zwischen, JL mid 1? (vergl.

den Beweis des Satzes 2, 12), und der

Schnittpunkt hegt mit -4 und 5 auf der-

selben Seite von A*
?

d h im Schenkel SC.

Die entgegengesetzten Sekenkel zu SA, SB,
SC seien resp, SA'f SB', SCf

. Lag nun

der Schenkel SC zwischen SA und SB, so

wird auch 8(7 zwischen SAr

und SJB' liegen;

denn A nnd 5' liegen auf verschiedenen Seiten von ff, und der

Schnittpunkt der Geraden g mit der Strecke A' B' liegt mit A' und

B auf derselben Seite von t. Wir wollen deshalb
?
ohne die Scheakel

zu uEterseheiden,
3 sagen: Der Strahl g liegt zwischen den

Strahlen e und f (oder f und e) bei ausgeschlossenem i,

oder: fur den Grenzstrahl L Nefame ich nun in J den Punkt

M mit A und B' auf derselben Seite von g ?
so liegt der Scbenkel

SM zwischen SA und SB', d. h. es liegt auch der Strahl ft zwi-

schen e und / bei ausgeschlossenem g. Man sagt: e und /* warden

durct g nnd ft (oder ft und g) getrennt.
Das Strahlenbiischel zeigt hiernaeh nicht mit einer begrenzten,

sondern mit einer geschlossenen Linie analoges Verhalten. Fur die

Schenkel SA
9 SB, . , gelten die in 1 ausgesprochenen Bezie-

hungen zrwischen Punkten einer Geraden ohne Ausnahme; in diese

Beziehungen kann ich aber jetzt die Strahlen statt der Schenkel

einfiihren, weun ich iiberall den Zusatz ,,fdr den Grenzstrahl ft"

anbringe, und erhalte somit zwischen den Strahlen eines Biischels

genau dieselben Eelationen, welche Fiir die Punkte einer gesehlos-

senen Linie in den Satzen a bis 1 des I ausgesprochen wurden.

Es genugt diejenigen Relationen anzugeben, welche den Satzen

19^ 23. des 1 entsprechen.

Liegen d^e Strahlen e
} f, g^ ft in elnem Suschel

>
so werden ent~
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ueder fg (lurch ek getrennt, oiler ge ilurcli fl, ocler ef dwell #,
und zuar seltliesst jetlf diese* Lagen die letden andem cms.

Liegen die Stralilm e, f, in einfm Btiscliel, so Ttann man in

Jim dm Straltl g so waltlen, dass ef dwelt gl* getimnt wet den.

Sihd in eninn SfmJilenbuseJiel die Sttalilen ef cltuch ernes der

Paare g"k und 1ifc gettennt, (lurch das andete aber nicht, so smd ef

dtirch gli getrennt In den anderen Fallen uerden ef durcli gJi

mclit getrennt.

Warden in einem SfmJdenbnscJiel die Sbohlen ef durcli g~k ge-

ttennt, so werden ctncli gk dwell ef getrennt,

4 Tom Et>enenMsciieL

Wenn die Punfete A und S ausserlialb der Ebene P liegen,

so slnd zwei Falle zu unterscheiden : die Ebene P schueidet ent-

weder die Gerade AB zwischen A und J53 oder nicht. Ira ersten

Falle sagt man: die Ebene P geht zwischen A und j? hindurch
;

oder: die Punkte A and B liegen anf verschiedenen Seiten
der Ebene P; im zweiten Falle sagt man: die Puukte A und B
liegen auf derselben Seite der Ebene P. Fur drei Punkte

A} B, C ausserhalb der Ebene P gelten folgende drei Satze.

Liegen A und B auf derselben, A und C auf verschiedenen

Seifen der Ebene P
;

so Iwgevi B und C auf verschiedenen Seiten.

Sind n'amlich. A, B, C in einer Geraden g gelegen, so tnfft P die

Gerade g zwiscten A und G7, aber nicht zwischen A und B; folg-
lieli geht P zwischen B und C hindurch. Sind dagegen die drei

Punfcte J., B, G zur Bestimmung einer Ebene ABC geeignet, so

haben die Ebenen P und ABC einen in der Geraden AC zwischen

A und C gelegenen Punkt gemein, mithin eine Gerade m; diese

geht zwischen A und C hmdureh, nicht aber zwischen A und B,
folglich geht m zwischea B und C hindurch.

Daraus folgt ohne Weiteres* Liegen A und J5, ebmso A und C
auf derselben Serie der Elme P, so liegen auch B und C auf der-

selben S&ite.

Liegen A und B, elenso A und C auf verscMedenen Seiten

der Ebene P, so liegen B und C auf derselben Seite. Beweis:
Wenn A, P, C in einer Geraden g liegen, so wird g von der Ebene
P zwischen A und B getroffen, zugleich auch zwischen A und C,
also nieht zwisehen B und C. Wird dagegen durch A, B, C eine

Ebene bestimmt, so haben die Ebenen P und ABC einen zwischen
A und B gelegenen Punkt der Geraden AB und einen zwischen
A und C gelegenen Punkt der Geraden AC gemein ; folglich eine
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Gerade, welche zwiseheii A und It zwischen A unil C hm-

durcbgeht: diese Geiade geht nicht zwiselieii H und C hindurch.

Weiin G eme Gerade, -.1 emeu Puufct ausserbalb derselben

bedeutet, und man nimmt in der Ibene AG einen Puukt: a mit ^1

auf derselben Seite von G
7
so kann man sagen: a liegt im Scitenkel

6rJ.; man neniit auch A emeu ^Pmnkt cles Scheukels GcA" und
darf J. bei der Bezeichnung des Sehenkels dureh Jeden Punkt des-

selben ersetzen. Liegt die Gerade G in der Ebene P7 so liegen
alle Punkte des Sctenkels GrA auf derselben Seite TOE P.

Ebenen* welche durch. emeu Punkt 5 hmdtirehgelieii, warden

ein Ebenenbfindel genannt; der Punkt s heisst der Seheitel oder

Mittelpunkt des Blndels. Gelien die Ebenen P, Q} R, S durcli

den Punkt 5, so kann man sagen: die Ebene S liegt im Biindel

PQEy wenn die Ebenen P, Q, M nnr einen Punkt gemein haben,
auch P, Q, E werden

?,Ebenen des Biindels PQR" genannt Znr

Bezeictnung des Blindels dienen irgend die! ihm angelibnge Ebenen,
welche nur einen Punkt gemein haben

5
man kann aber das Bundel

PQM anch durch den fur den Seheitel emgefiihrten Buchstaben

bezeichnen.

Ebenen
;
welche (mehr als einen Punkt, mithin) eine Gerade G-

gemein haben, werden ein Ebenenbuschel genannt; die Gerade

G- heisst die Axe des Btischels, Gehen die Ebenen P, Q 9
E

durch die Gerade G
9

so sagt man: Die Ebene E liegt im Buschel

PQ, im Buschel Gr, u. s. w.

. Sind P, Q, R Ebenen eines Buschels (?, ferner GA und GB
Sehenkel resp, von P nud Q auf verschiedenen Seiten der Ebene

JK, ist endlieh GC der Schenkel v^n JR, welcher den Schnittpunkt
der Strecke AB nut E enthalt, so sagt man: Der Schenkel GrG

liegt gwischm den Sehenkeln GrA und GIB.

Die Schenkel GA, GB y GC, . . . auf den Ebenen des Buschels

konnen ebenso untersucht werden, wie im Strahlenbuschel die yom
Seheitel ausgehenden Schenkel. Werden die Punkte A

> J5, C be-

liebig angenommen, so ist es nicht nbthig, dass Yon den drei Sehen-

keln GA^ GSj GC einer zwischen den beiden andern liegt; davon

abgesehen gelten dieselben Beziehungen ;
wie fiir Punkte in einer

Geraden. Urn auch die eine Ausnahme zu beseitigen, ist es noth-

wendig und hinreichend, nur Schenkel auf derselben Seite einer

durch G gelegten Ebene zu betraehten. Es seien im Buschel G
die Ebenen P, Q, E, T gelegen; GA, GB, GC seien Schenkel

resp. von P, Q, E auf derselben Seite von T$ die entgegengeseteten

Schenkel seien GA, GB', GC'. Liegt alsdann der Schenkel G-C

zwischen den Scheukeln GA und GB
?
so wird auch GC' zwischen
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GA und GB' liegen; wir sagen Die Ebene E hegt zwischen

den Ebenen P und Q (Q und P) bei ausgeschlossener T,

oder: fur die Grenzebene T, und finden, dass auch T zwischen

P und Q hegt ftir die Grenzebene JR. Man sagt, P und $ werden

durch R und T (oder T und JB) getrennt, und kann die folgen-

den Satze aufstellen:

Liegen die 'Ebenen P, Q9 E, T in einem BuscJiel, so werden

entweder QE durcli FT getrennt, oder RP durch QT, oder PQ
durcli E T, und &wai schliesst jede dieser Lagen die leiden andern aus

Liegen die Ebenen P, Q, T in einem Buschel, so kann man in

ihm die Hbene E so waJilen, dass PQ durcli ET getrennt we* den

Sind in einem Ebeneribuscfiel die Ebenen PQ durch ernes der

Paare E T und STgefa&nnt, durcli das andere aber niclit, so werden

PQ durch ES getrennt In den andern Fatten werden PQ durch

ES nicht getrennt

Werden in einem Ebenenbuscliel die Ebenen PQ d^rch ET ge-

trennt, so werden auch E T durch P Q getrennt.

Die Eigenschaften des Strahlenbiisehels und des Ebenenbuschels

hangen rmt einander innig zusammen.

Es seien e und f Stralilen in derselben Ebene U und durch

den Punkt M, ferner P und Q Ebenen resp. durch e und f (von
U verschieden), endhch 6- die Durchschnittslinie der Ebenea P und

Q. Dann kann man das Strahlenbuscliel ef und das Ebenenbiischel

PQ auf einander beziehea, mdem man jedem Strahl des ersteren

die ihn enthaltende Ebene des letzteren zuordnet, und ist dadurch

im Stande, Eigenschaften von Strahlen des Biischels ef auf die

zugeordneten Ebenen des Biischels G und umgekehrt zu tibertragen.
Wahlt man in e den Punkt A behebig, so smd alle Punkte des

Schenkels MA im Schenkel GA der zugeordneten Ebene P ent-

halten-, man kann dem Schenkel MA des Strahls e den Schenkel

GA der Ebene P zuordnen. Wenn in
v
der Ebene U der Schenkel

MC zwischen MA und MJB hegt;
so hegt auch der Schenkel GO

zwischen GA und GrJ?
7
und umgekehrt. Der Strahl MC werde

mit #, die Ebene GC mit E bezeichnet; uberdies werde im Bilschel

ef em. vierter Strahl 7c, im Buschel PQ die zngeordnete Ebene T
angenommen. Liegen alsdann die Schenkel MA, JO, MC auf

derselben Seite von h, so liegen die Schenkel GA, G-B, GC auf

derselben Seite von T, und umgekehrt.

Liegen die Sehenkel MA, MB, MC auf derselben Seite von
"k und zwar der Schenkel MC zwischen den beiden andern, d, h.

werden die Strahlen ef durch g'k getrennt, so werden die JSbenen

PQ dwrch RT getrennt. Auch hiervon ist die Umkehrung nchtig.
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5. Vom StraMenMndel.

Zwei Geraden I, m in einer Ebene bestimmen, sobald sie einen

Pimkt geroein haben, em Strahlenbfmdel I in Nimmt man emeu
Punkt A ausserhalb der Ebene Im, so entsteht die Forderung, A
mit dem Scheitel des Bdndels I in durch eine Gerade zu verbmden,
d h. durch A den Strahl des Blind els Im zu legen. Diese For-

derung kann ohne Benutzung des Scheitels erftil It werden; die

Ebenen Al imd Am haben namlieh eine Geiacle A gemein, und A

i&t der durch A gehende Strahl des Bdndels Im.

Wenn die Geraden I und m in einer Ebene verlaufen, so ist

diese Construction ininier ausffihrbar, gleichviel ob die Existent

ernes Durchschmttspunktes von I und in bekannt ist oder uicht

Wircl aber noch em Punkt B ausserhalb der Ebenen Im
,
Al und

Am angenommen und die Durchschmttslinie der Ebenen Bl und

Jjin mit fc bezeichnet, so werden Ebenen IB und ^A bestiramt;

wenn I und in sich in S schneiden, so fallen die Ebenen AJ5 und

pA mit der Ebene ADC zusanimen, d. li. die Strahlen Jl und fi in

eine Ebene; man kann nun zeigen, class 1 und ^ auch
claun in einer Ebene liegen, wenn an den Geraden I und
in keine Du rchschneidung nachweisbar 1st.

Wir haben zunachst in einer Ebene die Geraden I und m. Auf

I wlihlen wir die Punkte A und J behebig und nehmen an, dass

in durch keinen Punkt der Strecke

AI3 hindurchgeht; wahlt man daiui

m in der Ebene Im clen Punkt Cf

,

""^
ausserhalb I und m, nicht mit A
und J:> auf derselben Seite von w,
so wird the Gerade AC zwisehen

^ A und 6Y

,
etwa in D, und die

Gerade Z>0 zwiaclien 13 nnd C
9

etwa in E> von m getroffen. Es
1 iegen und 1) auf derselben Seite

\,^ dor Geraden J.JB
?

abor J5 und C
auf verschiedenen, folglich B und

D auf versclneclcnen
?

cl h. die Ge-

raden AEnnd BD begegnen sich

m emem Puukto F zwisehen B
und D, der zugleich zwisehen A

und K liegen muss. Da A und 7) auf dorselben Seite der Geraden

OF liogen, Ji und J) auf verschicdonoii, folglich A und JB auf ver-

PAHOIC, Vorlesurigen. $
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schiedeneUj so beoegiien sich die Geraden I uncl OF in emem
Punkte <?.

Audi Z uncl I sollen in einer Ebene hegen, aber nicht link

m derselben Ebeue Ich iiehrae an, class auch 1 der Strecke AS
uicht begegnet, wahle m der Ebene II den Punkt JF', ausserhalb

I und A, niclit mit A und B auf derselben Seite von A, uncl be-

zeichne mit E' den Durchschnittspunkt von A und AF'
9
mit D'

den von A und 5JF", mit C' den von J.JT uncl SEf

. Es begt JS"

zwischen A und .F', D' zwischen B uncl JF'
?
C' zwisehen A und

D; auch G" zwischen 5 und JE' Die Geraden CC', DD', HE',
FF r

nenne ich lesp c, tf, e> f; keine drei liegen in einer Ebene,

aber die Paare cd
} ce, df, ef je in einer Ebene und schneiden sicli

uberihes; denn A und D f

liegen auf verschiedenen Seiten von c,

A uncl I) auf derselben Seite, folglich D und D' auf verschie-

denen; u. s. w Wenn nun m und k einer Ebene angeJibrcn^ so

geJicn die Geraden CF und C fFr

dwell einen Punkt
^ namUch G

Denn in der Ebene m& verlaufen dann die Geraden d uncl e, nicht

aber c ocler
/*; folglich ist cler Punkt cd mit ce^ df mit ef identisch,

und es existut em Punkt de, durcli welchen c und f hmduichgehen,
mithm eine Ebene cf, welche die Punkte C, F, C', F f

eiithalt
;

cler

Punkt G- liegt in clen Ebenen 1C' und CFC', also in ihrer Durch-

schnittslmie C'F'. Dnigekehrt: Schneiden stch dte Geraden CF
und G'F f

j
so gehoren m und 1 einet Flene an. Denn es geht

dann eine Ebene durcli die Punkte C, F, C'?
F'

}
oder durch die

Strahlen c und
/";

da d und e von cler Ebene ef ausgesehlosseii

sind, so fallt der Punkt cd mit df, der Punkt ce nut ef zusammen
in einen Punkt cf oder de, und die Punkte D

?
75

;
D'

;
E' fallen in

eine Ebene.

Nunniehr kann icli folgenden Satz beweisen : Wcnn die Strahlen-

pa(ire Im, lk
} ml, Ip, m{i jc durcJi eine IEl)ene verfamden werden,

die Ebene Im aber weder 1 nocli ^ enthalt, so w^rd auch I mit ^
durch eine Ebene verbunden. Die bisherigen Bezeichnungeu werden

beibehalten; wenn m oder A oder ^ der Strecke A3 begegnet , so

haben Z, m, A, p einen Punkt gemein ;
mithm A, und ^ erne Ebene;

es ist daher nur nocli der Fall zu betrachten, wo weder I nocli A

noch ^ der Strecke AB begegnen. In cler Ebene Ip wahle ich

den Punkt F rf

? ansserhalb I und ^ y
mcht mit A und J3 auf der-

selben Seite von [i, uncl construire E rf

als Durclischnittspunkl von

^ nut AF", D" als Durchschnittspimkt von ^ mit JJF", C" als

Durchschmttspunkt von AD" rail J3jE'
r

. Da m nnd A in einer

Ebene vorausgesetzt smd
?

so gehen die Geraden CF mid C' 1*"

durch 6^; da m und ^ ebenfalls m einer Ebene vorausgosotzt
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so gehen auch die Geiaden CF raid C"
'Fff

dureh G. Da hier-

nach die Geraden CrF f

und G'
1

'

F" sich schneiden, so existirt eine

Ebene Ajx.

In Folge dieses Satzes hat e& sich als vortheilhaft

bewahrt, den Begrlff des Strahlenbundels entsprechend
zu erweitern. Wenn die Strahlen efg paarweise dureh eine

Ebene verbunden weiden, aber nicht alle drei dureh eine Ebene,
oder wenn die Strahlen efg in einer Ebene enthalten smd und niit

einer von ihrer Ebenie ausgeschlossenen Geraden dureh Ebenen ver-

bunden werden kbnnen, so sagt man oline Eiicksicht darauf, wie

es sich mit den Durchschneidungen veihalten mag* g liegt im

Bundel ef} g ist em Strahl des Bundels ef u. s w.
;
auch e und /

heissen wieder Strahlen des Bundels ef". Schneiden sich e und

/",
so geht g dureh den Punkt ef und- ist em Strahl des Bundels

ef in deni bishengen, dem ,,eigentlichen
a
Smne, oder kurzer: em

Strahl des eigenthchen Strahlenbundels ef, welches noth-

wondig einen Scheitel besitzt.

Liegen die Strahlen g und h ^m Bundel ef, so liegen sie ^n

einer E~bene Beweis: Vorausgesetzt ist die Existenz der Ebenen

efy 9, fffj eh, A Der Fall, wo sowohl efg als efh je in einer

Ebene liegen ? erledigt sich von selbst; der Fall, wo weder efg
noch efli* in einer Ebene liegen ; erledigt sich sofort dureh den

letzten Lehrsatz. Nehmeii wir also an, dass etwa efg in einer

Ebene liegen, aber nicht efh] em gewisser Strahl /*; ausserhalb der

Ebene ef lasst sich dann mit jedem der Strahlen efg dureh eine

Ebene verbmden; nach dem letzteu Satze giebt es eine Ebene hkj

welche mindestens eine der Geraden ef ausschliesst, etwa e; da die

Strahlen g und h jetzt mi Bundel ek liegen, ohne in die Ebene

eh zu fallen, so findet der erwahnte Satz auf sie wieder Anwendung.

Lwgen cUeStrahlen g und h imSundel ef, so liegen e und f im Bun-
del gh. Beweis: Die Strahlen efgh liegen paarweise m einer Ebene.

Geht nun die Ebene ef weder dureh g noch dureh h, so liegt ent-

weder e ausserhalb der Ebene gh, oder egh in einer Ebene, dann

aber f ausserhalb dieser Ebene; beidemal ist e em Strahl des Bun-

dels gTiy ebenso /I Sind efg m einer Ebene, nicht aber efh, so

sind auch egh nicht in einer Ebene, d. h. e im Bundel gh?
ebenso f.

Smd endlieh efgh in einer Ebene, so lasst sich eine gewisse Gerade

h ausserhalb der Ebene ef mit jedem der Strahlen e, f, g dureh

eine Ebene verbmden; da h im Btindel ef, so lasst sich h auch mit

h dureh eine Ebene verbmden ,
und mail erkennt wieder e und /'

als Strahlen des Bundels gh.

Ist e ein von f verschiedfmcr Strahl des Silndels ef, so fallt
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das Sh alilenbitndel ef mit ef gusammen Beweis: Bedeutet g einen

Strahl des Bundels ef, so ist g entweder von e verschieden odei

mcht; im ersten Falle hegt f im Bundel ge'9
d h. g im Bunclel

e'f,

im zweiten Falle wird g ebenfalls em Strahl des Bundels e'f ge-

nannt. Jeder Strahl des Bundels ef gehoit also zum Bundel e'f

Ebeuso gehoit umgekehrt jedei Strati des Bundels e'f zum Bundel

ef, da e ein von f verschiedener Strahl des Bundels e'f ist.

Sind e und f bdiebige Stralilen des Bundels ef, so sind die

Bundel ef und ef identiscti Beweis: Der Strahl e ist minclestens

von eineni der Strahlen e und f verschieden, etwa von
/*,

die

Bundel ef und e'f fallen dann mit einander zusainmen, weiter auch

the Bundel e'f und e'f.

Bel der Angabe des Biindels ef darf ich hiernach e und f

durch beliebige Strahlen des Bundels ef ersetzen. Wir werden zur

Bezeichnung ernes Strahlenbundels bisweilen emen besonderen Buch-

staben benutzen; wenn das Bundel emen Scheitel besitzt (eigent-

liches Strahlenbundel), so wahlen wir fur Bundel und Scheitel den-

selben Buchstaben, so dass jede Bezeichnung des Bundels auch Be-

zeiehnung des Scheitels ist. Durch %wei beliebige Strahlen e nnd /

m einer Ebene Jcann man tin Bundel legen Ein solches Buudel

kann mit ef bezeichnet werden. Jedes Btindel tst dwell zwei be-

liebige ilim angelionge Strahlen lestimmt Auch beheblg viele

Strahlen eines Biindels werdeii ein Strahlenbundel genannt Solche

Strahlen werden paarweise durch Ebenen verbunden; umgekehrt

jedoch ist diese Eigenschaft nur dann entscheidend, wenn die Strahlen

nicht durch eme emzige Ebene verbunden werden konnen. Liegen
die Strahlen m einer Ebene

;
so muss es moglich sein

; jeclen von

ihneu mit einer und derselben ausserhalb ihrer Ebene befindliehen

Geradeu durch eme Ebene zu verbmden. Demnach sind Strahlen,

welche paarweise durch eme Ebene verbunden werden, aber mcht
in emem Bundel liegen, allemal in emei Ebene enthalten

Strahlen
;
welche m einer Ebene und zugleich in emem Bundel

hegen, werden em Strahfenbuschel genazmt 7
und msbesondere

ein eigenthches Strahlenbtischel, wenn sie einen Punkt ge-
mein haben Liegen efg in emem Buschel, so sagen wir: g liegt

im Buschel efy
u s. w. Zur Bezeichnung des Buschels in diesem

Sinne darf man zwei beliebige von semen Strahlen benutzen, emen
einzelnen Buchstaben, namhch den fur das Bundel eingefuhrten ;

nur dann, wenn die Ebene besonders angegeben ist.

Ziehen wir jetat zwei Strahlenbundel S und T in Betracht, Es
wird vorkonimeii

;
class beide Bundel einen Strahl g enthalten

;
donu
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wean eiue Gerade # gegeben ist, so kami man veischiedene Biindel

nut ilir construiren , aber ein zweiter Strahl li des Bundels S ist

menials in T gelegen Der Strahl g ist clurch die Angabe, dass er

zu den Bundeln S und T gehort
1

, eiudeutig bestimmt; ich will ihn

daher mit ST ocler TS bezeiehnen, gleichviel ob S und T auch

Punkte voistellen oder nicht Urn die Ausdrucksweise moglichst
ebenso ejnzunchten, wie wenn S und T Punkte waren, Will ich

sagen. S ist ein Strahlenbundel der Geraden g, das Bundel

S gehoit zur Geraden g, u. s. w. JDann ist jeele Gerade dwell zwei

beUebige von itwen Strahlenbiindeln "bestimmt Kann man aber m
zwei beliebige Strahlenbundel allemal eine Geracle legen? Diese

Frag6 kbnnen wir schon jetzt beantworten, wenn bei emem der

gegebenen Bundel em Scheitel bekannt ist, etwa bei T, im Biindel

S ninimt man zwel Strahlen an, I und m, nicht mit dem Punkte T
in emer Ebene, und erhalt den Strahl ST als Durchschnittslinie

der Ebenen IT und mT. In em beltehges und ein eigenfhches

Sit alileiibundel "kann man stets eine Gerade legen. Aber in dem
andern Falle konnen wn hier keine Antwort ertlieilen

Indem wir dazu iibergehen, drei Strahlenbundel S, T^ U zu

betrachten, miisseu wir uns von vornherein auf den Pall beschran-

ken, wo wenigstens fur ernes derselben em Scheitel bekannfc ist
;

etwa fur U. Die Strahlen SU und TU, welche alsdann immer

existiren und bestimmt smd
;
haben einen Punkt gemem, und man

kann durch sie eine Ebene legen. Damit diese Ebene nicht unbe-

stimmt bleibe
;
mussen wir voraussetzen

,
dass die Strahlen SU und

TU von einander verschieden, d h. dass S, T, U nicht Bundel

emer Geraden smcl Ich will die Strahlen SU, TU resp. mit e, f
und die Ebene ef nut P bezeichnen Die Beziehung der Ebene P
zum Bundel U ist folgende: P geht clurch den Scheitel des Bundels

27; wenn ich einen behebigen Punkt A der JEbene P mit U ver-

bmde
?

so ist der Strahl A U m der Ebene P enthalten. In ahn-

licher Beziehung steht die Ebene P zum Bundel S Sie ist durch

eiuen Strahl e des Bundels gelegt; nehme ich nun in P den Punkt

JB beliebig (nicht in e} und bezeiehne den Strahl BS mit g, so

existirt erne Ebene eg und fallt mit eB zusammen, d. h. g ist eine

Gerade von P; fur jeden Punkt B der Ebene P (der nicht Scheitel

von 8 ist) fallt also der Strahl B8 ganz in P.

Sobald die Ebene P einen Strahl des Strahlenbiindels S ent-

halt, wollen wir sagen: S ist ein Btrahlenbtindel der Ebene

P. Dana ist die soeben gemachte Bemerkung folgendermassen

auszudrdoken : Wenn B ein Punkt und S em Strahleubtmdel der

Ebene P ist, so liegt die Gerade US m der Ebezie P. Und wir
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schhessen aus der Definition. 1st g erne Gerade der Ebene P, so

ibt jedes Bundel von g ein Biinclel von P.

Wir inussen jetzt die Bundel 8, T, U Bundel der Ebene P
nemien, welche durch die Strahlen e und f gelegt worden ist. In

wet lelielige und Gin eigentliclies StraUenbundel Jcann man stets

eine Ebene legen. Erne solclie Ebene muss (bei der vorigen Bezeich-

nung) die Stiaklen S U und TV enthalten, welche yon einander

verschieden sind, wenn die Bundel 8
9 T, U niclit zu einer Geraden

gehoren. Eine Ebene ist lestmmit, wenn man von ilir 8wei belie-

bige und em eigentliclies Straldenbundd kennt und die drei Bundel

iiwlit $ii eine} Geiaden gelm&i. Sind S, T, U solche Bundel, so

bezeichne ich die durch sie bestimrate Bbene mit STU. Wenn
bei keinem der drei Biinclel em Scheitel bekaxmt ist, so konneu wir

hier mcht entscheiden, ob sie Bundel emer emzigen Ebene, tiber-

haupt Bundel einer Ebene smd.

Es hat sich voihm ergeben, class eine Gerade, welche nut einer

Ebene einen Punkt und em Bundel geniem hat, ganz in der Ebene

liegt Dieser Satz lasst sich dahin erweiteru, dass jede Getade y,

welehe imt einer Elene P mei Bundel S und T gemem hat, mr
Elene P gehwt. Nehme ich in der That den Punkt A in der

Ebene P beliebig (ausserhalb g) ,
so ist der Strahl AS von g ver-

sehieclen und bestimmt mit g, da beide mi Bundel S liegen, cine

Ebene, zu weleher die Bundel A, S und T gehoren, d. i. die Ebene

AST, welehe mit Pidentisch ist; folglich ist g erne Gerade vou P.

In em StraJiteribmdel S und durch eine Gerade g Jcann man
stets eine Elene legen. Denn smd A und If Punkte von g, so kann

man in die Bundel A, S und S eine Ebene legen Eine Elene

ist lestwmt, wenn man von ihr eine Gerade g und em mckt m der

Geraden gelionges JBundel S ~kennt. Denn sie enthalt (bei der vorigen

Bezeichnung) die Bundel A, B und S
Zwei Geraden, welche em Bundel gemem habcn, lassen sick stets

durch eine Ebene verbinden*

Pugeu wir noch hinzu : Jede Ebene ist dwell &wei leliebige von

iJiren Geraden bestimmt, und: Wenn &wei Ebenen ein eigentliehes

^Bundel gemein Jiaben, so liaben sie eine Gerade gemein, so sind jetzt

die Beziehungen zwisehen Punkteii, Geraden und Ebenen, welche

die Satze 4. 5. des ersten, und 2 9. des zweiten Paragraphen ent-

halten, in Beziehungen zwisehen Strahlenbundeln, Geracleu und

Ebenen verwandelt. Man sieht, dass nicht uberall den Puukteu

behebige Strahlenbiindel substituirt werden konnen; wo em Puukt

gegeben ist, hat man nicht bloss em Strahlenbtindel, sondern an

diesem auch emen Scheitel; niit clem eigenthchen Strahlenbiindel
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wird daher in gewissen Fallen mehr errelcht. Anders veihalt es

sich da, wo die Existenz von Punkten ermittelt weiden soil Wenn
man nicht naeh emem Punkte, sondern nach elnem Biindel fragt,
und darauf verzichtet, fiber den Sclieitel des Biindels etwas fest-

zustellen, so erhalt man eine Antwort in eimgen Fallen, wo die

Frage nach emem eigentlichen Biindel unbeantwortet blieb

Von zwei Geraden in einer Ebene, oder von emer Geraden

und emer Ebene konnten wn mcht bekaupten, dass sie sich immer
in emein Punkte schneiden. Aber em StraJilenlundel liaben swet,

Geraden in einet Ebene stets gemein. Und: Em Stralileribundel licit

die Gerade g nut der Ebene P allemal gemein, denn ist A em
Punkt der Ebene P ausserhalb der Geraden g, so geht durch A
eine Gerade

li,
welche zu den Ebenen gA und P gehort, also durch

g und li em Strahlenbundel, welches zu g und P gehort.

VVir konuten mcht behaupten, dass zwei Ebenen irnnaer Pimkte

gemein haben, oder dass diei Ebenen stets durch emen Punkt gehen,
selbst wenn sie sich paarweise duichschneiden. Aber gemewiscliaft-

liclie StraJilen'bundel lassen sick bet, $wei Ebenen P und Q stets er-

0cugen; denn ist g eine Gerade von $, so giebt es em Buudel,

welches zu g und P
3
mithin zu P und Q gehort. Freilich bleibt

es
?

so lange kem geniemsarnes ^igentliches Bundel bekannt ist,

unentschiedeii; ob die Ebenen eine Gerade gemein haben, d. h. ob

die geniemsamen Bundel zu emer Geraden gehoren Und: Drei

Elenen P
7 Q, E liaben e^n Sty alilenlmidd genmn, wenn &wei von

ilmen, Q und Jl, sicli diirchschneiden, denn die Ebene P hat out

der Geraden QE em Bundel gemein, und alle Bundel der Geraden

Qli sind Bundel von Q und 12.

Von dcm Versuche, Strahlenbimdel fui die Punkte emzufuhren,
werdeii die oben nicht genannten Satze der beiden ersten Para-

graphen mcht beruhrt. In diesen Siitzen tritt em auf drei Punkte

einer Geraden beziighcher Begriff auf, der sich mcht auf behebige

Strahlenbuudel emer Geraden ubertragt; von drei Punkten in emer

Geradon ist nanilich allemal emer
;?zwischen den beiden anclern^^

gelegeu. Ich konnte bei drei eigentlichen Strahlenbiindeln einer

Geraden imch emer entsprechenden Ausdrucksweise beclienen
;

ich

miisste sie jecloch gleich von vornherem auf eigenthche Biindel

beschraukeu, Demgemass wird die Verallgememerung ?
um die es

sich handelt
3
sich mcht auf solche Slitze erstrecken, zu deren For-

muhrung jener Bogriff oder aus ihm abgeleitete Begnffe erforderlich

amd, Dagegeri durfen wir ftir alle andoren Siitze von jetzt an die

VerallgemeiEeruugen nehmen, welche wir gewonnen habeii, und zu

deneu noch eiuige ueue Satze hmzugetreten smcl.
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| 6. Aiisgedelmtere Anwendung des Wortes ,,Pimkt".

Wir komiten auf dem Staudpunkte, den wir jetzt emnehuieii,

das Woit wPunkt" ganzlich entbehreu imd statt dessen bloss von

Stiahlenbiindeln (beliebigeu luid eigenthcben) sprechen. Wir konn-

teu claim eme Eeihe YOU Bezielmngen ,
zu denen wir allmahlich

gelangt smd
?

in eme viel geringere Anzabl von Satzen zusammeu-

fassen. Aber wenn die Daistellung bei einer solchen Aenderung
aa Ivlirze gewiunt, so wiiide sie zugleich an Anschaulzchkeit ver-

lieien, da clas Wort
, ;
SfaaHenbiindel" weit complicnteie Vorstel-

lungen veianlasst, als zur Auffassung cler geometrisclien Entwicke-

Imigen noting und forderhch ist.

DIeser Nachtheil wird vermiedeu, wenn man, statt den Ge-

biaucli des Woites Puukt aufzugeben, ihn vielmelir in derselben

Weise ausdebnt, wie es an dem Worte
;;
Strabileubundel" gezieigt

woiden ist Wir tieffen m der That die Bestirmnung, dass das

Wort
J;
Punkt" nicbt melir in der bishengen Bedeutung angewendet

werden soli, dass vielmehr nut der Aussage ,,das Stralilen-

bundel 8 geliort zur Geiaden^/" foitan gleichbedeuteacl
sem soil (lie Aussage ,,der Pnnkt 8 hegt in der Geracleu

g
u

,
uiicl dass, wo das Strablenbimdel S als em eigentliclies be^eicli-

net wird
;

aucli der Punkt S em eigenthcher Punkt genannt
weiden soil*). Der Ausdruck ;;eigeuthcher Punkta wird also von

nun an genau dasjenige bedeuten, was bisher unter Punkt aehleclit-

weg veistd-nden wmde; daduicli eben wird clas mit keiner luiheren

Bestiminung veisehene Wort j;Punkt
a m allgememerer Auweuduag

verfiigbar,

Liegt der Punkt S in einer Geraden der Ebene P, so sag!
man : der Punkt 8 liegt in der Ebene P Dies ist demnacli gleieli-

bedeutencl mit der Aussage: das Stralilenbiindel S geliort zur

Ebene P
Derselbe Vorgang wiederholt sich m cler Matbematik bei ztthl-

leicben ahnlichen Gelegenlieiten So ist man nach der allmaliliclien

Erweiteiuug des Begnfe, welclier mit clem Woite
;;Zahl" verbun-

clen wird
; genotlngt, den Ausdruck

7?
reelle positive gauze ZaW"

da anzuweuden, wo nn Anfange das Wort ,,Zabl^ ohne Zusate ge-

ntigte; man muss die Function, auf welclie das Wort

*) Yergl Stauclt, Geometric der Lagc 5, wo jcdocli als unoigcutbclio
Punkte uiir die sog. unoudlioh feruea Puukto dei Bukhdiaohen (joomctrio or-

scheanen. In umfassenderem Sinno bat ztiernt Herr F Klein ,,unoigenthcho
u

odei ^cleale" Puakte eangefuhrt, Math. Aim Bd 4 S. 6M, Bd.6 S, 131 u. Ul.
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sich urspriiiiglieli bezog, sp'aterhfn eiue ;;Potenz mit reelleni posi-
tiven ganzen Exponenten" ntenneu, u. s. w. Ziirzer wurde inau von

,,eigenthchen" Zahlen, ,,eigentlichen" Potenzen u s. w. sprechen.
Wie man aber nur bei reellen Zahlen die einen ,,grbsser" dls die

anclern nennt, so kann in der Geraden niu bei drei eigentlichen
Punkten clavon die Rede sein

;
dass einer ,,zwischen den beicleu

audern" hegt. Dieser Begriff uncl vor der Hand auch alle mit

seiner Zuziehuug definirten Begriffe bleiben inithin auf eigenthclie
Punkte beschrankfc Im Uebngen jedocli behalten die biskengeii
Definitionen uncl Bezeichnungen ihre Gultigkeit. Man sagt, dass

die Geraden g und h sich schneiden, sobald ein (und zwar nur

emj Punkt m beiden liegt, ohne dass em gememsehaftlicher eigent-

licher Punkt gefordert wird; man nennt Ebenen, welche emeu

behebigen Punkt geinein haben
?

ein Ebenenbundel, diesen Punkt

den Scheitel des Ebenenbilndels u, s. w.

An Stelle der Sutze 4. und 5. des ersteii und 2. 9. des zwei-

ten Paragraphen treten jetzt die folgenden.
1. Durch. einen behebigen und emeu eigentliclien Punkt kaiin

man stets eme Gerade zieheii

2. Jede Gerade ist dutch zwei behebige von ihren Punkten

bestinmit

3. Durch zwei beliebigo uncl einen eigentlichen Punkt kaun

man stets eme Ebene legen.
4. Jede Ebene ist bestimmt, wenn von ihr zwei behebige

uncl em eigenthcher Punkt gegeben smd uncl diese drei Punkte

nicht m geracler Linie liegen.

5. Eine Gerade, welche mit emer Ebene zwei Punkte geniem
hat

; liegt ganz in ihr.

6. Durch eme Gerade und emeu Punkt kann man alleinal eme

Ebene legen.

7. Eme Ebene ist bestiinmt, wenn man von ihr eme Gerade

und omen Punkt ausserhalb der Geraden kennt

8. Durch zwei Geraden, welche einen Punkt gemein haben
?

kann man immei eme JBbene legen.

9. Jedo Ebene ist durch zwei beliebige von ihien Geraden

bestammt,

10. Wenn zwei JBbeneu emeu eigeuthchen Punkt gemem haben,

so haben sie eme Gerade gemem
11. Zwei Geraden iu einer Ebejae haben stets emeu Punkt

gemem
12. Bine Uerade und eme Ebene haben stets emeu Punkt

gemem.
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13. Zwei Ebenen haben stets Punkte gemem.
14 Drei Ebenen, von clenen zwei sick in emer Geraclen

selmeiden, haben stets emen Punkt geniein.

Eine beliebige Gruppe von Punkten, Geraden und Ebenen

werde eine Pigur genannt; dabei werden nicht bloss eigentliche

Punkte zugelassen, sondern behebige. Jede Figur kann erweitert

werden. Es kbnnen entweder andere Punkte
; Geraden, Ebenen

nach Willkiir liinzutreten oder aus der Figur weitere Punkte als

Sclmlttpunkte ihrer Geraden und Ebenen, weiteie Geraden und

Ebenen durch Veibindung ihier Punkte und Geraden abgeleitet

(eonstiuiit) werden Das Gebiet dei Construction ist aber alle-

mal ein begrenztes, in welchem man ebene Flachen, geiade Slrecken

und eigenlliche Punkte tbeils gegeben vorfindet, tbeils nacli irgend

welchen Vorschnflen mit Benutzung der gegebenen Stucke ver-

zeichnet. Wird nun im Verlaufe der Construction ein Punkt E
als Durchschnittspunkt zweier Geraclen I und m definirt, zu deneu

Strecken jenes Gebietes gekoren, so brauclit em solclier Durch-

schnittspunkt mnerhalb des Gebietes nicht zu oxistireu, und wenu

er sich dort nicht vorfindet, so smd statt semei bei der Portsetzung

der Construction die ilm daistellenden Geiaden I und w zu ver-

wenden. Aber man muss beacLten, dass die Mbglichkeit, zwei

Punkte dmch erne Gerade odei drei Punkte durch erne Ebene zu

veibinden, nur feststeht, wenu wenigstens einei von ihnen em

eigenthcher Punkt ist.

Ob em Punkt im Verlaufe der Construction als eigenthcher

Punkt resultirt oder nicht, haiigt von der gegebenen Figur ab.

Bis jetzt verfugen wir nur liber em cmziges Mittel, erne solcbo

Frage zu entscheiden; dies ist dei 10. Lehrsatz des 2, der iiu

dntten und vierten Paragraphen noch andere Fassungcu erhalten

hat.

Die Figuren, an clenen wir bisher die Ableitung der LehrsStze

verfolgen konnten, bestehen aus eigenthchen Punklen, geraden

Strecken und ebeiien Flaohen, welche die Punkte, Geraclen und

Ebenen, um die es sich handelt, zur Darstellung bringeii. 1st von

drei eigenthchen Punkten A, H, C die Rede, welche m gerader

Lmie liegen ;
so nimmt man in die Figur erne Strecke auf, zu

welcher A, B, gehoren; soil der Punkt C zwischen den beiden

andern liegen, so bnngt man ihn sogleich in entsprechender Weise

au
;

u. s, w Wahrend des Beweises wird in der Begel eine Erwei-

terung der Figur nothig. Weim nun beispielsweise tirspruuglich

erne Gerade g und zwei eigentliche Punkte D und 1> m eiaer

Ebene mit g, aber auf verschiedenen Seiteu von g, vorkommeu
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und weiterhin auch die Gerade DE und ihr Bchnittpunkt F mit

der Geraden g in die Betrachtung aufgenommen werden, so ver-

merkt man erne Strecke der Geraclen DE und den eigentlichen
Punkt F in dei Figur. So wird jede in dem betreffenden Satze

gernachte Voraussetznng oder zum Beweise geforderte Construction

in anschaulicher Form festgehalten und die Uebersiclit liber alle

Beziehungen erleichtert, welche beim Anblick d^er Figur rascher in

das Gedachtmss zuiiickkehren und die Erfindungsfcraft lebhafter

auregeu, als auf anderem Wege.
Die Fortsetzung unseier Betrachtung bringt uns nun in die

Lage, Lehisatze, m denen beliebige Punkte vorkommen, durch

Figuren zu erlautern Jeder solche Punkt kann in der Figur als

eigentlicher Punkt angenoinmen oder bless durch zwei seiner Ge-

raden angedeutet werden. Demgemass kann man in Bezug auf

jeden solchen Punkt zwei Falle zur Darstellung bringen, und mit

der Anzahl dei Punkte wird die der darzustellenden Falle sich sehr

rasch verniehren . Aber es ist nicht immer nothwendig, auf die

veischiedenen Falle Rucksicht zu nehmen. Wo im Beweise selbst

inehrere Falle unterschiedeu werden, da mag man auch die einzel-

neu Falle an besonderen Figuren erlautern. Wird der Beweis jedoch
emheitlich gefulirt, so eiftillt eine Figur, welche irgend einen Fall

veranschaulicht, vollkommen ihren Zweck Denn die Zuziehung
der Figur ist uberhaupt nichts Nothwendiges. Sie erleichtert wesent-

hcli die Auffasstmg der in dem Lehrsatze ausgesprochenen Bezie-

huiigen und der etwa zum Beweise angewandten Oonstructionen
;

sie ist tiberdies ein fruchtbares Mittel, um solche Beziehungen und

Oonstructionen zu entdecken. Aber wenn man das Opfer an Muhe
mid Zeit nicht scheut, so kann man beini Beweise ernes jeden Lehr-

satzes die Figur fortlassen; der Lehrsatz ist eben nur dann wirk-

lich bewiesen, wenn der Beweis von der Figur vollkommen unab-

hangig ist.

Die Grundsatze kann man ohne eiitsprechende Figuren nicht

eimehen; sie sagen aus
;
was an gewissen. sehr emfachen Figuren

beobachtet worden ist. Die Lehrs'atze werden nicht durch Beob-

achtungen begriindet, sonclern bewiesen
5 jeder Schluss, der im Ver-

laufe des Beweises vorkommt, muss in der Figur seine Bestatigung
linden

;
aber er wird nicht aus der Figur, sondern aus einem be-

stimmten vorhergegaugenen Satze (oder aus emer Definition) ge-

rechtfertigi Ich habe die betrejBPenden Satze Aufangs immer genau

angegeben; aber auch da, wo die Angabe der Ktirze wegeix unter-

blieben ist, konnte ich, naich allemal auf einen bestimmten Satz

berufen. Wenn man von dieser Auffassung im Geringsten ab-
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weicht, so verheit* cler Smu des Beweisveifahrens ubeihaupt jede

Be&hmmtheil.

Bei Euklid sellen wh zwiseben den Gi imdsatzeu und Lehi-

sktzen ausserhch erne deuthche Tiennung vollzogen 1m eisten

Buche der Elemente steheii 35 Defimtionen an der Spitze; diese

sullen fur das eiste Bucli das voistellen, was wir em Yerzeichmss

der Grundbegnffe und abgeleiteten Beguffe uennen wiirden, jedoch

ohne scharfe Unteischeidung Sodann werden 3 Postulate und 12

Axionie angefulirt; diese 15 Satze &md als Gruudsatze zu betrach-

ten Ilmen lasst Euklid die Tlieoieme folgen, in der Memung
so darf man wohl annehinen ,

bis dahm Alles in JBereitscliaft

gesetzt zu liaben, wornit die Satze des eisten Buches bewiesen

weiden konnen. Aber schon dei erste JBeweis lasst die Unvollstan-

digkeit dei Sainnilung eikennen. Es handelt sich darum, zu zeigen,

dass (in enier Ebene) auf jeder geraden Strecke AS em gleicli-

seitiges Dreieck constrmrt weiden kann. *Zu dem Zweck wird (in

jener Ebene) um den Punkt A mii dem Halbmesser AS em Kreis

besclmeben
,
ebenso um den Punkt B^ voin Pnnkte (7, in welcheni

die beiden Kieise sicli schneideu, 25ieht man geiade Strecken nach

A und B. Fin jecles Glied des Beweises mid jede m ilun gebrauchte

Construction muss nun die Reclitfertigung erbracht werden, und

zwar mittels ernes vorher aufgestellten Satzes. Dass die beiden

Kreise um A und S nut dem Halbmesser AS existiren, folgt zn

der That aus dem dntten Postulat, wonach gefordert werdeu darf,

(in einer Ebene) um jeden Punkt iu jedem Abstaiido einen Kreis

zu besclireiben Dass die geraden Btiecken AC und SO existireii,

folgt aus dein ersten Postulate, wonach gefordeit weiduu darf, von

jedem Punkte nach jedem andern erne gerade Strecke xu zielien

Also beziiglicli der beiden Kreise und der beiden Strecken ist Euklid

im Btande;
die erfordeilichen Hmweise auf fruhere Batije zu gebeii.

Es ist aber
;
uuinittelbar nachdem die beiden Kreise eingefuhrt smd,

vom Punkte die Rede, in wclchem aie sich schueiden. Nuch

welcbeni Satsse existut em derartigej Punkt ? JBei Buklul lindet

sich keine daranf bezughclie Angabe, und diese Liicke kann aucli

aus semein Mateiial niclit ergauzt werden, denu es gekt dem erstcn

Lehrsatze keine Aussage voran, wonach jene Kreise sich schneidezi

inussen.
"

Wenn es also Buklid's Absiclit war, den Lehraatzen des ersteu

Buclies alle Beweismitlel voranzuschickeu, um sich spater bei jedem
Schlusse und jeder Construction auf dieselbeii berufen zu kbiincn, so

hat er seme Absicht nieht vollstandig eireicht Er hatto beispiels-

weise in Eiicksicht auf das erste Theorem den Saiz mat aufuehmen
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niusscn-
, ;
Zwei Kreise in einerEbene, deron jeder durch den Mittel-

punkt des andern hindurehgehfc, schneiclen sich"; dieser Satz musste
entweder em Axiom abgeben oder als Theorem auf einen Beweis

gestiitzt werden Dass hier die dem Satze vom gleichseitigen Dreieck

beigegebeiie Figur allem irregefiihit hat, erkennt man sofort, wenn
man den Beweis ohne die Pigur herzustellen versucht Nach wie
vor kann man dann die beiclen Kreise einfuhren, weil man uber
das dritte Postulat verfugt; urn jedoch von da weiterzukommen,
fehlt jede Handhabe, so lange man kerne Figur vor Augeu hat
Die Pigur freihch lasst nicht in Zweifel daruber, ob der Punkt C
existirt. Aber die Figur lasst auch die Existenz der Kreise um A
und J5 und der Strecken AC und SO nicht zweifelhaft, und doch
wird die Thatsache, dass solche Kreise und Strecken moglich smd,
besonders ausgesprochen nnd angefuhit Mit welchem Rechte wer-

den nun von den Thatsachen, anf denen die Consti notion beruht,
und welche kanm in veischiedenem Grade einleuchtend und durch

einfache Beobachtungen verburgt smd, die emeu ausdriicklich for-

muhrt, die andern aber nicht?

Zwischen den BeweisgrUiiden, welche in der Anwendung fiuherer

Satze und Definitionen bestelien
;
und andern ngendwelcher Natur

werden wir nicht versuchen
;

erne Grenze zu ziehen was schwerhch

gelmgen durfte
;

sondern wir werden nur diejemgen Beweise

anerkennen, in denen man Schritt far Schntt sich auf vorhergehende
Satze und Definitionen beruft oder berufen kann. Wenn zur Auf-

fassung ernes Beweises die entsprechende Figur unentbehrhch ist,

so genugt der Beweis nicht den Anforderungen, welche wir an ihn

stellen
, Anforderungen, welch^ erfullbar sind, bei emem voll-

kommenen Beweise ist die Figur entbehrlich Nicht bloss in der

von Eukhd uberlieferten b^orm tragen zahlreiche Beweise der Geo-

metne jene Qnvollkommenheit an sich, sondern auch nach den

vielfachen Umgestaltungen , welche sie im Laufe der Zeit erfahren

habenj nur dass bei Eukhd die Irrthiimer rein zu Tage treten und

nirgends durch Worte verhtlllt sind. Man darf nicht einweiiden,

dass haufig, ohne Anfertigung der Figur ?
dutch ihre blosse Vor-

stellung der Zweck erreicht werden kann Die vorgestelite Figur

ist nur zulassig, sofern sie mit einer wirkhchen tiberemstimmt.

Aber selbst wenn irgend erne der Embildungskraft allein entstam-

mejide Figur Berechtigung hatte, so waren wir nicht der Verpflich-

tung iiberhoben
;
von den aus ihr entnommenen Beweismitteln sorg-

f'altig Rechenschaft zu geben*).

*) S. nooh 12 Schhiss
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Sobalcl man cler Figur kerne andeie, als die eben beschriebene

Rolle zugesteht, geniigt uberall, wo in Leiirsatzen und Beweiseu

nicht mehrere Falle untersehieden werden, eine einzige nacli Be-

heben entwoifene Figur Demgemass wird roan unbedenklich ,
wo

beliebige Ptmkte vorkommen, diese in den Figuren nacli Mbglich-

keit durch eigentliche Punkte wiedergeben, selbst dann, wenn es

sich gerade urn den Fall der eigenthclien Punkte niclit handelt

Dass z. B. drei Geraden den behebigen Punkt G gernein haben

sollen, kann ich wirksam m cler Figur nur anbringen, mdeni icb

G- als eigenthclien Punkt annehme, und es ist mir allemal nur

darum zu thuu, die wirksamste Figur zu benutzen. Freiheh muss

dann nut urn so grosserer Vorsicht geprdft werden, ob die einzel-

nen Punkte sich durch Zufall oder mit Nothwendigkeit als eigent-

liclie ergeben haben

7. Ansgedelmtere Anwendung des Wortes Gerade".

Die bisliengen Eroiterungen haben nicht entsclneden, ob man

dureli zwei beliebige Punkte eine Gerade ziehen kann, ob gemem-
schaftliehe Punkte zweier Ebenen m einer Geraden hegen, ob erne

Ebene dureh drei beliebige ihr angehorige und nicht in einer Ge-

raden enthaltene Punkte bestimmt ist, ob man durch drei beliebige

Punkte eine Ebene legen kann Die drei ersten Fragen hangen

mit einander eng zusammen und sollen jetzt in Erorterung gezogen

werden; die vierte bleibt dabei zu besonderer Untersuchung vor-

behalten.

* Es seien A und B beliebige Punkte. Weim ich einen eigenthclieu

Punfet D znziehe, so dass ABD nicht in gerader Lime hegen, so kann

Fig 12

ich durchAD eine bestimmte Ebene P legen 5
wenn ich einen eigent-

hehen Punkt E ausserhalb der Ebene P annehme, so geht auch durch

ABE keine Gerade, folglich eine bestimmte Ebene Q hindurch.
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Die Ebenen P und Q konnen eine Gerade g geniein haben; ist

dies der Fall, so existirt ein Ebenenbtischel PQ mit der Axe g.
Dureh den beliebigen Punkt F, der nlclit zugleich in den Ebenen
P und Q liegen soli, geht alsdann eine und zwar nur eine Ebene
des Buschels hmdnrch, welche I? heissen mag. Wenu icli micli
nun auf emeu eigentlichen Punkt F besehranke

,
so kann ich die

Ebene E herstellen
;
ohne die Axe des Ebenenbtischels zu benutzen;

iigend zwei den Ebenen P und Q gemeinschaftliche Pimkte A und
B geniigen, urn mit F zusammen die Ebene Ii! zu bestimnien.
Audi wenn die Existeuz einer den Ebenen P und Q gemeinscbaft-
lichen Geraden nicht feststeht, ist die fur die Ebene It* angegebene
Construction ausfulirbar. Aber es entstelat die Prage, ob das Er-

gebniss der Construction unter alien Unistanden von den benutzten

gememschaftlichen Punkten der Ebenen P und Q unabhangig ist,
d. h wenn ADC drei solche Punkte smd, ob die Ebenen ASF
und AGF immer zusammenfallen

?
ob also die Punkte ASCF

imrner in einer Ebene liegen. Dass dies in der That zutnfft, lasst

sich beweisen.

Fig 13.

Mit A$C werden drei beliebige, zu zwei Ebenen P und Q
zugleich gehorige Punkte, mit F ein nicht in jenen Ebenen entbal-

tener eigentlicher Punkt bezeichnet; weder ABF nocb. AGF noch
IBOJf liegen also in emer Geraden. Icli nehme den eigentlichen
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Punkt a in der Ebene Q behebig, nieht in P zugleich (so dass

weder Alia noch ACa noch 13Ca m geiader Linie liegen), so-

dami den eigentliehen Punkt ft
in der Geiaden aC (von C ver-

schieden), rait a auf derselben Seite der Ebene P; die Geraden A ft

und Ba smd von einander verschieden und treffen sich in eineni

Punkte y. Obgleich nur a und
ft eigentliche Punkte zu sem biauehen,

und gerade der Fall, wo unter den Punkten ABC sich em eigent-

licher befindet, uns nicht interessirt, so tragen wir doch kein Be-

denken, auch die Pankte ABCy in den zur Erlauterung dienenden

Piguren als eigentliche anzunehmen, in Hinbhck auf die der Figur

zukonimende, nur nebensachliche Bedeutung
Die Punkte a und ft liegen auf derselben Seite von P; auf

der andern Seite nehme ich den eigentliehen Punkt K (nicht m Q)

Dann wild die Ebene P von der Geraden Ka in einera eigent-

liehen Punkte a zwischen K und a, von der Geraden Eft in einem

eigentliehen Punkte b zwisehen K und ft, von der Geraden K<y in

eiueni Pnnkte c getioffeu Die Punkte Ale befinden Rich zugleich

in tier Ebene Kfiy (iilimlich lesp in den Geraden /3y, Eft, Sy),
die Punkte Bca in cler Ebene K<ya}

die Punkte Cab m der Ebene

Kccft. Da a und b eigentliche Punkte sind
;

so folgt Ineraus, dass

sowohl Abe als 1J c a und Cab je in einer Geraden liegen
In der Ebene P wahle ich jetzt den eigentliehen Punkt L

beliebig, jedoch ausserhalb dei Ebene Q und der Geraden be, ca,

ab
?
ferner in der Ge-

/ raden aL clen eigent-

liehen Punkt a' zwi-

schen a und L. Darin

sind in derEbeneaJSTjC

die Punkte a uncl ct'
9

folglich die Gerade aa
r

entbalten, welche niclit

zwischen a und A",

wohl aber zwischen a

und Lj demnach auch

zwischen K und L
hmdurchgeht, d h. die

Gerade KL wird von

a a in einera eigent-

Flff u lichen Punkte M zwi-

schen K und L uber-

schntten. Den Punkt M kann ich in gleicher Weise
;
wie dies mit

K geschehen ist
;
veiwenden

;
indorn ich die Durchsclnntfepunkto
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der Ebene P mit den Geraden Ma, M0, My aufsuche Da nam-
lich K unrl If auf derselben Seite der Ebene P liegen, aber K

j
uad a auf verschiede-

> denen Seiten, so finden

sich weder M und a

noch Jf und ft auf der-

selbeu Seite vor. Folg-
lich wird die Ebene P
nicht bloss von der Ge-

raden Ma im eigent-
lichen Punkte a'

9 son-

dern auch von der Ge-

raden Mft in eineni

eigenthchen Punkte V
getroffen , und zwar

liegt a in der Geraden
aL zwischen a und L

}

V in der Geraden bL
(namhch ILV in den Ebenen P und ftKM) zwisehen I und L (da
in der Ebene IKL die Gerade Mft zwischen K und i, aber nicht
zwischen K und b hindurchgeht). Endlich wird die Ebene P von
der Geraden M <y in emem Punkte c

r

getroffen, welcher ztir Geraden
cL gehort (namlich cLc zu den Ebenen P und yKM) Sowohl
AVc' als Be' a' mid Ga'V liegen demnach in geraden Lmien, und
die Strahlen tea, 66', cc' laufen im Punkte L zusammen. Die in
der Ebene P jetzt zu Stande gebrachte Figur enthalt die Punkte

A, B, C als Durchschnittspunkte der Geraden be, ca
f

a~b mit resp.

6V, c'a', a 1) und liefert mit Zuziehung der Punkte K und M die

in der Ebene Q angenoninienen Punkte
, /J, y als Durchschnitts-

punkte der Strahlen JTa, JST6, ^Cc mit resp. Ma', MV ,
Me.

Der eigentliche Punkt F wird ausserhalb der Ebene P voraus-

gesetzt. In der Verlangerung der Strecke aF iiber F hmaus nehme
ich den eigenthchen Punkt N (Fig. 16); clann ist in der Ebene afLN
die Gorade aF gelegen und begegnet der Geraden LN m emem
eigenthchen Punkte zwischen L und JV; die Strahlen Oa und
Na' sclineiden sich im eigenthchen Punkte F In der Ebene VLN
befindet sich der Strahl Ob und tnfft den Strahl NV m eineni

eigenthchen Punkte G* zwischen V nnd N. Die in der Ebene dLN
verlaufenden Strahlen Oc und Nc endlich liefern einen Durch-

schnittspunkt H. Die Punkte F, G, H lassen sich durch die Ge-
raden <?J5T

; HF, FG verbinden. Da die Ebenen Obc und NVc'
die Punkte AQH, also auch die Gerade GH gemein haben, so

:, VorlenuTigon. 4
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liegt A in der Geraden GH\ ebenso liegt B in der Geraden HF,

C in der Geraden FG, und die drei Geraden smd von emander

versehieden Die (lurch

.-2V die Punkte FGH be-

stinimte Ebene um-

fasst also die gegebe-
31en Punkte ABC, und

es smd daher die Ebe-

\

mit emander identisch,

was zu beweisen war

Man kann dem Er-

gebniss folgende Fas-

sung ertheilen. Weun
drei Ebenen P, <?, It

'zwei Punkte A, JJ go-

mem haben, so istje-

der gemeinsehaftliehe
Punkt von zweien auch

m der dritten Ebene

enthalten. 1st namlich

der Punkt C den Ebe-

nen P und Q gemein,
F em cigentliclier

Punkt cler Ebene Ji

(nieht in P oder Q), so fallen die Ebenen ABF und ACF zu-

saminen, d. h C in die Ebene J?. Ueberhaupt: Wenn drei oder

mehr Ebenen (lurch zwei Punkte gelegt smd, so gehea durch jeden

Punkt, welch er zu zweien gehort, auch die tibrigen Ebenen Inn-

dureh.

In Erweiterung der bisherigen Definition wertlon

wir jetzt, wenn drei Ebenen P
; Q, Ji zwei Punkte gemein

haben, immer sagen: die Ebene li liegt im Ebcnon
bUschel PQ] gleichviel ob iiber die Durchschneidung dieser Ebe-

nen in emer Geraden etwas feststeht oder nicht. Haben die Ebenen
P und Q eine Gerade gemem, so sagen wir: Ji liegt im ea gent-
lichen Ebenenbiischel PQ Aber auch wenu die Durchschnei-

dung von P und Q in emer Geraden nicht feststeht, kann man
durch jeden eigenthchen Punkt F eine und zwar nur eine Ebene

hindurchfahron, welche
, ;
im Btischcl PQ liegt"; Bind mimlich A

und B gemeinsehaftliehe Punkte von P uucl Q, so fiillt die Bbene
ABF mit R zusammcn. Die Pnnklo A und B smd

Fig 10
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hche Punkte fur zwei mi Buschel PQ beliebig angenoniinene Ebe-

nen, und indem wir die Benennung ;,Ebenen des Buschels PQ te

auf P und Q selbst ausdehnen, diirfen wir sehhessen, dass dwell

gioei beliebige Ebenen stets em Ebeneubusckel gelegt werden ltann>

und dass das Ebenenbusclid durcli irgwd #tm ilim angelionge Ebenen

"bestmimt wird.

Zur Bezeichnung ernes Ebenenbiischels wird aueh em beson-

derer Buchstabe benutzt; beim eigentliclien Ebenenbfischel halten

wir daran fest, dass jede Bezeiclinung des Buschels zugleich flii

die Axe gilt. Irgend em Ebenenbtischel werde mit g bezeielanet

Em Punkt, der zu zwei Ebenen des Bilsciiels g gehort, ist gemein-
schaffchcher Punkt aller Ebenen dieses Btischels, wir nennen ihn

emen Punkt des Ebenenbiischels g Jede Ebene, welche durcla

zwei Punkte des Biischels g gelegt wird, ist eine Ebene des Buschels

g und enthalt somit alle Punkte dieses Buschels. Wenn g em

eigenthches Ebenenbuschel bedeutet, d h. wenn g die Benennung
einer Geraden ist, so erkennt man die Ausdriicke

;;Puukt der Ge-

raden g" und
,;
Punkt des eigenthchen Ebenenbiischels g" als iden-

tisch, ebenso die Ausdriicke ,,Ebene durch die Geracle g" und ^Ebene
des eigenthchen Ebeuenbiischels g".

Demnach kbnnten wir von jetzt an auf das Wort ;;Gerade"

ganzlich verzichten und statt clessen bloss von Ebeneubuscheln (be-

hebigen und eigenthchen) sprechen. Weit zweckmassxger ist es

jedoch 9
den Gebrauch des Wortes

;;
Gerade" m derselben Weise

auszudehnen, wie es bei deni Worte ??
Ebenenbtischel" bereits ge-

schehen ist Wir werden also das Wort ,,Gerade" nicht mehr in

seiner bisherigen Bedeutung anwenden, sondern wir clefiniren

die Ausdrucksweise A ist ein Punkt der Geraden g"
als gleichbedeutend init

, }
A ist ein Punkt des Ebenen-

biischels g". Wenn zugleich festgesetzt wird, dass die Gerade g
eine eigenthche Gerade genannt werden soil, sobald g em

eigentliches Ebenenbuschel ist, so tritt fortan der Ausdruck ,,eigent-

liche Gerade" an Stelle des Woites ,,Gerade" ohne Zusatz } welches

eine andere Verwendung gefunden hat Dadurch sollen aber, von

der schon beim Strahlenbtindel besprochenen Ausnahme abgesehen,
die bisherigen Definitionen und Bezeichnungen ihre Giiltigkeit nicht

verlieren, Beispielsweise nennen wir behebige Geraden (Strahlen)

durch einen Punkt em Strahlenbiindel
;
wenn alle Punkte der Ge-

raden g in der Ebene I? liegen, so sagen wir: die Gerade g hegt

m der Ebene JR, u. s. w.

Die mi vorigen Paragraphen axifgestellten Satze smd jetzt der

Erweiterung fahig; nur der dritte
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1 Durch zwei Puukte kann man stets erne Gerade legen.

Denn legt man die Ebenen P und Q durch die Punkte A und

B?
so smd A und I? Punkte des Ebenenbtiscliels PQ, also Punkte

emer Geraden".

2 Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten

bestimmt.

Smd namlieh A und B Punkte der Geraden g, d i. Punkte

des Ebenenbuschels gr, so ist dieses Biischel durch die Punkte A
und JS bestimmt.

3. Durch zwei beliebige und emeu eigenthchen Punkt kann

man stets eine Ebene legen

4 Jede Ebene ist dureh diei beliebige von ihren Punkten,
welche nicht in gerader Lmie liegen, bestimmt.

M a. W.: Wenn drei Punkte in zwei Ebenen hegen, so hegeu
sie lii einer Geraden.

5 Eine Gerade, welche mit emer Ebene zwei Punkte geinein

hat, liegt ganz in ihr

M a. W : Eine Ebene
?
welche zwei Punkte eines Buschels ent-

halt, geht durch alle Punkte des Buschels.

6. Durch eine eigenthche Gerade und emen beliebigen Punkt,

sowie durch eine behebige Gerade und einen eigenthchen Punkt

kann man allemal eine Ebene legen.

7. Jede Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade

und emen Punkt ausserhalb der Geraden kennt.

8 Durch eme beliebige und eine eigenthche Gerade, welche

emen Punkt gemein haben, kann man immer eme Ebene legen.

9 Jede Ebene ist durch zwei behebige von ihren Geraden

bestimmt.

10. Jede Gerade, welche einen eigenthchen Punkt enthalt, ist

eme eigentliche Gerade.

1L Zwei Geraden m emer Ebene haben stets emen Punkt

gemein.
Beweis: In der Ebene P seien die Geraden e und f gelegen ;

durch irgend einen eigenthchen Punkt M ausserhalb der Ebene P
lege ich die Ebenen eM und fM. Da die Ebenen vM und fM
sich m einer eigenthchen Geraden schneiden, so haben die Ebenen

eMj fM und P einen Punkt N gemein. Der Punkt N hegt in der

Geraden e (n'amlich in den Ebenen rM und P) und in der Geraden

f (namlieh in den Ebenen fM und P).
12 Eme Gerade und eme Ebene haben stets einen Punkt

gemem.
Beweis: Ist die Gerade h und die Ebene P ge#ol>on (h nicht
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iu P), uncl wlrd irgend eme durch Ji gelegte Ebene nut Q, das

Ebenenbuschel PQ mit g bezeichnet, so sind g und 7^ Geraden der

Ebene Q und sehneiden sich demnach. Der Punkt gh 1st der

Geiaden fa und dei Ebene P gemeui.
13. Zwei Ebenen haben stets eme Gerade gemein
Beweis: Durcli die Ebenen P und Q kann man em Ebenen-

buseliel PQ legeu. Wird dieses mit g bezeichnet, so sind P und

Q , ;
Ebenen dureh die Gerade g" zu nennen.

14. Drei Ebenen haben stets einen Pankt oder eine Geiade

gemein
Beweis: Von den Ebenen P, Q, Pi liefern irgend zwei eine

Durchschnittslinie, etwa P und Q die Gerade g. Diese liegt ent-

weder in der Ebene I? oder hat mit ihr einen Punkt gemein Iin

letzteren Falle ist gE der Schnittpunkt der Ebenen P, Q, E
Abgesehen vom zehnten Satze, liaben wir kein Mittel, um zu

entscheiden
;

ob eme gewisse Construction zu einer eigenthchen
Geraden fuhren muss oder nicht Jell wende dabei das Wort Con-
struction in erweitertein Smne an

;
wie auch der Sinn des

Wortes Figur eme Erweiterung erfahrt, indem ich namlich

statt der eigenthchen Geraden jetzt auch behebige Geraden izulasse

Eme Gerade giebt man darch zwei von ihren Punkten oder Ton

iliren Ebenen an. Durcli die Begegnung zweier Geraden in einer

Ebene, oder einer Geradeu und einer Ebene
;

oder dreier Ebenen
werden neue Punkte

?
durch die Verbindung zweier Punkte oder den

Schuitt zweier Ebenen werden neue Geraden emgefulirt; nur zur

Herstelluug von Ebenen konnen wir nicht beliebige Elemente ver-

wenden, sondern mussen liber einen eigenthchen Punkt oder eme

eigenthche Gerade verfugen. Aber uberall, wo kerne eigentliclie

Gerade gefoidert wird, kann man von der Geraden selbst absehen

und mit zwei Punkten oder zwei Ebenen, welche ihr angehorea;

operiren. Die Nothwendigkeit eines
'

solchen Ersatzmittels kann

durch die beschrankte Ausdehnung des Constructionsgebietes her-

beigefiihrt werden.

Kach den Erbrterungeu, niit deneii der vorige Paragraph ge-

aclilosseii wurde, bedarf es kaum noch der Erwahuung, dass man

uberall, wo die Betrachtung durch Figuren erlautert wird, in dieseu

statt behebiger Geraden eigentliche anwenden darf und nach Mbg-
lichkeit auch anwenden wird, weil die Figuren alsdann ihren Zweck

nur um so besser erfiillen. Diesen wichtigen Vortheil hatte man
der Geometric nicht zuganghch machen konneu

?
"wenn man die

Anwendung der Worte ,,Punkt" und
;;Gerade" nicht in der Aus-

durchgefuhrt hatfce, welche sich als zulassig darbot uud
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zunachst durch eine erhohte Geschmeidigkeit der Spracbe be-

wahrte

Erne gewisse Gattung von Satzen ist auf eigentliche Punkte

imd eigenthehe Geraden beschrankt geblieben, weil nur von drei

eigentlichen Punkten m einer Geraden gesagt werclen kann, dass

emer zwiseben den beiden andern hegt. Em Theil jener Satze

enthalt aber nieht den der Ausdehnung sieh entziehenden Begnff
direct, sondern den abgeleiteten Begnff getrennter Paare. Dieser

letztere erweist sick nun der Uebertragung in deoaselben Umfange
fahigj wie die Begriffe des Punktes, der Geraden und der Bbene

selbst
?
und id will ihn jetzt fur beliebige Punkte in einer belie-

bigen Geraden bilden. Der Uebertragung auf beliebige Punkte in

einer eigentlichen Geraden stand schon im vorigen Paragraphen
nichts im Wege-, sie wiirde jedocb eine Wiederholung derselben

Betrachtungsweise an der gegenwartigen Stelle uns nicht erspart

haben

In einer beliebigen Geraden Z werden die Punkte ASCD an-

genonimeu. Versteht man unter M. und M' eigentliclie Punkte

ausserhalb der Geraden I, unter

7" und U' die Bbenen IM und

IM\ unter efgli die eigentlichen
titrahlen MA, MB, MC, MD
in der Ebene 17, unter efg'li die

eigentlichen Strahlen M'A, Jf^JB,

M'C, M'D m der Ebene U', so

werden entweder fg durch eJi

oder ge durch fh oder ef durch

gli getrennt. Ich uehme an, dass

ef durch gh getrennt werden, und ftihre den Nachweis, dass alsdann

auch ef durch g'h' getrennt werden. Dieser Nachweis ergiebt

sieh aus den am Bnde des 4 gegebenen Satzen zunachst fur den

Fall, wo die Ebenen U und U' von emander verschieden sind,

Bezeiehne ich dann die durch die eigenthche Gerade MM' gehen-
den Ebenen ee, ff, gg\ "hV mit PQRS}

so werden nach dem vor-

letzten Satze des 4 die Ebenen PQ durch RS
9
mithm nach dem

letzten auch die Strahlen ef durch g'h' getrennt, Wenu die Ebe-

nen U und U' in eine einzige zusammenfalien
;

so wird ausserhalb

derselben ein eigenthcher Punkt M" angenommen und durch die

Strahlen e"f"tf'h" mit ASCD verbunden. Wir wissen jetet;
dass

e"f" durch g W getrenut werden, und konnen daraus das behaup-
tete Verhalten der Strahlen e'fg'h' scliliessen. Die Erschemimg,
dass die Strahlen MA, MB durch die Strahlen MO, MD getrennt
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werden, ist dernnach von der Wahl des eigenthchen Punktes M
unabhkngig und hat erne Spaltung der m der Geraden I angenom-
inenen Punkte ASCD in zwei Paare AS und CD zur Folge.

Diese Spaltung fallt mit emer sehon betraehteten zusammen,

sobald ASCD eigentlicke Punkte smd. Alsdann ist namhch I

eine eigentliche Gerade; gehorten in ihr die Punkte C und D zur

Stieeke AS, so lagen die Sclienkel MC und MD zwischen den

Schenkeln MA und MB, und e& waren ef nielit duich gli getrennt

Also liegen C und D nieht beide mnerhalb der Stiecke JLJ3; eben-

sowenig konnen beide ausserhalb dieser Strecke liegen; es wird

sieh vielmehi der erne Punkt inneihalb, der ancleie ausserhalb der

Strecke befinden, d. h die Punkte AS werden durch CD getrennt.

Dadurch wird es nahe gelegt, in emer beliebigen Geraden

uncl fur behebige Punkte zu sagen, dass AB durch CD ge-
treunt werden (oder dass C zwischen A und S hegt bei aus-

geschlossenem D, fur den Grenzpunkt D), sobald unter Zuziehung

eines eigenthchen Punktes M ausserhalb jener Geraden die Strahlen

MA, MS durch MC, MD getrennt smd. Indem wir diese Aus-

diucksweise eiufuhren, dilrfen wir alle Satze, welche von getrennten

Punktepaaren in emer Geraden handeln und von nichts Anderem,

auf beliebige Punkte in emer beliebigen Geraden m vollem Um-

fange iibertragen

Liegen die PwJste ABCE in emer Q-etaden, so werden end-

wedw SC (lurch AE gefoennt, oder CA durch SE, oder AS durcli

OS, und &war schliesst jcde die$e> Lagen die leiden andern aus

L'icgen die FunUe ASE in emer Geraden, so kann nan ^n

iht den Pimkt C so wahkn, dass AS dwell CE getrennt werden.

jSind in emer Geraden die Piinlde AS durch ernes der Paare

CE will DE getrcnntj dwoh das andere aber mcM, so sind AS
durch CD yefoennt. In den andern Fallen wet den AB durch CD
niclil getrennl.

Werden in emer Geraden die Punlte AB durch CE getrennt^

ho werden auch CE durch AB getrennt.

8. Ausgcdehntere Anwendung des Wortes ,,El)ene".

Durch die Satze 3 6* 8. des vongen Paragraphen wird die

Frage veraulasst, ob man durcli drei Punkte, durch erne Gerade

und eiuen Punkt, durch zwei einander schneidende Geraden erne

JBbeae legen kanu, ohne liber einen eigentlichen Puakt oder eine

eigentliche
Gerade m verfugen. Es seien ABC beliebige Punkte,

nicht iu gerader Lime. Wenn durch ABC eine Bbene hindurch-
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geht, so smd AS, AC }
BC Geraden dieser Ebene, welche auch

durch die Gerade AS und den Punkt C oder durch die Geraden

AB und AC bestimint wird; nehme

ich in der Geraden AB den Punkt D
(yon A und B verschieden) und in der

Geraden AC den Punkt E (von A und

G verschieden, also D von E
%
verschie-

den), so ist unter derselben Voraus-

setzung auch DE erne Gerade jener

Ebene und muss der Geraden BC in

eineni Punkte begegnen leli werde jetzt nachweisen, dass dieses

Verhalten der Geraden BC und DE Ton der Existenz emer durcli

ABC gehenden Ebene unabMngig ist, d. h, dass die 'Geraden BC
und DE sich unter alien Umstanden schneiden.

Zum Beweise*) nehme ich erne eigentliehe Gerade zu Hulfe,

welcLe keiner der Tier Geraden AB, AC, BC, DE begegnet, und

in inr die elgentliclien Punkte KLM
derart, dass ABC weder mit K noch

mit M durch Ebenen verbundeu werden

konnen. In der Geraden MA wahle ich

den eigentliehen Punkt a (von M und

A verschieden) und bezeichne den Durcli-

schnittspunkt der Geraden KA und La
in der Ebene AKM mit a. Encllich

lege ich durch a eine Ebene P, welche

kemen der bisher erwahuten Puukte ausse-r a enthalt. Die Ebene

P wird vom Strahl KA in a getroffen, sie mag Ton den Strahleu

KB, KC, KD, KE m den Tunkten 5, c, d
}

e iiberschntten wer-

den. Diese Punkte smd unter emander und von den vongen ver-

schieden; abc liegen nicht m gerader

Lime*, dagegen liegen abd in emer Ge-

raden (in den Ebenen P und ABS)}

ebenso ace (HI den Ebenen P und ACK)
Smd a'Vc ffe die Durchsclmittspunkte

der Ebene P mit den Strahlen MA> MB,
MC, MDj ME, so sind auch die Punkte

aHS <!$ d unter emander and von den

Punkten ABCDEKLMa versehieden;

a'b'd' und a'c'e' liegen je in einer Ge-

raden, aber nicht a!Vc
f

. Da diese Figu-
ren in einer Ebene enthalten sind, so

*} Zuerst in omei* Vorlosung December 1873 gegeben.

ff
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begegnen sich die Geraden bo und
de In einem Punkte f, die Geradeu

c und d'e in einem Punkte /'.

Wenn unsere Behauptung nchtig
Ist

3
wonaeh UC und DE einen

Punkt gemein haben, so inussen in

ihm die Strahlen Kf und Mf sich

begegnen, wie Ka und Ha' in J.,

.O und MV in JB
?

JTtf und Mc in

C, Kd und Md' m D
;
Ke und Jfe'

in E. Wir wollen also untersuchen
3

ob Kf und Jf/
v

in einer Ebene lie-

gen; dazu 1st es aber noting, die

Constructionen fortzusetzen

Die Strahlen La und Ma' habeu

clen eigentlicheu Punkt a gemein.
Auch die Strahlen LI) und MV
erzeugen, da sie in der EbeneSKM
verlaufen, einen Durchschnittspunkt

jS, und ebenso die Strahlen Lc
und M(f

9
Lcl und Md', Le und

Me Durchschmttspunkte y, , ^.

Es ist leicht zu ersehen, dass die

Punkte a, /?, d und t^, y ? ^ je in

einer Geraden liegen; denn die

Ebenen a"bL und a'VM smd von

einander verschieden und haben die

Punkte cc fi$ gemein 3
die Ebenen

ac.L und a' c
fM smd ebenfalls von

einander verschieden und haben die

Punkte ayq gemein. Aber die

Punkte a/Sy liegen nicht m gerader

Lime, weil die Strahlen MA, MS,
MG nicht in einer Ebene liegen,

und bestimmen demnach eine Ebene

Q 9
welche die Gerade a/3 mit clem

Punkte S und die Gerade ay mit

dem Punkte y enthalt Wenn nun

die Strahlen Kf und Mf in einer

Ebene liegen, so muss dieselbe

Ebene auch die Strahlen Lf und

Fig, 22 flff Hilt einander verbinden
;

der
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genieiiLSLhaftliche
Punkt dieser beiclen Strahlen kann aber jetzt in

dei That angegeben werden.

In der Ebene Q befinden sich namlich die Geraden /Jy uncl

Si]- tiie haben daher einen Punkt tp gemem (LM <p liegen nicht m

geiader Lmie). Die Punkte Lfq> liegen in einer Geraden (in den

Ebenen IcL uncl deL), ebenso die Punkte Mfy (in den Ebenen

1/c'M und d'e'M)\ folglich begegnen sicli die Geraden Lf und

Mf ii| g>, und in der Ebene LM<p werclen die Geraden Kf
und Mf sich in einem Punkte F begegnen. Die Punkte BGF
liegen in emer Geiaden (m den Ebenen ~bcK und Vc'M), ebenso

die Punkte DEF (in den Ebenen deK und d'e'M)\ folglich habeii

die Geraden BG und DE den Punkt F geniem, und damit ist der

in Aussicht gestellte Beweis geliefert.

Die Punkte BGDE waien der Bedmgung unterworfen, class

keine drei in einei Geraden liegen, dass aber die Geraden BD und

CE sich m eineni Punkte A begegnen.

Da nun diese Bedingung die Durchsclmei-

clung dei Geraden BC und DE nach

sich zieht, so hat sie in gleicher Weise

auch die Durehschneidung der Geraden

GD und BE zur Polge. Von der For-

Fl 2d
derung, dass von den Punkten BGDE

kerne drei m gerader Lame liegen sollen, kann man aber abseheu

und dahei folgenden Satz aussprechen: Smd die Punlte AJBGD
so gewahlt, dass die Geraden BG und AD em-

ander fyeffen, so scJmeulen sich ciueli d^e Geraden

CA und BD, ebenso d'ie Geraden AB und GD.

Solche Punkte haben an der gegenwiirtigeu

Stelle em wesentliches Interesse nur dann, wenu

keine diei in einer Geraden liegen, wenn also

der Sehmttpunkt E der Geraden BG und AD
in keinen jener vier Punkte fallt Wenu durch

FJS 21
die Punkte ABC erne Ebene hmdurchgeht, so

ist E ein Punkt, J..Keine Gerade dieser Ebene
; folglich D in der

*Ebene ABG gelegen. Aber auch wenn erne durch ABG gehende

Ebene sich nicht ermitteln lasst, werden wir sagen, dass der Punkt

D in der Ebene ABG hegt, indem wir das Wort ,,Ebene" nicht

auf seine bisherige Bedeutung besehranken. Wir d ruck en von

jetzt an mit den Worten ,,D liegt in der Ebene ABC",
wobei zunachst von den Punkten ASCD kerne drei in gerader

Lmie vorausgesetzt werden, nichts weiter als die Bigeji-
sehaft aus, dass die Geraden BC und AD

}
mithin auch
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CA und BD, AH uncl CD sich schueiden, wahrenci wir die

Benennung ^eigentliehe Ebene" ttberall anwenden werden, wo
nach dem bisher festgelialtenen Sprachgebrauche von einer Ebene

oline Zusatz die Rede sein wiirde. Die Punkte ABC konnen da-

bei beliebig umgestellt werden, und es liegt zugleich A in der

Ebene BCD u. s w.

Der Punkt E liegt in der Geraden BC, ohne mit B oder C
zusammenzufalien; A liegt ausserlialb BC. Ich erhalte einen ,,m

der Ebene ABC gelegenen" Punkt D
?

indero. ich in der Geraden

AE emen Punkt beliebig annehme, nur A oder E selbst darf icli

nicht wahlen, so lange alle in der obigen Definition enthalteneu

Bestimmungen aufreclit erlialten werden Es ist zweckmassig, diese

Ausnahmestellung der Punkte A und E in der Geraden AE zu

beseitigen und auch die Punkte der Geraden BC, CA und AH
(also insbesondere die Punkte A

9 B, C selbst) Punkte der Ebene

ABC" zu nennen, jedoch ohne an der Bestimmung, dass ABC
nicht m gerader Linie liegen sollen

;
etwas zu audern.

Smd ABC beliebige Punkte
?
aber niclat in einer Geraden, so

kauu man von einer Ebene ABC reden, d. h. man kann einen

Punkt D so annelimen, dass er
;;
in der Ebene ABC liegt", und

zwar kann man dazu nicht bloss emen Punkt

m der Geraden BC oder CA oder AB, son-

dern stets auch einen Punkt ausserhalb dieser drei

Geraden wahlen In der Geraden AB nenne

ich F einen Punkt, dessen Yerbmdungslmie
nnt C durch D hmdurcligekt; die Geraden AB
und CF sind von emander versehieden, und

jeder Punkt der Geraden CF liegt in der Ebene

ABC, Daran andert sich aber mehts, wenn
ich A und B durch zwei beliebige Punkte der

Geniden AH ersetze. Ist also A' irgend ein von B verschiedener

Punkt der Geraden AB, so liegt D auch m der Ebene ABC.
Diese Bernerkung lasst sich aber verall-

gememern, indem man nur zu fordern braucht,

dass A in der Ebene ABC und ausserhalb

der Geraden BC liegt. Die Geraden BC
und A A' schneiden sich m einem Punkte 6f

;

welcher in IB oder C fallen kann', er sei von

B versehieden. Jeder Punkt der Ebene ABC
liegt dann m der Ebene AJJG, folghch in

der Ebene A' BGr, mithin auch in der Ebene

ABC. Da hiernach A selbst zur Ebejie

A
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ABC gehoit, so liegt jeder Punkt der Bbene ABC auch in der

Ebene AUG. Die Ebenen ADC nnd ABC siiid identisch.

Jetzt seien AB' Cr

behebige Punkte der Ebene ABC, aber

nickt in einer Geraden. Dann ergiebt sich, wie beini Beweise des

Lehisatzes 3. in 2, die Identit'at der Ebenen ABC und AB' C'

Die Ebene ABC ist also dutch die Forderung, dass sie die drei

nicM in gerader Lime gelegencn PunTcte AB f

C' enthalten soil, vollig

lestimmt

Alle auf die Ebenen bezuglichen" Definitionen und Bezeich-

nungen werden beibekalteu, abgesehen von den Ausnahmen, welche

bereits bel den Begriffen ?,Punkt
a und ;?Gerade" erwalint weitlen

inussten. Wir konnen daher die Erweiterungen ,
welche jetzt in

den Satzen 1 14. des vorigen Paragraplien emtreteii (unter Wie-

deiliolung der Satze
;
deren Inhalt kerne Aenderung erfahrt), folgen-

dermassen aussprechen.

1. Dureh zwei Punkte kann man stets eine Gerade legen.

2. Jede Gerade ist diuck zwei beliebige von ihien Punkten

bestimmt.

3 Jede Gerade
;

welche einen eigenthchen Puiikt enthalt, ist

eine eigentliche Gerade.

4 Durch drei Punkte kann man siets eine Ebene legen
5. Jede Ebene ist durch drei beliebige von iliren Punkten,

welche nicht in gerader Lime liegen, bestimmt.

6. Jede Ebene, welche einen eigentlichen Puiikt enthalt, ist

eine eigentliche Ebene.

7. Eine Gerade, welche mit emer Ebene zwei Punkte geniein
hat

; liegt ganz in ihr.

Denn smd A
} J3, C Punkte einer Ebene P, mcht in gerader

Lime, also die Ebene ABC mit P identisch, so mtissen alle Punkte

der Geraden AB Punkte der Ebene ABC" genannt werden.

8 Durch eine Gerade und einen Punkt kann man stets erne

Ebene legen.

9. Jede Ebene ist bestimmt, werm man von ihr eine Gerade

und einen Punkt ausseihalb der Geraden kennt.

10. Durch zwei Geraden, welche einen Punkt gemcin habeii,

kann man immer erne Ebene legen.

11. Jede Ebene ist durch irgend zwei von ihren" Geraden be-

stimmt

12. Zwei Geraden m einer Ebene haben stets einen Punkt

gemem.
Beweis: In der Ebene P mogen die Geraden c und / liegen,

Nimmt man zwei Punkte A und B in der Geraden e beliebig?
zwei
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Punkte C und D in der Geraden f derart, dass G nicht in e hegt,
also A, IB, G mclit in gerader Linie, dann ist die Ebene -41? (7

mit P identiseh, und D liegt in der Ebene ABC. Polglich haben
die Geraden AS und CD einen Punkt gemein.

Was nun die Durehschneidung einer Geraden mit einer Ebene
oder die Durehschneidung zweier Ebenen anbelangt, so wissen wir

zunachst nur, dass erne Gerade und eine eigentlicbe Ebene stets

einen gemeinschaftlichen Punkt, zwei eigentlicbe Ebenen stets erne

gemeinscbaftlicbe Gerade besitzen. Daraus kann icb rfber jetzt

folgern, dass aucli eine eigentlicbe Ebene und eine beliebige Ebene
allemal eine Gerade geinein liaben. Nehme icb in der That den

Punkt A in der behebigen Ebene P, ausserbalb der eigenthchen
Ebene Q, und ziebe in P dureb A zwei Geraden, so treffen diese

die eigentlicbe Ebene Q in zwei Punkten B und C, und die Ebenen

P, Q haben die Gerade BC gemein.
13. Erne Gerade und erne Ebene baben stets einen Punkt

gemein
Beweis: Die Gerade li sei nicbt ganz in der Ebene P gelegen

Nimmt man den eigentlicben Punkt A ausserlialb von 7i, so ist

h eine Gerade der eigentlicben Ebene liA. Die Ebenen P und liA

baben eine Gerade gemein, h und I sehneiden sicb in einem

Punkte
5
dieser Punkt ist in li und P enthalten

14 Zwei Ebenen haben stets eine Gerade gemein,
Beweis: In der Ebene P nehme ich den Punkt A ausseihalb

der Ebene Q und ziebe clurch *ihn zwei Geraden in P. Von diesen

wird Q in zwei Punkten B und C getroffen, und die Gerade BC
liegt zugleich in P und Q.

15 Drei Ebenen haben stets einen Punkt oder eine Gerade

gemein
So lange erne Ebene nicht als eigentlicbe erkannt ist, bleibt

man darauf angewiesen, sie dureh drei Punkte oder dureh eine

Gerade und einen Punkt oder dureh zwei Geraden darzustellen

Dennoch branchen wir uns nicht hmdern zu lassen, wenn eine

beliebige Ebene vorkoniint und die Betrachtung dureh eine Figur

erltiutert wird, jcne Ebene in der Pigur als eigenthche Ebene zu

behandeln, wie dies bezuglich der Punkte und Geradeu geschab.

Ist also von vier Strahlen cfgli die Rede, welche in einer behebigen

Ebene U verlaufen und sich in einem Punkte M begegnen sollen,

so trage ieh kein Bedenken, ein solches Strahlenbiischel in einer

eigcuthchen Ebene und nut einem eigentlichen Scheitel zu ent-

wcrfen jind mich clarauf zu beziehen. Wird in der Ebene U eine

beliebige Gerade I (nicht dureh If) angeuomraen, so gebe ich sie
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in der Figur unbedenklicb als eigentliclie Gerade imd die Punkte

ABCD, in denen efgh von ? getroffen werden, als eigenthche Punkte

wieder. Die Punkte ABCD
zerfallen derart in zwei Paare,

dass die des emen Paares durch

die des andern getrennt wer-

den; es seien etwa AS durcli

CD getrennt. Nenne icb V
eine andere Gerade der Ebene U
(niclit durch M} undASr

C' D'

ihre Durchsehnittspuukte mit

efgh, so geM aus folgenden

Ueberlegungen hervor,, dass

auch AB' durch 0'D' getrennt

werden. Man w'ahle ausserhalb

der Ebene U irgend einen eigentliclien Punkt N, von dem aus

nacli M die eigenthche Gerade 6r gezogen wird
?
und verbinde G-

rnit den Geraden efgh durch die eigentliclien Ebenen PQMS, Da

diese Ebenen von der eigeiitlichen Ebene IN in den Strahlen NA,
NB, NO, ND eines Blisehels mit clem eigenthchen Scheitel N
getroffen, da ferner zufolge der iin vorigen Paragraphen gegebenen
Definition die Strahlen NA und NB durch die Strahlen NC und

ND getrennt werden
;
so ergiebt sich aus dem vorletzten Satze des

4
$

dass die Ebenen PQ durch ES getrennt sind. Da endlich

die Ebenen PQES von der eigenthchen Ebene l
fN in den Strahlen

NA', NB', NCr

,
ND f

ernes Biischels mit dem eigentlichen Scheitel

N getroffen werdeB
,

so smd nach dem letzten Satze des 4 die

Strahlen NA' und NB' dureh NC f

und ND', folglich nach der

eben angezogenen Definition auch die Punkte A'Br

durch C'D r

getrennt.

Wie ich also in der Ebene U die Gerade I (nicht durch Jf)
annehmen mag, immer tritt dieselbe Paarung der Strahlen ftfgh

dadurch ein
?

dass die Punkte el und fl durch gl und hi getrennt
werden. Sobald M em eigenthcher Punkt, mithin U eine eigent-

hche Ebene und efgh eigentliehe Geraden sind
; ergiebt sich die

jener Paarung augeinessene Benennang, wen man auf die Punkte

ABCD die mehrerwahnte Definition anwendet; dann zeigen sich

namhch ef als durch gh getrennt In Ueberemstimmung mit der

fur den besondern Pall bereits in Gebrauch befindhchen Ausdrucks-

weise werden wir in jederu Falle sagen, dass ef durch gh ge-
trennt werden (oder dass g zwischen e und/' liegt fur den Grenz-

strahl Ji) 9
sobakl unter Zuziehung einer boliebigen Geraden I in (lor
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Ebene des Btischels (nicht durch dessen Scheitel) die Punkte el

und fl durcli gl nnd 111 getrennt sind. Alle ^n 3 fur getrenntc

ShaJilenpame in cinem Sh alilenluscliel aufyestdlten Satze gelten in

lollem Umfange weiter.

Es ertibngi noeh, dieselbe Begriffserweiterimg am Ebenen-
biiscliel vorzunehmen. Durch eine beliebige Gerade Gr seien jetzt
die beliebigen Ebenen PQRS gelegt. Werden von einer Ebene
U (die G mcht enthalt) die Axe G dieses Ebenenbtiscliels 1m Punkte

If, die Ebenen PQRS in den Geraden efgh gesehnitten, so bildeii

efgh em Strahlenbuschel; es seien etwa ef durcli g h geireimt Von
elner andern Ebene U' (die G nieht enthalt) mogen G im Puakte
Mf

nnd PQRS in den Geraclen e'fg'h' gesehnitten werden; dann

behanpte ich
?

dass auch. ef durcli gli getrennt sind. Es seien

namlich zuerst die Punkte M nn^ M' von emander verscHeden.

Dann wird G von der Durehsehmttslinie Z der Ebenen U und 27'

nicht getroffen, und die Durclisclimttspunkte ASCD der Geraden

I nut den Ebenen PQRS sind von emander verschieden Im
Punkte A begegnen sich nun die Ebenen U, Ur

und P, folghcli

aucli die Strahlen e und e', ebenso in die StraMen f und f\ in

G die Strahlen g und g'}
in D die Strahlen li und h

f

. Aus der in

Betreff der Strahlen. efgli gemachten Yoraussetzung folgt daher

mit Kucksicht auf die soeben am Strahlenbuschel gegebenen Defi-

nitionen, dass die Punkte AS durcli CD, und daraus weiter
;
dass

die Strahlen e'f durcli g'li* getrennt werden. Wenn aber die Punkte

Jfcf und M.
r

zusainmenfalien
;

so nimnit man eine Ebene U'
f

zu

Hdlfe
;
welche die Axe G ia einem von M verscliiedenen Puukte

M fr

und die Ebenen PQRS in den Strahlen e'f'cfh" schneidet.

Dann schliessen wir zuerst
;
dass e"f" durch g"h", uud daraus wie-

der, class cf durch g'h' getrennt werden.

1st G eine eigenthche Gerade
;

sind also PQRS eigenthche

Ebenen, so verlege manM nach einem eigenthchen Punkte von G,
so class U eine eigenthcbe Ebene uad efgh eigenthche Strahlen

werden; man findet daiin, dass die Ebenen PQ durch RS getrennt

smd (vorletzter Satz in 4). Wir wollen jedocli in alien Fallen

sagen, dass PQ durch RS getrennt werden (oder R zwischen. P
und Q fur die Gienzebene $), sobald unter Zuziehung einer belie-

bigen Ebene U (nicht durch die Axe des EbenenMschels) die

Strahlen P U und Q U durch 'R JJ und SU getrennt werden. Aweh

jetet gotten alle Satec weiter, welcJie zn 4 fur getrennte JSbnnen-

paare in einem liuscJiel ausgcsproctien warden sind.

Die am Ebenenbfiscliel gegebene Definition llisst sich noch

durch eine andere ersetzen Man verstehe unlcr I eiiie loehebige
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Gerade, weiche die Axe nicht trifft, unter ABCD die Sehnittpunkte

von I mit den vier Ebenen und unter M irgend emen Punkt der

Axe Bind nun die Punkte AB duich CD gefaennt, so sind auch

die Strahlen MA und MS durch IfC und MD getrennt, und

umgekehrf. Es werden also die Ebenen PQ durcli E8 getrennt

ocler nicht, je naehdern unter Zuziehung emer die Axe nicht schnei-

denden Geraden I die Punkte PI und Ql durcli El und 81 getrennt

werden oder nicht

Ueberhaupt seien ABCD Tier beliebige Punkte einer Geraden*,

mit einem behebigen Punkte ausserhalb dieser Geraden werden

ABCD durch die Strahlen efgh verbuuden; durch diese vier Strahlen,

mithm zugleich durch jene vier Punkte, werden endlich die Ebenen

PQRS eines Buschels gelegt. Wenn alsdann in emer der drei

Figuren ABCD } efgli, PQESdie beiden ersten Elemente (Punkte,

Strahlen, Ebenen) durch die beiden letzten getrennt werden, so

findet In den beiden andern Figuren dasselbe statt,

9. Ausgedelmtere Anwendnng des Wortes ,,zwisclieii".

Die bisherigen Ergebmsse sind ohne Ausnahme aus den in

1 und 2 aufgestellten Grundsatzen hergeleitet worden; dabei

wurden aber von 3 an nicht inehr die Grundsatze selb^tj sondern

die aus ihneu gewonneneu Lehrsatze, also im Gruncle die Satze 4. 9.

und 12 des 1 und die Satze 2. 3 4. 9. 10. des 2 benutzt. Diese

Lehrsatze bezogen sich auf eigentliche Punkte, eigentliche Geraden,

eigentliche Ebenen Nach der Erweiterung, weiche die Bedeutuaig

der Worte ,,Punkt", 7,Gerade^ und ;;Ebene" erfahren hat, ist ein

Theil jener Satze gultig geblieben und konnte daher in die in 8

aufgestellte Uebersieht wieder aufgenommen werden; es traten sogar

einige neue Satze hinzu, und eben in diesem Zuwachs ist der Werth

der durchgefuhrten Begnffserweiterungen zu erblicken Zwei Ge-

laden in einer Ebene haben jetzt immer einen Punkt gemem, ebenso

eine Gerade und erne Ebene; zwei Ebenen haben mimer eine Ge-

rade, drei Ebenen einen Punkt gemem. Dadnrch werden die Unter-

scheidungen erspart ;
weiche bei der Beschrankung auf eigentliche

Elemente nothwendig waren

Die Satze 4 5 m 1 und 2, 3. 4 9. in 2 liessen sich auf

behebige Elemente ubertragen, nicht aber die Satze 6. 7. 8. 9, 12.

in. 1 und der Satz 10 in 2. Indess ist der Begriff der getremi-

ten Punktepaare in emer Geraden auch fur beliebige Punkte in

einer behebigen Geraden ^nigefuhrt worden und hat wieder zu clen

Satzen goffilirt,
weiche m 1 fiir solche Paare aufgestollt worden



9 Ansgedelmtere Airwendnng des "Wortes ^zwiselien" 65

waren ( 7 extr
). DIeser Begriff gestattet, so lange man sich nur

in einer Geraden bewegt ; vollkommene Analogie zu den Beziehun-

gen, welch e fur elgenthche Punkte In den Satzen 6 7. 8. 9. 12.

des 1 ausgesprochen sind. Urn die Analogie deutlich hervor-

treten zu lassen, sagen wir: ,,Der Punkt C liegt zwischen den
Punktert A und B bei ausgesehlossenem Punkte D (fur den Grenz-

punkt D)", wenn ASCD Punkte einer Qeraden und AB durch
CD getrennt sind. Es mogen vier Punkte ASOD m soldier Lage
angenommen werden. Wenn sie sammtlieh eigenthche Punkte sind,
so liegt von den Punkten C, D der eine zwischen A und J3, der

andere aber meht. Wenn ABC eigentliehe Punkte sind und C
zwisehen A und JB liegt, so ist D kein Punkt der Strecke AS.
Wenn A und B eigentlicne Punkte sind, D kein Punkt der Strecke

A JE?, so ist C eln eigentlieher Punkt und liegt zwischen A und J?;

denn wenn man die Punkte ABCD mit einem eigentlichen Punkte
M ausserhalb der Geraden AB yerbindet, so werden die Strahlen

MA, MB durch MG, MD getrennt, und es liegen die Sehenkel

MA und MB auf derselben Seite der Geraden MI>, folglich em
Schenkel des Strahles MC zwiscten den Sclienkeln MA und MB,
d. h. MC trifft AB zwischen A und B.

Werden also vmt A, B, (7, D Pitnlde einer Geraden und fswar

nut A, B eigenttiche Punlde Iteseichnet, so were/fen AB durch CD
getrennt, wenn von den PunUen G und D der eine em eigentlicliet

Punkt 8W^scJl,en A und B ist, der andeve aber niclit, und um-

gekehrt,

Nur der Satz 10. m 2 ist in keiner Weise auf behebige
Elemente iibertragen worden. Es seien ABC eigentliche Punkte,

mcht in gerader Lmiej
eine Gerade der Ebene

ABC schneide die Ge-

raden BC, CA, AB
resp. in a, 6, c. Jener

Satz sagt dann aus,

dasswenn a der Strecke

BC, aber & nieht der

Strecbe CA angehort,
c sieh innerhalb der

Strecke AB befindet.

Da aber in der Ebene ABC^eine Gerade d, welche JBC, CA, AB
resp. in a/, &', c

r

sclineidet, so angenommen werden kann, dass

weder o! in der Strecke BC noch V in der Strecke CA noch d in

der Strecke AB liegt, so konnen wir unter Zuziehung einer solchen

PABOH, Torlesungen 5
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Geraden den Satz dahin formuliren, dass die Punkte AS durch cc'

getrennt werden, wenn J3C durch a a' und OA nieht durch W
getrennt werden.

In der letzten Fassung gilt nun der Satz liber die urspriing-

hchen Grenzen hmaus und erlangt dadurch, sofern man in einer

Ebene bleibt, die Bedeutnng eines Analogon zu 2 Satz 10. Es

wird dies klar hervortreten, wenn wir folgende Ausdrucksweise

einfiihren. Sind afiyS Punkte emer Geraden, aft durch y S ge-

trennt
,
d eine andere Gerade durch d, so wollen wir sagen: Der

Punkt 7 liegt zwischen a und ft bei ausgesehlossener
Geraden d oder fiir den Grenzstrahl d.

1st namlich in einer Ebene die ,,auszusehliessende Gerade"

gegeben, so wird durch sie m jeder andern Geraden der Ebene der

?3
auszuschliessende Punkt" bestimmt. Die S'atze b f in 1

gelten jetzt fur beliebige Punkte in einer beliebigen
Geraden der Ebene (ausser d} auch dann, wenn der Punkt
E durch die Gerade d ersetzt wird, und es tritt, wie beieits

angedeutet, der Satz hinzu:

1. Sind die Punkte ABC und der Strahl d in einer Ebene

enthalten, welche durch die drei Punkte bestinxmt wird, und

werden die Verbindungslmien SC CA AS von einem andern
"

Strahl resp in g.'bc so getroffen, dass fur den Grenzstrahl d der

Punkt a zwischen S und G liegt, aber & nicht zwischen C und

J., so liegt c zwisehen A und S fur den Grenzstrahl d.

Mit diesem Satze steht ein auf das Strahlenbtindel bezuglicher
in genauem Zusammenhange ;

namlich:

2. Liegen die Strahlen EFGr in einem Bundel, aber nicht

in einer Ebene, ist H eine Ebene durch den Scheitel des Bun-

dels, und werden die Ebenen FGr GrJ$ EF von einer andern,
ebenfalls durch den Scheitel gelegten Ebene resp. in den Strahlen

efg so getroffen, dass fur die Grenzebene H der Strahl e zwi-

schen F und Gr liegt, aber f nicht zwischen Cr mid E, so liegt

g zwischen E und F fur die Grenzebene H,
Hier ist wieder eine neue Ausdrucksweise angewendet worden;

wenn namlich in emer Ebene ccflyd Strahlen eines Blischels smd,

aft durch yd getrennt, H eine zweite Ebene durch S
}
so sage ich:

der Strahl y liegt zwischen a und
ft flir die Grenzebene

H. Die beiden Satze werden im Ziisammenhange bewiesen Wenn
die Geraden BC CA AS von d in den Puukten a'Vd und die

Ebenen FO GE EF von II in den Strahlen e'fff geschmttoii wer-

den, so wird das erne Mai vorausgesetzt, class BO durch a a" ge-
trennt werden, CA nicht durch &&', und claim solicit AS durch
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cc getrennt werden; das andere Mai wird vorausgesetzt, dass FG
durch ee getrennt werden, GE nicht dureh ff, und dann sollen

jEF durch gg getrennt werden,

Der eiste Satz ist bereits bewiesen fur den Fall, wo ABC
eigentliehe Punkte sind und die Gerade d weder zwischen und
C noch zwischen C und A noch zwischen A und B hindurchgeht.
Um den zweiten Satz zunachst fur Btindel mit eigenthchem Scheitel

zu beweisen, nehme
ich in den Strahlen

EFG (also mcht in

gerader Lime) die

eigentlichen Punkte

ABC auf derselben

Seite der Ebene H.
Dann liegen die Punkte

B und C auf dersel-

ben Seite des Strahles

e, die Punkte C und
A auf derselben Seite des Strahles f, die Punkte A und B auf

derselben Seite des StraMes g' Werden nun die Geraden BC CA AB
von efg m al)C und von e'f'g' in aVcf

getroffen ;
so liegen die

Punkte abc in gerader Linie, ebenso die Punkte a'&V, aber a

nicht in der Strecke BC, V nicht in der Strecke CA
}

c nicht in

der Strecke AB Der Voraussetzung zufolge werden FQ durch

cc getrennt, aber GE nicht durch //' ; folglich auch BG dureh

a a', aber CA nicht dureh &&'. Daraus schliesst man endlich, dass

AB durch cc
f

getrennt werden, mithm auch EF durch gg\
Der erste Satz kann jetzt allgemem bewiesen werden. Zieht

man nanahch von einem eigentlichen Punkte ausserhaib der Ebene

J.J5Cnach den Punkten ABC abca'Vc' die Strahlen EF6r efg ef'g',

so liegen EFG nicht in einern Biischel; dagegen liegen efg in

emer Ebene
; desgleichen efg', FGee, GHff, EFgg, d. h. die

Ebenen F&, GH }
EF werden von einer durch den Scheitel des

Bunclels EF gelegten Ebene in den Strahlen efg}
von einer andern

Ebene durch denselben Punkt m efg geschnitten. Da BC dureh

a a getrennt werden, aber CA nicht durch 1)V, so werden FG
durch ee' getrennt, aber GE nicht dureh /'/". Folglich werden EF
durch gg' getrennt, also auch AB durch cc'

Um endlich den zweiten Satz allgemem zu beweisen, durch-

schnoide ich die Strahlen*JEJF(? efg efg' mit emer Ebene, welche

den Scheitel des Bundels nicht enthalt, in den Punkten ABC ale a'Vc.

Die Punkle ABC liegen mcht in gerader Lime, wohl aber al)c,
5*
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a'j CAW, ABcc. Man scHiesst zueist, dass BC
durch a Of' getrennt werden

;
aber CA nicht durch Wj daraus waiter,

dass AS durch cc getrennt werden, also EF dureh gg
r

.

Wir haben erne Gerade benutzt, urn fiir jede geradlmige Punkt-

reihe (ausserhalb dieser Geraden) in einer >Ebene den ,,auszu-

scliliessenden Punkt" zu bestimmen. Wir haben eine Ebene benutzt,

um fiir jedes Strahlenbiischel (ausserhalb dieser Ebene) in einem

Strahlenbfindel den ,,auszuschliessenden Strahl" zu bestimmen. Man

kann in gleicher Weise emeu Punkt benutzen, um fur jedes Sfcrah-

lenbiischel (dessen Scheitel nicht in diesen Punkt fallt) in emer

Ebene den ,,auszuseWbessenden Strahl" zu bestimmen. Wenn n'am-

hcli a ftyd Strahlen eines Biischels smd, en
ft

durch yd getrennt ,
m

ein Punkt von 9 (nicht der Scheitel), so sage ich: der Strati y

liegfc zwischen cc
1 und ft

fur den Grenzpunkt m. Endlich

wird eine Gerade benutzt
;
um fur jedes Ebenenblischel (dessen

Axe nicht in diese Gerade fallt) in emem Ebenenbiindel die
3?
auszu-

schliessende Ebene" zu bestimmen. Smd namlich ccftyS Ebenen

eines Biischels, aft durch <y S getrennt, s eine Gerade der Ebene <J

(nicht die Axe), so sage ich: Die Ebene y liegt zwischen cc

und ft
fur den Grenzstrahl s

Man darf jetzt in den Satzen des 3 den Strahl I

durch die Ebene E oder den Punkt m y in denen des 4

die Ebene T durch die Gerade s ersetzen.

Werden die obigen Defimtionen angenommen, so bieten sich

zwei weitere Satze dar.

3 Smd die Geraden JKL und der Punkt m in emer Ebene

enthalten, die drei Geraden nicht in einern Bdschel, mid werden

die Punkte EL LJ JK mit eineni andern Punkte derselben Ebene

resp. durcli die Strahlen iJcl so verbunden, dass fttr den Grenz-

ptmkt m der Strahl ^ zwischen K und L hegt, aber K nicht

zwischen L und J, so liegt I zwischen J und K fur den Grenz-

punkt m
4. Liegen die Ebenen PQR in emem Btodel, aber nicht

in einem Biischel, ist s em Strahl durch den Scheitel des Btin-

dekj und werden die Geraden QB HP PQ mit einer andern,

ebenfalls durch den Scheitel gelegten Geraden resp. durch die

Ebenen jp qr so verbunden, class fur den Grenzstrahl s die Ebene

p zwischen Q und II liegt, aber q nicht zwischen It und P, so

Jiegt r zwischen P und Q fiir den Grenzstrahl s.

Auch diese beiden Satze werden mi Zusammenhange bewiesen.

Bezeichnet man mit ABC die Punkte KL LJ JK und mit t'Jtfl'

die Strahlen Am Sm Cm, ferner mit EFG die Strahlen Qli JRP PQ
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mid mit p'q'i' die Ebenen Es F$ <?&', so wird im dritten Satze

angenommen, dass IL durcii ^^' getrennt werden, LJ nicht durch

fc'
;
und behauptet, dass dann JK durch IV getrennt werden;

im vieiten Satze wird angenommen, dass QB, durch pp getrennt

werden, EP mclit durcii gg', und behauptet, dass PQ durch ?/

getrennt werden.

Ich beweise zunachst den dritten Satz fur den Fall, wo ABC
eigentliehe Punkte sind und %' zwischen S und C, V zwischen G
und A hinduichgeht. In diesem Falle ist m ein eigentlicher Punkt

und liegt zwischen A
und Jt'

9
S und JO',

CundiZ'; wenn also

K und k sich in x be-

gegnen, so ist x em
Punkt der Strecke CA,
und i geht nicht zwi-

schen J? und 5? Mn-

durch; folghch geht

auch I nicht zwischen

JS und x hindurch, d. h. JK werden durch IV getrennt. Das

Brgebniss benutze ich^ uni den vierten Satz fur Ebenenbundel mit

eigenthchem Scheitel zu beweisen. Bei einem solchen Bundel wahle

Ich den eigentlichen Punkt C im Strahl & behehig und die eigent-

liehen Punkte A und JB resp. in E und F derart, dass die Ebene

q zwischen C und A, die Ebene p zwischen S und C hindureh-

geht; ABC liegen nicht in gerader Linie. Die Ebenen PQRpqr
p'tfr mogen von dei Ebene ASC in den Geraden JJL %kl ^

f

'k'l
r

getroffen werden; dann begegnen sich JBT.Ln' in A 9 LJ'k'K in JB,

JKIV in G, und auch iTtl, ^
f

'k
r

l
r

liegen je m einem Strahlenbuschel 5

uberdies werden KL durch ^^' getrennt, aber LJ nicht durch Jft';

und endlich liegen JB und C auf verschiedenen Seiten von i\ C

und A auf verschiedenen Seiten von Jc. Nach dem Yorangeschick-

ten werden auch JK durch IV getrennt, mithin PQ durch rr.

Der allgenaeme Beweis des dritten Satzes ergiebt sich nun
;

indem man die (jetzt beliebigen) Punkte ASG mit einem eigent-

lichen Punkte ausserhalb der Ebene ABC durch Strahlen EFQ
und die Geraden JKL iJcl i'VV mit demselben Punkte durch Ebenen

PQRp%rp'tfr verbmdet, so dass die Ebenen QRpp' durch JEJ,

JiJPgg' durch F, PQrr' durch 6f gehen uud auch jogir,pqr
f

je in

emem Ebenenbuschel liegen. Man findet dann, dass QM durch pp

getrennt werden, aber EP nicht durch #'; daraus folgt, dass PQ
durch r /, also JK durch IV getrennt werden. Endlich ergiebt
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sicli der allgemeine Beweis des vierten Satzes, indem man aus den

Ebenen PQR pgir p'q'r' mit irgend einer Ebene, welclie meht

dureh den Scheitel des Ebenenbundels geht, Strahlen JKL ikl ^''h'l'

herausschneidet.

"Wie der erste und dritte Satz nix von ebenen Pignren (Plan-

figuren), so handeln aueh der zweite und vierte von Figuren einer

besonderen Art, insofern nur Strahlen und Ebenen vorkommen,
welche einen und denselben Punkt enthalten; solche Figuren, aus

Strahlen elnes Strahlenbiindels und Ebenen ernes Ebenenbundels

niit einerlei Seheitel (Mittelpunkt) zusammengesetzt, mogen cert-

trische Figuren heissen*). Die Begriffsbildungen dieses Paia-

graplien sind noch nicht abgesclilossen, well sie nur bei Planfignren
in einerlei Ebene oder bei eentnschen Figuren mit einerlei Seheitel

brauchbar smd. Es bedarf einer Bestmmmng, nach welcher in

alien Ebenen der Grenzstrahl, also in alien Geraden der ,,auszu-

schliessende Punkt" angegeben werden kann Dies wird durch Ein-

fuhrung irgend einer Ebene JTgeleistet; sind nainlich ccfiyS Punkte

einer Geraden ausserhalb der Ebene JW, aft durch yd gefcrennt, S

der Durchsehnittspunkt der Geraden und der Ebeue, so sage ich:

;?
der Punkt y Hegt zwischen a und /3 ftir die Grenzebene N".

Aehnliche Bestimmungen werden fur die Strahlen- und Ebenen-

buschel getroffen Sind afiyd jStrahlen eines B(ischels
; aft duich

yS getrennt, n erne Gerade (nicht durch den Seheitel)^ d der sie

schneidende Strahl des Buschels, so sage ich:
7;
cler Strahl y hegt

zwischen a und
/3

fur den Grenzstrahl n". Smd afiyd Ebenen
ernes Buschels, aft durch yd getrennt, v ein Punkt ausserhalb der

Axe, S die durch ihn gehende Ebene des Buschels
?

so sage ich.

5;
die Ebene y liegt zwischen a und ft fur den Grenzpunkt v"
Man darf jetzt in die Satze des 1 fur den Grenzpunkt
E die Ebene N, in die des 3 fur den Grenzstrahl ft die

Gerade n, in die des 4 fiir die Grenzebene T den Punkt
v einfiihren und erhalt uberdies folgende Fassungen der obigen
vier Satze:

a) Smd die Punlte ABC nicM in etner Geraden entMlten,
werden die VerfondungsUnun BG GA AB von einer andern

raden resp. m ale so getroffen, dass fur die Grenzelene N der Punkt
a zwischen B und Iwgt, aber 6 mclit zwischen G und A, so foegt

c zwischen A und B fur die Gren&elene N.

b) Liegen die StraMen EFG in einem liundel, aber mcM m
einem Buschel^ und werden die Ebenen FG GE EF von einer

*) Staudt, Geornetne der Lage, Vorwort
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dwell den Sclieitel gelegten Ebene resp. in efg so getroffen, dass fu>

den Grenzsttalil n der StraJil e zwiselien F und G hegt, aler f mcM
swiscJim G und E, so liegt g zwisclien E und F fur den G-rens-

straJil n.

c) Sind die Geraden JKL in emey Ebene entJicdten, aber mcM
in ein&in Buschel, mid werden die Punkte KL LJ JK nut einem

Punkte dersellen Ebene tesp durcli lU so verlunden, dass fur den

Grenzstoalil n der StraJil i zivisclien K und L l%egt, aber h mcM
gwiscJien L und J

}
so liegt I zwisehen J und K fur den Grenz-

straJil n.

d) S^nd die Ebenen PQM nictit in einem SuscJiel enthalten,

und loerden die StraMen QE EP PQ mit einer Geraden resp. durcli

p q r so verbunden, dass fur den GrengpunJrf v die Ebene p 0wiscfien

Q und E liegtj aber Q nwlit zwisclien E und P, so liegt r zwiscJien

P und Q fur den Gren^punkt v.

Die Uebertragung der Satze 6. 9. und 12. in 1 tmd des

Satzes 10. in 2 auf beliebige Punkte, welehe weder auf eine Ge-

rade noch auf erne Ebene beschrankt sind
;

ist jetzt geleistet ?
so-

weit sie moglieh. ist. Freilicli nicht in. der einfachen Weise, wie

bei den andern Fundamentalsatzen
;

derm, an Stelle des auf eigent-

liclie Punkte beztiglielien Begnffes ^zwischeii^, welcher bei drei

eigenthclien Punkten einer Geraden stets anwendbar war, musste

em auf beliebige Punkte bezugheher Begnff gebildet werden
;
welcher

bei drei Punkten cmer Geraden nicht oline Weiteres anwendbar

ist, sondern die Festleguiag einer Ebene 2V" voraussetzt. Ans dem
neuen Begriffe kann man weitere ableiten, welehe gewissen im

ersten, dritten und vierten Paragraphen abgeleiteten Begnffen ent-

sprechen, aber, mit bestimmter Ausnahme, noch die Ebene N
wesenthch enthalten. Die Ausuahme ist folgende: Wenn afSyd
Punkte eiuer Geraden sind, y zwischen a und p fur die Grenzebene

N, S aber nicht, oder mngekehrt, so ist diese Beziehung von der

Ebene N unabhangig, die Punkte ap werden dureh yd getrennt
Es wird also kein auf vier Punkte einer Geraden und eine Ebene

beziiglieher Begnff erzeugt, ebenso wemg em ahnlicher Begriff im

vStrahlen- oder Ebeiienblischel.

Das Streben, mogliclist viele Figuren, welclie Anhaltspunkte
2su gleichmassiger Behandlung darbieten, unter emen Gesichtspunkt

zu bringen, hat die
,;eigenthche" Bedeutung der elementaren geo-

metrischen Benennungen immer mehr in den Hintergrund gedrkngt,
Es ist aiotlng geworden, jene Benennungen durchweg in dem all-

gemeinsten. Smrie, cler sich ihnen (bis jetzt) ertheilen liess
;
so lange

anzuwenden
?

als nicht durch besondere Forderungen die Beschran-
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kimg auf den
;;eigentlichen" Sinn bedmgt wird. Wenn demgemass

zu einer gegebenen Figur eine andere, mit jener in vorgesehrie-

benem Zusammenhange stehende verlangt wird, so !behandeln wir

die Aufgabe in ihrem allgemeinen Sinne and suehen fur die imbe-

kannte Pigur eine Construction, welche nach emheitlieher Yorschnft

In alien moghchen Fallen angewendet werden kann. Erst im Re-

sultate finden die etwa vorhandenen einschrankenden Forderungen
ihre Berftcksichtigung.

Die Analysis verfahit in gleicher Weise, wenn zu gegebenen
ZaMen eine andere, mit jenen in vorgeschriebenem Zusammennange
stehende beiechnet werden soil. Sie lenrt, wie sammtlicne unter

den allgeniemsten Zahlenbegriff sieh unterordnende Losungen ge-

funden warden^ unbekummert ura die Veranlassung des Problems^
deren Natur haufig eine specielle Zahlengattung bedmgt.

10. Perspective Figuren.

Jm vongen Paragraphen sind Planfiguren und centrische Figuren
wlederholt zu einander in Beziehung gesetzt worden, urn Eigen-
schaften solcher Figuren zu beweisen. Mit einem Punkte ausser-

halb ihrer Ebene wurden die Punkte einer Planfigur durch Strablen,

ihre Geraden durch Ebenen verbunden. und so der Uebergang yon

einer Planfigur zu einer mit ihr eng zusammenbangenden eentn-

sclien Figur bewerkstelligt. Mit einer Ebene, welche den Scheitel

mcht enthalt, wurden die Strahlen einer centrischen Figur m Punk-

ten, ilire Ebenen in Geraden durchschnitten und so der umgekehrte

Uebergang vollzogen. Man nennt l>ei solcher Lage die beiclen

Figuren perspectir, die Planfigur emen Schnitt der centrischen

Figur
Es seien a 5 , . die Punkte3 aft , , die Geraden einer Planfigur,

aV , . die Strahlen, afl
f

. , die Ebenen einer centrischen Figur,
deren Scheitel nicht in der Ebene der Planfigur enthalten ist; die

Anzahl der Punkte al . . sei gleich der der Strahlen a'V . ., die

Anzahl der Geraden aft . . gleich der der Ebenen a'fi',,] der Punkt
a sei m a, J> in &', . .

,
die Gerade a in a'

} ft ia /f, . enthalten.

Die Figuren ab . . aft . . und a'V . . a'fi
f

. . sind alsdann perspectiv
tmd man nennt in ihnen aa } 66', . , oca, (ip', .. homologe Ele-

mente; die Angabe derElemente erfolgt allemal in solcher Reihen>

folge, dass je zwei homologe Elemente die gleichen Platze einneh-

men. Von jedem Elemente der Planfigur konnen wir sagen, dass

es in dem homologen hegt; von jedem Elemente der centrischen.

Figur, dass es durch das homologe hindurchgeht Urn eine gleich-
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massigere Ausdrucksweise zu ermoghchen, wollen wir von emem
Punkte und einer Geraden, wenn der Punkt zu der Geraden ge-

hbrt, aueli sagen: der Punkt liegt an der Geraden, die Gerade liegt

ail dem Punkte; diese Festsetzung mag sich auch auf Punkt und

Ebene, sowie auf Gerade und Ebene beziehen. Wir werden also

sagen: Je zwei homologe Blemente der beiden perspectiven Figuren

hegen aneinander*). Und die charaktenstische Eigenschaft der

beiden Fjguren konnen wir jetzfc so ausspreclien : Liegen zwei Ele-

mente der einen Figur aneinander, so sind auch in der andern Figur
die homologen Elements aneinander gelegen.

JSfimmt man in der Ebene der Planfigur einen beliebigen Punkt m,
so gehbrt er entweder zu der Plaofigur oder kann zu ihr Mnzugefugt

werden; jedenfalls wird er mit dem Scheitel der eentrischen Figur
durch einen bestimmten Strahl m' verbunden, welcher bei der Be-

trachtung solcher perspectiven Figuren der homologe Strahl zum

Punkte m genannt wird, 0ebeihaupt gehort zu jedem Element, um
welch.es die eine Figur sich erweitern lasst, ein

;; h.omologes
a Ele-

ment
j
um welches die andere sich erweitern lasst. So oft also PunMe

der Planfigur in e^ner Geraden liegen, folden die homologen Strahlen

em Buschd, mid umgekeJirt; und so oft Strahlen der Planfigur durcli

einen PwAt gehen, gehen die Jiomologeu Ebenen diirch einc G-eradv,

und umgelehrt. Daher entspncht dem Schnittpunkte zweier Geraden

der Planfigur die Schnittlmie der homologen Ebenen, der Verbin-

dungslmie zweier Punkte der Planfigur die Verbmdungsebene der

homologen Strahlen.

Jedem Theile der Planfigur entspricht ein homologer Theil der

perspectiven centnscheri Figur; diese Theile sind wieder in pei-

spectiver Lage Beispielsweise entspncht einer geraden Punktreihe

ein Strahlenbuschel, so dass perspective Figuren in einer Ebene

entstehen; und wenn in einer dieser Figuren zwei Paare von Ele-

menten durch emander getrennt werden
;

so findet zwischen den

homologen Paaren die gleiche Beziehung statt. Em Strahlenbuschel

und eine gerade Punktreihe sind perspectiv, wenn die Punktreihe

em Schnitt des Strahlenbuschels ist Einem Strahlenbuschel als

Planfigur entspricht em Ebenenbiischel als perspective centnsche

Figur, das Strahlenbuschel ist ein Schnitt des Ebenenbuschels ;
der

Scheitel des ersteren liegt in der Axe des letzteren und ist also

der Scheitel einer centrischen Figur, welche sich aus dem Strahlen-

*) Seiche Elemente werden von emigen Geometern incident genannt

nach Grassmann, vgl. Sturm, Mathem Ann Bd. 12 S. 258, Schubert,
ebendas. S. 181,
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und clem Ebenenbiischel zusanimensetzt Getrennten Paaren cles

einen Biischels entsprechen wieder getrennte Paare ma andern

Biischel. Man nennt endlieh auch eine gerade Punktieihe und

em Ebenenbuschel perspeetiv, wenn beide sich in perspective Lage

init einein Strahlenblischel (also mcht bloss mit einem) befinden.

Auch hier sind je zwei homologe Elemente aneinander gelegen, die

Punktreihe kann em Schnitt des Ebenenbiiscliels genannt weiden,

und die getrennte Lage yon Paaren der einen Figur iibertragt sich

allemal auf die homologen Elemente

Die gerade Punktreihe ist unter die ebenen Figuren, das Ebenen-

buschel unter die centrisehen, das Strahlenbuschel unter beide zu

rechneo. Wii kbnnen daher zusaminenfassend den Satz aussprechen :

So oft m einer Tlanfigur zwei Elementenpaave emander trennen, s^nd

in jeder perspechven centrischen F^gur die homologen Paare durcii

eiuander getrennt, und umgeJcehrt*). Eine gerade Punktreihe und

ein perspectives Strahlenbiisehel konnen als Theile einer Planfigur

erschemen; dann sind in jeder perspectiven centrischen Figur die

homologen Theile aueh unter sick perspectiv. Em Strahlenbuschel

und ein perspectives Ebenenbiisehel konnen als Theile einer centri-

schen Figur erscheinen; in jeder perspectiven Planfigur smd als-

dann die entsprechenden Theile ebenfalls unter sich perspectiv.

Wir haben in cliesem Paragraphen nirgends von eigenthchen

Elementen (Punkten, Geiaden ; Ebenen) gesprochen und demnach

auch keine geometnschen Begriffe angewendet, welche sicb bloss

auf eigentliche Elemente beziehen. Es smd die Ausclrucke Punkt,

Gerade und Ebene nur in ihrem allgemeinen Smne, ausserdem der

Begnff des Anemanderliegens von zwei Elementen und cler Begnff

der getrennten Lage von zwei Elementenpaaren voigekommen (wenn
man von den Begrrffen absieht, welche aus jenen ohne Zuziehung

andeier abgeleitet werden konnen). Von diesen Begriffen sagt

man, dass sie sich auf die Lage beziehen. Sie mussten zwar
;

den geometnschen Grundbegriffen gegenuber, als abgeleitete em-

gefuhrt werden; aber wenn man aus ihnen ohne Zuzieliung anderer

geometnschei Begnfie weiteie ableitet (von denen man ebenfalls

sagen wird, da&a &ie sich auf die Lage beziehen,), so Lann ziian

innerhalb cler auf die Lage bezdghcheu Begnflsgruppe jene den

ubrigen als Stamnibegriffe voranstellen. Diejenigen Lehrsatze

der Geometne, welehe kerne anderen geometrischen BegriiFe cut-

halten, werden als em besonderer Theil der Geometne betrachtet,

*) DaTbei it cler Fall zweier porapectiveu Strahleiibiibchol mit iiibegrifien,

welclier erst spater ssur Sprache komrnt
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welehen man die Geometrie der Lage nennt. Von den bis-

herigen Satzen gehoren in 7 die vier letzten, in 8 die Satze

1. 2. 4. 5 7 15, m 9 alle Ergebmsse ausser dem ersten Satze

(Seite 65) ,
in 10 alle S'atze zur Geometrie der Lage. Punkt,

Gerade and Ebene (im allgemeinen Smne) ; Aneinanderliegen von

Elementen und Getrenntliegen von Paaren spielen in der Geometrie
der Lage die Eolle von Stammbegriffen, auf welche alle andereu

mrlickgefulirt werden

Diejemgen Relationen zwischen den Elementen emer Figur,
KU deren Angabe nur auf die Lage bezugliche Begriffe erfordert

weiden, bilden ihre auf die Lage bezuglichen Eigensehaften. und
werden auch graphische (descriptive) Eigenscliaften der

Figur genannt Die Geometrie der Lage ist demnach die Lehre

von den graphischen Eigenschaften der Figuren; sie lehrt^ aus gra-

phischen Eigenschaften einer Figur auf andere ebensolcne Eigen-
schaften schliessen. Jeder Satz

;
bei dessen Beweise nur auf Lage

bezugliche Satze und Begriffe in Anwendung kommen, kann wieder

nur einen Zusanimenhang zwisehen graphischen Eigenscliaften be-

haupten, z. B. jede Folgerung aus den soebeu citirten Theoremen

Aber das Umgekehrte ist mcht richtig ,
die bisherigen Satze, welche

zur Geometrie der Lage gehbren, mussten grossentheils aus Batzeu

anderer Natur hergeleitet weiden, und diese Erscheinung wird sicli

spaterhin noch wiederholen

Auch die perspective Lage zweier Figinen ist eine graphische

Eigenschaft des System es. Es werden dalaer alle bisherigen Be-

merkungen uber peispeetive Figuren durch den Satz uinfasst: Wenn
cine Plauftyur sich in gerspectwcr Lage mil ein&y centnscJicn Figur

fiefaiclet, so Lonmit jede fftwpJuscJw Eigenschaft wn Elemetiten der

cvnm Figur auch den Imnologen Bestandtheileft der andern $w*)
Und daraus folgt das wichtige Gesetz, welches die Lehre von den

Planfiguren (Planimetrie) mit der Lehre von den centrischen Figuren,

soweit es sich nur urn Lage handelt, eng verkniipft:

Jeder Satz, welcher von graphischen Eigenschaf-
ten einer Planfigur handelt, kann auf centrische Pi-

guren ubertragen werden
;
Indem man die Punkte der

Planfigur durch fcjtrahlen, ihre Geraden durch Ebenen
ersetzt,

*) Manche graphische Exgenschaftea werden unter Zuziehung von Hulfs-

elementeu clofimrt, x B, die m 11 zu besprechende harmomscbe Lage, Auf

soloho EigenscJhallen kann der obige Satss (und dio aus ihm gefolgerteii Satze)

nur bozogen werden, insofern die Hulfselements an der Ebene der Planfigur,

beaiehimgsweise am Scheitel der centrischen Figui liegen,
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Em soldier Satz namlieh lehrt, dass man, so oft in emer Plan-

figur gewisse graphisehe Eigenschaften vorausgesetzt werden, auf

gewisse andeie giaphische Eigenscliaften zu schliessen berechtigt

ist, tind es handelt sieh darum, das Entsprecliende fur die centri-

sehen Figuren zu beweisen. Man ninimt also erne centrische Figur
nut den Eigenschaften an, welche der Voraussetzung des plani-

metrisclien Satzes entsprechen ,
und geht zu irgend einer perspec-

tiven Planfigur uber. Dieser kommen die analogen Eigenschaften

zu, folglich auch diejenigen, welche die Behauptung des plani-

metnschen Satzes ausmachen, und die Eigenschaften, welche den

letzteren entsprechen, besitzt daher auch die centrische Figur. Mit

gleichem Rechte werden planimetrische Satze, welche

graphische Eigenschaften betreffen, aus den analogen
Satzen uber centrische Figuren ohne besonderen Beweis
entnommen. Hiermit ist das Gesetz ausgesprochen, nach wel-

chem ini vorigen Paragraphen die Satze 1 und 2, 3 und 4 zu-

sammengehoren. Wir konnen noch hmzufugen: Jede graplwsclie

Eigenscliaft }
welclie man fur e^ne gerade PunMreilie oder e^n Strahlen-

tuscJigl oder em Ebenen'buscliel l}ew^esen hat, ist aucli fur d^e lieiden

anderen Gebilde gultig

Ziehen wa* jetzt zwei ebene Schmtte einer und derselben cen-

trischen Figur in Betracht, also zwei mit einer centrischen perspec-

tive Figuren in verschiedenen Ebenen (P und P') 3
welche auch

unter sieh perspectiv genannt werden. Je zwei Eleniente, Punkte

oder Geraden, welche an demselben Elemente der centrischen Figur

liegen, heissen hoinolog; je zwei homologe Geraden haben erne

Ebene, mithm auch emen (in der Geraden PP' gelegenen) Punkt

gemem. Die Gerade PP' ist sich selbst homolog, ebenso ihre

Punkte; man sagt von diesen Elementen, sie seien den beiden Fi-

guren entsprechend gemem. Die Verbindungslimen homologer
Punkte, sowie die Verbindungsebenen homologer Geraden laufen

clurch emen Punkt 0, das Centrum der Perspectivitat. Von den

Elementen einer solchen Figur, etwa der in P gelegenen , sagt man
auch, sie seien aus dem Punkte auf die andere Ebene P' nach

den homologen projicirt Man sagt also
,
dass aus dem Punkte

(dem Projectionscentrum) auf die Ebene P' (die Projectionsebene)
der Punkt a nach a (seiner Projection), die Gerade a nach a (ihrer

Projection) projicirt werde, wenn die Ebene P' von dem (proji-

cirenden) Strahl Oa in a', von der (projicirenden) Ebene Oa ma'
geschnitten wird. Jede Gerade hat mit ihrer Projection einen Punkt

gemem. Die Verbmdungslmie zweier Punkte wird nach der der

entspfechenden Punkte, der Durchschnittspunkt zweier Geraden nach
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dem cler entsprechenden Geraden projieirt. Von zwei perspectiven

Planfiguren in verschiedenen Ebenen ist hiernach jede elne Pro-

jection der anderen; die projicirenden Strahlen und Ebenen bilden

elne zu beiden perspective eentrische Figur (die projicirende Figur).
Jeder Strahl der emen Planfigur wird von der Durchschnittslinie der

beiden Ebenen in demselben Punkte getroffen, wie seine Projection

Perspective Figwen in versclnedenen Ebenen Italen alle grapln-
sclien Eigenscliaften gemem, weil diese durch die projieirende Figar
von der einen Planfigur auf die andere ilbeitragen werden; niit

anderen Worten: Die gtapliisclien Eigenscfiaften eincr Planfigur
wet den durcli Projection auf eine andete Ebene niclit gedndert

Die gerade Punktreihe ist erne specielle ebene Figur, welche

mit jeder perspectiven Planfigur in emer Ebene enthalten ist. Je
zwei perspective gerade Punktreihen setzen gerade Linien (Trager)
in einer Ebene voraus und haben den Durehschnittspunkt ihrer

Trager entsprechend gemem. Perspective Punktreihen (in verschie-

denen Geraden) sind Schnitte ernes bestirnmten Strahlenbtischels,
also einem Strahlenbtischel perspeetiv. Innerhalb einer Ebene wird

der Punkt a aus auf eine Gerade nach a projicirt, wenn diese

dem Strahle Oa in a
f

begegnet; jede gerade Punktreihe wird nach

einer perspectiven Punktreihe projieirt Die Verbindungslmien homo-

loger Punkte zweier perspectiven Punktreihen laufen ini Projections-
centrum zusammen.

Das Strahlenbiischel ist ebenfalls eine specielle ebene Figur;
bei seiner Projection auf ine andere Ebene sind jedoch zwei Falle

zu unterscheiden. Entweder ist der Scheitel in der Projections-
ebene gelegen ?

mithm sich selbst homolog; dann entstehen per-

spective Strahlenbuschel in verschiedenen Ebenen, aber init gleichem

Scheitel, welche also zusammen in einer centrischen Figur vor-

kommen kbnnen; solche Strahlenbuschel haben die Durchschnitts-

Imie ihrer Ebenen entsprechend gemem. Oder der Scheitel ist von

seiner Projection verschieden, so dass perspective Strahlenbuschel

m verschiedenen Ebenen und mit verschiedenen Scheiteln entstehen;
dann bilden die Durchschmttspunkte homologer Strahlen eine ge-
rade Punktreihe (den perspectiven Durchschnitt der Buschel),

namhch auf der Durchschnittslinie der beiden Ebenen; die Busehel

sind demnach emer und derselben geraden Punktreihe perspeetiv.

In beiden Fallen aber haben wir es mit Schnitten eines Ebenen-

biischels, sei es durch denselben Punkt der Axe oder durch ver-

Bchiedene Punkte, zu thun (projicirendes Ebenenbuschel).
Den perspectiven Planfiguren stehen perspective centnsehe Fi-

guren gegeniiber, Je zwei centrische Figuren mit verschiedenen
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Scheiteln und 0', welche einen ebenen Schnitt gemein habeu,

also zu einer Planfigur perspectiv liegen, lieissen perspectiv. Je

zwei Strahlen beider Figuren, welche an demselben Punkte der

Planfigur liegen, und je zwei Ebenen, welche an derselben Geraden

der Planfigur hegen, heissen homolog; je zwei homologe Strahlen

haben einen Punkt
;
mithin aueh eine durch den Strahl OO'geliende

Ebene gemein. Der Strahl 00' und jede Ebene durch 00', also

alle gememschaftlichen Elemente der beiden centnschen Figuren,

sind entsprechend gemein. Der Ebene zweier Strahlen der einen

Pigur entspricht die Ebene der homologen Strahlen, der Durch-

schmttslinie zweier Ebenen entspricht die dei homologen Ebenen.

Die Schnittpunkte homologer Strablen und die Schnittlinien homo-

loger Ebenen bilden erne zu beiden perspective Planfigur (den per-

spectiven Durchsehnitt jener beiden Figuren). Perspective cen-

tnsche Figuten mit versclmdenen BcJmteln Jiaben alle grapMschen

Eigensehaften gemein.

Als besondere Falle smd Strahlen- und Ebenenbiischel anzu-

fiihren. Zwei Strahlenbuschel mit verschiedenen Scheiteln und

0' sind als centrische Figuren perspectiv, wenn sie einen perspec-

tiven Durchsehnitt besitzen, d. h. wenn die homologen Strahlen sich

schneiden und die Schnittpunkte (in einer mcht durch oder 0'

gehenden Ebene, mitMn) in einer Geraden liegen Eine Gattung
solcher Biischel ist uns bereits begegnet, namlich perspective

Strahlenbiischel mit verschiedenen Scheiteln und in versehie-

denen Ebenen; diese enthalten keinen sich selbst entsprechen-
den Strahl; die Ebenen homologer Strahlen bilden ein Ebenen-

buschel. Als erne neue Gattung treten perspective Strahlenbuschel

mit verschiedenen Scheiteln, aber in einerlei Ebene hinzu; solche

konnen als Theile einer Planfigur vorkommen*, der Strahl 00' ent-

spricht sich selbst, em perspectives Ebenenbuschel ist nicht vor-

handen. Es giebt demnach drei Arten perspectiver Strahlenbuschel.

Zwei perspective Ebenenbtischel setzen Axen, welche emander

begegnen, voraus und bilden also zusainmen eine centrische Figur.
Die Ebene der Axen ist entsprechend gernem. Der perspective
Durchsehnitt ist em Strahlenbuschel, in dessen Scheitel beide Axen
sich durchschneiden Perspective Ebenenbiischel sind also zu einem

Strahlenbuschel perspectiv.

Ausgehend von perspective!! Planfiguren , gelangt man zu einer

grossen Anzahl von Theoremen uber Planfiguren in einer odor m
verschiedenen Ebenen. Wir beschranken uns darauf, die fundamen-

talsten dieser Satze hier zu entwickehi. Es stohen ihnen ahnliclie
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Satze tiber centrische Figuren gegenuber^ welche ieicht naehzubilden

sind und nicht besonders aufgefuhit werden solleu

Mit al)c
y
a"b'e mogen zwei Dreiecke, also Planfiguren bezelch-

net werden; weder abc noch a'Vc' sollen m gerader Linle liegen;
die Punkte al)c bestimmen elne Ebene P, aV'e eine Ebene P'.

Sobald die Strahlen ad, 5&',

cc' in einem Punkte sieh

schneiden, heissen die Drei-

ecke perspectiv, gleichviel

ob die Ebenen P und P' ver-

sehieden sind oder nicht. Die

Gegenseiten homologer Ecken

sind alsdann homolog; je zwei

homologe Seiten schneiden

sich
;

dass die drei Schmtt-

31 punkte in einer Geraden lie-

geu ? folgt bei verseliiedenen

Ebenen P und P' daraus, dass sie m zwei Ebenen Hegen, und wird

sieh fur den andern Pall bald ergeben. TJmgekehrt: Wenn die

Ebenen P und P' verschieden sind und die Seitenpaare lie 6'c',

ca ca, al> a'V je in einem Punkte (also auf einer Geraden) sich

treffen, so sind die Dreiecke ale, dlfc' perspectiv. Denn die Strah-

len aa, 1)V, cc liegen danii paarweise in einer Ebene , ohne eiuer

einzigen Ebene anzugehoreu ;
und laufen folglicli in einem Punkte

zusammen. Ueberhaupt wenn drei oder mehr Geraden paarweise m
einer Ebene liegen 5

aber niclit alle in einer Ebene, so gehen sie

durch einen Punkt; oder: Wenn drei oder meJir Geraden paarweise
sicli sclmeiden, so tolden $^e entwetlcr eine Planfigur oder c%ne cen-

ttisclie Fvgur. Beides tntt gleichzeitig ein
7
wenn sie in emein

Strahlenbtischel liegen.

Perspective Dreiecke in einer Ebene Tcommen durcti Projection

eines Drciecks aus verscJuedenen PunMen 0u Stande. Wird in der

That das Dreieck ASC (welches die Ebene Q bestimmen mag) auf

eine andere Ebene P aus dem Punkte 8 nach al>c, aus S f

nach

afl'c' projieiitj so sind die Dreiecke abc, a'b'c perspectiv, Denn
der Durchschnittspunkt der Ebene P xmt der Geraden SS' hegt
in der Geraden aa (namhch Qad in den Ebenen P tind ASS f

} 7

zugleich m den Geraden IV und cc'. Unigekehrt: Liegen die Drei-

ecke ale und a'Vc' in einer Ebene P perspectiv ;
so sind sie Pro~

jectionen eines Dreiecks einer anderen Ebene. Denn zieht mau
ausserhalb der Ebene P durch den Pimkt 0, in welchem die Strah-

len ar/
7 "bV) cc sich treffen, eine Gerade und mmml in ihr dio
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Punkte S und S' behebig (von verschieden) ,
so sind die Punkte

S r

und d in der Ebene a OS enthalten; folghch schneiden sicli die

Strahlen Sa und S'a' m emem Punkte -4; die Stralilen SI, S'b'

ergeben in gleicher Weise einen Durehschnittspunkt B und Se,

S'c einen Durchsclinittspunkt G Durcli die Punkte A, S, C wird

eine von P verschiedene Ebene Q bestimmt, und es wird ale aus

S, a'Vc' aus S' auf Q nach J.JBC7 projieirt.

SoJflZrf 5ze Dreiecke ale und a'Vc' perspectiv smd
}

sclmeiden

sieh die liomologen Seiten auf etnet Geraden
, gleiclmel ob die Dre%~

ecke ^n emer Ebene liegen oder niclit Der Beweis braucht nur nocli

fur zwei Dreiecke in einer Ebene gefiihrt zu werden. Solche Drei-

ecke sind Projeetionen ernes Dreiecks ABC einer andern Ebene.

Die Schmttlinie beider Ebenen wird von der Geraden jB C in dem-

selben Punkte getroffen, wie von den Projeetionen lc und Y,

etwa in f; ebenso begegnen sich auf jener Sdmitthnie GA, ca,

c a etwa in g und AB, at, aV etwa in 7^; es schneiden sich also

lc l)'c, ca c'ci, al aV in drei Punkten fgh einer geraden Lmie.

Umgekehrt* Wenn in einer Ebene oder m verscJwedenen Ebenen

Dreiecke ale und a'Vc' so liegm, doss die Seiten be b'c, ca ca, ab

cfV sich in PuiMen fgh em& Geraden scJmezden, so s^nd (he Drei-

ecke perspectw. Auch dies braucht nur noch fdr Dreieeke in einer

Ebene bewiesen zu werden. Durcli die Gerade fg lege man eine

andere Ebene und projicire auf sie das Dreieck ale nach ABC,
so dass die Seite BC durch f, CA durch^, AB durch h hmdurch-

geht; dann sclineiden sich BC und VG m /, CA und c'a' in g,

AB und ab' m h, folglich sind ABC und a'Vc perspective Drei-

ecke in verschiedenen Ebenen, ale und a'b'c Projeetionen von

ABC. (Ein anderer Beweis, welcher fur beide Falle den Satz ein-

fach auf den vorigen zuriiekfuhrt, hat den Vorzug, ftir den Fall

zweier Dreiecke in einer Ebene sich ganz innerhalb dieser Ebene

zu bewegen Er beruht auf dein Umstande, dass im Punkte h die

Strahlen ab a'V gf zusammentreffen ,
mithin perspective Dreiecke

aag und IVf entstehen; die Seiten dieser Dreiecke a'g "b'f, ga fb9

a a IV schneiden sich auf einer Geraden in drei Punkten c'cO, d. h.

a a IV cc haben den Punkt gemein.)

Bei Planfiguren, welche aus mehr als drei Punkten bestehen,

macht es hinsichtlich der Perspectivit'at einen wesentlichen Unter-

schied, ob sie in verschiedenen Ebenen liegen oder nicht Wir

wollen vier Punkte abed in einer Ebene betrachten; diese werden

zu je zweien durch sechs Gerade verbunden, und die Figur;
welche

aus den Punkten abed und den sechs Verbindungslinien besteht, wird

em ebenes vollstandiges Viereck genannt. Zum vollstandigen
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Viereek abed gehoren vier Ecken & I c d und seehs Seiten lc ca
al ad Id cd, "be und ad, ca und &<, ab und dd heissen Gegen-
seiten. In derselben oder in elner anderen Ebene sei das voll-

standige VIereck a'b'c'd' so gelegen, dass die Strahlen ad IV cc

dcT in einem Punkte sich treffen; tiberdies sollen in kemem der

beiden Vierecke drei Ecken sich in einer Geraden befinden. Jene

Voraussetzung kann auch dahin fornmlirt werden , dass die Dreieeke

ale und a'Vc, aid und a V d' perspectiv sein sollen; durch den

Punkt 0, m welchem ad und ll
r

sieh schneiden, laufen dann auch

cc und dtf, und es sind auch die Dreieeke led und Vc'd, acd
und dc'ff perspeetiv. Es ist hiermit eine Zuordnung der Eckeit und

folghch der Seiten beider Vierecke gegeben, derart, dass je zwei

zugeordnete Seiten sich schneiden. Es mogen sich

Ic Vc in f, ca caf

in g, al a'V in h,
ad a! d

f

in fif Id V d' in gl9 cd cdf

in Ji
t

begegnen; die Punkte ffl gg i
JiJit hegen je auf zwei Gegenseiten

des Vierecks a~bcd oder a'V c d'; durch /J^fe1? fi^A, fff[h, fg\ gehen

je drei Seiten aus einer Ecke. Wenn die Vierecke in verschiedenen

Ebenen liegen, so sind die Punkte ffiff9^'h\ (welche nicht ver-

schieden zu sein brauchen) in einer Geraden enthalten. Dies ist

aber nicht nothwendig, wenn die Ebenen beider Figuren zusammen-

fallen
5
wir konnen dann bloss behaupten, dass die Punktgruppen

fghj fg\\) fiffhij fi9ih JQ ^n ^^er Geraden liegen, dass also

ffiffffi^i ^e Gegene^ckenpaare ernes vollstandigen Vierseits

sind, dessen eine Seite durch fgli hmdurchgeht. Ein vollstandiges

(ebenes) Vierseit ist die aus vier Geraden einer Ebene (den Seiten)
und ihren sechs Durchschnittspunkten (den Ecken) zusammen-

gesetzte Figur.
Die obige Voraussetzung ist schon erullt

;
wenn sowohl fgh

als f{ g v lii
in Geraden liegen; es werden also, wenn dies stattfindet,

auch fffiht und ig\ gerade Punktreihen sein. Piigt man aber

noch die Voraussetzung hinzu, dass die durch fgJi und f^g^ gehen-
den Geraden zusammenfalien, so werden alle sechs Punkte ffl gg1

'h'h
l

auch dann in einer Geraden vereinigt, wenn beide Vierecke zu einer

Ebene gehoren, d. h.: Wenn die vollstandvgen Vierecke abed und

a'Ve'd' (keine drei Ecken ein.es Vierecks sollen in gerader Lime

liegen) m derselben oder tn verschiedenen Ebenen so liegen, dass die

Seiten "be Vc, ca c'a
,
ab a'b'j ad ad', Id Vdr

sieh m Punkten

fghfl g i
e^ner Greraden schnevden, so treffen die Seiten cd c

f

d
f

in

e%nem PunJcte h
1
derselben Geraden gusatnmen. Dabei ist nicht aus

geschlossen, dass fmiift
oder g mit gi

oder h mit \ zusammenfallt,
' Wenn in. einer Geraden Punkte ff\ gg^ h (f darf mit f{ , g mit

?orlesuge 6
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g l zusanimenfalleii) gegeben sind, so kann man vollstandige Vier-

ecke so construirea, dass funf Seiten durch die gegebenen Punkte

gehen und zwar zwel Ge-

genseiten dureh f und /j ;

zwei andere durch g und

g^ y
und dass die durcli fgh

laufenden Seiten nicht aus

einer Ecke kommen; die

seehste Seite tnfffc die ge-
'

gebene Gerade allemal in

einem bestiimnten Punkte

Ji
L

. In jeder Geraden wxrd

also dureh fiinf Punkte ffl

gg {
Ji em sechster Punkt 7^

durch folgende Construction

unabhangig von den be-

nutzten Hulfslinien be-

stimmt. Durch fgli ziehe

man drei Geraden, welche

sich in abc so treffen, dass

"be dureh f, ca durch g )

a"b durch Ji hmdurchgeht ,

die Geraden af^ und bff l

schneiden sich alsdann in

einem Punkte d. und die

gegebene Gerade wird von

cd in Ji
t getroffen. Hierbei

darf man die Paare ff^ und

untereinander
? jedoch der Herleitung gemass f mit ft

nur dann

vertauschen, wenn man gleichzeitig g mit g vertauscht. That-

sachlich ist cliese Bedingung iiberflussig ( 16) ;
und man darf

,
ohne

Aj zu verandern, das Viereck so emnchten, dass die durch fgli

gehenden Seiten aus einer Ecke kommen; aber es ist unmoglich ;
mit

den bis jetzt eingefuhrten Hulfsmitteln den Beweis zu erbringen,
Besondere Wichtigkeit besitzt die Figur, in welcher f init fl ,

g mit gi
zusammenfallt

;
es schneiden sich dann in f zwei Gegen-

seiten lc und ad, in g zwei andere Gegenseiten ca und Id, und
von den beiden ubrigen Seiten a 5 und cd geht die eine durch h,

die andere durch Aj. Smd m einer Geraden drei verschiedene Punkle

fffh geghen, so kann man vollstandige Vierecke so construiren,
dass zwei Gegenseiten sich in

/',
j&wei andere in g durchkreuzen

und eine funfte Seite durch lh hiiidufchgeht^ die gegebena Gefade

Fig S2
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wird alsdann yon der sechsten Selte in einem bestimmten, von li

verschiedenen Punkte 7^ getroffen. Es hefert deninach folgende
Construction em von den

benutzten Hulfslmien nn-

abhangiges Eesultat (k^.
Dureh fgli zlehe man drei

Geraden, welclie sieh in

ale so treffen, dass be durch

f, ca durch g, al durch Ji

gehtj und bestimme den

Schnittpunkt d der Geraden

af und ~bg, sodann den

Schnittpunkt 7^ der Gera-

den cd mit der gegebenen
Geraden. Man darf hierbei f mit g vertauschen. Durch die Punkte

fghi wird Ji in derselben Weise bestimmt, wie li
l
durch fgli

11. Haraionisclie Cretilde.

Wenn zwei (gerade) Punbtreihen auf verschiedenen Tragern
aus gleichviel Blementen bestehen, und es soil geprtift werden, ob

sie sich als perspective Gebilde auffassen lassen, so besteht das

erste Erforderniss darin, dass die Trager in einer Ebene enthalten

sein und also in einem Punkte ft sich schneiden miissen. 1st dies

der Fall, und wablt man in der einen Geraden zwei Punkte fg, in

der anderen cd beliebig (von Jo verschieden), so ist sowohl zwischen

fff und cd als auch zwischen gf und cd Perspectivitat vorlianden;
denn die Strahlen cf und dg schneiden sich in einem Punkte b

}

die Strahlen eg und df m einem Punkte a, und es werden cd aus

I) nach fg 9
auvS a nach. gf projicirt. Wahlt man aber in einer Ge-

raden drei JPunkte fgh, in einer andern Geraden
;

welche jerier in

7c (von fgh verschieden) begegnet, drei Punkte cde beliebig (von Jc

verschieden), so ist es durchaus nicht nothwendig, dass fglh und

cde in irgend einer Anordnung perspectiv sind. Vielmehr miissen,

wenn jgh und cde in dieser Reihenfolge perspectiv, also & das Cen-

trum der Perspectivitat sem soll
?

l>eJi in einer Geraden liegen;

sollen gfli und cde perspectiv sein
;

so mtissen aeh m einer Ge-

raden liegen, u. s. w Wenn zu f und g die Punkte c und d als

homologe Punkte gegeben werden
;

so ist zu jedem Punkte h der

fg der homologe Punkt c in cd bestimmt.

Bs seien fgl\, und cde perspective Punktreihen, "b das Centrum

der Perspectivitat ,
der Punkt k entsprechend gemew, danii ist es
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niclit nothwendig, dass fgli und cde noeh in einer andern Anord-

iimig perspeefav sind. Soil es moglich sein, cde aueli naeh gfh zu

projiciren, so mtissen die

Strahlen eg, df> eJi in

einem Punkte a sich

treffen
,

d. li es sind als-

dann a 5 c d die Ecken

eines vollstandigen Vier-

ecks, m welchem zwei

Gegenseiten sich in f,

zwei andere in g durch-

kreuzen
;

wahrend von

den beiden ubrigen (in e

sich sehneidenden) die

eine durch 7i, die andere

durch & hindurchgeht Es

existiren also
?
wenn fgli

in einer Geraden gegeben sind, gerade Punktreihen, welehe mit

fgji und gfJi zugleicli perspectiv liegen; um erne solche Punktreihe

cde zu ernalten, construirt man irgend em Dreieck abc, dessen

Seiten ic, ca, a<b resp. durch
/*, g, h gehen, ferner den Durch-

schnittspunkt d der Strahlen af und bg, endhch den Durchschmtts-

punkt e der Strahlen al und cd Die Trager aller Punktreihen
7

\velehe sich sowohl zn fgh als auch zu gfh in perspectiver Lage

befinden, ohne li zu enthalten, schneiden den Trager der gegebenen
Punktreihe m einem festen Punkte ft ( 10 extr.). Umgekehrt:
Geit der Trager einer zu fgh perspectiven Punktreihe cde durch JL,

so sind auch gfli und cde perspectiv. Schneiden sich namlich c/,

dff und eJi in 5, df und eg m a, so ist abed em vollstandiges

Viereck, von welchem zwei Gegenseiten durch /;
zwei andere durch

g und erne fiinfte Seite durch Jc lauft. Da nun Ji durch die Punkte

fffJc in derselben Weise bestimmt wird, wie Jc durch fgh, so lauft

die seehste Seite ab durch h, folglich 6 h (d. i eJi) durch a, so dass

eg, df und eh in a zusammentreffen.

Damit eine Projection der geraden Punktreihe fgh }
ohne h #u

enthalten, guglezch eine Projection von gfh se^, %st es nothwend%g und

/^mtf7im<#, dass der Trager der Projection mit dem Trager der ge-

gelenen Punktreihe in einem durch die letgtere lestimmten Strahlcn-

bundel L liege. Wenn an einem Dreieck ale die Seiten "be, ca, al*

resp. durch /, g, h gehen ;
so treffen siqh die Strahlen af, lg ,

ch

m einean Punkte d.

Wenn die Punkte cd aus "b nach /#, aus a nach yf projicirt
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werden, so glebt es In der Geraden fg zwei Punkte his, welehe aus

a und & sich nach denselben Punkten der Geraden cd piojiciren,

und keinen weiteren; Ton den Punkten hi 1st der erne Ji von seiner

Projection e versehieden, hingegen der andere it seine eigene Pro-

jection. Durch die Punkte fgh oder gfh (andere Permutationen

sind nicht gestattet) ist also I derart bestimmt worden, dass eine

Punktreihe cdel als Projection von fghl und von gfJil erscheint.

Nun besteht aber zwisehen den Pnnkten fglli genau derselbe Zu-

sararaenhang ,
wie zwisehen den Punkten fglitz, und es wird also

bei jeder Punktreihe ,
welehe

?
ohne I zu enthalten, nach fgk und

nach gfk projicirt werden kann, h sich als seine eigene Projection

ergeben. So ist in der That die Punktreihe aJbeli mit fgkh und

zugleich mit gfkh perspectiv, die Projectionscentren smd res'p. d

und c. Von dem Paare fg (oder gf} tst demnach das Paar lib

(oder Itli) durcli die Fordening dbluwigig, dass es mogkcli sdn soil,

fyhh und gfli'k nach e^ner und derselben Punktreihe a
(5 yd zu pto-

jicwen, wobei nothwendigerweise entweder it mit S oder h mit y

zusammenfallt, aber der Schein vermieden wird, als musse gerade

Jo nach sich selbst projicirt werden. Halt man fg fest, so ordnen

sich die ubrigen Punkte der Geradeu fg zu Paaren 1ih
9 derart, dass

aus emem Punkte des Paares der andere sich bestimmt. Die PmJcte

fg werden allemal dwelt hit getrennt. Denn es werden entweder

gli durch fk oder hf durch gk oder fg durch hJt getrennt, und

zwar schliesst jede dieser Lagen die beiden anderen aus; wareri

nun gJi durch fJc getrennt ;
so ubertriige sich dies wegen der Per-

spectivitat
auf die Paare /3^ und ad und von da wieder auf die

Paare fh und glt\ ebenso wurde die getrenute Lage von Jif und gh

noch die von gh und //c bedingen. Man sagt in Eucksicht auf die

getrennte Lage der Paare fg und 7&fc, dass fg durch A 7s harmo-

nisch getrennt werden Aber es iverden aMck hi durch fg har-

momseh getrennt. Denn am Dreieck cle gehen die Seiten be, ec,

cl resp. durch h } h, f, wahrend die Strahlen ch, 6ft, eg m einem

Punkte I sich treffen; es smd namlich die Dreiecke cbg und hJce

perspectiv, weil lg he, gc eh, cl) hh sich in drei Punkten daf

einer Geraden schneiden. Dagegen werden gh dureh fk, hf durcli

(jk iiicht harmonisch getrennt u s. w.

Man nonnt die Punkte fghh harmonische Punkte (erne

harmonische Punktreihe, ein harmonisches Gebilde in emer Ge-

raden), jfund^ conjugirt, ebenso h und
ft;

zwei conjugirte Punkte

bilden em Paar. Man darf die beiden Paare mit emander vertau-

schon
?

ebenso in jedem Paare die beiden conjugirten Elemente.

Wenn also von. den acht Anordnungen
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fghk gflik fglh gfkh

kJ&fg JiJtgf hhfg Jshgf

eine harmomseh 1st, so slnd es auch die tibrlgen; aber keine andere

Anordnung derselben vier Punkte ist alsdann harmomseh. Zu drei

beliebigen Punkten fgh in einer Geraden kann ein uncl nur ein

vieiter Punkt I derselben Geraden so construirt werden , dass fghJk

harraonisch sind; man nennt L den vierten harmomschen Punkt zu

den gegebenen Punkten fgh (odex gfh), welche so angeordnet wer-

den
,
dass zuerst zwei conjugirte stehen und zuletzt derjenige, dessen

conjugirter fehlt Um zu fgh den vierten harmonischen Punkt Jt

zu eonstruiren
3
zient man dtirch h eine beliebige Gerade und nimmt

in ihr zwei beliebige Punkte a&, diese werden aus emem Punkte d

nach fg, aus emem Punkte c nach gf projicirt; der Strahl cd be-

stimmt in fg den Punkt h. Die Geraden cf fa ac l}d sind die Seiteu

eines vollstandigen Vierseits ;
an welchem acf drei Ecken sind,

deren Gegenecken l)dg yon den Seiten des Dreiecks acf aus der

Geraden bd ausgeschnitten werden. Die Geraden ab cd fg, welche

je zwei Gegenecken verbinden, heissen die Diagonalen oder

Nebenseiten des vollstandigen Vierseits. In der Diagonale fg

lieg&M zwei Gegenecken des vollstandigen Vierseits
, f und g , OAASS&T-

dem ewei DurclisclinittspunUe mit den "beiden anderen Diagonalen, Ji

und J; solelie vier Punkte sind allemal Jiarmonisch.

Um zu erkennen
;
ob das gerade Gebilde fglih harmonisch ist

;

wird ein perspectives gerades Gebilde apyd zu fliilfe genommen,
in welchem cc mit f zusammenfallt oder ft mit g u s. w. Es mag
8 mit ~k zusammenfalien; alsdann miissen

;
wenn fghk harmomsche

Punkte sind, auch die Gebilde gflik und a^yS sich in perspectiver

Lage befinden. Daraus wird zunachst die harmonische Lage auch

der Punkte afiyS erkannt. Um dies auf beliebige perspective Punbt-

reihen fglik und fg'h'H, von denen die erstere harmonisch ist, zu

iibertragen ?
braucht nur noch der Fall gepruft zu werden, wo weder

f in f fallt, noch g' in g u, s. w. Die Punkte h' und k sind alsdann

vo einander verschieden
;
und die Gerade lik wird von den in emem

Punkte zusammenstossenden Strahlen ff gg' hh
f

Jth' in aflyS so

geschnitten^ dass y mit h\ S nut Jc identisch ist; es werden aflyd
harmonisch

, folglich auch fg'h'l,',

Ist wn 8we^ $)erspect^ven geraden PunMreihen die eine harmo-
nisch

,
so ist es auch die andere. Oder: Jede Projection einer har-

monischen Punktreihe ist wieder harmonisch

Wenn in. einer Planfigur eine Punktreihe harmonisch ist, so

hat man dann eine graphische Eigenschaft der Planfigur zu er-

blicken. Bei der Definition harmonischer Punkte werden freilich



11 Haimonihche Gebilcle 87

diese Punkte nicht unter sich allein durch grapliisclie Begriffe m
Beziehung gesetzt, sondern es mussen noeh andere Elemente zu

Hiilfe genommen werden, und es brauchen die zur Prufung der

Punktreihe zugezogenen frernden Elemente nicht In der Ebene

jener Planfigur zu liegen. Aber die bei der Wahl dieser Elemente

gestattete Willkur lasst sich benutzen, urn die Prufung der Punkt-

leihe in irgend einer sie verbmdenden Ebene
;
also insbesondere in

der Ebene der betrachteten Planfigur zn bewirken. G-ehen wir daher

zu einer perspectiven centrisehen Figur uber, so dass der Punkt-

leilie ein Strahlenbusctel entspricht, so wird die an der Punktreihe

bemerkte Eigenschaft nach dem in 10 ausgesprochenen Gesetz

auf das Strahlenbuscliel ubertragen, und es wird angemessen sein,

fur die centrische Figur analoge Definitionen zu geben.

Demgemass nennt man vier Strahlen fglik in einem Buschel

liarmonisch, ein harmonisches Strahlenblischel^ wenn ein

concentrisches Stralilenbuscliel afiyd existirt, welcL.es zu fglik per-

spectiv ist und zugleich entweder zu gflik oder zu fgkh. Die

Strahlen /' und g heissen conjugirt ;
ebenso Ji und & zwei eonjugirte

Strablen bilden em Paar; die beiden Paare liegen getrennt. Die
Satze tiber karmonische Punkte dtirfen wir ohne Wei-
teres auf liarmonisclie Strahlen tibertragen. Man darf

also in jedem harmouisclien Strahlenbiischel fgU die beiden Paare

init emander vertausclien, ebenso in jedem Paare die conjugirten

Elemente, aber jede andere Vertauschung liebt die harmonische

Lage auf. Sind die Strahlen ctfiyS eines Buschels zu den Strahlen

fghh eines concentrischen Buschels und zu gfhJc perspeetiv;
so fallt

entweder y in h oder d in Jc. Werden vier harmonische Strahlen

fgMt nacli den mit ihnen concentrisclien Stralilen aflyh projicirt,

so sind aucli gfhJc und a$yl perspectiv. Ist von zwei perspectiven

concentrischen Strahlenbuscheln das eine harmonisch, so ist es auch

das andere. U. s. w.

Wenn ein Strahlenbiischel und eine gerade Punktreihe sich m
perspectiver Lage befinden, so kann man jenes als eine centrische

Figur ,
diese in einer den Scheitel des Buschels ausschhessenden

Ebene als perspective Planfigur betrachten. Die Prufung, ob em
Btrahlenbuschel harmonisch ist, bewegt sieh innerhalb einer centri-

schen Figur, zu welcher das Strahlenbiischel gehort; die Prufung,
ob eine Punklreihe harmonisch ist, kann man in jeder ihrer Ebenen.

vollasiehen. Die harmomsche Lage ist demnach eine Eigenschaft,

wolche sich im Falle der Perspectivitat vom Strahlenbuschel auf die

Punktreihe und umgekehrt tibertragt. Befindet s^ch e^n Stralilen-

busclwl mit wn&r* Piwlttrwhe in perspectives Lage und ^st das
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Gebtlde liarwonisch, so ist es auch das andere. Jeder Schnitt eines

IiarmoBiselien Strahlenbuscbels 1st harmomsch; jedes Strahlenbiischel,

welches erne harmonische Punktreihe projicirt, ist hannonisch,

Hierans folgt, dass wenn zwei Strahlenbfischel mit einer und

derselben Punktreihe perspectiv liegen und das eine harmoniscli ist,

aueh das andere diese Eigenschaft besitzt Wlr komien also jetzt

fur alle Gattungen perspective! Stralilenbiiscliel den Satz ausspre-

cben: Ist von zwei petspectwen StraMenbuscJieln das eine liarmoniscli,

so ist es auch das andere. Jede Projection eines harmonischen

Strahlenbiischels ist demnach wieder hannomsch. Ist von emem
Ebenenbuschel irgend ein Schnitt (Punktreihe oder Strahlenbuschel)

harmonischj so ist es jeder.

TJeberhaupt: Wenn von &we^ perspectwen ebenen G-ebUden das

eine 'harmoniscli %st, so ist es auch das andere.

Wenn in einer Planfigur ein Strahlenbusehel harnaonisch ist,

so kann man diese Eigenschaft nach der oben gegebenen Definition

nicht darstellen, ohne aus der Ebene der Planfigur herauszutreten.

Zu einer anderen Definition
,
welche keine Eleniente ausserhalb der

Ebene des Btischels benutzt
; gelangt man folgendermassen Von

emem harmonischen Strahlenbiischel sei a der Scheitel, fg~h~L ein

Schnitt, also eine harmonische Punktreihe. Ira Strahl ah nehme

ich den Punkt & beliebig; a& mogen nach fg aus d, naeh gf aus

c projicirt werden Wegen des Zusamnienhanges zwischen dem voll-

standigen Viereck abed und den Punkten fgli geht die Seite ed

durch ft;
der Schnittpunkt der Seiten a~b und cd mag mit e bezeich-

net werden. Bezeichnet man
;
wie ublich, Strahlen eines Btisehels,

wenn etwa a der Scheitel ist und die Strahlen resp durch fgh , . .

hindurchgehen ;
kurz mit a(fgh . .

.) ;
so sind a(fgJiJc) und ft(fgfa'K)

perspectiv, ebenso a(cde'k') und &(c$eft), d. i. a(gfhK) und b(fff"hfy.

Umgekehrt: Liegen in emer Ebene zwei perspective Strahlenbuschel

a(fgJity und 1)(fghJc), und siud auch a(gfhfy und 'b(fffh'k) per-

speetiv, so sind a(fghTc] harmonisch. Denn wenn die Strahlen ag
und &f in c

} af und Tig in d sich treffen, so liegt der perspective
Durchschnitt der Biischel a(gflik} und b(fg"hh) auf der Geraden

cd, auf welcher mithin all und Ih^ah und "bk sich begegneri
mussen Von den Strahlen ah und a~k ist sicher einer von al ver-

schieden, etwa a"b, also aft von" & ft yerschieden, ft in cd, aber )i

nicht in cd
}
mithin abh in einer Geraden, fg'h'k harmonisch, ebenso

die Strahlen a

Em harnionisches Strahlenbtischel fg'h'k konnen wir demnach
auch als em solches definiren, welches zu einem in derselben Ebene
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enthaltenen Strahlenbiisehel afiyd perspectiv ist uud ausserdem ent-

weder zu fiay$ oder zu afidy.
Wenn die Strahlenjfy ernes Busehels mit den Strahlen aft eines

andern Busehels perspectiv liegen und zugleich mit (5 a, so sclinei-

den sieh fgafi zu je zwelen und liegen deronach entweder In einem
Btiudel oder in einer Ebene. Ich kann also die obigen Erklarungeu
in die folgende zusammenfassen: Em Strahlenbiischel fgM wird

harmonisch genannt, wenn es zu einem andern Strahlenbiisehel afiyd

perspectiv liegt und und zugleich zu ficcyd oder zu ccfidy.

Sind die Strahlenbuscliel fffJik und gflik mit dem Strahlen-

buseliel afiyd perspectiv, so fallt entweder h mit 7 zusammen oder

7c mit d. Sind die Strahlenbuscliel fgh und gfli miiafty perspectiv,
li von y verscliieden, so haben aie einen Strati X/ gemein ?

und es

smd fglik harmonisch. Sind die Strahlen fglil\> liarmoniscli und
mit den, Strahlen a($<yl perspectiv, so sind anch fghli und flccyl

perspectiv

Wir gelien jetzt zum Ebenenbuschel Uber, Viei Ebenen fgh I

in einem Btischel werden harmonisch genanut ;
wenn sie zu eiuem

Ebenenbusehel afiyd perspectiv liegen und ausserdem entweder zu

fiay$ oder zu apdy. Da perspective Ebenenbiischel eine centrische

Pigur bilden
;

so ergiebt sich die Mbglichkeit des harmomschen

Ebenenbiischels aus der des harmomschen Strahlenbiischels, wie

jeder graphische Satz tiber centnsche Figuren aus dem entsprecheii-

den tiber Planfiguren. Es sei der Scheitel des Ebenenbundels

pyd, 0^ em beliebiger anderer Punkt m der Axe des Buschels

Cy fg'h'b'ctffl'y'd' der Schnitt jenes Biindels mit einer die Puukte

und Ot
ausschliessenden Ebene, und aus O

t
seien an die Strah-

len a'fl'y'y die Ebenen ^
l ^i y^\ g^legt Dann sind fg'h'W und

dpy'S* zwei Strahlenblischel , ^^y^^ ein Ebenenbuschel; fg'h'k'

liegen zu a ffy'S' perspectiv und ausserdem entweder zu /SV/<T
oder zu afid'y') folglich liegen fglik zu ^^y^ perspectiv uad

zugleich zu /3j iXi^i 0(^er zu a
i/^i ^1^1 ^ie Eigenschaft des Ebenen-

buschels fglik, dass es harmonisch ist, kann tuernaeh dargestellt

werden unter Zuziehung von Ebenen
,
welche durch einen beliebigen

Punkt der Axe gehen.
In dem harmonischeai Ebenenbuschel fgMc heissen f und g

conjugirt, ebenso Ji und A; es werden fg durch* lil\> getrennt, u s w
Man kann harmonische Ebenen als diejenigen definiren, welche in

harmomschen Strahlen geschnitten werden

Befladen sich zwei Ebenenbuschel in perspective! Lage und ist

das erne barmonisch, so ist es auch das andere; denn der perspec-

tive Durchsckartt ist darni zu beiden harmonisch. Befiitdet sich
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endlieli eme Punktreilie mit einein Ebenenbiisehel in perspectiver

Lage und 1st das eme Gebilde harmonisch, so ist es auch das

andere.

Dlese Bemerkungen und die dazu gehorigen friiheren lasseu

sicli jetzt zu einem Satze veremigen: Wenn von 0we^ perspectives

Gebilden das eme Jiarmomsch ist, so ist es aucli das andere. Aber

die Aufstellung eines Satzes, welcliei bei aller Kurze des Ausdrueks

so viele einzelne und versehiedenartige Erseheinungen umfasst, setzt

bezuglich der Begnffsbildung die entspreehende Zweckmassigkeit

und Allgememheit voraus. Es ware schwerlich gelungen, diese

Eigenschaften bei den Begnffen der Perspectivitat und der harmo-

nisehen Lage zu eizielen, wenn man sicli auf diejemge Tennino-

logie beschrankt hatte, bei welcher zweien Geraden in einer Ebene

nicht nothwendig ein Durclasclinittspunkt;
zweien Ebenen nicht notk-

wendig eme Durchschnittshme zukommt.

Zu spaterer Anwendung werden hier noch folgende Satze ab-

geleitet.

Wenn die Punlte fg sowolil dwell JiJc als dutch uv JiarmoniscJi

getrennt werden, so Jtann man wn den Punlten fgl\>u dwell wieder-

liolte Projection m den Punlten fghv yelangen Beweis: Man kann

ein vollstandigesViereck a I) ed
derart constrmren

;
dass ad

und ~bc in /, l)d und a c in

g sicli schneiden ? alj duich.

h, cd duich h hindurchgeht.
Wird l)v von df in a'9 gctf

von Ijf in c getrotfen, so

geht dc durcli u. Also wer-

den fgJcu aus d auf be nach

fbee , diese aus g auf ad
nach fdaa\ diese aus 1) auf

fg nach fgJiv projicirt.

Smd demnach fglik und
Tr fytlv harmomsehe Gebilde,

f% dureh gu getrennt, so bind

fji durch gv geircnnL
Sind fghl tind*fgtw JiarmomscJie Gefolde, so werden 'h'k dureh

wv meM getrennt. Beweis: Da fg durch uv getrennt werden, so

werden fg auch durch eines der Paare Jcu oder Jtv getrennt, etwa
durch hv; es sind dann fg dureh ku uicht getrennt, sonderw etwa

fk durch gu. Also sind nach dem vorigen Satze gv auch durch

/ h getreimt, aber nicht durch fu} folghch gv durch hu. Hiernach
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36

hat man uv dureh fg getrennt, aber nicht dutch lig, folglicli uv
dureh fh, ferner fl dureh gu getrennt, aber nieht duich gli> folg-
lich fl durcli &5 endlieh 7m dureh /% getrennt, aber nicht dureh

/X folglich 7*w dureh. 7*0, hi nlclit durcli uv.

Es seien &&c drei Punkte, welche nicht In gerader Linie liegen,
ABC ibre Verbindungslinien be ca a&, {2 ein Punkt der Ebene

al)c ausserhalb der Geraden ABG,
endlicli E erne Gerade der Ebene

a~bc aus&erhalb der Buscbel ale,

Die Strahlen J., ,
C gebeu resp.

niit den Strahlen ae, be, ce drei

Durchschnittspunkte e^ e2 , e^ die

Ptmkte a, &, c geben resp. mit

den Punkten AE, BE, CE drei

Verbmdungslmlen Ei} E^ } E^,
Da die Dreiecke abc und e

l
e
2 e^

perspectiv werden
?

so schneiden

sich die Strahlen A uad <32 ^ ?

J5 und e3 el? C und e
i
e2 in drei

Punkten sl9 e
2 , s% auf einei Ge-

raden
5

diese Gerade heisst die

Polare (auch Harmomkale)
des Punktes e fiir das Dreiseit ABC oder fill das Dreieck
abc. Da die Punktreihen 'bce

l
el) cae^^ y

a?>e3 f3 barmonisch sind,

so //^^ ^e Polare von e fur ABC durch d^e merten harmomsclien

PunMe %u bce^ cae<2 , abe^. Ebenso liegen die Dreiseite ABC
und E

i
Ec

iE^ perspectiv ,
die- Verbmdungslimen der Punkte a und

Ez E^ ?
b und E^El? c und E

l
E2 laufen din ch einen Punkt

;
welcber

als der Pol der Geraden E ftir das Dreieck abc oder fur

das DreiseitJUO bezeichnet wird; durck den Pol von E fur

a be geJien die merten Jiarmomschen Strdhlen 0w BCE
V , CAE<

2 ,

ABE%. Werden die Punkte abc mit resp. f
{
B2 s3 durch die Strahlen

JE''E"Em verbunden, so ist, da die Punkte j&'b
i
e
l

harmonisch

liegen, ae der vierte harmonische Strahl zu BCE', ebenso be zu

CAE", ce zu ABE", also e der Pol der Geraden s
i s^ }

d. h. der

PunM e vst allemal der Pol seiner Polare* Ebenso ist die Gerade

E allemal die Polare ihres Poles.

Es seien ABC drei Ebenen, welche nicht in einem Btischel

liegen, abc ihre Durchschnittslmien BC CA AB
,
E eine Ebene

des Biindels ABC ausserhalb der Busehel abc
f

endhch e eine

Gerade des Bundels ABC ausserhalb der Ebenen ABC. Die Strah-

len a, 6, c geben resp. mit den Strahlen AE, BE, CE drei Ebe-
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lien Ei9 E2} J5
3 ;

die Ebenen A, B, G geben resp. mit den Ebenen

ae
y be, ce drei Durchschnittslinien el} e2 , e%. Dann gehen die Ver-

bmdungsebenen der Strahlen a und E
2 E%, I und E%E1} c und

E
t
E2 durcli eine Gerade, welehe die Polare (Harmonikale)

de/Ebene E fur das Strahlentripel ale oder fiir dasEbe-

nentripel ABC genannt wird, und die Dnrchselinittslimen der

Ebenen A und e2 e3 ,
B und e%e { ,

G und e^ fallen in eine Ebene,

welehe die Polare (Harmonikalebene) des Strahles e fiir

das Ebenentripel ABC oder fur das Strahlentripel ale

heisst Die Polare von E fur ale liegt in den vierten harmomschen

Ebenen m BCE^ CAE*, ABE^ die Polare von e fur ABC ent-

lialt die vterien JiarmomscJien SttaJilen 0u bcel} cae<>, ale%. Die

Elene E ist die Polarebene thres Polarstrallies; der Strahl e %st

der Polarstralil seiner Polarebene

Endlicli seien abed vier Punkte, welche niclit in einer Ebene

liegeB ; ABCD ihre Verbindungsebenen bed cda dab ale, e em
Punkt ausserhalb der Ebenen AS CD, E eine Ebene ausserhalb

der Bundel alcd. Die Ebenen A, JB, C, D geben resp. mit den

Strahlen ae, le, ce
}
de vier Durchschmttspunkte ei? e%, %, e4 ,

die

Punkte a, b
} c, d geben resp. mit den Strahlen AE, BE, CE}

DE
vier Verbindungsebenen E^ E*> }

JE?
3 ,

JB
4

Wenn die Ebene ale
die Gerade cd im Punkte 12 ,

die Ebene ace die Gerade Id im

Punkte
13 u. s. w. schneidet, so tieffen sich die Strahlen 14

e2J;

^24 e3i? eu en m e
i folglich die Strahlen ei3 eu (in der Ebene bed)

und 03^4 (in der Ebene aed) auf der Geraden cd in eineni Puukte

e i2) die Strahlen ei2 eu un<^ ^3^31 au^ ^er Geraden Id in emem
Punkte s

13 u. s w
5
m der Ebene JLwerden die Punkte 12 fij3 14

durcli die Polare von e
l

fur led verbunclen, in der Ebene B die

Punkte
23 24 512 durch die Polare von e2 ftir cda u. s. w. Folg-

lich liegen die Punkte j2 i3 n% 2i 34 au^' ^iner Ebene, welche

die Polare (Harmonikalebene) des Punktes e fur das

Ebenenquadrupel ABCD oder fur das Punktquadrupel
alcd genannt wird Die Polarebene von e fur ABCD enthalt die

Polargeraden von e^ e2? ej7 e
i resp. ftir lcdy cda, dab, ale. Ebeuso

gehen die Polarstrahlen von E
19 E>, E^ E4 resp, I'm BCD, CDA,

DAB, ABC durch emeu Punkt, welcher der Pol der Ebene E
fur das Punktquadrupel abed oder fur das Ebenenqua-
drupel ABCD heisst Fur bed ist e

i
der Pol der Geraden sV2 su >

folghch ist ae fur BCD der Polarstrahl der Ebene asl2
su ,

ebenso
be fiir CDA der Polarstrahl der Ebene &%% u si w., d. k der
Punkt e ist der Pol seiner Polarebene. Ebenso ist die Ebene E die

Polare ^hres Poles.
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12. Von der Reciprocity.

Es 1st jetzt an der Zeit, auf die zwisehen graphischen Satzen

bestehenden Zusammenhange naher einzugehen ? welehe zuerst in

9 wahrgenommen werden konnten. Die eine Art der Zusammen-

gehongkeit wurde in 10 begrtindet und in 11 bereits benutzt;
sie gestattete uns, die Satze uber centrische Figuren aus den plamme-
trischen herzustellen und zwar derart, dass sich die Punkte in Ge-

raden, die G-eraden in Ebenen verwandeln. Die Satze 1. 2 in 9

einerseits und 3 4. in 9 andererseits boten die ersten Beispiele
einer solchen Uebertragung. Es findet aber noch erne wesentlieh

andere Zusarmnengehorigkeit statfc, welche sieh uberdies nicht bloss

auf jene speciellen Figuren besehrankt. Man braucht nur den

Satzen 1, 2, a, b in 9 die Satze 4, 3, d, c in 9 gegeniiberzu-

stellen, um wahrzunehmen
;
wie die erste Gruppe durch eine sehr

einfaclie Aenderung in die zweite iibergeht;
namlicL. indem man die

Elemente
;;
Punkt^ und ^Ebene^ durehweg mit emander vertauscht.

Diese Wahrneltmung erstreckt sich auf den gesammten Inhalt

der Geometrie der Lage; man dart wie sich zeigen wird in

jedem grapMschen Satze die Worte
;;
Punkt^ und

;;
Ebene" mit ein-

ander vertauschen, vorausgesetzt, dass man auch die dadureli be-

dingten weiteren Vertauschungen vornimmt. Fuhrt man diese Yer-

tauschungen an irgend emem graphischen Satze aus, so erhalt man
einen (im Allgemeinen) andern Satz

;
der ebenfalls nchtig ist; wen-

det man sie aber auf den zweiten Satz an, so wird man zum ersten

zuriickgefuhrt. Man sagt deshalb, es finde in der Geometrie der

Lage eine Reciprocitat oder Dualitat statt zwischen den Punk-

ten und Ebenen, und stellt jedem graphischen Begriffe einen reci-

prokeu oder dual en Begriff gegentiber. Dabei ist jeder Begriff

der reciproke seines reciproken. ^Punkt^ und
;;
Ebene^

? ^gerade
Punktreihe" (Punkte an emer Geraden) und

;,Ebenenbuscliel^ (Ebe-
nen an einer Geraden), ;;

Punkte an einer Ebene^ und
;,Ebenen

eines Bundels^, ;;
Strahlen eines Bundels" und

;;
Strahlen an einer

Ebene*, ,,Verbindungslmie zweier Punkte" und Durchschmttslinie

zweier Ebenen "
? ;;

centrische Figur
{/ und

;; Planfigtir" sind reeiproke

Begriffe. Die
;; Gerade", das

;; Aneinanderliegen^ die
;; getrennte

Lage" vou Elementenpaaren, das
>;
Strahlenbtisebel

w
(Strahlen, welche

an einer Ebene und an emem Punkte liegen) sind sich selbst reci-

prok, d. h. sie werden von jener Vertauschung nicht betroffen.

Jeder Figur entspriclit eine reciproke Besteht zwischen zwei Figuren

Perspectivitat, wie wir sie in 10 bescfcrieben haben, so folgt aus
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den dort gegebenen Erklarungen, dass allemal auch die reciproken

Piguren perspectiv sind, Wlr werden m Folge dessen, wenn wir die

in* 11 anfgestellten Definitionen prufen, harmonisehe Punkte und

harmonisehe Ebenen fiir reciproke Gebllde und harmomsche Strahlen

fur em sich seibst reciprokes Gebilde erklaren. Oder wlr sagen

einfach: die Begnffe ^perspeciiv* und
;;
hannonisch sind sich seibst

reciprok.

Warden nun in einem graphischen Satze alle geometrischen

Begnffe durela die reciproken ersetzt, so entsteht der reciproke

oder duale Satz. Jeder Satz ist der reciproke seines reciproken.

Manehe Satze sind sich seibst reciprok, z. B. der Satz: ,;
Ist von

zwei perspectiven Strahlenbiischelii das eine harmonised ,
so ist es

auch. das andere^.

Die Kenntniss der Dualifat in der Geometric der Lage ist des-

halb von grossem Nntzen, weil sie die Berechtigung gewahrt, nacli

jedem fiir richtig erkannten Theoreme, welclies nicht sieh seibst reci-

prok ist, sofort ein anderes Theorem anszusprechen, namhch das reci-

proke, fiir welches alsdann kein Beweis erforderlich ist. In der That

wird man, sobald erst die Dualitat als em allgememes Gesetz nach-

gewiesen ist, in jedern einzelnen Falle den reeiproken Satz ohne

Weiteres anerkennen mtissen. Aber obschon erne aufmerksame

Durchsicht der bisher aufgestellten graphischen Theoreme hinreicM,

urn jenes Gesetz fur diese zu besfatigen, so verfdgen wir doch

augenbhckhch noch nicht vollstandig uber die geeigneten Mittel,

urn es zu seiner Allgememheit zu erheben, nnd wir miissen uns

also jetzt damit begnugen, die Eeciprocitat zwischen Punkt und

Ebene nut einer gewissen Einschrankung zu begrunden.

Graphische Satze wurden zuerst m 7 bewiesen
;

es folgten in

8 und 9 fast ausschliesslich ebensolche Satze. Von da an

trugen die Entwickelungen einen ganz bestimmten Charakter; es

wurden nicht mehr andere Satze hergeleitet als graphische, und es

wurden auch bei der Herleitung keine Satze anderer Art benutzt

Die 10 und 11 enthielten also graphische Geometne mit rein

graphischen Hfflfsmitteln, welche zuvor in 7, 8, 9 angesammelt
worden waren. Diese Hulfsmittel sind uicht unabhangig von ein-

ander. Allem das ist fiir unsern Zweck gleichgultig; wir brauchen

bloss festzuhalten, dass man keiner anderen Satze bedarf, urn die

Geometric der Lage, soweit sie uns jetzt zuganghch ist, auszubauen.

Dass in der That alle graphischen Theoreme
;
welche wir ohne Auf-

stellung neuer Grundsatze beweisen "konnten, sich aus jenen Satzen

herleiten Iassen
5 wird durch folgende Ueberlegung erkannt
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Wie aus 9 (Anfang) zu entnehmen, lasst sich jedes Theorem,
welch.es auf unserm gegenwartigen Standpunkte iiberhaupt errelch-

bar ist, aus den graphischen Satzen der 7, 8, 9 in Verbmdung
mit den Satzen 6 7. 8. 9. 12. des 1, dem Satze 10. des 2 und
den Satzen 3 6. des 8 dedueiren. Wenn elgentliche Elemente
weder im Theoreme selbst vorkommen noch beim Beweise zu Hulfe

genommen werden, so wird der Beweis mit jenen graphischen
Satzen allein geftihrt; die anderen Satze konnen nicht gebraucht

werden, so lange keine eigentlichen Elemente auftreten. Wir wollen

diese beiden Satzgruppen hier als die ^erste" und ,,zweite
f- unter-

seheiden. Wenn man in den Satzen der zweiten Giuppe liberal!,

wo von eigentlichen Punkten in einer Geraden die Rede ist und von

dem einen gesagt wird, dass er zwischen zwei anderen liegt oder

nicht, die Worte
;;
bei ausgeschlossener Ebene N" hmzufugt und

sodann die eigentlichen Elemente tiberall durch beliebige ersetzt,

so erhalt man graphische Satze, welche vollkommen richtig sind und

sich in der ersten Gruppe aufgefuhrt finden

Handelt es sich uni ein graphisches Theorem, so komnien

eigentliche Elemente im Theoreme selbst nicht vor. Es konnen

also beim Beweise die Satze der zweiten Gruppe nur dann eine

Rolle spielen, wenn eigentliche Elemente beim Beweise zu Hulfe

genonimen werden. Ist dies der Pall, so fuge man in dem Beweise

uberall, wo von drei eigentlichen Punkten in einer Geraden die

Rede ist und von dem einen gesagt wird, dass er zwischen zwei

anderen liegt oder nicht, die "Worte
;;
bei ausgeschlossener Ebene N*'

hmzu, ersetze sodann die eigentlichen Elemente ilberall durch be-

liebige und nehme endlich statt auf die Satze der zweiten Gruppe
auf die entsprechenden Satze der ersten Gruppe Bezug Der so

veranderte Beweis hat voile Gultigkeit; aber er ist von den Satzen

der zweiten Gruppe durchaus unabhangig, und man kann demnach

jedes graphische Theorem, welches sich aus den beiden Gruppen
herleiten lasst, schon mit Hulfe der ersten Gruppe beweisen.

Die Geometric der Lage muss sich also darauf be-

schranken, aus den graphischen Satzen der 7, 8, 9

Polgerungen zu ziehen, bis eine Vermehrung ihres Stof-

fes durch das Hinzutreten neuer Grundsatze moghcli
wird.

Es hat jetzt keine S^hwierigkeit, die Reeiprocitat zwischen

Punkt und Fbene ftir die Geometrie der Lage, soweit sie aus den

bisherigen Grundsiitzen sich, entwickeln lasst, zu begrtoden. Das

Gesetz cler Reciprocitat wird zuuachst fGr die graphischen Satze der
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7, 8, 9 als lichtig erkannt, da der reciproke Satz ernes jeden

ebenfalls zu dieser Gruppe gehort Jeder andere Satz
;

der in Be-

tracht kommen kann, 1st erne Polgerung aus diesen Satzen. Bel

semem Ansspruclie und beim Beweise werden nur graphische Be-

gnflfe verwendet. Dabei kann man sich auf die Stammbegriffe be-

schranken; die ubrigen sind aus den Stammbegriffen abgeleitet und

konnen mit Hulfe der betreffenden Defimtionen herausgeschafft wer-

den. Jenes Theorem ist also das Ergebniss einer Betrachtung, in

weleher nur die graphischen Stammbegriffe vorkommen und nur auf

""'ie oben bezeichneten graphischen S'atze Bezug genommen wird.

Venn man in dieser Betraehtung durchweg das Wort
;;
Punkt"

ureh
,;Ebene% ;;

Ebene /4 durch ,,Punkf und die benutzten Lebr-

lize durch die reciproken ersetzt, so bleibt ihre Riclitigkeit unge-

imdert; aber in ihrem Ergebniss findet man ,,Punkt" und
;;
Ebene^

mit emander vertauscht, d. h. man hat das reciproke Theorem be-

wiesen.

Das Gesetz der Eeciprocit'at zwischen Punkt und
Ebene ist hiernach wenigstens in den angedeuteten
Grenzen giiltig, muss abei spater von Neuem gepruft
werden.

Kommen wir jetzt noch einmal auf die Satze des 9 zuriick.

Es eriibrigt noch, die Beziehungen zwischen den Satzen 1 und 3
;

2 und 4 zu untersuchen. Die ersteren handeln von Planfiguren,
die letzteren von centrischen Figuren. Dem entsprechend wird

auch die folgende Betrachtung zu Uebertragungsgesetzen fuhren
;

welche ebene Piguren wieder in ebene, centrische in centrische vei-

wandeln und auf andere Figuren iiberhaupt keine Anwendung finden

Die Satze 1. und 3. des 9 gehen in einander tiber, wenn man
die Elemente ^PuDkt

tf und
^;
Gerade^ durchweg mit

m
einander ver-

tauscht. Wenn man nun die bisher aufgestellten graphischen Satze,

soweit sie sich auf Planfiguren beziehen, durchmustert^ so beobachtet

man uberall die Zulassigkeit jener Vertauschung; und da dies

wie sich zeigen wird auf einem allgemeinen Gesetze beruht, so

sagt man, es finde in der graphischen Planimetrie eine Reciprocity
oder Dualitat statt zwischen den Punkten und Geraden, mid stellt

jedem graphischen Begriffe der Planimetrie einen -reciproken oder

dualen Begriff gegeniiber Bei dieser auf die Ebene beziighchen

Reciprocitat smd Punkt " und
;;
Gerade"

; ;;gerade Punktreihe* und

,,Strahlenbiisehel^ ;; Verbindungslmie zweier Punkte" und
;;
Durch-

schmttspunkt zweier Geraden" reciprok, das
;; Anemanderliegen" und

;7 Getrennthegen^ sich selbst reciprok. Sind zwei Figuren in einer

Ebene nach den in 10 gegebenen Defimtionen perspectiv, so sind
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allemal auch die reciproken Figuren perspeetiv. Daraus folgt weiter,
dass die Begriffe ,; perspeetiv" und

,;
harmoniseh^ auch in der Ebene

sich selbst reciprok sind.

Werden in einem graphischen Satze, welcher von einer Plan-

figur handelt, alle Begnffe dureh die reeiproken ersetzt, so entsteht

der reciproke oder duale Satz der Plammetrie
,
dessen reciproker

Satz wieder der urspriinghehe ist; und wenn man von zwei solehen

Satzen den emen bewiesen hat, so darf man den andern ohne einen

besondern Beweis ausspreehen. Hierin besteht das Gesetz der
Dualitat fur die Planfiguren, von dessen Giiltigkeit wir uns

jetzt uberzeugen wollen

Wir kommen sogleich auf den richtigen Weg, wenn wir be-

achten, dass der Uebergang von Satz 1. des 9 zu Satz 3 durch

Satz 2. vermittelt werden kann. Man gelangt von 1 zu 2. durch

die erne, von 2. zu 3. durch die andere der beiden schon begrun-
deten Uebertragungsregeln imd wird deingemass von 1 zu 3 durch

erne Verknupfung beider Regeln direct gelangen Wir verfolgen
den Hergang an irgend elneni graphischen Satze der Plammetrie.

In einem solchen kann nur die Eede sem von Punkten und Geraden,
die an einer Ebene liegen. vom Aneinanderhegen der Elemente

und vom Getrenntliegen der Paare Der Satz bleibt gultig, wenn
man in ihm die Punkte durch Geraden, die Geraden durch Ebenen,
die Ebene durch einen Punkt ersetzt, aber er bezieht sich jetzt auf

eine centrische Figur. Dem so erhaltenen Theoreme entspncht ver-

mbge der Reciprocltat zwischen Punkt und Ebene wieder em plani-

metnsches Theorem; um dieses herzustellen
,
habe ich in der zwei-

ten Fassung die Ebenen durch Punkte, den Punkt durch eine Ebene

zu ersetzen, wahrend alles Andere unge'andert bleibt Die beiden

Uebertragungen, nach einander ausgefuhrt, haben also auf den vor-

gelegten Satz die Wirkung, dass sich die Punkte in Geraden und

die Geraden in Punkte *verwandeln
?

d. li sie liefern den dualen

Satz der Plammetrie

Fur die centrischen Figuren besteht ein ahnhches

Gesetz, nach welchem die Satze 2. und 4. des 9 zusammen-

gehbren Man darf m jedem grapbischen Satze, der von einer cen-

trischen Figur handelt, die Elemente
,;
Gerade" und Ebene a mit

einander vertauschen und demgemass von einer fur solche Satze

gultigen Beciprocitat zwischen den Geraden und Ebenen sprechen,

Bei dieser sind Aneinanderhegen
(

, Getrenntliegen^ ;; perspectiv
f/

und
;;
harmonisch" sich selbst reciprok, ,,Gerade" und Ebene%

,,Strahlenbuschel" und
;;Ebenenbiischel", Ebene zweier Strahlen"

Vorleiungen 7
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mid ,Durchsehnittslmie zweier Ebenen r einander reciprok. Wenn

von zwei reclpioken Satzen uber centrische Figuren der eine richtig

1st, so 1st es auch der andere. Um sich hiervon zu uberzeugen,

braucht man nur die Dualitat zwischen Punkt und Ebene auf die

vonge Betraehtung aBzuwenden.

Bei der Begrundung der Duahtat zwischen den Punkten und

Geraden an einer Ebene und der Dualitat zwischen den Geraden

und Ebenen an einem Punkte haben wir die Dualitat zwischen den

Punkten und Ebenen benutzt. Da diese noch nicht ohne erne ge-

wisse Einsehrankung bewiesen werden konnte, so bleibt vorlaufig

auch an jenen die entspreehende Emsehrankung haften. Wir kom-

men auf das allgemeine Dualitatsgesetz, wenn weitere Grundsatze

eingefuhrt sem werden, wieder zuruck (
16. 18), urn es von der

erwahnten Besehrankung zu befreien. 1st dies geschehen, so wird

der beziiglieh der beiden specielleren Dualitatsgesetze gemachte Voi-

behalt von selbst hinfalhg.

lei sagte: Alles, was wir von graphischer Geometrie jetzt her-

stellen konnen, besteht in Folgerungen aus den graphischen Satzen

der 7 9
5

in diesen kann man die Worte Punkt und Ebene

durchweg vertauschen; deshalb gelten auch. die Folgerungen unge-

schmalert welter, wenn man in ihnen die Worte Punkt und Ebene

durchweg vertauseht. Es muss in der That, wenn anders die Geo-

metrie wirklich deductiv sein soil, der Process des Folgerns uberall

imabhangig sem vom Smn der geometnschen Begriffe, wie er un-

abhangig sein muss von den Figuren; nur die in den benutzten

Satzen
7 beziehungsweise Definitionen niedergelegten BeMeJwnffen

zwischen den geometnschen Begnffen diirfen in Betracht koinmen.

Wahrend der Deduction ist es zwar statthaft und mitzlieh, aber

'kemeswegs nb$iig}
an die Bedeutung der auftretenden geometnschen

Begriffe zu denken, so dass geradezu, wenn dies nothig wird, dar-

aus die Liickenhaftigkeit der Deduction und (wenn sich die Lticke

nieht durch Abanderung des Raisonnements beseitigen lasst) die

Uuzulanglichkeit der als Beweismittel vorausgeschickten Satze her-

vorgeht. Hat man aber em Theorem aus einer Qruppe von Siitzen

wir wollen sie Stammsatze nennen in voller Strenge de-

ducirt, so besitzt die Herleitung emen liber den urspriinglieheii

Zweck hmausgehenden Werth. Denn wenn aus den Stammsatzen

dadurch, dass man die darm verkntipften geometnschen Begriife

mit gewissen anderen vertauseht, wieder richtige Satze hervorgehen,

so ist m dem Theoreme die entspreehende Vertauschung zulassig;

man erhalt so, ohne die Deduction za wiederholen, emen (im All-

gBmemen) neuen Satz, eine Folgerung aus den veranrlerten Stararn-
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satzen. Von dieser Bereebtigung wurde schon im ersten Para-

graphen wiederholt Gebrauch gemacht, dann Im dritten und vierten,
endlich Im gegenwartigen Paragraphen nicht bloss zur Begrundung
der Dnalitat zwischen Punkt und Ebene, sondern schon beim Be-

weise der Behauptung, dass alle uns jetzt zuganglichen gra-

phlschen Satze sich aus den graphischen Satzen der 7 9 fol-

gern lassen.

Die im ersten und sechsten Paragraphen gegebenen Bemer-

kungen liber das Beweisverfahren werden hierdureh vervollstandigt.
Man wird diese Erorterung nicht fur iiberfltissig erklaren, wenn
man darauf achtet, wie oft die besprochenen Anforderungen uner-

fullt bleiben, sogar in Sehriften, welche sich die Begrundung
der Geometrie oder anderer matheinatischer Dlsciplmen zur Auf-

gabe machen. Der allgememen Auffassung nach sollen die Lehr-

satze logische Polgerungen aus den Grundsatzen sein. Aber
nicht immer bringt man sich alle benutzten Beweismittel ausdruck-

lich zum Bewusstsem. Dass dies zum Theil von cler Anwendung
der Pjguren herrtihrt, 1st in 6 besprochen worden; aber selbst

wenn kein sinnhches Bild, nicht einmal die bewusste mnerliche

Vorstellung eines solchen, zugelassen wird, so iibt der Gebrauch

vieler Worter, mit denen namentlich die einfacheren geometnschen

Begriffe bezeichnet werden
,
an sich schon einen gewissen Einfluss

aus. Emen Theil der Ausdriicke, mlt deren Handhabung im tag-

lichen Leben wir durch friihzeitige Gewbhnung vertraut geworden

sind, treffen wir in der Wissenschaft wieder an; und wie im tag-

lichen Leben beim Gebrauche jener Ausdrueke zugleich allerhand

Beziehungen zwischen den entsprechenden Begnffen sich mit unseren

Gedanken verfleehten, ohne dass wir uns davon besondere Rechen-

schaft geben, so gelmgt es selbst in der strengen Wissenschaft

nieht leicht
?

die unbewussten Beimaschungen ganz fernzuhalten.

Eben diese Beimisehungen miissen an das Licht gebracht werden,
damit die Grundlage, auf welcher sich die Geometrie aufbaut, in

ihrem wahren Umfange zu erkennen sei.

Bei der Aufsuchung neuer Wahrheiten wird man sich unbe-

denklich aller Mittel bedienen, welche zum Ziele fuhren konnen.

Anders verhalt es sich mit der Prufung und Darstellung des Ge-

fundenen, welche in der Mathematik nur dann befnedigt, wenn die

neue Thatsache als erne Folge der bekannten Thatsachen erscheint.

Diese Forderung 1st wohl aus der Wahrnehmung entsprungen ;
wie

man In der Mathema.tik reichhcher als auf irgend einem andern

Gebiete die Moglichkeit antnfft, durch Schlussfolgerungen allem,

ohne besonderes Experiment, Neues und Richtiges aus Bekanntem
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zu fiuden; sle wird urn so sicherer von selbst erfiillt, je weiter man

sicii YOU den Grundbegnffen entfernt, je ausschhesslieher man also

mit zusammengesetzten Begnffen umgeht, die wegen ihrer nicht

gemeinfassliehen Bedeutung kerne Relationen zulassen, welche sich

unbemerkt in eine Schlussfolgerung emsclileiclien konnten Wenn

nun die Mathematik an die streng deductive Methode, der sie ge-

lecht zu werden verniag, sich wirklich bmdet, so darf man hierin

keinen uberfliissigen Zwang erblicken Der Werth jener Methode

besteht dann, dass die ihr entsprechende Auffassung des Beweis-

verfahrens alie Willkur ausschliesst, wahrend bei jeder andern Auf-

fassung die Unanfechtbarkeit der Beweise aufh6rt
?

weil der Be-

urtlieilung keine scharfe Grenze gezogen werden kann Die

Unanfeclitbaikeit der Beweise, durcli welche die Lehrsatze auf die

Grundsatze zuruckgefuhrt werden, im Verein init der Evidenz der

Grundsatze selbst, welche clurch die emfaehsten Erfahrungen ver-

btirgt sein sollen, giebt der Mathematik den Charakter hochster

Zuverlassigkeit, den man ihr zuzuschreiben pflegt TJm diese Eigen-

sehaften fiberall zu erzielen, wird man sich allerdings zu mancher

Weiflaufigkeit genbthigt sehen; aber auf der andern Seite werden

gerade dutch erne pracise Darstellung gewisse Veremfachungen er-

moglicht. Zunachst hat die erhohte Verwendbarkeit der Beweise

sich schon wiederholt als nutzlich erwiesen (vgl S. 99). Sodann

und darauf mochte ich hier das Hauptgewicht legen erkennt

man bei soldier Darstellung die Entbehihchkeit gewisser Bestand-

theile, welche gewohnheitsmassig mit uberliefert werden. Die Wis-

senschaft schopft einen Theil ihres Stoffes uumittelbar aus der

Sprache des taglichen Lebeiis. Aus dieser Quelle smd Ausdrucks-

weisen und Anschauungen, mit denea man wissenschaftliche Satze

nicht formuliren sollte, auch m die Mathematik hineingelangt und

dort die Veranlassimg geworden ?
dass gewisse Partieen unklar er-

schemen, und dass sich zahlreiche Discussioneu, namenthch liber

geometrisehe Dinge, erhoben haben. Welche Rolle die einzelnen

Begriffe und Eelationen in dem Systeme spielen ;
wieweit sie fflr

das Ganze nothwendig oder entbehrlich smd, tntt nur bei absolut

strenger Darstellung an den Tag. Erst wenn auf solchem Wege
die wesentlichen Bestandtheile vollstandig gesammelt, die uberflus-

sigen aber ausgeschieden sind, wird man fur jene Discussioneu,

soweit sie nicht dadurch gegenstandslos werden
;
die nchtige Grund-

lage besitzen.



13 Von den congraenten Figuren 101

13. Von den congrnenten Flgiren.

Bei der geometrlschen Betrachtung einer Figur wlrd inimer

Torausgesetzt, dass ihre Bestandtheile emein festen Korper ange-
horen oder doch mit emander in kmreiehend fester Verbmdung
stehen. In den bisherigen Entwickelungen wurde sogar angenom-
men, dass alle in einer und derselben Betraehtung auftretenden Ele-

mente eine Figur im obigen Sinne bilden, und wenn also zwei

Figuren in Beziehung gebracht wurden, wie dies z. B. bei der Er-

klarung der Peispectivitat geschah, so mussten jene Figuren mit

emander fest verbunden sein.

Wir werden jetzt, um den Begriff der Congruenz einzufuhren,
uns fur einige Zeit auf Figuren beschranken, welche nur aus Punk-

ten zusammengesetzt sind
?
und zwar aus eigentliehen Punk-

ten. Wir halten daran fest, dass jede Figur auf einem festen

Korper verzeichnet ist, aber wir verlaugen nicht, dass alle gleich-

zeitig betrachteten Figuren sich auf einem und demselben festen

Korper befinden. Ist eine Figur a~bcd gegeben, so darf man die

Punktgruppen ab, ac, al)c u. s. w. ebenfalls Figuren iiennenj aber

wenn zwei Figuren ef und gJi gegeben sind, so kommt der Punkt-

giuppe efgli der Name einer Figar nieht nothwendig zu
;

weil die

Figuren ef und gli moglicherweise gegen einander beweglich sind.

Es seien, um mit dem einfachsten Falle zu begmnen, zwei fest

verbundene Punkte a 6 gegeben und zwei ebenfalls fest verbundene

Punkte aV. Die Figuren a"b und a'V sind entweder gegen ein-

ander beweglich oder nicht. Wir nehmen zuerst an, dass sie gegen
emandei beweglich sind. Man kann daim (naclidem etwaige sto-

rende Bestandtheile der festen Korper beseitigt sind) die 'Figuren

bewegen;
bis die Punkte a und a! anemanderstossen oder die Punkte

"b und 6'. Wenn es gelingt, beides gleiclizeitig zu bewirken, so

sagt man, dass die Figuren ab und a'V zum Decken gebrackt
sind, und wenn die Figuren Merauf wieder beliebig bewegt wer-

dea, so wird von ihnen gesagt;
dass sie einander zu decken ver-

mogen.
Wie immer die Figur aft gegeben sein mag, so kann man

Figuren herstellen
;

welclae im Stande sind, a"b zu decken. Man
wird sich dazu ernes festen Korpers bedienen, welcher die Punkte

a und I gleichzeitig zu beriihren vermag; auf emem solchen wer-

deB zwei Punkte a und /} so gewalilt, dass die Figuren a"b und ccfl

sich zura Decken bringen lassen, Man bewegt z B. einen Stab

(Maasstab, Lineal) an die Punkte a und 6 heran und yermerkt auf
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Him die Stellen, welche an a und I stossen; oder man stellt die

Spitzen ernes Zirkels auf die Punkte a und b, so dass die Spitzeii

mit a imd ft
bezeicliiiet werden konnen, Es ist gleichgultig, welche

Spitze auf a, welche auf I gestellt war-, uberhaupt, wenn die

Figur aft im Stande war ab zu decken, so kann sie auch

mit "ba zum Decken gebracht werden.

Ich kehre jetzt zu den Figuren ab und a'V zuriick, von denen

vorlaufig angenommen wurde, dass sie gegen einander beweglich

sind. Mit aft bezeichne ich erne gegen ab und a'V bewegliche

Figur, welche mit ab zum Decken gebracht werden kann, und

priife, ob auch a'V und aft zum Decken gebracht werden konnen.

Is zeigt sich, dass diese Prtifung die vorige, bei weleher a b und

a'V unmittelbar verglichen wurden, vollstandig ersetzt, d. h. wenn

(ausser aJ> und ccj$ auch) a'V and a]3 sich decken konnen, so kon-

nen aT> und a'V sieh decken, und umgekehrt Wenn von den dm
Figuren a 6, a'V, ccft eine die beiden andern decken kann, so konnen

diese beiden sich decken.

Sehen wir jetzt ganz davon ab
?
ob die Figuren a 5 und a'V

gegen einander beweglich sind oder nicht Ich kann jedenfalls

eine Figur herstellen, welche gegen jene beiden Figuren beweglich

ist und mit der einen zum Decken gebracht werden kann. Ist es

moglich, erne und dieselbe Figur sowohl mit ab als auch mit a'V

zum Decken zu bnngen, so heissen die Figuren ab und aV con-

gruent
Wenn die Figuren ab und a'V gegen einander beweglich smd,

so erweisen sie sich als congruent, wenn sie sich zu decken ver-

mogen, und es ist alsdann die Zuziehung einer dritten Figur nicht

nothig. Wenn die Figuren ab und a V mit einander fest verbun-

den, z. B. auf einer und derselben Platte verzeichnet sind, so ist

es zwar nieht unmoghch, die feste Verbindung zu Ibsen; aber es

ist immer erwunscht, unter Umstanden sogar nothwendig, ein anderes

Mittel zur Vergleichung zu besitzen. In der That sind wir gewohnt,
solche Figuren durch Vermittelung einer Hulfsfigur zu vergleichen,
welche in der Regel durch zwei Punkte an emem Stabe oder durch

die Spitzen eines Zirkels dargestellt wird. Und diese Vermittelung
ist geradezu nothwendig, wenn die Figuren ab und a'V einen oder

beide Punkte gemein haben. Es sollte nicht ausgeschlossen werden,
dass a

f

mit a zusammenfallt oder mit &; es konnen innerhalb einer

Figur abV die Theile ab und a V congruent sem. Auch ist schorl

oben die Figur ba neben der Figur ab aufgetreten, und wir haben

bemerkt, dass eine und dieselbe Figur im Stande ist, jene beiden

zu decken Die Figuren ab und ba sind demnach con-



13. Von den congiuenten Figuren 103

gruent zu nennen, ohne dass sie erne directe Yergleichung ge-
statten.

Wir haben, wenn auch zunachst nur flir den einfaclisten Fall,
einen neuen Grundbegriff eingeflihrt, nanilieh den Begnff zweier

Figuren, welehe zum Decken gebracht werden konnen, und mit

Hulfe desselben die Bedeutung des Wortes ^ congruent^ erklart.

Wir haben zugleich mehrere sehr einfaehe, auf den neuen Begriff

beziigliche Thatsachen erwahnt, welche unrmttelbar aus der Erfah-

rung zu entnehmen sind. Diese Thatsachen und erne Reihe anderer

von gleicher Besehaffenheit habe ich jetzt als Grundsatze zu for-

inuliren, nach deren Herstellung wieder die deductive Entwickelung
Platz greift Ich sprecbe zuerst den folgenden Grundsatz aus:

I. Grundsatz. Die Figuren al) und 6 a smd congruent.
Sind drei Figuren a 5, a' 5', "&" gegen emander beweghch, so

ist schon constatirt worden, dass dl) und a"V einander decken

konnen, wenn a"b beide zu decken verniag Sehen wir aber wieder

clavon ab, ob die Figuren fest verbunden sind oder nicht, und setzen

wir voraus, dass a b und cdV congruent sind
; zugleich aucha&und

a"V. Es kann also erne Figur aj$ zum Deeken gebracht werden

mit ab und aV
}

ferner eine Figur aj$' mit a ~b und a"&"; afi ist

gegen ab und a' b
f

,
a ft gegen ab und a"V f

beweglich Die Figuren
ab und a{$ sind congiuent; da sie moglicherweise fest verbunden

sind
?

so sei AB eine gegen die vorigen bewegliche Figur, welche

ab decken kann. Es konnen sich alsdann decken AB und ab,

a/5 und ab, a
ft' und ab, folglich AB und a/3, AB und a'/T;

ferner a'b' und a/3, a
f Vf

und a'f?, folglich AB mid a
f

b
r

,
AB und

a"b'
r

,
d. h. ab' und a"&" sind congruent. Smd zwei Figuren abr

und d'W emer Figur a b congruent, so smd sie einander con-

gruent. Diese Thatsache wird einen besonderen Fall des siebenten

Grundsatzes bilden,

Ist eine Figur a'b gegeben, so kann man eine congruente Figur

a'V L.erstellen
?
von der man den einen Punkt, etwa #', beliebig

wahlen darf. Man kann namhch erne Figur aft herstellen, welche

gegen die Figur ab und den Punkt a' beweglich und ab zu decken

im Stande ist; mit Hulfe von aft (also z. B. des Zirkels) wird so-

dann V aufgefunden und nothigenfalls nut a' in feste Verbindung

gebracht, Diese Thatsache ist als einfachster Fall im achten Grund-

satze mit enthalten. Hier ist jedoch hinzuzufugeu, dass in Betreff

des Punktes V noch eine bestimmte Forderung gestellt werden darf.

Der Punkt d konnte beliebig gewahlt werden; lassen wir*ihn mit

a zusammenfallen und ziehen von a aus eine gerade Strecke nach

irgend emem Punkte c
}
so dass die Figur abc entsteht. Man kann
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Terlangen }
dass V In dieser Btrecke oder m direr Verlangerung

uber c hmaus angegeben werde; ein solcher Punkt existirt allemal

und zwar nur einer,

II. Grundsatz. Zur Figur ale kann man einen und nur

emeu eigentliehen Punkt U derart hinzufiigen, dass ab und aV

congruente Figuren werden und V in der geraden Strecke ac oder

c In der geraden Stiecke aV hegt.

Wird also die gerade Lime ac rait

g bezelchnet und in ihr der eigentliche

Punkt c' ausserhalb des Sehenkels ac

^_ angenommen, so giebt es m der Geraden

Ij G
g zwei (und nicht mehr) eigentliche

Flg B1
Punkte, V und &", von denen der eine

Im Schenkel ac, der andere Im Schenkel ac hegt, so dass ab, al',

ab" congruente Figuren sind. Man kann V und 6" etwa nut Hiilfe

des Zirkels bestimmen

Betrachten wir jetzt zwei Figuren abc und a'Vc, welehe aus

je drei Punkten bestehen. Sie sind entweder fest mit emander

verbunden oder nicht. Dm beide Falle zugleich zu berucksichtigen,

gehe ich davon aus
;
dass stets eine Figur afly herstellbar ist, welehe

gegen jene beiden bewegt und mit der einen, etwa mit abc, zum
Decken gebracht werden kann, wobei die Punkte a und a, b und

f$, c und y anemanderstossen Eine solche Figur lasst sich auf

jedem festen Kbrper verzeichnen, der die Punkte abc gleichzeitig

zu beruhren vermag. Ist es moglich ;
eine und dieselbe Figur a fly

sowohl mit abc als auch mit aVc zum Decken zu bringen, so

heissen die Figuren abc und ab' c congruent. Jetzt ist es aber

nicht mehr gleichgultig, in welcher Reihenfolge die Punkte ge-
schrieben werden. Wenn die Pigur a[ty im Stande ist abc zu

deeken, so ist sie im Allgememen nicht im Stande bac zu decken

Wenn die Figuren abc und a'Vc' congruent sind, so smd zwar
auch bac und b'a'c congruent, aber im Allgemeinen nicht bac
und aVc. Die ^usammengehorigen Punkte, a uud a'9

b und V, c

und c, werden homologe Punkte der congruenten Figuren genannt.
Mit der Figur abc ist die Figur ab als em Theil gegeben,

welcher mit der Figur aft zum Decken gebracht werden kann Ist

nun afiy im Stande, abc und a'b'c zu decken, kbnnen also a/3
und a'V sich decken, so smd die Figuren a?Tund a'V congruent.
Wir werden die Figuren ab und a'V, ac und aY, be und b

f

c

homologe Theile der congruenten Figuren abc und a'b'c'

nennen, Dass solche homologe Theile congruent smd, bildet einen
besonderen Fall des sechsten Grundsatzes.
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Die Figur ate kann aus drei Punkten elner Geraden bestehen

Nehmen wir an, dass c in der Geraden ab zwiscfaen a und 1) liegt,

dass die Figuren ab und ab' mit aft zum. Decken gebiacht werden

konnen, und dass a mit b, a mat V, & mit
/J
dureh gerade Streeken

verbunden sind Bringe ieh ab und aft zum Decken, so nehme

ieh wahr, dass die Punkte der Strecke ab an die Punkte der Strecke

a ft stossen und umgekekrt;
und man sagfc daher, dass die Streeken

ab nnd aft zum Decken gebracht seien; zugleich ergiebt sich ein

bestimmter Punkt y der Strecke aft, weleher an
*

9 t den Punkt c stosst. Auch die Streeken aft und

*_
^

a'y werc]en sick deeken konnen, und man nennt
a c &

deshalb die Streeken a b nnd a'V eongruent. Bringt

man nuu die Streeken aft und a'V zum Decken, so ergiebt sich ein

bestimmter Punkt d der Strecke a'V, weleher vom Punkte y gedeckt

wird, so dass ale und a'Vd congruente Figuren smd

III. Grundsatz. Liegt der Punkte innerhalb der geraden

Strecke ab und sind die Figuren abc und a'Vc' congruent, so liegt

der Punkt c' innerbalb der geraden Strecke a'b'

Congruente Streeken komnien in BetracM, wenn eine Sirecke

a 1 mit einer anderen uv gemessen werden soil Nach den Yorbe-

merkungen zum zweiten Grundsatze kann ich auf dern Schenkel ab

den Punkt c
t

so angeben, dass ac
t
und uv congruente Figuren

werden; es handelt sich hier nur um den Fall, wo c
i
zwischen a

und & zu liegen kommt Ieh kann (II) die Strecke ae
l

bis c2

und zwar nur auf eine Art so verlangern, dass die Streeken

^a und c
t

> congruent werden, folglieh auch ac, undc, GJ. Ebenso

kann ich die Strecke c
{ <% um die congruente Strecke e^ verlan-

gern, diese um die congruente Strecke c
3
c4 u B f. Beim Messen

a ct c2 cs c4
cn b cn + 1

wird jedoch em bestimmtes Ziel erstrebt und auch erreicht Man

verfolgt namlich. die Reihe der Punkte c^c^ . , nur bis zum Punkte

cn wenn b entweder mit cn zusammenfallt oder von den Punkten

cn und c + i emgesehlossen werdeu wurde
?
und zu einem solchen

Punkte cn kann man allemal dureh eine endliche Anzahl von Con-

structionen gelangen.

IT. Grundsatz. Liegt der Punkt G
i
innerhalb der geraden

Streeke ab, und verlangert man die Strecke a c
i
um die congruente

Strecke c^, diese um die eongruente Strecke <32 c3 u. s. f., so ge-

langt man stets zu einer Strecke cn cn + i, welche den Punkt b

enthalt.
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Betrachten wir wieder die Figor abc, aus diei Punkten emer

Geraden bestehend, and nehmen wir jetzt an, dass die Strecken ac

und Ic congruent,, also c zwiscken a uiid & gelegen ist. Erne Figur

afty werde hergestdlt, weicheaStf zu decken vermag. Werden die

Strecken la und a$ zum Decken gebracht, so deckt y ernen be-

stimmten Punkt der Strecke &#, der YOB c nicht verschieden sein

kann; die Figuren abc und lac sind demnach. congruent. Abet

auch wenn ale meht in gerader Linie liegen, wird dieselbe Beob-

achtung gemacht.
V. Grundsatz. Wenn in der Figur abc die Strecken ac

und Ic congruent smd, so sind die Figurers. abc und lac congruent.

Diese Thatsache kann nock in anderer

Form ausgesprochen werden. Wenn ca

und y& behebige Strecken, aber nicht

^ 00 fest yerbunden smd, so kann man sie
Ig JO

gegen einander bewegen, bis die Punkte c

und y aneinanderstossen und ^ugleich entweder a an einen Punkt

der Strecke ya oder cc an einen Punkt der Stiecke ca. Bs wird

dann jeder Punkt des Sckenkels ca Yon einem Punkte des Schen-

kels ya gedeckt und umgekehrt, und man wird daher sagen, es

seien die Sehenkel ca und ya zum Decken gebracht. Wenn in der

Figur ale die Strecken ca und cl zu verscniedenen Geraden ge-

hbren, ebenso in der Figur afiy die Strecken ya und yfi^ und die

Figuren nicht fest verbunden sind
?
so kann man sie bewegen ,

bis

die Schenkel ca und ycc sicli decken odei die Schenkel cl und yfi.

Gelingt es aun, beides gleich-

zeitig zu bewirken, so sagt man
;

es seien die Wmkel acl und ccyfi

zum Decken gebracht*). Wenn
die Winkel acl und ay ft sich

decken konnen, so braucht dies

von den Figuren acl und ay ft

nicht zu gelten; dazu ist viel-

mehr noch nothwendig und hmreichend, dass die Strecken ca und

ycc, cl und yft congruent sind.

Es seien jetzt zwei Figuren ale tmd dVc' gegebeu; die

Strecken ca und c& sollen zu verschiedenen Geraden gehoren, eben-

so die Strecken ca und c'lj. Immer lasst sich erne gegen ale
und a'Vc' bewegliche Figur ctfiy so herstellen, dass die Wmkel acl
und a yft sich decken koimen (Transportersj, und zwar fist es

*) Erne Definition des Wmkels wird hier mclit beaLslehfagt.
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gleichgultig, in welcher Anordnung die Schenkel anf einander ge-

legt weiden, d. h es konnen auen die Winkel bea und ay ft sich

decken. 1st es moglieh, einen und denselben Winkel ayfi mit den
Winkeln ac~b und acV zum Decken zu bringen, so heissen die

Winkel acT) und ac'V congruent. Es seien zwei congruente
Winkel aeb und a cfV vorgelegt; die Figuren acb und acV brau-

clien alsdann niclat congruent zu sein. leh kann aber die Figur
af$y so wahlen, dass die Figuren a eft und ayf$ sich decken konnen;
damit auch die Figuren a'c'V und ay (3 sich zum Decken bringen

lassen, i&t noch die Congruenz der Strecken ca und ya, c'V und

y ft nothwendig und hinreichend. Sobald daher ca und ca', c"b und
c'V congruente Strecken sind, so sind auch die Figuren act und
a'c'V (oder abc und aVc) congruent.

Hiernach sind die Winkel acb und bca, stets congruent. Nimmt
man aber insbesondere congruente Strecken c a und c6, so sind

auch die Figuren abc und Vac congruent, wie im fdnften Grund-

satze beliauptet wurde.

Es ist nuji an der Zeit, Figuren zu betrachten, welelie aus

bebebig vielen Punkten bestehen. Die Figuren a V c d . . . und

ci'Vcd'. . . seien aus gleichvielen Punkten zusammengesetzt. Immer
ist eine Figur afiyd . . herstellbar, welche gegen jene beiden be-^

wegt und mifc der emen zum Decken gebracht werden kann, wobei

die Punkte a und a, b und
ft

u. s w. aneinanderstossen. Ist es

moghch, die Figur apyd . . . mit beiden gegebenen Figuren zum
Decken zu brmgen, so heissen diese congruent. Die Oongruenz ist

aber von der Wahl der Figur aflyd . . nicht abhangig; haben sich

die Figuren a"bcd . . . und a'Vc'd'. . . als congruent "erwiesen
,
und

kann man eine von ilinen auf die gegen beide bewegliche Figur
ASCD . . . legen, so lasst auch die andere sich auf ASCD . . .

legen. Man mag deshalb das Wesen der congruenten Figuren durch

die Aussage bezeichnen
?

dass jede die Lage der anderen einzuneh-

men im Stande ist.

Um die Oongruenz der Figuren abed . . und a'b'c'ct . . . zu

erkennen, wird eine Htilfsfigur aflyd , . . benutzt, und es werden

einmal die Punkte a und a, b und ft
u. s w mit einander m Be-

rlihrung gebracht, das andere Mai die Pankife a und a, b
f

und j3

u, s. w Dieser Zusammengehorigkeit entsprechend, 'heisseu a und

d homologe Punkte, ebenso b und V u. s w. Jedem Theile

der Pigur abed* , . entspricht ein Theil der Figur a'b'c'd' . . .,

namhch der aus den homologen Punkten zusammengesetzte, wel-

chen wir den homologen Theil nennen durfeu, und je zwei
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homologe Theiie konnen mit emem gewissen Theiie der Figur

afiyd . . . . zum Decken gebraeht werden.

VL Grundsatz Wenn zwei Figuren congruent sind, so

sind auch ihre homologen Theiie congruent*).

Bs ist bier nicht ausgeschlossen ,
dass homologe Theiie zu-

sammenfallen, z. B bei zwei congruenten Figuren abc und ale'.

In der That sind wir berecbtigt, jede Figur sich selbst con-

gruent zunennen, wobei aber jeder Punkt sich selbst homo-

Tog ist und mithiu nicht an diejenige Oongruenz gedacht werden

soil, welche zwischen den Strecken ab und la, zwischen den Win-

keln a el) und lea stattfindet. Wenn bei zwei congruenten Figuren

ein Punkt sich selbst entspncht, so kann-inan sagen: Die Figuren

haben den Punkt entsprechend gemein.
Vom sechsten Grundsatze war schon an frulierer Stelle em

besonderer Fall erwahnt worden; die gleiche Yerallgememerung

wird noch zwei anderen friiheren Bemerkungen zu Theil. Man nehme

an, dass die Figuren a'Vc'tf . und a"b"c"d" . . . einer dritten

Figur abed... congruent sind
5

es ist dann immer moglich, eine

Figur ABCD . . . herzustellen , beweghch gegen jene drei Figuren

und fahig die letzte zu deeken; mit einer solchen Figur ASCD . .

konnen auch die beiden erstgenannten Figuren zum Deeken ge-

braeht werden

Til. Grundsatz. Wenn zwei Figuren einer dritten con-

gruent sind, so smd sie emauder congruent

Wenn ferner eine Figur al und ein Punkt a irgendwie ge-

geben sind, so kann man (wie bereits erwahnt) mit dem letzteren

einen Punkt V so verbinden, dass a b und a
f V congruente Figuren

sind. Wenn aber die Figuren abc und a'V gegeben sind, so kann

man mit der letzteren nicht immer einen Punkt d so verbmdeia,

dass ale und a'Vc congruente Figuren smd; vielniehr ist kerzu

die Oongruenz der B'iguren ab und db' nothwendig und ausreicliend.

Ueberhaupt wenn die Figuren abc . . . M und aV c' < . . K gegeben

smd und zwischen ale . I und a'Vc . , . K Congruenz stattfindet,

so lasst sich der Punkt 7 so anbringen, dass abc . . "kl und

a' Vc' * . Tc'T congruente Figuren werden Urn em en solchen Punkt

zu erhalten, wird man eine Figur ABC . . . KL herstellen, welche

gegen die beiden gegebenen bewegt und mit abc . , Id zum Decken

gebracht werden kann, und diese Figur bewegen, bis ABC . . K

**) Ich muss diesen Satz unter die Grundsatze aufnohmen
,
um niclit ge-

ndthigt zu sein, m den spateren Paragraphen auf die Definition der Congmenz

zuruckzugelien
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und a'Vc' . . . If sich decken. Alle diese Thatsachen umfasst der

folgende Grundsatz, sobald man zulasst, dass ein einzelner Punkt
eine Figur bildet und zwei Punkte immer zu den congruenten Fi-

guren gereehnet werden.

Till. Grundsatz Wird von zwei congruenten Figuren
die eine urn einen eigentliehen Punkt erweitert, so kann man die

andere um einen eigentliehen Punkt so erweitern, dass die erwei-

terten Figuren wieder congruent sind.

In den beiden emfachsten Fallen kann man ubei die hienmt

ausgesprochene Moglichkeit noch hinausgehen Soil namlich bei

gegebenem a die Figur al congruent der gegebenen Figur fg her-

gestellt werden, so darf man noch fordern, dass I m eine durch a

beliebig gezogene Gerade fallt (II.), und hat in der letzteren zwi-

schen zwei Punkten auf versehiedenen Seiten von a die Wahl.
Aehnhches findet nun statt, wenn die Figuren al und fgli so ge-

geben werden, dass al und fg congruent sind, und die Figur ale

congruent mit fgli bestimmt

werden soil; dabei ist je-

doch vorauszusetzen, dass

fgli nicht in geracler Linie

liegen. Es sei namlich

Flg 40

* FGH erne gegen al und

fgli beweghche Figur, wel-

che fgli zu decken vermag, so dass auch al und FG sich decken

konnen. Ist alsdann durch die Punkte a und I irgend eine Ebene

gelegt, so kann man FGH bewegen, bis nicht bloss FG- und al

sich decken, sondern auch gleichzeitig H einen Punkt der Ebene

deckt, und zwar kann dies auf zwei Arten geschehen In der ge-

gebenen Ebene findet man demnach zwei Punkte c und d, welche

Figuren ale und aid congruent mit fg"h liefern, und man bemerkt

uberdies, dass c und d auf verschiedenen Seiten der Geraden al

liegen.

IX. Grundsatz. Smd zwei Figuren a I und fgli gegeben,

fgli nicht in emer geraden Strecke enthalten, al und fg con-

gruent, und wird durch a und I erne ebene Flache gelegt, do kann

man in dieser oder m ihrer Erweiterung genau zwei Punkte c und

d BO angeben, dass die Figuren ale und aid der Figur fgli con-

gruent sind, und zwar hat die Strecke cd mit der Stfrecke a I oder

deren Verlangerung einen Punkt gemem
Mit anderen Worten, unter Beriicksichtigung fruherer Bemer-

kuBgen: Sind zwei Figuren al und fgli gegeben, fgli nicht in

gerader Lmie, und wird durch a und I sine Ebone gelegt, so kann
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man In dieser und zwar nieht bloss auf erne Art den Punkt c

so angeben, dass die Winkel ale und fgli congruent sind; liegen

aber In einer Ebene die Punkte c und c auf derselben Seite der

Geraden al, so sind die Wmkel ale und ale mcht congruent,

Wenn wir aber jetzt von zwei Figuren ale und fgln ausgelien

und die Figuren ale und fgli als congruent voraussetzen, so werden

wir zu einem analogen Gruudsatze nicht gefuhrt LTasst namlich

die Figur ale auf mehr als erne Art sich zu einer mit fghi con-

gruenten Figur erweitern, etwa zu alcd und alee, so sind die

Figuren alcd und alee congruent. Bei der Frage, ob solche Fi-

guren congruent sein konnen, werden wir annehmen, dass sie

keine Planfiguren smd; der andere Fall wircl aus den friiheren

Grundsatzen eiledigt. Liegt nun d ausserhalb der Ebene ale, und

wird mit aled eine Figur afiyd zum Decken gebracht, so stellt

es sieh als unraoglich heraus, alee und afiyd zurn Decken zu

bringen.

X Grundsatz Zwei Figuren aled und alee, deren Punkte

nicht in ebenen Flaehen liegen ;
sind nicht congruent.

Man gewinnt einen andem Ausdruek fur diese Thatsache in

folgender Betrachtung
Sind die Punkte aled nicht in einer Ebeue enthalten und

wird die Gerade al mit m bezeichnet, so entsteht em
;;
Wmkel"

cwid mit der ,,Kante" m und den Schenkeln me und md. Es sei

die Figur afiyS gegen die yonge beweghch; die Gerade aft heisse
ft.

Man kann die Figuren gegen emander bewegen, bis die Schenkel

me und ^.7 sich deeken (d h. jeder Punkt des emen an einen

Punkt des andern stosst, msbesondere jeder Pankt der Geraden m
an einen Punkt der Geraden ft)

oder die Schenkel md und pS.
Tritt beides zugleich ein, so sagt man, die Wmkel emd und

seien zum Decken gebraeht Wenn die Figuren aled und a

sich deeken konnen, so gilt dies auch von den Winkeln emd und

7ft(J. Smd auch die Punkte a'l' c'd' nicht m einer Ebene ent-

halten und bedeutet m' die Gerade a'V
9

so kann es vorkommen., dass

ein Wmkel ytid die beiden Winkel emd und c'm'cf zu deeken ver-

mag; die letzteren heissen alsdann congruent, Wenn die Figuren
aled und a

r

l' e d' congruent sind
7
so sind es auch die Wmkel emd

und cm' d. Nehnien wir nun ausserhalb der Ebene ale den Punkt e

auf derselben Seite mit d
l9

dann liegen iiberhaupt die Schenkel md
und me auf derselben Seite der Ebene ale, mithm. entweder der

Schenkel md zwischen me und me (im Wmkel erne) oder me zwi-

schen me und md (im Winkel emd), Man bemerkt aber,, dass bei

solcher Lage die Winkel cmd und erne nicht congruent smd, Daraus
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folgt, dass die Figuren albcd und alceniclit congruent smd ;
weun

d und e auf derselben Selte der Bbene ale liegen
Nehrnen wir endlieli die Punkte d und e auf verseMedenen

Seiten der Ebene ale, so ist es der Unterschied zwischen Rechts

und Links, welcter tier yerwendet werden kann. Wenn namlieh
em Beobachter auf der Seite des Punktes d den geraden Weg von
a nach b zurueklegt, so ist fur ihn der Punct c entweder rechts

oder links gelegen; geht der Beobachter jedoch auf die Seite des

Punktes e iiber, so ersclieint ihrn reelits, was zuvor links gelegen

war, und umgekehrt. Es seien nun alcd und a'l'e'd' congruente

Figuren; die Figur ctfiyd sei fahig beide zu decken. Dann uber-

tragen sich. erfahrungsgemass die Bezeichnungen Rechts und Links

von der Figur alcd auf afi*y d, von dieser auf a'b'cd' IQ unver-

anderter Weise. Da eine gleiche Uebertragung von der Figur alcd
auf aT)ce nieht stattfindet

?
sobald d und e auf verschiedenen Seiten

der Ebene ale liegen, so sind solehe Figuren nicht congruent.

14. Ausdeliuung der Congraeuz anf beliebige Elemente.

In den vorstetenden Grundsatzen treten als Elemente YOU con-

gruenten Figuren nur Punkte und zwar eigenthche Punkte auf. In

den beigegebenen Eilauterungen ist zwar diese Emschrankung nicht

beobaehtet worden; doch sollen fur unsere ganze Entwickelung aus-

sehliesslieh die Grundsatze massgebend sein
;
und ich werde dem-

gemass im Folgenden nur diejenigen Thatsachen und Begriffe be-

nntzen, welche in den Grundsatzen liber die congruenten Figuren
oder schon in frtiheren Grundsatzen enthalten sind oder aus solchen

abgeleitet werden

Wenn a~bc aV c eigentliche Punkte, ale und aV
'

d congruente

Figuren, ale Punkte einer Geraden sind
?
so lehrt der dritte Grund-

satz in 13
,

dass auch a
f

l' e in einer Geraden hegen; wenn also

die eine yon zwei congruenten Figuren eine gerade Punktreihe ist
;

so gilt dies auch von der andern; und wenn in der einen von zwei

congruenten Figuren eine gerade Punktreihe auitritt, so bilden die

horaologen Puukte der andern ebenfalls eine gerade Punktreihe

(VI. Grundsatz in 13). Ist in der einen Punktreihe etwa c zwi-

schen a und I gelegen, so liegt in der homologen Reihe c zwi-

schen d und 6' (III. Grundsatz m 13); durch die getrennte

Lage zweier Paare der emeu Reihe wird demnach die getrennte

Lage der homologen Paare bedingt
Es soil fortan gestattet sein

?
die Verbmdungslime zweier Pnnkte

der emeu Figur zugleich mit der Verbmdungslinie der homologen
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Punkte der congruenten Figur in die betreffenden Figuren aufzu-

iiehmen, welche aueh nach einer solehen Erweiterung congruent

genannt warden; die beiden (eigentlichen) Geraden heissen homo-

Fog. So oft in der einen Figur em Punkt und erne Gerade an-

einanderliegen, gilt dasselbe von den homologen Elementen; so oft

in der einen Figur zwei Geraden sieli in einem eigentlichen Punkte

sehneiden, gilt dasselbe yon den homologen Geraden, und zwar

kbnnen die Durchschrdttspunkte als homologe Punkte hinzuge-

nommen warden

Wenn alcda'V c' d' eigentliche^ Punkte, alccl und a'l'c'ff

congruente Figuren, alcd Punkte emer Ebene smd, so mtissen

aueh a'Vc'ff IB emer Ebene liegen; denn nach dem 12. Lehrsatze

des 2 haben entweder die Geraden ad und lc, oder bd und ac y

oder ed und al einen eigentlichen Punkt gemem, und das Gleiche

gilt also yon den homologen Geraden Wenn daher die eine von

zwei congruenten Figuren oder em Theil von ihr aus Punkten einer

Ebene bevsteht, so liegen auch die homologen Punkte der andern

Figur in emer Ebene. Wir wollen fortan zulassen, dass die Ebene

dreier (nicht in einer Geraden gelegenen) Punkte der emeu Figur

zugleich rait der Ebene der homologen Punkte zu den betreffenden

Figurea Mnzugerecbnet werde, auch nacli der Erweiterung sollen

die Figuren congruent', die beiden (eigentlichen) Ebenen homolog
heissen. So oft alsdann in der einen Figur ein Punkt und eine

Ebene, oder eine Geiade und eine Ebene aneinanderliegen, gilt

dasselbe von den homologen Elernenten; so oft in der emen Figur

zwei Ebenen in einer eigentlichen Geraden ,
oder eine Gerade und

erne Ebene in einem eigentlichen Punkte sich schneiden, erfolgt

dasselbe bei den homologen Elenienten
7
und zwar konnen die Durch-

sehnittslmien resp* Durchschnittspunkte als homologe Elemente

hinzutreten.

Ueberhaupt kommt jede Eigenschaft von Elementen
der einen Figur, welche sich nur auf das Anemander-

liegen der Elemente und die Anordnung von Puiikten

in Geraden bezieht
;
auch den homologen Elementen der

congruenten Figur zu Insbesondere wenn in der einen Figur
zwei Paare von Geraden eines eigentlichen Biischels getrenut liegen,

so gilt das Gleiche fur die homologeu Geraden.

Zu gegebenen congruenten Figuren, die aus eigentlicten Punkten

bestehen, konnten eigenthehe Geraden und Ebenen ,
welche jene

Punkte yerbinden, hinzugenommen werden. Aber der achte Gruxid-

satz des 13 gewahrt auch die Mogliehkeit ;
die Figuren durch be-

hebige eigentliche Punkte und in Folge desseu, wie sich zeigen
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wird, iiberhaupt durch beliebige Elemente zu erweitern. Urn nun beur-

theilen zu konnen, wieweit dabel eine bestimmte Zuordnung von homo-

logen Elementen emtritt, miissen eimge Satze eingesclialtet werden.

Wenn fgliik eigentUdie fwikte sind, fgli mclitm gerader Lime,
so sind die Figuren fgJti und fglik niclit congruent. Zum Bewelse
nehme ich ausserhalb der Ebene fgh den eigentliehen Pimkt I be-

liebig, von i verschieden
;
da die Ebeneu fgl, fhl, gill nor den

Punkt I gemein haben
?

so wird mindestens eine von limen den
Punkt i nicht enthalten

?
etwa die Ebene fgl. Waren nun die Fi-

guren fghi und fglik congment, so konnte man den eigentlichen
Punkt m so angeben, dass fghil und fghJcm, mithm auch fglil
und fghm congruent sind, und da dann fghm so wemg wie fgU
in einer Ebene liegen^ so fconnte (X. Grundsatz in 13) m von I

nieht verscHeden sein; es waren also die Figuren fg^l und fglkl
keine Planfiguren und dennocli congruent, im Widerspruch mit

demselben Grundsatze.

Wenn abcdfghih eigentliche Punkte svnd, a be mclitin gerader

Lime, abed und fgJii congruente Figuren^ so sind die Figuren a"bcd

und fghk mcM congruent. Denn es llegen dann aucb fgli nicht m
gerader Lime; waren nun abed und fglilz congruent ?

so waren es

(VII. Grundsatz in 13) aucli fg^ und /#M ?
ini Widerspruclx

zum vorigen Satze.

Die aus eigentl^chen Punkten lesteJienden Figuren abed, fglw
und fghJv Ldnnen also nur dann unter einander congruent se^n

)
wenn

entweder i und k zusammenfallen oder abc ^n einet G-eraden liegen.

Dies vorangeschickt, seien F und F r

zwei congruente Figuren,
und zwar werde vorausgesetzt, dass in der Figur F drei nicht in

gerader Lmie gelegene (eigentliche) Punkte abc vorkommen; die

homologen Punkte aV e
f

in der Figur F' sind dann auch nicht in

gerader Lime gelegen. Wird mit d irgend ein eigentlicher Punkt

(von ate verschieden) bezeichnet, so gehort entweder d zur Figur
F und dann sei d

f

der homologe Punkt der Figur F' oder

man kaim d zu F limzufugen und F f um einen eigentlichen Punkt

d
f

so erweitern, dass wieder congruente Figuren entstehen. In

beiden Fallen sind die Figuren a bed und a' b'e d
r

congruent; folghch
ist d! durch abcda'Vd oder durch d und die zwischen den Figu
ren F, F' gegebene Beziehung (Congruenz) bestimmt. Wenn wir

daher sagen: d und d
f

sind homologe Punkte bei der zwi-

schea F und Fr

gegebenen Congruenz, so ist m. jedem

eigentlichen Punkte ein und nur em homologer eigentlicher Punkt

voAanden. Wird nun weiter rait g irgend eine eigentliche Gerade

bezeichnet, sie mag zur Figur F gehoren. oder nicht, und sind ef
PASOH, Vorlesungeii. 8
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eigentliche Punkte von g, e'f die homologen Punkte, g deren Ver-

bmdungshme, so ist g durch g vbllig bestiinmt, und wir sagen:

y und g
r

sind homologe Geraden bei der gegebenen Con-

gruenz WIrd endheh rait P Irgend erne eigentliche Ebene be-

zeiehnet, und sind in ihr liik drei eigenilielie Punkte, nieht in

gerader Lime , 7tVfc* die horoologen Punkte, P' deren Ebene, so ist

auch P' durcli P bestimmt, und wir nennen die Ebenen JPP'

lioinolog bei der Congruenz FF'. Vermoge dieser Congraeuz
wird also jeder nur aus eigentliehen Punkten

?
Geraden und Ebenen

bestehenden Figur eine vollig beskmmte Figur, namlicli die aus

den homologen Elementen zusammengesetzte ,
als honiologe ent-

sprechen ;
und je zwei hoznologe Figuren werden congruent sein.

Zur Begruadung ernes solchen Entspreehens sind zwei congruente

Figuren yon der Besehaffenheit wie ale und aV c genugend
Aber das Entsprecben bleibt mcht auf eigentliche Elemente

"besebrankt. Es sei d ein beliebiger Punkt
;
man wahle irgend zwei

durch ihn gehende eigentliche Geraden Zm, bestimme die fiomo-

logen Geraden I'm' und bezeichne den Punkt I'm nait d
r

. Dann
ist unter Festhaltung der Congruenz FF' der Punkt d f

durcli d

bestimmt; da zu einem Strahlenbiindel als homologe Figur em
Strahlenbundel gehort Wir nennen d und d' homologe Punkte;
es ist dann jedem Punkte em und nur ein honiologer Punkt zuzu-

ordnenj und wenn der eine von zwei solchen Punkten em eigent-
licher Punkt ist, so ist es auch der andere

Wird jetzt in emer eigentliehen Geraden oder Ebene em be-

liebiger Punkt angenommen ;
so liegt der homologe Punkt in der

homologen Geraden oder Ebene. Punkten auf emer behebigeu
Geraden oder auf emer beliebigen Ebene entsprechen ebensolche

Punkte. Getrennten Punktpaaren auf einer Geraden ensprechen eben-

solcie Punktpaare.

, Somit unterhegt es keiner Schwierigkeit, auch jeder Geraden
eine faestimmte homologe Gerade und jeder Ebene eine bestimmte

homologe Ebene zuzuordnen. Dadurch aber erhalt man zu jeder

(aus beliebigen Punkten
;

G"eraden und -Ebenen bestehenden) Figur
eine bestimmte homologe Pigur ; und wenn wir je zwei solche Fi-

guren congruent nennen, so gelten folgende Saize:

1, Congruente Piguren haben alle graphischen Eigenschaften
geinein.

2. Wenn zwei Figuren congruent sind, so sind auch ihre homo-

logen Theile congruent.
Jede Rgur ist sich selbst congruent. Zwei Punkte werden alle-

mal zu den congruenten Faguren gerechnet
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3. Wenn zwel Figuren einer dritten congruent sind, so sind

sie einander congruent.
Sobald also in der einen von zwei congruenten Figureii con-

gruente Theile vorkomnien, so sind aueh die homologen Theiie der

andern Figur congruent.
4. Bei congruenten Figuren ist jedem eigentlichen Punkte der

einen ein eigentlicher Punkt der andern zugeordnet, mithin jedem
eigentlichen Elemente der einen ein eigentliches der andern.

5. Wird von zwei congruenten Figuren die eine um beliebige
Elemente erweitert, so kann man die andere so erweitern, dass

wieder congruente Figureii entstehen

Auch eine solche Erweiterung werden wir zu den ,,Construe~
tionen" rechnen.

6. Haben zwei congruente Figuren drei eigentliche Punkte,
welche nicht in emer Geraden liegen, entsprechend gemein, so

haben sie alle Elemente entsprechend gemein.
7. Haben zwei congruente gerade Punktreihen zwei eigentliche

Punkte entsprechend gemein, so haben sie alle Punkte entsprechend

gemein.
Beweis. Es seien cc

f

zwei homologe beliebige Punkte in

congruenten geraden Punktreihen, welehe die eigentlichen Punkte

a 6 entsprechend gemein haben, ferner d der vierte harmonische

Punkt zu a&c, d' der homologe Punkt, also auch abe'd' harmo-

nisch. Ist c ein eigentlicher Punkt zwischen a und 5, also im

Schenkel al), so liegt auch c im Schenkel ab und ist mithin von c

nicht verschieden. Bei anderer Lage von c ist d ein eigentlieher

Punkt zwischen a und & und fallt demnach mit d" zusammen, so

dass wieder c und c identisch smd.

Der erste, vierte und funfte*) Grundsatz des 13 sind bisher

noch nicht zur Anwendung gekommen. Nach dem ersten Grundsatze

sind die Figuren AS und SA
}
wo A und S eigentliche Punkte

bedeuten sollen, congruent. Die Strecke AB kann also fiber S
hinaus bis zum eigentlichen Punkte C

A S C*"

derart verlangert werden, dass J?A und

BO, mithm AS, BA, BC und CB
congruente Figuren sind. Alsdann wird'JS die Mitte der Strecke

AC (oder CA) genannt, und kein anderer eigentlicher Punkt & der

Geraden AC besitzt die Eigenschaft, congruente Strecken "bA und

1C zu liefern. In der That smd die Figuren AC und CA con-

gruent, und man kann B' angeben, so dass ACB und CAB r

con-

*) Der vierte wild m 15, der funfte in 19 gebraucht.
8*
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gruent sind; dann ist aber 5' mit im Schenkel J.G gelegen und

J.J3' mit J.J? congruent, & mit J5 identisch. Also sind die Fi

guren ASC und (75-4 congruent Waren noeh die Streeken IA
und 1C congruent, also I in der Strecke AC gelegen, so waren

aueh die Figuren ABCl und CBAb congruent, im Widerspruch

mit Satz 7. Wenn wir aber unter D den vierten harinomschen

Punkt zu ACS verstehen und D' so emfuhren, dass ACUD und

CASD r

congruent sind, so muss das Gebilde CABD' harmoniseh,

J)
r

mit D identisch und ASCD mit CBAD congruent sein. Man

sehliesst daraus, dass D kein eigentlieher Punkt sein kann. Sucht

man zu den beiden Endpunkten und der Mitte einer

Strecke den vierten harmonischen Punkt, so wird man
zu einem uneigentlichen Punkte gefuhrt.

In jeder Strecke fg ist tine M^Ue vorhandm, deren Construction

SK!I aus den lisliengen Safaen ergiebt. Wird namlicli ausserhalb der

Geraden fg em eigentlicher Punkt c beliebig angenommen ;
so exi-

stirt in der Ebene cfg ein be-

stimmter eigentlicher Punkt dy

welcher mit e auf derselben Seite

der Geraden fg liegt und con-

gruente Figuren fgc und fgd

liefert; bei geeigneter Wahl des

^ , o , Punktes c wird d von c verschie-

den ausfallen. Die Congruenz,
bei welcher fg ; gf}

c d Paare von

homologen Punkten sind, lasst sich auf jedes andere Element und

zwar nur in bestimmter Weise ausdehnen. Die Ebene cfg und die

Gerade fg entsprechen sich selbsl Sollen demnach dd" homologe
Punfcte sein

;
also die Figuren fgc, gfd, fgd

r

congruent^ so muss

d
f

in der Ebene cfg liegen, aber d und d' (mithm c und d') nicht

auf verschiedenen Seiten der Geraden fg }
d. h. es miissen c und d'

zusammenfallen. Wir haben somit noch dc als homologe Punkte;

cf dg, dg cf, eg df, df eg als Paare von homologen Geraden, wah-

rend die Gerade cd sich selbst entspricht. Da die Schenkel fc und

fd auf derselben Seite der Geraden fg liegen ;
so liegt entweder

der Schenkel fd zwischen den Sehenkeln fc und fg oder (der Schen-

kel fc zwischen den Schenkeln fd und fg und im letzteren Falle)

der Schenkel gd zwischen den Schenkeln gc und gf. Es mag das

erstere zutreffen; dann schneiden sich off und df in emem eigent-
lichen Punkte a, der sich selbst entspricht und zu den Strecken eg
und df gehori; zugleich ist ersichthch, dass die Schenkel fd und

fg auf derselben Seite der Geraden cf liegen. Bisher sind nur
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eigentliehe Elemente vorgekommen ;
die Geraden cf und dg haben

jedoch emeu Punkt 6 gemein, welcher keln eigenthcher zu sein

braucht. Der Punkt & und mithin die Gerade al entspreclien &ich

selbst. Es befinden sich d und f auf verschiedenen Selten dieser

Geraden, d und g auf derselben Seite, also / und g auf verschie-

denen Selten; folglich begegnen sieh ab und fg in einem eigent-
hchen Punkte h. Auch dieser Punkt ist sich selbst homolog; also

ist er die Mitte der Strecke fg.

Noch ein sich selbst homologer Punkt m der Geraden fg ist

vorhanden, aber ein uneigentlicher Punkt, naralich der Durchschmtts-

punkt Jc der Geraden cd und fg, der vierte harmonische Punkt zu

fgli. In der Geraden aft entsprieht jeder Punkt sich selbst. Ausser

dem Punkte "h und den Punkten der Geraden ab treten keine sich

selbst homologen Punkte auf.

Die Punkte fg werden durh h'k harmonisch getrennt. Werden
sie clurch uv ebenfalls harmonisch getrennt ,

und gehort etwa v zur

Strecke fg, so werden entweder fk durch gu oder gl durch fu ge-
trennt. Wenjpi fk und gu getrennt liegen, so sind ( 11 Seite 90)

auch fh durch gv getrennt; d. h. v ein Punkt der Streeke /7i; als-

dann gehort der homologe Punkt v zur Strecke gJi, und ein Theil

( 1, Definition 1 und Lehrsatz 2) der Strecke gv, namlich gv'y
ist

fv congruent Wenn die eigentlidien Punhte fguv liarmomsch sind,

f gwischen u wid g gelegen, so ist die Strecke fv Meiner als gv.

Von zwei Strecken heisst namlieh die eine kleiner als die

andere, wenn jene einem Theile der letzteren congruent ist. In

emer Geraden seien die Strecken aft und cd congruent, c zwischen

a und & gelegen, d etwa im Schenkel
c &

cbj und es werde der eigentliche Punkt
*

I c bestimmt, welcher eongruente Figu-
ren abc und dec' hefert; dann sind die

Strecken vb und cc' congruent, c liegt zwisehen c und d, also im

Schenkel c&; folglich fallt & mit d zusammen, zwisehen c und d.

Damit ist bewiesen
;

dass keine Strecke einem ihrer Theile con-

gruent ist. Smd also zwei Strecken ab und cd beliebig gegebeu,
so ist a b entweder cd congruent, oder kleiner als cd (cd grosser
als &), oder grosser als cd, und zwar schliesst jede dieser Mog-
lichkeiten die beiden anderen aus.

Wenn die Strecke I kleiner oder grosser ist als die Strecke II,

so ist sie auch kleiner resp. grosser als jede mit II eongruente

Strecke. Wenn die Strecke I kleiner ist als die Strecke Jl, diese

kleiner als die Strecke III, so ist I kleiner als III. Wenn die Strecke I
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aus den Theiien 1 und 2, die Stecke II aus den Theilen 3 und 4

besteht, und es 1st 1 kleiner als 3, 2 nicht grosser als 4
;

so ist I

klemer als II.

15. Herleituiig einiger grapMschen Satze.

Die Lehre von den eongruenten Figuren wollen wir zunachst

beimtzen ,
urn die Staminsatze der projectiven Geometne zu vervoll-

btandigen, Dabei muss wieder die Bestimmung festgehalten werden,

wonaeh alle in die Betrachtung emgehenden Elemente erne Pigur

bilden.

In emer Geraden seien vier eigenthehe Punkte AB^^F ge-

geben, J3, zwischen A und P, BQ zwischen A und J5
t

. Aus ASQ
B

l

warden neue Punkte J5
2
53

J?4 . . . durch Construction gewonneo, und

zwar sollen AStS,S2? AS.B.S,, AB,B,B 4 ,
. . . harmonische

Gebilde sein, Ferner werde die Strecke B B
{

urn die congruente

Strecke S
t
C2 verlangert, diese urn die congruente Strecke 2 C3 ,

diese uin die congruente Stiecke C%C4
u s. f. Wenn B2

zur Strecke

AP gehort (also zur Strecke B^ P) ,
so ist B^B2 grosser alsl? l?n

d. i. grosser als S^C^ also AR2 grosser als A02 Wenn auch J5
3

zur Strecke AP gehori (also zur Strecke B2 JP), so istjB2 JB3 grosser

als 5i523 mithin grosser als (72 (73? also AB% grossei als J.03 .

Wenn auch 54 zur Strecke -4P gehort (also zur Strecke J53 P), so

ist U3 J94 grosser als B^B3 ,
mithin grosser als 6^(74, also AB4

grosser als ACi}
u s. f. Nun giebt es (IV. Grundsatz in 13) in

der Eeihe der Strecken !?!&>, C2C9 ,
... eine bestininate CnCn + i,

welche den Punkt P enthalt (nothigenfalls ist B^ fur
1

zu neh-

men), Folglich giebt es in der Reihe der Punkte JB
2
JSH JBj . .

elnen bestimmten JBji^i^ dem nur Pankte der Strecke AP voran-

gehen, wabrend er selbst zur Strecke JLP nicht geliort; j6^ fallt

dann entweder mit P zusammen oder wird vonBi+i durch A und

P getrennt.

Diese Betrachtung lasst sich derart verallgerneinern ,
dass sie

in jeder Geraden moghch wird Smd AB
Q
B

{ beliebige Punkte in

emer Geraden, so lasst sich aus ihnen eine gewisse Reilie YOU

Punkten B2B^B4
. . . durch Construction gewinnen; es sollen nam-

lich ABiBoBz, ABB AB^B4} . . . harmomsche Gebilde
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Auf erne solche Figur mag der Ausdruck Netz^j aogewendet

weideu, und zwar wollen wir B den ersten Punkt des Netzes

nenneu, J52 den zweiten u. s w., A den Grenzpunkt, JB
{)
den

Nullpunkt Das Netz ist durch semen Grenzpunkt , Nullpunkt

und ersten Punkt be&timmt, so dass es erlaubt sem wird, vom

7,Netze AB^B^ zu sprechen. Da bei ausgeschlosseneni A der

Punkt B
{
zwischen J? und J32 ,

J?2 zwischen B
{
und JB

3 ,
JB3 zwi-

bchen J?., und U
4
u s w

, folglich B und JB2 zwischen J3
y
und J5J?

!>*, und J5j zwischen B
i
und 5 17 B 1 B^BZ

zwischen J? und JS4?

ubeihaupt JSjJB, . . J3;_i zwischen 1> und U; liegen, so kann I>?

init kemem der Punkte ABQ
B

{
.Ei-i zusammenfalien DM

PunMe des Netses wnd torn GrengfunUe und von emander ver*>cliieden.

W^rd erne geiade Punlheihe AB^T^B, nach al$bj)i projwtt,

und ist Bi der tte PiuiU des Netees ABQ
Bl; so ist audi lz der VQ

JL 'IDlht CvCS J-i&tSCS Ct 0^ c/j

Wir konnen dies auwenden, wenn in emer Geiaden / drei

Punkto AB^Bn gegeben sincl und B
l
so gesucht wird, dass

Bn sich als %tel

Punkt des Netzes
A BQ B ergiebt
Durch A wird die

Gerade g behebig

gezogen ;
in ibr der

Punkt a
,
in der Ge-

raden JB der Punkt
T) * T^

als wter Pankt des

Netzes AB^P^ con-
<lff ~

struirt, Bn aus Pn

auf g nach ft
und endlich ft aus Pj auf / nach J5j projicirt; B l

ist

eindeutiff "besfammt.

Isfc in der Geraden / ausserdem noch Cn gegeben und G
i

so

gesucht, dass der niQ Punkt des Netzes AB C
t
nach Gn fallt, so

projicire man On aus Pn auf g nach y, und y aus P
t
auf / nach 6\.

Man bemerkt dann noch, dass sich AB^Bn Cn aus Pn nach J.ci/37,

diese aus P
x
nach AB^Bl

C
i projiciren Warden also ACn dwell

B^Bn getrtmnt, so werden auch ACl
durch BQB { getrennt*

Es seien jetzt vier beliebige Punkte AB^Bi
P in emer Ge-

ratlen / angenommen, und zwar ABi
dutch J3 P getrennt. Man

) Im Anschluss an Mdbius, der baryoontnsohe Calcul, zweiter A"b-

sclwutt, sechstes Capitel.
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kann sie stets aus einem eigentlichen Punkte S naeh eigentlichen

Punkten a& &jj> derart projieiren, dass 6
t
zwischen a und p, Z?a

zwischen a uud l)
i
zu liegen

j$ kotnmt, und alsdann die po-

sitive ganze Zahl n so an-

geben ,
dass der niG Punkt ln

des Netzes a"b 'b
l

entweder

mit p zusammenfallt oder

vom (n + l)
ten & + 1 durch a

und p getrennt wird. Werden

l}n und & ft -fi aus S auf die

i prqjicirt, &o ist JB^ der nte
, jB^ + i

Fig

Gerade AP nach JBn und Sn+i
der (n+ l)

te Punkt des Netzes

Werden in einer Geraden die Punkte AB
{
durcliJ5 P

getrennt, so kann man die positive ganze Zahl n so an-

geben, dass der n** Punkt des Netzes ABQ
S

i
entweder

mit P zusammenfallt oder vom (n + l)
ten durch A und P

getrennt wird. Es werden dann auch J? J&w + i durch AP
getrennt.

Dies ist ein graphisches Theorem
9
bei dessen Beweise der Be-

griff der Oongruenz benutzt worden ist Indem wir es rait anderen

und zwar nur mit graphisehen Theoremen verbmden , gelan^en
wir

zu den graphisehen Satzen
?
urn die es sich jetzt noeh hanclelt

Zuerst werde die Construction des Netzes ASQ
^B

i
in der Ge-

raden f naher 'erbrtert. Durch A ziehen wir eine Gerade g und

nehmen den Punkt P in der Ebene fg behebig, ausserhalb /' und g
Aus P mbgen J? jB

t
auf g nach C7 Q projicirt werden, die Geradeaa AP

und JB
t (7 mbgen sich in Q begegnen, und aus Q werde C, auf /
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nach S2 projieirt; dann sind die Punkte AB^^B^ harmonisch,
also B2 der zweite Punkt des Netzes AB^B^ Wird B2 aus P auf

g nach C2 ,
sodann C2 aus Q auf / nach J^ projiclrt 7

so ist JB
3
der

dntte Punkt des Netzes. Wenn (iberhaupt B^, der nie Punkt des

Netzes AB
Q
B17 aus P auf # nach Cn , sodann C aus Q auf /' nach

I?n+.i projicirt wird, so ist Bn +i der (n + l)
te Punkt.

Der Durchschmttspunkt der Geraden C
i
B1 und C\B i

werde
mit JR, der der Geraden /and PJR mit M bezeichnet. Da AS^S^^
und A^C^GQ harmonisclae Gebilde sind, so wird B^ au& R auf g
nach C projicirt, d. h die Gerade C B3 geht durch E. Da ABiB2B
und J.C

2 1 (7j harmonische Gebilde siud, so geht die Gerade B
Q C^

ebenfalls durch JR. Folglich werden nicht bloss die Punkte B^Bj^
sondern auch die Punkte l? JBj durch AM harmonisch getrennt.
Zu den Punkten S^A und BQB^A gehbrt derselbe yierte hai-

mottische Punkt.

Hieran mag die Erklarung eines allgemeineren Begnffes ang6-

kniipft werden, auf welchen der des Netzes sich zuriickfuhren lasst

Wenn namlieh A~bc\) d Punkte in einer Geraden sind und zu "beA
derselbe vierte harmonische Punkt M wie zu cVA gehort, so will

ich sagen ;
die Paare l>c und Vc

f

seien Equivalent fur den Grenz-

punkt A. Dabei sollen 'bcVc von A versehieden sem; dagegen
brauchen sie nictt uriter sich versehieden zu sem

5
"und zwar ist,

wenn If mit c zusammenfallt, c fiirM zu nehmen, ebenso 6, wenn
(f mit 6 zusammenfallt. Sind l)c and U d fur irgend c^nen Punkt

aquwdenl, so werden ~be durch cV nicht getrennt ( 11 Seite 90).

Bel Festhalkmg des Grenzptmktes folgt sofort: Jedes Paar be

ist sich selbst Equivalent; sind die Paare "be und c aquivalent;
so

sind es auch I'c' und Ic, c"b und c'V, W und ctf u. s. w.; und

wenn dann Z> mit c zasammenfallt, so kann auch V nicht von c

versehieden. sein

Dec Begriff der aquivalenten Paare lasst sich
?
ebenso wie der

des Netzes
7

auf Strahlenbtischei und Ebenenbuschel tibertragen.

Beides siud graphisclie Begriffe und sich selbst reciprok Wenn
sie in der einen von. zwei perspectiven Figuren anwendbar sind, so

lassen sie sich auch auf die homologen Elemente der andern Figur
anwenden.

Es seien in einer Geraden f die Paare be nnd 5V aquivalent

fur den Grenzpunkt A, d. h. ein Punkt M Yierter harmonischer

Punkt zu btfA und cVA (oder Jf mit c identisch, wenn V in c

fallt u. s. w.). Dureh A werde noeh eine Gerade g gezogen, der

Punkt P ia der Ebene fg ausserhalb f und g angenommen, IcVo'M
aus P auf g nach /JyjS'/fir projicirt, und endhch der vierte harmo-
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lie Pimkt zti

ebenso c'J' uiid

init II bezeiclmet. Alsdanii niusseii by' uud

*m Punkte J2 sich begegnen Schneiden sicli

nun die Geraden &'/? und c'y (vorausgesetzt dass sie verschieden

sind) m Q, so sine! die Strahlen /, g, AB, AQ harmonisch, aber

aucli die Strahlen /, g, AR, AP, also AP und AQ identiseli. Dein-

nacli haben die Geiaden &'/3 und c'y stets einen Punkt Q der Ge-

raden AP nut einander gemein
Hieiaus ergiebt sich zunachst, dass Aleb'c durcli wiedeiholte

Projection nacb Acl'cb ubergefuhrt werden konnen; es werden

AlcVc aus P nach Aftyfi'y', diese aus Ji naeh Ac'Vcb projicirt.

Sind also in emer Geraden die Pacwc Ic und Vc agwivalcnt fur
den Gren#punkt A und werden "be durcli AV getrcnnt, so werden

bcf ouch dmcJi Ac getrennt. Ausserdem erhalten wir folgende Con-

struction des Punktes c\ wenn in emer Geraden / die Punkte AlcV
gegeben sind und die Paare &c, "b'e fur A Equivalent werden sollen.

Man ziehe namlich durch A noch eine Gerade g, nehme in der

Ebene fg den Punkt P ausserhalb /' und g beliebig, projicire be

aus P auf g nacb (3y, j3 aus V auf AP nach Q, endlich y aus Q
auf / nach c. Der Punkt c 1st sonut stets Yorhanden und volhg
bestimmt.

Treten nun in der Geraden /* noch die Punkte d und ff so

hinzu, dass auch die Paare cd und c'cf fur "-4. Equivalent sind, so

begegnen sicli die Strahlen Pd und Qd
f

auf der Geraden g } etwa
m d, und folghch smd auch die Paare bd iind V d

f

aquivalent. Au
P werden Abed nach Afiyd, diese aus Q nach Ab'c'd' projicirt.

Wenn also m einer Geraden d^e Paare be und Vd fur den Gren~
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pmild A aquiialent smd, eben^o dw Paare cd und t d', &o sind et>

auch die Paate l)d und b'd
f

, man kann dann Al)cd durcli wieder-

holte Projection nach AVtd' uberfuhren, und iiemi Ic dwell Ad
getrennt werden

.>
bo tverden auch V c dutch Ad' gvhennt

Sind in einer Geiaden f die Paate l>c und V G aqmvalent fur
den Gienzpwnlt A, ebenso die Pacvte Ic mid &

t 17 &o smd cs auch

die Paare Vc und ^i^. Denn zieht man durcb. A die Geracle g
behebig, mnirrit den Pimkt P m der Ebene fy (ausserhalb / und g)

und projicirt Ic aus P auf g nach /3^, so treffen sich die Strahlen

V ft und cy in eineni Ptmkte Q der Geraden AP, ebenso die Btiahlen

&!/S und cL y in emem Punkte S dieser Geraden Daraus folgt un-

mittelbar die Bebauptung.
Auf den Begriff der Aequivalenz liisst sich clei des Netzes fol-

gendermassen zuruckfubren. Wablen wir z. B. ein Netz In einer

Geraden, A als Grenzpunkt, 1> als Nullpunkt, !>} als ersten Punkt,
nennen wir !>*, den zweiten Punkt u s. w. Danu smd BQ S^ und

S
{
B2 aqulvalente Paare fm A, ebenso jE^is und JB>JE?3 u s. f. Da-

durch weiden die Punkte B2 B$ . . unter Festbaltung YOU A^BQ
S

l

vollkommen bestimmt. Nach dem yorigen Satze smd die Paare

jE>zBz + i und JB^JS^+i aqmvalent fiir den Grenzpunkt A, wenn I

und ft behebige (nicht negative) ganze Zablen sind.

Die vorstehenden Satze sind gesanimelt worden, um einen zur

Begrtindung der projectiven Geonietrie unentbebrlicben Satz zu be-

weisen. Die Frage, um die es sieb. bandelt
?

tntt auf, wenn vier

Punkte ASCD in emer Geraden wiederholt projicirt werden, bis

man in jene Gerade zuruckgelangt Es kann dabei vorkommen, dass

die letzten Projectionen von drei gegebenen Punkten mit diesen

selb&t zusammenfallen
5
dann gilt vom vierten Punkte dasselbe, wie

jetzt bewiesen werden soil.

leh setze also voraus, dass ABCD durch wiederholte Projec-

tion nach ABGE tibergefuhrt worden sind, und babe zu zeigen^

dass D mit J&
1

zusammenfallt.

Zu dem Ende werde die Annahme, class D von JE7 verschieden

sei
? geprtift. Bei geeigneter Bezeichnungsweise werden A G clurch BD

und mithui auch durch BE getrennt. Bei ausgeschlossenem B liegen

dann D und E zwischen A und (7, folglich entweder D zwischen

A JB BI G Jin D E

A und JB oder IS zwischen A und 1); es mag das letztere statt-

findcn, d, h. AD durch BE getrennt &ein
? folglich auch AD und

BD durch CJE. Man mache nun das Paar ]3Si
dem Paare DE fur
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deu Grenzpunkt A Equivalent; dann sind BE diuch AB
t getreimt,

aber AB nicht durcli JSjC Construirt man also das Netz ABBit

so gelangt man jedenfalls m einem Punkte Bn (n ist eine positive

ganze Zahl und kann 1 sein), der von JB durcli AC getrennt wird
;

man kann dann weiter den Punkt C
t

so bestinimen, dass C als ter

Punkt des Netzes ABG{
herauskoinmt (Cj kann mit C zusammen-

fallen); dabei werden AG
l

durch BB
1 getrennt., ferner (wenn C

von O
l versehieden) ACl

durch BC, folglich jedenfalls auch AG
{

church BD. Jetzt werde das Netz ABC^ so weit verfolgt, bis

einer seiner Puukte Ci mit D zusammenfallt oder von Ci+ 1 durch

J. und I) getrenut wird, wobei die Paare BGl
und CiCz + i far

den Grenzpunkt J. Equivalent sind; endlich maehe man fur den-

selben Grenzpuukt die Paare JS.F und GG dem Paare CiD aqui-

valent. (Ist Gi nicht von D verschieden, so fallt F mit J5, G mit

C^ zusammen.) Wie die vorangeschickten Satze lehren
;

sind auch

die Paare F0
i
und DCi + i Equivalent, ferner BGr und F0t9 folg-

lich BG und DCi + i; uberdies werden (wenn Ca von D verschie-

den) BCi durch AF uncl mithin durch J.G- getrennt 5 folglich

jedenfalls BB^ dureh AG und weiter DJ2 durch J.Ci + 1. Daraus

folgt aber, dass AD durch .SO!* 4.1, -4d + i durch BE getrennt

werden. Wenn man nun die Projectionen, denen nach unserer

Voraussetzung die Punkte ABCD unterworfen warden, auf das

Gebilde ABCDC^Ci^i ausdehnt, so gelangt man in die gegebene
Gerade zuruck, und zwar entsprechen die Punkte ABC sich selbst,

demnach auch die Punkte C
l C^+i }

wahrend D als von dem ent-

sprechenden Punkte E verschieden angenommen war Der Annahme

zufolge wurden daher BCi + i, welche nach dem Vorigen durcJt AD
getrennt werden, auch durch AE und zugleich ACz + i durch BE
getrennt werden, woraus sich die Unzulassigkeit der Annahme ergiebt.

Das vorstehende Beweisverfahren lasst sich leieht auch auf fol-

genden Satz anwenden: Wenn die GeMde ABCD und ABCE
je aus mer verschiedenen Elementen einer Punktreihe oder eines

Stralilmbuschels oder eznes Ebenenbuschels lesteken und alle graphs
schen Eigenschafien gemetn haben, so fattt D imt E msammen*

Dm Punkte ABC, welche ^n einer Geraden Jtekebig gegeben

S'md, konnen allemal nach dm Punkten afiy, welche ^n derselben

oder m einer andern Geraden 'bekebig gegeben sind, durch em- oder

mejirmalige Projection ubertragen werden. Sind namlich die Geraden
AB und ccft von eiaander verschieden, aber ABC und ccfiy nicht

perspectiv, auch etwa cc nicht in AB gelegen, so zlehe man durch

a eine Gerade, welche AB schneidet (nicht in A), und projicire

ABC aus einem Punkte Aa auf diese Gerade nach aB?Cr

]
die
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Punktreilien aB'G und afiy sind alsdann perspeetiv. Fallen die

Geraden AB und K$ zusainmen, und ist abc, Irgend eme Projec-
tion von ABCy so kann man von ale
zu tc($y dureh eme oder zwei Projectio-

nen gelangen.
Wenn ABOD vier verscliiedene

Punkte in einer Geraden sind,
ebenso afiyd, und die Gebilde
ABCD und ccfiyS haben alle gra-
phischen Eigenscliaften gemein,
so kanii man von einem zum an-

dern durcli eine oder melarere

Projectionen gelangen. Denn die

Punkte afty kann man dureh ein- oder
4G

mehrmalige Projection nach ABC tiber-

fiihren. Wendet man dieselben Projectionen zugleich auf S an, so mag
sich E ergeben. Ware nun D von _Z? verseliieden, so konnte man C

i

und Ci + i wie vorhin construiren; es w'are C der wte
, Ci + i der

(A + l)
to Punkt des JSTetzes ASGit JBC^ + i durcb. AD, AC* + i

durcli BE getrennt. Man fuhre noclt y^ und y^-j-i derart ein, dass

y der nie und yz + i der (A -f- l)
te Punkt des Netzes cc^y 1 wird; es

waren dann (tyz + i durcb. a 8 getrennt, folglich. aucb BCi + i durch

J.JS, zugleicb nach Obigem ACi + i durcli JBJB
;
was unmoglich ist.

Die Umkebrung dieses Satzes wird im 17ten Paragrapben be-

wiesen werden.

Ueber die Frage, ob die neu erlangten grapbiscben Satze aucb

ohne den Begnff der Congruenz bewiesen werden konnen, sei Fol-

gendes bemerkt. Wir haben die Eigenscliaften der congruenten

Figuren benutzt, um den Satz zu beweisen: Sind in einer Geraden

die eigentlicben Punkte AB B
i
P gegeben;

B
v
zwiscben A und P

7

BQ zwischen A und B^ so kann man die positive ganze Zahl A so

angeben, dass dem (K + ])
ten Punkte des Netzes ABQBi

nur Punkte

der Strecke AP vorangeben, wabrend er selbst zur Strecke AP
nicbt gehort. Man konnte diesen Satz unabbangig vom Begrifif der

Congrueijz berstellen, wenn man sicb auf einen Grundsatz von fol-

gendem Inbalte sttitzen wollte:

^E!ann man in einer geraden Strecke AB Punkte A
i
A<i A^. . .

in unbegrenzter Anxabl so berstellen, dass A
i
zwischen A und JB,

J 2 zwischen A
i
und J5

7 A$ zwischen A2 und B liegt u, s. w.
7

so

A A A A3 C B

existirt m jener Strecke ein Punkt C (welcher mit B zusammeE-
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fallen kann derart, dass, wie aueh der Punkt D in der Geraden

AS zwischen A und C gelegen sem mag, nicht alle Punkte der

Reihe J.,ji2
.A3 ... sich zwischen A und D befinden, wahrend

zwisehen J5~und C sich kern Punkt der Reihe befindet."

NehinerL wir in der That die eigenthehen Punkte ABQ
S

1
P in

einer Geraden, B^ zwischen A und P, B zwischen A und JB19
und

construiren das Netz AB^. Es liegt 5 zwisehen J. und P,

i\ zwiscten J5 und P. Waren die Punkte J52 J53 . . . des Netzes

JL S 2*!
D Bn C P

ABQ
B

i
sammtlich Punkte der IStreeke AP, so lage auch JB2 zwi-

schen Bi
und P, B% zwischen B2

und P u. s. w
,
und es ware in

dei Strecke^LP ein Punkt C (welcher mit P zusammenfallen kann)

vorhanden, derart dass, wie auch der Punkt D in der Geraden AP
zwischen A und C gelegen sem mag, nicht alle Punkte des Netzes

zwischen A und D liegen, wahrend zwischen C und P sieh kein

Punkt des Netzes beBndet; den Punkt D kann ich so wahlen, dass

aquivalente Paare CD und B^ BG
fur den Grenzpunkfc A entstehen

7

wobei OB clurch ABl} mithm auch durch AD getrennt 7
d, h. D

zwischen i? und C gelegen w'aie. Zwischen C und D kbnnte man

zwei aufemanderfolgende Punkte Bn und Bn + i des Netzes AB^B^
annehmen; die Paare B^B^ und BnBn+ i waren aquivalent fur den

Grenzpunkt A, ebenso SQSi
und DC, folglich auch DC und

J?a J?n + J 5
ferner waren DBn+ i durch ABn getrennt, folghch auch

durch AC, d h. C zwischen D und Bn + i gelegen, wahrend doch

JSa + i zwischen C und D liegen sollte

Das Axiom, durch welches Herr P. Klein*) die Lucke in

Staudt's Begriindung der Projectivitat**) ausfiillt, kommt auf den

eben formulirten Satz hinaus. Diesen als Giundsatz anzunehmen,

wurde mit den hier festgehaltenen Anschauungen nicht im Emklang
stehen. Denn abgesehen davon

;
dass eine Beobachtung sich tiber-

haupt nicht auf unendlich viele Dinge beziehen kann, ist die Auf-

stellung jenes Satzes von unserem Standpunkte aus auch deshalb

noch nicht zulassig, weil wir (vgl. Seite 18) in einer Strecke nicht

unendlich viele Punkte annehmen dtirfen, ohne dem Sinne des

*) Matheoj. Ann. Bd 6 S 136, Bd 7 S 532; vgl. Cantor, ebendas

Bd, 5 S 128; Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen (Braunschweig

1872) S. 18,

**)-Staudt, G-eometrae der Lage S 50; vgl Thomae, Gebilde erster

und zweiter Ordnung S. 12, Be ye, die Greometne der Lage, Vorwort zur

zweiten Auflage, F Klein, Mathem. Ann Bd 6 S. 132, Bd. 7 S. 531, Bd, 17

S 62, Darboux, ebendas Bd. 17 S 55, Schur, ebendas Bd 18 S 252,
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Wortes
;,
Punkt*4

erne weitere als die bislienge Ausdehnung zu geben
und uns mithm von seiner urspriinglichen Bedeutung noch melir

zu entfeinen. Eine solche Ausdehnung wird erforderlieli
?
wenn

man die Punkte der Geraden In vollstandtge Analogie niit den
Gliedern der aus den rationalen und irrationalen reellen Zahlen

bestehenden Reihe bringen will; sie erfolgt daim dutch erne geeig-
nete Definition, an welehe sich jener Satz als Theorem ansehliesst 7

").

16. Projective einformige fieMlde.

In 12 haben wir geselien, dass alle graphischen Satze, welehe

auf dem damaligen Standpunkte nberhaupt erreichbar waren, sieh

aus den graphischen Satzen der 7 9 deduciren lassen Fur

den dadurch. abgegrenzten Theil der graphischen Geonietne konnten

wir die drei Reciproeitatsgesetze aus dem Umstande folgern, dass

die Worte ,;
Punkt' und

;;
Ebene^ in den Stammsatzen vertauschi

werden durfen.

Ueber dieses Gebiet hat der vorige Paragraph hinausgefiihrt

und gestattet uns, zwei weitere Satze zu jener Gruppe hinzuzufligen,

namlich: Werden m einer Geraden die Punkte AS
t

durch JB P
getrennt, so kann man die positive ganze Zahl n so angeben|;

class

der nie Punkt des Netzes AS^S^ entweder init P zusammenfallt

oder vom (n + l)
ten durch. A und P getrennt wird; und: Werden

in einem Ebenenbtisehel die Ebenen AB^ durch J5 P getrennt ;
so

kann man die positive ganze Zahl n so angeben, dass die wfce Ebene

des Netzes AS
<)
S

i
entweder mit P zusammenfiillt oder von der

(n + l)
ten durch A und P getrennt wird Die erweiterte Gruppe

behalt die Eigenschaft, dass Punkt " und Ebene" vertauschbar

smd, und da wir mi Folgenden die graphische Geometrie nicht

weiter fiihren werden
,

als dies init Hulfe der so vermehrten Stamm-

satze geschehen kann
?
so ist fur unsere Zwecke die Recipro-

citat zwischen den Punkten und Ebenen schon jetzt ge-

niigend erwiesen, mitMn auch die Reciprocitat zwischen den

Punkten und Geraden an emer Ebene und zwischen den Geraden

und Ebenen an einem Punkte. Die drei Dualitatsgesetze lassen

sich also ohne Weiteres auf alle graphischen Satze des vorigen

Paragraphen anwenderi; doch ist es iiberflussig, die sich ergeben-

den reeiproken Satze nocli besonders anzufuhren.

Wir haben zuletzt gerade Punktreihen betrachtet
;
welehe durch

Projectionen in emander tibergehen, Wenn man von einer Punkt-

*) Sieho unten <?

4
23.
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reihe durch erne oder mehxere Projectionen zu einer andern ge-

langt, so heissen die beiden Punktreihen projeetiv. Polgende

Satze konnea wlr jetzt unmittelbar ausspreclien.

Sind die PunMreihen abed und a'Vc'd' projectiv, cib durcli

cd getremti, so sind a'V dwell c d' getrennt.

die PunMreiJien abed und alee projeettv, so fallen d und

Die Elemente der einen von zwei projectiven Reihen darf man

beliebig anordnen; aber durch die Anordnuiig, welche man in der

einen Reihe trifft, wird im Allgememen die in der andern zu tref-

fende bestimmt. Wenn md P^mJltfe^hen aus gleiclmelen ,
aber

JwcJistens ye drd Elementen bestehen, so sind $^e sfets jprojectiVy gl&icli-

viel wie man sie ordnet Nehmen wir aber vier Punkte alcd in

einer Geraden f. Durch d ziehe man eine Gerade ^, wahle ausser-

halb beider Geraden in ihrerEbene

einen Punkfc A, projicire ^&c-aus

J.auf^nach afiy und bezeichne

den Durclischnittspunkt von aft,

cy mit IB\ dann werden abed
aus A auf g nach ctfiyd, diese

aus a auf cy nach AB^c, diese

endlich aus /3 auf f zuriick naeh

bade projicirt. Folglwh sind abed
und bade prcyectw, uberhaupt

abed, bade, cdab,deba. Nun
mogen etwa ab durch ed getrennt

werden. Liegen abed liamoniseh
,

so sind aueli abed und baed,

abde, cdba, dcab projeetov. Umgekehrt: Smd abed und bacd

projectiv, so sind es zugleich afiyd und baed, also, wenn g und

bB in a sich schneiden, ctfiyd und ccftyd projectiv, d. h. a mit

a identiscb
;
abed haimomsch. Wenn abed meht harmomsch l%e~

gen, so ist abed Twiner der ReiJien baed, abde, cdba, deab $ro~

jeetw Es bleiben noeh 16 Permutationen ubng, welche sich mit

den Punkten abed vornehmen lassen; aber da weder ac durch bd
noch ad durch be getrennt werden, so ist die Eeihe abed niemals

einer von diesen 16 Permutationen projectiv.

Hat man zwei projective Punktreihen abe ... und a'Vc' . .
,

so heissen a a', bb', ec
f

,
... homologe Punkte; fallt em Punkt mit

dem homologen zusammen, so sagen wir, die beiden Reihen haben
den Pnnkt entsprechend gemein. Je zwei homologe Theile der

beiden Reihen sind projectiv. Sind drei Punkte entsprechend
gemein, so sind es alle.

47
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Es seien P und P' protective Punktreihen, welche mindestens

aus je drei Punkten bestehen und in bestimmter Anordnung fest-

gehalten warden
;
die Trager sollen resp. f und f heissen (braucheu

aber nieht verschieden zu sein). In f werde em Punkt d behebig

angenommen. Wenn er zu P gehort, so entspricht ihm in f ein

vbllig bestimmter Punkt d
r

als honiologer Punkt der Reihe P'.

Wenn d nicht zu P gehort ,
so schreibe man d zur Reihe P fainzu

und erweitere P' mittels irgend welcher von P zu P' fuhrenden

Projectionen um einen Punkt d' derart, dass die erweiterten Figuren
wieder projeetiv sind; auch dann ist d' em vbllig bestimmter Punkt
der f. In beiden Fallen diirfen wir also sagen: d und d' sind

homologe Punkte bei der zwisehen P und P' gegebenen projectiven

Beziehung (Projectivitat), und es ist in diesem Sinne jedem
Punkte der f em und nur ein homologer Punkt der f zugeordnet,

Um eine $rojeetive Se^eJmng %wisclien #wei Punkfoeihen Jierm-

stellen, darf man su drei Punkten der einen Eeike die homologcn
Puribte ftehebig walilen; durcli drei solche Paare ^st aber d^e pro-

jective Se^eJiung vollkommen "besfoinmt.

Punktreihe, Stralilenbuschel und Ebenenbiischel werden ein-

formige Gebilde (einformige Grundgebilde) genannt Sind zwei

einfbrmige Gebilde perspectiv oder kann man zwisehen sie irgend
erne Anzahl von ebensolcben Gebilden derart einsehalten, dass nach

cler Einschaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv

smd, so nennt man jene beiden Gebilde projeetiv und wendet

auf sie alle Ausdriicke an
;
welche fur Punktreihen ^oeben. erklart

worden sind. Jedes e^nform^ge Gebilde t&t sich sefbst proyediv* Zwe^

einformige Grebilde? d^e einem dntten proyectiv sind, sind unter sicli

projectii). Sind die einformigen Gebilde al)cd und aVc' d' projec-

tiVy al) durcti cd getrennt, so sind a'V dwrch c
r

d
f

getrennt. Je $wei

horologe Theile $weier jproyectiven einforvmgen Ge~bilde sinU projechv.

Ueberhaupt lassen sich die obigen Satze einfach verallgenaeinern.

Einformige Gebilde, die aus gleiehmelen, aber hocJistens je drei

Elementen bestelien, sind stets projectiv. Durch drei Paare wn homo-

logen Elementen wird eine projective jBetfiehung gwischen $wei ein-

formigen Gebilden volUwmmen bestimmt, so dass jedem Element, das

zu, dem einen Gebilde gerechnet werden kann, im andern ein und

nur ein homologes Element entspricht

Ist von 0wei projectiven einformigcn Gebilden das eine harmo-

nisch
9
so ist es aw~h das andere. Je 0wei JiarmoniscTie Gebilde sind

projeetiv. Das harmonische Gebilde abed ist denmach zu bade,

cdal, dcba, *bacd, aide, cdfta und dcafi projectiv, aber zu kei-

ner der 16 ubrigen Permutationen. Ist dagegen kerne Permutation

PA.SOK, Vorlesungetiu U
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ties einformigen GeMdes alcd JiarmomscJi, so sind lade, cdal und

del a ms. alcd project, aber Jceine der 20 ulrigen Permutationen.

Perspective elnfbrmige Gebilde smd projeetiv. Umgekelirt:

Wenn miscJien zwei wnfortmgen GeMden erne projecfyve BezieJumg

^tattfindet und es liegen drei Elemente des einen peispectiv mvt den

liomologen Elem&nten des andetn, so liegen die leiden GeMde itber-

Jiaupt perspectiv

Von Punktreihen auf demselben Trager oder Ebenenbilscheln

mit derselben Axe oder concentriscken Strahlenbtischeln an dersel-

ben Ebene wlrd gesagt ;
dass sie aufemanderliegen oder sicli

in vereinigter Lage befinden. Zwei prcyectwe Punlti e^Jlen oder

Elenenlnscliel odei StraJilenbuscM (mit geme^nscJlaftl^cJ^en^ Sclievtel

oder in einerlei Ebene), welclie ein Element entspreckend gemein

liaben, oJme aufwnander gu hegen, s^nd allemal perspectiv.

Liegen zwei projective einformige Gebilde ale . . und a'Vc' . .

aufeinander, so kann es vorkommen, dass nieht bloss ad (welche

von einander versehieden sem sollen), sondern anch a a homologe

Elemente sind, d. h. aa'lc und a'aVc projeetiv. Alsdann sind

Vb ebenfalls homolog, da aa'lV und aaVl projeetiv, und man

kann uberhaupt durchweg die lioniologen Elemente mit einander

vertauschen. Von solchen Gebilden ale . . ., alr

c
f

... sagt man^

dass sie involutorisch liegen, oder man sagt, dass die Paare

aa
f

, ll'j ce, ... eine Involution bilden; die Elemente eines

jeden Paares heissen conjugirt und sind vertauschbar. Durcli

zwei Paare isfc die Involution bestimmt ;
d. h. zu jedem Element

das conjugirtej zwei Paare aber konnen behebig angenommen
werden.

Die Aufgabe, in einer durch zwei Paare gegebenen
Involution zu einem Elemente das conjugirfce zu con-

struiren* giebt uns Gelegenheit, die in 10 am Schluss ange-

stellte Betrachtung zu erganzen. Die Seiten eines ebenen vollstan-

digen Vierecks alcd werden dort mit einer Geraden durchschnit-

ten, und zwar die Seiten Ic, ca, al> ad, Id, cd in resp. f, g f
fa

}

fit 9\-> *i- Damals wurde bewiesen, dass der sechste Punkt durch

die iibrigen beshmmt ist; jetzt konnen wir zeigen, dass //i ggl9

JiJi
i
Paare emer Involution sind, d h. die dm Paare gegenuler-

kegender S&iten eines vollstandigen Vierecks werden wn> jeder &e-

raden seiner Elene %n PunMpaaren einer Involution geschniUen* In

der That ist die Punktreihe fghh t
ein Sehmtt des Strahlenbusohels

l(cgahi), d. h des Biischels der StraHen Ic Ig la lhi} die Punkt-

reihe /i^i/^7^ ein Schnitt des Strahlenbtischels (^(dg^V)] da diese

Strahlenbiischel perspectiv zum Buschel h
t (cgal) d. i.
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liegen, so sind fg}i\ und f^Ji^i projectiv, folglieh die Paare fflf
99n MI

I
in Involution. Die auf Seite 82 besehnebene Con-

struction liefert also in der dureh zwei Paare ffl
und ggl gegebenen

Involution von Punkten zum gegebenen Punkte h den eonjugirten

7ij; auf die Involution im Ebenenbusebel und Strahlenbuschel lasst

sie sich leicht ubertragen. Auch ist jetzt Har
;

dass man bei jener
Construction f mit fv

oder g mit gl
vertauschen darf.

Wenn in einer Involution irgend e^n Paar durcJi em andetes

getrennt wird, so wird jedes Paar durcJi jedes andere getrennt. Denn
wenn die Elemente a a' durch "bV getrennt werden, so liegt bei

ausgescnlossenem c von den Elementen 6 und V das eine (&) zwi-

schen a und a'
;
das andere (&') aber nicht; sollen nun aa'V c und

aa'bc projectiv sein, so werden a a' zwar durch &c, aber mcht
durch T)C getrennt; folglich sind a a' dureh c c

f

getrennt, ebenso&&'

durch cc
r

u. s. w.

Bei aufeinanderliegenden projeetiven Gebilden werden die etwa

sich selbst entsprechenden Elemente auch Doppelelemente ge-
nannt. Werden m e^nem elnformzgen G-ebilde die Paare a a", bl',cc ..

dureh die festen Elemente f und g Jiarmomsch getrennt, so Iwlden

sie erne Involut^on mii den Doppelelementen f und g. Denn es sind

(
11 Seite 90) fgdl) und fgaV, fga"b und fga'V projectiv; daraus

darf man aber die Projectivitat der Gebilde fgaa'b und fga
raV

}

iiberhaupt fgaa'bc . . . und fga aVc' . . . schliessen. Umgekehrt:
Smd a a eonjugirte Elemente e^ner Involution mit den Doppelelemen-
ten f und g ;

so Uegen fgaa liarmonisch; denn dann sind fgaa
und fga a projectiv. Welter ergiebt sich (11 Seite 90): S^nd

a a und W Paare einer Involution mit $w&i Doppelelementen, so

werden ad durch 1)V niclit getrennt.

Hiernach kbnnen mcht bei jeder Involution
;

also niclit bei

jeder projeetiven Beziehung zwischen aufeinanderliegenden projec-

tiven Gebilden zwei Doppelelemente auftreten*). Aber wenn nie

projeetiven e^nform^gen Gebilde a~be . . und a'Vc' . aufe^nander-

kegen und em Doppelelement f besitgen, so liaben sie (mit einer so-

gleich zu erwahnenden Ausnahme) noch ein 0weites Doppelelement,

Es sei in der That weder a noch & entsprechend gemem, so dass

die Paare aV und 6d erne Involution bestimmen, und in dieser

Involution sei g das zu f conjugirte Element, also fga'b und gfV a

projectiv; dann sind auch fga"b und fga'V projectiv, also g Doppel-
element der gegebenen Projectivitat. Bei dieser Gelegenheit be-

merken wir: Wenn in evnem evnfdrm/igen Gebidde fgab und fga'V

*) S, noch unten 23.
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projectiv Bind, so liegen die Paate fg, aV und trf m Involution,

und iimgekelirt; es sind dann aueh fgaa und fglV projectlv
^

Sollen die projectiven einformigen Gebilde ale . . und a'V c . . .,

welehe in vereinlgter Lage und mit einem Doppelelement f ange-

nommen werden, kem weiteres Doppelelement besitzen, so muss

f zugleich In der durch die Paare aV und la bestimmten Involu-

tion sicli selbst entsprechen (faVl und ft' a a' projectiv). Ist^als-

dann m das vierte harmonisclie Element zu aVf (faVm und fVam

projeetiv, mithin aueh fmat't und fmb'aaT), so ist m das andere

Doppelelement jener Involution
;

also zugleich das vierte harmo-

nisclie Element zu ba'f, d h die Paare al und a'V sind aqui-

valent fur das Grenzelement f; ebenso die Paare ac und a'c' u. s w,

Wir wollen deshalb eine derartige Beziehung eine Aequivalenz
Ait dem Grenzelement fnennen; sie ist nieht mvolutorisch. Zu

ikrer Bestimmung smd ausser dem Grenzelement f noch irgend zwei

homologe Elemente aa anzugeben; construirt man a" als viertes

liarmonisctes Element zu a'fa 9
so sind die Paare a a" und a' a"

fur das Grenzelement f aquivalent;
und man hat drei Paare ff, a a,

ad' der projectiven Beziehtmg.
-

Ist in einer Geraden f*) durch zwei projective, aber nicht

involutorische Punktreihen P und P 7

eine projective Beziehung

gegeben, und entspncht dem Punkte I der Geraden f, der kein

Doppelpunkt sein soil, bei der Beziehung PP' der Punkt c, bei

der Beziehung P'P der Punkt
;
so sind die Punkte a und c mcht

bloss von I, sondern auch von emander verschieden. Wenn also

noch ed homologe Punkte bei der Beziehung PP' vorstellen, so

ist durch die Punkte alcd, namhch durch die drei Paare at, tc,

cd
}

die projective Beziehung bestimmt.

Dem in der Geraden f vanirenden Punkte y entspreche s bei

der Beziehung PP', dagegen x bei der Beziehung P'P. Zieht

man durch 6 noch erne Gerade #, nimmt in der Ebene fg den

Punkt ausserhalb der beiden Geraden und projicirt cdy$ aus

auf g nach py^y, so sind alxy und tcy0 projectiv, ley und

tft^y perspective folglich alxy und Jj86^ projectiv, ebenso die

Strahlenbuschel ^(alxy] und y(bfl%r[) 9
diese mithm sogar per-

spectiv. Begegnen sich also die Geraden x^i und \y im Punkte (? ?

so liegen apQ in gerader Lime, Q in der festen Geraden a/3

Dem (von a
;
t

3
G verschiedenen) Punkte m der Geraden / seien

die Punkte I und n in den Beziehungen P'P mid PP f

zugeordnet.

Projicirt man m und n aus auf g nach resp, A und p, so sind

*) Ygl Crelle's Journal Bd, 91 S 349
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ablx und bemy, bcmy und cdne projeetiv, cdns und (typij per-

spectiv ; folglich a&fo? und j$ypj] projeetiv. Indem wir clen Druch-

schnittspunkt H der Geraden x-q und lp emfutreii, erkennen wir

die Strahlenbuschel ^(allx} und .RQS^j?) nicht bloss als pro-

jects, sondem auch als perbpectiv, da die Geraden pi und Rp
zusammenfalleii Demnach liegt der Durchsdniittspurikt der Strah-

len pa und Efl in gerader Linie mit y und x$ die Strahlen pa
und JB/5 seLneiden sich auf der Geraden yj,. Weiter sind die

a

Biischel a(bftyp) und P(jt)QyR} perspectiv; denn die Strahlen ab

und /Ja? begegnen sicli in x, ay und /S^ in y, ap und /3E auf yxy

aft und |3^ fallen zusammen. Da mithin die Punktreihen Ifiyp

uud xQ^E} bfiyp und bcdn, "bcdn und a6cm projectty sind, so

ergiebt sieh schhesslich die Projectiritat der Punktreiten MQrjR
und abcm.

Aus projicire ich B auf f nach r. Dann sind o?y^r und

$$?j.R perspectiv, folglich i^^r und abcm projectiv. Da man

durch passende Wahl des Punktes m das Gebilde a ~b cm einem

beliebig gegebeneB ?
aus vier verschiedenen Elementen bestehenden

eiaformigea Gebilde projectir maclien kann, so ist in der Geraden

f jedem Punkte y em Punkt r durch die Forderung zugeordnet,
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dass vyer einem festen Gebilde projector sein soli Wenn m in

elnen Doppelpunkt der Project!vitat PP' fallt, so vereinigt sich

der Punkt m nut I und w, der Punkt 4 mit ^, die Gerade >l/u, mit

Ow, und der Punkt * hat bestandig die Lage w. In jedein andern

Falle besehreiben die Strahlen yx und ftR3
wahrend y variirt, per-

spective Busehel resp. urn y und /?
mit dem perspectiven Durch-

schnitt a (i,
mitlim gleichzeitig die Punkte x und JB projective

Punktreihen resp. in den Geraden /' und Z^; also 1st aucli die Be-

ziehung zwischen y und r in der Geraden /"Projectvital Werm endhch

die Punkte / und $ bei der Bezieliung PJP' resp. den Punkten

und r entsprecKen, also das Paar ea dem Paare yr, so smd xyzr

und ^/^/5 projectiv, d. h y^f/5 dem festen Gebilde projectiv, 9

und 5 zugeordnete Punkte der zwischen y und r bestehenden Pro-

jectmtat Die Paare dieser Bezieliung werden durch die Projec-

tiritat PP' in Paare derselben Bezielmng ubertragen, und wir

kbnuen dalier sagen, die Beziehung yr sei bei der Projectivitat

PP' sich selbst homolog.

Werden auf e^ner Geraden 9
in welcJier dwrck we^ grojectwe,

aler mcU involutonsclie Pwihbreihen P and P' eine protective He-

zielmng gegeben ist, dem Punlte y durch die Bemhungen P fP und

PP' resp die PunJde x und % mgeordnet und em tveiterer Punkt r

so canstruirt, dass die gerade Pwiktreitie xzyr e^nem festen Gebilde

projectiv aasfalUj so ^st aucJi <ke #wischen y und r entstehende Be-

zielmng Projedivitat und lei der ProJect^v^tat PP
f

sich selbst ho-

molog. Fallt jedoch r bei eiuer Lage von y in emen Doppelpunkt

der Projectivitat PP', so bleibt r bei alien Lagen von y unverandert.

Durcli die Beziehung P'P werde dem Punkte r der (von r

versehiedene) Punkt q zugeordnet. Dann smd yrscq und zsyr

projeetiV; raithin audb. yrx% und rys#, folglicb. die Paare q, ry,

sx in Involution, %yr und syry projectiv. Nimmt,man also

%gyr harmonisch, so werden auch sgrry oder %sry harmomsch,

x&yr und qsry projectiv; also wird dann y durch r in derselben

Weise bestimmt, wie r durch y.

Werden auf emer Geraden f, in welch&r durch &wei projecfave,

aler mcM involutonsche Punktreitien P und P f

eine projecttve He-

zielmng gegeben ^$t, dem Punkte y durch die Bewehungcn P'P und

PP' resp. die PunMe % und zugeordnet und 0u den PunMen wzy
der merte harmomscJie Punkt r aufgesucht, so Mden die Paare yr
eine Involution, welche durch die BeweJmng PP' m well selbst uber-

tragen wird*), 1st jedoch die Beziehung PP' eine Aequivalenz,

*) JDiesen Satz hat Herr Schroter aitgegeben. Orelle's Journ. Bd. 7 7 S.120.
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so fallt r bei alien Lagen von y mlt dem Grenzpunkte der Aecpii-
valenz zusaimnen.

Ini StrahlenbOschel and im Ebenenbuscliel gelten analoge Satze

17. Coliiiieare Figoren.

Wir gelien jetzt zu den Gebilden zweiter Stufe iiber, in-

dera wlr unter diesem Namen Planfiguten und centrisclie Figureu
zusarumenfassen Wenn man erne aus beliebig vielen Puukten be-

steheude Planfigur ein- oder mehrmal projicirt, so erhalt man erne

aus ebenso vielen Puukten bestehende Planfigur, und so oft Punkte
der einen Fjgur an einer geraden Lmle liegen, ist dies auch. bei

den entsprechenden Punkten der andern Figur der Fall. Solche

Figuren heissen deshalb collinear, aber man wendet diesen Aus-

druck iiberliaupt auf zwei Gebilde zweiter Stufe an
;
wenn sie per-

spectiv smd oder wenn man zwisehen sie irgead erne Anzahl von

Gebilden zweiter Stufe derart einsclialten kann
;
dass nach der Em-

schaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv werden.

Man kann dabei die emformigen Gebilde als specielle Falle zulassen

und demgemass projective einformige Gebilde aucL. collinear nennen.

Jedes Gebilde gweiter Stufe ist sicJi selbst colknear. Je gwe^ honw-

loye Theile %w&ier colknearen G-eMde metier Stufe smd colUnear.

Gebilde gweiter Stufe sind colhnear, wenn sie emem iwid demsellen

Gebdde gweiter Stufe collinear sind.

Um 8we^ Gefolde zweiter Stwfe colknear auf einander #u befflehen,

darf man mer gleiclwrtigen Mementen des einen, von denen Iteme drei

cinem e^nform^gen Gebilde angehoren, vwr ebensoMie Elements des

andern behelig 0uordnen; z. B. wenn man in einer Ebene vier Punkte

abed anmmmt, von denen keine drei in gerader Lmie liegen, und

vier ebensolche Punkte a'Ve'd' in derselben oder in einer andern

Ebene, so sind die Figuren abed und a'b' e'$ collinear Der Satz

wird leicht als allgemein richtig erkannt, sobald er sicb. in dem an-

gefuhrteti besonderen Falle bewahrl Es sei nun m der Darch-

schnittspunkt der Geraden ab und ed, m der der Geraden a'b' und

ed\ P eine von a'b'c yerschiedene Ebene durch a V] so kaun man
abcdm durch eine geeignete Aazakl von Projeetionen auf die Ebene

P so tibertragen, dass aa, bb'
f
mm' hornologe Punkte werden. Er-

geben sich. dabei yS als homologe Punkte zu ed
}

so sind die Fjguren

ab'yd und a'b'e'd' perspective Centrum der Perspectivitat ist der

Durcbsclimttspunkt der Geraden yc und dd
f

.

Mne Colhneation zwischen &wei Gebilden zweiter Stufe ist voll-

kommen bestimmt }
wenn man m vier gleicJiartigen Elementen des
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einen, ion denenldne drei einem cmfonmgen GeMde angehoren, die

liomologen lennt Es ist hinreichend, folgenden besonderen Pall zu

bewei&en: Sind die aus je fiinf Punkten bestehenden Planfiguren

alcde xmd a led e collmear und keine drei voii den. Punkten a~bcd

in gerader Lmie, so fallt e rmt e zusammen. Zu dem Zweck braucht

man aber nur zu beachten, dass die Geraden ae und ae wegen der

Golhneation zwisclien den Strahlenbuscheln a(bcde) und a(bcde')
identisch sind, ebenso die Geraden le und be, ce und ce'

9 de

und de'

Um jetzt den Begnff der Collineation in Toiler Allgemeinheit

einzufiihren, stellen wir folgende BetracLtung an. Es seien drei

Punkte Oaa m einer Geraden gegeben und eine Ebene P, welche

keinen der drei Punkte enthalt. Jedem Punkte & ausserhalb der

Geraden a a ordnen wir in der Geraden 0~b den Punkt V zu, dessen

Verbindungslmie mit a der <z& auf P begegnet; wird dagegen
auf a a von versehieden angenommen ;

so nelimen wir einen

Punkt & ausseitalb der Ebeue P und den zugeordneten Punkt V
zu Hulfe und ordnen dem Punkte /J in der Geraden a a' den Punkt ft'

zu
}

dessen Yerbindungslmie mit V der &/? auf P begegnet; der

Punkt endhcli wird sich selbst zugeordnet. Dass j3' unabhangig
yon 1> ausfallt, bedarf eines Beweises Es sei daher zunachst c

irgend ein Punkt ausserhalb der Ebenen P und Oc&&, c' der zuge-
ordnete Punkt in Oc, so dass ac und a'c' sieh auf P begegnen.

Wegen der Perspectivitat der Dreiecke a"bc und dVc' schneideii

sich. tc Vc'y ca c'd, a 6 a'V auf einer Geraden, folglich aucli 6c

und Vc' auf P, ebenso flc und $! d wegen der Perspectivitat der

Dreiecke file und /S'&'c', d. h. bei der Construction von /?' kann I

durch c ersetzt werden Ist ferner y em Punkt der Ebene Oab,
aber ausserhalb der Ebene P und der Geraden ad, also ausserhalb

der Ebene Oac, so kann man. y statt c benutzen, also auch statt 6.

Die Geraden cy und c'y treffen sich auf P, ebenso ty und Vy
f

.

Sind also dd
f

und ee' Paare von homologen (d. i. zugeordneten)

Punkten, so treffen sich die Geraden de und d'e
f

auf P; man kann
daher das Paar a a, von welchem wir ausgingen, dnrch jedes andere

Paar homologer Punkte, wenn sie von einander versehieden sind,

eisetzen. Der Punkt und die Punkte der Ebene P sind sich

selbst homolog, aber nur diese.

Bezeichnet man zwei auf emander bezogene Punktgruppen als

pcrspectiv, sobald die homologen Punkte durch die Strahlen

ernes Bundels mit einander verbunden werden, dann bilclet die so-

eben definite Beziehimg eine besondere Art von Perspeciivit'at.

Wirwollen sie Collinear-Perspectivitat nennen, weil Punkten
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einer Geraden btets Punkte einer Geraden entsprechen. Sind m der

That ale Punkte einer Geraden g, so liegen die homologen Punkte
aVY auf einer Geraden g. 1st g in P enthalten, so sind ale ent-

sprechend gemein; liegt g ausserhalb P, ohne zu enthalten, so

fallen die Geraden a'V "and ac in eine emzige zusainrnen
?
weil &ie

durch den Punkt gP gehen; geht endlich
(j

durch
?

so liegen
dVc auf g. WIr uennen gg homologe Geraden. Die Geraden,
welche m P liegen oder durch gehen, sind sich selbst homolog?

aber nnr diese. Je zwei homologe Geraden begegnen sich m einem

Punkte von P
3
ihre Ebene geht durch 0.

Jeder Planfigur entsprlcht eine Planfigur; die Ebenen solcher

Figuren nennen wir homolog. Die Ebene P und alle durch gehen-
den Ebenen sind sich selbst hornolog ;

aber nur diese Je zwei ho-

mologe Ebenen sehneiden sich in einer Geraden der Ebene P. Sind

DJ)
r

und EE' Paare von homologen Ebenen, so geht die Ebene

der Geraden DE und DfE' durch 0. Die Beziehung ist jetzt auf

Figuren ausgedehnt, die sich in beliebiger Weise aus Punkten, Ge-

raden und Ebenen zusanimensetzen
;
und man sieht, wie neben dem

Punkte und der Ebene P, an denen nur sich selbst homologe
Ebenen liegen, ein Paar homologer Punkte oder Ebenen nothwendig
und hinreichend ist

;
um die ganze Beziehung zu bestimmen. Die

Definition ist sich selbst reciprok

Jede Planfigur, deren Ebene nicht durch geht, liegt perspec-

tiv zur homologen, wobei Centrum der Perspectivitat ist
5
auch

jede centrische Figur, deren Scheitel nicht zu P gehort ; liegt zur

homologen perspeetiv, wobei P der perspective Durchschnitt ist.

Wir nennen daher das Centrum der Perspectivitat und P
den perspectiven Durchschnitt fur unsere allgemeine Be-

ziehung Nimmt man eine Pigur in emer durch gehenden Ebene,

so liegt die homologe Figur in derselben Ebene
,
und wenn a a

(verschiedene) homologe Punkte ausserhalb dieser Ebene sind, so

wird die erste Figur aus a auf P nach derselben Figur projicirt,

wie die zweite aus a'. Analog verhalten sich die centnschen Fi-

guren, deren Scheitel auf P liegen. Hiernach sind je zwei homo-

loge Gebilde zweiter Stufe collinear. Man schliesst daraus: Smd
abed und a"b'dd' homologe einformige Gebilde und a~b durch od

getrenntj so werden a'V durch cdf

getrennt. Ueberdies wissen wir
7

dass anemanderhegenden Elementen ebensolche entspreehen. Folgl%ch

kaben colhnear-jpcrspeetwe Figuren alle graphischen Eigenschoften

w$ emander gemein,

Jede perspective JBcBiehwftg &wwchen 0wet F^guren in vwrsclwe-

denen Ebenen lasst szch m einer Colfanear* Perspectwitat erwe^tern,
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die sich auf alk Elemente ershecli] man hat nainlich ausser dem

Centrum der Perspectivitat zwei homologe Ebeuen, durch deren

Sehnittllnie man den perspectiven Durchsclinitt beliebig legen kann.

Ebmiso Jtann man mei perspective centnsche Figuren, deren Selmtel

verschieden sind, stets zu liomologen TJmlen von collwiew -perspectiven

Figuren wit lelicbigen Elemental macJien.

Im Anschluss an diese Beraerkung kann nunmehr die Definition

der Collinearitat von Figuren, bei denen die homologen Eleniente

gleicliartlg sind, zu voller Allgemelnhelt erhoben werden. Zwei

solche Figuien lieissen colhnear, wenn sie colhnear-perspectiv

sind, oder wenn man zwischen sie eine Anzahl von Piguren derart

emschalten kann ?
dass nach der Einschaltung je zwei aufeinander-

folgende Figuren collmear-perspectiv sind. Jede Figur tst sidi sdbbt

collinear. Je gwei Jmnologe Theile ion eollmemen Figwen sind

collinear. Zwei Figures sind sfefe collmear, ivcnn sie emer dntten

collinear sind Die Begriffe collinear und collmear-perspectiv sind

sich selbst reciprok.

Zwei Figuren abode und a'Vcd'e, die sicli aus je funf PmMen
derart gusamneHseteen, dass in Imner Figur vier PwJtte e^ner Ebene

wrkommen, sincl colhnear. Wird namlich e aus d auf die Ebene

ale nach m, e aus tf auf die Ebene a'Vc' nach w( projicirt, so

sind die Figuzen abem und a'l'c'm' collinear. Lassen sich bei

dieser Colliueation den Punkten de die Punkte SB zuordnen, so

&md die Piguren a'Vc 9s und ciVdSd collmear-perspectiv; Centrum

der Perspectivitat ist der Durchschnittspunkt der Geraden dcf uiid

se\ perspectiver Durchschmtt die Ebene dVc. Erne CoUmeafoon

%st voWcommen lest^mmt }
wenn man m funf PunUen, von denen

leine mer m e^ner Ebene kegen, die liomologen Jcennt; d h. wenn

die aus je secns Punkten bestehenden Piguren aledef und aledef
collinear sind und von den Punkten alede keine vier m einer

Ebene liegen, so fallt f mit f zusammen. Da namlich die Strahlen-

bundel a(bcdef) und a^bcdef) collinear sind, so fallen die Strah-

leri af und af zusammen, ebenso ~bf und &/', of und ef'} df und

df\ ef und ef. Die reciproken Satzer mogen nxcht erst beson-

ders ausgesproehen werden,

Collineare Gebilde jeder Art nennt man auch projectiv, aber

die letztere Benennung ist nicht auf den Fall der Collmeation be-

schrankt. Collineare Mguren, be^ denen die homologen Memente*

gleicJiartig sind, Jiaben alle graphisclien Eigenschaften mit einander

gemein. So werden z. B. die graphischen Eigenschaften emer Punkt-

reihe durch keine Projection geandert Dass umgekehrt zwei Punkt-

reihen projectiv sind, die m alien graphischen Eigenschaften iiber-
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emstimmen, liat sick selion in 15 ergeben Uebertragen wir dies

nun auf die allgemeineren Gebilde. Zunachst setzen wir in einem
Gebilde zweiter Stufe aus gleichartigen Elementen die Figures, abode
imd abode zusammen, welehe alle graphisehen Bigenschaften ge-
mein haben sollen, wobei aber kerne drei von den Elernenten abed
emem einformigen Gebilde angehSren dtirfen. Je zwei derartige
Elemente a und b bestimmen ein recipiokes Element ab m jeneni

Gebilde; die Elemente ab, ac, ad, ae liegen in emem einformigen

Gebilde, ebenso die Elemente ab, ac, ad
y ae, da diese Gebilde

alle graphisehen Eigenschaften gemem haben, so fallen ae und ae

zusainmen^ ebenso l)e und be, ce und ce'y de und de, also e und e.

Setzen wir endlich aus Punkten oder aus Ebenen die Figuren abcdef
und abcdef, welche wieder alle graplnschen Eigenscliaften gemem
haben sollen, derart zusammen, dass von den Elementen abcde
keiae vier in emem Gebilde zweiter Stufe liegen, bo fallt af mit

af zusammeii, If mit &/" u. s. w., folglich / mit f. Wird also die

Figur abcdef aus sechs Punkten derart gebildet, dass von den

Punkten alcde keine vier in einer Ebene liegen ;
und die Pigur

a'V c'd'e'f aus sects Punkten derart
,

dass die beiden Piguren in

alien grapliisclaen Eigenschaften libereinstimmen
,
so sind die Pigumi

collinear. Mithin gilt dei Satz:

Erne Begiehung, vermoge deren jedem PwiUe e^n besttmmter

Punkt derart gugeordnet wird, dass je $wei homologe Figuren alle

graphischen Ezgenschaften gemem haben, tst eine Colhneatwn

EIne solche Bexiehung ist die CoBgruenz. Mit Hulfe zweler

congruenten Figuren ;
die aus je drei nicJit in gerader Linie gele-

genen eigentlichen Punkten bestehen, fcann man pine Beziehung

lierstellen, welche sich auf alle Punkte, Geraden und Ebenen er-

streckt; dabei sind je zwei homologe Figuren congruent und sfcimmen

in alien graphischen Eigenschaften uberein. Congruente Figuren
konnen immer als homologe Theile derartiger Figuren aufgefasst

werden. Hieraus folgt:

Congruente Figuren sind collinear.

Weil die graphischen Eigenschaften einer Planfigur durch Pro-

jection auf eine andere Ebene, mithin tiberhaupt durch TJebergang
zu einer collmearen Planfigur mcht geandert werden, so durfte man

zunachst die graphischen Eigenschaften der Planfiguren projective,

d, i. bei der Projection sich ubertragende nennen. Nun, ist bereits

erwahnt worden, dass man collineare Gebilde jeder Art aueh pro-

jectiv nennt, In entsprechencler Weise hat man die Benennung

projectire JBigenschaften ausgedehnt, indem man sie fur die
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giaphisehen Eigensehafteii behebiger Figuien emfuhrte. Die Geo-

metric dei Lage heisbt m Folge (lessen auch die Lelire von den

piojectiven Eigenschaften der Figuren oder die projec-
tive Geometric.

| 18. Reeiproke Figuren.

Der Name Piojectivitat wird, wie schon erwahnt, nidit blobs

auf die collinearen Beziehungen angewendet Um auch die ubngen
Merlier gehorigen Beziehungen kennen zu lernen, kann man fol-

genden Ausgangspunkt wahlen.

Es seien efg drei Geraden, yon denen keine zwei einander be-

gegnen. Die Durchsclmittslinie zweier Ebenen, welche irgend einen

Punkt der e xait f und g verbinden, begegnet gleichzeitig den drei

gegebenen Linien; dureh jeden Punkt emer der gegebenen Linien

kaun man erne solche Gerade ziehen, und zwar nur eine; zwei

solche Geraden konnen einander nicht begegnen. Wenn nun die

Geraden iJtlm die Lime e in abed, f in a'Vc'cT, <j
in a" We'd"

schneiden, so liegen z. B. die Punktreihen abed und a'lfc'd' zum
Ebenenbtischel g(illm) perspectiv, und es sind daher atcd, a'Vc'd',

a'V'c'd" projective Gebilde.

Umgekehrt- Werden auf den Tragern e und
/*,

die sich nicht

schneiden ? projective Punktreihen abed und a'Vcdr

angenommen,
so wird jede Gerade g }

die von den Lmien act, IV, cc' getroffen

wird, auch von dd
r

getroffen Denn von den Geraden a a, TjV,

GCj dd
r

konnen keine zwei einander treffen
,
mithin auch keine zwei

von den Geraden efg-: durch d kann man also eine Gerade m ziehen,

welche / und g schneidet, etwa f m D; die" Punktreihen a'Vc'd'

und ab'c'D sind projectiv zu aibcd^ folglich d' mit D
;
dd f

mit m
identiseh, dd' und g in emer Ebene Wenn also die drei Ge-

raden efg, von denen keine zwei sich schneiden^ von den vier

Geraden ^Jclnl getroffen werden, so wird jede Gerade, die von ilil

geschnitten wird, auch von m geschnitten

Mittels zweier projectiven Punktreihen
}

deren Trager e uiul /'

sich nicht schneideii, werden wir^ nun jedem Punkte N eine Ebene
N' und jeder Ebene P einen Punkt P f

zuordnen. Durch den Punkt
N geht eine Gerade I, welche e und /' schneidet

,
etwa in a und a;

bildet man aus Punkten
;
welche vermoge der gegebenen Projecti-

vitat zusammengehoren ,
die Paare aft und "ba y so ist die Ebene

JTJ/J mit JV zu bezeichnen. Die Ebene P schneide e in c, /in y\
cd und dy seien Paare von Punkten, welche vermoge der gege-
benen Projectivitat zusammengehoren; dann schneidet dd die Ebene
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P im Punkte P'. Nennen wir die Elemente NN 1

homolog, ebenso

PP r

,
so smd auch Nr

N, P'P homolog, und jeder Punkt liegt in

der homologen Ebene.

Die Punktreilaen abed und {$<zdy sind projectiv, mithin auch

al)cd und ap<yd$ daher wird jede Gerade, welche die Linien act,

l)fi, cy sehneidet, auch von dS getroffen Die Gerade PN' sehnei-

det^stets die Linien lf$ und ey, wenn N in P liegt, so schneiden

sick ausserdem PN" und aa, mithin auch PN' und dd, d. h. die

Ebene N' enthalt den Darchschaittspunkt P' der Ebene P und der

Gf-eraden dd. Es dreht sich also die Ebene N' nm den Punkt P'
?

wahrend N in P yariirt. Lasst man demnach den Punkt N eine

Gerade h durchlaufen, so dreht sich die Ebene N' um eine be-

stimmte Gerade Ji, und so lange die Ebene P durch h geLfc ; bewegt
sich der Punkt P' auf Ji. Die Geraden Mi oder 7i' Ji heissen homo-

log. Em Strahlenbuschel, dessen Scheitel seiner Ebene homolog ist,

besteht nur aus sieh selbst homologen Geraden. Eine Gerade, die

in keinem derartigen Btischel vorkommt, ist von ihrer homologen
stets verschieden und bat mit ilir keinen Punkt gemem. Jede Ge-

rade
3
welche zwei homologe (versehiedene) Geraden schneidet

;
ist

sich selbst homolog; jede sich selbst homologe Gerade
?
welche die

eine von zwei homologen Geraden schneidet, schneidet auch die

andere.

Von den Paaren, welche mittels dieser auf alle Punkte, Ge-

raden und Ebenen sich erstreckenden Zuordnung zusammengesetzt
werden konnen, sagt man

;
dass sie ein JSTullsystem bilden. Den

Punkten $>g/rs einer Geraden Ji entsprechen die Ebenen ptfr's'

durch die homologe Gerade &
r

;
die Gebilde pg/rs und ]/ tfr's' sind

projectiv. Denn ist Ji von "K verschieden, so sind sie sogar per-

spectiv; fallt aber li mit li zusammen
;
so seien nn homologe versehie-

dene Geraden
?
und es mogen die Ebenen ySc[v$ von n m

-p1 gl
r

1
s

l ,

von n' in p2 g2 r2s2 getroffen werden; da pp {p^ in gerader Linie

liegen, ebenso c[g\q^, rr
i
rn ss

\
s^ so sim^ ^e Gebilde pgtrs und

Pitti ri
s

i ptojectiv ;
uberdies pi ^Tl

s
i
und ptfr's' perspectiv. Siud

daher u und v sich selbst homologe Geraden, die sich nicht schnei-

den, und ^'klm sich selbst homologe Geraden, die jene beiden

schneiden, etwa u in ABCD? V in A
i
S

i
C

i
D i9 so smd ASCD

und A
l
S

l
C

i
D

l projectiv, denn die Ebenen ui
} ult, ul, um sind

den Punkten ASCD zugeordnet und gehen resp. durch A
i
S

l
O

i D^
Zur Erzeugung des Nullsystemes waren zwei sich selbst homo-

loge Geraden (e und /) ?
die sich nicht schneiden, und drei sieh

selbst homologe Geraden (z. B. aft, &
? cd), die jene beiden schnei-

den
? gegeben. Wir sehen jetzt ;

dass diese Bestimmungsstticke be-
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hebig gewahlt werden diirfen, und dass sie mar ein einziges Null-

system liefera.

Aach die Strahlenbiisehel EFGR und E'F'G'H' sind pro-

jeetiv, wenn sie homolog sind; wahlt man namlieh an der Ebene

$F, aber nieht am Punkte EF, die Gerade h beliebig und neimt

If die homologe ?
so dass // durch den Punkt E fFf

geht, ohne in

die Ebene E'F' m fallen, so ist die Punktreihe h(EFGH) zinn

Etbenenbfischel K'(E'
'

F' &''&') projectiv. Es sind deinnach je zwei

homologe emformige Gebilde projectiv. Elementen, welche anein-

anderliegen, sind aneinanderliegende zugeordnet, getrennten Paaren

getrennte. Wenn also erne Figur irgend eine grapkisehe Eigen-
schaft besitzt, so kommt der homologen Figur die reciproke Eigen-
schaft zu.

Daraus folgt aber ohne Einschrankung, dass zu jeder aus

Pnnkten
;
Geraden und Ebenen beliebig zusammengesetzten Pigur A

eine andeie aus den reciproken Elementen bestehende Figur A
f

exi-

stirt, die von alien graphischen Eigenschaften der Figur A die reci-

proken besitzt und sonst kerne. Bezeichnen*wir daher mit cc und jS

graphische Eigenscliaften einer Figur ;
nut a und /J' die reciproken

Eigenschaften, welehe natiirlich die reciproken Elemente voraus-

setzen, und nehmen wir an
;
dass die Eigenschaft a stets die Eigen-

schaft
ft

nach sich zieht
?

so hat auch a stets (I' zur Folge; denn

wenn man von einer Figur A mit der Eigenschaft a mittels eines

Nullsystemes zur Figur A. ubergeht ;
so besitzt A die Eigenschaft a

und mithin auch /J ;
und folglich kommt der Figur A die Eigen-

schaft /J

r

zu.

Damit ist nun das Gesetz der Duahtat zwischen
Punkt und Ebene ohne jeden Vorbehalt erwiesen

;
in

Folge dessen auch die beiden anderen Dualitatsgesetze
der projectiven Geometrie. Es stand zwar schon fest, dass

die drei Arten der Eeciproeit'at fiir alle Folgerungen aus den bisher

aufgeftihrten Stammsatzen gtiltig sind; wir sehen aber jetzt, dass

diese Gesetze in der projectiven Geometrie allgemeine Anwendung
finden mussen

? gleichviel ob sich noch weitere Stammsatze mogen
arigeben lassen oder mcht.

Wenn man ein Nullsystem mit einer (auf alle Elemente aus-

dehnbaren) Collineafcion derart verbmdet, dass man zu jedem Ele-

mente erst das homologe im Nullsystem und dann zu diesem das

homologe in der Collineation bestimmt^ so erhalt man eine soge-
nannte reciproke oder duale Beziehung. Dabei wird jedem
Punkte eine Ebene

> jeder Geraden erne Gerade und jeder Ebene
em Punkt zugeordnet Zwei Figuren, welche vermbge emer sol-
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Chen Bezidmng honiolog sind, heissen reeiprok oder dual; 211 jeder

projecfciven Eigensehaft der einen Figur ist die reciproke Eigenschaft
bei der andern vorhandeB Zwei Figuren, die m einer dnften

reeiprok sind, liaben alle projecfwen EigensJiafien gemem. Wenn
von fdnf Punkten abode keine vier in einer Ebene liegen. und YOU
fiinf Punkten a'b'e'd'e' kerne vier einen Punkt gemein haben, so

sind die Figuren abcde und aVc'd'e stets reeiprok, und zwar

giebt es nur erne einzige Reciprocitat, bei der sie als homologe
Figuren auftreten Sind namlicl ABCBE die homologen Ebenen
zu alicde in irgend einem Nnllsystem, so sind die 4?iguren ASCDS
und a'V<fd'e

f

colKnear, folglich. alede unda'Vcd'e reeiprok. 1st

ferner f em beliebiger Punkt, so kann man mcht zwei verscMedene

Ebenen f und f so bestimmen
;

dass a'Vc'&'e'f und a'Vc
f

d' e
ff

reeiprok zu alcdef werden, weii die Figuren dl'cd'ef und

a'Vc'd'df" alle graphischen Eigensehaften gemem liaben mussten
Das Nullsjstem ist em besonderer Fall der Reciprocitat, Wenn

erne rea/proke 'Beeielmng so beschaffen ist, dass jeder PwJst in der

Jiomologen Ebene liegt, so entstelit em Nuttsystem. Nimmt man nam-
lich zu irgend einem Punkte a die homologe Ebene a', welehe durcli

a gelit ;
und zieht durcli a naelr irgend einein andern Punkte 6 der

Ebene a die Gerade g beliebig, so liegt auch die homologe Gerade

g
f

in ^'; die homologe Ebene zum Puukte b enthalt b und g }
ist

aber von a' verschieden; folglieh liegt "b in g', d. h. g fallt mit g
r

zusammen, jede Gerade in a! durch a ist sie selbst homolog^ a

der homologe Punkt zu a. Man kann also je zwei homologe Ele-

niente mit einander vertausehen, Sind nun u und v sich selbst

homologe Geraden, die keinen Punkt gemein haben
;
M , . . sich

selbst homologe Geraden, die u und v sdhneiden, so werden durch

die letzteren projective Punktreihen auf den beiden ersteren erzeugt,

da das Ebenenbiischel ufyM . . .) der Punktreihe u(M . .
.) pro-

jectiv und der Punktreihe v(M , . .) perspectiv ist; und so gelangt
man zu den oben fur das Nullsystem angegebenen Constructionen.

Wenn man bei einer Reciprocitat die homologen Elemente mit

einander vertauschen kann, so heisst die homologe Ebene eines

Punktes seine Polare, der homologe Punkt einer Ebene itr Pol,
die homologe Gerade einer Geraden ebenfalls deren Polare

; je

zwei homologe Piguren polarreciprok, die Beziehung eine Po-

larreciprocitat. Von den Paaren, welehe mittels einer solchen

Beziehung entstehen, sagt man, dass sieemPolarsystem bilden.

Das Nullsystem gehort zu den Polarsystemen ;
ein Polarsystem, bei

welchem nicht jeder Punkt in seiner Polare liegt, heisst em ge-
wohnliches Polarsystem.
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Einen beliebig gegebenen Punkt und eine beliebig gegebene

Ebene P kann man zn homologen Elementen eiiaer dualen Beziehung

maehen. Dadurch wird jeder durch gehenden Ebene em in P

gelegener Punkt, jeder durch gehenden Geraden eine in P ge-

legene Gerade zugeordnet, und umgekehrt; man erhalt eine reciproke

Beziehung zwischen den beiden Gebiiden zweiter Stufe. Um die

durch den Punkt gehenden Ebenen und Geraden auf die Punkte

und Geraden der Ebene P reciprok zu beziehen
;
kann man zu vier

an Hegendeii Ebenen, von denen keine drei dnrcb eine Gerade

geben ?
die homolegen Punkte, von denen keine drei in eiuer Ge-

raden liegen ddrfen, oder zu vier an liegenden Geraden, von denen

keine drei einer Ebene angehoren ?
die liomologen Geraden, von

denen keine drei durch einen Punkt gehen durfen, beliebig wahlen,

und zwar ist durch solehe vier Paare die Zuordnung vollkommen

bestimmt Bei den Gebilden^zweiter Stufe giebt es aber

noch zwei andere Zuordnungsarten, welche man duale

oder reciproke nennt Geht man von einer ebenen Figur zu

emer reciproken centrischen, von dieser zu einer collinearen ebenen

fiber, so teissen die beiden Planfiguren dual oder reciprok 5
dabei

ist jedem Punkte der einen eine Gerade der andern zugeordnet Urn

zwisehen zwei Ebenen eine solehe Beziehung herzustellen ;
kanii

nian zu vier Punkten der einen, von denen keine drei in gerader

Linie liegen, die homologen Geraden beliebig wkhlen
; jedoch so,

dass keine drei durch einen Punkt gehen 5
vier solehe Paare bestim-

men die ganze Beziehung Geht man von einer centrischen Figur

zu einer reciproken ebenen, von dieser zu einer collinearen centri-

schen fiber, so heissen die beiden centrischen Figuren dual oder

reciprok ; jeder Geraden der einen entsprieht eine Ebene der andern

Ordnet man vier durch einen Punkt gehenden Geraden, von denen

keine drei in einer Ebene liegen, vier ebenfalls durch einen Punkt

gehende Ebenen zu
;

von denen keine drei eine Gerade gemein

haben, so wird dadurch eine und nur eine duale Zuordnung centri-

seher Figuren bewirkt.

Reeiproke ewformge GeUlde smd projecttv ; umgekehrt k5nnen

zwei projective emformige Gebilde atich reciprok genannt werden,

ausgenommeu den Fall zweier Punktreihen oder zweier Eberten-

btischeL Dass die homologen einfonnigen Gebilde projectiv sind,

ist eine Eigenschaft, welche die reciproken Figuren mit den colli-

nearen gemein haben. Mannennt aus diesem Grunde aueh je

zwei reciproke Figuren projectiv. Aber mit der Collineation und

der Eeciprocitat sind alle Zuordnungsarten erschopft, bei denen jedem

einfdrmigen Gebilde ein projectives einformiges Gebilde entsprieht.



19 Congruente Fignien in dei eigentilchen Ebene 145

Ueber die reciproken GebilJe zweiter Stufe ist iioch Folgendes
zu beinerken. Duale Planfigurea kanu man in. derselben Ebene an-

iiehmen; wenn alsdann die homologen Elemente reitauschbar smd,
so heisst die

homologe Lime eines Punktes seme Polar e, der homo-

loge Punkt einer Linie ihr Pol. Duale centnsche Figuren kbnnen
an deniselben Scheitel liegen; wenn alsdann die homologen Ele-

mente veitausehbar sind, so heisst jedes Element die Polar e des

homologen So oft uberhaupt duale Gebilde zweiter Stufe aufein-

anderhegen (an einerlei Ebene oder an einerlei Seheitel) und die

honiologen Eleniente vertauschbar sind, nennt man je zwei homo-

loge Figuien polarreeiprok, die Beziehung eine Polarreeipro-
eitat, urrd von den Paaren, welche dureh eine solche Beziehung

entsteheri, sagt man, dass sie em (ebenes oder centrisches) Polar-

system bilden.

ScMiesslich fuhien wir emige Satze an^ welche fur alle Arten

von Reciprocitat und Collineatioii gelten
Wenn d^e eine von zwei reciptokeii Figuren eine geunsse piojec-

tvoe Mgenschaft besiM, so hat die andete die reciproke JEiffenscliaft.

Z^ve^ Ftguten, die einer dntten recvproJt sind, stnd eolhnear

Eine F^gur, die eu der emen von swei colhnearen Figw en ? eci-

prok ist, ist es aueli &w andein

Zwei Figuren, die gu ciner dntten projectw sind, smd proyectw.

19. Congruente Fignren in der eigentliclien El>ene.

In 17 "war die Congruenz als eine besoudere Collmeation er-

kannt worden. Es soil nun erne EigentLiimhchkeit hergeleitet wer-

den
;
durch welche sich die Oongruenz von. andera Collineationen

unterscheldet. Dabei wird sich Grelegenheit bieten, von den vor-

^tehendea Erdrterungen tiber die Reciprocitat Gebrauch zu machen.

Zuvor jedoch ist es noting, die Congruenz in der eigentlichen Ebene
zu betrachten.

Dass Congruente Figuren alle Eigenschaften, welche sich nur

auf das Aneinanderhegen der Elemente und die Anordnung von

eigentliehen Punkten in Geraden beziehen, uud mithm insbesondere

alle graphischen Eigenschaften gemem habeij, ist sclion. in 14

(Seite 112 und 1 14) hervorgehoben worden Es haben aber congruence

Figuren uberfaaupt alle Eigenschaften geme^n }
welche sich mil den

"bisher eingefuhrten Segrtffen defimren lassen, Denn diese Begriffe

umfassen ausser dem Anemanderliegen der Elemente und der An-

ordnung von eigentlichen Punkten in Geraden nur noeh den der

Congruenz 5
so oft aber in der einen von zswei congruenten Figuren

PASCM, Vorlesungen. 10
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congruente Theile vorkommen, sind auch die lioinologen Theile der

andein Figur congruent ( 14 Seite 115)

Congruente (aber verschiedene) Punktreihen, welche auf einer

und derselben eigentliehen Geraden / liegen, liaben menials mehr

als einen eigentllchen Puukt entspreehend gemem (
14 Seite 115).

1st em eigenfhcher Doppelpwikt ft voihanden, so ist die Beziefaing

mwlutoriscli und durcli den Punkt b "be-

* ~*" ~*
stimmt, denn nimmt man auf f den

eigentliciien Punkt a beliebig und nennt

c den homologea Puukt, so sind die Paare "bet und 1)C congruent?

a und c auf verschiedeuen Seiten von & gelegen , folglich fur c nur

erne einzige Lage moglich, und der homologe Punkt zu c 1st a.

Umgekehrt: Ist die Bewelmng ^nlofatoy^scll t
so existwt em e^gent~

liclier Doppelptmlt 3
denn sind a und c homologe eigentliche

Punkte
?
& die Mitte der Strecke ac^ I' dei homologe Punkt

,
also

ac"b und <?&' congruent, so ist &' die Mitte der Strecke ca und

folglich mit & identisch Je zwei in dieser Weise auf einander be-

zogene Punktreihen emer eigenthchen Geraden heissen invers con-

gru'ent Sle besitzen ausser dem eigentliehen Doppelpunkte & noch

einen uneigentlichen Doppelpunkt /3 (vergL 14 Seite 117), welcher

auf der Geraden /' durch & vollig bestiramt wird; wir wollen /3 den

mit & verkniipften"") Puukt der Geraden f nennen Der Mittel-

punkt einer Stiecke ac wird allemal durch ihre Endpunkte von

dem mit der Mitte verkmipften Punkte der Geraden ac harmonisch

getrennt

Liegen zwei congruente Punktreihen auf einer und derselben

eigentlichen Geraden f, ohne einen eigentlichen Punkt entspreehend

gemem zu hahen, so sind sie nicht inTolutorisch und heissen direct

congruent. Ist dann dem eigentlichen Punkte a der Punkt l
f

diesem der Punkt c zugeordnet und
j3 der mit 6 Terkntipfte Punkt

der /, so sind a, Z>, c von einander verschieden, ab und be con-

gruent, & die Mitte der Strecke cue, acbft harmouisch, und es kami
also der am Schluss des 16 bewiesene Satz auf die Paare #/? an-

gewendet werden. Der Punkt ]3 ist danach entweder fur alle Lagen
von J derselbe, oder er verandert sich immer mit &. Im ersten

Falle nennen wir ft den absolute^**) Punkt der Geraden f; im
zweiten Falle bilden die Paare &/3 eine Involution, welche die ab-
solute Involution auf der Geraden f genannt werden soil.

*} Vgl Re ye, Crelle's Journal Bd. 82 S 174

**) DasPradicat ,,absolut" wird Her nnd iin Folgenden in dem von Cay-
ley, Phil Trans Vol. 149 (1859), eingefuhiten Smne gebiauolit
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Zwei identische Punktreihen anf f sind emander stets congruent imd
zwar zu den direct congrnenten zu reclinen

Beim Uebergange yon einer Figur zu einer congruenten gehen
je zwei verkniipfte Punkte der Geraden / In veikniipfte Punkte der

entsprechenden Geraden uber. Wenn daher f einen absoluten Punkt

besitzfc, so gilt dies aueh von jeder andern eigenthchen Geraden.

Es sind dann auf jeder eigentlichen Geraden alle elgenthehen
Punkte mit dem absoluten Punkte der Geraden verknupft; die Be-

ziehung zwischen zwei direct congruenten Punktreihen auf der

eigentliclien Geraden ist nach der in 16 emgefuhiten Ausdrucks-

weise eine Aequivalenz, welche den ab&oluten Punkt zuni Grenz-

punkte hat; je zwei direct congruente Punktpaare der eigentlichen
Geraden sind fur deren absoluten Punkt Equivalent. Wenn aber f
eine absolute Involution besitzt, so erhalt man auch auf jeder
andem eigentliehen Geraden eine absolute Involution.

Hiernach giebt es entweder auf jeder eigenthchen Geraden einen

absoluten Punkt oder auf jeder eigenthchen Geraden eine absolute

Involution. Nimmt man das erstere an, so erhalt man die Eukli-
dische Geometric; die letztere Annahme hmgegen fuhrt zu

Nichteuklidischer Geometrie Welehe Annahnie der Wirk-

liehkeit entspricht ;
werden wir hier unentschieden lassen; aus den

der bisherigen Entwickelung zu Grunde gelegten Thatsachen geht
eine Entscheidung der Frage mcht hervor.

Congruente (aber verschiedene) Figuren in einer eigentlichen
Ebene E haben niemals drei eigentliche Punkte , die nicht in ge~
rader Lmie liegen, entsprechend gemein (

14 Seite 115). Wenn
zwei eigentliche Punkte a, "b sich selbst entspreclien sollen, so mussen

alle Pttnkte der Verbindungslinie f von a und b sich selbst entspre-

chen, die, Be^eJmng wircl ditrcli die eigentlicJie Gerade f vollig be-

stvmmt, und ye %wei "Iwmologe J?unMe sind vertaitscJibar. Denn mmmt
man in der Ebene E den eigentlichen

"
G Punk e ausserhalb der f beliebig und nennt

.* ^ d den honiologen Punkt, so sollen in der

\^, Ebene E die Figuren al)G und aid con-

gruent sem, d ist also nach dem IX, Gruncl-

satz In 13 bestimmt, und zwar miissen c

und d auf verschiedenen Seiten der /"liegen; der eigentliche Punkt 7,

in welchem die Geraden f und cd sich treffen, entspricht sich selbst,

ebenso die Gerade cd, die auf cd entstehenden congruenten Punkt-

reihen habeia den Doppelpunkt y, liegen mithm involutorisch
;
und

es sind also auch dc homolog. Die beiden Figuren h&ben noch

einen uneigenthchen Punkt F ausserhalb der f, namlich den auf cd
10*

\
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mit 7 verknupften Punkt, aber sonst keinen ausserhalb der f gele-

genen Punkt f 17) entsprechend gemem Der Pimkt F heisst der

absolute Pol der Geraden /'in der Ebene E und ist mit jedem

eigenthchen Punkte d der /' veiknupft; denn bei der yorhin betrach-

teten Congruenz entspricht die Geiade dF sich selbst, und es liegen

auf ihr congruente Punktreihen mit den Doppelpunkten 8 und F.

Eine Congruenz dieser Art entsteht, wenn man auf zwei durch

einen eigenthclien Punkt S gezogenen Strahlen 6, c von S aus con-

gruente Strecken SP, SQ auftragt.

Nach dem V. Grandsatze in 13 sind

clie Piguren PSQ und QSP con-

gruent; dabei entspricht die Gerade

PQ sieh selbst, ebenso die Mitte

50
der Strecke PQ, iiberhaupt alle

Punkte des Strahls
/*,

weleher diese

Mitte mit S verbmdet. Aueh & und c
9

c und & sind homolog,

folglicli sind die Figwen le und cl> congruent. Wenn insbeson-

deie c einen absoluten Pol B von I enth'alt, so kann

man einen Punkt C so angeben, dass die Figuren

IcS und (fbC congruent werden, es hegt danu C in &

und ist der absolute Pol von c in der Ebene &c; die

Beziehung zwischen den Strahlen & und c ist also

gegenseitig ?
die Strahlen werden auf emander senk-

recht genannt. In jedem Strahlenbuschel mit eigentlichem Scheitel

steht jeder Strahl auf emem und nur einem Strahle des Buschels

senkrecht, und diese beiden Strahlen sind von emander verschieden.

Aus jedem eigentlichen Punkte kann man nach jeder nicht an ihm

gelegenen eigentlichen Geraden eine und nur erne Senkrechte ziehen.

Ausserdem bieten sich hier noch folgende Satze dar.

1. Tragt man auf zwei durch einen eigentlichen Punkt S ge-

zogenen Strahlen 6
;

c von S aus congruente Strecken SP, SQ und
auf den anderen Schenkeln der Strahlen &, c von S aus congruente
Strecken SP'., SQ' auf, so sind die Piguren P'SQ uncl Q'SP
congruent

Beweis: Da die Figuren SPQ und SQP congruent sind, so

giebt es einen Punkt Ql derart, dass die Figuren P'SPQ und

Q^SQP congruent ausfallen, Qi hegt m der Geraden SQ, d i.
c,

aber nicht im Schenkel SQ Die Strecken SQt
und SP' sind con-

gruent, folglicli auch 8Q i
und SQ', Q l

mit Q' identisch, P'SPQ
und Q'SQP congruent.

2, Liegen in einer Ebene die eigentlichen Punkte ASCD der-
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ait, class die Stiecken AC imd AD coBgriient smd
;
ebenbo BC

uud jBD, so smd die Figuren ABCD und ABDC congruent.
Bewels. Sollten ACD in eme Gerade fallen

imd zugleich auch J3CD, so kann A sich nieht

von $ materseheiden. Icli nehme dahei an,

dass etwa ACD nicht in gerader Lime liegen;
dann smd die Figuren ACD und ADC con-

gruent, und Icli kann in der Ebene ACD den

Punkt B
l
so wahlen, dass die Figuren A~BCD

und AB^DC congruent ausfalien Liegen A und B auf dei&elbeu

Seite von CD, so gilt dies aucli von A und Bly und umgekehrt,

folglich liegen B und J5
3
nieht auf verschiedenen Seiten von CD

Da nun BCD und BZ>C, .BCD und B
t DC, folglich BDC und

B
i
DC congruent sind, so ist JB

t
mit B identisch.

3. Liegen die eigenthchen Punkte ABC beliebig und die

eigentliclien Punkte A'J>'C' derart, dass die Strecken AB, AC,
BC resp. den Strecken J.' I?

', A'C', B f

C' congruent smd, so smd
die Figuren ABC und A'B' G' congruent

Beweis: In einer durch ABC gelegten Ebene kann ich den

Punkt D so wahlen, dass ABD und A'B'C' congruent werden

Es sind dann AC uncl AD
,
BC und BD congruent, folglich nach

dein vorigen Satze ABC und ABD
4. Wenn in einer eigenthchen Ebene E zwei congruente Fi-

guren derart liegen, dass zwei eigentliche Punkte PP' einander in

beiderlei Sinn entsprechen, und dass sich zwei auf verschiedenen

Seiten der Geraden PP' gelegene homologe eigentliche Punkte QQ'

vorfinden, so ist die Mitte S der Strecke PP' und jeder in der

Ebene E durch S gezogene Strahl sich selbst zugeordnet, und je

zwei homologe eigentliche Punkte liegen

auf verschiedenen Seiten von S.

Beweis. Zunachst entspncht der Strahl

PP' sich selbst, auf ihm liegen zwei invers

congruente Punktreihen mit deni Doppel-

punkte S, die Strecken SP und SP' smd

/A congruent. Auf ilrgend einem andern Strahle

/ "Q, des Buschels 8 in der Ebene E mache man

Fi 53
von S aus die Strecken SH und SB' mit

SP und SP f

congruent, mdem man etwa

JK mit Q) also Ii' mit Q
f

auf emerlei Seite von PP f

annimmt, und

nenne E
{
den homologen Punkt zu R. Nach Satz 1. smd P'SK

und R'SP congruent, folglich sind es auch P'SR und PSR'
}

PSR
t
und PSR', uberdies liegen Q

r

und Bi9 also auch E r

und

/

^far

___ _
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E
l
auf emerlei Seite von PP'. Hiernach fallt E

t
mit It' zusammen,

It und U' sind homolog.

5. Wenn in einer eigentliehen Ebene E zwei congruente Figuien
derart liegen, dass zwei elgentliche Punkte PP^einander in beideilei

Sinn entspreche3i ;
uiid dass sich zwei auf derselbeli Seite der Ge-

raden PP' gelegene zugeordnete eigentliehe Punkte QQ' vorfinden,

so sind alle Punkte der Geiaden f, welche in der Ebene E auf der

Geiaclen PP' im Mittelpunkte S der

. Strecke PP' senkrecht steht
;
sich selbst

Q,* -Q' homolog.
&"*" Beweis: Dd der Stialil PP' und der

t
Punkt S sich selbst entspreehen, so

-4 fallt auch der Stiahl f nut dem liomo-

logen zusammen. Auf f nehme ich clen

eigentliehen Punkt II, mit Q und Q'
auf emerlei Seite von PP', und nenne

E' den hornologen Punkt; da H r

niit

Q
f

}
also II uiit II' auf einer Seite von

PP liegen muss, so fallt M' init H zusammen.

6. Werden durch einen eigentliclien Punkt 8 zwei Strahlen &

und C) nicht senkrecht zu einander, gezogen, so liegt im Buschel & c

ein und nur em von c versehiedener Strahl

c
7
welcher congrnente Figuren be und l)c

ergiebt.

Beweis: Ich nehme auf c den eigent-
liehen Punkt Q beliebig (von S verschie-

den). Sollen bei einer Congruenz in der

Ebene J>c die Eleniente & und S sich selbst

entsprechen, aber nicht c, so mussen auf

~b enfrweder alle Punkte sich selbst zuge-
ordnet oder eine inverse Congruenz mit dem Doppelpunkte S an-

genommen werden. 1st im ersteren Falle Ql
der homologe Punkt

zu Q, so geht die Gerade QQ i
durch den. absoluten Pol der 6 in

der Ebene 1)Cj d. h. sie steht auf & senkrecht und ist also von c

verschieden, Qt
nicht in c gelegen; die hiernach von c verschiedene

Yerbindungslinie e der Punkte 8 und Q{
ist mit c homolog. Im

zweiten Falle seien Q und $2 zugeoidnete Punkte
5
aus Satz 4. wird

man folgern ;
dass sie auf einerlei Seite von & liegen mussen, also

Qi und Q2 auf verschiedenen Seiten. Macht man auf "b die Stiecken
SP und SP' congruent; so sind SMQ und SP'Q^ congruent, zu-

gleich SPQ und 8PQ19 folglich SPQi
und SP'Q^ SPP'Q1 und
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AT
acli Satz 4. fallen daher die Stralilen SQ, mid SQ,

zusaniinen, imd man erlialt wieder c' als zugeordneten Stralil zu c

7. Wird bel einer Congruenz IB einem Strahlenbuschel mit

eigenthehem Sclieitel S der Strahl b sleh selbst zugeoidnet, so 1st

auch der auf 5 senkreelite Stralil /3 des Bilsehels em Doppelstrahl,

imd es warden entweder je zwei horaologe Strahlen dnrcli 60 bar-

momsch getrennt, oder es entspncht jeder Stiahl sich selbst

Beweis: Der liomologe Strahl zu ist senkrecht zu 6, also mit

j3 ideutisch. leh nebme mm JDI Biischel I ft einen dutten Strabl c

und nenne c den liomologen Strabl Fallen c imd c' zusamnien, so

gilt dies von alien Strahlen; anderenfalls gehort zu c' em von c

verscbiedener homologer Strabl cl
}
welcher ~bc und Id, also Ic und

I tl congruent macbt und mithin nacb deni vorigen Satze von c mcbt

verschieden sein kann
?
die Beziehung Ist also mvolutonscb und bat

die beiden Doppelstrablen &^
Zwei congruente (aber verscbiedene) Strablenbuscbel in einer

Ebene^ welcbe einen und clenselben eigentlicben Punkt zuin Scheitel

baben, lieissen iuvers congruent., wenn Doppelstrahlen ror-

kommen, anderenfalls direct congruent. Zwei identisehe Strah-

lenbuschel sind allemal zu den direct congruenten zu rechnen

Invers congruente Biiscbel liegen in Involution und haben zwei

auf einander senkrechte Doppelstrablen, die Beziehung ist durch

einen Doppelstrabl bestimmt; nacb Satz 4 ibt auf dem eiiien Doppel-

strabl jeder Punkt sicb selbst bomolog, wahrend auf dem andern

mvers congruente Punktreihen liegen; nach 16 (Seite 131) wird

kein Paar homologer Strablen durch ein auderes getrenut

8. Wird durch den eigentlichen Punkt 8 ngend eine Ebene E
angenomnien ;

so liegen die in der Ebene

7 E mit S verkntipften Punkte auf einer

Geraden

Beweis In der Ebene J5? lege ich durch
"~ a

S zwei senkrechte Strablen acc
}

einen be-

hebigen dntten Strahl I und zu a at) den
e

vierten harmonischen Strahl c, so dass al)

56
und ac congruent werden. Smd a^^^

die resp. auf a ale mit S verkntipften Punkte, so smd a
t
a

{
die ab-

soluteu Pole resp. von a a in der Ebene K Ich stelle nun in der

Ebene E erne Congruenz auf, bei welcher alle Punkte dei a sich

selbst, die Strahlen be einander entsprechen; .auch 6, und c
l
werden

homolog, und den eigentlichen Punkten AB der I werden A fB r

auf c zugeordnet. Die Punktreihen 8ABb [9 SAB'c^ smd per-

spectiv, die Strahlen A A' und BB' stehen senkrecht auf a und
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treifen si oh in a
l} folghcli gelit l^c^ dmch a

{
. Aber daun muss

l
l
c

i
ebenso durch a

3 gehen, d. h. auf der Qeraden a, a, liegt ij

und iBitlim jeder mit S veiknupfte Punkt dei Ebene J5J.

Diese Gerade lieisse die absolute Pol are des Punktes 8 in

der Ebene E. Sie enth'alt den Punkt S nicht, ist (iberhaupt eine

uneigentliclie Gerade; jeder ihrer Punkte ist mit S verkntipft Sie

ist zugleich der Ort der absoluten Pole, welche in der Ebene E zu

den in dieser Ebene durch S gelegten Strahlen gehoren.
9* Liegen an einem eigentliclien Punkte S und an einer Ebene

zwei congruente Strahlenbiiscliel derart, dass zwei nicht senkrechte

Strahlen cc' einander in beiderlei Sinn entspiechen, so sind die

Biischel invers congruent; die Beziehung
ist durch das Paar cc bestmimt.

Beweis: Machen wir *auf c die

Stiecken SG und SG
l congruent und

nennen C' den auf c gelegenen homo-

logen Punkt zu (7, so werden SG und

SG' congruent. Der liomologe Punkt

zu G r

soil auf c liegen und ist daher Cf

;
denn sonst waren C'C^

lioraolog^ SG G' und SG'G
l congruent, also 8CC f

und SC C f

con-

gruentj c auf c senkrecht Folglieli entspricht die Gerade CG f

sich

selbst
?
ebenso die Mitte der Strecke GG' und der Strahl 5, welcher

diese Mitte niit 8 verbindet, u s w *

10. In jedein Strahlenbuschel mit eigentlichem Scheitel bilden

die Paaie senkrechter Strahlen 5/3 erne Involution.

Beweis: Nimmt man m dem Biischel den

Strahl a beliebig, aber von 6 und
/3 veischieden,

so smd a "b homologe Strahlen einer, nach Satz 6.

vollig bestimniten, nicht involutorischen (also

directen) Congruenz in dem Biischel
;
dem Strahle

Pig 58 & entspricht em von a und 1} verschiedener

Strahl c, welcher 6 a und be congruent macht.

Zu acp ist /3 der vierte harmonische Strahl. Mit 6 vamrt nun
/3,

und die Paare &/5 bilden erne Involution nach 16 extr,

Diese Involution soil die absolute Involution m deni Strah-

lenbuschel genannt werden; sie hat kerne Doppelstrahlen.
11. In jedem Strahlenbuschel mit eigeutlichem Scheitel S wird

durch Zuordnung zweier behebiger Strahlen eine directe Congruenz
bestimmt

Beweis: Sind die beiden Strahlen nicht senkrecht, so folgt die

Behauptung, wie bereits im vongen Beweise erwahnt wurde, aus

Satz 6, Werden aber zwei senkrechte Strahlen ace emander zu-



19 Congniente Figuien m dei eigcnthchen Ebenc 153

geordnet, so muss die Beziehung mvolutonseh werden. Eb seien

daun AB liomologe eigentliche Punkte resp. von a a, und auf a

seien die Strecken SA, SC congruent
Dem Punkte B ist A oder C zugeorduet;
ware es A, so gabe es nach Satz 5. emeu

Doppelstrahl 5 folghch sind C homolog.
Man ziehe nun einen Stiahl b des Biischels

zwischen A und B hindureh und nenne

/J den (in beideilei Sinn) liomologen Strahl.

Da
ft zwischen B und C hindurchgeht, so

werden a a dureh 6/3 gehennt, die durch

die Paare SS, AB, BG bestimmte Con-

gruenz ist direct, die Stiahlen lift stehen aufemander senkrecht.

Durch die beiden Paare ace, bft ist die Involution bestiinmt, sie

fallt daher nut der absoluten Involution des Busehels zusaminen.

Die directe Congruenz im Stiahlenbiiscliel ist hiernach iin Allge-
ineinen nicht involutorisch, nur die absolute Involution des Buschels

ist als eine directe Congruenz aufzufassen, Je zwei senkrechte Strah-

len des Buschels werden durch jedes andere Paar senkrechter Strahlen

desselben getrennt.

12* Sind zwischen drei eigentlichen Punkten ABC senkrechte

Strahlen AB, AC gezogen und aus A nach BO eine Senkrechte

efallt
;
welche der BC in a begegnet;

so hegt a zwisclien B und C
Beweis: Lage etwa C zwisclien a und B

}

so mtisste der Sclmittpunkt [3 der AB nut

der auf BC im JPunkte C und in der Ebene

ABC erncliteten Senkrechten zwischen A und

B fallen. Ernchtet man in derselben Ebene

Cy senkrecht auf AC, so waren die Senk-

rechten GA 3 Gy durch die Se^kreehten CJE?
?

(7/3 mcht getrennt.

13. Liegen die eigentlichen Punkte ABC behebig, nicht in

gerader Lime, und werden die Geraden BO, CA
}
AB von den

resp aus A
} B, C nach ihnen gefallten Senkrechten in a, I, c

gefcroffeu, so liegt entweder a zwischen jB und 0, oder 6 zwischen

(J und A}
oder C zwischen A und B

Beweis : Nehmen wir an
;
dass etwa J nicht

zwischen C und A liegt ?
sondern A zrwischen

"b und C. Die Senkrechte auf AC m A und in

der Ebene ABC trifft dann BC in $ zwiscben B
und C (oder in JB selbst), folglich hegt a zwischen

e
/3 und C (Satz 12), d. i. zwischen JB und C.

. 61.
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14. Wird der eigentliche Punkt S sich selbst, der Schenkel

SF' dem Sehenkel SF zugeordnet, so wird dadurch in der Ebene

SFF' erne und nur eine Congruenz bestimmt,

bei welcher das Buschel S in ein direct con-

gruentes libeigeht.

Beweis: Dem eigenthchen Punkte A im

Schenkel SF entspircht ein bestimmter Punkt A
im Schenkel SF', Wird der eigentliche Punkt

B in der Ebene SFF f

ausserhalb des Strahles

SF und der in dem Buschel gelegenen Senk-

rechten gewahlt, so giebt es m der Ebeiie SFF'

zwei Punkte B' und B1}
welehe SA'B' und

t
mit SAB congruent niaqjien. Die Strahlen SB' und SB

1

fallen nicht zusammen; emer von ihnen
;
etwa SB', ist dem Strahle

SB zuzuoidnen (10), und B' ist dann der honiologe Punkt zu B.

Wenn eine Figur dureh erne solche Congiueuz m eine andere,

ubergeht, so sagt man, sie sei in der Ebene SFFf

urn S gedrehi
Hierher gehort insbesondere diejenige Congruenz, bei der je zwei

homologe Punkte mit S auf emer Geraden liegen (vgl Satz 4).

15. Wird die eigentliche Gerade (/der Ebene JE sich selbst

und auf g dem eigentlichen Punkte A der Punkt A zugeoidnet,

so wird dadurch in der Ebene E eine

und nur eine Congruenz bestimmt,

bei welcher auf g direct congiuente

Punktreihen entstehen und zwei homo-

loge eigentliche Punkte (B, B') auf

^ emerlei Seite der g sich vorfinden.

Beweis: Der Punkt A. soil nicht
1*12 6B

in Ay sondern etwa in A" ubergehen,

Ist nun M die Mitte der Strecke AA', so drehe man zuerst urn M
so, dass A nach A gelangt; dabei geht A in A, B in B

l uber,

B und B
{ liegen in der Geraden MB auf verschiedenen Seiten

der g Hierauf drehe man um A so, dass A nach A" gelangt;

dabei muss B
{

in B' ubergehen, und man erkennt also zugleich,

dass die Strecke B
{
B' in A' ihren Mittelpunkt besitzt.

Wenn eine Figur durch eine solche Congruenz in eine anclere

ubergebt, so sagt man, sie sei in der Ebene JE langs der Geraden

g verschoben. Die Veischiebung lasst sich auf zwei Drehungen

zuruckfuhren.
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20. Die absoluten Polarsjsteme"-).

Wir werden jetzt an den Begriif der absolaten Pokie an-

kniipfen. Es seieu EST eigentliche Punkte in emer Ebene E,
rst ihre absoluten Polaren in JF; die Gerade ES wird von r in.

dem mit E verkniipften Punkte J3'
7
von s m dem mit S verknupf-

ten S' gesehnitten; r und 5 enthalten den absoluten Pol der ES
in E. Macht man nun die Annahme, welche zur Eukhdischen
Geoinetrie fiihit, so fallt Ef

mit & zusainmen, namlich in den

absoluten Punkt der US, folglich habeu r und s zwei Punkte ge-
meiu und fallen in eine und dieselbe Gerade e, welche die abso-
lute Gerade der Ebene E genanut weiden mag. Jeder eigeiit-

hche Punkt der Ebene E hat e zur absoluten Polaie, von jeder

eigentlichen Geraden enthalt e den absoluten Pol und schneidet

sie in ihrem absoluten Punkte. Aus der in E zuin Punkte E ge-

horigen absoluten Involution act, bfi, cy, . .

a
\

, schneidet e involutorische Puuktepaaie a
{
an

I
^t^i> ci?\> - heraus, zieht man nun in E

u durch S den Stiahl a senkrecht zu a } den

Strahl a senkrecht zu a'
;

so treffen sich a

-t! und
'

in al9 a und a in a {; d h. e schnei-

Flg ei ^e^ auch aus der in E zu 8 gehongen ab-

soluten Involution die Punktepaare ct
fi
a1)

^ift> c\Yi> - * heraus Die so auf e entstehende Involution mag
die absolute Involution der Ebeue E genannt werden; je zwei

Paare derselben hegen getrennt, Doppelpunkte smd mcht vor-

handeu.

Weseutlich anders gestaltet sich die Sache bei derjenigen An-

nahme, welcher Nichteuklidische Geoiaetrie entspncht. Hier 1st R'

von S'i r von s verschieden, der Punkt rs der absolute Pol der

RS m E] in gleicher Beziehung steht der Punkt st zur Geraden

ST, der Punkt rt zur Geraden RT Gehen rst durch einen Punkt,
so hegen RST auf emer Geraden; denn jener Punkt ist dann ab-

soluter Pol der RS und der JRT, mithm ES mit ET identisch.

*) Cayley hat bemerkt, dass die metrischen Eigenschaften der Figuren
in der Eukhdischen G-eoraetrie als specielle Falle von projectiven Eigenschaf-

ten erscheinen, wenn man gewisse Gebilde zuziehfc, welche hier durch em

,,absolutes Polarsystem" vertreten werden, vgl die auf Seite 146 citirte Ab-

handlung, Diese Theorie hat Herr F Klein (Math Ann Bd 4 S. 573 if.)

auf die Nichteukhdische Geonietrie ansgedehnt und aus anderen Gesichts-

punkten beleuchtet
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Smd also ABCD eigenthelie Punkte der E
y
von denen kerne drei

in gerader Lime liegen, uud atcd ilire absoluten Polaren in JE7,

bo gehen von cliesen kerne drei durch einen Punkt, und es wird in

der Ebene E durch die Paare A a, Bl, Cc y
Del eine Reciprocitat

bestirnnit, bei \relcher den Geiaden AB
9 AC, AD ihre absoluten

Pole ft, 7, S (d. i. ab, ac, ad} entsprechen. Es werde niit P em
funfter eigentlicher Punkt der E, mit s der dem Strahle AP zu~

geoidnete (rait ft, y, $ auf a gelegene) Punkt bezeichnet Die

T?}gurenA(BCDP) und ft yds weidenprqjectiv, fty Se undA(ftyde)

peispectiv, folglicli A(BCDP) und A (ftyd a) piojectiv; die Strah-

len AS und Aft bilden ein Paar dei absoluten Involution in dern-

selben Busehel, ebenso AC und Ay, AD und A3, folghch gilt

dies auch von AP und As, d. n s ist absoluter Pol der A P.

In gleicher Weise liefern bei jener Reciprocitat BP, CP, DP als

liomologe Punkte ihre absoluten Pole
?

mitliin P als homologe Ge-

lade seme absolute Polare. Ueberhaupt ist jedem eigentlichen

Punkte seine absolute Polare
; jeder eigentlichen Geradeu ilir abso-

luter Pol zngeordnet, die Eeciproeitat von den Punkten ABCD
unabhangig. Smd nun a' und

/3'
die homologen Punkte zu den

Geraden Aft und JB|8, also a'fi' die homologe Gerade zu ft, so

liegen a und ft' auf der Geraden AB
}
welche somit dem Punkte

ft entspncht; ebenso ist AC die hoinologe Geiade zu y> also A der

lioniologe Punkt zu a Da hieruach auch die Paare a A, 1>B, cC
}

dD der betrachteten Beziehung angehoren ;
so ist diese als Polar-

reciprocitat zu bezeichnen; wir nennen sie die absolute Polar-

reciprocitat der Ebene E, die Paare homologer Eleraente bilden

das absolute Polarsystein der Ebene E.

Indem wir jetzt aus der Ebene heraustreten und zunachst die

Euklidische Geonietne von der andern nicht trennen, betrachten

wir einen Strahl e durch den eigentlicHen Punkt P, drei auf o

senkrechte Strahlen fgli durch P nnd einen behebigen Stiahl Jc

des Buschels fg. Mit A und B bezeichnen

wir eigentliche Punkte von f resp. g auf

verschiedenen Seiten von &
;

so dass 70 von

der Geraden AB in einem eigentlichen
Punkte C geschnitten wird; auf e machen
wir jie strecken PD, PD' congruent. Es
werden dann AD und AD f

congruent,
ebenso BD und BD f

, folglich auch ABD
und ABDf

} ABDC und ABD'C, DC
65

und D'C, PCD und PCD f

, folglich e senk-

recht zu &. Die Ebenen c"h und fg schnei-
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den sich daher in emer auf e senkreehten, also mit Ji identisehen

Geraden, d h. Ji Iiegt in der Ebene fg Demnach 1st der Ort aller

Geraden, welche auf e in P senkreeht stehen, eine Ebene E; man
nennt e und E senkreelit zu einander. Dureh jeden eigentliclien
Punkt geht eine und nur eine Ebene, welche auf emer gegeheneu
eigentlichen Geraden senkreelit stelit Steht die Gerade e auf E
in Q senkreeht, so steht auch die in E auf PQ durch Q enichtete

Senkreehte f auf e senkrecht; maeht man auf/' die Streeken QF
und QG congruent ,

so werden PF und PG congruent, weitei

DF und Dff, DQF und DQG, folghch ist f senkrecht zu DQ,
uberhaupt zur Ebene eQ, e in der Ebene eQ, e und e

f

in emer
Ebene [Eukl. XL 6]. Hiernach geht durch jeden eigentlichen Punkt
R eine und nur' eine Gerade r, welche auf emer gegebenen eigent-
lichen Ebene E senkrecht stelit; denn Iiegt R auf E und zieht

man in E durch E zwei Strahlen st, sodann durch E zwei auf s

resp. t senkrechte Ebenen 8 und T, so ist die Gerade ST senk-

recht auf der Ebene st] Iiegt abei E nicht auf E
}
und ernchtet

man in emem auf E gelegenen eigentlichen Punkte Q die Senk-

rechte e auf E, so muss r in die Ebene Ee fallen u. s w
Alle Senkreehten auf einer eigentlichen Ebene gehen durch

emeu (uneigentlicheu) Punkt. Wir nennen ihn den absoluten
Pol der Ebene; er ist mit alien eigentlicken Punkten der Ebene

verkniipft; jede durch ihn gezogene eigentliehe Gerade steht auf

der Ebene senkrecht; zu jeder eigenthchen Geraden der Ebene ist

er absoluter PoL Werden durch eine eigenthche Gerade zwei

Fbenen E und E' derart gelegt, dass E f

den absoluten Pol YOU E
enthalt, so Iiegt der absolute Pol von Ef

in E\ jede Senkrechte,
auf der Geraden EE' m der emen Ebene errichtet, steht auf der

andern Ebene senkrecht; solche Ebenen heissen senkrecht Jede

Ebene
>

welche eine zur Ebene E senkrechte Gerade enthalt, steht

senkrecht auf E. Legt man durch einen eigentlichen Punkt drei

paarweise senkrechte Ebeuen, so smd je zwei Durchsehnittslimen

auf emander senkrecht

Durch die exgenthche Gerade g lege man Paare senkrechter

Ebenen a a, 5j3 ? . . . und durch den eigentliehen Punkt P der g
erne Ebene senkrecht zu g. Diese Ebene schneidet aus jeneu Paaren

die Strahlenpaare #1*^, 6^, * heraus
;
welche durch P gehen

und mvolutorisch hegen. Also bilden auch die Paare aa
3 fift, . . .

im Ebenenblischel g eine Involution; diese werde die absolute
Involution im Ebenenblischel g genannt. Je zwei Paare d^rsel-

ben liegen getrennt; Doppelebenen sind nicht vorhanden.

Um die Congruenz im Ebenenbiische! naher zu untersuchen,
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stellen vh zuerst folgenden Satz auf: Smd PQR . ,. Ebenen an

de> eigmfliclten Geraden g, pqy . . und $'<fr . . . Schmtte des

Ebenenbtiscliels PQR . . . mit Eben&i, welclie auf g (in A resp A)
senlrecltt sfelicn, so slnd die StrafilenluscJiel pgrr . . und p'g't' . . .

congruent Beweis: Auf pp', q<z, rr .. ver-

zeichne icli die Paaie con giu enter Strecken

AS AJ3 f

,
AC A'CT, AD AD'

?
. . . je auf

deiselben Seite der g und nenue M die Mitte

der Strecke AA'i die in M auf g senkrechte

Ebene wird die Strecken B', CC' in zwei

Punkten N, schneiden. Da MNAS und

MNA'B', MOAC und MOA'C' congruent

slnd; so ist N die Mitte der BB r

,
die Mitte

der CO', MN senkrecht auf B', MO auf

CC'-, die Ebene MNO ist senkrecht auf g,

6c. mithin auf P, auf HB', auf CC', demnach

BS'und CC' mfNO, NOBO und NOB'G'
congruent, welter BC und B'C', ABC nndA'B'C', ebenso ABD
und A'B'Dr

u. s w Liegen nun C und D auf derselben Seite der

jp, so hegen C und D
7

(7 und C', D und D', (7' und Df

auf der-

selben Seite der P
? folgach 6f/ und D r

auf derselben Seite der jp';

Hegen dagegen C und D auf verscbiedenen Seiten der^;
so liegen

C' und J)
r

auf verschiedenen Seiten der p. Folglich sind auch

ABCD und AB'C'D' congruent, tiberhaupt ABCD ... und

A'B' G'D' .
y nuthm pqr ... und p'yr ....

Die hierbei auftreteade Congruenz zwischen ABCD . . . und
A'B'C'D' . . lasst sicJh. erweitern; dabei entsprechen gPQR . . .

sict selbstj und die auf g entstehende Oongruenz ist erne directe,

da sonst die drei meat m gerader Lime gelegenen Punkte MNO
sich selbst entsprechen. mussten. W^rd die eigenfkctie Gerade g
sich selbst und auf g dem ezgenthcJien PunMe** A der Punkt A' zu~

geordnet, so w^rd dadurcli eme und nur eine Congruent "bestimmt,

bei welcJier auf g direct congruente funktreihen entstetien und &wei

homologe eigenthche PunUe in evner Ebene mit g und auf einerlei

Seite der g s%ck wrfinden; dabei entspncht jede Ebene des Buschels

g sich selbst
;
und jede in einer Ebene mit g enthaltene Figur wird

in dieser Ebene langs g verschoben. Wird uberhaupt eine Figur
durch eine solche Congruenz in erne andere tibergefubrt ,

so sagt

man, sie werde langs der Geraden g verschoben.
Werden dwch die eigentliche G-erad^ g 8we^ congruence Ebenen-

luschel PQE . . . und P'Q
rM r

. . . gdegt und aus diesen durch etne

auf ff senkrechte Ebene die (concentrischen) StraMcnbuschel pgr . . *
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und jo'gt'r . . . lierausgesclmitten ,
so smd pqr . . . und p'q'r . . .

congruent Beweis: Die beiden Ebenenbiischel smd homologe
Figuren einer Congraenz, bei welcher g sich selbst entspricht.
Sehneidet die zur Ebene jpq homologe Ebene, welclie ebenfalls auf

g senkrecht steht, aus P'Q'R' . . das Strahlenbuschel p l ^r i
..

heraus, so sind pp t , qq l ,
rr

ly ... homolog, mithm $%<> . . und

#t#i ri congruent; ausserdem siud_p'#V . . . undp^r, . . con-

gruent Die Figuren PQ wul QP sind congruent. Steht P
niclit senkreeht auf Q, so Hegt Ira Biischel g eme und nur eine

von P versehiedene Ebene IT) welche congruente Figuren PQ und

HQ ergiebt, und die vierte harmomsche Ebene zu PI1Q steht

senkreeht auf Q.

Die Congruenz der Strahlenbiischel pqt .. . und J/#V ist

entweder fur alle Lagen ihrer auf g senkrechten Ebene direct oder

fiir alle diese Lagen invers Im ersteien Falle lieisst die Congruenz
der aufeinanderliegenden Ebenenbusehel PQR . und P'Q' R' . . .

direct^ im letzteien Falle invers. Ist die Congruenz direct
;

so

entsprechen entweder alle Ebenen sich selbst oder keine; die Be-

ziehung ist durch zwei homologe Ebenen bestimmfc mid im Allge-
inemen nieht involutoriseh, nur die absolute Involution des Buschels

g ist als eine directe Congruenz aufzufassen^, Ist jene Congruenz

invers, so ist sie involutorisch und hat zwei zn einander senkrechte

Doppelebenen.
Es gicbt eine und nur eine Congruent , ~bei welcher alle Punkte

der eigentlwlien Geraden g sich selbst entsprechen und der Sclienkel

gF in den SchenJcel gF' iibergelit. Jede auf g senkrechte Ebene E
entspricht dabei sich selbst, und in ihr entstehen congruente Strah-

lenbiischel mit dem Scheitel gE^ diese Strahlenbuschel sind direct

congruent, weil es sonst auf E ausser gE noch eigentliche Punkte

gabe, welche sich selbst entsprechen, es wild also jede auf E ge-

legene Figur in E um gE gedreht, und an der Axe g entstehen

direct congruente Ebenenbusehel. Wenn eine Figur durch diese

Congruenz in eine andere iibergefuhrt wird, so sagt man, sie werde

um die Axe g gedreht.
Jede Verschiebung lasst sich auf zwei Drehungen, jede Con-

gruenz" auf eine Verschiebung und zwei Drehungen zuriickfuhren.

Die Betrachtung der Congruenz im Ebenenbusehel war zur

Herstellung der absoluten Polarsysteme nicht erforderlich. Wir
wenden uns jetzt zuerst'zur Erzeugung des absoluten Polarsystemes

eines eigentlichen Punktes P und schicken folgende Bemerkungen
voraus.

Besehreibt cler Strahl c em Strahlenbuschel mit dem Scheitel
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P, so beschreibt die auf e in P senkrechte Ebene E em Ebenen-

bdschel, dessen Axe m P auf der Ebene des Strahlenbuschels senk-

recht stelit Beschreibt die Ebene E em Ebenenbiischel im Biindel

P, so beschreibt der auf E in P senkiechte Strahl e ein Strahlen-

biischel, dessen Ebene in P auf der Axe des Ebenenbuschels senk-

lecht steht. Dabei durcblaufen e und E jedesmal projective Ge-

bilde 7 denn wird E von der Ebene des Strahlenbuschels in f ge-

schnitten, so stelit e auf f senkreeht, e und / durchlaufen projec-

tive, E und f perspective Gebilde.

Legen wir nun durch P vier Strahlen abed, von denen kerne

drei an einer Ebene liegen ;
und durch P senkrecht zu abed die

Ebenen resp, ABCD, von denen alsdann keine drei an einer Ge-

raden liegen, so bestinimen die Paare aA9 bB, cC, dD eine Beci-

proeitat im Bundel P Es sei e ein beliebiger Strahl durch P, s

der auf ae in P senkrechte Strahl, und
(I yds seien die homologen

Strahlen zu den Ebenen resp. a~b ac ad ae, also ftySss' auf A
gelegen, /5

senkrecht auf ab, y auf ac, S auf ad\ dann hegen die

Strahlenbuschel fiyds und fiyds mit dem Ebenenbuschel a (bode)
und mithin unter einander projectiv ;

s ist mit s identiseh, s auf

ae senkrecht. Ebenso liefern be, ce, de senkrechte homologe

Strahlen, raithm e erne senkrechte homologe Ebene, so dass ini

Blindel P jedem Strahle die senkrechte Ebene, jeder Ebene der

senkreehte Strahl entspricht Die Reciprocitat ist also von den

Strahlen abed nicht abhangig und ist Polarreciprocitat, well auch

die Paare Aa, Bb, Gc, Dd ihr angehbren; wir nennea sie die

absolute Polarreciprocitat des Panktes P
}

die Paare homo-

loger Eiemente bilden das absolute Polarsystem des Punktes P.

Die absoluten Polaren des eigenthchen Punktes P in samnit-

lichen Ebenen des Biindels P schneiden sich zu je zweien, gehen
aber nicht alle dureh emen. Punkt

;
sie liegen. mithm auf einer

Ebene; diese Ebene ist der Ort der mit P verknupften. Punkte,
der Ort der absoluten Pole aller Ebenen des Bundels P, und werde

die absolute Polare (Polarebene) des Punktes P genannt.
Die absoluten Pole der eigenthchen Geraden g in sarnmthchen

Ebenen des Buschels g werden mit dem eigentlichen Punkte A der

g durch senkrechte Strahlen zu #, also durch Strahlen ernes Buschels

verbunden und liegen mithin auf der zu g in A senkrechten Ebene

E, und zwar mit A verknupft, also auf der in der Ebene E zum
Punkte A gehongen absoluten Polare; diese Gerade werde die ab-
solute Polare des Strahles g genannt Jede auf g senkrechte

Ebene E geht durch die absolute Polare des Strahles g, welche in

der Ebene E die absolute Polare zum Punkte gE darstellt, jeder
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eigenthche Punkt der g hefert eine absolute Polarebene, welche
durch den absoluten Polarstrahl der g hmdurchgeht, jede Ebene
durch g liefert emeu absoluten Pol, weklier auf dem absoluten

Polarstrahle der g liegt

Es selen nun ABODE eigentliche Punkte, von denen keine

yier in einer Ebene liegen, und alcde Ihre absoluten Polaren; die

Ebenen a und "b entlaalten die absolute Polare der Geraden AB\
die Gerade AS wird yon der Ebene a in dem nut A verkntipften
Punkte A', vou der Ebene b in deni nut B yerknupften Punkte B'

getroffen In der Eukhdischen Geometrie fallt A' mit B r

zu-

sammen, folglich auch a mit 6, d. h. alle eigentlichen Punkte haben
dort die namliehe absolute Polarebene, elne uneigentliche Ebene,
welche die absolute Ebeiie heissen mag und jede eigentliclie

Ebene in ihrer absoluten Geraden sclineidet. Wird nut m ein

Punkt der absoluten Ebene, mit i die absolute Polare des Strahles

mA, also die absolute Gerade emer auf mA senkreehten Ebene

bezeichnet, so ist m der absolute Pol dieser Ebene, welche somit

auch auf mB senkrecht steht; folglich hat auch mB die absolute

Polare ^, d. h. p ist durch m allein bestimmt. Wenn m variirt,

so bilden die Paaie Am, Ap ein Polarsystem, namlich das absolute

Polarsysteni des Punktes A\ aus diesem schneidet die absolute

Ebene die Paare nip heraus, welche somit ebenfalls Paare ernes

Polarsystemes sind Das so auf der absoluten Ebene erzeugte Polar-

systeni kann das absolute Polarsysteni genannt werden.

In der Nichteukhdischen Geometrie ist A' von JE?'
7
a

yon 1) yerschieden
;

die Gerade a& die absolute Polare der AB,
ebenso ae die absolute Polare der AC u. s. w Da ABC nicht in

gerader Lmie hegen, so haben abc nur einen Punkt gemein; denn

hatten ale eine Gerade gemein, so hatten die Strahlen AB und

AC jene Gerade zur absoluten Polare und stiinden in A auf einer

Ebene senkrecht. Der Punkt a~bc ist der absolute Pol der Ebene

ABC, ebenso abA der absolute Pol der ABD u. s w. Hatten

abed emen Puukt geraein, so hatten die Ebenen AB^jjjand ABD
jenen Punkt zum absoluten Pol und stunden in A auf einer Ge-

raden senkrecht, die Ebenen alcd gehen also nicht durch einen

Punkt
7 tiberhaupt keine yier yon den Ebenen abcde.

Die Paare Aa, Bt>
y Cc, Dd, Ee bestimmen eine Eeciprocitat,

bei welcher den Ebenen ABC, ABD, ABE ihre absoluten Pole

7, <J, B (d. i ale, abd, abe) entsprechen. Es werde mit P ein

sechster eigentlicher Punkt, mit g der der Ebene ABP zugeord-

nete (mit y, d, s auf der Geraden* ab gelegene) Punkt, mit g die

Gerade AB bezeichnet Dfe Fignren g (CDE] und ytist, wer-

pn. 11
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den projectiv, ySst; und g(ySs%) perspectiv, folglich g^DEP*)
und g (ySst) project!?. Die Ebenen gy y gS, ge stehen resp. auf

den Ebenen gC, gD, gE senkrecht, folglich auch gt> auf gP, d. h.

g ist der absolute Pol der Ebene gP. Demnach entsprechen den

Ebenen ABP
y AGP, BCP u. s. w. ihre absoluten Pole, dem Punkte

P die Ebene dieser Pole, d i die absolute Polare von P. Bei

jener Reeiprocitat wird also jedem eigentlichen Punkte seine abso-

lute Polare, jeder eigentlichen Ebene ihr absoluter Pol zugeordnet,

die Reeiprocitat ist von den Punkten ABCDE unabhangig. Smd

nun a1} a2 ,
cc

3
die homologen Punkte zu den Ebenen BGy, CAy?

A~By, also a
{ a^a3

die homologe Ebene zu y, so stehen die Ebenen

BCy, CAy, ABy senkrecht auf ABC, mithin liegen <x 1?
a2 ,

cc
3

in der Ebene ABC, dem Punkte y ist die Ebene ABC zugeordnet,

ebenso dem Punkte S die Ebene ABD, folglich der Geraden aJb

(d i. yd) die Gerade AB, weiter der ae die AC, der Ebene a der

Punkt A. Es erweisen sieh also aA, bB, oG, dD, eE als Paare

der Reciprocity diese als Polarreeiprocitat; wir nennen siedie abso-

lute Polarreeiprocitat, die Paare homologer Elemente bilclen

das absolute Polarsystem. Das absolute Polarsystem der Nieht-

euklidischen Geometrie ist kein Nullsystem.

Sowohl in der Euklidischen als auch in der Nichteukhdischen

Geometrie bestimmt man mit Hulfe des absoluten Polarsystemes

zu jedem eigentlichen Punkte die absolute Polarebene
;

zu jedei

eigentlichen Geraden die absolute Polargerade;
zu jeder eigentlichen

Ebene den absoluten Pol. Beirn Uebergange von einer Figur
zu einer congruenten entspricht das absolute Polar-

system si eh selbst. Wieweit durch diese Eigenschaft die Be-

ziehung bestimmt wird, soil hier nicht untersucht werden. Es mag
Jedoch zum Schluss noch eine Betrachtung Platz finden, fiir welche

der Satz 13. des vongen Paragraphen vorbereitet wurde

Sind drei eigentliche Punkte ABC gegeben, nicht in gerader
'

Lime
;

so wird nach dem soeben angefuhrten Satze bei geeigneter

Vertheilung der Bueh-

staben die aus A nach

BC gefallte Senkrechte

die BC in. a zwischen B
und C trefifen; der ent-

gegengesetzte Schenkel

zu Aa sei Aa\ Man er-

richte nun in der Ebene
ABC im Punkte A die

Senkrechte auf Ad

\a'

A

G?
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nenne AD den Schenkel der Senkrechten," welcher mit B auf
emerlei Seite der A a liegt, AD' den entgegengesetzten ,

also auf

einerlei Selte nut C verlaufenden ScJienkel; der Sclinittpnnkt d
von BC und DD' ist mit a verknupft. Es sel M die Mitte der

Strecke AB; auf aM mache man die Strecke ME der Strecke

Ma congruent, so dass B und E auf einer Seite der Aa hegen.
Wird dann in der Ebene ABC diejenige Draining urn M voll-

zogen, bei welcher A in B, also E in a, die Gerade AE in BC
iibergeht, so bleiben alle mit M verkniipften Punkte der Ebene

fest, demnach treffen sich AE und BC in dem mit M verknupften
Punkte e. Der Punkt E ist in der Ebene ABC dadurch definirt,

dass ABa und BAE congruent sind und C
}
E auf verschiedenen

Seiten der AB liegen. Ebenso ist in der Ebene ABC em Punkt
E' dadurch definirt, dass ACa und CAE f

congiuent smd und B, E'
auf verschiedenen Seiten der AC liegen 5

E' und C befinden sich

auf einer Seite der Aa.
In der Eukhdischen Geometrie fallen d und e zusammen,

also auch die SchenkeU.D und AE, AD' und AE r

.
;?
Die Summe

der Winkel des Dreiecks ist ein gestreckter Winkel/*

Fur den Fall der Nichteuklidisehen Geometrie heisse fin
BC

y
"b in AB der jedesmal mit B verknupfte Punkt, und AF der

mit B auf einer Seite der A a gelegene Schenkel der Af. Die

Punkte AB werden durch MJ> getrennt; dies iibertragt sich auf

die absoluten Polaren und auf deren Durchschmttspunkte mit der

BC, d. h. es werden df durch eB getrennt, folglieh AD, AF
durch AEj AB. Da der Schenkel AB nicht zwischen den Schen-

keln AD und AF liegt, so muss der Schenkel AE zwischen den

Schenkeln AD und AF liegen

In der Nichteuklidischen Geometrie wird ( 16 Seite 131) auf

irgend einer eigentlichen Geraden entweder kein Paar der absoluten

Involution durch ein anderes oder jedes Paar durch jedes andere

getrennt, und zwar verhalten sieh in dieser Hinsicht alle eigent-

lichen Geraden gleich. Die erstere Annahme fuhrt zur Gauss-

schen, die letztere zur Biemann'schen Geometrie*).

In der Gauss'schen Geometrie liegen auf der Geraden BC
die Punkte a d und Bf nicht getrennt, folghch werden die Strahlen

A a, AD durch AB, AF nicht getrennt. Der Schenkel AB liegt

zwischen den Schenkeln A a und AD, folghch auch der Schenkel

*) Vgl Baltzer, Die Memente der Mathematik II Plammetne 2,

Die drei Arten der Geometrie smd von Herrn F Klein parabolische,

hyperbolise he und elliptische g-enannt worden, Mathem. Ann Bd. 4

S. 577.
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AF und endlich der Schenkel AE-, ebenso liegt der Sclienkel AW
zwischen den Sehenkeln A a und AD'.

;,Die Surome der Winkel

des Dieiecks ist kleiner als ein gestreckter
'

In der Riemann'schen Geometne liegen auf der Geraden ~BG

die Puukte ad und Bf getrennt, folglich der Schenkel AF mcht

zwisehen den Schenkeln A a und AD, sondern zwischen den Schen-

keln AD und Aa'
y

ebenso der Schenkel AE\ zugleich wird der

Schenkel AE' zwischen die Schenkel Ad und AD' fallen. ,;
Die

Summe der Winkel des Dreiecks ist grosser als ein gestreckter *)/'

21. DoppelTerhaltiiisse.

Dnter den Begnffen, welche zur Beschreibung der Erschei-

nungen dienen
?
bllden die mathematischen Begnffe^eine selbststan-

dige Griippe. Sie lassen sich mit einander durch eine Reihe von

Beziehungen verknupfen, ohne dass man andere Begriffe hinzuzu-

nehmen braucht

In derselben Weise lasst sich inneihalb der Mathematik die

Gruppe derjenigen Begriffe loslosen, mit welchen sich die Zahlen-
lehre (Arithmetik 7 Algebra, Analysis) befasst Die Geometne

nimmt andere, ihr eigenthtimliche Begriffe hinzu; diese machen

jedoch kerne selbststandige Gruppe aus, indem sie nichfc unter sich

allem, sondern unter Zuziehung der Zahlenbegriff e, in Ver-

bindung gesetzt werden, wodurch die Anwendung der Zahlenlehre

auf die Geometric bedmgt wird.

Die Zahl wird m der Geometrie am haufigsteii bei der Mes-

sung gebraucht. Alle Messungen smd auf den emfachsten Fall

zuruckzufuhren, wo man eine Figur, z. B. eine gerade Strecke
7
aus

mehreren congruenten zusammensetzt und die letzteren zahlt Die

Aneinanderreihung von eongruenten Streeken auf einer Geraden

ist eine Construction; durch welche man, auf Grundsatz IV in 13

gestutztj Zahlen fur die Punkte der Geraden einfuhren kann. Aber
die in 15 eingefuhrten Begriffe des Netzes und der aquivalenten
Paare bieten uns ein anderes Mittel zur Einfiihrung von Zahlen

zunaehst fur die Elemente emformiger Gebilde dar, indem eine

gewisse projective Construction wiederholt ausgeMirt und die An-
zahl der Constructionen gezahlt wird

Es seien ua a
1 beliebige Elemente eines einformigen Gebildes.

Macht man die Paare aQ ai9 ^i 2 ? ^>^s> - f^r das Grenzelement

u Equivalent, so entsteht em Netz. Diesen Begnff wollen wir zu-

*) S. noch 23 Schluss.
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nachst dadurch eiweitern, dass wir die Paare a, ,
aQ l19 1

1
12}

ebenfalls fur das Gienzelement u Equivalent machen. Die so hmzu-

tretenden, von einander und von z^a^a, . . . verschiedenen Ele-

niente l ly 62 ,
. mogen auch mit

bezeichnet und
(- l)

te
% ( 2)

te% . . Element desXetzeb wa a,

genannt werclen. Wenn jetet A und p leliebige ganze Zalilen uor-

stellen, so smd die Paaie a^a^^i und a^a^^i fur u aqiiwalent;

das Gebilde ff;_i aa+ i aru ^st liarmomscli ; su drei Elementen

ua^ai lasst sicli a
i eindeutig so bestimmen, dass ai das /l

te Element

des Netzes ua^a {
wird. Nimnit man in demselben Gebilde

das Element p behebig ?
von u verscliieden, so kann

man die ganze Zahl n derart angeben, dass das niQ Ele-

ment des Netzes entweder mit p znsammenfallt oder
vorn (n + l)

ten durcli p und u getrennt wird Denn wenn p
von ac , a

1? &j verschieden ist, so werden entweder a^a^ durcb pu
oder a$p durcli a^u oder a

}p durch au getrennt-, im ersten Falle

ist n = Q, der zweite ist in 15 (Seite 120) erledigt; im dutten

Falle werden, da a
i

'b
i
und a

(}
u getrecnt liegen, l)\p nicht durch

a$u getrennt, sondern entweder a 6
t

durch pu und dann ist

<ii = 1 zu nehmen oder a
()p durch b

i u^ so dass man den

citirten Satz aus 15 auf das Netz wa 6j anwenden kann^

In der Eukhdisehen Geonietrie ist der Fall von besonderem

Interesse, wo a und a
i eigenthehe Punkte sind und u in den ab-

soluten Punkt der Geraden a a
] gelegt wird Die Aequivalenz mit

dem Grenzpunkte u und den einander zugeordneten Punkten aQ a t

ist dort nach 19 (Seite 146) eine directe Oongruenz auf der Ge-

raden a
Q ai}

die Paare $2^ 1 und aaji sind also direct con-

gruent Der absolute Betrag der Zahl 1 giebt an, m wie viele

mit a
{)
a

L
direct congruente Strecken sich bei positivem A die Strecke

von a bis a^, bei negativem A die Strecke von ai bis ^ zerlegen

lasst. Die Zahl A wird deshalb das Verhaltniss der beiden

Strecken a^ai und a a17 und weiter die Zahl das Verhaltniss

der Strecken a^ai und a^a^ genannt, wobei jede Strecke dureh

eine direct congruente ersetzt werden kann

Ist aber p das Atc Element des beliebigen Netzes ua^a^ so

werden wir die durch ua^^p vollkommen bestimmte ganze #ahl

I den Index des Elementes p im Netze ua^a^ oder auch den
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Index der Paare a jp,
aQa {

fur das Grenzeleinent u nennen

und sehrelben:

uaoai u (&$$ \
ind p = mdL\aQaJ A,

so class

ad v^i/ = 0, ind \aQ aJ = 1.ind

Dalbei kann das Paar a^ das Einheitspaar genaiint werden.

Versteht man unter aft ein xmt dem Emheitspaare fur u aquiva-

leiites Paar in deniselben Gebilde (a, ft von einander und von in

verschieden) ,
so lasst sich das Element a

l
und mithin uberhaupt

das Einheitspaar durch die Elemente or/3% eincleutig bestimmen.

In Rucksicht hierauf wollen wir die Zahl A auch den Index der

Paare a^p, aft fur das Grenzelement u, in Zeiehen

A = ind

uud
/3
em Einheitspaar nennen Jedes nut aft fur u aquivalente

Paar ist em Einheitspaar. Bei emem von Null verschiedenen Index

smd alle Einheitspaaie fur u aquivalent.

Im gegenwartigen Paragraphen werden nur Ele-

mente eines und desselben einformigen Gebildes in Be-
traclit gezogen. Die Gleichung

ind \apj =
bedeutet alsdann

;
dass $ und % zusammenfalien. Die Gleichung

u (PS\
ind \aflj = 1

bedeutet,, dass die Paare #)g und aft fur u aquivalent smd. Endlich

wird durch die Gleichung

ind a

die harnionische Lage der Elemente (I yaw dargestellt." Dabei sincl

allemal aflypci von u
}
a von

|8
verschieden.

Bind dret verscliiedene Elemente pq[u gegeben> so Itann man ein

Emheitspaar aft derari bestvnbmen, dass der Index der Paare pq,

aft fur u einer fiehefogen ganzen, von Null verscJttedenen Zahl K

gk^ch*w^rd* Man kann namlich r so bestimmeu
;

dass q das /l
te

Element des Netzes upr wird, und braucht dann nur aft fur w
rait p r aquivalent zu machen

Smd die Paare p g, p q fur das Qrengelement u aquivalent und

md \uflj 3
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so ist auch

u /pY\
I = ind \ocfi j.

Denn maclit man die Paare pr und jf r fiir u mit aft (also auch
unter sicli) aquivalent^ so wird zunaehst

Diese Gleichung stellt erne projective Eigenschaft der Figur upqr
dar und muss dalier auch, fur jede projective Pigur bestehen. Nun
werden aber pp\ qq', r?' Paare horaologer Elemente einer Aequi-
valenz mlt dem Grenzelement u (

16 Seite 132), folglich die Ge-

bilde tipqr ond up'q'r projectiv; mithin ist

7, as ind \p r'J
= ind \ a($

Umgekelirt: Wenn die Paare pq wicl p'q' } cwf em gewisses

Einlieitspaar "bezogen^ ewen und denseTben Index fur n etgeben, so

sind die Pacwe pq und p
f

q fur u aquivalent Dana maclit man
das Paar pr mit dem Emheitspaare, das Paar ps mit p'q' fur u

aquivalent, so kommt:

* -A
rj = md \p r ) ind \prjj

d. li die Elemente q nnd $ haben im Netze upr gleichen Index,

aie kbnnen also nicht von einander verschieden sein.

Man darf hiernach im Index der beiden Paare pq und aft fur

u nicht bloss <x($, sondern auck pq mit jedem fur u aquivalenten

Paare vertauscnen, aber mit keinem andern. Vertauseht man also

ap mit /3a oder pq mit qp, so wird der Index, wenn er nicht Null

ist
;
eine Aenderung erleiden. Es sei etwa

ind

positiv. Macnt man alsdann die Paare

&2 + i^ nut aft fiir u "aqmvalent, so dass

A ~ ind \a$bj == ind \ a

also a^bi mit jj)g ftir u aquivalent wird, tiberdies

des Netzes ua$a^ a der Ate Punkt des Netzes w&ji&^ i, d. h.

ind \^o%/ = h,

oder



168 21 Doppeheikdltnisse

(pg.\ (Q
ind \IW == A, md \/3f^

== A

und folglicli

(<1P
md = ind

Dieselben Beziehungeu erhalt man, wenn man

md \afij
= A = f6

negatlv voran&setzt. Wenn also die Paare pg, aft fur u einen Iii-

dex besitzen, so ist

md \tf/V
= md \afij

= md V/5 ^/;

md UjS; = md

Die hieraus sicli ergebende Glelcliung

ind V^/ + md Vj3; =
lasst sici. unter Hmzunaliine ernes Elementes r zur folgenden

fP2\ i*
/"2A * AJ?\

md U^y + md \aj3J + md V^^j =
erweitern, sofern solche Indices ilbeihaupt esistiren. Um die neue

Gleieliung zu beweisen ;
beachte man zunachst, dass sie sich nicht

andert, wenn man die Elemente pg/r cyklisch permutirt odei p nut

g (pyr mit qpr) vertausclit
;

also uberbaupt, wenn man pqtr be-

hebig permutirt. Da nun mindestens zwei von den drei Addendeu

einerlei Zeichen haben
?

so kann icn duren geeignete Vertlieilung

der Buclistaben bewirken, dass die beiden ersten Addeuden

u (P$\ u (tr\md \a/J/
= m, ind \aj8y = n

ein und dasselbe Zeichen und zwar das positive besitzen, und

braucne die Gleichung nur unter dieser Voraussetzung zu beweisen.

Zu dem Zwecke maehe man die Paare aQ a^^ a^a^ . . ., afft -iam ,

am am+i, -.
; Om + n iarn+n ^ M mi^ ^^ aquivaleiitj es wird

dann aQ am mit p^ am am+n mit
(jfr3 folgheh (nacli 15 Seite 122 f)

r aqmvalent, d L

ind Vj8/ = m + w, md \aj3y == in n.

Bei jeder Anordnung der von u verschiedenen Elemente p
r% . . rw _i haben wir jetzt:

md a3 = md \aft + md
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uncl ebenso:

(* P\ * **> fs l> (r(l
d \aftj =mmd \aftj =md V/3;+ md V^; ;

ind V^J= md \rcj3J -find \u

folgheh auch.

md V*W -f ind {aft) + ind V/V + ind \aft) =
oder

* /^tf\ /i>A * (>*\ (
s

ind \ap) = md \a($) + incl \aj$J + ind Vr

tiberhaupt

ind V^y = md \uf$) + ind \a j8 y + + md
immei unter der Voiaus&etzung, dass die betreffenden Indices wirk-

hcli existiren. Es ist librigens in dieser Hmsiclit leiclit emzusehen,
dass durcn das Vorhandensein von

(P
r\ (>

CA
ind V^^3/ und md \|8/

allenaal das Vorhandensein eines Index der Paare jt># ; a/3 fiii w

bedingt wird
; folglicli auch durch die Existenz von

u (prA u /VV\ u Mi-i2\
ind V^ ; ;

md V^ ft ), - .
,
ind \ ^J .

Sind die n Paare jp^j, ^i^? - > ^" 12 fur w aquivaleut, p
von rj verschieden, so erhalt man:

m

. md \afij = n ind \/3/, ind

folgheh:

(P<1\.

ind \a /5/
=

So oft daher Indices der Paare pq ?
al und al, ap fur ^ existiren,

besteht die Gleichttng

ind \ab) . ind

Wenn ulerliaupk Indices der 'Paare pg[j ab und ]JC[ t ^/3 fur u

i,,
olme dass p iind q msammenfalien ,

so leshmmen alle drei

Paare nut einem geeigneten Einlieitspaare Indices fur u; denn bei

geeigneter Wahl der Elemente a'l'a /3'
ist

u (ab\ (pq\ u (*P\ u (pq\
md \a'V) = ind \afij, ind \a'Fj == md \alj,

folglich

u (P 2\ u (al\ u (p q\ u (& $ \ i* (p
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niltliin a'V mit aft' fur u Equivalent, a'V ein Paar der veilangten

Art Wenn ausserdem Indices der Paare rs, al und rs
> aft fur u

existiren, so hat man bei unveranderter Bedeutung von a'V:

rs\ u fab\ u (rs\ u (rs\ . (
aA\

id \nV /= ind \a'V) =ind \apj. ind \a b J
-

-I I 7 1 1 'T Imd \aoj* ind \a o /

oder

u (l--j.

ind \a &J. md U/j^ = "id V&A ind

d, b. bei Veitauschung von ai mit aft bleibt das Verhaltniss

ind

ungeandert und ist miihin dureh rspqu allein bestimmt. Indem

wir jetzt dieses Verhaltniss den Index der Paare rs,pq far das

Grenzelement w nennen und mit

* (rs\md \jyqj

bezeichnen, erhalten wir als Indices alle endhchen rationalen

Zahlen
?
ohne mit den bishengen Festsetzungeu m Widersprucli

zu gerathen. Ist in der That der Zahler = mn, der Nenner = m,

wo m und n ganze Zahlen sind, m nicht Null, so ist auch im frii-

heren Sinne n der Index der Paare rs, pq fur u

Auf den erweiterten Begnff des Index lassen sick die oben auf-

gestellten Satze leicht ubertragen. Bei den Beweisen wird der Urn-

stand benutzt, dass, wenn die Paare cd, a^i und die Paare cd,

a2 /32 Indices fur u bestimmen, bei geeigneter Wahl der Blemente

'J8' Indices von ^/5 1; '/S

f

und von %j32; ct'fi' existiren.

Besitsen die Paare jpj, aft einen Index fur u, und smd a/3,

a' fi

r

fur u aqtnvalent, so Jiaben die Paare pq, d$ denselben In-

de$. jBesitzen die Paare pq und a denselben ^
von Null versclm-

denen Index, wie die Paare pq und a
f

fi

f

,
so sind aft und &' $'

aquivalent.

Sind drei versehiedene Elemente $qu gegeben, so Jcann man aft

derart "bestimmen, dass der Index der Paare pj, aft oder aueh der

Index der Paare a($, pq fur u einer lelie~bigen rationalen 9
cndUchen

und von Null verscMedenen ZcM gleich wird.

Besitgen die Paare pq, ap einen Index fur u, und sind f&
p'% fur u aquivalent, so be$it$en die Paare p'<f9 /3 denselben Index.

Halen die Paare p% und aft denselben Index, wie die Paare p g[

und aft, so sind pq und p g[ aquivalent.

Besitgen die Paare pq und aft einen Index fur u, so ist
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, .md \f$a) = md V/jy = md
Daran schliessen sich die G]eichnngen:

/j?ff\ * /[p^ i* />?\
ind \ajsy = md V y + ind \a/V,

/%-
+ind V**/jy + .. + md V j8

welche das Vorliandensein der reclits steiienden Indices zur Yor-

aussetzung liaben.

S^nc1 Indices von rs
9 pq tind von pg, al fw it lorlianden, &o ist

u (rs\ u fpq\ ^ frs\md \pqj . md \abj = ind \alj.

Sind p, q verschieden und Indices von ts, al} und von yqi, al fur
u vovhanden, so ist das VerJialtniss

u frs\ u fpq\
ind \al)J : md \al)

von al luiabJiangig und gleicli dem Index der Paare rs
} pq far u

Wenn die Paare l)p } l)e einen Index fur a besitzen, so wollen

wir deuselben auch den Index des Elementesj) im Netze abc
nennen und schreiben:

a (T>P\ ab.

ind \bc) = ind p.

Bei Festhaltung von #, I
,

c durchlauft dieser Index alle endliclien

rationalen Werthet); Jiimmt aber jeden Werth nur emmal an. Ei

bleibt ungeandert, wenn man die Figur al>cp durch irgeud eine

projective Figur a'Vc'p aus demselben oder aus eiuem andern ein-

formigen Gebdde ersetzt. Nun smd, so lange abcp vier verscliie-

dene Elemente vorstellen, die Figuren al)cp t pcba } cpal? I ape

projectiv ( 16 Seite 128); folghch ist alsdann

abo pcb opa bap
ind p ind a = ind 6 = ind c.

Nur bei liarmomsclier Lage kbnnen die vier Elemente noch auf

andere Arten permutirt werden, ohne dass der Index sich andert;

die harmonische Lage wird jeM durcJi d^e Gleieliung

abo

ind p =s 1

ausgedrueM.

Aus der Formel

a (r$\ a (rV\ a (bp\ a (lp\ a (br\
ind \bc) = ind \bc) -f- i^d \bc) = ind \bc) ind \bc) ,

*) Mit der Emschrankung, welche in 23 zur Sprache kommt.
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welche die Existenz von Indices der Eleinente p und r mi Netze

voraussetzt, folgt:

; A fl\
CL b C itittG fit 1

J_ 1

ind
2>

ind > md \bc)

Wird diese Voraussetzung nocli auf em Element q ausgedehnt, so

bat inaii:

ind q iiid r = ind

imd darauSj falls pqtr von einander verscHeden sind:

a ^ <^ c /V/i\md ?> ind r -
a

i (
-^

i
-
ar

'-i

^ 9
i'

p
i i

a
-

6

-i

^ 6
= md vr^y = mdjp = md a = md

md 2 md r

Tritt endhch ein von p verschiedenes Element s hinzu
,
welches im

Netze a l>t> einen Index besitzt, so hat man noch.

abi> a be /o/7\
ind (f md s (l

I
* \

as^ p$a P

aba ~ab~
~ md \ S$J

~ md Cl ~ llld S === md
md p ind s

und gelangt also, da das Product

P ~. _ _
md \c[ci) . md \qrj = ind ^r

sich als Index von s im Netze pgtr erweist, zu der wichtigen
Porniel :

ab c #6c ic fiic

l'?^ md $ ind r ind a ind s
ind s = 1 r T-

ind q md r ind p ind s

Wir kbnnen auch schreiben:

f - ~.

ind s = md \r~aj md '
~

'

md
In der Euklidischen Geometric -wird, wenn j?2 r5 eigezitliche Punktc

sind und a m den absolnten Pnnkt ihrer Geraden gelegt wird, im
Anschluss an die anf Seite 165 gemachte Bemerkung, der Zabler
des vorstehenrlen Bruches, also das Verhaltniss der Strecken pr und

rq, das Tli eilungsverhaltniss der Strecke pq im Punkte r

und der Nenner entsprechend das Theilungsverhaltniss der Strecke

pq im Punkte s genamrfc. Die Zahl, welclie wir als den Index von
s im Netze pgtr eingefuhrt haben, erschemt hier als Verhaltniss

zweier Vertaltnisse. Daher kommt es
;
dass ihr der Name Doppel-

verhaltniss beigelegt worden ist.

1st d irgend ein Element
,

welches in dem behebigen Netee
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ft be emeu Index besitzt, so heisst dieser Index das Doppelver-
haltniss der vier Elemente alcd oder der beiden Paare til

und cd und wird zur Abkurzung rait (alcd) bezeichnet:

al c

ind d = (alcd).

Zielien wlr eiustweilen nur Doppelverlialtnisse von je vier verscMe-

denen Elementen in Betracht, welche also ausser 0, 1, oo alle ratio-

nalen Werthe annehmen kbnnen Wenn man alsdann zwei Elemente

vertauscht, zugleicli aber aucb. die beiden andern, so entstelit eine

init der urspriingliehen projeetive Figur; also ist (a-lcd) = (cil(tl)= (bade)) d. h. das Doppefoetlialtmss gweier Paare lleilt imgeandert,

wenn man die Paare vertauscht oder m leiden Paaren die Elemente

gleictizeitig umstellt, folcjlicJi aiicJi lei der Veilmditng dieser 0$era-
tionen. Dagegen tritt bei den andern Umstellungen der Elemente

mi Allgemeinen eine Aenderung des Doppelverhaltnisses em. Vet-

tausclit man die Elemente eines Paares
}
so geM das Doppelveiltalhuss

in den reeipolzen Weifli uler, denn wenn die Paare Id und Ic einen

Index ftir a besitzen
;

so ist sem reciproker Werth der Index der

Paare Ic und Id. Nach Vcttauschitng der inneien ode) aitsseten

Elemente erhalt man den Werth des Doppelverhaltmsscs ,
indem man

den wsprunghclien Werth von Ems alweht; denn es ist

(ld\ a (cl\ a (ld\ a (cd\md \lcj = ind \clj+ ^d \cb J ind \c5y

Wenn also vier Elemente bei irgend einer Anordnung em

Doppelverk'altniss ergeben, etwa (alcd} = x^ so entspricht jeder

Anordnung ein Doppelyerhaltmss ,
und zwar ist

=* (del a) =%,

= (Idac) =

(adlc) = (dad) = (lead) = (eld a)
= 1 --

,

(acdl) = (cald) = (dlac)
=

(add) s=t(dalc)*= (dad) *=*

Diese sechs Zahlen sind Ton einander verscliieden, ausser wenn x

einen der Wefthe 1, 2^
-

besitzt; im letzteren Falle smd acht

Anordnungen liarmomsch und haben das Doppelverlaaltniss 1, wali-

rend aclat andere das Doppelverlialtniss 2
;
die acht librigen ^

liefem.
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Man bemerke noch: Wenn Doppeherlialtmsse (a

stiren
y
so geben auch abp2ps ein Doppelverlialtmss, und zwm ist

Wenn Doppelverhaltmsse

(abcpi) = xi9 (abcp2 )
= x2 , (abcp3 )

= #
3

existiren, so geben auch p L p->p%p4 em DoppelverJialtniss

An dern Vorzeiehen des Doppelverhaltnisses (abed) erkennt

man, ob die Paare al> und cd getrennt liegen oder nicht. 1st das

Doppelverhaltniss (alccT) positiv, so werden ab nieht

durch cd gelrennt; ist es negativ, so werden a6 durch cd

getrennt. Es seien namlieh m und n positive ganze Zahlen, und

bei gegebenen a, T}, c seien die Elemente e, d
}
d

r

so construirt^ dass

da (alec) =^n, (abed) = (alee) (abed)
= m wird, so ist c das

nie
,
d das mte Element des Netzes ale, folglich (15 Seite 119) ae

durch be und durch bd getrennt, mithin ab weder durch ce noch

durch de, schliesslich ab nicht durch ctZ, da

(abdd
r

)
= (abdc) (abed') = 1

,

so werden <tb durch dd
r

getrennt, aher nicht durch dCj folglich

werden a b durch cd' getrennt

Aus drei verschiedenen Elementen abc konnen wir die Doppel-

verhaltmsse (abcb) = und (abcc) = 1 bilden. Es empfiehlt sich

abei;, Doppelverhaltnisse zuzulassen, in demea irgend zwei Elemente

identisch smd. TJm die soeben abgeleiteten Satze (wenn auch zum
Theil mit Modificationen) aufrecht zu erhalten, hat man

(acbc) = (cacb) == 0, (abcc) = (ecab)
= 1, (cabe) (accb) = co

und dem entsprechend
abc

md a = (abca) = oo

anzunehmen; die zwolf Permutationen der Elemente a b c c geben die

je viermal auftrefcenden Doppelverhaltnisse 0, 1
;
oo.

Jetzt gehort zu jeder rationalen Zahl /I, mit Emschluss der

Zahl oo, em und mir ein Element p y
welches mit abc em Doppel-

verhaltniss (abcp) = A bildet und allemal ein Element des Netzes
abc heissen soil. Je vier yon einander und von a verschiedene Ele-

mente P1P2$$P4 des Netzes abc liefern em Roppelverhaltmss, wel-

ches naeh der auf Seite 172 gegebenen Formel aus ihren Indices

bereehnet wird. Aber auch wenn em Element nach a gelegt wird,
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erglebt sicli ein Doppelverhaltniss ;
denn naeh einer auf Seite 172

gegebenen Forme! ist

Bezeiclmet man also wilt pip^Pz wgend welclie Elemente des Netzes

ale, so ist jedes Element des Netzes ale em Element des Netges

Pilhlh un ^ umgekehrt.
Sind die Elemente e und f wn a verselmden, so gielt es Ele-

mente des Netzes ale, welclie durch e und f von a getrennt warden.

Beweis: gm<j e -Qad f Elemente des Netzes ate, so suche man ein

Element u, welches im Netze efa einen negatiyen Index hat; u ist

auch ein Element des Netzes ale, und ef werden dureh au getrennt

Ist e em Element des Netzes ale, f aber nicht, so ist wenigstens

eines der Elemente I und c von e verschieden, etwa &; der Fall,

wo ef durch al) getrennt werden, bedarf kelner weiteren Eror-

terung; werden aber e~b durch af getrennt, so bestimmt man nach

15 Seite 120 em Element u des Netzes eab (also auch des Netzes

ale) derart, dass au durch ef getrennt werden-, liegen endlich ae

durch "bf getrennt (also le nicht durch af), so bestimmt man ein

Element t des Netzes ale derart, dass It clurch af getrennt wer-

den (also et durch af}, und hierauf ein Element u des Netzes eat

derart, dass au durch ef getrennt werden. Es bleibt noeh die An-

nahme ubrig, dass weder e noeh / zum Netze ale gehoren. Man

mache l<p mit ef fur a aquivalent, suche ira Netze ale ein Ele-

ment |8, welches von a durch & und q) getrennt wird, und nach

Seite 165 im Netze ab$ zwei Elemente y und u derart, dass die

Paare yu, ae getrennt liegen und die Paare I /?, yu fur a aqui-

valent smd; endlich niache man yg und Icp fur a Equivalent. Es

werden ly, PU, <pg Paare von homologen Elementen emer Aequi-

valenz mit dem Grenzelement a, folglich alfi<p und ayug projectiv;

yg durch au getrennt, d. h. fur a liegt u zwischen y und g, e zwi-

schen y und u
} folglich e zwischen y und g, u zwischen e und g,

ferner werden (
15 Seite 122) aefyg und agyfe projectiv, fur a

liegt e zwischen g und y, folglich g zwischen e und f, also auch u

zwischen e und f. Das Element u gehort zum Netze ale und wird

von a durch e und /' getrennt.

Werden d^e Elemente efh lelielig angenommen, so gwlt es Ele-

mente des Netzes ale, welche durch e und f wn h getrennt werden.

Denn wenn man unter a ein von "h nicht durch e und f getrenntes,

unter und y zwei von a verschiedene Elemente des Netzes ale,

unter u ein von a durch e und f getrenntes Element des Netzes

ccpy verstelit, so werden ef durch uh getrennt, und u gehort zum
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Netze abc Sind e und f eigentliclte Pwikte, ale belielicje Pwikte

derGeraden ef, so giebt es eigenthfJie Punlte des Netees ale, weleJie

zmsclien e und f liegen

Bind efu Elements des Netees ale, so liegt der Index von u

zwisclien den Indices von e und f, uenn ef dureli au getrennt werden,

und umgekehrk Demi wenn ef mid au getiennt hegen, so isfc

das Doppelverlialtniss

^/,/rt =^eL-^!4

negativ, also Zahler und Nenner von verschiedeneni Zeichen, u. s. w.

Smd ale Punlte erne) eigentltcJien Geniden> efu eic/enthehe funite
des Netges ale, u ewisclien e und f gelegen, so Iwgt der Index von

u swischen den Indices von e und f, wenn a nielit mw Sftecke ef

geliwt, und umgekelirt.
Das Doppelverhaltniss von vier Punkten, welehe aus emer Ge-

laden g dureli vier Ebenen ABCD herausgeschnitten werden, be-

zeiclmet man dureli g(ABOD). Das Doppelverhaltmss von vier

Stiahlen
?
welehe in emer Ebene von emem Punkte $ nach. vier

Puukten abed gezogen werden, bezeichnet man clurch p(abcd)

U s. w.

22. Coordinates^).

Werden In einem einforinigen Gebilde drei Elemente abe fest-

gelialten, und wird unter p ein beliebiges Element des Netzes ale,

unter x der Index von j> in deni Netze verstandeu, ao durchlauft

#= (abe$>) alle rationalen Wertlie^), mit Einscliluss der Zahl oo,

und es wird dureli den Werth von x das Element jp im Netze abc

ebenso vollstaiidig bestimmt, wie umgekehrt x durch p. Nach. dem

Spracbgebraucli der analybschen Geometrie kbnnen wir dalier die

Zahl % eine Coordinate des Eletnentes p nennen. Da

(abea) = <x>
9 (abeb} = ? (abee) l,

so haben a, b, e die Coordmaten resp oo
; 0, 1^ es wird a das Un-

endhchkeitselement oder efste Fundamentalelement, b

das Nullelement oder zweite Pundamentalelement, e das

*) Yergl zu diesem Paragraphen Mobius, der barycentnscho Calcul,

zweiter Absohmtt, sechstes Capital; Staudt, Beitruge z;ur Q-eometrie der Lagc

29, Luioth, Mathem Annalen Bd 8 S. 207 ff , Sturm., ebendas Bd. 9

S 843 ff, Fiedler, darsteliende Geometric II Aufl S 523 if und S 739 f

Dei Inhalt dieses und ded vorTaeigelienden Faragraplien stamrat im Weaent-

lichen aus einer im Wiuterseinester 1873/74 gehaltenea Vorlesung

**) Mit dei Emschraokung, welehe in 23 zur Sprache koramt.
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Einheitselement, x die Coordinate von p in deni dureh a als

erstes, ~b als zweites Fundamentalelement und e als Emheitselement
definirten Coordinatensystenie, kurzer die Coordinate von p
im Netze ale heissen.

Jede Zahl kann man als Quotient zweier endlichen Zaklen

#! : x2 sehreiben; x und #
2
nehmen unabhangig von einander alle

endlichen Werthe an
3
nur durfen sie nieht gleichzeitig =0 ange-

ttommen werden. Jedes derartige Werthepaar (#1; #2) kann als Re-

prasentant einer bestimmten Zahl, namlich des Quotienten x
l :%<>,

gelten; aber umgekehrt hat diese Zahl nieht einen, sondern unend-

lich viele Reprasentanten ?
namlich alle Werthepaare von der Form

(#u C*^a)> wo Q eine beliebige endliche und von Null verschiedene

Zahl bedeutet. .Diejenigen Werthepaare, deren Glieder in rationa-

lem Verhaltniss steheu, werden die Coordinates, aller Elemente eines

Netzes reprasentiren und durfen deshalb als Reprasentanteii der Ele-

mente selbst angesehen werden. 1st im Netze abe das Paar (x^ xz)

der Reprasentant des Elementes p mit der Coordinate x, so heissen

xu x<> der (gewohnlichen) Coordinate x ~ entsprechende

homogene Coordinaten oder horaogene Coordinaten des

Elenientes p im Netze abe, uncl man bezeichnet das Element p
durch (x lt %2). Bei endlichem x kann man x

i
= x, x^ = 1, bei

x == oc kann man x
l

===== 1
,

x>2
= nehmen. Die Fundamentalele-

mente werden durch (1, 0) und (0, 1), das Einheitseleraent durch

(1, 1) dargestellt.

Die homogenen Coordinaten erweisen sich als zweckmassig schon

bei der Losung der Aufgabe: Das Doppelverhaltniss von vier

Elementen pyrs zu berecLnen, welche ini Netze afie durch

(?4 ,
a?2)7 (yu y2), (el9 ^}, (t19 ^) reprSsentirt werden. Smd

zuerst pgrrs von einander und von a verschieden, so kommt:

2/2

Demnach bleibt die Formel

noch gtiltig, wenn eines der Elemente nach c& fallt, und schliess-

PJL5.0H, Voilesuugeu 12
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lich aueli dann, wenn zwei Elemente identiscb. smd. Diese

Forme! lasst noclmals erkennen, dass pyrs hi sigrp, rspq, qpsr

perinutiit werden durfen. Sie 'aiulert sieh mcht, wenn man x
{
und

x* durch $Xi mid g$2 eisetzt, oder y l
imd j/2 durcli py, und py2 ,

u% s . w
.^

wie vorherzusehen war.

Zn den Gebilden zweitei Stnfe ubergeheiid, nehmen wii zuerst

auf eiiier Ebene Tier feste Puukte a~bce an
;
von denen keine drei

in gerader LInie hegen, und projici-

ren e aus den Punkten a, &, c auf die

Geiaden resp. be, ca, a"b nach e
19 e>,

63. 1st jp t
ein Punkt des Netzes 60^,

jp2 em Punkt des Netzes &&>, jp der

Durchschnittspunkt der Strahlen a$ l

und lpi, endlich j?3 die Projection

von p aus c auf a&, so sind die Bii-

schel l(caep] und p(e i aeV) perspec-

tiv
? folglieh

es existirt also auch ein Doppelverhaltniss

d k ^ ist ein Punkt des Netzes a&e
3

. Jeder Punkt jp der Ebenc

abc, welcher sich ans a, &, c auf resp "be, ca, ab nach Punkten

derNetze bce^ cae2 ,
abe3 projicirt, wird ein Punkt des Netzes

alee genannt; insbesondere sind alle Punkte der Netze bcei9 eae>,

a6% Purikte des Netzes alee.

Ooordmaten von p i
im Netze

mit #, ^ ^ie von ^s

Bezeichnet man nut ?
1; t;2

die

mit %, ^2 die von j)2 im Netze

so ist

p(e 1 ael) p(et alc) p(

Bezeichnet man ferner den gememscliaftlielien Werth der Quotienten

mit X3 ,
so ist

#2
: #3
=

0j : t;2 , % : ^ = ^ : w2 .

Es giebt also drei Zahlen $i9 #2 > % VO11 ^er Beschaffenheit, dass
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Dies bleibt auch dann richtig, wenn $ auf emer Seite des Dreiecks

abc, aber nicht in emer Ecke liegt Fallt )> z B in die alt, aber

nicht Bach a oder I selbsfc, so fallen p^p^p^ resp naeh bap, uud
man hat #

3
= 0, wahrend x

i
und %

2
von Null verschieden smd.

Liegt p aber in emer Ecke jenes Dreiecks, so wird einer der Punkte

IhPzPs nnbestiinmt, wenn p sich z. B. mit a deekt, so wird p l
un-

bestimmt, p> und jpa fallen nacb a, man nimmt x^ = 0, a?
3
= und

fur X
L
eine beliebige endhche, von Null verschiedene ZahL

Da von den Quotienten x^ix^, x6 :x { ,
x

l

' x2 hochstens emer
unbestimmt werden kann

;
so liefern die Zahlen xl7 x%, x% mindestens

fur zwei von den Punkten p L , p19 2h &er yon ^en Strahlen ap {J

bpn cp% be&timmte Lagen und also stets den Punkt p als Durch-

sehnittspunkt dieser Strahlen. Dmgekehrt werden durch. p die drei

Zahlen nicht vollkommen bestimmt, vielmejir smd mit dem Werth-

system (xly
x2J x%) als Reprasentanten des Punktes p allemal un-

endlich viele andere gleichberechtigt, namlich alle Systeme (gxi9

Q%2 , ^^3 ), wo eine beliebige endliche, von Null versehiedene Zahl

bedeutet. Wenn wir daher x^ x*, x^ Coordinaten des Punktes

p im Netze abce nennen
;

so sind diese Coordinaten als homo-

gene zu bezeichnen. Abgesehen davon, dass sie nicht gleichzeitig

Null werden kbnnen, unterliegen die Coordinaten noch der Be-

schiankuug, dass ihre Verhaltnisse rationale Zahlen sem miissen,

konnen jedoch im Uebrigen behebig angenommen werden

Fur alle Punkte der Netze 'bcei) cae& a"be% aber nur fiir

diese ist beziehungsweise x
1
=^0

9 x^ = 0, %
3
= 0. Die Punkte

a, J)
j

c haben der Reihe naeh die Reprasentanten (1,0, 0), (0, 1, 0),

(0, ; 1) und heissen der erste, zweite, dutte Fuiidamen-

talpunki Der Punkt e hat die Coordinaten (1, 1, 1) und heisst

der Einheitspunkt Die drei Fundamentalpunkte (m fester

Reihenfolge) bestimmen mit dem Emheitspunkte das Coordinaten-

system.
Nimmt man jet

r/t auf einer Ebene vier feste Geraden ABCE
an, von denen keine drei durch emen Puukt laufen, und nennt jede

Gerade &
?

fiir welche zwei von den Doppelverh'altnissen A(CEff)^
JB(GAHG-), C(ABEQ) existiren, erne Gerade des Netzes

ABCE, so kann man fur die Geraden dieses Netzes homogene
Goordmaten u

{ ,
u2 , % derart emfuhrcn, dass im Allgemeinen

Existiren zwei von diesen Doppelverhaltnissen, so existirt auch da,s

dritte, ausser wenn G eine der Geraden ABC ist. Fiir A nimmt

man als Coordinaten (I, 0, 0) oder (9, 0, 0), fur B (0, 1, 0) oder

12*
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(0, , 0), fur C (0, 0, 1) oder (0, 0, p), JE? wird dutch (1, 1, 1)

oder (9, , e) dargestellt. Die Geraden ASGE bestimmen, die

drei ersten als Fundamentallinien ;
die letzte als Einheits-

llnie, das Coordmatensystem.
Man pflegt in der Ebene Punkt- und Liniencoordinaten gleich-

zeltig einzufukren, indem man m ilir em Dreieck und em Paar

Elemente, welehe in Bezug auf das Dreieck Pol und Polare ( 11

Seite 91) sind, festhalt Es seien ale die Eeken des Dreieeks,

ASC ibre Gegenseiten, der Punkt e Pol der Geraden E fur ale,

von den Punkten alee solleu keine drei auf einer Geiaden, also

aucli von den Strahlen ASCE kerne drei m einem Buschel liegen.

(Die Figuren alee ABCE und ABCE alee sind polarreciprok.)

Nehmen wir einen Punkt jp(^n ^
2 ? ^s) ^m Netze alee und eine

Gerade G(^t i> u29 %) ina Netze ABCE, dann wird G von den

Strahlen A, S } C, ap } Ip, cp resp. in yl9 y2 , y^ pt> p2 , p }
so

getroflfen, dass

oder

~\
denn bedeutet fur eirien Augenblick s den Punkt AE, so ist

*
9 a(c66) 1,

^^=
Liegt p auf 6r, so fallt p mit _p1; jp2 , p3 zusammen, die Doppelver-
haltnisse (y^y3p^, (yiVzysPz)* (yi^^JPs) werden identisch, die

Summe ^^ + ^2^2 + ^3% w^ Null, und umgekehrt. Man uber-

zeugt sich leicht, dass dies auch dann richtig bleibt, wenu eine

oder meJhrere Coordinaten verschwinden.

Smd nun g[(yi , y2; y3) und r(gn #2 , %) Punkte des Netzes

alee, und macht man

so verh^ilten sicb t;1; ;
2 ,

^?3 wie ganze Zahleu, ohne gleichzeitig
verschwinden zu konnen, und stellen^ da

eine Gerade dar, welcbe zum NeizeASOE gehort and die Punkte

qr enthalt, d. h.: Verbwdet man #wci Punkte des Netges alee, so
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etJialt man eine G-emde des Netzes ASCE: sudd man den Dwcli-

scJmittsjwnkt zweier Geraden des Netzes ABCEj so erlialt man emen

Punkt des Nehes alee. Xennen wir clatter solche Geraden auch

7 Geraden des Netzes abce", ihre Coordmaten aueh ^Coordi-
naten im Netze alee*, jene Punkte auoh

,?
Punkte des Netzes

ABCIE" u. s. w., so sind alle Pimlte mid Geraden, uelclic cms den

Punlten alee oder mis den Geraden ASCE dadurcli JienorgeJien,

dass man in der Ebem abc nur Pwikte durcli Geraden verfandet

und DurcIiscJmittspunkte von Geraden a/ufsucht, jElemente des Netzes

abce oder nacli Sdieben ASCE zii nennen, Und nach 15

(Seite 1201) lasseii sich alle JElemente des Nefees aits den Puiikten

alee oder aus den GentdenABGE durcli jene Constrmtionen allein

lierstellen.

Die Glelclinng x^ + x,u^ + x^u^ = 1st die notliwen-

dige und liinreicliende Bedingung fur das Anelnander-

liegen der Elemeute (xi9 %2} a?3) und(w,, Zf27 s ) ;
von deiieu

das eine ein Punkt
;
das andere eine Gerade des Netzes

alee ist.

Das Element (%19 %<>, sc^ werde mit x bezeichnet, das Element

(P\y &<>) 3)
mit j) n. s w. JDurelx den Punkt x des Netzes a^ce

kann man vier zum Netze gehorige Strahlen ziehen, indem man x

mit vier Punkten pqrs des Netzes verbmclet Der Strahl xp hat

die Coordinaten

Folglich ist das Doppelverkaltniss

Daraus ergibt sich aber auch fur die Strahlen xp, x%, xr, xs em

Doppel verhaltniss

uud wenn z. B. (xpr) die Determinante 27+ ^j)2 r3 bedeutet, so.ist

N (xpr)(oeqs)-'
War ^= 0, so musste man ABC durch BCJL oder O^LJS ersetzen,

Auf der Geraden M des Netzes a&tfe kann mail vier Punkte

des JJetzes bestimmen, inciem man ^ mit vier Strahlen ccfiyd des

Netzes zum Sohneiden bniigt, Fiir diese Punkte ergiebt sieh das

Doppelverhaltniss
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Siud also xpqrs gleichaitige Elemente des Netzes alee, und

Iiegeii von den vier Bleinenten pqrs keine drei in eiiiem einformi-

gen Gebilde, so existiren mmdestens zwei von den Doppelverhalt-

nissen

cl li. x ist em Element des Netzes p$rs ,
und tiberhaupt alle Punkte

uncl Geraden des Netzes al)ce gehoren zum Netze pqrs, insbeson-

dere abce ABGE selbst. Eezeichnet man nut p%rs vier PunJde des

2?ete$ a 7oce
>
wn denen leine drei in gerader Lime liegen, oder mer

Getaden des Netzes a'bce^ von denen leme drei sicli in einem PunJcte

treffen, so gelioren alle Elemente des Nctees abce auch gum Netee

pqrs und umgekehrt
Die voistehenden planimetrischen Betrachtungen lassen sicli so-

fort auf centrische Figuren tbeitiagen. Dtirch einen beliebigeii

Punkt ziehe man drei StraLlen a"bc, welche durch drei Bbenen AJ3G
verbunden werden, und ausseihalb dieser Ebenen einen Stiahl e

nebst der (nach 11 Seite 92) als Polare fill ale zu e gehoiigen
Ebene E. Diejenigen Strahlen und Ebenen des Bundels al>c

}
welche

aus den Strahlen a'bce oder aus den Ebenen ABCE dadinch her-

vorgelien ;
class man nur Strahlen durch Ebenen verbindet und

Durchschuittshnien von Ebenen aufsuclat, werden Elemente des

Netzes abce oder ABCE genannt Smd p qr s vier Sti ahlen

oder vier Ebenen des Netzes abce, von denen kerne drei in einem

Biischel liegen, so gehoren alle Elemente des Netzes abce auch

zum Netze pyrs und umgekehrt Diese Elemente haben je drei

homogene Coordinaten mi Netze abce oder ASGJEj ale
heissen B^undamentalstrahlen, e Einheitsstrahl, AUC
Pundanientaleben en, E Einheitsebene des Coordmatensy-
stemes Smd oc

i
x2^ die Coordmaten des Strahles #

; u^u^u^ die der

Ebene w im Netze altce, so hat man*

u.sw
;

^l
( w) u. s. w

Der Strahl x und the Ebene u liegen daim und nur dami auem-
ander

?
wenn

x^u { + %^2 + x$U} = 0.

Smd xpqrs Strahlen oder Ebenen des Netzes
;
so hat inau:

Damit vei lassen wir die Gebilde zwaiter Stufe. Wir nehmea

jetzt fuaf feste Puukte aii, alcde, von denen kerne vier auf exner
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Ebene liegen, und piojiciren e aus den Puiikteii a, l
y c, d auf die

Ebenen resp led, cda, dal, ale nach e 1} e2) e^, c
4

Die Ebene
ale mag die Gerade cd im Punkte en schneiden, die Ebene ace
die Gerade Id im Punkte el3 u! s. w. Sind pn , p2%, pu Punkte

resp. der Netze cdeny ade^, aleu , 1st p der Durchschnittspunkt
der Ebenen alpn , bcpn ^ cdp^, und werden die Geraden ac

y ad,
Id resp, von den Ebenen Idp^ Icp, acp In den Punkten p^ y p239

J>13 getroffen, so sind pU9 j)23> pis Pankte resp der Netze ace2i ,

aden ,
lde1B j

denn wenn man noch p aus a
y I, c, d resp. auf 6crZ,

crZa, r?a&
3
a5c nach p^ p2 , p^ 3 p4 projicirt, so ist in der Ebene

eda der Punkt e<> aus c, d, a auf resp. da, ac
}
cd nach en , e24 ,

e12 projicirt, ebenso jp2 nacn 1^3 1^24? A2? folghch liegtj?24 im Netze

ace^ u. s. w.
;

tind man bemerkt
3

dass die Punkte p 1 ^ |?9; p3 , p4

lesp. zu den Netzen Icde1? cdae2 , dale^ alce gehbien Jeder

Punkt $>, welcher sich aus a
; 6, c

7
<rZ auf lesp. led, cda, dal

}
ale

nacli Punkten der Netze lcdei} cdae
2:i

dab 6$, alce4 projicirt, wird

ein Punkt des Netzes alcde genannt; die Gerade cd wird von

dei Ebene alp in einena Punkte pn des Netzes ede^ getroffen

u s. w. Insbesondere sind alle Punkte dei Netze bcde1} cdae2 ,

dale3 ,
alce4 zum Netze alcde zu rechnen.

Es seien x^x^x^ die Coordinaten von p4 im Netze abce
4 ,

also

Dann kann man die Zahf x4
so Muzufiigen, class A x^x4 die (Joor-

ditiaten von p {
im Netze Bcc?^ warden, dass also nock

Aus den Werthen von (ac^i^) ll11^ (^^^12^12); oc' er V011

und (&^13 2>, 8 ) folgt:

Die Zahlen x
l
xzx^ haben also die Eigeuschaft, dass X2 x^x4

die

Coordinaten von p l
im Netze Icde^ X

3 x4 xi
die von p2

im Netze

edwe^ x^x^x^ die von j>3 im Netze dale$, x
i
x2 x^ die von j?4 mi

Netze alce4
vorstellen. Solche Zahlen sind auch dann vorhanden,

wenn p mit zweien der "Punkte alcd in gerader Lime liegt, aber

in kemen dieser Punkte fallt. Liegt p z. B. m der al, aber nieht

in a oder ft, so fallen p { p2PtP4
^ach resp. lapp }

und man hat

x^ = 0, x4 = 0, aber #1; a?2 mcht Null Veremigt sich p mit einem

der Punkte alcd, so wird eine der Projectionen p^p^p^p^ unbe-

stimmt-, fallt j) z. B. nach a
}
so wird j) t unbestimmt, p^p^ fallen
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uacli a, man mnirat ^ = 0, a?3
= 0, ^ = und fiir y

{ irgend eine

endhehe, von Null versehiedene Zahl

Die Zahlen sc^x^x^ bestimmen den Punkt p als Durchschnitts-

punkt derEbenen alpr̂ cicp^ u. s< w. und heissen Coordinaten

von p im Netze alcde^ man kann statt ihrer aucli ^^1? @#2 ,

^j;3 ,
#;4 neknien, wenn Q weder rioch oo ist. Diese Coordinaten

smd wieder als homogene zu bezeichnen; sie konnen nicht gleieh-

zeitig Null werden, ihre Yerhaltmsse sind jationale Zahlen, andere

Beschrankungen bestehen nicht. Fur alle Punkte des Netzes bode
i

ist x
{
= 0, fiir alle Puiikte des Netzes cden ist %

t
===== x

2
=

;
u. s w.

Die Punkte , 6, c
? rf, ^ liaben der Reihe Bach die Reprasentanten

(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 1,1,1) und

heissen der erste ; zweite, dutte, vierte Fundanientalpunkt ;

beziehungsweise der Einheitspunkt Die yier Fundanientalpunkte

(la fester Reihenfolge) bestimmen mit dem Emheitspunkte das

Co ordin at en system.
Analog werden nacli deni Gesetze von der Reeiprocitat zwisclien

Punkt und Ebene, wenn von den fiinf festen Ebenen ASCDE
keine vier in emeni Biindel liegen, die Ebenen des Netzes

ASODE und ihre Coordinaten defimit; AJBCD weiden die Fun -

damentalebenen, E die Einheitsebene des Coordmatensj-

stemes. Ist P eine Ebene des Netzes ASCDE mit den Coordinaten

t
t

2
^3 w4 ,

so hat man nn Allgemeinen

, CDB, CDE,

Man pflegt Punkt- und Ebenencoordmaten gleiehzeitig einm-

fiihren, indem man vier feste Punkte a, $,0, d, welche durch vier

Ebenen A, B } G, D (namhch bed, cda, dal) } abc) verbunden wer-

den, mid ausserhalb dieser Ebenen einen Punkt e nebst seiner Polar-

ebene E fur abed ( 11 Schluss) annimmt, so dass abode ABODE
und ABODE abode polarreciprok werden. Der Punkt e

l9
in wel-

chem die Gerade ae der Ebene A begegnet, ist dann der Pol der

Geraden AE fiir bed. Es sei $ (&1; %%, x%, o?4) ein Punkt im Netee

abcde, P(wj, t 25 %; ^4) erne Ebene itn NeizQABCDE) von den

Ebenen A, B, C }
D werde P in den Geraden #,, g2) g$ } g^ von

den Strahlen ap, bp, cp } dp in den Punkten p i9 p%, JP3 , j)4 ge-

troffen. Im Netze bcde
i
hat die Gerade g i

die Coordinaten, %%^4 ,

die Projection p des Punktes p aus a auf A die Coordinaten

#
2 #3 #4 . Bezeichnet man den Punkt g l gl

d. i ABP (also den

Durchschmttspunkt der Geraden cd mit der Ebene P) mit yi2 u. s. w.,
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so liegen y12 l^J^ auf einer Geraden (namlich auf den Ebeuen P
und e^Tp) u. s. w.

Wenu von den Geraden g^g^g^ kerne drei durch eiiien Punkt

gehen (d. h. wenn P keinen Fundamentalpunkt enthalt, oder wenn

u^iii^u4 von Null verschieden sind), so kanu man auf der Ebene
P etwa von ^ den Pol in Bezug auf ff2 g^g4 (oder y^y^y^ eon"

stiuiren imd findet

als Gooidinaten YOU j>2 im Netze g*g$$i (odei

als Coordinaten von _p t
in deniselben Netze , u. s w. Wird iicimlich

in der Ebene ^.4 der Punkt jp' aus & auf die Gerade cd nach j;

/7

projicirt, so eihalt man naeh einer oben (Seite 180) gemachten Be-

merkung, wenn man noch berucksicLtigt ,
dass p^p^^ auf einer

Geraden (namlich auf denEbenen P mid aBp) Uegen^ und class die

Indices permutirt vveiden dm fen:

731 (^24 723 Pl)
=

^34 (^1^3^13) ^(^ ^23 7l2^l) = ~,

Liegt p auf P
;

so fallt p mit pu p2? p3? j?4 xusammen, die

Sunime x^ + ^2% + #3% + #4^4 wird Null^ und umgekelgt Von
der Beschrankung, dass P keinen Fundamentalpunkt enthalten

soil, kann man sich leieht befreien, Smd daher g^^^^a^)?
r(^^2 %^4), 5(^^#3^) Punkte des Netzes abcde, und setzt man
die Determinanten
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2/2 2/3 2/i

% %

2/3 2/i 2/4

;

2/i 2/o 2/4
|

i I 2 4 i

bo veisekwinden die Surninen

2/2 2/3

mid es stellen i^y^ eine Ebene dar, welcke zum Netze ABODE
gehort und die Punkte q,r,s enthalt, d h.- Verbindet man dm
PunJde des Netees abode, so erMlt man eine Ebene des Netzes

ABODE; suclit man dm DurckscJimttspunkt drezer Ebenen de&

Netzes ABODE, so erlialt man einen PunU des Netaes abode
Demnaek fallen die Geraden, welche je zwei Punkte des Netzes

abode verbinden, mit den Geraden, in welcken je zwei Ebenen

des Netzes ABODE sick sckneiden, zusammen. Diese Geraden

sollen j Geraden des Netzes abcde" oder Geraden des

Netzes ABODE", die Ebenen des Netzes ABCDE auck ^Ebe-
nen des Netzes abode", ikie Cooidinaten auck Coordinates
im Netze abode "

}
die Punkte des Netzes abode auck ,;

Punkte
des Netzes ABODE", ikre Coordinaten auck

,;
Coordinaten iin

Netze ABODE" keissen Alle Pwikte, Geraden und Ebenen,
welche aus den Punlten abode oder aiis den Ebenen ABODE
durcJi graphiscJie Constructionen hervorgehen, s^nd Elemente des Netees

abode (oder des Nefees ABODE}. Und alle Elemente des> Netees

werden aus den PunMen abode oder aiis den Ebenen ABCDE
durch gtaphiselie Constructionen Jiergestellt.

Die Gleickung x
{ u^ -f- x^u^ -f- x% u% + ^4 ^4

sss ls t die

notkwendige und kinreickende Bedingung fur das An-
einanderhegen cler Elemente (# 1

#2 #3# 4 ) imd (^i%%%) ;

von denen das eine ein Punkt, das andere eine Ebene
des Netzes abode ist.

Das Element (^#2 #3 #4) werde mit x bezeicknet, das Element

(2/12/2^/4/4)
m1^ y u - s w - Durck die Pankte x und y des Netzes

abode kann man vier zum Netze gekonge Ebenen legen, mdem
man die Grade $y mit vier Punkten jpgtrs des Netzes verbmdet.

Die Ebene xyj) hat die Coordinaten -27 + ^
2 2/aJP4; ^+^'32/1^1

u. s. w.j so
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GD(A 9 ,v '

ebenso

CD(A> S }
E

9 xycfi=' -S

u. s w. Polglich bestimnien die Ebenen o?yp, ^2/#, &*?//*, j?#$ em

Doppelverhaltniss

scrfi > 4 JS g8 yij

.__
-#2^4 -^^32/1^4 ^^32/1^4 ^

Bedeutet daher z. B. (xy$r) die Deteiininante -27+ #j y2.#j r
j ?

so ist

Ini Falie #
3 y4 ^

4 ?/j
=

?
d 1 ^

3
: #4
=

2/3
:
2/43 ersetzt man ABCD

dm eli eine Permutation.

Auf der DuichscLaittslinie zweier Ebenen u and -y des Netzes

abode \verden viei Punkte des Netzes bestirarat
;

incleni man die

Geiade uv mit vier Ebenen a{$y$ des Netzes durchschneiclet. Fur

diese Punkte ergiebt sich. das Doppelveihaltmss

Smd also ocypyrs gleichaitige Elemente des Netzes abetle, und

hegen von den fiinf Elena enten pqrsx kerne vier in einem Gebilde

zweiter Stufe, so existnen nimdestens drei von den Doppelverlialt-

nissen

rs^pQxy}, fl^OP^V)? Qr(psxy} u. s. w, 3

d h. y 1st em Element des Netzes P([rsx, und uberhaupt alle Ele-

mente des Netzes abode gehoren zuoi Netze pgtrsx, insbesondeie

abode ABODE selbst. Hczeichnet man mit pqrsx fiinf PunMc des

Netzes abcde? von denen lieine vier ^n einer Ebene hegen, oder funf

Ebenen des Netzes abcde, von denen Iwitye vier dureh einen PunM

geJien }
so sind alle Elemente des Netzes abcde aueli Elemente des

Nefaes pq_rsx wid umgehehrt.

23. Die stetige ZaMenreilie- in der Seometrie.

Warden funf Punkte a, 1)
9
c

7 d, e festgelialten, von denen keine

vier in emer Ebeue liegen, so konnten wir jedes Element des Netzes

abcde durch Zahlen darstellen. Jeder graphischen Beziehung zwi-

schen solchen Elementen entsprach em gewisser Zusamraenhang
zwisclien den Zahlen, welche zur Darstellung der Elemente dienten
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Es war aber nocli nicM zu ertennen, ob sicli die analytisehe Be-

handlung auf alle Elemente ausdehnea lasst.

Zuersfc waren Zahlen znr TJnterscheidung der Elemente von

Netzen in einforniigen Gebilden eingefuhrt worden; wir werden dern-

geniass aueh jetzt zuerst ein einforruiges Grebilde m Betracht ziehen.

Es seien a, I, e beliebige Punkte einer Geraden, welehe den eigent-

lichen Punkt p enthalt, und in dieser Geraden mogen die eigent-

Hehen Punkte f und g auf verschiedenen Seiten von p angenommen

werden. Im Netze ale kann ich ( 21 Seite 176) einen eigentliclien

Punkt B zwiscben / und p, einen eigentlichen Punkt E zwischen

p und g, endhcli einen mcht zur Strecke BE gehorigen Punkt A
, constiuiren, so dass BE durch Ap

getrennt warden, und um festzustellen?

zuni Netze a"be gehort, brauclie

jenes Punktes

zuni Netze ABE zu untersuclien. Wenn nun der Punkt p einen

Index un Netze ABEbesitzi, so ist der letztere jedenfalls zwischen

und 1 gelegen (
21 Seite 176); es wird dalier geniigen, die

Punkte des Netzes ABE }
welehe den Indices

entsprechen ,
der Eeihe nach zu construiren und darauf zu achten

;

ob man miter ihnen dem Punkte p begegnet.

Allem nach den bereits in den beiden ersten Paragrapheu

(Seite 18 und 25, vergl. auch 15 Scliluss) gemachten Bemerkungen

ist diese Construction nicht behebig weit auszudehnen, vielmehr

lasst sict allemal unter Beriicksiclitigung der Verhaltnisse des ein-

zelnen Falles eine Grenze angeben, welehe man nicht zu uber-

schreiten hat. Ura eine solche Grenze zu ermitteln, geht man von

der Erwaguag aus:

dass man in jedem einzelnen Falle eine Strecke MN
anzugeben vermag, innerhalb deren einzelne Punkte
nielit Eielir von einander unterschieden werden^ und
dass von jeder congruenten oder kleineren Strecke

dasselbe gilt.

(Vergl. die Einleitung, Seite 3.) Man mache uun auf der Geraden

ab zu beiden Seiten von p die Strecken ph und p]c mit MN con-

gruent und bestimme zwei Punkte ti und V des Netzes ABJE
9

welehe zwischen p und h
} resp zwischen p und Jc fallen; die In-

dices voii li und Jc' im Netze ABE sind positive echte Brtiche,

welehe auf den klemsten gemeinschaftlichen Nenner gebracht
~
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dureh
, dargestellt werden mogen. Da p zwischen Ji und I!

liegi, so konnen ( 21 Seite 176) als etwaige Indices von p im
Netze ABJE nur diejenigen (positiven, echt gebrochenen) Zahten

in Betracht komnien
,
welche zwisehen und hegeu. Mmdestens

eine solche Zahl kommt in der Reihe

vor; der entspreehende Punkt ist? wenn er nicht genan joait p zu-

sammenfallt, dock nicht merklich von p verschieden, da er sonst

zwischen li und p oder zwischen jp und li musste eingesehaltet wer-

den konnen. Dasselbe gilt fdr die Nenner y -j- 2
;

v + 3,
-

;

iiberhaupt werden die Punkte
;
welche den Zalilen zwischen und

| entsprechen , soweit deren Construction gehngt, von p nicht merk-

lich differiren.

Wenn man nicht schon unter den positiven echten Briichen

mit kleinerem Nenner eine Zahl angetrofien hat, welche den Punkt

p genan darstellt, so wird es hiernach zwecklos sein
;

die Versuche

tlber den Nenner v + 1 hinaus fortzusetzen, und so fiihrt immer

eine endliehe Anzabl von Constructionen zu einer Zakl $, welche

als Index im Netze ABE den Punkt $ mit hinreichender G-e-

nauigkeit darstellt. Endlich berechnet man eine rationale Zahl &,

welche als Index im Netze abe den Punkt p hmreichend genau

angiebt ;
aus der Gleichung

K _ (afteA) (a'beE)

(aleA) x

Es werde jetzt em Strahlenbiischel mit eigenthchem Scheitel

angenommen ,
und in xhm werden drei Strahlen aj5a festgehalten.

Bezeichnet man mit p einen beliebigen Strahl des Buschels
;

so ent-

steht die Frage, ob p durch emen Index im Netze ccpe dargestellt

werden kann. Man lege durch einen (vom Scheitel des Buschels

moglichst entfernten) eigentlichen Punkt p des Strahles $ eine Ge-

rade, welche a, {}> in resp. $, 6, e schneidet, und bestimme

eine rationale Zahl %
}
welche als Index im Netze al>e den Punkt p

genau oder doch hinreichend genau wiedergiebt; die Zahl x> als

Index im Netze ccfts aufgefasst, darf fur einen hinreichend genauen

Reprasentanten des Strahles p erklart werden. Auf diese Bestirn-

mung kann man immer zuriiekgehen, wenn in emem einfortnigen

Gebilcle vier Elemente aVep gegeben sind und gefragt wird
;

ob-

zu jp'
ein Index im Netze a'Ve

r

gehort; denn man kann im Biischel ccfi
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den Strahl Q derart eonstruiren, dass die Figuren afisQ und a'Vep

projeetiv werden, und darf dann die naeh dei obigen Vorschrift

bestimmte Zanl x
7

als Index im Netze a'Ve' aufgefasst, fur einen

hmreichend genauen Reprasentanten des Elementes p erklaren.

Da hiermit die Mogliehkeit gegeben ist, in jedem einfor-

niigen Gebilde die Lage eines behebigen Elementes ge-

gen drei feste durch eine gewohnliehe Coordinate und

folglich auch duich zwei homogene Coordinaten hmrei-
chend genau zu bezeiehnen, so wird die entspiecliende For-

derung zilnactst fur die Gebilde zweiter Stufe ebenfalls erftillbar.

Sind z. B. abee vier Punkte einer Ebene, von denen kerne drei

in gerader Lmie liegen, p eia Punkt cler Ebeue afic ausserhalb der

Geraden T)c ca aft, so untersueht man
;
wie der Strahl ap gegen

die Strahlen ab ac ae liegt, der Strati &jp gegen 'bc'ba'be^ u. s. w.

Hat man zwei dieser Strahlen moglichst genau durch. Indices in den

betreffenden Netzen dargestellt, so geben die drei homogenen Coor-

dinaten, welche uach 22 Seite 178 den beiden Indices entsprechen,
die Lage des Punktes p niit hinreichender Genauigkeit an. Ver-

steht man endhcli unter ABTAE funf Punkte, von denen keiue

Tier in einer Ebene liegen, unter p einen Punkt ausserhalb der

Ebenen BfA TAA AAB ABF oder eine Ebene ausserhalb cler

Bundel ABTA
;

so ergeben sicli aus diei Indices - Bestimmungen die

vier homogenen Coordmaten eines mit p genau oder annahernd zu-

sammenfallenden Elementes
;

uncl wenn es sich darum handelt, die

Lage einer Geraden zu bezeichnen, so werden zwei an ihr gelegene
Punkte oder Ebenen benutzt

Uebrigens kann man als gegebene Elemente in letzter Lime
stets eineAnzahl von eigenthchen Punkten ansehen, welche

moglichst genau durch eigentliche Punkte des Netzes ABTAE dar-

zustellen sind Dabei wird man die zwischen den gegebenen Elemen-
ten stattfindenden Beziehungen berucksichtigenj sollen z. B. vier

Punkte p %r $ in einer Ebene liegen ;
aber p q r nicht in einer Ge-

raden, so sucht man
;
nachdem die Punkte p q t und also auch die

Ebene p%r dargestellt sind^ von den drei fur 5 erforderlichen In-

dices nur zwei direct auf
;

w'ahrend man den dntten aus der Be-

dingung fur das Anemanderliegen der Ebene pc[r und des Punktes s

bereehnet, u, s. w.

Der Emfachheit wegen wollen wir nur Punkte als gegeben
betrachten Wenn diese nicht durchweg mit Punkten des Netzes

ABTAE genau zusammenfalien, wenn also die den ermittelten

Coordinaten entsprechende Figur nicht genau mit der gegebenen
uberemstimmtj so kann doch die analytische UnterHiichnug sicli nur
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auf die erstere beziehen, und Ihre Resultate werden an der letztereii

sich nur annahernd bestatigen. IE jedem Falle aber gelten fur
die analytisehe Untersuchung folgende Bestlminungen:

1. Jedes System von Tier reellen
;
rationalen oder irrationalen,

aber nlcht gleiehzeitig verschwindendeu Zalilen c
l
%2 x X

4
wird

ein in dem zu Grunde gelegten Coordinatensysteme mit den homo*

genen Coordinaten x
i
xz x^x4 behafteter mathem at i setter Punkt

genannt. Dabei sollen alle Systeme QX^ QX2 gx^ @%4 i wo $ erne

beliebige, endhche und von Null versehiedene Zahl bedeutet,
aber nur solehe Reprasentanten eines und desselben Punktes

sem.

2. Von den raathematischen Punkten
;
welche einer linearen

Grleiehung

^ sagen wir, dass sie in einer mathematischen Ebene

liegen ,
und nennen

J 2 w3
u4 die homogenen Coordinaten dieser

Ebene.

3. Von den raathematischen Punkten, welche gleichzeitig in

zwei Ebenen enthalten smd
,
welche also zwei Imeare Gleichungen

jO? t +n 2 J?2 ~h%2%+ ^4^4 =0 3 ^1^1 +^2'T2+ t!
3''
r3 + ^4^4=:=5 ^

erfullen, sagen wir, dass sie in einer mathematischen gera-
den Lime liegen.

Ziehen wir hieraus
;

ehe wir weitere Bestimmungen treffen,

einige Folgerungen. Vier mathematisehe Punkte (xi x^x^x4 )^

(y\y^y^y^}y (^i^2%^4) (A ^^^) liegeri dann und nur dann in

einer Ebene*), wenn die Determinante 2J+ ^jt/2 ^3 ^
4 verschwindet.

Drei Punkte (XiXx3 x4 ), (y\y^y^y^}^ (^1%^^) Hegen dann und nur

dann in einer Geraden, wenn alle Determmanten aus je drei Co-

lonnen des Systemes

verschwinden. Nimmt man in einer Ebene drei Punkte
(

'(&J&2 ^3 ^4); (Ci
c2$ c

t)
a31

;
welche nicht in gerader Lmie liegen, so

werden alle Punkte der Ebene durch die Zahlensysteme

reprasentirt, wo xAft unabhangig von einander alle reelleu Werthe

*) Das Beiwort ,,raatkeiuatiscla
u wird bei den Pun^kten, Geraden ttnd

Ebenen im Folgonden weggelassen, dagegen werdeadie eigenthchen odei

durcla eigentliche Elemonto definirten Elemente besonders kenutlich gemacht,
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durchlaufen, aber nieht zn gleieher Zeit Null warden diirfen; die

Werthe % $L 0^, wo Q behebig, aber weder Null noeh unendlich,

und nur diese stellen denselben Punkt dar, wie x I p Nimmt

man in einer Geraden zwei Punkte (^a^a^c^, (&i&2^3&4) an >
so

werden alle Punkte der Geraden durcli die Zahlensysteine

reprasentirt, wo x A nnabhangig von einander alle reellen Werthe

durehlaufen, aber nicht zu gleicher Zeit Null werden diirfen; beMlt

Q die obige Bedeutung ;
so stellen die Werthe Q% $1 und nur

cliese denselben Punkt dar
;
wie x I Werden die auf das An-

einanderliegen der
j,
Elements*: Punkt, gerade Lime, Ebene be-

zuglielien Ausdrueke und Bezeichnungsweisen in dem fruher erklarten

Sinne weiter beibehalten, so erkennt man
,
dass in den vorstehenden

Benierkungen die Worte Punkt " und
;;
Ebene " mit einander ver-

tauscht werden diirfen, und dass die Satze 1 2. 4. 5. 7. 15 des

aehten Paragraphen giiltig bleiben. Das Element (x^x^x^} werde

mit ^ bezeichnet u s. w. Bind dann vier Ebenen eines Biischels

gegeben, und mmmt man auf der Axe des Biischels zwei Punkte

x, y und m jenen Ebenen
;

aber ausserhalb der Axe
;

vier Punkte

resp. PJ j, r, s
?
so stellt der Quotient

(orygg)

wo z. B. (%yjpr) die Determinante 2^+ ^j2/2ft r
4 bedeuten soll

;
eine

nur von den gegebenen Ebenen abhangige Zahl vor. In Rticksicht

hierauf schreibt man

4. in dem Buscliel, dessen Axe die Punkte x und y enthalt,

den vier Ebenen, welche nacli den Punkten jp ? %, r, s (m dieser

KeiBienfolge) hingehen ?
ein bestimnates Doppelverhaltniss zu,

welches durch den Ausdruck

(xyps)

definirt wird, Ebenso wird

5. auf der Geraden, in welcher die Ebenen u und v sich

durchschneiden, fur die yier Punkte, durch welche die Ebenen

a, ^3, y y
d (in dieser Reihenfolge) hindurchgehen, der nur von

diesen vier Punkten abhangige Ausdruck

(uvczd)

als Doppelverhaltuiss eingefuhrt.

Sind oc, $j y, S die Ebenen %yp } wyy, %yr, xys^ so kann
man wahlen:
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a
\

= Z

u s. w. und erhalt:

wo z. B. Wa. = 7/jflJj +
) ;

so wird

ebenso

u. s w. Die Differenz ^^^ ^vx ist mcht Null, folglich haben

die Ebenen aftyd dasselbe Doppelverhaltniss, wie die perspective

Punktreihe auf der Geraden uv* Man seHiesst hieraus: Je zwei

perspective Punktreilien haben einerlei Doppelveili'altniss , ebenso

je zwei perspective Ebenenbiisclael.

6. Das feste Doppelverhaltniss aller Punktreilien und Ebenen-

biischel, welche mit vier Strahlen eines Strahlenbusehels perspee-

tiv liegen, wird das Doppelverhaltniss der vier Stialileu

genannt

Das Doppelverhaltniss von vier Elementen alcd eines einfor-

migen Gebildes ist also gleich dem Doppelverhaltnisse jeder pro-

jectiven Figur. Dasselbe soil auch der Index von d im Netze ale

genannt werden; ist sein Werth eine ganze Zahl w, so soil d das

nte Element des Netzes a'bo heissen.

7. Sind a & c d vier Elemente in einern einformigen Gebilde,

so sagt man von den Paaren al) (oder la) und cd (oder dc),

dass sie getrennt oder nicht getrennt liegen, je naclidem das

Doppelverhaltniss von abed negativ oder positiv ist

Die Worte
;;
Punkt^ und ,?

Ebene" kbnnen auch jetzt tiberall

unt einander vertauscht werden.

Die so eingefdhrten BegnjGfe werden wieder graphische oder

protective genannt. Aus ihnen "werden alle Begriffe und Be-

zeichnungen, welche wir in der projectiven Geometrie ein-

gefuhrt hatten, auch jetzt in gleicher Weise abgeleitet. Dies ist

freihcli nur deshalb zulassig, weil alle graphischen Satze und

gwar jetsrt oJine jeden Vorlelialt gtiltig bleiben
?
wie zunachst in

Kiirze gezeigt werden soil.

Das Doppelverhaltniss von vier Punbten pqrs einer Geraden

lasst sich namlich auf erne einfache Form brmgen, wenn man zwei

PASOH, Vorlesungen,
^"
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weitere Punkte a 5 der Geraden emfuhrt imd dann fur i = 1
;
2

;

3, 4 setzt

^, * ff t + %&t? g,
=

fl, + A&, , n = 0* + f*6t; $/
=

* + V & 7

wodurch unter voiubergehender Benutzimg von zwei willkurlichen

Punkten xy auf einer die vorige mcht schneidenden Geraden jenes

Doppelverhaltmss
y 2?) _ (y~ .ft) ^y)

(a?y gr) (xyps) (lp) (& v)

sich ergiebt. Aus dieser Form leitet man sofort den Zusammen-

hang zwisclien den durch Permutation der Punkte pqis sieli er-

gebenden Doppelverhaltnissen ab
;

wie er in 21 Seite 173 an-

gegeben ist
7
und tlbertragt ihn auf beliebige einformige Gebilcle.

Man beweist ferner fiir funf Eleniente pqrst eines einformigen

ferebildes, dass die Doppelverh'altnisse der drei Figuren pqst, jpyir,

pqrs als Product die Binheit liefern. Daraus folgt die Richtigkeit

der viar letzten Satze des 7. Von den graphischen Satzen des

neunten Paragraplien braucht nur einer Her bewiesen zu warden,
etwa der dritte; benalt man die dortigen Bezeichnungen bei

;
so

liefern die Doppelverhaltnisse der Figuren M1L^^\ LJkk'
}
JKll f

das Product Ems (vgl die Betrachtung auf Seite 178) ;
wenn also das

erste Doppelverhaltniss negativ und das zweite positiv isi, so ist

das dritte negativ. Die graphischen Satze der 10 12 werdeii

aus den vorhergehenden grapnischen Satzen gefolgert. Figuren
mit gleichem Doppelverhaltniss sincl projectiv. Das Doppelverhalt-

niss von vier harmonischen Elementen ist negativ und gleich sei-

nem reeiproken Werthe, also = 1. Je vier Eleniente mit clem

Doppelverhaltniss 1 sind harmomseh.

Unter Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen findet man-
&b \ (xy as) (xi) ftp} v al \ v ?H vmd = -

T \ , <
==

, md a = ~
, ind r = ~~

.* > 2 ' *

_ __
i "p

wenn also im Netze als der Index von r zwischen den Indices

von p und q liegt, so ist das Doppelverhaltniss der Punkte

negativ, die Paare pq und ra liegen getrennt. Die Punkte

liegen harmomseh unter der Bedmgung

Diese ist u. A. erfiillt, wenn p, q, r iitfWdtze als die Indices n 1,

n + 1, n besitzen, wo n eine gati^^air'Bedeutet, cl. h. auch bei
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der jetzlgen Definition der ganzzahhgen Indices wird der (n l)
te

Punkt des J\
T
etzes vom (n -f- l)

ten durch den Mtcn und den Xullpunkt
harinonisch getrennt, die Definition fallt also mit der fruheren zu-

sanimen. Werden nun in elner Geraden die Punkte AB
l
durch

BQ P getrennt, ist also das Doppelverhliltmss der Punkte AB
i
B P

negativ, folglich das der Punkte ABQ B {
P grosser als Ems, ist

ferner n die grosste positive ganze Zahi, welche den Index von P
im Netze AB^B^ nicht ilbersteigt, Bn der niQ und Bn + i der (n -f- lj

te

Punkt des Netzes AB^Bi ^ so fallt entwedei Bn mit P zusammen
oder (der Index von P fallt zwischen n und n -f- 1 und) es werden

BnBn + i durch AP getrennt. Danait ist jenes graphisclie Theorem
des 15 (Seite 120) erwiesen, welches auf clem damaligen Stand-

punkte nicht aus graphischen Satzen deducirt werden konnte, und

es schliessen sich claran ohne Weiteres alle ubrigen graphischen
Satze an

?
welche wir in den 15 18 abgeleitet haben. Die

Paare pc[ und rs sind fur a Equivalent unter der Bediugung

1,1 1,1 , i l i iJ-- ----- oder --
,
=---

/.'^fc It,
l V X A*

fi V

Um alle Satze des 21 auf mationale Indices ausdehnen zu

konneu, bemerken wir, class

i i

Aind r = md a (K ^) a *___ ^
(* 1} f* jL_~]L

und definiren fiir beliebige Lage dei funf Puukte

.r,-
1 '

md

so dass

a (P'r\ aj>

md vp#/ = mind \pgfj = md r

und mithin, wenn fiir a die Paare ## und rt Equivalent sind:

(\
/ \* <? \ /'1/*C\' <> \ a ll (U *

|)<27
= ind \rtj == md &,

erne Erklarung, welche man fiir die in 21 betrachteten Punkt-

reihen leicht mit der dort gegebeuen in Ueberemstimmung bringt.

Die in 21 gegebenen Satze werden jetzt auch fur nicht durch-

weg rationale Indices als gultig erkannt, zunachst in der Punkt-

reihe, in Folge dessen aber auch im Strahlen- und Ebenenbuscheb

Dadurch kommen schliesslich auch in 22 die Beschranfcungen in

Wegfall, wonach die Goordmatenverhaltnisse rationale Zahlen sein

13*
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mussteu mid nur diejenigen Elemente durch Coordinaten darstellbar

waren, welclie sicli aus den das Coordinatensystem bestimmenden

Elementen durch gewisse Constructionen ergeben. Der Coordinaten-

begnif wird derart erweiteit, dass aus irgend fiinf Ponkten, von

denen keine vier in emer Ebene liegen, ein Coordinatensysteni ge-

bildet werden kann, wobei die Doppelverhaltnisse In jedern Goor-

dinatensysteme in gleicher Weise aus den Coordinaten berechnet

werden und die Beiingung des Aneinanderliegens von Punkt und

Ebene immer die mimhehe Gestalt besitzt.

Die Stammbegnffe der projectiven Geometrie liaben durch die

vorstehenden Festsetzungen diejenige umfassendere Bedeutung er-

langt, auf welche am Ende des 15ten Paragraphen hingewiesen

wurde. Urn den dort besprochenen Satz aufstellen zu kbnnen, be-

darf es nur noch der Bestimmung, dass.

8. wenn abc eigentliche Punkte auf emer Geraden siud, c

zwischen a und & gelegen , jeder durch a und & nicht von c ge-

trennte Punkt der Geiaden al> em a Punkt der Strecke aft"

oder ein ^zwiscken a und & gelegener Punkt"" und

9. wenn d und e Punkte der Strecke ab sind, jeder durch

d und e von a oder I getrennte Punkt /' der Geraden aT) em

^zwischen d und e gelegener Punkt" genannt wird.

Von den Punkten der Stiecke ab gelten die Satze 6 18. und

die Definition 4 des eisten Paragraphen; zum Beweise kann man
die 'Indices im Netze abc emfuhren, wobei die Punkte der Strecke

a& alien positiven Weithen entsprechen und der Index von /' zwi-

schen die Indices von d und e fallt (vgl. 21 Seite^l76). Nehmen
wir nun innerhalb emer geraden Strecke AS den uneigentlichen
Punkt J7/und setzen wir voraus, dass auf der Geraden AB Punkte

A^A 2
A

A
.. in unbegrenzter Anzahl definirt werden, Im Netze

ABE seien a^a^a^ . . . die Indices der Punkte A
(
A2A^ . . .; diese

positiven Zahlen besitzen erne positive untere Grenze c
}
derart dass

keine jener Zahlen unter den Werth c sinkt, dass aber
?
wenn d

ngend erne liber c gelegene Zahl bedeutet, nicht alle Zahlen

a
t %% . tiber d liegen. Ordnet man den Indices c und d die

Punkte C und D zu, so fallt C entweder nach I? oder zwischen

A und B] kein Punkt der Reihe A
t
A2 A^ . . hegt zwischen JB

uud (7; zwischen A und D liegen nicht alle Punkte der Eeihe.

Damit ist der in 15 Seite 125 f. formulirte Satz bewiesen, zugleich
aber auch der allgememere:
v Sind drei Elemente ABF m emem einfonmgen Gebilde

gegeben, und kann man in diesem Gebilde Elemente A
{ A%A3 . . .

m unbegrenzter Anzahl detiniren, welche von F durch A und B
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getreimt werden, so existirt ein von F durch A mid B getrenn-
tes oder rait B identisches Element CJ derart dass, wie immer das

von F imd A durch G gettenate Element D in dem Gebilde

gelegen sein mag, nicht alle Elemeute der Reilae A
t
A2A^ . . .

durch A und D von F getrennt werden, wahrend kem Element
der Eeihe durch S und C von F getrennt wird

Diesen Satz kann man beispielsweise bei der Anfsuchimg der

Doppelelemente einer Involution im einformigeii Gebilde anwenden.

Die Involution ist durch zwei Elementenpaare bestimmt; liegen die

Paare getrennt, so sind keine Doppelelemente vorhanden
(

16

Seite 131). Demnaeh seien etwa auf einer Geraden li die Punkte-

paare a a, I ft in niclit gfctrennter Lage gegeben; die Paare aft, let

mogen getrennt liegen. Nimmt man auf h den Punkt c zwischen

* m t m m ^ _,

a b G f y |3
a

1} und ft fur den Grenzpunkt a und nennt 7 den homologen Punkt

in der duich die Paare ace, 6/3 bestinimten Involution, so liegt fur

a auch y zwischen 5 und /3 ( 16 Seite 131), folglich y entweder

zwischen I uud c oder zwischen c und ft J?assen wir nur die-

jenigen Lagen von c iu's Auge, bei denen das letzteie emtntfc, und

nennen wn / den duich diese Punktmenge nach dem vorstehenden

Satze bestimmten Punkt dei Geraden k zwischen & und j8, so liegt

f zwischen c und y (denn zwischen
j(5

und 7 liegt kein Punkt G) 5

jedem Punkte zwischen T) und / entspricht in der Involution em
Punkt zwischen /*

und f, und umgekehrt; folglich entspricht / sich

selbst, ebenso
(

16 Seite 131) der vierte harmonische Punfet g zu

accf. Smd also ^n einem einformigen Gebilde zwei mctit getrennte

Elementenpaare gcgcben, so besitist die dadurch lestimmte Involution

sswei Doppelelemente. Die Frage nach den Doppelelementen
zweier aufeinanderliegenden einformigen Gebilde,
welche projectiv, aber weder aquivalent noch involu-

torisch sind, lasst sich auf den Fall der Involution zuruckfuh-

renj denn solche Doppelelemente miissen zugleich Doppelelemente
der clurch die gegebene Projectivitat nach dem letzten Satze des

16 bestammten Involution werdeu, und umgekehrt^).
Zu demselbea Ergebmss beziiglich der Involution fuhrt (lie

Gleichheit der Doppelverhaltnisse (alftx) land (a/J&) fur conju-

girte Elernente x%. Setzt man aur Abktirzjung die negative Grosse

(aj36) = m, so wird

^ (abftx) =- 1 (afilx),

*) Vgl. Zeifcsohnft f. Math. u. Phya , Jahrg. 27 S 124.
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Wird a; em Doppelpunkt, werden also (aftlx) und^(/J&g) einer

imd derselben Zahl 9 gleicfa, so koinmt: <p
2+ 2mg> w und

y = | + |/W (W + 1) .

Diese beiclen Wertlie von <p sind die Coordmaten der Doppelpunkte

f imd g im Netze a/J6. Da m (m +!)<(! + 2
>
so enispricht

dera oberen Zeichen ein Wertli (afilf) zwlsclien und 1, dem

unteien ein Werth (a ft fig) < m.

Beide Wertlie sind im Allgemeinen Irrational, und es ent-

fetelit daier die Frage, was dieselben geometiiscb. zu bedeuten habeB.

Dabei kbnnen wir uns auf den Fall bescliranken, wo die gegebeneii

Punkte a
3 a, 6, p eigentlicte Punkte einer Geraden sind; m 1st

dann erne positive rationale Zatl und bezeiehnet
;

als Index im

Netze afil aufgefasst, die Lage des Punktes a oder eines von cc

nieht merklich verschiedenen Punktes
?
der fdr die weitere Betrach-

tung an Btelle von cc tntt. Der Index von f In jeneni JM"etze

(00 &/) #, wo < a? < 1,

1st Im Allgemeinen irrational ,
aber auch wenn er rational ist

y
so

kann es vorkommen, dass er mehr Con&tructionen verlangt, als die

Pigur aus^ufulireii gestattet. Man bestimnie nun die positive gauze

r

Zahl A so gross, dass der dein Index /I im Netze/3a6 eutsprechende
Punkt e

i
mii

($
eine Strecke begrenzt, welche nieht grosser ist, ais

die auf Seite 188 definirte Strecke MN. Wenn im Netze a/3ef

den Indices 2y 3, . . . die Punkte 2; ^3 ,
... entsprechen, so ist

die Gebilde ae
l ^e2? ae2 el e%, &$&2&4) * sind harmonised, und

nacli 14 Seite 117 sind die Strecken e^, e,2 e^ f
... kleiner als

die Strecke e^ folghdi auch klemer als MN. In der Beihe

A A ?Zll iw w '
^ w ^

seien a^, aw H diejenigen Zahlen
;
zwischen denen ^ li#gt ?

-4W

uud J&w seien die entsprechenden Punkte
7
und in der fieihe 2 f 3

;
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. ., I sei v die erste Zahl
?

far welelie die Strecke AVBV niclit

grosser als MN ausfallt. 1st dann x unter den 2ahlen

y y, y ', ~, ,
*

, "-^

nieht anzutreffen, so nenne man f emeu eigentliehen Puukt zwi-

schen A 9 und JBr ;
von den mit A, und 3?^ in der Involution con-

jugirien Punkten liegt einer ausserhalb der Strecke Av ,
der

andere etwa der mit A eonjugirte fallt zwischen Av und

S9 und ist also nicht merklich von f verschieden. Da hiernaeh

Avf annahernd als ein Paar der Involution zu betrachten smd^ so

ist f von seinem conjugirten Punkte nicht inerklieh verschieden

und hat wenigstens anuahernd die Eigenschaften des Punktes f.

Deskalb wird bei der Anwendung der analytischen Geometrie der

eigentliche Punkt
?
den wir vorhin f genannt haben, geradezu mit

f bezelchnet und als der dem Index x entsprechende Punkt, also

als Doppelpunkt der Involution angesehen. Nach der Ausein-

andersetzung auf Seite 189 lasst sich dieses Ergebmss auf beliebige

Involutionen in emformigen Gebilden fibertragen.

Urn die berfihrte Frage allgemein aufzufassen, nelime ich an,

dass auf analytischem Wege ein Punkt / ermittelt sei
, welcher zu

einer durcli eigentliche Eleinente eines Netzes ABTAE (vgL S 190)

gegebenen Pigur in einer vorgescliriebenen prqjectiven Beziehung
steht. Wir liaben dann fiir jenen Punkt Coordmaten f1 fitf^f4f
deren Verhaltnisse reell sind, aber nicht rational, oder doch znr

genauen Construction nicht geeignet zu sein branchen. Das vor-

ausgeschickte Beispiel inag geniigen, um erkennen zu lassen
;

dass

immer em eigenthcher oder durch eigentliche Strahlen darstellbarer

Punkt existirt, welcher zur gegebenen Pigur genau oder annahernd

in der verlangten Be&iehung steht. Dieser Punkt wird bei der

Anwendung der analytischen Geometrie geradezu mit

f bezeichnet und als der geometrische Eeprasentant des

Werthsystemes /i/i/3/4 angesehen*
Die gegebene Figur kann um den jetzt mit f bezeiclmeten Punkt

erweitert und die erweiterte Figur von Neuem der analytischen

Behandlung unterworfen werden. Sucht man aber den ursprung-

lichen Bestimmungen gemass Coordinaten im Netze ABPAE zu

ermitteln
,
so fallen deren Verhiiltnisse nicht immer rational aus und

brauehen jedenfalls mit den Verhaltnissen der Zahlen fj/i/s/i

welche wir doeh soeben als Coordinaten von f hingestellt haben

nicht libereinzustimmen. Der hierin gelegene Widerspmch wird

nur dadurch gehoben, dass wir der Ungenauigkeit ,
welche den

Coordmaten anhaftet, gehbrig Rechnung tragen. Jede Coordinaten-
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bestimmung wurde auf die Aufgabe zuruckgeftihrt, in der Verbin-

dungslinie zweier eigenthchen Punkte JB, E die Lage des zwischen

B und E gelegenen eigentliclien Punktes p dureh emen Index

im Netze ASH darzustellen , wobei wir A ausserhalb der Strecke

BE annahmen. Waren ~ und ~ die Indices zweier eigentlielien

Punkte K und Z/, zwischen denen p liegt, derart dass innerhalb

der Strecke Ji'Ji einzelne Punkte nicht mehr von einander unter-

schieden werden konnen, und liess sich zu der zwischen und

gelegenen rationalen Zahl | ein eigentlicher Punkt construiren, so

war derselbe von p nicht merklicn verschieden, und wir nahmen

deshalb | als Coordinate von p im Netze ABE. Diese Bestim-

mung naiissen wir jetzt danin erweitern, dass jede zwischen und

gelegene rationale oder irrationale Zahl g' mit gleichem

Beehte als Coordinate von p genommen werden kann; denn sucht

man |' auf die vorhin erorterte Weise innerhalb der Strecke BE
darzustellen, so gelangt man zu einem von p nicht merklich ver-

schiedenen Punkte. Dadureh ordnen wir dem Punkte p eine ste-

tige Folge von Zahl en zu
;
deren jede die Lage von p mit hin-

reiehender Genauigkeit wiedergiebt; und die Coordinatenverhaltnisse

liberhaupt erhalten
;
indem jedes aus emer gewissen Zahlenfolge

willkurlich entnommen werden darf
; diejenige Unbestimmtheit,

welche durch die am Sehluss der Emleitung schon hervorgehobene

Ungenauigkeit der geonietrischen Begriffe bedmgt wird. Die Eech-

nung folgert aus gegebenen Zahlenrelationen andere, welche mit

jenen unbedmgt zusammenbestehen, und bringt aus gegebenen
Zahlen andere hervor, welche vorgeschriebenen Beziehungen zu den

gegebenen Zahlen vollkommen genau entsprechen; aberdieUeber-

tragung der Figur in Zahlen und die Riickkehr von den

Rechnungsresultaten zurFigur kann nicht mit gleicher
Genauigkeit erfolgen.

Wir haben im Vorstehenden nur graphische Constructionen m
Betracht gezogen, aber die mit dem Begriff der Congruenz zusam-

menhangenden sind nicht minder mit Ungenauigkeit behaftet. Be-

zeichnet man, wie in 20 Seite 162
;
miiABDEaa' eigentliche Punkte

einer Ebene, derart dass Aad in einer Geraden, A zwischen a und
a'

}
B und D auf einerlei Seite der a a, a und E auf verschie-

denen Seiten der AB liegen, aB und AD auf a a senkrecht

stehen und die Figuren ABa, BAE congruent sind, so fallt in

der Eukhdischen Geometrie der Schenkel AE mit dem Sehenkel
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AD zusammen, in der Gauss'schen fallt er zwischen die Schenkel

AD und A a, in der Riemann'schen zwischen the Schenkel AD
^r

und Aaf

. Danach ist das DoppelverhaLtnisb

A(BDaE] entweder Null odei negativ odei

positiv. Der Versuch lehrt, dass die Schen-
kel AD und A IS zusamnienfallen oder
dock nicht merklich ausemandergehen.
Wir sind daher berechtigt, den Werth jenes

Doppelveihaltnisses, den Index des Strahles AE
im Netze A(BDa), aus emer stetigen Folge von

positiven und negativen Zahlen, welehe in ge-

wisser Nahe der Null liegen, behebig zu eut-

nehmen; aber wir sind nicht genothigt, ihn genau gleich Null zu

setzen, wie es die Eukhdische Geonietne verlangt, welehe freilich

fur die von uns betraehteten Piguren (vgl. 1 Seite 18) hin-
reichende Genauigkeit besitzt

Fig GQ

Benchtigungen.
Seite 37, Uebersclirift, lies ,,StrahIenbundel

'

statt
3,Ebenenbundel

a
.

64, Ueberscliriffc, lies ,,Anwendung
u

statt ,,Anwenduug
t{

119, Fuasnote, lies ,,Calcul" statt ,,Calcul"

185 Z 9 v. o lies p i statt pz

,, Z 11 v o lies p> statt p it

, Vorlesungen 13
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