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1. WSTEP

Termin biometria zwiddl juz i zmylil wielu badaczy i amatoréw. Zanim wigc
zostana przedstawione zagadnienia szczegblowe — kilka wyjasnienn zupelnic podsta-
wowej, elementarnej wreez natury. Ot6z wbrew niektérym wyobrazeniom i przypusz-
czeniom biometria nie jest dzialem metrologii, zajmujacym si¢ pomiarami parametrow
i cech rozmaitych systemoéw biologicznych. Takie pomiary i obserwacje sq wprawdzie
dokonywane na gruncie anatomii, histologii, antropologii, fizjologii, biofizyki i w nie-
zliczonej mnogosci dalszych szczegélowych dzialow medycznych badan podstawowych
i obserwacji klinicznych, jednak sam proces i metodyka odpowiednich pomiar6w nie
odbiega w niczym od klasycznych pomiaréw wykorzystywanych w technice, fizyce
czy chemii.

Rejestrujac potencjaly elekiryczne pracujgcego serca, sily rozwijane przez migsien,
promieniowanie izotopow metabolizowanych przez watrobe czy wymiary Miss Polonia
— poslugujemy si¢ z reguly takimi samymi przyrzadami, jak przy pomiarach innych
napi¢¢, naprezen, radiacji czy dlugosci. Oczywiscie konieczne jest zbudowanie kazdorazowo
stosownego stanowiska pomiarowego (na przykiad laczacego badany migsien z dynamo-
metrem) oraz staranny dobdr parametrow aparatury zgodnie z ograniczeniami narzuconymi
przez naturg badanego zjawiska biologicznego (na przyktad konieczno$¢ stosowania wzmac-
niaczy o bardzo duzej impedancji wejsciowej przy rejestracji biopotencjalow). Jednak
podobne wymagania i ograniczenia wysigpuja przy wszelkich pomiarach i obserwacjach
przyrodniczych, zatem nawet zebranie i usystematyzowanie wszelkich tego typu zalecen
i przeslanek nie upowaznia jeszcze do stosowania nazwy biomelria — gdyz bedzie to
w istocie metrologia.

Tym, co wyréznia pomiary biologiczne jest natomiast stosunek do wyniku pomiaru.
Przy dowolnym pomiarze technicznym lub przy dowolnym doswiadczeniu fizycznym
badacz ma Swiadomo$¢, ze wyznaczany parametr lub wymiar obiektywnie istnieje,
a ewentualne niedokiadnosci jego okreslenia wynikaja z niedoskonalo$ci aparatury i za-
stosowanej metodyki eksperymentu, Jeshi wige stosujemy statystyczng (lub dowolng
inng) analiz¢ wynikow pomiaréw, to gléwnie traktujemy ja jako analizg bledéw i wyko-
rzystujemy do eliminacji niedoskonatosci przyrzadéw pomiarowych. Wielokrotne po-
witarzanie pomiarow — jesli jest juz w ogdle stosowane — stuzy polepszeniu jakoSci
pomiaru 1 moze by¢ (przynajmniej w teorii) zastapione jednorazowym zastosowaniem
doskonalszego przyrzadu pomiarowego (na przykiad miernika wyzszej klasy).



Tymczasem w biologii i medycynic juz samo mierzone zjawisko jest niepewne. Do-
kladnicj: na kazdy pojedynczy pomiar lub na kazdy oddzielng obserwacje skladaja sie
zarowno czynniki, ktére chcemy kontrolowac i analizowad, jak 1 dziesigtki czynnikow
ubocznych, majjcych niejednokrotnie przemozny wplyw na wynik obserwacji czy pomiaru.
Wynika to z samej istoty pomiaru biologicznego. Kazdy pacjent, kazda zywa istota czy
kazda rozpatrywana komdérka stanowi jedyng i niepowtarzalng indywidualnos¢, posiadajaca
wlasne cechy, uwarunkowania 1 wlasciwosci. Jesli dokonujemy obserwacji, to spostrzegamy
efekt, bedacy wypadkowq cechy, kiérej poszukujemy i whasciwosci indywiduum, ktére
jest tej cechy nosicielem. Jesli dokonujemy pomiaru, to micrzymy wielkos¢ bedacy wy-
nikiem swoistego .przefilrowania™ poszukiwanego parametru przez jednostkowe cechy
tego konkretnego osobnika, u ktérego pomiar jest wykonywany. Jesli prowadzimy jaki-
kolwick cksperyment, to mamy w rgkach jedynie drobng cze$¢ czynnikéw wplywajacych
na kofcowy efekt, za$ znacznie wigcej kart ma w rece Natura ...

Dlatego Zadna pojedyncza obserwacja medyczna nie jest miarodajna i Zaden pomiar
biologiczny nie moze by¢ traktowany jako dokladny niezaleznie od klasy przyrzadu,
jakim dokonano pomiaru i rzetelnosci obserwatora, ktéry relacjonowal spostrzezenie,
Z tego wzgledu wszystkie eksperymenty i wszystkie obserwacje medyczne, wszelkie
pomiary i wszelkie poréwnania biologiczne muszq si¢ odnosi¢ do zbiorowosci. Obser-
wacje trzeba powtarzaé, doswiadczenia dublowaé i rozbudowywac o clementy kontrolne
a pomiary wykonywaé wielokromie u wielu osobnikéw lub w wiclu niezaleznych
probach.

Jednak tak powielane obserwacje i pomiary — w dodatku z zasady obarczone czyn-
nikami obnizajacymi ich wiarogodno$¢ — stanowig bardzo niepewna i niewygodng pod-
stawe przy prébach wnioskowania na ich podstawie o wiasciwosciach badanych obicktow
i zjawisk a takze przy prébach uogdlnien i praktycznych zastosowan wynikow badan
naukowych i obserwacji klinicznych. Dlatego takze niezbednym elementem kazdego po-
miaru 1 kazdej oceny odniesionej do systeméw biologicznych musi by¢ statystyczne
opracowanie wynikéw. Dzigki takiemu opracowaniu mozliwe staje si¢ sprowadzenie wiclu
malo czytelnych pomiaréw do kilku latwych w interpretacji wskaznikéw., W dodatku
rozsadnie stosowana statystyka daje mozliwos¢ precyzyjnego wnioskowania w oparciu
o niepewne 1 obarczone bigdami dane. W ten sposob biometria jest elementem wydo-
bywajacym porzgdek z chaosu, czynnikiem pozwalajacym przezwycigzy¢ podstawowq
sprzecznosé, jaka istnieje pomigdzy naturg zindywidualizowanych osobniczo obserwac)i
biologicznych i wywodzacymi si¢ z idealéw nauk Scistych tendencji do formulowania
sadow ogdlnych 1 uniwersalnych.

Reguly wnioskowania statystycznego uzywane w biometrii, ni¢ sj szczegdlnie wyra-
finowane. Uzywa si¢ metod sprawdzonych i pewnych, wychodzac z zalozenia, Ze w sytuacji
kiedy moze chodzi¢ o zdrowie lub zycie ludzkie — to co pewne i niezawodne powinno
by¢ wyzej cenione niz to, co blyskotliwie erudycyjne, metodologicznie nowatorskie lub
zwyczajnie sprytne. Statystyka jest w biomelrii narz¢dziem, co oznacza, Ze nie bedziemy
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wnikali w matematyczne podstawy stosowanych metod i pominiemy wszelkie dowody
i oparte na aksjomatycznym rachunku prawdopodobieiistwa ogélne rozwazania, dodajace
naukowego splendoru wigkszosci ksiazek z tej dziedziny, lecz bardzo malo przydatne
w praktyce, Czynige tak rozczarujemy by¢ moze niektorych czytelnikéw, poszukujacych
w kazdej dziedzinie wiedzy uje¢ obfitujgcych w skomplikowane wzory i niezrozumiale
terminy. By¢é moze zestawione na koncu skryptu ksigzki innych autoréw, z reguly pisane
w sposob bardziej zmatematyzowany. zaspokoja te tgsknoty. W samym skrypeie pokazywaé
bedziemy jedynie, jakie metody sq uzywane w biometrii, do czego stuza i jak z nich
nalezy korzystac. Ani mniej — ani wigcej. Poznamy narzgdzia od strony ich uzytkowania,
nie za$ od strony ich struktury. Wychodzimy bowiem z zaloZenia, ze wprawdzie mozna
i nickiedy trzeba dokonywa¢ analiz krystalograficznych metalu, z ktérego wykonano
miotek, jednak prakiykowi najezesciej potrzebna jest jedynie informacja, jak ten miotek
uchwycié, w co nim uderzy¢ oraz — co najwazniejsze i najczgsciej pomijane — po co
uderzy¢. Wiasnie takiej, na wskro$ praktycznej wiedzy dostarcza ten skrypt. Ma on
pomagac studentom Elektroniki. specjalizujacym si¢ w aparaturze biomedycznej. w po-
znaniu (1 stosowaniu!) zasad biometrii. Specjalisci z tego zakresu sa wcigz potrzebni
1 usilnie poszukiwani we wszystkich wigkszych placéwkach Stuzby Zdrowia, a absolwenci
Elektroniki jako dobrze wyksztalceni matematycznie i dysponujacy znaczng bieglosciy
w zakresie uzywania metod i Srodkéw informatyki — maja pelne szanse uzupelni¢ swoje
wyksztatcenie o te poszukiwane i cenione umigj¢tnosci. Znajge zasady biometrii mogy
oni poprawnie formulowac zadania oceny budowanej (lub tylko eksploatowanej...) przez
siebie nowoczesnej, elektronicznej aparatury diagnostycznej, terapeutycznej lub stuzace)
potrzebom protetyki i rehabilitacji. Dzigki znajomosci biometrii mozliwe jest takze wspo-
maganie konsultacjy i pomocy obliczeniowa badan prowadzonych przez lekarzy i naukow-
cow zatrudnionych w placowkach stuzby zdrowia, co stale jest w cenie 1 weigz wystepujace
tu potrzeby pozostajg w tyle za mozliwosciami ich zaspokojenia,

Jest jednak jeszcze jeden aspekt tej sprawy, godny poruszenia i rozwazenia. Pelen
rezerwy (oglednie mowigce) stosunek wigkszosci lekarzy i biologéw do matematyki jest
wreez przystowiowy. Na tle tej generalnej niechgci absolutnym wyjatkiem jest bez-
wzgledne zaufanie i powszechna akceptacja (niekiedy przesadna) statystyki. Pojawia
sig — z gruntu blgdna — tendencja do .faszerowania” statystyka wszelkich artykutow
i dysertacji biologicznych i medycznych, przy czym wcale czgsta jest sytuacja, kiedy
obliczenia statystyczne sg .sztukg dla sztuki”, a nie techniky wnioskowania. Bedzie
wielka satysfakcja dla autoréw skryptu, jeshi jego czytelnicy potrafige zasugerowaé
sensowne uzycie opisywanych w nim metod statystycznych, znajda w sobie dos$¢ zdro-
wego rozsadku, krytyeyzmu i odwagi, Zeby przeciwstawiaé si¢ dekoracyjnemu” tra-
ktowaniu statystyki w medycynie.

Omowionym wyzej zalozeniom odpowiada struktura skryptu. W kolejnym, drugim
rozdziale zawarte si podstawowe informacje na temat przygotowania danych pochodza-
cych z do$wiadczenia biologicznego w taki sposob, by mozliwe bylo zastosowanie do
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ich analizy opisanych dalej metod statystycznych, Warto zwréci¢ uwage na ten rozdzial.
Dobre przygotowanie danych jest kluczem do skutecznego ich opracowywania, i na odwrot
— .oszczedzanie czasu” na etapie wstgpnego preparowania danych msci si¢ z reguly
bardzo pracochlonnym procesem analizy. Tresci zawarte w drugim rozdziale uzupelnione
sy zamieszezonym na koricu skryptu dodatkiem przedstawiajgcym podstawowe pojecia
z zakresu zmiennych losowyeh i ich rozkladow. W zasadzie kazdy student si¢gajacy po
ninicjszy skrypt powinien te zagadnienia zna¢ od urodzenia (a w najgorszym wypadku
od pierwszego roku studiow), ale wieloletnie doswiadczenia autoréw wskazuja, ze pomigdzy
ta wiedza. ktéra student powinien posiadaé, a ta, ktéra w istocie posiada — bywa spora
roznica... Proponujemy wigc, aby Czytelnik przeprowadzil szybki rachunck sumienia,
a w przypadku ujawnienia sig watpliwosci — zajrzal do wskazanego dodatku przed
przystapieniem do lektury dalszych rozdzialéw skryptu.

Majac zgromadzone i1 odpowiednio przygotowane dane, moina przystapi¢ do ich
analizy. I w pojawiaja si¢ dwie szkoly, wynikajace z fakiu, Zze dane biologiczne maja
z reguly charakier wielowymiarowy. Nalezy to rozumie¢ w ten sposdb, ze dla kazdego
pojedynezego obickiu badan (pacjenta, zwierzecia doswiadezalnego, preparatu tkankowego
itp.) rejestruje si¢ wiele roznych informacji, ktére z formalnego punktu widzenia mozna
rozpatrywa¢ jako wektor. Skladowymi tego wektora moga by¢ — przykladowo — pleé,
wick, temperatura, morfologia i inne parametry konkretnego pacjenta. Pierwsza szkola,
ktory nazwiemy tradveyjng, zaktada analiz¢ poszczegdlnych tych danych oddzielnie. Mozna
wigc okresla¢ Sredni wiek wszystkich pacjentéw lub analizowac istotnos¢ statystyczna
podwyzszonej temperatury u badanych chorych. Odpowiednie metody biometryczne na-
zwicmy jednowymiarowymi i opiszemy w pierwszej czesci skryptu — jako prostsze
1 czgseiej stosowane. Poniewaz jednak kazda zaawansowana analiza statystyczna badanych
zjawisk wigze si¢ w istocie z wykrywaniem zaleznosci migdzy rozpatrywanymi zmiennymi,
zatem w drugiej czesci opisano najwazniejsze metody wielowymiarowe, 1o znaczy takie,
ktore uwzgledniajy fakt istnienia zwigzku wystepujacego pomigdzy zmiennymi, wymagaja
jednak tjcznego (rownoczesnego) rozpatrywania tych zmiennych.

Prezentujae zawartos¢ skryptu nieco bardziej szczegélowo odnotujemy, ze statystyczny
opis pojedynczej zmiennej otrzymuje si¢ przy uzyciu metod opisanych w rozdziale
trzecim. Metody te pozwalajg na znalezienie pojedynczej miary, tzn. liczby, ktéra mozna
uznaé¢ za reprezentantke wszystkich zgromadzonych obserwacji (tzw. miara tendencji
centralnej), a takze pozwalaja oszacowaé wielkos¢ przypadkowego rozrzutu obserwowanych
danych wokdl tej reprezentatywnej miary.

Zamiast mierzy¢ lendencje centralng 1 rozrzut lepiej czasem uznac, ze opisywane dane
wypelniaja pewien przedziat na osi liczbowej. Sposob takiego .przedzialowego™ trakto-
wania charakterystyk rozwazanych danych opisany jest w rozdziale czwartym.

Same wyniki liczbowe, nawet bardzo wytrawnie opracowane statystycznic, nic sj
na og6l celem badan. Celem sa z reguly pewne wnioski, stwierdzajace. ze cos jest
jakics, na przyklad nowy lek jest skuteczniejszy od starego. Aby takic wnioski wyciggnac
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w opraciu 0 dane obciazone przypadkowym rozrzutem — trzeba uwzglednic ten rozrzut
w procesie wnioskowania i trzeba umieé formutowaé pewne sady w oparciu 0 niepewne
dane. Technika uzywana w tym celu sy tak zwane testy statystyczne. W rozdziale
piatym opisano najpopularniejsze testy umozliwiajace wnioskowanie na podstawie da-
nych iloSciowych a w rozdziale széstym — test chi-kwadrat przeznaczony dla danych
jakosciowych.

Uogdlnieniem techniki testéw statystycznych jest tak zwana analiza wariancji opisana
w rozdziale siodmym. Ta bardzo pozyteczna technika statystyczna powinna by¢ znacznie
czgsciej stosowana!

Testy zazwycza) stuzg do wykrywania roznic migdzy zmiennymi, natomiast w biolo-
gicznych i medycznych zastosowaniach biometrii réwnie czgsto poszukujemy zwigzkow
pomigdzy nimi. Rutynowy techniky stuzacy do oceny istnienia (lub braku) tych zwigzkow
jest obliczanie korelacji, za$ metoda matematycznego opisu zachodzacych powigzan jest
technika regresji. Obydwie opisano w rozdziale Gsmym. Rozdzial ten bezwzglednie
powinien by¢ przestudiowany przez kazdego studenta nawet w wypadku pominigcia
nicktdrych wezesniejszych rozdzialow!

Testy opisane w rozdziatach 5, 6 1 7 zakladaly (niejawnie), Zze przedmiotem zaintere-
sowania badacza sy pewne parametry dotyczace rozwazanych zmiennych, na przykiad
wartosci Srednie w o testach Studenta 1w analizie warancji. Czasami zachodzi jednak
potrzeba oceny danych bez odwolywania si¢ do jakichkolwick parametrow — na przyktad
w celu oceny charakteru rozkladu. W takim wypadku konieczne jest stosowanic testow
nieparametrycznych, opisanych stosunkowo obszernie w rozdziale dziewiatym. Rozdziat
ten koficzy pierwszag czes$E skryptu, dotyczacy statystyki jednowymiarowej.

Dyskusja metod wielowymiarowych rozpoczyna sig oddzielnym wprowadzeniem
w rozdziale dziesigtym. Warto go uwaznie przestudiowaé, gdyz dostarcza on calo$ciowego
spojrzenia na zagadnienia wiclowymiarowej analizy danych, ktdre — chociaz trudne —
sq szczegoOlnie wartosciowe w zastosowaniach.

Dyskusja metod wielowymiarowych rozpoczyna si¢ od opisu i analizy zmiennych
wielowymiarowych (w rozdziale dziesigtym). Na tle tej dyskusji wprowadzona jest (w na-
stepnym, jedenastym rozdziale) najpopulamiejsza technika wiclowymiarowej analizy da-
nych, mianowicie wielowymiarowa analiza wariancji. Ta wazna problematyka, uzupel-
niona analizy dyskryminacyjng oraz opisem metod regresji wielokrotnej (z uwzgled-
nieniem takze w rozdziale dwunastym regresji nieliowej. kiora z obliczeniowego punkiu
widzenia traktowana musi by¢ jako wielowymiarowa nawet w przypadku zmiennych
skalarnych). tworzy zrah najczesciej stosowanych metod biometrii wiclowymiarowej. Skrypt
domykaja dwa rozdzialy tyczace bardziej wyrafinowanych metod amalizy korelacji ka-
nonicznych w rozdziale cztemastym i analizy czynnikowej oraz jej odmiany zwanej
analizy glownych sktadowych w rozdziale pietnastym.
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2. PRZYGOTOWANIE DANYCH

2.1 Rodzaje danych

Badania medyczne lub biologiczne dostarczaja danych w postaci poszczegdélnych
obserwacji. Obserwacje te przed ich wiasciwym wykorzystaniem nalezy na ogdét w jakis
sposob przygotowaé czy opracowac. Ninigjszy rozdzial poswigcony bedzie sposobom
wstgpnego przygotowania danych. Sposoby przygotowania wstgpnego zalezne sa od
rodzaju obserwacji. Rozrozniamy dwa zasadnicze typy obserwacji: jakosciowe 1 ilo-
Sciowe.

Obserwacje jakoSciowe 10 takie, ktére nie mogg by¢ w sposéb jednoznaczny i oczy-
wisty scharakteryzowane przy pomocy liczb. Do typowych przykiadéw nalezy pled,
grupa krwi, zgon lub przezycie, obecnos¢ lub nieobecnos¢ bakterii w badanym preparacie,
itd. Opracowanie posiadanych obserwacji jakoSciowych ma juz jednak charakter ilo-
Sciowy, gdyz jest to na ogol zliczenie obserwacji w poszczegélnych kategoriach jako-
Sciowych.

Przyklad 2.1

Pacjentow pewnego szpitala sklasylikowano wedtug grupy krwi. Uzyskano podzial
pacjentow na czlery kategorie (klasy): A, B, AB i 0. Liczebnosci w poszczegdlnych
kategoriach i udzialy wzglgdne przedstawia tabela 2.1,

Tabela 2.1
Pacjenci pewnego szpitala w rozbiciu wzgledem grupy krwi
Grupa krwi Liczba Udzial (frakcja) Udzial (w %)
A 425 0,409 40.9%
B 180 0,163 16,3%
AB 84 0,076 7.6%
0 388 0,352 352%
Ogotem 1114 1,000 100,0%
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W powyzszym przykladzie liczba 452 oznacza ilo§¢ tych pacjentéw, u kiérych
stwierdzono grupe A. Liczbe t¢ (jak i pozostale z tej kolumny tabeli 2.1) nazywamy
liczebnoscig albo czestoscig. Poniewaz wszystkich badanych pacjentéw bylo 1114, wigc
interesowac nas bgdzie stosunck Tﬁ% = 0409 zwany czgstoSciq wzgledna albo frakcja
lub czasem wudziatem wzglednym. Czasami operujemy takze udziatami procentowymi
(por.ostatnia kolumng tabehi 2.1)

Tabela 2.2

Liczba dzieci badanych w kierunku nosicielstwa bakterii Streptococcus pyogenes
w zaleznosci od wielkosci migdatkow

Stan migdatkow Liczba dzieci Udzial (frakcja)
nic powigkszone 516 0,369
powickszone 589 0421
bardzo powigkszone 293 0210
Ogotem 1398 1,000

Dane przedstawione w tabeli 2.2, podobnie jak dane z tabeli 2.1, sq przykiadem
klasyfikacji jakosciowej. Tutaj réwniez zadnej kategorii nic mozna w spos6b absolutnie
jednoznaczny scharakteryzowacd liczbowo, jakkolwiek w odréznieniu od tabeli 2.1 ka-
tegoric moga by¢ uporzgdkowane. Porzadek moze by¢ wprowadzony ze wzgledu na
wielko$¢ migdalkéw w kazdej kategorii. Mozliwos¢ uporzadkowania danych jakoscio-
wych pozwala na stosowanie do tych danych bardziej precyzyjnych metod analizy, niz
w odniesieniu do danych stricte jakoSciowych. Z tego wzgledu méwi si¢ nickiedy
o skali porzadkowej i traktuje si¢ t¢ kategori¢ danych jako swoiscie poSredniq pomigdzy
ilosciowymi i jakosciowymi. Niemniej na danych o ustalonej skali porzadkowej, podobnie
jak na danych stricte jakosciowych nie mozna wykonywac Zadnych operacji arytmety-
cznych. Jest 1o bardzo wazne, gdyz wprowadzajac dane tego typu do komputera za-
zwyczaj stosuje si¢ kody liczbowe (na przyklad zapisuje si¢ grupe krwi A jako 1,
B jako 2. itd.). Zachgca to do stosowania na przyklad Sredniej lub wariancji do opisu
wickszych grup takich danych. Z metodologicznego punktu widzenia jest to jednak
niedopuszczalne, jaka bowiem interpretacje mozna w takim wypadku nada¢ powstalej
w wyniku obliczeri wartosci — przykladowo — 1,737

Rozwazmy dane z tabeli 2.3. Mimo zewn¢trznych podobiefistw do poprzednich przy-
padkow, s (o juz dane o charakterze ilosciowym, tyle ze zagregowane. Wiek jest zmienng
ilo§ciowq, mozna go podaé np. z dokladnoscia do dnia, lub jeszcze wigksza. Na ogdl nie
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jest to potrzebne, wystarcza dokladnosé do jednego roku, albo jeszcze dluzszego przedziatu
czasu, tak jak to ma miejsce w tabeli 2.3.

Tabela 2.3

Rozktad wieku pacjentéw z nowotworem pfuc w pewnym szpitalu (wediug [Armitage])

Wick Liczba pacjentdow Udzial (frakcja)
25 + 34 17 0,012
35 = 44 116 0,087
45 + 54 493 0,363
55 + 64 545 0401
65 + 74 186 0,137
Ogolem 1357 1,000

Niejednokrotnie, zwlaszcza gdy obserwacji nie mamy zbyt wiele, nie mozemy zadowoli¢
si¢ takimi zbiorczymi zestawieniami, jakich przykladem jest tabela 2.3 i ktére nazywamy
szeregiem rozdzielezym, a musimy uwzglednia¢ dokladne iloSciowe wartosci wszystkich
obserwacji i dopiero na takiej podstawie dokonywacé badania statystycznego. Najwaz-
niejsza cecha danych jest to, ze dane tego typu pozwalaja korzysta¢ — bez Zadnych
ograniczenn — z wszelkich dzialan arytmetycznych. Zasady przetwarzania danych typu
ilosciowego sg znacznie wygodniejsze i prowadza do znacznie bardziej precyzyjnych
wynikéw, Warto zauwazyé, ze dane iloSciowe — na przyklad poprzez agregacj¢ —
zawsze mozna sprowadzi¢ do postaci analogicznej do danych jakoSciowych i w ten
sposob korzystaé z metod wyspecjalizowanych do analizy danych tego typu. Podobna
zamiana w drugg strong na 0go6l jest niemozliwa. (Jakkolwiek istnieja préby tworzenia
technik ,wzmacniania™ skal przy wykorzystaniu informacji pobocznych — por, prace
J. Pociechy).

Dane ilosciowe dzielimy niejednokrotnie na obserwacje o charakterze cigglym i dys-
kretnym. Obserwacje dyskretne moga przyjmowaé tylko okre§lone wartosci, na przyktad
moze (o by¢ pomiar polegajacy na policzeniu czegos 1 wyrazony tylko w liczbach cal-
kowitych (np. liczba dzieci). Obserwacje ciggle moga przyjmowaé w zasadzie dowolne
wartosci z okreslonego przedzialu, Przykladem takich danych medycznych moze by¢
temperatura ciala, cisnienie krwi, wzrost, cigzar ciala ip.
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2.2 Cele przeksztalcania danych pierwotnych

Wszystkie statystyczne metody opracowywania danych i wnioskowania oparte s3 na
pewnych zatozZeniach, kidre 10 zalozenia nie zawsze sq w dostatecznym stopniu spetnione.
Piszemy, ze zalozenia nie s spelnione w dostatecznym stopniu, a nie po prostu, Ze nie
sy spefnione, gdyZz stwierdzenie tego faktu z calkowita pewnoscia jest niemozliwe ze
wzgledu na brak ostrych kryteriéw fakiego osadu oraz losowy charakter samych danych.
Jednakze czesto prawdopodobienistwo niczgodnosci danych z zalozeniami jest dostatecznie
duze. aby postulowa¢ potrzebg wsigpnego przeksztalcenia danych pierwotnych x za pomocay
pewnej transformacji flx):

y = fix) (2.1)

tak aby uzyskane przeksztalcone dane charakteryzowaly si¢ duzym prawdopodobieristwem
zgodnosct z zalozeniami okreslone) metody statystycznej.

Konkretyzujac. na ogét dokonujemy przekszialeenia (2.1) w jednym z trzech ponizszych
celow:

1) stabilizacja wariancji,

2) linearyzacja zalezno$ci migdzy dwicma cechami,

3) normalizacja rozkladu,
Wariancja jest miarg rozrzutu danych wokél Sredniej. Czgsto przychodzi nam analizowad
kilka podgrup danych rézniacych si¢ Srednimi. Znamy bardzo wygodna metode przepro-
wadzania badan statystycznych w takich przypadkach, a mianowicie analiz¢ wariancji
(por. rozdzial 7). Metoda ta wymaga jednak, aby rozrzut wewnatrz poszczeg6lnych podgrup
wokol srednich w tych podgrupach byt w przyblizeniu jednakowy dla wszystkich podgrup.
Jezeli tak nie jest 1 miara tego rozrzutu (tzw. wariancja resztowa) jest pewng funkcjg
wartosci Sredniej w podgrupach

o’ (v) =D [E (x)] (2.2)

to w celu stabilizacji wariancji mozna przed przystapieniem do analizy dokona¢ takiego
wstgpnego przeksztalcenia danych (2.1), aby w przyblizeniu byla spelniona zaleznos$c¢:

dy __const 23
dv Vol (x) (=)
Drugi cel przekszialcenn wstgpnych to linearyzacja zaleznosci migdzy dwiema cechami.
Jezeli dla elementow pewnej zbiorowosci bedziemy znali wartosci dwu zmiennych o cha-
rakterze iloSciowym (np. dla grupy niemowlgt wage urodzeniowa i przyrost wagi migdzy
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sicdemdziesiatym a setnym dniem po urodzeniu). to mozemy badac¢ zwiazek migdzy tymi
zmiennymi. Gdy zwigzek ten bedziemy mogli w dostatecznie dobrym przyblizeniu przed-
stawi¢ linia prosta, to wiedy metody analizy bedy szezegdlnie proste, a jej wyniki intuicyjnie
zrozumiale 1 fatwe do interpretacji. Tak wige nicjednokrotnie korzystnie jest zastosowaé
wstgpne przeksztatcenie linearyzujgce do danych nie charakteryzujacych sig pierwotnie
zaleznoscig prostoliniows i przeprowadzi¢ badania zwane analizg regresji liniowej juz dla
danych przeksztalconych. W pewnych przypadkach (por. podrozdzial 2.4) linearyzujace
przeksztalcenia wsigpne sy konieczno$cia, z uwagi na ograniczony zakres zmicnnosci
jednej ze zmiennych.

Wreszcie cel trzeci — normalizacja rozkladu, Bardzo czgsto wsrad zalozen wykorzy-
stywanych standardowych metod statystycznych znajdujemy wymaog normalnosci rozkiadu
zmiennej w zbiorowosci. Mozna wprawdzie stosowaé metody nie zakladajgce rozkladu
normalnego, ale metody te s na ogdt bardzo zloZone i czgsto mniej efektywne. Lepiej
wige zastosowaé wstgpng transformacje normalizujacy 1 postugiwac si¢ jedng ze stand-
ardowych metod. Nalezy tu zauwazy¢, Z¢ nicjednokrotnie to samo przeksztatcenic réw-
noczesnie stabilizuje wariancj¢, linearyzuje funkcje regresji, jak i normalizuje rozktad.
Z drgiej strony pewna ilos¢ metod statystycznych, dotyczacych zwlaszcza testow zwig-
zanych ze $redmig, jest malo wrazliwa na pewne odstepstwa od normalnodci rozkladu.
Stad tez w przypadku kolizji celow, wyzszy priorytet uzyskuja na ogol przeksztalcenia
stabilizujgce wariancje lub linearyzujgce zaleznosc.

Niektore czesciej uzywane przeksziatcénia omdwione zostang w nasigpnym pod-
rozdziale.

2.3 Najczesciej uzywane przeksztalcenia danych iloSciowych

2.3.1 Przeksztalcenie logarytmiczne

Jezeli warto$¢ pierwotng obserwacji oznaczymy przez x, a warlos¢ przeksztalcong
przez y. o przekszialcenie logarytmiczne wyrazi si¢ zaleznoscii:

y = log x (2.4)
Na og6l stosujemy logarytmy dziesigtne lub naturalne. Przeksztalcacé przy pomocy wzoru
(2.4) mozna oczywiscie tylko wartosci dodatnie. Jezeli w danych wystgpujy zera, mozna

stosowad przeksztalcenie w postaci:

y=log (x+1) (2.5)
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Przeksztalcenie logarytmiczne stosujemy w celu stabilizacji wariancji, gdy w danych
pierwotnych 6 (x) rosnie proporcjonalnie do kwadratu x (a wiasciwie kwadratu wartosci
oczekiwanej x). Jezeli zwigzek zmiennej x z jaka$ zmienng z charakteryzuje si¢ przebiegiem
zblizonym do wykladniczego (w miar¢ wzrostu zmiennej z nachylenie linii regresji stale
wzrasta), to przeksztalcenie logarytmiczne bedzie taka zalezno$¢ linearyzowac. Przeksztal-
cenie logarytmiczne bywa tez uzywane dla normalizacji rozkladéw charakteryzujacych
si¢ asymetria dodatnig (por. rys. 2.1).

A/Fm\ B/r(/x’\ | -
' X ' I3

Rys.2.1 Przykladowe rozklady prawdopodobieristwa cigglych zmiennych losowych:
A — rozklad asymetryczny (skodny) ujemnie,

B — rozklad symetryczny

C — rozklad asymetryczny (skosny) dodatnio.

Czgsto w badaniach nad efektywnoscia lekéw lub szkodliwoscia trucizn obserwuje
si¢, ze Sredni przyrost efektu AE (np. efektu terapeutycznego pewnego leku) jest propo-

rcjonalny do Sredniego wzglednego przyrostu przyczyny % (AP — np. przyrost si¢zenia

leku, czyli dawki leku na jednostke wagi ciala)

AP
AE=k P (2.6)

Powyzsza zalezno$¢ po scatkowaniu da nam wzor
E=k(InP)+C 2.0

(k,C — stale) wskazujacy na liniowy zwigzek migdzy efektem a logarytmem przyczyny.
Tuta) przydatnos¢ przeksztalcenia logarytmicznego nasuwa si¢ sama, zwlaszcza, Ze
w praktycznych badaniach tego typu zwykle stosowane warto$ci st¢zenia leku P tworza
tzw. szereg rozcieficzen, czyli przyjmuja wartosci ciggu geometrycznego, np. 32, 16,
8, 4, 2, 1 co jest spowodowane kolejnym rozcieficzaniem pierwotnej porcji leku spo-
sobem odlewania polowy roztworu leku i uzupetniania tak powstalego braku woda.
Wielkosci tworzqce ciag geometryczny po zlogarytmowaniu dadzg wartosci odlegle
od siebie o stata wartosé.
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2.3.2 Przeksztalcenia pierwiastkowe i kwadratowe

Przeksztalcenia pierwiastkowe i kwadratowe naleza do przeksztalcen potggowych da-
nych ogélng zaleznoscig:

y=x (2.8)

-

W przeksztalceniu pierwiastkowym a=%. za$ w kwadratowym a = 2. O innym prze-

ksztalceniu potegowym, a mianowicie o przeksztalceniu odwrotnosciowym (a = —1) bedzie
traktowal nastepny punkt.
Przeksztalcenie pierwiastkowe

y=vx (2.9)

stabilizuje wariancje, gdy jest ona proporcjonalna do sredniej (albo réwna jej — jak to
jest w przypadku rozktadu Poissona). Przy pomocy tego przeksztalcenia mozna lineary-
zowac zwigzki charakteryzujice si¢ przebiegiem zblizonym do kwadratowego. Przeksztal-
cenie t0 bywa takze uzywane do normalizacji rozkladow skosnych dodatnio.

Przeksztalcenie pierwiastkowe moze by¢ uzywane do danych mikrobiologicznych w po-
staci zliczen. W celu oszacowania stezenia drobnoustrojéw w zawiesinie, dziata si¢ w spo-
s6b nastepujacy: najpierw rozcieficza si¢ badang zawiesing np. w stosunku 1:10°. Nastepnie
pobicra si¢ z rozcieficzonej zawiesiny probki o statej obj¢tosci, np. 1 ecm?® i umieszcza
si¢ w naczyniach z pozywka. Po pewnym czasie z kazdego drobnoustroju, ktéry znalazi
si¢ na pozywcee rozwinie si¢ kolonia. Srednia liczba kolonii w naczyniu pozwala oszacowaé
ilo§¢ drobnoustrojéw w 1 cm? rozciericzonej zawiesiny, czyli w 107 cm® zawiesiny
picrwotnej. Liczba kolonii w naczyniu jest wielkosciy podlegajaca rozkladowi Poissona
i do tego typu danych moze byé stosowane przeksztalcenie pierwiastkowe.

Przekszialcenie pierwiastkowe bywa takze uzywane do danych w postaci czgstosci
wzglednych (frakcji), jezeli sy one zawarte w przedziale 0 + 0.2 lub 08 + 1 (w tym
ostatnim przypadku obliczamy najpierw p* = 1 — p i dopiero potem stosujemy przeksztat-
cenie). Gdy zakres rozpatrywanych frakcji jest szerszy, a w szczegdInosci rozeijga si¢
od 0 do 1, wiedy stosujemy specjalne przekszialeenia, o ktérych bedzie mowa w pod-
rozdziale 2.4,

Przeksztalcenie kwadratowe

y = x° (2.10)

stabilizuje wariancje, gdy wariancja x zmniejsza si¢ w miar¢ wzrostu Sredniej, linearyzuje
zalezno$S¢ krzywoliniowaq, gdy funkcja regresji wykazuje zmniejszajacy si¢ co do wartosci
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bezwzglednej pochodng oraz normalizuje rozklady sko$ne ujemnie. Przeksztalcenie to nie
jest tak czgsto stosowane, jak przeksztalcenia omawiane poprzednio.

2.3.3 Przeksztalcenie odwrotnoSciowe

Przeksztalcenie odwrotnosciowe nalezy rowniez do grupy przeksztalcen potggowych.
Jest ono okreslone wzorem:

X (2.11)

e

Il

= | —
Il

e

Przeksztalcenie to stabilizuje wariancjg, gdy jest ona proporcjonalna do czwartej potegi
$redniej. Jednakze inna cecha tego przeksziaicenia powoduje, Ze jest ono czgsto stosowane.
Chodzi mianowicie o to, ze duzym wartosciom x przypisuje ono praklycznie zerowe
wartosci przeksztatcone, za§ niewielkim wartosciom x odpowiadajy stosunkowo duze
warto$ci y. Przeksztalcenie takie ulatwia analizg danych w postaci czaséw przezycia
zwierzat doswiadczalnych uzyskiwanych np. podczas badan efektywnosci lekow. Zasto-
sowanie tego przeksztalcenia umozliwia linearyzacje spotykanych w tym postgpowaniu
zaleznosci. Szczegdly oméwiono w ponizszym przykladzie.

Przykiad 2.2
Dla porownania efektu terapeutycznego dwéch lekow, zakazono dwie grupy zwierzat
doswiadczalnych tysigekrotng Lpigcdziesigcioprocentowq dawka Smiertelng™ pewnego wi-
rusa. Sposob ustalania pigcdziesigcioprocentowej dawki Smiertelnej, czyli takiego st¢zenia
wirusa, przy ktorym polowa zwierzigt doswiadczalnych ginie, bedzie opisany w nastgpnym
podrozdziale. Teraz zakazone zwierzgta leczono badanymi lekami podajac jednej grupie
jeden z lekdw, a drugicj — drugi. W ramach kazdej z grup aplikowano poszczegdlnym
zwierzetom rozne dawki, a wilasciwie rozne stgZzenia odpowiedniego leku. Rejestrowano
czasy przezycia poszczegolnych zwierzat, rodzaj podawanego im leku oraz jego stgzenie
podczas terapii. Nastgpnie tak uzyskane dane poddawano przeksztalceniom wykorzystujac
logarytmy stezenia lekéw (log D) oraz odwrolnosci czasow przezycia (1/T). Przeksztalcone
dane naniesiono na uklad wspétrzednych o osiach log D oraz I/T (patrz rys. 2.2). Dalsze
badania statystyczne wykazaly, ze z dostatecznie duzym prawdopodobieistwem mozna:
1) zaleznosci migdzy 1/T a log D dla kazdego z dwéch badanych lekéw traktowad jako
prostoliniowe o wspotczynnikach Kierunkowych prostych réznych od zera (por. pod-
rozdzial 8.3).
2) obie proste obrazujjce te zaleznosci uwazaé za rownolegle (por. punkt 8.4.1),
3) traktowaé réwnolegle proste dla obu lekéw jako proste nie pokrywajjce si¢ i oszacowaé
ich pozioma odleglos¢ M (por. punkty 8.4.3, 8.4.5, a takie rys. 2.2).
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lek standardowy

0 logD

Rys. 2.2 Przykladowe dane z badania efektu terapeutycznego dwdch lekéw wraz z dopasowanymi réwnolegly-
mi prostymi regresji. Kéleczkami oznaczono dane dotyczace leku pierwszego, krzyzykami — leku drugiego.

Bez zastosowania odpowiednich przekszialcen wstepnych uzyskanie takich wynikéw nie
byloby mozliwe. Pozioma odleglos¢ M rownolegtych prostych obrazujacych zaleznosé
efektu terapeutycznego (chodzi tu o przekszialcony czas przezycia) od stgzenia leku
(a wiasciwie od logarytmu jego stgzenia) jest nazywana logarytmem stosunku mocy.
Zwykle jeden z lekow (np. pierwszy w naszym przykladzie — por. rys. 2.2) traktuje si¢
jako standardowy i stuzy on jako baza por6éwnawcza dla leku drugiego — testowanego.
M jest rowne réznicy logarytméw stezen wywolujacych ten sam efekt terapeutyczny, czyli
logarytmowi stosunku tych st¢zen. Po antylogarytmowaniu wielkosci M uzyskamy wigc
liczbg moéwigea, ile razy wigksze stgzenic leku standardowego w stosunku do stgzenia
leku badanego jest konieczne dla osiagnigcia tego samego efektu. Stanowi to pewna miarg
efektywnosci leku badanego, ktéry (jak o ma miejsce w naszym przypadku pokazanym
na rys. 2.2) wymaga mniejszej dawki dla tego samego efektu, czyli daje lepszy efekt
przy tej samej dawce.

2.4 Przeksztalcenia frakcji

W badaniach skutecznosci lekéw badZz w ocenie szkodliwosci Srodkéw trujacych czgsto
uzyskujemy dane w postaci frakcji, przy czym frakcje te wypelniaja caly przedzial od 0
do 1.
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Przykiad 2.3

Dokonano préby wyznaczenia pieédziesigcioprocentowej dawki Smiertelnej pewncj
trucizny. W tym celu duzg liczbg zwierzat doswiadczalnych podzielono na réwnoliczne
grupy i kazdej grupie podano trucizng w innym st¢zeniu. Po uplywie okreslonego czasu
oznaczono w kazdej grupie frakcje zwierzat, kiére przezyty. Dla matych st¢zen trucizny
frakcje te wynosily 1, dla bardzo duzych 0. Przy stgzeniach posrednich frakcje byly
rézne od warto$ci kraficowych i uktadaly si¢ (przy zastosowaniu logarytmicznego prze-
ksztalcenia stgzen) w przyblizeniu zgodnie z tzw. krzywa sigmoidalng (por. rys. 2.3).

frakcja

)
przezycia P

0,51

0 . T

Rys. 2.3 Przykladowe wyniki badan skutecznosci pewnej trucizny — dane w postaci frakcji wraz
z dopasowana sigmoidalng krzywa regresji.

Dalsze badanie uzyskanych danych mozna przeprowadzi¢ po wstgpnym przeksztalceniu
frakcji, majacym na celu linearyzacje zaleznoSci, zwlaszcza w tym zakresie gdzie frakcje
przyjmujg warto$ci rézne od 01 1. Obydwa zakresy prostoliniowego (ptaskiego) przebiegu
zaleznoSci frakcji od stezenia nie niosa zadnej istotnej informacji, gdyz §ledzac poziomy
przebieg wykresu (dla p = 1 i dla p = 0) nie wiemy, jak daleko znajdujemy si¢ od
strefy zmiennosci. Dlatego dane te najczgsciej eliminuje si¢ z rozwazan, Dalszym celem
przeksztalcenia powinna by¢ stabilizacja rozrzutu. Rozrzut jest zerowy w obydwu
poziomych prostoliniowych fragmentach wykresu linii regresji, zas maksymalny w oko-
licach frakcji p = 0,5. Przy zblizaniu si¢ do kraficowych wartosci frakcji rozrzut maleje,
a jednoczesnie rozklad wartosci frakeji staje si¢ wyraznie asymetryczny ze sko$noscig
w kierunku S$rodka tj. punktu p = 0,5 co jest spowodowane naturalnym ograniczeniem
zmiennosci frakeji do przedziatu <0, 1>,

Stosuje si¢ trzy przeksztalcenia danych w postaci frakcji. Trudno stwierdzié, czy
ki6res z nich jest wyraZznie lepsze od innych. Przeksztalcenia lepiej realizujace line-
aryzacje ni¢ stabilizujy wariancji, za$ stabilizujace wariancj¢ nie w pelni linearyzuja
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krzywq sigmoidalng. Po krétkim oméwieniu wspomnianych przeksztalcen powrécimy
do przykladu 2.3.

2.4.1 Przeksztalcenie katowe

Przeksztalcenie katowe dane zaleznosciy

y = arc sin Vp

stabilizuje wariancje, ktdra jest réwna

820.7

74 ~
ot (=22
(}) n

(2.12)

(2.13)

(gdzie n — liczebnos¢ préby), jezeli rozkiad jest Scisle dwumianowy. Natomiast linearyzacja
zaleznosci sigmoidalnych przy przeksztalceniu tym nie jest idealna: obserwuje si¢ pewne
splaszczenia wykresu przy gémej i dolnej granicy przedziatu zmiennosci (tzn, dla p = 0
i p = 1), cho¢ w wigkszej czgsci przedzialu krzywa sigmoidalna jest dobrze ,,prostowana”.
Tabela 2.4 zawiera krétky tablice przeksztalcenia katowego, jak i dwéch dalszych oma-
wianych ponizej.

Tabela 2.4
Krotka tablica przeksztatcen frackeji (wedfug [Armitage])
Frakci Przeksztalcenie
katowe (w sto- logitowe probitowe
pniach katowych)
0 0 —oo oo
0,05 13 -2,94 3.36
0,10 18 =220 3,72
0,15 23 -1.73 3,96
0,20 27 -1,39 4.16
0.25 30 -1,10 4,33
0,30 33 -0,85 448
0.35 36 -0,62 4,61
0.40 39 -041 475
045 42 -0,20 4,87
0.50 45 0 5,00

(%4
(%)



Frakcja Przeksztalcenie
katowe (w sto- logitowe probitowe
pniach Katowych)

0,55 48 0,20 5.13
0.60 51 041 5,25
0,65 54 0,62 5,39
0,70 37 0,85 592
0,75 60 1,10 5,67
0.80 63 1,39 5,84
0.85 67 1,73 6,04
0,90 72 2,20 6,28
095 77 2,94 6,64
1.00 90 oo 6

2.4.2 Przeksztalcenie logitowe

Logit y frakcji p definiujemy jako

y=In—— (2.14)
1-p

W przeksztalceniu tym pomijamy obserwacje, dla ktérych p = 0 lub p = 1. Obserwacje
te. jak wiemy, ni¢c wnoszj istoinej informacji. a odpowiadajgce im wartosci przeksziatcone
sa nieskoriczone (nie istnieja). Czasami zamiast pomija¢ wartosci kraicowe p = 0ip =1
modyfikuje si¢ nieco wzor (2.10) tak, ze przekszialcenie logitowe definiuje si¢ jako

I
rt =
y=tn—2o 2.15)

N=r+<
2

g r " v - . 1 s as
gdzie p = v natomiast n jest liczebnoscia proby wykorzystywanej do wyznaczenia frakcji.

Przeksztalcenie logitowe jest podobne do katowego w takim rozumieniu, ze takze
bardziej .rozciaga™ konice skali p niz jej Srodek. Jednakze w bezposredniej bliskosci
wartosci granicznych podobienstwo znika, gdyz przekszialcenie logitowe jeszeze bardziej
rozcigea skalg przyjmujac wartosci dowolnic duze (skala przeksztalcenia katowego jest
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ograniczona). Przeksztalcenie logitowe dobrze linearyzuje krzywe sigmoidalne, nie za-
pewniajac jednak stabilizacji wariancji.

2.4.3 Przeksztalcenie probitowe

Przeksztalcenie to, jakkolwiek z trzech tutaj omawianych najbardziej skomplikowane,
jezeli chodzi o wyartykulowanie i sprawiajace trudnosci obliczeniowe (wymaga dyspo-
nowania tablicami statystycznymi), jest najczg¢sciej uzywane, co prawdopodobnie ma swoje
podloze w glgboko zakorzenionej wsrod przedstawicieli nauk medycznych i biologicznych
tradycji.

Niech dla dowolnej frakcji p liczba y* bedzie taka wartoscia, Ze na lewo od y* znajduje
si¢ p-ta czeS¢ powierzchni zawartej pod krzywa standaryzowanego rozkladu normalnego.
Innymi stowy y’ mozna okresli¢ z zaleznosci

p=F@©) (2.16)

gdzie F(-) jest dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego (rozkladu normalnego
o wartosci Sredniej réwnej zeru i odchyleniu standardowym réwnym jeden).

Probit y frakcji p jest definiowany jako:

y=5+y (2.17)

Dodanie wartosci 5 do y* w powyzszej definicji wynika z tradycji i nie ma jakiego$
merylorycznego uzasadnienia.

Przeksztalcenie probitowe ma wiasno$ci bardzo podobne do przeksztatcenia logitowego.
Réwniez przyjmuje wartosci nieskoriczone dla p = 0 i p = 1, dobrze linearyzuje regresje
sigmoidalng i nie stabilizuje wariancji. Niekiedy, aby unikna¢ trudnosci z nieskoficzonymi

wartosciami y dla p = 01 p = 1 przyjmuje si¢ poprawke w definicji p=}—: okreslajac:

_2n-1
T
przypadkach uzywa si¢ wartosci p’ przy obliczaniu probitow.

dlar =0 (czyli p = 0) p’=ﬁ idlar=n(czylip = 1) p’ 1 pOZniej w granicznych

Przyklad 2.3 (ciag dalszy)

Kontynuujmy przykiad poswigcony wyznaczaniu pigédziesiecioprocentowej dawki
$miertelnej pewnej trucizny. Dane w postaci frakcji przezycia dla réznych logarytméw
stgzen trucizny przeksztalcamy obliczajac ich probity i zaznaczajac to na wykresie (por.
rys. 2.4). Nastgpnie wykorzystujac odpowiednie metody analizy regresji (opisane dalej
w rozdziale 8) dopasowujemy do uzyskanych punktéw w najlepszy mozliwie sposib
prosta regresji, bgdaca obrazem zaleznosSci probitu frakcji przezycia od logarytmu
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frakcji
przezycia

° (055 g0
Rsy. 2.4 llustracja sposobu okreflania ,,50%-owej dawki {miertelnej” LDso pewnej trucizny
z wykorzystaniem przeksztalcenia probitowego.

stgzenia. Poniewaz frakeji p = 0,5 (czyli 50%) odpowiada probit réwny 5, wigc prosta
réwnolegla do osi odcigtych przechodzaca przez punkt (0, 5) da na przecigciu z prostg
regresji punkt, ktérego odcigta bedzie wiasnie logarytmem szukanej 50% — owej dawki
$miertelnej. Warto$¢ t¢ (po antylogarytmowaniu) uzywamy do badan takich, jak opisane
w przykladzie 2.2.

2.5 Eliminowanie obserwacji nietypowych

Podczas wstgpnej analizy danych nicjednokrotnic spotykamy si¢ z obserwacjami,
ktére wydaja si¢ niewiarygodne lub znacznie odbiegajg od pozostalych wynikéw. Powody
takiego stanu rzeczy mogg by¢ dwa. Pierwszym sg réznego rodzaju bledy: wynikajace
z niepoprawnej metody badawczej, ztego przeprowadzenia cksperymentu, ztych warun-
kéw prowadzenia doSwiadczen, pomylek w zapisywaniu wynikOw na papierze, pomylek
w przenoszeniu danych na no$niki komputerowe itd. Drugim powodem jest tzw. zmien-
no$¢ losowa materialu statystycznego. Przykladem moze by¢ tutaj natrafienie podczas
wstgpnej analizy danych szpitalnych na kartg chorego, ktérego wzrost wynosi 222 cm.
Jest to warto$¢ budzaca podejrzenia, jednak nie jest to warto$¢ zupelnie nieprawdopo-
dobna. Jezeli moze ona by¢ w jaki$ sposdb potwierdzona, nalezy ja oczywiscie przyjaé
do dalszych obliczen. Odrzucenie byloby tu bigdem sztuki. Natomiast wzrost doroslego
pacjenta rébwny 272 ¢m lub 27 c¢cm nalezy odrzuci¢ z powodéw oczywistych — jako
btad gruby.

Ostatni przyklad jest ilustracja jednej z metod eliminacji obserwacji nietypowych,
a mianowicie sprawdzania logicznego. Polega ono na eliminowaniu pewnych wartosci,
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ktére mozna uwazac¢ za niemozliwe lub kraficowo nieprawdopodobne z racji znaczenia
samej obserwacji. Przykladem moze by¢ temperatura ciala wynoszaca 10°C lub podanie
w rubryce ,stan cywilny”™ dziesigcioletniej pacjentki informacji .zam¢zna”. Tego typu
bledne dane mogg by¢ eliminowane rgcznie badZ tez automatycznie z wykorzystaniem
komputera, po ustaleniu odpowiednich dla kazdego typu danych regul i zasad.

Drugim sposobem eliminacji jest wykorzystanie znajomosci wlasnosci statystycznych
materialu obserwacyjnego. Najbardziej znang zasady z tej grupy jest tzw. reguta trzech
sigm. Ot6z najczeSciej spotykamy si¢ z danymi o rozkladzie normalnym lub zblizonym
do normalnego. W takich przypadkach prawdopodobienstwo tego, Zze warto§¢ zmiennej
losowej znajdzie si¢ w przedziale, ktérego srodkiem jest warto$¢ oczekiwana 1, a granice
wynoszi | - 30 oraz | + 30 (0 1o oznaczenie odchylenia standardowego), jest réwne
0,9973 czyli jest to zdarzenie prawie pewne. Jezeli wigc zaobserwujemy wartosci spoza
przedzialu o promieniu 30, to do tej wartosci nalezy podejs¢ z duzym sceplycyzmem.
Postulowane jest wyeliminowanie jej, zwlaszcza jezeli istnieje jaki$ dodatkowy powdéd
zewngtrzny wskazujacy na przyklad, Zze obserwacje wykonal niedoswiadczony technik
lub Ze agregat klimatyzacyjny ulegl awarii w pewnym momencie trwania cksperymentu,
itd. Gdy jednak nic podejrzewa si¢ wplywu dodatkowych czynnikéw zewnetrznych, to
wskazane jest raczej pozostawienie podejrzanej obserwacii.

W ogéle nalezy stwierdzi¢, ze problem eliminacji obserwacji nietypowych i blednych
Jjest zagadnieniem bardzo trudnym i cigzko poddajacym sig¢ jakiejkolwick unifikacji. Wy-
maga duzej wnikliwosci, doSwiadczenia i rutyny oraz indywidualnego podejécia do kazdego
przypadku. Jednoczesnie jest to zagadnienie bardzo wazne, gdyz decyzja odnosnie pozo-
stawienia lub wyeliminowania obserwacji kraicowych moZe w znacznym stopniu rzutowaé
na wyniki calej analizy statystycznej.
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3. STATYSTYKA OPISOWA

Statystyka zajmuje si¢ metodami wnioskowania o calej zhiorowoSci statystycznej
(zwanej czasami populacjy generalng) na podstawie zbadania pewnej jej czesci zwanej
probg. Metody wnioskowania statystycznego w zastosowaniu do probleméw biologii
i medycyny bedg tematem dalszych rozdzialow. W szczeg6lnosei w rozdziale czwartym
bedzie si¢ mowié o estymacji, czyli szacowaniu parametréw rozkladu badanej cechy
w populacji generalnej na podstawie znajomosci wynikéw prdoby. Dalsze rozdzialy
podrecznika poswigcone beda weryfikacji hipotez statystycznych, dotyczacych rozkladu
badanej cechy w zbiorowosci generalnej. Testowanie tych hipotez takze bedzie bralo
za podstawg wyniki préby pobranej z populacji generalnej.

Ninigjszy rozdzial nic begdzie jeszcze zajmowal sig wlasciwym wnioskowaniem
statystycznym. Poswi¢cimy go wsigpnemu badaniu wynikéw préby. Istnieje czesto po-
trzeba wyrazenia serii wartoSci (np. pomiardw) w postaci jednej liczby odzwierciedlajgcej
ogblny poziom zjawiska, jego przeci¢tng tendencj¢. Liczby tego typu nazywane bywaja
miarami skupienia, miarami poloZenia lub chyba najwlasciwiej miarami tendencji cen-
tralnej. Najwazniejsza z nich jest Srednia. Poza wskazaniem liczby, wokdl ktorej
koncentruja si¢ wyniki préby niezbgdne jest niejednokrotnie okreslenie stopnia rozpro-
szenia wynikOw préby wokél Sredniej. Jest to wazne np. dla oceny wiarygodnosci
oszacowania (estymacji) Sredniej. Jeéli cheemy cokolwiek wnioskowaé o Sredniej w calej
populacji na podstawie znajomosci Sredniej z proby, to w przypadku gdy poszczegdine
wyniki préby malo rézniq si¢ wzajemnic — podchodzimy do naszego szacunku ze
znacznie wigkszym zaufaniem niz wowczas, gdy rozrzut wynikow proby jest duzy. Dla
zbadania stopnia rozproszenia danych stosujemy rézne miary rozrzutu (miary zmiennosci,
miary dyspersji), z ktérych najwazniejsza jest wariancja. Ponizej podamy pewne pod-
stawowe wiadomosci dotyczgce miar tendencji centralnej i miar rozrzutu. Informacje
te nalezg do dziedziny zwanej statystyka opisowsq.
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3.1 Miary tendencji centralnej

3.1.1 Srednia, mediana, warto$¢ modalna

Najczescie) uzywana miarg tendencji centralnej jest $rednia z préby. Oznaczamy ja
X i definiujemy jako Srednig arytmetyczng wynikéw préby:

z-‘l‘
- i=1
x== 3.1
przy czym:
x; — obserwacja wartosci badanej cechy dla i-tego elementu populacji gene-
ralnej wybranego do préby,
n — ilos¢ wszystkich obserwacji w probie.
Innym miemikiem tendencji centralnej jest mediana. Jest to warto$§¢ obserwacji $rod-
kowej, jezeli wezesniej uporzadkowaliSmy wszystkie obserwacje w kolejnosci np. rosngcych
warto$ci. Gdy liczba obserwacji n jest nieparzysta — mediang jest obserwacja o numerze

%(n + 1). Jezeli mamy parzysty liczbg obserwacji to przyjmujemy, ze mediang jest Srednia

dwéch obserwacji Srodkowych, to znaczy obserwacji 0 numerze 51 oraz obserwacji

slojgcej na miegjscu —;n + 1.

Czgsto dokonuje si¢ pordwnan obu miar tendencji centralnej. Zwraca si¢ wlwczas
uwage na nastgpujace zagadnienia:

1) obliczajac $rednig korzystamy z wynikéw wszystkich obserwacji, mediana jest za$
pojedyncza obserwacja lub zalezy od co najwyzej dwu obserwacji. Dlatego tez mediana
niesie w sobie mniej informacji o préobie niz $rednia,

2) zmiany wartosci obserwacji ekstremalnych nie maja wplywu na wielko$¢ mediany,
a wplywaja na $rednig. Z tego powodu dla silnie asymetrycznych (skosnych — por.
rys. 2.1) rozkladéw obserwacji mediana jest lepszym miemikiem tendencji centralnej,
gdyz lepiej odzwierciedla typowe wartodci obserwacji,

3) mediana w niewielkim stopniu nadaje si¢ do przeksztalcen i obliczeri matematycznych,
nie jest wigce zbyt czgsto wykorzystywana w zaawansowanych metodach statystycznych.
Kolejng miarg tendencji centralnej jest warto$é¢ modalna (dominanta, moda). OkreSla

si¢ ja jako wartos¢ tej (tych) obserwacji, ktéra wystgpuje najczeSciej w danej prébie.

Miemik ten charakteryzuje si¢ duzg zmiennoscia w probach o niewielkiej liczbie obserwacji.

Jest on rzadko uzywany w analizie statystycznej.
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3.1.2 Obliczanie Sredniej, mediany i modalnej dla danych w postaci szeregow
rozdzielczych

W poprzednim rozdziale w tabeli 2.3 pokazano przykiad danych ilosciowych w formie
tzw. szeregu rozdzielczego. Taki zagregowany sposob dostarczania danych stosuje si¢ w przy-
padku duzej liczby obserwacji. Grupuje si¢ wowczas obserwacje w kilka do kilkunastu klas
oraz podaje si¢ jedynie granice przedzialow klasowych i liczby obserwacji w poszczeg6lnych
klasach. Dane takie czesto przedstawia si¢ graficznie w postaci histograméw (por. rys. 3.1).

600"

Liczba pacjertéw

Rys. 3.1 Histogram rozkladu wicku pacjeniéw z nowolworem pluc (wedlug tabeli 2.3).

Nigjednokrotnic istnicje potrzeba obliczenia wartosci Sredniej, mediany 1 wartosci
modalnej dla danych w postaci szeregu rozdzielczego. Stosujemy wowczas wzory przy-
blizone, ktére przedstawimy ponizej. Wzory te wykorzystamy dalej do obliczeri miernikow
tendencji centralnej danych dotyczacych wielu pacjentéw z nowotworem pluc (por. tabe-
la 2.3). Dane te powtérzono w tabeli 3.1 uzupelniajac je dodatkowo o postaé szeregu
skumulowanego (dla danych przedziatu klasowego podaje si¢ sumeg liczebno$ci danej klasy
i wszystkich poprzednich — jest to pewien odpowiednik dystrybuanty rozkiadu).

Warto$é $rednig dla danych w postaci szeregu rozdziclezego oblicza si¢ wedtug wzoru:

g —— (3.2)

gdzie:
n; — liczebno$¢ w i-tym przedziale klasowym,
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k — liczba klas,

; — $rodek i-tego przedzialu klasowego.
Tabela 3.1
Dane do przyktadu obliczania miar tendencji centralnej
Wiek Liczba
pacjentow

Przedzialy Srodki Szereg Szereg Wartosci
klasowe przedziatow rozdziclczy skumulowany | pomocnicze do

(granice) klasowych obliczania

$redniej
25 — 34 30 17 17 510
35 — 44 40 116 133 4640
45 — 54 50 493 626 24650
55 — 64 60 545 1171 32700
65 — 74 70 186 1357 13020
1357 75520

W rozwazanym przypadku (tab. 3.1)
X =75520/1357 =556 lat
Mediang wyznacza si¢ w nast¢pujacy sposéb:
1) okresla si¢ numer obserwacji, kiérej warto$¢ jest mediana (w naszym przykladzie
n = 1357 jest nieparzyste, wigc
2) na podstawie szeregu skumulowanego odnajduje si¢ klasg w ktérej lezy mediana (u nas
klasa 55 — 64 lat),

3) oblicza si¢ warto$¢ mediany Me z nasigpujacego wzoru wykorzystujgcego metode
interpolacji liniowej:
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JW(.’ = _\'(] + L (NA“. = N' )
Ny

adzie:
Xy — dolna granica przedzialu klasowego mediany,
| — rozpigto$¢ przedziatu klasowego mediany,
np — liczebnos$¢ w przedziale mediany,

(3.3)

Ny — numer obserwacji, kiorej warto$¢ jest mediang (=n/2 lub (n+1)/2),

N® — skumulowana liczba obserwacji do klasy mediany.
W naszym przypadku otrzymuje sig:

Me =55 + (10/545) * (679 - 626) = 56 lat .

Aby obliczy¢ warto$¢ modalng ustala si¢ przedzial klasowy modalnej (jest to ten
przedzial, w ktérym liczebno$¢ jest najwigksza — w naszym przykladzie 55 — 64 lat).

Nastepnie oblicza sig warto$¢ modalna D ze wzoru:

/ Ng=Ng4.\
(g=ng_)+g—ngyy)

D — 'l.U +

gdzie:
Xy — dolna granica przedziatu klasowego modalnej,
| — rozpigto$¢ przedzialu modalnej,
ny — liczebnos¢ w przedziale modalnej,
n, , — liczebnos¢ w przedziale poprzedzajacym klase modalnej,
g, — liczebnos¢ w przedziale nastepujacym po klasie modalnej,

W rozwazanym przykladzic

_ 545-493
D=3+ 0G5 a0 as—1s6) 0 !

UzyskaliSmy wartosci miar tendencji centralnej spelniajace zaleznos¢
modalna > mediana > $rednia

typows dla rozkladéw ujemnie skosnych (por. rys. 3.1).

(3.4)
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3.1.3 Srednia geometryczna i $rednia harmoniczna

W podpunktach 2.3.1 oraz 2.3.3 oméwiono przeksztatcenie logarytmiczne i przeksztat-
cenie odwrotnosciowe. Z przeksztalceniami tymi zwigzane sj pojecia Srednich: geome-
trycznej i harmonicznej. JeZzeli bowiem przed dokonaniem analizy podda si¢ dane prze-
ksztalceniu logarytmicznemu:

y=log,x (3.5)

a nastgpnie wyliczy si¢ Srednig arytmetyczng ¥ danych przeksztalconych, to warto$¢ (a
po powrocie do pierwotnej skali danych (po antylogarytmowaniu)

X,=d (3.6)

da wielko$¢ X, bedaca Srednig geometryczng danych pierwotnych. Czgsto przytaczany
w literaturze wzoér dla Sredniej geometrycznej

.? —~ 'J.\'l 'J.;Z (3.7)

2

jest oczywiscie szczeg6lnym przypadkiem w oméwionej wyzej procedurze, gdyz niezaleznie
od logarytmicznej ,techniki™ wyliczania $redniej geomeltrycznej, jej warto§¢ w ogdélnym
przypadku wyznaczana jest zgodnie z wzorem:

n l
%=|I1x]" (3.8)
iwm]
gdzie symbol IT uzyto do oznaczenia iloczynu wielu argumentdéw analogicznie do po-

wszechnie znanego symbolu Z.
Podobnie jezeli dokona si¢ przeksztalcenia danych z préby przez odwrotnosé

y=1/x (3.9)

i wyliczy sig srednia arytmetyczng ¥ danych przeksztalconych, to po przejsciu do poprzedniej
skali danych

X,=1/y (3.10)
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uzyska si¢ wielko$¢ x, bedaca Srednia harmoniczng danych pierwotnych. Ogéiny wzor
dla $redniej harmonicznej jest nast¢gpujacy:

n

T, = @.11)

> 1
imt Xi

Obydwie $rednic: geometryczna i harmoniczna sa mniejsze lub réwne Sredniej aryt-
metycznej, przy czym réwno$¢ zachodzi tylko dla identycznych wszystkich usrednianych
wartosci.

Obie rozwazane Srednie nie sa na ogol stesowane zamiast Sredniej arytmetycznej jako
alternatywne miary tendencji centralnej w kompleksowej analizie statystycznej. Stanowia
one niejako efekt uboczny wykorzystywania wstgpnych przeksztalceri danych w problemach
statystycznych w biologii i medycynie (por. rozdzial 2).

3.2 Miary rozrzutu

3.2.1 Rozstep, odchylenie ¢wiartkowe, odchylenie przecigtne

Najprostsza miarg rozrzutu jest rozst¢p, czyli réznica pomiedzy najwigksza i najmniejszg
obserwacja. Jest to bardzo naturalny miemik rozrzutu, wygodny zwlaszcza wowczas, gdy trzeba
szybko otrzymaé orientacyjna charakterystyke zmiennosci danej préby. Prostota definicji roz-
stgpu jest jednak takze jego wada. Warto$¢ rozsigpu zalezy bowiem tylko od dwoch obserwacii
i w dodatku s3 to obserwacje skrajne, a wnioskowanie oparte wyljcznic na wartoSciach
kraficowych nie jest wiarygodne. Gubiona jest wowcezas cala informacja o zmiennosci obserwacji
polozonych wewnatrz przedzialu ograniczonego wartosciami ekstremalnymi, a zmienno$¢ ta
moze by¢ mocno zréznicowana. Poza tym rozstep wykazuje duzj zmienno$¢ przy zmianach
priby. Na 0g6l roénie on przy wzroscie liczebnosci proby, gdyz do duzych prob latwiej zostang
wylosowane obserwacje nietypowe, rzadko pojawiajace si¢ w populacji i wyraZnie rznigee si¢
od pozostalych. Z tych to powodéw nie wykorzystuje si¢ szerzej rozst¢pu jako miary rozrzutu.

Wymienione powyzej wady w mniejszym stopniu dotycza nastgpnej z miar rozrzutu,
a mianowicie odchylenia ¢wiartkowego. Odchylenie ¢wiartkowe to miemik oparly takze
na wartosciach dwoéch obserwacji, ale juz nie obserwacji skrajnych. Chodzi o tzw. kwartyle.

Warto$¢ obserwacji, ponizej ktorej znajduje si¢ = uporzadkowanych obserwacji, nazywa
4

si¢ kwartylem dolnym, za§ warto$¢ obserwacji, powyzej ktorej znajduje si(;zl uporziyd-

kowanych obserwacji, to kwartyl gérny.
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Roéznicg migdzy obydwoma kwartylami nazywamy odchyleniem ¢wiartkowym. Miernik
ten, mimo Z¢ jest znacznie bardziej stabilny niz rozstgp, takZe nie jest zbyt cz¢sto uzywany
z uwagi m.in. na trudnosci w okreSleniu numeréw obserwacji bgdacych kwartylami —
zwlaszcza dla malych préb.

Na informacjach o odchyleniach wartosci wszystkich obserwacji od Sredniej bazuje
nastgpna miara rozrzutu, 4 mianowicie odchylenie przecigtne zwane nickiedy odchyleniem
srednim. Jest ono zdefiniowane wzorem

z ‘X"-}
d="=1— (3.12)
n

Jako Srednia arytmetyczna wartoéci bezwzglednych odchylen poszezeg6lnych obserwacii
od $redniej. Miara ma t¢ wadg, ze trudno poddaje si¢ dzialaniom matematycznym (obecno$é
warto$ci bezwzglednych) i nie posiada tak bezposredniej interpretacji teoretycznej jak
omawiane dalej odchylenie standardowe - wige takze i ona nie ma szerszego zastosowania
W statystyce.

3.2.2 Wariancja i odchylenie standardowe. Problem estymacji punktowej

Wariancje definiujemy wzorem

n . 2
%9
T L el (3.13)
n
Jest to $rednia arytmetyczna sumy kwadratéw odchyled warto$ci obserwacji od $redniej.
Pierwiastek kwadratowy wariancji nazywamy odchyleniem standardowym

$ (x,-%
o= g (3.14)

Wariancja 1 odchylenie standardowe sa najczgsciej uzywanymi miarami rozrzutu i jednymi
z najwazniejszych parametrow w calej statystyce.

W praktyce do obliczen wariancji i odchylenia standardowego wykorzystujemy inne
niz (3.13) i (3.14) wzory, a mianowicie zastgpujemy ..n" w mianowniku przez ,n-1"
Powodéw, dla ktérych tak czynimy jest kilka. Wyjasnienie najwazniejszego z nich wymaga
krotkiej informacji o zadaniu estymacji punktowej.



Jednym z gléwnych cel6w statystyki jest wnioskowanic o calej zbiorowosci statystycznej
na podstawie zbadania pewnej jej cze$ci zwanej proby. Estymacja punktowa polega na
szacowaniu nieznanego parametru zbiorowosci poprzez pewna wiclko$¢. obliczong na
podstawie wynikéw préby. Wielko$¢ t¢ nazywamy estymatorem. Przykladowo estymatorem
nieznanej wariancji w calej populacji moze by¢ jej oszacowanie obliczone z proby na
podstawie wzoru (3.13). Czy jednak bedzie to oszacowanie optymalne? Sposréd kilku
wymagan stawianych estymatorom, najwazniejsze sj trzy: dobre estymatory powinny by¢
efektywne, nieobciazone i zgodne.

Estymator efektywny, to estymator o mozliwie malym rozrzucie. Jest zrozumiale, ze
z populacji generalnej moZemy pobieraé rézne proby losowe. Obliczone na podstawie
poszczegblnych prob wartoéci estymatora tego samego nieznanego parametru populacji
réznig si¢ pomigdzy soby. Estymator bgdzie efektywny, jezeli rézne proby dadzg mozliwie
zblizone do siebie warto$ci oszacowania nieznanego parametru zbiorowosci.

Estymator nieobcigzony to z kolei taki estymator, ktérego warto$¢ oczekiwana jest
réwna wartosci nieznanego parametru populacji. Innymi stowy: estymator nieobciazony
szacuje nieznany parametr zbiorowosci bez blgdu systematycznego.

Estymator zgodny ma t¢ wiasciwos¢, Ze stosowanie wigkszych liczebnie préb poprawia
dokladno$¢ szacunku (estymator jest stochastycznie zbiezny do wartosci szacowanego
parametru).

Obydwa oszacowania wariancji: zardwno tamto z wartoscig n, jak 1 to drugie z n-1
w mianowniku, charakteryzujy si¢ takim samym stopniem efektywnosci i wlasnoscia
zgodnosci. Réznica polega jedynie na tym, Ze estymator okreslony wzorem (3.13) jest
lekko obcigzony, za$ estymator

- -2
¥ (%)
i=]
= 3.15
s n-1 PAR
nalezy do grupy estymatoréw nicobcigzonych. Natomiast zaréwno estymator (3.14) jak
i estymator wyrazony wzorem

2 ()

n—1 @.16)
sq obcigzonymi estymatorami odchylenia standardowego. W dalszym ciagu bedziemy dla
szacowania wariancji lub odchylenia standardowego z proby uzywal zawsze wzorow
(3.15) i (3.16).

Intuicyjne wyjasnienie stosowania wzoru (3.15) mozna poda¢ wykorzystujac pojecie
stopni swobody. Liczba stopni swobody jest rowna liczbie niewiadomych, pomniejszone)
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o liczb¢ niezaleznych réwnan wigzacych te niewiadome. Gdyby$my mieli 5 niewiado-
mych i uklad trzech réwnan liniowych z tymi niewiadomymi, to moglibySmy arbitralnie
przyja¢ warto$ci dwu niewiadomych, a pozostale trzy bylyby okreslone poprzez réwnania
~ ukiad taki mialby 2 stopni¢ swobody. Obliczajac oszacowanie wariancji z proby
o liczebnosci n obserwacji korzystamy ,po drodze” z jednego réwnania, a mianowicie
z zaleznosci

2%
L
oon
ktéra pozwolita nam wyliczy¢ $rednig. Dysponujemy wobec tego nie n lecz n-1 niezaleznymi
odchyleniami od $redniej X. Inaczej méwigc mamy do dyspozycji n-1 stopni swobody,
gdyz jeden stracilisSmy dla wyznaczenia Sredniej — i wlasnie taka warto$¢ musimy uzy¢
do nieobciazonego estymatora wariancji. GdybySmy znali prawdziwg Srednia populacji
i postugiwali si¢ odchyleniami od tej rzeczywistej §redniej — nie byloby straty jednego
stopnia swobody. Jak si¢ przeckonamy péZniej (por. np rozdz. 7) ogélna formula na
oszacowanie wariancji da si¢ sprowadzi¢ do ponizszego zapisu:

oszacowanic _  suma kwadratéw odchylen od pewnej wartosci
wariancji liczba stopni swobody

Na zakoiiczenie rozwazai 0 oszacowaniu wariancji warlo podaé pewng tozsamo$é, uzy-
teczng przy praktycznych obliczeniach:

(Zx.-)z _

Y =X = Y ¥~ Yai-nx? (3.17)

Uzyteczno$¢ tej tozsamosci wynika z faktu, ze zamiast najpierw wylicza¢ S$rednig X
i potem sumowa¢ odchylenia (x;,—X)* — co wymaga dwukrotnego przegladania zbioru
danych — mozemy raz analizowa¢ dane, wyznaczajjc dwie sumy pomocnicze Xx; oraz
21?2, z kt6rych potem bez trudu okre§limy warto$¢ $rednig i odchylenie standardowe.

3.2.3 Obliczanie miar rozrzutu dla szeregéw rozdzielczych

Zostang teraz podane wzory na obliczanie odchylenia przecigtnego, wariancji i od-
chylenia standardowego dla danych w postaci szeregéw rozdzielczych. Wzory te oparto
na zalozeniu, ze wszystkie obserwacje nalezace do danej klasy roziozone sa réwnomiernie
na dlugosci przedziatu klasowego, a wobec tego mozna dla celéw obliczeniowych traktowac
je tak, jakby byly skupione w Srodku przedzialu klasowego. ZaloZenie takie (gdy nie jest
spelnione) daje nieco zawyZone warto$ci miar rozrzutu.
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Odchylenie przecigtne oblicza si¢ wedlug wzoru
gt (3.18)

n
o

o —_—
b XI n;

gdzie:
E — $rodek i-tego przedzialu klasowego,

n — liczba klas,
n; — liczebnos$¢ i-tej klasy.

Przykiad 3.1.
Obliczone dla szeregu rozdzielczego z tabeli 3.1 odchylenie przecigine wynosi

d=74 lat

Oszacowanie wariancji dla szeregu rozdzielczego otrzymujemy ze wzoru
n
o
Z (x;-% 3 n;
i=1

2= - (3.19)
Zn,——l
i=1

(oznaczenia jak wyzej). Od tak obliczonej wartosci oszacowania wariancji w przypadku
niewiclkiej liczby przedzialéw klasowych odejmuje si¢ wiclkoS¢ rowng 12 (gdzie:
h — dlugo$¢ przedziatu klasowego; w przypadku niejednakowych klas — diugosc prze-
cietna) zwana poprawka Shepparda. Postgpowanie takie ma na celu uniknigcic nadmiernego
zawyzenia szacunku. Pierwiastkujac tak poprawione oszacowanie wariancji uzyskujemy
estymator odchylenia standardowego.

Przykiad 3.1 (c.d.)

W naszym przypadku dla danych z tabeli 3.1 mamy
wariancja  §* = 76,66  [rok?]
poprawka Shepparda #*/12=10>/12=8,33 [rok’]
wariancja skorygowana s% = 76,66 — 8,33 = 68,33 [rok?]
odchylenie standardowe s = 8,27 lat.
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Czasami charakteryzujemy wielko$¢ rozrzutu w prébie za pomoca miernika o chara-
kterze wzglgdnym, nazywanego wspdlczynnikiem zmiennosci i zdefiniowanym jako
- 100% (3.13)

=]l

y=
Dla danych z tabeli 3.1 wspélczynnik 6w ma warto$é

v=(8,27/55,6) * 100% = 14,9%
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4. ESTYMACJA PRZEDZIALOWA PARAMETROW

4.1. Ogolny problem estymacji przedzialowej

Omawiajac miary rozrzutu w punkcie 3.2.2 scharakteryzowano krétko problem estymacji
punktowej. Jak sobie przypominamy, chodzilo o oszacowanie nieznanego parametru po-
pulacji gencralnej przy pomocy pewnej pojedynczej wielkosci, wyznaczonej na podstawic
proby wybranej losowo z calej populacji. Jezeli interesowala nas wariancja z populacji,
to szacowaliSmy ja uzywajac wariancji obliczonej z proby. Podobnie gdyby interesowala
nas $rednia z populacji, uzyliby$Smy jako estymatora Sredniej z proby. Cheac przykladowo
oszacowaé Srednie skurczowe ci$nienie krwi u me¢zezyzn w wieku 30...40 lat zatrudnionych
w przemysle na stanowiskach robotniczych, mozna wybra¢ losowo prébe 31 mgzczyzn,
spelniajacych podane warunki i zmierzy¢ im cisnienie krwi. Po uSrednieniu otrzyma sig
wartos¢ wynoszacy np. 136 mmHg, ktéra moze by¢ uwazana za oszacowanic Sredniego
cisnienia skurczowego w calej rozwazanej zbiorowosci pracownikéw przemystu. Czasami
to wystarcza. Cz¢sto jednak wymagane sa dodatkowe informacje o dokladnosci szacunku.
Moga one by¢ sformulowane na przyklad w taki spos6b: z dos¢ duzym, bo wynoszacym
95% prawdopodobienistwem, przedzial 136 £ 6 mmHg (tzn. od 130 do 142 mmHg)
pokrywa nieznang wartos¢ cisnienia skurczowego w naszej grupie pracownikow przemysiu.

Estymacja przedzialowa polega wlagnie na szacowaniu nieznanego parametru populacji
poprzez budowanic takiego przedziatu, ktéry z zadanym z gory prawdopodobnicfistwem
pokrywalby nieznana warto$¢ parametru. Poszukiwany w zadaniu estymacji przedzial
nazywany jest przedziatem ufnosci, za$ ustalane a priori prawdopodobiernistwo, z ktérym
przedzial ufno$ci ma pokrywac nieznang wartoSc parametru, nosi nazw¢ wspolezynnika
(poziomu) ufnosci. Wspélczynnik ufnosci podawany jest zwykle jako 1 - o i przyjmuje
najczgscie] wartosé 0,90, 0,95 1 0,99,

4.2. Estymacja przedzialowa Sredniej

Powstaje pytanie, skad si¢ biorg informacje pozwalajace na wyznaczenie przedzialu
ufnosci. Informacji tych dostarczaja dane z proby oraz teoria dotyczaca rozkladu estyma-
toréw. Stwierdzenia powyzsze wyjasnimy na przykladzie estymacji przedziatowej Sredniej.
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Rozpoczniemy od teorii. Przede wszystkim nalezy sobie uzmystowic, ze Srednia X obliczona
z proby jest zmienng losowa. Losujac np. kilka 3 1-osobowych grup pracownikéw przemystu
w wieku 30...40 lat uzyskamy kilka préb pobranych z tej samej populacji. Srednie cignienie
skurczowe ¥ w kazdej z tych grup bedzie zapewne trochg inne. Uzyskane w ten sposGb
Srednie ¥ sq kilkoma realizacjami zmiennej losowej kt6rg, mozna nazwaé ,S$rednia z 31-
elementowej préby pobranej losowo z populacji”. Z teorii wiemy, ze wartoscig oczekiwang
tej zmiennej losowej jest nieznana nam $rednia W populacji generalngj

ER) =pn

Innymi stowy, wszystkie $rednie z préb grupujj si¢ wokol rzeczywistej Sredniej z populacji.
Grupuja si¢ tym blizej, im mniejszy byl rozrzut w samej populacji generalnej oraz im
wigksza byla liczebnos$¢ proby. Z teorii wynika bowiem, Ze wariancja $redniej z préby
n-clementowej wyraza si¢ wzorem:
2
®m=< @.1)

n
gdzie:
o’ — wariancja w populacji generalnej.
Teoria méwi nam poza tym, Ze jezeli populacja ma rozklad normalny to takze Srednia
z préby ma rozklad normalny. Co wigcej, jesli nawet rozklad populacji ni¢ jest normalny,

to rozklad Sredniej z préby w miarg wzrostu liczebnosci proby bardzo szybko dazy do
rozktadu normalnego ze §rednig p (gdzie g — rzeczywista $rednia w populacji) 1 wariancja

2
%— (porrys4.1).

Wszystkie te wyniki — teoretycznie bardzo wazne dla zrozumienia wlasnos$ci zmiennej
losowej: . Srednia z préby n-elementowej” — bylyby réwniez bardzo uzyteczne dla celow
estymacji przedzialowej, gdyby$my znali rzeczywista warto$¢ wariancji 6 w populacji
generalne). Wiedy moglibySmy skorzysta¢ z faktu, ze zmienna losowa ¥ ma rozkiad

oo .. O ; :
normalny ze Srednig p i wariancja —"— czyli z¢ zmienna

u= }—;E 4.2)
n

ma znany dobrze z literatury standaryzowany rozklad normalny. Poniewaz jednak o’
zwykle nie jest znane, pozostaje nam wykorzysta¢ zmienng ¢ okreslong wzorem:
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rozktad populacii
srednia M
wariancja 0’

I
|
|
I
I
{
I

rozklad $rednich z préb
n - elementowych:

érednia K .
wariancja o
n

—
-

X

|
|
|
|
|
|
$
I

Rys. 4.1 Rozklad prawdopodobiefistwa badanej cechy w populacji generalnej i rozklad srednich
n-clementowych prob pobranych z tej populacji.

(= ?—;E @.3)
Nn

ktéra w odréznieniu od zmiennej u opiera si¢ na dwojakich informacjach uzyskanych
z proby: zawiera mianowicie (tak jak u) obliczong z wynikéw préby $rednig X, ale ponadto
jest tam oszacowanie odchylenia standardowego s obliczone takze na podstawie préby,
czego nie bylo we wzorze (4.2). Statystyka r (zmienne losowe bedace funkcjami wynikow
préby nazywamy statystykami) nie ma juz rozkladu normalnego, lecz inny dobrze zbadany
rozktad, zwany rozkiadem (-Studenta. Rozklady r-Studenta to cala rodzina rozkladow
scharakteryzowana przy pomocy ,liczby stopni swobody”. Ot6z nasza zmienna ¢ wyzna-
czona na podstawie proby n-elementowej posiada rozkiad r-Studenta o n -1 stopniach
swobody. Funkcja gestosci prawdopodobieristwa rozktadu 1 przypomina krzywg gaussowska,
ale odznacza si¢ wigkszym rozrzutem (por. rys.4.2). Z odpowiednich tablic statystycznych
wartosci krytycznych rozkladu 1 mozna odczyta¢ wartosci gf ¢, -y, Stanowigce granice

przedziatu (= o f ,_ 1) of (a-py)» W ktorym to przedziale z prawdopodobieristwem
1 — o bedg pojawiac si¢ realizacje kazdej zmiennej losowej o rozkladzie  z n — 1 stopniami

swobody. Nasza zmienna ¢ (wzOr (4.3)) zwigzana z prébg pobrang z populacji takze
z bliskim jednosci prawdopodobienstwem 1 — o znajdzie si¢ w przedziale:

“fu-n<!t< ol w-1)

PoniewaZ ¢ wyraza si¢ zaleznoscig (4.3), wiec
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f(t)

[N}
njs

T L]
al(n-1) 9 at(n-1)

Rys.4.2 Rozklad r-Studenta o n - 1 stopniach swobody.

n

—of-n< < ol m-1)

Przeksztalcajae dalej otrzymamy:

== ’ =1 L o t -1 . 1
o' (n=1) <F-p< O (n—1)

n n

1 ostatecznie

- ~olm-ps - of (n-1)" S
¥ o <H<E (4.4)

Tak wigc z zalozonym prawdopodobiefistwem 1 - o spelniona jest powyZsza nierow-
nos¢, co oznacza, ze zostal wyznaczony przedzial ufnosci dla nieznanej Sredniej populacii.
Wzor (4.4) jest sluszny dla populacji o rozkladzie normalnym i préby o niewielkiej nawet
liczebosci. Jezeli liczebno§¢ préby jest duza (n > 100), to przedzial ufnosci mozna wy-
znaczy¢ poslugujac si¢ statystyka u z tg réznicy, z¢ wystgpujaca we wzorze (4,2) wartosé
odchylenia standardowego populacji o nalezy zastapi¢ oszacowaniem odchylenia stand-
ardowego s obliczonym z proby. Wowczas przedzial ufnosei dla Sredniej p jest nastgpujacy:

- au-.v( <54 ol s 45
X Tn-_ u<x T (4.5)
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przy czym warto$¢ ,u dla danego wspélczynnika ufnosei 1 - wyznacza si¢ z tablic
standaryzowanego rozkladu normalnego tak by byla spetniona relacja:

Plgqu<u<quj=1-a (4.6)

Najczgsciej uzywane wartoSci (¢ podano w tabeli 4.1

Tabela 4.1
Wartosci krytyczne u rozktadu normalnego standaryzowanego
l-a o all
09 0.1 1,646
0,95 0,05 1,960
0975 0,025 2,241
0,99 0.01 2,576
0,999 0,001 3,291
Przykiad 4.1,

Zmierzono ci$nienie skurczowe krwi grupie 31 mezczyzn w wieku 30...40 lat pracu-
jacych w przemysle na stanowisku robotniczym. U jednego pracownika stwierdzono 100
mmHg, u jednego 110 mmHg, u pigciu 120 mmHg, u 7 — 130 mmHg, u 9 — 140
mmHg, u czterech — 150 mmHg, u trzech — 160 mmHg i u jednego — 170 mmHg.
ZnaleZz¢ 95-procentowy przedzial ufnosci dla cisnienia skurczowego w rozpatrywanej
populacji pracownikéw przemyshi. Mamy:

n =131
X = 1364 = 136 mmHg
= 2437
s = 15,6
Poniewaz préba nie jest szczegdlnie liczna, wigc zastosujemy wzér (4.4), Otrzymamy:
l-a =095
o = 0,05

g.osf (30) = 2.042
[ e
& 0D _57=6 mmHg

Poszukiwany 95-procentowy przedziat ufnosci wynosi 136+6 mmHg.
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Przykiad 4.2.
Wyznaczy¢ 99-procentowy przedzial ufnosci dla Sredniego wieku pacjentéw chorych
na raka phluc, wykorzystujac dane z tabeli 3.1 i obliczenia wykorzystane w rozdziale 3.
Poniewaz préba jest duza skorzystamy z metody objetej wzorem (4.5). Otrzymamy:
n = 1357
x = 556

oot = 2,576
ol s

= 0,6
55 < u 56,2

Wyznaczony 99-procentowy przedzial ufnosci Sredniego wieku chorych jest rGwny
55,6 + 0,6 lat.

Uwazny czytelnik by¢ moze zauwazyl, ze w dotychczasowym wywodzie ani razu nie
uzyto sformutowania typu: .z prawdopodobieristwem 0,95 nieznany parametr populacji
znajdzie si¢ w przedziale ufnosci”. Stwierdzenie takie sugerowaloby zmienno$é wartosci
parametru populacji, podczas gdy w rzeczywisto$ci zmienne jest usytuowanie przedziatu
ufnosci wzgledem parametru populacji (por. np. rys. 4.3). Przykladowo: $rednia calej

nieznany
rozkiad
produkcji

T — - ————

Rys. 4.3 Rozklad zmiennych przedzialéw ufnofci wokdl stalej wartodei parametru.



populacji nic zmienia si¢, rézne mogq by¢ Srednie obliczane z préb, rézne wigc moze
by¢ polozenie przedzialu ufnosci otaczajacego te Srednie. Niekiedy zdarza si¢, Z¢ (z matym
prawdopodobienistwem o) przedziat ufnosci, jak to pokazano na rysunku 4.3 nie pokrywa
rzeczywiste] wartosci estymowanego parametru.

4.3 Przedziat ufnosci dla czestosci

Zalézmy, Ze elementy populacji generalnej mozna podzielié na dwie grupy np. ,A”
i .nie A", Oznaczmy przez Il prawdopodobienistwo (czgstos€) wystapienia elementu grupy
A 1 przez (1 -TI) prawdopodobienistwo wystapienia elementu z grupy .nie A”. Aby
oszacowac nieznang warto$¢ TT losujemy z populacji generalnej prébg o liczebnosci
n elementéw. Przez r oznaczymy liczbg elementéw grupy A w prébie. Spodziewamy sig,
ze obliczona z préby frakcja

!’=’_i

bedzie estymatorem nieznanej wiclko$ci IT z populacji generalnej. T tak jest rzeczywiscie.
Teoria méwi nam, ze warto$¢ oczekiwana statystyki p jest réwna IT,

E(p) =1 (4.7)
wariancja p wynosi

(-1

n

o’ (p) (4.8)

za$ sama zmienna p (a wlasciwie zmienna r = n - p) ma rozklad dwumianowy. W miarg
Jak rosnie wielko$¢ préby n, rozklad p zmierza do normalnego.

Przy okreslaniu przedzialu ufnosci dla czestosci IT w populacji wykorzystujemy na
ogdl ¢ ostatnia wlasno$¢, pamigtajac jednak, Ze préba musi by¢ duza. Wyznaczenie
przedzialu ufnosci dla czestodei TT z malej proby nie jest sprawg prosta. Trzeba korzystac
z wlasnosci i postaci rozkladu dwumianowego lub ze specjalnych tablic (np.: Tablice
statystyczne, pod red. W. Sadowskiego). Tutaj zagadnicnic to nie bgdzie poruszane.

Zalozmy, 2e rozpatrywana populacja generalna ma rozklad dwupunktowy z parametrem
I, ktory nie jest zbyt maty (IT> 0,05). Z populacji wylosowano duza prébe (n > 100),
przy czym wyznaczona z préby frakcja wynosi p. Jezeli ani n-p ani n- (1 - p) nie sa
zbyt male (sq wigksze niz 10), to mozna oszacowywac przyblizony przedziat ufnosci dla
czestosci IT zgodnie z ponizszym zapisem:
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P{p—au W’—l%'—zl <M<p+ qu \JL“T'B!}nl—a 4.9)

gdzie:
ot — warto$¢ krytyczna rozkladu standaryzowanego normalnego (patrz tabe-
la 4.1)

Przykiad 4.3

Sposrod studentdéw pewnej wyzszej uczelni wylosowano do préby stu pigédziesigciu
i zapytano ich, czy pala papierosy. 105 studentéw stwierdzilo, Zze systematycznie pali
papierosy. Oszacowac metodg przedzialowg procent palacych studentéw uczelni, przyjmujac
wspodlczynnik ufnosci 0,95.

Poniewaz wszystkie podane wyzej zalozenia sa spelnione dokonujemy obliczen:

105

n=150, r=105. p=-5=07. qo5u=196
ot NEET 707

063<I1<0,77

A zalem poszukiwany przedzial ufnosci dla procentu palacych studentdw uczelni mozna
okresli¢ jako 70 + 7%.

4.4 Przedziat ufnosci dla wariancji

Jezeli cheemy oszacowaé metoda przedzialows wariancj¢ populacji, to powinni$my
najpierw sprawdzi¢, czy mozna uwazac, ze populacja ma rozklad normalny. O tym,
jak to zrobi¢ mozna przeczyta¢ w rozdziale dziewigtym. Statystyka wskazuje bowiem
na to, ze wszystkie sposoby wnioskowania dotyczgce wariancji sq znacznie bardziej
czule na odchylki rzeczywistego rozktadu od rozkladu normalnego, niz metody dotyczigce
Sredniej.

Teoria poucza nas, jak to juz wiemy z punktu 3.2.2, e estymatorem nieznanej wariancji
o’ populacji generalnej powinien by¢ nieobciazony estymator s (wzér 3.8). Warto$é
oczekiwana takiego estymatora jest rOwna warto$ci niezananego parametru zbiorowosci:

E (5%) = o (4.10)
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za$ wariancja s* dla n-elementowych préb pobranych z populacji o rozkladzie normalnym
wynosi

o2
n-1

ot ()= (4.11)

Badajac rozklad statystyki s* stwierdzono, e ta zmicnna losowa moze by¢ przedstawiona
jako:

,_ O

s_
n—1

v
* Xoi=n

gdzie x(z,,_ 1y Jest zmienng losowg o bardzo cz¢sto wystgpujacym w statystyce rozkladzie
%> (chi-kwadrat). Rozklad chi-kwadrat podobnic jak t-Studenta charakteryzuje si¢ tzw.
wliczba stopni swobody”. Zapis ¥7, _;, oznacza zmiennq posiadajacq rozklad x}on-1
stopniach swobody. Rozklad ¥, _, jest rozkladem sumy kwadratéw n — 1 standaryzowanych
niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie normalnym,

Dysponujac matj, n-elementowq préba wylosowang z populacji o rozkladzie normalnym,
mozna przedzial ufnosci dla wariancji 6% populacji generalnej okreslié zapisem:

P{gn _Cll“lcoz«: gu—fllx"}= o 4.12)
2 1

gdzie ¢, i ¢, sa wartoSciami zmiennej xf,,_l, wyznaczonymi z tablic statystycznych tak,
aby spelnione byly zaleZznosci (por. rys. 4.4)

4 f(x?)

Rys. 4.4 Rozklad °.
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o o
P -1y <€)= 51 P Qfp-1y2 )= 5
Poniewaz tablice podaja warto$ci krytyczne , % f‘, spetniajace zalezno$¢

P (12 - x&,)= 0!

wigc nalezy odczytaé z tablic wartodci ¢, 1 ¢, jako
€= @ Z(zn- 1)
2=y Kin -1y
2

Jezeli dysponujemy natomiast duzg pr6ba (n > 100) pobrang z populacji o rozkladzie
normalnym lub zblizonym do normalnego, to na podstawie estymatora s wyznaczonego
z tej proby mozemy w przyblizeniu oszacowaé odchylenie standardowe z populacji wedlug
PONiZszego wzoru:

S coc——|ul-a (4.13)

ol ok
v 5

P

gdzie .u jest wartoScig krytyczng normalnego rozkladu standaryzowanego.

Przyklad 4.4.

Na podstawie wzoru (4.13) oszacujemy metoda przedziatowa odchylenie standardowe
wicku pacjentéw chorych na nowotwér pluc wykorzystujac dane z tabeli 3.1, a takze
obliczenia przeprowadzone w rozdziale 3. Przyjmiemy wspélczynnik ufnosci rowny 0,99,
Z danych otrzymujemy:

n = 1357

s =827

l-a =099

oo = 2,576
a po wstawieniu do wzoru (4.13) uzyskamy ponizszy wynik: 99- procentowe oszacowanic
odchylenia standardowego wynosi

788 < o < 8,70
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4.5 Szacowanie niezbednej liczebnosci proby

W zadaniu estymacji przedzialowej okresla si¢ szeroko$¢ przedziatu ufnosci w oparciu
o znane wyniki proby i wiadomo$ci o rozkladzie estymatora. Czgsto jednak po uzyskaniu
ny obserwacji, obliczony przy zalozonym wspétczynniku ufnosci przedzial okazuje si¢
zbyt duzy. Po 1o, aby uczyni¢ szacunek dokladniejszym i nie zmieniac przyjetego wezesniej
wspolczynnika ufnosci, nalezy zwigkszy¢ liczebno$¢ proby. Pojawia si¢ pytanie: ile do-
datkowych obserwacji nalezy jeszcze uzyskac, aby szeroko$¢ przedziatu ufnosci byla nie
wigcksza od zalozonej z gory wielkosci.

Odpowiedzi na takie pytania sg szczegélnie proste, gdy rozpigtos¢ przedzialu ufnosci
mozna fatwo przedstawic jako funkcjg liczebnosci préby. Przykladowo przy odpowiednich
zatozeniach przedzialy ufnosci dla $redniej i czgstoSci mozna zapisaé jako:

Xtd lub Mnmtd
gdzie:

5 -
d:urq—; oraz dzau\/&l’!—ﬂy

Wyliczajac z tych wzor6w n otrzymuje sig:

ol s o’ p(l-p)

7 oraz n= —Z (4.14)

n=

Po uzyskaniu pierwszych n, obserwacji, wykorzystujac wzory (4.14) mozna obliczy¢
liczb¢ wszystkich obserwacji n niezbgdnych dla osiagnigcia przedziatu ufnosci o zalozonej
z gbry rozpigtosci wynoszacej 2d. We wzorach (4.14) nalezy wykorzysta¢ oszacowania
s i p obliczone z posiadanych ny obserwacji, za$ ¢ odczyta¢ z tablic dla ny— 1 stopni
swobody. Jezeli ustali si¢ pewne n > ng, to nalezy dodatkowo uzyska¢ (n - ng) obserwacji.

Przyklad 4.5. [Parker]

W badaniu taksonomicznym chcemy oszacowaé dlugo$¢ okre§lonej struktury z danej
populacji z dokladnoscia £1.0 mm przy poziomie ufnosci 0.95. Po wykonaniu 26 pomiaréw
oszacowano odchylenie standardowe, ktére wyniosto 4 mm. Ile pomiaréw nalezy jeszcze
wykonac?

Mamy

d=1  s=4 05005 =206  my=26
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2.42
n= G 693270

Nalezy jeszcze wykonaé dodatkowo n — ny =70 - 26 = 44 pomiary.

Przykiad 4.6

Kontynuujgc postgpowanie z przykladu 4.3 okresli¢ z iloma studentami nalezy dodat-
kowo przeprowadzi¢ wywiad, aby oszacowac procent palacych z dokladnodcig co najwyzej
+5% przy wspolczynniku ufnosci 1 - o =095, Mamy

ng =150 p=07 0054 = 1,96 d =0,05

(1.96)*-0,7-03
= =322,7=32
n 0.05)? 7=323

A zatem nalezy jeszcze dodatkowo przeprowadzié wywiad na temat palenia
z n—ng=323-150= 173 studentami.



5. PARAMETRYCZNE TESTY ISTOTNOSCI

5.1 Testowanie hipotez statystycznych

Zasadniczy domeng statystyki jest weryfikacja hipotez statystycznych, czyli pewnych
przypuszczen dotyczacych rozkladu populacji testowanych przy wykorzystaniu wynikow
proby losowej pobranej z tej populacji. Zwyklo si¢ dzielic hipotezy statystyczne na
dwie grupy: hipotezy parametryczne i hipotezy nieparametryczne. Hipotezy picrwszej
grupy zwigzane sj z wartosciami parametréw rozkladéw populacji. Im to wiasnie
poswigcona bedzie wigksza czgS¢ niniejszego podrecznika, Hipotezy nieparametryczne
dotycza generalnie typu rozktadu populacji. Rowniez one sa cz¢sto wykorzystywane
w badaniach biologicznych i medycznych, beda wige oméwione w jednym z dalszych
rozdziatow.

Proces weryfikacji hipotezy statystycznej przebiega wedlug pewnego wzorca postgpo-
wania zwanego testem statystycznym. Gdy weryfikacji podlega hipoteza parametryczna
méwimy o tescie parametrycznym. Test rozpoczyna si¢ od postawienia tej hipotezy, kiéra
bedzie podlegala sprawdzaniu — hipoteza taka nosi nazwe¢ hipotezy zerowej i bywa
oznaczana H, Nastgpnie musi zosta¢ sformulowana hipoteza alternatywna H, — konku-
rencyjna wzglgdem hipotezy zerowej. Jezeli bowiem w trakcie testowania hipoteza zerowa
zostanie odrzucona jako nieprawdziwa, (o bgdzie przyjeta hipoteza alternatywna. Sposob
konstrukcji konkretnego postgpowania przy testowaniu zalezy od istoty badanego problemu
statystycznego, jednakze zawsze weryfikacja przebiega tak, aby zapewni¢ mozliwie make
prawdopodobieristwo pomylek. Mozliwe do popelnienia biedy dzielimy na biedy pierwszego
rodzaju, polegajace na odrzuceniu hipotez w gruncie rzeczy prawdziwych oraz na bledy
drugiego rodzaju, spowodowane przyjeciem hipotez falszywych.

Decyzja o przyjeciu badZ odrzuceniu hipotezy statystycznej nie jest tozsama z logicznym
udowodnieniem jej prawdy lub fatszu. Dlaczego bowiem odrzucamy hipotez¢? Dlatego,
ze analiza wyniku proby wskazuje na to, ze przy lakiej probie jest bardzo malo prawdo-
podobne, aby hipoteza dotyczica populacji byla prawdziwa. Rzeczywisto$¢ reprezentowana
przez probe nie pasuje, nie zgadza si¢ z teoria, ktorej reprezentantem jest hipoteza zerowa,
wige t¢ ostatnia odrzucamy. Czynige tak liczymy si¢ jednak z tym, ze bardzo rzadko, ale
jednak czasami hipoteza zerowa rzeczywiscie jest sluszna, a tylko wynik préby jest
przypadkowo taki wlasnie, jaki jest, tzn. malo prawdopodobny przy tej hipotezie.

51



Najwicksze znaczenie w statystyce posiadaja tzw. testy istotnosci. W wyniku ich
przeprowadzenia mozliwa jest tylko decyzja o odrzuceniu hipotezy zerowej i przyjgciu
hipotezy alternatywnej. W przeciwnym przypadku nie ma mozliwosci podjecia decyzji
0 przyjeciu hipotezy zerowej, a jedynie formuluje si¢ stwierdzenie, z¢ brak jest podstaw
do odrzucenia tej hipotezy. Jest tu pewna analogia do sytuacji s¢dziego: hipoteza zerowa
to zaloZenie niewinnosci oskarzonego. Sg¢dzia moZe uzna€, ze wina zostala sprawcy
udowodniona i wydac¢ wyrok skazujacy. Bedzie to odrzucenie hipotezy zerowej i przyjecie
hipotezy alternatywnej. Jezeli jednak sedzia stwierdzi, ze wina ni¢ zostala udowodniona,
to nie bedzie to rébwnoznaczne ze stwierdzeniem niewinnosci oskarzonego, czyli przyjeciu
hipotezy zerowej. Tylko takie mozliwosci ostatecznego werdykiu uwarunkowane sg tym,
ze w procesie lestowania brane jest pod uwage tylko prawdopodobiefistwo popelnienia
bledu pierwszego rodzaju, ktéry jak wiemy polega na odrzuceniu hipotezy prawdziwe).
To zatozone z gory przed rozpoczeciem procesu weryfikacji hipotezy mate prawdopodo-
biefistwo bledu nazywane jest poziomem istonosci i oznaczane literg o. Najczescie)
przyjmowane warto$ci poziomu istotnosci, to 0,05 oraz 0,1 i 0,01.

Taki wydawaloby si¢ niepelny logicznie sposéb rozstrzygania problemdéw hipotez
statystycznych wlasciwic nie jest wielkim ograniczeniem. Na ogél hipotezy zerowe nie
3 tymi, na ktorych badaczowi szczeg6lnie zalezy. Formutowane sq once zwykle w sposéb
wheutralny™, np. ze nie ma r6znic migdzy dwiema prébami, ze populacje, z ktérych prby
zostaly pobrane sa identyczne, ze nie ma zwigzku migdzy dwoma badanymi zjawiskami.
Sa to wszystko malo uzyteczne, mato konstruktywne i zupelnie nietwércze sformutowania
dla badacza — eksperymentatora. On wlasnie pragnic wykazac istnienie réznic, zwigzkOw
i zalezno$ci wzajemnych, czyli jemu wiasciwie zalezy na udowodnieniu hipotezy odwrotnej
niz ta, ktéry postawiono, czyli na obaleniu hipotezy pierwotnej. Takie wiasnie przewrotne
narz¢dzie jest wostanie zaoferowaé badaczowi statystyka. Dzigki jego wykorzystaniu
eksperymentator uzyskuje silne potwierdzenie swoich wynikow, jezeli tylko znajda si¢
statystyczne podstawy do odrzucenia niechcianej hipotezy zerowej.

Jaka jest zasadnicza idea samego procesu wnioskowania statystycznego podczas te-
stowania hipotez? Ot6z w zaleznosci od tego, co wilaSciwie ma by¢ badane, czyli od
sformulowania hipotezy H, tworzy si¢ pewng statystyke Z oparta na wynikach préby
zlozonej z n obserwacji. Nastgpnie postugujac si¢ teoria oraz robiac bardzo wazne zalozenia,
7¢ mianowicie hipoteza H, dotyczaca populacji z ktérej wylosowano probe jest prawdziwa
— wyznacza si¢ rozklad statystyki Z. Dalej okresla si¢ jakie wartosci musialaby przyjmowac
zmienna losowa Z, aby bylo to mato prawdopodobne. ,Mato prawdopodobne™ w poprzednim
zdaniu oznacza, ze¢ prawdopodobiefistwo zaistnienia tych wartosci statystyki Z byloby
rowne ustalonej z gory malej wielkosci ¢, zwanej jak wiemy poziomem istotnosci. Te
mato prawdopodobne wartosci statystyki Z tworzy tzw. obszar krytyczny Q spelniajacy
zaleznos¢

PlZcQ)l=u
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Tym obszarem krytycznym moze by¢ przedziat lub np. zbi6r skiadajacy si¢ z dwéch
rozlacznych przedzialéw. Dalej rozumuje sig tak: jezeli obliczona z proby wartosS¢ statystyki
Z znalazla si¢ w obszarze krytycznym, to nastgpilo zdarzenie bardzo mato prawdopodobne.
Zdarzenie takie wlasciwie nie powinno zaistnie¢. Skoro jednak zaszito, to musialy zostaé
poczynione bledy w rozumowaniu prowadzacym do okreslenia prawdopodobieristwa tra-
fienia przez zmienng Z do obszaru krytycznego. Poniewaz do teorii mamy zaufanie, wigc
widocznie nie jest spetnione zalozenie o prawdziwosci hipotezy H,, kibre to zalozenie
postuzylo do okreSlenia obszaru krytycznego. Hipotezg Hy odrzucamy wi¢c przyjmujac
hipotez¢ alternatywng H,. Oczywiscie poniewaz z malym prawdopodobiefistwem o zalo-
zenie o prawdziwosci H, jest spelnione (mimo ze Z wpada do obszaru krytycznego),
wi¢c odrzucajgc H, popelniamy niekiedy blad pierwszego rodzaju. Jezeli jednak obliczona
z proby warto$¢ statystyki Z znalazla si¢ poza obszarem krytycznym, to przy zalozeniu
prawdziwosci Hy, zaszlo zdarzenie o duzym prawdopodobiefistwie 1 - o, wigc nie ma
zadnych podstaw do kwestionowania zalozenia i odrzucania H,.

W nastgpnych punktach oméwione zostang najczg¢sciej stosowane paramertryczne (esty
istotnosci. Nieco bardziej szczegdtowo opiszemy test istotnosci dla Sredniej, aby opis ten
mogl stanowié przyklad przedstawionej ogélnej ideologii weryfikacji hipotez.

5.2. Test istotnoSci dla Sredniej.

Z populacji o rozkladzie normalnym wylosowano n-clementowg probe (moze to by¢
pr6ba mata, tzn. taka ze n < 30). Na podstawie znajomosci wynikéw tej proby nalezy na
poziomie istoinosci o zweryfikowac hipotezg zerowa moéwigca, ze Srednia populacji p
jest rdwna pewnej ustalonej wartosci g

IIG:IJ.:,J.Q (5.1)

wobec hipotezy alternatywne)

Hi tp#Ug (5.2)

Znajomos¢ wyniku proby pozwala wyznaczyC Srednig X oraz oszacowanie odchylenia
standardowego s. Spodziewamy sig, Ze sltalystyka zaangazowana w procesie testowania
rozpatrywanej hipotezy bedzie SciSle zwigzana ze $rednig z proby X. Jak pamigtamy
z punktu 4.2 $rednia X jest zmienna losowy o wartosci oczekiwanej p, odchyleniu stand-
ardowym ofVn, (gdzic ¢ — odchylenie standardowe calej populacji) i rozkladzie nor-
malnym. Wobec tego statystyka u
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U=

3—;—& Vn (5.3)

ma dobrze znany rozktad normalny standaryzowany. Nie mozemy z tego faktu bezposrednio
skorzysta¢, gdyz nic znamy o©. Tworzymy wigc statystyke ¢

r=5%E\’;f (5.4)

0 ktdrej wiemy, ze posiada rozklad r-Studenta o n — 1 stopniach swobody. Teraz przyjmujemy
zalozenia o prawdziwosci hipotezy zerowej,tzn. traktujemy ze §rednia populacji jest wartos§¢
W, Wykorzystana w procesic weryfikacji hipotezy statystyka 1 bedzie wige po przyjeciu
tego zatozenia okreSlana jako

.. W (5.5)

§

Rysunek 5.1 pokazuje rozklad zmiennej 1. Zaznaczono na nim obszar krytyczny testu.
Obszar ten stanowia dwa rozlaczne przedzialy dajace si¢ opisac zaleZznoscig

I (v

MR
R

&t(.n-*!) 0 at(n-1) L

Rys. 5.1. Dwustronny obszar krytyczny w tekécie fredniej wykorzystujacym statystyke r.

2 s, sy (5.6)

i posiadajace t¢ wlasciwos¢, ze prawdopodobieristwo osiggnigcia przez zmienng ¢ warto$ci
z 1ego obszaru jest male 1 wynosi o

P(lnz aq,,_,,): o
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Warto$¢ £, -, odczytujemy z tablic. Nastgpnie obliczamy wartos¢ statystyki £ (wz6r(5.5))
wykorzystujac wyznaczone uprzednio z préby wielkosci X i s. Gdyby hipoteza zerowa
byta prawdziwa, to obliczona warto$¢ ¢ z duzym prawdopodobieristwem 1 - 0. znalaztaby
si¢ poza obszarem krytycznym. A wigc jezeli rzeczywiscie + wypadnie poza obszarem
krytycznym

1< olin-1) (5.7)

to nic ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,. Jezeli natomiast r obliczone z préby
znajduje si¢ w obszarze krytycznym (5.6), to mamy do czynienia z bardzo malo prawdo-
podobnym zdarzeniem. Zdarzenie to ma tak male prawdopodobieristwo (o), ze wlasciwie
nie powinno nastapic. Skoro jednak zaistnialo, to nalezy powatpiewac w stusznos¢ zatozeni
przyjetych w trakcie calego rozumowania majjcego na wzgledzie ustalenie parametrow
rozkladu statystyki ¢. Jedynym zatoZzeniem dajacym si¢ obali€¢ jest to o prawdziwosci
hipotezy H, : =L, Odrzucamy wigc hipotez¢ zerowq i przyjmujemy alternatywng /1,
moéwiaca ze $rednia populacji jest rézna od liczby p,. OczywiScie czyniac tak mozemy
czasami popelni¢ blad, gdyz woéwezas gdy hipoteza H, jest sluszna, to z malym pra-
wdopodobieristwem o warto$¢ + moze znaleZ¢ si¢ jednak w obszarze krytycznym.
Posta¢ obszaru krytycznego testu zalezy od hipotezy alternatywnej. Powyzszy test
stosujemy wowczas, gdy hipoteza alternatywna ma postaé [ # . Test taki nazywamy
dwustronnym, a obszar krytyczny skiada si¢ wtedy z dwodch rozlacznych przedzialow,
Mozemy réwniez budowac testy jednostronne. Gdyby hipoteza alternatywna miafa postac

Hyrp<py

to stosowaliby$my test lewostronny, dla ktérego obszar krytyczny okreslalibySmy tak, aby
byto spetnione (por. rys.5.2):

Bedzie to pojedynczy przedzial na osi liczbowej. Poniewaz tablice statystyczne sa skon-
struowane dla testéw dwustronnych, wige jako gérng granice obszaru krytycznego nalezy
przyja¢ odczytang z tablic testu dwustronnego wartoS¢ g1 (, -y z€ znakiem ujemnym

1(@)==10!(a-1)

W tescie lewostronnym odrzucamy hipotez¢ zerowq, gdy ¢ obliczone z proby spelnia
zaleznosé

N
n



| f®)

Ho: u=Ho
H1: K< fig

P{t<- 2at(n - 1)}:0:.1.

Hﬂ: k=Hq

H1:u>.u0

P{t > 2‘.}(“ _ “} =0

0 2dl(n.1)

Rys. 5.2 Obszary krytyczne dla jednostronnych testéw Sredniej.

A — obszar lewostronny,
B — obszar prawostronny.

IS=20t(n-1)

Analogicznie dla hipotezy alternatywnej

H :pu>y,

budujemy prawostronny obszar krytyczny

Plizt(o)=a
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gdzie 1 (o) = y¢ 1 (, 1y 1 Odrzucamy hipotez¢ zerowa, gdy 12,0/ (x-1)

Przyktad. 5.1.
Zalézmy 7e nasza préba zawiera 21 obserwacji. Aby odrzuci€ hipotezg zerowa w tescie
dwustronnym przy o = 0,05 trzeba, aby ¢ spetniato

I" 2 0,05 r(m) = 2,086

Przy tym samym poziomie istotno$ci i teScie jednostronnym na to aby odrzuci€¢ H,
wystarcza by

[S=oilpn=—1725  lub 12, lp=1725 .

Statystyka ¢ zalezy liniowo od réznicy $redniej z préby i hipotetycznej Sredniej
populacji, a wigc jak wida¢ z powyiszych wartosci granic obszaru krytycznego latwie)
jest odrzuci¢ hipotez¢ zerowa w tescie jednostronnym. Nie nalezy jednak zbyt latwo
ulega¢ pokusie. Trzeba pami¢taé, ze decyzja o stosowaniu testu jednostronnego nie moze
by¢ podejmowana dopiero po zapoznaniu si¢ z danymi i zaobserwowaniu kierunku odchyleri.
Test jednostronny mozemy stosowad, gdy przeprowadzana jeszcze przed uzyskaniem proby
analiza badanego zjawiska utwierdzila nas w przekonaniu, Zze np. odchylenia w kierunku
wartosci mniejszych sg zawsze pochodzenia losowego, niezaleznie od tego, jakie sg duze,
za$ odchylenia w kierunku przeciwnym poza skladowa losowa moga by¢ powodowane
dzialaniem jakiego$ dodatkowego czynnika. W takim przypadku uzasadnione jest prze-
prowadzenie testu prawostronnego dla potwierdzenia istotnosci (czasami mowimy zna-
miennos$ci) wplywu tego czynnika na obserwowane wartosci. Poniewaz w praktyce z takg
sytuacja mamy rzadko do czynienia, zapamigtajmy, ze prawie zawsze nalezy stosowal
dwustronne testy istotnosci.

I jeszcze jedna uwaga o charakterze praktycznym. Im mniejszy poziom istotnosci,
tym trudniej odrzucié¢ hipoteze H,. Stad na ogd! dopuszcza si¢ pewien kompromis
pomigdzy mozliwoscig pomytki a mozliwoscia efektywnego wykorzystania aparatu staty-
stycznego. W wyniku tego kompromisu na og6t stosuje si¢ poziom istotnosci o = 0,05.
W wyjatkowych wypadkach, przy bardzo waznych badaniach medycznych, testowanie
przeprowadza si¢ na nizszym poziomie istotnosci, np. o= 0,01.

Jesli populacja generalna ma rozklad normalny lub zblizony do normalnego, a liczebnos§¢
proby jest znaczna (n> 100) to hipoteze Hy: =y wobec hipolezy alternatywnej np.
H, :p#p, mozna weryfikowad stosujac statystyke u

}_
i S“"\E
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charakteryzujacg si¢ w przyblizeniu rozkladem normalnym standaryzowanym. Dalsze po-
stgpowanie jest analogiczne, jak w przypadku testu poprzednio opisancgo, . mozna
odczytac z tabeli wartosci krytycznych rozktadu normalnego standaryzowanego (tab. 4.1).

Przykiad 5.2 (wg [Parker])

W do$wiadczeniu biochemicznym bada si¢ czas zycia zywych komérek w toksycznym
$rodowisku. Rozklad tego czasu mozna przyja¢ za normalny. Dokonano o$miu pomiar6w
1 otrzymano nast¢pujace czasy zycia komérek w badanym Srodowisku (w godzinach):
47 53; 4,0; 3.8: 6,2; 5,5; 4,5; 6,0. Przyjmujac poziom istotnosci a=0,05 sprawdzi¢
hipoteze, ze $redni czas zycia tych komérek w tym Srodowisku wynosi 4,0 godziny.
Otrzymujemy:

Iy =40
Xx=50
n=8

52 = 0,794
s/Nn = 0315
§ =317

oos! 1 = 2.365
Poniewaz Ifl 2 st 5, hipotezg Hy : i =40 nalezy odrzuci¢ przyjmujac, z¢ wartos¢ Srednia
czasu zycia komérek jest istotnie rézna od 4 godzin.
Zauwazymy, Ze ten sam wynik otrzymaliby$Smy obliczajac przedzial ufnosci dla p
przy wspdtczynniku ufnodci 1 - o =095, Otrzymamy wowczas przedzial

5,0 £ 0,75

ktéry niec obejmuje hipotetycznej wartosci Sredniego czasu zycia komorek rownej 4 godziny.

5.3. Testowanie roznicy migdzy dwiema Srednimi

Badania wartosci $rednich w dwéch populacjach sq jednymi z najczgsciej wykony-
wanych testow statystycznych w biologii i medycynie. Przykladem moga by¢ poréwnania
efektow nowej metody leczenia ze starg, czy wybranych cech biochemicznych populacji
ludzi zdrowych i chorych.

Zat6zmy, Ze rozpatrujemy dwie populacje generalne o rozkladach normalnych. Nie sa
znane warto$ci parametrow rozktadu tych populacji, jedynie mozna przyjac, ze wariancje
sq w obu populacjach takie same. Z obu populacji wylosowano niezbyt duze préby
o liczebnosciach odpowicdnio n, i n,. Nalezy zweryfikowaé hipotez¢ zerowa mowigea,
ze $rednie w obu populacjach sa réwne
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Hy:py =1,
wobec hipotezy alternatywnej postulujacej nieréwnos¢ Srednich
Hytpy#y

Do testowania wykorzystujemy statystyke ¢
-X
i (5.9)

Ve D)

ny o Ry
gdzie:
X, i X, — Srednie odpowiednio z pierwszej i drugiej proby,
52 — oszacowanie wspélnej wartosci wariancji 0% obu populacji uzyskane na
podstawie estymatoréw wariancji s7 i s3 z obu préb, wyrazajace si¢
wzorem

- 1) st+(ny—1) 53
5= (= 1)+ (ny+ 1)

(5.10)

Statystyka (5.9) ma rozklad r-Studenta o n, +n,—2 stopniach swobody. Konstrukcja
obszaru krytycznego i dalsze postgpowanie jest analogiczne jak w teScie oméwionym
w punkcie 5.2. W tym i dalszych przypadkach be¢dziemy przedstawiaC opisy jedynie
wariantu dwustronnego stosownych testow. Kazdorazowo jednak, gdy tylko znajduje to
odpowiednig motywacj¢, mozna uzywaé testow jednostronnych modyfikujac odpowiednio
hipotez¢ alternatywng i dalszy tok postgpowania, tak jak to przedstwiono w punkcie 5.2.

Czasem mamy do czynienia z dwoma prébami, kitére mozna traktowaé jako zbiory
obserwacji dotyczacych tych samych obiektéw. Przykladowo niech x; oraz y; beda war-
tosciami pewnej cechy oznaczanej u n pacjentéw odpowiednio przed i po kuracji. Woéwczas
zamiast liczy¢ $rednie osobno z wynikéw przed oraz po kuracji i testowaé hipotezg
Hpy i, =, lepicj jest najpierw dla kazdego pacjenta (obicktu) obliczy¢ roznice

Zi=Xi— i (5.11)

a nastepnie weryfikowaé hipotezg¢ o tym, ze warto$¢ Srednia réznic jest w calej populacji
réwna zeru

Ho:p.:=0
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Jest to tak zwany test dla par danych. Wykorzystujemy w nim statystyke ¢

-

== (5.12)

5.

gdzie:
Z — warto$¢ Srednia réznic z;,
s, — oszacowanie odchylenia standardowego réznic wedlug znanego wzoru

1/2(2;‘?}2
5, = n-1 (5.13)

b4

Statystyka (5.12) ma rozklad 1 o n— 1 stopniach swobody. Dalsze post¢powanie znamy.
Korzyscig ze stosowania tego testu jest wyeliminowanie wplywu réznic migdzy poszcze-
g6Inymi obiektami (np r6znic osobniczych migdzy pacjentami), dlatego tez wynik testu
mozna uwaza¢ za bardziej obicktywny.

Jezeli tylko sa mozliwosci, nalezy stosowac test dla par, a nie poprzednio oméwiony
test porownywania dwoich Srednich. Jezeli jednak musimy poréwnywad dwie Srednie,
a dodatkowym utrudnieniem jest niemozno$¢ przyjecia zaloZenia o réwnosci wariancji
w obu populacjach (por. punkt 5.7), z ktérych wylosowano préby, to gdy obie préby
maja duzg liczebno$¢ (ny, n, > 100) mozna wykorzystywac statystyke u

X=X

u= (5.14)
\s L8
bl WP )

nyoony

(oznaczenia jak we wzorach (5.9) i (5.10)) majaca w przyblizeniu rozklad normalny
standaryzowany. Jezeli za$ dysponujemy malymi prébami lub préby znacznic réznia si¢
liczebnoscia, to lepiej stosowaé statystyke 1

. -%
f— (5.15)
st 5

ny My

ktéra ma w przyblizeniu rozklad /-Studenta o liczbic stopni swobody v danej wzorem

.8
&

= -2 5.16
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Wyliczong ze wzoru (5.16) warto$¢ nalezy zaokragli¢ do najblizszej liczby naturalnej.

Przykiad 5.3,

W prébie klinicznej nowego Srodka do leczenia anurezy kazdy z 29 pacjentéw przez
14 dni otrzymywal lek, a przez inne 14 — placebo. Kolejno$¢ przyjmowania tych Srodkow
byla dla kazdego pacjenta ustalana losowo. Tabela 5.1 przedstawia liczbe ,,suchych” nocy
stwierdzona w ciggu kazdego okresu leczenia Poréwnanie skutecznosci leku i placebo
przeprowadzimy testem dla danych sparowanych.

Tabela 5.1 (wedlug [Armitage])
Liczba ,,suchych” nocy (na 14 badanych) u pacjentow otrzymujqcych lek i placebo

L.p. (1) 2 3) L.p. 4) (5 ©6)
lek placedo | réznica placedo lek réznica
(-2 (5)-4)
1 8 5 3 2 12 11 -1
3 14 10 4 5 6 8 2
- 8 0 8 8 13 9 )
6 9 7 2 10 8 8 0
7 11 6 5 12 8 9 1
9 3 5 -2 14 4 8 4
11 6 0 6 15 8 14 6
13 0 0 0 17 2 4 2
16 13 12 1 20 8 13 5
18 10 2 8 23 9 /) -2
19 7 - 2 26 7 10 3
21 13 13 0 29 7 6 -1
22 8 10 -2
24 7 7 0
25 9 0 9
27 10 6 4
28 2 2 0
Mamy:
n=29
z=2172
s> = 11,005
t =353

61



0osips) = 2,048
Ill > 9.051(-33)
Rdéznica migdzy skutecznoscig Ieku i1 placebo jest wysoce istotna.

5.4 Test istotnosci dla czestosci

Zakladamy, ze populacja generalna ma rozkiad dwupunktowy z nieznanym prawdopo-
dobienstwem (czg¢stoscia) IT wystgpowania elementéw z grupy A. Z populacji wylosowano
duzg probe n elementéw (n > 100), przy czym okazalo sig, ze w probie (] jest r elementow
grupy A. W oparciu o wyniki tej proby nalezy zweryfikowac hipotez¢ zerowa, ze warto$¢
nieznanej czgstosci IT w populacji wynosi Iy (#, : IT=TI1,) wobec hipotezy alternatywnej
H, : TT#T1y).

Frakcj¢ elementéw grupy A w prébie oznaczymy przez p:

-
=5
Do weryfikacji hipotezy I, wykorzystamy statystyke u
p-T1

_ (5.17)
‘ :ZHO(I - Iy)

h

ktéra ma w przyblizeniu rozklad normalny standaryzowany. Dalsze posigpowanie jesl
analogiczne jak w poprzednich testach.

5.5. Porownywanie dwoéch czestosci

Wigksze znaczenie praktyczne od poprzedniego testu ma kolejny, ktéry umozliwia
poréwnywanie dwu czgstosci. Badaniu podlegaja dwie populacje generalne o rozkladach
dwupunktowych, przy czym I, oznacza prawdopodobienistwo (czgsto$€) wysigpowania
clementow grupy A w pierwszej populacji, za$ Il, — w drugicj. Z kazdej populacji
wylosowano niezaleznie duzg probg. W prébie o liczebnosci n, pochodzicej z populacji
pierwszej stwierdzono r elementéw grupy A. Préba o liczebnosci n, pobrana z drugiej
populacji zawierala r, elementéw grupy A. Na podstawie takich wynikow nalezy sprawdzi¢
hipotez¢ zerowq o réwnosci czestoSci w obu populacjach (H, : I =T1,) wobec hipotezy
altematywnej H, : I1, # I1;. Oznaczymy frakcje z préb przez p, i p,
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r 2
) =— )y = —
P n ) n,

Obliczamy warto$¢ usredniong frakcji z .,polaczonej™ priby

’.‘ + "2

Ty +n,

oraz .pseudoliczebnos¢™ | polaczone]” préby

"1 G ”2
H= —
Nl +"2

Nast¢pnie formulujemy statystyke u

PP
"= (5.18)

p (1-p)

n

ktéra w przyblizeniu charakteryzuje si¢ rozktadem normalnym standaryzowanym. Statystyka
(5.18) moze by¢ w znany nam juz z poprzednich podrozdziatéw sposob wykorzystywana
do weryfikacji hipotezy o réwnosci dwéch czgstosei.

Czasami dysponujemy obserwacjami tworzacymi n par. Kazda para obserwacji zwiazana
jest z tym samym obiektem. Para obserwacji to wynik dwu préb, z kiérych kazda mogta
da¢ rezultat A" lub .nie A”. A oto zestawienie mozliwych wynikow:

Wyniki Liczba par
Préba 1 Préba 2
A A k
A nic A y
nic A A W
nie A nic A m
“Razem: n

Frakcje elementow A w probie 1 i w probic 2 wynoszay odpowiednio:

k+v ; k+w

1y, =— 1 =
! 1 n P2 ]

zas ich réznica
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n

Pr—P2=

Testujemy hipotez¢ zerowa moéwigea o tym, Ze réznica migdzy czestosciami rezultatéw
typu A w populacjach zwigzanych z obu prébami jest réwna zeru. Wykorzystywana do
weryfikacji tej hipotezy statystyka u

v—% (v+w)
T e (5.19)

vV+w

ma w przyblizeniu rozklad normalny standaryzowany. Jak widaé test przeprowadzony
z wykorzystaniem tej statystyki opiera si¢ tylko na informacjach zwigzanych z parami,
w Ktorych wystepuja rozne rezultaty obu préb. Test ten (zwany testem McNemara) nalezy
stosowa¢ we wszystkich tych przypadkach, gdzie jest to dopuszczalne ze wzgledu na
rodzaj danych.

Statystyki (5.19) — w odréznieniu od wszystkich statystyk przedstawianych w po-
przednich testach istotno$ci — nie mozna uzy¢ do okreslenia przedzialu ufnosci dla
roznicy czestosci Iy —IT,. Przedziat taki mozna zbudowaé stosujac formute

|

) o— ] 1]

V W NV+ W
n n

ol (5.20)

Przykiad 5.4 (wedlug [Armitage])

Sto prébek plwociny posiano na dwéch réznych podlozach A i B. Zadanie polega na
poréwnaniu zdolnosci tych dwu podlozy do wykrywania pratkéw gruzlicy. Wyniki przed-
stawiono w tabeli 5.2. Testujemy hipotez¢ zerowa, ze przydatno$é obu podiozy jest taka
sama. Stosujemy fest dwustronny McNemara. Mamy:

v=24
w =10
n = 100

242 (24+10)
u=—2———=2401
> V24 + 10

oosk = 1,960



Tabela 5.2
Rozktad 100 prébek plwociny w zaleznosci od posiewéw na dwu réinych podtozach

Podloze B
ir? = Razem
Podloze A " 40 24 64
- 10 26 36
Razem 50 50 100

Poniewaz lul > s u, wiec hipoteze¢ o jednakowej przydatnoSci obu podlozy nalezy

odrzuci¢. Oszacowany wedtug (5.20) 95-procentowy przedzial ufnosci dla réznicy czestosci
WYNosi

24-10 1,96 V24 + 10
100 — 100

czyli 0,14 £0,12

5.6. Test istotnosci dla wariancji

Wariancja jako miara rozrzutu bywa wykorzystywana do oceny stopnia jednorodnosci
badz powtarzalnos$ci wynikow eksperymentdow. Test wariancji wymaga normalnego rozktadu
populacji, z ktérej wylosowano n-elementows prébe. Hipotezie zerowej méwiacej, Ze
wariancja w populacji jest réwna pewnej wartosci o} (H, : 6 = o} | przeciwstawiamy na
ogo6l hipotez¢ alternatywna H, : 6° > 6. Stosujemy wigc test jednostronny, co jest spo-
wodowane tym, ze zwykle jedynie wariancja wigksza od pewnego progu jest niekorzystna.
Do weryfikacji hipotezy budujemy statystyke %*

n—1)s
> _ 2) (5.21)
Gp
gdzie: s> — oszacowanic wariancji z préby.
Statystyka (5.21) ma rozklad % o n - 1 stopniach swobody. Tablice rozkladéw %* o & sto-
pniach swobody podaja wartosci krytyczne , %7, tych rozkladéw whasnie dla jednostron-
nych obszaréw krytycznych (patrz rys. 5.3))
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>
aX p'c

Rys. 5.3 obszar krytyczny P {xz 2 axz} = ¢ rozkladu xz.
f [ 2 2= o
5_12 « xm}

Hipotezg H, odrzucamy przyjmujac hipotezg alternatywna H, gdy x* 2 , x5 W przeciwnym
przypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

5.7 Porowywanie dwoch wariancji

Test poréwnania dwu wariancji wykonujemy najczescie) wowcezas, gdy trzeba sprawdzicé
czy spelnione jest zalozenie réwnosci wariancji w tescie 1 (wzory (5.9) i (5.10)) dla
dwoch Srednich.

Zaktadamy, ze z dwdch populacji o rozkiadach normalnych pobrano préby o liczeb-
nosciach odpowiednio n, i n, elementéw. Sprawdzamy hipotezg zerowa, Ze wariancje
w obu populacjach oznaczone o7 i o3 sq réwne [ H, : 6} = 63 } Réwniez tutaj wykonujemy
test jednostronny i formulujemy hipotez¢ altematywng jako H, : 67 > 63

R6ownos¢ dwoch wariancji powodowalaby, Ze ich stosunek o?/07 byltby réwny jednosci.
Wiasnic stosunek uzyskanych z obu prob oszacowan wariancji s} i §3 (przy czym
5t > 53)

Fm (5.22)

T l -
At —ta

jest statystyka wykorzystywana podczas weryfikacji hipotezy o réwnosci wariancji. Zmienna
losowa F ze wzoru (5.22) charakteryzuje si¢ jednym z cz¢sciej wykorzystywanych rozkladow,
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tzw. rozkladem F Snedecora o n, — 1 stopniach swobody licznika i n, — 1 stopniach swobody
mianownika. Tablice rozkladu F przy k i m stopniach swobody podaja wartosci krytyczne
o F (b)) tych rozkladéw dla prawostronnych obszaréw krytycznych (patrz rys. 5.4)

P{F> oF )=

LG

0 ‘/
oF F

Rys. 5.4 Obszar krytyczny P{FZJ-'}- o rozkladu F.

Hipotez¢ Hy odrzucamy przyjmujac hipoteze alternatywng f1, gdy obliczone wedlug (5.22)
F spelnia zalezno$¢

-1

. -1
F2 qF {";
W przeciwnym przypadku nie znajdujemy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Przyktad 5.5 (wedlug [Gred])

Zmierzono w dwoéch ulach Srednice komdrek plastra zbudowanego przez pszczoly.
Dla 7 wylosowanych komérek z pierwszego plastra otrzymano nastgpujace wyniki (w ulu):
5,36; 5.20; 5,28; 5.16; 5,30; 5.08: 5,23; analogicznie dla drugiego ula otrzymano: 5.15;
5.04: 5,30; 5.22; 5.19; 5.24; 5,12. Na poziomie istotnosci ¢ = 0,05 zweryfikowa¢ hipoteze,
ze $rednie dlugosci Srednic komérek w plastrach pochodzacych z dwu réznych uli sg
rowne. Najpierw sprawdzimy, czy mozna uwazaé, ze wariancje Srednic komérek plastra
w obu platach sq réwne. Mamy:

n=ny=17

X =523

X, =518

st = 0,008767
s3=0,0073

F =0,008767 / 0,0073 = 1,201
0058 =428
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Poniewaz F< o F {2 - ,'; wigc nie ma zadnych podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosci

wariancji w obu populacjach Srednic komdérek plastra. Stosujemy wige fest 7. Ze wzoru
(5.10) mamy
s* = 0,00803

1 dalej ze wzoru (5.9)

,_523-5.18
~ V0,002295

Poniewaz
00slaz = 2.179

ni¢ znajdujemy podstaw do odrzucenia stwierdzenia o réwnych Srednich §rednicach komérek
plastréw w obu ulach.



6. ANALIZA DANYCH JAKOSCIOWYCH.
WIELOPOLOWE TABLICE KONTYNGENCJI

6.1 Tablice czteropolowe

W badaniach biologicznych i medycznych bardzo czgsto do tej samej populacji sto-
sujemy dwie rozne klasyfikacje o charakterze jakoSciowym. W ninigjszym rozdziale
oméwimy sposoby wnioskowania statystycznego w takich przypadkach — w szczeg6lnosei
bedziemy starali si¢ odpowiedzie¢ na pytanie, czy istnieje jakis zwigzek, jaka$ zaleznose
migdzy jedna klasyfikacja a drugq. Najpierw bgdzie rozwazany najprostszy przypadek,
kiedy mamy do czynienia z dwiema klasyfikacjami, z ktérych kazda dotyczy dwdch
wzajemnie wykluczajacych si¢ kategorii.

Kazdy badany obiekt bedzie wige nalezal do jednej z dwoch mozliwych kategorii
w ramach klasyfikacji pierwszej i réwnoczesnie do jednej z dwéch mozliwych kategorii
w ramach drugiej klasyfikacji. Liczebnosci tak pogrupowanych obiektéw mozna zapisac
w tabeli o dwdch wierszach 1 dwdch kolumnach (zwanej tabelg czteropolows lub
tabela kontyngencji 2 x 2), tak jak to pokazuje ponizszy przyktad.

Przykltad 6.1 [Parker]

Jako cze$é studiow nad jednostronnoscig u czlowicka badano zwiazek migdzy
prawo- i leworgcznoscia a dominacja prawo- 1 lewooczng w grupie 400 dzieci w wieku
szkolnym. Kazde dziecko zakwalifikowano do prawo- lub leworgcznych i réwnoczesnie
do prawo- lub lewoocznych. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 6.1. W boczku
i glowce tabeli uwidoczniono tzw. sumy marginalne, czyli sumaryczne liczebno$ci
obicktow nalezacych do odpowiednich kategorii w ramach kazdej z klasyfikacji.
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Tabela 6.1
Wyniki badar nad jednostronnosciq u miodziezy szkolnej

Dominacja reki Razsti)
Leworgczni Praworegczni
Dominacja Lewooczni 27 110 137
oka
Prawooczni 27 236 263
(Razem) 54 346 400

6.1.1. Test niezaleznosci y?

Zadaniem naszym bedzie weryfikacja hipotezy zerowej, mowigcej ze dwie badane
klasyfikacje sa wzajemnie niezalezne. Warunkiem tej niezaleznosci jest, aby dla kazdego
z czterech pol tabeli prawdopodobieiistwo zakwalifikowania obiektu do tego pola bylo
rowne iloczynowi prawdopodobieristw zakwalifikowania obiektu do odpowiednich (wy-
znaczonych przez to pole) kategorii w kazdej klasyfikacji z osobna. Warunek powyzszy
pozwala obliczy¢ takie liczebnos$ci oczekiwane we wszystkich polach tabeli, ktére wy-
stapityby, gdyby rzeczywiscie niezalezno§¢ obu klasyfikacji miala miejsce. Do obliczenia
oczekiwanych liczebno$ci sq niezbedne sumy marginalne. Liczebnosci oczekiwane (o0z-
naczane litery E) oblicza si¢ jako:

= suma_wiersza - suma_kolumny 6.1)
liczebno$é_calkowita ’
Oznaczamy liczebno$ci faktycznie zaobserwowane jako O. Im wigksze sq réznice O — E
w kazdym polu tabeli, tym wigcej przemawia przeciwko hipotezie zerowej o niezaleznosci
obu klasyfikacji. Uzasadnione jest wigc zbudowanie testu w oparciu o takie réznice. Nie
mozna jednakze réznic tych bezposrednio zsumowac po wszystkich polach tabeli, gdyz
zawsze roznice te znioslyby si¢ wzajemnie i otrzymalibysSmy w wyniku warto$¢ zerowa.
Dlatego tez oblicza si¢ statystyke y* zdefiniowang jako:

- Fy
x‘l:Z_(.O_EEL (6.2)

przy czym sumowanie przebiega po wszystkich czterech polach tabeli. Skladnikami x>
sq kwadraty odchylen wartosci obserwowanych od oczekiwanych odniesione do wartosci
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oczekiwanych. Jest to zrozumiale, gdyz np. odchylenie réwne 5 ma wicgksza wage (zna-
czenie), gdy warto$¢ oczekiwana wynosi 10 niz gdy E = 1000. Poszczegélne skiadniki
sq wige wzglednymi miarami niczgodnosci liczebnosci obserwowanych z hipotezg zerowg
dla poszczegblnych pél tabeli. Obliczona zgodnie z (6.2) statystyka 3> ma przy zalozeniu
prawdziwosci hipotezy zerowej asymptotyczny rozklad x> o jednym stopniu swobody.
Hipotezg zerowa o braku zwigzku migdzy dwoma klasyfikacjami odrzucamy, gdy

2
%22 X

edzie: 7, jest wartoscig krytyczng rozkladu x* o jednym stopniu swobody dla poziomu
istomosci . W przeciwnym przypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.

Przyklad 6.1 (kontynuacja)

Tabela 6.2
Analiza wynikow badari nad jednostronnosciq u miodziezy szkolnej
Dominacja reki o

Leworgczni | Praworgczni

0 27 110 137
Lewooczni E 18.5 118,5
— O-E 8.5 -8.5

Dominacja

oka 0 27 236 263
Prawooczni E 35,5 2275
O-E -8.5 8.5

{(Razem) 54 346 400

Tabela 6.2 przedstawia obliczone wartosci oczekiwane oraz odchylenia wartosci ob-
serwowanych od oczekiwanych dla wynikéw badan nad jednostronnoscia u miodziezy
szkolnej. Sposéb obliczenia liczebnosci oczekiwanej dla np. lewego gérnego pola w tabeli:

54
==".137=18¢
E 200 137=18.5

mozna wytlumaczy¢ w nastepujacy sposob: jezeli pomnozymy calkowity udzial lewore-
cznych w prébie (rébwny 54/400) przez calkowity liczebno$¢ lewoocznych (réwng 137)

10 uzyskamy spodziewany liczebno$¢ leworgecznych i rownoczesnie lewoocznych, przy
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zachowaniu niezalezno$ci obu klasyfikacji. T¢ niezalezno$¢ mozna interpretowaé np. jako
taki sam udzial leworgcznych wsr6d zaréwno lewoocznych jak i prawoocznych,
Obliczona wedhug (6.2) warto$¢ x> wynosi:

85 (~857 (-85F (857
‘1_ *
LT85T ss tass t21s

= 6,866

Z tablic odczytujemy warto$¢ krytyczng rozkladu * o jednym stopniu swobody przy
o= 001

0,01 x%n =6,63

Poniewaz x’ jest wigksze od wartosci krytycznej, wigc wnioskujemy, ze zwiazek miedzy
dominacja reki i dominacja oka jest istotny.

Podamy teraz praktyczne wzory do oblicznia %? dla tabel czteropolowych. Jezeli tabela
zawiera warto§ci oznaczone w nastgpujacy sposob:

1 2
1 b "
2 c d ry
5 ) N

to * wyznaczamy wedlug wzoru:

2 (ad - be)? 6.3)
Fi Ty 55, ’
Dla tablic czteropolowych, zwlaszcza gdy liczebnosci oczekiwane sy male, stosujemy
skorygowany wzor na ¥° zawierajicy tzw. poprawke na nieciagloé¢ (Yatesa). Poprawka
ta polega na odjgciu wartosci 0,5 od bezwzglgdnej wartosci réznicy (O — E). Odpowiednie
wzory maja postac:

(10-5- %)1
Y= Z ——— (6.4)
lub I
(lad = bel - 2 N)"’ N
2=
Xe= Z 'y r 8 8, (6'5)
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Jezel kiorakolwiek z liczebnosci oczekiwanych jest mniejsza niz 5 i 20 < N <40 lub
jesli N < 20 — 1o wiedy nie powinnismy stosowaé festu niezaleznosci opartego na 2,
ale dokladny test Fishera, opisany w nastgpnym punkcie.

Przykiad 6.1 (dokoriczenie)

Zastosowanic poprawki Yatesa dla przykladu badan nad jednostronnoscig mlodziezy
daje skorygowang wartos¢ %2 = 6,09. Warto$¢ x? jest nieco mniejsza od wartosci obliczonej
poprzednio bez stosowania korekcji, jednak zwigzek migdzy dwoma klasyfikacjami jest
nadal istotny, tym razem na poziomic o= 0,025, gdyz o5 %) = 5.02.

6.1.2. Dokiadny test Fishera.

Jezeli sumaryczna liczebnos$¢ obserwacji jest mata lub jesli zbyt male sq liczebnosci
oczekiwane, wiedy stosujemy dokladny test dla tablic czieropolowych zwany w literaturze
testem Fishera. Opiera on si¢ na tym, ze przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej
dokladne prawdopodobienstwo otrzymania tabeli o liczebnosciach obserwowanych

a b r
c d r (6.6)
5 5y | N

dane jest wzorem:

rl! !"2! Sl! 51!

b= Na bl ! d!

(6.7)

Mozna wige obliczy¢ prawdopobienstwa otrzymania wszystkich tabel czteropolowych
o liczebnoSciach brzegowych takich, jakie wystepuja w tabeli obserwowanej, przez co
uzyska si¢ dyskretny rozklad prawdopodobienstwa wszystkich mozliwych tabel. Sumujge
prawdopodobienstwo wystapienia tabeli obserwowanej i innych jeszcze mniej prawdopo-
dobnych tabel usytowanych w tym samym skrzydle rozktadu mozna oceni¢ poziom
istotnosci o przy jakim ewentualnie datoby si¢ odrzuci¢ hipoteze zerowa. Sposob posig-
powania zostanic dokladniej przedstawiony na przykiadzie liczbowym.

Przykiad 6.2 (wedlug [Armitage])

Badajac wplyw sposobu karmienia niemowlat na stan ich uzgbienia uzyskano wyniki
przedstawione w tabeli 6.3, Poniewaz az dwie liczebnosci oczekiwane sy male (mnigjsze
od 5), wigc zachodzi potrzeba zastosowania dokladnego testu Fishera. Tworzymy wszystkie
mozliwe tabele 2 x 2 o liczebnosciach brzegowych takich, jak w tabeli obserwowanej.
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Tabela 6.3

Dane dotyczqce stanu uz¢bienia niemowlqt w zwiqzku ze sposobem ich karmienia

Niemowlgta z uz¢bieniem (Razem)
normalnym | wadliwym
piersia 0 x . ?
Karmione
2 butelki 0 . | .
E (2.6) (19.4)
(Razem) > = =

Takich tabel jest sze$¢ poczynajac od tabeli majjcej warto$¢ a” w lewym gémym rogu
rowng 0, a korficzac na tabeli majacej a = 5. Wszystkie mozliwe tablice 2 x 2 pokazano
w tabeli 6.4, Prawdopodobieristwo P, wystgpienia tabeli, w kiérej @ = 0 mozna obliczy¢
7 WZOru:

Tabela 6.4

Wszystkie mozliwe tabele kontyngencji 2 x 2 o liczebnosciach brzegowych
identycznych jak w tabeli 6.3

0 20 20 1 19 20 2 18 20

] 17 22 4 18 22 3 19 22

5 37 42 5 37 42 5 37 42
a=0 a=1 a=2

3 17 20 4 16 20 5 15 20

2 20 22 | 21 22 0 22 22

5 37 42 5 37 42 5 37 42
a=3 a=4 a=>5

74




(co+dp) ! (bg+dp) !
0= N dy!

(6.8)

gdyz do takiej postaci redukuje si¢ w tym przypadku wzér (6.7). Prawdopodobiefistwa
dla pozostalych tabel wyznacza si¢ ze wzoru rekurencyjnego:

byc,

Pea=Pe @+ )

(6.9)
przy czym ag, by, ¢, dp oznaczajy wartosci w odpowiednich polach tabeli dla a = k.
Mamy wigc

22137
Cam

5:20
T 18

P, =0,03096

P, -Py=0,1720, itd.

Ostatecznie otrzymujemy nastgpujacy rozktad prawdopodobieristwa tabel kontyngencji:
Pa = 0‘03]0
P, =0,1720
Py = 03440
P3 = 0.3096

P,=0,1253

Ps=0,0182
Wielkos¢ P, jest prawdopodobienstwem wystgpienia tabeli obserwowanej. Dla potrzeb
testu jednostronnego (ktory mozna stosowac, gdy z gory jesteSmy w stanie przewidzied
kierunek odchylenia od tabeli oczekiwanej) sumujemy prawdopodobieristwo tabeli obser-
wowanej 1 pozostalych jeszcze mniej prawdopodobnych tabel o tym samym kierunku
odchylenia od centrum rozkiadu

P=P;+ P5=0,1253 +0,0182 =0,1435

Stosujic test jednostronny moglibySmy wigc odrzucié hipotezg zerowa dopiero przy po-
ziomie istotno$ci o = P = 0,1435. Oczywiscie taki poziom istotno$ci jest nie do przyjecia,
stad stwierdzamy, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o braku zaleznosci migdzy
stanem uzebienia niemowlat a sposobem ich karmienia.

Na ogdt nie mozna jednak stosowaé testu jednostronnego i wowcezas poziom istotnosci
rowna si¢ podwéjnej sumie P obliczonej poprzednio
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o=2P
W naszym przypadku poziom istotno$ci wyniéstby
o= 20,1435 = 0,2870

co stanowi wielko$¢ juz zupelnie nie kwalifikujacy si¢ do przyjecia. Niektérzy autorzy
zamiast podwajaé liczbe P proponujy dodaé do nicj prawdopodobieristwa wystapienia
tabel, ktdre sq co najmniej tak odlegle od oczekiwanej (w sensie réwnie malego pra-
wdopodobiefistwa wystapienia), ale sq potozone po drugiej stronie centrum rozkladu.
U nas datoby to poziom istotnosci

=P =P+ Py=0,1435 + 0,0310 = 0,1745
6.1.3. Miary sily zwigzku

Przykiad 6.3 (na podstawie [Parker])

Oceniano stopien zarastania trawnika przez stokrotki (Bellis perennis). Oceng wykonano
na 40 losowo wybranych kwadratach, na ktérych zarejestrowano ,.obecno$¢™ lub ,nie-
obecnosE” stokrotek. Zanotowano tacznie 16 ,,0becnosci”. Nastgpnie na omawianym traw-
niku dokonano oprysku selektywnie dzialajacymi herbicydami i po trzech tygodniach
wykonano powtérng oceng pokrycia terenu przez stokrotki. Tym razem, réwniez na 40
losowo wybranych kwadratach zanotowano lycznie 12 ,obecnosei”. Wykorzystujac test
%> Pearsona zbada¢ istotno$¢ spadku stopnia pokrycia terenu przez stokrotki w wyniku
zastosowanego oprysku.

Tablica kontyngencji 2 x 2 dla tego przypadku zostala przedstawiona w tabeli 6.5.
Obliczona w/g wzoru (6.5) warto$¢ %> wynosi

Tabela 6.5
Wyniki badari stopnia pokrywania terenu przez stokrotki w powiqzaniu z dziataniem
herbicydu
Przed opryskiem Po oprysku (Razem)

Stokrotki ,,obecne” 16 12 28

Stokrotki 24 28 52

wnicobecne”
(Razem) 40 40 80
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x? = 08357

co oczywiscie nie jest wynikiem uprawniajacym do odrzucenia hipotezy zerowej o braku
zwiazku pomigdzy stopniem pokrycia terenu przez stokrotki a dzialaniem herbicydu.

Jednakze gdybySmy dysponowali np. dziesieciokrotnie wicksza probg, to wowczas
tablica kontyngencji zachowujaca ¢ same proporcje rozkladu, co poprzednio miataby
postac:

160 120 280
240 280 520
400 400 i ]00

a obliczona na jej podstawie warto$¢ x> réwna
2 <8357

bylaby dziesigciokrotnie wigksza niz poprzednia 1 wskazywalaby na wysokq istotnosé
badanego zwigzku (na poziomie istotnosci o = 0,01).

Jak wida¢ z tego przykiadu, istnienie zwigzku i sita zwigzku to zagadnienia w duzej
mierze od sicbie niezalezne. Test ¥* i poziom istotnosci informuja tylko o prawdopodo-
bienstwie istnienia zwigzku, a nie o jego natgzeniu. Istotno$¢ zwiazku statystycznego
zalezy takze od wielkosci badanej proby. Gdy préba jest duza, bardzo latwo mozna
wykaza¢ istotnos¢ statystyczna nawet bardzo stabego zwigzku. W przypadku matej proby
zwigzek musi by¢ znacznie silniejszy, aby mdégt by¢ uznany za istotny. Wobec tego
w wielu wypadkach wazna jest odpowiedz na pytanie: jesli zwigzek istnieje, to jakie jest
jego natgzenie?

Testujac obliczony statystyke % uzyskujemy odpowiedZ na pytanie: czy mozna uznaé,
ze zwigzek istnicje? Do pomiaru sily zwiazku wartos¢ x* bezposrednio si¢ nie nadaje,
adyz, jak widzieliSmy w przykladzie 6.3, zalezy ona od N i ro$nic wraz ze wzrostem
proby. Najbardzie) naturalnym miemikiem sily zwigzku jest wielkos¢ & okreslona jako

T
»=L (6.10)

Praktycznie ® obliczamy dla tablic 2 x 2 ze wzoru:

o ="\flad=be) (6.11)

8 8
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Oprécz @ stosujemy réwnieZ standaryzowang miarg Pearsona r, okreslang jako:

N2
’}=\/ 2 (ad - be) 6.12)

I 1y 8, 53+ (ad — be)?

lub miar¢ Q Kendalla:

_ad—be
" ad+ be

Q (6.13)

Miemiki okreslone wzorami (6.11) i (6.12) przyjmujy wartosci z przedziatlu <0, 1>, za$
miernik Q z przedziatu <-1, +1>. Warto$¢ zerowa wskazuje na zupelny brak zwiazku,
zas 1 (czy £1) na zwigzek o maksymalnej sile. Tabela 6.6 podaje warto$ci micrnikdw
dla kilku przykladowych tablic czteropolowych. Nalezy zauwazy¢, ze znak miernika Q
Kendalla oznacza ,dominacj¢” okreslonej przekatnej. Miernik ten, w odréznieniu od
pozostalych, ma jeszcze jedna istotng wlasnos$¢, a mianowicie traktuje on tablice cztero-
polowa w ktdrej wystapilo choé jedno zero, za reprezentantke ,pelnego” zwigzku staty-
stycznego migdzy klasyfikacja kolumn i klasyfikacja wierszy. Decyzja o wyborze ktéregos
z miernikow sity zwigzku zalezy w duzej mierze od celu badania statystycznego. Wigcej
na ten temat mozna przeczyta¢ u Blalocka [Blalock].

Tabela 6.6
Wartosci miar sity zwiqzku dla wybranych tablic kontyngencji 2 x 2
Tablica D Q T
50 0 50
0 50 50 1 1 1
50 50 100
40 0 40
10 50 60 0,82 1 0,89
50 50 100
40 10 50
40 10 50 0,60 0.88 0,73
50 50 100
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Tablica ] 0 Ty
20 50 70
30 0 30 0,65 -1 0,77
50 50 100
20 30 50
30 20 50 0.20 -0.38 0,28
50 50 100
25 25 50
25 25 50 0 0 0
50 50 100

6.1.4 Test interakcji

Poprzednio (patrz punkty 6.1.1 1 6.1.2) weryfikujac hipotez¢ zerowy o braku zaleznosci
migdzy dwoma klasyfikacjami w tablicy czieropolowej — ustalaliémy warto$ci oczekiwane
i obliczali$my statystyk¢ > w oparciu 0 niezmieniane sumy marginalne. Dysponowali$my
wowczas jednym stopniem swobody (jezeli znamy sumy marginalne to wystarczy znaé
warto$¢ liczebnosci w jednym polu tabeli, aby odtworzy¢ caty tabelg kontyngencji). Jezeli
chcemy bardziej doktadnie zbada¢ zaleznosci wzajemne w tablicy czteropolowej i nie
korzysta¢ z sum marginalnych, to mamy do dyspozycji 3 stopnie swobody (znajac su-
maryczng liczebnos¢ préby i trzy liczebnosci w poszczegélnych polach, czwarta brakujaca
mozemy obliczy¢ przez odejmowanie). Podamy ponizej przyklad testowania hipotez nie
wymagajacych korzystania z sum marginalnych,

Przyktad 6.4 (wedlug [Parker])
Podwdajnie heterozygotyczne rosliny kukurydzy (Zea mays) zostaly skrzyzowane wste-
cznie z ro$linami podwdjnie recesywnymi. Otrzymano cztery rodzaje potomstwa:
czerwona owocnia i nickartowate  PD — 204 roSliny

czerwona owocnia i karlowate Pd — 153 rosliny

bezbarwna owocnia i nickarlowate  pD — 154 rodliny

bezbarwna owocnia i karlowate pd — 165 roslin
Laczme 676 roshin

Spodziewamy sig, Ze obie klasyfikacje P — pi D — d beda niezalezne i liczebnosci w kazdym
polu tablicy czteropolowej beda rowne. Stad wszystkie liczebnosci oczekiwane bgda wynosic:
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676

E=T=169

Pelng tablice kontyngencji przedstawia tabela 6.7,

Tabela 6.7
Wyniki badan krzyiowek kukurydzy {Zea mays)

P P (Razem)
0O 204 154 358
D E 169 169 338
O-E 35 -15 20
O 153 165 318
d E 169 169 338
O-E -16 — =20
357 319 676

(Razem) 338 338

19 -10

W przypadku, gdy wszysikic oczekiwane liczebnosci sa réwne, wzor (6.2) mozna zapisac
jako

=]

.y 0’
x2=2(0E =ET—N (6.14)

Wykorzystujac powyzsze obliczamy sumaryczng warto$¢ y°

2 2 2 2
2o ISP ISR 165 0 16109

169

ktéra poréwnana z wartosciq krytyczng przy trzech stopniach swobody i poziomie istotnosci
0,05

0,05 X(zsr =738l

wskazuje, ze odchylenia od warto$ci oczekiwanych sq istotne. Nie wiemy czy jest to
spowodowane odchyleniem od oczekiwanego stosunku 1:1 w klasyfikacji P -p, czy
odchyleniem od takiegoz samego spodziewanego stosunku 1:1 w klasyfikacji D - d, czy
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tez tym, ze klasyfikacje nie sa niezalezne, to znaczy istnicje sprz¢zenic (interakcja) migdzy
P i D oraz p i d. Obliczamy skladniki sumarycznego ¥* odpowiadajace tym trzem
przypadkom (oznaczenia jak w (6.6)).

2
» _la+c)=(b+d)] _
x,,_,,- N =2,136 (6.15)

2
=R <2366 (6.16)

Ky =12 D=O LI _ 5536 6.17)

wszystkic powyzsze statystyki > charakteryzujg si¢ jednym stopniem swobody.
Zachodzi

2 a2 arl 2
x _xP-p+xD-,,f+ x;mer

Wiedzac, ze wartos¢ krylyczna > przy jednym stopniu swobody wynosi
00s Xy =3.84

i poréwnujac ja z wartoSciami obliczonych skladnikéw catkowitego x? widzimy, ze zna-
mienno$¢ wykryta dla sumarycznego %* ma swoje Zrédlo w istotnosci sprzezenia (interakcji)
migdzy P i D oraz p i d, natomiast odchylenia od oczekiwanego stosunku 1:1 nie sy
istotne dla zadnej z klasyfikacji. Wykryta istotna interakcja ma swoje Zrédlo w znacznie
przekraczajace) warto$¢ oczekiwang liczebnosci potomstwa typu PD w lewym gérmym
polu tablicy (por. tabela 6.7).

Dla testowania .mendlowskiego™ stosunku 9:3:3:1 dla skiadnikéw ¥* (por. zaleznosci
(6.15)-(6.17)) stosuje si¢ wzory (oznaczenia jak poprzednio)

x,’,,‘,,=3LNl(ﬂ+rr)-3(b+df)l2 (6.18)

%=y @+ =3+l 6.19)
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Lo =5 @+ 9D =30+ O (6.20)

6.2 Tablice kontyngencji 2xk

6.2.1 Porownanie Kilku czgstosci

Przykiad 6.5 (wedlug [Armitage])

Powr6Emy do danych z przyktadu 5.2, gdzie poréwnywano dwie czgstosci wzgledne,
Tamte dane (przypomnijmy: sposréd 257 pacjentow leczonych metoda A zmarlo 41,
a sposréd 244 pacjentéw leczonych metody B zmarlo 64) mozna przedstawic przy pomocy
tablicy kontyngencji 2 x 2, jak to pokazuje tabela 6.8. Obliczona dla tej tablicy warto$¢
¥ wynosi

x> =17978

Tabela 6.8

Tablica przedstawiajqca wyniki proby klinicznej dwdch metod leczenia A i B

Leczenie (Razem)
A B
Wynik zgon 41 64 105
przezycie 216 180 396
(Razem) 257 244 501

Wiadomo, ze rozklad xj, jest rozkladem kwadratu zmiennej losowej o standaryzowanym
rozkladzie normalnym. W przyktadzie 5.2 dla poréwnania dwdéch frakeji obliczono warto$¢é
statystyki u majacej standaryzowany rozkiad normalny. Warto$¢ ta byta réwna -2.82, co
podniesione do kwadratu daje (-2.82)* = 795 czyli warto§¢ réwng (z dokladnoscig do
bledu zaokragleni) wartosci x°.

Pokazali$my, Ze test niezaleznosci ¥* dla tablic czteropolowych moze by¢ stosowany
dla poréwnywania dwéch czgstosci. Podobnie stosujac test x* dla tablic kontyngencji
2 x k mozemy poréwnywaé K czestosci. Zalozmy, Ze dysponujemy wynikami badan &
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réznych grup, w kazdej i-tej grupie w prébic o liczebno$ci n; znajdujemy r; obserwacji
charakteryzujacych sig cecha A. Przyjmijmy oznaczenia:

Grupa 1 2 B k
cecha A r ry wsu By ae Iy
brak cechy A n=r Ny =ry ce =Tl ny—=1r,
Ogotem ", ny n; Ny
Frakcja r;

obserwacji P s R Gy s Pi

z cechg A

Stawiamy hipotezg zerows, ze wszystkie k probek uzyskano losowo z populacji o tej
samej frakcji wynikéw odznaczajacych si¢ cechg A. Obliczamy warto$¢ statystyki ) i
wedlug znanego wzoru

= 2
o3 0B

(sumowanie przebiega po wszystkich 2k polach tablicy) przy czym wartosci oczekiwane
wyznacza si¢ z zaleznosci

_suma_wiersza - suma_kolumny

& liczebno$é_catkowita

Mozna rownicz korzystaé ze wzoru rownowaznego lecz wygodniejszego do obliczen

- R
z_gl_."‘_ N 6.21)
X="Pa-p) :

Tak obliczony warto$¢ x* poréwnujemy z wartoscig krytyczng dla ustalonego poziomu
istotnosci o odezytang z tablic rozkladu % o k - 1 stopniach swobody. Hipoteze zerowa
odrzucamy gdy

2 ol
X2 aXg-y

za$ w przeciwnym przypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.
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Przykiad 6.6 (wedlug [Armitage])

Wyniki badan dzieci ze wzgledu na nosicielsiwo bakterii Streptococcus pyogenes
przy uwzglednieniu wiclkosci migdatkéw przedstawia tabela 6.9. Celem jest poréwnanie
frakcji nosicieli bakterii w kazdej z trzech grup dzieci: z migdalkami normalnej
wiclkosci, z migdalkami powigkszonymi oraz z migdatkami bardzo powigkszonymi.
Stawiamy hipotez¢ zerowq, Ze . prawdziwe” frakcje nosicieli sy we wszystkich trzech
grupach réwne.

Tabela 6.9

Liczba dzieci — nosicieli i nienosicieli bakterii Streptococcus pyogenes w zaleinosci
od wielkosci migdatkow

Migdalki (Rizenii)
nie powigkszone bardzo
powigkszone powigkszone
Nosiciele 19 29 24 72
Nicnosiciele 497 560 269 1326
(Razem) 516 589 293 1398
Frakcja 0.0368 0,0492 0,0892 (0,0515)
nosicieli

Obliczenie wedlug wzoru (6.21) wartosci statystyki x* daje wartos¢

12 = 7,88
co W poréwnaniu z wartoscia krylyczng

0,05 X{22] =599

pozwala odrzuci¢ hipotezg zerowa i stwierdzi€, ze przy poziomie istotnosci o = 0,05
roznice migdzy frakcjami sa znamienne. Dalsza analize tych danych przedstawimy w na-
stegpnym punkcie,



6.2.2 Test trendu czestosci

Jezeli w tablicy kontyngencji 2 x k &k grup ulozonych jest w pewnym naturalnym
porzadku, to w przypadku uzasadnionym mozna pokusi¢ si¢ 0 przetestowanic isinienia
znamiennego trendu frakeji (czestosci) od grupy 1 do grupy k. Test trendu wymaga, aby
poszczegdlne grupy mogly by¢ uporzadkowane wedlug pewnego jasno okreSlonego kry-
terium. Wiedy mozemy poszczegélnym grupom przypisa¢ wartosci pewnej zmiennej ilo-
sciowej x. | tak jezeli grupami sa np. przedzialy wiekowe pacjentdw, to wartosciami
zmiennej x mogi by¢ liczby x; bedace $rodkami przedzialéw. Jezeli grupy maja charakter
typowo jakosciowy — wartoSciami x; moga by¢ kolejne liczby calkowite. Dla potrzeb
testu trendu oblicza si¢ statystyke x; zgodnie ze wzorem:

& A
N (N Yrixi-RY n .\',]
xi= e = - (6.22)

& % W
R(N-R)|N zn,-.\-,?—[zn,-.\%]
i=1

i=1

gdzie x; jest wartoscia zmiennej x w i-lej grupie. Statystyka ta, majaca w przyblizeniu
rozktad %*> o jednym stopniu swobody jest czgfciq calkowitej wartosci x* (liczonej
w/g wzoru ogélnego (6.2) lub (6.21)) ,odpowicdzialna” za wystgpowanie liniowego
trendu frakcji p; wzgledem zmiennej x;. Warto$¢ y{ wigksza od warto$ci krytycznej
dla danego poziomu istotno$ci pozwala na wnioskowanie o istnieniu znamiennego
trendu frakcji. Réznice migdzy calkowita wartoscig %” a obliczong wartoscia ¥} oz-
naczamy przez 3

B=x-1} (6.23)

%3 ma w przyblizeniu rozklad x> o k — 2 stopniach swobody i jest miara odchylen
poszczegblnych frakeji od ogélnego trendu liniowego. Wnioskowanie na podstawie sta-
tystyki %4 prowadzimy wedlug ogdlnych zasad.

Przyklad 6.6 (kontynuacja z punktu 6.2.1)

Kontynujac analiz¢ danych zawartych w tabeli 6.9 mozna probowaé odpowiedzie¢ na
pytanie, czy udzial nosicieli bakterii wykazuje tendencje wzrostowa wraz z powickszaniem
si¢ migdalkéw. Ze wzgledu na brak mozliwodci precyzyjnego przyporzadkowania wartosci
zmienne) iloSciowe) x wielkoSciom migdatkéw, przyjmujemy zapis:
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migdatki niepowigkszone x =-l

migdatki powigkszone xn=0
migdalki bardzo powigkszone =1
Wykorzystujac wzory (6.22) 1 (6.23) mamy
2 1398 (1398 -5-72 (-233))° ~719
K1= 321326 (1398 - 809 - (-233)] "
1’ =788
1i=788-7,19=069
Poniewaz
0,05 Z:'u =384 0,01 xfn =6,63
wigc
X1 > 001 Xih)
X3 < o0s Xy (gdyz k-2=3-2=1)

Uzyskalismy silne potwierdzenie istotnosci trendu i nieistotnosci odchylen od trendu.
6.2.3 Test x* w klasyfikacji hierarchicznej

Przy pomocy tablic kontyngencji 2 x k i wyodrgbniania poszczegélnych skladnikéw
statystyki x> mozna poréwnywa¢ kilka réznych klasyfikacji tego samego materialu ob-
serwacyjnego utworzonych przy zastosowaniu podejScia hierarchicznego. Sposéb poste-
powania przedstawia ponizszy przykiad.

Przyklad 6.7 (wedlug [Armitage])

Wyniki doswiadczenia poswigconego dziataniu dwaéch réznych Srodkéw owadobdjczych
na muchy przedstawia tabela 6.10. W do$wiadczeniu badano po dwie partic kazdego
Srodka i kazda z tych czterech partii stosowano dwukrotnie (dokonywano z kazdg partig
dwdoch préb). Poréwnywano frakcje much padtych.

Ogolna frakcja much padlych wynosi

346
P= 01 0.,8849
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Tabela 6.10

Wyniki doswiadczenia z dwoma Srodkami owadobdjezymi

Srodek A Srodek B
Partia A, Partia A, Partia B, Partia B, (Razem)
Prdba | Proba | Préba | Préba | Préba | Préba | Prba | Préba
1 2 1 2 1 2 | 2
Padly | 49 43 43 48 41 44 39 39 346
Muchy
Prze- 2 5 4 1 5 8 11 9 45

zyty
(Razem) 51 48 47 49 46 52 50 48 391

Obliczamy calkowity wartos¢ x* korzystajac z (6.21)

2. 2.2 2 4
, 51 48 47 48 391_1,6628_1632
B 0,8849 - 0,1151 T 01019

Poréwnujgc t¢ warto§¢ z wartoscig krytyczna rozkladu x* przy 7 stopniach swobody
i poziomie istotnosci o = 0,05

0,08 1(27) = 14,07

mamy

2 2
X2 ops Xin

a wiec wnioskujemy, ze réznice migdzy poszczegolnymi frakcjami much padiych sj
istotne.

Chege sprawdzic, czy zaobserwowany wynik powodowany jest réznicami migdzy
poszczegOlnymi probami, partiami czy Srodkami owadobdjczymi, obliczamy skiadniki
ogdlnego ¥ odpowiedzialne za te sktadowe zaleznosci. Najpierw rozwazymy zaleznosci
pomigdzy prébami w ramach partii wyznaczajac warto$¢ odpowiedniego skladnika,
kt6ry oznaczymy jako x2,;, i obliczymy z zaleznosci:
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2 =
x.om’.'u -

co odpowiada zdezagregowaniu tablicy pierwotnej, otrzymaniu ukladu 4 tablic sktadowych
(Jak to przedstawia tabela 6.11), a nastgpnic zsumowaniu licznikéw odpowiednich wyrazen
%° dla poszczeg6lnych tablic, przy zachowaniu mianownika identycznego, jak dla tabeli
pierwotnej.

|3 1%

proby
paredg o ummrh

Pd"ﬂ

P(1-P)

dia potrzeb badania zaleznosci pomigdzy probami

Dezagragacja tablicy kontyngencji przedstawionej w tabeli 6.10

Tabela 6.11

Partia A, Partia A,
1 2 I 2
Padty 49 43 92 Padly 43 48 91
Przezyly 2 5 7 Przezyly 4 1 5
51 48 99 47 49 96
Partia B, Partia B,
I 2 | 2
Padty 41 44 85 Padty 39 39 78
Przezyly 5 8 13 Przezyly 11 9 20
46 52 98 50 48 98
Mamy:
22 :_2__) (_+_+_ ll2 92 )
8 99 47 49 96 50 48 98
Kpraby = 0.8849 - 0.1151
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xﬁ,d,,_, ma rozklad %° o 4 stopniach swobody (liczba stopni swobody réwna si¢ tutaj sumie
ilosci stopni swobody tablic sktadowych). Poniewaz

¢ —
00s Xisy = 949
wigc
2 2
Xpro'hy < 0,05 X:a)

co Swiadczy o nieistotno$ci réznic pomigdzy probami.
Dla zbadania zalezno$ci pomigdzy partiami obliczamy skladnik xjm-e

5| 3 i
n N
Srodki “P;fg{rh i
2 _ pnrm
Xpro?m = P ( l . P]

co odpowiada zagregowaniu czterech tablic z tabeli 6.11, utworzeniu z ich sum brzegowych
dwdch tablic pokazanych w tabeli 6.12 i utworzeniu na podobnych jak poprzednio zasadach
wsumy™ wyrazeri %° dla obu tablic.

Tabela 6.12

Przeksztalcenie danych z tablicy kontyngencji przedstawionej w tabeli 6.10
dla potrzeb badania zaleinosci pomiedzy partiami (por. takze tab. 6.17)

Srodek A Srodek B
A, A, B, B,
Padly 92 91 183 Padly 85 78 163
Przezyly 7 5 12 Przezyty 13 20 33
99 96 195 98 98 196

Dokonujgce obliczen otrzymujemy:

15y, (12,20, 3,
_ 99 796 195 196
Apartie = 0,8849 - 0,1151

=2,62
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Xiarsie Ma rozklad %% o dwdch stopniach swobody. Poniewaz

0,08 X(zz) =599
wige

) 2
xi-m.l'h'r < 0,05 X(-I}

czyli rownicz — rozwazana w kontekscie przezycia much — zalezno§¢ migdzy partiami
nie jest istotna.
Wreszcie dla zbadania zaleznosci migdzy $rodkami owadobGjczymi obliczamy 32,4
wedlug zaleznosei:
7R

ot N
_ Srodla

Y.
x.s'rmi.tw P (l — P)

1;

co jest wynikiem dalszej hierarchicznej agregacji danych, przedstawionej w tabeli 6.13.
Lmas Ma rozklad x* o jednym stopniu swobody.

Tabela 6.13

Zagregowanie danych z tabeli 6.10 dla potrzeb poréwnania efekfywnosci
srodkow owadobdjczych

Srodki
A B (Razem)
Muchy padty 183 163 346
Muchy przezyly 12 i3 45
(Razem) 195 196 391
Frakcja padlych 09385 08316 (0,8849)
Otrzymujemy:
Koot = 1318491 ??).113591] sl
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005 X?’n =384

2 2
ivadsi = 005 X{1y

Uzyskalismy silne potwierdzenie istotno$ci réznicy dziatania $rodkéw owadobdjczych na
korzys$¢ srodka A. Poza tym widzimy, ze obliczone skiadniki %> po zsumowaniu daja
rzeczywiscie wartos¢ % dla testu ogélnego:

Xiroby + Xpartie + Xopoatri = 275 + 2,62+ 10,95 = 16,32 = 2
6.2.4 Kombinowany test niejednorodnosci i zgodnosci

Poprzednio (por. punkt 6.2.1) omawiany test porébwnywania k cz¢stoSci za pomocy
tablicy kontyngencji 2 x k, czy tez, gdyby powiedzieé¢ to innymi slowami, test braku
zwiazku (niezaleznosci) migdzy dwoma klasyfikacjami (zakladajacymi podzial odpowiednio
na dwie oraz k kategorii) wymagal takicgo wyznaczania liczebnosci oczekiwanych, aby
zachowane byly sumy marginalne. Do tego potrzebowalismy & — 1 stopni swobody. Ogélna
ilos¢ stopni swobody dla tablicy kontyngencji 2 x k wynosi 2k — 1. Pokazemy teraz
sposGb wnioskowania na podstawie pozostalych & stopni swobody. Dotyczyé 10 bedzie
hipotez nie wykorzystujgcych sum brzegowych,

Przykiad 6.8 (wedtug (Parker])

Badano populacje muszek Drosophila pochodzacy z skrzyzowania muszek heterozy-
gotycznych ze wzgledu na recesywny gen barwy oczu. Populacje podzielono na pigé
probek, kazda zajal si¢ inny student. Chcemy odpowiedzieé na pytanie: czy mozna uwazad,
ze proporcja pomigdzy fenotypem dzikim i fenotypem mutantéw jest réwna 3:1, biorac
pod uwage wszystkie wyniki uzyskane od pigciu réznych os6b. Otrzymane dane przedstawia
tabela 6.14.

Mijaloby si¢ z sensem stosowanie jakiegokolwick testu, kiéry ,bralby pod uwage”
sumy marginalne dla prébek, gdyz sa one catkowicie dowolne. Wobec tego z 2k — 1 = 9
stopni swobody odpadajg k — 1 = 4 stopnie swobody, zwigzane z sumami marginalnymi
i pozostaje do dyspozycji k = 5 stopni swobody.

Obliczymy obecnie wielko$¢ x3,, dla werylikacji zgodnosci obserwowanych sum po-
pulacyjnych z sumami populacyjnymi oczekiwanymi (prawy margines tabeli), wynikajacymi
z hipotezy, 7e stosunek fenotypu dzikiego i fenotypu mutantéw wynosi 3:1. Do obliczen
stosujemy klasyczny wzor:

2 0 -E)?
=155
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Tabela 6.14

Wyniki badari nad krzyzowaniem muszek Drosophila dokenanych przez
pieciu studentow

Prdbka (Razem)
1 2 3 4 5
Typ 0 60 75 81 70 54 340
dziki E 64,5 81,0 74,25 84,0 56,25 360
O-E ~4.5 -6.0 +6,25 ~14,0 -2,25 -20
0 26 33 18 42 21 140
Mutanty E 215 270 2475 28.0 18.75 120
0-E +4.5 +6.0 -6,25 +14.0 +2.25 +20
(Razem) 86 108 99 112 75 480
Otrzymujemy:
2 _ (2200 20°
H31="3g0 tpp = 44

Uwzgledniajac, ze %3, ma rozklad * o jednym stopniu swobody i Ze

0,05 x?n =384

widzimy.ze

2 2
X3:1 = 005 X(1)

Odchylenie od stosunku 3:1 wydaje si¢ wige by¢ istotne. Obliczymy teraz poszczegdlne
x* dla testowania zgodnosci czgstosci obserwowanych w kazdej probee ze stosunkiem
3:1. Kazda z takich wartosci ma rozklad ¥* o jednym stopniu swobody. Nastgpnie
zsumujemy otrzymane liczby w celu uzyskania catkowitego x? przy 5 stopniach swobody.

Mamy wigc:

2 _(45)
x;vm'.'lhr_ 64.5
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i podobnie:
Karivta, = 1,778
x,%.-;m—.;i = 2,455
X;l:m'm-‘;‘ =9333
xﬁrdbk.a’ =0,360

oraz

s
x‘?"ﬂ" = Z x;’m'M.u. = 15,i82

im|

Drogg odejmowania znajdujemyd x* dla nicjednorodnosci wynikéw w poszczegdlnych
probach

xgaicjcdn. = x:-:uﬂ‘.. - x%:l = 10,738

Aoicjedn, M2 rozklad x* 0 5 — 1 = 4 stopniach swobody. Poniewaz

2 —_—
x:::'cjrdu, > 0,05 X(z.l) o 9049

wigc wnioskujemy, Zze wyniki poszczegdlnych prébek sj istotnie niejednorodne. Wobec
tego wartos¢ rezultatu uzyskanego na podstawie analizy sum wynikdw wszystkich prébek,
a dotyczacego istotnosci odchylenia od stosunku 3:1 w populacji staje pod znakiem
zapytania, gdyz nie mozna traktowaé wszysikich probek jako pochodzacych z jednego
eksperymentu. Przegladajac wartosci ¢* dla poszczegélnych probek widaé, ze ¥* dla
probki czwartej jest bardzo wysokie, istotne na poziomie 0,01

2 —
x'vrd“lku‘ > 00 x‘” == 6.63

natomiast zadna z pozostalych prébek nie wykazuje znamiennego odchylenia od oczekiwanego
stosunku 3:1. Czy wolno wige odrzuci¢ wyniki z probki czwartej, ktére wnoszy najwickszy
wkiad w niejednorodnos¢? Moina tak zrobi¢ tylko wowezas, gdy mamy inne, wyraZne
powody sadzié, ze dane sq mylne. Zal6zmy, Ze tak jest rzeczywiscie. Po wykonaniu badan
okazalo si¢, Zz¢ student opracowujacy probke czwarty wykazywal uposledzenie w widzeniu
barwnym, Wobec tego mozna bylo zrezygnowac z wynikOw jego badan, usuwajac odpowiednie
dane, a pozostale dane (por. tabela 6.15) poddajgc ponownej analizie.
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Tabela 6.15
Wyniki badari nad krzyiowaniem muszek Drosophila po usunigciu biednych danych

Prébka Riuzem)
1 2 3 4

Typ 60 75 81 54 (0) 270
dziki (E) 276
(O-E) -6
26 3 18 21 (0) 98
Mutanty (E) 92
(0O-E) +6
(Razem) 86 108 99 75 (0) 368

Uzyskuje si¢ nasigpujace wyniki:
Ko = 1256 + 1,778 + 2,455 + 0,360 = 5,849
2
X34 = 0,522
xiifj".fu. - 5‘849 == 0-522 = 5.327
K3 < 0,05 Xa) =384
xz:’cjam. < 0,08 X(23; =781

Mozna wigc wnioskowaé, ze odchylenie od stosunku 3:1 nie jest istotne, oraz Ze przy
cksperymencie uzyskano zadowalajacy jednorodnosé wynikow.

6.3 Ogolne tablice kontyngencji r<c
6.3.1 Test niezaleznosci %’

Bedziemy rozpatrywac analizg fablic kontyngencji o wymiarach r X ¢, gdzie » jest
liczby wierszy, a ¢ liczba kolumn tablicy oraz zaréwno r jak i ¢ sq wigksze od dwdéch.

Test > dla takich tablic stuzy do wykrywania zwiagzku pomigdzy dwoma klasyfikacjami
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typu jakosciowego, z ktérych kazda zaklada podzial na wigcej niz dwie kategorie. Obliczona
statystyka x* wyraza si¢ znanym wzorem

x2=2£0;_i'2

(sumowanie przebiega po wszystkich polach tabeli) i ma rozklad x* o (r = I)(c - 1)
stopniach swobody. Liczebnosci oczekiwane £ wyznacza si¢ w oparciu 0 sumy marginalne
Jako:

_ suma_wiersza - suma_kolumny
- N

E

gdzie N jest catkowity liczebnoscig obserwacii.

Warunki korzystania z testu %> dla tablic » x ¢ nie sq tak ostre, jak to bylo w przypadku
tablic 2 x 2. Mozna wigc korzystaé z tego ftestu pod warunkiem, ze tylko nieliczne
czestosci oczekiwane s mniejsze niz 5 (jeden wynik na 5 lub wigcej pél w tabeli,
wzglednie 2 wyniki na 10 lub wigcej pol) i w wypadku, gdy zadna z czgsto$ci oczekiwanych
nie jest mniejsza niz 1. Jezeli te warunki nie sg spelnione mozna potaczyé te wiersze
lub kolumny, w ktérych wyst¢pujy male czgstosci oczekiwane i do takiej zagregowanej
tabeli stosowaé test .

6.3.2 Miary sily zwigzku

W punkcie 6.1.3 oméwiono réznice pomig¢dzy stwierdzeniem istotnosei lub nieistotnosci
zwigzku a oceny sily zwigzku., Tamze przedstawiono kilka wzoréw umozliwiajacych
liczbowa oceng sily zwigzku. Mierniki tamte sa dogodne do szacowania sily zwiazku dla
tablic 2 x 2, nie nadajg si¢ jednakze dla tablic kontyngencji o wigkszej wymiarowosci.
Okreslony wzorem (6.10) miernik & w ogdlnym przypadku tablicy r x ¢ moze znacznie
przekroczy¢ jedno$¢. Dlatego wprowadzono inne miemiki oparte na ¥*, ktére przyjmuja
wartosci z przedzialu od 0 do 1. Jednym z nich jest miernik 7° Czuprowa okre$lany przez
zaleznosc:

2 _ 12
e NNr=D(c=-1)

(6.24)

Miemik ten moze przyja¢ wartos¢ maksymalna réwna 1 tylko w przypadku tablicy
kwadratowej (r = ¢). W kazdym innym przypadku warto$¢ T musi by¢ mniejsza od
jednosci. Wady tej nie posiada miernik V Cramera okreSlany wzorem:
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I X
N-min(r=1,c-1)

(6.25)

Jezeli ilo$¢ wierszy jest rdwna ilosci kolumn, obydwa mierniki przyjmuja identyczne
wartosci. Innym miernikiem sity zwigzku jest miemmik C Pearsona:

2
C= _’Z._ (6.26)
X +N

Miernik ten. podobnie jak poprzednie, przyjmuje warto$¢ zero dla niezaleznych kla-
syfikacji, ale jego wartos¢ maksymalna zalezy od ilosci wierszy 1 kolumn. Dlatego
tez jest on trudny do interpretacji, chyba Ze przeprowadzimy standaryzacje dzielac
jego warto$¢ przez maksymalngy warto$¢ mozliwg dla danej liczby wierszy i kolumn.
Taki dzielnik dla tablic 2 x 2 wynosi ¥2/2. a przeksztalcony wz6ér na warto$¢ stan-
daryzowang miernika Pearsona dla tablic 2 x 2 byl prezentowany w punkcie 6.1.3
jako (6.12).

Przyklad 6.9 (wedlug [Armitage])

Tabela 6.16 przedstawia wyniki badan zaleznosci migdzy grupa krwi a chorobami
zoladka. Z badan wylaczono niewielkq czes¢ 0s6b z grupa krwi AB. Z chor6b uwzgledniono
chorob¢ wrzodows i raka zoladka. Poza tym okreslono grup¢ krwi dla grupy kontrolnej
0s6b zdrowych.W wyniku obliczen otrzymujemy:

x* =40,54

X2 > 0,001 Xiay = 1847

V2=T72=0,002312

V=T=1(0,0481

C=0,0678
Por6wnujac obliczong warto$¢ statystyki ¥’ z wartosciami krytycznymi rozkladu ¥*
widaé, ze zaleino$¢ migdzy grupg krwi a chorobami zolgydka jest wysoce istotna (na
poziomie istotnosci o = 0,001). Jednak miary sily zwigzku majg wartosci niewielkie,
co spowodowane jest tym, ze zwigzek nie jest bardzo mocny. Na wysoka wartos¢ x?

w tym przypadku znaczny wplyw miala duza liczebno$¢ proby (por. punkt 6.1.3).
Dalsza analiz¢ danych z tabeli 6.16 przedstawimy w nastgpnym punkcie.
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Tabela 6.16

Czestosé grup krwi ABO u pacjentéw z chorobami iolqdka i w grupie kontrolnej

Choroba Rak Grupa (Razem)
wrzodowa | zotadka kontrolna
W R K

0 983 383 2892 4258

0 E 872,39 42891 2956,70

0-E +110.61 4591 -64,70
0 679 416 2625 3720

Grupy A E 762,16 374,72 2583.12

krwi 0-E -83,16 +41.28 +41,88
0 134 84 570 788

B E 161,44 79.38 547,18

O-E -2744 +4.62 +22.82
Qzend 1796 883 6087 8766

6.3.3 Wyodrebnianie skiadnikow x°

Jezeli badanie tablicy wielopolowej r x ¢ wykaze istotng zalezno$¢ mi¢dzy dwoma
klasyfikacjami, to czgsto zachodzi potrzeba stwierdzenia, czy zalezno$ci e utrzymuja si¢
w pewnych fragmentach calej tablicy. Mozna wige probowa¢ znaleZ¢ podzial catkowitego
¥ na skiadniki odpowiadajace pewnym klasyfikacjom . zagregowanym”, dajacym po
.natozeniu si¢™ na siebie klasyfikacje pierwotne. W ten sposéb istnieje mozliwos¢ wykrycia
<miejsca” w tabeli, w ktérym zaleznos$¢ wykryta przez badanie catkowitego x? .skoncen-
trowala” si¢. Przyklad takicgo postgpowania pokazemy ponizej. Tutaj nalezy jeszcze
zaznaczy¢, ze jezeli do obliczenia skladnikéw ogdlnego x* zastosujemy liczebnosci ocze-
kiwane, obliczone dla calej tablicy, to mozemy poszczegélne sktadniki dodawa¢ do siebie,
a ich suma da doktadnie catkowity warto$¢ ¥°. Jezeli jednak liczebnosci oczekiwane beda
obliczone oddzielnie dla poszczeg6lnych tablic sktadowych”, poszczegdlne skladniki x*
nie dadza w sumie ogdlnego x> Rozbiezno$¢ ta nie bgdzie jednak miata wigkszego
prakiveznego znaczenia.
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Przykiad 6.9 (kontynuacja z punktu 6.3.2)

Dane zawarte w tabeli 6.16 moga sugerowac istnicnic niewielkiej réznicy migdzy
pacjentami z rakiem zoladka a grupa kontrolng oraz wigkszg czestos¢ grupy krwi 0 wsr6d
pacjentéw z choroby wrzodows. Dla zbadania takiej sugestii dokonujemy dezagregaciji
ogolnej tablicy 3 x 3 na trzy tablice skladowe™ — jak to pokazuje tabela 6.18 — i dla
kazdej obliczamy wartos¢ ¥, Przykladowo przytoczymy wyniki obliczen dla wariantu
(b) — por. takze tabela 6.17.

Tabela 6.17

Poréwnanie czgstosci wystgpowania grupy krwi 00 wsrod pacjentow z chorobq
wrzodowq z pozostalymi przypadkami — na podstawie danych z tabeli 6.16

Choroba Rak zofadka
(Razem)
wrzodowa + grupa
1% kontrolna
R+ K
0 983 3275 4258
0 E 872,39 3385,61
Grupy O-E +110,61 -110,61
krwi
0 813 3695 4508
A+ B E 923,61 358439
O-E -110,61 +110,61
(Razem) 1796 6970 8766

Tabela 6.18

Schemat podziatu tablicy kontyngencji 3 x 3 z tabeli 6.16 dla dokonania
szezegolowych porownar

@ (b) ©)
W R K w R K w R K
0 X 4 X 0 X X X 0 X X X
A X X X A X X X A X X X
B X X X B X X X B X X X
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Mamy:
Ao = 34,29
Xl > 0001 Xy = 10,83
V2=T7%=0,003912
V=T=0,0625
C =0,0624

UzyskaliSmy tutaj réwnie silne jak poprzednio dla catej tablicy 3 x 3 potwierdzenie
istotnodci zwigzku. Poréwnanie wartosci miernikéw Czuprowa i Cramera wskazujy na
pewne powigkszenie sity zwigzku w poréwnaniu z przypadkiem tablicy pelnej. Warto$¢
miernika C Pearsona nie moZze stanowi¢ podstawy dla poréwnaii sity zwigzku w tabelach
kontyngencji o réznej wymiarowosci (por. punkt 6.1.3).

Tabela 6.19

Zestawienie wartosci skladnikéw x* dla trzech poréwnar dokonanych zgodnie
z tabelg 6.18 dla danych z tabeli 6.16

Uktad | Por6wnanie | Porownanie| Skiadnik Liczba Warto§¢
w w = stopni krytyczna | Istotnosé
wierszach | kolumnach swobody | ¥* dla
a = 0,05
(a) 0zAzB RzK 5.61 2 5,99
(b) 0z(A+B)|Wz(R+K) 34,29 1 384 istotne
(c) AzB |Wz(R+K) 0,68 1 3,84
40,61 4

Zestawienic wynikéw poréwnania wszystkich trzech (ablic skladowych przedstawia
tabela 6.19. Wida¢ wyraZne potwierdzenic istotnosci zalezno$ci badanej w ukladzie
(b) — tzn. wigkszej czestoSci grupy krwi O wsréd chorych na wrzody zotadka
w poréwnaniu z pozostatymi mozliwymi przypadkami. Dla ukiadu (a) uzyskaliSmy
wartos¢ %2 nieistotng wprawdzie na poziomie 5%, ale niewiele odbiegajaca od wartosci
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krytycznej, co $wiadczy o tym, Ze nasze poczitkowe sugestie nie byly zupeinie

nicuzasadnione.
Suma skladnik6w %2 nieco odbiega od wartosci obliczonej dla calej tablicy 3 x 3, co

zostalo wyjasnione w tckscie powyzej. Rozbieznos¢ ta jest do pominigcia.
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7. ANALIZA WARIANCJI

7.1 Analiza wariancji w Kklasyfikacji pojedynczej

W podrozdziale 5.3. oméwiono spos6b poréwnywania dwéch wartosci Srednich. Czgsto
jednakze zachodzi potrzeba poréwnania wickszej ilosci $rednich i udzielenia odpowiedzi
na pytanie: czy $rednie te réznig si¢ istotnie od siebie, czy tez nie. Do odpowiedzi na
tego typu pytanie wykorzystujemy zespdl metod statystycznych zwanych analizg wariancji.
Proste porownywanie kilku $rednich nie jest jedynym zastosowaniem analizy wariancji.
Metoda ta, w og6lnym przypadku, pozwala na sprawdzenie, czy pewne czynniki wywieraja
wplyw, a jesh tak, to jaki wielki, na ksztattowanie si¢ Srednich wartosci badanych cech
mierzalnych, Testy analizy wariancji sa podstawowym narzgdziem statystyki eksperymen-
talnej, czyli statystycznej metody planowania i oceny wynikéw eksperymentéw naukowych.
Niektore z tych testéw beda szezeg6lowo przedstawione w dalszych czg¢Sciach niniejszego
rozdziatu. Obecnie zajmiemy si¢ sposobami poréwnywania Kilku $rednich.

7.1.1 Poréwnywanie Kilku Srednich

Bedziemy zakladaé, ze rozpatrujemy k grup obserwacji o charakierze iloSciowym.
W kazdej i-tej grupie dysponujemy probka zawierajaca »; obserwacji. Zakladamy dalej,
ze obserwacje w kazdej grupie maja rozklad normalny lub zblizony do normalnego, za$
wariancje we wszysikich grupach sa réwne i wynoszj o, cho¢ ¢® nie musi by¢ znane.
Niech y;; oznacza j-1a obserwacj¢ w i-tej grupie. Dalsze oznaczenia pokazano w tabeli 7.1,
Jezeli przez w; oznaczymy ,rzeczywisty” Srednig w i-tej grupie to mozna przyja¢ model,
w ktorym

Y= W+ E; (7.1)
gdzie €; jest skladnikiem losowym o rozkladzie normalnym z zerowa wartoscia Srednia
i wariancja o”. Na podstawie znajomosci y; mamy zweryfikowa¢ hipotezg zerowa mowiaca,
ze wszystkie Srednie p; w grupach sy rowne

Ho:l.ll:'uz:...:pk
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Tabela 7.1

Oznaczenia stosowane w analizie wariancji w klasyfikacji pojedynczej

Grupa 1 2 RN | k Wszystkie
grupy lacznie
liczba n ny n; ny &
obserwacji s Zl i
$rednia ¥ ¥2 ¥; 3 Tml
zmienngj y N
suma T, T, T; T, &
zmiennej y T='§ T;
suma S S S; S A
}'2 l ! ' ‘ §= z SI
im]

T;= Z)’.‘,’ S.-=Z)'?,—
j=1

wobec hipotezy alternatywnej /), : nie wszysikie Srednie grupowe sa rowne.
Zaleznosé (7.1) przedstawiajaca model” koncepeyjny mozna przedstawic jako:

gdzie p jest wielkoscia staty niezalezng od grupy i tak dobrang, aby

*

Z o= 0

iw ]
za$ o; odpowiadaja za systematyczne réznice migdzy grupami. Wykorzystujac model (7.2)
i przechodzac do danych otrzymanych z préby mozna zauwazy¢ z¢ odchylenie kazdej
obserwacji od .ogélnej $redniej” ¥ moze by¢ rozdzielone na dwie czgsci: odchylenic
obserwacji y; od Sredniej grupowej y; oraz odchylenie Sredniej grupowej od Sredniej

ogdlnej y.

Yi=¥=0-5)+ G- (1.3)

102



Mozna udowodni¢, ze podnoszac (7.3) do kwadratu i sumujac po wszystkich obserwacjach
uzyskamy zaleznos¢

Y 0= X 0 =¥+ X 0, )? (7.4)
0 W L

Oznacza to, 7ze calkowita suma kwadratow odchylen od $redniej moze by¢ rozbita na
sume kwadratéw odchylenn obserwacji od Srednich grupowych oraz sumg¢ kwadratow
odchylen $rednich grupowych od $redniej ogélnej. Pierwsza z sum skladowych jest miarg
zmiennosci wewnatrz grup a druga miara réznic pomigdzy grupami. Oznaczmy catkowitg
sume¢ kwadratéw jako SK, sumg kwadratow wewnatrz grup jako SKWG oraz sumg kwa-
dratéw migdzy grupami jako SKMG. Praktyczne wzory do obliczania poszczegllnych
sum kwadratow sq nastepujace:

72

SK= 3 0P =5- (1.5)
T2

SKWG =3 (y; 5" =S - 2.~ 7.6)
L

SKMG =3, G, -3)* = > e ‘—2- (7.7)

Przypomnijmy, ze zalozyliSmy na wstepie, iz wariancja 6° jest taka sama dla wszystkich
grup. Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa to istnicja trzy nicobcigzone estymatory (ej
samej wartosci o” (oparte na trzech powyzszych sumach kwadratéw). Sa to: tzw. calkowity
$redni kwadrat 53

»  SK
F=N-1 (7.8)
$redni kwadrat wewnatrz grup sfy
SKWG
L (7.9)

oraz Sredni kwadrat migdzy grupami s},
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SKMG
= MG (7.10)

Jezeli hipoteza zerowa nie jest prawdziwa, to wiedy $redni kwadrat wewnatrzgrupowy
jest nadal nicobcigzonym estymatorem o2, natomiast $redni kwadrat migdzy grupami
opierajgcy si¢ na zmienno$ci migdzy Srednimi grupowymi begdzie wzrastal. Jezeli wige
s}, znacznie przewyzsza sj, hipotez¢ zerowy nalezy odrzuci. Test opiera si¢ na warto$ci
ilorazu

st
F=— T.11
px (7.1D)

ktory ma rozklad F Snedecora 0 k - 1 i N — k stopniach swobody. Juz wartosci stosunku
F wigksze od jedno$ci wskazuja na niezgodno$¢ z hipoteza zerowa. Jednakze hipotezg
zerowa mozemy odrzuci¢ i automatycznie przyja¢ hipotezg altematywng dopiero wiedy,
gdy warto$¢ F bedzie dostatecznie duza i przekroczy wartoS¢ krytyczng rozkladu F przy
zadanym poziomi¢ istotnosci i o podanej wyzej liczbie stopni swobody. Gdy

(k=1)
F<RF(N—»\‘]

nie ma podstaw do odrzucenia hipolezy zerowej.

Wyniki analizy wariancji zapisujemy zwykle wedtug schematu zwanego tablicg analizy
wariancji. Dla omawianej analizy wariancji w klasyfikacji pojedynczej tablica taka ma
posta¢ pokazang w tabeli 7.2.

Tabela 7.2
Tabela analizy wariancji w klasyfikacji pojedynczej

Zr6dlo Suma Liczba stopni Sredni Stosunck
zmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Migdzy SKMG k-1 2 SKMG 3

H l" = ——__ F - “:-
arupami k-1 3%1«'
Wewngtrz SKWG N -k - SKWG
grup ¥ N~k
Calkowita SK N-1
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Przykiad 7.1 (wedlug [Armitage])
Czterema réznymi metodami mierzono czas krzepnigcia osocza. Osocze pobierano od
dziesigciu pacjentéw i poddawano czterem testom. Wyniki przedstawiono w tabeli 7.3.

Tabela 7.3

Czas krzepnigcia osocza (w min.) mierzony czterema metodami

Metoda 1 2 3 R

9.1 10,0 10,0 109

8.9 10,2 9.9 11,1

8.4 98 9.8 12,2

12,8 11.6 129 14,4

8.7 9.5 11,2 9.8

9.2 9.2 9.9 12,0

7.6 8.6 8.5 8.5

8,6 103 9.8 10,9

89 94 9.2 104

79 8.5 8.2 10,0

T, 90,1 97.1 99,4 110.2
17 8118,01 9428 41 9880,36 1214404
3, 9,01 9.71 9,94 11,02

Nalezy poréwnaé $rednie czasy krzepnigcia osocza uzyskane w wyniku pomiaru kazda
z metod. Na podstawie danych z tabeli 7.3 obliczono:

(=]

¥ — = 3957.082
n;

Tablic¢ analizy wariancji dla rozwazanego przykladu przedstawiono w tabeli 7.4,
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Tablica analizy wariancji dla danych z tabeli 7.3

Tablica 7.4

Zrodio Suma  |Liczba stopni|  Sredni Stosunek Istotno$é
zmiennosci | kwadratow swobody kwadrat wariancji
Miegdzy 20.826 3 6,924 3.86 P < 0,025
metodami
Wewnatrz 64,758 36 1,799
metod
Catkowita 85,584 39
Poniewaz

(3)
F > 405 Fiag)

wigc hipotez¢ zerowa o rownosci Srednich uzyskanych w wyniku pomiaru czterema
metodami nalezy odrzucié. Dalszg analize tych danych przeprowadzimy w nastgpnym
punkcie.

7.1.2 Wyodrebnianie kontrastow liniowych

Jezeli analiza wariancji nie wskaze istotnosci roznic migdzy Srednimi, nie prowadzimy
juz dalszych testéw. Gdy natomiast procedura analizy wariancji daje istotny wynik testu
F zachodzi potrzeba dokladniejszego zbadania réznic migdzy poszczegblnymi Srednimi
grupowymi. Chcac poréwna¢ np. Srednie ¥, i ¥, mozna skorzystac z testu ¢

i _-‘-‘l
,z———L]’—l (7.12)
e Vo,

5

o N — k stopniach swobody dla oceny istotnosci roéznicy migdzy tymi Srednimi. Wzor
ten rézni si¢ od podanego w podrozdziale 5.3 innym sposobem okre§lenia blgdu stan-
dardowego roznicy $rednich. Wykorzystuje si¢ tutaj Sredni kwadrat wewnatrz grup sjy
0 N - k stopniach swobody.

Jezeli wszysikie grupy sj rownoliczne (n; = ny, = . . . = n, = n) to wygodnic jest
obliczy¢ naymniejszg istolng réznice migdzy Srednimi przy okreslonym poziomie istotno-
$ci o Roznice (¢ oznaczony tutaj jako D mozna wyrazi¢ wzorem:
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D=“fh\r_*)'$“r€ (7.13)

Istotne beda wszystkie te réznice migdzy poszczegGlnymi Srednimi, kiére przekraczajy
wartos¢ D.

Gdy chcemy dokona¢ bardziej zaawansowanych poréwnari, np. migdzy grupami Srednich
korzystamy z tzw. kontrastow liniowych

L:E),‘.gi (7.14)
i=|
gdzie
3
Y A=0 (1.15)
im]

Kontrasty mozna tworzy¢ w rozny sposéb [Armitage]. Tutaj podamy jeden ze sposobéw
w charakterze przykiadu.

Bedziemy dalej nadal rozwazaé sytuacje, w ktorej wszystkie grupy sa réwnoliczne,
1zn.

=N =...= =N

Przypusémy, Ze interesuje nas poréwnanie Sredniej y. jednej wybranej grupy (np. kon-
trolngj) ze srednig pewnego podzbioru g innych grup (podzbioru wybranego sposrod
wszystkich pozostalych k£ — 1 grup). Cheac wige rozwazaé réznice

mozemy utworzy¢ kontrast

q
L=q-Y— L7 (7.16)
im]
powstaly z pomnozenia badanej réznicy przez g. Wspolczynniki A; w tym kontrascie sq
réwne —1 dla ¢ $rednich grupowych przeciwstawianych $redniej ¥, i 0 dla pozostatych,
nie biorgeych udziatu w poréwnywaniu, $rednich.
Standardowy blad kontrastu L szacuje si¢ jako
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N

n

Sy = Sw (7.17)

Badanie istomosci kontrastu polega na rozbiciu uzyskanej w wyniku analizy wariancji
sumy kwadratéw migdzy grupami na dwa skladniki: sume kwadratéw wzgledem kontrastu
L oraz sume¢ kwadratdw wzglgdem wszystkich innych kontrastow. Skladniki te oblicza
si¢ z zaleznosci:

L?
SKL = (7.18)
= B
PO
SKP = SKMG - SKL (7.19)
gdzie:
SKL — suma kwadratéw wzgledem kontrastu L
SKP — suma kwadratéw wzgledem innych kontrastow.
Nastgpnie tworzy si¢ odpowiednie $rednie kwadraty
f= ‘5—':1 = SKL (7.20)
SKrP
3 _ ORI
2=%=9 (7.21)

dzielac sumy kwadratéw przez liczby stopni swobody. Dalej tworzy si¢ dwa stosunki
oszacowan wariancji F, i F, dzielac $rednie kwadraty (7.20) i (7.21) przez $redni
kwadrat wewnatrz grup s§. Dla F| i F, przeprowadza si¢ dwa odrebne testy istotnosci,
przy czym F, przy 1 i N - k stopniach swobody, a F, przy k — 2 i N — k stopniach
swobody. Jezeli ogélny test F (7.11) dal wynik istotny, to nalezy si¢ spodziewad, 7e
¢o najmniej jeden z testow F, lub F, powinien dac takze wynik istoiny pozwalajac
potwierdzi¢ lub odrzuci¢ nasze przypuszczenia stojace u podstaw konstrukcji kontrastu
liniowego L. Tabela 7.5 pokazuje tablic¢ analizy wariancji dla przypadku badania
kontrastu liniowego L.
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Tabela 7.5

Tablica analizy wariancji dla badania istotnosci kontrastu liniowego L

Zrédlo Suma Liczba stopni Sredni Stosunek
zmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Wzgledem SKL | 52 =SKL &
kontrastu L Fy= 52,
Wzgledem SKP k-2 ,_ SKP 2

: =75 F,==r

innych k=2 2 sﬁ
kontrastow
Wewnatrz SKWG -k = 8- SKWG

grup =kin-1) ¥“k@m-1)
Calkowita SK N-1l=nk-1

Przyktad 7.1 (kontynuacja z poprzednicgo punktu)

W danych dotyczacych czasu krzepnigcia osocza z tabeli 7.2 zaobserwowano znaczne
odchylenie $redniego czasu krzepnigeia dla metody 4 w poréwnaniu z metodami 2 i 3,
jak rowniez mniejsze odchylenie Sredniego czasu krzepnigeia uzyskanego metodg 1 w sto-
sunku do metod 2 1 3. Postanowiono wige porownaé, wykorzystujac kontrasty liniowe,
kazda ze $rednich dla metod ,skrajnych” (1 i 4) ze $rednimi dla metod ,.Srodkowych”
(2 1 3) oraz kazdg ze Srednich skrajnych” z pozostalymi srednimi. Utworzono 4 kontrasty

linlowe

Ly=25-%-V;
Loy=-%-%+2,

Lay=-5 -Y2—- T2+ 3,

Ly=3M-%-F1-%

Ich wartosci sq nastgpujace

=239

b=
&
I

Ly =44

Ly = 3,64
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za$ odpowiednie tablice analizy wariancji przedstawia tabela 7.6. Widad, z¢ istotne (zgodnie
z wykonanym testem F) sj trzy ostatnie kontrasty, za$ istotno$¢ ta jest najsilniejsza dla
kontrastu L, (o0 = 0,01), czyli dla przeciwstawienia Sredniej ¥, wszystkim pozostatym
Srednim,

Tabela 7.6
Tablice analizy wariancji dla badania czterech kontrastow dla danych z tabeli 7.3

Sumy Liczby stopni Srednie Stosunki Istotnos¢
kwadratow swobody kwadraty wariancji
KONTRAST L,
SKL = 4428 1 st =4428 F, =246 nieistotne
SKP = 16,398 2 2=8,199 F, = 456 P < 0,025
SKWG= 24 - 36 2= 1799
KONTRAST L,
SKL = 9,520 1 $2=9,520 F, =529 P < 0,05
SKP = 11,306 2 £2=5653 F, =314 nieistotne
SKng ;53 36 2= 1799 (P > 0,05)
KONTRAST L,
SKL = 16,133 1 st=16,133 F, =896 P <001
.gﬁfv ; =4,693 32 ;%:_ 213;‘;69 Fy, =130 nieistotne
= 64,758 v
KONTRAST L,
SKL = 11,041 1 s2=11,041 F, = 6,14 P < 0,025
z’fg; ; =9.785 32 52% = 4892 F,=272 nieistotne
= 64.758 sy= 1,799

Jezeli dla pewnego zestawu danych, po dokonaniu pierwotnej analizy wariancji, wy-
konujemy wiele poréwnan a posteriori badajac wiele réznych kontrastéw, to znacznie
wzrasta prawdopodobieristwo popelnienia bigdu polegajacego na przypadkowym uznaniu
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pewnego lub pewnych kontrastéw za istotne, Dlatego w przypadku dokonywania wielo-
krotnych poréwnan, juz po zapoznaniu si¢ z danymi (czyli a posteriori), zaleca si¢
stosowanie bardziej ostroznego testu Scheffe’go, ktéry uznaje liniowy kontrast L za istotny
na poziomie o, gdy jest spelnione

L
Sy

>Vk-1)- aFé=1 (7.22)

Przykiad 7.1 (dokoriczenie)

Jak wynika z powyzszych stwierdzen nasze 4 kontrasty powinniSmy testowac raczej
testem Scheffe’go, niz klasycznym testem F. Prawa czg$¢ nieréwnosci (7.22) w naszym
przypadku wynosi:

‘\,(4 — l) . 0,05 (.;;él = 2‘934

za$ wartosci lewych stron (7.22) dla poszczegblnych kontrastéw przedstawione sa w (a-
beli 7.7. UzyskaliSmy wiarygodne potwierdzenie istotnosci trzeciego kontrastu, natomiast
istotno$¢ kontrastow drugiego i czwartego — wskazywana przez wyodrgbnianie odpo-
wiedniego skladnika migdzygrupowej sumy kwadratbw — nie potwierdzita si¢.

Tabela 7.7
Wyniki testu Scheffe’go dla czterech kontrastéw liniowych dotyczqcych danych
z tabeli 7.3
L
Kontrast onay Istotnosé

Sie)
Ly, 1,569 nieistotne
Ly 2,300 nieistotne
L, 2,995 istotne dla o = 0,05
Ly 2477 nieistotne

Metode¢ Scheffe'go oraz inne ,ostrozne” metody wielokrotnego poréwnywania (np.
metode rozsigpu studentyzowanego, czesto opisywany w literaturze, np. [Armitage], [Par-
ker]) stosuje si¢ wtedy, gdy dokonujemy wiclu poréwnari dla wykrycia Zrédet ,zaklécen”,
ktére zaobserwowaliSmy analizujac wyniki doswiadczenia lub badania (po ich otrzymaniu)
1 porbwnujac je z np. pierwotnymi hipotezami o charakterze przyczynowo-skutkowym,
modclem zjawiska, itd.
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Jezeli poréwnywanie Srednich lub badanie kontrastéw wynika z przyjetego a priori
pierwotnego planu doswiadczenia lub badania, bardziej wilasciwe jest stosowanie festu f
(7.12), testu najmniejszej istotnej réznicy (7.13) lub testu F polaczonego z rozbijaniem
sumy kwadratéw wzgledem kontrastu (kontrastow).

7.1.3 Test jednorodnosci wielu wariancji (test Bartletta)

Z punktu 7.1.1 pamictamy, ze jednym z zalozern w analizic wariancji jest rownos¢
wariancji we wszystkich k& grupach obserwacji. Do sprawdzenia tego zalozenia mozna
uzy¢ testu jednorodnosei wariancji, zwanego — od nazwiska autora — testem Bartletta.

Test ten stosujemy do poréwnania wariancji w & grupach obserwacji wybranych losowo
ze zbiorowosci o rozkladzie normalnym. Oznaczymy liczebno$¢ i-tej grupy obserwacji
przez n;. Niech dalej j-ta obserwacja w i-tej grupic oznaczona bgdzie przez y;, za$ suma
liczebnoSci wszystkich grup — jako N. Testem Barletta sprawdzamy hipotez¢ zerowq
o réwnos$ci wariancji we wszystkich zbiorowosciach, z kiérych pochodza poszczegélne
grupy obserwacji, wobec hipotezy alternatywnej mowigcej, ze nie wszystkie te warancje
sq réwne. Test polega na obliczeniu (wedlug znanego wzoru) oszacowan wariancji w kazde)

grupie
n )
n, Z }"'j
zu
i=1]

= |
n;

st=

ni—1

a nastepnic wyznaczeniu wielkosci 5%, M i C:

[

E(ni—l)s%

o T -1 S

G v (7.24)
k

M=N-kins?-Y (u,- - l)ln s? (7.25)
i=]

C=1+ A i l = l (7.26)

T3 k-D|Sn-1 N-k '

Dalej oblicza si¢ warto$¢ statystyki
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M
z =
X"=c

(7.27)

Statystyka ta ma w przyblizeniu rozklad x> o k - 1 stopniach swobody. Jezeli obliczona
warto$¢ % jest réwna lub przekracza warto$¢ krytyczng o x7 -, musimy odrzuci¢ hipotezg
zerowq o roéwnosci wariancji w grupach, w przeciwnym przypadku nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowe).

Nalezy podkreslié, ze test Bartletta, jak wszystkie testy dotyczace wariancji, jest

wrazliwy na nienormalno$¢ rozkiadow populacii.

Przykiad 7.2

Dla danych z przykladu 7.1 (por. tabela 7.3) nalezy, stosujic test Bartletta, sprawdzi¢
rownos$¢ wariancji w grupach odpowiadajacych poszczegélnym metodom pomiaru czasu
krzepnigcia osocza krwi. Potrzebne posrednie wyniki obliczen przedstawia tabela 7.8.

Tabela 7.8
Zestawienie posrednich wynikdw obliczen dla potrzeb testu Bartletta dla danych
z tabeli 7.4
Metoda 1 2 3 4
n; 10 10 10 10
Vi 90,1 97.1 994 110.2
/
Yy 830,09 950,19 1004,08 123704
- 'J
J
[Z : ]z 8118.01 0428.41 0880.,36 1214404
<1
J

Uwzglgdniajac je otrzymujemy:

§2 =179
M = 29007
C = 10462
¥ = 27726
Poniewaz

8 — Biomelris
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X< 0,05 X(z.n =73815

wi¢e nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnosci wariancji dla poszczegdinych
metod. Zalozenie o réwnosci wariancji w grupach bylo wi¢e zachowane w analizie
wariancji przeprowadzonej na danych z tabeli 7.3 w przykladzie 7.1.

7.2. Analiza wariancji w klasyfikacji podwdjnej

W podrozdziale 7.1 zostal omdéwiony najprostszy przypadek zastosowania analizy
wariancji: dla poréwnania kilku $rednich. W przykladzie dotyczacym pomiaréw czasu
krzepnigcia osocza cheiano sprawdzié, czy pewien pojedynczy czynnik wywiera istotny
wplyw na ksztattowanie si¢ srednich wartosci badanej cechy mierzalnej. Tym pojedynczym
czynnikiem byla zastosowana metoda pomiaru. Przyjeto wowcezas model (por.wzor(7.2)),
w ktérym odchylenie obserwacji od $redniej ogdlnej bylo w czesSci thumaczone wptywem
tego czynnika, a w pozostalej cz¢$ei zmiennoscia LJosowa™. Istoty analizy wariancji bylo
rozbicie miary caltkowitej zmiennosci préby (SK) na addytywne skladniki: skiadnik wy-
nikajacy z dziatania naszego skfadnika (SKMG) i skladnik resztowy (SKWG), mierzacy
zmiennos¢é losow:. Poréwnanie wariancji wynikajacej z wplywu czynnika réznicujacego
sy 2z wariancja resztowa sj, dokonane przy pomocy testu F, dalo odpowiedZ, czy dany
wynik odgrywa istotng role w ksztaltowaniu si¢ Srednich wartosci badanej cechy.

Gdy zachodzi potrzeba zbadania istotnosci wplywu dwu réznych czynnikoéw na za-
chowanie si¢ wartosci srednich pewnej cechy mierzalnej — stosuje si¢ analiz¢ wariancji
w klasyfikacji podwdjnej. Przykiadem moze by¢ rozpatrywanie Sredniego czasu krzepnigeia
krwi w zaleznosci od kilku réznych czaséw przechowywania osocza. Schemat postgpowania
jest bardzo podobny. Roznica zas polega na rozbiciu calkowitej sumy kwadratow odchylen
od sredniej ogdlnej na trzy skiadniki: dwa stanowigce miary wpltywu obu czynnikéw oraz
skiadnik resztowy. Nastgpnie poréwnuje si¢ testami £ Kazda z dwéch wariancji odpowia-
dajacych skiadnikom zwigzanym z czynnikami réZznicujacymi z wariancjy resztows. Daje
to mozliwo$¢ oceny istotnosci wpltywu kazdego czynnika na roZznicowanie si¢ warto$ci
srednich.

7.2.1 Schemat addytywny

Klasyfikacje obserwacji zmiennej losowej y na r grup zwigzanych z dziataniem pier-
wszego czynnika i ¢ grup zwigzanych z drugim czynnikiem mozna przedstawi¢ w postaci
tablicy o wymiarach r x ¢, w ktdrej wiersze odpowiadaja kategoriom pierwszej klasyfikacji.
kolumny — drugiej. Przeprowadzimy teraz analiz¢ przypadku, gdy w kazdej podgrupie
klasyfikacyjnej (w kazdym polu tablicy odpowiadajacym i-temu wierszowi i j-tej kolumnie
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wystgpuje dokladnie jedna obserwacja. Taki uklad danych nazywamy blokiem zrandomi-
zowanym. Obecno$¢ pojedynczych obserwacji moze by¢ spowodowana np. duzymi ko-
sztami eksperymentu; pojedyncze dane mogg by€ ez $rednimi z kilku pomiaréw. Mamy
wobec tego

N=r-c

obserwacji. Przyjmujemy oznaczenia jak w tabeli 7.9. Przyjmujemy zaloZenie, Ze kazda
z r - ¢ podrup klasyfikacyjnych charakteryzuje si¢ rozkladem normalnym ze Srednig p
i wariancja o przy czym wariancja jest taka sama we wszystkich podrupach.

Tabela 7.9

Oznaczenia przyjete w analizie wariancji w klasyfikacji podwdjnej przy
zastosowaniu modelu addytywnego

kolumny Seditia
1 2 cwa J e ¢ suma (Rjc)
wiersze
1 Yn Y2 ¥y Yie R, M.
2 Y Y Yaj Yae R, 2.
i Ya Yo 'if Yie R; Yi
E Ya Y )'rj Nre Rr Ir
suma C, C, G C. T
$rednia X Ya Y Yoe S=L
(C; 1) YT
r c
Gi=1y; Ri= 2y
ial j=1
—_— = 1
Yy o G )' = R,
N=r-c r=Y R=3C S=Y%
i j ij

Zaklada si¢ dalej addytywny model w postaci:
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Wy =EQy)=p+ o+ P (125)

gdzie o, i B; sa odpowiednio stalymi odpowiedzialnymi za ,efekt” wierszy czyli r6znice
mig¢dzy Srednimi wzgledem pierwszej klasyfikacji, i podobny ,efekt kolumn™. Dobierajic
odpowiednie 1 mozna uzyskac:

5 c
20=0 i 2B;=0
i=1 =1
Kazda obserwowana wartosc y; moze by¢ na podstawie (7.28) wyrazona zaleznoScia
Yi=H+ 0+ Bi+g; (7.29)

gdzie €; sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzic N(0, o) odpowiedzialnymi
za efekt resztowy nie wyjasniony cfcktem wierszy 1 cfcktem kolumn.
Testuje si¢ hipotezg zerowa o jednorodnosei wszystkich Srednich p,;, zn:

HU:""H=”11="‘=H¢'='"=l.!,(

co przy przyjetym modelu (7.28) oznacza, Ze
— wszystkie o; odpowiadajace efektowi wierszy sa réwne zero,
— wszystkie §; odpowiadajace efektowi kolumn s réwne zero.
Faktycznie wige hipoteza zerowa rozpada si¢ na dwie hipotezy skladowe. Rowniez hipoteze
altermatywng méwiaca, ze nie wszysikie Srednie 1; sa réwne, mozna rozdzieli¢ na dwie
sktadowe stanowiace, ze:
— istnieje niezerowy efekt wierszy oraz
— istnigje niezerowy efekt kolumn,
Dla zweryfikowania postawionej hipotezy zerowej pokazuje sig, ze prawdziwa jest zaleznosé

3 (4~ F)z =X (5.~ f)’+ 3 (5.- 5)2 + 3 (=T i)‘ (730)

bedaca wyrazem mozliwosdci rozbicia sumy kwadratow odchylen poszczegélnych obserwacji
od ogdlnej Sredniej, czyli miary catkowitej zmiennosci proby

sx:%(y,ﬁi)z:s-% (7.31)

na trzy skladniki:
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R VR ST i
SKM‘-*’—%(».-)) b (1.32)
2 E CJ; TZ
SKMK =Y (y_j - ;)‘ =i - (7.33)
ivj
SKR=Y, (y,.j T })’ = SK - SKMW ~ SKMK (7.34)
¥}

Skladniki te 1o :
— suma kwadratéw migdzy wierszami SKMW stanowijgca miarg zmiennosci wy-
wolanej klasyfikacja pierwsza, (miarg efektu wierszy)
— suma kwadratéw migdzy kolumnami SKMK stanowigeg miarg zmiennosci wy-
wolanej klasyfikacja drugg (miarg efektu kolumn)
— resztowa suma kwadratéw — SKR stanowiaca miar¢ zmiennosci nie wyjasnionej
efektem wierszy i efektem kolumn,
Sumy kwadratéw oblicza si¢ wedtug praktycznych wzoréw (7.31)...(7.34), za§ odpowia-
dajace im oszacowania wariancji dzielac sumy kwadratow przez liczby stopni swobody:

SKMW
==y (7.35)
SKMW
o= (7.36)
% SKMW
SO_(I'—])((‘—I.) (7.37)

Przy zalozeniu prawdziwosci hipolezy zerowej oszacowania sk, s&, 57 4 nicobcigzonymi
estymatorami wariancji o, Stosunki

S
Fp= = (7.38)

0

5t
Fom2t (7.39)

3o
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powinny (przy zatoZeniu braku efektéw kolumn i wierszy) by¢ mate, gdyz wéwczas
zmienno$¢ byltaby spowodowana tylko efektami losowymi (resztowymi), nie wyjasnionymi
przez zmienno§¢ migdzy wierszami i migdzy kolumnami. Hipotez¢ zerowg testujemy
porownujac wartosci stosunkéw Fg i F- z wartoSciami krytycznymi rozkladu F Snedecora
przy odpowiedniej liczbie stopni swobody i odrzucajyc hipotez¢ o braku efektow wierszy
i kolumn, gdy obliczone stosunki przekraczajy wartosci krytyczne, czyli gdy

n {r=1) : c=1)
rk’zﬁﬁur-lnr-l)i i/lub FCEGF{{r-l:rc—nl

Tabela 7.10 przedstawia tablicg analizy wariancji w klasyfikacji podwdéjne;.
Tabela 7.10
Tablica analizy wariancji w klasyfikacji podwijnej w ukiadzie bloku

zrandomizowanego
Zrodlo Suma Liczba stopni Sredni Stosunck
Zzmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Migdzy SKMW r-1 2 SKMW &
wierszami R Fr= ;l;
0
Miedzy SKMK ¢-1 2 SKMK 2
. Sem———— _ ¢
kolumnami C -1 Fe =7
0
Reszta SKR (r=D(-=1 3 SKR
0" =1 (c- 1)
Calkowita SK rc-1=N-1
Przykiad 7.3

Przeprowadzamy analiz¢ wariancji dla danych juz wczesniej analizowanych w przy-
kiadzie 7.1. Osocze do badan bylo pobierane od dziesigciu pacjentow. Wyniki pomiaréw
czasu krzepnigcia osocza dla okre§lonego pacjenta umieszczono w jednym wierszu tabeli.
Kolumny odpowiadajj czterem metodom dokonywania oznaczen. Dane wraz z posrednimi
wynikami obliczeii pokazano w tabeli 7.11, za$ wyniki koficowe w formie tablicy analizy
wariancji przedstawia tabela 7.12.
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Tabela 7.11

Czas krzepnigcia osocza (w minutach) mierzony czterema metodami
u dziesieciu pacjentow

Metody | 1 2 3 4 R, R? >R 3.
Pacjenci i
1 9.1 100 100 109 | 400 160000 40162 10,00
2 89 10,2 99 L1 | 401 160801 40447 10,02
3 8.4 9.8 9.8 122 | 402 161604 41148 10,05
4 12,8 11,6 12,9 144 | 517 267289 67217 1293
5 8.7 9,5 112 98 | 392 153664 38742 980
6 9.2 9.2 99 120 | 403 162409 41129 1008
7 7.6 8,6 8.5 85 | 332 10224 27622 830
8 86 {1037 98 1097 396 156816 39490 990
9 89 1 94 92 1043 379 143641 36037 948
10 79 85 82  100il 346 119706 301,90 8,65
%- 90.1 97.1 994 1102 T=39%38
¢/ |811801 942841 988036 1214404 s = 4021,84
Sy, | 83009 95019 100408 123748 ?Cf = 39570.82
3, 9,01 9,71 994 1102 SR = 1596164

W przykladzie 7.1, gdzie nic wprowadziliSmy klasyfikacji wedtug pacjentow, mozna
bylo z ogolnej sumy kwadratow rownej 85,584 wyodrebni¢ skladnik odpowiadajacy za
roznice migdzy metodami wynoszacy 20,826, a pozostale 64,758 uznaé¢ za zmienna
resztowq (por. tabela 7.4). Obecnie po uwzglednieniu klasyfikacji podwdjnej z tej po-
przedniej zmiennosci resztowej 64,758 wyodrgbniono jeszcze warto$¢ 54,154 odpowie-
dzialng za (nie interesujace nas w rzeczywistosci) réznice migdzy pacjentami, wigc miarg
zmiennosci migdzy metodami nalezy odnies¢ do miary zmiennosci resztowej wynoszicej
Juz tylko 10,604. Uzyskano znacznic silniejsze potwierdzenie réznic mi¢dzy metodami
pomiaru czasu krzepnigcia osocza. Podejscie takie — poza tym — wydaje si¢ rozsadniejsze,
bo pozwala uniezalezni¢ si¢ od zmienno$ci osobniczej pacjentow, czyli mowiac innymi
stowami, uniezalezni¢ si¢ od niejednorodnosci .materialu™ eksperymentu.
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Tablica analizy wariancji dla danych z tabeli 7.11

Tabela 7.12

Zrédlo Suma | Liczba stopni|  Sredni Stosunek Istotno$¢
zmiennosci | kwadratéw swobody kwadrat wariancji

Miedzy 1 54154 9 6.0171 1532 | P <0001
pacjentami

Miedzy 1 20,826 3 6924 1768 | P <0001
metodami

Reszta 10,604 27 0,3927
Catkowita 85.584 39

7.2.2 Test interakcji

Rozwazania w punkcie poprzednim przeprowadzono zakladajac mozliwos¢ zastoso-
wania do analizowanych danych modelu liniowego wyrazonego zaleznosciami (7.28)
i (7.29). Przykladem danych zgodnych z modelem liniowym bedzie ponizsza hipotetyczna

tablica:

Al A2 A3
Bl 5 10 20
B2 10 15 25
B3 25 30 40

asno$¢, ze réznice migdzy kolumnami s stale niezaleznie od wiersza,

podobnie réznice migdzy wierszami sg stale, niezalezne od kolumn. Obydwa czynniki
A i B daja efekty sumujace si¢. Kategoria A3 ma wigksze wartosci niz A2, za§ A2
wi¢ksze niz Al. Podobne zaleznosci zachodza w klasyfikacji B. Jezeli jednak zmieni

si¢ warto$¢ np. Srodkowego pola tabeli i wpisze si¢ tam 35 zamiast 15,
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Al A2 A3

Bl 5 10 20
B2 10 35 25
B3 23 30 40

to bedzie to dowdd na szezegolng wspétzaleznosé (interakcje) migdzy kategoria A2 i B2,
przy zachowaniu ogélnej tendencji wigkszych wartosci w trzeciej kolumnie i trzecim
wierszu w poréwnaniu z druga kolumng i drugim wierszem, itd.

W przypadkach, gdy model addytywny (7.28) nie jest odpowiedni, stosujemy model
uwzgledniajacy interakcje migdzy efektami wierszy i kolumn, dany zaleznoScia:

E (y)=p+o;+ B+ (of); (7.40)

gdzie (af}); jest stata odpowiedzialng za efekt interakcji, spelniajacy zwiazek
b (aB)ij =0
U

Analiz¢ wariancji uwzgledniajaca interakeje mozna przeprowadzic wowcezas, gdy w kaz-
dej podgrupie Klasyfikacyjnej (w kazdym polu tabeli lezacym w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie) mamy nie jedna, lecz wigcej obserwacji. W przypadku jednej obserwacji
wewnatrz pola tabeli nie mozna odrézni¢ efektu interakeji od zmiennoSci resztowej.

Bedziemy rozwazaé przypadek, gdy w kazdej podgrupie klasyfikacyjnej jest jedna-
kowa liczba obserwacji. Oznaczmy t¢ liczbg replikacji obserwacji w kazdym polu tablicy
o wymiarach r x ¢ przez n. Sumy marginalne R; oraz C; be¢dziemy podobnie jak
poprzednio wykorzystywac dla utworzenia sum kwadratow odpowiedzialnych za efekty
gléwne (efekt wierszy i efekt kolumn). Sumy 7;; (sumy obserwacji wewngtrz pél tabeli)
postuzy m.in. do oszacowania efektu interakcji, za§ znajomos¢ wartosci poszczeg6lnych
obserwacji wykorzystujemy m.in. do oszacowania zmiennosci resztowej — nie wyjas-
nionej efektami glownymi i efektem interakcji. Bedziemy przyjmowa¢ oznaczenia z a-
beli 7.13, przy czym y,, bedzie wartoscia p-tej obserwacji w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie. Zalozenia w tescie analizy wariancji uwzgledniajacym interakcje s podobne
jak poprzednio. Zaklada si¢ w szczegdlnosci normalnos¢ rozkladéw w podgrupach
i stala wariancj¢. Hipoteza zerowa, poza réwnoscig srednich w wierszach i réwnoscig
$rednich w kolumnach, zaklada teraz takze brak interakcji (addytywnosc). Przeprowa-
dzajac test analizy wariancji rozbijamy ogélng sume¢ kwadratéw (SK) odchylei od
sredniej ¥ na cztery skiadniki odpowiadajace:
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Tabela 7.13

Analiza wariancji w klasyfikacji podwdjnej z uwzglednieniem efektu interakcji

— oznaczenia

kolumny

2 j Suma
wiersze
1 Ty I R,
2 Ty Ty R,
Yir © Yip
i Ty oy R,
Ty

r Trl rrj Rr

suma C, & T
T.,_Z)'.‘jp CjzzTij Rf=ZT:j
p=1 i=l J=1
T=2R.-=Z.C,-=ZT,;=EJ',-,-F s=2y§-
] 1 iJ Lip N ]
s T
YEN
— efektowi wierszy (SKMW)
— efektowi kolumn (SKMK)
— efektowi interakeji (SKT)
— zmiennosci resziowej (SKR)
SK = SKMW + SKMK + SKI + SKR
Poszczegllne sumy kwadratéw liczymy ze wzoréw:
SK=S~ N (741)
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i 4
SKMW =— e "N (7.42)
SKMK =—--— - = (7.43)
LT}
SKW=—LT—F-SKMW—- SKMK (7.44)
SKR = SK — SKMW — SKMK — SKI (7.45)

Dalsze postgpowanie polegajjce na utworzeniu odpowiednich Srednich kwadratowych
i stosunkéw wariancji F ilustruje tabela 7.14.

Tabela 7.14

Tablica analizy wariancji w klasyfikacji podwdjnej z uwzglednieniem

interakcji
Zrodio Suma Liczba stopni Sredni Stosunek
zmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Miedzy SKMW r-1 2 _ SKMW Si
wierszami R~ r-1 Fp=—
So
Migdzy SKMK c -1 2 SKMK 5
kolumnami €= Fe =;§T
0
Interakcja SKI r-DE-1 |2, SK1 5
I (r=1)(c-1) F==%
So
Reszia SKR N -re 2 SKR
o= N-rc
Catkowita SK N-1
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Stosunki wariancji testujemy wykorzystujac w znany sposib rozklad F Snedecora. Niektérzy
autorzy (np. (Blalock]) polecaja rozpoczac¢ testowanie od ilorazu wariancji /7. Przy braku
podstaw do odrzucenia hipotezy o addytywnosci zalecajg oni sum¢ kwadratéw interakcji
doda¢ do skladnika resztowego zmieniajgc odpowiednio liczbe stopni swobody.

SKR™ = SKR + SKI (7.46)
SKR®
o v ... S
O ——— (7.47)

i uzy¢ tak zmodyfikowanego (wzér (7.47)) oszacowania resztowego jako mianownika
stosunkéw £ dla badania efekiéw giéwnych.

Gdyby za$ interakcja okazala si¢ istotna, mozna obliczy¢ dla kazdego pola tabeli
wartos¢ resztowi

d;=y;~¥.=¥.;j+Y (7.48)
T c R T
e Gl s Y = N -_T
(gdzie: y==%, ¥, ¢ e Y N)

ktéra to wartos¢ d;; wskazuje odchylenie Sredniej obserwacji w podgrupie od wartosci
spodziewanej, przy przyjeciu modelu addytywnego, tzn. wartosci, ktéra powinna przyjaé
Srednia przy braku interakcji. W ten spos6b mozna zlokalizowa¢ pola tabeli ktére
wnoszy najwickszy wklad w owq interakcje. Koniecznos¢ teoretycznego wyjasnienia
interakcji moze doprowadzi¢ do spostrzezen, kitore beda najwazniejszymi wynikami
calych badan.

Przykiad 7.4

Rozwazmy cz¢$¢ danych z tabeli 7.11 (zaznaczona linia przerywana). Zalozymy, ze
dane z tabeli 7.11 byly Srednimi z trzech obserwacji. Uwzgledniajac wszystkie trzy
obserwacje dla kazdej z trzech metod u trzech pacjentéw otrzymamy tabelg 7.15. Dla
danych tam zawartych przeprowadzimy test analizy wariancji. Mamy:

r=3 =3 n=73 N=27 S = 2526,37
Dalsze wyniki przedstawia tabela 7.16. Efekty dotyczice pacjentéw i metod okazaly si¢

wysoce istotne, zas interakcja nie jest istotna na poziomie 0,03, cho¢ stosunek F; nie jest
maly.

124



Tabela 7.15

Czas krzepnigcia osocza (w minutach) trzech pacjentéw przy zastosowaniu trzech
metod pomiaru i przy trzech replikacjach kaidej kombinacji pacjent-metoda

Metody
2 3 4 Sumy
Pacjenci
T, =309 294 327 R, =930
10,2 = y,, 99 11,3
8 105 =y, 9.5 10,7
10.2 = y;5 10,0 10,7
S, = 31833 288.26 356,67
282 27,6 312 R, =870
9.6 9.1 10,3
9 9.0 9.1 10,7
9.6 94 10,2
265,32 25398 324,62
255 246 300 R;=280.1
9.0 8.6 9.8
10 8.1 8.0 10.1
84 8.0 10,1
217,17 201,96 300,06
Sumy C, =846 C, =816 C; =939 T = 260,1
L 2
] = Zyijp
p=1

2.08 = F’ = 0,08 Ff:;, = 2.93

Poleca si¢ czytelnikowi dokoriczenie obliczen wedlug schematu proponowanego w tekscie
powyzej.
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Tabela 7.16
Tablica analizy wariancji dla danych z tabeli 7.15

Zrédlo Suma  [Liczba stopni|  Sredni Stosunek Istotno$é
zmiennosci | kwadratow swobody kwadrat wariancji

Migdzy 9.26 2 4,63 5208 | P <0001
pacjentami

Migdzy
metodami %14 2 457 siar | F<0001
Interakcja 0,74 4 0,185 2,08 nieistotne

Reszia 1,60 18 0,0889
Catkowita 20,74 26

7.3 Analiza wariancji w klasyfikacji hierarchicznej

W podrozdziale 7.2 poznaliSmy sposéb analizy obserwacji ilosciowych poddanych
dwdém prostym klasyfikacjom jakosciowym. Czesto zachodzi potrzeba rozpatrzenia wyni-
kéw obserwacji w klasyfikacji hierarchicznej. Rozwaza si¢ wige pierwotng klasyfikacje
na / grup. Kazdg z tych grup ,najwyzszego” poziomu mozna podzieli¢ na J grup nastgpnego
poziomu, te grupy z kolei na K grup jeszcze nizszego poziomu, itd. W kazdej z pojedynczych
grup najnizszego poziomu dysponuje si¢ pewna liczby obserwacji. Tutaj analiza wariancji
ma udzieli¢ odpowiedzi na pytanie: czy obserwowane zréznicowanie Srednich migdzy
grupami pewnego poziomu hierarchi jest uwarunkowane tylko zmiennoscia losowa we-
wnatrz poszczegdinych grup tego poziomu, czy tez ma charakter istotnego zréznicowania
nie dajacego si¢ wyjasnic¢ efektami losowymi nizszego szczebla. W zwigzku z tym w analizie
wariancji poréwnujemy oszacowanie wariancji mi¢dzy grupami pewnego poziomu A w S10-
sunku do oszacowania wariancji migdzy grupami nizszego poziomu B, ale tylko w ramach
grup poziomu A.

Przedstawiamy teraz sposéb analizy danych iloSciowych z zastosowaniem analizy
wariancji w przypadku dwupoziomowej klasyfikacji hierarchicznej. Bedziemy rozwazaé
podzial obserwacji na I grup A; wyzszego poziomu A, Kazda z grup A; (i =1, .., )
dzieli si¢ dalej na J grup Bj; nizszego poziomu B, kazda za$ z grup B; (j = 1, ..., J)
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zawiera K obserwacji y; (k = 1, ... K). Klasyfikacj¢ taka pokazano w tabeli 7.17. Przyj-
mujjc oznaczenia:

K K .
fo= z)'fjk Si,= Z.‘rj&
k=1 k=]

J J
!r=£!u Si_zs'a;
i= =1
! 1
T=31, 5=35,
=l i=1

N=f*]J*K

mozemy calkowity sum¢ kwadratébw SK przedstawi¢ jako sum¢ kwadratow SKA dla
poziomu A oraz sum¢ kwadratéw SKB dla poziomu B

SK = SKA + SKB

gdzie
212 "
SKA= KN (7.49)
0 77 DL A
SKB X N (7.50)
TZ
SK=8- N (7.51)

Taki podziat jednak nie umozliwia bezposrednich poréwnan migdzy sasiednimi poziomami
hierarchi. Korzystne jest wigc zastapi¢ go podzialem:

SK = SKA + SKBA + SKOB (7.53)

przy czym SKBA jest sumy kwadratéw miedzy podgrupami B, ale tylko w obrgbie
odpowiednich grup A, 1 wyraza si¢ zaleznoScia:
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Tabela 7.17

Dwupoziomowa klasyfikacja hierarchiczna — oznaczenia

Poziom A, - A; A,
A
Poziom
B |B,...B;...B, B, B, . B, By, B, B,
Obserw Yin
acje '
Wewni
rz yr'j*
poziom .
uB
Yiik
Sumy
Wewni) T
rz
podgru Si;
p B,
S e e I ; \ ;
Wewn:
rz T, T, T,
grup S, S; S,
A
Sumy ) ” :
calkow I
ite S

SKBA = SKB - SKA
za$ SKOB jest suma kwadratéw migdzy obserwacjami w obrgbie podgrup B;:

SKOB = SK - SKB (7.54)
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Tablicg analizy wariancji dla klasyfikacji hicrarchicznej pokazano w tabeli 7.18. Warto
zwrécié uwage, Ze tutaj kazdorazowo tworzymy stosunki wariancji poréwnujgc Sredni
kwadrat z sasiednim $rednim kwadratem znajdujacym si¢ tuz pod nim. Odpowiada to
poréwnywaniu zmicnnosci migdzy sasiednimi poziomami hierarchi przy kolejnym scho-
dzeniu coraz nizej. Stosunki wariancji testujemy w znany sposob, pamigtajac ze F,
charakteryzuje si¢ / = 1 i/ - (J — 1) stopniami swobody, za$ F, odpowiednio / - (J - 1)
i I - (K - 1) stopniami swobody.

Tabela 7.18

Tablica analizy wariancji w klasyfikacji hierarchicznej

Zr6dio Suma Liczba stopni Sredni Stosunek
Zimiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Miedzy 2 _ SKA &
grupami A; SKA 1-1 A -1 F1=}7_—
poziomu A BA
Migdzy 2 - SKBA Si,,
podgrupami B; SKBA IJ-1 BA j(-1) F, =z
w obrgbie grup o8
A,
Migdzy 2 _ SKOB
obserwacjami SKOB & - 1) 0BT I (K-1)
w obrebie
podgrup B
Calkowita SK N-1

Przykiad 7.5 (w/g [Parker])

Badano wplyw $wiatla o réznym nat¢zeniu na liczbg chloroplastéw w komérkach lisci
mchu Funaria hygrometrica. Ostatecznym celem badania mialo by¢ ustalenie Sredniej
liczby chloroplastow w komérce przy okreSlonym natgzeniu $wiatla. Planujac eksperyment
nalezalo odpowiedzie¢ na pytanie: ile komérek nalezy uwzgledni¢ na jednym lisciu, ile
lisci bada¢ na jednej roSlinie i ile roSlin bra¢ pod uwagg. Zebrane dane majace ulatwi¢
odpowiedZ na to pytanie przedstawia tabela 7.19. Wsigpnie przebadano 4 rosliny, 5 lisci
na kazdej roslinie i 10 losowo wybranych komérek w kazdym liSciu.
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Tabela 7.19
Wyniki badar liczby chloroplastow w komdrkach mchu

Roslina (A)) Roslina A, Roslina A,

Liss@y) [t | 2] 3|4 | 5| 1| 2]|3]|4]s:

T; 134 | 126 | 127 | 135 | 132 | 145 | 130 | 148 | 139 | 140
S 1814 | 1622 | 1625 | 1867 | 1792 | 2141 | 1712 | 2189 | 2039 | 1992
T, 654 702

Roslina (A) Roflina A, Roslina A,

Lis¢ (B;) 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Ty 146 | 147 | 143 | 152 | 149 | 140 | 121 | 134 | 146 | 145
S 2174 | 2167 | 2079 | 2314 | 2239 | 1980 | 1495 | 1818 | 2132 | 2188
T, 737 686

Po przeprowadzeniu obliczei mamy:

T=2779

S = 39388

-—LE = 3861421
SK = 773,719
SKB = 14349
SKBA = 72,00
SKA = 7149
SKOB = 630,00

Tablice analizy wariancji dla rozwazanych obserwacji przedstawia tabela 7.20. Widac, ze
sredni kwadrat dla poréwnari mi¢dzy lisémi nie jest istotnie wigkszy od Sredniego kwadratu
dla poréwnai mig¢dzy pomiarami w obrgbie lisci (F,), za$ Sredni kwadrat dla poréwnan
migdzy roslinami w stosunku do $redniego kwadratu dla poréwnai migdzy liScmi w obrgbie
roSlin wskazuje na istotny wzrost (F,).
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Tabela 7.20

Tablica analizy wariancji dla wynikéw badani liczby chloroplastéw w komdrkach
mchu (por. tab. 7.19)

Zrédio Suma  |Liczba stopni|  Sredni Stosunek Istotno$é
zmiennosci | kwadratow swobody kwadrat wariancji

Micdzy | 7)49 3 23,83 550 | P <0025
ro$§linami

Migdzy

lisémi w 72,00 16 4,50 1,29 nieistotne

obre¢bie roslin

Migdzy
komdrkami 630,30 180 3.50
w obrgbie

lisci

Calkowita 733,79 199

Na podstawie tych wynikéw mozna sugerowad, Zze najlepszqy skuteczno$¢ w estymacji
sredniej liczby chloroplastéw w $wietle o okre§lonym nat¢zeniu otrzymalibySmy stosujac
przy kazdym natgzeniu $wiatla duza liczbe probek roslinnych i liczac chloroplasty w jednej
komorce lub w jednym liSciu kazdej z roslin.

7.4 Analiza wariancji w schemacie kwadratu facinskiego

Zal6zmy, ze cheemy badaé wyniki leczenia @ metodami w ukladzie w ktérym mamy
do czynienia z dwoma innymi Zrédtami zmiennosci, kazde takze o a kategoriach. Decydujac
si¢ na dokonanie po jednej obserwacji dla kazdej metody i kazdego czynnika zmiennosci
musielibySmy wykona¢ @’ obserwacji (bylby to tzw. schemat tréjczynnikowy stanowiacy
uogdlnienic problemu oméwionego w podrozdziale 7.2). Mozemy zdecydowac sig¢ na inny
sposdb postgpowania i zaplanowaé tak doSwiadczenie, aby kazdiy metode leczenia stosowaé
tylko jeden raz dla kazdej kategorii klasyfikacji pierwszej i takze tylko raz dla kazdej
kategorii klasyfikacji drugicj. Schemat takiego postgpowania dla a = 6 przedstawiono
w tabeli 7.21.
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Przyktad kwadratu faciriskiego o boku réwnym 6

Kolumny

1 2 3 4 5 6

1 C E D A F B

2 D B F E i A

Wiersze 3 A c E F B D
4 F A C B D E

5 B D A C E F

6 E F B D A C

Tabela 7.21

Metody leczenia oznaczono tutaj duzymi literami facifiskimi od A do £, a wtérne klasyfikacje
odpowiadaja wierszom i kolumnom. W kazdym wierszu i kazdej kolumnie dana litera
wysi¢puje dokladnie jeden raz. Przy takim schemacie postgpowania zwanym kwadratem
lacifiskim dokonuje si¢ «® obserwacji, poniewaz w kazdym polu tabeli jest tylko jeden

z a sposobéw leczenia,

Kwadraty laciiskie tworzy si¢ w ten sposob, ze zapelnia si¢ cyklicznie wiersze tabeli, np.

a T &m0 >

B

a nasigpnie w sposdb losowy przestawia si¢ wiersze i kolumny.
Przy analizie kwadratu laciiskiego przyjmuje si¢ model addytywny

Yig=HA o+ B+ Y+ €
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gdzie
Y;ie — obserwacja w i-tym wierszu, j-tej kolumnie i dla k-tej metody leczenia
(L — Srednia ogdlna
oy, B, v — stale odpowiadajice za efekty gléwne wierszy, kolumn i metod
€, — skiadnik losowy o rozkladzie normalnym, zcrowej wartosci Sredniej
i wariancji o”.
Model taki nie uwzglednia interakcji, gdyz w jednym polu tabeli mamy dokladnie
jedng obserwacje. Przyjmujemy oznaczenia jak w tabeli 7.22. Calkowita sume kwadratéw
odchylen od $redniej

Tabela 7.22

Analiza wariancji w schemacie kwadratu faciriskiego — oznaczenia

Kolumny Metody
1 2 G ] o a Sumy Sumy
Srednie Srednic
1 R, ¥yee T, Yooy
2 Ry, Yy T, Yoo
Wiersz | 1 Yijk R N | Tu 3y
e
a R, Yo | & Y
Sumy | C, C, Lo C, T T
Srednie| _ n _ _ _ _
y.] . }'.2. wew y} and ,". a y y
T‘:ERi=ZC}.=ZTk N-—_-az ?"—"I
i J k N
T o
SK= Z(}',-,—k-}‘]? = Z),‘.ij__“_z (756)
LY}

mozna rozdzieli¢ na skladniki odpowiedzialne za trzy efekty gléwne: wierszy (SKMW),
kolumn (SKMK) i metod (SKMM) oraz wyodrgbnic sktadnik resztowy (SKR):
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SKMW = E( - y)z Z— -= (1.57)
Cc: 7
= . —_SY¥=N L
SKMK = Z(;,,, ))’ ,E o (7.58)
SKMM =2, (3-_ y)’ 2— -= (7.59)
SKR =2 (y,),: Vo= ¥ =Tt 2}): SK — SKMW — SKMK ~ SKMM ~ (7.60)
Tabela 7.23
Tablica analizy wariancji w schemacie kwadratu faciriskiego
Zrodlo Suma |Liczba stopni Sredni Stosunck
zmiennosci | kwadratéw swobody kwadrat wariancji
Wiersze SKMW a-1 _ SKMW s:
R~ a— 1 FR =
%
Kolumny SKMK a-1 52 SKMK 52
0
Metody SKMM a-1 2> SKMM 2
T - Fp==T
a-1 =3
So
Reszta SKR (a-1(a-2) 2= SKR
0" (@a-1)(a-2)
Ogdblem SK a -1

Por6wnujac oszacowania wariancji efektéw glownych z wariancja resztowa otrzymujemy
trzy stosunki wariancji, ktére testujemy w zwykly sposéb przy wykorzystaniu rozkiadu
F Snedecora (por. tabela 7.23).

Przyktad 7.6
Szesciu roznym krélikom wstrzykiwano w szes¢ roznych miejsc na skérze grzbietu pewien
preparat. Stosowano sze$¢ réznych sekwencji kolejnych szczepien tego samego zwierzgcia,
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Tabela 7.24

Wyniki pomiaréw wielkosci pecherza (w cm’) po wsirzyknigciu preparatu w skorg
grzbietu szesciu krolikow w miejscach a — f, kolejnosé wstrzyknigc A — F

Zwierzeta
1 2 3 4 5 6 |Ogélem Srednia
¢ E D A F B
# 79 81 14 14 11 82 | 467 7783
" D B F E c A
Miejsce 6.1 82 171 11 8.1 59 | 431 7.183
_ A C E F B D
. 15 8.1 60 64 62 15 | 417 6950
. F A c B D E
‘ 6.9 8.5 6.8 7.7 8.5 85 | 469 7817
. B D A C E F

6,7 99 3 64 64 7.3 440 7333

E F B D A G
F 1 73 83 713 s8 64 17 | 428 7.3

Ogdlem| 424 517 425 408 427 451 | 2652
Srednia| 7,067 8617 7,083 6800 7117 7517 7,367

Kolejnoscé A B C D E F

2
Ogdlem| 430 443 450 452 440 437 2 y2, = 1984
Srednia| 7.167 7383 7,500 7533 7333 7283

Po uplywie pewnego czasu mierzono powierzchni¢ pecherzy powstalych w miejscach
szczepien. Doswiadczenie przeprowadzono w schemacie kwadratu lacifiskiego. Jego
wyniki przedstawia tabela 7.24. Analiza wariancji uzyskanych danych (por. tabela
7.25) wykazala, ze jedynym istotnym efektem giéwnym sy réznice zachodzjce w obrgbie
zwierzgl. W zwigzku z tym efekty miejsca i kolejnosci mozna poming¢ i dalsze roz-
wazania przeprowadza¢ wykorzystujac metody stosowane dla szczegétowej analizy
roznic migdzy Srednimi w klasyfikacji pojedyncze;.



Tabela 7.25

Tablica wariancji dla danych w schemacie kwadratu faciriskiego (z tabeli 7.24)

Zr6dlo Suma  |Liczba stopni|  Sredni Stosunek Istotnos¢
zmiennosci | kwadratéw swobody kwadrat wariancji

Miejsca 3.8332 5 0.7667 1.17 nieistotne
Zwierzeta 12,8333 5 2,5667 391 P <005
Kolejnoscé 0.5632 5 0,1106 0.17 nicistone

Reszta 13,1302 20 0.6565

Ogolem 30,3599 35

Gdy model addytywny (7.55) w schemacie kwadratu lacifiskiego nie jest odpowiedni.
mozna w pewnych przypadkach szacowac istotnos¢ efektu interakeji. Do tego jednak
niezbgdne jest posiadanie w kazdym polu tabeli r replikacji obserwacji (r = 2). Dalsze
informacje na ten temat mozna znalez¢ w literaturze [Armitage).

[stnieje wiele roznych dalszych niekompletnych schematéw planowania doswiadczen.
Gdy chcemy badaé jakie$ zjawisko o charakterze ilosciowym w klasyfikacji poczwornej
(kazda klasyfikacja o « kategoriach) i nie mozemy z jaki§ wzgledow stosowac pelnego
schematu czynnikowego, wymagajjcego a* danych. mozemy skorzysta¢ np. z kwadratéw
grecko-faciiskich (por. tab. 7.26). Tutaj dwie klasyfikacje odpowiadaja wierszom i kolu-
mnom, za$ nastgpne dwie — literom greckim i tacinskim. Mozna zauwazy¢, ze zaréwno
litery laciniskie, jak 1 litery greckie tworzg kwadraty lacinskie i Zze kazda litera lacifiska
towarzyszy kazdej z liter greckich dokladnie jeden raz.
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Przyktad kwadratu grecko-taciriskiego o boku rownym 5

Wiersze

Kolumny
1 2 3 4 5
1 Ae Cy Ee BB DO
2 B8 Do Ay Ce EB
3 Cp E& Bo Dy Ae
4 De ABp C8 Ea By
5 Ey De DB A Ca

Tabela 7.26
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8. REGRESJA I KORELACJA

8.1 Regresja liniowa. Wspolczynnik korelacji

Przedstawimy teraz sposob analizy innego typu danych iloSciowych, Bedziemy dla
kazdej badanej .jednostki” dysponowali obserwacjami dwdch zmiennych iloSciowych
x i y. Celem bgdzie zbadanie zwiazku migdzy tymi dwiema zmiennymi. Na przyklad
badajac przyczyny nieregularnego wzrostu drzew na pewnej plantacji $wierka Picea
sitchensis mozna wybraé w spos6b losowy pewna liczbe drzew, okresli¢c dokladnie
ich wysoko$¢ (po uprzednim $cigciu), a nastgpnie za pomocqy analizy chemiczne)
wyznaczy¢ zawarto$¢ substancji odzywczych w iglach $wiezych pedéow. W takim
badaniu jedng zmienng (np. zmienng y) bedzie wysokos¢ drzewa w metrach, a druga
zmienng (czyli x) zawarto$¢ azotu w iglach wyrazona w % azotu na jednostke¢ suchej
masy. Przedstawiane ponizej metody pozwolg uzyska¢ pewne informacje o zwigzku
mi¢dzy dwiema zmiennymi, gdy rozklad jednej zmiennej (np. zmiennej y) zwigzany
jest z warto$ciami drugiej zmiennej (czyli x). Nie znaczy to, ze jedna zmienna jest
przyczyng drugiej, nie mowimy wigc o zwigzku przyczynowo-skutkowym. Na ogdél
jednak tak okre§lamy zmienng x 1 zmienny y, zeby z ewentualna zaleznoscia y = f(x)
mdc w pewnych okolicznosciach laczy¢ zwigzek przyczynowo-skutkowy. W naszym
przykladzie mozna by si¢ dopatrywaé zaleznosci wysokosci drzewa od poziomu za-
wartoSci substancji odzywczych w miodych pedach.

Badanie zwigzku dwéch zmiennych iloSciowych prowadzimy na ogét w celu:

— uzyskania liczbowych miar pewnych podstawowych cech zwigzku,

— dostarczenia mozliwosci prognozowania (predykcji) wartosci jednej ze zmien-
nych, gdy druga jest znana,

— stwierdzenia, czy obserwowany kierunck trendu jest istotny.

Wprowadzimy teraz pojecie funkceji regresji. Zalozmy, Zze dysponujemy obserwacjami
zmiennych x 1 vy dla duzej liczby jednostek. Interesuje nas, jakiej przecig¢tnej zmianie
ulega y, gdy x przyjmuje rézne wartoSci. Jezeli bedziemy rozpatrywaé pewna konkretng
warto$¢ x, to odpowiadajgce temu x wartosci y beda zmienng losowy. Warto$¢ oczekiwang
takiej zmiennej losowej warunkowej oznaczymy E(yl x). Warto$¢ oczekiwana E(yl x) zalezy
od x. Zaleznos$¢ t¢ nazywamy funkcja regresji zmiennej v wzgledem zmiennej x. Wykres
zaleznosci E(ylx) od x nazywany jest krzywg regresji.
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Szczeg6lnie czgsto rozwazamy krzywe regresji bedace liniami prostymi
EGylx)=A+B - x (8.1)

Nazywamy je wowczas prostymi regresji. Beda nas dalej interesowac proste regresji
charakteryzujace si¢ statym rozrzutem zmiennej ylx, niezaleznym od wartosci x. Takie
prosie regresji bedziemy nazywaé homoskedastycznymi. Kolejnym przyjmowanym przez
nas zalozeniem bedzie normalno$é rozktadu zmiennej y dla kazdego x. Rozklad y ma
by¢ wigc rozkladem normalnym ze $rednig E(ylx) = A + B - x i staly wariancja o

Mamy n par obserwacji (x;, y;). Parametry A i B prostej regresji szacuje si¢ w taki
sposGb, aby otrzymane estymatory a i b minimalizowaly sum¢ kwadratéw Z(y,-— Y)?,
gdzie Y; sy wartosciami wyznaczonymi przez oszacowane réwnanie regresji:

Y=a+b x (8.2)

Réznice y; - Y, sq odleglo$ciami obserwowanych wartosci y; od wartosci teoretycznych
Y, czyli od linii regresji (por. rys. 8.1). Estymatory a i b wyraZaja si¢ wzorami:

a=y+b X (8.3)

i X

Rys. 8.1 Prosta regresji wyznaczona metods najmnicjszych kwadratéw.
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2e-9p)

Do praktycznych obliczen dogedniejszy jest jednak inny wzdr na b — réwnowazny (8.4):

Ex,-y,-— nxy
T =

Jezeli mozna takze x traktowac jako zmienng losowq i spetnione sa zatoZenia o normalnosci
rozktadu dwuwymiarowego (x, ¥). to nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozwazaé prosty
regresji x wzgledem y

Xi=ay+ b,ry " (8.6)

gdzie:

) )

"S5y o

W ogdlnym przypadku obic proste regresji (8.2) 1 (8.6) réznig si¢ od siebie. Ich punktem
przecigeia jest punkt (X, ¥).

Przy badaniu zwigzku miedzy dwiema cechami mierzalnymi postugujemy si¢ dwoma
pojeciami: regresji 1 korelacji. Pojecie regresji juz znamy — zwigzane jest ono z ksztaltem
zaleznoscei. Pojecic korelacji za$ uzywane jest do badania sily tej zaleznodci. Jezeli
rozwazana zalezno$¢ jest liniowa, to najlepsza oceng korelacji jest wspétczynnik korelacji
p definiowany jako

_ cov (x, y) (8.8)
c, 0,

gdzie cov(x, y) jest kowariancja zmiennych x i y, za$ o, i 6, sa odpowiednimi odchyleniami
standardowymi. Wspolczynnik p przyjmuje wartoSci z przedzialu <-1; 1>, przy czym
edy p = ~1 lub p = 1 migdzy zmiennymi istnieje Scista zaleznos$¢ liniowa, za$ gdy p = 0
zmienne sq nieskorelowane (nie mozna méwic o zaleznosci liniowej). Znak wspélczynnika
korelacji jest identyczny ze znakiem wspélczynnika kierunkowego B prostej regresji (por.
rys. 8.2).
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p=1 X D<p <t X
vj x wzgledem y
.
. b .
[ ]
. . - =
° L]
y wzgledem x
. L
. » °
. .
. L]
.
p=0 r

y wzgledem x

-1 p <0 X p=-1 X

Rys. 8.2 Proste regresji dla rézynch wanofci wspdlczynnika korelacji.
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Estymatorem wspdlczynnika korelacji p jest wiclko$¢ r zwana wsp6lczynnikiem ko-
relacji Pearsona i okre$§lona wzorem

il )

7 (8.9)
T
Iub wzorem dogodniejszym do obliczeri:
Xy, —-nxy
' (8.10)

r=‘\[(2}‘%_"?) (Ei:y,—z—n}l)

Estymatory ‘wspélczynnikéw kierunkowych prostych regresji: y wzgledem x (b)) i x
wzgledem y (b,)) oraz wspélczynnik korelacji Pearsona powigzane s zaleznosciami:

b=r by=r= 8.11
yx"r';.; .xy""r?y (8.11)
P=b,b, 8.12)

gdzie s, i s, s estymatorami odchyleft standardowych zmiennych y i x.

8.2 Estymacja przedzialowa parametrow prostej regresji,
wnioskowanie o istotno$ci zwigzku prostoliniowego

W literaturze podaje si¢ nasi¢pujace wzory na oszacowania wariancji statystyk a i b
— czyli parametréw estymowanej prostej regresji (8.2):

o’ (b) = ———f-zq———— (8.13)

6

| X
0% (a)=s§| =+ J

- (8.14)

263

gdzie: s3 — jest oszacowaniem wariancji resztowej odchyler od funkcji regresji
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2p-3fa-nt E(s-ny

5i = n-2 T n=2

(8.15)

Wzory (8.13) i (8.14) moga byé uzyte do weryfikacji hipotez dotyczacych a i b.
Weryfikacj¢ przeprowadza si¢ wykorzystujac test r-Studenta przy n — 2 stopniach swobody.
Dla przykladu hipotez¢ zerowa H, @ B = 0 méwigca, ze prosta regresji jest rownolegla
do osi x (czyli $rednia warto$§¢ y nie zmienia si¢ ze zmiang x) festujemy poréwnujac
statystyke ¢

b
{= W (8.16)

z wartoscig krytyczna rozkladu ¢ dla n — 2 stopni swobody. Jezeli wige

2405 -2

to hipoteze zerowa odrzucamy na poziomie istotnosci 0,05, przyjmujac hipotezg alterna-
tywna H, : B # 0.

Czesciej stosowanym (cho¢ réwnowaznym poprzedniemu — por. zalezno$¢ (8.11))
testem jest weryfikacja hipotezy zerowej Hy : p = 0 méwiagcej, ze wspolczynnik ko-
relacji jest rowny zeru, czyli z¢ zmienne x i y nie s skorelowane. Obliczamy wowczas
statystyke ¢

t= W (8.17)
gdzie:
il :._- '; (8.18)

i poréwnujemy jej wartos¢, podobnie jak w poprzednim teScie, z wartoscig krytyczng
rozkladu 1 dla n — 2 stopni swobody przy zadanym poziomic istotnosci. Cz¢sto zamiast
stosowac t¢ procedurg mozna skorzystaé ze specjalnych tablic wartosci krytycznych wspét-
czynnika korelacji.

Przedziaty ufnosci dla A i B okreSlamy w znany sposob. Przykladowo 95%-owy
przedziat ufnosci dla B mozna okresli¢ jako

bt 605 1(s-2 O (B) (8.19)
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Procedura postgpowania przy wyznaczaniu przedzialu ufnosci dla p jest nieco inna.
Zastepujemy warto$¢ r statystyky Z

1 +r
Z==In T’:’; (8.20)

b =

Rozktad z proby wielkosci Z jest w przyblizeniu normalny nawet dla malych préb, a takze
dla préb o rozkladach odbiegajacych nieco od normalnego. Blad standardowy Z dany jest
wzorem:

1
a(Z)= p— (8.21)
Granice przedzialu ufnosci dla Z przy wspdlczynniku ufnosci 1 — o uzyskujemy z formuty
Z+  uc(Z) (8.22)

Stosujac przeksztatcenic odwrotne do (8.20)

= (8.23)

uzyskujemy granice ufnosci dla p. Przedzial tak uzyskany bedzie niesymetryczny czego
powodem jest niesymetria rozkladu wspéiczynnika korelacji r dla p # 0. Ta wilasnie
niesymetria powoduje, ze dla testowania hipotezy H, : p = po, gdzic py # 0, nie mozna
stosowaé testu (8.17) (8.18). lecz nalezy wykorzystac statystyke u

A 1+r 1+p0 Po | —=
U=z I"I—r Inl_pn o V-3 (8.24)

majacqg w przyblizeniu rozktad normalny standaryzowany. Hipotez¢ H, odrzucamy, gdy
Il = o 1t

Innym zagadnieniem zwigzanym z regresja jest predykcja. Chodzi o znalezienie prze-

widywanej wartosci Y zmiennej y odpowiadajgce) danemu x,. Najlepszym oszacowaniem

wartosci przewidywanej jest warto$¢ Y, wynikajgca z prostej regresji, czyli

Yo=a+b x (8.25)
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Granice blgdu dla Y, zwigzane z losowosciy samego y oraz niedokladnoscig okrelenia
parametréw prostej regresji wyrazajy si¢ wzorem:

1 (xp-x)2
Yo= o linp " '\/1+—+— 8.26
0= otlin-2" % N Z(x.'—?)z (8.26)

Wzor (8.26) pozwala na okreslenie obszaru, w ktérym z prawdopodobiefistwem 1 - o
znajda si¢ przewidywane warto$ci ¥ dla réznych wartosci x, zmiennej x. Ilustruje to
rysunek 8.3.

-

[
[
[
[
[
[
1
i

X X
Rys. 8.3 95-procentowe granice ufnosci dla przewidywanych wartosci Y przy okreflonych wartodciach xo
zmiennej x.

Przyklad 8.1 (zmodyfikowany wedhig [Armitage])

Przez dwa tygodnie karmiono szczury diety uboga w witaming D dla wywolania
krzywicy. Nasigpnie przez dalsze dwa tygodnie podawano szczurom preparat zawierajacy
witaming D, Po uptywie tego czasu okre§lano stopieri wyleczenia przez radiografig
prawego kolana kazdego zwierz¢cia doSwiadczalnego. Por6wnywano analizowane zdjg-
cie radiologiczne ze standardowym zestawem fotografii opatrzonych numerami od 0
do 12 (stopniowanie w kierunku wzrastajacego wyleczenia). Kazdy dawke preparatu
podawano grupie kilku szczurbw i péZniejsze zdjecia analizowalo kilku radiologow.
Zbadaé regresje liniowa migdzy logarytmem dawki preparatu a Srednim efektem dla
kazdej dawki.

Wyniki badan zawarto w tabeli 8.1. Tamze zamieszczono pewne poSrednie wyniki
obliczeri.
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Tabela 8.1
Wyniki badan efektu terapeutycznego preparatu przeciwkrzywicznego

Obserwacje Sumy

dawka | 25 5 10 20 40 80 160 320
X; 0398 0,699 1000 1301 1602 1903 2204 2505 |11,612
¥i 0250 11,0833 1,6667 28333 35833 43333 49167 35,5555 24,0000

X -y 10,0995 07572 1,6667 33862 57404 82463 10,8363 13,3600(44,3927
2 101584 04886 10000 16926 25664 3,6214 48576 6,2750 |20,6601

y2 00625 1,1736 2,7778 8,0278 12,8402 18,7778 24,1736 28,4444 (96,2778

x; — logarytm dawki ¥; — Sredni efekt

Mamy:

X

]

14515 ¥ = 3,00 n=8
XXy, -nxy = 95567

T-nx = 38052

Ty -ny?=242718

Stad:
a = 25115
b = -0,6454
r = 09943

Przeprowadzimy test wspétczynnika korelacji sprawdzajac, czy mozna uznaé, Ze jest on
istotnie rézny od zera.

n—2
t=r 'l'-_—'-’:z' =22.8296
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Poniewaz

uznajemy, z¢ korelacja migdzy zmiennymi x i y jest istotna. Chegc wyznaczyC granice
przedziatu ufnosci dla wspélczynnika korelacji obliczamy:

Z = 29281
1

o(Z) = E" 0,4472
Dla wspolczynnika ufnosci réwnego 0,95 mamy

0os 4 = 1,96
Przedzial ufnosci dla Z okreslimy jako

2,9281 + 0,8765
czyli jego granice beda rowne 2,0516 i 3,8046. Stosujac do nich przeksztalcenie (8.23)
otrzymamy ostatecznie, ze 95%-owe granice przedziatu ufnosci dla wspéiczynnika korelacji

wynosza 0,9674 i 0,9986. Nicsymetria tego przedzialu jest oczywista, zwazywszy, Z¢
r = 0,9943.

8.3 Zastosowanie analizy wariancji do probleméw zwigzanych
z regresjy. Test na liniowos¢

W podrozdziale tym pokazemy, w jaki spos6b mozna wykorzysta¢ metod¢ analizy
wariancji do badania probleméw zwiazanych z regresja liniowa. Niech prosta regresji
uzyskana przy pomocy znanych wzoréw bedzie okreSlona réwnaniem:

Y=a+b-x (8.27)

Dla kazdej wartosci x; dysponujemy wartoscig obserwowang y; i wartoscig teoretyczng
Y, wynikajaca z réwnania regresji (8.27). Odchylenie wartosci obserwowanej y; od
wartosci $redniej y mozna rozbi¢ na dwa sktadniki: odchylenie wartosci obserwowanej
y; od teoretycznej Y; oraz odchylenie wartosci teoretycznej Y; od Sredniej y (por. rys.
8.4.A)
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Rys. 8.4 Podzial odchyled wanoéci obserwacji od $redniej:

A — pojedyncze obserwacije,

B — seric obserwacji.
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yi-y= (y,- - Y.~)+ (Y,- - 37)

Mozna wykaza¢, ze podobna zalezno$¢ zachodzi dla sum kwadratéw odchylen:
% ()',- - Tf =2 (- Y.—)’ +Z (Y- F)’ 8.28)

Na rysunku 84.A prawic cala ogélna suma kwadratéw odchylen od Sredniej
Y (y,— )2 wyjasniona jest przez sumg kwadratéw odchyler wartosci teoretycznych od

Sredniej 2 (Y, - ¥)2. Jednak nic zawsze tak jest. Rysunek 8.5 przedstawia przypadek
przeciwny. Tutaj nachylenie prostej regresji jest niewielkie, rozrzut wokél linii regresji
duzy i to powoduje, ze prawie cala ogélna suma kwadratéw odchyleri od Srednic)
jest objasniona przez sum¢ kwadratow odchylen od linii regresji, tzn. odchylen wartosci
obserwowanych od wartosci teoretycznych z(y,-—}’,-)z. Takie rozumowanie nasuwa
skojarzenia z rozwazaniami stojacymi u podstaw metody analizy wariancji. Dzielgc
omawiane sumy kwadratéw przez odpowiednie liczby stopni swobody i testujac iloraz
sredniego kwadratu odchylen wartosci teoretycznych od $redniej przez Sredni kwadrat
odchylenn od prostej regresji, weryfikujemy hipotez¢ zerowy H, : B = 0, méwiaca
o zerowym nachyleniu prostej regresji, czyli o braku zwiazku liniowego pomigdzy
zmiennymi x i y. Test taki bedzie calkowicie rownowazny testowi t przedstawionemu
w podrozdziale 8.2 (por. wzor (8.16)).

y A
YV r——_— e ——————— .
* I
- -
. . s | Y-y
- - |
: |
Y mmmm—— e — T
| Y —
y : B
. . . :.
[ ] . |
. L4 |
. |
. |
|
0 ’ -
X, X

Rys. 8.5 Podzial odchylei wartoici obserwacji od Sredniej w analizie regresji.
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Zalety stosowania analizy wariancji do probleméw zwigzanych z regresja wida¢ dopiero
wowczas, gdy dysponujemy kilkoma warto$ciami obserwacji zmiennej y dla pewnego
x = x;. Kazdg taka grupe obserwacji dla danego x; nazywamy serig. Niech liczebnosé
i-tej serii bedzie oznaczona przez n;, calkowita liczba obserwacji przez N, za$ liczba serii
przez k. J-ta obserwacjg w i-tej serii oznaczymy przez y;; . Pozostale oznaczenia pokazano
w tabeli 8.2.

Przeanalizujemy teraz sytuacj¢ przedstawiong na rysunku 8.4.B. Odchylenie wartosci
obserwacji od wartoSci teoretycznej rozbijemy na dwa skladniki: odchylenie wartosci
obserwacji y;; od $redniej serii ;,— oraz odchylenie Sredniej serii od wartosci teoretycznej
Y. Calkowita sum¢ kwadratéw odchylen od wartosci Sredniej y mozna zatem rozbié
na trzy skladniki

Tabela 8.2

Oznaczenia stosowane w tescie na liniowos¢ funkcji regresji wykorzystujqeym
analize wariancji

X; X B oo B oww s B Ogdtem
n Y ¥ Yr
Y2 Y22 Y2 Ya
.)'ij
y in X )'1“2 yl‘n‘ yi'nl
n‘ *l
I;= z)'ij T, T T; Ty T= ZT;
j; 1 i=s
n. tl
5= 2 y2 8 % 5 5 s=2s,
Py : jm1 !
T oy
Y=, ¥ Y2 ¥: Vi N
lI
"‘ "l nz "l- nk N = l n‘.
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.z;' ()'Ej = 3")2 = %(yij - 37;)2 + %()—’. =H]+ E(Yi - ?)1 (8.29)

Suma kwadratéw odchyleri wartosci obserwacji od $rednich serii (SKR)
SKR = E(y,,—},-)’ - E = (8.30)
iy i=1

jest miarg zmiennos$ci resztowej, czyli wewngtrznej zmiennosci losowej materiatu obser-
wacyjnego. SKR podzielona przez liczbg stopni swobody rowna N — k stuzy jako wartos§¢
odniesienia w teScie analizy wariancji dla pozostatych skladnikéw ogélnej sumy kwadratéw.
Suma kwadratéw odchylenn wartodci teoretycznych od Sredniej SKB

; 2
P T,--;n,-x,-
ZI T'__'_".{:.,__
SKB = Z(y y]’—"' - (8.31)
Zn,-x,
2:.“2‘ N

jest wielkoscia obdarzong jednym stopniem swobody. Poréwnana ze $rednim kwadratem
resztowym s3

S
%= -k

(por. tabela 8.3) sluzy do weryfikacji hipotezy zerowej H, : B = 0 (stosunek F,).
Sume kwadratéw odchylen $rednich serii od prostej regresji SKL obliczamy zgodnie
Ze wzorem:

SKL=Y (y,- B Y,-)’ = SK - SKR - SKB
L
przy czym ogélna suma kwadratéw SK dana jest zaleznoscia:

SK = Z -,,--y)’ s—— (8.32)
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Tabela 8.3

Tablica analizy wariancji dla regresji liniowej z testem na liniowos¢

Zrédlo Suma Liczba stopni Sredni Stosunek
zmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji
Odchylenia 2= SKB st

Ak 1571 Fi==
wartosci SKB 1 1 i sg
teoretycznej
od Sredniej
Odchylenia 2= SKL s
srednich od SKL kw2 2" k-2 Ff;;
prostej regresji

Reszia SKR N-k , _ SKR

.. S5 Smosacss
wewniglrz seri N-k
Calkowila SK N-1

Suma kwadratéw SKL podzielona przez liczbg stopni swobody réwng k — 2 i poréwnana
ze Srednim kwadratem resztowym s3 (tabela 8.3) stuzy do weryfikacji hipotezy o li-
niowosci funkcji regresji. Jezeli stosunek wariancji F, daje warto$¢ wigkszg niz wartos¢
krytyczna przy k — 2 i N — k stopniach swobody, to hipotez¢ o prostoliniowosci
funkcji regresji nalezy odrzucié. Trzeba wéwczas zastanowic si¢, czy nie uzyskaliby$Smy
lepszych rezultatéw dopasowujac do naszych danych jaka$ nieprostoliniowa posta¢
funkcji regresji.

Przyklad 8.2

Wré¢my do badan przedstawionych w przykladzie 8.1. Tam dopasowywaliSmy lini¢
regresji do zaleznosci wzajemnej logarytmu dawki leku (x;) i Sredniego efektu terapeu-
tycznego (y,). Tutaj zamiast efektu Sredniego uwzglednimy, ze kazda dawke leku (x;)
podawano szesciu szczurom. Wobec tego dysponowano szescioma radiologicznymi ocenami
efektu leczenia dla kazdego x; — dlugo$¢ kazde) analizowanej serii wynosita 6.

152



Tabela 8.4

Wyniki badan efektu terapeutycznego preparatu przeciwkrzywicznego (preparat 1)

dawka 2.5 5 10 20 40
x; — logarytm dawki| 0,398 0,699 1,000 1,301 1,602 x=1
0 1.0 L5 30 6,5
0 1.5 1,0 30 30
v, = oceny 0 1,5 2,0 5.5 45
radiologiczne efektu 0 1,0 3.5 25 35
0 1,0 2,0 1,0 3,5
0.5 0,5 0 20 30
n, 6 6 6 6 6 N =30
T; 0,5 6,5 10,0 17,0 245 |T=3585
¥; 0,0833 1.0833 1,6667 28333 40833 |y=195
S, 0,25 1,75 235 59.5 108,25 |S§=19925

Dane oraz wyniki niektérych obliczen posrednich przedsiawiono w tabeli 8.4 (uwzglgdniono
5 réznych dawek preparatu). Estymowane paramelry prosiej regresji wynoszi w tym
przypadku:

= -1,2892
b = 32392

Przedstawiong powyzej metoda zbadano istotno$¢ wspotczynnika regresji B efektu terapii
w zaleznosci od logarytmu dawki preparatu oraz liniowo$¢ funkcji regresji. Wyniki pokazuje
tabela 8.5. Widac, ze odchylenia funkcji regresji od prostej sq nieistotne, przyjmujemy
wigc (niezbyt formalnie), Ze regresja jest rzeczywiscie prostoliniowa. Nachylenie linii
regresji, jak to wida¢ z testu stosunku F, jest wysoce istotne, tzn. musimy odrzucié
testowang hipoteze, ze B = 0.



Tabela 8.5

Tablica analizy wariancji dla regresji liniowej z testem na liniowos¢
(dla danych z tablicy 8.4)

Zrodlo Suma  |Liczba stopni|  Sredni Stosunck Istotno$é
zmiennosci | kwadratéw swobody kwadrat wariancji

Odchylenia

wartosci 57,0375 1 57,0375 52,248 P < 0,005
teoretycznej
od $redniej

Odchylenia

Sredniego 0,8458 3 0,2819 0,258 nicistotne

efektu dawki
od prostej

Reszta 27,2917 25 1,0017
wewnatrz
dawki

Ogdlem 85,175 29

8.4. Regresja w grupach

Czgsto dysponujemy k grupami obserwacji dwucechowych, to znaczy posiadamy w kaz-
dej /-tej grupic obserwacji (1 = 1,2,...,k) n, par wartosci (x;, y;; ). Odpowiednic wartosci
$rednic oznaczymy X, oraz ¥,. Spodziewamy si¢, ze obserwacje w kazdej grupic ukladajg
si¢ wokol pewnej prostej regresji. Cheemy pordwnaé nachylenia tych prostych regresji,
a moéwigce dokladnie sprawdzic, czy mozna uwazaé poszczegdlne linie regresji w grupach
za rownolegle. Linie regresji dopasowane indywidualnie do obserwacji w kazdej grupie
bardzo rzadko beda posiadaly identycznie takie samo nachylenie. Bedziemy wigc sprawdzac,
czy réznice migdzy nachyleniami moga by¢ wytlumaczone tylko zmiennoscia losowa
i proste te moga by¢ uwazane za réwnolegle, czy tez nachylenia sa istotnie rozne. Jezeli
juz stwierdzimy, ze nachylenia prostych regresji mogq by¢ uznane za jednakowe, to
bgdziemy cheieli jeszeze rozstrzygnac czy réwnolegle proste regresji pokrywaja sig, czy
tez mozna uwaza¢ ich poloZenia za istotnic rézne.

154



8.4.1 Test rownolegloSci prostych regresji dla dwéch grup
Jezeli mamy do czynienia z dwoma tylko grupami obserwacji (k = 2) i mozemy

zalozy¢ rOwnos¢ wariancji resztowych w obu grupach, to estymatorem wspélnej wariancji
resztowe) (Sredniego kwadratu odchylen od prostych regresji bedzie

ﬂl ﬂz
. E; ()‘n - Yil): +.§ ()'.2 - YQ)—)

n|+ﬂl_4

(8.33)

Niech b, 1 b, bedg oszacowaniami wspélczynnikéw regresji kazdej z grup. Wtedy wariancjg
réznicy b; — b, mozna oszacowaé jako:

@ (b1~ ba)= - SRRSO (8.34)

n 2 M 2

Ba-s) B

Weryfikujac hipotezg zerowa Hy @ B, = B, o rdwnoleglosci obu prostych regresji testujemy
roznic¢ by — b, obliczajac statystyke «

bl“bz

f= m (8.35)

i poréwnujac jg z wartoscig krytyczna rozkladu ¢ przy n, + n, - 4 stopniach swobody
i ustalonym poziomie istotnosci . Gdy

2 [:3 ’(nl +n,—4)

hipotezg o réwnoleglosci prostych regresji nalezy odrzuci€. Obliczenia wedlug wzoru
(8.33) sq utrudnione, gdyz wymagaja wyliczenia wartosci teoretycznych. Mozna je uproscié
stosujac wzor

P .

2
" n z =% \(yn-¥
2()'.-1-1’.-1 =§;()'it‘5‘.)z" -M(xl XI)(yl yl) E (8.36)
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1 zastgpujiac odpowiednie sumy kwadratow lub iloczynéw wyrazeniami:

(n, A

n, e " Exu

; (-‘.'1 -4 |= Z‘Aﬁ o (8.37)
(n Y

n n, ;1)'&:

L(a-nf=2A-0 (8.38)

m 7
" n ZI-";'; 2‘1}';1
Z(-Yn "71)(%1 =¥ )= Exil Y= (8.39)

i=] n
Podobnie nalezy postapi¢ z tymi fragmentami wzoru (8.33), ktére odnosza si¢ do grupy
drugicj. Z powyzszych wzoréw, odpowiednio adaptowanych, nalezy réwniez korzystaé
w dalszych obliczeniach.

Jezeli nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnoleglo$ci prostych regresii,
wyznaczamy warto$¢ b wspélnego wspotczynnika nachylenia obu prostych regresji w gru-
pach jako:

ﬂl flz
_ZI(-":'I _-"_'1)()'“ = EI)"' Z;(-"rz ‘-'2)( fr 5’-2)
b== - (8.40)
"y it 2
X=X |+ L(xp— %
H(o-n) E(w
Oraz 0szacowanie jego wariancji:
2
o* (b) =~ - 841)
1 2
x (xi = El5+ 2 (xa- -?23
i=| i=1
Granice ufnosci dla b mozna oszacowac¢ jako
CE S L ) (8.42)
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Przykiad 8.3

Opisane w przyktadach 8.1 i 8.2 badania przeprowadzono dla trzech preparatéw
przeciwkrzywicznych, zawsze oceniajac efekt terapeutyczny przez usrednienie kilku ocen
zdje¢ radiologicznych. Dane zamieszczono w tabeli 8.6, za$ poSrednic wyniki obliczen
zawiera tabela 8.7,

Tabela 8.6
Wyniki badari efektu terapeutycznego trzech pacjentéw
Preparat 1
dawka 2.3 5 10 20 40
logarytm dawki 0,398 0,699 1,000 1,301 1,602
0 1.0 1.5 3.0 6,5
0 1.5 1.0 3.0 35
oceny radiologiczne 0 1.5 2,0 5.5 45
efektu 0 1,0 3.5 2,5 3.3
0 1.0 20 1.0 35
0.5 0.5 0 20 3.0
Preparat 2

dawka 2.5 5 10 20
logarytm dawki 0,398 0,699 1,000 1,301
325 2,50 3,75 50
30 275 525 7.0
oceny radiologiczne efektu 1,75 225 6.0 3.0
20 2.25 55 3.0
0.5 375 2,25 6.0

1.5 3,50
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Preparat 3

dawka 3,5 7 14 28
logarytm dawki 0.544 0.845 1,146 1,447
1,0 105 2,0 3,5
25 50 30 6,5
oceny radiologiczne efektu 0 20 4.5 20
30 35 6,0 5.0
20 2,0 35 5.0
Tabela 8.7
Zebrane posrednie wyniki obliczeni dotyczqcych danych z tabeli 8.6
! ;x;: IZJ’H >;~";: Yir zl:x?f )'-‘-Jrzr
1 30,0 58.5 76,1085 35,4361 199,25
2 18,388 75,75 71,6865 17,8564 320,3125
3 1991 64,0 70,4845 22,0854 260,0
Ogo6tem 68,298 198.25 218,2795 75,3779 779,5625
f (S2), ) (Sxy), sy - S
"),
| 54361 85,175 17,6085 28,1375
2 24874 594915 8,3733 31,3049
3 2,2650 §5.2 6,7725 34,9500
Ogolem 10,1885 1998665 32,7543 94,3924
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l ", X, ¥ b, a,

1 30 1.0 1,95 3.2392 -1,2892

2 22 0.8358 34432 3,3663 0,6296

3 20 0,9955 32 2,9900 02234
Ogétem 72 (3.2148)

Tutaj bedziemy poréwnywaé nachylenia prostych regresji dla preparatu 1 i dla preparatu
2 wykorzystujac sposéb opisany w podpunkcie 8.4.1. Estymator s> wspblnej wariancji
resztowej obliczony na podstawie (8.33) przy wykorzystaniu (8.37) + (8.39) wynosi:

2 281375 + 31,3049
T 30+22-4

za$§ wariancja réznicy wspétczynnikéw regresji b, — b, jest rowna

I 1
54361 T 2.4874

ol (b, — b*) =12384 [ ]: 0,7257

Obliczajac statystyke ¢ uzyskamy:

3.2392 - 3,3663 _
t= 05T - -0,1492
co jest oczywiscie mniejsze co do modutu od wartosci krytycznej o psfaqy = 2,013. Réznica
migdzy nachyleniami prostych regresji nie jest wigc istotna. Wsp6lny wsp6lczynnik na-
chylenia obu réwnoleglych prostych regresji bedzie wige réwny

17,6085 + 83733
"~ 54361 +24874

b =3,2791

jego wariancja bgdzie wynosi¢

1,2384

2 i i T N
0" (b)= 534361 + 24874

=0,1563
a 95%-owe granice przedziatu ufnosci B beda rowne
32791 + 2,013 ¥0,7257 = 40738  oraz = 24844
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8.4.2 Test rownoleglosci prostych regresji dla kilku grup

W przypadku potrzeby poréwnywania wspélczynnikéw regresji dla & grup (k > 2)
bedziemy uzywaé metody analizy wariancji. Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy oz-
naczenia:

(5x%), = ;(x,., - .'f,)z (8.43)
Sy, = ;(»-: -T:)l (8.44)
(Sxy); = E (3}.’ = :i:f) ()’ﬁ = y) (8.45)

Do praktycznych obliczen wielkosci (Sx?), (Sy?) i (Sxy) warto wykorzystywaé wzory
(8.37) + (8.39).
Wspélny wspdlczynnik nachylenia & réwnoleglych prostych regresji oblicza si¢ jako

2 (Sxy),

b= m (8.46)

Dla potrzeb testowania hipotezy zerowej o réwnosci wspotczynnikéw regresji (réwnole-
glosei prostych regresji) w & grupach rozbijamy sum¢ kwadratéw odchylen wartosei y,;
od $rednich grupowych ¥, (SKWG)

SKWG = E(}'H = i:)z = ?;(}'ﬁ = Y.‘r)z + ?}(Yn - Ygfi)z + %[Yff) - 51)1 (8.47)

na trzy skladniki. Pierwszy z nich

R 2 (Sxy)?
SKRW = Z’(\ = Y,-,)' = }':(Sﬂ), - ; ), (8.48)

jest resztowa sumg kwadratéw odchylen obserwacji od poszczegdinych prostych regresji,
indywidualnych dla kazdej grupy

Y” = + b[ X (8.49)
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Drugi skladnik

X (Sxy), 2
— [¢] = (S.\'y),z !
SKMW = %(Y,-,. - r:.,')z =y o) LZ(T\J)TI (8.50)

1

to suma kwadratéw odchyled wartosci wskazywanych przez poszczegllne proste regresji
(8.49) od wartosci wynikajacych z réwnoleglych prostych regresji o jednakowym wspol-
czynniku nachylenia b

Y=+ bx, (8.51)

Ostatnim skladnikiem

2 (Sxy) 3
skww =5 (v, - y,)’ o= (8.52)

jest suma kwadratéw odchylen wartoSci wskazywanych przez réwnolegle proste regresji
od Srednich w grupach.

Tablice analizy wariancji w tym przypadku przedstawia tabela 8.8. Przyjeto tam
oznaczenie sumaryczne) liczebnosci obserwacji litery N

k
N=Zn,
I=1

Test stosunku F, przy 1 i N = 2k stopniach swobody pozwala stwierdzi¢ istotnos§¢
ogblnego nachylenia prostych réwnoleglych. Nas begdzie szczegllnie interesowal sto-
sunck F,, ktérego przetestowanie przy k — 1 i N — 2k stopniach swobody pozwala
odrzuci¢ hipotez¢ o réwnosci wspolczynnikéw nachylenia poszczegéinych prostych
regresji w grupach.

11 — Biometria 161



Tablica 8.8

Tablica analizy wariancji dla potrzeb testu rownoleglosci prostych regresji
w kilku grupach

Zrédlo Suma Liczba stopni Sredni Stosunek
zmiennosci kwadratow swobody kwadrat wariancji

Odchylenia od 5
prostych o & SKWW F *;g
wspdinym SKWW 1 !

wspoélczynniku
nachylenia

Réznice 53
migdzy 2. SKMW F,= P
wspGlczynikami SKMW k-1 &
nachylenia
poszczegolnych
prostych

Reszta R SKRW

odchylen od SKRW N - 2k 0

poszczegblnych
linii regresji

Calkowita
zmienno$¢ SKWG N-k
wewngtrz grup

Przykiad 8.4

Chcemy poréwna¢ wspolczynniki nachylenia prostych regresji otrzymanych podczas
badari efektu terapeutycznego trzech preparatéw przeciwkrzywicznych (tabele 8.6, 8.7,
patrz takze przykiad 8.3).

Wspdlny wspotczynnik kierunkowy trzech réwnolegtych prostych regresji bedzie wy-
nosil:

17,6085 + 83733 + 6,7725

= 754361 + 24874+ 22650 ~ 2148

b

162



Tablicg¢ analizy wariancji pokazuje tabela 8.9.
Tabela 8.9

Tablica analizy wariancji przedstawiajgca wyniki badania rownoleglosci prostych
regresji dla danych z tabeli 8.6

Zr6dio Suma |Liczba stopni|  Sredni Stosunek Istotno$é
zmiennosci | kwadratéw swobody kwadrat wariancji

Ogoblne
nachylenie 105,2994 1 105,2994 73,6263 P < 0,005
rownoleglych
prostych
Réiznice
migdzy
nachyleniami 0,1747 2 0,0874 0,0611 nieistotne
poszczegoinych
prostych
Reszty
wewnjlrz 94,3924 66 1,4302
grupy

Ogolem
wewnatrz 199,8665 69
grupy

Ogélne nachylenie réwnoleglych prostych regresji o wspolczynniku kierunkowym b jest
wysoce istoine

Fy >> o05 Fo

@ =8459

natomiast nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o réwnoleglosci prostych regresji

2
F2 < 0.05 F'(:G]G] — 3,[42
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8.4.3 Badanie odlegtosci pionowej dwoch prostych regresji

Nastgpnym pytaniem, ktére nasuwa si¢ po skonstatowaniu, ze nie ma wyraznych
podstaw, aby uwaza¢ proste regresji w grupach za nierGwnolegle, to pytanie czy te
rownolegle proste pokrywajg si¢ czy lez nie, a jezeli nie, to jaka jest ich odleglo$¢
wzajemna. Innymi stowy chodzi o to, czy réznica w polozeniu prostych réwnolegtych
wynika z blgdu losowego, czy tez mozna uwazal, ze proste te sj istotnie rézne oraz jak
mozna oszacowac odleglo$¢ migdzy tymi prostymi.

Na poczatek rozwazymy k = 2 grupy. Jezeli nic ma podstaw do odrzucenia hipotezy
o réwnoleglodci prostych regresji, to pionowa odleglo$¢ d migdzy tymi prostymi dana
bedzie wzorem (por. takze rys. 8.6)

A

e
X

Rys. 8.6 llustracja sposobu obliczania odleglodci pionowej dwu réwnoleglych prostych regresji.
d=Y1=y=b- (1= %) (8.53)
gdzie b jest wspdlnym wspélczynnikiem nachylenia

= (Sxy); + (5x)s
B (sz)l + (SA’2)2

Wariancj¢ wielkosci ¢ mozna oszacowaé przy pomocy zaleznosci:
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X = X,)?
UZ(J):“%_ .L+_1. (-]—2)

"N, % (Sx?) 't (813)2 B34

adzie s jest resztowym Srednim kwadratem odchyleri od prostych réwnoleglych (suma
SKMW + SKRW z poprzedniego punktu podzielona przez liczbg stopni swobody)

(Sxy), + (Sxy), P
Sy + 6y~ [ (s.rz)ll + (sf)zz]

no+n,—3

S = (8.55)

Testujemy hipoteze zerow: mdwigcq o tym, Ze obie réwnolegle proste regresji pokrywaja
sig, czyli ich odleglo$¢ pionowa wynosi zero. Obliczamy wigce statystyke ¢

d

= W (8.56)

i poréwnujemy ja z wartoscia krytyczng rozkladu r-Studenta przy n; + n, — 3 stopniach
swobody. Dalsze postgpowanie jest znane. Granice przedzialu ufnosci dla odleglosci
pionowej oblicza si¢ w zwykly sposéb

dt O'.t(n'+n:—3) Vo* (d)
przy czym 1 — o jest wspotczynnikiem ufnosci.
Przykiad 8.5
Obliczymy i oszacujemy pionowa odleglo$¢ pomigdzy dwoma réwnoleglymi prostymi
regresji badanymi w przykladzie 8.3 (chodzi o proste uzyskane dla preparatow 11 2
z tabel 8.6 1 8.7). Odlegltos¢ d bedzie réwna:
d =195~ 34432 - 32791 (1 - 0,8358) = -2,0315

Obliczymy teraz s> i 0, (d):

_ (17.6085 + 8.3733)
g 85.175 + 594915 54362+ 24874
€= 304223

. 11 (1-083582 |
i) = "2137[30 * 2254362 + 24878 |~ 0098
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Stad

20315

t= m =-6.4323

Poniewaz
Il > 0,08 f(,;g) =2012

wi¢c hipotez¢ o pokrywaniu si¢ prostych regresji odrzucamy. Obliczamy 95%-owe granice
przedziatu ufnosci dla odleglo$ci pionowej dwéch prostych regresji

—2,0315 £ 2,012 ¥0,0998 = -1,3961 oraz -2,6670

Znak minus przy warto$ci odlegiosci d wskazuje, ze prosta 2 lezy ,nad” prosta 1, czyli
odwrotnie, niz na rysunku 8.6.

8.4.4 Badanie polozenia rownoleglych prostych regresji dla kilku grup.
Analiza kowariancji

W przypadku gdy liczba grup jest wigksza od 2, dla zbadania polozenia wzajemnego
rownoleglych prostych regresji stosujemy pojecie poprawionych warto$ci $rednich ¥',.
Gdyby $rednia warto$¢ zmiennej x w /-tej grupie wynosita x,, a nie X;, to Srednia warto$¢
zmiennej y wynositaby wtedy

Yi=Y+b-(x—X)

Warto$¢ y°; nazywamy poprawiong warto$cig $rednig (por. rysunek 8.7). Gdyby wszystkie
rownolegle proste regresji pokrywaly sig, wowczas wszystkie tak wyliczone (dla pewnego
ustalonego x,) poprawione wartosci Srednie ¥', bylyby réwne.

Stawiamy hipotez¢ zerowa, ze réwnolegle proste regresji w grupach pokrywaja sie.
Jest to rownowazne rownosci poprawionych Srednich i wlasnie bedziemy sprawdzaé, czy
roznice pomig¢dzy poprawionymi $rednimi wynikaja z bgdu losowego, czy tez poprawione
Srednie sq istotnie rozne. Réznice migdzy kilkoma Srednimi badaliSmy metoda analizy
wariancji, roznice migdzy poprawionymi Srednimi testujemy uzywajac metody zwanej
analizg kowariancji. Jest to metoda zblizona do analizy wariancji w klasyfikacji pojedynczej,
wykorzystujaca jednak poza odpowiednimi sumami kwadratow takze sumy iloczynéw
typu x - y. Sposob posigpowania jest nicmal identyczny jak w analizie wariancji z tym,
ze uzywa si¢ lzw, poprawionych sum kwadratéw obliczanych na podstawie odpowiednich
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i s s

X

e e —— - o . e e ——

>
b3
o

I
Rys. 8.7 llustracja pojecia poprawionej Sredniej wanosci ¥ 1" dla l-tej grupy.
wzordw, kiore zostang podane dalej bez szczegblowego uzasadniania, gdyz wykraczaloby
to poza ramy nini¢jszego skryptu.
Chege zbadad réznice miedzy poprawionymi $rednimi, rozbijamy ogdlng poprawiong

sume¢ kwadratow PSK na dwa skladniki: migdzygrupowa poprawiong sumg¢ kwadratéw
PSKMG i wewnatrzgrupowa poprawiong sume¢ kwadratéw PSKWG.

PSK = PSKMG + PSKWG (8.57)

Poszczegdine skiadniki (8.57) wyliczamy ze wzor6w:

(5XY) catc

= 12 ==

PSK = (S )ea = gy (8.58)

l 2(5.0-),[
= 2y
PSKWG = '2 Sy o (8.59)
!
PSKMG = PSK - PSKWG (8.60)

167



przy czym

; Z)‘i.’ i
e = ZZyh- *— 8.61)
in.'
(1) = 2 2o LI’ : (8.62)
[ ] N
Z-’G: Lx it
(S"'y)ca[k = E zx,-, }'H . [z ] (2 } (863)
N=2Zn (8.64)

Na podstawie poprawionych sum kwadratéw i odpowiednich liczb stopni swobody (por.
tabela 8.10) obliczamy $rednie poprawione kwadraty sj i s%, a nastgpnie testujemy ich
stosunek F przy k — 1 i N — k - 1 stopniach swobody i poziomie istotno$ci o.. Hipotezg¢
0 pokrywaniu si¢ rOwnolegtych prostych regresji odrzucamy, jezeli stosunek F bedzie
wickszy lub réwny wartosci krytycznej.

Tabela 8.10
Tablica analizy kowariancji dla badania potozenia réwnoleglych prostych regresji
w k grupach
Zrédlo Poprawiona Liczba stopni Sredni Stosunck
Zzmiennosci suma swobody kwadrat wariancji
kwadratow
P s 7 2
. PSKMG k-1 g=CX0 | o8
grup: s
Wewnatrz grup PSKWG N-k-1 2= PSKWG
CTN-k-1
Calkowita SK N-=-2

Jezeli test pozwoli na odrzucenie hipotezy o pokrywaniu si¢ réwnoleglych prostych
regresji, to mozemy obliczy¢ réznice migdzy pewnymi dwoma poprawionymi Srednimi
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i'p i y.m = ;p - S:m -b ap - ?m) (865)

kt6ra bedzie zarazem pionows odlegloscia obu prostych regresji. R6znicg t¢ mozna testowac
obliczajac statystyke 7

Y o=V

f= m (8.66)

gdzie
- 1. 1 &-x)P
> - UL, | [ R T . .
0“(Vp— ¥ w) =S¢ "P+"""+ > ), (8.67)
t

a sz jest poprawionym Srednim kwadratem wewnglrzgrupowym (z tablicy analizy ko-
wariancji). Statystyka (8.66) ma rozklad ¢-Studenta o N — k - 1 stopniach swobody. Dalsze
postgpowanie jest znane.

Przyklad 8.6

Poréwnamy polozenia trzech réwnolegtych prostych regresji, bedacych wynikiem badan
efektu terapeutycznego 3 preparatéw przeciwkrzywicznych (por. przyklad 8.4 oraz tabele
8.61 8.7). Analiza kowariancji dostarcza wynikéw przedstawionych w tabeli 8.11. Poniewaz

Tabela 8.11
Tablica analizy kowariancji dla analizy danych z tabeli 8.6

Zrédlo Poprawiona |Liczba stopni Sredni Stosunck [stotnos$¢

ZIiennosci suma swobody kwadrat wariancji
kwadratow

Migdzy

grupami 52,8790 2 26,4395 19,0117 P < 0,005
Wewnglrz

grup 94,5671 68 1,3907

Catkowita 147 4461 70

F=190117> 005 Fg:;)
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wigc hipoteze o pokrywaniu si¢ prostych regresji mozna odrzuci¢ twierdzac, Ze istotno$¢
roznic w poloZeniu prostych jest wysoka.

8.4.5 Badanie poziomej odlegloSci rownolegtych prostych regresji dla potrzeb
badan biologicznych

Czgsto w badaniach biologicznych interesuje nas obliczenie i wytestowanie poziomej
odleglosci migdzy réwnoleglymi prostymi regresji. Jezeli dysponujemy pomiarami efe-
ktywnosci terapeutycznej dwach preparatéw w zaleznosci od logarytmu dawki, a dokladniej
logarytmu si¢Zenia (gdzie sigZenie jest dawka preparatu na jednostk¢ wagi ciala) i stwier-
dziliSmy poprzez odpowiednie testy statystyczne, ze:

— zalezno$¢ moze by¢ uznana za prostoliniowa,

— linie regresji dla obu preparatéw mozna uwazaé za rownolegle,

— proste regresji nic pokrywaja sie,
to szczegllnie bedziemy cheieli wyznaczyé poziomg odlegtos¢ migdzy prostymi, gdyz
ma ona oczywista interpretacje. Odleglo$¢ pozioma M (patrz rys. 8.8) jest réznica loga-
rytméw stezen preparatu koniecznych do uzyskania tego samego efektu terapeutycznego,
czyli (po zastosowaniu przeksziatcenia odwrotnego) ilorazem takich stgzen obu preparatow,
przy ktérych uzyskujemy ten sam efekt leczniczy. Na ogdél w badaniach tego typu jeden
z preparatéw traktujemy jako standardowy (kontrolny). Takim preparatem moze by¢ np.
preparat 1 z rys. 8.8. W badaniu zalezy nam na oszacowaniu liczby R takiej, ze

y |

preparat 2

- preparat 1

ocena obiektu

log stezenia x
Rys. 8.8 lustracja poziomej odleglodci migdzy dwoma réwnoleglymi prostymi regresji.
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M =log R

ktéra nazywamy stosunkiem mocy preparatu testowanego (np. preparat 2 z rys. 8.8)
w poréwnaniu do preparatu standardowego. RézZnica pozioma M jest bardziej predysty-
nowana do wykorzystania w badaniach niz pionowa, gdyZz w przypadkach ewentualnych
nicliniowosci rzeczywistej zaleznosci efektu od logarytmu stgzenia, jezeli charakter nie-
liniowosci jest jednolity dla obu krzywych regresji ( w sensie przesunigcia poziomego),
to pozioma odleglo$¢ na skali logarytmu st¢zenia bedzie dalej stala, mimo Ze odleglos¢
pionowa moze nie by¢ zupelnie niezmienna. Aby uzyska¢ prostoliniowos$¢ regresji w przy-
padku znacznych nicliniowosci, nalezy stosowaé odpowiednie przekszialcenia danych na
osi rzednych (por. rozdzial 2).
Pozioma odleglo$¢ M moze by¢ wyliczona jako

(8.68)

gdzie b jest wspolnym wspodlczynnikiem nachylenia prostych réwnoleglych. Przyblizony
wzOr na wariancj¢ M ma postac:

£ 1. 1 [(M—?rfz)z]

2 S T
M) * (Sx%), + (Sx%), =6

+
b ny o ny

gdzie 57 jest $rednim kwadratem resztowym wyrazonym wzorem (8.55). Przed wykona-
niem testoéw statystycznych obliczamy warto$¢ g

_ ﬂ‘(nz,+ﬂz-3)"‘%
8=, [(5:), + (55,

(8.70)

Jezeli g < 0,1 to mozna testowaé wartoS¢ M wykorzystujac statystyke ¢

M

!=W (8.71)

i poréwnujac jej modul z wartoscig krytyczng ol +n,-3)
Wiedy granice przedziatu ufno$ci dla odleglosci pionowej M beda okreslone jako

M.’t a l{n' +"_=_3J ¥ “U (M) (8.72)
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Gdy 0,1 < g < 1, wowczas dla wyznaczenia granic przedziatu ufnosci nalezy skorzysta¢
z ponizszej formuty:

a’cn,m:-n—‘c'\/ 1 =g} L_l__l_ M-% -%),
ME="0T2"7 = W(l-g) e n, +(Sx2)l+(8x3)z

b
=g

Gdy za$ g > 1 nalezy si¢ spodziewaé, ze wspélne nachylenic b prostych regresji nie jest
istotnie rézne od zera i dalsza analiza jest bezprzedmiotowa,

Przykiad 8.7.
Zbadamy poziomg odleglod¢ dwoéch réwnolegtych prostych regresji rozwazanych
w przykladach 8.3 i 8.5 (por. takze tabele 8.6 i 8.7). Obliczono wtedy

s¢ = 1,2137

b = 32791
Przyjmujemy poziom istomnosci o« = 0,05, odczytujemy warto$¢ krytyczng rozkladu ¢

00s gy = 2,012

I wyznaczamy warto$¢ g

(2.012)*- 1,2137

3 = y 5
8=32791) - (5.4361 + 2.487a) - 0377
Obliczamy takze odleglos¢ poziomg M
N 1,95 -3,4432
M=10-08358 - Y T 0,6195

Poniewaz g < 0,1 mozemy obliczyé o® (M) ze wzoru (8.69) i wykorzysta¢ pozniej (8.71)
1 (8.72). Mamy wigc

12137 [ 1 1 (06195~ 1,0+ 0,8358)

2 = 2970121 2n vy p—,

> 0= G 01y [30 t 20t 54361104878 |- 00185
06195

'=Joo118s - 692

Poniewaz

172



Il > 0,058 1(49)

wige wnioskujemy, ze odleglo$¢ pozioma jest istotnie rézna od zera. 95%-owe granice
przedzialu ufnosci sa nastepujice:

0,6191 + 2,102 - ¥0,01185 = 04006 oraz 0,8385

Poniewaz
04006 = log 2,515
0.6195 = log 4,164
0,8385 = log 6,895

wigc stosunek mocy R badanych preparatéw moze by¢ oszacowany jako

2515 < R < 6,895
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9. TESTY NIEPARAMETRYCZNE

9.1 Efektywnos$¢ testow

[stnicje rozpowszechnione przekonanie, Ze testy nieparametryczne sa ,.mniej sku-
teczne” od testow parametrycznych. Jest to przeswiadczenie w gruncie rzeczy prawid-
lowe, gdyz wymagajac stabszych zalozefi odno$nie charakteru danych (na przyklad
akceptujac dane jakoSciowe na réwni z iloSciowymi) oraz nie wprowadzajac ograniczen
co do charakteru rozkladu, jakiemu podlegaja te dane — tesly rozwazanego (u typu
musza dostarcza¢ mniej precyzyjnych odpowiedzi i rozstrzygni¢é. Jednak odpowiednio
dobrany i umieje¢tnie zastosowany test nieparametryczny moze dostarczy¢ réwnie war-
tosciowych podstaw do wnioskowania statystycznego, jak klasyczne testy chi-kwadrat
czy f-Studenta. Na ogél jednak dla osiggnigcia takiej samej mocy testu konieczne jest
uzycie wigkszej liczby obserwacji w te$cie nieparametrycznym, niz ta, ktéra wystarcza
w teScie parametrycznym. W zwigzku z tym moéwi si¢ zwykle o efektywnoscei testu
nieparametrycznego, wyrazajac ja procentowym stosunkiem wiclkosci préby dla testu
parametrycznego o fej samej mocy.

Przykiad.

Stwierdzono, ze poréwnanie dwéch sposobéw leczenia gruczolaka stercza, wykonane
testem /-Studenta ujawnilo statystycznie znamienng réznicg na korzy$é zabiegu ope-
racyjnego przy zalozonym poziomie istotnosci o = 0,05. Obalenie hipotezy zerowej
nastapilo w oparciu o poréwnanie $rednich z dwéch réwnolicznych zbioréw obserwacji
klinicznych o liczebnosci N, = 100 pacjentéw w kazdej grupie. Prawdopodobienstwo
blgdu II rodzaju (to znaczy bigdu nie odrzucenia H, mimo jej falszywosci) oszacowane
zostalo na poziomie = 0,12, zatem moc testu Studenta w rozwazanym przykladzie
wyniosta (I - ) = 88%. Nastgpnie te same wyniki poddano ocenie za pomocg testu
nicparametrycznego, poniewaz prawdziwos$¢ zalozenia, ze poréwnywane dane pochodza
z populacji o rozkladzie normalnym wydawala si¢ problematyczna. Zastosowano test
U-Manna-Whitneya (opisany dalej) i ponownie uzyskano efekt w postaci zdecydowanego
odrzucenia H, na poziomie o = 0,05, ale tym razem oszacowanie blgdu drugiego
rodzaju dato warto$¢ B = 0,21, czyli moc testu nieparametrycznego wynosita zaledwie
(1 — B) = 79%. Poniewaz rozporzadzano dostatecznie licznym zbiorem historii choréb
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duzego osrodka onkologicznego, zaczgto poszerzaé probg, wprowadzajac dalsze dane
i kontrolujac, jak wzrost N wplywa na warto$¢ B. Okazalo si¢, z¢ porOwnywalng
z testem Studenta moc testu Manna-Whitneya uzyskano przy N, = 150 (oszacowanie
B wynosito wiedy 0,11 czyli moc osiggata poziom 89%).

Z definicji efektywnosci mozna wigc stwierdzi€, ze efektywnos¢ testu U w stosunku
do testu f oszacowaé mozna na

Warto dodaé, Ze wyliczona w przykladzie warto$¢ efektywnosci testu Manna-Whitneya
jest mniejsza od podawanej w literaturze wartosci e = 95%.

9.2 Poréownywanie populacji

9.2.1 Ogolna charakterystyka zadania

Omawiana w tym podrozdziale grupa testéw nieparametrycznych, stuzacych do porow-
nywania populacji, pelni w zasadzie podobna role, jak rozwazany poprzednio test ¢-Studenta.
Poszukujemy odpowiedzi na pytanie: czy dwie rozwazane populacje réznig si¢ w sposob
istotny, czy nie. O tym, Ze si¢ r6znig — upewnia nas wstgpna analiza wynikéw (jesli takiej
réznicy nie dostrzegamy, wowczas bezcelowa jest cata analiza matematyczna, bo nie ma
czego badac). O tym, ze réznicy takiej oczekujemy, decyduje sposob rekrutacji danych do
obydwu rozwazanych populacji — najczgsciej jedna z nich obejmuje pacjentéw stanowigcych
przedmiot obserwacji, za$ druga jest grupa kontrolng, stanowigca punkt odniesienia. Pytanie
jest zatem tylko jedno: czy obserwowana réznica jest przejawem jakiej$ glgbszej prawidlo-
wosci, czy tez wynikla z przypadkowego zbiegu okolicznosci?

W tescie r-Studenta zakladaliSmy, Ze charakter rozkladu jest okreSlony (normalny)
oraz e badane rozklady sa zgodne we wszystkim z wyjatkiem r6znicy wartoci oczeki-
wanych. Obecnie zadnych takich zalozen nie robimy, stawiajac pytanie maksymalnie
szeroko: czy obserwowane rozklady réznia si¢, czy nie? Poznamy nizej kilka testow, przy
pomocy ktérych mozna poszukiwaé odpowiedzi na to pytanic.

9,2.2 Test Walda-Wolfowitza (test serii)

Zaletg testu Walda-Wolfowitza jest prostota jego przeprowadzania, natomiast wadg —
stosunkowo niska efektywno$¢. W aktualnej sytuacji, kiedy strona rachunkowa przepro-
wadzanych rozwazan obciaza z reguly jedynie komputery a zawitosci algorytmu wbudowane
sa w uzywany program — test ten ma stosunkowo mniejsze znaczenie i omawiamy go
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t giéwnie dlatego, ze jest on w wielu klasycznych i uznawanych do dzi$ pozycjach
literatury rekomendowany jako podstawowy.

Zakladamy, ze dane podlegajace ocenie w rozwazanym tescie moga by¢ migdzy soby
poréwnywane w kategoriach ,mniejsze — wigksze™ i Ze ich warto$ci mozna w zwiazku
z tym uporzadkowaé, na przykltad od najmnicjszej do najwickszej. Warto zwréci¢ uwage,
ze jest to na ogdl znacznie slabsze zalozenie, niz wymagane w tescie 1-Studenta wyrazenie
danych w postaci konkretnych wartosci liczbowych. Niech bgdzie danych N, obserwacji
pochodzacych z pierwszej wyr6znionej populacji oraz N, obserwacji z drugiej populacji.
Uszeregowawszy te obserwacje wedtug porzadku narzuconego przez rozwazane danc
mozemy stwierdzic, ze wystgpowaé beda serie danych pochodzicych z obu rozwazanych
grup. Istota testu polega na policzeniu, ile tych serii wysigpuje. Jesh jest ich malo — to
mamy prawo przypuszczaé, ze czynnik powodujacy wyréznienie dwoch grup: danych
badanych i grupy kontrolnej okazal znaczny wplyw na warto$¢ ocenianego parametru.
Jesli natomiast serii tych jest duzo — wowczas niemozliwe jest odrzucenie hipotezy H,
etoszacej, ze rozwazane populacje nie réznig si¢ od siebie. Wszak dokladne ,,wymieszanie™
warto$ci analizowanego parametru (czego znamicnnym dowodem jest duza liczba wykry-
tych serii) stanowi argument na korzy$¢ hipotezy H,!

Tak wige w tescic Walda-Wollowitza trzeba tylko wyznaczy¢ najprostsza statystyke
w postaci zliczonej liczby serii pomiarowych (oznaczanej ) i juz mozna odwota¢ si¢ do
tablicy wartosci krytycznych, w ktérej zebrano (dla zalozonego poziomu istotnosci o oraz
dla réznych wartosci liczebnosci N, i N, ) graniczne wartosci ,L(N,, N,). Jesli wyliczone
z obserwacji § < L(N,, N,) wowczas jest podstawa do odrzucenia Hy, w przeciwnym
przypadku nalezy wstrzymaé si¢ od osadu (Jak pamigtamy, zawsze — a szczegOlnie
w przypadku testéw nieparametrycznych — brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej
H, nie upowaznia do jej przyjecial).

9.2.3 Przykiad uzycia testu Walda-Wolfowitza

Rozwazmy konkretny przyktad. Oceniano stan kliniczny 19 pacjentéw cierpigcych
na przewleklte zapalenie gérnych drég oddechowych. Lekarze okreslili ten stan, wskazujac
pozycje kazdego pacjenta na liscie od pierwszego (najlzejszy) do ostatniego (najcigzszy
stan) miejsca w tym swoistym szeregu rang. Niezaleznie od tego mikrobiologowie
ustalili dla kazdego pacjenta rodzaj drobnoustrojéw chorobotworczych, dominujacych
w wymazie z nosogardzieli, dzielge w ten sposéb populacje pacjentéw na dwie podgrupy:
u jednych stwierdzono obecno$¢ gronkowcdw (N, = 10) a u drugich paciorkowcow
(N, = 9). Nalezy zbadaé, czy hipoteza, ze paciorkowce s3 odpowiedzialne za cig¢zsze
kliniczne przypadki znajdujace potwierdzenie w obserwacjach. Oczywiscie na poczatek
stawiamy hipotez¢ H, . Zze obie populacje nie réznia si¢ i analizujemy przytoczong
nizej tabelg 9.1 aby ustalié, czy mozna ja obali¢. Jak wynika z tabeli £ = 12, natomiast
znaleziona w tabeli (na koricu skryptu) warto$¢ krytyczna (L(N,, N,) dla o = 0,05,
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Ny =10 i N, = 9 wynosi 6. Jak z tego wynika { > L(N;, Ny) z czego wynika, Ze
brak podstaw do obalenia hipotezy H,,.

Tabela 9.1

Zestawienie oceny stanu klinicznego pacjentéw z przewlektym zapaleniem gérnych
drog oddechowych wraz z informacja, jaki rodzaj bakterii wykryto w wymazie

z nosogardzieli

Ocena stanu klinicznego Rodzaj bakterii
(ranga) g = gronkowce Numer serii
p = paciorkowce

1 g

1
2 ¢ }
3 p 2
4 g
5 g

3
6 g
7 g
8 p 4
9 g 5
10 p 6
11 g 7
12 p

8
13 p }
14 g 9
15 p
16 p } 19
17 g 11
18 p
8 : b

12 — Biometria
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Uzywanie tabeli dla wartosci krytycznych ((N,, N,) jest uciazliwe dla wigkszych
wartosci N, 1 N,. Na szczgscie rozklad { zmierza szybko (dla duzych N, i N,) do rozkladu
normalnego. Parametrami tego rozkladu sa:

2N, N,

2NN, (2N, N, =N, = N,)
_ g _ &V 1y Rl 1 2
M, N1+N2+l C:

o (N +NoE(N + N, = 1)

Postugujac si¢ zmienng

C‘H:
g,

[ =

mozemy wigc zakladac, ze jest to zmienna majaca standaryzowany rozklad normalny
i mozemy ja ocenia¢ w znany z praktyki testéw parametrycznych, typowy sposib.
Wprawdzie w rozwazanym wyzej przykladzie wartoscii N, i N, trudno bylo uznaé za
wduze”, jednak dla ilustracji mozna sprawdzi¢, do jakich wnioskéw doprowadzi w tym
wypadku zatoZenie o normalnosci rozkladu £. Zaczniemy od wyliczenia parametréw rozkladu

2¥10*9
=g, 9 = 1047
_Af2%10*%9«(2+10+«9-10-9)
c:—J 198+ 18 =211

{=(12-1047)/2,11 = 0,725

Wynik oceny mozliwosci obalenia H, jest w tym wypadku natychmiastowo negatywny,
bez koniecznosci odwolywania si¢ do jakichkolwiek tablic: otéz € > p, (E > 0), a tym-
czasem warunkiem odrzucenia Hy jest E < 0. Jak z tego wynika, wniosck z obliczer
opartych na przyblizeniu rozkladem normalnym potwierdza w rozwazanym przykladzie
wniosek z obliczen dokladnych.

9.2.4 Test Manna-Whitneya

Omowiony wyzej test Walda-Wolfowitza mial istotne zalety w postaci prostego i fa-
twego do realizacji algorytmu, miat jednak takze wade w postaci malej efektywnosci.
Niektorzy badacze [Blalock] szacuja ja nawet zaledwie na 75%, co jest wynikiem znacznie
gorszym niz rezultaty uzyskiwane w innych testach. Pod tym wzglgdem znacznie korzy-
stniejszy jest test Manna-Whiteya, ktéremu przypisuje si¢ efektywno$é 95%. Test ten
opisywany jest w podr¢cznikach w r6znej postaci i przy prezentacji istoty tego testu
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w niniejszym skrypcie wybrano arbitralnie jedng z tych alternatywaych form opisu, kierujac
si¢ glownie latwoscia komputerowej implementacji testu. W uzupelnieniu tych wprowa-
dzajacych uwag warto tylko jeszcze odnotowaé fakt, ze test Manna-Whitneya w niektérych
swoich odmianach nazywany jest w literaturze testem Wilcoxona — chociaz bez trudu
mozna wykaza¢ merytoryczng rownowazno$¢ wszystkich tych formalizacji.

Punktem wyjScia w opisywanym tescie jest znowu zbiér danych — ilosciowych lub
jakoSciowych — pochodzgcych z dwéch poréwnywanych populacji. Wsréd danych tych
musi by¢ wprowadzone uporzadkowanie od najmnicjszej do najwigkszej wartosci —
podobnie jak w omawianym wyzej tescie serii (Walda-Wolfowitza). Jednak mozliwe jest
tu wprowadzenie tzw. rang wigzanych, to znaczy dopuszczalna jest sytuacja, w ktbrej
kilka obserwacji otrzyma t¢ samg ocen¢ i zostanie sklasyfikowane na ,tym samym migjscu”
w tabeli rang. Ulatwia to na ogdl rolg eksperta, kiéry musi dokona¢ uporzadkowania
obserwacji wzglednie umozliwia uwzglednienie sprzecznych opinii kilku rzeczoznawcow.
Stanowi to — obok wyZszej efektywnosci — kolejny atut testu Manna-Whitneya i zachgca
do jego szerokiego stosowania.

Podstawa do podjecia decyzji jest w opisywanym (tescie suma rang (ocen, pozycji na
liscie) uzyskanych przez obydwie poréwnywane populacje. Poniewaz laczna ilo§¢ rang
pozostajacych do rozdysponowania jest ograniczona, gdyz przyjmuja one wartosci z prze-
dzialu od 1 do N, gdzie N = N; + N, jest laczng liczba wszystkich obserwacji, przeto
wystarczy policzy¢ sumg rang dla jednej tylko populacji, gdyz druga sum¢ mozna wyliczy¢
Ze WzZoru

i o)

R, 5

_Rl

gdzie R, i R, sa odpowiednimi sumami rang dla obydwu rozwazanych populacji.
Przykiad
Sposéb obliczania R, i R, latwo mozna prze$ledzi¢ w oparciu o dane zebrane w ta-
beli 9.1, Policzmy sume¢ rang dla populacji w kt6rej wykryto gronkowca
Ri= 1+4+2+4+5+6+7+9+11+14+17=76
Policzmy takze sum¢ rang dla drugiej grupy, tzn. dla paciorkowcdw:
Ry=3+8+10+12+13+15+16+18+19=114
a nastgpnie skorzystajmy z przytoczonego wyzej wzoru:

Ry=19*20/2 76 =190 - 76 = 114
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Rzeczywiscie, zgadza sig.

Majac zliczone wartoSci R, 1 R,, a takZze znajac liczebno$¢ populacji N, 1 N, (jak
pamigtamy w rozwazanym przykladzie Ny = 10 a N, = 9) mozemy wyliczy¢ statystyke
testu Manna-Whitneya, oznaczang zwyczajowo U. Mamy do dyspozycji dwa réwnowazne
wzory

N (N +1
U=NlaN2+__'_(_2’__)_RI
Ny, (N, + 1
U:NI$N2+¥_ :
Przyktad

Korzystajac z drugiego z podanych wzoréw wyliczamy warto$¢ statystyki U dla
rozwazanego wyzej przykladu

U=10*9+9*10/2-114 =21

Teraz zachodzi potrzeba poréwnania wyliczonej wartoéci U z warto$cia krytyczng. Warto$é
«U(Ny, N;) mozna odczyta¢ z odpowiednich tabel, podanych na koricu skryptu, przy czym
dla o = 0,05 i warunkéw okreSlonych w rozwazanym przykladzic warto$¢ krytyczna
wynosi U = 20. Hipotez¢ H, mozna obali¢, jesli obliczona na podstawie danych ekspe-
rymentalnych warto$¢ statystyki U jest mniejsza od krylycznej, zalem w omawianym
wypadku wniosek z zastosowania testu Manna-Whitneya jest analogiczny jak uprzednio
okreslony przy zastosowaniu testu Walda-Wolfowitza: brak podstaw do obalenia hipotezy
Hy, zatem brak réwniez podstaw do przypuszczen. ze chorzy zakazeni przez paciorkowce
cigzej przechodzy zapalenie gornych drég oddechowych. Zwré¢my jednak uwage jak mato
brakowalo do tego, by decyzja byla przeciwna. Ta subtelno$¢ testu Manna-Whitneya
potwierdza jego renomg jako testu o wysokiej efektywnosci. Istotnie, prawdopodobieristwo
bledu II rodzaju B jest tu wyraZnie nizsze niz w przypadku testu serii, gdyz po prostu
hipotez¢ H, znacznie latwiej obalic.

Mankamentem testu Manna-Whitneya jest — podobnie jak w przypadku testu serii
— konieczno$¢ stosowania skomplikowanych tablic wartosci krytycznych. Dlatego znaczna
populamos¢ zdobyla sobie uproszczona wersja lego testu, nazywana testem Z. Zasadniczo
test Z powinno si¢ stosowa¢ dla duzych wartosci Ny i N, (>20), jednak jego uzycie dla
mniejszych N daje czgsto takze dobre rezultaty. Test Z polega na wyliczeniu statystyki
Z okreslone) wzorem

R, =Ry~ (N, = Ny) (N + 1)/2
YN, N, N+ 1)/3

/=
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Statystyka Z ma (w przyblizeniu) standaryzowany rozklad normalny, mozna wigc oceniaé
jej wartosci poprzez poroéwnanie z wartoSciami odczytanymi z tabeli dla rozkiadu nor-
malnego (przykiadowo dla typowo przyjmowanego o = 0,05 warto$¢ krytyczna wynosi
oczywiscie Z = 1,96). Zasada wnioskowania statystycznego obowiazujaca przy tescie Z
polega na odrzuceniu Hy, jezeli warto$¢ Z jest wigksza (biorac pod uwage bezwzgledng
warto$¢) od wartosci krytycznej Z. Przy okazji warto zauwazy¢, Ze struktura wzoru dla
Z ujawnia, o co wlasciwie we wszystkich tych testach chodzi. Zauwazmy, ze podstawowym
elementem wzoru dla Z jest réznica R, - R,, co zywo przypomina licznik wzoru dla
testu -Studenta poréwnujacego dwie Srednie.

Przykiad
Skorzystajmy z testu Z i raz jeszeze poddajmy ocenie dane zawarte w tabeli 9.1. Poniewaz
wszystkie elementy wzoru sq znane, wystarczy porachowaé warto$¢ statystyki Z:

76— 114 (10-9) *20/2 _
- V10 * 9 * 20/3 N

Z -196

Jak wida¢ warto$¢ statystyki wypadla dokladnie na granicy znamiennosci, co jednak nie
upowaznia jeszcze do obalenia hipotezy H,. Nie zapominajmy przy tym, Ze jest to
postgpowanie przyblizone, dajace dobre oszacowanie jedynie dla duzych wartosci liczeb-
nosci Ny, 1 N,, co w rozwazanym tu zadaniu nie zachodzi. Przedwczesne wige byloby
zamykanie tych rozwazan konkluzjg, ze test Z jest jeszcze bardziej efektywny od ..pelnego”
testu U Manna-Whitneya.

Warto natomiast wskazaé, ze dla licznych danych, dla ktérych zarezerwowane jest
stosowanie testu Z, metodyka obliczania R, 1 R, staje si¢ nieco ucigzliwa, przy czym nie
chodzi tu 0 ucigzliwoscei obliczeniowej natury (gdyZz tymi wobec powszechnej dostgpnosci
komputeréw mozemy si¢ nie przejmowac), lecz o trudnosci z samym ustawieniem
danych™. Jesli bowiem mozna mySle¢ o uporzadkowaniu w jednolita tabelg oceny stanu
klinicznego kilkunastu pacjentow, to trudno oczekiwaé, ze ktos dokona takiej klasyfikacji
dla kilkuset osobnikéw! Dlatego przy niezaprzeczalnej uzytecznosci testu Manna-Whitneya
dla niclicznych obserwacji (bardzo typowych przy opracowywaniu nowych metod diag-
nozowania lub doskonalszych technik leczenia) — trudno zgodzi¢ si¢ z wysoka oceng
Jego przydatnosci dla zadan wnioskowania statystycznego w epidemiologii, gdzie wchodzy
w gre setki obserwacji. Potrzebne sa wiec dalsze testy.

9.2.5 Test Kolmogorowa-Smirnowa
Podstawg testu Kotmogorowa-Smimowa jest zalozenie, ze stosunkowo liczne dane
obserwacyjne, pochodzace z dwéch populacji, wyrazajg si¢ jakoSciowymi parametrami,

ktorym mozna przyporzadkowac kilka kategorii. Korzysine jestjesli kategorie te wpro-
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wadzaja pewien porzadek (w rozumieniu ,lepiej — gorzej” lub ,wigcej — mniej”) ale
nie jest o w rozwazanej tu metodzie tak wazne, jak w dwéch uprzednio dyskutowanych
testach. Dane obserwacyjne grupuje si¢ poczatkowo w tabeli, ktdrej wiersze odpowiadaja
wyr6znionym kategoriom ocenianego parametru, a kolumny — dwu wydzielonym popu-
lacjom. Struktura takiej tabeli w ogdinym przypadku jest nastgpujaca:

m X721
X12 Xn
X3 X3
Xin X2

przy czym oczywiscie
Z.\'”-T-Nl oraz Zx'z"=N2
i=|

gdzie N, i N, sa (duzymi z reguly) liczebno$ciami danych z pierwszej i drugiej populacji.
Pierwszym krokiem jest dokonanie kumulacji danych w wyniku czego powstaje tabela

n Yu

Y12 Y22

i3 Y23

Yin Yan
przy czym

'
y=Zx, (=12

Oczywiscie w wyniku takiego przeksztalcenia y; = x; oraz y, = N; (dla i = 1, 2).
Kolejnym przeksztalceniem jest zamiana skumulowanych zliczen y; na czgstosci p;
zgodnie ze wzorem:
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Podstawg wnioskowania statystycznego w tescie Kolmogorowa-Smirnowa jest statystyka
D okreslona jako

D= max | ;= P
Isjsa pi} 2!{

Prowadzac wnioskowanie z uzyciem tego testu, stawia si¢ (jak zwykle) hipotezg H,

gloszjca, ze pomigdzy rozwazanymi populacjami nic ma zadnej réznicy. Hipotezg t¢

wolno obali¢, jesli wyznaczona warto$¢ D bedzie wigksza niz wartos¢ krytyczna D,

obliczana ze wzoru

- ’N1+N2
«D= N, * N,

Dla a = 0,05 obowiazuje D = 1,36, dla o = 0,01 D = 1,63, a dla o = 0,001 ,D = 195,
zatem wzrost wymaganej doktadnosci wnioskowania powoduje wzrost D, za$ zmniejszenie
wymaganego poziomu ufnosci pocigga za soba zmniejszenie wartosci D — na przyklad
dla o = 0,10 mamy D = 1,22.

Metodyka stosowania testu Kolmogorowa-Smirnowa jest wyjatkowo prosta, jak latwo
zauwazy¢ nie wymaga nawet korzystania z tablic wartosci krytycznych. Potwierdza to
takze przedstawiony nizej przyklad.

9.2.6 Przyklad wykorzystania testu Kolmogorowa-Smirnowa

Przedmiotem badania jest wplyw antybiotykoterapii na wynik leczenia pewnej klasy
schorzen wirusowych. Jak wiadomo antybiotyki nie niszczg wirusdw, przeto ich dziatanie
podczas terapii chor6b wirusowych musi by¢ rozpatrywane wylacznie jako funkcja
ostonowa — aby uniemozliwi¢ rozwini¢cie si¢ skojarzonego z infekcja wirusowy za-
kazenia bakteryjnego. Jednak antybiotyki nie sa obojetne dla zdrowia i wielu lekarzy
kwestionuje celowo$é ich stosowania w zakazeniach wirusowych upatrujac w nich
czynnik pogarszajacy stan pacjenta. Aby rozstrzygnaé ten problem przeprowadzono
obserwacje na grupie 236 chorych, ktérym nie podano antybiotykéw i 274 chorych,
u ktérych stosowano antybiotykoterapi¢. Stwierdzono w kazdej grupie pewng liczbe
polepszen i pewng liczbg pogorszen stanu obserwowanych pacjentéw. Z danych tych
zdawalo si¢ wynikaé, ze antybiotykoterapia jest celowa: w grupie chorych ktérym
podano antybiotyki obserwowano mniejsza liczb¢ pacjentéw z pogorszeniem stanu
i wigkszg liczbe calkowitych ozdrowieficOw niz w poréwnywanej grupie bez antybioty-
koterapii. Zachodzi jednak pytanie, czy ecfekt ten mozna uznaé za statystycznie zna-
mienny? Dla uzyskania odpowiedzi na to pytanie sporzadzono systematyczng tabelg
obserwacji (Tabela 9.2).
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Tabela 9.2

Obserwacje wynikow leczenia chorych z wirusowym zapaleniem pluc w zaleinosci
od podawania lub niepodawania antybiotykéw (w tabeli zebrano liczhy
odpowiednich pacjentiw)

Lp. efekt leczenia bez antybiotyku | z antybiotykiem
1 pogorszenie 58 31
2 stan bez zmian 51 46
3 niewielkie polepszenie 47 53
4 wyrazne polepszenic 44 73
5 zanik objawéw choroby 22 51
6 catkowite wyleczenie 14 20
Razem 236 274

Na podstawic tej tabeli dokonano oblicze zgodnie z zasadami obowiazujacymi dla
testu Kotmogorowa-Smimowa. Wyniki tych obliczer zebrano w tabeli 9.3, z ktorej wynika,
ze wartos¢ statystyki D wynosi w rozpatrywanym przypadku 0,187,

Tabela 9.3

Etapy przksztatcania danych z tabeli 9.2 zgodnie z algorytmem testu
Kotogorowa-Smirnowa

bez antybiotyku

z antybiotykiem

R skumulo- | czesto$¢ | skumulo- | czestos¢ | Roznica Uwagi
wane wane

1 59 0,246 31 0,113 0,133

2 109 0.462 77 0,281 0,181

3 156 0,661 130 0474 0,187 max
4 200 0.847 203 0,741 0.106

5 222 0,941 254 0,927 0,014

6 236 1.000 274 1,000 —
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Znajdujemy warto$¢ krytyczng dla oo = 0,01;
2 ,236 + 274
«D= N3367% 274 =1.63-0,0888 = 0,145

Okazuje si¢, ze D > ,D co upowaznia nas do podjecia decyzji o odrzuceniu hipotezy H,
gloszicej, ze antybiotykoterapia nie ma wplywu na efekt leczenia. Udowodniono w ten
sposéb, ze z bardzo wysokim poziomem ufnosci (1 — & = 0,99) mozna wykaza¢ pozytywny
wplyw oslonowego podawania antybiotykéw w przypadku rozwazanej klasy zakazen
wirusowych.

9.2.7 Test Wilcoxona dla par

Podobnie jak w przypadku testu Studenta, do ktérego stale nawigzujemy, w testach
nieparametrycznych takze mozna osiagnac znaczne zwigkszenie czutosci i selektywnosci
testu jesli wykorzysta si¢ dodatkowe informacje o poréwnywanych danych. Najbardziej
typowym przykladem takiej dodatkowej informacji jest stwicrdzenie, ze pordwnywanc
dane tworzi naturalne pary i poréwnania nalezy dokonywac w obrgbie tych par. W zakresie
testow nieparametrycznych wykorzystywanym testem jest w tym wypadku test Wilcoxona.
Wymaga on zastosowania danych okreslanych jako przynajmnicj porzadkowo-metryczne,
czyli posrednich pomigdzy danymi w petni iloSciowymi, a danymi calkowicie jako$ciowymi.
Chodzi mianowicie o to, by nie tylko dane mozna bylo uporzadkowaé wedtug kategorii
~mniejsze — wigksze”, ale w dodatku aby w podobny sposéb mozna bylo uporzgdkowaé
roznice migdzy danymi w obrgbie rozwazanych par.

Istota testu polega na nastgpujacej metodzie postgpowania. Gromadzimy obserwacje
majice postac par (v, v i = 1, ..., N — najczesciej dwa réZne oznaczenia (ego samego
parametru u tego samego pacjenta — na przyklad przed i po zabiegu operacyjnym.
Nastepnie dla kazdej pary wyznaczamy roznicg

di=x;-)y;, i=1,..,N

Warto podkresli¢, ze zar6wno x;, y; jak i d; nie muszy by¢ danymi liczbowymi w Scistym
tego stowa znaczeniu. Wystarczy jeSli mozna bedzie sensownie zdefiniowad réznice
d; oraz dokona¢ pomigdzy tymi réznicami poréwnania, wprowadzajac ich uporzadko-
wanie i odpowiednie numery (rangi). Range réznicy d; oznaczymy przez r; przy czym
podczas rangowania nie dokonuje si¢ réZnicowania pomig¢dzy dodatnimi i ujemnymi
roznicami d;. Natomiast wyliczajac statystyke omawianego testu, oznaczony 7', musimy
zesumowa¢ rangi réznic osobno dla réznic dodatnich i osobno dla réznic ujemnych.
Powstajg w ten sposéb dwie liczby — z ktérych do dalszych rozwazaf wybieramy
mniejsza.
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T= min(zr,-, zr;]

d>0 d4<0

To wlasnie mniejsza z sum rang jest wartoscia statystyki 7, ktorg poréwnuje si¢ z wartoscia
ol vy odczytywang z tabel. Hipotezg //; (jak zawsze oznaczajaca, Ze nie ma réznicy
migdzy obserwacjami) mozna odrzucic, jesli

T< uT{N)

Opisane post¢powanie jest zupelnie proste z wyjatkiem ustalania rang réznic, ktére z reguty
sg rangami wigzanymi, gdyZz przy niezbyt rozbudowanych (zazwyczaj) skalach wartosci
X; oraz y,, warlo$ci d; cz¢sto si¢ powtarzajy i trzeba je opisywaé rangami r; 0 tej samej
wartosci, wynikajacej z Sredniej pozycji takich zwigzanych rang w uporzadkowanym
szeregu wartoSci. Najlepiej przesledzi¢ to na podanym nizej przykladzie.

9.2.8 Przykiad zastosowania testu Wilcoxona

Oceng skuteczno$ci szczepienia przeciwko okreslonej chorobie wygodnie jest doko-
nywac na podstawie ustalenia w surowicy krwi pacjenta tzw. miana przeciwcial. Miano
to zwykle jest niezerowe juz przed szczepieniem, gdyz pacjent zwykle miewal juz wczesniej
naturalng styczno$¢ z rozwazanym antygenem i dlatego ocena skutecznodci szczepienia
musi by¢ dokonana na podstawie analizy statystycznej. W tabeli 9.4 zestawiono wyniki
badan, w ktérych u 13 pacjentéw dokonano dwukrotnego oznaczenia miana przeciwciat
— przed 1 po szczepieniu. Badanie ma odpowiedzied na pytanie o skutecznos¢ szczepienia,
zatem zgodnie z przyjeta pragmatyka stawiamy hipotez¢ H,, Z¢ szczepienie nie mialo
wplywu na wartos¢ miana przeciwcial,

W tabeli 9.4 wyliczono takze réznice d; dla ktérych trzeba teraz ustali¢ rangi. Wypisujac
te roznice w kolejnosci ich bezwzglednych wartoSci ofrzymujemy nastepujacy szereg
liczb:

45 6 6 6 8 8 10 12
45 -8 1 o—105— 1213

Ponizej liczb d; wypisano odpowiadajace im rangi r,. Latwo zauwazy¢ bez liczenia, Z¢
zdecydowanie wigcej jest roznic d; < 0 (u wigkszosci pacjentéw miano przeciwcial wzrasia

po szczepieniu), zatem statystyke T wyznaczymy z rang réznic dodatnich:

T=15+4+8=135
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odczytana z tablic warto$¢ krytyczna Ty, = g5 T3, = 17, zatem zdecydowanie mozemy
odrzuci¢ H,.

Tabela 9.4

Zestaw obserwacji skutkow szczepienia podlegajacych ocenie z wykorzystaniem
testu Wilcoxona

Miano przeciwcial ranga
Lp. T — réznica znak réznicy
przed szczepieniem po szczepieniu

1 63 68 5 - 6
2 41 49 8 - 10,5
3 54 53 1 +
4 71 75 B - 5
- 39 49 10 - 12
6 44 41 3 + | [4]
7 67 75 8 - 10,5
8 56 58 2 - 3
9 46 52 6 - 8
10 37 49 12 - 13
11 61 55 6 +

12 68 69 1 - 1.5
13 51 57 6 - 8

Tabele dla testu Wilcoxona zestawiane sa gléwnie dla matych warto$ci N, poniewaz
dla N > 25 statystyka T z zadowalajacym przyblizeniem moze by¢ aproksymowana roz-
kladem normalnym o parametrach

N(N+1)
Hr= 4
" _JN(EH DN+
r 24

i testowanie hipotezy H, moze odbywa¢ si¢ w oparciu o wartosci krytyczne dla standary-
zowanego rozkladu normalnego.
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9.3 Badanie charakteru rozkladu

9.3.1 Uwagi wprowadzajjce

W wicelu metodach statystycznych mozliwos¢ zastosowania okreslonej metody poste-
powania warunkowana jest tym, ze dane muszy podlega¢ okreSlonemu, ustalonemu roz-
kladowi prawdopodobieristwa (na przykiad test r-Studenta mozliwy jest do zastosowania
wylacznie dla danych o rozktadzie normalnym). Z tego wzgledu zadanie identyfikacji
charakteru rozkladu jest w biomeltrii jednym z wazniejszych i jednym z (niestety) czescie)
pomijanych.

Przeswiadczenie o tym, Zze dane maja okreslony rozklad ma z reguly charakter intuicyjny
i nieswiadomos$¢ potrzeby weryfikacji tego zatoZenia jest stalym elementem badan staty-
stycznych. Tymczasem rozbiezno$¢ migdzy postulowanym (najczesciej normalnym) a rze-
czywistym charakicrem rozkladu moze by¢ Zrédlem wyjatkowo przykrych rozczarowan
przy stosowaniu metod statystycznych. Dlatego zalecany spos6b posigpowania musi obej-
mowa¢ werylikacj¢ charakteru rozkladu ilekro¢ zamierzamy zastosowac techniki statysty-
czne wymagajace danych o okreslonym rozkladzie. W og6lnym wypadku weryfikacja
charakteru rozkladu jest zadaniem trudnym wiasnie dlatego, Ze jest to zadanie z samej
swojej natury nieparametryczne. W odniesieniu do rozkladéw wielowymiarowych problem
identyfikacji (w szerokim tego stowa znaczeniu) rozkladu jest jednym z najtrudniejszych
zadan statystyki.

Jest jednak zadanie, ktére jest szczegblnie wazne z praklycznego punktu widzenia,
a ktére stosunkowo latwo rozwiazaé. Chodzi o sprawdzenie, czy rozwazany zbiér danych
spelnia zaloZenie, ze dane te zaczerpnigte zostaly z populacji o rozkladzie normalnym.
Warto podkreslicé, ze chodzi o jednowymiarowy rozklad normalny, gdyZ rozklad wielowy-
miarowy nie moze by¢ weryfikowany tak tatwo. Wspomniane zadanie rozwigza¢ mozna
z uzyciem lak zwanego testu A-Kotmogorowa, ktéry teraz dokladniej opiszemy.

9.3.2 Test A-Kolmogorowa

Opisywany test opiera si¢ na nastgpujacych zasadach: cheac stwierdzi€, ze obserwowane
dane podlegaja okreslonemu rozkladowi (najczgsciej normalnemu), sporzadzamy dystry-
buant¢ (empiryczng) obserwowanego rozkladu analizowanych danych i poréwnujemy ja
z dystrybuantg zalozonego rozkladu teorctycznego. Podstawy do podjgcia decyzji jest
maksymalna warto$¢ réznicy pomigdzy dystrybuanta empiryczng i teoretyczna. Warto
zwrocié uwage, ze test ten jest pod wieloma wzglgdami podobny do testu Kolmogoro-
wa-Smimowa, chociaz cel jego stosowania jest w tym wypadku zdecydowanie inny.

Punktem wyjscia do obliczen jest uporzgdkowanie ocenianych obserwacji x,, ..., Xy
w cigg o rosngcych wartosciach x;. Dla dalszych obliczen wygodne jest pogrupowanie
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danych w male przedziaty, dla kiérych okresla si¢: prawy koniec kazdego przedziatu x;
oraz liczbg probek (obserwacji) zawartych w wybranym przedziale n;. Jesli brak innych
przestanek, mozna rozwazane przedzialy rozciagaé po prostu pomigdzy kolejnymi danymi,
przyjmujic jako granice przedziatu odpowiednio x; | (wylacznie) oraz x; (wlacznie) 1 przyj-

mujac oczywiscie m; = 1 (i = 1, ..., N). Jako warto$¢ dystrybuanty empirycznej F (x,)
przyja¢ mozna w tej syluacji warto$é
zllj
dsi
F,(x)= N

czyli wzgledne (wydziclone przez faczng liczebno$¢ N) skumulowane liczebnosci klas do
x; wlacznie. Przy zatozeniu okreSlonego typu rozkladu mozna teraz z wartosci (xy, ... xy)
wyznaczy¢ parametry rozktadu (na przyklad p i o dla rozkladu normalnego), przy czym
oczywiscie w miar¢ moznosci mozemy opierac si¢ na zgodnych i efektywnych estymatorach
tych parametréw. Na podstawie parametrow rozkladu mozemy (z tablic) wyznaczy¢ teo-
retyczne wartosci dystrybuanty F, (x;). Decyzj¢ podejmujemy w oparcin o statystyke A
wyliczang ze wzoru:

A=DVN
gdzie

D=sup |F,(x)=F,(x)

Wyliczona warto$¢ A pordwnywana jest z wartoséia krytyczng (A wyznaczong z tablic.
Dla najczestszego rozwazanego przypadku o = 0,05, (A = 1,358 i nie zalezy ani od
liczebnosci N ani od weryfikowanej postaci rozkiadu, co jest bardzo wygodne w prakty-
cznych zastosowaniach. Praktyczne wyliczenia z wykorzystaniem testu A opisane s w ko-
lejnym podrozdziale, ilustrujge tez¢, ze lechniczna strona tego testu jest tatwa i prosta
w zastosowaniach.

9.3.3 Weryfikacja normalnosci rozkiadu testem A Kolmogorowa

Jako przyklad weryfikacji postaci rozktadu za pomoca testu A Kolmogorowa rozwazymy
zagadnienie weryfikacji normalnosci rozkladu pewnych danych biochemicznych. W (abe-
li 9.5 zestawiono usystematyzowane wyniki badania 200 probek osocza krwi, w Ktérym
oznaczano 110$¢ tzw. azotu pozabiatkowego (.reszta azotowa”). Poniewaz byly to prébki
krwi ludzi zdrowych (bez uremii), przeto rozrzat obserwowanych wartosct byt niewielki.
Zachodzi pytanie, czy mamy tu do czynienia z rozkladem normalnym.
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Tabela 9.5
Wyniki oznaczen azotu pozabiatkowego (w mg% N) dla 200 prébek osocza krwi

Zawarto$¢ azotu liczba prébek
29,5 - 305 12
30,5 - 31,5 23
31,5 - 325 35
32,5 -335 62
335-345 44
345 -355 18
355 - 36,5 6

Aby to sprawdzi¢ dokonano wyliczen warto$ci skumulowanych liczebnoéei, a na ich
podstawie wyznaczono wielkoSci F, (x;) dla wszystkich x,. Z drugiej strony, poszukujac
wartosci F, (x;) wyznaczono parametry rozkladu, otrzymujac estymatory

329
1.4

M
o

Na tej podstawie wprowadzono zmienng U majaca standaryzowany rozklad normalny

X

=
! ]

dla tych zmiennych wyznaczono z tabel rozkladu normalnego wartodci F, (x;). Na koniec
wyznaczono wartosci

D;=1F,(x)~-F, (x)|
i zlokalizowano warto§¢ maksymalng D. Wszystkie obliczenia zebrano w tabeli 9.6, gdzie
w lewej czeSci zamieszczono wyliczenia zmierzajace do okreslenia F, (x) a w prawgj

— przeksztalcenia zmierzajace do ustalenia F, (x,).
Poniewaz

A=DVN = 0,036 ¥200 = 0,509

Jest wartoScig znacznie mniejsza od krytycznej (A = 1,358) przeto nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej H,, gloszacej, ze rozklad jest normalny.
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Tablica 9.6

Etapy przeksztatcania danych z tabeli 9.5 podczas doprowadzenia jej do postaci
wymaganej w tescie A-Kolmogorowa

X; n " F, (x) u; F, (x,) D,
skumul,
30,5 12 12 0,060 -1,71 0,044 0,016
31,5 23 35 0,175 -1,00 0,159 0,016
32,5 35 70 0.350 -0,29 0,386
33.5 62 132 0,660 043 0,666 0,006
34,5 44 176 0,880 1,14 0,873 0,007
35.5 18 194 0,970 1,86 0,969 0,001
36,5 6 200 1,000 2,57 0,995 0,005

9.3.4 Weryfikacja charakateru rozkladu za pomocg testu y?

Do weryfikacji charakteru rozkladu uzy¢ mozna takze opisanego w rozdziale 6 testu
%*. Zasada uzycia tego testu polega na skonfrontowaniu liczebnosci empirycznych obser-
wowanych danych w poszczegdlnych klasach (wyréznionych jako przedzialy wartosci
tych danych) z wartosciami liczebnosci teoretycznych, wyznaczonych przy zatoZeniu, ze
dane podlegaja hipotetycznie zakiadanemu rozkladowi prawdopdopodobieristwa. Technika
przeprowadzania badan jest przy tym nastgpujaca:

Przedzial zmiennosci badanych danych dzieli si¢ na » rozlacznych klas i w kazdej
z tych klas wyznacza si¢ liczebno$¢ danych N, Oczywiscie

Y N;=N

gdzie N jest liczba obserwacji. Podzial przedzialu zmiennosci na r klas mozna przeprowadzié
dowolnie, najprosciej jest jednak zwykle podzieli¢ go réwnomiernie to znaczy przyjaé
takg samg dlugo$¢ kazdej z klas. Nie jest to jednak podzial optymalny, gdyz wtedy
w niektérych przedziatach znajdzie si¢ bardzo duzo obserwacji (duze N)), a w innych nie
bedzie ich wcale lub bgdzie bardzo malo. Jak wiemy z uwag zawartych w rozdziale 6
sytuacja taka jest w tescie ¥* bardzo niekorzystna, gdyz ,komorki” w tablicy kontyngencji
o matych liczebnosciach empirycznych zmuszaja do stosowania specjalnych poprawek na
niecigglos¢ testu (na przykiad poprawki Yatesa) i nalezy ich unikaé. Tak wigc alternatywna
propozycja podzialu polega na takim wyborze r wyréznionych klas, by w kazdej klasie
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miescita si¢ — w przyblizeniu — taka sama liczba obserwacji N;. Oczywiscie w praktyce
badacz wybiera taki podzial, jaki jest mu wygodny.

Po dokonaniu podziatu okresla si¢ prawdopodobienistwa p; z jakimi, przy zalozeniu,
ze rozklad jest zgodny z hipotetycznie zakladanym, zmienna losowa przyjmowalaby
wartosci z poszczegblnych wyréznionych klas. W tym celu oczywiscie najpierw trzeba
obliczy¢ (na podstwie calej préby) wartosci parametrow hipotetycznego rozkladu, a na-
stgpnie z tablic funkcji gestosci lub dystrybuanty ustali¢ odpowiednie prawdopodobieristwa
teoretyczne p,. Prawdopodobiefistwa te wraz z liczebnodcig proby N pozwalaja na wy-
znaczenic wartosci liczebnosci teoretycznych w poszczegdlnych polach tablicy % i w dal-
szej konsekwencji na wyznaczenie wartosci statystyki x°. Statystyke t¢ mozna zreszly
obliczy¢ latwiej ze wzoru

Z (Ni=Np)p
i=1 Nb;

w ktérym wszystkie oznaczenia zostaly wezesnicj przedyskutowane. Odrzucenie hipotezy
zerowe) (gloszace), ze rozwazana zmienna ma rozklad zgodny z zadanym rozkiadem
leoretycznym) nastepuje w wypadku przekroczenia przez %* wartosci krytycznej odezytane;
z tablic, jak to dokladnie i szczegélowo opisano w rozdziale 6. Jedynym punktem wy-
magajacym chwili zastanowienia jest kwestia ustalenia liczby stopni swobody. O16z odczyt
z tablic wartosci krytycznych powinien nastapi¢ dla liczby stopni swobody wynoszaice]

r-k-1

gdzie k jest liczbay parametréw wyznaczanych dla ustalenia rozkladu teoretycznego (np.
dla rozktadu normalnego & = 2 a dla rozkladu Poissona k& = 1). Poza tym szczegélem
metodyka postgpowania jest rutynowo jasna i nie wymaga wyjasniefi, (szczegolnie wobec
obszernego dyskutowania zasad uzycia testu x> w rozdziale 6) dlatego przyklady zostana
(u pominigte.
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10. WPROWADZENIE DO WIELOWYMIAROWEJ]
ANALIZY STATYSTYCZNEJ]

10.1 Prezentacja omawianych metod,

Kazda zaawansowana analiza statystyczna badanych zjawisk wigZze si¢ w istocie z wy-
krywaniem zaleznosci migdzy rozpatrywanymi zmiennymi, gdyz na gruncie nauk doswiad-
czalnych wyodrgbnienie wiasciwych zmiennych oraz powigzan wystepujacych migdzy
nimi jest warunkiem koniecznym skonstruowania jakicjkolwick teorii.

Testowanie sity oraz rodzaju zwigzku wysigpujacego pomigdzy zmiennymi wymaga
jednak tgcznego (a zarazem réwnoczesnego) rozpatrywania tych zmiennych — konieczne
staje si¢ zatem przejscie do wiclowymiarowych metod analizy, tzn, do takich w ktérych
rozpatruje si¢ wiclowymiarowe rozklady zmicnnych losowych i proby pobierane z takich
wlasnie rozkladéw. Metody takie nosza réwniez nazwe¢ wielozmiennowych (zgodnie z ich
angielskimi odpowiednikami: multivariate, multidimensional).

Juz na pierwszy rzut oka widoczna jest przewaga (z metodologicznego punktu widzenia)
metod wiclowymiarowych pozwalajgcych na laczne traktowanie wszystkich zmiennych
i uwzglednianie zaleznosci typu wszystko zalezy od wszysikicgo™ nad opisywanymi
w pierwszej czgsci skryptu metodami testowania istotnosci roznic migdzy pojedynczymi
zmiennymi.

Rozwd@j wielowymiarowych metod analizy statystycznej doprowadzit do wyodrgbnienia
dwoch gtownych grup pokrywajacych oddzielne obszary zastosowari:

GRUPA 1 — wykorzystywana jest do wyrazania badanych zmiennych w przestrzeni

o mniejszej liczbie wymiaréw: wyréznia si¢ tu:

analize skupien,

analiz¢ czynnikowq i gléwnych sktadowych.

W przypadku analizy skupieri redukcja polega na tworzeniu wspdlnych
grup zmiennych (skupien), natomiast w przypadku analizy czynnikowej
— na tworzeniu nowych wspolnych hipotetycznych zmiennych, tzw,
czynnikdw, Analiza skupienn wykorzystywana jest réwniez do grupo-
wania obiektow sktadajacych sig na zbiér danych na podstawie podo-
bienstw wyliczanych migdzy obiektami. Z uwagi na objgtosciowe ramy
skryptu oraz catkowity odmiennos¢ metodologiczng od pozostatych me-
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tod analizy wielowymiarowej zdecydowano si¢ na wylaczenie z opisu
technik analizy skupiei. Proponuje si¢ Czytelnikowi zapoznanie si¢
z literaturg na temat analizy skupien, ktérej wykaz zamieszczony zostat
w dodatku.

GRUPA 2 — stuzy do badania powijzai migdzy zmiennymi, z rozbiciem ich na
zmienne zalezne i niczalezne. Nalezy tu zaliczyc:
analize wariancji wraz z analizq dyskryminacyjng,
analize regresji,
analizg kanoniczng.
Analiza regresji pozwala na laczng oceng sily oddzialywania na jedng
zmienng zalezng wielu zmiennych niezaleznych. Problem ten mozna
rozszerzy¢ na badanie sily oddzialywania mig¢dzy dwoma zbiorami
zmiennych, tzn. zbiorem zmiennych niezaleznych a zbiorem zmiennych
zaleznych 1 wéwcezas ma si¢ do czynienia z analiza kanoniczna. Z uwagi
na powigzanie metod obliczeniowych regresji wielokrotnej i regresji
krzywoliniowej zdecydowano si¢ na wigczenie do tej czeéci skryptu
rozdzialu opisujacego regresje krzywoliniowa.
Natomiast analiza wariancji pozwala na: ocenianie zawarto$ci informa-
cyjnej zmiennych losowych jak tez ich zbiorow, wykrywanic obszarOw
wspdlnej zmiennosci wielu zmiennych, wyznaczanie zmiennych redun-
dancyjnych, przeprowadzanie dyskryminacji czy tez systematyzowanie
nieprzejrzystego zbioru danych. Pewnym problemem jest odpowiednic
zaklasyfikowanie analizy dyskryminacyjnej z uwagi na bardzo szerokie
pojeciowo znaczenie tego terminu. W skrypcie zdecydowano sig zawezié
analiz¢ dyskryminacyjng do pewnego podzbioru metod wielowymiaro-
wej analizy wariancji, rozumicjac poprzez dyskryminacj¢ przyporzad-
kowanie obicktéow do jednej z wielu danych klas.

Z g6ry zalozone objgtoSciowe ramy skryptu nie pozwolily na oméwienic w nim metod
analizy szeregéw czasowych. Szeregi czasowe sq jednak stosunkowo rzadko wykorzysty-
wane w biometrii (za wyjatkiem prostej analizy trendu), a z drugiej strony istnieje wicle
podrecznikéw omawiajjcych ten wlasnie zakres materiatu’,

Skuteczne przeprowadzenie dowolnej analizy wielowymiarowej z uwagi na zlozono§¢
obliczeniowq mozliwe jest jedynie przy uzyciu komputera. Pociaga to za soby pewne
konsckwencje zardwno w stosunku do prezentacji materiatu teoretycznego jak i przyktadow.
W szczegdblnosei nie bedg przedstawiane wzory obliczeniowe — z uwagi na konieczno$é

1 Przykladowo mozna tu polecié ksiazkg: Box G.E.P., Jenkins G.M.: Analiza szeregéw czasowych, PWN,
Warszawa, 1983
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optymalizacji obliczen r6znia si¢ one do$¢ znacznie od podawanych wzor6w definicyjnych?,
Nieki6re, dluzsze wyprowadzenia zastapione zostaly przedstawicniem samej idei oraz
schematu postgpowania. Ograniczeniu ulegla — w stosunku do pierwszej czesci skryptu
— liczba przykladow, gdyz czasami ich prezentacja bez pomocy komputera musialaby
ograniczy¢ sig¢ jedynie do trywialnych.

Warto jednak wspomnieé, Zze wszystkie omawiane w skrypcie metody wielowymiarowe
maja swoje implementacje programowe. W przypadku mikrokomputerow typu IBM PC
poleci¢ mozna takie zintegrowane pakiety programowe jak: SPSS/PC+, StaiGraphics,
SYSTAT/SYGRAPH czy tez BMDP. Wszystkie te pakiety pozwalajy réwniez na graficzng
prezentacje zaréwno danych jak i wynikéw obliczen, co w przypadku metod wiclowy-
miarowych ma bardzo istolne znaczenie.

Opisywane w tej czgsei skryptu metody analizy wymagaja zarbwno znajomosci wielo-
wymiarowego rozktadu normalnego i rozkladéw z niego wyprowadzanych, jak i znajomosci
rachunku macierzowego. Pewne niezbgdne informacje na ten temat przedstawione zostaly
(z koniecznosci skrotowo) w dodatkach. Zaklada si¢ jednak znajomosé przez czytelnika
podstaw rachunku macierzowego i analizy matematycznej. Informacje zawarte w tej czgsci
skryptu sy niezalezne od czgsci pierwszej w tym sensie, ze mogq by¢ czytane niczaleznic
od niej, jednak pod warunkiem znajomosci podstawowego kursu statystyki matematycznej.
Réwniez poszezegblne rozdzialy stanowig odrgbne catoscei.

Metody wiclowymiarowej analizy statystycznej posiadaja juz do$¢ bogata literature.
Na koricu skryptu zamieszczono odpowiedni wykaz literatury starajac si¢ dobieraé pozycje
nie tylko latwiej dostgpne dla polskiego czytelnika, lecz réwniez w najlepszy sposob
poszerzajace przedstawione w skrypcie rozwazania,

10.2 Obiekty i cechy w analizie wielowymiarowej

Rozpoczecie jakichkolwiek analiz statystycznych wymaga uprzedniego ustalenia zbioru
tzw. jednostek statystycznych, nazywanych réwniez obiektami, oraz zbioru opisujacych
badane zjawiska cech, nazywanych zmiennymi.

W kazdym badaniu statystycznym wystepujy zatem dwa rodzaje podstawowych wiel-
kosci. a mianowicie zbidr obicktow:

0 .

2 Po raz pierwszy z tym problemem czytelnik zetknal si¢ zapewne czytajac o sposobie liczenia warancji
zmienne) losowe) — w przypadku metod wielowymiarowych i rachunku macierzowego réznica migdzy
odpowiednimi wzorami jest olbrzymia.
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udzie M jest liczba badanych obicktéw, oraz zbiér cech:
Z= {Zl. Zz. wee n ZJM]

gdzie N jest liczby rozpatrywanych mierzalnych cech. Zakiada si¢, 2e zbior cech Z
charakteryzuje kazdy obickt ze zbioru obicktow /.

Proces badawczy nie jest oczywiscie prowadzony bezposrednio na obiektach lub
cechach, lecz na realizacjach cech. Rezultat pomiaru k-t¢j cechy obicktu /; oznacza si¢
jako x;, zatem wektor

Xf= (.\'.‘1; .1','2. -...I"N) (lo'l)

odpowiada pomiarowi wszystkich cech i-tego obiektu.
Odpowiednikiem zbioru wektoréw pomiaréw:

A
X = {XI.XZ' vy X‘“l
opisujacych obiekty ze zbioru / jest macierz danych X zdefiniowana jak poniZej:
X = (xz), il 2w k=L ..,N (10.2)

W wierszach macierzy X wystgpuja obickty X, ktére traktuje si¢ jak punkty lub wektory
usytuowane w N-wymiarowej przestrzeni nazywanej przestrzenig obiektéw. W przestrzeni
tej kazda z N cech opisujacych obiekty X; przedstawia si¢ w postaci osi wspélrzgdnych;
kazdy obiekt X, jest wiedy punktem lub zaczepionym w poczatku ukladu wektorem tej
przestrzeni 0 wspOtrzednych okreslonych wzorem (10.1).

Nalezy zauwazy¢, z¢ w ogélnym przypadku uklad N wspOlrzednych nie musi by¢
ukladem prostokgtnym (z uwagi na wsp6lzalezno$¢ cech), nie nalezy réwniez utozsamia¢
odleglosci migdzy punktami z odlegloscia euklidesowa.

Analogicznie kolumny macierzy danych X sa realizacjami cech Z, kiére réwnieZ
traktuje si¢ odpowiednio jako punkty lub wektory:

T
Yj = (.l'u. .'l'z‘,'. seay 'th) (10-3)

gdzie Y; jest wektorem realizacji cechy Z;, j =1, 2, .., N. Punkty te s usytuowane
w M-wymiarowej przestrzeni cech. W przestrzeni tej kazda cecha Y, jest zatem traklowana
jako punkt, albo jako wektor skierowany od poczatku ukladu wspélrz¢dnych do danego
punktu; wspolrzedne tego punktu okreslone sa wzorem (10.3). Osiami ukladu wsp6irzednych
tej przestrzeni sy obiekty, liczba osi wynosi zatem M.
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Cechy wystgpujace w macierzy danych posiadaja rézne jednostki miar, rowniez ich
warto$ci bezwzgledne rézniq si¢ znacznie migdzy soby. Aby méc rozpatrywac je wszystkie
lacznie, trzeba przeprowadzi¢ procedurg unifikacji, tzn. uwolnienia od jednostek miary
i ustalenia jednakowego zakresu zmiennosci.

Najczgsciej stosowany sposéb uwalniania cech od jednostek miary to standaryzacja
przekszialcajaca warto$¢ kazdej ze zmiennych w ponizszy sposob:

X
Youn = m:j =, m=12..M n=12.,N (10.4)

n

gdzie:
X, — m-ta realizacja n-tej zmiennej,
X, — warto$¢ oczekiwana (Srednia) n-1¢j zmiennej,
o, — odchylenie standardowe n-1ej zmiennej.
Inny spos6b, transformujacy wartosci kazdej zmiennej do przedzialu domknigtego <0, 1>
WYraza si¢ wzorem:

Xy = Min {x,,,}

o= max { Xy} = min {x,.} (103)

”m m

Czasami stosuje si¢ bardziej wyrafinowane metody unifikacji. Traktujac realizacje
wielowymiarowych zmiennych losowych jako punkty (lub wektory) usytuowane w pewnej
wiclowymiarowej przestrzeni, mozna zauwazy¢, ze sq one zroznicowane pod wzgledem
poziomu wartosci opisujacych je zmiennych, to jest proporcji pozioméw ich wartoSci.
Woéwczas o strukturze wartosci zmiennych informuje kat migdzy rozpatrywanymi wekto-
rami, a 0 poziomie wartosci zmiennych — diugos$¢ poszczegdinych wektorow.

Mozliwe jest zastosowanie takiej unifikacji, aby otrzyma¢ dane jednorodne albo pod
wzgledem struktury, albo pod wzglgdem poziomu wartosci zmiennych.

Przykladowo przeksztalcenie, ktére z wartosci kazdej zmicnnej eliminuje skladnik
struktury, a pozostawia skladnik poziomu, okresla si¢ nasigpujgco:

niech X, = (X, X coes X s Xagn) Dedzie wektorem realizacji n-tej cechy;
wowczas dane transformowane
Vo = Vi Vags coes Vg e Vagal! Wylicza sig¢ korzystajac na podstawie wzoru

V = ‘rm "

mn T M ’

X

mn
me1

o gdzie n=12,..,N (10.6)
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Tak przeksztalcone zmienne charakteryzuja si¢ tym, Ze ich dtugosci (rozumiane oczywiscie
jako dlugosci wektoréw) sg jednostkowe. Dla wszystkich zmiennych V, spetniony jest
zatem warunek

M
wi=2v,, =1, n=12..N

m=]

podczas gdy zmienne X, majg zazwyczaj rézne dlugosci. Ze zmiennych V, wyeliminowano
w ten sposdb jednostki miary i doprowadzono do ustalenia dlugosci zmiennych, Tak wigc
obickty (dane statystyczne) bedace punktami przeksztalconej przestrzeni obiektow, sa
opisywane przez wartosci v,,, cech, ktére majy tylko skladnik reprezentujacy poziom
wartosci cech, tj. skladnik obrazujacy potencjal, skalg, pozycje czy tez range danego
obicktu w rozpatrywanym zbiorze obiektéw, Wartosci v, sa zatem udzialem wartosci
n-tej zmiennej m-tego obieklu w sumie wartosci tej samej zmiennej we wszystkich
obicktach zbioru.
Inne z kolei przeksztalcenie tak transformuje zbiér obiektéw, aby jego elementy

w wiclowymiarowej przestrzeni cech utworzyly smuge punktéw o ksztatcie elipsoidy. Do
takiego zbioru punktéw (o ile jest on dodatkowo spojny) zastosowaé mozna model liniowy,
wymagajacy normalnego rozkladu® wiclowymiarowej zmiennej losowej (o rozrzucie danych
wlasnie w postaci elipsoidy). Obiekty spelniajace powyzszy warunek maja wiedy zblizong
strukture warto$ci zmiennych, tzn. male zréznicowanie proporcji warto$ci odpowiednich
zmiennych.
Przeksztalcenie eliminujace oddziatywanie poziomu wartosci zmiennych, a pozostawiajace
wplyw struktury wartosci tych zmiennych przeprowadza si¢ nastgpujaco:

niech P, = [X,1. X0 o Xe)? bedzie weklorem realizacji m-tego obiektu;

wowczas dane transformowane

Z, = {2,015 Zas o0 Zay)
wylicza si¢ jako

Zmn = -~ (10-7)
Z -“mn
A
Al E'\‘ﬂlﬂl
m= |
3 Informacje na temat wiclowymiarowego rozkladu nomalnego zawane s3 w jednym z dodatkow
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Dowodzi si¢ wowczas, ze najmniejsza warto$¢ odleglo$ci migdzy obiektami (ktérych
wspolrzgdne przekszialcono zgodnie ze wzorem (10.7)) wystepuje wtedy, gdy reprezentujace
te obickty wektory sq rownolegle, tj. gdy majy identyczng struktur¢ wartosci zmiennych.
Natomiast najwigksza warto$¢ odleglosci migdzy obickiami ma miejsce przy wystepowaniu
wektoréw prostopadlych, czyli obicktow o maksymalnie zréZznicowanej strukturze wartosci
zmiennych, Ogdlnic mozna stwierdzi¢, Ze im obickty mniej réznig si¢ co do struktury
wartosci zmiennych, tym odleglo$¢ migdzy obicktami jest mnicjsza.

Wprowadzenic macierzy danych a nastgpnie transformowania zmiennych implikuje
rowniez wyliczanie odlegtosci migdzy obicktami (lub tez zmiennymi). W sposob nicjawny
pod pojeciem odleglosci rozumie si¢ zazwyczaj odleglos¢ euklidesowa lub tzw. miejskq,
rozumiang jako suma wartosci bezwzglednych réznic poszczegblnych skladowych. Nie
zawsze jednak stosuje si¢ tylko te dwie metryki. Czesto dobdr metryki zwiazany jest
z obszarem zastosowaii danej procedury badawczej (przykladowo: jak obliczy¢ ,.odleglo$¢”
migdzy dwoma faricuchami kwasu DNA lub jak zmierzy¢ ,odleglo$§¢™ migdzy wynikami
testu psychologicznego).
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11. WIELOWYMIAROWA ANALIZA WARIANCJI
I ANALIZA DYSKRYMINACYJNA

Przypomnijmy pokrdlce, Zze analiza wariancji zajmuje si¢ badaniem zwigzku mi¢dzy
pewnymi czynnikami zewnctrznymi wplywajacymi na wartosci pomiarowe zmiennych
losowych a tymi zmiennymi losowymi. Weryfikuje si¢ przy tym, czy pomierzone cechy
w poszczegdlnych obiektach, bedacych pod dzialaniem réznych wplywdw zewngtrznych,
wykazujg zmiennosc.

W przypadku znanej nam juz jednowymiarowej analizy wariancyjnej uwzglednia si¢
tylko jedna ceche, natomiast w przypadku wielowymiarowej analizy wariancyjnej rozpatruje
si¢ caly ich szereg — wektor cech. Poszczegdlne cechy skladowe (komponenty) wektora
cech sa na ogét wzajemnie od siebie statystycznie zalezne, podczas gdy wektory cech
opisujiace rozne obickly muszy by¢ wzajemnie statystycznie niezalezne.

Analiza wariancji zaklada, ze w odniesieniu do badanych cech rozpatrywane zmienne
sq ciagle. Ponadto przyjmuje si¢ jeszcze, ze cechy lub wektory cech maja rozklad normalny.
Aczkolwiek w prakiyce warunki te nie zawsze sj spelniane, mimo to analiza wariancji
moze by¢é z pozytkiem stosowana — bedziemy jeszeze dyskutowaé zalozenia analizy
wariancji 1 mozliwe do przyjecia odchylenia od nich.

W przeciwienistwie do cech rozpatrywane w analizie wariancyjnej czynniki zewng-
trzne maja charakter jakosciowy. Do kazdego takiego czynnika nalezy pewna liczba
roznych standw, kiore zwykle nazywa si¢ poziomami. Zaklada si¢, ze kazdy obickt
odnosnie do kazdego wysigpujgcego czynnika moze by¢ przyporzadkowany doktadnie
jednemu poziomowi.

W zalezno$ci od liczby rozpatrywanych czynnikéw rozréznia si¢ analizy wariancyjne
jednoczynnikowe 1 wicloczynnikowe. W wieloczynnikowej analizie wariancji uwzglednia
si¢ jednoczesnie kilka czynnikOw, przy czym kazdy obiekt wijczony jest w schemat
komorek, ktére powstaja przez kombinacje poziomdw roznych czynnikow. Jesli kazda
z istnigjacych komorek jest obsadzona przez obiekty, to mamy woéwcezas do czynienia
z eksperymentem o klasyfikacji krzyzowej, Jesli za$ kazdy poziom pewnego czynnika B
moze wystapi¢ jedynie w kombinacji ze sciSle okreSlonym poziomem czynnika A, to
wtedy mowimy o tzw. klasyfikacji hierarchicznej. Obok tzw. efektow giownych poszcze-
g6lnych czynnikéw rozpatruje si¢ w analizie wariancyjnej wicloczynnikowej jeszcze tzw.
efekty interakcji pomiedzy czynnikami.
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Rozpatrujac zatem dobrze znany model liniowy zaleznosci migdzy cechami

3

Y‘:ZB"X'J+B‘0+El d]a i=1.....p
J=1

(gdzie Y; to zmienne zalezne, tzn. objasniane przez model, natomiast X;; stanowig zbi6r
zmiennych niezaleznych, a ich liczb¢ dla kazdego i-tego rownania opisuje indeks k)
dochodzimy do wniosku, ze begdzie on opisywal analiz¢ wariancji wiedy, gdy zmienne
niezalezne X; beda przybiera¢ jedynie wartosci 0 lub 1, a zatem bedy charakteryzowacd
one pewien efekt jako wystgpujacy badZ nie'. Rozwazajac wspomniany liniowy model
analizy wariancji dla ustalonego 7, tzn. rozwazajac dane réwnanie niezaleznie od pozo-
statych, mamy do czynienia z jednowymiarowg analiza wariancji. Przypadek wiclowy-
miarowy polega na facznym rozpatrywaniu wszystkich réwnan.

Jeslhi pordwnamy p-wymiarows analiz¢ wariancji z p jednowymiarowymi analizami
wariancyjnymi, ktére moga by¢ przeprowadzone dla p réznych cech, to dojdziemy do
wniosku, ze:

1. Jednowymiarowe analizy wariancyjne dostarczajy nam specjalnych informacji odno$nie
do p poszczegdinych cech, przy czym nie znajduja tu odbicia powigzania (zaleznosci)
migdzy cechami. Od cechy do cechy otrzymuje si¢ tu inne wyniki; jedna cecha daje
bardziej istotne réznice migdzy poziomami, inna znéw mnicej istotne. Dlatego tez jaka$
zbiorcza ocena dziatania wszystkich cech na raz nie jest tu jeszeze mozliwa. W przy-
padku za$ wielowymiarowej analizy wariancyjnej otrzymywane wyniki opierajg si¢ na
calosci wszystkich rozpatrywanych cech, przy czym graja tu nieposlednig rolg korelacje
migdzy nimi. Wiclowymiarowa analiza wariancji umozliwia zatem uzyskanie pelnego
pogladu co do wzajemnych zwigzkéw ukrytych w wiclowymiarowym materiale danych.

2. Wyniki uzyskane na drodze p-wymiarowej analizy wariancyjnej nie daja si¢ sprowadzi¢
do wynikéw uzyskanych z p jednowymiarowych analiz wariancyjnych. Nie jest mia-
nowicie tak, ze zawsze (e cechy, ktére w jednowymiarowym tescie sq najbardziej
efektywne, réwniez 1 w wiclowymiarowym tescie, odnoszacym si¢ do zbioru tych
cech jako calosci, maja podobne wilasciwosci. Moze si¢ tu nawet zdarzy¢, ze cechy,
ktére badane osobno nie wykazujg Zadnych istotnosci i stad najczesciej ignorowane
sq w tradycyjnej jednozmiennej analizie wariancyjnej, w ich wielowymiarowym po-
taczeniu wykazuja bardzo duza moc informacyjng.

1 Jesli wszystkie zmienne niezaleZne sg mierzalne, to mamy do czynienia z analiza regresji, natomiast jesli
nicktore tylko sposrdd X, sa niemicrzalne a pozostale sa micrzalne, wéwcezas stosujemy nie omawiang
w tym skrypcie analizg kowanancji
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Zatem wielowymiarowa analiza wariancji przynosi w poréwnaniu z jednowymiarows
analizq wariancyjng rzeczywiste wzbogacenie pojeciowe. Ponadto wiclowymiarowa analiza
wariancji stanowi baz¢ metodyczng dla innych metod statystycznych, zwlaszcza w po-
wigzaniu z analiza dyskryminacyjna®. Za pomoca tych metod mozna ocenia¢ zawarto$é
informacyjng zmiennych losowych, jak tez ich zbioréw., mozna wyznacza¢ zmienne re-
dundancyjne, systematyzowaé nieprzejrzysty zbiér danych, przeprowadza¢ dyskryminacje
danych obicktéw. Mozemy wreszcie za pomocy pewnej transformacji przejs¢ do odpo-
wiednio szczuplejszego zbioru cech o mozliwie wysokiej zawartosci informacyjnej (cechy
dyskryminacyjne), gdzie uzyskamy przejrzysty obraz wspdélzaleznosci eksperymentalnych
W przestrzeni 0 nizszym wymiarze.

Material przedstawiany w tym rozdziale podzielimy na trzy podrozdziaty, osobno
rozwazaé¢ bedziemy wiclowymiarowy przypadek jednej lub dwdch populacji, w drugim
podrozdziale uogélnimy te rozwazania na wiclowymiarowy przypadek klasyfikacji poje-
dynczej przy wigkszej niz dwie liczbie populacji. Na koniec wreszcie, wspomnimy o wie-
lowymiarowym przypadku klasyfikacji wiclokrotne;.

11.1 Wielowymiarowa analiza wariancji w przypadku jednej
lub dwéch populacji

11.1.1 Oceny wektora $rednich populacji i macierzy kowariancji w fagcznym
rozkladzie normalnym

Zatozymy, ze dla kazdego obiektu dana jest p-wymiarowa zmienna losowa, kiérg
stanowi cigg p warto§ci pomiarowych, odpowiadajacych okreslonym cechom tych
obiektow:

¥ = Yo e 3l

W celu analizy statystycznej przyjmiemy dalej, ze wektory obserwacji rozwazanych obie-
ktow tworzy p-wymiarowy populacj¢ o rozkladzie normalnym N(u, X). Wielko$é

(TR [ TR TS T

2 Przez dyskryminacje rozumieé bedziemy w tym rozdziale procedurg przyporzadkowania obickiéw do
Jjednej z wiclu danych klas, innymi slowy procedure réimicowania obicktéw.
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oznacza tu wektor wartosci Srednich w populacji, a macierz

..............

jest macierzy kowariancji. Oczywiscie zardwno | jak i £ nie s znane.
W przypadku, gdy mamy prébe zlozona z n wektoréw wynikéw obserwacji

Y=Y, e Yo ¥
Y2= g, ¥z, - )’pz]T-

..................

a wigc gdy znane sq z obserwacji warto$ci pomiarowe p cech n obiektow (n 2 2),
wowczas mozna uzyskaé nicobeigZzone estymatory wielkosci g i . Oceng wektora [
jest wektor

y.=1Zy, (11.1)

Ny

a ocen) macierzy I jest macierz

%Z -y) 0=y =+ {Em, ny.y. J (11.2)

Macierz S jest potokreSlona dodatnio, a w wigkszoSci przypadkéw praktycznych jest to
nawet dodatnio okreslona macierz symetryczna. Na glownej przekatnej macierzy § znajduja
si¢ wariancje poszczeg6lnych cech. Wspélczynniki korelacji r;; dwoch cech y; i y; otrzymuje
si¢ z rownania:

r--qﬁ

Oszacowanie y. ma rozklad N(u, Z/n), natomiast macierz S podlega rozkladowi Wisharta®
W(Z/(n-1), n-1).

3 patrz dodatek 3
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Jesli mamy do czynienia z n wektorami wynikéw obserwacji ¥y, ¥au o ¥, (0 2 p + 1),
to odpowiadajacy im model liniowy ma postac:

Yi=H+Eg; G=1,...n) (11.3)
a jako hipotezg zerowq przyjmiemy na poczatek:
Hy:p=0 (11.4)

I w zalozeniach analizy wariancji i w postaci hipolezy zerowej wysigpuja analogie
z analizg jednowymiarowa. Fakt ten musi znaleZé odbicie w postaci statystyki testujacej
hipotez¢ zerowq. Przypomnijmy sobie zatem jak skonstruowany jest test £ w przypadku
analizy jednowymiarowej i np. dwuczynnikowej. Jest on ilorazem dwoéch wariancji,
z zalozenia wigkszej przez mniejsza. Wariancja mnicjsza, mianownik tego ilorazu, to
wariancja zmiennej Y nie wyjasniona ani przez wplyw czynnika A, ani przez wplyw
czynnika B, ani przez wplyw interakcji obu czynnikéw. Stanowi ja naturalny rozrzut
pomiaréw wokdt Sredniej w kazdej z podprébek proby losowej (czyli w komdérkach).
To. co wstawia si¢ do mianownika testu F, jest uSredniong wariancjg z wariancji tych
podprébek.

Przez analogie. w przypadku wielowymiarowym takie wazone wariancje (worzy Si¢
rownoczesnie dla p zmiennych, wedhig zasady obowigzujacej dla przypadku jednowymia-
rowego. Mianowicie rozrzut wynikéw w kazdej komérce jest zalezny nie tylko od wariancji
wyliczonej dla kazdej ze zmiennych y, y;, ... ¥, oddzielnie, ale takze od kowariancji
migdzy tymi zmiennymi. Tak wigc dla kazdej komérki mamy jedng macierz kowariancji.
Macierz wazong z wielu podpréb tworzy si¢ przez ,usrednienie” tych wszystkich macierzy.
W przypadku jednowymiarowym mieli§my Sredniy wariancj¢, teraz jest to srednia macierz
kowariancji S. Macierz S ,czgSciowa”, zn. jeszcze nie podzielona przez stopnie swobody
oznaczana jest tradycyjnie przez G.

Podobnie jest z licznikiem testu £, Posta¢ licznika w analizie jednowymiarowej zalezy
od tego, ktéra hipoteza zerowa jest werylikowana. Wartos¢ licznika jest takze wariancja
i ma interpretacjc wariancji wyjasnionej: albo przez wplyw czynnika A na Y, wiedy
wariancja wyznaczona jest przez rozrzut Srednich z poziomu tego czynnika wokol Sredniej
globalnej (z calej proby), albo przez wplyw czynnika B na Y, wtedy wariancja wyznaczona
jest przez rozrzut Srednich z poziomu czynnika B wokdél Sredniej globalnej, albo przez
wplyw interakcji, wiedy wariancja w liczniku wyznaczona jest przez rozrzut interakcji.
Konstruujac identyczne rozrzuty Srednich z pozioméw czynnika przy p zmiennych zamiast
jednej liczby (wariancji wyjasnionej) otrzymuje si¢ macierz, ktorej elementy zalezne sa
wylacznie od tych rozrzutdéw. Macierz (¢ w formie nieco wezesniejszej, (zn. nie podzielong
przez liczbe stopni swobody oznacza sig litera H.

WprowadZmy zatem teraz opisane nowe macierze, a mianowicie
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H=nyyT (11.5)

oraz

n

G= Zl (=3 0530 = Ly yf = ny. .7 (11.6)
;= i=

Macierze te noszy réwniez wlasne nazwy: G — macierz bledu, / — macierz obicktowa.

Oszacowanic mianownika testu to macierz G, zatem w teScie wystapi macierz G,
a Scilej symetryczna macierz HG ™', Do statystyki testowej wstawimy oczywiscie nie
macierz HG ', lecz pewna wyliczong z niej wartosé. Z postulatéw formalnych dotyczacych
postaci testu weryfikujacego #, (ktorych tu nie bgdziemy analizowac) wynika, Ze test
musi by¢ funkcja warto$ci wlasnych macierzy HG ™', Moze zatem istnie¢ wicle rozwigzan
tego problemu. Najczesciej vzywang funkcjy jest kryterium $ladowe, zwane inaczej sta-
tystyka 7% Hotellinga:

" = 1r (HG )

Zmienna losowa 7% Hotellinga jest uogélnieniem zmiennej losowej + Studenta opartej na
jednej zmiennej.

Rozklad z proby statystyki 72 mozna aproksymowa¢ za pomoca rozkladu F. Dla calej
statystyki testowej F. przy prawdziwosci hipotezy zerowej, wyznacza si¢ stopnie swobody
Vv, i V,, przy ktérych F ma rozklad w przyblizeniu zgodny z rozkladem F Snedecora®.

Zgodnie z przeprowadzonymi powyzej rozwazaniami jako statystyke testowa przyj-
mujemy
fH-p

+1
- r (HG™), fi=1, fa=n-1 (11.7)

F =
N

Statystyka F ma przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej H, dokladnic rozklad F
ze stopniami swobody

W konsckwencji wige przy poziomie istotnosci o postawiong hipotez¢ odrzucamy, gdy

4 dla zaznaczenia tego przyblizenia nad litera F znajduje si¢ wezyk
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F )Fp.fz-p+l.u

Po odpowiednich przeliczeniach otrzymujemy ostateczny wzOr na wartos¢ statystyki te-
stowej

F_i=pn e
F = a=plp ¥ 85y (11.9)

gdzie stopniami swobody sj vy =p, v,=n-p.
Przejscie do ogdlnigjszej hipotezy zerowej

Hy:p=p* (11.10)

otrzymuje si¢ przez niewiclkg korekie statystyki danej wzorem (9), a mianowicie:

s _n=pyR . T : &
F=tazpp 0~V S 0.-u (11.11)

Stopniami swobody sj identycznie jak poprzednio: v, = p oraz v, = n — p.

Przykiad 1.
Rozwazmy dane dotyczace pewnej grupy noworodkéw. Na 20 noworodkach dokonano
pomiaréw wagi oraz dlugosci ciala otrzymujac w wyniku wektor wartosci Srednich

_[3509
Y=l515

gdzie liczba w pierwszym wierszu oznacza Srednig wage noworodka w gramach, a liczba
w drugim wierszu — dtugos¢ jego ciala w centymetrach. Oszacowanie macierzy kowariancji
jest nastgpujgce

¢[213683 823
Tl 823 489

Otrzymujemy stad na odchylenia standardowe rozwazanych dwéch cech noworodka
wartosci

Gu = 462, 622 = 2,21.
a na wspolczynnik korelacji obu tych wielkosci wartos¢
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"12 = 0\80‘4.

Jesh cheemy sprawdzi€, czy prawdziwa Srednia waga noworodka wynosi 3000 g i czy
prawdziwa Srednia dlugo$¢ jego ciata wynosi 50 ¢m, tzn. gdy zgodnie z wzorem (11.10)
testujemy hipotezg w Kidrej

_[3000
ks

to zgodnie z (11.11) otrzymujemy
F=1264, v,=2 v,=18.
Poniewaz F; 15005 = 3.55, wigc postawiong hipotezg zerowy odrzucamy. W

Z weryfikacjq hipotezy zerowej Hy : p = u* wigZe si¢ problem wyznaczania obszaru
ufnosci B dla wektora wartosci $rednich p. Obszar ufnosci B przy danej n-obiektowej
probie nalezy tak okresli¢, zeby zawieral on faktyczny wektor warto$ci §rednich p przy
z gory zadanym prawdopodobiefistwie wynoszacym 1 — o. Zadanie to bedzie spelnione,
edy do obszaru B zalicza¢ bedziemy kazdy wektor m, spelniajacy warunek

F=ﬂ;ﬁﬂ@mmeWy—msﬁ

11.12
(n=p)p ( )

A=p, @

Przy danej prébie obszar B obejmuje punkty polozone wewngtrz p-wymiarowej elipsoidy,
ktérej Srodkiem jest akurat y..

Przyktad 2.
Korzystajac z danych liczbowych przykladu 1 otrzymujemy na obszar ufno$ci wektora
$rednich p = [y, p,]" przy poziomie ufnosci 0.95 nast¢pujaca nieréwnosé

— 3509
[m, —3509,m, - 51,5] [ 0,000126 "9-0211]["%

<

-0,0211 548 |[{m,-515 ]' 33

Obszar ten jest pokazany na rys. 11.1. Liczby m, (waga noworodka) i m, (dlugosé¢ jego
ciala) wchodzg w rachubg jako prawdziwe warto$ci $rednie badanego zbioru noworodkéw,
gdy spelniajy one (1. m; i my) ostatnig nicr6wnos¢, tzn. gdy punkt (m,, m,) lezy wewnatrz
narysowanej elipsoidy. B



53 -
:§ 52 [~
a
-
51 |~
¥
50 M | L 1 1 | i 1 i 1 L | S
3200 3300 3400 3500 3600 3700 3800 9

Waga noworodka

Rys. 11.1 Obszar ufnoéci dla wektora wartofei $rednich przy poziomie ufnodci | — o = 095

11.1.2 Réznica dwoch wektordw srednich przy nieznanej macierzy kowariancji

Rozwazamy dwie populacje obiektéw. Zaktadamy, ze p-wymiarowe wektory wynikow
obserwacji w pierwszej populacji maja rozklad N(p,, ), natomiast w drugiej populacji
— rozktad N(p,, L). Oznacza 1o, ze obie populacje pokrywaja si¢ jesli chodzi o macierze
kowariancji, podczas gdy wektory wartoSci $rednich moga si¢ rézni¢. Zaréwno W, jak
i W, oraz X nic sj znane.

Wyijdziemy od dwoch préb, wzigtych z obu tych populacji. Niech zatem wektorami
wynikéw pomiarowych pierwszej proby beda vy, yizs o Yin» @ wektorami drugiej klasy
Yais Y220 e Yoo (Rp 2 1, mp 2 1, np+ ny 2 p + 2). Wowezas réwnania rozwazanego
modelu maja postaé

Yie=HW +E, (k=1,...m), (11.13)

Yor = Ma + Egy k=1, . n). (11.14)
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Hipotezy do weryfikacji jest hipoteza
Hy:py =y =0 (1L.15)

Dla kazdej préby obliczamy wektor wartosei $rednich

™ "

1 1
N -E E‘n Yk Yo = s E; Yo

i wyznaczamy macierz kowariancji S, ktora daje nam oceng prawdziwej wewnglrzgrupowej
macierzy kowariancyjnej Z:

n n

I 1 2
&E Ou=2) 0= n) +a§| 0= y2) Ou=yo)

P ———
no+ny, =2

Wprowadzamy analogicznie jak poprzednio macierze G 1 I

_ m "2 . T
“m+nm 01.=32) 01— ) (11.16)
G =Er| Gre=y1) Oe=n)' +E‘: G2k —2) O =32 (11.17)

Jesli zatem uwzglednimy réwno$é
1

) 11.1
ny+ny—=2 (11.18)

to zgodnie ze wzorem (11.7) jako statystyk¢ testowq otrzymamy wielkos¢

.._ﬂl+nz—p—] L e

s p(ny+ny—2) ny+n, # (0’1. ¥2) 0=y § }
czyli

~ nm+ny=p-=1 nn

Fae 2 0L =) S vy = y) (11.19)

pny+ny=2) ny+n,

ze stopniami swobody v, = p, Vo =0 + np - p - 1.
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Przy prawdziwosci hipotezy H, statystyka F ma dokladnic rozktad F. Hipotezg H,
odrzucimy, jezeli okaze si¢, ze F > F, Voo

Przykiad 3.

Jest to klasyczny przyklad podany po raz pierwszy przez R.A. Fishera w 1936 r.
i przytaczany odtad przez wiclu autoréw. Niech y, bedzie dlugoscia dziatki kielicha
kwiatu, y, — szerokoScia dziatki kielicha, y; — dlugoscia platka kwiatu i y, — szerokoécia
platka kwiatu. Mamy wigc p = 4 zmienne.

Z populacji Iris versicolor wzigto n, = 50 obserwacji i tylez n, = 50 obserwacji
z populacji Iris setosa. Dane liczbowe (wyrazone w centymetrach) zestawiono w formie
dwoéch wektorow $rednich

5.936 5.006

2770 _|3428

Y= 4260 Y25 14621
1326 0.246

oraz estymatora macierzy kowariancji®

0.195340 0.092200 0.099626 0.033055
0.121079 0.047175 0.025251

0.125488 0.039586

0.025106

Zgodnie ze wzorem (11.19) wyznaczamy warto$¢ statystyki testowej

95 50-50

F =4 10098

103.2119 = 625.3256.

Warto$¢ funkcji testowe) jest wigksza od wartoSci granicznej Fy o, odczytanej z tablic
F Snedecora przy v, = 4 1 v, = 95 stopniach swobody przy 1-procentowym poziomic
istotno$ci, wigce odrzucamy hipotezg, ze obie populacje maja jednakowe Srednie
wektory.

S macierz jest symelryczna, wystarczy zalem podad jedynie jej gérmy trjkat i gléwna przekging
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11.1.3 Wielowymiarowa miara dyskryminacyjna, funkcje dyskryminacyjne,
dyskryminacja

Zdefiniujemy teraz miarg, ktéra da wyraz temu, w jakim stopniu poziomy czynnika
naruszaja hipoteze zerowa. Im wigksze sg efekty dziatania czynnika, tym wigksze bedzie
naturalne zréznicowanie w zachowaniu si¢ struktur zmiennych. Dlatego miara wprowadzona
nizej nazwana zostala miarg dyskryminacji, a dokladniej wiclowymiarowq miarg dyskry-
minacyjna p zmiennych. Miara ta jest 7%, tzn.

T2y, e Yp) = tr (HG™).

W obecnie omawianym konkretnym przypadku dwéch zbiorowosci otrzymujemy

1 ny ﬂz

T2y, e Yp) = 0. =) ST 0. =) (11.20)

mAny=2 n+n
Wielko$é (11.20) okre§la, w jakim stopniu dane dwie préby przeczy hipotezie |, = W,
innymi stowy jak duzy jest wzajemny ,,odstep statystyczny” omawianych dwéch populacii.
Rozwazmy teraz okreslong kombinacje liniowa danych p cech y,, ..., y,. Niech mia-
nowicie
'=d, y=+d2y2+...+d,.,yp. (11.21)
gdzie wektor d o skladowych d,. d,, ..., d, dany jest wzorem:

d=5" (.- y2)- (11.22)

We wzorze (11.21) nalezy traktowaé wielkosci yy, ..., ¥, jak rowniez v jako zmienne.
Mamy wigc

v=dTy=01.-y)" 5. (1:23)
Cecha v jest nowq cechg, ktérg na podstawie ostatnich réwnai mozna obliczy¢ dla kazdego
obicktu. Ma ona w obu rozwazanych populacjach wartosci Srednie

v=0L-2)"5"n . (11.24)

V=0 -0 S, (11.25)
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A na rozrzut wewngtrzklasowy cechy v otrzymujemy
2= 01— 32) 57 01— 7). (11.26)
Wielowymiarowa miara dyskryminacyjna cechy v jest réwna

T2= 1 nny
m+n,=2n+n,

(11.27)

- n+m=2n+m 01 =22)757 01.=32)

tak Ze cecha v ma t¢ samg miarg dyskryminacyjng co wszystkic p cech pierwotnych
razem wzigtych. Spos$rod wszystkich kombinacji liniowych, ktére mozna utworzy¢ z p
cech pierwotnych, najwigkszg miarg dyskryminacyjng ma cecha v.

Podana we wzorach (11.21) i (11.23) kombinacja liniowa cech y, ¥, .., ¥, nazywa
si¢ funkcja dyskryminacyjna, a cechg v okre§lamy jako ceche dyskryminacyjna. Wynik
(11.27) orzeka, ze rozrG6znienie zbiorowosci za pomocq cechy dyskryminacyjnej v jest tak
samo mozliwe, jak za pomocg p cech pierwotnych y,, y;, ... y,. Dlatego tez przy
dyskryminacji, 1. rozgraniczaniu (podziale) dowolnie danych obiektéw na dwie klasy,
bedziemy stosowali jedng cechg dyskryminacyjng v zamiast p cech pierwotnych.,

Przez dyskryminacj¢ (réznicowanie, diagnozowanie) mozna rozstrzygnad, czy jaki$
obiekt nalezy do klasy 1, czy do klasy 2. Zaklada si¢ przy tym, ze znamy wielkosci
My, My ¥y, ¥, S odpowiednio dla dwéch préb zlozonych z rozwazanych obicktow.
W celach praktycznej realizacji réznicowania autorzy podaja rozmaite reguly. Pewna
trudnos$¢ polega na tym, ze réznicowanie nie moze bazowa¢ na dokladnych parametrach
rozkiadu p,, H,, I, ktore sa przeciez nieznane lecz musi korzysta¢ z odpowiednich
ocen. W naszym postgpowaniu wigzemy problem réznicowania (dyskryminacji) z pew-
nym problemem weryfikacyjnym. Mianowicie sprawdzamy dla j = 1, 2, czy dany obiekt
z odpowiadajagcym mu wektorem y nalezy do zbiorowosci j z wektorem wartosci
srednich y;, czy tez nie. W tym celu oblicza si¢ nastgpujace wielkosci testujace

-

v-w) ? (11.28)

n]+l

(11.29)

gdzie wielkosci v, v, , v, i s? okreSlone sy wzorami (11.23) — (11.26). Przyjmujemy, ze
rozwazany obiekt nalezy do zbiorowosci j wiedy i tylko wiedy, gdy
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kjSFl.nl-l-n:-l.a:t3|+nz-2,u (11'30)

gdzie o oznacza przyjety poziom istotnosci.

Przy takim postgpowaniu rozwazany obiekt moze by¢ zaliczony do jednej z dwdéch
danych zbiorowosci, do obu zbiorowosci albo wreszcie do zadnej z nich. Za pomoca
relacji (11.30) otrzymujemy wokot kazdego z obu Srodkéw v, i v, pewien obszar rozrzutu
(rozproszenia), ktory z prawdopodobiefistwem (1 - o) zawiera w sobie obiekty rzeczy-
wiscie nalezace do rozpatrywanych klas.

Jesdli jednak chcemy w kazdym przypadku podaé jednoznaczne rozwigzanie problemu
roznicowania, a wigc jesli szukamy najprawdopodobniejszej diagnozy, to trzeba si¢ zde-
cydowac na klas¢ o najmniejszej wartosci k;:

gdy k; < k,. wtedy klasa 1,
gdy k; > k,, wtedy klasa 2,
gdy k; = k,, wtedy klasa 1 lub klasa 2.

W przypadku, gdy przy takiej dyskryminacji maja by¢ uwzglednione tzw. prawdopo-
dobierstwa aprioryczne p, i p,, gdy zatem zaklada si¢ z gory, z jakim prawdopodobieristwem
dany obiekt nalezy do klasy 1 lub do klasy 2, wéwczas dobrze jest korzysta¢ z wielkoSci

,_=[,+__i‘z_ (=1.2) (1131)

(n, +n,+1)72
/ n, +nz—2]

P
Rozwazany obiekt przydziela si¢ do Klasy z najmniejsza wartoscia /;. W przypadku p, = p;
ta regula decyzyjna jest identyczna z uprzednig reguly.

Bardzo cz¢sto pojawiajacym si¢ problemem jest mozliwo$¢ zmniejszenia liczby roz-
patrywanych cech pierwotnych®. Optimum jest bowiem uzyskanie przy mozliwie naj-
mnigjszej liczbie cech mozliwie najwigkszej miary dyskryminacyjnej.

W celu rozwigzania tego problemu okreslamy tzw. niezb¢dnosci poszczeg6lnych cech
y;. Niezbgdno$¢ U, cechy y; definiuje si¢ jako wielko$¢, o jaka zmniejsza si¢ miara
dyskryminacyjna T2, gdy ze zbioru wszystkich cech wyeliminuje si¢ ceche y;:

U;=T (3, oo V) = TA Ot oes Yim 18 Vi1 0000 Jp) (i=1..p)

- © i B (11.32)
nAn=2 ny+ny t; b

i

6 Proponujemy Czytelnikowi poréwnanic opisanego ponizej sposobu redukcji cech z metodami
przedstawionymi w rozdziale dotyczacym regresji wielokrotnej. Wnioski moga by¢ pouczajace!
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gdzie 1; oznacza i-ty element na gléwnej przekatnej macierzy 7' = S ~'. Jesli chcemy po
eliminacji pewnej cechy uzyska¢ mozliwie najwigksza miarg dyskryminacyjng, to nalezy
eliminowaé t¢ ceche, ktérej odpowiada najmniejsza warto$é U,.

Jesli eliminowanych jest kolejno kilka cech, to po kazdej kolejnej eliminacji nalezy
niezbgdnosci oblicza¢ na nowo.

[stnicje pewien test istotno$ci do weryfikacji hipotezy, Ze i-ta cecha jest cechg redun-
dancyjng. Odpowiednia statystyka testowa ma postac:

B U.

F=(n+n,=-p-1) - - =
! ’ I+fz(h,....}‘,_,.y,r,,,l.....y‘,)

(11.33)

=(n +n—-p-1) -
L 1+ 720y, 0 ),)

Hipotez¢ o redundancyjnosci odrzucamy jezeli

F >F|,n'+n:~—p- l,a

Wiclko§¢ F, ma doktadnie rozklad F. Bezposrednim wnioskiem z wzoru (11.33) jest to,

]

ze cecha o najmniejszej niezbednosci U; ma réwniez najmniejsza warto$¢ F.

Przykiad 4.

Aby w por¢ zastosowaé odpowiednie postgpowanie zapobiegawcze przy zéhaczce
u noworodkéw, ktora polega na niedojrzatosci watroby, nalezy juz w pierwszym dniu
zycia noworodka umie¢ przewidzied, ktére dziecko moze ewentualnie zachorowaé na
z0Mtaczke (np. w S-tym dniu zycia). W tym celu okreslono cztery wskazniki liczbowe
decydujace w réznym stopniu 0 mozliwosci zapadnigcia na zotaczke:

y; — wiek matki,

y, — waga noworodka,
y3 — Czas trwania ciazy,
y4 — stopien zazolcenia,

Obicktami w naszym przykladzie sa dzieci urodzone przedwczesnie, ktére rozdzielono na

dwie klasy:

Klasa I: Dzieci u ktérych nie wystepuje Zottaczka noworodkowa i ktdre z tego wzgledu
nic podlegajy profilaktyce lekarskicj,

Klasa 2: Dzicci, ktore zapadly na t¢ chorobg, powicdzmy w S-tym dniu Zycia i ktore
trzeba podda¢ profilaktyce lekarskiej.

Zebrane dane dotyczace lacznie 31 nowo narodzonych dzieci sq nasigpujace:
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n, =20, m=11,
v, =[259 2184 266 1.78]",
¥, =[23.5 2168 243 2,64]",

264 -63,7 -26,6 0362
61973 2741 -109
313 =504

0,527

S=

Test do poréwnania wektoréw wartosci Srednich obu klas noworodkéw daje
F =905, v, =4, v, =26.

Przy poziomie istotnosci o = 0.05 odczytujemy z tablic warto$€ F, 6005 = 2.74. Zatem
odnosnie do rozpatrywanych czterech cech istnieja istotne réznice migdzy wczesniakami.
Wyliczajac wielowymiarows miarg dyskryminacyjng olrzymamy

T2y, y2, y3 ) = 1,39

Funkcja dyskryminacyjna jest
v = 0,238y, - 0,0102v, + 0,139v; - 2.59v,

Na wartosci Srednie wielkosci v w obu klasach otrzymujemy
v, = 16,1, v, = 104,

tzn. ze dzieci ktére zachorowaly na z6ttaczke, maja Srednio mniejsze wartosci wielkosci
v anizeli dzieci zdrowe. Aby przeprowadzi¢ bezposrednie sprawdzenie mocy dyskrymi-
nacyjnej cechy réznicujacej v, mozna nasze 31 obiektéw podda¢ postgpowaniu dyskrymi-
nacyjnemu wedtug (11.28) — (11.31) zaréwno bez jak i wraz z uwzglednieniem prawdo-
podobienstw apriorycznych, kitdre przyjmiemy odpowiednio do liczebnosci préb:

Py = 2031 = 0,645, p> = 11731 = 0,355.

Okazuje si¢, ze rozréznienie udaje si¢ bardzo dobrze — w kazdej klasie tylko jedno
dziecko zostaje falszywie zdiagnozowane. RozZnigce si¢ wzajemnie prawdopodobiefistwa
aprioryczne nie wplywaja na te wyniki.

Mozemy rowniez dokonaé rozréznienia postugujac si¢ tylko jedna cechy — czasem
trwania cigzy (jest to cecha najmocniejsza). Wowczas w kazdej klasie trzy obiekty beda
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zdiagnozowane falszywie, a przy uwzglgdnieniu prawdopodobieristw apriorycznych nawet
jeszeze wigcej. Roznicowanie jednowymiarowe jest wige wyraznie gorsze od wielowymia-
rowego.

Obliczajac nasigpnie niezbgdnosci wszystkich czterech cech otrzymamy w wyniku:

Uu,=0322, U,=0697, U;=0802, U;=0543,
oraz na odpowiadajace im wartosci F:
Fi=404, F,=107, Fy=131, F,=1764.

Warto$¢ krytyczna odezytana z tablic rozkiadu F Snedecora wynosi tu Fy 6005 = 4.23.
Okazuje si¢ zatem, Zze cechy: waga noworodka (y,), czas trwania cigzy (yi) i stopien
zaZzOlcenia (yy) nie sa redundancyjne. Odnosnie do wieku matki (y;) nie mozna odrzucié
hipotezy o redundancyjnosci na poziomie o = 5%. WypowiedZ odnoszaca si¢ do wagi
noworodka jest szczegdlnie interesujaca, gdyz cecha ta z jednowymiarowego punktu
widzenia jest prawie bezwartosciowa.

Jesli w kolejnych krokach redukcyjnych eliminowana bedzie za kazdym razem cecha
o najmniejszej niezbednosci, (o najpierw znika y,, potem y4, a nastgpnie y,. Po eliminacji
cechy y, mamy nast¢pujace niezbgdnosci:

U,=0547, U;=0561, U;=048I,
po eliminacji cechy y, otrzymujemy niezbednosci
UZ = 0.206‘ U_:; = 0.589.
a po eliminacji cechy y, otrzymujemy
U3 = 0.33‘4.
Analiza przykladu pokazuje zatem, ze z odpadnigciem wieku matki réwniez i czas
trwania ciazy silnie traci na znaczeniu i ze ze skreSleniem stopnia zazélcenia wysigpuje
znaczna strata w dyskryminacji odno$nie do wagi noworodka. Na takich wiasnie

zmianach niezbgdnosci mozna rozpoznaé wzajemne zalezno$ci migdzy poszczeg6lnymi
cechami.
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11.2 Wielowymiarowa analiza wariancji w przypadku wielu
populacji i przy klasyfikacji pojedynczej

W poprzednim podrozdziale uzyskaliSmy iloSciowq relacje dotyczgcy odleglosci (od-
stgpu) dwoéch populacji statystycznych. Wielowymiarowa analiza wariancyjna 1 analiza
dyskryminacyjna, kiore rozpatrywane sy w tym podrozdziale, daja nam w przypadku
wigcej niz dwdch populacji nie tylko wzajemng odleglo$¢ kazdych dwoéch zbiorowosci,
ale tez pozwalajg na zorientowanie si¢ we wzajemnym polozeniu wszystkich badanych
zbiorowosci. Obok testéw istomnosci otrzymuje si¢ rezultaty dotyczace struktury wielowy-
miarowych pomiarGw.,

11.2.1 RdOznice wektorow wartosci Srednich

Podrozdziat jest poswigcony badaniu réznic wartodci srednich migdzy wieloma popu-
lacjami. Rozpatrywac bedziemy J populacji zlozonych z poszczegOlnych obiektow. Za-
ktadamy, ze p-wymiarowe wektory wynikéw obserwacji, ktére naleza do populacji j (j = 1,
2, ..., J) podlegajy rozkladowi normalnemu N(u;, X), gdzie p; oznacza wektor wartosci
$rednich klasy j, a £ macierz kowariancji jednakowq dla wszystkich populacji. Zaréwno
wektory U, . jak i macierz I sj nieznane.

Zaktadamy dalej, Zze z kazdej populacji pobrano prébe zlozona z p-wymiarowych
wektorow wynikOw obserwacji, przy czym proba taka odpowiadajaca klasie j za kazdym
razem sklada si¢ z n; wektorow wynikéw obserwacji. Poszczegllne wektory wynikow
obserwacji klasy j oznaczamy jako:

Y1k
Yok

=l . =L k= Lyt

Ypik

Tabela danych pomiarowych bgdzie zatem miala posta¢ jak ponizej.

. _ Y &
Populacja I: ¥, = Dy e = Ypull
= T4 A

Yiz =Dz Yuz - Yad

— T

ylnE - I)lln' yZMl yp]:lll
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Populacja 2: yy; = [y Yo - Ypul'
Yo =0Dm Yo e Yl

------------------------

Populac)a: 3z v vasisnwicnimis s s
Liczba populacji (préb) wynosi J (J = 2). przy czym muszy by¢ spetnione warunki:

n; 21 G=12,..9
n=2uj2p+}+2
j

Podstawa wszystkich dalszych obliczeft sa wektory wartodci Srednich
1 o .
yp== 2y G=1,..0) (11.34)
k=1
poszczegolnych préb, wektor wartosci $rednich
PTL) ol G, (11.35)
- n i B )‘.’ n t RS e
wszystkich klas (Srednia ogélna), oceny macierzy kowariancji
§=—_ Ty )T =1 11.36
-j—"j_l - O =3 Op—=3p) g=L..J0) (11.36)
poszczegolnych prob i wreszeie uSredniona macierz kowariancyjna
1
S=m=5 L0-DS; . (11.37)

Wektory y; i macierz S sq nieobciazonymi ocenami wielkosci p; i Z.
Jesli oznaczymy symbolami s,; elementy macierzy S, to wielkosci

Sii

Si; oraz "Ju"—'qs'_s
hh

i
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sa uSrednionymi wewnatrzgrupowymi rozrzutami i korelacjami. Obie macierze S = [s,)
i R = [r,] sa symetryczne, dzigki czemu wystarczy podanie wartosci clementéw powyzej,
ewentualnie ponizej gléwnej przekjinej,

Przykiad 1.

W przykladzie z nadczynnoscia gruczotéw tarczycowych (Dodatek 4) otrzymuje si¢
wektory wartosci Srednich:

'89.3 (76.4] (85.3]
90.6 78.3 87.7

83.8 77.0 73.6

70.7 69.3 68.2
1190 | 1.84 _13.01
M=t 27684t Y3T|292
37.2 69.1 38.5
43.9 60.1 50.1
41.0 54.5 482
246 | | 1.55] 107

oraz u$redniong macierz kowariancji 1 macierz korelacji postaci:

(240 164 149 139 157 114 116 116 93.5 0.0877
192 169 170 -1.29 855 83.6 704 599 -0.0571

192 207 -3.79 799 903 91.1 78.5 -0.2400

907 -5.87 79.6 82.8 96.5 77.7 0.1400

1.04 282 440 393 433 0.0401

212 222 245 227 -0.1080

262 281 269 —0.2690

372 332 —0.2280

332 0.0985
I 0.1220
[0.76 |
0.66 088
0.51 0.70 085

0.10 -09 -27 -33

R=|0.51 042 040 031 0.19

046 037 040 029 0.27 094

039 026 034 029 020 087 090

033 024 031 024 029 0.86 091 095
1002 -01 -05 002 0.11 -02 -05 -.03 0.02]
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Model statystyczny omawianego nizej .cstu opisany jest rGwnaniem
Yie =W+ € G=1,..0:k=1,..,n) (11.38)
Bedziemy weryfikowali hipotezg¢ o réwnosci wszystkich wektoréw wartosci $rednich
Hy: g =lh=...=1, . (11.39)

Sposdb konstrukcji statystyki testowej jest bardzo zblizony do metody opisywanej w po-
przednim podrozdziale. Tworzymy mianowicie dwie macierze kwadratowe stopnia p:

J
H=Xn(y;=y)(y;-y) (11.40)
= d ) N J o
oraz
J %
G=2 Z0p-¥)0p-y) . (11.41)
J= 1 k=1
ktére sq niezbgdne dla testu wielowymiarowego.

Jako statystyke testowq stosujemy wyrazenie

— +l
fzf;;!r(fl(}") gdzie: fi=J-1 H=n=J
1

F =
Statystyka ta, w przypadku prawdziwosci hipotezy H,y, ma w przyblizeniu rozklad F.
Poniewaz

I
§=——G . (11.42)

wigc na statystyke F otrzymujemy ostatecznie wzor:

TU-Dpmi-U

J
_L‘I—P_ﬂ_ o MG
- (.’ — l) p (" _J) ’zzlnl ()J- )) S UJ. y)

J
F ._.'.iLl r gnj U’; - y) 0.’ " )'__)TS —IJ=
& (11.43)

Wzory przeliczeniowe na stopnie swobody sq nastgpujace:
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J=Dpn=J=p)
vi={ n—-(J-1p-2"

oo

gdy n—-(J-1)p-2>0

gdy n-(J-1)p-250 (11.44)

Voa=n-J-p+1 (11.45)

Hipolez¢ o réwnosci J wektoréw warto$ei srednich py, Wy, ..., ity odrzucamy, o ile

—~

F > F

V.V

gdzie Fy v, Oznacza odczytany z tablic rozkladu F Snedecora wartos¢ krytyczng przy

poziomie istotnosci o. Wyliczajac wedlug wzoru (11.44) warto$¢ v, mozemy otrzymaé
liczbg utamkowy — nalezy wtedy zaokragli¢ v, albo przeprowadzi¢ interpolacj¢ korzystajac
z lablic.

Przyktad 2.
Kontunuujemy poprzedni przyklad. W przypadku schorzenia tarczycy otrzymujemy

F = 5.30, v, = 200, v, = 11,
Odpowiadajaca temu warto$¢ F odczylana z tablic przy poziomie istotnosci o = 0,05

wynosi Fagg 11005 = 2,43, Wobece tego musimy odrzuci¢ hipotez¢ o réwnosci wszystkich
trzech wektoréw wartosci Srednich, W

Test okreslony wzorem (11.43) pozwala na globalne oszacowanie réznic istniejgcych
migdzy wszystkimi J prébami, ale nie dostarcza on zadnej informacji, w jakim stopniu
poszczegolne populacje r6znig si¢ jedna od drugiej. Istnieje wigc potrzeba wprowadzenia
testow istotnosci, ktére dotycza par populacji. Opieraé si¢ bedziemy na wprowadzonym
juz (wzor (11.38)) modelu:

yﬂ-:u}.“ejk (}: l. .....’: k=l.-...")
Jako hipotezg zerowq rozpatrzymy

]’J/mﬂ : l‘ll= p‘m L (1146)
tzn, werylikujemy, czy wektory wartosci Srednich populacji [ oraz m sg rowne, czy tez nie,

Odpowiedniy statystyke testowq skonstruujemy natychmiast, jesli wykorzystamy rozwazania
z poprzedniego podrozdziatu (wzdr (11.19)). Jedynym odchyleniem od opisywanego tam
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sposobu jest to, ze ocena macierzy T oparta jest teraz na J probach i w konsekwencji
obliczana jest nie ze wzoréw (11.17) i (11.18), lecz na podstawie wzoréw (11.36) i (11.37).
A zatem jako statystyk¢ testowq otrzymujemy wyrazenie

F n=J-p+1 mn,
i pn=J) m+n,

Or=Y)'S™ O =3m) (11.47)

ze stopniami swobody
v, = p, va=n-J-p+ 1. (11.48)
Migdzy klasami [ oraz m zachodzi wige istotna réznica, jezeli

Elfm >Fp.n-1—p+];u ¥ (1149)

Przykiad 3.
W przypadku danych dotyczgcych nadczynnosci tarczycy otrzymujemy

F‘]/z = 8.84; F]/]= 0,%7. ;‘y] = 7.13. Vi = 10. Vz = ll .

Odczytana z tablic rozkladu F Snedecora warto$¢ krytyczna wynosi Fig 005 = 2.85.
A zatem w pojedynczym poréwnaniu wylania si¢ istotna réznica migdzy klasami 11 2,
oraz istotna réznica migdzy klasami 2 i 3. Nie uzyskujemy istotnej réznicy migdzy klasami
1 1 3. co potwierdza nasze spostrzezenia, gdyz sa to klasy pacjentéw, u ktérych w po-
czatkowym okresie leczenic bylo pomysine.

Na podstawie wzorow (11.47), (11.48) 1 (11.49) mozemy dokona¢ poréwnan wektorow
wartosci Srednich dla wszystkich par populacji. W ogélnym przypadku uzyskamy wdwczas
dla pewnej liczby par réznicg istotna. a dla pozostatych par réznice nieistotng. Nasuwa
si¢ pylanie, na ile mozliwe jest uogdlnienie wynikéw otrzymanych drogg pojedynczych
poréwnan dwéch klas? Identycznie jak w przypadku jednowymiarowym osad kompleksowy
na podstawic poszczegéinych wynik6w nie jest prawidlowy. Innymi slowy, jesli test
pojedynczych poréwnan zastosowany trzykrotnie daje wyniki

H# . By #FH; My #F U,

10 nie mozna na tej podstawie wnioskowad, z¢ wszystkie trzy wektory wartosci Srednich
M. My, M3 s parami rézne jeden od drugiego. MozZna to sformulowad jeszcze inaczej:
Jesli powyzsze trzy wyniki sprawdziliSmy kazdy osobno przy jednakowym poziomie
istotnosci. np. a = 0,05, to nic mozemy stad wnioskowaé, Ze zweryfikowaliSmy
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i wypowiedZ globalng wedlug kiérej zadne dwa z tych trzech wektorow nie sg réwne
przy o = 0,05.

11.2.2 Wielowymiarowa miara dyskryminacyjna

Wielowymiarowa miarg dyskryminacyjna cech y,, ..., y, zdefiniowaliSmy juz w po-
przednim podrozdziale dla dwéch populacji. W przypadku J populacji okresla si¢ jg
analogicznic:

T2y s ¥) =M (HG) |

lub tez
J
! »
T2( e Yp) = m,-‘_\:. mO; =y )T S 05— y) (11.50)

Warto§¢ 72 jest zawsze nieujemna (1'% = 0), przy czym réwnos¢ 72 = 0 oznacza,
ze p danych cech zupelnie si¢ nic nadaje do rozr6znienia rozwazanych J populacji. Im
wicksza jest warto$¢ miary T2, tym lepsze jest rozréznienic tych J populacji za pomocy
p cech.

Przykiad 4.
Rozpatrujemy dalej schorzenie tarczycowe. Dokonujje obliczen zgodnie z wzorem
(11.50) otrzymamy jako wiclowymiarows miar¢ dyskryminacyjng wartos¢
T2(ony,) =964 . B
Bardzo istotna wlasciwoscia miary T2 jest jej niczmienniczo$¢ wzgledem dowolnych,
liniowych i regularnych transformacji cech. Mianowicie, je§li pierwotny wektor cech

¥ = [y, o y,)7 zastapimy wektorem cech z = [z, ..., z,)" wyliczanym z niego przez
liniows transformacj¢ regulamy

to wtedy zachodzi réwnos¢
T2z 2) =T2 () nryp)

Tak wigc wielowymiarowa miara dyskryminacyjna moze by¢ traktowana jako co§, co
charakteryzuje cala liniowa przestrzef cech i co nie jest czyms specyficznym dla réZznych
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p-wymiarowych kombinacji cech. Przykladowo, miara dyskryminacyjna zbioru zloZzonego
z dwoch cech jest identyczna z miarq dyskryminacyjng zbioru w sklad ktérego wchodzy
dwie inne cechy, a mianowicie suma oraz réznica cech pierwotnych.

Wielowymiarowa miarg dyskryminacyjng mozemy obliczaé dla pewnej czgsci calej
p-wymiarowej przestrzeni cech. Utwdrzmy zatem nowy w-wymiarowy wektor cech z na
podstawie starego p-wymiarowego wektora cech y. Formalnie odpowiada to wprowadzeniu
transformacji liniowej opisanej macierzg U:

2w = U{;:. » Y. 1)
Miarg dyskryminacyjng dla tej nowej przestrzeni cech wyliczamy korzystajac z réwnosci
;= UT.\}-_. z.=Ty ., S$=UTSU

i podstawiajac je do wzoru (11.50):

J
T % a2 PP LA z)y 87 (z,-2)=
p =t (11.51)
=G 2 0y ) U UTSUY UT ()
Nasuwa si¢ (u spo:.lrzc?cmc, aby w ten sam sposéb oblicza¢ takze miarg dyskryminacyjng
kazdego zbioru czgsciowego cech yy, ..., ¥, , @ w szczegélnosci miarg T X(y,) poszczeg6lne;
cechy, jak tez i miarg T %(y, . y,) dowolnej pary cech. Zachodzi przy tym réwnoscé:

h
- 21, 0;- y = (11.52)

TN =
ro =5

(n =

gdzie h; 15, sq i-tymi elementami giownej przekatnej macierzy /1 1 macierzy

S= G

~

-

] -

Zwroémy uwage, ze we wzorach (11.50) i (11.51) wystgpuja macierze odwrotne.
Oznacza to, iz migdzy rozwazanymi cechami nie mogg zachodzi¢ zadne zaleznosci
lintowe. Mozemy omingé ten warunek zakladajac, ze w przypadku istnienia takich
zaleznosci cechy redundancyjne bgda najpierw eliminowane, a dopiero potem wyliczac
bedziemy wiclowymiarowy miarg dyskryminacyjng wg (11.50) lub (11.51). Uwzgled-
niajac te rozwazania mozemy napisac:

T2(,9)=T*(y). T 00,y 01 +Y)=T 2, »)
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Tak samo, jezeli zwigkszymy zbi6r cech, 1o polepszy si¢ wiclowymiarowe rozréznienie
w sensie miary dyskryminacyjnej:

TXO)ST 00 ) <. T2, Y0 e ¥
Przykiad 5.
W kontynuowanym przez nas przykladzie wyliczamy macierz zawierajaca miary dys-

kryminacyjne par cech (y,, y;). Jest ona nasi¢pujaca:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0412 0,138 0191 0.139 0276 208 125 0374 0309 2.59] 1
0.128 0411 0229 0291 187 113 0330 0290 252|2
0093 0249 0222 155 099 0297 0262 2483
0003 0170 124 071 0138 0112 2414
0.160 135 089 0282 0256 2.64|5
110 146 270 266 3586
{72 04 32)) 063 150 194 3.16|7
0116 0133 2568
0095 249|9
241

Analiza danych zawartych w macierzy prowadzi do dwich wnioskéw:

po pierwsze — najlepiej dyskryminujacg cechq jest cecha y,p natomiast najlepiej dys-
kryminujaca parg cech jest (v,g. ¥e).

po drugic — miara dyskryminacyjna w nicktérych przypadkach tylko bardzo niewicle si¢
zwigksza przy polgczeniu dwdéch cech pojedynczych w jedng ceche. (np. y, 1y,), a w innych
przypadkach wzrasta w sposGb znaczacy (np. dla y4 i yg, dla v, 1 ye). Korzystajac z wzoréw
(11.43) — (11.45) mozemy sprawdzi¢ istomno$¢ miary T2 Mianowicie dla p = 1 (tzn.
pojedynczej cechy, czego odpowiednikiem sy clementy lezace na gléwnej przekjtnej)
mamy F = 1072, v, = 2, v, = 20, a wartos$¢ krytyczna F wynosi F = 049 przy a = 0,5.
Natomiast jesli p = 2 (1zn. dla par cech) otrzymujemy F =-];49 T2 v =T—3. v, = 19, oraz
warto$¢ krytyczna dla o = 0.05 wynosi w przyblizeniu F = 0,602. B

Rozpatrzmy teraz dwa zbiory cech: zbiér Z, zawierajacy p, cech oraz Z, zawierajacy p,
cech. Zatézmy dalej, Ze jesteSmy w stanie okresli¢ wielowymiarows miarg dyskryminacyjng
zarowno dla zbioru Z,, jak i dla Z, oraz dla sumy tych zbiorow Z, u Z,. Moze wowczas
zasé:
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1. TXZ, v Z)=T¥ Z))
Miara dyskryminacyjna nie powigksza si¢ przez dolaczenie zbioru cech Z, do zbioru
cech Z,, czyli zbi6r cech Z, jest redundancyjny w stosunku do zbioru cech Z,.

2, TXZ, U 2)=TX Z)=T¥ Zy
Oba zbiory sj redundancyjne jeden w stosunku do drugiego, tzn. sa rOwnowazne
w swych mozliwosciach diagnostycznych i kazdy z nich moze by¢ catkowicie zasta-
piony przez drugi.

3 THZ, v Z)=TH Z)+TX Z,)
Kazdy ze zbior6w wnosi do dyskryminacji populacji swoj wkiad niezaleznie od wktadu
drugiego zbioru.

4, TYZ, vZ)>TYZ)=T¥ Z)
Przez polgczenie obu zbioréw Z, i Z, otrzymujemy nadzwyczajne powigkszenie wie-
lowymiarowej miary dyskryminacyjnej. Nawet, gdy oba te zbiory cech, traktowane
osobno, majg wzglednie niska miarg dyskryminacyjna, to jednak ich kombinacja moze
mie¢ duza moc diagnostyczna. Wilasnie dopiero kombinacja zbioréw cech ma swe
pelne znaczenie, natomiast poszczegdlne te zbiory sq stosunkowo mato znaczice.

11.2.3 Cechy dyskryminacyjne i funkcje dyskryminacyjne

Wyliczone na podstawie zebranych danych cechy dyskryminacyjne mogg zostaé uzyte
do rozréznienia (dyskryminacji) dowolnych obiektéw, tzn. do podzialu obiektéw na grupy
lub do diagnozowania obicktow w wydzielonych J grupach. Mozliwe jest jednak takze
inne zastosowanie cech dyskryminacyjnych — za ich pomocy przenosimy zaleznosci
wynikte w eksperymencie z pierwotnej p-wymiarowe] przestrzeni do przestrzeni o mniejszej
liczbie wymiardw.

Wiadomo, Zze wraz z powigkszaniem przestrzeni cech takze i odpowiednia miara
dyskryminacyjna osiaga wartosci wigksze (lub przynajmniej nie mniejsze) i Zze przy
przej$ciu od danej przestrzeni cech do ktdrej$ z jej podprzestrzeni miara dyskryminacyjna
na ogo6t zmniejsza si¢. Jednakze przestrzen cech generowana przez cechy dyskryminacyjne
mimo wystgpujacego zmniejszenia wymiaru zachowuje wiclowymiarowa miarg dyskry-
minacyjng pierwotngj przestrzeni.

Analogicznie jak w poprzednim podrozdziale okre§lamy cechy dyskryminacyjne jako

V=0 -y)S 'y G=1,.d) (11.53)

gdzie wektor y oznacza zmienny, catkowicie nieokreslony p-wymiarowy wektor wartoSci
pomiarowych, natomiast y;, y_oraz S okreSlone zostaly przez dane J préb. Cechy v;

226



nosza nazwe elementarnych cech dyskryminacyjnych, a okre§lone wzorem (11.53) przepisy
obliczeniowe do uzyskania wielkosci v; z wielkosci y; nazywajg si¢ elementarnymi funkcjami
obliczeniowymi. Okreslenie elementarne oznacza w tym przypadku, Ze cechy v; moga
by¢ obliczane za pomocq prostych operacji macierzowych, bez koniecznosci rozwigzywania
Jakiegokolwiek zagadnienia wiasnego.

Przyjmujac
=570 -y) .
Ap.n=01.=YsY2 =Y 1= Y) (11.54)
oraz
Dy, p=[d. dy ...d)=S""A , (11.55)

mamy dla cechy v,

||Mv1

J‘ (11.56)

i dla wektora v wszystkich clementarnych cech dyskryminacyjnych otrzymuje si¢
\s:DTy' (11.57)

Elementarne cechy dyskryminacyjne nie sq wszystkie wzajemnie liniowo niezalezne,
zachodzi bowiem relacja

anv,:o . (11.58)
/

Dowodzi si¢ takze, ze wielowymiarowa miara dyskryminacyjna clementarnych cech
dyskryminacyjnych jest réwna mierze dyskryminacyjnej pierwotnych cech:

TZ(“‘PV 5 ineg "jJ):Tl(yl‘yZ""'yP) . (11.59)

Interpretacja powyZszego stwierdzenia jest nastgpujgca: elementame cechy dyskry-
minacyjne odno$nie podziatu na grupy i przeprowadzenia dyskryminacji sa tak samo
cenne jak p cech pierwotnych. Jezeli liczba populacji J nie przekracza p, to wiedy istnieje
J — 1 liniowo niezaleznych elementarnych cech dyskryminacyjnych — zatem dzigki trans-
formacji (11.57) liczba rozwazanych cech zmniejsza sig.
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Poszczeg6lne elementarne cechy dyskryminacyjne réwniez same posiadaja pewng in-
lerpretacje. Mianowicie cecha v; nadaje si¢ szczegdlnie dobrze do tego, aby wyodrebni¢
populacje j z catego zbioru wszystkich populacji.

Przykiad 6.
W rozwazanym przypadku ze schorzeniem tarczycowym otrzymujemy nast¢pujace
clementame funkcje dyskryminacyjne:

v, = 00324y, + 0,0387y, — 0,001 14y, — 0,0164y, — 0,0162y5 — 0,086y —
~ 0,066y, + 00124y, + 0,079y, — 1.96y,0,

v, = =0,136y, - 04360y, + 0,383y, — 0,0489%y, — 0,268y + 0,635y, +
+ 0.252y; = 0.117yg — 0452y + 110y,

vy = 0,00906y, + 0376y, — 0,504y, + 0,153y, + 0444y — 0,385y, +
+ 0.0208)'7 + 0.0898}'8 + O.l??}’g - 4,26}'[0. m

Oprécz elementarnych cech dyskryminacyjnych istnieja réwniez tzw. nieelementamne
cechy dyskryminacyjne. Otrzymuje si¢ je poprzez rozwigzanie zagadnienia wiasnego

l - —
L pemise (11.60)

Jeshi Ay, Ay o A (A 2 Ay 2 .0 2 &) 89 r6znymi od zera | wzajemnie réZnymi wartosciami

wlasnymi zagadnienia wlasnego (11.60), a ¢,, ¢, ..., ¢, odpowiadajacymi im unormowanymi
wektorami wilasnymi, to wéwczas cechy

P
w,,=c},"y= Zle,-,, ¥i (h=1,..10 (11.61)

nazywaja si¢ nieelementarnymi cechami dyskryminacyjnymi. Liczba f oznacza tu rzad
macierzy H. Zachodzi

t=min(p, J = 1) (11.62)
tzn., ze liczba nicelementarnych cech dyskryminacyjnych nie przekracza liczby cech
pierwotnych i jest co najmniej o jeden mniejsza niz liczba populacji. Zgodnie z tym przy

dwach klasach mamy tylko jedny nieelementarng ceche dyskryminacyjng. Przyjmujac

Epy=le, e ... €] (11.63)
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otrzymujemy w konsekwencji dla wektora w wszystkich nieelementarnych cech dyskrymi-
nacyjnych

W= ETy . (11.64)

Liczby e, sq wspolczynnikami wagowymi nieelementamych funkcji dyskryminacyjnych.
Dla macierzy E zachodzi warunek ortonormalnosci:

E'SE=1. (11.65)

Cechy wy, sa wzajemnie liniowo niezalezne i rozpinaja one t¢ samg przestrzen cech
co i elementarne cechy dyskryminacyjne (dowdd tego twierdzenia pomijamy). Zgodnie
ze wzorem (11.59) ich miara dyskryminacyjna jest wigc rowna mierze dyskryminacyjnej
p cech pierwotnych:

Tz (H'l. “’2. i ”") = TI ('V|- }'2. snny -)‘P) . (11'66)

Nieelementame cechy dyskryminacyjne, oprécz tego, ze dajg co najmniej tyle samo co
i elementarne cechy dyskryminacyjne, posiadaja réwniez pewne wlasnosci optymalizacyjne.
Mianowicie cecha w, ma spos§réd wszystkich cech, ktére mogy powstac z y; przez tworzenic
kombinacji liniowych, maksymaing miar¢ dyskryminacyjng. Sposréd wszystkich par cech,
ktére mozna utworzy¢é za pomocq transformacji liniowych pierwotnych cech y,, para
Wy, w, ma najwigkszg miarg dyskryminacyjng, itd. Cecha w; jest cecha najlepiej dyskry-
minacyjng, cecha w, jest najlepszym uzupelnieniem do w, , cecha wy jest najlepszym
uzupetnieniem do pary cech wy, w,, ... itd. Dlatego tez bardzo czgsto przedstawia si¢
wizualnie wyniki dyskryminacji korzystajac z plaszczyzny utworzonej przez cechy w,
oraz w;.
Dla i = 1, ... . t zachodzi

T2 (w) =2, . (11.67)

Tz(“"].. H"‘)_. abéd |V!')=;L| +A?+“'+}"II ) (11-68}
a wiec wartosci wilasne A, nalezy interpretowaé jako miary dyskryminacyjne odpowiednich

cech dyskryminacyjnych. Wiclowymiarowa miara dyskryminacyjna wielu nieelementarnych
cech dyskryminacyjnych réwna jest sumie odpowiadajacych im wartosci whasnych.
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Przykiad 7.
W dalszym ciagu rozpatrujemy nasz poprzedni przyklad. Otrzymujemy

{ = min(10, 2) = 2
oraz
A =909, A =0,547 .
Natomiast wyliczone nicelementame cechy dyskryminacyjne sa nast¢pujace:

w, = -0,0214y, - 0,0772y, + 0,0721y; - 0,0115y, - 0,0528ys + 0,108y, +
+ 0,0386y; — 0,0204yg — 0,0746y + 182y, .

wy = =0,0274y, + 0,107y, - 0,192y, 40,0742y, + 0.185ys — 0,065y, +
+ 0,0717y; + 0,0225y, - 0,00855y, + 0234y, .

Nasungc si¢ moze pytanie: ile nieelementarnych cech dyskryminacyjnych nalezy uwaza¢
za statystycznie istotne? Istnicje pewien test pozwalajacy na sprawdzenie tej hipotezy
przy warunku posiadania danych pomiarowych o duzej liczebnosci (duza warto$¢ n).
Jesli mianowicie mamy sprawdzi¢, czy ostatnic / - r; cech dyskryminacyjnych Wy e s

Wi s2s oo W maja nieistotnie odchylajaca si¢ od zera miarg dyskryminacyjng, to nalezy
wzial pod uwage wyrazenie

K=n=J-p+t+ DO o +A 1+ +R) . (11.69)

W przypadku, gdy warto$¢ %° nie jest wigksza niz odczytana z tablic warto$¢ krytyczna
rozkladu x* dla odpowiedniego poziomu o i przy (/ — 1, — 1)(p — 1,) stopniach swobody,
wowczas wnioskujemy, Ze te ostamnie ¢ — f, cechy dyskryminacyjne powinni§my uznaé
za statystycznic nieistotne.

Aby dla konkretnych danych uzyskaé liczbg statystycznie istotnych wymiaréw prze-
strzeni dyskryminacyjnej, nalezy ten test przeprowadzi¢ kolejno dla 1, = 0, 1, = 1, ..,
1 wreszcie 1, =t — 1.

Gdy dla 1, < t* otrzymamy istotne odchylenie od zera, natomiast dla r, 2 r* — juz
nie, wowczas to 1 * daje nam szukany wymiar przestrzeni dyskryminacyjnej.

Przykiad 8.

Dla danych dotyczacych schorzenia tarczycowego obliczamy warto$¢ x* dla drugiej
wartosci wlasnej A, = 0,547 (patrz poprzedni przyklad). Otrzymujemy
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x* =12 - 0,547 = 6,56 .

Odczytana z tablic wartos¢ krytyczna y3..0s = 16,9. A zatem druga cecha dyskryminacyjna
nie rézni si¢ w sposob istolny od zera.

11.2.4 Przeprowadzanie dyskryminacji

Zaczniemy od przypadku, kiedy do dyskryminacji wykorzystujemy wszystkie 7 nie-
elementamych cech dyskryminacyjnych. Zakladamy, Ze dla okreSlonego obiektu mamy
juz obliczone t warto$ci wy, wy, .., w, tzn. wektor w wedlug (11.61) lub (11.64).
Dyskryminacja opiera¢ si¢ bedzie na odpowiednim tedcie istotnosci, ktéry daje mozliwos¢
sprawdzenia, czy wyliczony przez nas wektor w jest reprezentantem pewnej dalszej
populacji, ktérej mozemy nada¢ numer 0, obok istniejacych juz populacji 1, 2, ..., J.Biorac
za przyklad wzor (11.47) otrzymujemy jako wyrazenie testowe

” Y n;
Foj =k= : I(J:: —’;)- : n,—-: 1 (- wf-)r e —wp)=
¢ (11.70)

n—J—i1+1 "} 2
= W= P
=) med o -
W powyZszym wzorze nie wysi¢gpuje jawnie macierz kowariancyjna, a to dlatego, ze

nieelementarne cechy dyskryminacyjne majg macierz jednostkowa jako macierz kowa-
riancyjna’. Symbolem w; oznaczamy wektor wartosci Srednich klasy j, a obliczamy go
Ze Wzoru

(11.71)

przy czym wj; oznaczaj jego poszczegllne skladowe. ldentycznie jak w przypadku
poprzednich testow bedziemy uwazaé, ze wektor w (a co za tym idzie przyporzadkowany
mu obiekt) nalezy do j-tej klasy, jezel

SF, e)tetia (11.72)

Wielkos¢ F, ;.. .o Oznacza oczywiscie odpowiednia warto$¢ krytyczng, odczytang
z tablic rozktadu F przy zalozonym z gory prawdopodobienstwie popelnienia bigdu wy-
noszacym o.

7 poréwnaj zaleznoi¢ (11.65) !
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Moze si¢ zdarzyC, ze pewien obiekt zostanie przyporzadkowany jednocze$nie wielu
populacjom, albo ze nie zostanie w ogéle przyporzadkowany. Nieréwno$¢ (11.72) oznacza,
z¢ kazdej populacji przyporzadkowany zostaje -wymiarowy kulisty obszar rozrzutu, kiory
z prawdopodobiefistwem 1 — o zawiera w sobie obickly istotnic nalezgce® do danej
populacji. Mozemy zlikwidowaé t¢ wieloznaczny dyskryminacj¢ przyporzadkowywujac
kazdy obiekt dokfadnie jednej populacji diagnozujac na podstawic kazdorazowego naj-
wigkszego prawdopodobieristwa, tzn. wybierajac populacje 0 najmniejszej wartosci k;.

Jezelt interesuje nas najlepsza diagnoza przy warunku ubocznym, ze kazdej populacji
przypisane jest z gory pewne prawdopodobieristwo p; (prawdopodobieristwo a priori), tzn.
gdy juz z goéry ma by¢ uwzglgdnione, z jakim prawdopodobienistwem dany obiekt trafia
do odpowiedniej populacji, to do takiej dyskryminacji stosuje si¢ wielkosci

1 (n+l]/2.l

=0+ 7 p;

/

(11.73)

przy czym dany obickt zostaje przyporzadkowany populacji o najmniejszej wartosci /.
Jesli wszysikie prawdopodobieiistwa p; bedi jednakowe, to dyskryminacja ta jest identyczna

z poprzednia opierajacqy si¢ na wartosciach ;.

Przyktad 9.

PrzeprowadZmy dyskryminacj¢ dla naszych 23 obicktéw zgrupowanych w trzy klasy.
Prawdopodobieristwa aprioryczne s wybrane odpowiednio do wielkosci rozwazanych
prob, tzn.:

16
7 =2_3

3

- 0,696 , p2=% 0174, py=37=0130.

Graficznie wyniki dyskryminacji prezentuje rysunck 11.2. Widoczne kola przedstawiajg
obszary rozrzutu poszczegdlnych klas (wedlug (11.72)), natomiast linie graniczne migdzy
klasami umozliwiajg dyskryminacj¢ z mozliwie najwigckszym prawdopodobieristwem (tzn.
dla kazdego obicktu mozna odczyta¢ klas¢ o najmniejszym k;). Zaznaczone punkty od-
powiadaja poszczegolnym obiektom, natomiast podkreslenie numeréw ma na celu wska-
zanie podzialu na klasy. B

Dotychczas w procesie dyskryminacji opieraliSmy si¢ na nieelementarnych cechach
dyskryminacyjnych wy, ... , w, Takie same wyniki mozna réwniez uzyska¢ za pomocy

8 tzn. dla « = 0,05 w obszarze lezy 95% obiekiéw
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Klasa 2

5 4 3 2 414 0 1 2 3 4 5 6 7

Rys. 11.2 Dyskryminacja obiektéw w schorzeniu tarczycowym.

elementamych cech dyskryminacyjnych vy, ... , v, PoniewaZz nie wszystkie cechy v; sa
nawzajem liniowo niezalezne, wige do dyskryminacji bierzemy tylko wektor v* pierwszych
¢ cech dyskryminacyjnych

v = (v, o 1)

W przypadku gdy J < p + 1, mamy ¢ = J - | i wiedy wykorzystuje si¢ wszystkic cle-
mentame cechy dyskryminacyjne, za wyjatkiem ostatniej.
Zamiast wzoru (11.70) otrzymujemy teraz nastgpujacyg rownosé

_n=J=t1+1 N
7T ot(=0) mtl

= vE T ST O* =) (11.74)

Macierz S} = A*" S A* jest macierzq kowariancyjng wektora cech v*, macierz A*
jest macierzg zbudowang z pierwszych ¢ kolumn macierzy A, natomiast dla wektor6w
wartosci $rednich zachodzi relacja:

vE= AR gy, (11.75)
O réwnowaznosci wzoréw (11.70) i (11.74) $wiadczy ponizsza tozsamo$é (wyprowadzenie

pomijamy):
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w—w)T (w—w;))=(*—vOTS L > -v¥) (11.76)

Zalezno$¢ (11.72) pozwalata nam na przyporzadkowywanie obiektow do poszczegol-
nych populacji. DgzyliSmy przy tym do tego, aby w miar¢ mozliwosci nie uzyskiwaé
zadnych wieloznacznych wypowiedzi. Wicloznacznosci mozna uniknaé, gdy obszary roz-
rzutu odpowiadajgce poszezegdlnym klasom wzajemnie si¢ nie przecinajg. Mozemy w sto-
sunkowo prosty sposéb, nawiazujac do problemu poréwnywania wektoréw wartosci po-
miarowych, sprawdzi¢, czy obszary rozrzutu odpowiadajace dwém danym populacjom /
oraz. m majga, czy tez nie majg wspolnych punktéw.

Obszary te nie przecinaja si¢ wzajemnie jedynie wtedy, gdy punkt krytyczny

= . W + Ty Wi,
Vm ™~ 2 *

ktory jest punktem Srodkowym migdzy wy a w,,, gdzie
n+ 1 n,+1
GRS

sa promieniami tych kulistych obszaréw rozrzutu, lezy poza obiema kulami. Oznacza to,
ze¢ musi zachodzi¢ nierdwnos¢:

n-=J-r+1 1
kf/m = t(n __J) (J‘,+ rm)z (w-'." wm.)r(wf._ wm.) >Ff.n-.f—t+l'.u

Nierowno$¢ t¢ mozemy zapisa¢ w postaci niewymagajacej uzycia wektoréw cech dys-
kryminacyjnych:

_n=J=1+1 1
Ym="tm=0) (r,+r,

)2 0’:, _ym.)TS-l (yf. - }'m.) > Fr.n—}-r+ La (I 177)

Dwie populacje, dla ki6rych zachodzi warunek (11.77) bedziemy uwazali za wzajemnic
odizolowane. Korzy$¢ z obliczania wielkoSci ky,, polega na tym, Ze bez uprzedniego
przeprowadzenia analizy dyskryminacyjnej mozna juz uzyskaé¢ pewne informacje o ewen-
tualnych oczekiwanych wieloznacznosciach.

Warto podkresli¢, ze wprowadziliSmy juz dwie metody rozréznialnosci dwéch populacji:
1. Poréwnania pojedyncze wedlug (11.47) — (11.49),
2. Weryfikacja izolowalnosci wedtug (11.77).
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Przykiad 10.
W przypadku schorzenia tarczycowego otrzymujemy

k!/-z = 5.]7 . kl/J - 0.649 s k2/3 = 6,96.

Odpowiadajaca temu warto$¢ krytyczna odezytana z tablic rozkladu F  wynosi
Fy 10005 = 3.52. Populacje 1 i 2, jak réwniez populacje 2 i 3 s wzajemnie odizolowane.
Obiekt, kiory w procesie dyskryminacji zostat przydzielony do populacji 2, nie moze
wige juz by¢ przypisany do zadnej z pozostatych dwéch populacji. W

Jesli do dyskryminacji ma by¢ wykorzystanych mniej niz t cech dyskryminacyjnych,
przykladowo 1 *, to wtedy zgodnie z uprzednimi rozwazaniami wykorzystujemy nicele-
mentarne cechy dyskryminacyjne wy, ws, ..., we. W takim przypadku mozna réwniez
stosowaé wzory (11.70) i (11.72) zastgpujac ¢ warto$cig +*. Na ogdl sensownie jest nie
uwzglednia¢ stabo rozgraniczajacych cech dyskryminacyjnych. Uwzglednianie nicefektyw-
nych cech dyskryminacyjnych niepotrzebnie zwigksza naklad pracy obliczeniowej w ana-
lizic dyskryminacyjnej i powoduje niekiedy nawet wzrost bledéw w dyskryminacji.

Przy climinacji mato informatywnych cech dyskryminacyjnych najlepiej jest oprze¢
si¢ na tescie wymiaru zgodnie z (11.69). Eliminowane sq wtedy wszystkie cechy dyskry-
minacyjne statystycznie nieistotne.

Dyskryminacja prowadzona z mniejsza niz ¢ liczby elementarnych cech dyskrymina-
cyjnych moze mieé¢ sens tylko w nicktorych specyficznych przypadkach. Zaznaczmy
jeszcze, ze wzor (11,77) na wzajemng izolowalno§¢ dwéch populacji nie stosuje si¢ do
dyskryminacji z mniejszy niz  liczbg cech dyskryminacyjnych.

11.2.5 Eliminacja zbe¢dnych cech

Planujgc konkretne badanie staramy si¢ z reguly zebraé jak najwigcej informacji dla
pozniejszej analizy statystycznej. Oznacza to, ze dazymy do wprowadzenia i pomicrzenia
jak najwickszej liczby cech. W obliczeniach z kolei duze znaczenie ma okreSlenie wysoce
efektywnych kombinacji cech. Dazy si¢ przy tym do tego, aby uzyska¢ przy mozliwie
nicwielkiej liczbie cech mozliwie duza miar¢ dyskryminacyjng. A zatem w procesie analizy
staramy si¢ z kolei zredukowaé liczbe wystgpujacych cech, zostawiajac jedynie te najbardziej
przydatne (oczywiScie z punktu widzenia przyjetego kryterium).

Redukcje cech mozna przeprowadzaé stopniowo. Zmniejsza si¢ przy tym liczbg cech
kolejno z p do (p - 1), do (p - 2), itd. W kazdym kolejnym kroku eliminowana jest ta
cecha, ktéra przez swe wylaczenia powoduje najmniejsze zmnigjszenie wielowymiarowej
miary dyskryminacyjnej. Jesli wyjdziemy od p cech, to wéwczas wyeliminowana zostanie
cecha o najmniejszej niezbgdnosci
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U;=72 015 wees Yp) — r? Oty weos Yim 13 Vi 13 w000 Jp) (11.78)
Obliczanie poszczcgélnych niezb¢dnosci prowadzi si¢ zgodnie z ponizszym wzorem

U= f)r Z|ndz (11.79)
i J

gdzie d;; sa wspblczynnikami wagowymi elementarnych funkcji dyskryminacyjnych, a 1,
oznacza i-1y element diagonalny macierzy

T=S5"1.
W podobny sposob mozna postgpowaé takze w kolejnych nastgpnych krokach redukcji.
W kazdym kolejnym kroku owe niezbgdnosci U; nalezy obliczaé od nowa.

Redukcja cech moze tez by¢ sterowana przez odpowiedniy statystyke testowq F,-. ktora
odpowiada testowi redundancyjnosci dla cechy i. Poniewaz jednak dokladne wyliczenie
wielko$ci f::, jest ucigzliwe, wigc nie bedziemy si¢ tu postugiwali tg metody. Przytoczymy
jedynie pewng nieréwnosé prawdziwg dla wspomnianej statystyki testowej F »» @ mianowicie

n=J—p+1 Ui <p cB=J-p+tl
<F; < b 11.80
J-1  1+T* 0y eny)=U; = -1 Y (L0

Wiclkos¢ F, ; ma (w przypadku, gdy cecha i jest cechy redundancyjng) rozklad F o stopniach
swobody

vi=J-1, va=n-J-p+1. (11.81)

Na pytanie, kiedy nalezy przerwaé proces redukcji, a wige kiedy uzyskaliSmy juz
wlasciwy kompromis mi¢dzy wielkosciq miary dyskryminacyjnej, a liczbg cech, mozna
odpowiedzie¢ uzalezniajac zakoriczenie procesu redukcji od tego, jak dalece poszczegélne
cechy daja istotng zwyzk¢ miary dyskryminacyjne;.

Jesli za pomocq redukeji majg by¢ wyeliminowane wszystkie te cechy, kiérych wplyw
nie jest statystycznie wystarczajjco istotny, to proces redukcji moze by¢ na podstawie
(11.80) i (11.81) prowadzony az do momentu, gdy dla wszystkich pozostalych jeszcze
cech Yis Yigeess Yi o begdzie spelniona nieréwnosé

n-J-p*+1 U;

Frorn-1-p* 410 < J-1 14 T2(; e y;*) = U, (e
L r
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Isinieje takze mozliwosS¢ prowadzenia procesu redukcji tak dlugo, az si¢ przy testowaniu
okaze, ze zbior wszystkich wyeliminowanych cech w stosunku do pozostatych cech jest
redundancyjny. Witedy proces redukcji moze by¢ przerwany, gdy dla zadnej z pozostatych
cech Yip Vigeess Vi o ni¢ zachodzi nieréwnosé

n-=J-p+1
=-D@-p*+])

(TI Otr e YD) = T2 e 3y )+ u,.) SFyv.a (1183)

Tak jak 1 we wzorze (11.82) wielko$¢ U; oznacza tu niezb¢dno$é cechy y; w zbiorze
cech ¥, ¥, ¥, i ponadto
] 2 r

-D@p-pr+1)(n-J-p)
vi=dn-(-D@-pr+1)-pr-1"

(=]

s

gdy n—-(J=-D(@p=-p*+1)=p*—1>0,
gdy n=(/=1)(p=pr+1)=px-150 (11.84)

oraz
Vo=n-—J-p+1. (11.85)

W zastosowaniach tych testow istotnosci przerwanie redukcji bedzie w znacznej mierze
zalezalo od wielkoSci préby n. Im wigksze n, tym mniej cech zostanie wyeliminowanych.

Przykiad 11.
Koriczymy juz przyklad dotyczacy schorzenia tarczycowego. Uwzgledniajge wszystkie
10 cech otrzymamy nastgpujace niezbgdnosci

{U;} =(0,38 131 098 031 003 168 023 0,12 1,19 333)

Poréwnanie tych wartosci z wartoSciami miary dyskryminacyjnej poszczegélnych cech
(wyliczonymi w poprzednich przykladach) pokazuje, ze uporzadkowanie cech co do rangi
wedlug jednowymiarowej zdolnoSci dyskryminacyjnej 1 uporzijdkowanie wedtug niezbgd-
nosci nie sa zgodne. Cecha yo, na przyklad, ma wprawdzie bardzo malg jednowymiarowg
zdoIno$¢ dyskryminacyjng, ale w kombinacji z innymi cechami, zwlaszcza z yg 1 ys,
okazuje si¢ bardzo pozyteczna. Uwarunkowane jest to mi¢dzy innymi duzymi korelacjami
migdzy yy 1 innymi cechami.

Wszysikie przytoczone niezb¢dnosci sq na podstawie kryterium (11.82) dla o = 0,05
nieistotnie rézne od zera. Konieczna do istotno$ci minimalna wartos¢ niezbednosci U,
wynosi 4,47, Brak istotnosci tkwi w tym, ze kazda z tych 10 cech jest w duzym stopniu
zasigpowalna przez pozostale 9 cech tak, ze w konsekwencji specyficzny wplyw jakiejs
okreslonej cechy staje si¢ watpliwy. Je$li natomiast przez redukcj¢ wyeliminowane zostang
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cechy zbedne, to zwigkszaja si¢ perspektywy na to, Ze niezbgdnosci pozostawionych cech
beda istotnie odchylaly sie od zera.

Postugujac sie tablica 11.1 mozemy przesledzic¢ caly proces redukcji cech. Proces ten
zaczyna si¢ od zbioru 10 cech, a koficzy wiedy, gdy pozostaje juz tylko jedna cecha
(kolumna 2 tab. 11.1). W kolumnie 3 podane sg te cechy, ktére kazdorazowo eliminowane
sa w kolejnym kroku. Kolumna 4 podaje miare dyskryminacyjna 7% aktualnie istniejacego
zbioru p* cech; kolumny 5, 6 i 7 zawierajg warto$¢ weryfikacyjng F testu wiclowymia-
rowego, odpowiednie stopnie swobody v, i1 v, oraz krytyczne prawdopodobienstwo bledu o,
od ktorego poczawszy przy tescie wieclowymiarowym zachodzi juz istotno$¢. W kolumnie
8 podana jest niezbedno$¢ U; cechy, kiéra ma by¢ wyeliminowana, w kolumnie 9 podana
jest warto$¢ weryfikacyjna ze wzoru (11.82)

Tabela 11.1
Petny proces redukceji cech w schorzeniu tarczycowym
Miara Stopnie Niczbed | Warto$€ | Stopnie | Warto$é
cecha | T2 F SWO- o noéé | weryf. | swo- | kryt
Krok | p* | reduk. | pozost.| pozo- | body (104 | U, | redu- | body |F,, o0s
cech stal. RS cechy | kow. | v, v, ’
cech redu- | cechy
kow.,
1 10 ¥s 9,64 5,30 1200 11| 1930 |0,0253 001312 11| 398
2 9 ¥s 9,62 641 |66 12| 569 (0,124 (007112 12| 3,89
3 8 ¥, 9,49 771 |38413| 159 0268 (0,170 |2 13| 3381
4 7 ¥s 9,22 922 (26 14| 434 (0364 |0258 |2 141 3,74
5 6 ¥ 886 | 11,1 [18715| 114 |0449 (0358 |2 15| 3.68
6 S ¥s 841 13,5 |13,616 29 [ 140 1,40 2 16| 3,63
7 4 Y2 7.01 149 9,617 1,7 | 1,61 2,13 2 17| 359
8 3 Y 540 | 16,2 6,818 1,6 | 1,82 3.59 2 18| 3,55
9 2 Vs 358 | 17,0 4219 39 | 1,17 3,26 2 19| 352
10 1 Yio 241 | 241 2 20 4,8 | 241 24,1 2 20| 349

n—-J—-p*+1 U;
J-1 1+T% -y

.

a w kolumnach 10 i 11 pokazane sa odpowiednie stopnie swobody, oraz warto$¢ krytyczna
F dla o = 0,05.

Pozostaly przy koficu tego procesu cechy jest cecha y, o, ktora juz poprzednio uznaliSmy
jako najlepsza ceche¢ dyskryminacyjng. Uzyskana w procesie redukcji para cech yg, ¥ip
takze juz poprzednio zostala uznana za najkorzystniejszq kombinacje.
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Jesli opisywana redukcja zostanie doprowadzona tak daleko, az wyeliminowane zostang
wszystkie te cechy, ktore wedlug (11.82) nie wnoszg nic istotnego do rozréznienia populacji,
(o pozostanie w koricu juz tylko tréjka cech yg, yq, ¥0. Wplyw kazdej z tych trzech cech
na diagnozg jest statystycznie pewny, podczas gdy zgodnie z kolumng 9 tablicy 11.1 dla
wszystkich obszerniejszych zbioréw cech, ktére wystepuja w trakcie redukcji, tego rodzaju
zapewnienia nie udaje si¢ uzyskaé (dla o = 0,05).

11.3 Wielowymiarowa wieloczynnikowa analiza wariancyjna

Rozpatrywalismy dotychczas klasyfikacje pojedyncza, gdzie wszystkie rozpatrywane
réznice migdzy wartosciami §rednimi powodowane byly przez jeden jedyny czynnik.
W licznych jednak przypadkach do wytworzenia si¢ owych réznic miedzy rozpatrywanymi
parametrami statystycznymi przyczynia si¢ wicle czynnikéw. W podrozdziale tym oméwimy
jedynie kompletne i zréznicowane uklady cksperymentalne z klasyfikacja wielokrotng,
tzn. takie, w ktérych liczba obserwowanych w kazdej komérce wartosci jest jednakowa.
Z uwagi na brak migjsca ograniczymy si¢ do oméwienia jedynie klasyfikacji podwdjne)
(dwuczynnikowej). W przypadku ukladéw doswiadczeri z klasyfikacja potréjng lub wigcej
krotng i o jednakowym obsadzeniu komérek oraz w przypadku hipotez, kiére dotyczy
calych grup efektow gléwnych i efektow interakeyjnych, mozna stosunkowo tatwo otrzymac
odpowiednie statystyki testowe wedlug wzoru jaki daje nam klasyfikacja podwdjna, o ile
tylko bedziemy pamigtali, by zawsze wychodzi¢ z odpowiedniego przypadku jednowymia-
rowego. Wyprowadzenie takie jest zawsze potrzebne — bo chociaz w przypadku wie-
lowymiarowej analizy wariancji zawsze korzystamy z komputera i odpowiedniego opro-
gramowania — to jednak do odpowiedniej interpretacji wynikéw musimy wiedzie¢ na
ile wyprowadzone przez nas wzory réznigy si¢ od tych podanych w dokumentacji.

11.3.1 Klasyfikacja podwaijna, jeden wektor obserwacji na komorke

Rozpoczniemy od krotkiego przypomnienia przypadku jednowymiarowego, (zn. takicgo
w Ktorym

dim(y) =p=1.
Zaktadamy, Zze czynnik A dziala na J poziomach, natomiast czynnik B dziala na K

poziomach,
Schemat uktadu eksperymentalnego mozna przedstawic jak ponizej:
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czynnik B
| 2 3 K
(11.86)
1 T Y2 i3 Yk
A 2 Y2 Yn Y2 Y
J ¥n Yn ¥ Yix

Rozpatrujemy oczywiscie model liniowy, a zatem przy klasyfikacji podwdjnej mozemy
zapisa¢ nastgpujace zalozenie:

= W o+ B+ € U=1..J k=1,..K) (11.87)
gdzie zmienne y;, podlegaja rozkladowi
Yie=N(p+o,+ Be.o?

dla wszystkich wartosci j oraz k.
Interesujg nas hipotezy zerowe poslaci:

l{DA:al = ...-_-(IJ'

11.87
Hog: By =...=Bg. (11.89)

Utworzona zgodnie z przyjetymi zaloZeniami tablica analizy wariancji ma postac:

sumy kwadratow st. swob. statystyka F

SS,=KX(;-y) Va=J-1 Ve S5, <F
J ‘A 33; Vo Ve

$p=sS0p-y | VK-l Ve 585
& — T v v
VB SSR o

SSR=EZU}t-)}_- Vp=(U-DK-1
P

—yi+y)

Wielko$¢ SSg Vg jest nieobcigzong ocena wariancji 6 blgdu doéwiadczenia. Ponadto
zachodzy zaleZznosci:
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1 1
=g e u=yZue =Xy (11.88)
Rozpatrzmy teraz przypadek wiclowymiarowy, tzn, taki dla ktérego zachodzi

dim(y’,-*) =p 51 .,
Wielkosci obserwacyjne sg realizacjami p-wymiarowych wektoré6w losowych o rozktadach
normalnych. Schemat klasyfikacji podwéjnej odpowiada przypadkowi jednowymiarowemu
z tym, Z¢ obecnie zamiast komorki (j, k) jest wektor obserwacji yy, ktéry obejmuje p
mierzonych cech badanego obiektu. Réwnaniem modelu jest

Yie=H+ 05+ P+, G=1,..,J,k=1,..K), (11.89)

gdzie tym razem p, oy, B, sa odpowiednimi p-wymiarowymi wektorami a rOwniez p-wy-
miarowy wektor €; podlega rozkladowi:

g, =N (0. 2) dla wszystkich j oraz k . (11.90)
Cheemy zweryfikowaé nasigpujace hipotezy zerowe:

Hyy 0oy = ... =0y, (11.91)

=By (11.92)

Hog @ By

Tak jak to juz opisywaliSmy poprzednio, w celu uzyskania statystyki testowej musimy
znalezé macierze H, . Hg i G, ktére wynikaja bezposrednio z jednowymiarowej tablicy
analizy wariancji jako uogélnienie wyrazen SS, . SSp 1 SSg:

Hy=KX(j-y,0,-y) . (11.93)
Hy=1J }70'.;- ~y, 0=y, (11.94)
G=X Z: O =Y.~ Ya+¥) Op= 3= Yety) (11.95)

przy czym wielkosci y; . y, oraz y_wynikajg z (11.88), gdy zamiast y; podstawi si¢
wektory v .
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Jako statystyki testowe przyjmiemy

vg—p+1

ir (Hy G™") dla hipotezy Hg,
VP

Ve=p+1
B PT 1 (HyG') dla hipotezy Hoy
VB p

Macierz

(11.96)

(11.97)

(11.98)

jest nieobcigzong oceng macierzy kowariancyjnej I naszego modelu liniowego. Przeksztal-

cajgc wzory (11.96) i (11.97) otrzymujemy
sy & ¥
tr(Hy Gy == 20~y ) S -3
R i
oraz

ir (Hy G -) = 3’; % 043078 0u-y)

(11.99)

(11.100)

Zatem do weryfikacji naszych hipotez otrzymujemy nastgpujace statystyki testowe:

Hipoteza Ho, : oy = ... = 0 .
Wielkos¢
F=U-DE-DH-p+l ir (H, G ") =

V-Dp ;
LL=NE-D-pt YK . E
-12K-1)p j_z,();. ¥ Y8 =)

ma w przyblizeniu rozktad F o v, i v, stopniach swobody, przy czym

V-DplU-DHE-1)=p]
v = (-DEK=-p-1

- -]

, gy -DEK-1)-p>0
gdy -1)(K-1)-p20
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V=W -DE-D)-p+1 (11.103)

Przy z gory zadanym prawdopodobieristwie o hipotez¢ Hy, odrzucamy, o ile

F>Fy . (11.104)

”"r

Druga z naszych hipotez jest zgodnie z (11.92) hipoteza:

Hipoteza Hyg : B = ... = B¢ .
Wielkosé
,:: - ("_ IL(K" 1)_.p+ 1 “.(HBG-I).__
U-Dp K (11.105)

W=D E-D-p+11J o
C K=1PU-Dp h,(-vk y) S (re=y)

ma w przyblizeniu rozklad F o v, i v, stopniach swobody, przy czym

E-DplU-DE-D-p) 4 k-1)g-p)-1>0

L & _ K-DH-p-1 ady K-1)(U-1)-1<0 (11.106)

V=U-DE-1)=-p+1 (11.107)
Przy z gory zadanym prawdopodobieristwie o hipotez¢ Hyy odrzucamy, o ile

Fsly via (11.108)

11.3.2 Klasyfikacja podwdjna, m wektorow obserwacji na komorke
Réznica w stosunku do klasyfikacji podwdjnej rozwazanej w poprzednim punkcie
tkwi jedynic w tym, Zze obecnic w kazdej komoérce (oznaczonej (f. k)) znajduje si¢

jednakowa liczba m > 1 wektoréw obserwacji

Yiers Yigas woos Yion
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kiore zawierajy po p cech. W zwiazku z tym w réwnaniu modelu powinien zostaé
uwzgledniony efekt interakcji j-tego poziomu czynnika A z k-tym poziomem czynnika B.
Interakcja mozliwa jest naturalnie i dla m = 1, ale dopiero dla m > 1 daje si¢ analizowaé.
Tak jak i poprzednio rozpoczniemy od przypomnienia przypadku jednowymiarowego
w ktérym

dimQ)=p=1.

Réwnanie modelu ma postaé:

Vi =M+ 0+ B+ (00 By + €5

J=L...J k=1..K I=1..m {1A.103)

przy czym

Vi =N (1 + o+ B+ (0. )y, 6%) (11.110)
oraz

K J

2 o;=0; 2B:.=0; 2(a B)e=0 dla wszystkich k

i=1 k=1 Jj=1
oraz

K

2 (0B)y=0 dla wszystkich j.
k=]

Stosowna tablica analizy wariancji zamieszczona zostala w tabeli 11.2.
UZyle w niej oznaczenia si nast¢pujgce:

1
S ;Yju , ; oo K ZE)’,H
1
Y.k.=_2;)}ta- ”K ZEZ);H

Warto$¢ SSg /vg jest nieobeigzong oceng wariancji bigdu eksperymentalnego o
Rozpatrzmy teraz przypadek wiclowymiarowy, dla ktérego zachodzi

Réwnanie modelu liniowego dla /-tego wektora wartosci obserwacyjnych w koméree (j, k)
ma postac jak poprzednio:
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Tabela 11.2

Tablica analizy wariancji w przypadku dwuczynnikowym jednowymiarowym

Sumy kwadratow Stopnie swobody Statystyka testowa

S, =mK X (y; -y ) V== Vg 55,

J / dla Ifm.v—" m FVA'VR
SSp=mI Xy, -y ) Vp=K-1 VR S5 _

k dlﬂ !{08 . —8 S_SR ) V,
SSAxs=mEzU;k_‘ Vaxg=( =D K=1) dia Hyyop

oy Ve SSixs
Y.~ Yrty.) Vixs SSp | Vaew¥s

SSp=LXX -y | e=/Km-1)
i k1

Y= R+ 0+ B+ (0 B + €
J=ld k=1 K =1 m (11.111)

z tym, ze teraz wielkoSci o, Bs (aB))-k 53 p-wymiarowymi wektorami spelniajacymi
warunki:

J J
Zoy=0; 2PB.=0; 2 (aP)y=0
= k=1 j=1

dla wszystkich k oraz
K
Z(@B)=0
dla wszystkich j. Dla wektoréw bledéw doswiadczenia zaklada sig, ze

dla wszystkich j, k oraz /. Weryfikowa¢ bgdziemy nastgpujace hipotezy zerowe:
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Hyaxp: (OB)y=...=(@P)y=0,
HDA:aI=...=aj=0 (11.112)

Do tego potrzebne jest obliczenic macierzy H, , Hy H,,pi G, ktére maja nastgpujace
postacie:

Hy=mK ;ij,_ -y ) 0=y ). (11.113)
Hy=m) Z(rs=y.) O =Y. ) (11.114)
Haxp=mZ 2 O =3 =Ya +3.) Op ==y +3. ) (11.115)
G =22 X (= e) Q=)' (11.116)

Wielkosci yie, v;0 ¥ 1y, wylicza si¢ tak jak wiclkosci w tab. 11.2 z ta réznicg, ze
W migjsce y;, podstawia si¢ p-wymiarowe wektory vy, .
Jako statystyki testowe stosujemy

tr(H,.,G™") dla hipotezy Hy, . (11.117)
Vaxg P
Ve—p+1 L .
T ir(H,G™) dla hipotezy H,, (11.118)
A
ve=p+1 it .
v—p tr(Hg G™') dla hipotezy Hyy (11.119)
B

Tak jak i poprzednio macierz

jest nieobcigzona ocena macierzy kowarancyjnej .
Zachodzi rowniez:
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0 (Hygg G™) =

11.12

;K(m—z):(),k %= Ya+3. ) ST O =YL= Yx*Y.) ety
n'(H,,G")-JU E(y, -y S0 -y.) (11.121)
r(Hy G™)= K(: E(}k—-v VSt @i-y) (11.122)

Zatem do weryfikacji hipotez zerowych postaci (11.112) otrzymujemy nastgpujace statystyki
testowe:

Hipoteza Hoywp : (0B)); = .. = (0f)x = 0
Statystyka testowa

o [JK(m=1)=p+1lm

F=U-D@&-Dpikm-1)
(11.123)
X ;()',1. = Y=g+ y s =Y. =Yetr.)
]
ma w przyblizeniu rozklad F o v, oraz v, stopniach swobody, gdzie
-DEK-1) pUK(@m~1)-p] : .
_ . gdy mianownik >0
v, = ;loK(m- D-@-DU-DE-D-1" 4 ianownik <0 (11.124)
Vo=JKim-1-p+1 (11.125)
Przy danym prawdopodobieristwie bledu o hipotezg Hy, «p odrzuca sig, o ile
F3Fy g (11.126)

Nast¢png hipoteza jest:

Hipoteza Hyy t oy = .. =0, =0 .

Statystyka testowa



s _UK(m-D-p+Dhm R Yo .
s V=1 pJm=1) le(y)-,_ y.)yS 10’,‘.. y.) (11.127)

ma w przyblizeniu rozkiad F o v, oraz v, stopniach swobody, gdzie

JKm-D-p)(K-1Dp

gdy mianownik >0

v, = f (n=D=U=-D@-D=1" 34 mianownik <0 (11.128)
vo=JK(m-1)-p+1 (11.129)
Przy danym prawdopodobienistwie bledu o hipoteze H,, odrzuca si¢, o ile
F >F, yes (11.130)
Ostatnia juz testowana hipoteza 10:
Hipoteza Hyg : By = .. =P =0 .
Statystyka testowa
=~ _UKm-D-p+Dm oo i o) L
ma w przyblizeniu rozklad F o v, oraz v, stopniach swobody, gdzie
(JKm—=1)—-p)(K=1)p . )

a . 2dy mianownik >0
VISVKm=-D=K=-D@-D-1" 540 mianownik <0 (11.132)
via=JKm-1)-p+ 1 (11.133)

Przy danym prawdopodobienstwie blgdu o hipotezg Hyy odrzuca sig, o ile
oF 5 (11.134)

Zgodnie z poczyniong na poczatku rozdzialu uwagg omoéwimy jeszcze pokrétce za-
lozenia wielowymiarowe) analizy wariancji. Sa one nastgpujace:
— wielowymiarowy rozklad normalny wektoréw wartosci obserwacyjnych,
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— jednakowos¢ macierzy kowariancyjnych,
— stochastyczna niezalezno$¢ wektoréw wartosci obserwacyjnych,
— Istnienie wartosci pomiarowych wszystkich p cech w kazdym badanym obiekcie.

Zalozenia te rzadko kiedy sg Scisle spetnione. Nie oznacza to jednak, Ze nic moZzemy
stosowa¢ metod analizy wariancyjnej i dyskryminacyjnej. Nie nalezy sadzi¢, ze w wie-
lowymiarowej analizic wariancji kazde odstgpstwo od zalozer musi prowadzi¢ do duzych
znieksztalcent w praktycznym wnioskowaniu. Przeciwnie, gtéwne wyniki analizy powinny
jednak pozostaé prawdziwe.

Niespetnienie wspomnianych zalozeil moze powodowac to, ze ten czy inny z opisy-
wanych testow istotnosci przeprowadzany na poziomie istotnosci np. o. = 0,05, ma przy
uwzglednieniu rzeczywiscie prawdziwego, ale nieznanego. rozkladu statystyki testowej
nicco inny poziom istotnodei, np. o = 0,02, Poniewaz z reguly przyjecie okreSlonego
poziomu istotnosci jest arbitralne, zalem takie jego .przesunigcie” nie zmieni otrzymanych
wynikow,

W wigkszosci zastosowan mozemy rowniez przeprowadzi¢ wielowymiarowa analize,
o ile mamy do czynienia z cechami cigglymi, nie analizujgc blizej wielowymiarowego
rozkladu wektoréw cech. Nicjednokrotnie dobre rezultaty osiaga si¢ poddajac okreslone
cechy wsltepnej transformacji, np. logarytmiczne;.

Réwniez niespelnienie warunku o réwnosci macierzy kowariancji nie prowadzi na
o0gdl do zadnych powazniejszych zaklécen w wynikach, Dodatkowo w przypadku wie-
lowymiarowej analizy wariancji przy niejednakowych kowariancjach istniejg pewne za-
lozenia przyblizone.

249



12. REGRESJA WIELOKROTNA

W licznych badaniach biometrycznych obserwuje si¢ rGwnocze$nie wiele cech chara-
kteryzujacych populacje biologiczng. Cechy te moga by¢ (i na ogot sy) wzajemnie zalezne,
w zwigzku z tym istoine jest okreslenie sily tej zaleznosci oraz jej wykorzystanie do
przewidywania jednej cechy na podstawie innej. W pierwszej czgSci skryptu rozpatry-
walismy zalezno$¢ migdzy dwiema cechami (zalezng i niezalezng), opisujac ten zwigzek
funkcja liniowy — prosta regresji. GdybySmy mieli zesp6t trzech zmiennych Y, X, X,
i chcieliby$Smy okresla¢ warto$ci cechy Y na podstawie X, lub X,, to mozna to zrobi¢
konstruujac dwie funkcje regresji

Y = (X)) oraz Y =£, (X,)

i wybierajac ¢ z nich, kidra jest dokladniejsza. Wydaje si¢ jednak intuicyjnie jasne, ze
laczne wnioskowanie o cesze Y na podstawic wartosci obu zmiennych X, i X, powinno
da¢ wyniki lepsze (a juz na pewno nie gorsze) niz rozpatrywanie pojedynczych zwigzkow.

12.1 Rownanie regresji wielokrotnej

Rozpatrujemy zesp6l cech Y, X, X,.....X, o Ktorych zakladamy, Ze sy okreSlone na
wszystkich elementach populacji. Liniowy zwigzek migdzy wartoscia cechy i-tego elementu
populaciji, tzn. y;, a warto$ciami pozostalych cech tego elementu, tzn, x;, definiujemy za
pomocq rownosci:

Yi=Bo+ By xy+Brxp+...+B,x, +e (12.1)

Analizujgc powyzszg zalezno$¢ mozemy stwierdzi€¢ (jest to uproszczenie), ze dziel
ona wartos¢ y; na trzy czgsci:
— cz¢S¢ By wspdlng dla wszystkich elementéw populacji,
— czgsci B, x; wynikajace z ,czystego™ wplywu danej cechy,
— czg$¢ e; wynikajacy z wplywu czynnikéw losowych, specyficznych dla y;, tzn.
takich, ktére nie sq zwigzane z pozostalymi cechami.
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Identycznie jak w przypadku dwdch cech, cheemy tak dobraé wspéfczynniki f;, aby
udzial czynnika losowego ¢; byl jak najmniejszy. Prowadzi to do konstrukcji funkcji
regresji flx;, X, ..., x,), dla ki6rej warto$¢ oczekiwana kwadratu odchylenia Y od f osiaga
minimum, (zn.;

E [Y =1 {3,255 <~ x,,)]z =min .

Funkcji regresji mozna uzy¢ do przewidywania (prognozy) wartosci zmiennej losowej
Y gdy znane sa wartosci zmiennych losowych X, X, ..., X, . Réwnanie stuzace do takiego
przewidywania nazywa si¢ rOwnaniem regresji wiclokrotnej i ma ono postac:

y=B0+ﬁ1.\‘,+Bz.r2+...+Bpxp (l2.2)
Wspdlczynniki B; nosza nazwe czastkowych wspélczynnikéw regresji.

Wartosci wspélczynnikéw B; odnosza si¢ do populacji i na ogét nie sy znane, lecz
podlegaja oszacowaniu na podstawie préby. Oznaczmy zatem przez n liczebno$¢ préby,
natomiast przez by, by, by, ... b, estymatory parametréw o, By, By, ... B, Réwnanie
regresji wielokrotnej przyjmuje wtedy postac:

y=by+b x;+byx,+...+b,x

| a4

Jezeli przez ¢ oznaczymy sumg¢ kwadratdw odchyler funkcji regresji od Y:
Q= E—l(‘?’-' E_;O'.‘-gf)z =0i=Bo—Bixi = .. — B, 1)
to wspolczynniki b; wyznaczymy rozwigzujac uktad réwnan:

M: | =
5B, 0, =12, .cup

Pochodne czigstkowe maja postac:

6 L

T ST T R

8 n .

5—‘[3‘%:*2 Zl‘;r 0= Bo— By xi—Brxai— . = By X j=hdmp
, (=

Po przyréwnaniu pochodnych do zera, zastapieniu B; ich estymatorami b;, podzieleniu
obu stron réwnari przez 2 i przeniesieniu wyrazéw nie zawierajacych niewiadomych b;
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na prawsy strong. otrzymamy uklad rownan, ktéry w postaci macierzowej mozna zapisaé
Jak ponizej:

Ab=w (12.3)
gdzic
= [agl. F=0,...,p k=0, .. p— jest macierzq wspbiczynnikéw przy nie-
wiadomych by, by, by, ... b, .
@y = Z).},- Xy prezyczymxg=1 dla i=L12, ..,n
i=]
= [by, by oy bP]T — jest wektorem niewiadomych,

w = [w;]" — jest wektorem wyrazéw wolnych,

w;= E.rj,- Yi. prayczymx,=1 dla i=1,2, ..,n
Rozwigzaniem réwnania (12.3) jest wektor

b=A"w

Uklad réwnaii okreslony wzorem (12.3) nazywa si¢ ukladem réwnan normalnych,
rozwigzaniem jest wektor wartosci wspolczynnikéw b, Znajac te wspélczynniki mozna

z kolei przewidywaé warto$¢ zmicnnej zaleznej v na podstawie zaobserwowanych wartoéci
zmiennych x|, Xy, ... X,

2.
y=bo+ by x;+byx,+...4b,x, (12.4)

Uktad réwnan normalnych mozna tez przedstawic¢ w nieco innej postaci. Jezeli pierwsze
réwnanic ukiadu podzielimy obustronnie przez n, 1o otrzymamy

bo+b Xy +by X+ ...+ b, X, =Y
gdzie

Tj %E — oznacza Srednig arytmetyczng cechy Xj.

3‘:—‘ Z) — oznacza Srednig arytmetyczna cechy Y.

Z réwnania tego wyliczamy
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bc,:}'*b] X —b;,_):z- ...—bp}’,

i po podstawieniu do (12.4) otrzymujemy:
Y= =by (5 = F) + by (1= %) + .. + by (5~ ) (12.5)

Odpowiadajacy temu réwnaniu regresji uklad réwnari normalnych jest bardzo zblizony
do ukladu (12.3), a réznice polegajy na tym, Ze nic wysigpujc w nim pierwszy wiersz
i pierwsza kolumna, a w pozostalych wierszach i kolumnach symbole x; oraz y; sa
zastapione odchyleniami od $rednich. Mozna go zatem zapisaé jako:

Sb=s, (12.6)
gdzie
b s
Sy Sz Slp b] :’
s=|%2 Sz S2 b= . Sy = "l
Si, S S '
lp “2p PP [’p oy
oraz
n
S=S, S, = L (5~ %

S,‘t=s.r, x,=l_§l (i = X7) (x5 = Xp)

Sj_v=sxfy=..=zl (-rji_I}'J O'i_y)
Kazde z réwnaii ukladu (12.6) mozemy z kolei podzieli¢ przez (n - 1) 1 wiedy
zamiast sum kwadratéw odchylen wystapig wariancje, zamiast za$ sum iloczyndéw
odchyleri — kowariancje. W ten sposéb otrzymamy oslateczng wersj¢ ukladu réwnan
normalnych:

Ch=g, (12.7)

gdzie



Jl 512 S“, s
b Ky
2 2
S12 55 s 4
g=]"* =+ » b= . o=l. |
2 -
S, 8 §
1 2 .
g e 4 b, Spy
oraz
3o S S S
TR | *p—1 H p-1°
przy czym
1 1
C=——38, C,=—3§
n—1 Y on-177

Macierz C 1o oczywiScie macierz kowariancji — jej elementami diagonalnymi sg wariancje
poszczegblnych zmiennych niczaleznych, a elementami pozadiagonalnymi kowariancje
tych zmiennych. Macierz kowariancji jest macierzy symetryczna.

Rozwazajac regresje prostoliniows migdzy dwiema zmiennymi (tzn. zmienng zalezng
1 zmienng niczalezng) stwierdziliSmy, Ze wspélczynnik regresji (oznaczany symbolem b)
okresla o ile — przecigtnie — zmieni si¢ warto$¢ zmiennej zaleznej y, gdy warto$¢
zmiennej niezaleznej zmieni si¢ o jedng jednostke.

Interpretacja czastkowych wspolczynnikéw regresji jest analogiczna, a wigce czastkowy
wspolczynnik regresji b; okresla o ile przecigtnic zmieni si¢ wartos¢ zmiennej y, gdy
warto$¢ zmiennej x; zmieni si¢ o jedna jednostkg, a wartoSci pozostalych zmiennych
niezaleznych pozostany niezmienione.

UWAGA: Egczna zmiana y wynikajaca ze zmiany wszysikich zmiennych niczaleznych
nie jest zwykla suma wynikajaca ze zmian poszczegllnych x; traktowanych
niezaleznie od siebie. Oznacza o, Ze za b; nie mozna przyjmowa¢ zwyklych
wspdiczynnikéw regresji okreslonych dla par (y. x)); wspéiczynniki b; musza
by¢ okreSlane jednocze$nie z uwzglednieniem zalezno$ci migdzy wszystkimi
Zmiennymi.

Przykiad 1.

Rozpatrzmy rownanie regresji wielokromej wigzace ze sobg cechy xi1, x2, x3, x4
pacjentéw nalezacych do 1-szej klasy (por. Dodatek 1). Jako zmienng zalezng przyjmiemy
stgzenie izotopu jodu we krwi po 48 godzinach po podaniu preparatu — czyli cechg x4.
Szukamy funkcji regresji prostoliniowej x4 = f(x1, x2, x3). Po rozwigzaniu ukladu réwnaf
normalnych otrzymujemy zalezno$¢:
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x4 = -1,826 - 0,079x1 - 0,397x2 + 1,380x3

Dla poréwnania, gdybysSmy chcieli przewidywaé x4 na podstawie tylko jednej cechy, to
wspotczynniki regresji prostej bylyby réwne:

b.nl.r] = 0.380. bm_\.z = 0.755. b“.‘u.; = I.004

12.2 Rozwigzywanie ukfadu réownan normalnych

Z podanych powyzej wyprowadzen wynika, ze dla znalezienia ocen parametréw [,
By. ... B, nalezy rozwigza¢ uklad réwnail normalnych ze wzgledu na p + 1 niewiadomych.
Rozwiazanie takie jest jednoznaczne, jezeli wyznacznik macierzy A (lub S albo C) jest
rozny od zera.

Z reguly do rozwigzywania ukladu réwnan normalnych stosuje si¢ pewne metody
wypracowane na gruncie analizy numerycznej, a pozwalajace na uproszczenie obliczed
oraz zapewniajace dobry stabilno$¢ numeryczng.

Oceny parametréw By, By, ... B, mozna np. wyznaczy¢ bez odwracania macierzy,
a mianowicie stosujac tzw. metode Doolittle’a. Idea tej metody polega na takim prze-
ksztalceniu symetrycznego uktadu réwnan liniowych, by uzyska¢ uktad tréjkatny, tj. ukiad,
ktérego wyznacznik gléwny ma same zera ponizej gléwnej przekatnej i jedynki na niej.
Przeksziatcanie 1o polega na mnozeniu rownan ukladu przez pewne liczby oraz dodawaniu
1 odeymowaniu tych rdwnan. Rozwigzanie ukladu tréjkatnego jest bezposrednie.

Inngy szeroko stosowang metoda jest metoda Gaussa-Jordana, kidra wykorzystywana
jest do rozwigzywania ukladu réwnaii postaci (12.6), tzn. ukladu w ktérym wysi¢puja
sumy kwadratow i iloczynéw odchylen. Dane wyjsciowe skladaja si¢ z elementéw macierzy
S, wektora s, oraz sumy kwadratéw odchyle zmiennej y, czyli S,,. Oznaczmy przez U
macierz utworzonig z wymienionych elementéw wedlug schematu:

Sn S, 18y,
S P B R S
v [u""'l =[ T ;' }_ ‘slP Spp Spv
i )
Siy Spy 1Sy

Jest to macierz symetryczna o p + 1 wierszach i kolumnach, Istota omawianej metody
polega na wprowadzaniu do macierzy U kolejnych zmiennych niezaleznych, przy czym
wprowadzanie to bedzie si¢ wigza¢ z wykonaniem odpowiednich przeksztalcen. Po wpro-
wadzeniu pierwszej zmiennej (np. x,) i zwigzanych z tym przeksztalceniach, wprowadzamy

255



na tej samej zasadzie nasigpne — az do ostatniej, przy czym kolejnos¢ wprowadzania
zmiennych jest dowolna.

Niech r bgdzie numerem wprowadzanej zmiennej (r = 1, 2, ..., p), natomiast u; bedy
elementami macierzy uzyskanej po wprowadzeniu nowej zmiennej. Wartosci u; uzyskuje
si¢ z nastgpujacych przeksztalcern wykonywanych w podanej kolejnosci:

1

L i = i
r

2. w, =u,; =u,u, da izr,

r n

- .
3wy =u

= Uy + U, Uy dla i#r, j#r,

Pierwszy ze wzor6w przeksztalca element diagonalny macierzy U odpowiadajacy wpro-

wadzanej zmiennej, drugi przeksztalca inne clementy z wiersza (kolumny) odpowiadajacego

wprowadzanej zmiennej, wreszcie trzeci przeksztalca pozostale elementy macierzy.
Wprowadzanie pierwszej zmiennej jest odpowiednikiem rozpatrywania zaleznosci

/miennej y tylko od zmiennej x;:

}l _F=h| (.‘.‘I —El) .

Po zakonfczeniu przeksztalcefn zwiazanych z wprowadzaniem pierwszej zmiennej,
w ostatnim (p + 1)-szym wierszu w kolumnie odpowiadajacej tej zmiennej, a wige
w pierwszej, wystapi ze znakiem przeciwnym wartoS¢ wspOlczynnika regresji b, na-
tomiast w ostatniej (p + 1)-szej kolumnic tego wiersza — resztowa suma kwadratow
zmiennej v, tzn. suma kwadratéw odchylei zmiennej y, jaka pozostanie po wyeli-
minowaniu wplywu zmiennej x,".

Wprowadzanie nastgpnej zmiennej (x,) oznacza, ze rozpalrywana jest zaleznos¢ y od
dwoch zmiennych:

)'—_§=b| (-"]-El)"'bz(.l'z"‘}z) .

Po zakoriczeniu zdefiniowanych powyzej przekszialceri, w ostatnim wierszu, w kolumnach
odpowiadajacych wprowadzonym dotychczas zmiennym wystepujq (z¢ znakiem przeciw-
nym) wspolczynniki regresji b, i b,, natomiast w kolumnie ostatniej — resziowa suma
kwadratéw pozostala po wyeliminowaniu wpltywu x; i x,.

1 Reszrowa suma kwadratéw bedzic oméwiona ponizej
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Po wprowadzeniu ostatniej zmiennej, w ostatnim (p + 1)-szym wierszu mamy wartosci
(ze znakiem przeciwnym) wszystkich czastkowych wsp6iczynnikOw regresji oraz resztowej
sumy kwadratéw, natomiast w wierszach 1, 2, ..., p i kolumnach 1, 2, ..., p — a wigc
tam, gdzie na poczgtku wystgpowala macierz § — mamy elementy macierzy odwrotnej
§ 7' (ze znakami przeciwnymi). Macierz uzyskang z U po wprowadzeniu wszystkich
zmiennych niezaleznych mozna wige przedstawi¢ schematem

5 -l
N
udzie b oznacza wektor wspdlczynnikéw regresji, a S, resztowy sume¢ kwadratow.
Zaletg metody Gaussa-Jordana jest wigc to. Zze niezaleznie od uzyskania koricowych
wynikéw, pozwala na otrzymanie ,.po drodze” wynikéw dla mniejszej liczby zmiennych.

Metod¢ t¢ mozna réwniez zastosowaé, gdy z réwnania regresji wiclokrotnej chee sig

wyeliminowaé jaka$ zmicnng. Problem taki wysigpuje na przyklad wtedy, gdy ze

zbioru zmiennych, ktére moga wplywaé na zmienng zalezng y, nalezy wybra¢ zmienne

o najwigkszym wplywie. Wtedy na poczatku okresla si¢ rdwnanie regresji, uwzgled-

niajgce wszystkie zmicnne niczalezne, a nastgpnic climinuje si¢ je kolejno, badajac,

Jaki ma to wplyw na dokladnos$¢ réwnania okreslong na przyklad przez resztow) sume

kwadratéw.

UWAGA: W prakiyce czgsto okazuje si¢, ze z uwagi na skorelowanie zmiennych i réznice
w ich wartosciach o kilka a nawet kilkanascie rzedow wielkosci, macierz S
jest zle uwarunkowana (tzn. niemal osobliwa). Poniewaz z reguly obliczenia
regresji wielokrotnej powierza si¢ komputerowi, zatem nalezy upewnic sig, czy
zaimplementowane procedury obliczeniowe posiadaja wystarczajaca precyzje
obliczeii. Najprostszym testem sq kontrolne wydruki iloczynu macierzy S i S ',
kiéry powinien by¢ réwny macierzy jednostkowej (S§ ' = I). W przeciwnym
przypadku moze okazac sig¢, ze macierz odwrotna do § nie stanowi dostatecznie
dobrego przyblizenia i otrzymamy blgdne wyniki.

12.3 Bledy standardowe predykcji i wspolczynnikow regresji

Rozwigzanie ukiadu réwnari normalnych dostarcza ocen czgstkowych wspélczynnikow
regresji i jesli na tej podstawie napiszemy réwnanie regresji, to mozemy go uzy¢ do
przewidywania wartosci y na podstawic zespolu zmiennych niezaleznych x, x,. ..., X,.
Jednakze, jezeli rozbiezno$¢ migdzy wartosciami obserwowanymi y; a przewidywanymi
f»\; begdzie duza, stosowanie réwnania regresji nie bgdzie mialo sensu. Konicczne jest zatem
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wprowadzenie odpowiednich miemnik6éw, okreslajacych globalng dokladnos$é predykcji oraz
szacujacych istomoS¢ czastkowych wspdtczynnikéw regresji.

Dokladno$¢ danego rownania regresji wielokrotnej mozemy okresli¢ za pomocy ,,0d-
leglosci™ migdzy y; oraz 3\, czyli za pomoca réznic (y; - i-). a Scislej — kwadratéw tych
rGznic.

Sume

Se=2 (-3 (12.8)
i=\
gdzie n oznacza liczebnos¢ préby, nazywa si¢ sumg kwadratéw odchyler od regresji lub
resztowg sumi kwadratéw. Natomiast wielkosé
A5
s.= (12.9)

n—=p

nazywa si¢ blgdem standardowym predykcji; jest ona miarg dokladnosci przewidywania
na podstawie réwnania

y=bo+ b xy+byx3+...+b,x, .
Im warto$€ s, jest mniejsza, tym mnicjsze réznice wystepuja migdzy przewidywanymi
na podstawie rownania regresji i obserwowanymi wartosciami cechy Y. Mozna réwniez
wykazaé, ze 52 jest estymatorem wariancji zmiennej losowej e; wystepujacej w row-
naniu (12.1).

Okreslanie bledu standardowego predykceji na podstawie wartosci S, danej wzorem
(12.8). jest o tyle niewygodne, ze najpierw nalezy uzyska¢ oceny czastkowych wspot-
czynnikGw regresji by, by, ... b,, nastgpnic wyliczy¢ z réwnania regresji wartosci prze-
widywane ?, 1 dopiero wiedy zastosowaé wzor (12.8). Prosciej jest obliczy¢ S, ze wzoru:

n

Se=2 ) =R (b, by by (12.10)
i=1

w ktérym pierwszy skladnik oznacza sumg kwadratéw obserwacji cechy Y (czyli zmiennej
zaleznej), natomiast drugi skladnik R (by. by, .... b)) to tzw. redukcja sumy kwadratéw
w wyniku dopasowania wymienionych w nawiasach statych.

Wielko¢ redukcji oblicza sie ze wzoru:

R (bo. by, b)) =b" w=by Xy, + b, Xx;y;+ ...+ b, Lx,; y; (12.11)
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a wigc jest ona réwna sumic iloczynéw uzyskanych statych by, by, ... b, przez wyrazy
wolne réwnaii normalnych.
Gdy réwnania normalne sg postaci (12.6), wiedy

S.=8,, =R (by. ...b) (12.12)

adzie
Sy = g'l 0=

jest sumg kwadratéw odchylen wartosci zmiennej zaleznej vy od jej wartosci Sredniej ¥,
natomiast

R(bynb)=b"5,=b S|, +...+b,

Soy (12.13)
Dla réwnaii postaci (12.9):
S.=(n=-p-=1) (sf - chy) =(n—-p-1) (.s?— by 51y = by 53— ...~ b, 5,) . (12.14)

gdzic

Aby uzyskaé¢ wspdlczynniki regresji oraz blad standardowy predykcji, wystarczy roz-
wigzaé uklad réwnain normalnych, chcae natomiast znaé réwniez bledy standardowe
wspolczynnikéw regresji, nalezy rozwigza¢ réwnanie macierzowe w celu uzyskania ma-
cierzy odwrotnej A - (badZ S ') ukladu réwnari normalnych. Oznaczmy przez a” element
z i-tego wiersza i j-tej kolumny macierzy odwrotnej A ~'. Blad standardowy czastkowego
wspolczynnika regresji b; wyraza si¢ wzorem

s, =Va st

i jest obojetne, czy réwnania normalne sa postaci (12.3) czy te (12.6), poniewaz odpowiednie
elementy diagonalne macierzy A ~ oraz § ' sq identyczne.

Estymator czjstkowego wspélczynnika regresji ma rozklad normalny z wartoscia ocze-
kiwangy B; (czastkowy wsplczynnik regresji w populacji) oraz wariancja o},j_: estymatorem

tej wariancji jest s7.
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Do weryfikacji hipotezy, Zze wspdlczynnik B; w populaciji jest réwny okreslonej wartosci
Bjo. mozemy wigc zastosowac test Studenta®. Podobnie jak w przypadku wspéiczynnika
regresji prostej, statystyka

Sp.
!

!

ma rozklad ¢ Studenta 0 v = n — p — 1 stopniach swobody.
W szczegblnosei, gdy B;o =0, a wigc gdy sprawdzamy hipotez¢ o braku bezposredniego
zwigzku migdzy y oraz x; mamy:

S (12.15)

Hipotezg H, : b; = 0 odrzucamy, gdy wyliczona wartos¢
[>1lgy s

gdzie 1, , jest wartoscig krytyczng rozkladu 1 dla poziomu istotnosci wiv =n - p - 1
stopni swobody.

Zwykle zmienne, dla kt6rych wyliczona warto$¢ statystyki f < 1, , odrzucamy z modelu
regresji jako nieistotne i powtarzamy analiz¢, wyliczajac ponownie wektor bdla p” = p - 1.
Jesli réwnoczesnie kilka réznych zmiennych objasniajacych okaze si¢ nieistotnymi, to
odrzucamy tylko jedng z nich o najmniejszej wartosci funkcji testowej f i powtarzamy
analiz¢. Nalezy bowiem pamigtaé, Ze test szczegblowy pozwala na sprawdzenie istotnosci
wprowadzenia danej zmiennej do modelu, przy zalozeniu, Ze pozostale sj tam uwzglednione.
Stad tez rola innych zmiennych moze si¢ znacznie zmieni¢, gdy usuwamy kt6rakolwiek
ze zmiennych.

Przykiad 2.
Sprawdzimy istotno$¢ wspéiczynnikéw regresji uzyskanych w przykladzie 1. Do te-
stowania hipotez Hy: B, = 0, Hy: B, = 0 oraz Hy: By = 0 zastosujemy wzér (12.15),

2 Hipotezy szczegdlowe dotyczace poszezegolnych czastkowych wspdlezynnikéw regresji testujemy dopiero
po odrauceniu hipotezy globalnej Ho : b = 0; sposéb testowania tej hipotezy opiszemy poniZej, omawiajac
analiz¢ wariancji w regresji.
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musimy wigc wezesniej znaé wartosci blgdow standardowych. Bledy te oraz odpowiadajace

im wartosci statystyki ¢ sq nast¢pujjce:

Wspolczynnik Warto$¢ Bigd standard. t
B, -0,079 0,2394 0,33
B, -0,397 04377 091
B, 1,380 0,3740 3,69

Wartocig krytyczng dla v=n-p-1 =16 - 3 - 1 = 12 stopni swobody i dla
poziomu istotnosci & = 5% jest

fops.12= 2,179

Mozemy zatem odrzuci¢ hipotez¢ o nieistotnosci wspéiczynnika regresji b5, nic ma na-

tomiast podstaw do odrzucenia hipotez

Hy:By=0 oraz

Ho:a2=0 .

Poniewaz najmniejszg warto$¢ statystyki ¢ otrzymali$my dla wspélczynnika b, zatem
odrzucamy zmienng x1 i powtarzamy analiz¢ regresji. W jej wyniku otrzymujemy réwnanie:
x4 = <3208 - 0,465x2 + 1,385x3

oraz bledy standardowe wspdlczynnikéw regresji’ dane ponizszy tabela:

Wspdlczynnik Wartos¢ Biad standard. [
B, -0.465 0,3735 1,25
B, 1.385 0.3606 3,84

Poniewaz warto$¢ krytyczna testu ¢ wynosi lym razem

foos3 = 2,160

zatem okazuje si¢, ze udzial zmiennej 12 jest nicistoiny i po ponownym przeprowadzeniu
analizy pozostaje nam ostateczne réwnanie regresji postaci:

3 Uwaga: i odpowiada teraz zmiennej x2, a B2 — x3!
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x4 = -13,363 + 1,004x3

12.4 Wspolezynnik korelacji wielokrotnej

Do badania jakosci uzyskanego rownania regresji wielokrotnej mozna podejs¢ takze
w nieco inny sposéb. Na podstawie obserwacji cechy Y w prébie (y;) mozemy obliczyé
taczng sume kwadratéw S, a w wyniku dopasowania rownania regresji wielokrotne)
mozemy obliczy¢ resziows sume kwadratéw S.. Roznica migdzy nimi, mierzgca wielkos¢
redukeji sumy kwadratéw w wyniku dopasowania (umozliwiajagca obliczenie wartosci
przewidywanych ¥,), informuje o dokladnosci przewidywania. A zatem

suma kwadratéw | (suma kwadratéw | ( suma kwadratow
poza Srednicy  |= w regresji +!| pozaregresjy
Sy redukcja Se
Jak wida¢ z powyzszego schematu, stwierdzenie ..dobroci™ regresji (czyli stwierdzenie,
jak dalece dany model odzwierciedla rzeczywisty, uzyskany empirycznie uklad punktow)
sprowadza si¢ do stwierdzenia, jak duza czg$¢ sumy kwadratéw w regresji (redukcji)
pokrywa si¢ z laczna sumg kwadratéw (tzn. poza Srednig). Uzyteczng miarg tak rozumiangj
~dobroci™ modelu regresji jest wielkosc:
Syy =S,
R=R, 15..,= S (12.16)
w
noszica nazwe wspolczynnika korelacji wielokrotnej. Jest to wspélczynnik korelacji war-
tosci obserwowanych (y;), oraz warto$ci obliczonych (przewidywanych (3,). z réwnania
regresji wielokrotnej, w ktérym uwzgl¢dniono zmienne niezalezne x,, xy, ... X,.
Mozna wigc inaczej zapisac, ze
R=r,3

Jak wynika ze wzoru (12.16) wspdlczynnik korelacji wielokrotnej R jest liczby nie-
ujemng przyjmujacy wartosci z przedzialu <0, 1>,
Osigga on warto$¢ 0, gdy S, = S, a zatem gdy w wyniku dopasowania rGwnania regresji
nie nastypila redukcja sumy kwadratow; natomiast warto$¢ 1, gdy S, = 0, a wigc gdy
cata suma kwadratéw zostala zredukowana.

Bezposrednio ze wzoru (12.12) uzyskujemy jeszeze jeden wzor okreSlajacy wspol-
czynnik korelacji wielokrotnej:



_ R (b|. bz. isen bp)
= —-—S-—

»y

R? (12.17)

Kwadrat wspélczynnika korelacji wielokrotnej nazywa si¢ wspolczynnikiem determi-
nacji. Okresla on, jakg czes¢ sumy kwadratéw zmiennej y mozna wyeliminowac, uzywajac
rownania regresji wiclokromej®. A zatem R jest bezposrednig miarg wielkosci wariancji
wyjasnianej w modelu.

Jezeli prawdziwa jest hipoteza

to statystyka

__R? n-p-1
1-R2 P

7 (12.19)

ma rozktad F o v, = p oraz v, = (n — p - 1) stopniach swobody. Statystyki t¢j mozna
uzy¢ do testowania hipotezy (12.18), kiéra jest rGwnowazna z hipotezq

Hy:R=0

Aby test F/ mégl by¢ stosowany, zmienna zalezna w réwnaniu regresji musi mie¢ rozklad
normalny, ni¢ sq natomiast potrzebne zadne zaloZenia o rozkladzie zmiennych niezaleznych,
Uwzgledniajac w (12.19) wzér definiujacy wspélczynnik korelacji wielokrotnej®, po pro-
stych przeksztalceniach otrzymujemy:

- e S.
p Jln=-p=-1]"

a jesli jeszeze wykorzystamy zwigzek (12.12), uzyskamy kolejng wersj¢ wzoru na
statystyke F:

. [R by, by, ....b,,)]:[ S, ] (12.20)
p n-p-1

4 Oczywiscie eliminacja bedzie calkowita, jezeli wantodci przewidywane _f-‘. bgda identyczne z wartofciami
obserwowanymi y,
s czyli wzdr (12.16)
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Przy interpretacji wspotczynnika korelacji wielokrotnej nalezy pamigta¢ o wielkoSci
préby. Czynnik ten odgrywa podstawowg rolg w tzw. zjawisku ,kurczenia si¢ prognozy™.
Zjawisko o polega na przeszacowaniu wartos¢i wspolczynnika R w przypadku préb mato
licznych, Nalezy zaznaczyC, Ze zjawisko kurczenia si¢ prognozy nie wystgpuje dopicro
wtedy, gdy liczba elementéw préby jest duza, przynajmniej trzydziesci razy wigksza od
niz liczba zmiennych.

Niektérzy autorzy sugerujg w przypadku malej préby uzycie odpowiednich wzorow,
pozwalajacych na przeliczenic uzyskanej wartosci kwadratu wspolczynnika korelacji wie-
lokrotnej. Przytoczymy tu jedynie podstawowy z nich, i mianowicie przeliczona warto$¢

wspolczynnika korelacji wielokrotnej, oznaczana jako R %, wynosi:

—2
n—-p+1

n-73

N
R? =1
n-p-1

(1-RYH+ (1-R%?

Przyklad 3.

W poprzednim przyktadzie testowali$my istotnos¢ czastkowych wspodlczynnikéw re-
gresji. Obecnie zajmiemy sig testem istotnosci wspélczynnika korelacji wielokrotnej. Re-
sztowa suma kwadratéw wynosi S, = 1333,11, natomiast Igczna suma kwadratéw jest
réwna S, = 439548. Otrzymujemy zatem (zgodnie z wzorami (12.16) i (12.17)):

R? = 0,6967, R = 0837
Testujemy hipotez¢ Hy: R = 0 réwnowazng hipotezie (12.18). Wyliczona zgodnie ze
wzorem (12,19) statystyka testowa F ma warto$¢ F = 9,188. Poniewaz wartoScig krytyczng
dlav, = 3 i v, = 12 stopni swobody oraz dla poziomu istotnosci 5% jest Fygs.5.12 = 3,490,
zalem

F>Fogsoa
i hipotez¢ zerowy odrzucamy. Oznacza to jednoczes$nie odrzucenic  hipotezy
Hy : B, = B, = B; = 0. Wynik ten nie jest sprzeczny z rezultatami poprzedniego przy-

kladu. WykazaliSmy bowiem teraz, ze nie mozna przyjac, iz wszysikic trzy wspolczynniki
B sa jednoczesnie rowne zeru — nie przesadza to jednak o nieistotnosci niekt6rych z nich.

12.5 Analiza wariancji w regresji

Hipotezy formulowane w poprzednich punktach dotyczyly czastkowych wspdlczynni-
kow regresji oraz wspélczynnika korelacji wielokrotnej, jednak ich weryfikacja odbywala
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si¢ na podstawie sum kwadratéw odchyleii. Catkowita suma kwadratéw dzieli si¢, jak juz
to wiemy, na dwa skladniki:

S, =R (b b)) +S,

Sumie
Sy_)- = 'Zi(y" - 3:)2

odpowiada (n — 1) stopni swobody. redukcji R (b, ..., b,) odpowiada p stopni swobody,
wreszcie sumie resztowej S, odpowiada (n — p - 1) stopni swobody. Dzielge kazdy z sum
kwadratéw przez liczbg stopni swobody otrzymujemy wariancje:

S;%:j‘;“ 2 =fbu-mb) o S

n—1" e P <

=n—p—l

Wariancje sf,s i 52 wystepuja we wzorze (12. 20), ktéry mozemy teraz przedstawié w postaci:

Uzyskany wzor i przeprowadzone postgpowanie sy bardzo podobne do stosowanego
w analizie wariancji 1 dlatego wyniki analizy dotyczacej regresji na ogdl przedstawia si¢
w tabeli podobnej do tabeli analizy wariancji. Takie przedstawienie wynikéw nazywane
jest analizg wariancji w regresji lub krocej analizg regresji.

Schemat analizy regresji przedstawia tabela 12.1. W latwy sposéb mozna si¢ przekonac,
ze jest on odpowiedni réwniez i dla regresji z jedny tylko zmienng niezalezng (tzn. p = 1).

Majjc okreslone réwnanie z p zmiennymi niezaleznymi, czgsto stawia si¢ pytanie czy
wszystkie te zmienne sg w réwnaniu potrzebne®, a wigc czy nic mozna by zrezygnowaé
z czgsci z nich — bez istotnego zmniejszenia dokladnosci oceny.

6 OdpowiedZ na to pytanic prébowaliémy juz znaleZé (w nieco inny sposéb) w przykladzie 2.
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Tabela 12.1

Schemat analizy regresji przy hipotezie Hy: B, =p,=... =8,
Zmiennos¢ | Liczba stopni Suma $redni kwadrat F
swobody kwadratow

Regresja P S = 2 Seeg sfq.‘ R?
:R(bl.b._.,....hplz reg P S_‘%:l—Rz
=R?S,,

Odchylenie . 5,

od regresji n-p-1 S,=(1=RHS s‘.—n_p_l

(blad)

Catkowita n-1 By

Podzielmy zatem zbiér p zmiennych x), x5, ..., x, na dwa podzbiory: w pierwszym
umiesémy & zmiennych, ktérych uwzglgdnienie w réwnaniu uznajemy za niezbedne (sq
(0 zmienne x,, X, ... xp), a w drugim zmienne, ktérych wplyw na y moze by¢ nieistotny
(X1 X2, - X,). Badanie wplywu drugiej grupy zmicnnych sprowadza si¢ do weryfikacji
hipotezy, ze czastkowe wspolczynniki regresji odpowiadajace tym zmiennym sa réwne
zeru, czyli

HO:BI:'I-!:BJ:-FI:'“:BP:O (l2.2l)

Hipoteza alternatywna stwierdza, Ze nie wszystkie wspdélczynniki sq réwne 0. Redukcja
sumy kwadratéw wynikajgca z ustalenia wszystkich wspolczynnikéw regresji wynosi

R by, ... b))

natomiast redukcja wynikajaca z ustalenia & pierwszych wspolczynnikéw jest réwna
R by, s by) .

Réznica

R (By. o b)) = R by, wees by)
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oznacza 1¢ czeS¢ redukeji sumy kwadratow, kiéra wynika z ustalenia dodatkowych wspét-

czynnikéw be,y, bia,

s B

Przy zalozeniu hipotezy zerowej postaci (12.21) statystyka:

F=

l\ml 5‘10

R (by. by ...

* bp) _R (bl1 wen

s by)

. gdzie 2=

p—k

ma rozklad F o v, = (p - k) i v, = (n = p — 1) stopniach swobody.

Tabela 12.2

Schemat analizy regresji przy hipotezie Hy: By, =B, ,=...=B,. k<p
Zmiennosé Liczba stopni Suma Sredni kwadrat F
swobody kwadratow
2 . 2
Rf:gres.;a R, = 2 =£l Fl =5_rts
wzgledem P =R(b,, by, ... b)) "¢ p 52
b\, by, ... b,
Regresja R, =
wzgledem k =R(b,, by, .... b))
by, by, oy by
Regresja , Ri-R A
" , - 5= F{]:
wzgledem P -k R, -R, T op—k I
[
Brers wwes Uy
Blad n-p-1 S.=5,,—R, S,
5. =
n—p-1
Calkowita n-1 Syy

Schemat analizy wariancji w omawianym przypadku podaje tabela 12.2. W tabeli tej
zaznaczono dwa wyrazenia F. Pierwsze z nich, F', weryfikuje hipoteze (12.18), dotyczaca
calego réwnania regresji (1zn. wszystkich zmiennych), drugie za$, F°, weryfikuje hipoteze
(12.21). dotyczaca czesci zmiennych.

Jezeli hipoteza (12.21) nie zostanie odrzucona, mozemy z réwnania regresji usungd
ZMienne Xy.p, Xeo, - X, Nalezy jednak pamigtac, ze nieodrzucenie hipotezy Hy nie jest
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réwnoznaczne z jej prawdziwoscia. Dlatego teZ usuni¢eie nawet i nieistotnych zmiennych
zmniejszy nieco dokladno$¢ réwnania,

Moc testu F zalezy od liczebnoSci proby, gdy wige proba jest niezbyt liczna, musza
wystapi¢ duze réinice, aby je uznaé za istoine. Powinni$my wige dajzy¢ do tego, aby
wystepujace w réwnaniach normalnych sumy kwadratéw i iloczynéw byly obliczone na
podstawie jak najwigkszej liczby obserwacji.

Przykiad 4.
Przytoczymy teraz tabelg analizy wariancji dla danych rozpatrywanych w poprzednich
przykladach. Testujemy zatem hipotez¢ Hy: B, =B, =By =0.

Zmiennosé Liczba stopni Suma Sredni kwadrat F
swobody kwadratéw
Regresja 3 3062.37 1020,79 9,189
Odchylenie 12 1333.11 111,092
od regr.
Calkowita 15 439548

Wyliczona warto$¢ F = 9,189 jest wigksza od wartoSci krytycznej wynoszicej
Foos:3.12 = 3490, zatem odrzucamy postawiong hipoteze zerowq. Uzyskany wynik pokrywa
si¢ oczywiscie z wynikiem otrzymanym w przykladzie 2.

12.6 Regresja krokowa

Przystepujac do budowy modelu regresji wielokrotnej kierujemy si¢ zazwyczaj dwoma
sprzecznymi kryteriami:

I. Aby uzyska¢ réwnanie przydatne do celéw predykeji dyzymy do wprowadzenia do
modelu tak wielu zmiennych niezaleznych, jak to jest mozliwe, gdyz im wigcej jest
w modelu uwzglgdnionych zmiennych niezaleznych, tym lepiej, pelniej wyjasniona
bedzie zmienna zaleZzna,

2. Ze wzgledu na koszty zwigzane z uzyskaniem informacji o duzej liczbie zmiennych
i czas zuzyty na kolejne ich uwzglednianie w modelu cheieliby$my, aby réwnanie
zawierato jak najmniej zmiennych niezaleznych.

Oba kryteria uwzgledniane Ijcznie prowadzy do okreslenia optymalnego zestawu
zmiennych niczaleznych, do uzyskania optymalnego réwnania regresji wiclokrotnej.
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W zasadzie wyr6zni¢ mozna trzy rodzaje procedur wprowadzania zmiennych do modelu
regresji:

— procedure wszystkich mozliwych regresji,
— procedure eliminacji a posteriori,
— procedurg regresji krokowe;.

Procedura wszystkich mozliwych regresji jest procedurg bardzo czasochlonng i ucig-
zliwg. Jak sama nazwa wskazuje, wymaga ona przeanalizowania wszystkich mozliwych
rownan regresji. Majac zatem p zmiennych niezaleznych, musimy zbudowac i przeanali-
zowaé 27 rOéwnai (dla p = 4 liczba ta wynosi 16, ale juz dla p = 8 jest to 256!).
Dysponujic zestawem wszystkich rownai, wybieramy to réwnanie, ktére wyjasnia najwigcej
wariancji zmiennej zaleznej. Kryterium wyboru stanowi tutaj warto$¢ R 2 — wartos¢
kwadratu wspolczynnika korelacji wiclokrotnej. Zdarzy¢ si¢ moze, ze kilka rownan posiada
t¢ samy lub zblizong warto$¢ R %, a woéwczas wybieramy optymalne réwnanie kierujac
si¢ dodatkowym Kkryterium , tzn. skorelowaniem zmiennych niezaleznych migdzy sobg
oraz badajjc Srednie kwadraty resztowe. JeSli weZmie si¢ pod uwage przyrost rGwnan
wraz ze wzrostem iloSci zmiennych niezaleznych, to wybér réwnania optymalnego nie
wydaje si¢ by¢ sprawg prosty. Praktycznie powyzej kilku zmiennych przestaje si¢ panowac
nad materialem uzyskanym z maszyny cylrowej.

Procedura eliminacji a posteriori nie wymaga juz analizowania lakiej duzej liczby
rownai jak procedura wszystkich mozliwych regresji. Zasadnicze kroki tej procedury sa
nasigpujace:

1. Obliczamy réwnanie regresji zawierajgce wszysikie zmienne niezalezne.

2. Przeprowadzamy obliczenia czgsciowego testu F (w sposdéb oméwiony w poprzednim
podrozdziale) dla kazdej sprawdzane) zmiennej niezaleznej, jak gdyby to byla ostatnia
zmicnna niezalezna wchodzaca do réwnania regresji.

3. Por6wnujemy najmniejsza warto$¢ F z cz¢sciowego testu F, powiedzmy F . z war-
toscig dla wstepnie obranego poziomu istotnosci, powiedzmy F,

— jezeli F ;, < F,, usuwamy z rozwazai zmienng niezalezng X, z ktérej wynikalo
F s POnownie obliczamy rownanie regresji z pozostalymi zmiennymi nieza-
leznymi i powracamy do kroku 2,

— Jezeli F ;, > Fg, przyjmujemy réwnanie regresji zgodnie z obliczeniem.

Po dokonaniu eliminacji w rOwnaniu zoslaja tylko te zmienne niezalezne, ktére w sposéb
istolny wyjasniajg wariancj¢ zmiennej zaleznej. Procedura eliminacji a posteriori jest
mniej czasochlonna od procedury wszystkich mozliwych regresji. Moze by¢ ona wyko-
rzystywana z powodzeniem przy wigkszej liczbie zmiennych. Jest to na ogél bardzo
korzystina procedura, w szczegdlnosei jesli cheemy widzie¢ wszystkie zmienne niczalezne
w jednym réwnaniu, aby czego$§ nie opusci¢”. Jednakze, jezeli dane wejsciowe dajy
macierz ukladu réwnai normalnych, ktéra jest Zle uwarunkowana, wtedy ta procedura
moze prowadzi¢ do niedorzecznosci wskutek bledow zaokraglania. Problem ten nie istnicje
jesli korzystamy z profesjonalnego oprogramowania.
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Krokowe procedury wprowadzania zmiennych niezaleznych do liniowego modelu
regresji sq jak gdyby odwrdceniem postgpowania procedurze eliminacji a posteriori.
W procedurach krokowych model tworzy si¢ poprzez wprowadzenie kolejno (w kolejnych
krokach) poszczegGlnych zmiennych. Kryterium wprowadzenia stanowi tutaj wielkos¢
wariancji wyjasnianej przez dang zmienng. W pierwszej kolejnosci do modelu wprowadzana
jest zmienna, kidra wyjasnia najwigee) wariancji zmiennej zaleznej. Nasigpnie do modelu
wprowadzane s3 zmienne wyjasniajace odpowiednio najwigksze czgsci pozostalej, nie
wyjasnionej jeszcze, wariancji. Na uwage zastugujy dwa rodzaje procedur krokowych.

Pierwsza z nich, procedura selekcji @ priori, polega na sukcesywnym wprowadzaniu
zmiennych do modelu w oméwiony wyzej sposob. W efekcie otrzymujemy réwnanie
regresji, zawierajgce zmienne uporzijdkowane zgodnie z ich udzialem w wyjasnianiu
zmicnno$ci zmiennej zaleznej. Opierajge si¢ na tescie F cz¢Sciowym sprawdzamy, do
kiorego kroku wprowadzane zmienne wyjasniaja istotne czesci wariancji zmiennej za-
leznej. Innymi stowy sprawdzamy, kiedy warto$¢ testu F zwigzana z ostatnio wprowa-
dzong zmienng przestaje by¢ istotna. W tym momencie koficzymy proces, przyjmujic
otrzymane rownanie jako ostateczny model. Metoda selekcji @ priori jest czgsto stosowana
w prakiyce, a jej niewielka wada jest to. Zze nie pokazuje wplywu, jaki moze miec
wprowadzenic nowej zmiennej niezaleznej na znaczenie zmiennej wprowadzonej na
wezesniejszym etapie. Trudnos$¢ t¢ mozna pokonaé stosujac opisang ponizej procedurg
pelnej regresji krokowej.

Druga odmiana procedury krokowej. tzw. procedura pelnej regresji krokowej, jest
procedura minimalizujgca w modelu liczbg zmiennych. W procedurze tej, podobnie jak
w poprzedniej, zmienne wprowadzane sq do modelu kolejno — w zaleznosci od wielkosci
wariancji, jakq wyjasniajy. Ulepszenia polegajy na powtérnym badaniu na kazdym etapie
regresji zmiennych niezaleznych, wprowadzonych do modelu w poprzednich etapach.
Zmienna niezalezna, ktéra mogla by¢ najlepsza pojedynczy zmienng do wprowadzenia
w poprzedzajacym elapie, moze w etapie poZnicjszym by¢ zbyteczna ze wzgledu na swoja
zaleznos¢é od innych zmiennych niezaleznych wystepujacych teraz w regresji. Dla spraw-
dzenia tego ocenia si¢ i poréwnuje kryterium wartosci F dla kazdej zmiennej niezalezne)
w regresji na kazdym ctapie obliczen z wsigpnie wybrang wartoscig krytyczng odpowied-
niego rozkladu F. Daje to informacj¢ o udziale kazdej zmiennej niezaleznej, tak jak gdyby
to byla najwczesniej wprowadzona zmienna niezalezna, bez wzgledu na rzeczywisty
moment wprowadzenia jej do modelu. Kazda zmienna niezalezna, ktdrej udzial jest
nieistotny. jest usuwana z modelu. Proces ten (rwa tak dlugo, az zadna ze zmiennych
niezaleznych nic bedzie mogla by¢ dopuszezona do réwnania i zadna odrzucona. Jak
wigc wida¢, pelna procedura krokowa jest bardzo elegancka. Jest ona nastawiona na
zbudowanie takiego modelu regresji. w ktorym zawarte sq jedynie niezbedne zmienne
niezalezne z punktu widzenia wyjasniania wariancji zmiennej zaleznej. Procedura pelnej
regresji krokowej wydaje si¢ by¢ zdecydowanie najlepsza z oméwionych procedur wyboru
zmiennych niezaleznych, Warto jednak pamigtac. ze moze by¢ ona niewlasciwie wyko-
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rzystana przez statystyka .amatora”, gdyz bardzo fatwo jest polega¢ zbyt dostownie na
wyborze automatycznym dokonanym przez komputer. W praktycznych zastosowaniach
procedura pelnej regresji krokowej wzbogacona jest na ogét o pewne opcje. jak np.
mozliwos¢ wskazania zmiennych niczaleznych, ktére muszy znalezé si¢ w modelu, nie-
zaleznie od wartosci testu F.

Przyklad 5.

Zastosowanie procedury pelnej regresji krokowej do danych z przyktadu 1 daje wynik
zgodny z oczekiwaniami (por. przykiad 2 i 3), tzn. w pierwszym kroku do réwnania
regresji wprowadzana jest zmienna x3, a nastgpnie nie ma juz podstaw do wprowadzania
kolejnych zmiennych. Koricowa posta¢ réwnania regresji jest zalem nastgpujaca:

x4 = =13,363 + 1,004x3,

12.7 Standaryzowane czgstkowe wspolczynniki regresji

Wspblezynniki b, réwnania regresji wiclokrotnej (5) wiazy si¢ SciSle z jednostkami
pomiaru poszczegblnych cech. Jezeli chcemy poréwna¢ te wspolczynniki migdzy soba.
w celu ustalenia waznosci poszezegOlnych cech wysigpujacych w réwnaniu regresji, mu-
simy dokona¢ standaryzacji zmiennych y i x; za pomocq przeksziatcen

= x;-X;
y==X X, = (i =1, )
s 5

gdzie 5, oznacza standardowe odchylenie zmiennej zaleznej y, natomiast s; to standardowe
odchylenie zmiennej niezaleznej x;. Wiedy wariancje standaryzowanych zmiennych sg
rowne jednosciom, a réwnanie regresji mozna przedstawi¢ w postaci

X!

YEbTX A N+ b, %,

P
lub

g X=X X=X X=X
A Sy ol et SR i P A 2 (12.22)

5, 5, 5 P

Wspdlczynniki b;" nazywa si¢ standaryzowanymi czastkowymi wspélczynnikami re-
gresji. Sa one wyrazone w jednostkach stosunku s, /s; a zatem sj liczbami niemianowanymi,
co pozwala na poréwnanie ich migdzy soba. Znajac wspolczynniki b;” tatwo mozna przejsé
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do ,zwyklych”, czyli niestandaryzowanych wspolczynnikéw regresji (tzn. wystgpujacych
w réwnaniu regresji wielokrotnej — por. zalezno$é (5) ):

s
bi=bi‘}£ , (12.23)
poniewaz, mnozjc obie strony (12.22) przez s,. otrzymujemy
- Sy - . Sy < » Sy -
Y=y=b"="(=X)+b’ = (a-X)+ ... + bp == (xp - Xp)
5 55 S,

Rownania normalne do oceny wspélczynnikéw b;” beday mialy teraz postac

1 rpy ry by ly
by ry,

ST "2 =" (12.24)
T Ty 1 b, r,

gdzie r; oznacza wspdlczynnik korelacji x; oraz x;, natomiast r;, oznacza wspéiczynnik
korelacji zmiennej zaleznej y i niezaleznej x;.

Ocena wsp6lczynnikéw regresji na podstawie ukladu réwnan (12.24) jest wygodna
z tego wzgledu, ze wystgpujace w tym ukladzie wielkosci r;; oraz ry, sq liczbami podobnego
rzedu wielkoSci (od =1 do 1), stad tez wszystkie dzialania arytmetyczne moga byc
wykonane z tj samg dokladno$cig. Po uvzyskaniu wspétczynnikéw b;" wartosci niestan-
daryzowane wyliczy si¢ ze wzoru (12.23), a wspolczynnik korelacji wielokrotnej — ze
wzOoru

RY=b"ry,+by ry+...+b, r, (12.25)

Wspolczynnik korelacji wielokrotnej przyjmuje oczywiscie taka samg warto$¢ dla
zmiennych standaryzowanych jak i niestandaryzowanych. Jak wynika z tabeli 11.1, do
oceny istotno$ci regresji wystarczy znaé wartos¢ R %, poniewaz

R‘.’
= R® "

Dodatkowo zachodzi
R(b by, .nb))=R 2
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Jezeli przez S, oznaczymy resztowq sume kwadratow dla zmiennej standaryzowanej y’, to
S =8y y=R(b.b)s b )=(n-p-1)(1-R?)

a zatem blad standardowy predykcji zmiennej standaryzowanej wynosi
. \ f Sf‘
e = n-p-17- b~k

12.8 Wspétczynnik korelacji czastkowej

Rozpatrzmy trzy cechy oznaczone X, X,, x3. Zaldzmy, ze wspOlczynnik korelacji ry,
migdzy x; a x, jest wysoki, co jednak wynika nic tyle z faktycznej zalezno$ci migdzy
X 4 xy, lecz z powigzania obu tych cech z x;. Gdy utworzymy réwnania regresji okreslajace
X 1 %, na podstawie x,, tzn.:

A - =

X=X+ b (x3-X3)

A - .

Xy =Xy + by (¥3-X3)
wowczas zmienne

A 4

XL3 =.¥| -'.X] oraz .\’13 =.||'2 - .tz
obrazuja, jaka cz¢SE wartosci x; lub x, nie zostala wyeliminowana w wyniku ustalenia
zmienne) x;. Wspdlczynnik korelacji x, 3 oraz x,; nazywa si¢ wspélczynnikiem korelacji

czastkowej zmiennych x; 1 xp, przy ustalonej zmiennej x3 i oznacza symbolem 7y, .
Oblicza si¢ go ze wzoru:

o Fia=riaras
237N = rf) (1 -1%5)

(12.26)

gdzie r;; oznacza zwykly wspdiczynnik korelacji zmiennych x; oraz x;. Og6lnie, wspdi-
czynnik korelacji czgstkowej dwéch zmiennych przy ustalonej trzeciej okreslamy wzorem

- Fij = Vig Uiy
T (-7

(12.27)
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Gdy rozpatrujemy cztery cechy, wiedy wspéiczynnik korelacji czastkowej dwéch z nich
(i, j) przy ustalonych dwoch pozostatych (k, /) wyraza si¢ wzorem

R Fiik = Virx Vire
k= 2
BTN =) (1=

(12.28)

a zatem wspolczynnik korelacji czastkowej z dwiema ustalonymi zmiennymi mozna
obliczy¢ za posrednictwem wspétczynnikéw korelacji czastkowej z jedng ustalong zmienna.
Zamiast k oraz [ mozna wstawi¢ dowolna grupg wskaznikéw i w ten sposéb stworzy¢
mozliwos¢ obliczenia wspélczynnikéw korelacji czastkowej dla wigkszej liczby ustalonych
zmiennych niezaleznych.

Ogdlnie, jesli R oznacza macierz korelacji migdzy zmiennymi, to wspélczynnik korelacji
czastkowej ry,4 , migdzy zmiennymi x, i x, przy ustalonych pozostalych zmiennych
X3, ..y Xp WYraZa si¢ wzorem

IR |

Fizax= m > (12.29)

gdzie IRl jest dopetnieniem algebraicznym elementu r; macierzy R.
Gdy rozpatrujemy 3 zmienne, macierz

L ory s
R=|r; 1
Ny a1
stad
1
Ryl=0+ |0 B o-g,
ryy 1
|
IRyl = (~1)?*2 Bl=1-1,
3 1

IR, = (_I)I s2 |T12 T3

) =={rp=rary .
ra |1 :

Podstawiajac uzyskane dopetnienia do wzoru (12.29) otrzymujemy wzor (12.26). Aby
uzyska¢ wzor (12.27) nalezy okresli¢ dopelnienia macierzy R.
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Istotnos¢ wspolczynnika korelacji czgstkowej mozna badaé za pomocg testu ¢ Studenta,
na podobnych zasadach jak w przypadku zwyklego wspélczynnika korelacji, jedynie z¢
zmiang dotyczacq liczby stopni swobody. Przy zatozeniu hipotezy

Hy:rips..=0

statystyka

r
(= 12.3.. .k m

1=riys

ma rozklad ¢ Studenta o v = (n ~ k) stopniach swobody.
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13. REGRESJA KRZYWOLINIOWA

Omawiane dotychczas modele regresji mialy wszystkic posta¢ zaleznosci liniowej
migdzy zmienng zalezng a jedna lub wielu zmiennymi niezaleznymi, tzn. postaé funkcji
pierwszego stopnia zmiennej lub zmiennych niezaleznych. Ta dogodna zalezno$¢ nie
zawsze jednak daje zadowalajacy korelacje — pomocne jest wowczas zastosowanie regresji
krzywoliniowe;.

Modele nieliniowe mozna podzieli€ na dwa typy, ktére bedg nazywane modelami
sprowadzalnymi do liniowych i niesprowadzalnymi do liniowych. Jesli model jest spro-
wadzalny do liniowego mozna go przedstawi¢ przy uZyciu odpowiednich przeksztalcen
zmiennych w postaci standardowej modelu liniowego

y=Bg+B| ,T1+B2.t2+...+ﬂpxp » (13.1)
Przykladowo, stosowany najczgsciej model wiclomianowy
y=Bo+Byx+B a2+ ... +B, ¥ (13.2)

bazuje na podstawieniu za kolejne zmienne w réwnaniu (13.1) kolejnych poteg zmienncj
X, tzn,

X=X, X=x, n=x, XamxXh, ive
1 2 3 4

Zastosowanie wynikéw teoretycznych z rozdzialu dotyczacego regresji wielokrotnej jest
wéwczas bezposrednie.

Jezeli modelu nieliniowego nie mozna przedstawié w postaci (13.1), to jest on modelem
niesprowadzalnym do liniowego (tzn. bezwarunkowo nieliniowym). Sigga¢ trzeba wéwczas
do metod optymalizacji nieliniowe;j'.

1 Czytelnikom chegeym zapoznaé sig blizej z t3 tematyka polecamy ksigzki:
Zieliiski R.: Wybrane zagadnienia optymalizacji statystycznej, PWN, Warszawa, 1974
Zielinski R.: Stochastyczne algorytmy optymalizacji, IMPAN, Warszawa, 1980
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Zajmiemy si¢ wylacznie skrétowym omdwieniem modeli sprowadzalnych do liniowych
(linearyzowalnych), gdyz sq one najczgsciej stosowanymi w biometrii metodami korelacji
krzywoliniowe).

Jak juz wspomnicliSmy, modele linearyzowalne sa to modele dajace si¢ sprowadzic
do modelu liniowego przez odpowiednig transformacje zmiennych. Takimi modelami
czesto stosowanymi w praktyce sa:
model potggowy

y=ax’ dla x>0, y>0, a>0,
linearyzowalny po transformacji logarytmicznej zmiennych
Iny=Ina+blnx
i podstawieniu
z=1ny, u=Ingx;

model wykladniczy

Y ea-l-b.r

po transformacji
Iny=a+ bx, y>0;

model zlozony wykiadniczy

y=ur"e* ,
po transformacji
ny=Ina+blnx+cx, x>0, y>0, a>0;

model wiclomianowy

y=by+b x+by X+ .. 40,0, (13.3)

sprowadzajacy si¢ do modelu liniowego regresji wielokromej po prostym podstawieniu
za kolejne zmienne w rownaniu (13.3) kolejnych poteg zmiennej x. Model wielomianowy
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jest najczesciej stosowany w praktycznych zastosowaniach regresji krzywoliniowej ze
wzgledu na ogromng réznorodnos$¢ ksztaltu krzywych wielomianowych oraz fakt pozo-
stawania zmiennej v bez transformacji w tym modelu. Dazy si¢ zazwyczaj do tego, aby
stopieii wiclomianu p byl jak najmniejszy. Za ograniczeniem warto$ci p przemawiaja dwa
argumenty:

— im wigcej skladnikéw uwzglednia si¢ w réwnaniu regresji, tym bardziej praco-
chionne staja si¢ obliczenia,

— z algebry wiadomo, ze dla dowolnego zbioru punktéw istnieje taka krzywa
opisana réwnaniem postaci (13.3), ktora przechodzi dokladnie przez wszystkie
punkty (dla £ punktéw bedziemy mieli p = k - 1), jednak otrzymane réwnanie
tak wysokiego rzedu raczej zagmatwa, niz rozja$ni obraz zaleznosci.

Do wyznaczania parametrOw funkcji regresji w przypadku modeli linearyzowalnych
stosuje si¢, tak jak i poprzednio, estymatory metody najmniejszych kwadratow. Trzeba
jednak pamigtad, ze w metodzie najmnigjszych kwadratGw minimalizuje si¢ odchylenia
od modelu po linearyzacji®. Zatem odchylenia bedg liczone na logarytmach w modelu
potegowym i wykladniczym, co powoduje, ze dopasowanie krzywej regresji do danych
empirycznych bedzie lepsze w pewnym zakresie skali®, a gdzie indziej gorsze. Dlatego
tez w regresji krzywoliniowej stosuje si¢ czasami wazong metode najmniejszych kwadratéw,
gdzie wagami przy kwadratach odchyleri sa odwrotnosci oczekiwanych wariancji odchylen.
W przypadku transformacji zmiennej zaleznej ¥ po dopasowaniu krzywej regresji oblicza
si¢ odchylenia na wielko$ciach we wlasciwej, wyjsciowe) skali (po retransformacji) 1 wy-
znacza si¢ ich $rednig kwadratowy wedlug wzoru

se= Vo Y (3 - 3P (13.4)

gdzie §; = m(x,) jest to warto$¢ funkcji regresji odpowiadajaca obserwacii y;, jako jedna
z miar dopasowania krzywej do danych empirycznych, obok charakterystyk zwykle sto-
sowanych w modelu liniowym. Klopotu tego nic nastrgcza regresja wiclomianowa. Modele
wielomianowe sprawiaja jednak klopoty numeryczne, gdyz kolejne potegi zmiennych
niezaleznych i ich iloczyny sa silnie skorelowane, ponadto ich warto$ci rdznig si¢ czasami
o kilka rzedow wielkosci, a kowariancje migdzy nimi roznig si¢ nawet o kilkanascie
rzgdow wielkosci. Transformujac ten model na model regresji wielokrotnej uzyskujemy
macierz kowariancji C ni¢e tylko o bardzo zréznicowanych elementach co do rzedu

2 co 0zZnacza, ze trzeba by¢ ostroznym i sprawdzic, czy zalozenia metody najmiejszych kwadratéw (niczaleine
biedy, N (0, o) sa zachowane przy dokonywaniu przeksztalcenia
3 tu w poblizu poczatku ukladu wspélrzednych
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wielkosci, ale ponadto jej kolumny (wiersze) sa niemal wspolliniowe, a zatem macierz
C jest niemal osobliwa. Wtedy otrzymanie wystarczajaco dokladnych® rozwigzan uktadu
rownani normalnych wymaga zastosowania odpowiednich procedur o duzej precyzji ob-
liczen. Pewnym praktycznym zabiegiem poprawiajacym dokladno$¢ numeryczng obliczen
jest sprowadzanie poszczegOlnych zmiennych do postaci pétlogarytmicznej: podzielenie
kazdej z nich przez takg potgge 10, aby jej warto$ci miaty jedng cyfre przed przecinkiem,
tzn. nalezaly do przedziatu <1, 10). Wtedy wspolczynniki regresji zwigksza si¢ w tym
samym stosunku, a wszelkie testy statystyczne nie ulegng zmianic.

Analizg regresji krzywoliniowej wedtug modelu wiclomianowego mozna znacznie ulatwic,
jak rowniez zmniejszy¢ pracochlonnos¢ obliczen, gdy zmienna objasniajaca X jest kontro-
lowana i mozemy dobra¢ jej wartoSci tak, aby tworzyly ciag arytmetyczny, tzn.

X =X+n=x,+ih (13.5)

Waéwczas transformacje modelu regresji wielomianowej (13.3) na model regresji wielo-
krotnej mozemy przeprowadzié tak, aby poszczegblne zmienne w modelu wiclokrotnym
byly parami nieskorelowane (ortogonalne). Daje to w efekcie macierz ukladu réwnan
normalnych C postaci diagonalnej. Wiedy caty uklad réwnan normalnych rozpada si¢ na
p niezaleznych réwnan liniowych z jedng niewiadomg kazde, rozwigzuje si¢ go wigc
natychmiast. Rowniez obliczenie macierzy odwrotnej do C jest proste, mianowicie macierz
C ' ma na przekatnej odwrotnosci elementéw lezacych na przekatnej macierzy C, a poza
tym zera, jest wigc diagonalna. Dlatego tez analiza istotnosci poszczegdlnych zmiennych
w regresji wielokrotnej jest prosta — kazda zmienna moze by¢ testowana niezaleznie od
innych, a kolejno$¢ testowania nie ma znaczenia.

Transformacji, o ktérej méwimy (ma ona nazw¢ &', tzn. ksi prim), mozemy dokonaé
postugujac si¢ ukladem wielomianéw ortogonalnych. Wartosci wielomianéw ortogonalnych
w punktach x; spelniajacych warunek (13.5) tworza wiasnie uklad nieskorelowanych
danych®,

Wiclomiany te &(x) do czwartego stopnia acznie dane sa wzorami:

€, () =k (A

-1

L0=[F®- =

o

W sensie numerycznym

5 Istnieje réwniez znacznie bardziej zlozona metoda ogdlna wiclomianéw ortogonalnych, w ktérej nie zada
si¢ spelnienia warunku (13.5), nie bedziemy jej jednak tu omawiac.
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3nt -7
2

& 0= @ -5 k@] ks, (13.6)

. 3n?-13 3P -1 (2-9)
L @=[rw-" P -

gdzie
K@= (-
o - h ‘ - -
n jest liczby wartosci x;, a $rednig ¥ mozna uzyskaé ze wzoru
o 1
x=5 (x; +x,)

Wspdlczynniki A, A,, ... s3 dobierane w zaleznosci od n tak, aby wielomiany &(x)
przyjmowaly tylko wartosci catkowite.
WartoSci wiclomianéw ortogonalnych w punktach x; spelniaja warunki ortogonalnosci

2E(ME (x)=0  da j#j’ (13.7)
i=1]
a ponadto
YE(x)=0  diakazdego j.
i=]

Model regresji wielomianowej (13.3) mozemy napisaé teraz w réwnowaznej mu postaci
modelu regresji wielokrotnej wzgledem wielomianow ﬁ,(x):

mx)=ap+a, §; () +a & () +... +a,§, (v) (13.8)

Majac funkcje regresji w postaci (13.8) po podstawieniu wzoréw (13.6) i redukcji otrzy-
mamy z powrotem posta¢ (13.3) dogodng do postugiwania si¢ w praktyce. Tak wigc
parametry ap, ay, ..., 4, jednoznacznie okreslajy wspéiczynniki by, by, ..., b,

W celu wyznaczenia ocen parametrow funkcji regresji (13.8) dane empiryczne {(x;, y,)}
przeksztalcamy na dane postaci {(§;; , &5 , ..., ¥;)}. Wartoéci wielomianéw ortogonalnych
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&+ &y + ... obliczamy ze wzoréw (13.6) lub tez odezytujemy wprost z tablic statysty-
cznych® warto$ci wielomianéw i wspélczynnikéw A, Ze wzgledu na warunki (13.7)
otrzymujemy

cov (5, §;)=0, cov (€, )= ?;gﬁ Yi
oraz
wseEe

stale dla ustalonego n. Macierz kowariancji C ma postaé

Val‘gl 0 ves 0
C-= 0 var, ... 0
0 0 varﬁp

Zatem rozwigzania ukladu réwnan normalnych C a= ¢, $a nastgpujace:

A _ cov (§;, ) i A -
a’__;var'c',j =12, ..p) oraz @y =y .

Ze wzgledu na diagonalng posta¢ macierzy C analiz¢ wariancji w regresji mozna
w tym przypadku uszczegétowic przypisujac kazdemu skladnikowi funkcji regresji (kaz-
demu wiclomianowi ortogonalnemu) niezalezng sum¢ kwadratéw odchyler:

cov? (€, )
varR; = a,. cov (§;, y)= Wé}—

oczywiscie globalna zmienno$¢ regresji wynosi:

p
vnrR=2vaer

i=1

6 zalaczonych na koricu skryptu
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Odpowiedni schemat analizy wariancji w regresji wiclomianowej wedtug wielomianéw
ortogonalnych zawiera ponizsza tabela (symbolem var E oznaczono zmienno$¢ resztowg

biedu).
Bledy wspétczynnikdw regresji 3)- obliczamy teraz ze wzoru
Zrédio Liczba stopni Suma Sredni P

zmiennosci swobody kwadratow kwadrat
Regresja p var R 5k SR8
w tym
regr. liniowa 1 var R, % o 53

1 1
regr. kwadrat. 1 var R, Sk, Sk /5t
Odchylenia n-p-1 var E s -
od regresji
Ogotem n-1 var y — —
s
%= ar g >

nie ma jednak potrzeby sprawdzania Zadnej z hipotez szczegdlowych

gdyz sq one sprawdzane w analizie wariancji. Hipotez¢ Hy; odrzucamy, gdy
2
s

R, F
— >
st

Fg‘np= o, l,n=p=-1

Gdy rozpatrujemy regresj¢ wielomianowa, zmiennymi niezaleznymi beda kolejne po-
tegi x, istnieje wigc naturalne uszeregowanie tych zmiennych. Wprowadzajac zatem kolejne
potegi zmiennej x, mozna zbadaé na podstawie schematu analizy regresji podanego w tabeli,
czy wzrost doktadnosci réwnania regresji jest statystycznie istotny. Nalezy jednak pamigtac,
ze jezeli na przyklad, dotaczenie kwadratu zmiennej nie zwigkszy statystycznie dokladnosci

regresji, nic bgdzie to oznaczalo, Ze wplyw nastgpnej potggi takze nie bedzie istotny.
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Dlatego nalezaloby raczej okresli¢ réwnanie regresji wyzszego stopnia, a nastgpnie, po
zbadaniu istotnosci wspélczynnika regresji przy najwyzszej potedze, ewentualnie obnizy¢
stopieit rownania,

Przykiad 1. Predykcja pojemnosci czaszki’

Zadanic polega na oszacowaniu pojemnosci czaszki w sytuacji, gdy czaszka jest
potamana lub uszkodzona i pojemno$¢ nie moze by¢ zmierzona bezposrednio. W takim
przypadku pojemno$¢ czaszki mozna z pewny dokladnoscia oszacowa¢ na podstawie
wynikow pomiaréw pewnych cech zewn¢trznych, jezeli tylko takie pomiary sa mozliwe
do wykonania. Podstawowe dane, kiére sg tu potrzebne, to kompletne wyniki pomiaréw
zarGwno pojemnosci czaszek jak i danych cech zewngtrznych wykonanych na kilku dobrze
zachowanych czaszkach. Dane te postuza nam do oszacowania funkcji regresji, ktéra
z kolei begdzie stuzyla do predykcji.

Trzy podstawowe cechy zewngtrzne, na podstawie kiérych mozna szacowaé pojemnos¢
C czaszki, to wymiar strzatkowy (odleglo$¢ gladzizna — potylica) L, najwigksza szerokos¢
koSci ciemieniowej B oraz wysoko$¢ (odlegtos¢ pomigdzy podstawa czaszki i bregma)
H. Poniewaz wiclkoscia, ktéra mamy szacowaé, jest pojemnos¢, odpowiednia funkcja
regresji moze by¢ funkcja

C=yLP BP2 g# (13.9)
gdzie v, By, B,. P sa parametrami, ktére nalezy wyznaczy¢. Wprowadzajac nowe zmicnne
y=log,, C, x =log, L, X, =log,, B, xy=log,  H ‘,
mozemy powyzsza funkcje napisa¢ w postaci
y=PBo+PBx;+ By +PBaxy s (13.10)

gdzie By = log,sy. Warto zauwazy¢, z¢ wybGr postaci funkcji regresji jest w tym przypadku
arbitralny, réwnie dobrze mozna przyja¢ funkcje regresji postaci

lub tez

T Zaczerpnigly 2: Rao C. R.: Modele liniowe statystyki matematycznej, PWN, Warszawa, 1982
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C=y(LBH) (13.12)

Jeshi nie mamy Zadnych przestanek interpretacyjnych (w tym przypadku tak nie jest!), to
musimy zbada¢ jak zachowuja si¢ wszystkie trzy funkcje tzn. (13.9), (13.11), (13.12)
w procesie predykcji i wybra¢ t¢ z nich, ktéra jest w jakim$ sensie dokladniejsza. Nie-
wiasciwy wyboér funkcji moze prowadzi¢ do bardzo niedokladnej predykeji, co zmusiloby
nas do wyprébowania szeregu alternatywnych rozwigzai na danym materiale do$wiad-
czalnym zanim znaleZliby$Smy dostatecznie umotywowany wzor.

Jezeli rozwazana funkcja regresji zalezy liniowo od nieznanych statych, jak to ma
miejsce we wzorze (13.10), dla oszacowania tych stalych mozna zastosowaé metode
najmniejszych kwadratéw. Przepiszmy wzér (13.10) w postaci

y=PBo" + By (o =) + By (5 = %) + B3 (13- X3)
gdzie X, X,. X; sq $rednimi wynikw pomiaréw x,, x,, x; natomiast
Bo =Bo—Bi % - B~ By X; .
Przypusémy, ze dysponujemy wynikami (y,, x;,. X3,, X3,) pomiaréw n czaszek. Jak wiadomo

z rozdzialu dotyczacego regresji wiclokrotnej uklad réwnaf zwiazany z minimalizacja
wielkosci

é = Be =By (= %) = By (X, = %) = B3 (x5, — X))

ma postaé
Sb=s,

gdzie
S=1851, =2 04-%) (5,-%) .
5=20,-9 (- %) ,

natomiast b = [b,, b,, b;]" jest wektorem oszacowari parametréw By, B, B

W celu oszacowania funkcji regresji wykorzystano wyniki pomiaréw n = 86 czaszek

z Farringdon Street i otrzymano nastgpujace wielkosci

F=3.1685 ¥ =22752, % =21523, X, =21128,
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0,01875 0,00848 0,00684 0,03030

§=| 0,00848 0,02904 0,00878 |, 5,=(0,04410 |,

0,00684 0,00878 0,02886 0,03629

oraz S, = 0,12692. S3 to wsigpne rachunki niezbedne do dalszej analizy.
Macierz odwrotna do § jest réwna

S

-15,57 4101 -9,00
-10,49 -9,00 3988

[ 6421 -15,57 -10.49}
_]=

Na podstawie pierwszego wiersza tej macierzy otrzymujemy oszacowanie b,

b,

= 64,215, - 15,57S,, — 10495, = 0.878

Analogicznie otrzymujemy

by= 1041, by =033,

i w koricu

by

=5y =3,1685  astad by=-2,618 .

Powracajac do wyjsciowych zmiennych otrzymujemy nastgpujace réwnanie regresji

C=0,00241 L7 gl.o41 (0,133 (13.13)

UWAGA:

Pojemno$¢ czaszek byla mierzona przez szczelne wypelnienie ich nasionami
gorczycy, a nastgpnie zwazenie tych nasion. Wzor (13.13) moze by¢ stosowany
w sposéb Scisty tylko do predykeji pojemnosci zdefiniowanej w ten wilasnie
spossb.

Resztowa suma kwadratéw jest réwna

S.=S,,— Lb;5;, = 0,12692 - 0,0911 = 0,02781.

Oszacowaniem wspdlczynnika korelacji wielokrotnej, mierzacego stopien doktadnosci pre-
dykcji. czyli stopien zaleznosci pomigdzy zmienng zalezng i zmiennymi niezaleznymi, jest

R2

_S‘y‘sr_0.09911_
TS, 012692

Yy

0,7809 ,
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zalem
R = 0,8837 .

Oszacowaniem wariancji resztowej jest

Se 002781

sf:n—p—l_ 82

=0,0003391 ,

Wariancje i kowariancje estymatoréw b; wyrazaja si¢ wzorami
var b; = §% §2 oraz cov (b, b) =552,

gdzie S, §7 s3 odpowiednimi elementami macierzy S ~'. Natomiast bledy standardowe
czastkowych wspdlczynnikOw regresji wyrazaja si¢ wzorami
Sp = A ;e

Wyznaczenie tych wartosci zakoriczy estymacj¢ nieznanych parametréw i ich wariancji
metoda najmniejszych kwadratéw.

Rozpatrzymy teraz kilka zagadnien zwigzanych z wyliczong wiasnie funkcja regresji
1 z jej wykorzystaniem.
I. Czy zmienne zalezna i niezalezna sa istotnie ze soba powiazane? W jezyku wprowa-

dzonych wyzej oznaczen hipoteza brzmi

Hy:By=B,=PB3=0.

Hipoteza ta jest rownowazna hipotezie, ze prawdziwy wspolczynnik korelacji wielokrotnej
jest réwny zeru.

Postuzymy si¢ technika analizy wariancji. Resztowq sum¢ kwadratow S, obliczyliSmy juz
poprzednio i otrzymali§my wynik 0,02781; liczba stopni swobody wynosi (n - p — 1) = 82.
Jezeli hipoteza H,, jest prawdziwa, to regresji odpowiada suma kwadratow

Spep = S,y = Se = 0,12692 ~ 0,02781 = 0,0911

a odpowiadajaca jej liczba stopni swobody jest réwna v = 3, Analiz¢ sum kwadratow
przedstawiono w ponizszej tabeli.

Zauwazmy, ze iloraz wariancji z tablicy mozna latwo obliczy¢ na podstawie wartosci
R? (kwadratu wsp6tczynnika korelacji wielokrotnej), n (liczebnosci préby) oraz p (liczby
zmiennych niezaleznych) za pomoca wzoru
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RZ

PR b = 1?‘;’)?70:09 ' 86"33_ =741
Stopnie Suma Sredni F
swobody kwadratow kwadrat
Regresja 3 0,09911 0,033037 9741
Reszta 82 0,02781 0,0003391
Ogoélem 85 0.12692

Wynika stad, ze rozwazana hipotez¢ mozna testowaé tylko na podstawie zaobserwowanej

wartosci wspolczynnika korelacji wielokroinej. lloraz wariancji jest réwny 74.41 przy

v, = 3 i v, = 82 stopniach swobody i jest istotny na poziomie 1%, co wskazuje na

przydatno$¢ rozwazanych zmiennych niezaleznych dla predykcji.

2. A oto inne hipotezy zwigzane z rozpatrywanym modelem. SpecjaliSci w zakresie
ewolucji przypuszczaja, ze szeroko$¢ czaszki ro$nie stosunkowo szybciej niz inne jej
parametry. Mozna zatem zbadaé, czy wszystkie trzy zmienne niezaleZne majy takic
samo znaczenie dla predykcji, gdyz na podstawie wykonanych oszacowan mozna
zauwazy¢, ze wspotczynnik b, przy najwigkszej szerokosci kosci ciemieniowej B jest
wyzszy od kazdego z pozostalych wspélczynnikéw regresji. Odpowiednia hipoteza
bedzie miala postaé

Hy: By =PB=B:= .

Innego rodzaju hipoteza zwiazana jest z faktem, ze dla predykcji pojemnosci czaszki
uzywa si¢ czasami prostego wzoru postaci

C=PBg LBH .
Weryfikacja adekwatnosci takiego wzoru jest réwnowazna weryfikacji hipotezy
Hy:By=B,=PBs=1.
Przekonawszy si¢ z kolei, ze poszczeg6ine wspolczynniki B réznig si¢ od jednosci mozemy
zbadac interesujace zagadnienie, czy wszystkie one sumuja si¢ do 3 i tylko nieréwnomiernie

rozkladaja si¢ pomi¢dzy trzy badane wymiary czaszki. Polegaloby to na weryfikacji
hipotezy
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Hy:By=PB,=B3=3 .

Proponujemy Czytelnikowi zastanowienie si¢ nad sposobem testowania opisanych hipotez.

3. Czgsto pozgdane jest sprawdzié, czy wprowadzenie dodatkowej zmiennej zwigkszy
dokladno$¢ predykcji. Na przyklad, w rozwazanym wyzej zadaniu mozemy testowac,
czy konieczne jest dolaczenie zmiennej /H do zmiennych L i B. Jest o rOwnowazne
weryfikacji hipotezy, z¢ B, = 0. Estymator tego wspdlczynnika regresji jest réwny
by = 0,733, a jego wariancja jest rtéwna var by = S**s2. Odpowiedni iloraz, przy v, = 1
i1 v, = 82 stopniach swobody, wynosi

b (0,733) 1 0,01347

T2 3988 00003391 ~ 0,0003391 ~ 7%

F=

Wartos¢ tego ilorazu jest istotna na poziomie 1%, co wskazuje na to, Zz¢ zmienna H
odgrywa rowniez istotng rol¢. Gdyby b, nie bylo istotne, sume¢ kwadratéw zwigzang z tym
wspélczynnikiem, a mianowicie

2

b]
5 = 001347

mozna by doda¢ do resztowej sumy kwadratéw S, = 0,02781; otrzymaliby§my sume¢
kwadratow 0,04128 oparta na 83 stopniach swobody i wiedy oszacowaniem s> byloby

0,0004973. Po polozeniu by = 0 nalezatoby ponownie obliczy¢ najlepsze estymatory b,
1 by wspdlczynnikéw regresji, opisanej tym razem réwnaniem

y=Bo+Brx,+Byx,

4. Skonstruowany wyzej wzér dla predykcji moze by¢ réwniez przydatny wtedy, gdy
chcieliby§my oszacowac¢ §rednia pojemno$¢ czaszki na podstawie préby, w ktérej udato
si¢ zmierzy¢ tylko wielkosci L, B oraz H. Estymacj¢ takg mozna wykonaé¢ na dwa
sposoby: mozna oszacowaé pojemnos¢ kazdej czaszki w prébie i obliczy¢ Srednig
z uzyskanych wynikéw, albo zastosowaé wzér na predykcje do Sredniej liczb L, B i
H zaobserwowanych w prébie. Interesujace jest, czy obie metody prowadza do tego
samego wyniku. W celu uzyskania odpowiedzi na to pytanie oszacowano $rednig
pojemno$¢ czaszki w dodatkowej probie 29 czaszek z Farringdon Street; dla kazdej
z tych czaszek zmierzono L, B oraz H, ale pomiar C nie byt mozliwy.

Dla L, B oraz H otrzymano, odpowiednio, $rednie 191.1, 143,1 i 129,0. Na podstawie
wZzoru

C= 0‘0024] Lﬂ.s?ﬁ BI.MI HO.739
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otrzymano dla C warto$¢ 1498,3. Szacujac C dla kazdej z czaszek oddzielnie i obliczajac
Srednia, otrzymano 1498,2.

Taka samg estymacj¢ przeprowadzono na podstawie 22 meskich czaszek z Moorfields.
W tym przypadku dostgpne byly wyniki pomiaréw wszystkich czterech parametréw. Dla
L, B oraz H otrzymano Srednie 1895, 1425 oraz 128,8, co dalo warto§¢ 1479,0 dla
§redniej C. Szacujac C indywidualnie dla kazdej czaszki i obliczajac $rednig otrzymano
1480,0. Powyzsze wyniki sugeruja, ze obie metody dajy bardzo podobne oszacowania.

Przykiad 2. Regresja kwadratowa

Analizujac rys. 13.1 przedstawiajacy zalezno$¢ zmiennej x10 od xs* widzimy, ze
zaleznos$¢ ta jest wyraznie nieliniowa, zblizona do kwadratowej. Postaramy si¢ zatem
dopasowa¢ do danych pomiarowych krzywq postaci:

x10 = By + B, x5 + By as?

Plot of D:BANKANS. x10 vs D:ANKANS xS

086 T T T B0 T T T L T T T T 1 L v
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0.5
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0.3 ¥

D:BANKANS x10

LI

0.2

[
.
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o
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o
-
-
=
-

Ll 1 1 Ll 1l l
2 3
D:ANKANS. x5
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-
o

Rys. 13.1 Zalezno§é x10 = f(x3)

8 tzn. jod zwigzany w bialku proteinowym przed rozpoczgciem i po zakofczeniu terapii u chorych
z zaburzeniem tarczycy nalezy do 1-szej klasy (liczebnoié klasy n = 16) — por. Dodatek 1
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Zmienng x10 uwaza¢ bedziemy za zmienng zalezng, natomiast x5 za zmienng niezalezna.
Po dokonaniu przeliczefi metoda najmniejszych kwadratéw otrzymujemy nastepujace
oszacowania wspdlczynnikéw réwnania:

Wspélczynnik Estymator Blad standard.
B, 0,3502 0,04416
B, -0,2440 0,04925
B, 0,0755 0,01185

czyli
x10 = 0,3502 - 0,2440x5 + 0,0755x5°
przy czym wszystkie wspélczynniki sg istotne. Rysunek 13.2 pokazuje wykres dobranej

do danych empirycznych krzywej, natomiast na rysunku 13.3 pokazano zalezno$¢ migdzy
danymi zaobserwowanymi zmiennej x10 a wartoSciami wyliczonymi (tzn. predykcja).

. = Fitted

Plot of Fitted Model & ikl

0.6 T T T T ) T T T T T T T T T ) § T
L . -
05 //- N
0.4 F = .
o N ]

- n

*03 _\ . -
02 \. . . =
i = L / . ]
0.1 - L "l =
o 11 L1 [ - [

o
—
L]
w
o

Rys. 13.2 Wykres krzywej empirycznej dopasowanej do danych pomiarowych
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Ponizej podajemy jeszcze globalng tabelg analizy wariancji dla przyjetego modelu kwa-
dratowego — jak wida¢ zalezno$¢ jest bardzo istotna.

Zrodia Liczba stopni Suma Sredni #
zmiennosci swobody kwadratow kwadrat
Regresja 2 1,15458 0,57729 186,2
Odchylenie
od regresii 13 0,04032 0,00310
Ogdtem 15 1,19490
Plot of x10
06 B T | { (e ) g | T T

\.

T

L B
L1113
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Rys. 13.3 Wykres zaleznofci migdzy zaobserwowanymi wartoiciami zmiennej x10 a wartodciami
wyliczonymi.
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14. ANALIZA KANONICZNA

Wsp6lczynnik korelacji prostoliniowej rozpatrywany w pierwszej cz¢sci skryptu mierzy
zalezno$¢ migdzy dwiema zmiennymi losowymi. Omawiany w tej cz¢Sci skryptu wspot-
czynnik korelacji wielokrotnej mierzy z kolei zalezno§¢ migdzy jedna zmienng losowq
i uktadem innych zmiennych. W rzeczywistoci jest to maksymalny wspéiczynnik korelacji
migdzy dang zmienng a kombinacja liniowg pozostalych zmiennych — a zatem jest to
wspdtczynnik korelacji migdzy dang zmienng i jej najlepszy (tu: w sensie minimum bigdu
$redniokwadratowego) predykcja zbudowang na tych pozostalych zmiennych.

Analiza kanoniczna zajmuje si¢ uogélnieniem koncepcji korelacji w przypadku wspo6t-
zalezno$ci pomigdzy dwoma zbiorami zmiennych losowych. Innymi slowy, w ramach
analizy kanonicznej szuka si¢ odpowiedzi na pylanie jaki jest zakres réwnoczesnego
wplywu catego zbioru zmiennych niezaleznych x = xy, x5, ..., x, na caly zbi6r zmiennych
zaleznych y = y,, ¥3, w0y ¥ ?

Odpowiedzia jest pewien syntetyczny wskaZnik statystyczny, informujacy o zakresie
determinacji (tzn. okre$lania) zbioru zmiennych x wzglgdem zbioru zmiennych y, jest to
liczbowa miara ,korelacji” migdzy dwoma zbiorami zmiennych o réznej ich liczbie.

Korzystajac z metod analizy kanonicznej mozna réwniez uzyska¢ odpowiedZ na bardziej
szczegblowe pytania, takie jak:

— ktéry zbiér zmiennych niezaleznych, spo$réd kilku mozliwych wyjasnia naj-
wigkszy zakres zmienno$ci (wariancji) w obrgbie zbioru y?

— czy wprowadzenic nowych zmiennych niezaleznych lub zaleznych, przy za-
chowaniu wyjsciowej struktury zbioréw x i y, zwicksza zakres wyjasnionej
wariancji catkowitej?

— ktére zmienne przestrzeni x, rozpatrywane lacznie, wyjasniajg najwigkszy zakres
wariancji dla zmiennych przestrzeni y, réwniez rozpatrywanych tacznie?

Rozwazmy ukiad dwéch zbioréw zmiennych losowych [x, y], gdzie
X = [X), Xp5 wuny xp]"' jest wektorem zmiennych objasniajgcych,
¥ = [¥1. Y20« ¥g)T — wektorem zmiennych objasnianych.

Interesuje nas zlozony zwigzek migdzy zbiorami x i y, a méwigc $ciSlej: chcemy za
pomocg zmiennych x prognozowa¢ zmienne y.

Macierz kowariancji ukladu [x, y] mozna wyrazi¢ w postaci blokowej jako
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Z X .
L= 3" ¢7|,  gdzie L =% (14.1)

gdzie macierz I jest macierzq symetryczng stopnia p + g. Zakladamy réwniez, ze I jest
macierzy nieosobliwg, przy czym jej wyznacznik [ZI > 0. Oznaczmy przez s rzad pod-
macierzy I,.

Szukamy pary funkcji liniowych najlepiej dopasowanej (reprezentujacej) obydwa zbiory
zmiennych. Gléwna idea analizy kanonicznej polega na tym, aby funkcj¢ liniowg zmiennych
X postaci

u=hx+hx+..+1x,

i funkcj¢ liniowg zmiennych y postaci
vEm Y tmy Yt tmy,

dobra¢ w taki sposob, aby korelacja w parze zmiennych kanonicznych byla maksymalna.
Spelnienie tego istotnego warunku oznacza, ze pary zmiennych kanonicznych w, i v,
mozemy uwazac za dobrg reprezentacj¢ danych wyjsciowych w ramach przyjetego modelu.
Liczba par zmiennych kanonicznych jest rowna liczbie zmiennych zaleznych, tzn. zmien-
nych objasnianych.

Szukamy zatem funkcji liniowych u = L'x i v = M"y spelniajacych warunki:
1. %) = a®(v) = 1,
2. kowariancja cov(u, v) = max.

Funkcje u i v noszj nazwe zmiennych kanonicznych, a wektory L i M — wektor6w
kanonicznych. Pierwszy warunek z wyZej wymienionych oznacza unormowanie wariancji
szukanych funkcji liniowych, przy czym

) =02 (LTx)=(LTx) L™xY =LTx AL =LT Eﬂ L,
1 analogicznie

o? (v) = o (MTx) = (MTy) MTy)" = MTy y'M = MT 2” M.
Natomiast kowariancja

CO\’(H, V) = puv
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jest (réwniez z uwagi na unormowane wariancje) réwna wspélczynnikowi korelacji zmien-
nych u i v, przy czym zachodzi réwnosé

Pu=LT2Z M (14.2)

Maksymalnej korelacji (warunek 14.2. przy warunku ubocznym 14.1.) poszukuje sig
metodg nicoznaczonych mnoznikéw Lagrange'a. Po przeksztalceniach, (ktére tu pomijamy)
otrzymuje si¢ uklad réwnan jednorodnych

[Z,%,%,-0LJL=0 (14.3)
lub symetrycznic
[Z” 3 2, -p E”]M =0 (14.4)

gdzie p = p,,. Uklad ten (tzn. (14.3)) ma niezerowe rozwigzanie tylko wtedy, gdy macierz
uktadu jest osobliwa. Otrzymujemy zatem réwnanie wyznacznikowe

b3 Z'Z‘—pIZ =0 (14.5)
5,%,5,-0L

kiére przy zalozeniu, Zze macierze I, i I, sa nicosobliwe, sprowadza si¢ do dobrze
znanego réwnania charakierystycznego

IA-pi=0

-1 -1
gdzie macierz A = X Z” Zv, Eﬂ , lub symetrycznic wedlug drugiego réwnania(tzn.

-1 -1
d@pa=X ¥ ¥ 3% .

Pierwsze z réwnaii ma p pierwiastkOw, natomiast drugie g pierwiastkow. Poniewaz jednak
niezerowe dodatnic pierwiastki obu réwnan sg identyczne (i jest ich s =rz I, < min(p, g)),
zatem mozna je reprezentowaé tymi samymi symbolami, Oznaczmy je wobec tego przez
Pi P2 s o Pe 1 uporzadkujmy, tak aby zachodzila nieréwnos¢:

PL1ZP22... 2P,
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Wielkosci py, Py . ... Py NOsza nazwe korelacji kanonicznych. Kazdemu z tych
pierwiastkéw odpowiada wektor kanoniczny' L(r = 1, 2, ..., 5). Zerowym pierwiastkom
rownania (14.5) odpowiadajg wektory wlasne oznaczone L, o numerach s < t < p. Majac
wektor L, sprz¢zony z nim wektor M, wyliczymy ze wzoru

-1
M,=p zﬁ Zﬂ L, (14.6)
Zachodzi réwniez symetryczna zaleznos¢
-
L=p"2Z % M, (14.6a)

Wektory kanoniczne L, i M, okreslaja zmienne kanoniczne u, 1 v, przy czym

P, dla r=r
cov (i, v,) = .
i {0 dla 11
Jest to bardzo istotne, gdyZ oznacza istnienie korelacji tylko migdzy sprz¢zonymi zmiennymi
kanonicznymi — wszystkie pozostale korelacje sy zerowe! Dodatkowo zmienne u, oraz
v, 84 wewngltrznie nieskorelowanie, tzn.

cov(u,, up) =0 dlar#1¢t’
i analogicznie
cov(v,, vy) =0 dlar#r’

Innymi slowy, pierwsza zmienna kanoniczna w p-wymiarowej przestrzeni x jest sko-
relowana jedynie z pierwsza zmiennj kanoniczng w g-wymiarowej przestrzeni y, druga
zmienna kanoniczna w przestrzeni x jedynic z drugg zmienna kanoniczng w przestrzeni
¥, ... itd. Odpowiednie wspéiczynniki korelacji g réwne py, p; 5wy Pse
Jak wynika z tych ustalen macierz kowariancji zmiennych kanonicznych n oraz v ma
posta¢ blokowaq:

1 czyli wektor wlasny macierzy A
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Dowodzi sig, Ze zmienne kanoniczne sq niezmiennicze ze wzgledu na liniowe prze-
ksztalcenia zmiennych pierwotnych x; lub y;. Stad wniosek, iz jest obojetne, czy do
obliczed uzyle zostang zmienne pierwotne, czy tez ich standaryzowane postaci
0 E(x) = E(y) = 0i 6’(x) = 6°(3) = L

Analizujac korelacje migdzy zmiennymi pierwotnymi a kanonicznymi uzyskujemy
zwiazkiZ:

cov (x;, v;) = p; cov (x;, u)) (=12,..p0 j=1,2,..,9) (14.7)

cov (¥, 4;) = p; cov (¥, V) i=L12,..4 j=12,..5) (14.8)

oraz

P
cov (x;, 1)) = 2 l;; cov (x, x;) (gdzie L=[1]),
o (14.9)
cov (y;, v;) =121m,q- cov (¥ ¥)) (gdzie M =[m,]).

A zatem wspélczynniki korelacji zmiennych pierwotnych ze zmiennymi kanonicznymi tej
samej grupy zmiennych (tzw. wewn¢trzne korelacje kanoniczne) uzyskuje si¢ z mnozenia
wektora L dla x (lub M dla y) przez macierz korelacji zmiennych pierwotnych. Natomiast
korelacje zmiennych pierwotnych jednej grupy ze zmiennymi kanonicznymi drugiej sa
réwne iloczynom korelacji kanonicznej przez korelacj¢ wewnetrzng.

Suma kwadratéw korelacji wewnetrznych réwna si¢ jednosci, stad:

P q
o (x) = 2 cov? (x;, X) i o’ ()= 2 cov? (¥ y) - (14.10)
k= k=1

Para wzoréw (14.10) pozwala w prosty spos6b interpretowa¢ zmienne kanoniczne jako
liniowe funkcje zmiennych pierwotnych determinujace (okreslajagce) w réznym stopniu

2 przy zaoZeniu o‘z(x.'] = ozfy,-) =1
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wariancje tych zmiennych wyjsciowych. Miarg owej determinacji jest kwadrat wspélczyn-
nika korelacji wewnetrznej.
Oszacujemy teraz parametry przyjetego modelu na podstawie préby danych empiry-
cznych.
Niech
X =[x ), oyt kw12 o)
bedzie macierza obserwacji zmiennych x, a

Y = [yl =L 2 gy k= 1,2, .0

macierzg obserwacji zmiennych y. Na podstawie préby wyliczamy estymatory

_¢ -1 T
in_s.t'.f_n_lxox ]
¢ 1 yoyr
S=Sym——h ¥, (14.11)
1
e el T
3 =8,=8h=—2x,1f,

gdzie X, oraz Y, sa macierzami odchylefi obserwacji od Srednich, (j. powstajg przez
odjecie w macierzach X i Y odpowiednich §rednich od kazdego elementu; macierz

4

s}" SJ‘)’

J;\est macierzg kowariancji danych empirycznych. Dodatkowo wprowadzamy oszacowanie
Pe=1

Wektory kanoniczne z proby u, i v, (f = 1, 2, ..., 5) znajdujemy wyznaczajgc wektory
z proby L, i M, ze wzoréw (14.3) oraz (14.6) po podstawieniu w nich estymator6w
odpowiednich macierzy kowariancji. Pozostale wzory — wcze$niej napisane — pozostang
prawdziwe po zastapieniu w nich parametréw modelu ich estymatorami.

Otrzymane zmienne kanoniczne z préby moga sluzy¢ prognozowaniu. Tak wigc dla
prognozy wartosci zmiennych y; bierzemy zmienne kanoniczne u; (i = 1, 2, ..., 5) odpo-
wiadajgce niezerowym korelacjom kanonicznym. Po odpowiednich przeksztatceniach otrzy-
mamy

AN AN ) A A A A
Yo=S,MM" S, LL" X,, gdzie L =[L], M=[M,]. (14.12)
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Zmienne odpowiadajace zerowym korelacjom kanonicznym (zerowym pierwiastkom
rownania charakterystycznego) sq tu pominigte, poniewaz nie wnosza do réwnania (14.12)
zadnej informacji. Mozna wykazaé, ze rownanic (14.12) jest macierzows postacia zestawu
¢ réwnar regresji wielokrotnej kolejnych zmiennych y; wzgledem zbioru zmiennych {x;}.
Zatem wielkosci

a
z recov (v, y;)

R? et (14.13)

i var y;

sa wspdlczynnikami determinacji y; przez zmienne {x)%.

Natomiast $rednia wazona wspélczynnikéw determinacji danych wzorem (14.13), czyli

(14.14)

nosi nazw¢ zlozonego wspolczynnika determinacji i jest miarg przeciginej determinacji
zespotu zmiennych y; przez zespot zmiennych x;. Pierwiastek ze zlozonego wspéiczynnika
determinacji tzn. Rf.,, jest nazywany przez niektorych autoréw ztozonym wspdlczynnikiem
korelacji.

Wzor (14.14) mozna réwniez zapisa¢ w postaci

A AT A 2 !\T
Rz _ tr (Szz M (L Siz M ) M Szz)
o tr (Sy) '

gdzie tr(A) oznacza §lad macierzy A.
Ziozony wspoélczynnik determinacji bywa réwniez nazywany wspélczynnikiem redundancji
lub tez zlozong determinacjy.

Oméwienia wymaga jeszcze sposob testowania hipotez w analizie korelacji kanoni-
cznych. Zalézmy w tym celu, Ze wektory losowe x oraz y podlegaja rozkladowi normalnemu.
Hipoteza globalng interesujacq nas w przypadku wyodrebniania dwéch zbioréw zmiennych
jest hipoteza

3 Sa to identyczne wspdlezynniki determinacji jak w przypadku korelacji wielorakiej
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Hy : wektory x i y sj niezalezne.
Jest ona réwnowazna hipotezie:
Hy: Zpi=0,
tzn. z¢ wszysikic korelacje kanoniczne w przypadku normalnosci rozkladow sj zerowe.

Istnieje kilka testéw stuzacych sprawdzeniu tej hipotezy. Statystykq oparta o iloraz wia-
rygodnosci jest wielkos¢

5
A"'"P ='l:['(l =5 ;%) s

majaca rozklad Wilksa przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy Hy z parametrami n - 1,
p. q. W szczegblnych przypadkach, gdy p = 1 lub 2 albo tez ¢ = 1 lub 2, rozktad A
wyraza si¢ przez centralny rozklad F w ponizszy sposéb

emp

n-1_1-A

" * A ~Fony dia p=1
n-2_ 1-YA

7 *T -F24,2n—2 dla p-—2

P A pnp

"—;ﬂ*%@whh-, dia 5=2

Dla innych wartosci p oraz ¢ uZzywa si¢ zmiennej
xf,,p=—a logA,,, » gdzie a=n- l+%(p—q+ 1) (14.15)

majacej dla duzych n rozklad zblizony do ¥ albo tez zmiennej

1-VA _ab-2c
emp pﬁ ¥ g 1) (]4.]6)

. P-4 _pg-=2
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ktérej rozklad mozna aproksymowac rozkladem F dla v, = pg i v, = ab - 2¢ stopni
swobody.

Odrzucenie hipotezy globalnej H, prowadzi do hipotez o liczbie zmiennych kanoni-
cznych. Hipotezy te testujemy sekwencyjnie. Hipoteza, Ze istotna jest tylko jedna zmienna
kanoniczna, réwnowazna jest hipotezie

Ho ipy=p3=...=0 .
Po jej odrzuceniu testujemy hipotezg
floz . p3= p4= e =0 .

Stawiamy takg seri¢ hipotez dopéty, dopéki nie pojawi si¢ hipoteza do przyjecia na danym
poziomie istotnoSci o. Mozemy si¢ réwniez postuzy¢ statystyka Wilksa

s
Aitrrjtp: I (l _'%)

r=k+]

o parametrach n - k, p - k, ¢ - k. Przy obliczaniu warto$ci krytycznej testu postugujemy
si¢ tez aproksymacjami (14.15) lub (14.16) podstawiajac odpowiednio n - k w miejsce
n, p - k w miejsce p oraz g — k w miejsce q.

Przykiad 1.

Postuzymy si¢ danymi dotyczacymi os6b z nadczynno$cia gruczoléw tarczycowych
(dodatek 2). WeZmiemy pod uwage 16-t0 osobowq grupe wyleczonych pacjentow. Zatézmy,
e pierwszy zbi6r zmiennych x = [x3, x5]” obejmuje dwie zmienne niezalezne, natomiast
drugi zbior y = [x8, x10)” zawiera réwnicz dwie zmienne zalezne.

Wprowadzamy dwie zmienne kanoniczne u; i u, reprezentujgce zbiér x i dwie zmienne
kanoniczne v, i v, reprezentujace zbiér y. Zmienne zalezne i niezalezne przeksztalcamy
na zmienne kanoniczne u; oraz v; w dwoch wymiarach. Otrzymujemy zatem dwa réwnania
dla u:

uy = 0,75926x3 + 0,84151x5
u; = 0,68972x3 - 0,58656x5

oraz dwa réwnania dla zmiennych kanonicznych v:

v; = 0,33784x8 + 0,79339x10
v, = 1,08742x8 — 0,81680x10
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Zmienne kanoniczne u; oraz v; sq funkcjami liniowymi x i y tak dobranymi, aby korelacje
miedzy u; a v; osiggngly warto$¢ maksymalng. W naszym przypadku otrzymujemy

COV(ul, Vl) =rn= 0.7026
COV(itg, V) = Iy = 03362

Jeszcze raz podkreSlamy, ze wspolczynnika korelacji kanonicznej nie interpretuje si¢ tak
samo jak innych ,normalnych” wspélczynnikéw korelacji. Wspélczynnik korelacji kano-
nicznej informuje jedynic o tym, w jakim stopniu udato si¢ maksymalni¢ skorclowac
odpowiednia par¢ zmiennych kanonicznych. Wartosci wsp6tczynnikéw korelacji kanoni-
cznej podane powyzej $wiadcza o tym, ze funkcje liniowe stabo reprezentuja dane wej-
$ciowe, albo, brak wspolzaleznosci migdzy zbiorami x i y.

Na rys. 14.1 przedstawiono dodatkowo pozycj¢ kazdej osoby badanej, przy czym zmienne
kanoniczne u, i v, potraktowano jako wspétrzedne, tzn. u; = f(v).

Plot of Canonical Variables Number 1

23 L] Ll T 1 T L 1 | T T L] L] T T | 5]
B . :
B . A
13° -
L i -
N . i
] g 1
% 03 *
w
= . <
-
- [ J 9
L . i
- ‘. -1
-0.7
- -
F Ji
L N -
1.7 al L I Ly i 1 l | I I B i K (- | i
1.3 0.3 0.7 1.7 27
Second set

Rys. 14.1 Rozklad obserwacji w przestrzeni #) = f{v1) dla niezmodyfikowanych zbioréw wejiciowych
Jezeli zmodyfikujemy teraz nasze zbiory danych tak, aby zawieraly one po 4 zmienne:

x = [x1, a2, x3, x4)
y = [x6, X7, x8, x9] ,
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o otrzymamy nast¢pujace rOwnania dla czterech par zmiennych kanonicznych:

uy = 080x1 - 0282 + 021x3 + 0,44x4
1y = -0,08x1 — 1,83x2 + 1,77x3 - 0,03x4
uy = -0,52¢1 + 0,02x2 + 1,96x3 - 1,51x4
g = 0991 - 1,23x2 + 0,84x3 — 091x4

oraz dla v;

vy = —1,36x6 + 2,43x7 + 1,87x8 — 2,15x9
vy = =2,55x6 + 0,48x7 + 1,33x8 + 0,69x9
vy = =0,98x6 + 2,00x7 — 2,47x8 + 1,66x9
va= 2,79x6 - 397x7 — 1,17x8 + 2,98x9

Korelacje kanoniczne wynoszq w tym przypadku

ny = 0.7329. Fyp = 0,4585,
rs = 02108,  ry = 00484,
Plot of Canonical Variables Number 1
1.7 G e e | RN o s 2 TTT * T
L . -
0.7
B ., g O -
: ™ . L] =
il i
;E: 0.3 .
[ | .
— i -y
1.3 ¥
.. m -
2.3 { I s [ i __ b & i L1 | 1
-1.6 06 04 14 2.4
Second set

Rys. 14.2 Rozklad obserwacji w przestrzeni uy = f(v1).
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Na rys. 14.2 przedstawiono, tak jak poprzednio, pozycj¢ kazdej osoby badanej w ukladzie

wspolrzednych w, = f(v;), natomiast na rys. 14.3 w ukladzie u, = f(vy).

First set

1.1

Plot of Canonical Variables Number 2
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1

! i1 1 ) ‘ 1 1
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Rys. 14.3 Rozklad obserwacji w przestrzeni w2 = f(v2).
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15. ANALIZA CZYNNIKOWA I GLOWNYCH
SKEADOWYCH

U podstaw analizy czynnikowej lezy zaloZenie, ze w zespole M cech pierwotnych
opisujacych dang populacje wiclowymiarows, ukryte sj pewne wspdlne czynniki, a w naj-
prostszym przypadku jeden, bedacy Zrodlem wspéinej informacji tkwigcej w owych zmien-
nych pierwomnych. Celem analizy czynnikowej jest wykrycie tych wspdlnych czynnikéw.

Zaktadamy zatem istnicnic macierzy danych okre§lonej jak ponizej:

X = {xy) i=1,. M k=1,..N (15.1)
bedacej zbiorem N wektoréw cech w przestrzeni EM:
X; = (.l'u. .'Czj. . XMJ')T * J =] ..,N (152)

Zmienne X; sq ze soby powigzane, a istniejace migdzy nimi zaleZnosci mozna scharakte-
ryzowaé wspolczynnikami korelacji:

ry-—= fil=1, N (15.3)

gdzie s;-’, Jest kowariancja migdzy zmiennymi X; oraz X, natomiast s;, 5; sa odchyleniami
standardowymi tych wlasnie zmiennych.
Wyliczone wedlug wzoru (15.3) wspélczynniki korelacji tworza macierz korelacji R

i ra2 -« Ny
r r A

R= 21 22 2N (15.4)
' ™ Fnn

w ktorej
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Macierz korelacji nie ulegnic zmianie, jesli od zmiennych X; okreslonych zaleznoscia
(15.2) przejdzie si¢ do zmiennych standaryzowanych:

Zi=(@p2p ) =L N (15.5)
gdzie
X;—X;
z;=—"—", i=1,..Mj=1,.,N
5
oraz
1 M
}J'= ngx‘} (15.6)

jest srednig j-tej cechy.

Uzycie zmiennych standaryzowanych lub wyrazonych w jednostkach naturalnych da
w efekcie inny uktad czynnikéw. Jesli np. jedna ze zmiennych wyrazonych w jednostkach
naturalnych wykazuje w ramach zebranych danych wiclokrotnie silniejsze zréznicowanie
niz pozostale zmienne, to wyznaczony dla tego zbioru danych pierwszy czynnik bedzie
praktycznie réwny tej zmiennej. Standaryzacja zmiennych jest réwnowazna z zalozeniem,
ze wagi jakie przypisujemy poszczegllnym zmiennym przy pomiarze stopnia zréznicowania
danego zbioru obserwacji sa jednakowe.

Istnienie korelacji migdzy zmiennymi nasuwa przypuszczenie, e istnieja pewne czynniki
wplywajace na te zmienne. Celem metod analizy czynnikowej i gléwnych sktadowych
Jjest wyodrebnienie najistotniejszych czynnikéw sposrod zestawu N zmiennych pierwotnych
opisujgcych badane zagadnienie,

Zaklada si¢ zatem, ze zmienne pierwolne majg pewne wspolne wilasciwosci. Zmienne
te maja réwniez specyficzne, swoiste wlasciwosci. W kazdej zmiennej mozna wigc wyrézni¢
dwa skiadniki: wspdélny i swoisty. Wspélne skladniki zmiennych mozna zastapi¢ pewnymi
wielkosciami globalnymi, zwanymi czynnikami wspélnymi, ktérych liczba jest mniejsza
od liczby zmiennych pierwotnych. Natomiast czynniki swoiste nie moga by¢ zastapione
wielkosciami syntetycznymi.

Zalozenia powyzsze mozna sformalizowaé przyjmujac, ze kazda zmienna Zj' zalezy
w spos6b liniowy od pewnej liczby czynnikéw:

1 okreslona wzorem (15.5)

20 — Biometria 305



Zi=wy Fy+wp Fa+ ...+ wy F+wU; ji=12,...N (15.7)

adzie:
Z; — j-ta standaryzowana zmienna pierwotna,
F; — i-ty czynnik wspoilny:
F,=fpfas ot » f=1, 0k (15.8)
Uj— j-ty czynnik swoisty:
Uj= (uu, ugj, ...,“Mj)T. j= LaaN (15.9)
oraz.

fii — to warto$¢ i-tego wspdlnego czynnika w k-tej zmiennej,
iy — 1o wartos¢ j-tego czynnika swoistego w k-tej zmiennej,
Zaktada sig¢, Zze czynniki okre$lone wzorami (15.8) oraz (15.9) sq wzajemnie niesko-
relowane oraz unormowane. Spelniona jest réwniez nieréwnos¢ L < N.
Wspélezynniki w;; oraz w; noszq nazwg ladunkéw; i tak
w; — to ladunek i-tego czynnika wspdlnego wyst¢pujacy w j-lej zmiennej Z.,
w; — jest tadunkiem j-tego czynnika swoistego wyst¢pujacego w zmiennej Z,.
Uktad réownan (15.7) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym postaci:

Z=WF+U (15.10)
gdzie

Z=(2,,2,, ... 2],
F=[F,F;..F],
W= {wﬁ}
U=[w U,wy Uy, ..uw; Uy o wy Uyl
Metoda giéwnych skladowych tym rézni sig od metody analizy czynnikowej, Ze zamiast
ukfadu réwnan (15.10) wprowadza si¢ prostszy uklad postaci:

Z=WF (15.11)
W tym ukladzie réwnan nie wystgpuja elementy odpowiadajace czynnikom swoistym.
Konsekwencjg takiego postawienia problemu jest to, ze gléwnych skladowych moze by¢
tylko N. Liczba czynnik6éw wspélnych i swoistych wynosi natomiast L + N. Przy pra-

ktycznym wykorzystywaniu tych metod nie ma to jednak wigkszego znaczenia, gdyz
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liczb¢ wydzielonych czynnikéw oraz skladowych ogranicza si¢ najczesciej do kilku naj-
wazniejszych, a réwnoczesnie takich, ktére nie stwarzajg trudnosSci przy merytorycznej
interpretacji. Z tych wlasnie przyczyn analiza czynnikowa i analiza gléwnych skladowych
rozwazane sj lacznie.

Rozwigzanie ukladow réwnar (15.10) lub (15.11) wymaga wykonania dwéch czynnosci:
wyznaczenia ladunkéw czynnikowych, a nastgpnic obliczenia warto$ci czynnikéw lub skia-
dowych. Przeksztalcajac w tym celu wzér (15.11) otrzymuje si¢

F=W “’Z

Dodatkowo zakfada sig, ze macierz ladunkéw czynnikowych jest macierza ortogonalng,
co prowadzi do wzon:

F=WZzZ (15.12)

Podstawowa rolg przy obliczaniu ladunkéw spelnia macierz korelacji R = {rg},
(k, n =1, 2, ..., N), okreSlona wzorem (15.4). Poniewaz jest to macierz korelacji migdzy
zmiennymi standaryzowanymi, zatem

_cov(ZnZ) 1 .

P B — Lz, z 15.13
Vien e 5, Mm:l mk “mn ( )

gdyz z, =%, =0oraz 5 =5, = L.

Do powyzszego wzoru w miejsce standaryzowanych wartosci z,, oraz z,,, wstawi¢
mozna réwnowazne z nimi liniowe kombinacje czynnikéw — wedlug wzoru (15.7) —
a po odpowiednich przeksztalceniach otrzyma si¢ zalezno$¢ wspdtczynnika korelacji od
tadunkéw czynnikowych:

I'k” = “"H “."l + “"‘,2 “"ﬂz Faiak Wing Wy (l5.14)
Wspdlczynnik korelacji dla dwéch réznych zmiennych réwny jest zatem sumie iloczynéw
tadunkéw czynnikowych znajdujacych si¢ przy wsp6lnych czynnikach tych zmiennych.

Dowodzi si¢ réwnicz, iz wspolczynnik korelacji migdzy standaryzowang n-13 zmienng
pierwotna a m-tym czynnikiem jest rowny odpowiedniemu tadunkowi czynnikowemu, tzn:

i p = W (15'15)

Wariancje kazdej zmiennej
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M

L =121 2
“n - l = M .m;l(zmn) (15.16)

roztozy¢ mozna na dwa skladniki
v, = +w? (15.17)

Skladnik w? nazywa si¢ ,,swoistoscia”, natomiast sktadnik 42 nosi nazwe zasobu zmiennosci
wspdlnej 1 wyraza si¢ wzorem

n

I13=w1| +w§2+ ...+wﬁL (15.18)

Analiza czynnikowa stara si¢ w sposdb mozliwie pelny wyjasni¢ wariancj¢ zmiennych
pierwotnych przez czynniki wspdlne. Prowadzi to w konsekwencji do eliminacji wplywu
czynnikdw swoistych. Pordwnanic wzoréw (15.4), (15.14), (15.17) i (15.18) umozliwia
zapis macierzy korelacji R w funkcji czynnikéw wspélnych i swoistych — czynniki swoiste
wystepuja jednak jedynie na gléwnej przekamnej (jedynki zastapione sa tam sumg
7+ w?). Eliminowanie niepozadanych czynnikow swoistych polega na tym, Ze na glownej
przekainej macierzy korelacji umieszcza si¢ jedynic zasoby zmiennosci wspolnej.

Macierz korelacji nazywa sig wowczas zredukowang macierzy korelacji i oznacza jako

B s o Fi
2 .
R = ry hz e Iy (]5.19)
™ v h

Uzycie zredukowanej macierzy korelacji upraszeza zagadnienie analizy czynnikowej, pod-
stawowy uklad rownaii ma bowiem (eraz postaé

Z'=WF (15.20)
Zredukowana macierz korelacji wyraza si¢ wzorem
R'=WW (15.21)

czyli
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Jest 1o podstawowy wzdr sluzacy do wyliczania tadunkéw czynnikowych (sam sposéb
wyliczania bedzie podany dalej). Po ich wyliczeniu korzysta si¢ z wzoru (15.12), tzn.:

F=wTz

aby obliczy¢ elementy macierzy wartodci czynnikowych.

Wprowadzone uproszczenie zmienia niektére z relacji laczacych wariancje i wspot-
czynniki korelacji z ladunkami czynnikowymi. Wariancje zmiennych Z' nie sa réwne
wariancji catkowitej, lecz zasobowi zmienno$ci wspélnej. Natomiast wspéiczynnik korelacji
dwdch réznych zmiennych nie ulega zmianie, (zn.

rt:. = J’b. - “,kl “'"1 + M’kz “’nz 2 TP “’hu “’ﬂ." (]5.22)
Dla k = n zachodzi natomiast
re =wh+wh+...+wh=h

Korzystanie ze zredukowanej macierzy korelacji wymaga wstawienia na gléwnej prze-
katnej nieznanych zasobéw zmiennosci wspolnej. Wartosci te nie sa wyznaczane ekspe-
rymentalnie, lecz sq szacowane przy pomocy réznych metod. Najprostszym i najczgsciej
stosowanym oszacowaniem jest przyjecie jako h najwyzszej wartosci ze zbioru wspol-
czynnikéw korelacji danej zmiennej z pozostalymi zmiennymi. Wybor metody nie jest tu
krytyczny, gdyz wartosci h? otrzymywane réznymi stosowanymi metodami niewiele r6Znia
si¢ migdzy soba.

Podstawowymi wielko$ciami w analizie czynnikowej sa wspolczynniki korelacji migdzy
wszystkimi parami zmiennych. Interpretacja geometryczna wielko$ci wystgpujacych w ana-
lizie czynnikowej pozwala na traktowanie poszczegOlnych zmiennych jako wektoréw.
Wspolczynniki korelacji sa wéwczas cosinusami katéw migdzy wektorami-zmiennymi.
Aby wykazaé stuszno$¢ tego stwierdzenia skorzystamy ze wzoru na wspélczynnik korelacji
(zmienne s standaryzowane!):
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M
E:mk Zpin
m=|

"= Iy ’M (15.23)
z :.rznk zznm

me m=|

Licznik tego wzoru jest iloczynem skalarnym dwdéch wektoréw zmiennych Z, i Z,:
M
pY z,,,,,:lz_:llf,:lcosa (15.24)
ms |
a mianownik jest iloczynem dlugosci tych samych wektoréw. Wzor (23) przyjmie zatem
postac:
- =
1ZNZ, | cos
Frw=""5 5 —=C0S (15.25)
1Z11Z,1

Zgodnie z warunkiem (15.22) wspélczynniki korelacji réznych zmiennych, tzn. elementy
spoza glownej przekatnej macierzy R 1 R 'sa sobie réwne, tzn.:

Tiw =g =COS O (15.26)

Elementy znajdujace si¢ na giéwnej przekjinej macierzy R sq interpretowane jako dlugosci
zmiennych-wektoréw. Elementy na gléwnej przekatnej macierzy R ' s zasobami zmiennosci
wspolnej, a wigc obejmujg tylko pewng czesé ,.dlugosci” wektoréw-zmiennych Z,

—’
1Z\=Vhl < 1

Zatem macierze R i R " zawieraja wszystkie podstawowe informacje o zmiennych. Elementy
spoza glownej przekatnej okreslaja katy miedzy wektorami, a clementy z gléwnej przekatnej
okreslaja dlugosci wektoréw. Macierze R 1 R ™ wyznaczaja w jednoznaczny sposob caly
konfiguracje wektorow. Réwniez pozostale wielkosci wysigpujace w analizie czynnikowej
mozemy zinterpretowac geometrycznie. Na podstawie warunku (15.7) interpretujemy czyn-
niki F; — sa one wektorami o jednostkowej diugosci, a katy migdzy nimi majg 90°.
Czynniki sa wigc interpretowane jako osie prostokatnego ukiadu wspoétrzednych.
Eadunki czynnikowe interpretuje si¢ natomiast jako rzuty wektoréw-zmiennych na osie-
czynniki. Zalezno$¢ (15.15) wyjasnia, Zze ladunek czynnikowy m-tego czynnika i n-tej
zmiennej jest wspolczynnikiem korelacji migdzy n-ta zmienng i m-tym czynnikiem jako
cosinus kata zawartego mig¢dzy tymi wielkosciami. A zatem
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W=z p_=COS B (15.27)

Zgodnie z (15.27) 1 rysunkiem 15.1 ladunek czynnikowy w,, mozemy traktowaC jako
rzut n-1¢j zmiennej na m-ty czynnik.

~ = —— FACTOR ANALYSIS — — =
3679 + X
0
w
=2
<
2 1712 + X
w
o
w
550 + X
495 + x
057 4 X X X
0.0 + . + + + + 4

1 2 3 4 5 6 7
PC Extracted 2 factors.
Rys. 15.1 Warntodci wlasne.

Graficzna interpretacja podstawowych poje¢ analizy czynnikowej ulatwia zrozumienic
jej istoty. Jest to wzajemne usytuowanie dwoch zestawéw wektorow. Jeden zestaw jest
konfiguracja wektoréw-zmiennych, ktéra w jednoznaczny sposéb jest okreslona przez ma-
cierze korelacji R i R *. Drugi zestaw to wektory-czynniki, ktére interpretuje si¢ jako osie
ukfadu wspotrzednych. Na uklad osi-czynnikéw jest natozony uklad wektor6w-zmiennych.
Wektory-zmienne s rzutowane na osie-czynniki. Rzuty te sg tadunkami czynnikowymi.
Rezultatem tego postgpowania jest zastapienie wektoréw-zmiennych wektorami-czynnika-
mi, ktére sg ortogonalne (i dlatego kazda z tych wielkos$ci wnosi innego rodzaju informacje)
i ktérych jest znacznic mniej niz zmiennych. Mnigjsza liczba czynnikow niz zmiennych
bierze si¢ stad, 7ze wiele ze zmiennych jest silnie skorclowanych, co znaczy, ze wnoszj
podobne informacje o badanych zjawiskach. Takie silnie skorelowane zmienne sj wige
zastgpowane mniej licznymi zbiorami ortogonalnych czynnikéw.

Korzystajgc z geometrycznej interpretacji pojeé analizy czynnikowej mozna réwniez wy-
jasni¢ podstawowy problem tej analizy, a mianowicie brak jednoznacznego rozwigzania
tego zagadnienia. Wada ta wynika stad, Ze uklad odniesienia, tj. uklad osi-czynnikéw, nie
jest jednoznacznie ustalony. To niejednoznaczne usytuowanie ukladu odniesienia wplywa
oczywiscie na wartosci ladunkéw czynnnikowych, poniewaz rzuty wektoréw-zmiennych
na osie-czynniki zalezg od potozenia tychze osi-czynnikéw. Tak wigc pomimo jednozna-
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cznosci konfiguracji wektorow-zmiennych dochodzi do nicjednoznacznego rozwigzania
zagadnienia analizy czynnikowej.

Podstawowe réwnanie analizy czynnikowej (15.21) wykazuje niejednoznaczno$¢ wy-
znaczania macierzy W. Jedna z metod wyznaczania macierzy W polega na wyborze
czynnikow w sposob zmnigjszajacy ich udzial w ogdlnej zmiennoSci wspélnej, zdefinio-
wanej jako ,

N N L
v=£[h§=21 W (15.28)

n= m=1l=
Iteracyjne posigpowanie rozpoczyna si¢ od okreslenia czynnika £, ktérego udzial w ogélnej
zmiennosci wspolnej jest z zalozenia najwigkszy. Tworzy si¢ funkcj¢ N zmiennych sta-
nowiaca sume kwadratdw ladunkéw  czynnika F;  we wszysikich  zmiennych

Z,(n=1, .., N:

N
V,= Zluﬁt (15.29)

Funkcje t¢ maksymalizuje si¢, przy dodatkowych nalozonych na czynniki warunkach
okreslonych wzorem (15.21). Po wyznaczeniu tadunk6w?

Wi = (Wi Wags coes Waps con Way)
tworzy si¢ macierz

Wy = ww!
2 nastgpnie macierz

R =R'-W, (15.30)
nazywang macierza pozostalosci korelacyjnej po pierwszym czynniku.

W analogiczny sposéb wyznacza si¢ ladunki drugiego czynnika F, maksymalizujac
funkcje

N
V= )Y Wiz

2 w sposéb podany ponizej
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przy zatozeniu, ze fadunki czynnikowe spelniajg warunki wynikajace ze wzoru (15.30).
Postgpujac tak dalej osiaga si¢ zadany poziom wyjasniania wariancji zmiennych Z . np.
75%.

Wyjasnienia wymaga sposob poszukiwania warunkowego ekstremum funkcji V.. Stosuje
si¢ tu metode mnoznikéw Lagrange’a, co sprowadza si¢ (dowdd pomijamy) do wyznaczenia
wszystkich réznych od zera, uporzadkowanych nierosngco wartoSci wlasnych macierzy
R 7 oraz odpowiadajacych im wektorow wiasnych. Macierz R ° jest symetryczna, zatem
jej wartosci wlasne sq rzeczywiste a odpowiadajace im wektory wlasne ortogonalne.

Eadunki czynnikowe oblicza si¢ stosujgc wzor

w=YA, A (15.31)
gdzie
W= (W Wy v Wa)?T —  jest wektorem ladunkéw czynnikowych wystepujacych przy

I-tym czynniku;
A=(A; Ay oy &) — jest wektorem wartosci whasnych;
Ar= (ay, ay, ..., @yy) — jest unormowanym wektorem wiasnym odpowiadajacym /-tej war-
tosci wiasnej.
Zatem ladunek czynnikowy n-tej zmiennej i /-tego czynnika jest obliczany jako

a,

L

=
W, =Ny T (15.32)
)3 ar

Wyznaczanie ladunkéw w metodzie gléwnych skiadowych rézni sig tylko tym, 7e
macierzg wyjsciowq jest macierz korelacji. W macierzy tej znajduje si¢ warto$ci wlasne
oraz wektory wilasne i na ich podstawie ze wzoru (15.32) wyznacza si¢ wielkosci w,.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli D jest macierza ortogonalna, to transformacja czynnikéw

W '=wD
ni¢ zmienia struktury macierzy korelacji okreslonej wzorem
R'=WWT,

poniewaz:

WDWDY=wDDWI=wwT .



Opisanemu przeksztalceniu geometrycznie odpowiada obrét kierunkéw gléwnych okresla-
Jacych skladowe gléwne. Obrét taki pozwala latwiej zinterpretowaé otrzymane wyniki.
Normalnie wszystkie ladunki majg wartodci z przedziatu (-1, 1) i na ich podstawie trudno
jest okreslic najwazniejsze czynniki. Po dokonaniu ortogonalnej rotacji, elementy macierzy
tadunkéw W dajq sig latwo interpretowaé. Wspdlezynniki znaczqgce maja po rotacji wartosci
bliskie jedynce, natomiast malo znaczgce sg bliskie zeru. Obrotu dokonuje si¢ zatem tak,
aby ladunki przy cechach maksymalnie si¢ r6znicowaly, wykorzystujac warunek:

varw= 2, (w,,, — w,)}=max .

mom

Stosowna procedura realizujaca opisang rotacj¢ ortogonalng nosi nazwe metody varimax.

Przykiad.

Korzystamy z danych zebranych w dodatku 2, a dotyczacych nadczynnosci gruczotéw
tarczycowych. Wybieramy pierwszg klas¢ pacjentow, tzn. tych dla kiérych leczenie za-
koriczylo si¢ pomysinic. Liczba pacjentow wynosi M = 16, Uwzglednimy N = 7 cech,
a mianowicie x1, x2, x3, x4, x5, x6 oraz x10. Wybierzemy mclod¢ gléwnych skladowych i
postaramy si¢ znaleZé tyle czynnikéw, by wyjasnialy one co najmniej 75% wariancji
zmiennych wyjSciowych.

Obliczenia rozpoczynamy od wyliczenia macierzy korelacji, jest ona nastgpujaca:
1,000 ]
0,683 1,000
0,564 0850 1,000
R=10345 0,589 0811 1,000
0222 0,032 -223 -274 1,000
0,559 0465 0436 0355 0236 1,000
10,533 0,509 0302 0299 0525 0,609 1,00]

Rozwigzujac stosowne zagadnienie wlasne otrzymujemy:

Czynnik Wart. wlasna % wariancji Skum. % warian.
1 3,67944 52,6 52,6
2 1,71232 24,5 77,0
3 0,55037 79 849
4 049498 7.1 92.0
5 0,26060 37 95.7
6 024574 35 99,2
7 0,05654 038 100,0
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Wyliczone wartosci wlasne pokazane sq na rysunku 15.1. Z przedstawionej powyze)
tablicy wynika, Ze jako zmienne syntetyczne powinniSmy wybra¢ dwa pierwsze czynniki
wyjasniajace lacznie 77% wariancji. Z problemu rozpatrywanego w przestrzeni siedmio-
wymiarowej potrafimy zatem przej$¢ do przestrzeni dwuwymiarowej (tracac niewiele in-
formacji) i przeliczajac zmienne wedlug wzorGw:

F, = 0,797x1 + 0.889x, + 0.851x; + 0.715x, + 0,132xs + 0.723x6 + 0,693x10 ,
F, = 0,190x1 — 0,142x2 — 045313 — 0,503x4 + 0,895x5 + 0,299x6 + 0,554x10 .

Wartosci stale wystgpujace w tych wzorach skladaja si¢ na macierz W T, tzn. transpo-
nowanj macierz tadunkéw czynnikowych.
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DODATEK 1.
ZMIENNE LOSOWE I ICH ROZKLADY

Zmienne losowe

Z wyslarczajacg dla potrzeb tego skryptu dokladnoscia mozna przyjaé, ze zmienna
losowa jest to taka zmienna, ktéra w wyniku doswiadczenia przyjmuje jedng i tylko jedng
mozliwg wartos¢, przy czym warto$ci tej nie mozna z gory przewidzied, gdyz zalezy ona
od przyczyn losowych. W biometrii uzywa si¢ rOwniez cz¢sto pojecia cechy statystycznej
— jest to odpowiednik zmiennej losowej.

Jesli zbior wartosci jakie moze przyjmowaé zmienna losowa jest skoriczony lub
przeliczalny, to mamy do czynienia ze zmiennq dyskretng (inna nazwa: mienna skokowa).
Jesli natomiast zbidr wartoSci zmiennej losowej jest nieprzeliczalny to nosi ona nazwe
zmiennej losowej cigglej.

Rozklad zmiennej losowej

Ze zmienng losowq zwigzane jest pojecie rozkladu prawdopodobieristwa tej zmiennej
(krdcej: rozktadu zmiennej) oraz jej dystrybuanty. W przypadku zmiennej losowej dyskretnej
X rozktadem (¢ zmiennej nazywa si¢ zestawienie wszystkich przybieranych przez nig
wartosci wraz z odpowiadajgcymi im prawdopodobieristwami. Innymi stowy, jesli przez
Py oznaczy si¢ prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa X przyjmic wartos$¢ x,, czyli:

P (X =.\’*) = Pk
to wowczas rozkladem zmiennej losowej X jest zbior wszystkich par

(.I'A. P‘.‘) .

Prawdopodobieristwa p, spelniaja oczywisty warunek:
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Zp=1
%

Rozklad zmiennej losowej dyskretnej moze by¢ zadany za pomocy tabeli, analitycznie
lub graficznie.

Znajac rozklad zmiennej losowej dyskretnej X mozemy zdefiniowaé funkcj¢ F(x),
ktora dla kazdej wartoSci x okresla prawdopodobiefisiwo zdarzenia, ze zmienna losowa
X przyjmie wartos¢ mniejszy od x, tzn.:

F(x) = P(X < )

Funkcja ta nazywa si¢ dysirybuaniq zmiennej losowej. Dystrybuanta dowolnej zmiennej
losowej jest funkcjg niemalejacq przyjmujaca wartosci z przedziatu <0, 1>. Dla zmiennej
losowej skokowej dystrybuanta przedstawiona jest wzorem

Fi)= LP(X=x)=%P,

X<Xx X<x
g (]

gdzie symbol x; < x pod znakiem sumy oznacza sumowanie rozciggnigte na te wszystkie
warto$ci x;, ktére sq mniejsze od x.

Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X (dyskretna lub ciagla) przyjmie wartosci
nalezace do przedzialu <a, b> mozna wyrazi¢ za pomocy jej dystrybuanty, prawdopodo-
biefistwo o jest rbwne przyrostowi dystrybuanty w tym przedziale, czyli:

PasX<b)y=F((b)-F (a)

Jezeli mamy do czynienia ze zmienng losows ciggla to nie potrafimy okreslié jej
rozkladu wyliczajac wszystkie jej mozliwe wartosci wraz z odpowiadajacymi im prawdo-
podobiefstwami. Mozemy jednak postuzy¢ si¢ dysirybuanty tej zmiennej losowej oraz
zdefiniowac funkcj¢ gestosci prawdopodobieristwa jako pochodng dystrybuanty, tzn.:

fx)=F’'(x)

czyli
Fix)= _[ () dr

Funkcja gestosci prawdopodobiefistwa danej zmiennej losowej X jest zatem miarg pra-
wdopodobienstwa zajscia nastgpujacego zdarzenia:
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(x£X<x+dx)

W problemach spotykanych w praktyce zmienne losowe ciggle posiadaja w kazdym
punkcie przedzialu okreslonosci (za wyjatkiem co najwyzej skorficzonej liczby punktow
na kazdym skoriczonym odcinku) ciagla gestos¢ prawdopodobieiistwa.

Podstawowe wlasnosci funkeji gestosci prawdopodobienstwa to:

f() 20

PX<a)=F(a) =I f(x) dx

b
Pas<X<by=] f(x)de=F (b)~F (@)

a

a w szezeg6lnosci
[ fyde=1

Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa nosi nazwe krzywej rozktadu.

Parametry rozkiadu zmiennej losowej

Rozklad prawdopodobienistwa w przypadku zmiennej losowej dyskretnej (albo funkcja
gestosci prawdopodobieristwa w przypadku zmiennej losowej ciagtej) lub dystrybuanta
charakteryzuja w pelni zmienng losowa. W praktyce bardzo czgsto wystarczy postugiwac
si¢ jedynie pewnymi wartosciami opisujacymi t¢ zmienng. Najezgsciej uzywane charakte-
rystyki liczbowe rozkladu prawdopodobiefisiwa zmiennej losowej to:

— warto$¢ oczekiwana,

— wariancja,

— odchylenie standardowe.
Opr6ez nich definiuje si¢ rowniez takie charakterystyki, jak: modalna, odchylenie przecigine,
wspélczynnik zmiennos$ci czy momenty — nie bedziemy ich tu jednak omawiac.

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej dyskretnej X definiowana jest jako:

N

E00=Zun,
natomiast dla zmiennej losowej ciaglej
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EX)=] f (0 d

Wartos¢ oczekiwana okres$la $rednig warto$¢ zmiennej losowej. W jej obliczaniu biorg
udzial wszystkie wartoSci zmiennej losowej, jest zatem najbardziej syntetyczna charakte-
rystyka rozktadu zmiennej.

Na ogdt opricz wartoSci oczekiwanej oblicza si¢ rGwnicZz wariancj¢ zmiennej losowej
bgdgcq miarg rozrzutu (rozproszenia) wszysikich wartosci zmiennej losowej wokdt jej
warlo$ci oczekiwanej. Wariancj¢ zmiennej losowej definiuje si¢ jako

o?=VX)=E{X-EXP

czyli

N

V (X) =..E. lre = E (X1 py
dla zmiennej dyskretnej, oraz
V=] [x-E@PRf() dx

dla zmiennej ciggtej.
Natomiast odchylenie standardowe definiuje sig jako pierwiastek z wariancji (wyraza
sig ono wowczas w tych samych jednostkach co dana zmienna):

o =0 =V (X)

Znajomo$¢ podstawowych parametréw rozkladéw zmiennych losowych, takich jak
warto$¢ oczekiwana czy tez wariancja pozwala na wyznaczanie tych parametrow dla
funkcji owych zmiennych losowych (np. ich kombinacji liniowej). Korzysta sig wowczas
z podstawowych wiasnosci wartosci oczekiwanej 1 wariancji przedstawionych ponizej.
W1. Wartos¢ oczekiwana wielkosci stalej jest réwna tej stalej, tzn.:

E(C)=C gdzie C = const

W2, Warto$¢ oczekiwana iloczynu danej zmienngj losowej X i stalej C jest réwna ilo-
czynowi tej stalej i wartosci oczekiwanej zmiennej X, tzn.:

E(C=X)=C+E(X) gdzie C = const
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W3.

W4,

W5,

Wé.

w7,

Ws.

w9,

Wartos¢ oczekiwana sumy dwdéch (ogélnie: dowolnej skoriczonej liczby) zmiennych
losowych X oraz Y réwna si¢ sumie wartosci oczekiwanych tych zmiennych, tzn.:

EX+Y)=EX) +E()

Wartos¢ oczekiwana réznicy dwoch zmiennych losowych X oraz Y jest réwna réznicy
wartosci oczekiwanych tych zmiennych, (zn.: :

EX-N=EX)-E(Y)
Warto$¢ oczekiwana iloczynu dwéch (ogolnie: dowolnej skoriczonej liczby) nieza-
leznych! zmiennych losowych X oraz ¥ réwna si¢ iloczynowi wartosci oczekiwanych
tych zmiennych losowych, tzn.:

EX=Y)=EX) *»E(Y) o ile X 1 Y sa niczalezne.
Wariancja wielkosci stalej jest réwna zeru, tzn.:

V(C)=10 gdzic C = const

Wariancja iloczynu zmiennej losowej i wartosci stalej jest rowna iloczynowi kwadratu
tej stalej i wariancji zmiennej losowej, tzn.:

VIC#*X)=C*» V(X)  gdzic C = const
Wariancja sumy dwdch (w ogélnym przypadku: dowolnej skoriczonej liczby) nie-
zaleznych zmiennych losowych X oraz Y réwna si¢ sumie wariancji tych zmiennych?,
tzn.:

VIX+Y)=V(X)+ V(Y), o ile X i Y sa niezalezne

Wariancja réznicy dwdch niezaleznych zmiennych losowych X oraz ¥ jest réwna
sumie wariancji tych zmiennych losowych, tzn.:

Nieco uprzedzajge rozwazania dotyezice zmiennych dwuwymiarowych mozna stwierdzié, ze dwie zmienne
losowe X oraz Y s3 niezalezne, jezeli dystrybuanta zmiennej losowej dwuwymiarowej (X, Y) jest réwna
iloczynowi dystrybuant skladowych.

Jeieli zmienne sa zaleine, to po prawej stronie wzoru pojawia sig dodatkowa skladowa zwana kowariancja.
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VIX-N=VX)+ V), o ile X 1Y sg niezalezne

Zmienna losowa standaryzowana

Rozpatrzmy dowolng zmienng losowg X, dla ktérej okresliliSmy zaréwno wartosé
oczekiwang E (X) jak tez wariancje V (X).
Wprowadzamy teraz nowg zmienna losowa U zdefiniowana ponizej:

_X-EX)
U——W VX)=0

Zmienna U ma natgpujace parametry’
EW)=0, vit)=1

Taki sposob uniezaleznienia si¢ od konkretnych warto$ci parametréw zmiennej losowe;j
(a zatem sprowadzenia cafej rodziny rozkladéw zmiennej losowej do jednego rozkiadu)
nazywa si¢ jej standaryzacjq. Standaryzacja jest najczgsciej wykorzystywana przy odczycice
z tablic statystycznych.

Podstawowe rozklady teoretyczne

Jest rzecza zastanawiajgcg, ze olbrzymia wickszo$¢ rozpatrywanych w praktyce cech
statystycznych podlega jednemu z Kilku uniwersalnych rozkladow teoretycznych. Trzema
glownymi rozkladami, ktére oméwimy ponizej sa: rozkfad dwumianowy, rozklad Poissona
oraz rozklad normalny.

Dodatkowo przedstawimy réwniez wystgpujace w testowaniu statystycznym rozkiady:
%% (chi — kwadrat), ¢ Studenta oraz F Snedecora. Znajomos¢ tych rozkladéw nie jest
niezbgdna podczas testowania hipotez statystycznych, pozwala jednak na zrozumienie
sposobu konstrukcji testéw statystycznych.

Stablicowane warto$ci wszystkich wspomnianych rozkladéw znajdujg si¢ na koricu

skryptu.

3 Wyprowadzenie tych zaleznoéci proponujemy jako ¢wiczenic ugnntowywujjce zrozumienie wlasnosci
W1 - W9
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Rozkiad dwumianowy

Bardzo cz¢sto mamy do czynienia z do$wiadczeniem, ktérego wyniki przybieraja
zawsze jedng z dwu wzajemnie wykluczajacych si¢ wartosci a prawdopodobieristwa uzy-
skania tych wynikow pozostaja te same przez caly czas prob. Zazwyczaj oznaczamy (¢
prawdopodobieristwa przez p oraz q i wynik o prawdopodobieristwie p nazywamy sukcesem,
natomiast wynik o prawdopodobienstwie ¢ — porazky.

Zachodzi oczywiscie:

p+qg=1 czyli g=1l-p

Zalozmy teraz, z¢ przeprowadzamy caly seri¢ takich doswiadczen (Scislej mowigc
powtarzamy doswiadczenie n razy). Poniewaz doswiadczenia sy niezalezne, zatem pra-
wdopodobienistwo uzyskania w serii n doswiadczen & pierwszych sukcesow wynosi

p.!‘.' q(n -K)

Jesli interesuje nas tylko ogélna liczba sukceséw osiggnigtych w wyniku n préb,
a nie ich kolejno$é to prawdopodobienstwo uzyskania & sukcesow w n prébach jest
réwne

Rk k) — n! n=k)
[k]” q k!(u—k)!ptq‘

Powstaly w ten sposob rozkiad prawdopodobieristwa nazywa si¢ rozkladem dwumianowym.
Zachodzi zatem:

" — i n! k _(n—1k
P X —k)-m!’ q"="

gdzie X" oznacza zmienng losowa skladajaca si¢ z n prob. Rozklad ten zalezy zatem od
dwéch wielkosci: prawdopodobiefistwa sukcesu — p, oraz wielkoSci serii do$wiadczen
— n.

Rozklad dwumianowy (zwany inaczej rozkladem Bernoulliego) czgsto wysigpuje
w praktyce. Przykladowo* przypusémy. ze dla n ludzi zmierzono ci$nienie krwi przed

4 Przyklad zaczerpnigty z: Feller W.: Wsigp do rachunku prawdopodobieristwa, PWN, Warszawa, 1977

323



1 po podaniu pewnego leku. Oznaczmy wyniki przez x,, ..., x,0raz x,’, ..., x,. Powiemy,
ze i-te doSwiadczenie dalo w wyniku sukces, jezeli x;<x; i porazke, jezeli x;>x/
(dla uproszczenia zalézmy, ze zadne dwa pomiary nie daly tego samego wyniku).
Jezeli lek nie wplywa na cisnienie krwi, to nasze obserwacje powinny by¢ zgodne
z rozkladem dwumianowym z prawdopodobiciistwem sukcesu p = 0,5, natomiast zna-
czna ilos¢ sukcesow powinna by¢ uznana za wskazowke, Zze badany lek ma wplyw
na ci$nienie krwi.

Niech X, bedzie iloscig sukceséw zanotowang przy k-tej probie. Ta zmienna losowa
przybiera tylko warto$ci 0 i 1 z odpowiednimi prawdopodobieristwami p oraz g. Zatem

EX)=0*qg+1*p=p,

a poniewaz zmienna losowa dwumianowa X} jest sumg n takich niezaleznych zmiennych
X, zatem jej wartos¢ oczekiwana wynosi

E (X{)=np
Analogicznie
VX)) =E (X~ pP)=(1=p)p+O0-p) q=pq
oraz
V(XE) =npg
czyli
o =vnpq
Rysunek DI1.1 przedstawia wykresy rozkladu dwumianowego dla ustalonej warto$ci
prawdopodobienistwa p = 0,3, i zmieniajacej si¢ wartosci n = 5, 10, 30. Analizujac rysunek

mozna zauwazyC ze wraz ze wzrostem wartosci n wykres rozkladu przybiera coraz bardziej
symetryczng postac.
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Rozktad prawdopodobienstwa —_— 3 03
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Rys. D11 Przyklad rozkladu dwumianowego

Rozklad Poissona

Rozpatrzmy pewien szczeg6lny przypadek rozktadu dwumianowego, dla ktérego iloczyn
n * p ma warto$¢ staty. Jak wida¢ na rysunku D1.2 wykresy takich rozkiadéw sy bardzo
zblizone. Jesli zatozymy ponadto, iz liczba do$wiadczen n ro$nie nicograniczenie, natomiast
prawdopodobiensiwo p jest bardzo male, zn:

n—ee
p—0
n*p=X\=const ,

to otrzymamy graniczny przypadek rozkladu dwumianowego zwany rozkladem Poissona
okreslony wzorem

k
P(X=k)=%—,~e"‘

gdzie k jest (jak poprzednio) ilosciq sukcesow.
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— 40 01

Rozkiad dwumianowy
stafawartosénp e 100 0.04
--= 400 0.01
0.24 A S B L [N U REL N T

02

0.04

Rys. D1.2 Rozklad dwumianowy dla n * p = const.

W prakiyce im wicksza jest warto$¢ n tym lepicj rozktad dwumianowy jest zbiezny
do rozkladu Poissona. Ilustruje to ponizsza tabela.
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Warto$ci funkcji prawdopodobienstwa rozkladu dwumianowego | Wartosci
dlan=*p=3 f. prawd.

¢ rozkladu
p=05|p=02|p=01|p=005(p=002|p=001|pyicsona

n=06 n=15 | n=30 | n=60 | n=150 | n=300

00156 | 00352 | 00424 | 00461 | 00483 | 00490 | 0,0498
00937 | 0,319 | 0,413 | 0,1455 | 0,1478 | 0,1486 | 0,1494
02344 | 02309 | 02276 | 02259 | 02248 | 02244 | 0,2240
03125 | 02501 | 02361 | 02298 | 02263 | 02252 | 0.2240
02344 | 0,876 | 01771 | 0,1724 | 0,1697 | 0,1689 | 0,1680
00937 | 0,032 | 01023 | 01016 | 0,011 | 0,1010 | 0,1008
0,156 00430 | 0,0474 | 0,490 | 00499 | 0,0501 0,0504
0,0138 | 00180 | 00199 | 00209 | 00213 | 00216
0,0035 | 00058 | 00069 | 00076 | 00079 | 0,0081
0,007 | 00016 | 00021 | 00025 | 00026 | 00027
0,0001 | 0,0004 | 00006 | 00007 | 00008 | 0,0008
0,0001 | 00001 | 00002 | 0,0002 | 00002

e R R - NP I SR SR

—

Rozklad Poissona zalezy od jednego parametru A. Mozna wykazac, ze
EX)=2
oraz
ViX)=A

Przyklady funkcji gestosci prawdopodobierisiwa rozkladu Poissona przedstawione sg
na rysunku D1.3, dla réZznych wartosci parametru A(A = 3, 10, 30). Im wigksza wartos¢
A tym bardziej symetryczny staje si¢ wykres rozkladu, tym bardziej zbliza si¢ on do
rozkladu normalnego.

Poniewaz rozklad Poissona otrzymany zostal z rozkladu dwumianowego dla duzych
warto$ci n 1 stalej wartosci A = np, tzn. malej wartosci p, zatem spodziewac si¢ nalezy
zastosowar tego rozkladu do procesow, w kiérych mamy duzy liczbg zdarzen, ale jedynie
niewielki ich ulamek posiada interesujacg nas whasnos$¢. Tak wiasnie jest w rzeczywistosci.
Pylki w miodzie liczone pod mikroskopem, kolonie bakterii na kwadratach plytki Petriego.
gwiazdy w przestrzeni, rodzynki w ciescie, nasiona chwastéw wsréd nasion trawy, skazy
w maleriale sq rozmieszczone zgodnie z prawem Poissona.
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Rozklad prawdopodobieristwa 10

Poissona
-—- 30
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0.2 H
E‘ 0.16
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Rys. D1.3 Rozklad Poissona.

A oto inny jeszcze przyklad®. Przy urodzeniu kazdy poszczegblny czlowick ma
male szanse dozycia do stu lat, ale w duzym spofeczenstwie liczba urodzen w ciggu
roku jest wielka, Wskutek wojen, epidemii itp. Zycia rozmaitych ludzi nie sq statystycznie
niezalezne, ale w picrwszym przyblizeniu mozemy poréwnywaé n urodzen z n prébami
Bernoulliego, w ktérych $mier¢ po stu latach uwazamy za sukces. W spoleczeristwie
ustabilizowanym, gdzie ani wielko$¢ spoteczenstwa, ani $miertelno$é jego czlonkéw
nie zmieniajg si¢ predko, rozsadne jest przypuszczenic, ze czg¢sto$é lat, w ktorych
umiera dokladnie & stuletnich starcéw podlega rozkladowi Poissona, przy czym parametr
A zalezy od wielkosci i stanu zdrowotnego spoleczenistwa. Dane statystyczne Szwajcarii
potwierdzaja to przypuszczenie.

-] Zaczepnigty z: Feller W.: Wsigp do rachunku prawdopodobierdstwa, PWN, Warszawa, 1977
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Rozkitad normalny

Rozklad normalny zajmuje centralng pozycje pomigdzy licznymi rozkladami cigglymi
stosowanymi w statystyce. Nazwa rozkladu jest nieco mylaca, gdyz ma ona znaczenie
tylko opisowe, a nie definiujgce. Innymi stowy, rozkladéw kiére nie s3 normalne nie
nalezy uwaza¢ za nienormalne. Wiele rozkladéw wystepujacych w praktyce zblizonych
jest do rozkladu normalnego. jednak Zaden rozklad faktycznych pomiaréw nie jest iden-
tyczny z rozkladem normalnym, gdyz rozkiad skoriczonej ilosci pomiar6w moze jedynie
zblizy¢ sig do funkcji cigglej rozkladu normalnego.

Gestos¢ prawdopodobieristwa rozkladu normalnego opisana jest funkcja

S (x - w)?
S O= 5w ( "z‘o&]
przedstawiong graficznie na rysunku D1.4. Dwa parametry: B — warto$¢ oczekiwana

oraz ¢ — odchylenie standardowe catkowicie okreslaja ksztalt krzywej normalnej. Gdy
zmienna losowa X ma rozkiad normalny o parametrach p oraz o, (o zapisuje si¢ to jako

Rozkiad prawdopodobienstwa
Normalny (unormowany) — N(0.1)

Gestosé prawd.

Rys. D1.4 Gestoéé prawdopodobienstwa rozkladu nomnalnego.



x=N(, o)

Na rysunku DL.5 przedstawiono trzy krzywe normalne réznigce si¢ wartoScia para-
metru i, a na rysunku D1.6 — r6znigce si¢ wartoscig parametru 6. Warto$¢ i nie wplywa
na ksztalt krzywej, powoduje jej przesunigcie wzdiuz osi odcig¢tych, natomiast zmiana
parametru ¢ powoduje zmiang ksztaltu krzywej — im mnicjsza warto$¢ o tym smuklejsza
krzywa, tym bardziej masa rozkladu skupiona jest wokét Sredniej.

= N(0.1)
Rozktad prawdopodobieristwa ... N(3.1)
Normalny —— N(8.1)
0.4 T T T PACI /“ T T T

03 ":' S
mEmy

Gestosc prawdop.,
o
L]
Lo
h_
O |

L 1 \ .
B ! ‘

1

wr ! | \ 3
= / il
— I \ -
— ¥4 -

0 L T 1 4o 1 N
-4 1 2 5 B8 11

Rys. D1.5 Krzywe rozkladu nommalnego.

Gdy zmienna losowa X podlega rozktadowi normalnemu N (i, o), wéwczas zmienna
losowa standaryzowana

U=X_"E
[+

ma rozklad o parametrach N (0, 1). Rozklad ten (zaréwno funkcja gestosci jak i dystry-

buanta) zostal stablicowany, a dzigki standaryzacji z tablic tych mozna korzysta¢ dla
dowolnego rozkladu N (1, o) gdyz:
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— N(0.1)

Rozkiad prawdopodobieristwa weee- N(0.5)
Normalny - N(©0.2)
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Rys. D1.6 Krzywe rozkladu nommalnego.
1
f=2ow), F(x)=® ()

gdzie ¢(u) oraz d(u) sa odpowiednio funkcjg gestosci i dystrybuanty rozkladu N(O, 1).
W celu zmniejszenia objgtodei tablic podawane sq wartosci jedynie dla nieujemnych
warto$ci u(u 2 0), natomiast dla wartoci ujemnych korzysta si¢ z zaleznosci:

OC-u) = o) . D(-u) = 1- D)

Pole powierzchni zawartej migdzy krzywa gestoSci a osig odcigtych jest rowne 1,
gdyz prawdopodobienstwo, iz zmienna losowa przyjmie warto$¢ w przedziale od —< do
o jest rowne jednosci.

Przyjmijmy, z¢ zmienna losowa X ma rozklad N (u, o). Obliczymy prawdopodobieri-
stwa, ze zmienna X przyjmuje warto$¢ z przedzialow (U — o, U + 0), (L - 20, | + 20),
(U - 30, W+ 30). Sa one oczywiscie réwne prawdopodobiefistwom, ze powstala ze
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zmiennej X standaryzowana zmienna losowa U przyjmuje wartosci z przedzialow, odpo-
wiednio, (-1, 1), (=2, 2), (-3, 3)%, a zatem

P(-1<U<)=d(1)-D(=1)=d(1) - (1 - d(1)) =2d(1) - 1 =0,6826 ;
P(2<U<2)=20(2)-1=09545:
P(-3<U<3)=29(3)-1=09973;

Ostatni wzor jest podstawsi) szeroko stosowanej tzw. regudy trzech sigm: jezeli zmienna
losowa ma rozktad normalny, to warto$¢ bezwzgledna odchylenia tej zmiennej od warto$ci
oczekiwanej nie powinna przekraczal potrojonego odchylenia standardowego.

Prawdopodobienstwo przekroczenia tej warto$ci wynosi bowiem jedynie 1 - 09973 =
= 0,0027 = 0,27% !

Dominujace znaczenie rozktadu normalnego wywolane jest przede wszystkim nastg-
pujacymi czynnikami:

— wigkszo$¢ cech populacji biologicznych ma rozklad w przyblizeniu normalny,
lub rozklad, kt6ry mozna zmieni¢ na normalny po odpowiednim przeksztalceniu,

— wiele rozkladéw w okreslonych warunkach zbliza si¢ do rozkladu normalnego,
przykiadem moze by¢ tu chociazby rozklad dwumianowy,

— jezeli zmienna losowa X jest sumg bardzo duzej liczby wzajemnie niezaleznych
zmiennych losowych, przy czym wplyw kazdej z tych zmiennych na sumg jest
znikomy, to rozklad zmiennej X jest w przyblizeniu normalny”; przyblizenie
jest tym lepsze, im liczba zmiennych jest wigksza.

Rozkiad chi-kwadrat (x°)

Niech zmienna losowa X ma rozklad prawdopodobienstwa N (i, ©). Wowczas zmienna
standaryzowana U = (X - p)/o podlega rozktadowi N(0, 1). Kwadrat zmiennej standary-
zowanej normalnej U nosi nazwe zmiennej losowej ¥ (chi-kwadrat) z jednym stopniem
swobody; zatem

6 Inaczej méwige. sa 1o prawdopodobiciistwa tego, ze wartoié zmiennej losowej X bedzie odbiegala od
srednie) mniej niz, odpowiednio, odchylenie standardowe, dwa odchylenia standardowe, trzy odchylenia
standardowe

7 Jest10 wniosek wynikajacy ze znanego z rachunku prawdopodobiedistwa centralnego twierdzenia granicznego
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Powyzsze wyrazenie obejmuje jeden skladnik i dlatego odpowiadajagca mu ilo$¢ stopni
swobody wynosi 1. Jezeli jednak rozpatrywaé bedziemy n zmiennych losowych
X; (i = 1, 2, ..., n) o rozkladach odpowiednio N (;, o;), to suma kwadratéw odpowiada-
jacych im zmiennych standaryzowanych U, tzn.:

n n X—uA
7 2 — i,
¢-u-5E2]

i=] ;

nosi nazwe zmiennej losowej %* z v = n stopniami swobody.

Rozklad %* ma tylko jeden parametr — wlasnie liczbg stopni swobody, dla kt6rej
rezerwuje si¢ specjalnie symbol v.
Dowodzi sig¢, Ze

E(x)=v oraz Vih)=2v
Rozkiad prawdopodobieristwa —
Chi-kwadrat i
0.5 T ¥ T T T T ] Ll L}
0.4 —
8‘. - -
E E -
a %3 = - N
B L i
§ [/ ‘
© 02 H &
- \ -
u \ .
¢+ \ -
\ |
0.1 2
—~ -
.- -
ol 1 1 |
0 3 3 12 15

Rys. D17 Rozklad y°.
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Rozklad %* jest przykladem rozkladu niesymetrycznego — dla v = 1,2 ma ksztalt
typu J, dla v = 3 przybiera ksztalt skosnej krzywej dzwonowej, ktéra wraz ze wzrostem
Vv staje si¢ coraz bardziej symetryczna, dazac do rozkladu normalnego (rysunki D1.7 oraz
D1.8).

T—— G
Rozkiad prawdopodobieristwa i 10
Chi-kwadrat e 3
0.15 T T T T T T T T T T T T | L ¥ v
0.12 /\
a N o
g i
§ 0.08
L, . . - =
0.08 -. -. // ~
- o “ N |
! \ Z \
e . /o LY -
; \/ ™ .
0.03 = ~
? q N
L] 1,‘ ‘ “ -
/ oY B R - N
0 1= O prttpeend T S
0 10 20 30 40

Rys. D1.8 Rozklad %°.

Mozna wykazaé, ze gdy zmienne losowe X, X,. .., X, majg rozklady N (0, o),
wlwczas statystyka®

PG L
=gt

gdzie s* jest oszacowaniem wariancji, tzn.

F=1 LK -EX)

8 Pod pojeciem statystyki rozumic si¢ tu zmienng losows bedicy funkcja innych zmiennych losowych
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ma rozklad %> o v = n - 1 stopniach swobody.

Rozklad y%* ma szerokie zastosowania szczeg6lnie w testowaniu hipotez statystycznych
jako miara ufnosci uzyskanego wyniku. Na rozkladzie y* bazuje bardzo czgsto stosowany
test .

Test ¢ Studenta

Odgrywajacy w statystyce matematycznej ogromng rolg rozklad podany w 1905 r.
przez W.S. Gosseta o funkcji gestosci prawdopodobieristwa danej wzorem

fi)=(r )72

nosi nazwe rozkladu ¢ Studenta®; jedynym parametrem tego rozkladu jest v — liczba
stopni swobody. Krzywa rozkladu ¢ przedstawiono na rysunku D1.9. Rozklad ¢ Studenta
ma ksztalt zblizony do rozkladu zmiennej normalnej, jednakze prawdopodobienistwa duzych
odchylern od osi symetrii (+ = 0) sa tu wigksze niz w rozkladzie normalnym. Rozklad
zmiennej losowej ¢ Studenta zostal stablicowany. Kazdej ustalonej ilosci stopni swobody
v =1, 2, 3, ... odpowiada inny rozklad r. Stad tablica prawdopodobienstw tego razkladu
obejmuje szereg wartosci uzaleznionych od ilosci stopni swobody. Rozklad 1 wraz ze
wzrostem ilosci stopni swobody dazy do rozkiadu normalnego N(0, 1) — mozna si¢
o tym przekonaé poréwnujac tablicg rozktadu 1 dla n = 30 z odpowiednig tablicg rozkladu
normalnego.

Rozklad 1 to jeden z serii (obok rozkladow ¥* i F) rozkladéw z préby. Zalézmy
bowiem, z¢ niezalezne zmienne losowe X;(i = 1, 2, ..., n) maja jednakowy rozkiad

normalny N (1, ). Warto$¢ Srednia tych zmiennych X ma wiedy réwniez rozktad normalny,
ale o parametrach N (u, o/n). Rozklad ten mozna jednoznacznie okresli¢ tylko w przy-
padku, gdy znane jest odchylenie standardowe . Na ogét warto$¢ ¢ ni¢ jest znana i nie
mozna przyja¢ za nig wartosci s obliczonej z préby

s= VIS @t~ X7

nNi=\

9 Student to pseudonim naukowy Gosseta
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Rozktad prawdopodobieristwa

—
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Rys. D1.9 Rozklad «.

edyz jest to jedynie pewne oszacowanie. Mozna jednakze wykazaé, ze statystyka zdefi-
niowana wzorem

r=5—-_—y'\fn~1

S

podlega rozktadowi 1 Studenta z v = n — | stopniami swobody.
Ze wzoru tego widaé, ze wartosci statystyki ¢ oblicza si¢ na podstawie wynikéw
doswiadczalnych, gdy warto$¢ p jest z gbry dana hipotetycznie.

Rozklad F Fishera-Snedecora

Funkcja gesto$ci rozkladu F ma bardzo skomplikowana posta¢ definicyjna — nie
bedziemy jej tu przytaczaé, podamy natomiast twierdzenic ktére wigze rozklad F ze
statystyka z préby.

Rozpatrzmy mianowicie dwie grupy zmiennych losowych normalnych, z ktérych pier-
wsza obejmuje v, zmiennych X, X,, ... X, a druga v, zmiennych ¥, Y, ... ¥,
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reprezentowanych przez wartoSci dwéch préb pobranych losowo z dwéch populacji. Dla
kazdej z tych grup'® utwérzmy zmienna losowa x2. Pierwsza z tych zmiennych ¥} ma
v, stopni swobody, a druga v, stopni swobody.

Woéwczas funkcja postaci

v,
lyyp 4
Vlnsl ! VI
Ayy =2
vz.giy‘ V2

podlega rozkladowi F.

Rozklad F ma dwa parametry: v,, v, nazywane liczbami stopni swobody tego rozkladu.

Rozktad prawdopodobienstwa
F

— 10 10
--=- 20 12

rurr—1|1|1ltr1—t

T L] T LJ

11 1 1

Rys. D1.10 Rozklad F.

10 zgodnie z definicjs podang w paragrafie omawiajacym rozklad zmiennej losowej x:

22 — Biometria
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Rozklad F przypomina swym ksztaltem rozkiad ¥?; jest on r6zny od zera jedynie dla
dodatnich wartosci F; jest rozkladem asymetrycznym i szybko malejacym wraz ze wzrostem
wartosci F. Rysunek D1.10 przedstawia dwie krzywe rozkladu F dla réznych wartosci
stopni swobody.

Rozkiad F zostal stablicowany, a tablica F przedstawia dla réznych par stopni swobody
tylko dwie warto$ci, a mianowicie warto$¢ 5-procentows i wartos¢ 1-procentowa'!. Oznacza
si¢ je najczgSciej symbolami Fyos oraz Fp,. 1 tak odezytana z tablic dla v, = 8 oraz
v, = 14 wartoS¢ Fy g = 2,70 co oznacza, ze prawdopodobieristwo tego iz warto$¢ zmiennej
F przekroczy 2,70 wynosi 0,05 = 5%.

Zmienna F nie zalezy ani od Sredniej i w populacji, ani od wariancji 62, a wartosci
tej zmiennej moga by¢ obliczane jedynie na podstawie wartosci z préby.

Rozktady empiryczne

Na koniec wspomnimy pokrétce o rozkladach empirycznych i ich zwigzkach z roz-
kiadami teoretycznymi.

Przypus¢my, ze dla okreslonej zmiennej losowej X, dyskretnej lub cigglej, nie jest
znany wzor przedstawiajacy rozklad prawdopodobieristwa — lub wzor jest znany, ale nie
$4 znane wystepujace w nim stafe. Notujac n losowo otrzymanych wartosci X otrzymujemy
probe statystyczng. Dysponujac probg, mozemy dla dowolnego przedziatu (a, b) miesz-
czacego si¢ w zbiorze wartosci X poda¢ czgsto$é wzgledng

n(a,b)
n

zdarzenia, ze a < X < b, Chege przyblizy¢ rozklad X korzystamy z dokladnych wartosci
X 1 ich czgstosci, badZ tez grupujemy obszar zmienno$ci X na dowolng liczbe klas,
wyliczajac nastepnie czgstosci wzgledne tych klas'?. Otrzymamy w ten sposéb empiryczny
rozklad prawdopodobiefistwa zwany takze rozkladem w prébie. W przypadku danych
pogrupowanych uwaza si¢, ze empiryczny rozkiad prawdopodobierisiwa daje dobry obraz
rozkladu teoretycznego, gdy n jest tak duze, Ze liczba klas réwnych szerokosci wynosi
najmniej 15, a czesto$é kazdej klasy wynosi najmniej 5.

Korzystajac z czegstosci wzglednych mozemy oprécz empirycznego rozkladu prawdopo-
dobienstwa utworzy¢ réwniez dystrybuantg empiryczna. Znane z teorii prawdopodobieristwa

11 celem uniknigeia pomylek rozdziela si¢ je czesto na dwie tablice
12 szczegdlnie wiedy, gdy préba jest bardzo liczna
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iwierdzenie Gliwenki okresla, ze gdy proba jest dostatecznie liczna, to mozemy oczekiwac
7. prawdopodobiciistwem bliskim jednosci, Ze dystrybuanta empiryczna mato rézni si¢ od
dystrybuanty teoretycznej.

Po utworzeniu empirycznego rozkladu prawdopodobieristwa mozemy stosujac odpo-
wicdnie testy statystyczne badaé jego zgodno$é z okre§lonym rozkladem teoretycznym.
Innymi stowy, jeste$Smy w stanie sprawdzi¢, czy odchylki od rozkladu teoretycznego, jakie
zaobserwowaliSmy w probie maja jedynie charakter przypadkowy.
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DODATEK 2.
PRZYKEADOWE DANE

Ponizej zamieszczono przykladowe dane wykorzystywane jako podstawe obliczen
wickszosci omawianych metod wielowymiarowych, Przyklad ten zostal zaczerpnigty
z ksigzki H. Ahrensa i J. Lautera: Wielowymiarowa analiza wariancji.

Zamieszczone ponizej tabele dotyczy pacjentéw pewnej kliniki cierpigcych na nad-
czynno$¢ gruczoléw tarczycowych., Na 23 osobach badanych wykonano odpowiednie
pomiary, przy czym pacjentéw podzielono na trzy klasy:

Klasa 1: Leczenie bylo pomyslne i po pewnym dluzszym czasie badania kliniczne
wykazaly, ze pacjent jest wyleczony.

Klasa 2:  Leczenie nie dato zadnych wynikéw pozytywnych, tzn. nadczynnosS¢ gruczolow
tarczycowych utrzymywala si¢ nadal.

Klasa 3: Poczatkowo leczenie bylo pomysine, ale przeprowadzone pdzniej badania kli-
niczne stwierdzity nawrdt tej choroby.

Kazdy pacjent zostal scharakteryzowany 10 cechami, oznaczonymi umownie
x1, x2, ..., x10. Cechy x1, x2, x3, x4, x5 przedstawiajg charakterystyke pacjenta przed
rozpoczgciem terapii, a cechy x6, x7, x8, x9, x10 odpowiednie charakterystyki po zakoriczeniu
terapii. Funkcjonowanie tarczycy badano przy pomocy izotopu jodu J-131 mierzac jego
stezenie we krwi obwodowej po 3, 6, 24, i 48 godzinach po podaniu preparatu. W ten
spos6b otrzymano cechy x1, x2, x3, x4 oraz x6, x7, x8, x9. Cechy x5 oraz x10 oznaczajj
jod zwigzany w biatku proteinowym oznaczany po 48 godzinach po podaniu preparatu
w okresie przed rozpoczeciem i po zakoriczeniu terapii.

Warto$ci liczbowe zebrano w dwdch ponizszych tabelach.
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Tab. D2.1

Numer Pierwszy test radiojodem
pacjenta
x1 x2 A3 x4 X5
1 76,3 770 75.6 69.5 0,71
2 56,7 54,6 492 40,5 2,20
3 96,5 99.9 80,5 53,0 2,12
4 544 94,1 89,5 84,0 1.40
5 99.9 98.6 799 69.5 324
6 99,9 99,9 98.5 69,5 2,79
7 99,9 99.9 80,1 76,7 359
Klasa 8 73,6 720 66,7 50.2 1,90
1 9 90.0 90.2 76,5 500 081
10 95,2 77.6 764 74,0 2,54
11 100,0 100,0 100,0 100,0 0.60
12 100,0 100,0 100,0 100,0 1,31
13 99.9 96,0 85.5 65,0 1,28
14 100,0 929 94,0 78,0 193
15 97.0 972 88.5 65,1 384
16 89,6 100,0 100,0 86.8 0,08
17 59.3 60.5 61,7 53,0 213
Klasa 18 834 86.2 793 78,0 1,04
;- 19 66.5 66,3 68.8 52,1 2,84
20 96.4 1004 98.0 94,0 1,33
Klasa 21 99.9 98,2 847 854 3.28
3 22 77.0 81.0 63.6 542 334
23 79.0 84.0 724 65,0 242
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Tab. D2.2

Numer Drugi test radiojodem
pacjenta
X6 x7 8 X9 x10
1 144 14,3 258 25,1 0,20
2 20,1 28,2 39,0 40,0 0,11
3 24,1 29,1 40,6 32,1 0,17
4 11,1 15,5 15.0 16,9 0,12
5 16,3 244 34,0 32,1 0,36
6 40,5 56,5 61,0 64,4 0.21
7 52,7 58,2 48,6 50,0 0,53
Klasa 8 208 25,6 22,6 223 0,13
1 9 14,0 103 8.0 3.1 0,18
10 27,0 316 45,6 41,7 0,19
11 443 59.2 66,3 63.8 0,22
12 475 489 76,0 50,1 0,29
13 54.0 58,0 61,7 57.0 0.19
14 16,1 26,7 22,5 20,6 0,22
15 51,5 61,2 76,0 74,5 049
16 378 475 59,0 63.0 0,32
17 558 58,5 51.5 48,0 2,74
Klasa 18 75.0 654 62,6 60,0 1,37
2 19 72,0 81,3 135 65,0 0,70
20 70,6 71,0 50,6 45,0 1.40
Klasa 21 24,1 333 45,5 45,0 022
3 22 332 46,6 58.5 55,0 0,01
23 304 35,6 46,2 44.6 0.09
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DODATEK 3.
WIELOWYMIAROWY ROZKEAD NORMALNY

Jak wiemy zmienna losowa x podlega rozkladowi normalnemu, co notujemy
r=N(ua) .,
jesli jej funkcja gestosci prawdopodobienstwa wyraza si¢ wzorem

(5l D )'J (1)

i B
f(""»zucc""[ 202

gdzie E(x) = p jest $rednig, natomiast E(x - u)’> = 6> — wariancja zmiennej losowej x.
Wzor (1) mozemy zapisa¢ w nieco innej, przydatnej do dalszych rozszerzefi postaci:

f) = 5 exp [—% (x-1) (@) (x - u)] @)

W przypadku dwéch zmiennych losowych x, i x, taczna gesto$¢ rozktadu normalnego
ma postac:

-1
flx) = EW exp [- ‘;‘ x-W'L (- u)] 3)

gdzie n jest rowne liczbie zmiennych (n = 2), x = [x;, x;)7 jest wektorem kolumnowym
zmiennych losowych z wektorem $rednich p = [p,, W,], natomiast £ jest macierzy
kowariancji okre$long dla dwdch zmiennych jako

E{E (x, = 1y)? E (x; - ul)(xz—uz)} ) lcf °1z:|

4
E@-m)(n-p) E(n-w) o), ©} "

Wystepujaca we wzorze (4) wartos¢ 1Y) =0} 63— o?, jest wyznacznikiem macierzy ko-
warkancji.
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Parametrami rozkladu sg teraz: wektor $rednich p oraz macierz kowariancji . Macierz
ta zalezy nie tylko od wariancji obu zmiennych, ktére znajduja si¢ na giéwnej przekatnej,
ale takze od stopnia powigzad migdzy nimi. Rozproszenie wynikéw w rozpatrywanej
dwuwymiarowej przestrzeni zalezy od stopnia powigzan osi ukladu wspdlrzednych, na
ktorych ,rozpina si¢” przestrzeri naszych wektorow obserwacji. Jesli korelacja migdzy x,
a x, jest duza, to najczeSciej pojawiaé si¢ beda pary lezgce wzdluz linii regresji migdzy
X, 4 X,. Zatem migjscami geometrycznymi punktéw majacych  jednakows gestosc
prawdopodobieristwa beda elipsy. ROwnania tych elips wyznacza si¢ przyréwnujac wy-
kladnik we wzorze (3) do wartosci stalej.

Dwuwymiarowy rozklad normalny odpowiada powierzchni w przestrzeni tréjwymia-
rowej (rysunek D3.1), kiérej poziomymi przekrojami (poziomicami) sq elipsy wzajemnic

Rys. D3.1.

koncentryczne. Dla maksymalnej wartosci prawdopodobieristwa elipsa taka degeneruje
si¢ do punktu (i, i,). Pionowe przekroje przechodzace przez $rodek rozkladu' maja
posta¢ jednowymiarowego rozktadu normalnego, ktérego szerokos¢ jest wprost proporcjo-
nalna do promienia elipsy kowariancji, branego wzdluz linii danego przekroju. W szcze-
26lnym przypadku braku korelacji migdzy x; a x5, tzn. takim, dla ktérego cov(x,, x;) = 0,
elipsy koncentracji przechodzg w okrggi o Srodku w punkcie (1, p,).

Uogdlnienie wzoru (1), lub raczej (2), na wigkszy liczbg zmiennych (tzn. p zmiennych)
polega na zastapieniu jednej zmiennej losowej x wektorem losowym x o p skladowych,

1 tzn. punkt o wspdlrzednych (p, u2)



sredniej i tej zmiennej wektorem Srednich W i wreszeie wariancji 6 — macierzg kowariancji
zmiennych x,, .., X,.
Funkcja gestosci prawdopodobieristwa ma wéwcezas rozklad dany wzorem

I S 1 ry
f("J - (zn)p/I Izllfz cxp [_ 2 (x_ l'l) Z (.f— H)] (5)
Na podstawie tej funkcji gestosci stwierdzamy, Ze punkty x o jednakowej gestosci pra-
wdopodobieristwa lezg na powierzchni elipsoidy w p-wymiarowej przestrzeni o réwnaniu

G-w'Y -w=c (6)

Elipsoida ta nazywa si¢ clipsoidy koncentracji i stanowi uogélnienie granic (i - c0o),
(1 + ¢o) obszaru rozproszenia jednowymiarowej zmiennej losowej o rozkladzie normal-
nym.

Identycznie jak poprzednio, rozklad normalny wiclowymiarowej zmiennej losowej x
notujemy jak ponizej:

=N )

Rozklad normalny wielowymiarowy jest jednoznacznie okreSlony, gdy dane sa Srednie
wszystkich zmiennych oraz ich wariancje i kowariancje.
Przytoczymy jeszcze dwa wazne twierdzenia:
® TW 1. Jezeli p-wymiarowa zmienna losowa x ma rozkiad N(u, Z) i jezeli U jest
macierzy typu (p. 1) rzedu u, to wéwezas u-wymiarowa zmienna losowa

:=UTx
ma rozklad normalny
NWUTWUTZU) .
® TW 2. Jezeli p-wymiarowa zmienna losowa x ma rozklad M, Z) gdzie £ jest
macierza kowariancji a 1Zl oznacza wyznacznik tej macierzy, to prawdopodobieristwo,
z¢ migdzy sktadowymi wektora x zachodzi przynajmniej jeden zwiazek liniowy,

jest réwne jednosci wiedy i tylko wiedy, gdy

ZI=0.
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Interpretacja tego twierdzenia jest, ze jesh IZl = 0, to cata masa prawdopodobieristwa
lezy w hiperplaszczyZnie o liczbie wymiaréw mniejszej niz p. Wyznacznik IZI nosi nazwe
wariancji uogdlnionej. Nazwa ta wigze si¢ z pewnymi waznymi wlasnoSciami macierzy
L, macierz X jest mianowicie symetryczna i dodatnio okreslona, to znaczy forma kwa-

dratowa

[
.tz ."T = z E O,k .r‘;t‘.

iml k=l

jest nieujemna dla wszystkich niezerowych wektoréw x.
Stad wynika migdzy innymi, Ze jest stale

0<sIfisofrof*..*xc}.
Jeshi wiee
2

- = g2 2
31=13,,= 0 * 0] *..*C, ,

wowczas wszystkie kowariancje sa zerami i zmienne losowe x;, x, ..., X, s nieskorelowane.
Jezeli natomiast ktérekolwick o; = 0. to wowczas rozklad x traci jeden wymiar,
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DODATEK 4.
WYBRANE ZAGADNIENIA Z RACHUNKU
MACIERZOWEGO

Metody wiclowymiarowe ktérymi zajmowaliSmy si¢ w tej cz¢sci skryptu mozna przed-
stawi¢ w sposéb przejrzysty tylko za pomoca rachunku macierzowego. Zakladamy, ze
podstawy rachunku macierzowego sq znane czytelnikowi, jednak pewne zaleznosci i (wier-
dzenia wykorzystywane w analizie wielowymiarowej zapewne nie byly prezentowane
w podstawowym kursie rachunku macierzowego. Dlatego tez zebrane one zostaly ponizej,
przy czym z g0ry zastrzegamy sig, Ze jest to bardzo wyrywkowy wybor.

D4. 1. Rzad macierzy A, co jest oznaczane jako rz A, jest to maksymalna liczba liniowo
niezaleznych wierszy (lub kolumn) macierzy A traktowanych jako wektory. Oczy-
wiscie

1Z A, ,Smin(mn) .

D4, 2. Sladem macierzy kwadratowej A, nazywa si¢ sumg elementéw diagonalnych fej
macierzy, tzn.:

n

Ir(A)= Za;,
i=1
D4. 3. Macierz kwadratowa nazywa si¢ macierzg diagonalng, jezeli wszystkie jej elementy
niediagonalne sq réwne zeru.
D4. 4. Macierz kwadratowy A nazywa si¢ macierza ortogonalng jezeli:
ATA=AAT=1.
D4. 5. Dla kazdej macierzy ortogonalnej A zachodzi

AT = AAI

oraz
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Al =1 lub Al = -1 .
D4. 6. Macierz kwadratowg A nazywamy symetryczng, gdy
A=AT,

D4. 7. Dla macierzy symetrycznej A stopnia n mozna znaleZ¢ lakg macierz ortogonalng

C, 2e
C'AC=L
gdzie
A 0 .0
L= 0 2 ... 0
B 0 .. )
jest macierzg diagonalng o elementach rzeczywistych ustawionych w porzadku
malejacym
M2Mh2..24, .

D4. 8. Dla danej macierzy symetrycznej A stopnia n macierz diagonalna L, 1zn. liczby
Are Ase e Ay, s tez okreSlone jako rozwigzania réwnania charakterystycznego

macierzy

IA-M=0.

Liczby A;, XAy, ... A, nosza nazwe warto$ci wlasnych macierzy A. Dla kazdej
wartosci wlasnej A; macierzy A istnieje tzw. wektor wlasny (lub charakterystyczny)
X, taki ze:

Ax=)x , przy czym dx=1

Gdy A # A wtedy weklory wlasne s3 wzajemnie ortogonalne (prostopadie), tzn.:

=0 b X x=0.
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Problem rozwigzania réwnania Ax = Ax nazywa si¢ zagadnieniem wartoSci wias-

D4. 9. Jizgq niezerowych wartosci wlasnych macierzy A pokrywa si¢ z rzgdem macierzy
D4.10. gl'\ kazdej macierzy symetrycznej A zachodza réwnosci:

tr (A) = é A

lAl= [n-[l A;
D4.11. Formg kwadratow o macierzy A nazywamy wyrazenie postaci

» Ax= i X X; gdzie x#0

Lji=1

Jezeli x"Ax > 0, to méwimy z¢ macierz A jest dodatnio okreslona i wszystkie
wartosci wlasne macierzy A sa dodatnie; jezeli x"Ax = 0, méwimy Ze macierz
A jest dodatnio pélokreslona i wszystkic warto$ci wlasne macierzy A sq nieujemne.
Formy kwadratowe, ktorych argumentami sj zmienne losowe X; odgrywaja wazng
rolg zarowno w jednowymiarowej, jak i w wielowymiarowej statystyce. Na
przykiad, suma kwadratéw odchylen od $redniej probkowej

N N

2‘,|(.\-,- -D=2x —,—1; v

=1

moze by¢ zapisana w postaci formy kwadratowej obserwacji x; 0 macierzy

N-1 _1 1

N N N

1l N-1 1
A=|"N N N
b1 N=}

N N

Z form kwadratowych korzystamy w analizie wariancji i w tzw. obszarach ufnosci.
Zmienna losowa 7% Hotellinga jest takq forma; elipsoida ufnosci réwniez wyraza
si¢ przy uzyciu formy kwadratowej.

349



D4.12. Dla kazdych dwéch macierzy symetrycznych A i B typu (n, n), gdzie macierz B

jest dodatnio okreslona istnicje macierz C taka, ze:
C'AC=L om CBC=1,

gdzie L jest macierzy diagonalng

A, O 0
L= 0 A 0

0 0 = &,
czyli dla danych macierzy A i B macierz L jest jednoznacznie wyznaczona.
Liczby A;, A;, .... A, mozna otrzymaé takze jako rozwijzania réwnania chara-
kterystycznego
IA~ABI=0 lub UWB~' -11=0;

sa to wartosci wlasne macierzy AB .
Dla kazdej wartosci wlasnej A; macierzy AB ! istnicje wektor wlasny x; taki, Ze

Ax,=MByx; oraz dBx=1.

Gdy A; # A, wiedy x’ Bx,=0.
Dla macierzy A i B zachodzy rownosci:

tr (AB 1) =2 &,
i=1

UB -1=TTA,
i=1

Jezeli macierz A jest dodamio okre$lona', to wartosci wlasne réwnania

Ax = ABx

i
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sa dodatnie; natomiast jezeli macierz A jest dodatnio poélokreslona, to wartosci
wlasne tego réwnania s nicujemne.
D4.13. Macierz symetryczna A nazywa si¢ idempotentng gdy

AA=AT=4

Macierz idempotentna jest dodatnio pétokreslona. Jest ona dodatnio okreslona
wiedy i tylko wiedy, gdy jest macierza jednostkows. Macierz idempotentna ma
wartosci wlasne rowne 1 lub 0. Stad tez mamy réwnos¢:

rA)=rz A

Forma kwadratowa, ktérej macierz jest idempotentna, moze by¢ zredukowana do
sumy kwadratéw n zmiennych. Eatwo mozna sprawdzi¢, ze macierz A z punktu
D4.11 jest idempotentna oraz ¢ mozna dokonaé nastgpujacego przeksztalcenia:

"

_;(.rt-—}-ﬁ:ﬁé- e +}'}g_|

Statystyczna niezalezno$¢ nowych zmiennych losowych wynika z ortogonalnosci
przeksztatcenia.

D4.14. Czesto wygodnie jest zapisywaé macierze w postaci blokowej przez zestawienie
dwoch lub wigkszej liczby pewnych innych macierzy. Macierze blokowe maja
na przykiad postac:

P

=P Q]
A= i |=
|l S

przy czym linie przerywane opuszcza si¢, gdy nie ma obawy o nieporozumienia.
W powyzszym wzorze macierze P i Q majy jednakowq liczbg wierszy, macierze
P i R majy jednakowq liczbg kolumn, itd. Z definicji macierzy transponowancy
wynika, ze:

P, R7

AT=| _ i ..
o" T

lloczyn dwdéch macierzy blokowych mozna otrzymac za pomocy regul mnozenia
traktujac macierze jako elementy, np.:
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AC-P Q|lE F|_|PE+QG PF+QH
“|R S||G H| |RE+SG RF+SH

zakladajac, ze iloczyny PE i inne istniejq.
D4.15. Jeshi nicosobliwa macierz kwadratowa A ma postaé

A Ap
A=
[Azn Ax

adzie podmacierze Ay 1 A,y sq kwadratowe, a ponadto macierze Ay, i
Apna=Aay-Ap Ay Ay
si nieosobliwe, to na macierz odwrotng A~ mamy nastgpujacy wzor

1 =] -1
A= An.z _A11.2A|2A22

= 3 -l oy ai =} ay
“Ap Ay Ay AptApnAyALLALA,,

W zasadzie wigc dla obliczenia macierzy odwrotnej do A, tzn. A~', wystarczy
odwr6ei¢ jej podmacierz A,, oraz pewny funkcje jej podmacierzy, (zn. Ay ,.
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WYBRANE TABLICE STATYSTYCZNE

W dodatku zebrano najczgsciej wykorzystywane w praktyce tablice statystyczne ogra-
niczajac si¢ do tych, o kitdérych jest mowa w skrypcie.

Prezentowany wybor zawiera tablice:

1. Prawdopodobiciistwa Q(n; k, p) w rozkladzie dwumianowym (Bemoulliego), okreslone
Jako

0 (mk, p)= _.'>__".P{x =i}
gdzie
PiX=k= [:me —py

2. Wartosci funkcji prawdopodobieristwa rozkladu Poissona

k
;),,=P{X=k}='£—!e""

3. Prawdopodobiciistwa Q(k; A) rozkladu Poissona okreslone jako
0 (k; M=§:1P x=i
gdzie
P{X=#= %‘7 e

4. Dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego N(0, 1) oznaczona jako ®(x) dla
x 2 0.
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6.

10.

11,

Wartosci dla x £ 0 wyliczamy z zaleZznosci

D)= 1 - D(-x)

. Wartosci kwantyli rozkladu normalnego N(0, 1) rzgdu o = 0,5, tzn. takie liczby x,,

e P(x,) = o.
Dla & < 0,5 wartoéci kwantyli wyliczamy ze wzoru

=X —q

Warto$ci krytyczne 2 testu jednostronnego opartego na rozkladzie 2, spelniajce
warunek

Pl2ytl=a.

Dla testu dwustronnego na poziomie istotnosci o za gérng i dolng warto$¢ krytyczng
przyjmuje si¢ warto$ci odpowiadajce prawdopodobienstwom o2 i (1 - 0/2).

. Wartosci krytyczne 1, testu dwustronnego opartego na rozkladzie ¢ Studenta, spel-

niajace warunek
|
P>t =a

Dla testu jednostronnego f, odpowiada poziomowi istotnosci o/2.

. Wartosci krytyczne F,, , . testu jednostronnego opartego na rozkladzie F Snedecora,

spelniajgce warunek
P{F>Fy, =0

dla wartosci o = 0,05 oraz o = 0,01.

Wartosci krytyczne wsotpczynnika korelacji r dla weryfikacji hipotezy Hy : p = 0
przy hipotezie alternatywnej H, : p # 0 (test dwustronny).

Wartosci krytyczne wspoélczynnika korelacji wielokrotnej R(o; k, v) weryfikacji hi-
potezy Hgy : p = 0 przy hipotezie alternatywnej H, : p # 0. gdzie k jest liczba
zmiennych (lacznie ze zmienng zalezng), v = n — k, natomiast n jest liczno$cig proby.

Wartosci krytyczne u, serii Walda-Wolfowitza

P{U<u) <a=005

l
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k3.
14,
15.
16,
17.

I8.

Wartosci krytyczne u, testu rang Wilcoxona-Manna-Whitneya
P{U<u,f<o=005

Wartosci krytyczne D, (o) w tescie Kolmogorowa.

Wartosci krytyczne mnD,, , (o) w teScie Smimowa (n # m) zgodnosci dwoch rozkladow.
Wartosci krytyczne nD, , (o) w tescie Smirowa (n # m) zgodnosci dwéch rozkladow.
Wartosci wielomianéw ortogonalnych &, (x), gdzie p jest stopniem wielomianu.

Stablicowane wartosci przeksztalcenia

-

1+r
In——
l-r

2 | -

Stablicowane warto$ci przeksztalcenia
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Prawdopodobieristwo Q(k; n, p) w rozkladzie dwumianowym

Tablica 1

n ok 14
0,01 0,05 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
2 0 1,00000 100000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,01990 0,09750 0,19000 0,36000 0,51000 0,64000 0.75000
2 .00010 00250 01000 04000 09000 16000 25000
30 1,00000 100000 1,00000 100000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,02970 0.14263 0,27100 0,48800 0,65700 0,78400 0,87500
2 00030 00725 02800 10400 ,21600 35200 LS0000
i 00000 00013 00100 L0800 02700 06400 L12500
4 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 100000 1,00000
1 0,03940 0,18549 0,34390 059040 0,75990 0,87040 0,93750
2 ,00059 01402 05230 L8080 34830 52480 68750
3 00000 00048 00370 02720 08370 17920 31250
4 00001 00010 L0160 L00810 02560 06250
5 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,04901 022622 0,40951 0,67232 0,83193 0,92224 096875
2 ,00098 02259 08146 26272 47178 66304 81250
3 L0001 00116 J00856 05792 16308 1744 S0000
- 00000 00003 00046 L0672 ,03078 08704 18750
5 00000 00001 00032 00243 01024 03125
6 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,05852 0,26491 046856 0,73786" 0,88235 095334 0,98438
2 L0146 0321 11427 34464 57983 J6672 89063
3 00002 00223 JOI585 L9888 25569 45568 65625
4 L00000 00009 00127 01696 07047 17920 34375
5 L0000 00006 00160 01094 04096 10938
6 00000 00006 00073 00410 01563
7 0O 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1.00000 1,00000 1,00000
1 0.06793 030166 0,52170 0,79028 091765 097201 0,99219
2 ,00203 04438 14969 42382 67058 84137 93750
3 00003 00376 02569 14803 35293 S8010 77344
4 00000 00019 00273 03334 12604 28979 50000
5 00001 00018 00467 J02880 09626 22656
6 00000 00001 00037 ,00379 01884 06250
7 00000 00001 00022 L0164 L0781
8 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
| 0,07726 0,33658 056935 0,83223 0,94235 098320 0,99609
2 00269 05724 18690 A9668 ,74470 89362 96484
3 00003 00579 03809 20308 44823 68461 85547
4 00000 00037 00502 05628 19410 40591 63672
5 00002 00043 01041 05797 17367 36328
6 00000 00002 00123 01129 04981 14453
7 00000 L0008 L0129 J00852 03516
8 00000 L0007 00066 00391
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P
0.20

0,01 0,05 0,10 0,30 040 0,50

9 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,08648 0,36975 0,61258 0,86578 0,95965 0.98992 0,99805
2 00344 07121 22516 56379 80400 92946 98047
3 00008 00836 05297 26180 53117 16821 91016
4 00000 00064 L0833 L8564 27034 51739 74609
S .00003 00089 01958 09881 26657 ,50000
6 00000 00006 00307 02529 09935 ,25391
7 00000 00031 ,00429 02503 08984
8 00002 00043 00380 01953
9 00000 ,00002 00026 00195
0 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0.09562 0,40126 0,65132 0,89263 097175 0,99395 0,99902
2 ,00427 08614 26390 62419 ,85069 95364 98926
3 00011 01150 {07019 32220 61722 83271 94531
1 00000 00103 01280 2087 ,35039 61772 82813
5 ,00006 ,00163 03279 15027 36690 62305
6 00000 00015 00637 04735 16624 37695
7 00001 00086 01059 05476 17188
8 00000 00008 00159 01229 05469
9 00000 00014 00168 01074
10 00001 00010 00098
12 0 1,00000 1,00000 100000 100000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,11362 045964 071757 093128 0,98616 099782 099976
2 00617 11836 34100 12512 91497 98-41 99683
3 00021 01957 11087 44165 J4718 91656 98071
4 00000 00224 02564 20543 50748 17466 92700
5 00018 00433 07256 27634 56182 80615
6 00001 00054 01941 11785 33479 61279
7 00000 00005 00390 03860 ,15821 38721
8 00000 00058 00949 05731 19385
9 00006 00169 01527 07300
10 00000 00021 00281 01929
1 ,00002 00032 00317
12 00000 00002 00024

359



n ok 4
0,01 0,05 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50

15 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 0,13994 053671 0,79411 0,96482 0,99525 0,99953 0,99997

2 00963 17093 45096 83287 96473 ,99483 99951
3 00042 03620 18406 60198 87317 97289 99631
4 00001 00547 05556 5184 70313 90950 98242
5 00000 00061 01272 16423 48451 J8272 94077
6 00005 00225 01806 27838 59678 84912
7 00000 ,00031 00424 13114 39019 69638
8 ,00003 00078 05001 21310 50000
9 00000 00011 01524 09505 30362
10 00001 00365 03383 15088
11 00000 00067 00035 05923
12 00009 00193 01758
13 00001 00028 00369
14 00000 00003 00049
15 00000 00003

20 0 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000

1 0,18209 0,64151 0,87842 098847 0,59920 0,99996 1,00000
2 01686 26416 60825 93082 99236 99948 0,99998
3 ,00100 07548 32307 79392 96452 99639 99980
4 00004 01590 ,13295 58855 89291 98404 99871
5 ,00000 00257 04317 37035 76249 94905 99409
6 ,00033 01125 19579 58363 87440 97931
7 00003 00239 L8669 39199 ,74999 94234
8 00000 00042 03214 22773 58411 86841
9 00006 00998 11333 40440 ,T4828
10 00001 00259 04796 24466 S8810
L1 00000 00056 01714 12752 41190
12 00010 00514 05653 25172
13 00002 00128 02103 13159
14 00000 00026 00647 05756
15 00004 00161 ,02069
16 00001 00032 ,00591
17 00000 00005 00129
18 .00001 ,00020
19 00000 ,00002
20 00000

360




n Kk p
0,01 005 0,10 020 0,30 0.40 0,50
00 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 026030 09853 095761 0.99%76 0,99998
2 03615 44646 81630 98948 99969 1,00000
3 00332 18782 58865 95582 99789 099995
4 00022 06077 35256 87729 99068 99969 1,00000
5 ,00001 01564 17549 74477 96085 99849 0,99997
6 00000 00328 07319 57249 92341 99434 99984
7 00057 02583 139303 84048 98282 99928
8 00008 00778 23921 71862 95648 99739
9 00001 00202 12865 56848 90599 99194
10 00000 00045 06109 Al119 82371 97861
1 00009 02562 26963 70853 95063
12 00002 00949 15932 56891 89976
13 00000 00311 08447 A2153 81920
14 00090 04005 28550 70767
15 00023 0.1694 17537 57223
16 00005 00637 09706 217
17 00001 00212 04811 29233
18 00000 00063 02124 18080
19 00016 00830 10024
20 00004 00285 04937
21 00001 00086 02139
22 00000 00022 00806
23 00005 00261
24 00001 00072
25 00000 00016
26 00003
27 00000
Tablica 2
lk
Rozklad Poissona — wartosci funkcji prawdopodobienistwa Pi™y e
Mol 02 03 04 05 06 07 08 09 10
0| 09048 8187 7408 6703 6065 5488 4966 4493 4066 3679
1| 0905 1637 2222 2681 3033 3293 3476 3595 3659 3670
2| 0045 0164 0333 0536 0758 0988 1217 1438 1647 1839
3| 0002 0011 0033 0072 0126 0198 0284 0383 0494 0613
4 0001 0003 0007 0016 0030 0050 0077 0111 0153
5 0001 0002 0004 0007 0012 0020 003
6 0001 0002 L0003 L0005
7 L0001




>

P 1,1 1,2 1,3 14 L5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0
0] 03329 3012 2725 2466 2231 2019 1827 1653 1496 L1353
1 L3662 3614 3543 3452 3347 3230 J106 2975 2842 2707
2 2014 2169 ,2303 2417 2510 2584 2640 2678 2700 2707
3 0738 0867 L0998 1128 1255 1378 1496 1607 1710 1804
4 L0203 0260 0324 0395 L0471 0551 L0636 0723 0812 L0002
5 L0045 0062 L0084 D111 0141 0176 0216 0260 0309 0361
6 L0008 0012 0018 L0026 0035 0047 L0061 0078 0098 L0120
7 ,0001 0002 L0003 L0005 L0008 0011 L0015 0020 0027 L0034
8 L0001 L0001 L0001 L0002 0003 0005 0006 L0009
9 L0001 L0001 L0001 L0002
) A2y 22 23 24 25 26 27 28 29 30
0] 01225 L1108 L1003 0907 0,821 0,743 L0672 0608 L0550 0,498
1 2572 2438 2306 2177 2052 1931 JR1S L1703 L1596 1494
2 2700 2681 2652 2613 2565 2510 2450 2384 2314 2240
3 L1890 L1966 .2033 2090 ,2138 2176 205 2225 2237 2240
4 0992 1082 1169 1254 L1336 1414 L1488 1557 1622 L1680
5 0417 0476 0538 0602 L0668 0735 L0804 0872 0940 L1008
6 0146 0174 L0206 0241 L0278 0319 L0362 0407 0455 L0504
7 L0044 0055 L0068 L0083 L0099 0118 0139 0163 0188 L0216
g L0011 0015 L0019 0025 L0031 L0038 L0047 0057 0068 L0081
9 L0003 L0004 L0005 ,0007 L0009 0011 L0014 0018 0022 ,0027
10 L0001 L0001 L0001 L0002 L0002 0003 L0004 0005 L0006 L0008
11 L0001 L0001 L0001 0002 ,0002
12 L0001
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35 4,0 45 5,0 6.0 7.0 80 90 100
0 0,0302 0183 L0111 L0067 L0025 L0009 0003 L0001 L0000
1 L1057 0733 L0500 0337 0149 L0064 0027 0011 L0005
2 L1850 1465 1125 0842 L0449 0223 0107 0050 0023
3 2158 1954 1687 L1404 L0892 0521 0286 0150 0076
4 L1888 1954 L1898 J788 1339 0912 0573 0337 0189
5 J32 1563 1708 755 1606 A277 0916 L0607 0378
6 L0771 L1042 281 1462 L1606 L1490 1221 0911 L0631
7 L0385 0595 0823 J044 131 L1490 L1396 JA171 L0901
8 0169 0298 463 0653 L1033 J304 L1369 1318 1126
0 L0066 0132 0232 0363 L0688 014 L1241 L1318 L1251
10 L0023 L0083 0104 0181 0413 0710 0993 1186 1251
1| 0007 0019 0043 0082 0225 452 072 0970 1137
12 L0002 L0006 0016 0034 0113 0264 0481 0721 L0048
13 0001 0002 L0006 0013 0052 0142 0296 0504 0729
14 0001 0002 L0005 L0022 0071 0169 0324 L0521
15 0001 0002 L0009 L0033 0090 0194 L0347
16 L0003 0014 0045 0109 0217
17 0001 L0006 0021 0058 0128
18 0002 0000 0029 0071
19 0001 0004 0014 ,0037
20 0002 L0006 L0019
21 L0001 0003 L0009
22 L0001 L0004
23 L0002

Tablica 3
Prawdopodobienistwa Q(k; &) w rozkladzie Poissona

*os 06 07 08 09 10 12 14 16 18
0 10000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 10000 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000
1| 03935 04512 05034 05507 05934 06321 06988 07534 07981 0,8347
2| 92 1219 1SS8 1912 2275 2642 304 4082 4751 3T
K} 0144 0231 L0341 0474 L0629 JOB03 1205 1665 2166 ,2694
4 L0018 L0034 L0058 0091 0135 0190 0338 0537 0788 1087
5 L0002 L0004 L0009 0014 0023 0037 L0077 0143 0237 0364
6 L0000 L0000 L0001 L0002 L0003 L0006 L0015 0032 0060 0,104
7 L0000 L0000 L0000 L0001 L0003 L0006 0013 L0026
8 L0000 L0000 0001 L0003 L0006
9 L0000 L0000 L0001
10 L0000
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X 2,0 25 3,0 35 4,0 45 50 6,0 8,0 10,0
0| 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,000 10000 1,0000 10000

1| 08647 09179 09502 09698 09817 09889 09933 09975 09997 1,000

2| 5940 7127 8009 8641 9084 9389 9596 9826 9970 09995

3 3233 4562 5768 6792 (7619 8264 8753 9380 9862 9972

4| 1429 2424 3528 4634 5665 6577 7350  B488 9576 9897

5| 0527 1088 1847 2746 3712 4679 5595 7149 9004 9707

6| 0166 0420 0839 1424 2149 2971 3840 5543 8088 9329

7| 0045 0142 0335 0653 1108 1689 2378 3937 6866 8699

8| 0011 0042 0119 0267 0511 0866 1334 2560 5470 7798

9| 0002 0011 0038 0099 0214 0403 0681 1528 4075 6672

10| 0000 ,0003 0011 0033 0081 0171 0318 0839 2834 5421

1 0001 0003 0010 L0028 0067 0137 0426 1841 4170

12 0000 0001 0003 L0009 0024 0055 02001 1119 3032

13 L0000 0001 0003 L0008 0020 0088 0638 2084

14 0000 0001 0003 0007 0036 0342 1355

15 0000 0001 0002 0014 0173 0835

16 0000 0001 0005 0082 0487

17 L0000 0002 0037 0270

18 0001 0016 0143

19 0000 0007 0072

20 0003 L0035

21 00010016

22 0000 0007

23 ,0003

24 L0001

25 L0000

Tablica 4
Dystrybuanta ®(x)

x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
00 S000 5040 5080  S120  S160 5199 5239 5279 5319 5359
0.1 5398 5438 5478 SS17 5557 5596 5636  S67S  S714 5753
02 5793 5838 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
03 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
04 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879
05 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
06 7257 7291 7324 7357 7380 7422 7454 7486 7517 7549
0,7 7580 7611 7642 7673 704 T34 TI64 7194 7823 7852
0.8 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
09 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389
10 8413 8438  B461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
11 8643 8665 8686 8708 8720 8749 8770 8790 8810 8830
12 8849  BB6Y  BRER 8907 BU2S 8944 8062 8URD  R997 9015
13 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
1.4 9192 9207 9222 9236 9251 9265  92T9 9292 9306 9319

364




X 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 09418 9429 9441
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
17 9554 0564 9573 9582 9501 9599 9608 9616 9625 9633
18 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
20 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
2.1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 0854 9857
22 9861 9864 9864 9871 9875 9878 9881 9884 0887 9890
23 0893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
24 9918 9920 9922 9925 9927 9920 9931 9932 9934 9936
25 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
26 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
27 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
28 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
29 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986
30 9987 9987 9987 9988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
3,1 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
32 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
i3 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997
34 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998
x | 40 45 50
o) | 096833 0.9°6602 0947134
Tablica 5
Kwantyle rozkiadu normalnego N(0, 1
o 0,00 0,01 0,02 0,03 0.04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
05 0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,126 0,151 0,176 0,202 0,228
0.6 0253 0279 0305 0332 0358 0385 0412 0440 0468 0496
07 0524 0,553 0,583 0,613 0643 0,674 0,706 0,739 0,772 0,806
08 0,842 0,878 0915 0954 0,994 1.036 1,080 1,126 1,175 1,227
09 1,282 1,341 1,405 1,476 1,555 1,645 1,751 1,881 2,054 2,326
24 — Biometria 365



o Xa
0,995 2,576
0,999 3,090
0,9995 3,291
09999 379
0,99995 3,891
099999 4,265
0,999995 4417
0,999999 4,753
09999995 4,892
0,9999999 5,199

Tablica 6
WartoSci krytyczne 2 (0. n) w rozkladzie chi-kwadrat
*1 0995 099 0975 0950 0900 0,100 0050 0025 0010 0005
n
1| 00'93 00157 o082 00%93 00158 2706 3841 5024 6635 7879
2| 00100 0201 00506 0103 0211 4605 5991 7378 9210 10,59
3| 00717 0115 0216 0352 0584 6251 78IS 9348 11345 12838
4| 0207 0297 0484 0711 1064 7779 9488 11,143 13277 14,860
5| 0412 0554 0831 1,045 1610 9236 11070 12832 1508 16,750
6| 0676 0872 1237 1635 2204 10645 12592 14449 16812 18548
7] 0989 1239 169 2067 2833 12017 14067 16013 18475 20278
8| 1344 1646 2180 2733 3490 13362 15507 17,535 20,090 21,955
9| 1,735 2088 2700 3325 4,168 14684 16919 19,023 21666 23,589
10| 2,156 2558 3247 3940 4865 15987 18307 20483 23209 25,188
11| 2603 3053 3816 4575 5578 17275 19675 21920 24725 26757
12| 3074 3571 4404 5226 6304 18549 21,026 23336 26217 28300
13| 3565 4,107 5009 5892 7,042 19812 22362 24735 27688 29819
14| 4075 4660 5629 6571 7790 21,064 23685 26119 29,141 31319
15| 4601 5220 6262 7261 8547 22307 24996 27.488 30578 32,801
16| 5142 5812 6908 7962 9312 23542 26296 28845 32000 34,267
17| 5697 6408 7564 8672 10085 24769 27587 30,191 33409 35718
18| 6265 7015 8231 9390 10865 25989 28869 31526 34805 37,156
19| 6844 7633 8907 10,117 11,651 27,204 30,144 32852 36,191 38582
20| 7434 8260 9591 10851 12,443 28412 31410 34170 37566 39,997
21| 8034 8897 10283 11,591 13240 29615 32671 35479 38932 41,401
22| 8643 9542 10982 12338 14041 30813 33924 36781 40289 42,796
23| 9260 10,196 11688 13091 14848 32007 35172 38076 41638 44,181
24| 988 10,856 12401 13,848 15659 33196 36415 39364 42980 45558
25110520 11,524 13,120 14611 16473 34382 37652 40646 44314 46928




0995 0990 0975 0950 0900 0,100 0050 0025 0010 0,005
26| 11,160 12,198 13844 15379 17,292 35563 38885 41,923 45642 4829
27| 11,808 12,879 14573 16151 18,114 36741 40,113 43,194 46963 49,645
28 | 12,461 13565 15308 16928 18939 37916 41337 44461 48278 50,993
29 | 13,121 14256 16047 17,708 19,768 39,087 42,557 45722 49588 52336
30 | 13,787 14953 16791 18493 20599 40256 43773 46979 50892 53,672
35 (17,192 18509 20569 22465 24797 46,059 49802 53203 57342 60275
40 | 20707 22,164 24433 26509 29051 51,805 55758 59342 63,691 66,766
50 | 27991 29,707 32357 34764 37689 63,167 67,505 71,420 76,154 79490
60 | 35535 37485 40482 43188 46459 74397 79,082 83208 88379 91952
80 | 51,172 53,540 57,153 60391 64278 96578 101,879 106,629 112329 116321
100 | 67,328 70,075 74222 77920 82358 118498 124342 129,561 135807 140,169
Tablica 7
Wartosci krytyczne (o, n) w rozkladzie -Studenta
o 0.20 0,10 0,05 0,02 0,01
1 3,078 6314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5.841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 257 3,365 4,032
6 1,440 1.943 2447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3.250
10 1,372 1.812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2.160 2,650 3012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 297
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2921
17 1,333 1,740 2,110 2.567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2518 2,831
22 1,321 1,717 2074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1316 1,708 2,060 2,485 2,787

367



" 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01
26 1315 1,706 2,056 2479 2,179
27 1,314 1,703 2,052 2473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 L.311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
50 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
70 1,294 1,667 1,994 2,381 2,648
80 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639
90 1,291 1,662 1,987 2,368 2,632

100 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626
o 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576




69¢

Wartosci krytyczne

F (0,05; n, m)
F (0,01; n, m)

w rozkladzie

F-Snedecora

Tablica 8

10

15

20

24

30

40

120

10

1615
4052

18,52
98,50

10,13
43,12

7,709
21,20

6,608
16,26

5.987
13.75

5591
12,25

5318
11,26

5117
11,26

4,965
10,04

1995

19,00
99,00

9,552
30.82

6,944
18,00

5.786
13,27

5,143
10,93

4,737
9,547

4,459
8,649

4,257
8,022

4,103
7.559

2157
5403

19,16
99,17

9277
29,46

6,591
16,69

5410
12,06

4,757
9,780

4347
8,451

4,066
7,591

3,863

3,708
6,552

2246
5625

19,25
99,25

9.117
287N

6,388
15,98

5192
11,39

4,534
9,148

4,120
7,847

33838
7,006

3,633
6,422

3478
5,994

230.2
5763

19,30
99,30

9.014
28,24

6,256
15,22

5,050
10,97

4,387
8,746

3973

3,688
6,632

3,482
6,057

3326
5,636

2340
5859

1933
99,33

8941
27191

6,163
15,21

4950
10,67

4284
8,488

3,866
7,191

3,581
6,371

3374
5,802

3217
5386

2368
5928

1935
99,36

8,887
27,67

6,094
14,98

4,876
10,46

4,207
8,260

3,787
6,993

3,501
6,178

3293
5,613

3,136
5,200

2389
5981

1937
99,37

8,845
27,49

6,041
14,80

4818
10,29

4,147
8,102

3,726

3,438
6,029

3.230
5,467

3.072
5,057

240,5
5023

19,39
99,39

8812
2735

5.999
14,66

4773
10,16

4,099
7,976

3,677
6,719

3,388
5911

3179
5351

3,020
4942

M9
6056

19,40
99,40

8,786
2723

5,964
14,55

4735
10,05

4,060
7.874

3,637
6,620

3347
5814

3137
5,257

2978
4,850

2439
6106

19,41
99,42

8,745
27,05

5912
14,37

4,676
9,888

4,000
7718

3575
6,469

3284
5.667

3,073
5.111

2913
4,706

2460
6157

19,43
99,43

8,703
26,87

5,858
14,20

4619
9,722

3,938
7,559

351
6,314

3218
5515

3,006
4,962

2,845
4,558

2480
6209

19,45
99,45

8,660
26,69

5,803
14,02

4,558
9,553

3,874
7,396

3445
6,155

3,150
5359

2,937
4808

2,774
4,405

249,1
6235

19,45
99,46

8,639
26,60

5,774
13,93

4,527
9,467

3,842
1313

3411
6,074

3,115
5,279

2,901
4,729

2737
4,327

250,1
6261

19,46
99,47

8,617
26,51

5746
13,84

4,496
9,379

3,808
7.229

3376
5992

3,079
5,198

2,864
4,649

2,700
4247

251,1
6287

19,47
99,47

8,594
26,41

517
13.75

4,464
9,291

37174
7,143

3340
5,908

3,043
5,116

2,826
4,567

2,661
4,165

2522
6313

19,48
99,48

8,572
2631

5.688
13,65

4,431
9,202

3740
7.057

3,304
5,824

3,005
5,032

2787
4483

2,621
4,082

2533
6339

19.49
99.49

8,549
26,22

5,658
13,56

4,398
9,112

3,705
6,969

3,267
5737

2,967
4,946

2,748
4,398

2,580
3,997

2543
6366

19,50
99,50

8,527
26,13

5,628
13,46

4,365
9,020

1,669
6,880

3,230
5,650

2,928
4,859

2,707
4311

2,538
3.909




0LE

(3]

10

12

15

20

30

40

60

120

12

20

24

30

120

4747
9,330

4,543
8,683

4,351
8,096

4,260
7.823

4,17
7563

4,085
7314

4,001
7,077

3,920
6,851

3842
6,635

3,885
6,927

3.682
6,359

3,493
5,849

3,403
5614

3316
5,390

3232
4977

3,150
4977

3072
4,787

2,996
4,605

3,490
5,953

3.287
5417

3,098
4,938

3,009
4718

2,922
4,510

2,839
4313

2,758
4,126

2,680
3949

2,605
3,782

3259
5412

3,056
4,893

2,866
4,431

2,776
4218

2,69
4,018

2,606
3,828

2,525
3,649

2,447
3,480

2372
3,319

3,106
5,064

2901
4,556

2711
4,103

2,621
3,805

2,534
3,699

2,446
3,514

2,368
3,339

2,290
3174

2,214
307

299
4,821

2,791
4318

2,599
3872

2,508
3,667

2421
3474

2336
329

2254
3119

2,175
2,956

2,099
2,802

2913
4,640

2,707
4,142

2,514
3,699

2427
3,460

2334
3,305

2,249
3,124

2,167
2,953

2,087
2,192

2,010
2,639

2,849
4,499

2,641
4,005

2,447
3564

2355
3,363

2,266
3,173

2,180
2,993

2,097
2823

2,016
2,663

1,938
251

2.796
4,386

2,588
3895

2393
3.457

2,300
3,256

2211
3,067

2,124
2,888

2,040
2,716

1,959
2,559

1,880
2,407

2,753
4,296

2,544
3.805

2348
3368

2255
3,168

2,165
2979

207
2,801

1,993

191
2472

1,831
2321

2,687
4,155

2475

2,278
3231

2,183
3,032

2,092
2,843

2,004
2,665

1917
2,496

1,834
2,336

1,752
2,185

2,617
4,010

2,404
3,522

2,203
3,088

2,108
2,889

2,015
2,700

1,925
2,522

1.836
2352

1,751
2,192

1,666
2,039

2,544
3858

2328
3372

2,124
2,938

2,027
2,738

1,932
2549

1,839
2369

1,748
2,198

2,659
2,035

L5371
1.878

2,506
3,781

2,288
3,294

2,083
2,859

1,984
2,659

1,887
2,465

1,793
2,288

1,700
2,115

1,608
1,950

1,517
1,791

2,466
3,701

2,247
3214

2,039
2779

1.939
2,577

1.841
2,386

1,744
2,203

1,649
2,029

1,554
1,860

1,459
1,696

2,426
1619

2204
3,132

1,994
2,695

1,892
2492

1,792
2299

1,693
2,114

1,594
1,936

1,495
1,762

1,394
1,592

2,384
3,536

2,160
3,047

1,946
2,608

1,842
2404

1,740
2,208

1,637
2,019

1,534
1,836

1,429
1,656

1318
1,473

2341
34

2,114
2,960

1,896
2517

1,790
2,310

1,684
2,111

1,577
1,917

1,467
1,726

1,352
1,533

1,221
1,325

2,296
336

2,066
2,868

1,843
2421

1,733
2,211

1,622
2,006

1,509
1,805

1,389
1,601

1,254
1,381

1,000
1,000




Wartosci krtytyczne r(c, n) wspolezynnika korelacji

Tablica 9

" 10 0,05 0,025 0,01 0,005
3 0,951 09877 0,9969 0,9995 0,9999
4 L8000 9000 9500 9800 9900
5 6870 8054 L8783 9343 9587
6 0,6084 0,7293 08114 ,08822 0,9172
7 5509 6694 7545 ,8329 8745
8 5067 6215 067 7887 8343
9 4716 822 L6664 7498 977

10 4428 5493 6319 7155 1646
11 04187 05214 0,6021 0,6851 0,7348
12 ,3981 A973 5760 L6581 7079
13 3802 4162 5529 6339 6835
14 A646 A575 L5324 6120 6614
15 3507 4400 5140 5923 L6411
16 03383 0,4259 0,4973 0,5742 0,6226
17 g2 A124 4822 55717 L6055
18 3170 L4000 L4683 5426 L5897
19 3077 3887 L4555 52,85 L5751
20 2992 3783 4438 S1S85 5614
21 02914 0,3687 04329 05034 0,5487
2 ,2841 3598 4227 4921 5368
23 2774 3515 4132 4815 5256
24 2711 3438 4044 ATl6 L5151
25 ,2653 3365 3961 4622 L5052
30 0,2407 0,3061 0,3610 04226 0,4629
35 ,2220 2826 V3338 916 4206
40 ,2070 2638 3120 3665 4026
45 1947 ,2483 2940 3457 L3801
50 L1843 2353 2787 3281 3610
60 0,1678 02144 0,2542 02997 0,3301
70 1550 1982 2352 276 3060
80 1448 1852 L2199 2597 2864
90 L1364 1745 2072 2449 2702
100 1292 1654 1966 2324 ,2565




Tablica 10

Wartosci krytyczne r(o: k, v) wspolczynnika korelacji wielokrotnej

a = 0,05 o = 0,01
k 3
v 4 5 6 3 4 5 6
| 0,999 0,999 0999 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000
2 975 083 087 1000 0,995 0997 0997 0,998
3 930 950 961 968 977 983 987 990
4 881 912 930 942 949 962 970 975
5 836 &74 898 014 017 937 949 057
6 0,795 0,839 0.867 0,886 0,886 0,911 0927 0938
7 758 807 838 860 855 885 904 918
8 726 J77 S11 835 827 860 882 808
9 697 750 786 812 800 837 861 878
10 671 6 763 790 776 814 840 850
1 0,648 0,703 0,741 0,770 0753 0,793 0.821 0.841
12 627 683 a2 751 IR 3 802 824
13 608 664 703 733 712 755 785 807
14 590 646 686 7 604 737 768 791
15 574 630 670 701 677 721 752 776
16 0,559 0615 0,656 0,687 0,662 0,706 0,738 0762
17 545 601 641 673 647 691 724 749
18 53 587 628 660 633 678 710 736
19 520 575 615 647 620 665 697 723
20 509 563 604 636 607 652 685 1
21 0,498 0,552 0,593 0,624 0,596 0,641 0,674 0,700
po) 488 542 582 614 585 630 663 690
2 A79 532 572 604 574 619 653 679
24 470 523 562 594 565 609 643 669
25 462 514 553 585 555 600 633 660
26 0.454 0,506 0543 0,576 0,546 0,590 0,624 0,651
27 446 498 536 568 538 582 615 642
28 439 490 529 560 529 573 607 633
29 A3 482 521 552 522 565 598 625
30 425 A76 514 545 514 557 591 618
40 0373 0,419 0455 0,484 0454 0,494 0,526 0,552
60 308 248 380 406 an 414 442 467
120 221 251 275 205 27 300 322 a9




Tablica 11

Wartosci krytyczne uo serii Walda-Wolfowitza P(U < u,) < o= 0,05

n
9
m\|] = 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
dl= = 2
s5|l— 2 2 3
6l— 2 3 3 3
7|— 2 3 3 4 4
g2 2 3 3 4 4 5
92 2 3 4 4 S5 5 6
102 3 3 4 5 5 6 6 6
mf2 3 3 4 s s 6 6 1 17
12/2 3 4 4 5 6 6 7 1 8 8
3|2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9
4{2 3 4 s 5 6 7 7 8 8 9 910
152 3 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11
62 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 1 1 n
17/2 3 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 12 12
182 3 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13
(2 3 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 12 12 13 13 14 14
20| 2 3 K 3 & 7 8 9 9 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15




Tablica 12

WartoSci krytyczne uo testu rang Wilcoxona-Manna-Whith-neya

P(U < uy) < 0.=0,05

n
m|' 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20
2 —
G | e il
4 — 0 1
S5|— 0 1 2 4
6|l— 0 2 3 5 7T
71— 0 2 4 6 g8 11
8/— 1 3 5 8§ 10 13 15
9|— 1 3 6 9 12 15 18 21
10— 1 4 7 11 14 17 20 24 27
M|— 1 5 8 12 16 19 23 27 31 34
2|— 2 5 9 13 17 21 26 30 34 38 4
1B|— 2 6 10 15 19 24 28 33 37 42 47 S5l
4| — 2 7 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61
15— 3 7 12 18 23 28 33 39 44 S0 S5 61 66 72
16— 3 8 14 19 25 30 36 4 48 54 60 65 71 77 83
17| — 3 9 15 20 26 33 30 45 S1 ST 64 70 77 $3 89 96
18| — 4 9 16 22 28 35 41 48 55 61 68 75 £ 88 95 12 109
1910 4 10 17 23 30 37 44 51 S8 65 72 80 & 99 101 109 16 13
2000 4 11 18 25 32 39 47 54 6 69 77 84 92 100 107 115 123 130 138
Tablica 13
Wartosci krytyczne D, (o) w teScie Kolmogorowa
0,01 0,05 o
o
1 09950 09750 A 0,01 0.05
2 9293 8419
3 £290 7076 16 03920 03273
4 7343 6239 17 2800 3180
5 6685 5633 18 3706 3094
19 3612 3014
6 06166 05193 20 1524 041
7 5758 4834
8 5418 4543 30 0,2899 02417
9 5133 4300 40 2521 2101
10 4889 4093 50 2260 1884
60 2067 1723
12 4491 3754 80 "1795 '1496
13 4325 3614 % 1694 ‘412
14 A176 3489 100 "1608 1340
15 4042 3376

374




Wartosci krytyczne mnD,, (o) w teScie Smirnowa (n # m)

Tablica 14

3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
3 — — — — — 27 30 33 3 39 42 42 45 48 51 54 57 57 60 63 66 69 72 72 I5 719 81
4| — — 24 28 32 36 36 40 44 48 48 52 56 60 60 64 68 T2 T2 76 BO 84 84 88 92 96 96
5115 20 30 35 35 40 45 45 50 52 56 60 64 68 70 71 80 80 83 87 90 95 99 100 102 106 110
6| 18 20 24 36 40 45 48 54 60 60 64 69 72 73 84 83 88 90 92 97 102 107 108 111 116 116 126
7121 24 28 30 48 49 53 59 60 65 77 75 77 84 87 91 93 105 103 108 112 115 119 121 133 132 136
8121 28 30 24 40 55 60 64 68 72 76 81 88 88 94 98 104 107 112 115 128 125 128 135 140 142 148
924 28 35 39 42 46 63 70 75 78 84 90 94 99 108 107 111 117 122 126 132 135 138 153 150 153 159
10127 30 40 40 46 48 53 77 80 84 90 100 100 106 108 113 130 126 130 137 140 150 150 156 158 163 180
1] 3 33 39 43 48 53 59 60 86 91 96 102 106 110 118 122 127 134 143 142 150 154 160 162 170 174 180
121 30 36 43 4 353 60 63 66 TN 95 104 108 116 119 126 130 140 141 148 149 168 165 168 177 180 187 192
130 33 39 45 52 s6 62 65 70 75 81 104 115 121 127 131 138 143 150 156 161 166 172 195 181 191 195 201
14| 36 42 46 54 63 64 70 74 82 86 89 123 126 134 140 148 152 161 164 170 176 182 188 189 210 207 210
15/ 36 4 55 57 62 67 75 80 84 93 96 98 133 142 147 152 160 168 173 179 186 195 199 204 209 215 240
16| 39 48 54 60 64 8 78 84 B9 9 101 106 114 143 154 160 168 173 180 187 200 199 206 213 220 224 232
17| 42 48 55 62 68 77 81 89 93 100 105 111 116 124 164 166 175 180 187 196 203 207 212 221 228 236 242
18/ 45 50 60 72 72 80 90 92 97 108 110 116 123 128 133 176 182 189 196 204 216 216 224 234 238 244 258
19/ 45 53 61 70 76 82 89 94 102 108 114 121 127 133 141 142 187 199 204 209 2183 224 233 239 248 254 262
200 48 60 65 72 79 88 93 110 107 116 120 126 135 140 146 152 160 199 212 219 228 235 242 250 260 264 280
211 51 59 69 75 91 89 99 105 112 120 126 140 138 145 151 159 163 173 223 227 237 244 249 258 273 273 282
22051 62 70 78 84 94 101 108 121 124 130 138 144 150 157 164 169 176 183 237 242 250 260 268 274 282 290
23| 54 64 72 80 89 98 106 114 119 125 135 142 149 157 163 170 177 184 189 194 249 262 267 275 284 292 298
24| 57 68 76 90 92 104 111 118 124 144 140 146 156 168 168 180 183 192 198 204 205 262 276 285 296 301 312
25| 60 68 80 88 97 104 114 125 129 138 145 150 160 167 173 180 187 200 202 209 216 225 289 292 300 310 320
261 60 75 80 90 100 108 118 126 132 142 156 156 163 172 178 186 195 202 208 216 223 230 240 304 308 319 328
27163 73 85 96 101 112 126 130 135 147 154 160 171 176 185 198 201 206 216 222 229 237 243 252 318 329 339
28| 66 80 87 98 112 116 125 134 142 152 159 182 175 184 190 198 204 216 224 230 236 244 250 258 264 332 348
29| 66 79 87 98 111 120 129 135 145 155 164 168 182 187 197 203 209 219 227 236 241 249 259 267 273 276 346
30| 69 82 95 108 113 132 135 150 150 162 167 176 195 197 202 216 217 230 234 242 250 264 270 274 282 288 288




376

Wartosci krytyczne nD, (o) w teScie Smirnowe (n = m)

i i 0,01 0,05 0,10
3 — = 3
4 - 4 4
5 5 5 4
6 6 s 5
7 6 6 5
8 7 6 5
9 7 6 6

10 8 7 6
1 8 7 6
12 8 7 6
13 9 7 7
14 9 8 7
15 9 8 7
16 10 8 7
17 10 3 8
18 10 9 8
19 10 9 8
20 1 9 8
21 11 9 8
2 n 9 9
2 n 10 9
24 12 10 9
25 12 10 9
2 12 10 9
27 12 10 9
28 13 11 10
29 13 1 10
30 13 11 10
40 15 13 11
50 17 14 13
6 18 15 14
70 20 17 15
80 21 18 16
90 n 19 17
100 2 20 18

Tablica 15



Wartosci wielomianow ortogonalnych £,(x)

Tablica 16

a X & g, & & &s a* X & & & E Es
1 =1 1 1 7 7| = 7 =7
3 2 o| - 8 2 -5 1 s| 3] =
3 1 1 3 3| -3 20 =Bl =17
» . A 4 1| -5 3 9| -15
2 1 2] 4| =
1 -3 1 -1 i 3 12 10
4 ; = =l A I 4| 28| -1a| 14| <
4 3 1 1 2 =3 7 7l <21 1
9 3 2| -] m1B| -1 4
p 2 1 10 4 -1 -17 9 9| -9
3 5 0| -20 ol 18 0
1 -2 2 1 A 1 3 sl 2| 2
2 -1 -1 2 -4 6 12 20
i |3 I - 1| o] 6| 42| 18] -6
5 2 2 1 1 2 =7 2 14 =22 14
3 =S| -1 3| 17|
1 1 5| 38 10 | 4 B I 3| -11
hp
6 = s -1 -4 12 18| -6
l —5 5 —5 l -l 2 1 s s 1
2 | 3| al 7| =] s . A A B
3 -1 - 4 2| -10 : =T 5| =6 1
4 1| 4| - 2| 10
2 -4 6 6| -6 6
6 5 3] =1 %] =2 == : 3 sl 2 ;
6 5 5 5 1 1 = -
4 21 6| 23| a] =
Ao 2 3 s| 2| =2l n 5 -1 9| 14 4| -4
¢ d L o 6 o| -10 0 6 0
s | Zh ol 5 2| 5 3 I I T
3 _(1, j é ,'5 'g 1 | -n| ss| -33| 33| -3
5 1 < =i 1 5 2 -9 25 3 -27 57
7 6 2 ol =1 2 -4 3 =7 1 21| -33 21
7 3 p " 3 N 4 5| -17| 25| -13| -29
5 3| 29 19| 12| 4
A 1 1 il 2] 2 12 6 1| 35 7| 28| =20
6 12 20
3 2 i) =
lp : i 22 0

* Dla liczby punktéw a = 8 podano tylko polowg warlofci wielomiandw E(x); pozostale wartodci otrzymuje

i o i g 1
sig z warunku symetni mianowicie dla x > Ea

np. dla a = 8 mamy & (9 =-51 (M) =1,

Lo=(-1YE@+1-x)

L) =54=-5



Tablica 17

. +r
Przeksztatcenie z = 1 In A%P
2 1-r
r 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,0000 00100 00200 00300 0,400 00500 00601 00701 0802 0,0902
0,1 003 1104 1206 1307 L1409 1511 1614 0717 1820 1923
0.2 2027 2132 2237 2342 J2448 2554 2661 2769 L2870 ,2986
0.3 3095 3205 3316 3428 3541 J654 3769 3884 L4001 4118
04 4236 A356 44T A559 4722 4847 4973 S101 5230 5361
05 5493 5627 5763 5901 L6042 6184 6328 6475 6625 6777
0,6 6931 7089 7250 7414 7582 7753 7928 8107 8291 84S0
07 8673 8872 9076 9287 9505 9730 9962 1,0203 10453 11,0714
08 10086  1,1270  1,1568  1,1881 12212 12562 1,2933 13331 13758 14219
09 14722 1,5275 1,5890 1,6584 17380 18318 19459 20923 22976 26467
Tablica 18
. e -1
Przeksztalcenie r=—;
e“+ 1
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,0000 00100 00200 00300 00400 00500 00599 0,0699 0,798 0,0898
0,1 0997 1096 1194 1293 1391 1489 1586 1684 1781 1877
0.2 1974 ,2070 2165 2260 2355 2449 2543 2636 2729 2821
03 2913 L3004 L3095 J185 3275 3364 3452 ,3540 3627 J714
04 3800 388 3969 4053 4136 4219 4301 4382 4462 4542
05 04621 04699 04777 04854 04930 05005 05080 05154 05227 05299
0.6 5370 5441 S511 5580 S649 5717 5784 5850 S915 5980
07 6044 6107 6169 6231 6291 6351 6411 6460 6527 6584
08 6640 6696 6751 6805 6858 6911 6963 7014 7064 7114
09 J163 J211 1259 1306 1352 L7398 7443 7487 J531 1574
1,0 07616 07658 07699 07739 07779 077818 07857 07895 07932 0,7969
1.1 8005 8041 8076 8110 8144 8178 8210 8243 8275 8306
1.2 8337 8367 8397 8426 8455 L8483 8511 8538 8565 83591
1,3 8617 8643 8668 8692 8717 8741 8764 8787 L8810 8832
14 B854 8875 8896 8917 8937 8957 8977  B996 0015 9033
1.5 09051 09069 09087 09104 09121 09138 09154 09170 0918 09201
1,6 9217 9232 9246 9261 9275 9289 9302 9316 9329 0341
1.7 9354 9366 9379 9391 9402 9414 9425 9436 9447 9458
1.8 04681 94783 94884 94983 05080 95175 95268 95350 05449 95537
19 95624 95709 95792 9S873 95953 96032 96109 96185 96259 96331

378



b4 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
20 [096403 096473 096541 096609 096675 096739 096803 096865 0,96929 096986
2.1 97045 97103 97159 97215 97269 97323 97375 97426 97477 97526
22 97574 97622 97668 97714 97759 97803 97846 97888 97929 97970
23 HB010 98049 98087 98124 98161 98197 98233 98267 98301 98335
24 J8367 98399 98431 98462 98492 98522 98551 98579 98607 98635
25 |098661 098688 098714 098739 098764 098788 098812 098835 0098858 0,98881
26 J8903 98924 98945 98966 98987 99007 99026 99045 99064 990883
27 99101 99118 99126 99153 99170 99186 99202 99218 99233 99248
238 99263 99278 99292 99306 99320 99333 99346 99359 99372 99384
29 99396 99408 99420 99431 99443 99454 99464 99475 99485 99495

z 0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0,7 08 09

3 0,99505 099595 099668 099728 099777 099818 099851 099878 0,99900 0,99918

4 99933 99945 99955 99963 99970 99975 99980 99983 99986 99989
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ERRATA

STRONA JEST POWINNO BYC
: ... 2 = -\2
35 Z (3, -1) Z (x, - .1‘)
_ i=1 2 =l
n—1 -
_ =ala—n"S . mm— ol Piicnsd _ [PPRTRY
42 x= _T_"a (n & <p<x+ a(\(;“ X~ a:qu <u<x+—q‘n”
43 136+6 mmHg. 1366 mmHg.
46 Fir (t’\‘ﬂ%}'t\ <Mcps l(“\ﬁ;l—.ﬂ."l_' P‘:*' ""v&ln__ﬂ R i u“V'ET-p) }' I-&
46 ,,u‘\[ﬁ_fiﬂ?ﬂ’n =0,073 =007 ol VM[;’ = 0,073 = 0,07
59 (=D si+(n-1) 5 Sz_(n,—])s%ﬂ-(uz—l)s%
2T = D+t 1) T
60 A[ZG-7 2=
5, = n—1 5, = n-1
= 3 > = —
8 2 ST 5
noony n M
X -5 ~ X =X
60 b= 5 Ee 2 2
5.9 Al 2
”l * 112 "I Ilz
o ) &, 8y
60 N 2 noon,

v= -
s)P_1 (8)_1
e 1) IO S
nf o mp+l oy | onp+l

-2

v=
s 1 (8)
—— ——-.-_+_
n| on+1 ny | ny+1




STRONA JEST POWINNO BYC
2 2
61 placedo placebo
4) “4)
ol placedo placebo
62 WY s, L BINP s .
;f [T, (1 - ITy) [T, (1 - ITy)
n n
63 Pr= P " P =P
U= =
—\hjgl—p! p(1-p)
n n
523-5,18 523-518 _
o8 "= 30,0022 '=0.002205 ~ 2088
2 (ad - be)? 2 (ad=be)* N
72 TN SS X FyFs 5,8,
1
(lad — bel - 5 NN (lad - bel - 1 NN
72 x = 2
Fy Fa 81 82 ryry 8 8
78 2 (ad - bc) _ .\/ (ad—bcP
1y ry 8, 5, + (ad = be)? ry 1y 8, 8+ (ad - be)
Tablica ~ Tablica
50 0 50 0
0 S0 0 50
50 50 50 50
78 40 0 40 0
10 50 10 50
50 50 50 50
40 10 40 10
40 10 10 40
50 50 50 50




ERRATA

STRONA JEST POWINNO BYC
(0]
80 (Razem) (Razem) E
O-E
357 319 357 319
80 338 338 338 338
19 -10 19 -19
1 tki
L k wsszlt;y &
Iy ' R
83 | ... Gl M1 N-R
ng "y N
Py Pr P = —2—-
i A (& i 2
N (N rix-REn -"-‘L N:N Yrx-RY¥n .\',]
85 X = — e ¥ = Az} o)
k & . 2 a & N 4
R(N=-R)|NZmxi- [ >, x:] R (N—R) [N T ;.8 - ( > n;x, ] ]
i=1 i=1 i=l i=1
93 znajdujemyd ¥’ znajdujemy x>
102 )'.j-y=(yij"yf)+®i'y}2 Yi=¥=0y-+ 0 -3
7= e
106 b — = L1
— SR
S n,on, S ne oy




ERRATA

STRONA JEST POWINNO BYC
[ n [ " )
" 2 .)'ij " ’ Z }' ij
2’.— i=l "27_ i=1
112 D -
‘_.2 o= | 5; :) =]
= n—1 ’ n;—1
Yin * Yip Yt * Yip
122 . .
Yijn v Niin
T T,
— 2 _ 2
122 =35} =%,
n LN
2 2
SKMW =~ —Z—R—l - r: SKMW = ;_R' e T.:_
o nc N ne N
Yo, Y.,
123 S'KMK=--’)-—'—J-£ SKMK = }—’-E
E nr N nr N
=T P 273 -
SKMW = = S — — — SKMW — SKMK SKI = “— — — — SKMW - SKMK
n N n N
124 dj=Yi=Yi.= ¥ty dy=Yy=%:i.=Y.;+3
_ ¥ 2 w2
125 5= LYijp 5= 2ZY5ip
p=1 pel
135 pecherza (w cm’) pecherza (w cm?)
“TTTR T
139 neyd ! y,.ylil




ERRATA

STRONA JEST POWINNO BYC
1 (-3 1 (x-¥)2
145 Y(|=uf(,_2,~50Vl+‘;;+z(‘li_‘:?)z Yﬂiﬂ‘ln—Z]'Sﬂvl"';*’z—(;%jl)—i
Stad: Stad:
a= 2'5115 b = 2.5115
155 b = -0,6454 e S0
r = 09943 e
146 t=r ;"’23 = 22,8296 r=r ’l“z, = 22,8296
- 2
A
149 l .
|
|
|
150 | s=Z32ls 5 o & s=Zs, S=Z2|s S 5 5| s=2s
157 trzech pacjentow trzech preparatow
28,1375 + 31,3049 2 28,1375 + 31,3049 _ 1
159 | &= 30+22-4 = 0+22-4 1238
159 | 32791 + 2,013 ¥0.7257 = 40738 | 32791 2,013 V0,1563 = 4,0738




ERRATA

STRONA JEST POWINNO BYC
(17.6085 1?1%1 = 7.6085 +
165 | BS.175+ 394915 :4%" f;‘su I ibicaicacin ”um n i‘};%‘ -
g 30+22-3 = 30422-3 -
170 ocena obiektu ocena efektu
s 1 1 |(M-%-%) $1 1 M=-%+x)2
2 LT LS e 20 ol | Ay S SR
171 o (M) b m * ny B |:(.S'r’)1 +(5x%), o b m * ny N (8:%), + (5x%),
e P
172 [ — + 68 : i
173 0,6191 + 2,102 - ¥0,01185 = 04006 | 0,6195 + 2,102 - ¥0,01185 = 0,4006
Zu 2 n;
189 !

F, (‘c)-

Fe' (.\',-) =_:“v-




