Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick WS 2024/2025

Lineare Algebra
Vorlesung 25

Trigonalisierbare Abbildungen

DEFINITION 25.1. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V heif3t trigonalisierbar, wenn
sie beziiglich einer geeigneten Basis durch eine obere Dreiecksmatrix beschrie-
ben wird.

Diagonalisierbare lineare Abbildungen sind inshesondere trigonalisierbar. Die
Umkehrung gilt nicht, wie eine Scherungsmatrix zeigt (siehe Beispiel 22.12).
Wir werden in Satz 25.10 sehen, dass eine lineare Abbildung genau dann
trigonalisierbar ist, wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfillt. Eine quadratische Matrix M heifit trigonalisierbar , wenn die da-
durch definierte lineare Abbildung K" — K™ trigonalisierbar ist. Dies be-
deutet, dass es eine Basis gibt, beziiglich der die Abbildung durch eine obere
Dreiecksmatrix beschrieben wird, bzw., dass es eine invertierbare Matrix B
(die Basiswechselmatrix) derart gibt, dass

BMB™!

eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit ist eine Matrix genau dann trigonalisier-
bar, wenn sie dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix ist. Das Auffinden einer
Basis, beziiglich der obere Dreiecksgestalt vorliegt bzw. die Durchfiihrung des
Basiswechsels nennt man Trigonalisierung .

BEISPIEL 25.2. Wir behaupten, dass die Matrix

v ()

trigonalisierbar ist. Die Matrix

o (1)

ist invertierbar mit der inversen Matrix

(1 =2
= (1)

Eine direkte Rechnung zeigt
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Bei diesem Nachweis der Trigonalisierbarkeit taucht die Ubergangsmatrix B
aus dem Nichts auf. Ein einsichtigerer Trigonalisierbarkeitsnachweis ergibt
sich mit Hilfe des charakteristischen Polynoms und Satz 25.10. Das charak-
teristische Polynom ist

xu = det (X1_3 X__l 1) = (X=3)(X—1)+1 = X?—4X+4 = (X—2)?,

zerfallt also in Linearfaktoren.

LEMMA 25.3. Es seien Vi,...,V, endlichdimensionale Vektorrdiume iiber
dem Koérper K und
i Vi —V;
lineare Abbildungen und es sei
= X X,: Vi x-o-xV, — V) x--- XV,

die Produktabbildung. Dann ist ¢ genau dann trigonalisierbar, wenn dies fiir
alle @; gilt.

Beweis. Siehe Aufgabe 25.5. O

Die vorstehende Aussage gilt insbesondere, wenn

vV =P

iel
eine direkte Summe von ¢-invarianten Untervektorrdumen ist.
Invariante Untervektorridume

Ein trigonalisierbarer Endomorphismus wird beziiglich einer geeigneten Basis
durch eine Matrix der Gestalt

T
0 ay * *
M = )
0 -+ 0 apq =x
0 v .- 0 a,

beschrieben. Eigenschaften, die fiir eine solche obere Dreiecksmatrix gelten
und die als eine Eigenschaft der linearen Abbildung beschreibbar, also un-
abhéngig von einer gewahlten Basis sind, miissen fiir eine trigonalisierbare
Abbildung gelten. Solche Eigenschaften wollen wir verstehen. Durch eine
obere Dreiecksmatrix wird der j-te Standardvektor e; auf

M@j = aljel —+ .- +6ij6j

abgebildet. Insbesondere ist e; ein Eigenvektor zum Eigenwert a;;. Charak-
teristisch fiir trigonalisierbare Abbildungen ist, dass der Untervektorraum

V}' = <€1,...7€j>
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durch M in sich selbst hinein abgebildet wird, d.h. die V; sind M-invariante
Untervektorrdume, die ineinander enthalten sind und deren Dimension gleich
7 ist. Wir werden nach einigen Vorbereitungen zeigen, dass diese Eigenschaft
trigonalisierbare Abbildungen charakterisiert.

LEMMA 25.4. Es sei K ein Kérper und es sei V' ein n-dimensionaler Vek-
torraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung und es sei A\ € K ein Figenwert von ¢.Dann gibt es
einen w-invarianten Untervektorraum U C V' der Dimension n — 1.

Beweis. Nach Voraussetzung und nach Lemma 22.1 besitzt die Abbil-
dung ¢ — AIdy einen nichttrivialen Kern. Sie ist also nicht injektiv und nach
Korollar 11.9 auch nicht surjektiv. Daher ist

B :=bild(p — Aldy) C V
ein echter Unterraum von V. Es gibt dann auch einen Untervektorraum U C
V' der Dimension n — 1, der B enthélt. Zu u € U gehort wegen
ou) = M+ (p—Aldy)u e U+ B C U
das Bild zu U, d.h. U ist yp-invariant.
O

Wenn U C V ein g-invarianter Untervektorraum und P € K[X] ein Poly-
nom ist, so ist U auch P(p)-invariant, siche Aufgabe 23.31. In dieser Situation
gilt die folgende Gleichheit.

LEMMA 25.5. Es sei K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Fs seiU C 'V ein p-invarianter Untervektorraum. Dann
gilt zu jedem Polynom P € K|[X]| die Beziechung

Plelu) = (P(e)l,

wobei hier |y die im Definitionsbereich und auch im Bildbereich einge-
schrinkte Abbildung bezeichnet.

Beweis. Dies iiberpriift man direkt fiir die Potenzen X" und fiir Linear-
kombinationen davon.

g

KOROLLAR 25.6. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Es sei U C 'V ein @-invarianter Untervektorraum
und

olp: U—U
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die Finschrankung auf U (auch im Bildbereich). Dann ist das Minimalpoly-
nom zu ¢ ein Vielfaches des Minimalpolynoms von ¢|y.

Beweis. Es sei p das Minimalpolynom zu ¢. Fiir v € U ist nach Lemma
25.95

plplo)(u) = ple)(u) = 0.

Daher annulliert x4 den eingeschrinkten Endomorphismus o[y und daher ist
o ein Vielfaches des Minimalpolynoms von ¢|.

U

BEISPIEL 25.7. Wir betrachten die Permutationsmatrix

0 0 1
1 00
010
1
Esist K | 1] der Eigenraum zum Eigenwert 1, ferner ist
1
1 0
U={(-1|,111]
0 -1

ein invarianter Untervektorraum (der sich iiber C gem&fi Lemma 24.11 in
weitere Eigenrdume zerlegen lasst). Beziiglich der angegebenen Basis besitzt
die Einschrankung der linearen Abbildung auf U die beschreibende Matrix

0 —1
1 -1/
somit ist das charakteristische Polynom davon gleich

X(X+1D)+1=X*+X+1.

Dies ist zugleich das Minimalpolynom der Einschrankung. Das Minimalpo-
lynom zur Permutationsmatrix ist X® — 1, und in der Tat ist

X1 = (X-1)(X?+X+1)

in Ubereinstimmung mit Korollar 25.6.

Charakterisierungen fiir trigonalisierbar



Eine Fahne setzt sich aus dem Fulpunkt, der Fahnenstange, dem Fahnentuch
und dem Raum, in dem das Tuch weht, zusammen.

DEFINITION 25.8. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum der Dimension n = dimg (V') Dann heifit eine Kette von Un-
tervektorrdumen

O=VWwcVic..cV,,cCcV,=V

eine Fahne in V.

Eine Fahne ist also eine Kette von ineinander enthaltenen Untervektorraum-
en, bei der die Dimension in jedem Schritt um 1 hochgeht.

DEFINITION 25.9. Es sei V' ein Vektorraum der Dimension n und
f:V—V
eine lineare Abbildung. Eine Fahne
O=VWwcWVic..cV,.,CV,
heifit f- invariant , wenn f(V;) C V; fir allei = 0,1,...,n — 1,n ist.
SATZ 25.10. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) @ ist trigonalisierbar.

(2) Es gibt eine p-invariante Fahne.

(3) Das charakteristische Polynom ., zerfdllt in Linearfaktoren.
(4) Das Minimalpolynom p, zerfdllt in Linearfaktoren.

Wenn ¢ trigonalisierbar ist und beziiglich einer Basis durch die Matriz M
beschrieben wird, so gibt es eine invertierbare Matriz (es sein = dimg (V))
B € Mat,«,(K) derart, dass BMB™! eine obere Dreiecksmatrizx ist.

Beweis. Von (1) nach (2). Es sei vy, ..., v, eine Basis, beziiglich der die
beschreibende Matrix zu ¢ obere Dreiecksgestalt besitzt. Dann folgt durch
direkte Interpretation der Matrix, dass die Untervektorraume

Vi= (v1,...,0)
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¢-invariant sind und somit eine invariante Fahne vorliegt. Von (2) nach (1).
Es sei

0o=VycWVc..cV,,CV,=V

eine p-invariante Fahne. Aufgrund des Basisergdnzungssatzes gibt es eine
Basis vy, ...,v, von V mit

‘/i = <U17...,'Ui>.
Da die Fahne invariant ist, gilt
QO(UZ> = blﬂ)l + bQiUQ + -+ b“’UZ

Beziiglich dieser Basis besitzt die beschreibende Matrix zu ¢ somit obere
Dreiecksgestalt. Von (1) nach (3). Das charakteristische Polynom von ¢ ist
gleich dem charakteristischen Polynom x,;, wobei M eine beschreibende Ma-
trix beziiglich einer beliebigen Basis ist. Wir kénnen also annehmen, dass M
eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann ist nach Lemma 16.4 das charakteri-
stische Polynom das Produkt der Linearfaktoren zu den Diagonaleintréigen.
Aus (3) folgt (4), da das Minimalpolynom nach Korollar 24.3 ein Teiler des
charakteristischen Polynoms ist. Von (4) nach (2). Wir beweisen die Aussage
durch Induktion nach n, wobei die Fille

n =201

klar sind. Nach Voraussetzung und nach Korollar 24.3 und Satz 23.2 besitzt
¢ einen Eigenwert. Nach Lemma 25.4 gibt es einen (n — 1)-dimensionalen
Untervektorraum

Vo1 CV,

der ¢-invariant ist. Nach Korollar 25.6 ist das Minimalpolynom der Ein-
schrankung |y, _, ein Teiler des Minimalpolynoms von ¢ und zerfillt da-
her wie dieses in Linearfaktoren. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
¢|v, _,-invariante Fahne

VicVaC...C Vg CV,_q,

und somit ist dies auch eine g-invariante Fahne. Der Zusatz ergibt sich wie
folgt. Die trigonalisierbare Abbildung ¢ werde beziiglich der Basis u durch
die Matrix M beschrieben, und beziiglich der Basis v durch die obere Drei-
ecksmatrix 7. Dann gilt nach Korollar 11.12 die Bezichung ' = BM B!,
wobei B den Basiswechsel beschreibt.

g

BEMERKUNG 25.11. Das im Beweis zur Implikation (4) = (2) von Satz 25.10
beschriebene Verfahren zum Auffinden einer invarianten Fahne, das auf Lem-
ma 25.4 beruht, ist grundséatzlich konstruktiv durchfithrbar. Wenn die Ein-
schréinkung ¢|U; auf einen schon konstruierten invarianten Untervektorraum
U; keinen Eigenwert besitzt, so weifl man, dass die lineare Abbildung nicht
trigonalisierbar ist.
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SATZ 25.12. Es sei M € Mat, «,(C) eine quadratische Matriz mit komplexen
Eintragen. Dann ist M trigonalisierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 25.10 und dem Fundamentalsatz der Algebra.
O

BEISPIEL 25.13. Wir betrachten eine reelle 2 x 2-Matrix M = <Z 2) . Das

charakteristische Polynom ist
xu = det(xEy — M)
r—a —b
= det —c r—d
= (x—a)(z—d)—bec
= 2° — (a+d)z + ad — be

d\? d\?
= (x—a; ) _(a—;— ) + ad — be
B (x a+d)2 <a—d)2 e
- 2 U2 s
a—d\ 2

Dieses Polynom zerféllt in (reelle) Linearfaktoren genau dann, wenn (T) +
be > 0 ist. Genau in diesem Fall ist die Matrix nach Satz 25.10 trigonalisier-
bar.
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