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Ageu. — Société d'agriculture, sciences et arts.

GRANDE-BRETAGNE ET IRLANDE.

Dublin. — Royal Irish A cademy.

Natural history Society.

Edimbourg. — Geological Society.

liondres. — Geological Society.

Linnean Society.

Royal Society.

Crlasgo-w. — Geological Society.

Natural history Society.

Philosophical Society.

llancbester. — Litterary and philosophical Society.

ITALIE.

Bolo^fue. — Accademia délie Scienze.

Catane. — A ccademia gioenia di scienze naturali.

Gênes. — Osservatorio délia R. Universita. *

llodène. — Societa dei naturalisti.

ilaples. — Societa Reale.

Païenne. — Istituto tecnico.

Societa di scienze naturali e economiche.

Pise. — Societa di scienze naturali.

Rome. — Bullettino di bibliografîa délie scienze matematiche,

publié par le prince B. Boncompagni.

Reale Accademia dei Lincei.

Accademia pontificia de' Niiovi Lincei.

R. Comitato geologico d'Italia.
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LUXEMBOURG.

Luxembourg;. — Institut royal grand-ducal, section des sciences

naturelles et mathématiques.

NÉERLANDE.

Anijsterdani. — Koninklijke Académie van wetenschappen.

Harlem. — Société hollandaise des sciences.

Musée Teyler.

Rotterdam. — Bataafsch Genootschap der proefondervindelijke

wijsbegeerte.

PORTUGAL.

Coïmbre. — Journal des sciences mathématiques et astrono-

miques, rédacteur : M. Gomès Teixeira.

liisbonne. — Académie des scietices.

RUSSIE.

IIelstiug;fors. — Société des sciences de Finlande.

iloscon. — Société impériale des naturalistes.

Saiut-Pétersbourg. — Académie impériale des sciences.

Société d'archéologie et de numismatique.

Société entomologique.

Société impériale de minéralogie.

SUÈDE ET NORWÈGE.

Bergen. — Muséum.

Christiania. — Kongelige Frederiks Universitet.

l§»tockliolnt. — Académie royale des sciences.

Nordist medicinskt Arkiv, directeur : D"" Axel Key.

Entomologiska fôreningen.

Acta mathematica, rédacteur : M. Mittag-Leffler.
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SUISSE.

Berne. — Naturforschende Gesellschaft.

Société helvétique des sciences naturelles.

rVeiBchàtel. — Société des sciences naturelles.

IScliafliouse. — Naturforschende Gesellschaft.

AMÉRIQUE.

ETATS-UNIS.

American Association for advancement of sciences.

Baltimore. — Ainerican Journal of mathematics.

Johns Hopkins University : Circulars.

Boston. — American Academy of arts and sciences.

Society ofnatural History.

Cambridge. — Muséum of comparative zoology.

Columbus. — Ohio State agricultural Society.

Madison. — Wisconsin Academy of sciences, letters and arts.

ÎVeiv-Haven. — Connecticut Academy of arts and sciences.

Me'wport. — Orléans Coiinty Society of natural sciences.

Mevr-York. — Academy of sciences.

Pliiladelpliie. — Academy of natural sciences.

American philosophical Society.

Wagner Free Institute of sciences.

Portlaud. — Natural History Society.

ISalem. — The American Naturalist.

Essex Institute.

Peubody Academy of sciences.

San-Francissco. — Californian Academy of sciences.

1%'asliington. — Smithsonian Institution.
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GUATEMALA.

Guatemala. — Sociedad economica.

RÉPUBLIQUE ARGENTINE.

Buenos-Ayres. — Universidad.

ASIE.

INDES ANGLAISES.

Calcutta. — Asiatic Society of Bengal.

INDES HOLLANDAISES.

Batavia. — Koninklijke natuurlmndige vereeniging in Neder
landsch Indië.

AUSTRALIE.

Hobart-Toi^^n. — Tasmanian Society of natural sciences,

Melbourne. — Observatoire.

Sydney. — Linnean Society.
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PROBLEMES

THÉORÈMES D'ARITHMÉTIQUE.

1. Problème I. De l à n (inclusivement), combien y a-t-il

de nombres non divisibles par des nombres premiers donnés,

Soit N le nombre cherché. On sait * que

Dans celte formule, le symbole ('^) représeiîte le plus grand

nombre entier contenu dans - **.

2. Théorème I. Soit n un nombre entier, compris entre 2" et

* Mélanges mathématiques , p. 1 35. — Journal de Mathématiques élémen-

taires et spéciales, juillet 1882; etc.

**
Il a la même signification que celui de Legendre : E (-y



(
'^

)

ç}^-^^— 1 (inclusivement); soienl (3, y, ^, ... les nombres premiers,

supérieurs à 2. On a

Dans la suite

20-2 Lt-Si^i-—'-'- •«>•

1, 2, 5, .. n,

les seuls nombres premiers avec

p= 3, r = 5, (?= 7, ...

sont
j C) C)2 93 qk

Ainsi, N= fc-i- 1.

3. Remarque. De n= 4 à n= \A, le premier membre se

réduit an — 5; (-^) ;

De w= 15 à « = 104 **, ce premier membre se réduit à

»-2@-2(^
et ainsi de suite.

4, Problème II. Connaissant les nombres premiers qui ne

surpassent pas n; trouver combien il y a de nombres premiers,

compris entre w -^ i et ^n.

Soit TT le plus grand nombre premier, non supérieur à n. De

1 à 2n, les nombres non divisibles par

p = 5, r= o, (?= 7,...7r,

sont, d'une part,

• 5 -^ > ^ 5 • • • ^ ,

' L'égalité (2) , à peu près évidente, est une simple variante de celle-ci :

qu'on trouve à la page 1 ô^ des Mèhmges.

" lb=5.u, 104 = 5.5.7- I.
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el, en second lieu, les nombres premiers compris entre n + 1

et 2n. Soit x la quotité * de ceux-ci. Nous avons, en vertu de

l'égalité (2):

A; -+- 2 -t- a: ;= 2n — ^
pr fir^y.

5. Application. En^re 25 ef 50, combien y a-t-il de nombres

premiers ?

Dans cet exemple,

n = 23 , 2/2 = SO , k= 4.

En outre, les diviseurs simples sont :

5, 5, 7, H, 13, 17, 19, 25;

et les diviseurs composés :

15, 21, 53, 59, 55.

Par conséquent,

G-+-x = 50 — [16-1-10H-7-1-4-4-5-+-2 + 2-+-2]

-^ [5-4-2-+-! -t-1 -+-11;

d'où

ac = 6.

En effet, entre 25 et 50, il y a six nombres premiers; savoir :

29, 31, 57, 41, 45, 47.

6. Remarque. La combinaison des égalités (2), (5) donne

celle-ci :

_\prJ \Br
•(4)

Pour simplifier le second membre, on peut s'appuyer sur la

proposition suivante.

J'emploie ce mot pour éviter l'expression : nombre des nombres.
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7. Lemme. Selon que f^^ est pair ou impair,

2fi\ fil

a I \aj

égale zéro ou un.

i" De
2y« = a . 2« 4- j-,

on déduit

2
n = cifx. -\— •

r

Donc, à cause de r < a,
f;.

est le quotient entier de n par a *•

Autrement dit :

^2° Soit

2n= a (âfx -i- I )
-^ r

;

et, par conséquent,

O -4- ?'

^ 2

De r < a, on conclut ^~^ <C a : ^jl est le quotient entier de

n par a. Nous avons donc, simultanément :

8. Revenons à la formule (4). En vertu du Lemme, chacun

des binômes soumis au signe 2 égale ou \, selon que son pre-

mier terme est pair ou impair.

D'après cela, si l'on appelle :

/2n\
Ij, le 7iombre de ceux, des quotients — > qui sont impairs ;

2n

5^
lî, le nombre de ceux, des quotients — > qui sont impairs ;

régalilé(4) peut être énoncée ainsi :

* Ce petit théorème se trouve dans tous les Traités d'arithmétique.
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Théorème II. En conservant les hypothèses et les dénomina-

tions précédentes , on a

X = k — /i
-+- 4 — /^ -+- • • • (A)

9. Application. Entre 25 et 50, combien y a-t-ii de nombres

premiers ?

Je divise

50

par

3, o, 7, H, iô, 17, 19, 25;
-t- .

-+-

puis par

IS, 2], 55, 59, 53,
-4- H- H- -*-

en négligeant les quotients pairs.

Je trouve /) = 2, /g= 4; donc

x = 4 — 2 + 4. = 0;

comme ci-dessus.

10. Autre application. De 61 à 120, combien y a-t-il de nom-

bres premiers ?

n - 60, A = 5.

Dividende :

120.

Premiers diviseurs :

5, 5, 7, 11, 15, 17, 19, 23, 29, 51, 37, 41, 43, 47, 55, 59

Deuxièmes diviseurs :

15, 21, 35, 59, 51, 57, 69, 87, 93, 111, 55, 55, C5, 85,

95, 115, 77, 91, 119

Troisièmes diviseurs :

105
-f- l,-=i.

a; = 5 — 6 -+- 16 -1 =13.
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Les treize nombres premiers, compris entre 61 el 120 (inclu-

sivement), sont

61, G7, 71, 75, 79, 85, 89, 97, 101, 103, 407, 109, H5.

11. Remarque. Si l'on admet qu'entre n -t- 1 et 2n, il y a,

au moins, î/n nombre premier*, l'égalité (A) donne

1; -l,-^-i,— l,+ ...y\ (B)

Inversement, si l'on pouvait, a priori, établir la relation (B),

le postulatum serait démontré "*.

12. Théorème III. n étant toujours un nombre entier, com-

pris entre 2"" et 2''^* — 1, soient P, y, d, ... les nombres premiers,

supérieurs à 2. Soient, en outre :

fî>n\

;.i
le nombre de ceux, des quulieuls — U qui sont impairs;

/2n\
>.2 le nombre de ceux, des quotients — > qui sont impairs ;

On a

;.; — ;., H- A3- •••=/»; (C)

Ce théorème, conséquence des égalités

"-2(^2(^)---'.--.(.

résulte aussi du Théorème II.

* Cette proposition ne diffère pas, au fond, du postulatum de M. Ber-

trand, démontré par M. Tcliebycliev (Journal de Liouville, t. XVII, p. 381).

** Nouvelle Correspondance mathématique, t. VI, p. 265.

*** Voyez les paragraplies 6 et 8.
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Soient, en effet, p, c-, 9, ... w les x nombres premiers, compris

entre n -+- 1 et 2n.

Chacun des quotients (|^)' (t)' (t)'
"'• égale 1; et chacun

des quotients (^J- (^'j)' •• est nul \ Donc

Par suite, l'égalité (A) devient

X = k — ( A , — x) -+- A2 — A3 -+-••

,

OU
A, — A» + /3 = k (C)

13. Application. ?î =^ 23 , A: == 4.

Dividende :

30.

Premiers diviseurs :

5, 5, 7, dl, 15, 17, 19, 25, 29, 51, 57, 41, 45, 47
-t- -H H- + -4--+--+--f-A,= 8.

Deuxièmes diviseurs :

15, 21, 55, 59, 33.
-+- -+- -H -+- Aj= 4

8 — 4 = 4.

14. Remarque. La fonction qui constitue le premier membre

de l'égalité (C) dépend, wn/çuemm^, de n : appelons-la F (n).

Cette fonction conserve la même valeur quand n varie entre 2" et

^k+i— ^ (inclusivement). Eu outre, chaque fois que n dépasse

une nouvelle puissance de 2, F (n) augmente d\ine unité. Cet

exemple de discontinuité, analogue à celui que présente la fonc-

tion E [x], nous paraît remarquable.

15. Sur une équation indéterminée. L'identité

(a + pf (a— 2p)' (P
— 2af -V- 27a-{3' (a— [3)" = 4 (a"— aS -+- S')'', (D)

* A cause de /3 > 2, ? > n.
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facile à vérifier, donne une infinité de solutions, en nombres

entiers, de

a;^H-3/ = z' (5)

En effet, on peut prendre

i 5
X= -(a-l-p)(a— 2p)(p— 2a), ?/= - «p (a— (5), z= a'—aS+ pl (6)

Ces valeurs seront entières, si a, [3 sont de même parité.

16. Remarque. Ces formules ne donnent pas toutes les solu-

tions. Par exemple, on n'en saurait déduire

17. Autres identités.

^u- -+- bj = (a' — Ga-b- -h 6^)^' ~h [4 {a' — b^} abj

= [a' H- 6V' -+- {ia'bf + (-2a'6'Y' -+- (2a6')l . . (E)

. Ainsi, («2 -h 6^)''^ esf : un carré; une somme de deux carrés;

une somme de quatre carrés. Généralement, ce nombre n'est

pas la somme de trois carrés.

Liège, 14 janvier 1882.

M. Realis, à qui j'avais communiqué les identités (D), (E),

m'a répondu par l'intéressante Note suivante :

La résolution de l'équation

en nombres entiers, se rattache directement à la théorie géné-

rale développée par Lagrange dans le § IX des Additions à

fAnalyse indéterminée d'Euier.

Le nombre z, diviseur du premier membre, ne peut être que

de la forme a^-+-5(3^; on a donc l'identité

a' (a-— 'dpy + 5[3- (û«' — ôp^f = {o? + Zf'f,



( 11
)

renfermant toutes les solutions entières de l'équation. En effet,

à toute valeur de z de la forme indiquée, c'est-à-dire à tout

système de valeurs de a et (3, correspondra un système de valeurs

de iT et y; comme a et [3 peuvent toujours être supposés pre-

miers entre eux, autant il y aura de manières de représenter s

par la forme susdite , autant il y aura (pour le z considéré) de

solutions distinctes de l'équation. On s'assure sans peine, d'ail-

leurs, que l'idenlilé ci-dessus, où « et (3 restent indéterminés, ne

saurait être remplacée par aucune autre formule donnant

l'expression de («^-4-5(3^)'^ sous la forme requise.

Quant à l'égalité 4^-4- 3 .4^=4^, où 4^ est facteur commun à

tous les termes, elle ne conduit pas à une solution, car en écri-

vant, comme on doit le faire 1^-+- 5. 1^=4 .1^ on n'a pas un

cube dans le second membre.

Quant, enfin, à l'identité

[a + ^f (a — 2S)- (p — 2a)^ + 27«'p' (a — p)^ = 4 (a^— a^ -+-
f')%

rapportée par M. Catalan, elle n'est manifestement qu'une trans-

formée de celle qui précède.

II. L'expression (a^ -+- 6^)* est assurément : un carré, — une

somme de deux carrés, — une somme de quatre carrés. On ne

peut pas affirmer qu'elle est généralement une somme de trois

carrés effectifs, puisque (1^ + 1^)*= 16, par exemple, ne l'est

pas. Cependant, pour des nombres a, b premiers entre eux (ou

simplement inégaux), on peut mettre en évidence, par des for-

mules, que l'expression considérée est toujours une somme de

trois carrés.

1° Si a et & sont premiers avec 3, posons l'identité

«2 H- (a -4- ^hf= (a -t- hf + (a -+- 2/i)^ -4- (2/i)S
*

* Lettre de M. Catalan à D. B. Boncompagni, en date de « Liège,

14 novembre 1880 ».
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dans laquelle on prendra a premier avec h; il s'en déduit, par

l'emploi répété de la formule connue

(a- -+- ^^+ rY = («' + (3'- rj -^ (2a?')- + (2|3r)S

le théorème général exprimé par la relation

[a"- H- (a -f- D/t)-]'" = A^ H- B^ -^ C^

OÙ A, B, C sont des entiers dont aucun n'est nul, et m est une

puissance de 2.

Il s'ensuit, comme corollaire, que : a et 6 étant deux entiers,

dont un seul est divisible par 5, et m désignant une puissance

de 2, l'expression [2 (a^ -+- 6^)]'" est la somme de trois carrés.

2° Si l'un des nombres a, h, premiers entre eux, est un mul-

tiple de 5, par exemple, a =5a', on pose l'idenlité

(9a'- -f- b'f= (7a'-— b^f -\- \ Ga'^a' -^ bf -^ 1 6a" (a'— 6)^

et l'on en déduit, comme ci-dessus, la relation

(9a'- -f- bY = A^ -+- B^ -^ C^

en nombres entiers, m étant une puissance de 2.

Observation. Tout ce qui précède est entièrement indépen-

dant de la Théorie des nombres proprement dite; on n'y fait usage

que de formules directes, exprimant les propositions, et indi-

quant en même temps les calculs à effectuer. Mais si l'on sort

des éléments, et que l'on s'appuie sur les théorèmes de l'arithmé-

tique supérieure, toutes les propositions énoncées, et bien

d'autres, se présentent comme des conséquences immédiates de

ce principe, que : tout bicarré impair, autre que l'unité, est la

somme de trois carrés. D'après ce principe (qui ne se démontre

pas à l'aide de simples identités algébriques), un nombre de la

forme (a^-4-6^)* est toujours décomposable en trois carrés, s'il ne

se réduit pas à une puissance de 2.

Turin, 6 mars 1882.
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INTRODUCTION.

Nous avons essayé, dans le travail actuel, de résumer et de

présenter, dans un ordre logique, les recherches que nous avons

entreprises, depuis plusieurs années déjà, sur les théories fonda-

mentales de la Géométrie supérieure. Nous croyons utile de dire

quelques mots des différents points qui sont développés dans

notre mémoire.

Steiner, dans son immortel ouvrage, a fondé toute la Géomé-

trie supérieure sur la notion de la projectivilé ou des séries

homographiques; il en a déduit la théorie de l'involution et du

rapport anharmonique. Nous avons cru que cet ordre est le

véritable et nous nous sommes efforcé de le suivre, en étendant

l'objet sur lequel nos recherches ont porté.

Le fondement de la théorie des séries homographiques est la

conception des séries d'éléments dont chaque groupe est déter-

miné parv un , deux

,

éléments des différentes séries. Ce sont

les figures fondamentales, ou les groupes que les géomètres alle-

mands appellent parfois (a, (3, y, . . .) deutig.

Nous pensons avoir fait faire quelques progrès à cette théorie.

Au point de vue de l'algèbre moderne, les points développés

jusqu'ici sont peu nombreux.

En effet, à part la théorie générale, et, par cela même, un

peu vague, des formes à plusieurs séries de variables, les seules



parties, traitées dans tous leurs détails, sout la théorie des formes

bilinéaires, à un nombre quelconque de variables, qui ont fait

l'objet des travaux profonds de MM. Weierslrass, Kronecker,

Christoffel , Frobenius, etc., et la théorie des formes doublement

quadratiques, étudiées par Clebsch, d'une manière sommaire,

et plus complètement, depuis lors, par MM. Capelli, Zeulhen, etc.

M. Schubert s'est, de son côté, occupé des séries linéo-quadra-

tiques [ein-zweideulig] et trilinéaires, mais par des considé-

rations plus géométriques.

Nous avons traité des formes trilinéaires, du système de deux

formes trilinéaires, des formes quadrilinéaires. Les deux pre-

miers sujets d'étude offrent une application directe dans le

travail que nous avons l'honneur de présenter à la Société,

puisqu'ils correspondent aux homographies du troisième ordre;

le troisième s'y rattache intimement à cause de l'analogie qu'il

présente avec la théorie de deux formes trilinéaires (*).

En particularisant les formes algébriques, ou en considérant

des éléments situés sur un même support et symétriques, on est

conduit aux involulions d'ordre n et de rang k.

Nous nous sommes borné aux involulions cubiques afin de

pouvoir les traiter d'une manière plus complèle.

Au surplus, nous pensons qu'il est avantageux de procéder

graduellement, puisque les résultats obtenus pour le troisième

ordre, doivent servir pour les ordres supérieurs.

D'ailleurs, on verra facilement que les méthodes employées

(*) Nos recherclies sur les formes à plusieurs séries de variables ont été

publiées dans le Bulletin de l'Académie royale de Belgique ^ o'^^ série, t. II,

p. iO; C. B., t. XCII, pp. 1048 et 1103; t. XCIII, pp. 264 et 509;

t. XCIV, pp. 51, 69 et 424; Jtti deW Accademia de' Nuovi Lincei, t. XXXI

V

et XXXV; Atti délia B. Accademia di Torino, t. XVII.
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sont, la plupart du temps, applicables aux formes d'ordres quel-

conques, ou, tout au moins, d'ordres impairs.

Ces involulions ont été conçues par Poncelet, mais à part

l'involution du premier rang, cet illustre géomètre s'est borné,

sur ce sujet, à des vues générales.

Après lui, M. de Jonquières a publié un mémoire sur le

même sujet, restreint toujours au premier rang; M. Cremona,

auquel la géométrie est redevable de si beaux travaux, l'a traité

également dans son Introduction à une théorie géométrique des

courbes planes.

Notre savant confrère, M. Folie, en retrouvant, de son côté, les

théories de Poncelet, les a appliquées aux courbes et aux sur-

faces supérieures et en a tiré de remarquables résultats (1872).

Presque vers la même époque, M. Em. Weyr publiait divers

travaux sur l'involution (*).

Jusque-là tous les efforts s'étaient bornés aux involutions du

premier rang.

Nous croyons avoir été l'un des premiers à aborder l'élude

des involulions des rangs supérieurs.

M. Em. Weyr, dans ses travaux de géométrie, avait d'ailleurs

été amené à étudier ces involutions à peu près à la même époque,

et son remarquable travail sur celte question (**) a suivi de peu

de temps la publication de notre Mémoire sur quelques applica-

tions de la théorie des formes algébriques à la géométrie.

(*) Comme nous n'avons pas la prétention d'écrire une histoire de l'invo-

lution, on nous pardonnera de ne point citer tous les géomètres, comme

Hesse, Clebsch, MM. Appel, Battaglini, Cayley, Darboux, Laguerre,

Rosanes, P. Serret, etc., qui ont traité des sujets particuliers se rapportant

à cette théorie.

(**) Ueber Involutionen n""' Grades und /{'"''Stufe, Sitzb. der Kais. Akad.

IN WiEN, avril 1879.
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Pour ne pas multiplier les synonymes, si fâcheux dans toutes les

branches des sciences, nous avons, en général, adopté la termi-

nologie de M. Weyr et abandonné les dénominations différentes

que nous avons employées avant la publication de ses travaux.

Préoccupé avant tout, comme nous l'étions, de découvrir les

extensions analytiques des théories si connues et si fécondes,

employées pour le second ordre, nous avions recherché l'ana-

logue du rapport anharmonique. Les invariants élémentaires, qui

lui correspondent, s'étaient présentés à nous, au moins pour le

troisième ordre, dès 1877. Néanmoins, nous n'en avions fait

aucune application purement géométrique, de quelque impor-

tance, à l'époque où M. Folie nous communiqua ses travaux sur

ce sujet (octobre 1877).

Celte découverte complétait l'analogie entre les ordres supé-

rieurs el le second ordre.

Depuis lors nous avons traité celte question, d'une manière

plus approfondie au point de vue analytique: nos recherches ont

été consignées dans le travail que nous avons publié en commun

avec M. Folie, et que l'Académie a bien voulu faire imprimer

dans ses Mémoires.

Nous y montrons, de plus, comment cette notion découle,

en quelque sorte forcément, de la théorie de l'involulion, et

cette démonstration justifie l'ordre que nous avons adopté dans

le présent travail el dans le mémoire que nous venons de citer,

puisque, parti de la conception fondamentale des homographies,

nous sommes conduit, pas à pas, à l'involulion et au rapport

anharmonique.

Pour compléter cet ensemble de recherches, nous avons

rattaché, à l'involulion, la théorie des points conjugués harmo-

niques el des groupes polaires.
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De cette façon, il n'est pas un point fondamental des théories

du second ordre qui n'ait son analogue pour les ordres supé-

rieurs.

Dans cette introduction, nous avons été amené à parler, peut-

être plus qu'il ne conviendrait, de nos propres travaux; peut-être

y avons-nous attaché une importance trop grande : ce qui nous

rassure un peu, c'est l'accueil bienveillant qu'un illustre géo-

mètre, l'auteur de tant de découvertes profondes sur la théorie

des formes, sur celle des fonctions et notamment des fonctions

elliptiques et abéliennes, a bien voulu faire à nos travaux sur

les formes à plusieurs séries de variables, fondement des appli-

cations que nous venons d'esquisser rapidement.

Une considération encore nous a engagé à faire cet exposé

succinct, c'est le désir de montrer ce qui revient à la Belgique

dans le développement de cette partie de la Géométrie. L'Uni-

versité de Liège, notamment, peut revendiquer, à bon droii,

une partie de ces progrès. Il nous suffira de mentionner les

travaux si remarquables de Brasseur, pour ne parler que des

maîtres qui ne sont plus. L'influence de ce géomètre éminent

n'a pas cessé de se faire sentir parmi nous; nous serions

heureux, pour notre part, si nous pouvions espérer de continuer,

dans la mesure de nos forces, à conserver cette tradition et à

faire progresser, si peu que ce soit, l'étude de la Géométrie

supérieure.

Liège, le 18 avril 1882.





ESSAIS

DE

GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE DU TROISIÈME ORDRE.

CHAPITRE PREMIER.

HOMOGRAPHIES DU TROISIÈME ORDRE.

§ i.

Définition. — Si sur trois droites {ou sur trois supports

unicursaux), nous prenons des points tels que deux d'entre eux

étant donnés sur deux droites, il ne corresponde, à ces deux points,

qu'un seul point sur la troisième, nous dirons que ces trois séries

de points appartiennent à une homographie du troisième ordre et

du second rang (*).

Nous représenterons une telle homographie par la notation H2.

Trois points appartenant à un même groupe seront dit homo-

logues.

Si nous convenons que chaque point soit représenté par les

(*) A. F. A., p. 17. Nous désignerons, dans ce qui va suivre, par cette

abréviation , notre Mémoire sur quelques applications de la théorie des formes

algébriques à la géométrie.
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coordonnées homogènes Xi, x^; j/j, ij^; Zi, z^, il est visible que

l'homographie H' peut être dédnie par l'équation

f= a^a'^a';: = bj)]jb",= ....= 0, (1)

011 nous posons

aittla, = biblb'l= • . . = a^,;

de façon que, sous forme explicite, l'équation (1) devient :

+ Ct'î'îl-^'iy^^l +" tt222"^23/2^2 ^^^ "•
(^)

De la forme même de celle équation, il résulte :

Théouème I. — Une homographie du troisième ordre et du

second rang est définie par sept ternes de points homologues.

Le théorème énoncé est, en quelque sorte, évident, car la

connaissance de sept ternes de points homologues donnera

sept équations linéaires qui permettront de déterminer les sept

rapports —

.

ajij

On en déduit qu'il existe une relation entre huit ternes de

points homologues.

Pour arriver à l'expression de celte relation, représentons

par Xn, ^,2; y.,, y.^; Zu, Zi^, les coordonnées des points d'un

groupe.

Alors d'après (2), nous aurons

p=2 9= 2 j-= 2111 a XipjjiZir = 0, ?: = ! , :2, . . . 8.
p= l q= l r= l

Ces huit équations linéaires étant vérifiées en même temps,

par rapport aux inconnues aj,,^, on a

D = 2 ± [XnynZu • X2d2/2i^22 • Xuy-oiZ^i • • • • aCgîî/sîZsa] = 0.



( 11
)

Donc

Théorème II. — Lorsque huit ternes de points appartiennent

à une homographie du troisième ordre et du second rang, il existe

entre leurs coordonnées la relation D = 0.

La multiplication du déterminant D, par un autre détermi-

nant de même forme, va nous conduire à une seconde expression,

excessivement simple, de cette relation.

Soit

D = 2i rfc [(XijYisZia) (— ^-ii^^i^n) (—X32Y31Z32) • • • • (— XgiYgiZgjjJ,

les quantités X^, , X.j; Y„, Yjj-, Z,i, Z,^, étant absolument

quelconques, de telle sorte que D' est, en général, différent de

zéro.

D'après cette forme de D', il est visible que le terme général

du produit DD' pourra s'é( rire

{X^Xi^— Xa2.X',.j) (Ynî/fi — ^t^ya) (ZhZ,-2 — ZajZ,,)-

Représentant ce produit parM^,, on aura

DD' = 2 zb [MHM22W33 . . . ifgg] = (3)

Cette égalité entraîne la suivante :

\illn -+- A2i/,2 -4- >3M|3 -V- ),iWu -< ^- V^18^ 0?

ou bien, sous forme plus explicite :

t= 8

2 Pi (Xiai-,-2— X2a;ii) (Yii/,2 — Y^ijn) (ZiZ,2 — Z^z^) = (4)
1=1

Nous avons supprimé les premiers indices des X, Y, Z,

puisque ces quantités sont arbitraires.

Il est facile de voir que, réciproquement, l'identité (4) conduit

à l'égalité D = 0.
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En effet, si l'on développe le premier membre de (4), les

coefficienls des quantités X^Y^Z^, où p, q, r peuvent prendre les

valeurs 1 et 2, sont nuls séparément.

Celte condition nous donne huit équations linéaires, par

rapport aux paramètres p^, équations qui sont vérifiées et dont

le déterminant est, par suite, égal à zéro : or ce déterminant

n'est autre que D.

Par suite

Théorème lli. — L'homographie du troisième ordre et du

second rang peut être caractérisée par l'identité

8

I Pi [XiXti — Xax.i) (Y,î/,.2 — Y^yn) (Z,2,.2 — Z^z^)= 0,

où les quantités Xj, X^; Yj, Y2; Zj, Z2 sont arbitraires.

De celle identité , on peut déduire un grand nombre de formes

de la relation qui existe entre huit ternes de points appartenant

à une Ht
Il suffit, en effet, de donner aux X, Y et Z des valeurs parti-

culières qui annulent un certain nombre de termes du premier

membre, puis d'écrire que le déterminant des équations en pj,

obtenues de celte façon, est égal à zéro.

L'égalité /"=0 peut s'écrire

^i.î/i [«iii^i + «11222] + 3:,r/2 [ «121^1 -+- «12222] -t- x^yi [«211^1 -*- «212^2]

-1- Xi^y^
[P-'iii'^i

~^ ^^22222] ^^^ t),

et de deux autres manières analogues.

Il en résulte immédiatement :

Théorème IV. - Dans une homographie Wl, à un point donné

correspond une homographie quadratique.

Celte même relation peut encore s'écrire

df df
3c, 1— + X2 -^ = 0.

axi dx^
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Par suite, comme nous l'avons dit dans la définition, à un

groupe de deux points >?(?/i, 1/2, ), 'C(zi,z^,), il ne correspond,

en général, qu'un seul point ^ {Xi, x^).

Cependant, ce point | est indéterminé si l'on a, à la fois,

df _ df _
dxi ' dx^

Ces deux équations définissent deux homographies quadra-

tiques.

Or, nous savons que deux homographies possèdent, en

général , deux couples communs.

Nous avons

df d'f
y2

dY
dxi dxidyi ' dxidy^

df dY d'f

i- = yi 1—1- + ^2
dx2 dx^dyi dx^dy^

Par suite, les deux points Ç seront représentés par l'équation

dY dj

dxidyi dxidy.2

d'f dY'

= 0.

dx^dy^ dx^dy^

Comme f= a^a'^aZ = bjb[p"^

,

celte équation pourra s'écrire

0-2= [ah) [a'b') ajàl = 0,

Les deux points j^, que l'on doit associer à ces points Ç, seront

représentés par

<x,= [ah] {a"b") a,b', = 0.
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Si l'on veut que le point yj soit indéterminé, on trouvera de

même que les points Ç et t seront représentés par

(72= [ab) {aV) (jî'X= 0,

(To = (a'6') («"6") «x&x= 0,

ces points devant être convenablement associés.

Ces éléments seront appelés les éléments neutres de l'homo-

graphie; on voit qu'il en existe deux dans chaque série.

En conséquence :

Théorème V. — L'homographie du troisième ordre et du second

rang possède trois couples d'éléments neutres.

Nous nous occuperons tantôt des trois formes quadratiques

Si les trois séries homographiques sont distribuées sur une

droite, nous pourrons supposer qu'elles soient rapportées aux

mêmes origines.

Alors, si dans l'équation f^O, nous posons

Xi = yi = Zi , x<i= î/2= z<i ,

nous obtenons une équation du troisième degré

-4= 0,

qui définit les groupes unis de l'homographie.

Nous arrivons ainsi à la propriété suivante :

Théorème VI. — Dans trois séries homographiques super-

posées, il existe trois points triples.

Il sera utile de développer .maintenant la théorie de la forme

trilinéaire

afin d'arriver à d'autres propriétés de l'homographie Ht
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Nous venons de signaler les trois covariants (')

""o= «^oo^rf -t- 2o-oiX,a;2 -- o-02x|,

C'a= "20^1 -t- âffgiZjjZî + (Tj^Zj.

En développant, on trouve

0'o= -^ [(Cinai22 f'n2^12l)*l "^ (^111^222 ^~ Ct2H'*fl22 ^112^221 ttluf^UV^l'^^i

-4- (02220211 02210212)^2 J 5

ffi= 2 [(a„iOî,2— OnjOan)!/! + (onia222 -+- 01210212— OhjOsî!— a2iiOi22')t/i2/2

+ ( 02220i2l 022)Oi22)î/2 J 5

0'2= -^ [(OlllOzil OljiOjiiJIi -4- (01110222 *" '^112^221 01210212 02uaj22)ZlZ2

"*" (O222OU2 02120,22)^2]-

Écrivons, pour abréger,

(7i
= 2 [/)'!/? -i-{t-*.t" —t' —t"')yiy^-^q'yl],

ff^='i[p"zl-^{t-+- t'"— t' — t" )ZiZ^ -^q"zl].

Si nous représentons par Ao, A,, As, les discriminants de ces

trois formes quadratiques, une vérification facile nous montre

que l'on a

Ao= ^[^p'q' + '-2p"q" ~{t—t' f-(t"-t"'Y],

A^= ^[^pq ^2p"q"— (t-t" f-{t' -t"'f],

A2=2[2pg -+-2p'7' —{t-t"'f— {t' — t"Yl

(*) F^a théorie analytique des formes trilinéaires a été exposée par nous,

dans les travaux suivants : C. R., t. XCII et XCIII; Atti deW Accademia

de' Nuovi Lincei, t. XXXIV; Bulletins de l'Académie royale de Belgique,

S"^ série, t. II, p. -iO.
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De ces expressions, on déduit les égalités suivantes :

Ao— 2Ai-+- A2 = 0,

Al — 2A2 -*- Ao= 0,

A2 — 2AoH- Ai = 0;

On peut, au surplus, faire usage des notations symboliques

pour arriver à ces égalités.

Soit

a,r=[a'h'){a"b")aX'

2(a'6') {a"b")aA {a'b') {a"b") [a^b^ -4- «A)

{c'd') [c"d") [Cid^ -4- Ca^i) '•2[c'd') {c"d")Cidi

2(c'<i') {c"d")Cidi [c'd') {c"d") {Cid^ + c^di ) 1

{a'b') {a"b") (0,62-+- «A) 2(rt'ft' {a"b")a^h^_
\

= 2 {a'6') (c'rf') (a"6") (c"rf")
[
[ad) [bc) 4- (ac) [bd)].

Les deux termes entre parenthèses sont égaux, comme on

s'en aperçoit en intervertissant les c et les d.

Donc
Ao= (a'6') {c'd') (a"b") {c"d") [ad) {bc).

De même
A,= (a"6") {c"d") [ab] [cd) {a'd') {b'c')

\= {ab) (cd){a'b') {c'd') (a"d") {b"c").

Des deux premières, on déduit, en intervertissant les 6 et

les d :

Ao + A,==(a"rf") {c"b") [{a'd') {c'b') (ab) (de) -t- (ad) (c6) {a'b') [d'c')].

En ajoutant

— 2A2= (a"c/") (c"b")[{ab) (cd) {a'b') {c'd') + {a'b') {c'd'] {ab) {cd)],

on trouve

Ao- 2A2-4-Ai=(a"rf") {b'c")
[
{ab){cd) {a'c') {b'd')+{a'b') (c 'd') {ac) {bd)].

Le second membre changeant do signe quand on y intervertit

les 6 et les c, on a

An — 2A2-+-A,= 0.
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d'où l'on déduit

Ao = Al = A2.

Ainsi

Les trois covariants (Tq, o-j , Cg, ont même discriminant.

Nous représenterons cette fonction par la lettre A, et nous

l'appellerons le discriminant de f.

En combinant un des covariants a avec /", on obtient une

nouvelle forme triiinéaire importante.

Soit K cette forme, définie par l'égalité

K= i
((7oa) fffl^aX-

(To = {a'b') {a"b") a^b^; /'= b^b'yK= c^c'ycZ = . • • •

Par suite

K = f [(«'6') {a"b") {ac) b^c'yCl -*- [a'b') {a"b") (6c) a^c^c^j.

Comme nous pouvons intervertir les a et les 6, nous aurons

K = {a'b') [a'b") {ac) b^CycZ.

En combinant C7i avec/", on trouverait

K' = {a"h") (ub) [a'c') b'yC^c'l.

En conséquence

K— K'= {a"b")c' [{a'b') {ac) b,c[ — {ah) [a'c') 6/,].

Cette expression montre que

K— K'= 0.

Donc:

La 'première transvection des trois covariants o-^, o-j , o-g sur la

forme irilinéaire f donne naissance à une seule forme triiinéaire K.
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En posant

K = kj^'yk".,

et en développant l'expression symbolique précédenie,on trouve:

["m%21 -+- 2aj,iMj22«212 flll2(f<Hl«222 + fli2lf'212 "•" f'2nOl22^ l'^l^ 1^2

[ f'l2lf'212 "•" -C[m^l22f'221 ~ ^121 (^11 1*^222 "+" ^211^122 + (^Wi^hti) \^ ["^
•i.'^

i

[f'2nC'l22 + 20,110221 f'212 f'sit (^'111^222 "•" f^Wif^hll "+" fl2lf'212) ]-^2f/l2;i

-+- [ai220'2U ~^ 2fl2220fn2'^121 C 122 > ^222^111 -^ 0221^112 "*~ f'212'^12ll J^1^2^2

-f- [02i2f*l21 "+" 20222f'2U^I12 ^^212 (^222f'lH •+" O122Q21I "+" ^22lf'n2) J^2.Vl^2

+- [022l'ïll2 + 20222^2nf'l21 ^221 (^'222^*111 ~*" ^212^121 "•" ^122f'2ll) J-^2y2^l

[ 0222*^111
"* 2022lC2i2Cf|22 ^222 (^22lf''H2 ~^" '^'212^^121 -^ '^122^2n) J-^2.V2^2'

Les expressions précédentes de o-q. c-^r o'2î A A et K per-

mettent de vérifier la relation suivante entre ces six fondions

ia,a,G,^i^P=-V.\ (S)

Elle peut d'ailleurs se déduire d'un théorème plus général.

Soient

deux formes à trois séries de variables.

Désignons par (f, ©)x le covariant

par (/", ©)a;j/, le covariant

(oa) (6|3) ar'<''~'&r~*pr~'c?vP', etc.,

nous aurons

(A ?)x • (A ?).= - ê[r (?> ?')., - 2/-î> (/•, ?),, H- .^ (/, /-y. (G)
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Si nous posons, dans cette relation générale,

nous serons conduit à lequalion (5).

Supposons que A soit différent de zéro.

L'équation (5) peut s'écrire

iAP -f- K'= — 4(7offi(T2,

ou

Appelons Wj, %; Ui, Vç;,; Wi, iv^, les facteurs linéaires de

o-Q , (7,| , o-g , convenablement groupés.

L'équation précédente donnera évidemment lieu aux deux

égalités

— A ^.

f=z alliVilVi

,

(7)

K— \/ ^-/'^ — PM2V2W2, (8)

a et (3 étant choisis de telle sorte que l'équation (5) soit vérifiée.

Il en résulte

2 K = al^jVitOi — pH^V-ili^. (10)

Ces relations peuvent encore se démontrer bien simplement

de la manière suivante.

Considérons la forme trilinéaire

Il est facile de voir que ses covariants quadratiques sont
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Ces covarianls s'annulent pour

Mais, quand une forme trilinéaire a ses trois covariants nuls,

elle se décompose en trois facteurs linéaires (voir p. 25).

On pourra donc poser

d'où la forme indiquée pour f.

l'ar uu changement convenable d'origines, c'est-à-dire par

une triple substitution linéaire, on peut donc, lorsque A est

différent de zéro, donner à /" la forme canonique

!l est aisé de se rendre compte de la raison pour laquelle la

substitution linéaire n'est plus applicable lorsque A est nul.

Nous avons

Ui = aXi -4- hxi\ W2= o-'xji -+ h'x^;

«1 = wy, -+- ny^', v^ =m'i/, -+- ti'y^',

w,= Izi -+- pz<i; Wi= l'zi -+- p'z^.

Si A = 0, les deux facteurs w,, % étant identiques, on a

«6' — 6a'= 0.

On ne pourra donc point résoudre ces équations par rapport

aux anciennes variables et passer à la forme (9) ou (11).
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Si nous écrivons i'équalion (11) sous la forme plus explicite:

f^ ttm [axi -4- a'x^ (6?/i -\- b'y^) (cz, -+- c'z^)

-4- 0222 («a^i -+- a' ^2) i^yi -t- P'2/2) (r^i ^- r'^2),

nous aurons

ff„=(6p)(cr)W|W2; (Ti= ;cr)(aa)viU2; ff2= (aa) (6p)M;iW2;

A=(a«r(6p)^(cr)%

ou, symboliquement, en se servant des covarianls linéaires Ui,

ti^ ; Vj, v^'-, Wi , W2',

(T(,=={viV^ (WlWi)u^U2•, o-i=(wiW?2) {ihU2)viV^; G^=^UiU^ {viVîj'WiW,^;

ùi= {UiU2f [ViV^Y {WiW^f.

Si nous employons là forme canonique (11), nous aurons

Posons, pour abréger,

= i>«in + pain «222) fi >fi ?i -+-(>a222— f*aina222)f2'/2S2;

puis

Nous vérifierons aisément les relations suivantes :

(,7,.))^= 9(7, (15)

Av= e^A (14)

I dd de \

La formule (15) nous fait voir que

Ko,= -~âAY.
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Les deux fonctions /"el A; jouissent ainsi d'une véritable réci-

procité.

Il est facile de voir, par exemple, que l'on a les relations

analogues

A

Les autres combinaisons de K et f ne donnent lieu à aucun

covariant nouveau.

Ainsi

(aft) [a'k') {a"k")= A,

( ak ) a'ya.k'y]i'.=— h'^i'^i'^

( a'k' ) (Ca^kik^=— J (72<7o

,

{a"k") a.a'ykXj=— i o"o<^i •

{ak) {a'k') a.kl= {a'k') {a"k") a^k^= {a"k") [ak) n'^kl^O.

Le système des covarianls de f se compose exclusivement des

six formes que nous avons rencontrées jusqu'ici.

Nous devons maintenant étudier le cas où A = 0.

Il résulte, de ce que nous avons dit, que la forme (41) est

impossible, au moins en général.

Tout d'abord les trois covarianls o- sont des carrés; le cova-

riant k est décomposable en trois facteurs linéaires qui sont les

racines carrées des c-.

Supposons, pour un instant, que la forme canonique (H) soit

possible, en même temps que la condition A= 0.

Il résulte des expressions symboliques, que nous avons don-

nées, des (7 et de A, que, dans ce cas, deux des covarianls ct sont

identiquement nuls et que la forme f devient, par exemple

f=Ui [alllVltv^ -+- a^^^v^iv^
] ,

c'est-à-dire est décomposable en une forme linéaire et une forme

bilinéaire.
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Nous voyons encore que si l'un des covariants o- est nul , il y

en a un second qui le devient et que la forme trilinéaire est

divisible par la racine carrée du troisième.

Ces conséquences doivent être démontrées directement, puis-

que nous les avons déduites de l'existence de la forme (11), forme

dont la réalilé n'est pas démontrée.

Supposons que o-q soit identiquement nul.

Il en résulte les trois équations suivantes :

'^111^222 ^~ ^211^122 ^iU^Uï— ^112^221 ^^^^^ '-'

;

,' (t O)

Q222Q2H Ct2l2'^221 "•

A est naturellement égal à zéro.

En tirant parti de la première et de la dernière des équa-

tions (16), on met la seconde sous la forme

(«112^221 0[i22tt2u) ('*121<*212 ^122^211) = ^^

On a donc un des deux systèmes suivants :

^111^^122 C!n2C(j2l= U,

Cfl2l'^212 ^h^^^ill ^^^ "î
/ ( )

^222^21 1 ^'221^212 '^5

f'ui^d22 ^112^121 = t>,

^112^221 ^122^211 ^=^ "5
^ (1 8)

C(222f'21l C22iC(2)2 ^^ "•

Nous ne nous supposerons pas, d'abord, que les deiix systèmes

soient vérifiés en même temps, c'est-à-dire qu'au système (17),

nous ajouterons l'équation

'^112^221 ^122*^211 ^^^ ^3 V^ "^j

et au système (18), l'équation

ai-2i02i2 — Oi22«2u = >-' (20)
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De (17), on conclut

Oin ^121 tti\i (lai

^112 ^i2i ^212 ^222

Ces éqnalions donnent

^iH<*212 ^112^211= 0)

^in0222 Œnjajji = 0, £ïi2i«2i2 OSlSÎ^ÎH = >

'Ï2220!l21 <Ï221^122= 0-

En conséquence a, ^0.

De plus

Donc

Par suite

et

En outre

ftljj 1 tti22 1

ttm p' ai2, p"

^inC'221 — (^m^m '^^^ P^-

OiU = pCtj22 j Û2H = PO'HÎ .

fllllff222 Cfl2l'*212= ^J

aiH«222 "*~ <ÏU2<Ï221 <ïl2lW212 0211^122 = '^^ •

^«2^822 C!l22CfM2= "" *

En conséquence

Les mêmes équations donnent

+- W|223Cl3/2^2 "*" Cf2i23!^2^1'22 "*" tt^i^X^y^Z^ ,

^{pzi -H 2^2) («in^cj^i H- ai22Xiî/2 -^ au'îX.iyi -+- 0222X22/2)-
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Le fadeur bilinéaire n'est pas décomposable, puisque l'on a

^112^222 ^122^212= "•

P

Lorsque le système (18) est vérifié, on a :

On en déduit

^m ^H2 ''^211 ^212

ttiji ^122 OI22I 0^222

,
= 0',ffi = -[qyi + 2/2]^;

9

f={qyi -+- y^ [«izia^i^i -*- «i223Ci«2 -*- «2213^221 + «2223^222]-

Toutes les conséquences que nous avions annoncées sont, par

suite, vérifiées.

Si les deux systèmes (17) et (18) sont vérifiés en même temps,

on a à la fois,

O-Q^ 0, (Ti^ 0, ff2^ 0,

ei la forme trilinéaire est décomposable en trois facteurs

linéaires.

On voit bien que la forme canonique est possible, et même
d'une infinité de manières, puisque le facteur bilinéaire peut

toujours s'écrire

Alors

OU prend d'autres formes analogues.

Il résulte, de ce qui précède, que dans le faisceau /)^, il

existe deux formes trilméaires décomposables en trois facteurs

linéaires.

Ce sont celles pour lesquelles le rapport - est donné par

l'équation
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En effet, dans ce cas, les trois covariants {(7i)x^L sont idenli-

quemeni nuls à la fois.

Lorsque A= 0, sans qu'aucun des covariants o- s'annule, on

peut chercher une forme simple de f.

Or, on peut, par une transformation linéaire, faire passer à

l'infini les points doubles donnés par (7q=0, c7i=0, a-2=0.

Alors, on aura

""lio = «''ui
=^

j Cio= "'m ^=^
; (T20= f-ai= 0.

Ces conditions seront vérifiées en même temps si l'on pose

ChI= ^112 "= ^121= ^[211= ^5

de telle sorte que /"pourra s'écrire

o-ii^Xiifi^Zn, -+- 0212^23/1^2 "^ 0221X2^2^1 "*" ci22<iOCiy^z^.

On aurait pu arriver à la forme analogue

«uiXi^i^i -4- ai^iXitjiZi + an2XiyiZ.2-+- a^nX^jjiZi.

Mais on peut arriver à une expression canonique, applicable

dans tous les cas, et qui sera utile dans la suite.

Pour cela , soient:

^ô-: ^'5, Cî

neuf points tels que les ternes obtenus en prenant un terne

quelconque du déterminant formé avec ces neuf éléments, con-

stituent des groupes de points homologues de l'homographie

f=0.
Alors f pourra s'écrire

/'^ p {Xi—âiX^) (î/i— c?2^-2) (3ri— (J3Z2) -^P' {Xi—ô'lx^) Cvi— %2) (^1— (^322)

-4- p'
' [X,— âlx,) {y,— %2) (zi— ^3^2)- (21 )

Cette forme sera évidemment possible si la condition énoncée

est vérifiée.
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Choisissons d'une manière arbitraire les points ^i, â'^, «Jâ', par

exemple.

Ils détermineront, sans ambiguïté, ^35 «^s'-

il suffira maintenant de choisir (^i' de telle sorte que â'i, t?2. <^5,

^î', c^â, (?3 faisant partie de l'homographie, il ne corresponde à

â^ â'^; (^2 (?3 qu'un seul point (?1.

Le point ^[ n'est donc astreint qu'à vérifier uneseulecondition.

Par suite, la forme (21) est toujours possible.

La forme (11) nous permet de trouver des relations où entrent

les rapports anharmoniques du second ordre.

Soient ai, SI', ^25 4; ^z,K les six éléments neutres et repré-

sentons par ti, ^i, Çi; fa? i-2> ^a? les rapports -, etc., caractéri-

sant deux ternes de l'homographie

De l'équation citée, on déduit

«lii (ti— (?.) {m— ^2) (?,— c?ô) + «222 (ti— (?;) («^i

—

'^'2) (ç,— cJs)= 0,

«111 (§2— ^\) ("^2 — «^2) {^2— ^5) -«- «222 (^2 ^[) ('Î2 — (^2) (?2 ^s)= 0?

La combinaison de ces deux équations donne

(?1, §2, ^l, ^l) {^l, 'Î2, ^2} ^^) (?15 <^25 ^Z-,^z)='^1 (22)

où nous employons la notation habituelle des rapports anhar-

moniques. Cette relation est due à M. Schubert.

Soient, de même, fi, ii, ?,, s^, Hj, Zj, deux groupes de points

appartenant aux homographies.

f=0, k = 0.

Par un procédé analogue à celui que nous venons d'employer,

on trouve :

(f,, Si, â,, ô[) {^,, H„ 4, <?;) (^., Z„ (?3, ^3)= - 1- (23)

Si donc l'on considère

comme définissant les points doubles de trois involutions qua-
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dratiques et que l'on se donne un groupe |^, <fi, Çi, de l'homo-

graphie f=0, les trois points Si, H,, Z], homologues de l\,^i, Çi,

dans ces trois involutions, constiiiieront un groupe de l'homo-

graphie K = 0.

Il en sera de même des groupes

Çi > "îu Zj
; Çj , Hi , Ç, ; S) , jfi , Çj ;

2i5 H), î^i; Sj, )^|, Zi;Çi, Hj, Z^.

En se servant de la relation (22), il est facile de construire

des lernes de points homologues.

Cette relation devient d'ailleurs illusoire dès que A = 0.

Nous pouvons représenter une homographie f=0, pour

laquelle A est différent de zéro, de la manière suivante (*).

Soit un triangle ABC sur les côtés duquel nous prenons trois

points c, a, b.

Toutes les coniques qui passent par c, a, b déterminent sur les

mêmes côtés des points c', a', 6'.

Il est visible que ces points représentent, sur les côtés du

triangle, une forme trilinéaire, dont le discriminant n'est pas

nul.

En effet, par le théorème de Carnot, on a

Ac Ba.Cb.Xc'.Ba'.Œ — Xb'.Bc'.Ca'.Ah.Bc.Ca^O.

D'après cela , il est évident que les couples AB, BC, CA repré-

sentent les éléments neutres de l'homographie.

On peut encore la tigurer autrement.

Soient, dans l'espace, trois droites arbitraires X, Y, Z, et un

point P.

Tous les plans qui passent par P déterminent, sur X, Y et Z,

trois séries homographiques, car chaque couple de points, pris

sur X et Y, par exemple, détermine sur Z, le troisième point.

C) V. c. R., t. XCIII, p. 809.
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Les trois plans PX, PY, PZ déterminenl respectivement

sur X, Y et Z des couples de points ^^ è'r, d^, d'^; d^, d'^ qui sont

les éléments neutres de l'homographie.

En effet, supposons que ces points soient déterminés comme

l'indique le tableau suivant :

PX â„ S,

PY <?,, â',

PZ ai , ^2

Les points (îj, B^, P, déterminant un plan passant par X, le

point X, qui correspond à (Jj, ^3, est indéterminé.

De plus Vèld'5 sont en ligne droite.

En effet, les deux plans PY, PZ se coupent suivant une droite,

passant par P et s'appuyanl sur Y et Z.

Dans ce cas encore, les deux points (^â, ^5 ne déterminent pas

un plan unique et, par suite, le point x qui leur correspond

est indéterminé.

Si les' trois droites X, Y, Z concourent, nous aurons une

homographie où A= 0.

Si le point P est sur l'une des trois droites données, nous

avons la représentation d'une H^ décomposable.

2.

Définition. — Les groupes de trois points qui appartiennent à

la fois aux deux homographies du second rang, définies par les

relations

/'^ a^a'ya'^= 0; y^ «xa^aj' = 0,

constituent une homographie du troisième ordre et du premier

rang.

Nous représenterons une telle homographie par la notation H,.

Le système des covariants des deux formes /"et 9 éiant fort
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compliqué, nous nous bornerons à mentionner ceux d'entre

eux qui nous seront utiles dans la suite (*).

1! est d'abord visible qu'une homographie, définie comme

nous venons de le faire, existe réellement. En effet, à un

point ^, correspondent dans f et 9, deux séries homogra-

phiques Hj, Hi^ homographies qui possèdent deux groupes

communs j^i, Çi; 1^2» ^2-

Par suite | iji Çi , 1 1^2 ?2 consliluent deux ternes de Hi.

Pour exprimer les relations entre les f et les ;^, les ê et

les c;, etc., on a les équations

( aa. )o'yOt.lala.'!.=]i'^ul==i), \

( aa.' ) ajx^ajx.'. = fji =0, > (24).

(a"«") OA«>.v= ''xPy =" 0- )

D'après cela, à chaque point ;^, par exemple, correspondent

deux points t et deux points Ç qui, convenablement associés,

constituent les deux couples communs aux homographies Hf, Hi^

que nous avons mentionnées plus haut.

Mais si nous regardons la première des formes (24) comme

une fonction quadratique des z, le discriminant de cette forme,

égalé à zéro, représente quatre points y, pour lesquels les deux

points s coïncideront.

Ces groupes de quatre points seront appelés les 'points de

ramification de l'homographie.

Ils sont représentés par les équations suivantes :

(pp')^r^r;^ = 0; {Be'fHfJ^O;

(pp ')y.CT,?= ; ( « r )- e! e:- = 0.

Nous allons démontrer d'abord que ces six covarianls sont

égaux deux à deux.

(*) V. c. Le Paige, Sur le système de doux formes trilinéaircs, Atti dell'

ACCADEMIA de' Nl'OVI LIjN'CEI, t. XXXV, 1882.
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Pour arriver à leurs expressions, il sera nécessaire d'inlro-

duire de nouveaux covarianls que nous allons faire connaître.

Considérons le faisceau de formes trilinéaires

Nous pouvons former les covariants quadratiques de celte

expression.

Nous trouvons ainsi

Les expressions symboliques des covariants compris dans

cette forme générale seront

S^= (ci'h') (a'h") ajb,; si = («'a') {a"a") a,a^; al= (a'[3') {ci"p")a,p/,

SI = {a'b") {ab) a'yb'y ; s] -= [a"a") («a) «>;; al = {u"p") («p) a^f^;

S!=(a6) {a'b') a'K; sl= (««) (aV) «X; (7|=(«j3) (a'j3') a-lp'^.

Formons maintenant le covariant [pp')^ ^l-^'^^.

Un léger calcul montre que l'on a

- [pp'fr^lT,^, = (aoL) (6j3) [{a'b') (a'8') + (a'[3') (a'6')] aXX'p:.

Mais

(«a) (6p) = (rtî3) (/)«) -+- (a6) (ap).

D'oîi

i
- (pp'f rs^-^l^ \_{oh){^.p) — (a|3)(*6)] \_{a'b') («'[3') -+- (a'p')(«'6')] aXôl'p;'

= («6) (a'6') aX' • («P) («'|3>."(3L' — («P) («'P') <S;^ • («&) («'^Z) «X
-+- [(a6) (ap) (a'p') (a'6') ft^ft^p: — (a(3) (a6)(a'6') (a'[3') a'^Xp;'].

La seconde ligne s'annule identiquement.

Il vient, par suite,

(pp"f ^nrl^ =-2 [SI4 — (4)2].

D'après cela, il est visible que

{'P'p')^^\^\^
= [n'f^\%'l
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On oblienl de cette manière les trois groupes de points de

ramification :

/î = 2iSV|-[4r) = 0;

rnl=^[Slal-{slf] = 0,

Nous avons ce

Théorème VII. — L'homographie du troisième ordre et du

premier rang possède trois groupes de quatre points de rami-

"fication.

D'un autre côté, nous pouvons regarder la forme

comme quadrilinéaire, >, ("jouant le rôle d'une nouvelle série

de variables.

Cette forme a quatre covariants quartiqnes fondamentaux.

Trois d'entre eux sont les expressions /*, w*, n.* que nous venons

de donner : le quatrième est le discriminant de >/"-+- /*?, regardée

comme forme trilinéaire.

On trouve ainsi

D et A sont les discriminants de /" et ? ; D', D", A' sont des

invariants qu'il est facile de définir et de calculer.

Comme nous l'avons fait observer (*), les quatre covariants

précédents ont les mêmes invariants; en les désignant par i et j

nous aurons

e = 2(DA — 4D'A'-f-3D"');

D D' D"

D' D" A'

D" A' A

(') C. R., t. XCIV, p. 69.
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Nous pouvons, par suite, énoncer le théorème suivant :

Théorème VIII. — Les trois groupes de quatre points de rami-

fication ont même rapport anharmonique.

Aux points de ramification correspondent des groupes de

points doubles. Nous allons maintenant rechercher les cova-

riants qui représentent ces groupes.

Or, il est facile de les obtenir.

Soit une forme doublement quadratique

Formons le covariant

puis

ht = {Hr^lV:, et \] == {aocf {a'a')\

Les points doubles, de la série des x, sont représentés par

ht -f- 4U^* = 0.

Celte expression se démontre fort simplement si l'on fait

usage de la forme canonique

f=xl («002/1 -t- «022/1) + 2xia?2 • 2anî/,2/.2 + xl {a^rfi -*- Oi^yl),

que nous avons fait connaître naguère (*).

Il ne reste qu'à l'appliquer au cas qui nous occupe.

Il faudra faire ici

. ^t = ^lSlal^{slf].

On trouve ainsi

2
ht=-^t [(So, ^0)2— {So, 80)2] — lU

en posant

^x = (So, o"o)? -*- 4 {So, So)i {So, <To)l

(*) C. /?., t. XCIV, p. 4.24. Cf. Capelli, Sopra la Corrispondenza (2^2),

p. 19.

3
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Il faudra encore calculer U pour la forme

Mais, en employant la remarque faite plus haut, relative-

ment à

^f -^ n
considérée comme une forme quadrilinéaire, on i)eut observer

que les deux formes biquadriques

(a"a") ajf.jx'ya.'y et \%\ -»- 2A/as| -4- iJ?<j\

ont les mêmes invarianls.

On trouve ainsi

Nous obtiendrons, par suite, pour l'équation d'un des groupes

de points doubles

- '^x [(So, 1^0)2— (Sa, ffa) -*- {^2» «2)2 — («0» «0)2] — ^x-
5

Or on a (*)

2 [(«2, «2)2 — (•'fo, «0)2]= [(So, «^0)2— (S2, 0-2)2]-

L'équalion précédente deviendra finalement

^ï [(So, a,\ - (S2, (T^),] - >* = 0.

Pour abréger, nous ferons usage des nolations suivantes

\pQi i3"o)2 =^= 'oî \^u o^ija^ Mj (^2, CTajj= Ij

et nous reprendrons, au lieu de ij^t, les symboles

'1} "^yj ^^**

(*) Pour la démonstration de cette proposition, voir notre mémoire cité

Sur le système de deux formes trilinéaires.
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D'après le mode de formation de l'équation des points doubles,

il résultera que, aux points donnés par

correspondent les points donnés par

< (II — I2) — /"J
= 0,

et de même aux groupes de ramification

m* = 0, ni = 0,

les couples de groupes de points doubles :

It (lo- I,) _ ^^ = 0; tit {1, - lo) - V* = 0;

li (lo - 11) - A.*= ; m'^ (I, _ I,) _ ^J= 0.

D'après une propriété des formes biquadriques, les groupes

de points doubles, associés à chaque groupe biquadrique, ont

même rapport anharmonique.

Représentons, dans l'ordre où nous les avons écrits, les six

covariants quartiques par
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il est facile d'exprimer les paramètres —»—,-, à l'aide d'un seul

d'entre eux.

En effet, à

/=0, ^ = 0,

on peut substituer

{a'a.') a^a^a'^a'^= 0.

La seconde équation, résolue par rapport à — ' donnera

^i l>-l
V~^

^2 7?

Il en résultera, pour —, une expression de même forme

yj. = >"' — ^ — ^^*

.

En conséquence, on pourra exprimer à l'aide d'un seul para-

mètre et d'un radical portant sur une expression du quatrième

degré, les fondions — . —, - et les quantités qu'on en pourrait
^2 2/2 Zj » '

déduire linéairement.

Nous ferons encore observer que dans le faisceau

il existe quatre formes qui ont leur discriminant nul , formes qui

sont données par les valeurs de ^ : fx tirées de l'équation

Les covariants quadratiques de ces formes particulières sont

des carrés.

INous ne reviendrons pas sur le système trilinéaire particulier

dont nous avons parlé précédemment.
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Nous ne nous occuperons pas non plus des représentations

géométriques d'un système tel que

/•=0, f= 0.

Une pareille représentation, pour être complète, exigerait,

semble-t-il, la théorie des cubiques : or nous avons en vue,

précisément, de développer ce qui est nécessaire pour établir

cette théorie (*).

Il nous a donc paru préférable de nous borner à ces quelques

notions fondamentales.

Avant d'abandonner ce paragraphe, nous rechercherons encore

les groupes communs à trois homographies

f =r= a^a'^al= 0, ^ == 6^6^6^'= 0, <p = c^c'/^= 0.

A un point Zj , «2> P^r exemple, correspondent trois homo-

graphies quadratiques {théorème IV) :

Xiyi {ttmZi + an^z^) -+ Xiy^ («lai^i -*- 01222^2) + x^yi {a^\iZi + «212^:2)

-i- 0:23/2 (a22i'2'i -*- «222^2) = 0,

Xiyi [bm^i -*- 61,2^2) -t- aîiî/2 (^121^1 -+- 6122^2) -t- x^yi (621122) -^ 6212^2)

-t- ^2^2 ("221^1 "^ 0222^2] ^^^ "î

3f).Vi (Cm 2, -t- Ch2^2) + a;iî/2 (Ci2iZ, + Cj22Z2) -*- aJa^i [Cm^i -+- CaijZa)

H- X2Î/2 [pillai "*" ^222^2) ^^^^ «-'•

Nous devons exprimer que ces trois homographies ont un

couple commun.

Si nous représentons les douze coefficients, linéaires par

rapport aux z, par

Ao, Aj, A2, A5; Bo, Bj, Bj, B3; Co, Cj, C2, C3,

(*) On pourrait employer des systèmes de coniques, mais Tinterpréta-

lion perd beaucoup de sa simplicilc et de son élégance et cesse, par là

même, de présenter quelque utilité.
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cette condition s'exprime par

Aj Ao A5

B2 Bo B3

Cc2 Cq C3

Ao A5 A,
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covariants lorsque les trois séries de variables sont soumises à

une même substitution linéaire, soient identiquement nulles :

X,= (a'a")a,= 0; X2= (a"a) a;= 0; X3= («a') a^'= 0-

A cause de l'identité

X, -4- X2 -t- X3= 0,

ces conditions se réduisent à deux, ce qui exige, comme c'était

évident, quatre relations entre les coefficients.

Théorème I. — Lorsque dans trois divisions homographiques

supperposées , il existe trois points qui peuvent être considérés

comme appartenant aux trois divisions, ces séries homographiques

forment une involulion du troisième ordre et du second rang.

Soient êj, §2j ^n ^i\ ?i? Wi tu tzj ^n ^i) ^n Wj §!> ?2j ^i^^i\ Kl-, K^',

^1» ^2î î/i» î/aî ^1» ^2» quatre ternes de points homologues de

l'homographie, et supposons qu'en rangeant ce dernier terne,

successivement dans l'ordre y,z, x; z, x, y, x, z, y; z, y, x, on

ail encore quatre ternes de l'homographie.

11 en résulte que

?1>?1?1 til^lÇa ?l»f2<^l fa"?!"^! Çl'?2?2 ^2^\K2 ^i^2^^ ^t^^l

^WiK'i ^[^'X-i ^'i%^[ t^^'i^'i ^'i^îKi Çki^â ^Wi^'i ^Wi^'i

^Wi'<ï §lVl'C2 ^"iH'Xî §2Vl?d tlV2?2 ^l^'XÎ ^Wî^'i ^'WÎK'2

Xiy^z^ oc^yiZ^ x^y^Zi x^yiZi Xiy^z^ x^yiZ^ x^yi^z^ x.jyzZ^

yiZ^Xi yiZiX^ yiZ^Xi y^ZiXi yiZ^x^ y^ZiX-^ y^z^Xi y^z^x^

"i^^yi ^i^i2/2 ^i^^yi ^f^i3/i ^i^2V2 ^2^1^? ^2^2^i z^x^y-î

•^i^iy i. -^i^iy-î "^i^yi •^2^13/1 Xiz^^y^ x-^Ziy^ Xi^z^yi XiZ-^y^

Zi^/jXj z^y^x^ Ziy^Xi z^yiXi Ziy^^x^ z^yiX^ z^y^Xi z^y^^x.^

Désignons les rangées par 1, 2, 3,. ..8; les colonnes par

1' 2' 8'

A = = 0.
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Si de 4, 5, 6, 7, nous retranchons 8, ces rangées deviennent

yi{xz) yi{zx) y^{xz) y^{zx)

X] [yz) Xi [zy] 0:2 (yz) x^ (zy)

Zi (xy) z, {yx) ^2 (xi/) z^ [yx]

«i(a;?/) Xi{yz) yi{zx) z^{xy) yt{zx) x^{yz)

Le déterminant est donc divisible par {xz) {yz) [xy).

Après cette simplification le déterminant devient:

taifi^a tîiJs?! ^i^i'^î^iK%i fi'JaÇî ti»???! ^i^iKx ^iliK

^WXi ...
fiViC

y,

0-1

z, — z,

z,{xij) Xiiyz) y^izx) Zi{xy) y^{zx) x^{yz)

Zfy^Xi ZiXiy^ ^i-^sj/i ^2*^1^1 ZiX<^y<i ZiiXiy<^ z^Xi^y^ z^x^y^

—Xi

-y,

-x^

Z2 — Z2

Si maintenant, aux colonnes 2' et 5' on ajoute respectivement

3' -f- 4' ;
6' -f- 7', et qu'on fasse passer 8 au rang 4, les quatre

dernières rangées deviennent

— Zl

Xi{yz)

— Xi

yi{zx)

^2

2/2(^3;)

— 2/2

— Z2

x^{yz)

En développant le déterminant, on trouve

^={xy)\yzY{zxY

tl»?!?! (?l'?l?2 -t- tl»f2?l -1- Ça'^l^l) (Çl'?2?2 + §2'?1?2+ t2%?l ) fs'^îÇa

Çi>?l?l' (tiî^i^Z -1- çî^^i + ^âvi^l) (?1'Î2?2 + Ç2>?ï?2+- ÇI'?2Ç2 ) ?2'?2?'2

x^yiZi {x,yiZi+Xty.'.Zi-\-x^yiZi)(Xiy2Z2-hX2yiZ^+X2yiZi) x^y^z^

= 0.
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Le premier facteur de ce produit n'étant pas nul, le second

doit l'être.

Par suite les quatre ternes de points satisfont à une relation

de la forme

-+- «2 (xit/a^a -+• oc^yi^^ +- x^yiZ^) -*- a^x^y^z^ = 0.

Ils sont donc en involulion.

De la forme même de la relation d'involution, on déduit :

Théorème II. — Une involulion du troisième ordre et du

second rang est caractérisée par trois groupes de points homo-

logues.

Nous voyons, en même temps, quelle est la relation qui

efiste entre quatre ternes de points appartenant à l'involution.

Soient 00^, œ^^; y^, y^^; z.,, Zi^, les coordonnées des trois points

d'un groupe.

Supposons que i prenne les valeurs 1, 2, 3, 4, et soit

D = 2 ± [{xi,yiiZn) {x^yu^n -+- x^^iy^z^^ -+- x^^y^^z^^

Théorème III. — Lorsque quatre ternes de points appar-

tiennent à une involulion du troisième ordre et du second rang,

il existe entre leurs coordonnées la relation D = 0.

De ce théorème découle un corollaire important.

Supposons que les quatre ternes de rapports —; —, —

,

^i2 ^12 ^ii

soient racines des équations
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La condition D==0 pourra aussi s'écrire:

Uq 5ai ùa^ a^

ho ohi 362 65

Cq tiO
I oc 2 C5

do 5^1 o(/j t/5

= 0.

D'après cela, on aura

Pial -f- P2&X + P-Â -»- Pirfx= 0.

Donc

Corollaire. — Les groupes de trois points représentés par des

équations de la forme

pittl -+- p^bl + p-A= 0,

appartiennent à une involution du troisième ordre et du second

rang. v

En suivant une marche analogue à celle que nous avons

employée pour l'homographie, ou en écrivant simplement d'une

autre façon l'identité

Piul + p^bl -4- pV^ *- pidl = 0,

on peut énoncer ce

Théorème IV. — L'involulion du troisième ordre et du second

rang peut être caractérisée par l'identité

t=i

2. Pi {X^Xi^— XaXii) (Xjî/,.2 — X23/.,) (X,z,-2— XjZ;,) ==0.

Celle identité va vous permettre de trouver les différentes

formes de la relation qui existe entre quatre ternes de l'involu-

lion.

Nous pourrons faire successivement

Xi= Xii, Aj^Xj2; A£= ir;j, A2= J"22 5 Ai= J'3i, Aj= jr3j5 Ai= Xii, A2= X42-
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Ces quatre hypothèses nous conduisent aux égalités suivantes:

Pi{xnx^) {x„y2i) {xuz^) -+- p3 {XiiX',^) [xuysi) (xiiZz^)

-4- Pi [x.iXi^) (x^yt^) (XiiZi^)= 0,

pi (x^Xii) {X2^y^i) (x^iZii) -4- ps (Xai^sa) (Xnyzi) (3^21^32)

-t- Pi (x^iXis) (Xaiî/is) (0:212^42) = 0,

;>i (a^si^Ciî) (ac3i.Vi2) {^31^12) + Pi [xsiXn) (^31^22) (•'^31^^22)

-*- Pi (^3l3Ci2) (a-31?/42) (Xaii^iî) = 0,

Pi {oCuXi^) {Xi,yi^) [XiiZiçi] + P2 (a:iia:22) (0:413/22) {xnS^^)

-*- Ps {Xiix^oî) {Xi,y^i) {Xiiz-^i) = 0.

Ce système d'équations linéaires par rapport à pj , P2» Ps» Pa

étant vérifié, son déterminant est nul.

II en résulte
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Nous aurons les trois équations

7>2 (ari.acaa) (x^y^î) (3^112^22) -+- Pz {^h^b^) (^^«2/32) (a^n^sî)

+- Pi [XiiXi^ {xnyii) {xuZii) = 0,

Pi {y^^X^) (!/iiy2a) (^11^22) + Pz (yuX-o^) [yaV-c^ (yn^zi)

^ v* iya^i^) {ynyiè iya^n) = o,

Pi (Ziia^aï) (^112/22) (^ii'222)
-+- Psl^n^^sa) (^11^32) (^n«3i)

-t- Pi (^I.^Cfô) (2u«/*2) (^U2«î) = 0.

II en résulte

(x„X22) (a:nî/22) (3^11^22) (3^11X32) (x„y32) (xjjZsj) (xiiar^s) (aJn!/42) (a:n^«)

(2/113:22) (2/113/22) (2/11^22) (2/113:32) (2/112/52) (2/11^32) (2/iia^i2) (2/112/42) (2/11^42)

(z„X22) (^112/22) (^11 ^22) (^11^:32) (^112/52) (2^112^32) (^113^42) (^112/42) (2^11^42)

= 0.

Si nous développons ce déterminant, nous obtenons :

(a:„X22) (xi,f/22) (3:11222) [yii^zî] (2/112/32) (2/11^32) (^113:42) (^11^42) (^11242)

— (3:11X22) (Xh2/22) (3:11222) (2/113:42) (2/112/42) (2/112^42) (2^113:52) (Zn2/32) (2^11232)

-*- (3:113-52) (3:112/52) (3-i|2r32) (î/iiXi2) (2/112/42) («yii^^iî) (^113-22) (znî/22) (211222)

— (Xi.Xsj) (XHÎ/32) (X„Z32) (3/,,X22) (2/112/22) (2/11^22) (2^11X42) (2112/42) ('2HZ42)

+ (XllXij) (Xu2/42) (X,i2i2) (2/11X22) (2/112/22) (2/11222) (211X32) (2^112/32) (2^11^32)

— (Xl,X42)(Xny42) (Xli242) (.2/11X32) (2/112/32) (2/11^32) (211X22) (2„2/22) (2^1l222)= 0.

Si maintenant nous divisons tous les termes du premier

membre par

(xjiXja) (x„X52) (x„X42) (2/112/22) (2/112/32) (2/112/42) (2u2r22) (2rn2r32) (z^Zm),

nous aurons finalement :

(Xu2/22) (2/1 1242) (2^11X52) (Xll222) (2/11X42) (2^112/52)

(xijXjî) (2/112/22) (^«242) (xiiXis) (2/112/32) (2112^22)

(Xll2/22l (2/11^32) (211X42) (Xh222) iyil^'Zi) (2:112/42)

(X,lX42) (2/112/22) (2^112:32) (XHX32) (2/112/42) (211222)

(Xu2/42) (2/11^52) (2^11X22) (XH^^a) (j/,|X32) (2:112/22)

(Xu X22) (2/112/42) (2^112^52) (XHX32) («/,l2/22) (211^42)
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_ (a^H^ia) (yu^22) {^nXz'i)
^
{xuZj^) {yuOC2i) i^nysi

]

\^nyzv [ynyi^i {^n^w (^11^22) (ynyz'v {^^^Zi'i)

i^nyzi) {yu^iî) (^i 13^42) (iï^id^32) {yi .^^22) (^h!/42)

(afny42) (^11^32) [Zu^ii) (3-11X22) (3/112/42) (^U2^32)

{Xnyn) (2/11^42) (^H^îa) (Xn^Tsa) (2/11X^2) {Zay^^) = 0.

(a?iiX22) (2/112/32) (^112^42) i^uOCii) iVay^^) (2^11^32)

Chaque facteur des termes du premier membre est, comme

on le voit, une fonction des paramètres de six points. De plus

chaque déterminant binaire est proportionnel à la dislance de

deux points.

Si nous représentons les douze points en involution par

M} '?U ?15 Ç25 "^ïî ?2> Çjî "^S; ^3J ^il^ii'^i\

nous pourrons indiquer une de ces fonctions, la première par

exemple, au moyen de la notation

?! J ^11 SU

f2? ?4i Ç3

Nous pouvons même employer la notation plus abrégée

(f?ê)243-

Avec celte notation, la formule précédente devient :

('î?t)234 (?t)?)234 + ('???)342 {K^^\iï -^ (>??t)423 {^H^

— (lî?§)243 (?t)j)243 — (•î??)432 (??'^)432 — ('î??)324 (^t'ï)324 = 0.

Celte relation se forme, on le voit, d'une manière fort simple.

Les indices, au numérateur, étant toujours 1,1, 1, les indices

des dénominateurs forment toutes les permutations possibles

de 2, 3, 4.
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Le signe du produit est positif ou négatif selon que la permu-

tation de l'indice est de classe paire ou de classe impaire.

Quant aux lettres, en y comprenant la première série, elles

donnent les trois permutations circulaires de §,>?,?.

Nous appellerons les fonctions (jjçt)^^^, etc., des rapports

anharmoniques du troisième ordre.

Et nous pourrons dire :

Théorème V. — L'involution du troisième ordre et du second

rang peut s'exprimer par la réduction à zéro d'une somme algé-

brique de produits deux à deux de rapports anharmoniques du

troisième ordre.

Sous cette forme, on reconnaît immédiatement la généralisa-

tion de la relation anharmonique de six points appartenant à

une involution quadratique.

En effet, appliquons à six points de celle-ci le théorème que

nous venons d'énoncer : nous aurons

OU, en développant :

OU bien, avec les notations habituelles

(tl fl 1?2 ts)= ('ÎIJ tl, §2, %)'

Nous nous occuperons, dans un chapitre spécial, du rapport

anharmonique de six points. Il nous sulfit d'avoir montré, pour

le moment, comment celle notion s'introduit, nécessairement,

dans la théorie de l'involution.
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D'après la forme de l'équalion d'involution , nous voyons que :

Théorème Vf. — Dans une involution du troisième ordre et

du second rang, à un point quelconque, correspond une involu-

tion du second ordre.

En général, un couple de points y^, y^; Zj, Z2, étant donné,

à cause de la relation

Xi • ^~ X^ ^— Uj
axi dx^

il ne correspond, à ce couple, qu'un seul point X/i,XQ.

Mais si l'on a, à la fois,

df df

le point X est indéterminé.

Ces deux relations peuvent être vérifiées par un couple de

valeurs, car deux involulions quadratiques ne possèdent que

deux points communs.

Pour obtenir l'équation qui définit ces points, il suffit de

faire, dans les covariantso-j (chapitre I, § 1)

fljH= Uq', Ctiia ^= Ctl2i ^= (^'211 ^^^ ^1 j ^122 ==^ ^212 =^^ f'221 ^^^^^ ^2} ^222 ^^^^ ^tj.

On obtient ainsi l'équation unique

[abf a^b^^ 2 UttoU^— af) xl+ {aoUz— aia^) x^x^ -t- («iCts— ul) xf]= 0.

Par suite

Théorème VU. — Dans une involution du troisième ordre et

du second rang, il existe un couple d'éléments neutres {').

Ce couple est unique, puisque, dans le cas de l'involution,

les trois covariantscr,. sont identiques.

(*) L'existence du couple d'éléments neutres a été signalée d'abord,

pensons-nous, par M. Appell, Jnn. de l'Ecole normale, t. V, p. 548; on

peut voir aussi Garbieri, Niiovo teorema alyebrîco, etc., p. 35. Extr. du

Journal de Battaglini, 1878. La Théorie générale a été donnée par

M. Em. Weyr, Silz. der k. Akad. der Wiss., t. LXXIX, avril 1879.



( 48
)

D'ailleurs on peut démontrer que :

Théorème VIII. — Si, dans une involuiion du troisième ordre

et du second rang , il existe un couple de points auquel corres-

pondent deux points distincts, ce couple de points est représenté

par l'équation

{abfaj)^ == 0.

Soient x^, oc2\y\, y^, les points auxquels correspondent les

éléments distincts z^, z^; z\, z\.

On aura les deux équations

aoXiî/iZ, + ai (x,?/iZ2 -4- XiU^z^ -+- x^ijiZi) -t- a^lxiy^Zç^ + oc^yiZi 4 x^y^^Zi)

+ 03X21/22^2= 0,

ctoXtyiz'i -+- Oi (x^y^z'i + Xiy^zl -4- x^yizl) -t- «2(^1^22^2+ Xiy^z'^ -t- x^y^z'i)

+ 05X22/222=0,

équations qui peuvent aussi s'écrire :

Xiyi (f'o^i + "1^2) -- (^i2/2 -+- ^^2/1) ("i-^i -^ "2.2^2^ * ^2^/2 («25^1 + «3^2)= 0,

aCdî/i («o2^î -*- «12^2) •+- (aCdî/2 4- 3C2yi) («1^1 -t- «2^2) -*- ^2^2(02^1 + «32^2) == 0.

Il en résulte immédiatement

X2Î/2

a7,î/2 -4- 3:2^1

X2Î/2

«2-^1 -+- 03^2 CiiZi + 02^2

Oj^rJ -4- a^z'i a^Zi + 0232

Oo^Tj H- 01^2 «1^1 -4- 022^2

QqZ'i -\- OiZ'i OiZ'i -+- 02^2

Oo^i -t- «1^2 ^2"! -1- O3Z2

Oo^:! -i- aiZ2 O2ZÎ + 03,22

OoZi -4- OjZa «1^1 + «2^2

OqS'i -h OiZ2 OjZi -J- O2Z2

«2
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Le premier membre de cette équation est un covariant de al;

nous le représenterons par ht

Les deux points donnés par hl= 0, font partie de toutes les

invoiutions quadratiques qui correspondent, en vertu du théo-

rème VI, à tous les points de la ponctuelle.

On peut en conclure

Théorème IX. — Si l'on représente par Cl= 0, un couple de

points, à un groupe donné par

correspondra un point unique, quel que soit p.

Ce théorème nous sera utile dans les constructions.

On peut d'ailleurs le vérifier directement.

En effet, on a, par exemple,

Zi dz2 OiXiyi -+- «2 (^1^2 + a^2i/i) -+- O5X2Î/2

^2 df "o^i2/i -- «1 {•'Ciy-i -+- JCa.Vi) -^ Us^aî/a
'

dZi

Si le groupe x, y est déterminé par

).cl +• fihl,

on a :

Xtyi = AC2 + Ac(a,a3 — a|),

— i^iVi -+- x^yi) = 2 ACi -f- fi (aotts — OiCfs),

x^y^ == Afo -+- ^ (oof/ï — a'i).

Sil'
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En effet, nous avons eu, dans ce cas,

OU, en appelant «?i,c?;; â^, â^-, t?3, (?3, les valeurs des rapports

—
, —, ~\ donnés par les équations

^i Vi ^î

ffo = 0, 0-, == 0, (72 =0,

/= Cl a (x,— ^1X2) (^1— â^y^) {Zi — (?3£j)

-+- «222 (^1— ^[Xi) {yi — %2) (zi— (?;zî).

Dans le cas actuel

la forme canonique de la relation d'involution sera

/"= «iH {Xi— âiXi) (yi— â^y^) (z,— JiZi)

-+- «,,2 (x, - â[x.2) {y,— c?i î/2) [Zi— 'fiZ.^

.

(25)

Puisque, dans l'involulion, les trois séries de points sont

toujours distribuées sur un support unique, nous pouvons faire,

dans la relation caractéristique

Xi= yi=^ ^i) x^= y^= z^.

En conséquence

Théorème X. — Dans Vinvolulion du troisième ordre et du

second rang, il existe trois points triples.

Ces points sont représentés par l'équation

Oqx] -t- 3a,x^X2 -4- Ô«2X,X2 +- a-xl =^ 0.

Si nous nous rappelons l'équation qui représente les éléments

neutres, nous pourrons dire que

Corollaire. — Les éléments neutres représentent le hessien des

points triples.
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Supposons que

bl = 0,

caractérise un terne de points de l'involution

f'== a^UyG^ = 0.

Il faudra évidemment, pour que cette condition soit vérifiée,

que Ton ait

{ttobs — Soi^a H- 00261— O360)= {ahf= 0.

Les points triples de l'involution et un terne de points qui

appartiennent à cette involution , sont donc tels que l'invariant

linéo-linéaire des deux formes qui les représentent est égal à

zéro.

Lorsque cette condition est remplie, nous dirons que les

deux séries de trois points sont conjuguées harmoniques du

troisième ordre.

Donc

Théorème XL ~ Les points triples d'une involution du troi-

sième ordre et du second rang sont conjugués harmoniques d'un

terne de points appartenant à l'involution.

Réciproquement

Théorème XIL — Les ternes de points , conjugués harmoniques

d'un terne de points, appartiennent à une involution du troisième

ordre et du second rang.

Supposons que f^ soit la forme donnée et que les quatre ternes

représentés par

«5=0, hl=0, fl=0, f/,'-=0,

soient tels que

[alf={btf= [c(f'= d(f=^0.
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En développant ces dernières égaillés, on trouve, évidemment,

«0
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Nous allons d'ailleurs le faire voir directement.

Les points de l'involulion peuvent être définis par l'équation

fl= xbl + /i^cl H- -Ml = 0.

Pour que le polynôme fl devienne un cube, il faut et il suffit

que

cPf

ou

Par suite les points triples seront racines de l'équation

d'b

dx\

d'b

dxidxi

d^b

d'c

dxl

d'c

dhl

dx]

d'd

dH

dxl

{bc) {cd){db)b,cA=^0.

Il résulte d'un théorème général sur le déterminant fonc-

tionnel d'un nombre quelconque de formes binaires que l'on a

3 (6c) {cd) [db) b,cA^ [bcf dl -\- [cdf bl -+- {dbf cl,

ce qui démontre le théorème énoncé (*).

Nous ne nous occuperons pas, pour le moment, des construc-

tions relatives à l'involulion du second rang, constructions que

nous donnerons après l'exposition complète des théories de

l'involulion.

Ç) Nous avons fait connaître ces relations générales dans une Note

insérée aux C. R., t. XCII, p. 688.
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2.

Définition. — Les ternes de points qui appartiennent à la fois

aux deux involutions du second rang définies par les équations

/ = Oxltyll. =:= 0, a= «x'^ya.= 0,

constituent une involution du troisième ordre et du premier

rang Ç).

Nous représenterons une telle involution par la notation l\.

Il est visible qu'une telle involution existe. En effet, soit un

point Ç, d'une série quelconque. A ce point correspondent, dans

les deux involutions données, des involutions quadratiques,

qui, on le sait, ont toujours un groupe commun i^, ?. Les trois

points t, >i, X constituent donc un terne de l'involution V,.

De cette remarque, on déduit immédiatement que

Théorème XIV. — Dans une involution du troisième ordre et

du premier rang, un terne de points est déterminé par un de ses

points.

Supposons que x^ , x^; ij^, tjn; Zi, z^ soient les paramètres

d'un terne de points appartenant à une involution du troisième

ordre et du premier rang : d'après la définition, nous aurons

+- a^ {xiyoZ^ -+- x^yiZi + oc^y^^Zi) +- ffsXayaZs^O?

(*) Cette définition diffère de celle que l'on emploie d'habitude pour les

involutions du premier rang : elle a l'avantage, comme nous l'avons montré

plus haut, de s'appliquer aux homographies supérieures.
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D=

Par conséquent, ces parannètres satisfont à des relations

(aoa,) (a:,î/iZ2 + ^i^/s^i -+- x^yi^t) -+- («oWa) ixiy2Z^ -h- x^yiZ^ +- x^y^Zi)

•+ (aoCts) X2Î/2Z2 = 0,

(a,ao) x^y^z^ 4- («,«2) {xiy^z^ •+- x^yiZ^ + x^_y^Zi) -+- (a,a5)x2Î/2Z2 = 0,

etc.

Il en résulte qu'entre trois ternes,

^'|H^12J yiuyn'l ^iU^\l\ 3Î2l5^22J ^215^223 221,^22? ^3IJ^'32Î ^3l5^32J -2^315^325

on a les relations

^H^ii^u Xnyii^\t~^xny\2^ii'^xnyti^ii ^nyn^ii'^-^i^yii^ii'^xnyi^^n ^nyi-i^it

^Uy^^n ^2iy2iy22~*"'^21^/22^21+ 3^22^21^21 ^2lî/22^22+^222/21^22+^22,y22^21 ^ayn^ll

«^^SI^Sl^Sl ^3lV31^32+^3iy32231^~^32y31-3l ^3iy32^32~'''^323/3I'^32+^322/32"ôl ^323/32^32

Nous indiquons, par cette notation, que tous les déterminants

du troisième ordre, formés avec ce déterminant rectangulaire,

sont nuls.

Théorème XV. — Lorsque trois ternes de points appartiennent

à une involution du troisième ordre et du premier rang, il existe,

entre leurs coordonnées, une relation D ^ 0.

Supposons que les rapports —, —, —, soient racines des
^12 ya ^it

équations

La condition précédente pourra s'écrire

=0.

«0 3tti aa.) ttj

6o 36i 562 ^3 =

En verlu d'une propriété des déterminants multiples, ceci

revient à

AffJ -H ^6;J + vcl S5 (J.
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Corollaire I. — Les groupes de trois points représentés par

une équation de la forme

al -t- xbl = 0,

appartiennent à une involution du troisième ordre et du premier

rang (*).

Corollaire II. — L'involution cubique du premier rang est

caractérisée par deux ternes de points.

L'identité précédente peut encore s'écrire d'une autre manière,

qui ne diffère pas, au fond, de la première. On a ainsi :

Théorème XVI. — L'involution du troisième ordre et du

premier rang peut être caractérisée par l'identité :

2 Pi (Xia;<2— X^Xii) (X,î/.-2 — X.yn) (X,^i2— X^Zn)^ 0. (26)
1=1

On voit d'ailleurs que si cette identité est vérifiée, il en est de

même de la condition D ^ 0, et réciproquement.

De (26) découlent les diverses formes de l'involution I?.

Si nous y faisons successivement, par exemple, X-, = a^j^,

\2^^^^ *^i2 »
-^

I
^^^^"^21

» -^2 ^^^^ «^22 î '*-i ^^^^'^ôi >
-^2 ^^^^^^^32

1
Hous auTons l

Pi{xuX^i) {xuyii) {xuZii)-i-pz (xuXz^) (Xiiî/sî) {xuZsi) = 0,

Pi {XiiXn) {x^tVii) (acji^iî) -^P-o {x^iXz^) {xuyzt} (^îi^sî) = 0.

Pi [x^Xi^ {Xz^y^i) {x^^Z^^) -t- p^ (x^iX^i) (oî^iî/îî) (j^ôi^îî) = 0-

Il en résulte

P {XuVn) P (•XUV32)

P(x2,iy P(x,2V3,) =0, (27)

P {X-,iVi2) P (X3iU22)

p [xHVki) = {xuXi<,) (xny^^) {x,^Zti).

Celte relation n'est pas unique, naturellement; on peut trou-

ver les formules analogues par un choix convenable des valeurs

(*) C'est la définition ordinaire de l'involution du premier rang.



57

données à X^ , X2; de plus, elle ne suffirait pas, à elle seule, pour

caractériser l'involution.

Dans l'identité (26), faisons successivement Xi=a;ii, Xj=a;,2;

Xi = Vil, X2 = y 12; Xi = Zii , X2= Z]2, nous aurons

Pi (3:110:22) (Xiiya) (acn^as) •+ Ps (aPu^sa) [x^y^^) (flCu^ss)= 0,

P2 [ynXn) (3/ii3/22)(î/nZ22) + PziyuX^i) {ynym) iyiiZz^)= 0,

Pii^uXii) (2ut/22)(z„Z22) -H Pi {ZuX^i) {Zuy-,i) (7„Z32) = 0.

On en déduit

(j;iiaj22) (x„y22) (JCug^a)^ (yn'':22) iyaVi^) {yMZ^è_ {ziiX2<^ (^iiy^z) (^11^22) ,,,j.v

{x^lX^i){x^^y^.i){x^^Z^^) (ynXziJiyuyzi) [ynZsi) {2iiXi^){Zi,yôi){ZHZ-J^

et d'autres formules analogues.

Ces équations sont dues à Poncelet.

Si, dans (27), nous remplaçons les rapports —, —, —, par
*^'t2 yi<2 Zii

?e, ^i, Ki et que nous développions, nous aurons

(tl-%) (Ç.-Ç.) (t2- >f3) (§2-^3) (?5->?,) (§3-?.)

= (tl-'f3) (f,-?3)(§2—^.) (?2-?0 (Ç5-'?2)(Ç5-?2),

équation que nous pourions écrire

i!iz:!!li!iz:!i[!!ii!LU (gi-^3)(g2-^i)(t5-^2)

(f,->j3)(f2-^,)(?5-f2) (?1- ?2)(§2-?3)l§3-?,)

Les deux membres de cette égalité sont des rapports anhar-

moniques du troisième ordre. Par suite

Théorème XVI F. — L'involution du troisième ordre et du

premier rang peut s'exprimer par des égalités de rapports anhar-

moniques du troisième ordre.

D'après le théorème XIV, au point à l'infini correspond un

couple de points.

Supposons que dans (28), le point |i (a;, , Xç^) soit le point situé
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à l'infini. Les deux points correspondants i^,
, Ç^ , seront les

points centraux.

Les relations (28) prennent alors la forme

(>^,
- 1.) (-^i

- f.) (>?. - ^i) = (>?. - §3) (•?. - -^5) {^i- K^\

L'équation (25), rapprochée des relations (28), nous conduit

à ce théorème :

Théorème XVllL — Dans une involulion cubique du second

rang, les éléments neutres font partie de toutes les involutions du

premier rang définies par deux ternes de points.

L'involution du premier rang peut être définie par une rela-

tion unique.

On a

Si l'on élimine x entre /"et 9, on obtient un covariant

(/» ?). = (««) UyC^-,jaM, = p]rsl.

A un point y correspondent deux points z, z' : y, z, 2', consti-

tue un lerne de l'involution li, caractérisée par les deux équa-

tions

Soient, en effet, deux involutions quadratiques

V.Py = PoXiyi + pi {xiy^ -+- X2.y,) -4- p^x.y^_ = 0,

q.qy = qoXiyi + ç, {x,ij. -t x,y,) -+- q.x.y^. = 0;

leur couple commun est donné par l'équation

(P7) Px7. = 0.

Or, d'après la remarque du commencement de ce paragraphe,
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à un point y correspondenl , dans /"= 0, et tp= 0, deux involu-

lions quadratiques

XiZi{aoyt + ihy^) -+- {xiZ^ -4- X2Z^){a^yl -t- a^y^) -4- XiZ^{a^yi -4- 03^2)= 0,

XjZ, (a„yi + «1^2) -1- (XiZ^ -+- XaZj) {a^y^ -f- «2^2) + a-2.^2 («^^/i -+- «33/2)= 0,

dont le couple commun constitue, avec y, le terne de \t, déter-

miné par y.

Le covariant {pq)P:,q^, formé pour ces deux involutions, est

précisément la forme (/", cp)^.

En développant cette expression, on trouve

H- t/jî/2 [(aoaj — a2«o) z\ -h
I
(ao</3 — a^xo) -+- (aia2 — «2*,) \

ZiZç,

-4- («1(5:3 — a3«i) ^2]

-4-
î/l [(aja,— a2ai)^î-4-(Oi«3—«ôai)^é^2+(<'2«3-«3«2)zlJ= (29)

Si l'on calcule le discriminant de cette forme, considéré

comme une fonction quadratique de y, on trouve une expression

biquadratique en z.

Cette forme biquadratique, égalée à zéro, représente quatre

points pour lesquels les deux points correspondants se con-

fondent. Ce sont les points de ramification.

Par suite

Théorème XIX. — L'involution cubique du premier rang

possède quatre points de ramificalion.

L'équation de ces quatre points est

zi [(aoa2— a^ccof — 4 (ao«i— Oicco) (a,a2— a2«.)] + ....= (30)

Comme c'est un covariant du système des deux formes trili-

néaires, covariant que l'on peut représenter par

(pp') W^?,

il suffit de connaître son premier terme, pour calculer tous les

autres.



( 60 )

A chaque point de ramification correspond un couple d'élé-

nienls confondus. Nous en pouvons donc conclure

Théorème XX.— L'involution du troisième ordre et du premier

rang possède quatre éléments doubles.

A cause de la symétrie qui existe entre les trois séries en

involulion, il suffit, pour obtenir l'équation des points doubles,

de faire , dans (29), 2/1 = ^i ' 2/2= ^2-

On trouve ainsi

(ao«i — ciicco) î/î -+- 2 («««2— a^ao) yllJi
-+- [(«o«5 — «s«o)

-+- 3 (a,a2 — oja*)] yhjl -+- 2 (aias - a^cti) t/iyl

-f- (a2a3 — 03*2) y\= 0. (31 )

Si nous calculons directement 1 équation des points doubles

par la méthode indiquée à propos de l'homographie, ou si, dans

les équations relatives à ce cas général, nous introduisons les

particularisations nécessaires, nous trouvons, par l'expression

de ce covariant

il'{ab)a!bl,

Û étant, comme on sait, l'invariant qui s'annule si l'involu-

tion possède un point triple (v. plus bas, p. 63).

Nous ne pensons pas que l'on ait encore démontré de cette

façon la propriété du Jacobien de représenter les points doubles:

on se borne d'habitude, ce qui est légitime dans la théorie de

l'involution, à poser r, = y,; x<^==y2, dans l'équalion de rela-

tion {Venoandschaflsgleichung) entre x ei y (*).

D'après la définition de l'involution du premier rang, nous

pouvons dire

Théorème XXI. — Les ternes de points appartenant à une

() Sur la théorie de l'involution cubique du premier rang, voir

Em. Weyr, Théorie der ciibischen Jnvolutionen , Mém. de la Soc. roy, de

Bohème, 6"" série, t. VII.
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involution du troisième ordre et du premier rang sont conjugués

harmoniques de deux ternes fixes.

On peut encore définir d'une autre manière l'involulion du

premier rang.

Théorème XXiï. — Lorsque trois formes a^, bx, c^ sont telles

que les covariants (ap)'p^, {hpfp^, {^pTPxj pt étant une forme

hiquadratique , soient nuls, ces trois formes égalées à zéro repré-

sentent trois ternes d'une involution \\.

En effet, si nous développons l'un de ces covariants, {ap)^p^,

par exemple, nous avons

{uopz— ^(fiP'i +- 5a2pi — a~^po) Xj + {ciopi— ottips H- Sa^pg— «sp,) 0^2^ 0.

Par conséquent les trois points al= 0, appartiennent à deux

involutions cubiques du second rang.

Nous avons vu qu'une W peut aussi être définie par l'équation

Aa^ -f- /Lcbl= 0.

Il est utile de rechercher, dans ce cas, les formules analogues

à(29), (30)et (31).

Soient x,i, x^; yi, ^2» deux points appartenant au même terne;

on aura

lal +- juhl= 0.

Par suite

al hl

al bl

= 0.

Ce déterminant est divisible par (xy), et l'on a

Les coefficients c^f. sont les éléments du résultant des deux

formes al, bl.
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En conséquence, la relation devient :

î/j [o [oobi] x] -h 5 {aJ)^)Xi Xi -+- {aj)-)xl]

-^ yiyd^{<^obi) x] -}- [{oolh) -^ 9{aih.]\xiX^2-^ ô{a,lh)xt]

+ yl[(aob,)xl-ho{a,b,)x,x,-i-o{aMxl] = 0. (29')

L'équation des points de ramification s'obtiendra en égalant

à zéro le discriminant de celte forme, regardée comme expres-

sion quadratique de ?/.

On trouve ainsi

[9{aob,f— \2{uobMc'ob,)]xl + • •• =0. (30')

Quant aux points doubles, leur équation est

{a,b,)y\ -H ^Oob,)yly> +
I
(«oM + 3(0,62) \y^y,-^ 'i{a,b^)y,y\

-i-{a,b,)yi= 0. (31')

Nous observons d'abord que les points doubles sont donnés

par l'équalion

où J représente le Jacobien des deux formes al, b].

Le discriminant de J est, comme on sait, égal à Rû, R dési-

gnant le résultant des deux formes cubiques; û, l'invariant qui,

égalé à zéro, exprime la condition nécessaire et suffisante pour

que

Àa'l H- /"^i,

puisse
,
par un choix convenable de ^, se réduire à un cube.

Ce discriminant s'annule dans deux cas: d'abord si R = 01

Alors les deux formes ont un facteur commun. Par suite si

l'on pose

al= «^ • o^ ; bl= (/,^-b],

l'équation d'involulion devient
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c'est-à-dire qu'elle se décompose en un point fixe et une involu-

lion quadratique.

Si l'on se rapporte à l'équation (29'), on voit que, à cause de

R = 0, les coefficients de yl, y^ij^, y\, peuvent s'annuler en

même temps. On en déduit celte propriété :

Théorème XXHI.— Lorsque, dans une involution du troisième

ordre et du premier rang, il existe un point tel qu'à ce point cor-

respondent deux groupes distincts de deux points, l'involution se

décompose en un point fixe [le point donné) et une involution

quadratique.

Dans ce cas l'involution ne possède que trois points doubles.

Si û= 0, l'involution possède un point triple.

Le Jacobien a de nouveau une racine double.

Donc

Théorème XXIV. — Le nombre des points doubles se réduit à

trois lorsque l'involution est décomposable ou possède un élément

le.

Les deux invariants i et; du Jacobien sont

{= 5 [{abff ; j= o4fi— [{abff.

Pour qu'ils soient tous les deux nuls en même temps, il faut

que [ab)^= 0, û= 0.

Dans ce cas trois points doubles coïncident.

Si l'involution possède deux éléments triples, l'équation

pourra prendre la forme

Alors

Donc

Théorème XXV, — Si l'involution cubique du premier rang
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possède deux éléments triples, ces deux éléments coïncident avec

les points doubles qui, dans ce cas, se réduisent à deux.

Nous pouvons observer que les points triples représentent,

dans ce cas, le hessien d'un terne quelconque de l'involution.

Cette dernière peut donc toujours être représentée par l'équa-

tioD

Qx représentant le covariant cubique de al.

En appliquant la formule (15), qui donne K>^, on a, comme

on le sait d'ailleurs,

r f/9 ^ d^
'

ce qui montre que les groupes de points

font eux-mêmes partie de cette involution.

Si nous rapprochons les équations (51) et (31'), nous voyons

qu'elles sont identiques.

Par suite les deux involulions du premier rang, déflnies, l'une

par les groupes communs aux deux involulions du second rang

a^UyO^ = 0, l)j3i,h. = 0,

l'autre par l'équation

).a^ -f- fibl= 0,

possèdent les mêmes points doubles.

Nous les appellerons des involulions conjuguées, et nous

verrons, par la suite, qu'il n'en peut exister que deux.

L'involution conjuguée de

7mI -\- fj.h\ = (a)

peut encore être considérée d'une autre manière.
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Chacun des groupes de (a) définit une droite hessienne,

caractérisée par les points que représente l'équation

Cherchons la relation qui existe entre deux points de ces

couples.

Nous devrons éliminer )., « entre les deux égalités
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On peut encore énoncer ce théorème autrement :

Soient C^ et K deux coniques telles qu'il existe une infinité de

triangles inscrits à C^ et circonscrits à K , les hessiennes de tous

ces triangles enveloppent une autre conique K', inscrite au même

quadrilatère que Co et K; de plus, elles forment une infinité de

triangles inscrits à Cg.

Il est assez facile de représenter la première par une équation

analogue à celle que nous venons d'écrire.

En effet, une telle invohuion étant définie par deux ternes, il

suffira de chercher les couples correspondant aux points

Xj —• Uj Cl OC^ —- Uj

on trouve ainsi

/i [(ao6,) XjXg H- (a„6.2) Xixl -+- (016-2) xl]

-4- /Xl [(0462) xl + (aib^) x\x.2 -+- (0263) XiXj]= 0.

Représentons para^, ^l, les deux formes cubiques qui entrent

dans celte nouvelle équation, et affectons de l'indice un les

covarianls et invariants relatifs à ces formes.

Si nous posons

(a,bi) = «, P = [ahf,

nous trouvons aisément (*)

p, = 50. P, a, = &% R,= 27'(=).'£i.

Par suite, on peut énoncer ce théorème :

Théorème XXVI. — Si une involution possède un point triple,

Vinvolution conjuguée est décomposable , et réciproquement.

Les équations (50) et (50') peuvent se mettre sous une forme

remarquable.

Appelons 9 le premier membre de (50'), 9i , le premier membre

(*) V. C. Le Paige, Ucber conjugirte Involutionen, Sitz. der k. Akad. der

Wiss, t. LXXXIV, p. 254.
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de (30) et désignons par Hj le hessien du Jacobien , nous aurons :

ffl =3H, + PJ,

f^= dH, — P. J.

D'où

y — »i= 2P. J.

Donc

Théorème XXVII. — Les points de ramification de deux invo-

lutions cubiques conjuguées et leurs points doubles appartiennent

à une même involution biquadratique du premier rang (*).

Nous avons fait remarquer, à propos de l'homographie Hi, que

les formes biquadraliques qui représentent les points de rami-

fication, ont les mêmes invariants que le discriminant de

considéré comme forme biquadratique de /, ;*.

Cette remarque est naturellement applicable ici.

Par suite, en désignant par Si, Tj les invariants de 9^, nous

aurons

S, = 3P, (P^ — 24ûj) ; T, = — (PJ — d6P^û, -+- 21 6û?).

Le discriminant est

On peut d'ailleurs vérifier directement ces relations en se

servant de l'expression précédente de ©,].

Des relations que nous avons données plus haut entre les

invariants des deux involulions conjuguées, il résulte que le

discriminant de <p est égal à K^Q, abstraction faite d'un facteur

numérique.

Nous nous bornerons à énoncer les deux théorèmes suivants

dont la démonstration est, pour ainsi dire, inutile.

(*) C. Le Paige , Ueber eine Relation zwischen dcn singulàren Elemenlen

cubischer Involutionen , Sitz. der kais, Akad. zu Wien, Bd LXXXI, s. 159.
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Théorème XXVIIÏ. — Lorsque deux involutions ]\ ont un

groupe commun, deux groupes non communs, pris dans chaque

involution, sont en involution TL

Théorème XXIX. — Si quatre ternes de points appartiennent

à une I2, 071 peut toujours trouver un terne de points, en involu-

tion II, avec deux couples de ternes de points, pris parmi les

quatre groupes donnés.

Les formules (II) et (21) du chapitre P nous permetlenl de

démonirer certaines relations d'involution entre des points

appartenant à trois séries liomographiques Hî, situées sur un

même support,

La formule (21) peut se traduire ainsi :

Théorème XXX. — Si dans trois séries liomographiques H|

superposées, les neuf points

ai â'i o'i

jo cj; rï:

'h ^ ^n

sont tels que les six ternes de points obtenus, en prenant les termes

du déterminaîit formé de ces éléments, appartiennent à l'homo-

graphie, les ternes obtenus, en prenant les colonnes de ce détermi-

nant, sont en involution \lavec les points triples de l'homographie.

De la relation (11), on déduit :

Théorème XXXI. — Les points triples de trois séries homo-

graphiques Ul superposées sont en involution II, avec les éléments

neutres de cette homographie , convenablement associés.

Nous nous sommes occupé, jusqu'ici, des groupes apparte-

nant à une II, ou à deux I2. Il nous reste à dire quelques mots

du groupe commun à trois I|.

Soient trois involutions

ajOyrtj = 0, bj>yb. = 0, CjCj^C- = 0.
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Ces trois équations peuvent s'écrire

ijfZi (anXj -+- «1X2) +- (.ViZq -^ ^2^1) {ciiXi -+- aç,x^) -^- y^^z^ {a^Xi -4- 03X2)= 0,

y,z^ (60X1 -+- 61X2) -+- (t/iCo -+- y^,Zi) [h^Xi -h 622^2) -+- !/2^2 (^s^Cj -t- 65X2) == 0,

yiZi (cpXi -+- Cl Xo) -+- [y^Zc, -f- y^z^) (c, x, -i- C2X2) -+- «72^2 (c^Xj -+- C3X2) = 0.

En regardant {x^, x^) comme donné, nous avons trois invo-

lutions quadratiques qui ont un groupe commun si

aoXi
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Celte marche, nous l'abandonnerons dans le paragraphe

actuel, afin de simpliiier autant que possible les constructions.

Dans tout ce qui va suivre, nous prendrons, pour support des

séries en involution, une conique; ce qui nous permettra d'éviter

la longueur et la complication des solutions.

Il est toujours facile, d'ailleurs, de passer à ce mode de

représentation , les points étant donnés sur une droite.

En effet, deux cas peuvent se présenter.

1° Les points seront réels sur le support-droite A- Alors, il

suffit de joindre ces points à un point fixe 0, pris sur le sup-

port conique K. Les secondes intersections de ces droites avec K

représenteront les points de A-

2° On se donne un couple de points imaginaires de A, par

exemple, les intersections imaginaires de A avec une conique

réelle K'.

Si Ton joint les points de K' à deux points fixes de cette

courbe, on obtient deux faisceaux homographiques qui mar-

quent, sur A, une H!. Les points doubles de celte H? seront les

intersections de A avec K'.

Il suffira donc de transporter sur K, comme en 4°, trois

couples de H?, et de construire les points doubles de celte

homographie. On obtient ainsi une droite dont les intersections

imaginaires, avec K, représentent les intersections de A et K'.

Modes de représentation d'une ]] sur une conique (*).— On sait

que si deux triangles sont inscrits à une conique, leurs six

côtés forment un hexagone circonscrit à une nouvelle conique.

De plus, il existe une infinité d'autres triangles inscrits à la

première conique et circonscrits à la seconde.

Nous représenterons toujours la conique support parC^,

et la seconde, que nous appellerons conique d'involulion, par K.

(*) On peut voir, dans le mémoire cité de M. Em. Weyr, la solution de

plusieurs des problèmes, relatifs à l'involution du premier rang, que nous

donnons ici. Cependant les constructions que nous employons diffèrent

généralement de celles qui sont contenues dans son travail.
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Étant donnés, sur C2, deux ternes x^, y,^, 21; ^2» î/2» ^2»

réels, ces deux ternes déterminent K.

Tous les autres triangles, inscrits à C2 et circonscrits à K,

marquent sur C^, des ternes d'une invoiulion définie par 0^1,1/1,21;

x^, 112, ^2; car, ainsi qu'on le voit, chaque terne est déterminé

par un de ses points.

Second mode de représentation. — Toutes les coniques qui

passent par quatre points fixes, dont un situé sur C2 et les trois

autres en dehors, marquent, sur C, des séries de trois points

appartenant à une I,.

En effet, on voit aisément que deux ternes suffisent pour

déterminer le groupe de quatre points fixes, dont deux pourront

être pris d'une manière arbitraire, l'un étant nécessairement

sur C^. Alors chaque point d'un terne caractérisera complète-

ment ce terne.

Nous emploierons, indifféremment, ces deux modes de repré-

sentation.

Problème I. -— Compléter un terne de points d'une invoiulion

du premier rang, définie par un nombre suffisant de conditions.

A). On se donne deux ternes Xi, iji, Z] ; X2, 2/2» z^, et un

point x^] construire ^3, z^.

Supposons que les deux ternes de points soient réels. Aux

deux triangles ^jj/i^i; a^ol/s^a, on peut inscrire une conique.

Si par le point x^, on mène à cette conique K les deux tan-

gentes, elles coupent Co en deux nouveaux points y^, ^3 qui

complètent le terne. En effet x^y'^z^ constitue un nouveau

triangle inscrit à Cg et circonscrit à K.

Autrement. — Menons les droites yiZi; y.2Z^ qui joignent

deux points réels d'un terne ou deux points imaginaires conju-

gués. Ces deux droites se coupent en un point A.

Menons Ax^. Cette droite rencontre la conique en un point B.

Joignons a;,B; y^B. Ces deux droites rencontrent respectivement

2/2 ^o; y\ -1 en deux points A', B'.
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La droite A'B' détermine, par ses intersections avec C2, les

deux points y^ z^.

En effet les trois couples de droites A'B', ABx^; lJ^z^^.B',

XiBA.'; î/oSoAA', X2BB', constituent trois coniques passant par

les quatre points fixes ABA'B', dont l'un, B, est sur Co.

Nous pouvons observer que les points A'B' marquent sur les

droites 2/2%; y^z^, deux séries homographiques.

En effet, si l'on prend A', par exemple, la droite ^'x^ déter-

mine B, et Bxç^ détermine B'.

Par conséquent, la droite A'B' enveloppera une conique

tangente aux deux droites î/jSj, y^Z2.

Celte remarque nous sera utile tantôt.

B). On se donne un terne de points et un groupe composé

d'un point double et d'un point de ramification.

Soient ic^t/i^i les trois points du terne; X2{y^z.2) 1^ second

groupe.

Il n'y a rien à modifier à la construction précédente.

La droite 2/2% devient la tangente à la conique, au point

double
( 2^2)-

C). On donne deux groupes composés chacun d'un point

double et du point de ramification correspondant.

Soient a?i(^,]Zi); x.2{y.2Z-:^ ces deux groupes.

Les droites y^Zj^ , 7/2% de la seconde solution A) deviennent

les tangentes aux points doubles donnés.

Si nous remarquons que le point A, intersection des deux

tangentes [y\Z^), {yoZ^), est le pôle de la corde qui unit les points

de contact, nous voyons que la solution est encore possible

lorsque les points doubles donnés sont imaginaires conjugués.

D). L'involution possède un point triple.

On se donne ce point triple et un terne quelconque.

La solution n'exige aucune modification.

E). L'involution possède deux points triples qui sont donnés.

Supposons d'abord que les deux points triples soient réels, et

soient t,y ces deux points.
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Menons les tangentes en $

et >?. Elles se coupent en A.

La droite Aar- déiermine le

point B. §B, !^B déterminent

de même B' et A'; celte droite

A'B' rencontre C^ en deux

points imaginaires qui com-

plètent le terne de l'involulion.

On peut observer que, les

deux points t, ^ étant réels, les

groupes de points de l'involution sont composés d'un point réel,

et de deux points imaginaires conjugués.

Il reste à voir ce que devient celte construction quand les

points ? et >; sont imaginaires conjugués.

Nous voyons que A est le pôle de §>?
;
par suite ce point peut

toujours être construit et il en est de même do p et B,

De plus T est conjugué harmonique de p par rapport à ti/.

Donc AT est la polaire du point p, toujours réel, q est conjugué

harmonique de p par rapport à BA. Il est donc facile de le

construire. On obtient ainsi , dans tous les cas, la droiie Tq, et

,

par suite, les points homologues de a?-.

La droile Ix^ est tangenle à la conique en %.
En effet, TA étant la polaire dep el f >} la polaire de A, Ap est

la polaire du point T.

En conséquence, la tangente en un sommet du triangle

rencontre le côlé opposé en un point de la droile ?>?.

Cette propriété permet de considérer d'une autre manière

l'involution du premier rang qui possède deux points triples.

Soit x^y^z^, un terne de points appartenant à celte involu-

tion. Les côlés du triangle rencontrent respectivement les

tangentes aux sommets opposés en trois points situés sur la

droile des points triples.

Mais si nous regardons aigi/g, i/gSj, z^x^ comme trois couples

d'une homographie, cette droile ?î? sera précisément la droile

qui, par ses intersections avec C2, donne les points doubles de

l'homographie.
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Donc les points triples de celle involution particulière sont

les points doubles de l'homographie cyclique caractérisée par

chaque terne de points.

La droite TB est également tangente à C,.

Menons py^, pz^ qui déterminent sur Cg les points Zs, y'^.

p étant le pèle de TA les droites 2/3%» y'z Z3 se coupent sur

TA, c'est-à-dire z'^y'^ passe par T.

De même, les deux droites z^z'^, y^y'^ doivent se couper en

un poinl appartenant à la lois à TA et à pA : c'est donc le

point A.

Comme on le voit, sa Byi constilue un nouveau terne de l'invo-

liition. Pour obtenir ces points, il suffît de joindre x^y^z^ a\i

pôle de^tj.

Mais d'après le mode de représentation XgB soûl conjugués

harmoniques par rapport à y^H, et de même pour les autres

groupes.

Donc si un lerne de l'invoiuiion est caractérisé par l'équation

ol = 0,

il exisleun second groupe donné par
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Tous les ternes de l'involulion seront donc bien, comme

nous l'avons dit (p. 64), représentés par

F). On se donne quatre couples de points de l'involution :

compléter un terne.

Pour cela, il sulïirait évidemment de trouver les points qui

complètent deux des couples donnés, car on serait ramené au

problème A).

, Supposons que les couples donnés soient X], ?/,; x^, y^\ ajj, i/g;

Appelons z^, z^, %, 24, les points cherchés,

aî^, î/i, Zj ; ^"2, î/a, 2, constituant deux ternes de points et x^, î/j,

deux points d'un troisième terne, on a

(xs — a-,) (X3 — î/0 [xr,— Zi) {y^ — Xj) {y-,— yi) {y., — z,)

(X, — Xî) (xs — 1/2) (X3 — z,) (î/3 — X2) (î/3 — 3/2) (r/5— ^2)

Cette relation indique déjà que les deux points z,, Z2 appar-

tiennent à une homographie quadratique dont il faudra déter-

miner trois couples.

Si l'on fait z^ = %, on a

X5 — Xi) (X3— y,) {y^ — X,) {y, — yi)

X5— X,) (X5 — y^) (^3 — X2) [y-, — 1/2)

L'homographie dont il s'agit a donc pour points doubles x^

et yj, car le déterminant du premier membre ne s'annule pas,

en général.

Si dans la première équation nous faisons Zj = X2, elle

devient :

xz — -T.) (JCs — yi) iy^ — X,) (^3 — ?/,) 1 ^ ^
X3— y.) {x, — z,) (y-,— y,) (7/3 — Zj)

I

= 0.

(X3 — z.) (î/3 — z,) = 0.

(xj — X2) (y3 — X2)

Il en résulte que le point z^, correspondant à jz, ^= x^, est

l'homologie de ^3 *^Jans l'involution caractérisée par les deux

couples a;^!/!, X3 2/3.

Nous aurions pu faire le même raisonnement en prenant 574,^/4

au lieu de x^, y^.

Par suite z^, z^ fait partie de deux homographies, dont chacune
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est caractérisée par ses points doubles et un couple de points.

Ces deux homographies quadratiques ont deux couples

communs : ::| , ^2 » ^ii ^â-

A chacune de ces déterminations correspondent, sans ambi-

guïté, des points z^, Z/,; zl, zl.

. Par conséquent, il existe deux involutions du premier rang,

possédant quatre couples donnés.

C'est, au surplus, la réciproque de cette propriété :

Deux involutions cubiques du premier rang, situées sur un

même support, ont quatre couples communs.

En effet, supposons que ces deux involutions soient marquées

sur une même conique C^. Chacune d'elles est caractérisée par

sa conique d'involution.

Soient K et K' ces deux coniques : leurs quatre tangentes

communes marquent, sur Cg, les quatre couples communs aux

deux involutions.

Problème II. — Étant donnés deux ternes de points d'une

involulion cubique du premier rang, construire ses points doubles

et ses points de ramification.

Soient ^ij/iS^, a^^l/a^o '^s deux ternes donnés que nous sup-

poserons d'abord composés d'éléments réels : ces deux ternes

déterminent deux triangles circonscrits à une conique K.

C'est la conique d'involution.

En général, par un point de C2, on

peut mener à K deux tangentes, qui,

par leurs secondes intersections avec

Co, complètent le terne.

Ces deux tangentes à K se confondent

pour les points de C^ situés sur K.

Par suite les quatre points de rami-

fication de l'involution sont les points

d'intersection f], r,^, r^, r^, de K avec C2.

La tangente en r,) à K rencontre C2 en d^ qui est le point

double correspondant.

Si nous observons que r|(/,d, constitue un terne de l'involu-
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lion, la droite r,ic?j avec la tangenle à C^ en i/^ forme un triangle

inscrit à C2 et circonscrit à K. Par suite la tangente à Co en d^

est tangente à K.

Les quatre tangentes communes à K et Cg marquent donc,

par leurs points de contact avec €3, les quatre points doubles de

l'involulion.

Si les groupes donnés oCiy^z^i ; iCgî/â^a ^^onl composés, chacun,

d'un point réel et d'un couple de points imaginaires, on peut

faire usage de la seconde partie de la solution ^4).

Si nous nous rapportons à cette solution (p. 71), nous verrons

que les droites A'B' qui. par leurs intersections avec C.^, donnent

des couples de l'involulion enveloppent une conique.

Celle conique, qui peut toujours se construire, est la conique

K et l'on remarque immédiatement que les quatre tangentes

communes à Cg et à K marquent, sur la première, les quatre

points doubles de l'involution.

Suivant que la conique d'involution est tangente ou double-

ment tangente à Cg, l'involution possède un ou deux points

triples.

On peut demander de compléter une involution, connaissant

les quatre points doubles.

D'après le problème I, F), on voit que la question est suscep-

tible de deux solutions.

On peut d'ailleurs s'en assurer de la manière suivante :

Soient x^, œ^, x^, x^ les quatre points doubles. En ces points

menons des tangentes à la conique, tangentes qui se coupent

en trois points consécutifs 2, 5, 4.

Si nous prenons sur

4x4 un point 5, nous

déterminons un penta-

gone 12345.

Menons les droites 25,

14, Zat, a étant l'inter-

section de 14, 25.

Le point t décrit une

4 conique.
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t est point de conlacl de 15 avec la conique inscrite au penta-

gone. La conique Cj, lieu du point t, est tangente à C2 au

point x^. Par suite, elle coupe C2 en deux points r^, rj.

Les coniques K, K', inscrites aux pentagones 12,23,34,45,

Vil et 12, 23, 34, 45, ril sont les coniques des deux involutions

conjuguées.

Considérons par exemple K : elle est tangente aux quatre

tangentes à Cg, menées par x^, X2, xj, x^.

De plus, d'après la remarque précédente, elle est tangente à Ir^

au point r, où elle coupe C,.

Elle jouit donc bien des propriétés de la conique d'involution

On voit par là qu'il n'existe que deux involutions cubiques

ayant les mêmes points doubles.

Il nous sera facile, à l'aide des constructions que nous venons

de faire connaître, de résoudre les problèmes relatifs à l'involu-

tion du second rang.

Problème IIL — On donne trois ternes Xjy^Zi, XsyaZ^» ^^sYs^si

d'une involulion cubique du second rang : compléter le terne dont

on connaît deux points X4, y4.

Au moyen du problème ï, complétons les involutions I^: a;ii/,z,,

x^y^z^, Xi^\ ^lî/i^i, aîji/sjZs, 074. Nous obtenons ainsi des ternes

Les groupes x^y\Zi,\ x,iylz'l font évidemment partie de l'invo-

lution proposée.

iMais, dans une involution I2, à un point fixe, correspondent

des couples de points appartenant à une involution quadratique.

Il suffira donc de construire l'bomologue de y^ dans l'involu-

tion quadratique caractérisée par les deux couples yl, zl; y'I, z'i.
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Menons les droites ajjy^,

x2?/2 qui se coupent en B.

La droite x^B déler-

mine, sur Cj, le point A.

Les deux droites z^k,

ZgA coupent x^yç^, x^iji

en B'A'.

La droite B'A' coupe Cj

aux deux points réels ou

imaginaires î/iz^.

Si nous faisons les

mêmes constructions à

l'égard de Xiy^. x^y-^,

nous obtenons A[B[, qui

marque sur Co, ylzi.

Les deux droites AlBj,

A'B' se coupent en t.

tyi déterminera le point z^.

Nous pouvons faire observer d'abord que si nous déterminions

le point f, relatif à un autre point a:g, la droite ff, rencontrerait C2,

aux deux éléments neutres de l'involution.

En effet, ce couple d'éléments neutres faisant partie de toutes

les involulions quadratiques, correspondant à des points x^,

x^, ..., il suffit de construire le couple commun à deux pareilles

involutions, pour obtenir le couple neutre. C'est ce que nous

avons fait en menant tti.

Ainsi qu'on peut le remarquer ici, les couples a^^i/j, Xç^y^, Xr^y^,

peuvent être imaginaires sans que la solution précédente cesse

d'être applicable.

Il peut se faire que le couple x^^y^ soit également imagi-

naire.

Dans ce cas, déterminons la droite des éléments neutres —
ou, d'après une propriété que nous avons vue, la hessienne des

points triples — , celte droite, toujours réelle, coupera la droite

réelle y^ x^, en un point w. Il suffira d'après le théorème IX, de



( 80
)

mener uoe droite, passant par w, et rencontrant C2 en deux

points réels x^, y^. Ces points pourront être substitués à x^, y^,

pour la détermination de -/, (*).

Autrement.— D'après le théorème XVIII, les éléments neutres

font partie de toutes les invokitions du premier rang, définies

par deux de ses ternes de points.

Par suite les trois coniques inscrites respectivement à deux

des trois triangles ac, î/,^i, X2î/2^2» ^ôVô^^ô^ ont une tangente

commune— théorème connu d'ailleurs. Cette tangente commune

peut se construire linéairement, puisque, prenant deux de ces

trois coniques, on connaît déjà trois de leurs tangentes com-

munes.

On a ainsi les éléments neutres.

Nous arrivons, de cette façon, au mode suivant de représen-

tation d'une II :

Toutes les coniques K , inscrites à un triangle x^ }/] Zn , inscrit

lui-même à C2, et tangentes à une droite h, déterminent des sys-

tèmes de triangles, inscrits à Co, et circonscrits aux K, dont les

sommets marquent, sur Co, une II.

Dans le cas actuel, les cinq tangentes x^y,^
, yiZ^, Z{X^y h et

x^y^, déterminent une conique particulière K.

La seconde tangente issue de x^ et menée à K, détermine,

par son intersection avec C2, le \)o\nlZi, car x^y^z^ est circon-

scrit à K, d'après un théorème connu.

Nous pouvons observer que la solution qui vient d'être déve-

loppée contient la suivante:

Compléter une involution cubique du second rang, définie par

ses éléments neutres et un terne de points.

Cependant cette solution ne serait plus immédiatement appli-

cable, si les trois points du terne donné n'étaient pas réels.

En s'appuyant sur le même théorème XVHF, on peut employer

la solution suivante.

(*) On peut aussi acliever la solution en employant le problème IV.
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Soient x^
,
y^,z^, les points donnés, h, la hessienne des points

triples; ^2, Xg les deux points donnés du terme à compléter.

Menons x^y^, x^y^ qui

se coupent en D.

La droite /i coupe 5?,^^

en A, j;^^^ en B.

S|B détermine C et ÂC
le point 22-

Comme on le voit, en

se rappelant la seconde

solution de À) prob. I, le

groupe d'éléments neu-

tres fait partie de l'invo-

lulion n, caractérisée par

les groupes ocii/iz^ , x^y^Zo-

Son point correspondant, dans cette U, est p.

Problème IV. — Connaissant les points triples d'une involu-

tien W, et deux points d'un terne, compléter ce terne.

Soient fi^a^s» les trois points triples donnés.

Si par ces points, nous menons des tangentes à Cg, elles

coupent les côtés opposés du triangle t^t^t-^, en trois points

«1, «2» «3> situés en ligne droite.

Cette droite est la hessienne des points triples.

6
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Pour le faire voir, il suffit de se rappeler ce que nous avons

dit, pages 64 et 75, relativement à une involution cubique du

premier rang, possédant deux points triples.

On peut d'ailleurs le démontrer directement.

Toutes les coniques qui passent par a^a^t^ coupent Co en des

groupes de trois points qui appartiennent à une U; en effet,

chacun de ces groupes de trois points est déterminé par deux

de ses points.

tit<^t^ est un de ces groupes. Mais les coniques ocitç^t^, a^t^,

«2^3^! , «1 1.] déterminent deux points triples t] , t.,. Donc, par le

théorème XÏII , ^3 est le troisième.

On peut d'ailleurs vérifier que la conique passant par a^, a., et

osculalrice à Cg en f,» 6st surosculatrice en ce point, les deux

droites homologues a.^c.o, tyU, se coupant en «3 sur l'axe d'homo-

logie «s^s f).

Mais une droite quelconque passant par fg, constitue avec

aja^ag une conique. Par suite les deux points d'intersection,

réels ou imaginaires, de ai^oag avec C^ sont bien les éléments

neutres de l'involution.

Soient maintenant x^y^ les points donnés.

Menons x^a^ qui coupe C, en p. t^p coupe h en fc, et ky^

rencontre C2 en un nouveau point z^ qui est le point cherché.

En effet, appelons h.^h.2 les éléments neutres et 2;^ le point

qu'il s'agit de construire : Xih^fi^, apipfj , XijjiZi font partie de

l'involution I|

.

Donc li^ho, pt\, y\Zx appartiennent à une môme involution

quadratique : z^^ doit bien, par suite, être l'homologue de ?/^

,

dans l'involution M, caractérisée par les deux couples h^lu, pt^.

Si le groupe x^y^ est imaginaire, nous savons comment la

solution doit être modifiée pour construire z^ (prob. lil).

La construction qui précède exige la connaissance de h.

Or la détermination de h, que nous venons d'employer, n'est

plus applicable dès que deux des trois points triples sont ima-

ginaires.

(*) PoNCELET, Traité des prop. proj., t. I, p. 167.
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Il est facile de déduire de la solution précédente l'existence

de certains élénaents qui ne dépendent point de la réalité des

points triples.

Soit p le point d'intersection des deux tangentes en t2, h,

c'est-à-dire le pôle de ^2^3.

Si le groupe t^i^ est imaginaire, on peut toujours construire

a^ et p.

«i^aas est conjuguée harmonique de cf.\t~tç, par rapport à a,p,

«1^1, car les quatre points t^s, t^a^ sont conjugués harmoniques.

La solution précédente est donc toujours applicable.

Problème V. — Construire les points triples d'une involution

déterminée par trois ternes xjiZi, XgygZg, XjygZ;.

Soient ti, /,» hi 'es points triples.

D'après le théorème XI , les points triples L^t^t^ sont conjugués

harmoniques du troisième ordre des points x^y^z^; x^y^z^i,;

En conséquence f^^s'ô P^ut être regardé comme un terne

appartenant à la fois aux trois invoiutions du second rang qui

ont pour points triples x^y^z^, x.2y^z^, ^52/5-5- On est donc

ramené au problème suivant :

Problème VI. — Construire le groupe commun aux trois invo-
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luttons qui ont pourpoints triples les groupes x^y^z^, XajgZg,

Appelons I2, I2', l^, ces Irois involnlions.

Les groupes communs à I2, I2' constituent une involulion lï^

dont il est facile de construire des ternes de points et, par suite,

la conique d'involulion K". Il en est de même des deux involu-

lions l2% \?, qui conduisent à une involution lï' et, par suile, à

une seconde conique K.

Les points triples, faisant partie des trois involulions du

second rang, feront partie des deux involulions du premier

rang \'î% ïj. Par suite t,]tç^t^ sera un triangle circonscrit aux deux

coniques K" et K, et inscrit à Cg.

Ce triangle sera facile à construire puisque les deux coniques

ont quatre tangentes communes dont l'une est la hessienne des

points ocgî/a^a, hessienne que l'on peut déterminer.

On peut, au surplus, démontrer bien simplement ce qui

précède.

Soient «^= 0, bl= 0, c^=0, les équations qui représentent

les trois groupes £C|yiZi, a^^ya^a, ^ôI/ô^-

Les trois involutioiis I^, \'^^, l^^, sont alors définies par les

équations

UoXiyiZi -t- f/i {x,yiZ<i -+- x^y^z^ -t- Xiy^z^ -4- Og {Xiy^z^ + x^yiZ^ -+- Xj^/a^j)

+ «3X21/2^2= 0, (a)

b^x^yiZt -+- b^ (Ti?/iC2 + x^Vi^a -^ ariî/aZ,) -t- 62 [Xiy^z^ + x^yiz^ -4- x^y^Zi)

-+-6331:21/2^2 = 0, {!))

CoXiyiZy -\- c, (jfii/iZj -^ x^yiZi -\- x^y^z^) -t- c^ [x^y^z^z -h X'^y^z-^ -»- 0-2^2-1)

-\- 03X21/2^2 = 0. (c)

En éliminant x entre (a) et (6), puis entre [h] et (c), puis y entre

les deux équations obtenues, on trouve finalement l'équation

(66')' 6,6; [(a6) (6c) {ca) aAc.J = 0.

Celle équation représente les quatre couples communs, anx

involulions lï% IJ.
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Il serait également facile, à l'aide des méthodes qui précèdent,

de trouver le groupe commun à trois involutions du second

rang, définies par un nombre suffisant de conditions; en effet,

ce groupe lait toujours partie des involutions du premier rang

caractérisées par les groupes communs à deux des trois involu-

tions données.

Pour obtenir un terne d'une de ces involutions, il suffira de

déterminer dans deux des involutions II, les involutions quadra-

tiques correspondant à un point x et de construire le groupe

commun à ces deux involutions.

On pourra, de cette façon, construire deux des coniques

d'involution. Ces deux coniques seront inscrites à un même
triangle, inscrit lui-même à Co.

Les problèmes que nous avons résolus sont ceux qui nous

paraissent les plus importants dans la théorie de l'involution

cubique : ils permettent de résoudre, en général, toutes les

autres questions analogues qui se présentent.

CHAPITRE III.

RAPPORT ANHARMONIQUE.

Soient six paramètres x^, a?,, ... acg, caractérisant six points

d'une ponctuelle ou six rayons d'un faisceau.

Dans la théorie de l'involution , nous avons été amené à con-

sidérer des fonctions telles que

(Xj X^ [X^— X4) (X5 x^)
etc.,

(Xj X^j ^Xs Xgj (Xg X2)

auxquelles nous avons donné le nom à&rap]ports anharmoniques

du troisième ordre.

Nous allons étudier maintenant ces fonctions d'une manière

plus spéciale.

Nous écrirons encore, comme tantôt, {ik) au lieu de (x,— Xt).
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Sans changer l'ordre des indices au numérateur, il sera

possible de former les deux rapports

( 12) (34) (56)
_

(12) (34) (56)

(14) (56) (52)' (t 6) (52) (54)"

Nous pourrions, au lieu de cette notation, employer la

suivante, plus simple,

(462), (624).

Il est aisé de s'apercevoir que l'on ne pourrait employer

d'autre permutation de (246) sans obtenir un rapport anharmo-

nique du second ordre.

Par suile, chaque permutation des six figures 1, 2, 5, 4, 5, 6,

nous donnera deux rapports anharmoniques.

Les sept cent vingt permutations nous conduiront à mille

quatre cent quarante de ces fonctions.

Mais nous pouvons observer que si l'on permute entre elles

les trois figures binaires (12), (54), (56), on ne change pas la

valeur de l'expression.

En effet

(1 2) (56) (54) _ (12) (54) (56)^

(16) (54) (32)
"~

(16) (52) (54)
'

(12)(56)(o4)_(l2)(34)(56)

(l4)(52)(36)^(l4)(o6)(52)'

Nous aurons donc

(12) (54) (56) = (12) (56) (54)= (34) (12) (56) = (34) (56) (12)

= (56) (12) (54) =(56) (34) (12).

Nous réduirons déjà, par là, le nombre des rapports à deux

cent quarante.

Examinons encore les rapports provenant de l'arrangement

(654521).

Nous avons

(65) (45) (21) _ (12) (54) (56)
_

(65)(41)(25)
~

(14) (56) (52)
'

(65) (45) (21)_ (12) (54) (56)

(61
) (45) (25)

~
(16) (32) (54)

"
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Nous trouvons, par suite, douze permutations qui conduisent

aux mêmes rapports.

Nous aurons, en conséquence, cent vingt rapports anhar-

moniques.

Il est visible, d'ailleurs, que les rapports anharmoniques seront

les inverses l'un de l'autre, deux à deux.

Ainsi la permutation (165254) conduit à la fonction

(16) (52) (54)

(12) (34) (56)'

Nous aurons, de la sorte, soixante rapports et leurs inverses.

Nous allons retrouver ce résultat par un autre procédé plus

complet, qui nous montrera, en même temps, que nous avons

bien épuisé, de cette manière, toutes les combinaisons pouvant

nous conduire à des rapports anharmoniques du troisième ordre.

Considérons les expressions telles que

(12) (54) (36)

et voyons combien nous pouvons en former.

Il en existe quinze

(12) (35) (46), (12) (54) (65), (12) (56) (54),

(13)(24)(56), (15)(25)(64), (15)(26)(45),

(14)(25)(56), (14) (25) (65), (14) (26) (53),

(1 5) (26) (54)

,

(1 5) (25) (46)

,

(1 5) (24) (65)

,

(
1 6) (23) (54)

,

(16) (25) (43)

,

(1 6) (24) (55)

,

Pour abréger les écritures nous les désignerons par

. ai, «2, «3, a^, a^; (Si , jSa, ^35 Pij ^aJ ri-, r^^ Y-o-, 7i, 7$-

En divisant deux de ces expressions l'une par l'antre nous

obtenons un rapport anharmonique : nous aurions ainsi deux

cent dix rapports, inverses deux à deux.

Mais il est visible que le quotient de deux expressions qui

contiennent la même figure binaire (ik) est un rapport du second

ordre.

De cette manière, au lieu de pouvoir combiner chaque exprès-



( 88)

sion avec les quatorze autres nous ne pourrons le faire qu'avec

huit, puisqu'il existe toujours trois de ces produits contenant le

même fadeur binaire.

Nous retrouvons, de cette façon, nos cent vingt rapports

distincts.

Pour exprimer ces cent vingt rapports en fonction de quelques-

uns d'entre eux, nous allons rechercher les expressions qui

relient les fonctions a, (3, y.

Nous pouvons observer d'abord que la somme de trois des

quantités a, (3, y qui contiennent le même facteur binaire est

égale à zéro.

Nous trouvons, par exemple,

a, + Pi
-4- n = 0, a2 + (S. -4- ro = 0, . .

.

«2 -+- n + rs = 0, etc.

Néanmoins ces quinze relations linéaires ne sont pas indépen-

dantes : elles se réduisent à dix équations linéaires. On trouve

ainsi

2^1 = •— «1 — a^ -\- a.--, — «4 -H a^,

2^2 = ^1 ^2 ^-o
-+- «i -+- «55

2[35 = a] — a2 — «3 -»- ciîi — «s

,

SjBi = — a, -+- aç, -+- «3 — ai — «s,

2Ss = JCj -+- ^2 «5 «4 «SJ

2r, = a, -+- «2 «3 -+- «4 «5»

2^2 = «1 — a2 -+- aj — a4 — «g,

. 2^3 = CL{ -t- «2 «3 «4 -+- «5»

27/4 = «1 «2 '''3 «4 -^- «S5

275 = — «1 «2 + «3 "*" *4 *5-

Par suite, dix de ces fonctions s'expriment linéairement au

moyen des cinq autres.

Nous pouvons encore rechercher les relations qui existent

entre ces cinq dernières.
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Pour cela, imaginons que les six quantités Xi, Xo... Xq soient

racines d'une équation

al = 0.

Nous pouvons supposer que cette forme ait été transformée,

|)ar une substitution unimodulaire, de manière à avoir une

racine nulle, et une racine infinie.

Nous calculerons, dans cette hypothèse, les fonctions a, et les

relations qui pourraient exister entre les fonctions transformées

ne cesseront pas d'avoir lieu pour les fonctions dans leur état

primitif.

En faisant Xi = ce , x^ = 0, nous trouvons

x-^Xi — x^x^ — X4X5 -- x^x^ = aj (a)

— Xi^s -t- XiXe = a, (6)

— X3X5 H- XgXe = as (c)

XsXg H- X4X6 =: «4 (d)

— XjXg + XzXi = «5 (e).

La combinaison de (6) et [d) donne

{XiX^f — («2 H- «4) (XiXfi) + a^a^= X3X5 . X4X6. (/)

De même (g) et [e) conduisent à

(XjXs)^ + («3 + «g) (X3X5) + a^a. = X3X5 • X4a76. (gf)

L'ensemble des égalités (a) (6) . . . (<;) nous mène à la relation

2x4X6 . - 2x3X5= :Sa — 2ai . (h
)

Posons, pour abréger,

XiX^= y', X3Xs= x; a2a4=A', a^ •¥ a^^W;
^a— 2ai

a5a5= A, a3-t- «5= B; = S.
2

Nous aurons

x'^ -+- Bx -4- A = xî/

y — X = S,

équations entre lesquelles il faut éliminer xely.
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Ces trois égalités peuvent s'écrire

(B — S) X -+- A = 0,

(S—B')t/ -t- A'=0,

y — X — S =0.

Nous trouvons ainsi, comme résultant de ces trois équations

(B- S) (B'S - S' - A') -4- A (S - B') = 0.

Si nous remplaçons A, B, A', B', S par leurs valeurs en fonc-

tion de a, nous trouvons finalement

2 2œ3 — 2ia^2a -+- 2 2aia20C5= 0.

Nous pourrons, en conséquence, exprimer les cent vingt

rapports anharmoniqnes au moyen de fractions dont le numé-

rateur et le dénominateur seront des fonctions linéaires des

quatre rapports

«2 «3 a 4 «g
5 > 5

a 1 a 1 a 1 a
j

Mais, de plus, si nous tenons compte de la relation entre les a,

les cent vingt rapports seront des fonctions des trois rapports

«2 «3 «i
> 1

'

aj a.^ a^

Par suite

// existe quatre rapports anharmoniques linéairement indépen-

dants et trois rapports complètement indépendants.

Ce résultat est conforme à ce qui aurait pu se déduire de la

théorie des sextiques binaires.

Si l'on a égard aux valeurs des P et des y au moyen des a, la

relation entre les « peut encore s'écrire sous la forme symé-

trique

Nous pouvons nous proposer de former l'équation qui a pour
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racines les quinze fonctions a, [3, y, en supposant que les six

quantités ^^, iCg,.. x^ soient les racines d'une équation

««= 0.

Il est visible que toute fonction symétrique des quantités

a, P, y reste invariable par les substitutions opérées sur les

racines de la sextique, qui laissent invariable la racine carrée

du discriminant de celte forme.

En conséquence, d'après un théorème dû à Lagrange, ces

fonctions s'exprimeront rationnellement au moyen des coeffi-

cients de la sextique, en s'adjoignant la racine carrée du discri-

minant.

De plus, il est visible, par la forme même des a, (3, y, que ces

fonctions symétriques seront des invariants de la forme.

Par suite si A représente le discriminant de a\, l'équation qui

aura pour racines les quinze expressions que nous venons de

définir aura la forme

z^^ 4- 022*^ -\~ OiZ'* -\- tto 1/A z^° + «gZ® + . . . aig= 0,

les coefficients a^, aj,, etc. étant des invariants de l'ordre indiqué

par leur indice.

L'absence des termes en z'* et en z'^ provient de ce que l'on a

2oc + 2p-i-Ir =0,

et ces équations auraient pu d'ailleurs se conclure de ce fait que

la forme du sixième degré n'a pas d'invariant linéaire ni d'inva-

riant cubique.

En se servant de la forme canonique

de a^, on pourrait calculer les coefficients a^.

Ce calcul serait assez long : c'est pourquoi nous avons cru

plus rapide de nous servir des résultais obtenus par le P. Joubert

dans une question analogue f).

(*) Comptes rendus, 1867, Sur l'équation du sixième degré.
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En appelant

A = {abf ; B = {u')\ C = {nj {i'i"Y {i"if, i= [ahf albl

trois invarianlsetundes covariants fondamentaux delà sextique,

ce savant géomètre est arrivé à l'équation

U« -t- 2.3.0 AU* -H 21315 (ÔA' — 25B) U' 4- l^Â-U

-f- 2^5^5 (250c -+- 25AB — A^) = 0.

Or, si nous désignons par Ui, U2, U5, U4, U5, Ue les racines

de celte équation, nous arrivons aisément aux expressions

suivantes

8U, = 22a,

8U2 = 8a, — 22a,

8U3 = 8a2 — 22a.

8U4 = Sa^ — 22a,

8U5 = Sa^ — 22a,

8U6 = 8as — 22a.

Ces relations, jointes à celles qui donnent les [3 et les y en

fonction des a font voir immédiatement que les sommes, prises

deux à deux, des U, reproduisent les quinze fonctions a, [3, y,

multipliées par huit.

Pour former l'équation aux fonctions a, (3, y, il suffira donc

de calculer l'équation aux sommes des racines, prises deux à

deux, de l'équation en U.

La méthode de Lagrange nous conduira, par un calcul qui

n'offre de difficulté que sa longueur, au résultat cherché.

Nous ne reproduisons ici que les coefficients de l'équation en z,

écrite plus haut f).

En posant

2.5.5.A = A', 2151S(5A^— 25B) = B',

2^ 51 5 (250C + 25AB — A"^) = C,

(') Voir, pour plus de détails, Mémoire sur les courbes du troisième ordre,

d'"^ partie, pp. 55 et suivantes.
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nous aurons

«2 =4A', ai-=6A'^— 2B', ao= 10, cr6=-4A'^— 2A'B'— 2GC',

a, = 1 9A' l/Â, a» = A'* + 2A'^B'— 24A'C'— 7B'^

a, = (-2A'^-10B')l/Â, aio=2A'^B'-6A'B'^-18A'^C'+b4B'C'-12A,

a,, = (— 2A'B' -+- 2558C')l/Â,

a„= — 294A'*B'^-A''B'^^-48A'^C'-218A'B'C'-5A'A-4B''^-27C'^

«^3 = (_ -1 3 . 99A'* + 2376A''B' + 2654A'C'— \ 089B'^) l/Â,

a„ = (_ A'' — 71 2B') A; a^,= — 41 1 A l/Â.

Soil

F(r) = 0,

l'éqnalion en z et désignons ses racines par s^, Zj,.- ^is-

L'équalion

aura pour racines -' ?^v—̂ •

Il en résulte que l'équalion

F(g,x)(Fz2x)....F(z.,x) _
(x — If

aura pour racines les rapports anharmoniques formés à l'aide

des a, (3, y.

Le numérateur de l'équation que nous venons d'écrire est le

résultant des deux Cormes.

Y{zx), F(z).

Soit

l'équation du deux cent dixième ordre qui a pour racines ces

rapports anharmoniques. 11 est visible qu'elle est réciproque et

décomposable en deux facteurs l'un du cent vingtième ordre

et l'antre du quatre-vingt-dixième.

Le premier, égalé à zéro, aura pour racines les rapports du

troisième ordre proprement dits.
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Reprenons l'équation

que nous pouvons écrire

Y,{z)= f{z) + \/'K.{z)^0.

Nous pourrions chercher la signification géométrique des

invariants de cette forme : nous nous bornerons à examiner son

discriminant.

Pour cela, il faudra former les différences des quantités a, (3, y

posées deux à deux.

On peut remarquer que ces différences seront bien dislinctes

selon que nous prendrons deux fonctions ayant un même facteur

binaire ou non.

Les premières seront au nombre de quarante-cinq, les autres

au nombre de soixante.

Examinons d'abord ces dernières.

Soit, par exemple

Si nous avions «i
— ^ô= 0, cette condition peut s'écrire

(1 2) (55) (64) = (14) (52) (G5),

ou

(_12)_(_52)_(56)^(46)^

(14)* (54) (55)
'(43)*

Les six points 1, 5; 5,4; 2, 6, seraient en involution.

Ces différences seraient, par suite, les facteurs de l'invariant

gauche E, de la sextique.

Ces fadeurs sont au nombre de quinze, tandis que nous avons

soixante différences analogues à celles que nous venons de

rencontrer.

Or, on vérifie sans peine que ces différences sont égales,

quatre à quatre.

Nous trouvons ainsi

Ti «s =^ pS «2 = r2 «3= p3 «4 5

r2 — (3i
= «1 — aa = p3 — 7/,= Yi— 9/3, etc.
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Ces relations peuvent se démontrer à l'aide des expressions

des (3 et des y que nous avons données plus haut.

De tout ceci résulte que chaque facteur de E entre huit fois

dans le discriminant de V^.

Les autres différences telles que

«1 — p,

sont faciles à interpréter.

En effet si

«. - (3. = (12) [(55)(46) — (54)(Cd)] = 0,

les quatre points 3, 6, 5, 4 sont conjugués harmoniques.

Dans les quarante-cinq différences ainsi formées, chaque

figure binaire [ik) entre trois fois comme facteur.

Le discriminant de Vi(z) sera donc

P' étant un invariant de la sextique dont la réduction à zéro

indique que parmi les six points représentés par la forme, il y

en a quatre conjugués harmoniques.

Nous ne poursuivrons pas plus loin cette étude et nous allons

nous occuper de quelques questions relatives aux points conju-

gués harmoniques du troisième ordre.

Nous avons défini plus haut (p. 51) ce que l'on entend par

deux groupes de trois points conjugués harmoniques du troisième

ordre.

Comme nous le montrions au commencement de ce chapitre,

chaque permutation des six figures ^-i^Co^s •• ^e donne naissance

à deux rapports anharmoniques.

Ainsi (12) (34) (56) conduit aux deux rapports

(12)(ô4)(o6)
^

(12) (54) (56)

('14) (36) (52)' (t 6) (52) (54)'

Lorsque la somme des inverses de ces deux rapports est égale

à — i, nous avons

(14) (56) (52) (16) (52) (54)

(12) (34) (56) (12) (54) (56)

+ 1 = 0,
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ou

(12) (54) (56) 4- (14) (56) (52) + (16) (32) (54) = 0.

Dans ce cas les deux groupes

1,5,5; 2,4,6

sont conjugués harmoniques du troisième ordre.

Celle théorie, comme on le voit, présente une analogie

complète avec celle qui lui correspond pour le second ordre.

On peut se proposer de rechercher dans quels cas six points

représentés par une sextique

se décomposent en deux groupes de trois points conjugués har-

moniques.

Considérons une décomposition, par exemple, la suivante

1, 2, 5; 4, .'S, 6, qui conduit à la condition d'harmonie

(1 4) (25) (56) + (1 5) (26) (54) + (16) (24) (55) = 0.

Appelons c/,, le premier membre : en développant nous aurons

(/j = 5 XiX^Xz (XiXi + XiXz -+- x-^Xi) {Xi 4- X5 4- a'g)

L 3

1 "1

H (X, -4- 0:2 4- 0-3) {XiXti -+- XsOCc + a-fiXi) — XiXsXe .

5 J

On s'aperçoit aisément qu'il est possible de faire dix décom-

positions semblables. Le produit des facteurs d sera un invariant

de la sextique.

Observons, en effet, que si dans di on échange les deux

groupes 1, 2, 5; 4, 5, 6, on ne change que le signe de d^.

D'ailleurs, on peut permuter, comme on le veut, tous les

éléments d'un groupe.

Chaque expression, telle que di, conduit, par suite, à soixante-

douze permutations des racines.

Nous avons donc en tout sept cent vingt permutations, ce

qui représente bien toutes celles qui soni possibles.
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Le produit des dix facteurs d ne pourra donc que changer de

signe par une substitution effectuée sur les racines.

Voyons quel sera l'effet d'une substitution telle que (ic^Xa).

Cette substitution laisse invariables les quatre groupes où ic^oJa

sont associés et change les signes des six autres en les permu-

tant entre eux.

II en résulte que ce produit est une fonction symétrique des

racines de al= 0, et par la forme même de ses facteurs, on voit

que c'est un invariant de cette expression.

Posons

D = aj° . d^d'i . . . diQ.

La réduction à zéro de cet invariant exprime que les six

points sont conjugués harmoniques du troisième ordre.

Nous avons effectué ailleurs (*) les calculs qui conduisent à

l'expression de U au moyen des autres invariants de la sextique :

nous ne les reproduirons pas ici.

Nous nous bornerons à indiquer que les fonctions d sont les

sommes des racines de l'équation en U, écrite plus haut.

ïl faudra donc former le produit des sommes prises trois à

trois des racines de cette équation. Ces sommes, au nombre de

vingt, sont égales deux à deux, au signe près. Nous devrons

donc prendre la racine carrée de ce produit.

Nous trouvons ainsi :

1 = A -f- (250C -t- 25AB — Â^)
j
5^ e^A^— 4 . 5''6''(5A'^— 25B)

j

.

CHAPITRE IV.

GROUPES POLAIRES.

Nous nous bornerons, sur ce sujet, à quelques indications

rapides, car, ainsi qu'on le verra sans peine, les remarques que

nous aurons l'occasion de faire sont, en quelque sorte, con-

tenues implicitement dans la théorie de l'involution.

(*) Mém. de la Soc. roy. des Scioices do Liège ^ I. IX, 2""^' série.
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Soit

aoXtyiZi +- ax{xiyiZ^ + Xit/j^i + x^yiz^) -+- aiixiy^z^ +- x^yiZçi

-+- x^y^Zi) -4- UzX^y^z^= 0, (1 )

l'équation caractéristique d'une involution li, qui a pour points

triples les points donnés par l'équation

aoxl H- buixlx^ -h ùa^Xixl + a^xl= 0.

A chaque pointai, correspondent, dans l'involution II, des

couples de poinls formant une involution l\, définie par l'équa-

tion

2/iZi [ttoXi -+- UiX^) -t- (î/iZ2+ y^Zi) {ttiXi -+- 02X2) -*- 3/2Z2 [ciiXi + «3X3) = 0.

Les points doubles de cette involution sont donnés par l'équa-

tion

y\ {ttoXi -H UiXçi) -H 2î/iî/2 («iXi M- 02X2) -4- yl {a^Xi -+- 03X2) = 0,

ou, sous une autre forme,

Xi{aoy\ -+- 2ajî/,i/2 -+- a^yl) -i- x^{a,y\ + 202^/1^2 -+-
«2.V2)

= 0-

Les deux points doubles constiluent la première polaire, ou le

premier groupe polaire de x , par rapport aux poinls triples de

l'involution 1|.

Nous avons démontré (p. 51) que chaque terne de l'involu-

tion (1) est conjugué harmonique du troisième ordre des points

triples de l'involution.

Représentons par y, y' les deux points du groupe polaire :

X, y, y constituent un terne conjugué harmonique des trois

points donnés.

La même chose peut se dire de x, y', y'.

On peut énoncer ce théorème :

Si l'on détermine le premier groupe polaire bj, 04, d'un point a^,

par rapport à trois points a, b, c, chacun des points b^, c,,



(99
)

regardé comme double, forme avec a, un terne de points conjugués

harmoniques de a, b, c.

Si, au contraire, dans l'involulion (1) nous considérons deux

poinis X, y coïncidant, il leur correspond un point unique z,

donné par l'équation

yUao^i + «1^2) -<- 2î/i!/2(aiZi -h a^z^) -h yl{a^Zi -4- a-,z^) = 0,

ou

z^ (ttoi/î -t- 2ai_iyii/2 -H «2^1^ + z^iciiyi +- 'la^iViy^ -^ «3^2) = 0.

Le point z forme la seconde polaire de y.

Ceci pourrait donner lieu à des remarques analogues à celles

que nous avons faites dans le cas précédent.

Reprenons l'équation

y\ {qqXi -4- a^i^x.^ -4- 2î/jî/2 (a,X) -4- 03X2) -h ?/2 (a2Xi -4- a^^x^= 0,

du premier groupe polaire des trois points représentés par

l'équation

al==0,

par rapport au point a;,, x^.

Nous pourrons, de même, chercher la polaire d'un point z, à

l'égard de ces deux points y'.

Soit M,, «25 ce point, nous trouverons

u^ \aoy^x^ -4- ttj (î/jXa -+- y^Xi) +- «22/23^2] -I- ^2 [aiî/iXi -4- a^ {yiX^ -+- ^2aci)

-1- «33/2X2] = 0.

Le point u est la polaire mêlée des deux points x, y par

rapport aux trois points

JI en résulte immédiatement que deux points a^, bi et leur

polaire mêlée c^, forment un terne de points de l'involulion I2 qui

a pour points triples les trois points a, b, c.
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De ces considérations résultent immédiatement les construc-

tions relatives aux groupes polaires.

Soit à construire le premier groupe polaire de a^ par rapport

à abc.

Construisons la droite hessienne y(3 des trois points a, 6, c.

La droite a^y rencontre le cercle en un point p. ap coupe y (3

en A: et les deux tangentes, issues de k, touchent le cercle aux

deux points b^c^.

Les constructions ne cessent pas d'être possibles si deux des

points, b, c, par exemple, sont imaginaires. Nous avons vu plus

haut comment l'on peut déterminer la hessienne, toujours réelle-

La droite 6iC^ est la polaire du point réel k.

La seconde polaire de a^ s'obtiendra en menant ^a^ qui

rencontre le cercle au point cherché.

Quant à la polaire mixte de deux points Aj, B^, il suffira, pour

la construire, d'employer le problème IV (p. 81).

Soient a, 6, c trois points donnés, et b^, c^ le premier groupe

polaire de a^, par rapport à a. b, c. On peut se demander quelle

doit être la position de aj pour que les deux points 6^, c^ coïn-

cident.
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Si l'on exprime celle condition, en partant de l'équation

y\{aoXi -+- ajXa) -4- '2yiyi(aiXi -+- a^x^) -4- yl(a^Xi -+- a^x^) ^= 0,

on trouve que le point a^ doit être l'un des deux points donnés

par l'équation

{cioXi -f- «1X2) {aiX^ -h a^x^) — {aiXi -+- a^x^f= ,

c'est-à-dire un des deux points où la hessienne de a, &, c ren-

contre la conique.

Cette conséquence résultait d'ailleurs imnnédiatement de la

construction que nous venons de donner.

On voit encore tout de suite que si ai coïncide avec a, par

exemple, un des deux points polaires b^ coïncide aussi avec a,

et que l'autre q est le conjugué harmonique de a par rapport

à 6, c.

Si a^ ne coïncide avec aucun des points a, &, c et que l'un des

points de son groupe polaire coïncide avec l'un de ces trois

points, il est visible que deux de ces points sont nécessairement

confondus.

Supposons, par exemple, que q soit en b. Il est évident que

k doit se trouver sur la tangente à la conique en b : ceci ne

pourra avoir lieu que si celte tangente est la hessienne, c'est-à-

dire si c et 6 coïncident.

Nous aurons encore à (aire usage des propriétés suivantes,

dont nous donnerons la démonstration pour un ordre quel-

conque.

Soient a,, ag, . . . a„; bj, ba b„, deux groupes de n points :

les{n — k)'^"^ polaires d'un point P par rapport à ces deux

groupes coïncident lorsque P est un point (k -+- 1)'''^ de l'involu-

tion I ? caractérisée par eux.

Soient

f= ocox" -+- /*,aiX"~^^ -I- n^a<,x"'~'^y^ -+-...-+- a„î/" = 0,

^ = Po-x" + n,[5,x"-Vy -f- n^p^x^'-Y +.-•+ [3„îy" = 0,

les équations dont les racines donnent les deux groupes de

points.
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Les (n— /:)'"" polaires du point P {u, v) par rapport à chacun

de ces groupes seront représentés par

+-

y'
n—h

,

, ,

„r"-H=0.

Ces deux équations seront évidemment identiques entre elles

si l'on a

d'f d'o d'f rf^ d'f d\

dx'' f/x* dx'^'^dy dx dy dy'' dy^

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que

l'involution

/ _ Ay =
possède un point (A- -i- 1)^'' (*)^

Si l'on a un groupe de n points ai, ag, . . . a„ sur un support

unicursal, ta première polaire b^, b2, . . . b„_i, d'un point P par

rapport à ce groupe; a„ et le groupe c^, Cg, . . . c„_j, polaire de P,

(*) Le cas où A: = la été signalé par Poncelet, Analyse des transversales,

nos 191-192.

Nous avons énoncé ce théorème et le suivant, sous leur forme générale

dans une note insérée au Casopis pro pestovani Mathemaliky à Fysiky,

t. X, p. 212.
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par rapport à aj, â^, . . . a„_i; enfin ce dernier groupe, appar-

tiennent à une même IJ~*.

Bornons-nous à w ^= 3.

On a

iXoX^ -+- dUix'^y -+- ùoic^xy'^ -+- o-^y'^= ao (a;— aiy) [x— a^y) {x — a^y).

Soienl encore m, v les paramètres de P.

6i, 62, sont donnés par l'équalion :

/'= x"^ («oM -+- a^v) -+- 'ixy (ajM H- «aV) -<- î/^ {a.,^U -H a^v) -= 0.

Posons

y = «0 (^ — a^y) {x — Uçiy) = AqX^ -+- 2Aixy + A23/I

Cl est représenté par

X (AoM -+- Ajv) -+-
3/ (Ajw -+- A2V) = 0.

Posant

i/ = [ ac (Aoî< H- Ajv) H- y [k^u h- AoV)] (x — a^y)= 0,

on vérifie immédiatement l'identité

3/'— (l( — OaU) y — Si/z^O,

ce qui démontre le théorème.

Les propriétés des groupes polaires, que nous venons d'exposer,

contenant à peu près tous les points essentiels dont on ait à

faire usage dans l'élude des cubiques planes, nous ne nous éten-

drons pas davantage sur cette théorie et nous terminerons ici

ces Essais de Géométrie du troisième ordre : nous espérons pou-

voir les compléter un jour en les appliquant aux courbes du

troisième ordre.





SUR

LES EVOLUTIONS SUPÉRIEURES,

REPRÉSENTÉES SUR UN MÊME SUPPORT
;

PAR

M. Em. WEYR,
Professeur a l'Université de Vienne.





SUR

LES INVOLUTIONS SUPÉRIEURES,

REPRÉSENTÉES SUR UN MÊME SUPPORT.

t. Soit donnée une involulion du n"" ordre et du second rang,

II, et sur le même support, une involution, de même espèce, du

m"" ordre et du premier rang, I^. Chaque groupe de ]l est

formé de m éléments et est complètement déterminé par un de

ces éléments; deux éléments déterminent un groupe de 1^.

Maintenant se présente la question suivante, qui n'est pas sans

importance : « Combien existe-t-il de groupes de 1^ dont trois

éléments font partie d'un même groupe de I|,., » ou, en d'autres

termes: « Combien ]l et 1*, ont-elles de ternes communs? »

Supposons que l'involution ]l soit représentée par les groupes

de points en ligne droite, ou pour abréger, les groupes linéaires

d'une courbe rationnelle du w"" ordre E„, et que cette courbe

soit aussi support de I^.

Soient maintenant x'x" deux éléments d'un groupe de V„ et

soient y les (m — 2) autres éléments de ce groupe. Désignons

encore par z les {n — 2) autres intersections de la droite x'x"

avec E„. Il s'agit de savoir combien de fois un y coïncide avec

un z.

Un point quelconque y fait partie d'un groupe unique de V„;

à l'aide des {m — 1) éléments restants de ce groupe, on peut

former—
~'^JÎ^"""^

' couples. Chaque droite déterminée par un de

ces couples donne naissance à (n— 2) points z; de façon qu'à

un point y correspondent
(>"- H^-

)^^^ — g) points z.
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Si maintenant on choisit arbitrairement z sur E„, toutes les

droites passant par z déterminent, snr E„, une !,',_, qui a, comme

on sait, avec I*, (m— 1)(m— 2) couples communs x'x \ chacun

de ces couples donne (n— 2) ?/, de telle sorte qu'à chaque s

correspondent (m— \) [a— 2) {m— 2) points y. Le nombre des

coïncidences de y avec :: est donc égal à

(m — ])(;» — 2)
- [n — 2) + {m — 1) (n — 2) {m — 2)

i .2

3 .{m — \)(m — 2)(n — 2)

rT2

Comme chaque terne linéaire x'x"?/ absorbe trois coïncidences,

il existe
''"

~ .|^

'"'

~
"

' (w— 2) ternes linéaires sur E„ qui appar-

tiennent à J^, c'est-à-dire :

Une \l a
("i— |Hm— i)

^^ — ^^ ternes communs avec une II,

située sur le même suppoi't.

2. Si l'on joint, par une droite, deux points appartenant à

un même groupe de 1*,, sur E„, toutes ces droites enveloppent

une courbe de la {n — \){m — d)'"° classe, courbe d'involuiion

de 11,.. Les droites qui joignent les
(»'-^)(^' --)

(,, _2) ternes

communs à \l et à II sont autant de tangentes triples de cette

courbe, qui possède, en outre,
^"~

;j^',^~'^ (m— 1)- tangentes

doubles.

3. Supposons que l'on se donne sur une courbe rationnelle

gauche du n"" ordre, R„, une involution ponctuelle du m"*' ordre

et du premier rang, 1*..

Par trois points quelconques d'un groupe, faisons passer un

plan et recherchons la classe de la développable enveloppée par

ce plan, c'est-à-dire, cherchons combien de pareils plans on peut

mener par un point arbitraire p de l'espace.

• Les plans passant par p déterminent, sur R„, une 1^ qui a,

d'après le théorème précédent,
'"'~ ^^^"'"~'''

(n— 2) ternes com-

muns avec ]i.
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En conséquence :

Les plans déterminés par trois points d'un groupe d'une V„,

représentée snr une courbe gauche rationnelle R„, enveloppent

une développable de la I

^

^"'"^
(n — â)!"" classe.

Pour m = o, w = 5, on trouve un faisceau de plans; pour

wi = 5, w= 4, un cône de la seconde classe (*); pour m = 3,

en général une développable de la {n— 2)"" classe; pour n= 3,

en général une développable de la
P"'~!'/'^"~''1

"'° classe.

La surface qui contient les droites joignant deux points d'un

même groupe d'une 1^, représentéesurR„, est, comme on lésait,

d'ordre et de classe {m — 1) {n — 1) et possède R„ comme

courbe (m — !)'''".

4. Soit, sur Pi„, une involution du m"" ordre et du second

rang, I^.

Par trois points quelconques d'un groupe de cette involution,

menons un plan et déterminons la classe de l'enveloppe de ce

plan, c'est-à-dire le nombre des plans, menés par une droite

arbitraire P, qui contiennent un terne de II.

Les plans menés par P marquent, sur R„, une involution !'„ qui

a, d'après le théorème énoncé tantôt, avec 11,
" ~

|

"~
{'ni— 2)

ternes communs. Par suite :

La surface d'involution d'une involution ponctuelle du m""^

ordre et du second rang, II, représentée sur une courbe ration-

nelle gauche du n"* ordre, R„, est de la
pn—iHn-2) ^^ _ ^jj'""

classe.

Il, sur R„, possède
^'"~

,^'
^^

~

''
couples d'éléments neutres; les

droites, passant par ces couples, appartiennent à la surface d'in-

volution.

Pour n= 3, TO= 3, on obtient un point (gerbe de plans);

pour n^3, m= 4, une surface du second ordre qui passe par

trois bisécantes de R5
;
pour ?î = 3, m = 5, une surface de la

troisième classe qui contient six bisécanles de R3; pour n = 5,

(') Tout point de l'espace est sommet d'une infinité de tels cônes quadra-

tiques d'involution que touchent quatre fois R^.
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m= 6, une surface de la quatrième classe qui passe par dix

bisécantes de Rg.

Pour »= 4,m= 5, la surface est de la troisième classe et,

en général, pour n= 4, de la 5 (m — 2)"" classe ; elle contient

les
''" ~ ,;'" ~

"
bisécantes de R4 correspondant aux couples d'élé-

ments neutres de If,, et, en outre, (m — 2) trisécanles de R4.

5. Soient, sur un même support, une I'. et une If,; quel est le

nombre de leurs quaternes communs? Supposonsque l'involution

I^ soit constituée par les groupes de points situés dans un plan,

ou groupes plans, d'une courbe gauche rationnelle du w"" ordre

R„, et soit it. une seconde involution ponctuelle située sur R„.

Désignons par x'x"x"' trois points appartenant à un groupe

unique de I*,, z les autres (n— 5) intersections du plan x'x'x'"

avec R„ et y les (m — 5) points qui, avec x'x"x"\ complètent un

groupe de 1^. li s'agit de nouveau de savoir le nombre des coïn-

cidences de y avec z, dont quatre font partie d'un des quaternes

cherchés.

Chaque point y forme avec (m— \) points un groupe de I^;

ces points donnent ^

\^ ^ ^
ternes xx x , dont chacun

conduit à (n— 3) points z. Par suite, à chaque point y, (^oues-

pondent ""-^'^^;-^j^("-'^' (n-5) points z.

Supposons maintenant que z soit fixe. Tous les plans qui

passent par z marquent, sur R„, une ILi, laquelle, d'après le

théorème précédemment énoncé, possède, en commun avec IJ,,,

'"'~'^^'^"~^^
(n— 5) ternes a'i'V". Chacun de ces ternes appar-

tient à un ffroupe unique de 1|„ qui est complété par (m— 5)

pomts y. Donc, au pomt z correspond un système de ^-^

{n— 5) [m— 3) poin ts y.

Par suite le nombre des coïncidences est

{m—\){m — %[m — o)
^

(m— l)(m— 2)(m— 3)

iT^.T ^" - '^ " r^ ^"-'^'

et le nombre des quaternes

(m — \){m — 2) {m — 5) ,

(n — 3}.

1.2.5 ^
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En conséquence :

Une l„ et une i„, situées sur le même support, ont T¥T
(n — 5) quaternes communs.

Si l'on a, sur une courbe rationnelle gauche R„, une involulion

ponctuelle U, la surface d'involution (lieu des bisécantes de R„

qui joignent les couples d'éléments de IL) contient {j^^z^'̂
-^m-Z)

[n— 3) quadrangles complets inscrits à R„.

6. Pour trouver le nombre des groupes de {k -h i) points

communs à une ]l et à une J* situées sur le même support, on

peut procéder de la manière suivante.

Désignons le nombre cherché par fx^^

.

Soient 5c, k éléments d'un groupe de I*,; t/, les (m

—

k) éléments

restants de ce groupe et z les (n— k) éléments qui, avec x, for-

ment un groupe de If. . Il faut trouver le nombre des coïncidences

de y avec z, nombre qui, divisé par (A;-4-l), est égal à (j.„^^. Un
point y donne un groupe de I*,, dont les [m—i) autres éléments

forment (^"-'')^(^^-'')

"k"^~
^

groupes de k points. Chacun de ces

groupes conduit à {n— k) points z; de façon qu'à tout point y

correspondent ""-^'^"-||--;"-'^ (n-^) points z.

Si z reste fixe, les éléments qui lui correspondent, dans I*,

constituent une I*il, qui a, avec !*„, /^„_i,i_i groupes de k points

communs; à chacun de ces groupes correspondent [m — A;)

points y. Par suite, à chaque points, correspond un système

de (m — k) ^„_,,4_, éléro,ents y. Le nombre des coïncidences est

donc

(m-i)(w- 2)...(m-/:)
^ ]

Il en résulte la formule récurrente qui suit :

(/c-4-4)^„,A==
(w—l)(m—2)... (m—ft),

Mais pour fx„ , c'est-à-dire pour le nombre des couples com-

muns à I*„, II, on a, comme on sait,

f^,,,i = {jn—\){n — i).



on en déduit

r*M , S

( « )

(m— l)(m — 2)

^»,i
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SUR CERTAINES SOMMES DE DÉTERMINAINTS.

Lemme. Soient D et D' deux déterminants d'ordre n, ta

somme des " déterminants du même ordre composés de n — p

'angées de D et de p rangées de D', est égale à celle des [") déter-

minants, obtenus en faisant la même opération sur les colonnes.

Celle propriété se démontre aisément comme suit :

a,i «« ... a,,, 6^, 6,2 ... 6,„

D =

Posons :

D'

b„i b„i ... 6„

«i,x -f- 6,)?/ a,2X -f- 6i2y ... a,„x -+- 6,„?/

OaiX + k^y a^^x -f- 622Î/ ... a^„x -+- 62„y

«.1^ + bn>y iin^x -^ 6„jy ... (i,,„x -f- 6„„y

a.jx + btt>j a^ix -+- b^itj ... «„,x -t- 6„,î/

a,2.x -+• 6,2?/ «223!^ + ^22?/ .- o^.^x + 6„2y

a,„a; -+- 6,,,?/ Oj»^ -+-
&2n.V ••• f^n,,^ -+" ^«n!/

Dans les deux développements de A|, les coefïîcienls de

oc""''!/'' sont évidemment égaux.
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Considérons le tableau reclangiilaire

A=

«Il
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le signe sommaloire se rapportant à tous les arrangements p
à p des indices i, 2, 3, ..., n, analogues à g, h, ..., t.

Le théorème que nous nous proposons de démontrer, est

exprimé par l'égalité :

où nous supposerons

« -+- 1 H- /; — kl • — k^y 0.

Remarquons tout d'abord (jue cette égalité a lieu pour p =1,
d'après ce qui précède. Démontrons donc que le théorème est

vrai pour le cas de ^^^ ^
quand il l'est pourle cas de §^^ ^

A cet effet, considérons les n tableaux rectangulaires

«,, fljj ... a,„ ^(

A^-^
"A ^';/-, + i-«;

correspondant à j = 1,2, 5, ... n et appliquons à ces tableaux

rectangulaires le théorème démontré pour A dans le cas de

Q, , ,
c'est-à-dire :

rela-Faisons la somme des quantités analogues à ^
livemenl aux A^; nous aurons :

ik^ .-• tp _ 1

i= p-l

V-i )

1 2... p— t(- l/' + - + */>-. X2 I>Up-*,-...-*p-,.^

}
(B)
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D'après l'équation (A), on a

-p~i

Zi Ok^,...,ki + kp-^,.

Cherchons maintenaui la valeur de la somme

(Q

-...—*„.

2 ou p~ *,-•••- *p_,,

qui devient en posant n -+- p — A, — •• — Ap_, =

1

ou bien

a^^ ... Uiiy_i '^ia: + \ ••• ^in + i

"jkp ••• ^'jX + k„-i fV. + *;.
•• "j*p-«

«ni ••• «na-l "»j; + 4 - «»..+ l

(«-l)(n + l-t):) J=n

J=l JA + /p- . . tl„_ ...
y<n • • • "J J: + •())

-

î

0«1 --««^-i

D'après la propriété rappelée plus haut, c'est-à-dire

la somme contenue dans la dernière expression est égale, au

signe près, au déterminant obtenu en supprimant dans A la

colonne d'ordre a4-n+2— /<"p ou w -f-2-(- n-hp— ki — k^.

Mais, comme on l'a supposé, on an+l-i-p— /c, k^yO: par

suite, la colonne à supprimer dans A est de rang n + p -f- 1 —
«1— ki — ••• «.'p.
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Oq trouve de cette manière :

2 Di^p_,,_..._,^_^,=(-tr''D„^, +.,,_. (D).

y = «

Tenant compte de (C) et de (D), on transforme l'équation

(B) en :

_ (_ ,)^.^... + *p 1.2... ^TZTT D„^, + ,_,, _..._,^.

De là, l'expression du théorème que nous voulions démontrer:

Cette égalité établit donc qu'une somme de déterminants, dont

le nombre de termes est le nombre d'arrangements de n lettres

p à p, se réduit au produit d'un seul déterminant par un facteur

numéri(jue.

Par exemple, soient n ^= 4, p= 2, A-, = 2, /cj = 3, on aura :

b c d e

Cl rfj Cl tti

Ui bi Ci d^_

a^ 63 C3 (ij

a b c d

bi c, di Cl

Ci (/» Ci «2

as 63 C3 dj

h c d e
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Remarque H. Si on donne à A:,, k^, ..., kp toutes les valeurs

qui satisfont à l'équation

A'j -H Â'î -+- •• H- Ap= / (/ < n -+- p -4- 4 )

,

nous aurons en ajoutant les différentes sommes analogues

ce qui exprime qu'une somme de déterminants, dont le nombre

est ('"^7^ " (^*— ••• {'^ — p -+- 1), se réduit à un seul déter-

minant,

II. Formons les n déterminants d'ordre n obtenus en rem-

plaçant successivement chacune des rangées de D„^i par une

rangée composée des p premiers éléments de la rangée corres-

pondante de (5^, des pi éléments suivants pris dans d^^ei ainsi de

suite, dep,„ éléments pris dans d^^, enfin des n— p
— p^...— p,„

derniers éléments delà rangée de D„^,.

Considérons la somme de ces n déterminants. Pour abréger,

convenons de remplacer le symbole
(|)

par l'unité ou par zéro,

suivant que les inégalités

P "< « ^ r

sont véritiées ou non.

11 est facile de voir que la somme dont il s'agit est égale à

/' P \
I

P-^P^ \

(— 1 )*>.-+- 2— A
}

D„+,. , -^ (— 1/.
I

n-+-2— A, \

D„+,_,, -h -

\ i / \ p-^i
I

doilUfins successivement à k, A:,, ..., k„ les valeurs 2,5, ...,

w -f- 1; nous aurons, en faisant la somme des expressions ana-
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logues à celle qui vient d'être écrite et en tenant compte de la

signification du symbole (I),

n"'\{~ ])"+* 1), + ( - I)" D, + •-. -+- D„
j

OU bien, en prenant pour plus de simplicité

n — 2iP = ^5

n™ f— i
)"+'

1
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On peut égaler à un seul déterminant la somme de tous les

déterminants formés de n — I rangées de D„^, et d'une rangée

composée d'une manière quelconque au moyen des è^ pourvu

que l'on ait ky i,

III. Le même genre de démonslration conduit aux proposi-

tions suivantes qu'il suffit d'énoncer :

1° La somme représentée par :

2

«n du «a f'u+4 • Oi„

".A O.A-1 •• an «in

^nl d„i ««A a»*+i ••

est égale à D„ + i
ou à 2D„^,, suivant que l'un des nombres

k-h\,n-hk-hi ou tous deux sont pairs; si tous deux sont

impairs, la somme est nulle. Comme cas particulier, la somme

««I 0«2 ••• ttnn

est égale à D„^, si n est impair; elle est nulle dans le cas

contraire.

2° La double somme

i=fi A=n

1 1
H t= l

est égale à n.D„^i.

Hi "In

a,A a,A_i ••• 0,1 ••• 0,4+,

o„( tt„2 ••• a„i; •' a„„
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5° On forme fa somme de lous les délerminanls composés de

n — 1 rangées dir déterminant

D =

a„ a,

Qji cfjj • a^„

"ni «n2

et d'une rangée formée des éléments de la rangée restante de D,

disposés d'une façon quelconque. Cette somme est égale au

déterniinanl D multiplié par un facteur numérique.
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REMARQUES

QUELQUES POINTS DE LA DYNAMIQUE.

Dans une note insérée aux Comptes rendus des séances de

l'Académie de Paris (septembre 1882), M. Boussinesq a signalé

une définition bien simple du paramètre ^V de la fonction

potentielle. Des considérations analogues à celles qu'il a

employées, conduisent à une interprétation du même genre

pour la constante des aires dans le plan invariable.

Considérons un corps en mouvement auquel le théorème des

aires est applicable relativement aux axes fixes OX, OY, OZ.

Soient OR et OR' deux droites faisant entre elles un angle cp

et dont les cosinus directifs sont a, b, c et a', b', c'.

Soient encore x, y, z, r, r' les coordonnées par rapport à OX

,

OY, OZ, OR, OR' d'un point quelconque p. du corps en mouve-

ment; m la masse de ce point. On aura :

/ dr' ,dr\ I dz dy\
,m\r r -—\ = m\y-- z ~~]{bc — cb)

\ dt dt V dl dtr '

m
/ dx dzX

, , ,

dij dx\
[z X—

]
(ca — ac) -t- m \x y —- («o — ba).

\ dt dtr \ dt -^ dtr

Si donc a, a', a" désignent les constantes des aires dans les

plans XOY, ZOX, XOY, on aura

-, / dr' dr\
> m\r— ''"'

'TJ ={bc'— c6')a + [ca' — ac')a' -+-(a6'— ba')a.",
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OU bien

^ / dr' dr\
, , „ i

> m\r— r' — = sin ,j a cos A -f • a cos ^u + a cos v
,'^ \ dt dtl

'

X, fji, V étant les angles que fait avec les axes la perpendiculaire

au plan ROR'.

De l'égalité précédente, on conclut

[2m(r^-r'^^')]'=si„'f

a' cos' A + a'^ COS^ /^4-«' '^ COs' V

2aa'cos ACOS ^-+-2aa"C0S ;i COS v

-2a'a"cOS fx COS v

Prenons la moyenne correspondante à toutes les directions OR
et OR' faisant entre elles l'angle cp. Les équations

Moyen, cos' A= Moy. cos^ ^tc= Moy. cos'^ v = J

Moyen, cos A cos
f^
= Moy. cos A cos v= Moy. cos /u. cos v= 0,

nous donneront :

Si £ est la constante des aires dans le plan invariable, on aura

et

r ^ / dr' dr\ f e' ^

Moyenne
[ 2 ^n'rfr-'rf7JJ=r^"^- ^^^

Supposons maintenant l'angle o variable : OR et OR' représen-

teront alors deux directions quelconques. Prenons la moyenne

générale de [2 *** (^^— '"'
jj)]"» "ous aurons en tenant compte

de ce que la moyenne de sin^ 9 est |.

Moyen„e[2.»(r^-.-3'] = g- (^)

Si les équations des aires n'avaient pas lieu, il faudrait rem-

placer e par 2 *^*ï^^$ 1 ^ ^^^^^ ^^ rayon vecteur Op. et dtx. l'angle
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sous lequel on voit de l'origine l'élément d'arc de la trajectoire

du point p-

Pour cp = 90°, l'équation (1) donne

r ^ [ dr' dr\ -f s^

Moyenne > m r — r' — = - .

^ l^ \ dt dtj } 3

Par conséquent,

Si l'on forme la somme des produits des masses de tous les

points du corps par les aires que leurs rayons vecteurs décrivent

sur un même plan, et si l'on prend la moyenne des carrés de ces

expressions relatives à tous les plans de l'espace, cette moyenne

est, à un facteur numérique près, égale au carré de la constante

des aires dans le plan invariable.

II. Désignons par u, un point particulier du corps, par w?,,

Xi, yi, z^ sa masse et ses coordonnées. Prenons la somme des

moments des quantités de mouvement du système, par rapport

à un axe parallèle à OZ mené par u,. Soient DKl cette somme

et ,7ix , la somme correspondante pour l'origine 0. Nous aurons

^xd-u — 'udx rfB dk xdxi: — Vidx^
m ^

,

^ M— X, -H M -—
V, + M -^-^ -^^—^

dt dt dt ^ dt

M étant la masse totale du système, A et B les coordonnées dn

centre de gravité pour les axes OX, OY.

De la dernière équation on conclut en mullipliant par m, et

faisant la somme relativement à i :

2W-, ^ xdxi — udx (/B ^
m,. ,7|T ^ = > . mi > m —^ M — > miXi

dt ^' •^' ^' dt

ce que l'on peut écrire :

2,^ . f dB dA
nii JR *- = 2.m - . M — MM A B—

\ dt dt
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Supposons maintenant que le centre de gravité soit animé

d'un mouvement uniforme suivant une droite passant par l'ori-

gine ; nous aurons :

et pour une direction quelconque OR

Dans le cas actuel le moment JTC^ est égal au moment ana-

logue pour le centre de gravité, que nous désignerons par J]\ *;

on a donc :

2,m,yfii.=mjnu (3)

ce que l'on peut exprimer ainsi :

Dans le cas d'un système dont le centre de gravité est animé

d\in mouvement rectiligne et uniforme^ si on multiplie la masse

de chaque point du système par la somme des moments des quan-

tités de mouvement relatives à ce point et à un même axe, la

somme de ces produits est égale an double de la masse totale du

système multiplié par la somme des mêmes moments par rap-

port au centre de gravité.

D'après ce qu'on a vu précédemment, on déduit de l'équa-

tion (3) :

Moyenne F ^. nii^TL ,-]^= - M^f^ (4)

si le principe des aires est applicable, sinon on aura :

Moyenne [2,.»».-71L;]' =^ [^11% + JTL'^ + Jîl'l]-
ù

II). La théorie des moments d'inertie conduit à des résultats

du même genre. Prenons le moment d'inertie du corps par rap-

port à l'axe p-,Z, parallèles à OZ : désignons le par Gj, soit de

même G, le moment relatif à OZ; nous aurons

Gi = 2 "K^^ "+" y^) "+ (^^- "•" y^i'i ^^ — 2^,- 2 '"^— ^^' ^ '"^

d'où

2 . mfit = 2MG, — m' {^' + B^).
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Mais si G? est le moment d'inertie pour le centre de gravité,

on a :

G^,= G,-M(A^ + B^), (S)

d'où

2;m,Gi: = 2MG?. (6)

Par conséquent,

La somme des produits que l'on obtient en multipliant la

masse de chaque point d'un corps par le moment dHnertie relatif

à ce point et à un axe de direction donnée est égale au double de

la masse totale du système multiplié par le moment d'inertie par

rapport au centre de gravité.

On voit que si dans une direction OR on prend une longueur

Or inversement proportionnelle à la racine carrée de ^^m.G*; le

le lieu du point r sera un ellipsoïde. Si en particulier, l'ellipsoïde

central se réduit à une sphère, on aura :

2 . miGl= const.,

quelle que soit la direction r.

Il est facile de trouver la moyenne des moments d'inertie

relatifs à un même point 0. En effet de ce que ^mOfx^ est

indépendant du système d'axes coordonnés, on conclul que la

somme des moments d'inertie d'un corps pour trois axes rectan-

gulaires passant par un même point est une constante (*); donc

on a

k'(i 4 l

Moyenne G.= — —, h—--\—
k étant la constante qui a servi à construire l'ellipsoïde d'inertie,

A, B, C les axes de cet ellipsoïde.

(') De cetle remarque on conclut que dans un ellipsoïde, la somme des

carrés des inverses de trois rayons vecteurs issus du centre et perpendicu-

laires entre eux, est une constante.

La formule (8), interprétée géométriquement, peut s'énoncer ainsi :

Si m est un point d'un ellipsoïde de centre et si l'on prend su.r la direc-

tion Om un point m tel que

1 1—,a
==^ -+ const.,

Om Om

le lieu du point m' sera un ellipsoïde concentrique au premier.
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De là résulte aussi que

Moyenne \.m,Gl = -^ -*- -^ -<—

;

l'indice g» se rapportant au centre de gravité. Si la constante k

est la même pour tous les points du corps on aura

IV. Ce qui vient d'être dit des moments d'inertie s'applique

également aux expressions^'"!^] ,que nous désignerons par^.

En continuant le système de notations employé précédem-

ment, nous aurons en désignant par R la coordonnée du centre

de gravité suivant la direction r :

La somme des valeurs de f^ pour trois directions perpendi-

culaires d'un même point est constante : c'est la force vive du

système relative à ce point; nous la désignerons par F et nous

aurons

F = F, + Mv^ (7)

V étant la vitesse du centre de gravité, on aura de même

^2w,F,= âMF,. (8)

La première de ces équations donne le théorème de Kônig,

la seconde peut s'exprimer ainsi :

Si Von multiplie la masse de chaque point d'un corps par la

force vive du corps relativement à ce points la somme de ces

produits est égale à la force vive relative an centre de gravité

multipliée par le double de la masse totale du corps.
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AVANT-PROPOS.

Lorsque nous avons entrepris ces recherches, nous ignorions

qu'elles ont été l'objet des études des plus grands géomètres.

Si, aujourd'hui, nous persistons à les publier, c'est afin de faire

connaître la simplicité de nos procédés, qui sont tout à fait

élémentaires, sans être cependant dépourvus de la rigueur dési-

rable. — L'insuflSsance de nos connaissances mathématiques ne

nous a pas permis d'approfondir le sujet comme il mérite de

l'être, et d'y apporter les lumières de la moderne Théorie des

Nombres; mais nous comptons y revenir dès que nous nous

serons rendu maître des moyens de recherche qu'offre cette

théorie.— Nos travaux d'élève-ingénieur nous ont à peine laissé

le temps de consulter ce qui a été fait, avant nous, sur le

même sujet, et de compléter nos recherches par celles de nos

illustres devanciers.— On trouvera d'abord, dans ces Notes, une

foule de relations entre les diviseurs d'un nombre. Nous avons

appris, depuis peu, que M. Liouville a déjà donné la plupart de

ces relations dans son Journal (premiers tomes de la 2^ série),

mais sans la moindre démonstration. Nous avons, d'ailleurs,

obtenu ces relations comme corollaires d'une identité unique, à

laquelle nous sommes parvenu sans nous baser sur l'expression

des diviseurs d'un nombre, en fonction de ses facteurs premiers,
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tandis que M. Liouville semble avoir découvert ces formules

une à une, en faisant, pour chacune d'elles, une espèce de véri-

fication. C'est ce que le célèbre géomètre laisse comprendre

dans son Journal (2'' série, tome II, page 427), lorsqu'il déclare

que la démonstration de toutes les formules du même genre se

réduit à la vérification d'identités algébriques, plus ou moins

compliquées. — Quant à la Théorie des Moyennes, qui termine

ces Notes, nous y avons été conduit en cherchant à généraliser

quelques propositions de M. Berger, annoncées dans la JVoti-

velle Correspondance mathématique (décembre i880), et une

proposition de M. Perott, publiée dans le Bulletin des sciences

(janvier 1881). Mais nous avons reconnu, dans la suite, que les

propositions de ces géomètres avaient été énoncées et démon-

trées, longtemps auparavant, et beaucoup plus simplement, par

Lejeune-Dirichlet, qui doit être considéré comme le véritable

créateur de la théorie des moyennes, ou, suivant sa propre

dénomination, du Calcul des expressions asymptotiques. 11 a

même appliqué celte théorie à la démonstration de la formule

approchée de Legendre, qui donne la totalité des nombres pre-

miers, non supérieurs à un nombre donné. Mais cette démon-

stration, annoncée par l'illustre auteur à l'Académie de Berlin,

en 1838, n'a paru nulle part. Bécemment, un géomètre alle-

mand, M. Merlens, a repris les méthodes de Dirichlet, et a

publié, dans le Journal de Crelle (1873), un article ûber einige

asymptotische Gesetze der Zahlentheorie. Dans le tome suivant,

M. Mertens a essayé d'appliquer le calcul asymptotique à la

démonstration des formules empiriques de Legendre, et a voulu

substituer sa démonstration à celle que M. TchebychefF a donnée

dans le Journal de Liouville (1" série, tome XVII). L'analyse

de M. Mertens, qualifiée de subtile dans le Bulletin de Darboux
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(lorae YII, page 249), ne présente qu'un inconvénient : elle

contient une faute de calcul, qui fait crouler toute la démonstra-

tion. On peut consulter, à ee sujet, dans le tome LXXVIII du

Journal de Crelle, l'article intitulé : Ein Beitrag zur analytischen

Zahlentheorie, dont on trouvera, d'ailleurs, une courte analyse

dans la dernière Note de ce Mémoire. Malgré cette faute, nous

avons pu utiliser les idées de M. Mertens, notamment pour la

démonstration simple des formules empiriques de Legendre.

Dans notre deuxième Mémoire, nous donnerons cette démon-

stration, et nous appliquerons le calcul asymptotique à diverses

théories de la haute Arithmétique. — Le présent travail peut

donc, malgré toutes ses imperfections, être utile à la Science

des Nombres, puisqu'il remet, pour ainsi dire, sur le tapis, des

questions oubliées, éparses çà et là, et auxquelles on n'a pas

accordé toute l'attention qu'elles méritent. Aussi, souhaitons-

nous vivement que ces pages tombent sous le regard de quelque

géomètre qui veuille les lire avec intérêt, et donner, aux idées

qu'elles renferment, un plus large développement.





SUR

DIVERSES QUESTIOSS D'ARlTHfflÉTIQUE.

NOTE I.

I. « Théorème. Soient n un nombre entier, etq^ le plus grand

nombre entier contenu dans -
. Si l'on pose

Fix) = f{\) -^
f{^2)

-^m -^ •+ f{x),

on a

F{q,) + F(9,) + F (73)
-4- . •

. + F(qr„) =
= g./'{l) -^ 9/(2) + 95/Ï3) + . .

.
-*- ç/(n). .

1» Soit

««= F(5'i) -+- F(9*) -^ F(95) -4- ••• + F(gr„).

On a aussi

s.-. = F(9;) -^ F(9î) + F(75) + • • • + F(9:),

q'^ désignant le plus grand nombre entier contenu dans ^^. il

est visible que gv==9p, sauf quand p divise n. Dans ce cas

q'f=q,— 1. Donc, si a, 6, c, ... sont tous les diviseurs de n,

Sn-i = F(çt) -+- F{q,) + F{q,) -+-•.•+ F(9„) - [F(^„) + F{q,) +••.] -t-

-4-[F(7„-l)-+-F(ç, -1) +
...J.

Mais, par hypothèse, F {x)— F [x— i)= f[x), relation géné-

rale si l'on suppose F(o) = 0. On peut donc écrire

s„_, = s,. — [f{q,) H- f{q,) -t- /-(ç,) --••.];
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ou bien, en observant que les nombres q,, q^, q,, ... sont égaux,

dans un certain ordre, aux nombres o, 6, c, ...,

«„_, = .s„-[/'(a)-4-/-(6) + /-(c)-4-...].

Changeant n en n— 1 , n— 2, ... 3, 2, 1 , et ajoutant, on trouve

s. = lf{a). {i)

Dans celte formule, a doit être successivement remplacé par

tous les diviseurs des nombres i, 2, 5, ..., n.

2" D'autre part, soit

<^n = 7./(0 -*- 7/(2) + q-m + • • • + qj{n),

et soil aussi

c7,._i = q\f{\) -H g;/(2) -i- (//(ô) -\ i- q'„^J{n — 1 ).

On trouve, en opérant comme précédemment,

-.-. = '^«~[A«) + A6) + /(«)+•••];

puis, par addition,

-. = 2/(4 (2)

Cette formule est, d'ailleurs, presque évidente. Il est clair, en

effet, que 2/'(o) contient f{p) autant de fois qu'il y a de mul-

tiples de p, non supérieurs à n, c'est-à-dire q,, fois.

5° Cela posé, la comparaison des formules (1) et (2) donne

S„= o-„, c'est-à-dire

F{q,) ^ F{q,) -^ F{q,) -^- . .
. + ¥{q„) =

= f/l/(^) + 7/(2) + 95/(0) H + qnf{n),

relation que l'on peut écrire sous cette autre forme :

F(^,) + F iq,) + F{q,) + • • • + F{q„) ==

= (9. - fy,) F(1) -f- {q,-q,)F{^] -+- {q,-q,)F{Z) -^

(3)

(4)

II. Les formules (I) et (2), considérées isolément, peuvent

fournir quelques corollaires intéressants. Parmi les conséquences

de la formule (2), signalons les suivantes :
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i» f{x)= x. Le second membre représente la somme des divi-

seurs des n premiers nombres naturels. Si, d'après Euler, on

désigne par^w la somme des diviseurs de w, on a donc

/"l -t-y^ -+-^5 -+-••• -^J^n = ^1 -+- 29-2 -+- 3g'3 -4- • • • -4- nq^ . (5)

Si l'on observe que jtqp n'est autre chose que le plus grand des

multiples de /), non supérieurs à w, on pourra énoncer la propo-

sition suivante : « La somme des diviseurs des n premiers

nombres naturels est égale à la somme des plus grands mul-

tiples de ces nombres, non supérieurs an.»
On peut mettre la relation (5) sous une autre forme.

Soit Rp le reste de la division de n par p. On a n= pqp-i-R^.

Substituant n— R^ à pqj,, dans (o), on trouve

(yi -+-^2 -+-y5 -+- -^J'n) -+- (R, -+- R2 -+- R3 +••• -+- RJ = n\ (6)

Donc : « la somme des diviseurs des n premiers nombres

naturels, augmentée de la somme des restes que l'on obtient en

divisant n par tous les entiers qui le précèdent, est égale au

carré rfe n, b

2" f{x)= i. On déduit, de la formule (2), que : « le nombre

des diviseurs des n premiers nombres naturels est égal à la

somme des plus grands entiers contenus dans -,",-,...»

III. La relation (3) en renferme une infinité d'autres, dont

quelques-unes sont assez curieuses. Voici des exemples :

1° Faisons /"(a) -= 2x— I , et, par suite, F {x) == x^. La rela-

tion (5) devient

</d
-<- çl -+- 9I -<-

</i
-+-•••= 9i -*- 572 -I- 093 -+- 7^4 -+- • •

.

Pour n= 7, les nombres q sont 7, 3, 2, I, I, 1, 1, et l'on a

bien

r^5^^r-i-V-^i'-hVH- l'''=7-Ho.3 + 5.2+ 7+9-4-11 + 13,

car les deux membres sont égaux à 66.

De même, pour f{x) = Sx^— 3x h- 1, on obtient

ql -^ ql -^ ql + ql -i = ^'j -f- 7</2 + 1 9(/3 + 37^4 H
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Par exemple,

7V5'h-2'+ 1 '-4- P-t-r^-*-l *= 7-h7. D-+- 1 9 . 2-I-37-+-6 1 +9 1+1 27= 382.

Plus généralement, si F(x) = oc", on trouve

(jfr+9â'-*-93*-t-9r+-= 9i-»-(2'"-l)92-»-(5'"-2'")9ï-t-(4'"-5'")94-+--..

2» Pour F (oc) = logic, on trouve d'abord

2 3 4
log (ÇiMî • • • 9«)= 92 log - + qr, log - -t- çr, log -

puis

qiq,qs.--qn =
[^ĵ^'ir-(=)''r

ou, sous une forme un peu différente,

ÇiÇîÇô • • • 9n= 2'*~'ï
.
3''~»*

.
4«»~'5

.
5'»~'« ...

De même, si F(a;)= log(l -4- oc), on trouve

{qi -V- \){q^^ i){q^^^){q^-^ 1) . . . = 2''-'*. d'*-".4«ï-«».5»*-«». .

etc., etc..

3° Lorsque F(jc)=^, on a

] i 1

1 \ 1- •

9< 92 93
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En particulier

2«^ + 2«» -+- 2»' H H 2«»= w -»- (çi H- 2^, -4- 4^3 -+- Sg»* h )•

Par exemple :

2'-h2'+2'+2-h2+2h-2 = 7+ (7+2. 3+4. 2-t-8+l 6+32+64)= 148.

5° F(x) =V/x. On a, approximativement,

\/qi + 1/^2 +- ^^^3 -+- ^^9* -t- ' ==qi -\- 0,41 . 9^ + 0,32 . q^ +
+ 0,27 . qt + 0,24 .q^-^

Nous avons remplacé 1^2— 4,1/3— 1^2,1/4 — 1^3^ ...

par leurs valeurs approchées, pour bien montrer tout ce qu'il y

a de curieux dans ces formules. C'est au même titre de curio-

sité que nous citons la formule suivante, obtenue en faisant

F [x)= sin «x, dans (4) :

sin aqi + sin aq^ + sin aq^ -i- .. . =
a 3a Sa 1 a= 2 Oi cos - + «2 cos H Os cos »- • - • sin - •[222 J 2

Par exemple, pour w= 7, on trouve

r
a= 2 7 cos - +

L 2

al a
- Sin-'

J 2

sin 7a + sin 3a + sin 2a + 4 sin a=

3a Sa 7a 9a Ha i3
+3cos h2cos H cos t-cos h cos J-COS

2 2 2 2 2

IV. Voici une autre démonstration de la formule (3), qui nous

permettra de généraliser cette formule.

Soient a, j3 deux diviseurs de w, tels que a(3= n. Nous

dirons, avec M. Liouville, que ces deux diviseurs sont conjugués.

Posons

S^= F(7,) + F{q,) + F[q,) + •• • + Ff^J,
S^= F(gr,) + F{q,) + F{q,) + ... + F

Çq.^y,

d'où, en supposant « < (3,

S«— S^ = F
(7,^^^,)

+ F (gr^^^,) + F (g-^^+s) + • • • + F (ç,J.
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Les valeurs des quantités placées entre parenthèses s'étendent

depuis a jusqu'à ^— 1, inclusivement; car qr,^= a, g _ (3.

Cela étant, il est visible que F((3 — i) est pris autant de fois

qu'il y a de termes dans la suite

9î^-m 99|3+2' 9î|3+3' •••» ^«^. ,'

c'est-à-dire q^_i— q^ fois. De même, F ((3— 2) est écrit q^_^— g^_,

fois; et ainsi de suite. Donc

S^ - S^= (9^_, — q^)Y{p~\)+ {q^_, - q^_,) F ([3
- 2) -^

-^ (9'/3-3 — 9^-2) F ((3 — û) -< ^- (9« — q<x+i) F (a),

ou bien

-t- [/"(a H- 1 ). 7^+1 -»- /(« -t- 2) . 7^^j -H /"(a -^ 5) . ç^^3 H h /'(p) . gf^].

Cette égalité montre que l'on peut poser

S.= 9«F («) - [7.

A

I
)

-^- 7/(2) H- 7/(3) -^ • • + qJ{-)\ -^ ^- (7)

La lettre C désigne une quantité qui ne dépend pas de a. Si

l'on fait a= 1, en observant que g^ = n, on trouve

C = F(7.)-+-F(7,)-^F(73)-t---- + F(7„).

Si l'on fait a= n, en observant que 7„= 1, on trouve

C = 7/(1) -^ 7/(2) H- q4{o) -+-...-+- 7,/(n).

En égalant ces deux valeurs de C, on obtient la formule (5).

V. La dernière démonstration permet de généraliser la for-

mule (3). Il suffît de remplacer C, par l'une de ses valeurs, dans

l'égalité (7), en observant que 7^ == (3, 7^= a. On trouve

F (7.) + F (7,) + F (73) + . •• + F (7/3) = pF («) H- /•(« + \
) 7^+,+

j
-4- /"(a + 2) 7^^2 + /(« +• 3) 7^+3 H -+- /(?») 7«- '

La formule (3) est un cas particulier de celle-ci : c'est celui où

a= l,(3= rt. Pour eu montrer une application, faisons /"(x) =1,
et, par suite , F (x)= x. Nous obtenons

7, -1- 72 -h 73 H ^ q^ = n -\- 7^;+j + 7^^.2 -t- 7^+3 H H 7,,
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OU bien

(^1 -+- Çî -t- 95 H H- 7«) -<- (7i -^ 9^ -+-
Vî

-< -^9^)= ) ,gv

= W -+- (qr, -+- qrj -t- 93 H ^ 7n) ' s

égalité curieuse, qui nous sera fort utile dans la Théorie des

Moyennes. On peut l'écrire sous cette autre forme :

(</2-4-7îH ^- 7»)= (7«+t-*-9«+2-<---*-9«)-+- (9/3+1+7^+2 -^ ^-^„),

et alors elle donne lieu à la proposition suivante :

« Si a, (3 sont deux diviseurs de n , conjugués, la somme des

plus grands nombres entiers contenus dans les termes de la suite

n n n n

2' 5' 4'
5'"*

est égale à la somme de tous ceux qui sont moindres que a, aug-

mentée de la somme de tous ceux qui sont moindres que (3. »

On peut dire aussi que :

« la somme de tous ceux qui sont inférieurs à a, est égale à

la somme de tous ceux qui ne sont pas inférieurs à [3. »

Par exemple, pour n= 2i =3.7, les nombres en question

sont

10, 7, 5, 4, 5, 5, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, i;

et l'on a bien

10-t-7= 2 + 2-+-2-t-i-+-1-4-l + l-H-lM-i-t-1-+-l-f-l+l-H'l.

Les nombres du premier membre ne sont pas inférieurs à 7,

et ceux du second membre sont inférieurs à 5. En particulier,

si l'on considère un carré n"^, décomposé en n.n, on a

ou bien

72 + 73 -+-
g'i -t 1- 7" = 7n+i -^ 7«+2 + 7"+3 -•

Donc :

« Si l'on considère les plus grands nombres entiers contenus



( 16 )

dans les termes de la suite '^\ ^, "J,
^*, .. , /a somme des n —i

premiers est égale à la somme de tous les autres. »

Par exemple, les plus grands nombres entiers contenus dans

les termes de la suite

9
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Par exemple, pour n= 12, on obtient les 12 nombres sui-

vants, dont 7 impairs et 5 pairs :

qi = \^, 72 = 6, 73= 4, 74=3, q^ = q^ = '2,

77 = 78 = ^9 = 7lO = 7" = 7l2 = '••

On voit que

12 — 6-+-4 — 5 + 2 — 2-t-l — l-+-t — 1h-1 — 1=7;

6 — 4-+-5 — 2-t-2 — 1-+-1 — 1-4-1— 1 + 1 = 5.

2° Pour F (x)= X :

a La différence entre la somme des quantités q, impaires, et

la somme des quantités q, paires, est

7, — 372 + 373 — 774 -H • • »

Observons que, d'après une formule précédente,

7i + Ô72 + 573 -4- 774 -+- • • •

représente la somme des carrés de toutes les quantités 7. Par

exemple, pour n = 12 :

12—5.6+5.4—7.5+9.2—11.2+13—13+47—194-21— 2d=— 17,

12+3.6+5.4+ 7.3+9.2+ 11.2+15+ 15+17+ 19+21 +23= 219.

D'autre part,

(3 + 1 +1+1+1+1 +1) — (12+6 + 4 + 2+2) = - 17,

(3'+ P+ 1'+ 1'+ r-+ 1'+ 1') + (12'''+ 6V 4'+ 2'+ 2') = 219.

VIII. On peut, de même, faire F(x)= toutes les fois que

X n'est pas premier. Soient 7^, q^.q.,, ... ceux des nombres

7ij 72, 7ô, ••• qui sont premiers. On a

^{q.) + F(7i3) + F(77) -^ ••• = 2(7p-^.+i)F(p),

p devant être successivement remplacé par tous les nombres

premiers, non supérieurs à n. Par exemple, pour ¥{x) = 1, le

nombre des entiers 7, qui sont premiers, est

(71+ 7,+ 73+ 75+ 77+ 7ii+---) — (72+ 73+ 74-4- 76+ 75 + 7i2 -H--)-

2

r\
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Ainsi, parmi les 12 nombres q^ indiqués ci- dessus, qui se

rapportent à n= 12, 9 sont premiers. Or, on a bien

(12 -4- 6 -H 4 H- 2 -h 7 + 1 + 1) — (6 -+- 4 -+- 3 -+- 2 + 1 -t- 1) = 9.

IX. Si l'on pose F(.x)= G («yj, la formule (4) devient

G (9,,)
-+- G (^J -4- G [q,^)

-+-...-+- G (9,J
=

= (91 — 72) G (7.)-+- ('/s— «/s) G (72)-+- (73— q'4)G(73)^-•••

Par exemple, pour G(x) = x :

7î.-+-</».-+-'/?. + ---+-7î«=?l(9'— 92)+ 72(92— Ç3)-»-93(93— 9*)+ -»

OU

7'/,+'/,.+fyî,-+- • +9î«= (7i+92+</l+9*-+- •)— ( ^ig'ï+ Mr^+Mi +• • •)•

Pour G(x) = loga; :

l'ii^tî q'ii—iz^ oî'""'* . , .
0'/"—î»-<-i.

^2 ^5 9* 7«
n — — -+-— -1- — H 1

——

ly/h/Mu
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Dans cette expression, F((3 — 1) a pour coefficient la somme

g{q^ -+- l) -+- 9{q^ -+- 2) H- 9(7^ -+- 5) -H • • • + giq^^^),

laquelle, d'après nos notations, ne diffère pas de G(ç^_i)— G{qp),

De même, le coefficient de F ((3 — 2) est G{q^_i) — G{q^_i)\ et

ainsi de suite. En tenant compte de ces observations, on trouve

facilement,

S« - S^ = G(g«) F(«) - G(^^)F(p) +
+ [/-(a -+- 1 ) G (q,^,) + /•(« -+- 2) G {q^^,) -f- • • • + f{p) G (f/^)j.

Cette égalité permet de poser

-|A«)G(çO + /•(2)G(^,) + f{ô)G{q,) + ... + /•(«)G((^^)j,

C étant indépendant de «. Si Ion attribue à « les valeurs \ et w,

on obtient deux valeurs de C, qui, égalées, conduisent à la for-

mule suivante :

= f{i)G{q,) -^ f[^)G{q,) + f{ô)G[q,

9{n)F{q„)=
f{n)G{q„).

;io)

XI. Pour (/ (x) = 1 , on a G (ac)= X, et l'on retrouve ainsi la

formule (5). Lorsqu'on attribue à g {x) d'autres formes, on

obtient d'autres relations générales, analogues à l'identité (5).

En voici quelques-unes :

i° g [x) = 2.x — i, et, par suite, G (x) = x^ :

F{q,) + oF{q,) + ^F (q,)
-+- . .

. + (2n — i)F{q^) =
= qW) + qlfP) -+- qim + qim + • •

•

Par exemple, pour f{x) =0x2 — 3x -f- i, on trouve

q\ + m -t- 5^1 + 79I + . .
. = qrf -j- 7ql -i-i9ql-^ ^lq\ -4- • • -

2° Pour G (ic) = -
. on a

9i 92 9n
F(9i

1.2
F(9.)-

2.5
^^^ = 2F(n).
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En particulier, /"(x) = 2x — 1 donne

15 5 2n —

1

q^ q^ qz q.

5" On a aussi :

ql ql ql

1.2"^ 2.0
'^

3.4

f^2Vili) /5\F(7î) /4\F(ï4)

hn^'-ii) /3\Fiîî) /4\PW

(î, +)/....(,,+,
)mi

. (,. + 1 )«» • = (
j) -y -y •

,

,^ir,(,^ir.(,.i)™...(,^irL
7i/ \ Ça/ \ qzJ \ qj

A" Enfin
,
pour 9 (x) = 2"" '

:

2^'
. /'( I ) -H 2««

. /(2) -\- 2»'
. /"(S) H H 2""

. /(?«) =
= F iq,) + 2F (7,) + 4F (^3) + 8F (9,) + • • • + 2"-*F (9J + F (n)

;

etc., etc..

XII. On peut encore généraliser la formule (10). A cet effet,

il suffit de remplacer C par l'une de ses valeurs, dans l'expres-

sion de S^,. En supposant n=>aP, et en observant que ^a= P,

9^ = a, on trouve la relation remarquable

A(a) + B(p) = F(a)G(p)+S, (H)
dans laquelle

A(x) = /-(l)G(9.) + A2)G(9.)-f-Aô)G(73) + --- + /-WG(^.),

B(x)=9(1)F(gO + i/(2)F(g,)4-5f(D)F(ç3)+---+9(x)F(^J.

La lettre S désigne, indifféremment, A(«) ou B(n). La for-

mule (10) consiste en ce que A(n) =^ B(n). Si l'on suppose, par

exemple, g[x) =f[x), et si Ton considère un carré n^, décom-

posé en n.n, on trouve

2 [/•( 1 ) F (90 H- /•(2) F (9,) -^ . .
. + /-(.O F (9„)]

=
= F^ (n) 4- /•(! ) F (9,) + /•(2) F (g,) -4- . .

. -+- /^(n^) F (9,.,)

,
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ou

-[An+l)F(^„^0+/'(w+2)Fi^„,,)-+-... + /-(n^)F(^j]= F^(n).j ^ ^

Pour abréger, nous représentons par ¥^{x) le carré d'une fonc-

tion quelconque F(x). La relation (12) est la généralisation d'une

des formules précédentes. En particulier, si f{x)= '2x— i, on

a le théorème suivant :

« Soit [x] le plus grand nombre entier contenu dans x. Si

l'on considère les termes de la suite

Vn'l
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NOTE II.

I. Soient n un nombre entier donné, et r^j , ra, r^ , ... les plus

grands nombres entiers contenus dans ^n— ï. \^n— 4,

t^n— 9, ... Il est sous-entendu que l'on doit s'arrêter au der-

nier radical qui n'est pas imaginaire. Ces nombres r jouissent

des mêmes propriétés que les nombres q, étudiés précédemment.

Inutile de nous arrêter aux démonstrations : on n'a qu'à suivre,

pas à pas, celles qui ont été employées dans la Note I, en sub-

stituant la lettre r à la lettre g, et en désignant par a, (3 deux

nombres entiers, tels que «2 _,_ [32__ ,j q,^ introduit ces nom-

bres pour les besoins de la démonstration; mais les résultats

subsistent dans le cas où le nombre n n'est pas décomposable en

une somme de deux carrés. Nous donnerons, d'ailleurs, une

autre démonstration de ces formules.

IL On a donc, d'après cette remarque préliminaire,

90)F(r,) + ^(2)F(r,)-^5'(5)F('-3) + --- =
= Al)G(r,) + /-(2jG(r,)-^A5)G(r3)H-...

Eu particulier, pour g{x) = \, f{x) = '2x— 1, on a G{x)==x,

¥{x)= x-; puis

ri +- r\ -+- ?-| -i- ^4 -i- • • • ^= l'i H- 5r.2 -h 5?*3 -i- Tr^ h- - •

Par exemple, pour n= 29, on trouve d'abord que les plus grands

entiers contenus dans

K28, \/25, 1/2Ô, 1/13, 1/4,

sont, respectivement :

5,5,4,3,2;
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et l'on a bien

5-4-5. 5-4- 5. 4-*-7. 5 + 9. 2 = 5^ -H 5' + 4'
-4- 5'

H

car les deux membres sont égaux à 79.

On trouverait, de même :

ri -h ri -h ri -{- ri -i- • • • = rj -4- 7r2 -«- \ dr^ -4- STr^ h- •

ri -4- 5r^ -h^rl + 7rl-{ = rf h- 7rl -4- 19ri -+- 57r| -

^i»'2^3»'i . . . = 2^^-''
. S"'-"* .

4''''-''«
. .

.

,

1 1 i
1 1

ri i\ n
-2'-i -H S"^ -4- S""

2^;

^2 ^3 r^

T72
"^

271
"^

5T4

-4- 2*"^ + • • • = n -4- (r, + 2r2 -1- ir^ -4- Sr^ -+-

etc., etc..

III. On a aussi

A(a)+ B(p) = F(a)G(p)-4- S,

en supposant

(15)

A (x) = f{\ ) G (rO + /•(2) G [r,) -4- - • + f{x) G (r.)

,

B(a;)=^(I)F(n) + ^(2)F(r2)-4-... + 9(a:)F(r,),

S = A(n) = B(îi).

En particulier, si g{x) = f{3c) = 1, l'identité (15) devient

(r, -4- r2 -H rj -4 ^- r^;) -t- (rj -4- r2 -4- r^ h h r^)=
= ap -4- (ri -4- r2 -4- rj H h ?•„).

Par exemple, pour w= 13, on peut prendre a= % (3= 3. Les

nombres r sont

^'ï^]. [1/5], [i/i],

c'est-à-dire

5,5,2;
et l'on a bien

(5 -4- 5) -4- (5 -4- 5 -t- 2) = 2 . 5 + (5 -4- 5 -4- 2).
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Si l'on considère un nombre 2n2, décomposé en n,^ -+- n^, et

si l'on prend g {x) = f(x), on obtient

(14)
[Al)F(r.) -+- A2)F(r,) + • • • + /•(n)F(r„)] -

-[A^z + l)F(r„,0 + An + 2)F(r„^,)+...] = F(n).

Soit, par exemple, f{x)= 1. On trouve

(rj -4- r2 -H r3 H h r„) — (r„^., -4- r„+2 + J%.+5 +•••) = «^

de manière que :

<? Si l'on considère les plus grands nombres entiers contenus

dans les termes de la suite l^Sn^— 1, V^n^— 4, l^Sn^— 9, ...

la somme des n premiers surpasse, de n^, la somme de tous les

autres. »

Soit, par exemple, w= o. Les plus grands nombres entiers

contenus dans les termes de la suite

1/Ï7, 1/Ï4, 1/9, 1/2,

sont, respectivement :

4, 5, 5, 1;

et l'on a bien

(4 + 3 -t- 3) — 1 = 9.

Soit encore /"(x) = 2x — i. L'identité (14) devient

^r] -+- 5r| -H orj -4- •
. • -+- (2/î — 1 ) rf,]

—
— [(2n -+- I) rf,+i -t- (2n +- 5) rf,^.2 h ] = w*.

Dans l'exemple précédent,

r, = 4, r2= 3, rj = 3, r^ = 1.

Donc
(4'-H 3.3'+ 5.3-) — 7.4^= 5*,

c'est-à-dire

88 — 7 = 81
;

ce qui est exact.

IV. Ce que nous avons dit pour les nombres

[i/;;TrT], [v/;r=i:], [v/;r~y], [i/zT^ri],...
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subsiste pour les nombres

[i/^T^TT], [i^;r=^], [1^.7=127], [i^;r3^],...,

a, j3 étant tels que a^ -h (S^= n.

Plus généralement, si «*+ (3* = w, et si r^, représente le plus

grand nombre entier contenu dans Vn— /)\ la relation (13) est

vérifiée. La démonstration est toujours la même. En particulier,

Plus particulièrement encore :

« Si l'on considère les plus grands nombres entiers contenus

dans les termes de la suite l^2u'— r, V^Sn'— 2\ l'^2n'— 3\
1/ 2n''—4^ ... la somme des n premiers surpasse, de n^, /a somme

de tous les autres. y>

Par exemple, pour A- = 5 et n = 5, les plus grands nombres

entiers contenus dans les termes de la suite

1^249, l>'242, l>'225, l^'Ï86, 1^125, 1^54,

sont, respectivement :

6, 6, 6, S, 5, 5.

Or,

(6 -+- 6 + 6 -H 5 + 5) — 5 = 25.
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NOTE III.

I. Soient a, b, c, ... tous les diviseurs de n. Les nombres

-,T,-, ••• sont aussi, dans un autre ordre, tous les diviseurs

de n. On a donc, identiquement

[\6)

= A«)»0-/-(%(^)-/W!;(;

La première de ces identités se déduit, d'ailleurs, de la seconde,

si l'on fait, dans celle-ci, g{x)= i. Ces deux identités nous

seront fort utiles dans la suite.

IL Soient a', b\ c' , ... tons les diviseurs de x, et soient

F(x)=Y(«') + A6')-»-/"(c') + ---,

G{x)= g{a')-^-g{b')^g{c')-^ ;
nous allons démontrer l'identité remarquable

(17)

Dans ce but, concevons que l'on remplace, dans le premier

membre, G(x) par g [a') -h g{b') +- g{c') h- ... Si, comme on le

suppose, X est un diviseur de n, les nombres a', b', c', ... sont

aussi des diviseurs de n, et ils ont, par conséquent, dans un cer-

tain ordre, les valeurs a, 6, c, ... ; une quelconque de ces valeurs
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pouvant, d'ailleurs, être omise. Nous pouvons donc ordonner la

somme

G„^(-«).G(6)^(i').G(o)A("

par rapport à g [a], g{b), g{c), ..., en cherchant, à cet effet,

quel est le coefficient de chacune de ces quantités.

Or, si la, pa, va, ... sont tous les multiples de a, diviseurs

de n, il est clair que g{a) se trouve seulement dans G(Aa), G (f/a),

G (va), ..., et que, par suite, son coefficient est

Mal \iu.a/ \va I

Mais, pour que la divise «, il faut et il suffit que 1 divise ^; d'où

il résulte que les nombres 1, u., v, ... sont tous les diviseurs de

^. Par conséquent, d'après l'identité (15),

Ainsi, le coefficient de g{a) est F l-j. On prouverait de même
que le coefficient de g[b) est F f-^l; et ainsi de suite. Par cette

transformation, l'identité entre les deux membres de l'égalité (17)

est rendue manifeste.

III. Si l'on fait g{x) = 1 , G(x) devient égal au nombre des

diviseurs de x, nombre que nous désignerons dorénavant par (x).

L'identité (d7) se transforme en

^(«)^Q -(.)/(;:) -..(.)/(")

-(»)-(^^(^
(18)

ou bien, d'après (15) et 16), en

= F (a) H- F (6) -H F (c)

18)
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Nous emploierons indifféremment l'une ou l'autre de ces

formes.

i° Pour f{x)= £c, on a F (a;)= a' H- 6' +• c' -i- . . . =y «. Si

l'on remplace f[x) et F(a;), par leurs expressions, dans l'iden-

tité (18), celle-ci deyient

'e (a) 6 [h) 6 (c)1-—- +
a c

ou

«"
(^)

-" ce

On a donc ce théorème :

« La somme des diviseurs de tous les diviseurs d'un nombre n,

égale la somme des résultats que l'on obtient en multipliant

chaque diviseur a, de n, par le nombre des diviseurs de -. j>

Par exemple, pour n= 6 :

6 (6) -H 26 (3) -t- 5e (2) + 6e (1) ==fi +^2 +^3 +y6;

c'est-à-dire

4 -+- 2.2 -+- 5.2 -t- 6 = 1 -+- 5 + 4 ->- 12;

ce qui est exact.

2° Pour /"(x)= ^, on obtient d'abord

i J Px a: X

C a; l_a c

puis, d'après (15),

1 ^
F (x) = ^- T ^

a' c'

F (x) = - (a' -4- 6' -+- c' H )= -yi

Donc, en remplaçant dans (18),

«e (a) -t-6â(6) H- ce (c)h—= n
/« ./^ .

/»
-]

ou

ae a (b) -t- ce (c) =/^/^/:
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Par exemple,

9(1) + 29(2) -+- 39(5) H- 6ô(6) =^6 -4- 2^3 -t- 3y2 -t- 6^1 ;

c'est-à-dire

4 -+- 2.2 -4- 3.2 + 6.4 = 12 h- 2.4 h- 3.3 -j- 6.

5° Pour /"(a:) = logx, on obtient d'abord F(x)= log(a'6'c'.. ).

Or, d'après (15), on a

rp /y» /y» rp" (.^)

a'6'c' . .. =
a' b' c' a b'c' ..

.

d'où l'on déduit

9^) 9w
a'b'c' • • • = X ^

, F (x) = log X ^
.

D'après cela, l'identité (18) donne,

\Ha)^ ^9(6)_ ^0(c)_
^ _ _ J[6(a)+9(6)H-9M4-..]^

OU

et, par conséquent.

[a'œ.*'©./0..J = „9,.).(,e (4) /.«W

L'exposant de n doit être entier; donc, s? n n'est pas un cube,

(a) -h (6) -4- (c) -I- . . . est divisible par 5.

4° Soit, d'après Gauss, cp{x) le nombre des entiers premiers

avec X, et non supérieurs à ce nombre.

Si l'on fait f{x) = cp [x), on a d'abord, en vertu d'un théorème

connu [Serret, Aritlim., 6^ éd., p. 303],

F (x) ==
y («') + f (^0 + ? (O + ••.=X.

Par suite,

f {a)6 Q + 5. (6) 6 (^')
-^ . (c) 9

(^j
+ •••=/«• (»9)
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Par exemple,

y (-1) e (6) -4-
y (2) e (5) + ? (5) 6 (2) + y (6) e(4) =/6;

c'est-à-dire

i.4 -+- 1.2 -4- 2.2 -H 2.1 == 1 -4- 2 -4- 3 -4- 6.

IV. Soit fait g{x)= x, dans ridenlilé (17). Celle-ci devient,

en observant que G {x) ^f"^ •

rn Cn f^n
f{a) -^f[b) j + f{c)/ - + •••=

J a J b Je
= aF(^)..F(^).cF(^J....

(20)

ou

FF (a) F (6) F(c-) 1= n 1 ; 1 H •• • •

a c

1° /•(x)= i, F(x) = ^ y»;, l'identité (20) donne

(20)

aja -H 6/6 -+- c /c + • • • = :/î.X^.i£...

ou

fl/a + bfh -+- c/c -4- • •• = ay - -4- 6^ / - -4- c" / - -4-

On doit avoir, par exemple,

y1 -4- 2^2 -4- 3^3 -4- 6/6 =/'6 -4- 4y3 + 9/2 -4-36/1

c'est-à-dire

1-4-2.5-4- 3.4 H- 6.12= 12 -4- 4.4 -4- 9.5 -4- 36.

En efifet, chaque membre égale 91.
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2" f [x)= log X, F (x)= log a; '
,

rn rn Çn j" 6(0^ 6|J) 9m "1
^

a-^ ". 6-^ *
. c ^ . . = [_tt "

. 6 *
. c "

. . .J .

3° /"(x) = (p(a;), F (x) = x. Nous obtenons cette autre rela-

tion, analogue à (19) :

?(«)y --^?W/ ï^^^'^y --^'•= nQ[n). (21)

Par exemple,

y (1 )/6 -*-
y (2)/3 H- 5. (3)/2 H- î> (6)/4 = 69 (6);

c'est-à-dire

d .12 -t- 1 . 4 -f- 2 .
3 -+- 2 . 1 = 6 . 4.

V. Pour g{x) = \,ç,{x) =\f X, l'identité (17) devient

a \a/ 6 \6/ c \c/
'

]

ou

a/{a)/%6/-,6)/'^^c/(c)/^ *... = )

= aF(a)-H6F(6)+cF(c)-i-.-. )

1" Pour f{x) = log X, F (x) = log a; ^
, on obtient

2° Pour /• (x)= tp (x), F (x)= x :

a<f{a) I --i-b-f{b)/ -r-^ Cf{c) f --t- •••= a^-i-6' -f-
c^

-t- •••

Par exemple,

y {i)J'& -H 2y (2)^3 + 5? (D)y"2 -+- 6î> (6)yi =1+4-4-9 + 50,

(22)
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OU

1 .42 H- 2.1 .4 -f- 5.2.0 + 6.2.1 =50.

e(x)

VI. g {x) = log X, G [x) = log X ^
. L'identité (17) donne

Eu particulier, pour /"(x) = cp (x) , F (x) = x :

„e-K3.,««Kl)./...K;0.._[J.,î.j..|"

ou bien, après quelques transformations simples,

VII. Enfin, en faisant g {x) = (p (x) , G (x) = x, dans l'iden-

tité (17), on obtient

(24)

Pour /"(x) = 1, et /"(x) = X, on retrouve les deux élégantes

formules

?(a)e(^) + ?(6)9(^] -+-.(c)e(^) -H •••=/n, (19)

y («)/][ + ? (6)7 ^ + ? k^)J- + ••• = «9 ('î), (21)

signalées, bien avant nous, par M. Liouville. Plus généralement,

si l'on désigne par 9^. (x) la somme des A;^"'* puissances des divi-

seurs de X, l'identité (24) donne

y (a) e,Q + ^ (6) 9,

l^j
+ ^ (c) 9,

^^j
-+-... = ;i9,_, (n).

On peut attribuer à k des valeurs négatives, en observant
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que 0_4 (x) ==i^ 0^(a;), d'après (15). L'introduction de celte nou-

velle fonction permet de généraliser un grand nombre des for-

mules démontrées dans les paragraphes précédents. Pour ne

donner qu'un seul exemple, prenons l'identité générale (17), et

faisons-y :

g (x)= x'', f{x) == x'.

On a d'abord

puis

G{x)=ô,{x), F{x)= û.{x);

;;)^H(^)^c^,(i;)....=a'..Q..6x(^).cx(;;

En particulier, si l'on fait r= k, s = — k, on trouve, après

quelques transformations :

f n\ fii\ l ïi

a% (a) + b\ (6) + c%{c) -4- • - • = a'% ( - 1 h- b^6, i^-j -. c^'

Par exemple :

a 6i{a) + 6 e,(6) + c q,{c) -+-••• =a^e^ f-j -i- b'ô,W -+- c\ f-j-

a%{a} + b\{b) -+- c\{c) -i =a%i-j -+- b%ij]-\-c% f-J

a'Ô3(a) -<- 6^65(6) -- cX(c) -f- . .
. = a%

(-J
+ 6^63M -t- c«03 (-1

etc., etc..

Vin. Nous démontrerons, plus loin, la formule :

7r(a)v(«) 7r(6)?(6) 7^{c)f{c)
.

t

(23)

dans laquelle n [x] exprime le produit des facteurs premiers de x,

différents de l'unité, chacun de ces facteurs étant pris négative-

ment. En particulier, on suppose tt (1) = 1. La relation (25),

appliquée à l'identité (17), donne cette autre identité générale :

^{a)?(a) pfn\
^
n {b) f (h) ^ fn\

^
tz {c) f (c) ^ {

n

al b' \bl

, . , , ,
(26)

^ ,. /w\ 1 .\n\ \ ,. n^

—J\ài-^if'[iJ^-A-c
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ou

= ?i [af{a) + bf(b) -H cf{c) +•••]. )

1» f{x) = i, F {x) = Q{x) :

71- (a) î- (a)
^ ^«^ TT (6) ,) (6) ^

^w^
_

n (c) y (c)
^
^n

a' \a 6^ \cl ny ^

OU

„v(^).e),W..v('i).(^),,.cv(^),(»-)nc,....=«/n.

2" /-(x) = X, F (a;) =yx :

7r(a)'.(a) /'/l >r(6)y(6) /*W 7r(c)y(c) /^W

a- J a b- J b c^ J c

1

ou

n

n\ ln\ / .. /w\ m
a TV — y

\a/ \a

= n (a' -+- 6^ -h c^ -*- • • )•

3.n^)=.l,F(x)= l/x:

7r(a)î>(a) /"n 7r(6)^(6) y^w
_

7r(c)^(c) /'n

a J a b J b
^ ...=0(n),

OU

'"G)»fâ/"*'"(l)'(ï)/^-""'Q'(-J/""-=''°<"'-

4" /"(x) = 9 (x) , F (x) = X :

7r(a)y(a) TT{b)'f{b) 7r(c)y{c)

=— [«? (") -*- h (^) -+- cf (c) + •••],



( 55

ou

„ (n\ In

= n [ay (a) -1- 6y (6) -i- c^ (c) h ]

;

etc., etc.. On le voit : l'identité (17) est une véritable mine de

formules. Citons, pour finir, celle nouvelle relation, assez curieuse,

que nous avons obtenue par d'autres considérations, dont le

principe sera exposé dans un deuxième Mémoire :abc
H —-—

I \- • •'

f-(a) 'f{b) fie) 4 1 1—
1
—

I \- •'

?{«) ?W ?(c)
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NOTE IV.

I. Nous allons maintenant introduire une nouvelle fonction

arithmétique, que M. Liouville a désignée par X(n).

En supposant n décomposé en ses facteurs premiers, de

manière que n = u^-v^w" ..., on a

a(n)= (— if+^+VH--;

ainsi, X(«) = ± I, suivant que le nombre total des facteurs

premiers de n, égaux ou inégaux, et différents de 1, est pair

ou impair : on suppose 1{\)= \. On démontre facilement que

la somme l{a) -+- ^(6)+ yl(c) + ... est nulle, excepté si n est

carré. Dans ce cas, elle se réduit à 1. Remarquons, en effet, que

les nombres a, 6, c, ... sont les termes du développement de

(i-+-M -f- M^H HM*) (1 -+-V-I-U'^ -+-•••+ V^) (1 -^W-^W^-\ \- w") ...

Il en résulte que la somme >(«) -hX [b) -i-X(c) -h ••• est égale à

( 1 — d -t- 1 =t 1
) ( 1 — 1 -t-

1

db 1
) ( 1 — 1 -+-

1

± 1 ). .

.

La première parenthèse, contenant a-i- 1 termes, est nulle ou

égale à l'unité, suivant que « est impair ou pair. H en est de

même des autres, contenant (3-+- i, y+ 1, ... termes. Donc,

pour que le produit total ne soit pas nul, il faut et il suffit

que a, [3, y, . .. soient tous pairs, c'est-à-dire que n soit un carré.

Nous pouvons donc écrire

1, (n carré)
:i (a) H- i (6) -+- ^c) H (27)

0. in non carré) '

II. Désignons, en outre, par x (n) le nombre des diviseurs

premiers de n, autres que 1, et par w(w) le nombre de manières
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dont on peut décomposer n en un produit de deux facteurs,

premiers entre eux.

On sait que w(n)= 2'*"': en particulier, t(1)= 0, w(1)= 1.

Nous ferons usage de quelques autres relations, données par

M. Liouville, el dont la démonstration directe est presque aussi

aisée. Voici ces relations :

« (a) -+- w (6) -+- « (c) -H . • • -= e (w*)
, (28)

). (a) ce (a) -i- ^ ib) a {b) -^ X {c) ce {c) -\ = i (n), (29)

6 (a") -+- 9 (6^*) -+- e (c") -4- • • = 9 (n) 9 (n*). (30)

En particulier, pour A: = 1, la dernière formule devient

9 (a^) -+- e (6^) -4- e {c') + ...=: e^ («).

Enfin, nous ferons observer que

^ {^) M^)= > kv)-
Par conséquent

;.
(a) ^

(^)
+ A (6) )

(^j
-^ ^ (^) ^

(^)
-^ • • • - ^ (") M'^)' <^^)

D'après la dernière remarque, on peut toujours remplacer

> (a) par > («) > f^j. En opérant de la sorte sur (29), on trouve

x(a)cof-j -+- A(6)«f^J -+-i(c)wf-j -4- ••• = 1. (32)

Ces quelques formules nous serviront à en trouver beaucoup

d'autres.

Jll. Reprenons l'identité :

F(^)*.,(e)F(^)....
)

(17)

j(«)f(^)*,(6)f(^)+.,(o)f(^

/n\ ,
[n\ In= GWr(-)^G(6)4)+G(c)r(-

et faisons-y 9 (x) == ^ (x). On a d'abord, en vertu de (27),

t, (x carré)
G(x) =

0, (x non carré)
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Si l'on désigne par A, B, C, ... les diviseurs carrés de n,

l'identité (17) devient

>(a)F(^)^>,(/-)F(^)^Mo)F(2).

On peut aussi écrire

A (a) F (a) -<- X (6) F (6) -t- A (c) F (c) -+

(53)

(34)

1" Pour f'{x) = 1, le second membre devient égal au nombre

des diviseurs carrés de n, noro.bre que nous représentons par T(n).

On a donc

A(a)6 Q -H A(6)ô(~) +A(c)6(^) + ... =T(n). (35)

Par exemple, pour n = 12,

9(12) — 9 (C) -6(4)4-0(5) -H 9(2) — 6(1)= T (12),

c'est-à-dire

G — 4 — 5-4-2-t-2— 1=2.

L'égalité (35) peut être écrite ainsi :

A (a) 9 (a) + A (6) 6 (6) -h a (o) 6 (c) h = A [n) T (n). (56)

2" f{x)= x, F{x]=fx :

rn fn , rn V\ 1 1

Par exemple :

/l2 -/6 -/i +/5 + /2 -/l = 12 (1 + 1),

c'est-à-dire

28 — 12 — 7 -<- 4 -4- 3 — I = 13;

ce qui est exact.
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5°/-(x)--^, F(x) = i/x,

ix{a) / - -+- 6a (6) Jj -i- cA (c) / - -t- .
. • = A -4- B -H C -+- .

.

4° /-(x)= log x, F (x)= log X ^
:

„^(«)0 6^(')>G) /^^)K"ë) ^ ^"^"'

(A. B.c...)'

5° y^(a;)= (p(x), F(x)= x :

"nJ^^n^)-''''u)"-=^^u)-^ni)-"ni

Par exemple, pour n= 12,

-lH-2-1-3 — 4— 6-*- '12 =
v^
(12)-+- y (5);

ce qui est exact, car le second membre égale 4 -h 2= 6.

6-/-W= ^^', F(x)= l:

w [aA (a) -+- 6a (6) +- cx (c) -+- •]

7" Soit /• (x) = M (x). D'après (28), on a F (x) = (x^). Donc

â (a^) A ( -
j

-+- ô (6''') A W H- ô (c') A [-
j -+- ..

.

/w\ /n\ //i\

==W— -t-W— -t-O)— -+- •••

VA/ \B/ \d

Par exemple, pour n= 12 :

~ô(1) H- 9(4) -4-0(9) — ô(16) — ô (56) -H ô(144) = «(12) -4- w(5);

c'est-à-dire

— 1 -h5 + o — 5 — 9-t-i5 = 4-t-2.
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8° Soit f{x)= Q (a;"). D'après (30) , on a F (ac) == G (x) 6 (x*).

Donc

e (a) ô (a*) i (-) -t- 6 (6) ô [b') A f^j -+ ô (c) e (c*) a !

-J
+ ..

.

/n"\ /n^*\ (n^'\

En particulier, pour A: == 1 :

9» /-(ac)= / {x) w (x). D'après (29), on a F (x)= A (x). En rem-

plaçant dans (33), et en ayant égard à la relation (51), on trouve

^(î)"(s)->(i)"(i)->(5)"(£)-^-='""'W-<'^'

IV. Pour g (x)= m(x), G(x) = 0(x2), l'identité (17) devient

/(-]e(a^)-^/-fâ 8(6^) -»-/•(-) 6(0 + ...

)

= «(a)Ff-] -f-«(6)F f^J -4- w(c)Ff-j -4-...

J

i» /-(a;) = 1, F (x)= G (x). Si l'on a égard à la relation (30)^

on trouve

w(a)ef-j -+- "(&)Mr) -^ "(c)ô[-) -4-... = e*(n). (39)

2" /•(x)= x, F(x)=yx :

3V(^)= -,,F(x)= l/x:

ae(o')-+-69(6*)+ ce(c^)-4-.--=^aw(a) / -+6w(6)/ 7- -t-c«(c) / -+•-
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4° f{x) = log X, F (x)= log X '
:

5» /•(x)= cp(x), F (x)= x:

= n [au (a) -h 6cj(6) + c»(c) -<- • • •]•

7» f{x) = G (x"), F (x) = e (x) G (x*) :

e(a«) e
(^)

-V- e (6«) e (^') + e (c") e
(^)

-h • • •

= ûj[-J9(a)e(a*)-+- w(6)e(6*)+ w(c)ô(c)ô(c*)h—
En particulier,

e(av(^)-4-e(6>(^) + 0(Oe(^)-H...

= e^(a)«f-J + e»(fc)» uj H- e*(c)« (-) h

8* /"(x) := ^ (x) w (x), F (x) = 1 (x). Si l'on tient compte de la

relation (32), on trouve

Ma)c.(a)e(^)-^M6)"(6)e(^)-t-Mc)"(c)6(^j -+-...= '!. (40)

Par exemple :

«(4)e(444)-«(2)e(36)-w(5)ô(16)+»(4)e(9)+«(6)e(4)-co{12)e(4)= 1;

c'est-à-dire

15 — 2.9 — 2. 5 + 2.3-+- 4.3 — 4= 1;

ce qui est exact.
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On peut écrire la relation (40) sous cette autre fornie :

cuf-J i{a)d{a')-i-u\jj A(6)9(6^)-t-«|-j > (c)9(c')+-= i(n).(40*-)

V. Si l'on fait g{x)= Q [x"), et, par suite, G (x) = 6 (x) 9

dans l'identité (17), celle-ci devient

ô («) 6 (a*)
/
(^j

-^- 9 (6) 9 (6*)
/•

(^j
-4- 9 (c) 9 (c^

[^

= e(a")F (-) -+- 6 {h'"} F (r) -^ e (c")F (-)-+-••• \

1» f{x) = i, F{x) = ô{x) :

e (a) e (a*) -+- e (6) e (6*) -+- e (c) e {c') -+- •

= e (a") ô

(-
J -+- ô (6") e

(^)
-+- (c**) 9 (-

En particulier, pour k= i :

i^'l

(41)

e*(a)-f-e'(6)-t-e"'(c)-+-"-= â(a')e - -+-ô(^')e 7 -*-9(o')e

2" f{x) = x, F{x) =/oi

4 i

-e(a)e(o')-+--e(6)ô(6*)-h

En particulier :

("")/; -'('"/ï

-^-^-"-

afl (a) ô (a*) -+- 66 (6) (6*) h = aô (a^*) / - -h bd (6")/ 7 -^-

et, comme cas particulier,

ad^ {a) -+- 69' (6) -t- c6'^ (c) -+- • • •

,'^'/i
/"*« /*«
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)w
4° f{x)= log X, F (ac) = log X '

:

«•»©»(â-»'-'»(S).6"©'(^)-»'"«(S-:L'<-:)«(â-»'-"(S)..

En particulier,

5<» /•(3c)= (p(x), F(x) = x :

=1.

ô (a) e (a") ?
(^ j

+e(6)ô(6')?(^

En particulier :

•'W'G*«'W'(i

= aô —

a'-(c),(^^

= a9 1
-- -4- 66 — + C9

"'"
(^)

5^

(^)
' ^"^ ' ^"*^ "^ ^'"

(i) ^ (i) ' ^*^ '
^^'

et, comme cas particulier,

a'.(=),(ï).'(a)*6v(i;),(^)»'W-..

= w [ae (a^) -+- 69 (6^) h ].

7» /-(x) = l (x) M (x), F (x) = / (x) :

= 9 (a^*) A f-j -f- 9 (6'-^) >. - -f-

En particulier.

1 (a) 6^ (a) »(-]-+- A (6) 9^(6) cj( - = ;i(a)9(a^)-+-)-(6)9{6')
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8* Faisons encore f{x]=l {x) [x). D'après (56), nous aurons

F {x)= > (a;) T (x)
;
puis, en prenant k= i :

i (a) e* (a) e f-j + A (6) e* (6) 4j)-^^ (c) ô' (c) e f-j -t- •• •

= Ma) ela")!
(^)

+ M&)e(6^)T
(^)

+ ...

VI. Enfin, soit fait, dans (17), g (x) = / (ac) w (x); et, par

ite, G (x) = X (x). On trouve

A(a)co(a)F(")-4-i(6)«(6)F(^)+... |

=/,).(=). m.(^).... )

io /^(x) = d, F(x) = e(x):

A(a) « (a) 6 1

-J
+ A (6) u{h) f^j -h a(c) u (c) 9 f-J -i-

suite

Donc, d'après (27),

= i (a) + i (6) -+- A (c) H-

A (a) w (a) 6 f

-

1 -h a (6) « (6) e (^ I -+- x (c) « (c) f-J -h

J, {n carré)

0, (w non carré)

1

A(a)e(a)w l-J -+- a (6)0 (6) w (-] -+- A(c)e(c) w l-J

I , (m carré)

0. (n non carré)

2° f{x) = x,¥{x)=fx:

A (a) « (a)y ^ -^ A (6) . [b)J^^ -^i{c). {c)J^-^

^a.[^^b4^^c.{'l

(42)

(42')
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Ma) « (^)/a - A (6) . (|)/6 ^ >. (c) . (^)y; ^
- .

.

= aX (a) +• bx (6) -i- cX{c) -+- • •

/Vi /^n it\i
a\ (a) w (a) / - -+- 6a (6) » (6) / - -^ cl {c) a [c] / - h- . • •

= ai (a) -H-6i (6) -i- ci (c) -t- • • •

4° /• {x) = log X, F (oc) = log 3c *
:

[2-CO(«)6(")]i(a) [2-W(*)eC^)]),(6) [î - W (c) 6 (")] 1 (c)

n, (n carré)

1 . (n non carré)

50 /'(a;) = 9(a;),F(îc)=r)c:

A (a) û» (a) i (6) « (6) i (c) w (c)

,(«).(;;)*, (6). (ï)^,w^(^

ou

ai{a)w|-j-t-6A(6)w -|-l-ci(c)w[-

= i (a) y [a] -H i (6) o (6) -t- i (c) î> (c) -t-

6o/-(^)=^M|iïl,F(a;)=i:

= n [oA (a) w (a) + 6i (6) w (6) + • - •]

,
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7» f[x) = l{x)Q{x), ¥{x) = l{x)T{x) :

«(a)T(-j + «(6)T r) + co(c)T f-j + - = e (a) + e (6) + 9 (c)

VII. On peut supposer, dans (17),

^(a:)=i(a)ô(x), G(x)= X{x)T{x).

On a

A(a)/(a)T(^) + A(6)/-(6)T ('^)
-^- x{c) f (c)t("

= A (a) F (a) 6 (- ) -f- >^ (6) F (6) e
(J^

Ainsi, pour f{x) = \, f{x) = x, f{x)= ^ , on trouve

x(a)T(^) + M6)T(;;)*>(c)T(^)-....

= A(a)e(a)0 (- -+-A(6) 6(6)9 u] -+- A(c)e(c)e (-1 -»

ou

A (a) T (a) -I- A (6) T (6) -+- A (c) T (c) -+- • •

Puis

(45)

= A (a) 9 (a) e f- H- A (&) 9 (6) 9 f - + A (c) 9 (c) e

aA(a)T[-)-4-6A{6)Tf^j+ ••=A(a)9(-J /î+A(6)0 1

^j
/6+^-

aA(a)T(a)+6A(6)T(6)+-=ox(a)ef-j f--^hx{b)el^] C—

etc., eic...
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NOTE V.

I. Voici comment on peut généraliser l'identité (17). Soient

G (x) = ^ {a')g
l^j

-+- ^ {b') 9[^j-^ ^ (c') 9 (^)
"^ ' '

'

a', b', c', ... étant tous les diviseurs de x. On a, identiquement,

G(a)/-(î)^G(6.)r(^)-.G(c)^(^;

= F,a),(^)-.F,%(^»).F(c)j(ï;

Pour le démontrer, ordonnons les deux membres par rapport

à </'(o), ^{b), 4'(c), ... Il suffit de prouver que les coefficients de

tp{a), dans les deux membres, sont égaux. Or, 4^{a) entre exclu-

sivement dans G(^a), G(p-a), G(va), ..,, si l'on désigne par ).,
f/.,

v, ...

tous les diviseurs de^. En outre, dans G{la), ^{a) a pour coeffi-

cient gi^], c'est-à-dire g{l); de même, dans G(fj'.a), vL(a) a pour

coefficient g{^); et ainsi de suite. Mais ces coefficients doivent

être multipliés, respectivement, par les coefficients de G(>la),

G(fAa), GH, ... qui sont
/"(f^), f{^], /[^), ... Il en résulte que

le coefficient de '^{a), dans le premier membre, est

</«/•(£;)-. W/-(^)-.W/-(£)--

De même, le coefficient de '^{a), dans le second membre, est

m.(^)-.A.).a-./w.(£)
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Or, ces coefficients sont égaux, à cause de l'identité (16), c'est-à-

dire parce que les nombres X, fjL,v, ... sont égaux, dans un certain

ordre, aux nombres
-J^,

~, ;-, ... L'identité [M) est donc

démontrée. On en déduit l'identité (17), en faisant ^{x)= i.

II. Supposons g{x) = \. Nous aurons

F(x) = ^(a')/-(^) -t-n^')/'(-^) -*-M0/"(^) -^ •••,

G (x) = ^ (a') -H ^ {b') + ^ (c') H
,

puis

G(a)/-[^) + G(6)/-(^)-hG(c)/-(^')+...= F(a) + F(6)-^F(c)-^- (45)

1° Pour ^{x) -= X(x), on a d'abord

M. (xc^rré)

I

0. [x non carre)

L'identité (45) devient

f ijj -^
f'il)

-^ fi^^ -*-• =^
'^''^ ^ ^ ^^^ -^ ^ ^'^ *

Si, dans celle-ci, l'on fait /"(.x) = l{x), on a, en vertu de (51),

Y{x) ='k{x)Q{x); puis

^
u)

"^ ^
(§)

+ ^
(^)

-+-••= U«) 9 («) + M6) 9 (^) -4- x(c)
9

(c) -+- .-.

Pour /'(^) =w(a;), on obtient, en vertu de (32), F(aj)=l; puis

"
("a) -"(II-^-Ië)

*='("'
('">

Les deux dernières relations ne diffèrent pas de (36) et (37); pour

s'en convaincre, il suffît d'observer que, à cause de X(A) = 1, on

peut remplacer l\^ parX(7i). La relation (46) est due à Dirichlet,

qui l'a démontrée, très simplement, dans le Journal de Crelle

(t. XXI).
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Enfin, pour f{œ)^Q{x), on a, d'après (55), F{x)=T{x). Donc

x)
"^^

(§) '^'{l)'^
•— T(a) + T(6) + T(c) -H ...

Par exemple, pour n= \1 :

e (12) + e (3) = T (1) -f- T (2) + T (5) + T (4) + T (6) + T(12);

c'est-à-dire

6-fr-2=l-f-J-4-dH-2-4-J + 2.

2" Soient v{;(a;)=co(a:), f{x)= 'k{x); e't, par suite, G(a;)= e(aî*J,

F(j;) = i . L'identité (45) devient

6 [a') i
(^)

+ 9 (&^) ^
(^)

+ e (r) A
(^]

-+- . . = 6 (n). (47)

Il y a donc égalité entre les premiers membres de (46) et de (47).

Ce résultat s'accorde avec une relation démontrée dans la Note

précédente (III, 7").

5^ Soient ^(x) = A(a;)co(a;), f{x)^Q^x). En vertu de (29),

on a G(x)= A(3c). D'autre part

F(x)= A(a')co(a')éM^ ^.i{b')o:{b')e^i^] + A(cXc')9' [-,] + .•

Mais, d'après une formule démontrée dans la Note IV (V, 7"),

on a

1 [a) ce (a)ô' f-j +• 1 (6) ce [b) ô' \^\ + a (c) 0, (c) ô'
[~] ^ -

= .(«') ^ £)- «(6V (^j-. Mo') ^ (")-...;

ou bien , en vertu de (47)

,

i(a)w(a)ô' f-J -i- A(6)»(6)ô- UJ + A(c) w(c)ô^ f-j + - =ô{n). (48)

Donc F(x)= 0(x). D'après cela, l'identité (45) devient

^{a)ô-l-] H- A(6)ô^f^J + A(c)5'f-J ^ ... =ô(a)+ô(6)+ô(c) + ..-

4
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4" Soient ^{x) = B{x'^), f{x]= l{x)(ù{x). On obtient d'abord,

en vertu des égalités (50) et (40) :

G{x) = ô'{x), F{x) = i;

puis

A(a)a,(a)5^[-]-+-x(6)«(6)â^(^] + x(c)cj(c)ô^f-j-t-- •=d{n), (48)

ou la relation (48) ,
que nous venons de retrouver par une voie

différente de la preaiière.

Elle donne, pour » = 12,

«(•I)ô^(12)-co(2)ô^(6)-co(D)ô^(4)-4-«(4)ô'(3)+co(6)5*(â)-«(12)ôXi)=ô(i2),

c'est-à-dire

56 — 2.16 — 2.9 H- 2.4 + 4.4 — 4 = 6.

liï. 1° Si l'on suppose ^{x) = (p(*), g{x) = ô(x), f{x) =J^x,
on obtient

F (a-) = y ia)J^^ -^ ? {b')

f^,-^ fie') f\,-^-- xô(x),

G(x) = .(a')3(^) -^?(6')5(^)-+-?(0^(^,)^---=/x.

Ensuite, par substitution dans l'identité (44),

, n r fn r fnal —\- I b I T -^ I c, I —K---
a J J b J J c

= a5 (a) â f-J
-+- 6ô (6) ù I

^j
+ cô (c) ô (-j h- • ••

Par exemple, pour n= 6, on doit avoir

= ô (1)0(6) +2ô(2)5(3)-f-3ô(3)ô(2) -i- 6â(6)ô(l);

c'est-à-dire

1. 12 + 3. 4-+- 4. 5 + 12. 1 =1. 4 + 2. 2. 2 t- 3. 2. 2 -H 6. 4.1;

ce qui est exact, car les deux membres sont égaux à 48.
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2* Soient ï]/(a;) = Q{x), g[x) = ^{x). On a d'abord

G(a:)= â(a')r (^,)
+9(6')?

(|;)
+ ^ (O ? (^)

+ -^f^
puis

=
y (a) F Q + -^ (6) F

(^)
-.-

? (c) F

Faisant successivement f{x) =?{«:), /"(x)= «(a:)
,

/"(a;) =X(ac)w(.x),

on trouve :

I

1 ,
(a; carré)

F(x) = T(x), ¥{x) = (i\x),- F(x)

Donc
fn rn rn

x{a) -^l{h] --+- A(c) / - + •

c/ a J b Je

0. (a; non carré)

= y(a)T(^) ^,(6)T(^)+y(c)T(^) +•

—H co (6) / T + " (t') / —^- • • •

A (o) 60 (a) / - H- A (6) co (6) / 7 -+- A (c) co (c) / - -

t/ a J h Je

"W^nw^c
Il y a concordance entre la dernière égalité et deux autres

relations, démontrées dans la Note précédente [III, 5"; VI, 2*].

3» (|/(3c)= 0(a;), gr(a;) = ^(a;), /"(jc) =M(a;); et, par suite,

G(a;)= T(x), F(x)= 02(x-). On trouve

M«)9^(^)+U^)^^(-j-Mo)e'(^J-...

= « (a) T (- j + M (6) T f

^ j
-t- oo (c) T (-
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4" ip{x) = Q {x) , g{x)= 'k {x)
, f{x)= / (x) w {x) ; el, par suite

G(a;)= T(x), F [x] = i, {x carré)

0, (x non carré)

On oblient, en observant que >
(£]
= l{ii) :

i(a)a;(a)T(^) -f-i(6)co(6)T(^)+)(c)cc(c)T(^) + ...= A(n)T(«), (49)

OU

;,(a)T(a)cof-j + i(6)T(6):oW + i(c)T(c)«f-)-f-. . = T(w). (50)

5° i^[x) = l{x), g{x) = 'k{x), f[x)= B[x); et, par conséquent,

F(x) = T(x), G(x)= e(x)).(x); puis

Ma)T(^)H-.(6)T(^)-..(c)ï(i;)-....

= A(a)8(a)9f-j -I- A(6)0(6)e f^J -f- A(c) e(c)o (-) -t- •-,

égalité démontrée, par une autre voie, dans la Note précédente

(VU).

6° ^[x] = yl(x), g{x) = w(x), f[x) = 0(0;); et, par suite,

F(5c)= T(a;), G(3c) = j :

c3(a)Tf-j +a:(6)T (-) + :o(c)T (-)-+-•.. = 6 (a) + ô(6)+ e(c) H

Il y a concordance entre celle relation et deux autres relations,

démontrées ci-dessus [II, 5°; III, 3°].

IV. Soient ^{x)-=l[x), g{x)= Q{x'^). D'après (i7), on a

G(x) = e(x). Donc

^(«).(^)+Aw.(-;)*m»("
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1» Pour/-(2c)= l,F(3c) = M' ;**='"'>
.

I \ I ' ^ '
I

0. (n non carre)

e (a) -4- â (6) -i- 6 (c) H =

Par exemple, si l'on fait w= 12, on a

ô{\) -H ô(2) -t- ô (3) -t- ô(4) -+- ô(6) -+- ô(12)= 0(144) -i- a(9)
;

c'est-à-dire

4-+-2 + 2-+-o+4-*-6=15-t-D.

2° Pour f{x]= l{x), F(.x)= 0(5c)^(.r) :

n\ n = A(a)â(a)ô^^j+A(6)ô[6)ô(^

OU, d'après (55),

fn-\ ln^\ ftf\
A(a)ô(a)ôj^-j+A(6)ô(6)ô|^-j+A(c)ô(c)â^-j-.-..-=T(>ï). (51)

3" Pour f{x)= (x) , F (x)= T (x) :

ô(a)âf- + d{b)dl-j -i-&{c)ô l-j -+- .-

= .(a')T(^)..WT(^)-..(c')T(^;

V. 1° Soient4/(x)=>.(x)M(x),^(x)=02(x'),/(x)= 9(x). D'après

(48) et (42'), on a

1, (x carré)
G(x) = ô(x), F(x) =

Donc
0. (x non carré)

d{a) ôl^-j 'i-6{b)di^]-^ ô{c)ôl-] -e
n n

bI
"^

\C

Par exemple, pour w= 8,

ô(l)ô(8) -4- ô (2)0(4) -- H^) ^ (2) -t-â (8)0(1) = 0^(8) + 5^(2);

c'est-à-dire

4 -t- 2.3 -+-3.2 -+- 4 = 16 -4- 4
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2° Soit ^{x) = G(3c2), g {x) = B{x)l{x), f{x) =\.
D'après (51), on a G(5c)=:T(a;). On a aussi F{x)=B^{x). Donc

A(a)ô(a)ô^f-Wi(6)ô(6)ô^f^j-f-..-=T(a) + T(6) + T(c)-+-...

VI. Nous voilà donc en possession d'une source de formules,

et d'une source intarissable; car, à mesure que l'on avance, on

rencontre de nouvelles formules, qui peuvent, à leur tour, être

utilisées. C'est ainsi que, dans le dernier exemple, nous avons

employé la relation (51), que nous venions d'obtenir. Prenons

encore la relation

A (a) 6 {a') ^ (-) + A (6) ô {b') " (t) -+- ^ (c) « [c') co T-j -+-.••= A (w).

Elle donne lieu à deux identités générales : en voici une :

Ma)^Q-M6)^(^)-Mc)^(^)-..-

= >(o)ô(a^)F
(^)

+i(6)ô(6^)F
[^)

4- x {c)ô{c')F
[^)

+ -

Dans cette identité,

F(x)=.(a')/-(^] H- -(6')/-(^) + co(c')/-(^) -4----

Par exemple
,
pour f{x)= 1 , F (oc) = (ac^)

;
puis

A (a) 6 {a-) â
(^)

-t- A (6) ô (6^) ô
(^j

-»- ^ (c) ô (c^) «
(^)

"*- " '
•

1 ,
(w carré)

0. (n non carré)

A son tour, cette égalité peut servir. Elle donne lieu à l'identité

générale
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dans laquelle

Par exemple, pour /"(ac) = 1 , on a F(ic)= 9'^{x). Puis

A(a)e(a^)ô^(^)-A(/,)e(6^)ô^(^) + A(c)ô(c^)ô^(^)+... = T(n),

égalité qui engendre encore deux identités générales, suivant

que l'on fait ^\i{x)= l{x)B{x^), ou bien \\)[x)= Q'^{x), dans

l'identité (44). Et ainsi de suite.
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NOTE VI.

ï. Les Noies précédentes montrent que, pour chaque nouvelle

fonction arithmétique imaginée, on peut trouver une infinité

d'identités générales. Par exemple, dans le Journal de Crelle

(t. LXXVII), M. Mertens considère une fonction p.{n), égale à

-1-1 ou à — 1, suivant que n est composé d'un nombre pair ou

d'un nombre impair de facteurs premiers inégaux, autres que 1,

Dans tous les autres cas, c'est-à-dire, suivant la définition de

M. Mertens, quand n admet des diviseurs carrés, différents de 1,

on a fx(n)= 0. On suppose p.{l)= l. Cela étant,

A6(a) -+- ^^(6) -+- /«(c) -+- •••=0. (52)

En effet, T(n) étant le nombre des diviseurs premiers de n,

autres que 1, il est clair que le premier membre de l'égalité (52)

est égal à

Il y a exception, si m= 1. Dans ce cas, le premier membre

de (52) se réduit à p.(l)= l. L'identité (52) va nous en procurer

beaucoup d'autres.

IL Prenons l'identité (17), et faisons-y g{x)= iJ-{x). Nous

aurons d'abord G(.x)= 0, excepté pour x==l. Dans ce cas,

G(x)= l. L'identité (17) devient donc

fin) = f^ (a) F
(^)

+ ^ {b) ^
(^)

-+" ^ ^') ''

(^)
+ ' - ^^^^

Si u,v, IV, ... sont tous les facteurs premiers de n, différents

de 1, la dernière égalité peut être écrite ainsi :

-)-2f(-)-2''(—
u/ " \uv/ ^ \uvwA») = Fw-2F- -S^b-S"
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1" Pour /'(x)= (p{x), F(x) =07, on a '

y(n) = a/a(-j -f-6^ f-j H-o^af-j H ; (54)

ou, sous une aulre forme,

,(„) = „(,_i)(,-i)(l-i)...;

formule connue.

2° Si l'on fait successivement f[x)= \, f{x) = x, f[x)=^*
on a F(x) = Q{x) , F(x) =fx , ¥{x) =

\ fx. Puis

^(a)â {^ -^ f.{b)ô
^^j

-^ ^(c) ô
(^)

-V- •.. =1, (55)
•

rn Pn Pn
a

= I.«/" (a) / - -^-hfx.[b) j j -+-c,a(c) / -

60.)

3« /-(x) = log 5c, F (x) = log X '
:

, . , ,,, ,
^ (n) 9 (n)

ajLc (a) -+- bf/. (6) -+- c^ (c) -f- • • • =
OU , sous une autre forme

,

TT hi) m in)^ ' = [\—u)[\ —v)i\ — w)...
n

Si l'on tient compte de l'expression de 9(n), trouvée plus haut,

on obtient

7r(w)=(— w)(— i;)(— m;)...;

ce qui est la définition même de 7r(?i)

[x t

(x non carré)5VH = M«^),F(x) =
|^;

'^-"^)

L'identité (53) devient

"Ui^^lBi^^lÈJ"-"'^"'-
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6» /(3c)= co(a;), F(a;)= G(rr2) :

/^(«)â(^)+/-{t)ô(^) + ^(c)ô(^) + ...=«(n). (56)

Cette relation est due à M. Mertens, qui en a fait une appli-

cation à la Théorie des Moyennes.

7« f{x)= B{x^-), F{x) = B^oc) :

M (a) ô'

(^j
+ f. (6) 6'

(^j
+ A^(c) ô^

(^)
+ . .

. = ô (n*).

8» /-(flt;)= >(3c) w(a;), F(x)= >(»•):

yu(a)a pj H-/.(f))>r^j -+- A^(c)> (-1 -t- ••'=X{n)co(n),

OU

yc (a) a (o) -4- /« (6) > (b) -+- yc. (c) A (c) -t- . • = co (n);

relation presque évidente; car le premier membre est égal à

c'est-à-dire, à

III. Prenons l'identité (44), et faisons-y g'(a:) =
f;.

(ac),

v|; (a;) = H(a;), G (x) = h{x). Nous trouvons

= M«)f(î)-.(6)f(ï)^.(o)f(^Î)^...
)

Dans cette identité, les fonctions f{x) et h{x) sont quelconques,

mais

H (x) = h (a') + h {b') + ft (c') ^ ,

F [x) = H («') A (^)
+ H (6') A (^)

+ H (C) /•

(^,
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Voici quelques cas particuliers de l'identité (57) :

i'>So\ih{x)= l [x]. On aura d'abord U{x)=\
^; f^ ^^f]^,^ .^

En outre,

En particulier, pour f{x)= >. [x) w (a:) , on a F [x] = [x). Donc

résultat qui s'accorde avec les relations (S5) et (52).

2" Pour A (dc) = M (ac) ,
/"(a;) = / (ar) w (ac) , on a H(x)=e(x2),

F(jc)= J; puis

X{a)a{a)eo (-] -h A (6)w(6)w (- -+- A(c)«(c) wf-J + .-. = 0,

sauf si n = i. Dans ce cas , le second membre est 1. Cette rela-

tion est due à M. Liouvilje.

5» h{x)= l{x)(^{x),f{x) = Q{x), h{x)= A{x), F{x)= T{x).

On trouve

,Wt("-)^M6)t(^)-.{o)tQ
i . (n carré)

0. [n non carréj

On peut, à son tour, utiliser celle relation, en faisant 4'(x)= /j.(a;),

g [x) = T [x], dans l'identité générale {M), On a d'abord

G/ \ I
11 [x carré](x)= .' '

.,
^ '

I

0. (a; non carre)

Puis

yA/ ' \B/ ' \CJ \al \b

Par exemple,

etc., etc..
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IV. Voici quelques autres égalités, fort simples, presque

évidentes, qui peuvent servir à en trouver une infinité d'autres :

fi{a)n{a) ^(6)t(6) ^(c)jr(c)abc
fx. [a) TT (a) ft (6) 77 [b) ^ (c) ^ (c) y (n)

a- b^ c n

/ic{a)ra -+- fi{b)fb -+- /u.{c)J"c -i-...^t(wj.

Pour ne pas trop nous étendre sur le même sujet, nous nous

bornons à citer quelques-unes des égalités dérivées de celles-ci.

On a d'abord, en général,

'T (g) /^ {a) p l'A _^
T(b)^ (b) p /n\ ^ 7r(c)^(c) ^ /n\

^

et, en particulier :

^ (a) ^ (a) -H T (6) ^ (6) -+- T (/;) /* (c) -h • • •

7z (a) u. (a) « [- j + ^ (6) ^ (6) y f-j -i- ;r (c) ^ (c) y (^-j

"tt (a) ^ (a) ln\ k (b) i^ (b) /w\ 7r(c)^(c) /n
u

' ...= n
tt \a b' \bl c' \c

^{a) hi\ f^{b) ln\ ^(c) In
.T (a) TT - H —- TT (6) 5J- - H 77 (c) TT -

]

C

a \a/ 6 \bl c \c

'n

etc., etc..

On a aussi

= ^(a)cc f-J J
a -4- ^(6)w[-j /ô -H ^(c)»

TT (a) fi (o) /n\ n Ib)
ij.

(b) (n

0? \al b^ \b

?i»)f(n\ ?if')f(>A ?(c)^/'*\



( 61

En particulier :

7z{a)fi(a) fn tz {b) /u (h) rn k[c)^[c) fn
-4- . .

. =. n.
i)lji{a) rn Tr{b)ju(b) rn tt (c) ja (f ) rn
a tJ a b ^ b c J c

On a, enfin,

p(a)/a.F(^)-H^(6)/6.F(^)-^... = .(a)/-Q-^.(6)/-(^)-^..-;

et, comme cas particuliers :

\i. {d)J'a.Q -) + f^{b) fb.O (y -f- • • • = TT (a) -f- 7; (6) -+- 7i-(c) H
,

P fn 1 ri T'*^
a[i.{a)fal —\-biu{b)/b/ - -\— =a7r(a)-+-67r(6) + cttMh—

,

^ J a -^ J b

= 71 fa p (a) /Ta -t- 6
f^ (6)

/"& + c /u.[c) Te -+- •••1,

71 (a) ^ (

-j + 7r (6) ^ f-j + TT (c) A* (-j -+-••• = fz (w)yn,

etc., etc..

Ne pouvant pas entrer dans de plus longs détails, nous lais-

sons, au lecteur, le soin de faire les développements ultérieurs.



( 62

NOTE VIL

I. M. Liouville a donné, dans son Journal (2* série, t. II,

p. 440), la relation

=~, (58)
y(l) y (-2) y (5) -^(4)

-j- -4- (- —

.

. -1- . . .

{'- 2"" 5"' 4"'
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termes du produit, ayant même dénominateur n'". Nous trouvons

<\ue la somme de ces termes est

F- f(-
g (a) \al g [b) \b

a / n

\a

«, 6, c, ... étant tous les diviseurs de n. Si l'on avait multiplié

entre elles les séries

^,n -^ 2™ "^' 5'" "^ 4"' "*
'

G{1) G (^2) 0(3) 0(4)
{

1 1 H • •
,^m 2'" 5'" 4-"

on aurait trouvé, comme terme général du produit,

/(a) G n6)G(^]-^/-(c)0(^)-^

Or, d'après les identités (17) et (44), ces deux résultats ne

diffèrent pas. si les fonctions F(x) et G{x) dépendent convena-

blement de f{x) et g{x). On a donc :

rg{l) 5r(2) g{^)
-4- -t- 1tm 2"^ 5™

[m m) R^)

|_
1™ ^i- ô""

OU, sous forme abrégée,

F(t] F(2) F(3)
H ^- .

i'" 2"" 3'"

0(1)
^

G(2)
^
0(5)

|m 2'" 3"*

v«.9(^) ^ F(^)^ 'C. /!«) y G(^?)

D'après la démonstration précédente, si l'on a

2/^(a)0(^) = H(«),

\

m
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on a aussi

Plus particulièrement, on peut écrire

III. Considérons d'abord la dernière relation.

1° Pour /"(n) = (p(n), F(«) = w, elle donne

d'où

^ n"' ~ S...

c'est la relation trouvée par M. Liouville.

2° Faisant f[n)= \ , F(n) = 0(»O, on obtient

2-^ = ^^- (62)

c'est-à-dire

|m 2"* 5"' 4"*

Par exemple, pour m = 2,

1 4 \

1 H 1
1^m g,« ^«i r

lit TT*

e(l)-t--e(2)H--e(5)-v-— 6(4)-+-...=— . (a peu près 2,71)
4 y Ib Ou

5" Soit /"(w) = w, F(n)=y«. 11 vient

Par exemple,

/i+-y 2-F— /5-^--- A-t---.^^. 1,202056. . (àpeuprèsl,98)
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4° Plus généralement, si B^{n) est la somme des puissances

j^èmes jgg diviseurs de n :

6,(1) 6,(2) 6,(5) 6,(4)

1 1 1 H • •• = lS^S„,_i,
jm y"" 5"* 4™

pourvu que m > A -i- 1

.

Exemple :

9,(2) 6,(5) ô,(4) 7r«
,

0,(1) H 1 1 ^-•••=T^7T:• (a peu près i,78)
"^ ^ 16 81 256 540 ^ ^ ^ ' -*

5° Pour /"(n) = logn, F(n) = -^^ logw, on trouve

e(l)logl 6(2) los^ e(5)log5 e(4)log4

!» 2"' 5'" 4'"

\
1'" 2"' 5"' 4'" /

'

relation que l'on peut aussi obtenir en prenant les dérivées, par

rapport à m, des deux membres de (62).

Par exemple, pour W2 = 2,

6(2) 9(5) 6(4)
9(l)logl + 4-^log2 -.- -^logS + -^log4 + ...

4 9 16

= -. 0,957 548 254 5... (à peu près 5,08)

7.{'\)f{\) 7r(2)y(2) ir{o)f{ô) S

1- 2'" 5™ S,„

En particulier :

^(0?('l) +
Y^-(2)?(2)-^^^(3)?(3)

+ ^^(4)j>(4)

6= —
. 1,202 056... (à peu près 0,75)

~. (65)

La formule (63) peut aussi se déduire de la relation

^6.
a,(a),Q.Q-.6KÔ).(,-)-(f)— = 0,
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dans laquelle n surpasse 1 : pour m= 1 , le second membre est 1

.

Cette relation donne, d'après (60)

,

2n'f{n) ^n{n)<i>{ji)—^r~ • 2 ^~ = '' '

d'où l'on tire (63) , en tenant compte de
carré)

non carré)
7V(n)=>(n),F(n)=|J; [^

--'

c'est-à-dire



( 67
)

10° f{n) = l{n)(à{n), F(n)= l{n) :

'^ n ^ n

OU bien, en tenant compte de (64) :

1
a(w) K{n) <ï„

Par exemple, pour m= 2,

(67)

a{\) «(2) «(5) co(4) co(o) «(6) w(7) co(8) w(9) 2

Ce résultat est curieux, le second membre étant commensurable.

On a, d'ailleurs, en général,

«('!)_ co(2) co(3) «(4) _9p2'« (1-2. 3... m)''

r^
2^~^"*''4^~""~'

"p^" 1.2.3... 2m '

si m est pair. P,^ est la valeur absolue du m'"" des nombres de

Bernoidli, définis par l'égalité symbolique

[B -^- iY — B" = p.

Pour vérifier le résultat ci-dessus, il suffit de se rappeler que,

si m est pair, on a

2 '

1 .2. 5... m'

i 1
o

/-(n) = ^ (n) (n) , F (n)= A («) T (n) . On trouve

Par exemple, pour m = 2,

d , 1 1

e(l)--@ 2)--9 3) +— 9(4)
^ ' 4 ^ ^ 9 ^ ^ 16-^ _ 6

T(l)-iT(2)-iT(3)+;iT(4)-.-

(67''^)
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12° Soit encore f{n)= l^{n). On a F(«)^0, excepté si «= 1 :

dans ce cas, F{1) =1. L'égalité (61) devient

S V^
d'où

Si l'on désigne par u, v, iv, ... tous les nombres premiers,

antres que i, l'égalité (68) se transforme en

,_!) (._!)(,_ M._'
(,,)

formule connue. En particulier,

15" Soit enfin f[n) = a(n)/(w), F (m) = w(w). On trouve

-, x^^C'O ^(") x'"(^^

Cette relation équivaut à

,^M(„.,i)(,.l).,.^i_2"i?. ,7,)

IV. Prenons, maintenant, l'identité (60) :

y.f{n) G(n) ^^H(n)
2 „- • 2 ;j- 2 ^i-

'

dans laquelle

H(n)=2/'(«)G(^

1° Soient /"(n) = l[n), G(n) = co(n). On a d'abord H(«)= 1;

puis

v^(m) ^c^(?0_^ 1
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Par exemple, pour m = 2 :

6(1) -+--6(4) -^-e(9) -t- —6(16)-+- ••• = -^' (a peu près A,\\)

6\i) -+- j 9^(2) H- i e^(3) -+- — 6^(4) + . .
. = ^. (à peu près 6,76)

5" Reprenant aussi l'égalité (71), on trouve, au moyen de (72),

En particulier,

4° t{n)= >(n), G(n)= e(n), H (w) = T(m) :

y^n) ^9^)^ ^T(n).

ou bien , d'après (64) et (62)

Lorsque m= 2 :

T(l) + 7T(2) -+- i T(3) -t- — T(4) -t- ... =^. (à peu près 1,78)
^ ' 4 9 16 540

V. Observons que, si l'on a

2A«)=F(n),

on peut aussi écrire

2A(a)A(^]/(a) = A(«)F(n);

puis, en vertu de (60),

A(w) ^A(n)/'(n)_^^ ^(n)F(?i)
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OU

S„ ^ n'" ~ ^ n"'

1° Pour f{n) = i , F(n) = G(n) :

Exemple :

(75)

B(.l)__o(2)_ie(3)-H;ie(4)-^9(5)+...= ^. (à peu près 0,43)

En comparant (7S) avec (64), on voit que

6(1) e(2) e(ô) 0(4)

j» 2'" 5"' 4"'

1 1 i i 1

i"» 2"» 3"» 4" S""

En comparant (75) avec (67"*), on trouve

Par exemple,

T(^)-1t(2)-1t(3)-^1t(4)-1t(5)
4 ' ' 9

2° f{n)= n, ¥{n)=fn :

^ ). {?i)/n S„,S„

1530
(à peu près 0,71]

S„.S„

En particulier,

(à peu près 0,56)
14 175.1,202 056...

5° Plus généralement

,

-^ n"' S„,S„
(m > A; -^ 1)
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4^ /(rt) = (p(n), F{ti) = n :

^ \{n)fin) S2„„2S„,

Si m = 3 :111 1

„ d) „ (2) « (3) H ? (4) y (5)?{') g't'K^)
27 64 ^ ^ 125^ '

65.1,202 056...
(à peu près 0,78)

^0 fi^n)=^{n),F[n) = G{n^):

d'où, en tenant compte de (67),

^ 1 (?i) 6 (n-) _ SL

Par exemple :

1 1 1 1 27r^

6(1)- - e(^*)-
g
e(9)+

:j^
9(1 6)-— e(23) +...= _. (à peu près 0,26)

6°Y(n)= e(n2),F(u) = 62(n) :

Ssm ^ l{n)9(/i-) _ ^ ). (n) 6- (n)

ou, d'après la dernière relation,

•,{n)6'{n) Sl„
2-

En particulier, pour m = 2 :

e2(l)_l9^(2)-l6^(5)+^e\4)-lô^(5j-H...=^. (àpeuprèsO,17)
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VI. Pour finir, nous ferons observer que l'on peut trouver

autant de relations que l'on veut, en imaginant de nouvelles

fonctions arithmétiques.

1° Soit, par exemple, y[x) = i, si ce est premier, différent

de 1 , et y{x) = 0, pour les autres valeurs de x.

On a

r{a) -t-r(6)-^-r{c)-l-•••= r(w);

puis

c'est-à-dire

p devant être successivement remplacé par tous les nombres

premiers, différents de i. Par exemple

1 l l 1 4 Grr(l) t(2) t(3) r(4)

4 9 25 49 121 ^\ l 4 9 16

2" Soit encore y(x) = 1 , si 3c est une puissance k'"" parfaite,

et y{x) = 0, dans les autres cas.

On a, en désignant par Ti(îi) le nombre des diviseurs de «,

qui sont des puissances k^""" parfaites,

puis

d'où résulte

r(a) + r{6) + r(c) + - = T,(/i);

Par exemple, pour m = 2 :

1 I i
4*-* 77^*+'

^ 4 ^ ^ 9 ^ ^ 46 ^ ^

3 ^ 4.2.5...2A:

etc., etc..
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VII. M. Liouville démontre, à l'endroit cité, la formule

Xf(i) x'-j{'i) x^fio) X

\ X \— x^ \— x^ (I— xf

Considérons, en général, la somme

xf{\) rrY(2) icY(5)
(- . -j- -4- ...

4

—

X \— x^ \— X

En supposant x moindre que 1, en valeur absolue, on peut

écrire

4— x" ^Y(p) -^
^'V(p) +- ^^^f{p)

Donnons à p les valeurs i , 2, 3, 4, ... , et ajoutons toutes les

égalités ainsi obtenues. Pour que ac" se trouve dans le dévelop-

pement de Y~, il faut et il suffît que p divise n. Ainsi, x" se

trouve dans les développements de

a;Y(a) ^'fi^) x'f'ic)

4— x" 4— x" 4 — x'

et, par conséquent, son coefficient est

f{a)-^f{b)-i-f{c)-^.:=F{n).
On a donc

x/-(4) xY{^2) rrY(3) = xF(4)-Hx2F(2)-+-x'F(5)-t-- (76)
4

—

X 4— X 4— x"

Pour /(x) = cp(3c), on a F (a;)= x : l'identité (76) devient

Xf{\) x-?(2) x'o(ô)
X -+ 2X -+- OX -f-

4— X 4— x^ 4— x^
(4 — xf

7.(1)^(4) X 7^(2). (2) x^ ^
7r(5)^(5)
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c'est-à-dire

X l x^ 2 a;* 1 x^ 4 x'

\-x 2 1-x' 3 1—x' 4 4-x* 5 i-x'

i x' Q x' l x^
_i „ ^

"*"

3
' 1-x'

~
7

* 1-x'
~

8
' l-x^ °° r^"

Si l'on fait f{x) = 1 , on trouve la série de Lambert :

^ ^ ^
..=x9(1)-t-a;'e(2)-+-rr'ô(5)-4-.

1

—

X 1— x^ 1— x^

Pour fix) = > (x) , F (x) = M !"
*='""*

., , l'identité (76) donne
I \ y \ I 1 \ / 10 (x non carre) ' ^ ^

9 ^ A "i
/v» rv*^ /y»" /y* /v>"

1

—

X 1 — x^ 1— x^ 4

—

X* 4— X

Pour /"(x) = p(x), on a simplement

xii{i) a;V(2) x>(d)
-i- . _i-

4— X 1

—

X d

—

X

i-— z H =X-+-X -+-X +X' -+-•

-t- ... = X,

OU bien, en désignant par w, u, 10, ... tous les nombres premiers,

autres que 1,

x«
"•

^4 ^u ^1—X ^1— X" -^ i—X"" ^d—X"

On trouve, de même :

1

—

X 1

—

x^ i— X®
= xT(l) + x'T(2)-f-x'T(3)

M* /y»" /y»" 'y-' .y*^

-H —^H -,-+-- ;H 77 +-"=Xt('1 )+xV(2)-1-X^t(5)-
1-x' 1-x^ d-x^ d-x' d-x" ^ ^ ^

^
^

^

etc., etc...
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NOTE VIII.

[. Nous désignerons par (x, y) le plus grand comniun diviseur

de ac, y, et par/'(x, ?/) une fonction quelconque du nonibre {x^.y).

Cela posé, considérons la somme

^(l)/'(n, 1) + ^(2)/'(«, 2) -f- ^(5)/'(«, 3) H h ^[n)f{n, n).

Soient a, 6, c, ... tous les diviseurs de n: les nombres^, ^, ^, ...

sont aussi ces diviseurs. Cherchons quels sont, parmi les nombres

(n, 1), (n, 2), (n, 5), ..., (», «), ceux qui ont la valeur ^. Pour

que l'on ait (n,/))= ^\ il faut d'abord que/) soit divisible par^-

Donc/}= ?H.^\ Mais, d'après un théorème connu, les quotients

de n et p par leur plus grand commun diviseur '^, c'est-à-dire a

et m, doivent être premiers entre eux. En outre, on doit avoir

p^ii, d'où m < a. Donc m doit être un quelconque des nom-

bres a, P, 7, ... premiers avec a, et non supérieurs à ce nombre.

Conséquemmenl,

na\ / nB\ I nr\ n
n, — = [n, — = w, — =...=--.

a/ \ a/ \ a/ a

De là résulte que, dans la somme ci-dessus, le coefficient de

f(l] est

F(a) = ^(—) H-'i.W + J—
I

-H .- (77)

Par conséquent

é('\)f{n, 1) +m fin, 2) + é{5]f{n, 5) -f- - + .Kw)A^. ^)

II. Si l'on fait di{x) = i^ l'égalité (77) montre que, dans ce

cas, F(o) est égal à la somme d'autant d'unités qu'il y a de nom-
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bres premiers avec a, et non supérieurs à ce nombre. Donc
F(a) = (p(a). L'identité (78) devient

/(w, 1) -t- fin, '2) -+- f{n, ô) -^ h f{n, n) \

Si, au contraire, on suppose /"(x)= 1 , dans la même iden-

tité, celle-ci devient

^(1)-+- ^(2)-+- ^(5) -+-••-+- é(n) = F{a)-\- F(6) + F(cj -+-••• (80)

Enfin, si l'on fait, à la fois, ^{x)= i, f{x)= \, on trouve

cette identité bien connue

y (a) -4-
53 (6) -4-

y (c) -1 = n.

m. Reprenons l'identité (79) et donnons-y à f[x) différentes

formes.

i° Pour /(x)= x, on trouve

>(«) y (6) y(c)

]{n, \)-^- [n, 2) -1- {n, 5) -f- ••• -+- {n, n) = n

ou

(n, l)-i-(/î, 2)-+-(/î, 3)h \-{n, n)= a-f (-1 -h 6» I -j -+-
c-f -1 -+- •••

2° Pour /(x)= ^, on obtient

\ \ \ \ \ ^ -,

(w, 1) (n, 2) (w,3) (rt,/i) w L ^^ ^ ^^ ^ '^ ^ -^

Si l'on désigne par a{a) la somme des nombres premiers avec a,

et non supérieurs à ce nombre, on sait que c-(a)= ^^, sauf

pour a= l. Dans ce cas, i! faut encore ajouter 4 au second

membre On a donc, en général, aç(fl) = 2a-(a); et, en particulier,

1 . (p(1 )= 2(7(i )— 1. D'après cela, si l'on observe que l'un des

nombres a, b, c, ... doit nécessairement être égal à l'unité, la

formule ci-dessus devient :

= 2 [(r(a)+ (t(6)+ a(c)-f- •

.J
— 1

,

{n,i) (n, 2) {n,o) {n, n)
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On peut encore l'écrire autrement, si l'on désigne par y.p le

plus petit multiple de n et de p. Un théorème connu donne

u =-^; d'où 7-^,= - y„. Donc

\ \ \

1 -+- Pi -t- - f^2 -t- z P3 -1 i--p„= 2[(7(a) H-o-(6)-+- (T(c)-f- •••].

Par conséquent :

« Le double de la somme des entiers premiers avec les divi-

seurs de n, et non supérieurs à ces diviseurs, surpasse d'une

imité la somme des plus petits nombres par lesquels il faut mul-

tiplier les nombres 1, 2, 3, ..., n, pour que les produits soient

divisibles par n. »

Par exemple, les plus petits nombres par lesquels il faut

multiplier les nombres

4,2,5,4,5,6

pour que les produits soient divisibles par 6, sont, respective-

ment :

6,3,2,3,6,1

dont la somme est 21. D'autre part, la somme des entiers pre-

miers avec les diviseurs de 6, et non supérieurs à ces diviseurs,

est

i M- 1 + ('1 +2) + (1 -t-5) = 'H,

dont le double est 21 -i- i.

3° f[x)= ]ogx. L'identité (79) donne

[n, \).{n, 2)

.

{n, 3) ... («, n) = a^^\ b^^'K c^'^K..,

formule que l'on peut aussi écrire ainsi :

2 w

4° fipc) ^=J^x. Si l'on a égard à la relation

/n fn /^n
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on trouve

f{n^ 1) -^f{n, 2) -\-J{}i, 5) -+- ••• -+-^(«5 n) = 7id{n).

Or, /*(><, p), somme des diviseurs de {n, p), est égale, d'après

uoe propriété connue, à la somme de tous les diviseurs com-

muns à n et à p. Donc

« La somme de tous les diviseurs commims à n, et à chacun

des nombres 1, 2, 3, ..., n, est égale à autant de fois n, que ce

nombre admet de diviseurs. »

Par exemple, la somme des diviseurs communs à 6, et à

chacun des nombres 1, 2, 5, 4, 5, 6, est

1 -H (1 H- 2) M- (1 -t- 3) -+- (1 -t- 2) + 1 H- (1 -+- 2 -+- 3 -+- 6)= 4.6.

5° f{x) = Q[x). En ayant égard à la relation

,(„),(!!) ^,(6)e(«)^,(„),(^) H- ...=/„,

on trouve

e(n, 1) -+- e{n, 2) -+- d(n, 5) h \- e{n, n) ='fn.

Pour interpréter cette relation, observons que 9(»,p) étant

le nombre des diviseurs de (n, p), représente aussi le nombre

de tous les diviseurs communs à n et à p. Ceci nous permet

d'énoncer la proposition suivante :

« Le nombre de tous les diviseurs communs à n et à chacun

des nombres i, 2, 5, ..., n, est égal à la somme des diviseurs

de n. »

Par exemple, 4 admet avec 1 un seul diviseur commun ; avec 2,

deux diviseurs communs; avec 5, un diviseur commun; avec 4,

trois diviseurs En tout, 4 admet, avec les nombres 1, 2, 5, 4,

un nombre de diviseurs communs, égal ài-i-2+l-i-o= 7;

et ce nombre 7 est la somme I -+-2-4-4 des diviseurs de 4.

6° Les propositions précédentes peuvent être généralisées.

Soit 0a{x) la somme des puissances k'""' des diviseurs de x : on

sait que

'^^"^^'w "^ ^^^^°*
[il

"^ ^^'''*^"

wj ^ '" ^ "^*-'^"^-
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Si l'on a égard à celte relation, l'identité (79) donne

ô,(», 'I) -H e,(n, 2) -h 9,(m, 5) -i 1- 6,,(w, n) = ne, .i(w).

Donc :

« La somme des k*"" puissances des diviseurs communs à n,

et à chacun des nombres i, 2, o, ..., n, est égale à n fois la

somme des (k

—

if'"'' puissances des diviseurs de n. »

7" Pour f{x) = 9(x) , on a

?(/î, 1) -t- ?(«,2) -+- y(w, 5) -H •• -+- y(n, w)

«-/•W-îf;):
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si l'on désigne par p{x) le produit des entiers premiers avec x,

et non supérieurs à ce nombre. Cela posé, l'identité (80) donne

p{a).p{b).p{c)...
I.i2.3...n

.„',*(-). 6?(*).cfW...

Si l'on compare cette relation à la relation (81), on obtient

2* <^[x) =^x^. On a d'abord

F(x) = — (a* -H p- -+- y- -4-

a, (3, y, ... étant les nombres premiers avec x, et non supérieurs

à X. Or, on sait que

P' H- r^
'

' Tr[x) ?(^)>

i:{x) étant le produit de tous les facteurs premiers de x, diffé-

rents de l'unité, ce produit étant pris positivement ou négative-

ment, suivant que le nombre des facteurs est pair ou impair

[Thacker, Journal de Crelle, t. XL, p. 89.] La dernière formule

est en défaut pour x= \. Dans ce cas, si l'on convient de sup-

poser 7r(i) = l, il faut encore ajouter ^ au second membre.

Donc, en général

,

¥{x) -- - n--j{x) -t- - 71-. -

—

-—
;

o 6 X-

mais, en particulier,

F(^) = ^^''?(0 -^â'^- ~r^D 6 1

tl'.

Si l'on substitue dans l'égalité (80), celle-ci devient

'n:ayf{a) T:{b)r{b) McY^ic)1 . 1

- w" H— n-
5 6 6'^

n(n -

H IV

1](2«

6
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OU bien, après toutes simplifications,

4a)-Aa) n{hyAb) n(c).{c)

(24)

relation dont nous nous sommes déjà servi. Soit, par exemple,

n== 18. On doit avoir

:r(l)y(1)
^

.{^2)f{2) ^ ^{ô)f{'ô) ^

7r(6)y(6)
^

7r(9)y(9)
^
n{\8)-f{\8) _ l

Or:

:.^.1)=1, 7r(2)= -2, 7r(D)=--3, 7r(6)= 6, :r(9)=— 5, ;r(l8)= 6,

y(l)= l, ?(2)==1, ?(d)=2, K6)= 2, H9j= 6, ?(18)= G.

L'identité à vérifier se réduit donc à

2 6 12 18 56 _ 1

~4~"9'*'56~8T'^524~~18"

5° On arriverait au même résultat, en faisant v|;(a;)= x^, et

en se servant de celte autre formule de M. Thacker :

1

vf -\- &" -^ r' -+-••• =-x X- -+- Tx[x)\f{x). (a;> 1)
' 4 '-

-^

Faisons, plus généralement, ^{oc)^=x"'; et désignons par ^^(x)

la somme des m^'"'' puissances des nombres non supérieurs à x,

et premiers avec x. L'égalité (77) donne d'abord

n"' , n'"
, ^

F(x)=— (a"^ -H &" -+- r" + •••) = — ?,n{x)-

Puis
,
par substitution dans (80),

r\'" /n\'" InX'"

i) '''"^"''^iw
''"^^^"^(^j ?Jc)H--=r'-4-2'"-+-o'"-H-+n% (82)

ou

'n\ ln\ (n
Oc

'" \a
b'"'Y,n [-]-^<^"'fm \-j-^ =l"'-+-2"'-+-5"'H hW". (83)
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Cette élégante relation a été découverte, avant nous, par

M. Liouville, qui l'a communiquée à VAcadémie des sciences de

Paris. [Comptes rendus, t. XLIV.]

4" On sait que l'on peut écrire

?U^) =
m—

1

(x),

n^{x) désignant une fonction qui dépend des facteurs premiers

de X, autres que 1. La formule est en défaut pour x= i. Dans

ce cas, il faut ajouter | au second membre, si l'on convient

que 7i„,(i)= I. Cela posé, par substitution dans l'identité (82),

on obtient, après quelques simplifications,

-„,(«)-f(«) ^JMf^) ^Jc)f{c)

a

m
m— 1

b'"

n

m -t- 1

Si n augmente indéfiniment, le second membre tend vers

zéro, mais son produit par n tend vers
"';"'"^'\ On a, en effet,

I
'"

-i_ 2'" -+- 5'» -4_

m
—1

—

n
1 2 12

V. On peut aussi considérer, comme corollaire de (80), l'iden-

tité (79) elle-même. Faisons, en effet, ip(3c) = /"(«, ac). Nous

aurons d'abord

Or,

nr\
F(.)= /(,,-)^/(„,J)^/(„,-

7irj.\ n n \ n . n

X I \x X I X X
(84)

car a étant premier avec x, on a (a;, a) = i . Donc



( 84
)

Par substitution dans l'identité (80), on obtient (79). Réci-

proquement, on pourrait, par la même voie, déduire (80) de (79).

Mais nous allons faire un calcul plus général, pour montrer

comment on peut, de l'une de ces identités, remonter à l'iden-

tité générale (78). A cet effet, posons ^{x)= i\i'{x)f{x), dans

l'identité (80). Celle-ci devient

.^'(l)A1)-^W(2)-+-^'(û)/'(3)

=- V{a) -t- F(6) -4- F(c)

F(ac) étant définie par l'égalité

, ; lia. \ , / llcf.

'?)/(?)-

^'{n)f{n)

XI \ X

(85)

Si l'on pose f{x) = f'{n, x), on aura, en vertu de (84),

F(x)=
'

\ X I
'

\ X 1 X
rù

ou

pourvu que l'on fasse

li\x) == 6'

F{x)^F'{x)r

J-^P]

L'identité (85) devient donc

é'[\)f'(n, 1) + ^'(2)/'(n, 2) -+- ^'(5)/"(n, 5) -...-.+

= F'(«)/-'(-]-4-FW'(r]+F'W/"

é'{n)l''\n, n]

et celle-ci ne diffère pas de l'identité générale (78).

Vï. Les identités (79) et (80) sont des cas particuliers de (78),

obtenus en attribuant, à l'une des fonctions ^{x), f[x), une valeur

constante. Mais on peut donner à ces fonctions une infinité

d'autres formes, et les combiner entre elles d'une infinité de
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manières, ce qui donne naissance à un nombre infini de rela-

tions. Voici quelques exemples :

1» Soil ;|;{x)= a;. L'égalité (77) donne d'abord

n n
F(x)= -(a-+-S-^r-t--") = - «^W-

X X

Puis, substituant dans (78),

fin, 1) -f- ^[{71, 2) -4- o/'(/î, 3) -f- - -4- n/(n, n)

ou bien

„ ^lâJ*X^l6

f{n, I ) -+- 2/"(n, 2) + 3/'(n, 3) -t- ••• -t- /«/"(/i, n)

ln\ fn\ .
/'«

^nn).
(86)

Par la comparaison de celle relation avec (79), on obtient

celle-ci, assez remarquable :

f\n, 1) -+- 2/'(w, 2) -+- 3/'(w, 5) -»- ••• -t- w/(«, n)

= ~[f{n, i) -^ fin, 2) + f\n, 5) + - + A^, n)] -+- ^/"(n).

Par exemple :

(n, 1) -+- 2(w, 2) -+- 5(n, 5) + ••• -*-. /«(-/?, n)

'ïl
1%'= - [(^^ 1 )

-^- ("5 2) -+- (n, 3) + ••• -K («, /i)j -+- —,

{n,\). (n, 2)^ (/i, 5)^.. (n, «)"= [(n, 1) . (n, 2) . [n, 5) ... (/î, n)j^" . n%

ou
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ou

Pi -+- .w-2 -^^ /x^ -\- •• -+- ^„ = Il [o-(a) -I- (j{h) + (t(c) -+- •••].

3" Pour f[x) ^==fx, on a

y>. 1 ) -H 2/(7i, 2) -t- 3/(n, 5)

4" f{x)= 0(a;) :

â(K, 1) + 2â(n, 2) -+- oÔ(H, 5)

\ 2 5

9

Vil. Pour ^|;(x) = a;"2, l'identité (78) devient

A", 1) -t- 4/'(n. 2) -+- 9/'(n, 5) h h /<-/•(«, n)

\= - M"
3

1 „ (87)

n(n

—

I)

/"

-4--nY('0-

Par exemple, pour f{x) = 0(x) :

ô(n,l)-j-45(n,2)+95(w,5)H- -h7i''^ô(«,w)= — [ /n+ô(»)J—

Pour f{x) =f^ '

f{n, 1) -+- ^tf{n, 2) -+- 9 /"{n, 5) -+- ••• -+- n-J'{n, n]

=— [wô(n) -+- Ai] [w-â(n) — [a'- -t- 6^ h- c^ -4- •••)].

Si Ton fait ^'(^c) = x^, en observant que, dans ce cas, on a

généralement,
i . \ , 7r(.x)ipfx)

F(x) = - «"'çfx) H— n" —
,
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mais, en particulier,

F(l) = - nMl) + - n'^ •^{^ +
^ ^^%

on trouve

f{n, 1) -f- 8f{n, 2) -+- 27/'{«, o) h- ••• -+- n'f{n, w)

4
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Si l'on pose

S- =
,7: [A"'

' )
-^ ^-riw, 2) + S-Y'ln, 5) -+-••• -H n'Yin, /»)]

,

on peut écrire ainsi la relation (89) :

Si — 3S, -+- 2S3= 0.

Pour des formes particulières de f{x), les identités (87) et (88)

donnent lieu à ces autres relations :

n{a)f{a) 7t{b)f{b) ^{c)f{c)
1

-_—- .\ -_ (_ ...

a' 6" C
fi A

==-,[(/!, I)h-4(».2)+9(w,3)-h..-.] - -i(/jJ)-+-2(w,!2)+3(n,3)-+--]-l,
n" "- n

^{a)f{a) n{b)f{b) ^{c)f{c)abc
= — [-"l

•+- 2,^2 -+-
5f/-3-+-

•••] r^, -H ^2 -+- p5 H- •••] 1,

etc., etc..

IX. Les relations précédentes ont lieu entre les plus grands

conimuns diviseurs de n et de chacun des nombres i, 2, 5, ..., n.

On peut transformer ces identités en y introduisant, au lieu

des nombres {n, 4), (n, 2), (n, 3), ..., [n^ n), les nombres fx,, u^,

/^5» •••' P,,^ qui sont les plus petits multiples de n et de chacun

des nombres 1 , 2, 3, ... , n. A cet effet, considérons la somme

•Ki)/l-.) + 'KSJA^O -^ ^(5)A^3) + - -^^(^)/'(/^„)-

On sait que u^=^ On sait, en outre, que, si a, [3, y, ...sont

les nombres premiers avec x, et non supérieurs à a;, on a

{n, p) =", pour les valeurs suivantes de p :

nu nô ny
, , • , ...
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Les valeurs correspondantes de y^ sont donc

na., np, ny, ...

Par conséquent, si l'on pose

F(a:) = ^ ('^) f(na) -+- ^ (^)
/-(«a) + ^ [^)

/'(nr) + -

,

on a

a, 6, c, ... étant tous les diviseurs de n.

Pour f{x)= '\, on retrouve l'identité (80). Pour ^{x)= \, on

obtient cette nouvelle identité :

/V.) -*- /V^) + Af-3) H- .- -+- /K)-F(«) -»- F(6) + F(c) -. .., (91 )

F{x) étant définie par l'égalité

F(x) = /•(>?«) -H /•(«|5)-+-/-(nr) -+-•••

Par exemple, si f{x) = x^ :

— r^f -t- ^^ -t- ^i -t- ••• -H ^y = 2| aV(a) -+- //-y (6) -f- c'v(c) -i- •••]

-H ra-(a)y(a) -t- ^{h)f{b) +• •••! -t- 5.

La relation (91) devient évidente, si l'on observe que les

nombres premiers avec les diviseurs de n, et non supérieurs à

ces diviseurs, sont égaux, dans un certain ordre, aux nombres

î^, ^, ^, ... ^, c'est-à-dire égaux aux plus petits nombres par

lesquels il faut multiplier n, [tour que les produits soient res-

pectivement divisibles par 1, 2, 3, ..., n.

X. Parmi les nombreuses transformations des identités qui

précèdent, signalons seulement la suivante. Reprenons la rela-

tion

/•(n, 1) + f{n, 2) + fin, 3) + .- + f[n, n) ^

= .(a)/-Q-#)/-Q-Kc)A0--,
S

^''^
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et appliquons-la au nombre /m, dont nous désignerons par

A, B, C, ... les diviseurs. Nous aurons

f{kn, \) -H f[hn, 2) H- f\}ai, 5) +- - + /"(/en, kn)

lkn\ ,.lkn\ ^/^'A
=,(A)/y-«B)/(-)^,(c)fy^...

Si l'on change f[x) en f{n,x), cette identité devient

f\n, {bi, i)] -H /[n, {kn, 2)] -+- - -4- [[n, [kn, kn)]

, kn\ I kn
^(A)/-(/a,-JH-HB)/'[«,-

kn

Mais, premièrement,

[h, [kn, p)] = (w, /:«, ;;) = [{n, kn), p] = (w, p) ;

et, en second lieu,

/ kn\ 1 " , ^^*

A', B', C, ... étant les plus petits multiples de A; et de chacun

des nombres A, B, C, ... Au moyen de ces deux remarques, la

dernière identité devient

f{n,[)^f{n,^)+f{n,ô)

fkn\

f{n, kn)

kn\ /kn

D'autre part, on sait que

{n, p) = [n, n -+- p) = (n, 2» -+- p) = ••• = [w, (k — i)

«

pl

D'après cela, si l'on tient compte aussi de l'identité (79), la

dernière identité se transforme en

1

kn

'kn\ [kn n\ n
.(92)

Dans celle-ci, les deux membres ont une forme analogue.

Il suffit, pour passer du second au premier, de remplacer le
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nombre n par le nombre kn, et les diviseurs a, 6, c, ... du

premier de ces nombres, par les diviseurs A, B, C, ... du second.

Seulement, dans le premier membre, il faut substituer, sous le

signe f, aux nombres A, B, C, ..., certains multiples A', B', C, ...

de ces nombres, et ces multiples sont les plus petits qui soient

divisibles par k.

On déduit de là que l'expression

K")/" ?W Ml
ne saurait être constante si f{x) n'est elle-même constante. On
sait, en effet, que, pour /'(x) = l, celle expression est égale

à l'unité.

Si f{x) est, une fouclion décroissante, depuis a?=l jusqu'à

îc= 00 , on a

lkn\

r/(^
kn\

et, par conséquent, la fonction

4

n MiX^-^miXl ?{c)/l"

est aussi décroissante; mais il n'est pas dit qu'elle le soil con-

stamment; car sa variation est soumise aux irrégularités ordi-

naires des fonctions arithmétiques. On peutafïirmer, parexemple,

que la fonction dont nous parlons est constamment décroissante

quand on attribue, à n, des valeurs en progression géométrique

croissante, telles que 1, 2, 4, 8, 16, ... De tout cela résulte

que, si f{x) est une fonction décroissante, la fonction

mr 'iW

tend vers zéro ou vers une limite finie, lorsque n augmente

indéfiniment. Par exemple, pour f{x)^=-, on trouve que la

fonction
i r

af{a) -+- 6>(6) h- Cf{c) h- •
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doit tendre vers une limite finie : on prouve aisément que celle

limite esl inférieure à i. Si, au contraire, f{x) croît depuis

X = \ jusqu'à oc= 00 , la fonction

2k«)a

croît aussi. Il en est ainsi, par exemple, de la fonction

?(a). f{b) fie)

a b c

dont le rapport à log n tend vers :^. Il en est de même, encore,

de la fonction

/•« /« /^n

dont le rapport à logn tend vers l'unité, et aussi de la fonction

>ia)0 .{b)6 ?(c)M- ^

qui augmente, mais non constamment, depuis 1 jusqu'à—.

Dans tous les cas, on voit que l'identité (92) peut servir à

observer la variation de certaines fonctions arithmétiques.

Si, dans cette identité (92), on donne à f{x) différentes formes,

on trouve plusieurs relations, telles que les suivantes :

?(a) ?(6) ?{c)

1
1 1- -•abc

A'5(..\) + B'f(B)-+-C''^(C)

y(A)5 f(B)5

o{\) '^(B) o{C)
'.

1 j
1- ...

A' B' C

..= k-\r,f{a) -^ bf{b) -^ c-^{c)

'kH\
?(c;e

C
= kfn ,

. = kn6{n).
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On a aussi

C Q[kn)

Pkn /'kn rkn 9{n)

etc., etc..
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NOTE IX.

I. Considérons la somme

5r(a)F(«) H- 3(p)F(|3) -+- .9(r)F(r) -H ••,

dans laquelle a, (3,-/, ... sont tous les nombres premiers avec n^

et non supérieurs à ce nombre. g'(a;) est une fonction quelconque,

el F(3c) est définie par l'égalité

F(x) = f{a)-^f [h] -^ [{<) -^ •, (95)

a, b,c, . . étant tous les diviseurs de .r. Si x est premier avec w,

il en est de même de ses diviseurs; d'où il résulte que les nom-

bres a, 6, c, ... ne peuvent avoir des valeurs différentes de a,

(3, y, ... Cela posé, ordonnons la somme ci-dessus par rapport à

/"(a), /"(P), /"(y), ... A cet effet, cherchons quel est, en général,

le coeflicient de f{p), p étant égal à l'un quelconque des nom-

bres a, [3, y, ... Or, f{p) se trouve dans F{x), seulement si x est

un multiple de p, premier avec n, et non supérieur à n. Mais,

pour que mp soit premier avec n, il faut et il suffît que m soit

premier avec n, vu que, par hypothèse, p est premier avec n.

Donc f{p) se trouve, dans F{x), pour les valeurs suivantes de x :

pcc,p^,pr, ...;

pourvu, toutefois, que l'on supprime, parmi ces valeurs, celles

qui surpassent n. Le coeûicienl de f{p) est donc

G(7î)= g{p^^) -+- gipP) -+- gipr) + • •
- (9^)

Ainsi

9(a)F(«) + gimp) -+- ^(r)F(r) -*-•••
)

.

= G(«)/-{«) -4- G{p)fip) -^ G(r)Ar) + • • •
i

En particulier, pour f{x) = j, on a d'abord, en vertu de (93),

F{x)= B{x),
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Puis, en tenant compte de (94), on trouve

^(al5{«) -H gf(S)6(j3) -4- girYir) + • • = g{^') + gi'^p) ^ (/(«r) +

-^ 5(ar) -*- ^(Pr) -+- î/(r') ^

Si l'on fait gf(as)= l, ^(a[;)=;r, on peut énoncer la proposition

suivante :

« Si, après avoir effectué le produit

(a -4-
|3

-+- 7/ -f- •••) (« -+- ^ -H- 7^ H- •••),

on î/ supprime tous les termes qui surpassent n, le résultat égale

aû(a) -4- p0((3)H-y0(y) H , et le nombre des termes du résultai

est B{a)-hQ{^)-hB{y)-+- -»
Par exemple, les nombres premiers avec 6, et non supérieurs

à 6, sont i et 5. Le développement complet du produit

(1 -t- S)(! -H S)

est

1 -t- 5 -t- 5 -t- 25.

En effaçant 25, qui est le seul terme supérieur à 6, il reste

trois termes, dont la somme est il. Or :

e(l) + e(5j = 5,

6(4)-+- 59(5)= H.

Plus généralement, si m, v, tu, ... sont les termes du dévelop-

pement du produit

. . (a H- |3
-+- 9' -H •••) (a -+- p -+- 9/ -t- •••),

qui ne surpassent pas n, on a

g{u) + g{v) -t- giiv) + • • • = 9(«)9(«) + gipW) + g{rHr) -+- •-

Par exemple :

m' -H U^ H- MJ^ -H . •• = a'e(a) -+-
p'9(P) -t- rM^) -t- •••,

I 1 i

e(tt) 0(1;) efw)
^^ ^'

etc., etc..
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II. Soit cp(n,x) le nombre des entiers premiers avec w, et non

supérieurs à x. Pour éviler toute confusion, nous rappellerons

que (p(«, oc) avait, dans la Note précédente, une tout autre

acception.

Parmi les entiers pa, p(3, />y, ..., le nombre de ceux qui ne

surpassent pas n, est évidemment <p(»</^)- Par suite, si l'on

suppose g{x)= i, l'égalité (94) donne G(p)= tp(»t,
^],

et l'iden-

tité (95) devient

/(«)? ('î, ")-+-/(?)? («,^)-^/'(r)?(«/^) + •••

= F(«) + F(p) + F(r) -+- •-•

Par exemple, pour f[x)=^ I :

o(m,-J h- ?(/^-| -»- ?(w, -) -+-••=- 9(*) -+- 9((3) H- 9(7') -+- •-

Pour f{x)=x :

ay
(« '3 ^ ^T' ' ^)

"^ '"^ (" ' ^)
^ ^/°'- '^'^^ "^^'^

Pour /-(x) = l :

«\ 1

Pour /"(x) = (p(x) :

/ n\ / / ^A / / '*\ wy(n)
y(«)y(^n,-j t- ç((3)?(^n,-j -H'Xr)?(^«,-j + •••=^-

'

etc., etc..

Ces relations ne sont pas bien intéressantes; mais elles prou-

vent que nos moyens de calcul peuvent être généralisés et étendus

à des nombres quelconques, ayant, avec un nombre donné n, des

liaisons déterminées.
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NOTE X.

[. Soient a, h, c, ... tous les diviseurs de x. On a, identique-

ment,

rit) -fil
/•-U-. ^=na)-^f{b)+f[c)^... (15)

Écrivons pour chacun des nombres 1,2,5, ..., n une égalité

semblable, et ajoutons, membre à membre, toutes les égalités

ainsi obtenues. Dans le second membre, /"(p) se trouve autant

de l'ois que p admet de multiples non supérieurs à n, c'est-à-

dire qj, fois. En d'autres termes, f{p) se trouve, dans le second

membre, chaque fois que x prend une des valeurs

p,'2p,op,...,q^p.

Le nombre p produira donc, dans le second membre, une somme

égale à g/(p) ; et, dans le premier, une somme

Si l'on pose

F(a;) = /-(i)-+-A2) + /'(5)-^ • • + M,

la dernière expression est F{qp). En donnant successivement à p
les valeurs 1, 2, 3, ... n, on trouve donc la formule connue :

= 7,/-(l) + 7/(5) -^ fy/(5) H- ... -^ q„f{n). j
''
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II. Prenons, de même, Tidentilé plus générale

:i6)

Si l'on fait successivement x= \, 2,5, ...,«, et si l'on ajoute

toutes les égalités obtenues, on ne trouve gr(p)^ dans le premier

membre, que pour les valeurs suivantes de x :

p,2jo,op,...,f/pp.

Le coefficient de g[p), dans le premier membre, est donc

Ai) + rr^)-/'(3)^-- + /'(9p),

c'est-à-dire ¥{q^, si l'on pose

F(x) = /-(l)-f-/-(2)-H/-(5)-^...-H/-(x).

On prouverait de même que, dans le second membre, le coeffi-

cient de /(») est G(9p), si l'on pose

G(x) = (/(!) + ^(2) -f-5f(5)-t-... + 9(x).

Donc

.9(1 )%i) -^ ^(2)F(9.) + .9(5)%=) + - + 9[nnq:)
j= f{\)Ç.[q,) + /'(2)G(9.) -^ mG[q.) + - -+- /(«)%«)• S

lu. Ce procédé est applicable à toute relation entre un

nombre n et ses diviseurs a, 6, c, ... Ainsi, la relation

donne

? (1) «(9i) -*- ?(2) «(9--) -^ ?(3) «(93) +- - -+- ?(«) «(9«) = %)»

si l'on désigne par l{pc) le nombre des diviseurs des x premiers
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nombres naturels, el par S(x) la somme de ces mêmes diviseurs.

De même, l'identité

c

donne

= 6(1) -+- 2ô(2) -+- 39(5) -\ -4- «e(n).

Remarquons, d'ailleurs, que l'on a

t[n) = çi + Ç2 -+- ^- -+- ... -1-
<^,,

,

S(n) = ç'i -t- 2</2 -^- 09'3 -^ - -^ "9r.'

6(1) -t- 26(2) -+- 59(5) + ••• + Me(w)

= ^[vit9i -+- 1) -^ 2^2(72 -+-!)-+- 3^3(93 -+- 1) -4- •••].

Les identités

/n Pn fn
- -\- h I

—^^/ —^ '
'

a fa + bfb -\- cfc -+- ••' = a^ 1 —h 6^ / -r-^c'l —*- •••

donnent, respectivement :

7,3(1) + 27,6(2) H- 0736(3) -f- - = S(7,) H- 2S(7,) + 58(73)+ -,

7./4 -f- 27, /2 + 573/5 -+-...= S(7.) + 48(7^) -t- 98(75) + • -,

ou

7,^(1) -f- 27ii9(2) -+- 3736(3) -4- ••

71/2 -h 272/2 + 373/5 + •••

= \ toi + (2îi + J)/i + fM9. -+- ^) (2^2 + 1)/2 -+-••];

etc., etc..
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IV. Reprenons l'identité (15), et ne considérons, dans le pre-

mier membre, que les diviseurs a de x, satisfaisant à la condition

««* — tr+^^x^. (96)

Nous appellerons limilation toute relation analogue à la pré-

cédente. Cela posé, pour que l'identité (15) subsiste, il faut et il

suffit que les diviseurs |, du second membre, satisfassent à la

même condition. Ainsi

OU
na'^ — cf^'+i^-^x^. (97)

Faisons successivement 3c= 1, 2, 5, ..., n, dans (15), et ajou-

tons toutes les égaillés obtenues. f{p) ne se trouve, dans le pre-

mier membre, que pour les valeurs de x, multiples dep, c'est-à-

dire pour
x = p, -2p, ôp, ... , mp, ...

Mais p doit satisfaire à la limitation (96) : on doit donc avoir

np^- — p°'--^^ ^ ni^p^,

c'est-à-dire

m ^Vh — p^

.

Il en résulte que f{p) est pris un nombre de fois indiqué par

[P'n—p^], si l'on convient de désigner par [z] le plus grand

entier contenu dans z. Dans le second membre, fi-j donnera

lieu à la somme

= /(!) + f{^2) + /-(S) -t- ... + f{m) = F(m),

dans laquelle m est le plus grand entier satisfaisant à la limi-

tation

d'où l'on tire

np^ — p« +^^ m^p^\
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On a donc

SF^^^Iap)^^^^^^-;^:^]. (98)

En particulier, pour /(x)= l, F{x)= x :

Prenons a=(3= A-, el désignons par r^ le plus grand nombre

enlier contenu dans \^n—;/. L'ideritilé (98) devient

F(n) + F(r,) -4- F{r,] + .-.=,•,/•( I) -t- r,/-(2) + r,f{ô) -^ -..,

formule démontrée précédemment. Si, au lieu de prendre Tiden-

lilé (15), on prend l'identité plus générale

(16)

on arrive, de la même manière, à la relation

2^(p)Fp''n-;>/^] = 2/»G[V^.i-p-].

En particulier, si a = fi= A-, el ?-,, = [V^n — ;/], on retrouve

la formule

Y. On obtient une foule d'autres relations, quand on assu-

jettit les diviseurs a, b, c, ..., de oc, à satisfaire à des limitations

analogues à (96). Soit, par exemple, la limitation

et la limitation corrélative, obtenue en changeant a en -:
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La première donne, en faisant a= p, x= mp :

La seconde :

On a donc

Par exemple, pour (/(a?) = /'(ic) = 1 ;

VI. Considérons la limitation

a ^ XX — pn

,

et la limitation corrélative

X ^ a (ax — pn).

Après avoir remplacé a par />, x par mp, on tire, de ces

limitations :

m ^p
n I

a p a

pn

ap — 1

<

m ^
Donc

Ss'tPlF
p n 1

1
—

X p a
= lfW'

Bn

_ot.p — 1
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En particulier, pour g{x) = f{x)= 1, on a

c

s n \—
I
—

1 a

[3 w i
— .—1_ -
«2 a

pn

"la — i

S n i

- • - -^—
a 5 a

pn

5a — i

(99)

Par exemple, si a = (3 = 2 :

Li 2j [2 2j L^ 2j Lu L ô J La

Ainsi, pour n= 5, on doit avoir

c'est-à-dire

5-H2-t-i -+-1-4-1-1-1=6-1-2-1-1

ce qui est exact.

Faisons encore, dans l'identité (99), a=j3= — j. Celle-ci

devient

^
Li -+- /J

"*
L2 -f- /J

"^ Ls^^J

Nous utiliserons celte dernière identité.

VII. Soient les limitations corrélatives :

(100)

On en déduit :

na^ >^(«^ -t- 1) x'^.

n — p^

px— 1
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Donc

_v^p-']-2Ar')«[v/v:i]-Ssw Vtï-i 1
= 5 /(/')«

Eu particulier, pour g{x) = f{x)= 1 :

Par exemple, si p= 1, on trouve, en donnant successivement

à a les valeurs 2, o, 4, ... :

l\/^j4v^j

^]

'/n— 1

-4-



et, d'autre part,

m
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_ ^np -4- i

Donc, en ne considérant que le cas particulier de 5'(a;)==/'(£c)=l :

r[3n-*-V/pV-+-4a1 n
'

Par exemple, pour a= (3 = i :

4a J

2Sn -i- \

4a

6a

9a

Il +- V^n"^ -<- 8 7/. -4- l/n^ -I- 1 ;2

Ll 4J Ll^ 4J L5 9J

Pour a= P= 4 :

n -+- \/n' -•- il 1
n -H \'^ if "+~ - n -h l/w'^ -+- 3

U 4j U IgJ 15 56 J

etc., etc..

IX. En partant de la limitation

x^ "^ na-— (2a— '1 fa' . .

on arrive à l'identité

1 -H l/n—

9

_ 2 J ^ L ^ .

]*
L 2

= [l/^^ZTï] H- [l/n— y] -H \yn - 2d] +

En partant de la limitation

x^~^ no? — A:tt*,
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on obtient

\y/n — k] -4- [l/n - 4/c] 4- [l^n— 9A] -+-

Ainsi, pour A:= 2 :

[\/w — 2] H- [V^^i — 8] + [l/n — 1 s] -H

V
/ n — I n — 4 w — 9

2

Par exemple, pour ti = 20, on doit avoir

[KTi]^[l/ïi]*[i/i]=[v/"J-[^^5]-[\/^J-[v^2]

c'est-à-dire

4-f-5-t-l=5-H2-i-2+l;

ce qui est exact.

X. Nous allons généraliser toutes ces identités, en partant

de la limitation générale

a; "^ a^{a),

à laquelle correspond, par le changement de a en^»

Si l'on remplace a par p, x par mp, ces limitations deviennent

Supposons la fonction ^J;(a;) telle que, de la dernière limitation,

on puisse tirer
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Alors, si l'on désigne par g^,, q,, les plus grands entiers contenus

dans i>{p), ^'(p), on peut évidemment écrire

= Al)G(t?i)-+-/(^)Gi</;) + /'(5)G(f/:) + ---, i^

identité qui comprend toutes les précédentes.

XI. On peut donc transformer une somme telle que l9{p)F{qp),

en une autre somme de forme analogue.

Étant donné ^p= p(p)],il s'agit de chercher ^^ = [^]>'(p)];

ce qui ne présente pas de difficultés. D'après ce qui précède,

on doit poser p ^ J^(m), d'où l'on tire m <'4^'(p); et la fonction (/»'

est ainsi connue.

De là résulte que les fonctions ^]^ et i]>' sont inverses l'une de

l'autre, c'est-à-dire que l'on a, simultanément :

Par exemple, de 4'{x)=^, on tire -f(x)=^; de ^[x)=V'

n

— x^,

on lire ']i'[x)=Vn—x^\ de <i^[x) =^^, on tire i|^'(ar)= ^— k\

et ainsi de suite. D'après cela, il est clair que si, de la limitation

générale

^r(m,p)^0,

on tire

m^p(p), />^p'(m),

on peut prendre ^(x)= p(x), ^'[x) = p'(x).

Soit, par exemple, la limitation

km- -V- B»jp -»- Cp^ "^ M,

dans laquelle on suppose A et C positifs, et 4AC — B'^=(52. En

résolvant la limitation, successivement par rapport à p et par

rapport à m, on trouve

_— Bm -^ V^iC?* — «V'

— Bp -. y iiSn—p'rf

<
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On peut donc prendre

— B.r H- y iCn — f-x- — Bx -+- V^iXn— (?V
^(x) = ^_

, i'(.r) =
-2G i2A

Pour considérer un cas particulier, supposons.9(.x)==/'(x)= 1

L'identité générale (101) donne

-B+\/5Aw-(5'-

2A

_r_B+i/'/.(ICn-t?"-

2Â -

3B -f- V/^Aw - 9(y''

2Â .

2C

-3B-t-V/4Cn-y(y'

2C

Par exemple, pour B ^= :

V
/ n — G

A J

y* — 9C

. /n —

A

» /n— 4.A X /n~i)A

Pour à= 0, on trouve, après un petit changement de notations,

[k //a — aj -+- |_1/ ?i2( — 2aJ -+- Ll^ llx — 3aJ -+- •••

= [l/y/p — [s] -f^ [l/wp — 2(3] -+- [l/^ifi — 5[3] -+-...

pourvu que a(3 = 1.

Ainsi, pour a=
,^, P= 2 :

= [\/27i - 2] -+- [i^'â^ - 4] -t- [1^2^ - e] -+- ••
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NOTE XI.

I. Les moyens de calcul, exposés précédemment, pourraient

être étendus à des nombres ayant, avec un nombre déterminé,

iles liaisons quelconques. Ainsi, au lieu de considérer tous les

diviseurs de x, on peut considérer tous les nombres premiers

avec X, et non supérieurs à ce nombre ; ou bien tous les nombres

premiers, inférieurs à x. Si l'on parvenait à appliquer ces

méthodes au dernier cas, on pourrait être très-utile à la Science

des Nombres. Le problème n'est pas impossible: car Dirichlet

paraît l'avoir abordé en démontrant la formule de Legendre,

ainsi que nous l'avons dit dans notre Avant-Propos, et M. Mer-

tens a tenté un essai dans le même sens. Ajoutons que nous

avons profité de cet essai pour rédiger une démonstration, à peu

près irréprochable, des trois formules empiriques de Legendre.

Si nous en ajournons la publication, c'est parce que nous avons

l'espoir de pouvoir rendre nos raisonnements tout à fait inatta-

quables.

IL Supposons, par exemple, que a, 6, c, ... désignent tous les

nombres, tels que x— a^, x — 6-, a;— c^, ... soient des carrés.

En d'autres termes, si l'on décompose x, de loules les manières

possibles, en une somme de deux carrés cc^ h- (3^, les nombres

tt, 6, c, ... représentent toutes les valeurs que peuvent prendre

a et [3. On a l'identité

f\a)-^f[h)-A-f[c) + - = f(yx-a') + /(l/^~6^-) ^ [(y^^')-^- ;

ou, plus généralement,

=f{a)cj{\/^^^) -H f\b\g{Vx-b^) -t- t\c]g(yx-c')

(i02)
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Écrivons une telle identité pour chaque valeur de x, non supé-

rieure à », et ajoutons toutes ces égalités membre à membre.

g{p) ne peut se trouver, dans le premier membre, que pour les

valeurs de x, telles que x — jd^ soit un carré; donc pour

x =: p- H- 1 ,
p- -+- 4 ,

p^ -t- î) , ..
. ,

/)'' -+- wi^
;

la dernière de ces valeurs satisfaisant aux conditions

p- H- m- "/" n ^p^ -^ (»» -+- 1)",

d'où résultent celles-ci :

m > \^ Il — />' ^ îM -+- 1

.

Conséquemment, m est égal au plus grand entier, r^, contenu

dans Vn — p^. Le coefficient de g(p) est donc

/(t/(7Tip7) + f(yip^^/,)-p^)-^.. -4- f(y{p'^ri)-p')

On prouverait de même que, dans le second membre, le coeffi-

cient de f{p) est G(rj,). L'identité

se trouve ainsi établie.

IH. On peut aussi, au moyen de limitations convenablement

choisies, passer de cette identité à toutes celles qui ont été

démontrées précédemment. Supposons, par exemple, que l'on ne

veuille considérer, dans le premier membre de (102), sous le

signe de la fonction g, que les nombres a satisfaisant à la limi-

tation

a'x — a^^ ni (103)

Comme ces nombres a, 6, c, ... sont identiquement les mêmes

que les nombres ^x— a^, ^x — b"^, Vx — c^, ..., du second

membre, il faut que ces derniers, aussi, vérifient la même limita-

tion. Donc
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c'est-à-dire

< (104)

Dans ce cas parliculier, les limitations (105) et (104) ne diffèrent

pas. En faisant a= p, a;= p^ -f- m^, on en tire

n rw-|

P Lpj
donc

Voici encore un exemple très simple. Soit la limitation

{x — a^) (2a — \y- ^n^.

laquelle, par le changement de a en Vx — a^, se transforme en

2a y X — a^ "^ n -^ a.

De la première on tire, après avoir remplacé a par p , et ac par

p2 -4- tn^ :

m <:
2;< — 1

De la seconde

n + pm <

Donc

S^tp'" [i^^

2p

= 2/'(p)G
W -4- p

2p

Par exemple, pour g{x)= f[x)= i :

[T]-[-rH^1-K->---[ï>[i]-[iHy]-

etc., etc..

IV. Après la démonstration de l'identité générale (101), les

développements qu'on vient de lire sont inutiles. On retombe,
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d'ailleurs, sur celte ideiUité, quand on veut considérer la limita-

lion générale

laquelle, par le changement de a en V'x— «2, se transforme en

a ^i/- (1/ X— a^j.

Si l'on remplace a par p, el x par p^ -h m^, on trouve

m ^ ^(p) , p ^- A(w).

De cette dernière limitation, on peut tirer

m y^'ip),

'^'(x) étant la fonction inverse de ^{x).

Si, malgré l'inutilité de ces développements, nous ne les sup-

primons pas, c'est pour faire voir, une fois de plus, que les pro-

cédés élémentaires que nous employons sont tout à fait géné-

raux, el s'appliquent à des nombres ayant, avec un nombre

donné, des liaisons quelconques. Nous avons voulu, en outre,

mettre en évidence le moyen par lequel on peut arriver à l'iden-

lité générale (101), en partant de l'une quelconque des identités

particulières, comprises dans cette identité générale. Ce sujet

mérite, d'ailleurs, d'être étudié avec beaucoup plus d'attention

qu'il ne nous a été permis de lui en donner; car, si l'on connaît

plusieurs moyens pour arrivera un même but, on peut toujours

aiBrmer qu'il existe une méthode générale, qui résume tous ces

moyens, les coordonne et les explique.
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NOTE XII.

I. Le 23 avril 1880, M. Alexandre Berger a présenté, à ia

Société des sciences d'Upsal, un Mémoire Sur quelques applica-

tions de la fonction gamma à la Théorie des nombres. M. Catalan

a extrait, de ce Mémoire, quelques propositions qu'il a fait

connaître, aux lecteurs de la Nouvelle Correspondance mathéma-

tique, dans la livraison de décembre 1880, sous le titre de

Théorèmes extraordinaires. Voici ces théorèmes :

1" La somme des inverses des diviseurs d'un nombre entier est

égale, en moyenne, à-^-

2° La somme des diviseurs d'un nombre entier N est, en

moyenne, N . —

.

3" Si a, 6, c, ... sont tous les diviseurs d'un nombre entier, la

somme abc
1- H 1- ...

c) a k.; »-) c

est, en moyenne, égale à l'unité.

4° Les nombres entiers de 5 chiffres ont, en moyenne, chacun

i

5 p. 10-+-- P. 10-+-2C —

i

diviseurs.

5° Les entiers environnant N ont, en moyenne, autant de divi-

seurs que les entiers compris entre 1 et Ne.

Nous ignorons de quelle manière M. Berger s'est servi de la

fonction gamma pour trouver ces propositions; mais nous allons

montrer une source abondante de propositions analogues, que

nous établirons au moyen de considérations tout à fait élé-

mentaires.

lî. Soient a, 6, c, ... tous les diviseurs de N. Soit à chercher la

8
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valeur moyenne de la somme

^(N) = A«)H-A(6) + /(c) + .--

Si l'expression

^(1) -t- h('-2) -H A(3) -4- •• -f- ^(n)

n

tend vers une limite finie, lorsque n augmente indéfiniment,

cette limite est ce que nous appelons valeur moyenne de ^^(N).

Plus généralement, si les expressions

^(1) -t- ^(2) -+- <;t(5) -4- ••• -4- Mn)

M (n)

^'(1) -+- si-'fS) -- ^'(oH H^'(/0

tendent vers une même limite finie, lorsque n augmente indéfi-

niment, nous disons que la fonction ^[N) est égale, en moyenne,

à ^'{^); et, pour exprimer cela, nous écrivons

Dirichlel, se plaçant à un point de vue un peu différent, mais

moins rigoureux, dit que <|''(N) est l'expression asymptotique de

m-
En effet, si l'on pose

^(N)= /(N)-i-f'{N),

il est visible, d'après notre définition, que ^"(N) est d'un ordre

inférieur à celui de ^'{^), c'est-à-dire que, pour des valeurs

infiniment grandes de N,(];"(N)est négligeablepar rapport à ^'(N).

Aussi, la méthode générale employée par Dirichlet, pour

déterminer les valeurs moyennes des fonctions arithmétiques,

consiste-t-elle, principalement, à déterminer l'ordre de la fonction

considérée, et à négliger ensuite, dans cette fonction, toute

quantité d'un ordre inférieur. Plus loin nous exposerons celte

méthode.
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m. Cela posé, dans

^(1) -4- '1(2) -+- ^{o) -v ... + i{?i),

f{p) entre autant de fois qu'il y a de multiples de p, non supé-

rieurs à M, c'est-à-dire q^ fois. On a donc

<//(l) + .^(2) -h <i/(5) -t- ... -^ é[n)
105)= 7.A') -^ W(2) -^ 93^(3) -4- - + 9,/("). ) '

Si l'on observe que q,, est compris entre ^ — 1 et
J,

on peut

écrire

(106)

2 îl îî
*-

y'^{p) \ 1 1

<^^— </-(i)+^A2) + ^A3) + -+-A4
?î 2 n

Si la série

/(1)+^A2)-^i/-(3)H-...,

est convergente, et si

lim 1 [AI) + /•(2) + f[t>) + ... + A'»)] = 0,

lorsque ?i augmente indéfiniment, on aura aussi

n 2

et l'on pourra écrire

2

Dans d'autres cas, on peut se servir de procédés spéciaux,

dont nous parlerons en traitant divers exemples particuliers.

IV. Soit /'(x)= ^. La double inégalité (106) devient

1 \ \ \ I \ \

- 1 H +
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Or, si m surpasse 1,

lim -
n

1 1

1 ^ 1 H ...-I 1
=

"1"' 5"' n"̂
1= 0;

car la quantité entre crochets tend vers une limite finie. Mais

la propriété subsiste pour m = l, car

1 \ \ \^
V 2 2 o n ^ V

(107)

d'où

lini

\ \ \

g-«-
2 3

Par conséquent, si m égale ou surpasse \ :

lim =^ i -i 1
1

n y"' + ' 5'" + ' 4'"

c'est-à-dire, en moyenne,

\ \ ï

a" b"' c

En particulier:

I I i

H - H 1- •••abc

1 -t-

i i \

^"< +• » 5"' + 1 4'» +

1

(108)

4
"^

9
—

, (à peu près 1,64)

111 1 1 1—, , h ...= l-^ - ^ + —H = 1,202 036...,
o- 6' r 8 27 04

1 1 1

a c

etc., eic...

1 1 1= 1 H 1 1

16 81 256
= ^r (à peu près 1,08)

En résumé :

« La somme des inverses des m'™"' puissances des diviseurs

d'un nombre est égale, en moyenne, à la somme de la série

1 -+- ^TTiru-i- :r;;rz-A
-^ ••• En particulier, la somme des inverses des

diviseurs d'un nombre est égale, en moyenne, «^. »
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Y. Soit f[x) = x"\ Jci, il n'est plus possible de suivre la

même marche; mais voici comment on peut éviter les incon-

vénients qui se présentent. On a trouvé

m
qJi'^y

(103)

Par conséquent, d'après l'identité (5), démontrée dans la

Kote I, on a aussi

^(1 )
-^ Ki2) + ^(3) -+-...-+- .i(«)= nqô -*- F((jr,) + F(f/3) -+---+- Fr<yJ;

F(x) étant définie par l'égalité

F(x) = /(!)+ /-(S) + /-(5) + -.+A^)-

Dans le cas actuel,

tF(x)= 1'" -t- 2"' -+- S"* H h x'"= H - a;"' H x"' '

m H- 1 2 12

On trouve ainsi, en observant que q^ est compris entre "— 1 et -:

1

> ,

+K.
m -+- 1 \p/ \p

< P{9p) <:
1

m -+- 1 \p

K étant un coetïicient numérique. Si l'on pose

i i 1

i jn

S.„ = 1 +
3"

on a donc

1+1n"
S,„ + , + Kn'"S,,H-...<5.K/>)<

nni+ 1

J?l -f- 1m -t-

1

d'où l'on tire

^(l)-4-^(2)-+-<i(û)-i i-'/'(n\ '1 /

n'"S„

lim

D'autre part, si

ni H- J

1 M-
0«i + 1 -m + I

l -V-

1

S)m+ 1 ^»i + 1
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on a

et, par suite,

lim = I -4-

.n"»+l

Donc

ï/j -t-

1

+ 1 Tm + 1

c'est-à-dire

a'" -+- 6'" -t- c™ -+- ••• ^N"
1

i,)m4-I "^'«+1
;i09)

Pour mieux montrer l'effîcacité de ce procédé, nous allons

l'appliquer au cas de m = d. Soit donc

^(N) = a 4- 6 + c -t- ••• = /"N.

En opérant comme précédemment, on trouve d'abord

.^'1)-+- ^(2) + f(5)H H ^(n)

=
2 t^'(^*

+')-+- ^îl'/ï
-+- 1 )

-4- <75(r/3 -H I +•••-+- ry„(</, -+- 1)].

Posons

H„=-
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puis

l ^(l) + .|(-2)-H.i.(5)-h-+H^0 '\_(^

ni n'

H
On a vu que lim ^ = 0. Donc

~2V

lira

D'autre pari, si l'on pose

2

1 I

-H
4 9 12
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avec les coefficients

1 \ I

m' c\m m' r-.n „' ' ,„ n

donc, si l'on pose

1 \ \

le coefficient de f[p) est^F((/^). Par conséquent

En particulier, pour f[x)= x"' :

ou bien, d'après l'identité (3),

Hqn);

„ 11 1

Observant que qp est compris entre ^ — 1 et ^, on a

ni
C)"i + 1

d'où l'on conclut

,.
^'PiP) 1 1

Iim := 1 H —; + r—TT "*- •

n 2'" + ' 3'" + '

Donc, en moyenne,

1 1

|(N)^ 1 H r -I : -t- ••
,A g^ + l 0"^ + '

c'est-à-dire

1 1

a"' -H 6'" -I- c'" -H - • • ^ N'" I H -H.)m+l Tm + 1
(109)
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VII. Si le premier procédé a toute la rigueur désirable, il

n'en est pas de même du second, qui est basé sur ce que l'on

peut écrire N"'^(N) = N"'d/'(N), quand on a t|;(N) = 4-'(N).

Si l'on admet ce principe, la recherche de la valeur moyenne

de a'" H- 6"" -h c"' -t- •• ne présente plus de difficulté, car on

peut écrire, en vertu de (15) :

= N^

1\\ Il
a) \b

1 I 1

^o"' h'" c"'

et, par conséquent, en tenant compte de (108), on trouve (109).

VIII. D'après ce qui précède, on a

lim-
12

(à peu près 0,82)

Si Rp est le reste de la division de n par p, on a donc aussi, en

vertu de (6),

Rj -+- R2 -H R3 -H • • • -f- R„ TT-

lim =1 (à peu près 0,18)

Voici comment varient les Ibnctionsy^l -^fl+fd-^ '-/'^*

et R^ -H R2 + R3 H- ... -t- R„, divisées par n°^, pour les premières

valeurs de n :

Il =



( m )

Pour mieux se représenter, dans toute son irrégularité, la

variation d'une fonction arithmétique 4^(n), et la comparer à la

variation de son expression asymptotique <]>'(«), on peut con-

struire un diagramme, constitué par la ligne dont l'équation

est y= 'y{x), et la suite de points, représentée par y = (|;(x), x

ne pouvant prendre, dans ce dernier cas, que des valeurs

entières. Voici, par exemple, quels sont à peu près les dia-

grammes des fonctions /'n et l^fn, qui expriment, respective-

ment, la somme des diviseurs de n, et la somme des inverses

des mêmes diviseurs.

d 2 3 4 o 6 7 8 9 -10 1] -li2 13 14 15 -16 -17 18 19 20 21 22 23 24

Des diagrammes construits avec soin (ce n'est pas le cas du

nôtre) peuvent servir aux personnes qui s'occupent de recherches

empiriques, dans la Théorie des Nombres : pour faire découvrir

une loi, les diagrammes sont bien plus utiles que les tables

numériques, auxquelles on a habituellement recours.
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IX, L'égalité moyenne

est assez approchée lorsque n est un grand nombre. On en peut

tirer quelques propositions curieuses, qui, bien entendu, ne sont

aussi qu'approchées.

Si l'on considère, par exemple, une suite de nombres en pro-

gression arithmétique, de grande raison, et si u,„ est la somme

des diviseurs des nombres compris entre le nt^""" terme et le

suivant, les nombres «i, Uç^, v^, , . forment aussi une progres-

sion arilhmélique.

Si la raison n'est pas très grande, cette proposition est loin

d'être vraie. Par exemple, pour les nombres 1, 5, 9, 13, 17, ...

on trouve 20, 48, 72, 97, .,, et l'un peut observer que 20, 46, 72,

98, sont en progression arithmétique.

De même, si Ton considère une suite de nombres, dont les

carrés sont en progression arithmétique, de grande raison , /a

somme des diviseurs de tous les nombres compris entre deux

termes consécutifs est à peu près constante.

En particulier, si n est un très grand nombre, la somme des

diviseurs des n premiers nombres naturels est, à peu près, In

même que la somme des diviseurs des nombres compris entre n

et nV% ou entre nVl et nl^S, ou entre uVo et nVï; etc, etc..

Ces remarques peuvent donner une idée de la manière dont

varie la fonction Aï, pour les grandes valeurs ée n.

X. Soit f[x)^=\. La fonction i];(N) exprime, dans ce cas, le

nombre des diviseurs de N, ou 0(N), La double inégalité (106)

devient

«
1

1 + 1 + 1 + . . . H_ i
j
_ ;, <^ 2'K/>) < n (l + 1 H- i + . . . -H

ou

^ :^ ^ —'L

4^. n j^. n n J^. n J^. n
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Mais, d'après la double inégalité (107),

Donc

D'aulre part, soil

on aura

H.
lim —^ = 1.

Iirn = \

a J^. n

f(N)-= P.N:

OU d'après la Formule de Stirling :

£ étant une fraction proprement dite. De là résulte

lim = i.

H p. H'\

Par conséquent

c'est-à-dire

ô{N)= 4^. N.

Donc :

« Le nombre des diviseurs d'un nombre enlier est égal, en

moyenne, au logarithme népérien de ce nombre. »

XI. Dirichlei a cherché les valeurs moyennes des quatre fonc-

tions arithmétiques :

/N, «(N), .(N), e(N).

Pour les trois premières, on peut consulter le tome 1 de la

2" série du Journal de Liovville. Quant à la dernière, Dirichlet

n'a fait qu'énoncer le résultat, dans le Journal de Crelle. Gauss

s'est aussi occupé de questions analogues; et, dans ses Disqui-

sitiones^ il énonce, à propos du nombre moyen des genres
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d'un déterminant donné, un théorème, démontré aussi par

Dirichlel, et qui dépend, tout simplement, de la valeur moyenne

de co(N).

Enfin, on peut dire que les formules approchées, de Legendre,

Tchébychef et d'autres Géomètres, sur le nombre des entiers

premiers et inférieurs à un nombre donné, rentrent dans le

domaine de la Théorie des Moyennes. Malgré cela, le véritable

inventeur de celte théorie, certainement destinée à jeter beau-

coup de lumière dans la Science des Nombres, est, nous le

répétons, le grand Dirichlet. Nous avons déjà dit en quoi con-

siste la méthode employée par ce Géomètre, pour déterminer la

valeur moyenne d'une fonction arithmétique. Cependant, cette

méthode n'est pas appliquée avec uniformité. Tantôt, le célèbre

Arithmologue, après avoir calculé, en fonction des nombres 7,

l'expression considérée, la transforme de manière à pouvoir rem-

placer q^ par^; tantôt il en cherche, à peu près par tâtonne-

ment, une expression approchée, en négligeant toute quantité

d'un ordre inférieur. Mais ses procédés sont bien souvent d'une

application difficile, et les calculs deviennent d'une complication

extrême dès qu'on veut les rendre inattaquables. Cependant,

quand cela jjourra nous être utile, nous nous servirons des pro-

cédés et du langage de Dirichlet. Et nous allons, en premier

lieu, déterminer la valeur moyenne de 0(N), avec une plus

grande approximation, en faisant entrer dans cette valeur les

quantités de l'ordre des constantes. A cet effet, reprenons l'iden-

tité (105), qui, pour /"(x)= i, donne

0(1 )
-4- 6(2) -t- 6(5) -+-•••-+- 0{n) = g'i H- 72 -+- 73 -V- • • • -+-

</„

,

et cherchons l'expression asymplotique de

Q„= (h -+- 72 + 73 -^
• • • ^ (In-

On sait que, si l'on suppose a p -= «,

(7, -+- Ç2 + 7-0 -+- • • • -1- 7^J + (7. + qi + r/, + • • -+- q^)
^= n '\- (71 H- ç, 4- 73 -+- •• -4- fy„),
)
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égalité d'où l'on tire, en faisant a= fi =\/^^ ce qui est permis,

si n est un grand nombre:

Q„ = — n + -2{qi + q, -+- r/3 -+- ••• -+-
9,,)

,

puis

5nH^, — n — 2^ 7/ < Q„ < 2nH,, — n.

Donc, en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à celui de «:

Pour que le second membre soit de l'ordre de n, nous ne

devons négliger, dans H^, que les quantités d'un ordre inférieur

à celui des constantes. Or,

\ 1

Donc

Substituant dans l'expression de Q„, on trouve enfin :

Q„=n p. « H- (2C— 1)«, (110)

valeur asymplotique remarquable, qui nous sera souvent utile

dans la suite. C est la constante d'Euler; elle a pour valeur

0,577 215 664 ... Cela étant, on a aussi

6(1) H- 6(2) -h 6(3) + •• H- e(«) = n p. n -\- (2C — \)n. (I 1
1)

Si l'on pose

^(N) = y.N + K,

on trouve, en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à

celui de n,

i/-(l)-t-i(2)-+- i{^) -\- \--}[n)^E=n J^« + (K— l)n.

Donc, si K = 2C,

6(N)= ^(N),

c'est-à-dire

fl(N)= P N -i- 2C. (112)
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*

Xn. Reprenons régelité moyenne :

6(1) -+- 6(2) + 6{ô) +•••-+- e{fi)= n P.n-+- (2C — \)n. (IH)

Si l'on change n en ne, on trouve

d{\) -h 6(2) -t- ô(5) H H- 6(>ie) = He( p. n+ 2C),'

c'est-à-dire

0(1) -t- 6(2) -+- 6(3) H -+- 6(ne)
6n)

ne

Cette égalité démontre la cinquième des propositions de M. Ber-

ger. Il est sous-entendu que l'on doit prendre le plus grand

nombre entier contenu dans ne.

XIIÎ. La formule (111) donne, avec une grande approxima-

tion, le nombre des diviseurs des n premiers nombres naturels.

En y faisant successivement n == 10'", n = 10"*"*, on obtient:

e(l)-+- 0^2)+ 6(5)1 h6(IO"') =10"^l?^ p. 10-+-(2C— 1).'Î0%

6(l)+ e(2)+ e(5)-i hO(iO)"'-*.='IO"'-'(m-l) p.40 + (2C— 1).10"'-';

d'où l'on déduit, par soustraction, en désignant par v,,, le nombre

des diviseurs de tous les nombres de m chiffres,

y,„= (9m -4- 1).10"'-*. p 10-1- (2C — 1)(10™ — 'lO-"-'). (112)

Si l'on cherche la moyenne arithmétique du nombre des divi-

seurs des nombres de m chiffres, on trouve

/
1= m p. 1 -1- 2C -+- - P. 10 — 1

10'"— 10'"-* -v \ 9X
Donc

« Les nombres entiers de m chiffres ont, en moyenne, chacun

Am + B diviseurs; A et E étant des constantes, dont voici les

valeurs :

A = 2,302 385 ..

B= 0,410 274... »
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Fn particulier, pour m ==5, on trouve la cinquième des pro-

posiiioiis de M. Berger. La formule (112) est d'autant plus

approchée que m est plus grand. Elle permet de résoudre des

problèmes inaccessibles, pour ainsi dire. On trouve, par exemple,

que les nombres de cinq chiffres possèdent, en moyenne, chacun

12 diviseurs, et qu'ils en possèdent, en tout, environ 1060733.

Si l'on se borne aux nombres d'un seul chiffre , la formulé

donne , en moyenne, 3 diviseurs pour chacun, et 24 pour tous.

Le calcul direct en donne 23.

Pour les nombres de deux chiffres, la formule indique une

totalité de 452 diviseurs : le calcul direct montre qu'il y en

a 448. L'écart, déjà très faible, est dû en partie à ce que Ton

a compté 10"" parmi les nombres de m chiffres, et que l'on a

exclu 10"'"*. Pour rétablir les choses, il faudra retrancher

6(10'") — 0(10"*-') de la valeur de N™ trouvée ci-dessus Si

l'on observe que 0(10'")= (m -i- 1)^, on voit que la formule

(112) doit être rectifiée ainsi :

N„= (9m -f- 1)10'"-*. j^. 10 + (2C — 1) (lO"* — 10*"-*) — (2m -t- i).

Déjà, pour m == 2, elle donne 447 diviseurs, au lieu de 448,

indiqués par le calcul direct.

XIV. Soit /•(3c)= J. La double inégalité (106) devient

1 l i

1 1

d 2 5
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En particulier, pour /i = 2, on a la troisième des propositions

(Je M. Berger, c'est-à-dire que :

abc
-h ... = 1

2" '0'' 'r

On trouverait, de la même manière, en faisant /'(;r)= ^, (A: > 1)

\ \ \ k

fc" A* A' k—^

En particulier

1 d 1

H — -+- —
C)a C)I< ii)e

= 4^.2, (à peu près 0,69)

1 1 ^ o 5 ,

1 7 H h . •
. ^ J . -, (;i peu près 0,4 1

)

etc., etc..

XV. Soit f{x) =-^-i-^. La double inégalité (106) devient

r i i

n 1

lk-^\ 2(A-+-i>)

-[—

I

>) 3(A-t-5)

i i

+ H ;

K + 2 K -t- 5

i i

i

/«(A-t-n)

I

1

7î(ft -f- W)

Donc

,. iHp) ^

liin = 1 1

« /c-t-1 2(A:-t-2) û(A-+-5)

1° Si A: est entier et positif, le second membre égale

J
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Par conséquent, on a, en moyenne,

1 1 I W I 1 1

... = _
I +_-+-

a-hk b-{-k c-^ k k \ 2 5 k

Par exemple, pour A-= 1 , 2, 5, ... :

1 { l

+• ' H -+- ••• ^ 1 ,

« -+- 1 6 -H l C -t- 1

I 1 1 5
1-

,

1 -t- ' ^-, (ou bien 0.75)

I I I il

(a peu près 0,61)
(i H- Ô h'i-ô c -4- 5 I î

etc., etc...

2° Voici quelques exemples particuliers, où k est fraction-

naire :111 4 4 4

1,1 1 2.3 4.5 6.7
a-+-- +- CH

—

2 2 2

= 4 (1 — 4^. 2) , (à peu près i ,23)111 4 4 4
1

1 y. ... ^ 1-
1 1-

1 ,1 \ d . 2 3 . 4 5 .

6

a c
2 2 2

= 4 ^. 2. (à peu près 2,77)

3" On véritie aisément que

k k k /^^i — x'

fe + l 2(/c-i-2) 3(A-+-D) ,/ l—x

Donc, pour une valeur quelconque de k :

a-h k b-h k c-k- k

1 r'\—x'=-/ dx. (113)
ktJ \ — X
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XVI. Si f{x)= jrz-^, k étant un nombre entier, supérieur à 1,

et si a, 6, c, ... sont tous les diviseurs de N, on trouve, en opé-

rant toujours de la même manière :

1 1 ] W , , ( \ \ I

^['-''-('-5
k—a k— b k— c k

\
\ "2 o k

Par exemple.

2— a 2-6 2—

c

A

f X
Pour f{x) =^^, on trouve

4^ a 4^6 £^ ^ 4M r^ r^

= 0,957 548 254 0...

etc., etc..
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NOTE XIII.

T. D'après une remarque faite précéderament, il est permis,

dans tons ces calculs, de supprimer f{x) toutes les fois que x n'a

pas une forme déterminée, et d'attribuer à f[x) des expressions

différentes, suivant les différentes formes de x. Pour utiliser

cette remarque, supposons d'abord que, dans

on fasse f{x) =± d, suivant que x est impair ou pair. Alors

•]/(iN) exprime la différence entre le nombre des diviseurs impairs

et le nombre des diviseurs pairs de N.

Or, on a

Mv) \ \ \ , , ^^^.
lira — =1 1 1- •• • = J^. :2. (a peu près 0,69)

n 12 5 4 V

Donc :

« La différence entre le nombre des diviseurs impairs et le

nombre des diviseurs pairs d'un nombre entier, est égale, en

moyenne, au logarithme népérien de 1. »

Plus généralement, soit f{x) = 1, si a- n'est pas multiple de k,

et/'(a)= -

—

[k— 1), pour les valeurs de x, divisibles par k.

On trouve aisément

lim^^^ = p. k.
n V

Donc

c< La différence entre le nombre des diviseurs de N, et k fois le

nombre des diviseurs de N, multiples de k, est égale, en moyenne,

au logarithme népérien de k. »
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On peut, d'ailleurs, l'acilemeut évaluer la valeur moyenne du

nombre 0a(N), des diviseurs de N, multiples de k. On a d'abord,

d'après (105),

5,(1) -+-0,(2) + 6,(3)

Prenons l'identité

Un)=qt -+-
(Ji q-ck 9î.A-

i 7i/'(l) + 7/(2) •+-•••-+- q.m \
+

i

F(^0 -+- F(7,) -+-

= aF(a) -H 9/(1) -+- 9/(2) -+-... -4- 9,/(n),

%J!

dans laquelle a= \/n\ et supposons /(a;) = l,si x est un mul-

tiple de k\ f[x) = pour toute autre valeur de x.

On trouve d'abord que ¥{x) est égale à la somme d'autant

d'unités qu'il y a de multiples de A;, non supérieurs à x. Donc

Y[x) =
ïf].

Par conséquent

Ça -+- Ç2A -+-
(?3A

+ H
7?//

= « I

-
k

+ |ï' - ?" - *
"[.],!

-
|[i]

- [i] - - - [jlr

c'est-à-dire, en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à

celui de n,

qic + qn + q-ok V^
?4 i 1

-4- -\ 1 H h -
kl 2 3

1 1—1

—

2 3

ou bien

6,(1) + 6,(2) -+-6,(0)

et, en remplaçant H^ par 4^ a; h- C :

6,(1) -+-5,(2) -4-^3) +

n H /

ri \_ K \

De celt« égalité, on déduit, comme d'ordinaire, l'expression

asymptotique :

5,(N)= i4^.N-i-i(2C-^A").
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On trouve, ainsi, que les nombres des diviseurs de N, divisibles

par 2, par 5, par 4, etc., ont pour valeurs moyennes, res-

pectivement ;

1 i

- p. N-i- - (2C — P. 2), (la constante est a peu près 0,25)

I i

- P.N+-(2C — J^. 3), ( » .. 0,02)

-^N+-(2C-j^4), ( » ). -0,06)

etc., etc..

II. Soit f[x)= 0, pour X pair, et f{x)= dr 1, suivant que x

a la forme 4p -h 1, ou la forme
4f/.

-h 5.

On trouve

2'^(P) ! i 1
-

lim =1 -+- ^-+-...=r-. (à peu près 0,79)
n 3 5 7 4

V r t 5 /

Donc :

« L'excès du nombre des diviseurs de n, ayant la forme

4^ -1- J , sur le nombre des diviseurs ayant la forme A\x -+- 5, est,

en moyenne, ^. »

Si l'on fait/'(.x) =0 pour x impair, et f{x) = ± 1, suivant

que X a la forme 4fx -t- 2, ou la forme 4u., on trouve

. 2^(p^ \ \ \ \ \

lim = H H- ... =- p. 2. (a peu près 0,3S)
n 2 4 6 8 2v '^

Donc :

« L'excès du nombre des diviseurs de N, ayant la forme

h^iJ. H- 2, sur le nombre des diviseurs ayant la forme 4f/, est,

en moyenne, - -^2. »
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Soit G^N) le nombre des diviseurs de N, ayant la l'orme 4a -f- r

On a trouvé

j

6, + Oo H- ô- -+- Ô4= J\ N +• iC,

5., — 9,=
i^--

En résolvant ce système, on obtient, approximativement

e,(N)^-j^.N + 0,80,
4 V

9o(N)=- 1^. N + 0,2î).

H^}^1^^-^ 0,07,

En suivant pas à pas la même marche que dans la Note pré-

cédente, pour un sujet analogue, on arrive à cette proposition :

(c Les nombres de m chiffres ont, en moyenne, chacun

Am + B^ diviseurs de la forme 4p. -!- r. On a posé

A =- p. 10< 0,575 64...,

1 1 I 1

B^ = - C -4- - p. 2 H- — p. 10 — - + - -= -+- 0,668 55 ...,

2 4 -V 56 "V 4 <S

1 1

B2=-C -t- — P. 10
2 56 V 4

= H- 0,102 50...,

= - 0,41 6 84...,
\ \ \ 1 TT

B- = - C H- - P. 2 -+- — P. 10 =

2 4 V 56 X 4 8

\ 1 1 1

B, =- C p. 2 H P. 10 = — 0,244 00 ... »

2 2 V 56 V 4

On trouve, par exemple, que les nombres de deux chiffres pos-

sèdent, en tout,

464-1-115 + 95 + 82 = 432 diviseurs,
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ayant les formes 4a -f- I, Aix -i- 2, Au. -h 3, 4p.. Le calcul direct

donne

164 -f- H 1 -+- 92 -+- 81 = 448 diviseurs.

III. Soient, pour un instant, 0,(N), 02(N), 03(N) les nombres

des diviseurs de N, ayant, respectivement, les formes 5u h- 1,

3a -h 2, 3a. On obtient

_ 1,1 I 1 1 7r

En joignant cette égalité à d'autres égalités, déjà obtenues, on a

le système

I

e, + 0, -+- i,= ^. N -+- 2C,

I I

63= -/^. N H- -(2C-j^.5).
3 V o \ '

d'où l'on tire, approximativement :

Oi(N)= - j^. N + 0,868,

I

52(N) = - P.N-+-0,264,

5s(N)e^-^.N -4-0,018.

Soient, de même, 0|, 6,, 6-, 84, 9^, ôg les nombres des diviseurs

de N, ayant les formes 6p- -+- \, Cm 4-2, 6j:/ -k 5, 6/ -+- 4,

6a -f 5, 6p.. On vient de trouver :

12 1 ^

ô X 3 6 V g\/g
I . 2 [

e-i -^- 05^- p. N+ -C-4- -P. 33\ 3 6 "V àV:
i 2 i

ôj +- 65= - p. N -f r CP. i» -f - C p.V 3 3\
0.

9.
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En outre :

\ ] \ I

5 7 H 15

1 I

fee= ~ p. N -t- - C P. 6.ex 5 6 V

On tire aisément, du système de ces six équations :

2I/5

e,(N)= -4^. N+0,852,
D

e,(N)^i P. N + 0,3I8,
6 ^

ê,(^)= -J^. N-f-0,125,

e,(N)=-^. N4-0,016,

ô,'N)= -f.N—0,054,

e6(N)= -4^N—0,107.

D'après ces valeurs, il serait facile d'énoncer, par rapport au

module 6, un théorème analogue à celui qui a été énoncé, dans

le paragraphe précédent, pour le module 4,

IV. Soit f{x) = ^„, , pour les valeurs de x, divisibles par k.

Soit f{x) = pour toute autre valeur de .x. On a

2m
lira

i
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avoir tous les diviseurs de N, antres que 1, il suffît de prendre

tous ceux qui sont divisibles par les nombres u, t-, w, .. ,

de retrancher ceux qui sont divisibles par les produits deux à

deux de ces mêmes nombres, d'ajouter ceux qui sont divisibles

par les produits trois à trois; et ainsi de suite.

Donc, si l'on considère la somme des inverses des n"'" puis-

sances des diviseurs de N, et si l'on fait

1 I

2'" 5""

on peut écrire, en ayant égard à la valeur moyenne (114),

+ — H h •••= !-<- S„,^i > —— - S„,^, > m-i-i
a'" 6'" c"'

" -^ î("'^' '" -^ [iivf

ou bien, en remplaçant le premier membre par sa valeur

moyenne S,„ + , :

1 ^ i -.ni
S„ 1-2: = 1;

ce qui est exact, car, d'après la relation (69), la quantité entre

crochets éaale ^-^

.

" Om + l

I

Reprenons la valeur moyenne p .-jr', de la somme des inverses

des diviseurs de N, divisibles par k. Poui- ^==2, cette valeur

devient {-^^ et elle se rapporte aux diviseurs pairs de N. Il

reste, pour les diviseurs impairs. ^- ^ • Donc :

« La somme des inverses des diviseurs pairs d'un nombre

entier est égale, en moyenne, à '^ [à. peu près, 0,41). La somme

des inverses des diviseurs impairs est, en moyenne, trois fois

aussi grande (à peu près 1,25). »

Soit f{x) == 0, si a; est impair, et f{x)= d= — , suivant que x

a la forme 4p. + 2 ou la forme 4u. On a

,. ^Hp) if \ I 1

lim = • I — —r. -f. — —

—

n 2'"+' \ 2'"+' 5™+* 4'"+*

En particulier, pour m= \,

(à peu près 0,51)



( 140
)

Ici, i/ (N) représente la différence entre la somme des inverses

des diviseurs de N, de la forme /j-u -+- 2, et la somme des inverses

des diviseurs de N , de la forme 4a. On a trouvé ~ comme
valeur moyenne de la somme totale. De là, on déduit aisément

la proposition suivante :

« La somme des inverses des diviseurs de N, ayant la forme

Ay- -+- 2, est égale, en moyenne, à ^-. La somme des inverses des
xi

96
tdiviseurs de N, ayant, la forme Av., est égale, en moyenne, à

Soit f{x) = 0, si X est pair, et /"(a?) = ± -'-, suivant que x

a la forme Ay. -+- j ou la forme A[j. -+- 5. On a

.
^Pip) I \ \

lim = I H — \- ..

,

n 5"'^' 5'" + ' 7'" + '

En particulier, pour m = 1

,

Uni — =1 \
(-•.•=- G.

n 9 25 49

D'après M. Catalan,

G= 0,915 965 394 177 21 ...

Ainsi, la différence entre la somme des inverses des diviseurs

de N, de la forme 4a + 2, et la somme des inverses des diviseurs

de iN, de la forme Ay., est égale, en moyenne, à G. Et comme la

somme totale est -g-, on a cet autre théorème :

« La somme des inverses des diviseurs de iN, ayant la forme

Ay 4- 1, est égale, en moyenne, à 7^ +2 G. La somme des

inverses des diviseurs de N, ayant la forme Ay H- 5, est égale,

en moyenne, à -^^— ôG- »

Pour résumer ce qui précède, soit o-, la somme des inverses

des diviseurs de N, de la forme iy -+- r. On a, en moyenne:

77^ 1
, ,

7, ^ 1- - G, (à peu près 1 ,07)
16 2

32'

'Ï6~ 2

96

( ' 0,31)

n' 1

=777-:^ G, ( . 0,16)

( » 0,10)
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V, Voici une série d'aulres propositions, très faciles à démon-

trer :

1° « La somme des Inverses des diviseurs d'un nombre pair

est égale, en moyenne, à ~ [k peu près 2,05). La somme des

inverses des diviseurs d'un nombre impair est égale, en

moyenne, à -^ (à peu près i,2o). »

2° Si a', h', c', ... sont tous les diviseurs impairs de N, e/

a", b", c", ... tous les diviseurs pairs, on a, en moyenne,

I 11~
r + Z' 7

-^
7

-*^ ' = Jt-^' (à peu près 0,69),

1 \

a -4- 1 6" + 1 c" -- 1

-+-...= |_^.2.( , 0,31).

3" Si a, b, c, ... sont tous les diviseurs d'un nombre impair,

on a, en moyenne,

— -H — -4- -+- •••=P.2,
a -\- \ -f- 1 c -\- \

^

Si a, b, c, ... sont tous les diviseurs d'un nombre pair, on a,

en moyenne,

4° On a, en moyenne,

^ -^ ^ -^ ^ -+-...=^.1/0
,

(a peu près 0,.^o)

111 2

T"
"^ 2*" * 2'"

~^'

vVs

5" On a aussi, en moyenne,

0,1

4

a' b'



6" On a, en moyenne :

i 1 f

2" 2* 2''
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10° Soient encore a, b, c, . . tous les diviseurs de N, autres

que i. Si l'on fait f(x)= x^. ( 1 — ^ , on obtient, en moyenne :

'-?]'{' -¥)\' -7)'-^'l

11° Si a, b, c, ... sont les diviseurs impairs de N, autres

que i, on a

pourvu que l'on ait égard à la formule de Wallis.

12° Si a, b, c, ... sont tous les diviseurs pairs d'un nombre

entier :

\Y( I \V \Y â

VI. Comme dernier exemple, faisons

«-)=-<('--).

si X esl premier, et f{x) = 0, dans les autres cas. Si l'on désigne

par o, 6, c, ... tons les diviseurs premiers de N, autres que 1,

on trouve, en moyenne,

/. M'Y. nv. M^ 6

pourvu que l'on ait égard à la relation (70). Pour les diviseurs

composés, on trouve '^, c'esl-à-dire, à peu près, 0,82.
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NOTE XIV.

I. Les idées qui précèdent peuvent être étendues à tout sys-

tème de nombres ayant, avec le nombre N, des liaisons déter-

minées. Ainsi, nous avons considéré les diviseurs a, 6, c, ... de N;

mais l"on peut aussi considérer les nombres a, [3, y, ... premiers

avec N, et non supérieurs à ce nombre, et se proposer de cher-

cher des formules analogues à celles qui ont été démontrées

dans les deux Notes précédentes.

Nous commencerons cette étude en discutant un essai, fort

restreint, tenté par M. Joseph Perott. M. Perott a démontré,

dans le Bulletin des Sciences mathémaiiques et astronomiques,

au moyen de considérations compliquées, et en se servant de

la relation (70), la proposition suivante :

« Soit cp(N) le nombre des entiers premiers avec N, et non

supérieurs à ce nonibre. On a

hm

—

= — ' (a peu près 0,30) (1 1 b)

lorsque n augmente indéfiniment. »

Examinons d'abord cette proposition en elle-même :

1" Il est à prévoir que la limite cherchée ne surpasse pas 0,oO.

En effet, on a

d'oîi

puis

2° Soit

îi[n -1-

?il) -+-
-r(^) + ?(5) H- - -+- ?in) < ~

lini -[>(!) + .(-2) - .(3) -I- . . H- v(n)]< -,
n- "-

'2
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On a aussi

6 n{n -f- 1)

fH) -+- ^(2) + ^(5) + -•• + f{n) =-. —
puis

^(1) + ^(2) + ^(5)h-
lira

Hn)

Donc, en moyenne,

c'est-à-dire que :

« le nombre des entiers premiers avec N, et non supérieurs

à ce nombre, est égal, en moyenne, à ;^ . N. »

C'est sous cette forme que M. Berger aurait énoncé le théo-

rème de M. Perott. Nous pouvons ajouter : C'est sous cette même

forme que Dirichlet l'a donné, bien avant M. Perott.

5° « La probabilité que deux nombres quelconques soient pre-

miers entre eux, est égale « ^. »

Parmi les nombres, 1, 2, 3, ..., n, on peut en prendre deux,

de
'^'"~'^

manières différentes. Mais, de toutes ces combinaisons,

combien en est-il qui renfermen t des nombres premiers entre eux?

Pour former celles-ci, il suffit de combiner chaque nombre p

avec les (p(p) nombres premiers avec lui, qui lui sont inférieurs.

Le nombre des cas favorables est donc

y(2) -+-
y (3)

-+- f{A) -4- ••• -1- f{n).

Par conséquent, la probabilité que deux nombres quelconques,

pris au hasard parmi les n premiers nombres naturels, soient

premiers entre eux, est

P„=--A^ [î>(2) + K5) + ••• + ?(«)]
n{n— 1)

Par exemple, pour les premières valeurs de n, on trouve

u =
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Si n augmente indéfiniment,

P«=l'™-[?(2)-^-?(3)-^--+ y(n)] =— . (à peu près 0,61)

En d'autres termes :

<i II y a environ 61 à parier contre 39 que deux nombres

quelconques sont premiers entre eux. »

4° Voici le diagramme approximatif de la fonction

f{N)--^.N. (116)

4 2 3 4 o 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 2S

II. Voici l'exposé succinct de la démonstration du théorème

(115), donnée, par M. Perott, dans le Bulletin des Sciences (jan-

vier 1881, p. 37). Nous indiquons seulement le fond de la

démonstration, en supprimant les détails qui pourraient la

rendre obscure.

1° Soient a, (3, y, ... tous les nombres premiers avec N, et

non supérieurs à N. Soit

^(N) = /(«)-+-/-(P)-+-/'(r) + --

Dans la somme

^(l)-f-^(!2)H-^(3) ^w),
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f[p) est pris autant de fois qu'il y a de nombres premiers avec j»,

supérieurs à jo, et non supérieurs à n. Par conséquent, si l'on

désigne par 9(p,w) le nombre des entiers premiers avecp, et non

supérieurs à w, f{p) est pris cp(p,w)— ?(p) fois. Il y a exception

pour f{\), qui est pris cp{l,w) fois. Donc

[f{\)f{\M)^-''+nnyAn,n)\-lm^{\)+ ...-^

En particulier, si l'on fait f[x) = \, on a ij'CN) = (p(N); et la

relation (HT) devient

'^(1) -^^(2) + ... + y(n)=
[f('l,w) -t- •" + ?(w,w)] — [y(1) -4- - -t- *(n)] + Ij

d'oii l'on tire

1 1 r
f(')-+-K2)+ -+ f(«)= --+--[?(1,w)+ f(2,w)-t-- + y(n,w)J. (118)

M. Perott n'emploie pas la relation (117), mais il démontre

la relation (118) par des considérations moins faciles que les

nôtres, bien qu'elles n'en diffèrent pas au fond. D'ailleurs, on

peut établir d'un seul coup la relation (118). Observons, à cet

effet, que

y(-2) -t- î.(3) H H y(w)

représente le nombre des couples de nombres premiers entre

eux, et non supérieurs à n, tandis que la quantité

î)(2, w) -+- î)(3, w) -+- " • -4- y(n, n)

exprime le double du même nombre. En effet, une combinaison

(a, 6) de deux nombres premiers entre eux est comptée, soit dans

9(a, w), soit dans 9(6, w); ce qui fait que chacune de ces combi-

naisons est comptée deux fois. On a donc

\

y(2) -t- <p(3) -4- - -+- y(w)= - [y[%n) + ^(3,;^) -+-•.. + î.(n,n)];

d'où l'on déduit (118), en ajoutant

aux deux membres.
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Remarquons, en passant, que la relation (117) en renferme

une infinité d'autres, analogues à (118). Par exemple, pour

^(x) = X, on trouve la relation

5

1 2,
î)(l,«)-i-2y(2, n)-i h nf{n,n)^,f(l)+2-^(2)+.

due à M. Lucas.

2" Cela posé, on a

y(p,?î) =«—

2

M, V, IV, ... étant tous les diviseurs premiers de p, autres que 1,

et le symbole [x] exprimant le plus grand nombre entier con-

tenu dans X. Évaluons la somme

u_
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OU bien, d'après (70),

hm
^{tï,n) G

puis, à cause de (i 18),

,. 'f{\) + y(2) -H ^(3) -+- ••• + f{n) 3
(H5)

III. Si l'on veut adopter la démonstration de M. Perotl, en

la rendant rigoureuse, il est à remarquer, en premier lieu, qu'il

est inutile de passer par la notion des nombres (p(/>,w). En effet,

on a immédiatement

n

' uvw

u, V, w, ... étant tous les diviseurs premiers de n, autres que 1.

Puis, par addition, on voit que les fractions contenues dans le

second membre, qui admettent le dénominateur k, ont pour

numérateurs, k, 2Â;, 3A-, ... m k; en sorte que le coefficient

de j est

Donc

A 1 -4- 2 < 3

n

uv.

:i20)

w, V, w, ... désignant, ici, tous les nombres premiers, non supé-

rieurs à n, et différents de 1.

Remarquons, encore, que la comparaison des formules (119)

et (120), donne, eu égard à la relation (118),

• y.

Il

uv
->?
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Par exemple, pour n = 20, on a d'abord

^ =1^.
[?]

[S]

20"

3
6,

[?]
o,

20"

"20

20"

17

20

19

= 4,

"20

y
20'

u

2,

= 26;

|_14J L15J
-^ Lwv

= 7.

Puis
20 — 26 -+- 7 = 1

;

ce qui est exact.

Reprenant notre démonstration, observons que, [|] étant

compris entre ^ — 1 et |, on a

k' k
^

n
I <

n

"k

n'} __ n

k\<V
et, en ajoutant.

~k^~li^

n n
~F —y- -^ k' k

Après substitution convenable, dans (120), on trouve

<

2,,2'*'2,,2„2

2

ou bien

2l „2 "^ 2l „2„2

n
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Or, on sait que

uJ\ VJ\ w,
lira == constante.

De là, résulte

1 -t--)(l -+--)(i +-
«/ \ vl\ w,

lim =0;
n

et enfin,

2 ftp)
4

""^^ = 5l'-ï?)('-.^)('-,^>)- = f'- "»)

IV. Celui qui voudrait analyser la démonstration de M. Perott

finirait par se convaincre que l'idée fondamentale de cette démon-

stration est simple et féconde. C'est ce que nous allons faire

voir, en laissant au lecteur le soin de reconnaître l'identité entre

cette idée et les développements qui vont suivre.

Soit 1 la limite, inconnue, de l'expression

y(d)-+-f(2) + ?(ô)

Imaginons un tableau renfermant les n^ fractions dont les

termes ne surpassent pas n, et représentons par p.^ (n) le nombre

de celles qui sont irréductibles. On a

l^^{n)= f[\ , n) -+- f{% n) -h y(5, w) -4- - -4- f{n,n);

OU bien, d'après (148),

^,(n) = 2[î>(t) -+- ?(2) -f- y(3) H -.- f{n)] — i,

puis

lta^* = 2A. (121)
n

Soit, maintenant, pt,^(n) le nombre des fractions dont les

termes admellenl p pour plus grand commun diviseur. Si ^ est
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une de ces fractions, on peut poser x= px\ y= p!j', x' et y'

étant premiers entre eux. A cause de x"^n^y,^n, on doit avoir

^.n n
^'<-' y <-;

p p

d'où il résulte que le nombre des fractions dont les termes ne

surpassent pas w, et admettent p [lour plus grand commun divi-

seur, est égal au nombre des fractions irréductibles dont les

termes ne surpassent pas ^'. Autrement dit :

fn

\p

Or, d'après (121), on a

Donc

On déduit, de là,

n
Pi -

lira—^=2A
P'

,. f^pin) 2A

^,(n) -+- ^(w) -H ^(n) ^ ( i i
\ c,.

^
lim =Mh 1 \- • .2a = -

9 / 3

Mais, évidemment, le numérateur de la dernière fraction exprime

le nombre de toutes les fractions contenues dans notre tableau,

c'est-à-dire n^. Donc

ou

_ 3

D'après ces considérations, la proposition trouvée plus haut

peut encore s'énoncer ainsi :

a // y a environ 69 à parier conlre 51 quiine fraction quel-

conque est irréductible. »
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Nous pouvons même ajouter ceci :

« La probabilité que deux nombres quelconques admettent p

ponr plus grand commun diviseur, est -i' -p.- »

Ainsi, pour p = 2, 5, 4, ... on trouve respectivement

3 1 2 1 3 1

^^' 3"ï^' S'^'""

Nous avons dit que les idées précédentes sont fécondes.

En effet, si l'on désigne par o-(n) la somme de fonctions quel-

conques des fractions considérées, et par (jp[n) la même somme,

dans laquelle on ne conserve que les fractions dont les termes

admettent p pour plus grand commun diviseur, on peut tou-

jours écrire, pour w infiniment grand :

cr(w) = G^[n) M- 0-1 ( - 1 H- a, (

-j
-^ aÀA^ • •

C'est sur ces deux égalités qu'est basée la démonstration

précédente, laquelle, on le voit, est susceptible de conduire

à une large généralisation du théorème de M. Perott.

V. Voici maintenant la démonstration très simple que fournit

la Théorie des Moyennes Ç).

D'après l'identité

?(«) -+-
-A^)

-•- Kc) + • • • = N, (122)

si t|;(N) est la valeur moyenne de cp(N), on a, en moyenne,

^(a) -\- ^(6) -+- ^(c) + • • = N. (123)

(*) Nous sommes convaincu que les égalités moyennes sont appelées

à rendre de véritables services à la Science des Nombres. 11 y aurait à

établir une Théorie des égalités moyennes, en réunissant les règles qui per-

mettent, dans certains cas, de se servir de ces égalités comme on se sert

des égalités véritables.



{ iU )

D'autre part, d'après un théorème précédent, on a aussi, en

moyenne,

6

ou

6 6,6— a -+- — 6 -+- — C H = N. (124)
n T TT

En comparant (125) et (124), on voit que l'on peut prendre

6

Donc, en moyenne,

KN)= -^.N.

VI. Voici encore la démonstration donnée par Dirichlet.

D'après l'idenlilé (o), si l'on pose

F(x) =
'f[\ ) + K2) + y(5) M- . .

. + î,(x)

,

on a

F(9.)+ F(9,) + F(93) + ---H-F(</„)=9r;'(l)+92f(2)+95'r(5)-t---+9„K^)-

Mais si, dans (122), on donne à N les valeurs 1, 2, 3, ..., w, et

si l'on ajoute toutes les égalités ainsi obtenues, on trouve

4 4

On a donc aussi

1

F(?0 + F(g,) H- F{q,) + . • -4- F(ç„)= - n\

en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à celui de n^.

On peut tâcher de satisfaire à l'égalité précédente, en prenant

F{x)= kx^. On doit avoir

k{q\ -+- gl H- q-i
-4- ••• + ql)= - n\
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Mais l'expression asymplotique de la quantité entre parenthèses

est, évidemment,

Donc

1 \

n^ [i -+ 1 1- . • I ^ — n^
4 9 / 6

k=l

Il suit de là que l'on peut écrire, asymptoliquement.

5>(i)-i-ï>(2)-+-f(3)-^--+?(x)=--a;S

et l'on satisfait à cette égalité moyenne, en prenant

y{N)= -.N.

VII. Enfin, M. Mertens part de la relation

HN) = a,(^).6.(|)*o.g^.., (125)

démontrée précédemment. On peut aussi écrire

N N N
?(N)=— . fi{a) + — . ^(6) -+- — . Me) -*-•••abc

En écrivant n relations analogues, pour les valeurs d, 2, 5, ..., n,

de N, et ajoutant, on trouve

f(\) -+-?(2) -+- f{ù)
-+- H ?(n)

=—-— /"(i)-4-

—

-— M-^j-t- ••*
^— M'O-

Précédemment, nous avons fait observer que l'on a

2 2

n" n

P P.
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De là, résulte

— 1 h- ... -+- —

—

2 L J 't
,

n-

M2)—
I

H
-2 L ' 2

a-ï 1 2
1

Puisque les valeurs extrêmes de p-(n) sonl — 1 et

quantité

i, la

/x{\) ^(2) /.(d)

h 1

i 2 3

p(n)

est comprise entre — H„ et H„. Si on la néglige, l'erreur n'at-

teindra donc pas l'ordre de n^, et l'on pourra écrire
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Par conséquent, d'après ce qui précède, on a, asyniplotiquement,

3

On peut tâcher de satisfaire à cette égalité, en prenant ^|;(ic)====/;3c.

On doit avoir

3

Or, on sait que la quantité entre parenthèses a pour valeur

moyenne ^-w^. Donc

ou

Par conséquent, on peut écrire, en moyenne,

36
p(1) + p(2) -4- p(3) H 4- ^(a;)= — x;

TT

relation d'où l'on déduit, finalement,

36
^(N) = —-

.

(à peu près 0,37)

Telle est la valeur moyenne de celle fonction p(N), qui, comme

on sait, ne peut prendre d'autres valeurs que — 1, 0, -1- 1.
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NOTE XV.

I. Si a est premier avec N, N— a. est aussi premier avec N;

d'où il résulte que, si a, [3, y, ... sont tous les nombres premiers

avec N, et non supérieurs à N, les nombres N — a, N — (3,

N — 7, ... sont égaux, dans un certain ordre, aux nombres

a, (3, y, ..

Cette remarque permet d'écrire l'identité générale

/•(«,p,r,---) = AN-«,N-p,N-r,-"), (126)

/"étant une fonction symétrique par rapport aux variables qu'elle

renferme. Par exemple

a -t- p -+- r -t = (N — a) -t- (N — (3) -I- (N — y) -t- • ..

;

d'où

Nœ(N)
a + p-+-y + ... = -__,

formule connue.

En faisant varier la forme de /", on obtient différents théo-

rèmes. Nous utiliserons cette remarque, dans deux cas par-

ticuliers.

II. « Sait A„ la moyenne arithmétique des m*°"" puissances des

nombres ^, ^,^, ... On a

A'" = {i— Af, (127)

pourvu que l'on considère les exposants de A comme des indices. »

En effet, soit 9„(N), ou, pour abréger, 9,„, la somme des m^""'

puissances des nombres, a, (3, y, ... D'après l'identité (126) on a

?„, = a"" -+- j3'" -h y'" -+- ••• =3 (N - a)"' -+- (N - p)"' -t- (N — r)"" ^ ;
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et, en développant,

y,„ = y .N"'-C„,. î>< .N"-* + C,„.,y,.N'»-' ± rf^ (128)

Par la définition de A„.,

A =— —

Si , dans la fornfjule précédente, on remplace tp„. par 9 . A^N",

on obtient

A,„=l — C„,i Al -4- C,„,2A2--C„,3A3 + - i A„;

OU, symboliquement,
A*" = (1 — A)'".

Remarques. — 1" Si wî est impair, la relation (128) donne

5/ N est impair, la quantité entre crochets est nécessaire-

ment paire. Si N est pair, les nombres a, (3, y, ... sont tous

impairs; et, comme leur nombre est généralement pair, les

sommes 9^, 93^ ?3» ••• sont toutes paires, d'oii il résulte que la

quantité entre crochets est encore paire. Par conséquent, quel

que soit N, (p„, est divisible par N. En d'autres termes :

« La somme des m^""" puissances des nombres non supé-

rieurs à N, et premiers avec ce nombre, est divisible par N, si

m est impair. »

Ainsi, on peut écrire :

f„= JK. . N. (m impair).

Il est assez remarquable que ce théorème ait lieu, seulement,

pour les valeurs impaires de m.

Il est facile de prouver qu'il n'est pas vrai, par exemple, pour

»w= 9(N).

En effet, pour cette valeur de m, on a

d'après la généralisation 6u théorème de Fermât. De même,

p'" = jn^.N-+-4,r"' = J]L.N+ 1,...
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Donc, en ajoulanl,

î>„= jn..N-4-f(N), [m = f{N)l

Il en est de même pour m = 2cp^ 39, 4(p, ...; car les nombres

a^, «^ a^, ..., sont premiers avec N.

2° L'égalité (127) ne permet pas de calculer les nombres A.

Cela s'explique, vu que ces nombres sont nécessairement varia-

bles avec N. Ainsi, en faisant successivement m = 1, 2, 5, 4-, . .,

on obtient

Ai=l-A„
A2=l-2Ai-+-A2,

As = 1 — 5Ai + 0A2 — A3,

A4 = 4 — 4Aj -H 6A2 + A5 H- A4,

OU
y, = Ny —y,.
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L'élimination de^' conduit à la relation (129). Remarquons

aussi que, si N augmente indéfiniment, les nombres Ag, A5

tendent, respective.nent, vers|, ^.

III. D'après leur définition, les nombres A^, A2, A3, ... sont

des fractions proprement dites. Il en résulte que leursva leurs

moyennes sont des constantes, moindres que 1. Dorénavant,

nous désignerons par Aj, Aj, A3, ..., ces valeurs moyennes.

Cela posé, nous avons vu que l'on a, en moyenne,

Or, (p„(N) = A„(p(N) . N™. Donc, en moyenne aussi,

Pour m == l.

Autrement dit :

a La somme des entiers non supérieurs à N, et premiers avec

ce nombre, égale, en moyenne, ^2 N^ (à peu près 0,50 . N^). »

Pour m= 2 et m= 3 :

TT TT

TT TT

On ne connaît ni x ni y, mais l'on sait que 3x — 2^/ = 3,

d'après (129).

IV. Un calcul analogue peut s'appliquer aux produits m à m
des nombres a, P, y, ... Nous commencerons par démontrer la

proposition suivante :

« Soit B„ la moyenne arithmétique des produits m à m des

nombres
a. P y

N' N' N'""

H
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On a, symboliquement,

Soit ^„,{'^). ou simplement <]/,„, la somme des produits m km des

nombres a, j3 , y, ... On a

lip, == a-py ••• H- p(?e -•• + •••

= (N -«) (N- p) (N — r) ••• + (N - §) (N— â){N—,)- + .••;

et, en développant,

(130)

Or, d'après la définition de B„,,

i, 1

^j;(N) ne différant pas de 9{N). Si l'on remplace ^„,, par C^,,„B,„N'",

dans l'égalité (130), celle-ci devient

B„, = i — C„.,, B, -+- C„,2 B, - C,„,3 B3 -+- - ± B„,,

c'est-à-dire, symboliquement,

B- = (I - Br.

Remarques. 1° Ces nombres B ne sont pas les mêmes que les

nombres A, bien que les uns et les autres satisfassent à la même

relation symbolique. Cela tient à ce que cette relation ne définit

pas les nombres qui y entrent. Nous avons vu, en effet, quelle

ne permet pas de calculer A2, et qu'elle ne peut donner qu'une

relation entre A2 et A5. 11 doit exister, outre la relation symbo-

lique qui nous occupe, et qui s'applique à tout système de nom-

bres, capables d'être groupés deux à deux, de manière que la

somme des nombres de chaque groupe soit N; il doit exister,

disons-nous, une autre relation, capable de combler les lacunes

laissées par la relation symbolique , et propre à fixer les
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valeurs des nombres A. 11 esi clair qu'on ne peut parvenir à

cette relation qu'en faisant intervenir, dans le calcul, la nature

même des nombres «, (3, y, ...; c'est-à-dire en exprimant que

ces nombres sont premiers avec N. Cela a déjà été fait par

Thacker. Au moyen de la formule découverte par ce Géomètre,

on trouve aijsément

48

d'où l'on déduit

B. = 4

•
— r N J

L'élimination de la quantité entre crochets donne bien

662 — 463 = 1.

Les nombres 63 et B3 tendent, respectivement, vers | et |,

lorsque N augmente indéfiniment.

2° Si m est impair, la relation (150) devient

_N
Cy.m-N*" * G;p_i^,n_, • if 1 . JN"" ^ -+- H Cy._„+,,i , .^„_j

Les m— i premiers termes sont divisibles par N. Quant au

dernier :

N(f — m -*• ï
fm-l,

on peut observer que 9— m -4- 1 est pair. Le dernier terme est

donc aussi divisible par N. Par conséquent :

« La somme des produits m à m des nombres premiers avec

N, et non supérieurs à ce nombre, est divisible par N, s/ m
est impair. »
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En d'autres termes :

f^ = J]i . N . (m impair)

Le théorème ne subsiste pas dans le cas de m pair. Ainsi
, par

exemple, pour w = 9(I\), ^„, représente le produit des nom-

bres a, (3, y, ... Or, on sait que

?„ = JILNd=1 [m = ?(!N)],

d'après la généralisation du théorème de Wilson.

V. En moyenne,

Or,i|/„(N)= C^,„B„,N"'. Donc, si l'on ne considère que les valeurs

moyennes, évidemment constantes, des nombres Bi, Bg, B3, ...,

on trouve

1.2.D...m \ ttV

En particulier, pour m = i,

+,(N)= B,.-^^N^= -^N^;

valeur déjà trouvée, car ij;,(N) ne diffère pas de (pi(N).

Pour w= 2 et «2 = 3,

J2\2 /1V\*

B5 / N\' /N

On ne connaît ni xm y; mais l'on sait qu'il existe, entre ces

coefficients, la relation Sac— ?/ = 9.

VI. La méthode de Dirichlet va, cette fois, nous rendre des

services. D'après un théorème de M. Liouville, démontré dans

la Note VIII, on a

«"y^. (— j + ft^^f—)-+-c'"<p„i-j-i---=l"'-H2'"-+-5"'+ "-hN"'. (83)
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Faisons N = 1, 2, 3 ... w; et ajoutons. Ou trouve

F{q,) H- ^-Fiq,) + 5"'F{q,)+-.-+ n"'F{qn)^-, ^^ ^ , (131)
(m -f- 1

)
(m -t- 2)

si l'on pose

F(^) = ?„,(!) + ?.(2) + ^^(5) + ... -f- U^),

et si l'on néglige les quantités d'un ordre inférieur à celui

de w^+l

On peut tâcher de satisfaire à l'égalité (131), au moyen de

F{x) = kx"''*'^. L'égalité en question devient, par cette sub-

stitution,

^ ^ ^ ^ J (m+l)(m-4-2)

11 est aisé de s'assurer que la quantité entre crochets a pour

valeur asymptotique

^m+2 [|_^ ^....U=— w"*-^*.

\ 4 9 y 6

Donc
\ 6

{ni -4- 1
)
(m -t- 2)

"

TT^

'

Par suite,

x"^^ 6

(wi -f- 1
)
[m H- 2) Tî*

et, en moyenne,

6 N^^*

TT^ m -t- 4

On trouverait, tout aussi facilement,

En nous reportant aux notations des précédents paragraphes,

nous avons donc

4 4

" w H- 4 - 2""
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Il en résulte que les deux séries

1 1 i 1 1

2 3 4 5 6 *

i —, —, —, — , — ,...

2 4 8 16 52

doivent obéir à la loi exprimée symboliquement par A"'=(l—A)"'.

En effet, cette égalité devient, pour chacune des séries consi-

dérées,

i_ir=±.2/2"

VII. Sous une autre forme, on peut dire que

j.^
yji) + ?J^ ) + ?J5) + - -4- y» 1 6

11""+^ (m .-H 1
)
[m +- 2) 7r'

lim
^"^^ ^ "^

"^"^^^+ ^^(5) -^-
•

• • -H j.^(w) _ 1 1 /3
«"'"** 2m-4- 1 4.2.5--W \7r*

En particulier :

lim -—^— = Iim ;— =— (a peu près 0,1013),

2?2(p) 1 , ,

lim — =—^ 5 (a peu près 0,0307);

5'/'2(p) 9
lim ;=^— = > (à peu près 0,0092),

n 1 Ott*

Sî'sIp) 3
lim =

,
(a peu près 0,0304) ;w 1 Ot*

lim—-— =
,

(a peu près 0,0007).
w 147r
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NOTE XVI.

I. Reprenons la formule

-[A'i)?(i)+A2)?(2)+-+A^0K«)]+Ai) )

Si l'on observe que, a étant premier avec p, il en est de même de

a.-\-p, a -4- 2p, a + 3p,...,

on peut écrire

Rp étant le reste de la division de n par p.

Si l'on remplace (p(/3, n) par sa valeur, dans l'identité (117),

celle-ci devient

-[f{\)m -^ -A'i) fm-*--^ ?{n)f[n)\ (132)

+ [î>('l,R0A'J)-»-f(2.R.)A2)+ - - f{n,R„)f{n)\
\

Pour montrer une première application de cette identité, faisons

f[x)=i.Ou a d'abord 4/(N)=cp(N),àcause de l'égalité de définition

^(N) = /•(«) -^AP)-^Ar) +

-

Puis, l'identité (132) donne

2[y(4) + î>(2) + ... + fin)]

= [9,y(l)-t— -H9'„»(/l)j+[y(1,R,)-*— •+y(w,Rj]-+-r
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Mais on a vu que, asymptotiquement :

f(i) + y(2) + f(3) + - -H ?{n) = -, n^

X
1 ,

On a donc aussi, asymptotiquement,

î>(l,Ri) -+- ?(2,R2) -*- y(3,R3) + - -H yKR™)= (;;3- 2)
^'•

Par conséquent :

« Sî /'oîi désigne par cp'(x) /e nombre des entiers premiers

avec X y et non supérieurs au reste de la division de n par x,

Hn.'''<"-^'''^'-^'f'--"^'""=4-i (à peu près 0,,.)..

Si l'on compare la dernière valeur asymptotique avec cette

autre valeur, facile à établir,

on voit que, à cause de

3 .

2-;?^'

6 \ 5

7'~ 2 2^

il y a comme une tendance des restes à être inférieurs à la

moitié des diviseurs correspondants. Ceci n'est, bien entendu,

qu'une simple induction; mais elle sera conflrmée plus loin.

II. Soit f{x) '=^. La première partie du second membre

de (132) devient

v(l) ?(2) ?(5) fin)

expression dont la valeur asymptotique est

r?(j) ^(2) ?(5) fWi
|^|mH-i 2"'+' 3"'+* n^+'J
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pourvu que m surpasse 1, sans quoi la série entre crochets

serait divergente. M. Liouville a démontré que la somme de cette

série est^^^, si l'on désigne parS„ la limite de la série
St»+i'

i 1

1 -\ 1

2" S""

D'après cela, les deux dernières parties du second membre

de (152) sont négligeables vis-à-vis de n. On a donc

„ 2*(P)_?{1) ^2) ?(3)

c'est-à-dire, en moyenne,

i \ \ S„
1 1

\- ... ^

Par exemple,

111 n-
, , .— -< -H

—

--*-'• ^ , (a peu près 1,37),
a^ p- r' 6.1,202 056... ^ ^ ^ ' "

1 1 1 90.1,202056.

etc., etc..

On démontre, tout aussi facilement, que l'on a, en moyenne,

3 . _
^ ; (à peu près 1,11),
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En particulier,111 t'
+ •.•=-. (133)

«?(«) P?(P) r?(r) 6

On peut aussi démontrer que

i 1 1

?(«) ?(P) ?{r)
^

Si l'on désigne par cr(x) le nombre des entiers premiers avec x,

et non supérieurs à ce nombre, l'égalité (133) peut encore se

mettre sous la forme

1 I 1 _;r'

a{a) (7(6) a{c) 5

IV. On trouve une infinité d'autres égalités moyennes, en fai-

sant varier la forme de f{x). Par exemple :
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NOTE XVII.

I. Soient A, B, C, ... les diviseurs carrés de N.

Si l'on pose

^(N) = /-rA)-+-/-(B) + /-(C) + -,

on a

^(i) + ^(2) -+- ^(3) -4- - + ^(w) = 9,/'(l) -t- qif{i) + q,f[9) -+- ••.

Par exemple, pour f{x)= 1, on a d'abord 4^(N)= T(N); puis

T(l)-t-T(2) + T(5j + ••• -t- T(w) = 9, + 94 -H 99 -t- ... = n.-;

d'où

Donc :

a Le nombre des diviseurs carrés d'un nombre entier est, en

moyenne, — . »

Si l'on fait

on trouve, en moyenne,

111 11
1 H ••• ^ 1\m Dm rm cyim+i c2m-l-2

En particulier :

1 1 1

1/Â^I/b'^v/c
= 1,202 036

111 77*—
I 1 h '"^—

;

ABC 90

etc., etc..
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On peut observer que, si a, 6, c, ... sont tous les diviseurs de N,

on a, en moyenne,

111 14 1

Am Dm nm ij^'^+i />2m-(-l „2m+l

On pourrait, de même, étudier les diviseurs cubes, bicarrés, etc.

Soit, par exemple, T„(N) le nombre des diviseurs de N qui

sont des puissances m^*"" parfaites. On trouve.

En particulier

1 1

T (N)= 1 + — -4- —

T,(iN)= -,

T5(N)= 1,202056...,

T,(N)=—

;

^ ' 90

etc., etc..

II. Considérons deux diviseurs de n, conjugués, c'est-à-dire

tels queaj3=w. Soit pie plus grand commun diviseur de a et (3.

On peut poser « = pa', (3 = p(3', a el (3' étant premiers entre

eux. En outre, on doit avoir a'^' =^;ce qui exige que p2 soit

égal à l'un quelconque des nombres A, B, C, ..., diviseurs carrés

de n. Donc, si l'on veut avoir tous les diviseurs de «, tels que

(a, (3)= l/A, on devra prendre tous les diviseurs de|, tels que

(a'
,

(3')= 1, et multiplier ces diviseurs par VA. De là résulte

que

K«) = +1
(^)

+ ^1
(^)

-*- h
(^)

-*- -, (^34)

si l'on pose
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a, 6, c, ... étant les diviseurs de ac, et o^, 6-), c, , ... les divi-

seurs de X, respectivement premiers avec leurs conjugués.

Par exemple, pour /"(x)= 1 , on a ^{^x)= Q[x),^^[x) = ^[x).

Donc

formule démontrée précédemment.

III. Si, dans la relation (IS^), on change n en

w— 1, n— 2, w — 3, ..., 3,2,1,

on obtient une série d'égalités. Ajoutées membre à membre,

elles donnent
F(n) = ¥,{q,) + F.(7J + F,(g9) ^ ...,

pourvu que l'on pose

F(x)= ^(d) H- ^(2) + ^(3) -4- . -f- ^(x),

F,(a;)= ^,(1) + +i(2) + ^,(3) -i- - -4- ^^{x).

Par exemple, pour

f{x) = \ ,
^(x) = 8(a;), ^-X^) = "^i^) .

nous trouvons

F,(ç,) + Filg^i) -t- F,(^9) + ... = 9(1) + 0(2) H- 6(3) -t- ... + ô(n);

on bien, asymptoliquement,

F,(9,) + F,(9,) + F,(go) f -. = n f . w.

Tâchons de satisfaire à cette égalité par '¥[x)==kx^.x. Le pre-

mier membre devient

,
'^^ ^

A;— w P. n,
6

si l'on néglige les quantités d'un ordreinférieur à celui de n^.n.

Donc
6
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Par conséquent,

hi'i) -*- ^i(2) -+- ^i(5) -t- - -H ^i{x)=—.x\ x;

relation d'où l'on tire, en moyenne,

C'est l'une des trois expressions asymptotiques démontrées par

Dirichlet. Elle donne le nombre moyen des décompositions de N

en deux facteurs premiers entre eux. On démontrerait facilement

que :

« Le nombre moyen des décompositions de N en deux facteurs,

qui admettent p pour plus grand commun diviseur, est

1 6— . — P. N. »

P 7r

M. Mertens a aussi cherché la valeur moyenne de m(N). U

définit cette fonction en disant qu'elle exprime le nombre des

diviseurs de N, qui n'admettent pas de diviseurs carrés.

M. Mertens part de la relation

co(n)= f.(a)6 (^j
-f- ^(6)6

(^j
+ f.(c)6 (^j

+ -

mais sa démonstration est certainement plus compliquée que celle

de Dirichlet.
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NOTE XVIII.

I. Soient R^ , R2, R3, ..., R„ les restes de la division de n par

chacun des nombres 1, 2, 5, ... n. Quelle est la valeur moyenne

du nombre des restes, moindres que la moitié du diviseur cor-

respondant ?

Telle est la question que nous allons résoudre, en suivant,

à peu près, la méthode de Dirichlet.

On a

P IP.

si l'on désigne par s^ le rapport^, inférieur à 1. Si l'on multiplie

2f„.

2, on obtient
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Par conséquent, si N' est le nombre des fractions e^, £91 hi •••> ^m

qui ne sont pas inférieures à | :

055)

D'après nos anciennes notations, soit

«"=[T]Hi]-[i]--0-

En supposant a(3 = x, nous avons démontré, dans la Note I,

la formule :

(9)

P-

En particulier, pour « = «,(3 = 2, cette formule donne

égalité d'où l'on tire

r2nn r2/i-i r2«i r2wi

LtJ"H "LtJ" •••"[»]=-""*"•

La formule (135) devient donc

N' = Q,„-2Q„-n.

Mais on a trouvé, précédemment, la valeur asymptotique

Q„= w4^.w + (2C — 1)«,

et, en changeant n en 2n :

Qj„= 2« ^. n -i- 2(2C — 1 -4- 4*. 2) n.
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D'après cela, on a, en moyenne,

N'=(P. 4 — d)«;

c'est-à-dire, à peu près,

N' = 0,38. w.

Le nombre N des quantités e, moindres que f, est donc, en

moyenne,

ou, à peu près

,

N= 0,62. n.

Remarque. Si l'on divise un nombre n par tous ceux qui ne le

surpassent pas, le nombre des cas où le reste est inférieur à

la moitié du diviseur étant (2 — -(^. 4)w, et le nombre total des

cas étant n, on en déduit que la probabilité de l'événement

indiqué est 2 — =Ç. 4. Donc :

<i 11 y a environ 62 à parier contre 38 que le reste obtenu en

divisant un nombre donné, par un nombre plus petit, est infé-

rieur à la moitié du diviseur. »

II. Plus généralement, on peut écrire

m- /•(p)-2
\JPA

t\P) =
m.

0.

p >

'^'^2

Soient >, fjt, v, ... les valeurs de p qui donnent £p < f, et

^', p.', v', ... les autres valeurs de p. Si l'on écrit la relation

ci-dessus, pour les valeurs i, 2, 5, ... w, de jo, on obtient, par

addition

,

-m'—m jJai)- Ml-

12

(156)
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Désignons par Q„ la quantité placée entre accolades. D'après une

formule démontrée dans la Note I, si l'on pose
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Ainsi :

« La somme des nombres 1 est, à peu près, et en moyenne, les

0,72 de la somme totale. »

2" Plus généralement, soit f(x)=x'". On a d'abord les égaillés

asymptotiques :

Q„= Oi+2'"û'2-+-û'"03H \-n"'q„= J h ^. 1—
,

^ m -i- l

F(w)= l'«-f-2'"-+ 3'" + ." +w'"= -
.

m -i- i

Par suite :

Par exemple, pour wî= 2, on trouve, à peu près :

j
x' ^

fj,^
^ ./ ^ ...=0,26. n^

1 a'' -+-^'' +/'--+- .-=0,07. /^^

Ainsi :

« La somme des carrés des nombres 1 est, à peu près, et en

moyenne, les 0,79 de la somme totale. »

3° Soit encore /(x)= <55{aî). On trouve

/J2 \

y (a) -+-
y (pi) -1-

y (v) H—^
l ~T — M ^*^ (à peu près 0,22. n^)

>(r)+9(/^')+^(v') + ..-=/l— -j w^; ( » 0,19. wn

etc., etc..

Il serait peut-être intéressant de faire une étude plus appro-
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fondie de ces nombres > el A', que l'on peut définir par les éga-

lités :
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2° Soit (3^ la valeur absolue du m™' des nombres de Bernoulli,

définis par Tégalité symbolique

(B-+- \y— 6" = p.

On sait que, si m est pair, on a

G —
-2 l.i>.3...m

En substituant dans (159), el en ayant égard à la formule

de Stirling, on obtient

^
Vlwel \ ^"—'2

B' étant, comme 0, une fraction proprement dite.

On en déduit

1 '»/— \
lim — % / S„.= —

, (à peu près 0,05855)
m V 2776

lorsque m augmente indéfiniment.

3° On sait que la série

_ 1 1 1

S,+y= 1 +^ + — -+- — -•- •••

est convergente, tant que 9 est positif. Pour 9=0, Sj+y devient

infinie, mais le produit 981+-^ tend vers une certaine limite L.

Quelle est cette limite?

Nous avons lu, quelque part, que la question a été proposée

et résolue par Dirichlet. Voici comment on peut la résoudre au

moyen des formules précédentes.

Si l'on fait m = 1 -h 9, la première des formules (138) donne

Or, on sait que

U p. 2)- (* P. 2)'

\ \.2 1.2.3
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Donc, si ip est infiniment petit, on peut écrire

2? — 1 = ,. p. 2.

Par conséquent :

et, lorsque 9 tend vers :

2A''= n[2 — L.^. 4].

Mais yyp ne diffère pas de la quantité précédemment désignée

par N, dont l'expression asymptotique est

N = n [2 -
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La dernière égalité revient à celle-ci :

4 r 1 I 1 1
lira- R, -H-R2-+--R3+ --t- -R„ =1 - C,

n
|_

iJ 3 « J

n croissant indéfiniment.

2° On a, de même,

fj -t- 2e2 -*- 5^3 -+- ••• ^- ?it„ =h'^ — (qi -+- 2^2 -+- 3^3 + ••• -+- ^t?,,)-

Nous avons trouvé, en moyenne,

fji -+- "2^2 +- 073 + •• + Wqr„= — m'.

Donc

£, -+- 2f2 -1- of5 -4- ••• -4- nE„^ I
1 n'

;

"
\ 12/

c'est-à-dire

1

lim — TR, + R2 H- R3 H hR„ = l
,

n - 12

égalité déjà démontrée.

3° En général,

',>f{p) = -fip) — qpf{p)^
V

puis

e/('l) + f2/'(2) -+- £3/"(5) + - -^- f„/'(w) =

^ [aO-h iA2)+ ... + - An)] - [ç.AO + 9/(2; + ••• -^ 9/(n)].

|_
2 n J

-"

Faisons /'(ac) ^= x'". Il vient

fi -+- 2"'
£2 + 3'"f3 -1- • . -H W'"f„=

/i (1 H- 2"' -- * -+- 5'" -*-!--.-+- n"' - *)— (^1 + 2"'92+ ^''''/s
-+-••• + W'qrJ.

Donc, en moyenne,

f,-i-2"V2-t-3'%H h/i"V„= i -t-

m-i-1 m 4- I Sni H- 1

c'est-à-dire

ri 1 1

|_fH J« -t I
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ou, sous une autre forme,

R, -4^ 2'"- %-.- 3"'-% -+-•••+ n"'-*R„ 1 S,„ ,
, ,

lira-^ ^ - = ^,141)

lorsque n augmente indétiniment.

Par exemple :

R,+ 2R2-+-oR,H 4-nR„ i \
, .

lira — = 1,202056..., (à pen près 0,10)

Ri -4-4R2-^ 9R,+-H-n% 1 1 =r*

lira— ^ '- =
; ( . 0,04)

n' 3 4 90
^

' '

etc., etc..

Remarque. Soit m = 9, dans (141). Si l'on observe que, pour

m = 0, le second meml)re de (141) doit être égal à 1 — C, on

trouve que, pour (3^ infiniment pelit, on peut écrire

1

0(4-0 = L H •

4° Soit encore /(«>)= 9 (a). On trouve aisément que les valeurs

asymptoliques des deux quantités entre parenthèses sont, res-

pectivement, ^« et \n^. Donc

fir(lj + f2r(2) -+-f5?(3)H--- 4- s^-^{n)=\-,— -^ n^;

ou, sous une autre forme :

1

lim —
/r

Rr,(l)-H-!rR2-,(2)-i-lR3?(3) + .-+-R„-;.(;J
"2 o W J

6 1,= —
• (à peu près 0,

1

1
)

V. Évaluons, asymptoliquement, la somme

S = (7? -I- 29^ + 593 + ••-+- nq'l

On a trouvé, précédemment,

[(9(l)F(9,)+--^9(-)F(?.)>^[/'(l)G(7.)H--+/V>')G(9^)J=-F(a)G(a)H-S,

a représentant l^w, et les fonctions ^(a?) et/(3c) étant, respective-

ment, X et 2x— 1; ce qui donne G{x) = ^,xlx h- 1), et F{x)=x"^.
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La dernière formule devient

[ql + '2q\-\-m + - + aql] + - [q\ H- ôçl h-m ^ ••• + (2a— 1)9J

d'où l'on tire

S= 2 (9Î -. m ^ ... -. aql)_ 1 (9f + çl -H ... -^ ^^)

OU bien, asymptotiquemenl,

rr tP' n'
S = 2w'H.

2 6 :2

en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à celui de n^.

Remplaçant, enfin, H^ par ^ />. n h- C, on trouve

q\+ m^-'-^q\^ ... + nql^n^ ^n^ ^2C--|^— i)«l (d42)

Cela posé, élevons au carré les deux membres de l'égalité

n

et multiplions, par />, les deux membres de la nouvelle égalité.

On a

pql
= 'insJ,-^ psi,

p

d'où l'on déduit, en faisant successivement p= l, 2, 3, ..., n,

et en ajoutant,

tf -+- âfl + St-I -4- .-• -+- nel

= (7f-+-2q'2-+- ••• -+- Hç^,)— n^H„ + 2w (e, -i- c^ -i- —i- e„);

ou, d'après (140) et (142),

.? + 2£^ H- 3.1 + ..
. H- «.f,^ (^

_ C - ^) ni (t 45)
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Sous une autre forme, on peut écrire

limirRf+lRl+iR|-t-...-H-Rf. !=-
n-\ '2 ^ n '

'2

_R2U__C (à peu près 0,1003...)

VI. Imaginons un tableau contenant toutes les fractions dont

les termes ne surpassent pas un nombre donné n. Soit f une

quelconque de ces fractions, et [f] le plus grand entier qu'elle

contient. Nous allons évaluer ^f et '^[f].

La somme de toutes les fractions à dénominateur p, est

"^"^'^
- ~- Par conséquent, en faisant varier p depuis 1 jusqu'à n,

y/-=."<""-''H.

ou, asymptotiquement,

^' 2 X 2
Cn' (144)

Gela posé, considérons les plus grands nombres entiers con-

tenus dans toutes les fractions à dénominateur p, et rangeons-les

dans l'ordre suivant :

"1
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dernière, où il y en a R^ + 1. En outre, les nombres de la m^'"'

ligne horizontale sont égaux à m— i. De là résulte que la somme
de tous les nombres contenus dans le tableau est

Si l'on remplace Rp par n — pqp, celte expression devient

Par conséquent, en faisant varier p de 1 à ?2, et en négligeant

les quantités d'un ordre inférieur à celui de w^, on a

Or, on a trouvé :

^7p= n^. w + (2C— l)«,

• 2pql^n'^u^i^^C-~— ^^n\ (142)

Donc, après substitution,

y^[f]^Ln^j^n-^{c.-^n\ (145)

Si l'on combine, par soustraction, (145) et (144), on obtient

2I/-[/]n('-5)«'.

d'où

lim ^ '^~L/J1 ^ ^
_ ^à peu près 0,46)

Si l'on observe que n^ est le nombre de toutes les fractions

dont les termes ne surpassent pas n, on peut dire que :

« La différence entre une fraction quelconque et le plus
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grand nombre entier qu'elle renferme, est égale, en moyenne,

à
I
— -, c'est-à-dire, à peu près, à 0,46. »

En d'autres termes : « da7is une division quelconque, le rap-

port du reste au diviseur est égal, en moyenne, à 0,-46. »

Si l'on ne veut pas considérer les divisions dans lesquelles le

dividende est plus petit que le diviseur, il faudra modifier la

valeur asymptolique de ^A ^" Y supprimant toutes les fractions

proprement dites, dont la somme a pour valeur moyenne '-^-

On a donc, au lieu de (144),

C I

4
2/'— ^"X'""^

1^2""""*'

La valeur asymptolique de y^[f\ est évidemment la même, vu

que [f]==0, si /"est une fraction proprement dite. On a donc

toujours

2[f]^-n'^n-^{c-^jn' (145)

Retranchant membre à membre, on trouve

Mais le nombre total des fractions considérées est

1 -+- "2 -^ o -+-• -i- n ^- n^.
'2

Donc

1 -j- 2 -+- 5 H- •- -- n

Ainsi : « dans la division d'un nombre quelconque, par un

nombre plus petit, le rapport du reste au diviseur est égal, en

moyenne, à \ — C, c'est-à-dire à 0,42 environ. » C'est la même

limite que nous avons trouvée, dans un précédent paragraphe,

pour le cas où le dividende était un nombre donné. On peut

encore énoncer la proposition suivante :

« // y a environ %^ à parier contre 38 que, si l'on prend deux
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nombres quelconques , et si l'on divise le plus grand par le pins

petit, le reste de la division est inférieur à la moitié du diviseur. »

VII. Ayant divisé n par les n premiers nombres naturels,

cherchons, d'après Dirichlet, quel est le nombre moyen des

restes inférieurs à une certaine fraction k du diviseur. Soit

ou

n

P

-k =

n

IPA

n
k.

Pour £p > A:, il est clair que [-— A-l = f-l.

Mais, si A; surpasse £,,, on a

On peut donc écrire

\.

0.

(^. < ^)

Soit Na le nombre des divisions pour lesquelles k surpasse £p.

D'après ce qui précède,

-l[T-]-[i-]-[i-^]--[-:-]

Mais, dans la Note X, nous avons démontré la relation

[ï-]-G-']-[i-]--[-:-^],

tn ~[ r^^i r**~i r^~i
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On a donc, en moyenne, en négligeant les quantités d'un ordre

inférieur à celui de n,

N,= n
1 i \

â ni \\-^-k 2-+- A;

OU, d'après une formule de la Note XII,

/-'i—x'
N,= w/ dx.J \-x

En particulier :

Ni= 2« \x — p. (1 -f. 3:)\= 2(1 _ ^, 2) ,, = o,62 . n,
2 V S.

Nj^ 5w
8

I
„ ,4 2X-1-11*

X — - p. (x' -+- X + 1 ) arc ts
2-^

1/3 1/3 Jo

= ^' 3--4^.3
21/3

= 0,44.w:

etc., etc.

Observons que, d'après la formule (113) de la Note XÏI, on

peut écrire, en moyenne.

N,.=
kn kn kn

a-i- k b -h k c -i-k

a, 6, c, ... étant tous les diviseurs de n.

Si ^, f^-,
V, ... sont les valeurs de p, pour lesquelles k surpasse e^,

on a, en général.

,m+l p='

^ -\- V -+- •••^ t2 (p

VIII. D'après ce qui précède, le nombre des fractions s, com-

prises entre fc et A; + dk^ est

dk

Si rfNi était constant, c'est-à-dire si les fractions e, rangées

par ordre de grandeur, étaient également espacées dans Tinter-
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valle compris enlre el 1, comme elles le sont dans l'intervalle

compris entre k et k -i- dk, le nombre total de ces fractions

serait

1 i 4 1——-=«
dk {k-^r^f (/£ + 2f (fc+3)

au lieu de n. Le rapport de ce nombre, au nombre n, est ce que

nous appelons, avec M. Berger, densité des quantités s, aux

environs de k. L'expression de cette densité est donc

(/c-Hl)' [k-^^2f {k-^ôf

On voit qu'elle décroît constamment, à mesure que k aug-

mente. En particulier :

Do=-= 1 ,6449..., Di = 4=0,9348..., D,= 1= 0,6449.
6 5 2 6
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NOTE XIX.

I. Soient a, 6, c, ... tous les nombres entiers tels, que

n — flS^ yj — 6-, n — c^, ... soient des carrés parfaits.

En d'autres termes a, b,c, ... sont toutes les valeurs entières

et positives que peuvent prendre x et y, pour satisfaire à l'équa-

tion indéterminée

x' -4- y'^= 71.

Soit

^(n) = /-(a)-+-/-(6)H-Ac)-+-... (U6)

On a

^(1)-^^(2) -t- ^(3)-t- ... -4- ^(«)

= r/(l) + r/(2) + ^3^(5) + .-• -v- r^fif.); '

^^^^^

Tp étant le plus grand nombre entier contenu dans \^n— p^.,

et fx étant la racine du plus grand carré contenu dans n.

En effet, si, dans l'égalité (146), on donne successivement à

n les valeurs 1, 2, 3, ..., n, et si l'on ajoute toutes les égalités

ainsi obtenues, f{p) sera, dans le second membre, pour les

valeurs suivantes de n :

p^ -+- 1, /j^ -+- 4, /?^-4-9, •••, /j* -H m^;

la dernière valeur étant telle que l'on ait

/)' -+- m^ < w < p^ + {m -+- i Y,

ou

et, par suite.

\^ti — p^— 1 <m < y n— p^

m= [l/n— p' j= r^-
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En outre, il est clair que l'on doit s'arrêter au moment où la

quantité placée sous le radical va devenir négative , c'est-à-dire

lorsque p = p.

II. Pour /'{x)= 1, (]; (n) exprime le nombre total des solu-

tions entières et positives de l'équation indéterminée. L'iden-

tité {Ml) devient, dans cette hypothèse,

<p (\) -\- ^ (2) -+-
>f (5) -H . • -t- 4; (w) = ri -<- r.2 -*- n -^ ••• -- r^j,-

Si l'on néglige les quantités d'un ordre inférieur à celui de n, on

peut écrire

di{]) -+- 4^(2) -t- '|>(3)h j- ^(n)^V^«— \-\-V n— J^ + V'n— 9h—

;

car la quantité négligée dans chaque terme étant inférieure à 1,

l'erreur totale est moindre que
f/,

et, par conséquent, de même

ordre que Vn.

''

F|iUFf?UFf!U...-.Ffï
lin, .^ ^ 'JH ^ = /^,)d^

,

lorsque
f/
augmente indéfiniment.

En particulier, pour F (x) =V\— a;2 :

lira

ou bien, en supposant p.= l/n :

l/n — 1 -\- Vn — i-^ Vn— 9 -»- •••

lim
TT

M 4

Donc, asymptotiquement,

13
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d'où, en moyenne,

Par conséquent :

a Le nombre de manières dont on peut décomposer un nombre

entier en une somme de deux carrés, est égal, en moyenne, à ^ .»

Celte proposition concorde avec ce théorème de Jacobi : « Le

nombre des solutions dont il s'agit égale la différence entre le

nombre des diviseurs de w, de la forme V+l, et le nombre

des diviseurs de la forme 4pn-3. »

En effet, x

\ \ \ \ \ _7r
~

3
"^

5
~

7
"^

9
~

ÎT
"*""~ 4'

Si l'on cherche le nombre des solutions de l'équation

a;* '+- y'' = n, on trouve, en suivant pas à pas la même marche,

h{n)^ - n* . / \/i — rr* , dx.
k J

\\\. Plus généralement, si l'on considère l'équation

et si l'on répète les mêmes calculs, on trouve que :

« Le nombre de manières dont on peut décomposer n en une

somme d'une puissance oc""'^ et une puissance p'""^ parfaites, est

égal, en moyenne, à

Cn«^ ; (148)

expression dans laquelle

C = (
- -t- -

J

/ l/l —x^. dx. »

La valeur de C ne doit pas changer par une permutation de

valeurs entre a et 8. Par conséquent,

f V \ — x^. dx = /* V^i — .x« . dx.
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C'est ce qu'il est facile de vérifier par une simple substitution.

On peut, d'ailleurs, mettre C sous une forme symétrique par

rapport à « et p. Cette forme, donnée par la théorie des intégrales

eulériennes, est :

c = ^•
r pi

(3

En particulier, pour a =- [3= /; :

c = i ^'
r /2

Par exemple, si A; = 2

_ 1 \^/ __ 77

~l' r(l) I

IV. On peut encore généraliser, en considérant Téquation

Ax* -+- By^ = w,

A et B étant positifs. Si '^{n) est le nombre des solutions de

cette équation, on peut facilement évaluer la somme

i (I) H- ^ (2) -t- f (5) -H ••• H- j; (n):

A cet effet, ayant attribué à y une valeur déterminée p, l'on

peut donner à x toutes les valeurs entières et positives, telles que

c'est-à-dire telles que

^<\/-
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fW

[^^y^^y[\/ B.^^

OU, asymptoliquement,

^(1) + ^ (2) -4-^3) ^{n)

Or, on sait, par le paragraphe précédent, que la quantité entre

crochets a pour expression asymptotique

Donc, asyraptotiquement,

-* + -

i{\) -4- J.(2) -\- ^(5) -+- - -+- ^(n)=—7-^ / ^l—x^. dx.

et, en moyenne,

Par comparaison avec (148), on voit que, si N et N' sont

respectivement les nombres des solutions des équations

x"^ -i- ii^= n.

on a, en moyenne,

Ax'^ -+- By^ = n,

N
N'= -r~i •

En particulier, pour a= p= 1, on a d'abord N ^ n, puis

N' ^ ^ , formule connue.
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De même, pour a= [3= 2, on trouve que le nombre des

solutions, entières et positives, de l'équation

Ax^ +- By'= n,

est, en moyenne,

41/AB

Par exemple, le nombre des solutions de l'équation x^-{-2y'^=n,

égale, en moyenne, -^. Ce résultai concorde avec un théorème

de Dirichlet, d'après lequel le nombre de solutions est égal à la

moitié de la différence entre le nombre des diviseurs de n, de

la forme 8p- -f- 1, ou 8p. -f- 3, et le nombre des diviseurs de la

forme 8ft +- 5 ou Sfx h- 7. On a, en effet,

1 1 1 i 1 _ TT

V. Soit encore l'équation

Ax^ -t- Bxi/ -t- Ct/^ = w, [a > 0, C > 0, 4AC — B'= ^']

admettant (]'(w) solutions entières et positives. Évaluons la somme

^ (1) -+- ^ (2) -t- 4- (3) -+- h ^ {n).

Pour une valeur déterminée p dey, x doit être tel que l'on ait

*

Ax^ + Bpx -+- Cp^ ~7 n;

relation d'où l'on tire, en vertu des hypothèses ci-dessus,

_ — Bp + i^AAti — p^â^

X y< 2A

Donc

^ 1 )
-+- a-(2) -+- if'(3) + . . . + j;(w) =

r_ 2B + Vkkn — 4c?-~] I

2A

3B -4- Vkkn — 9(?-

2A
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Si l'on néglige les quantités d'un ordre inférieur à celui de n,

on peut écrire

— B -+- V^kAn — â'

^(i)-4- J'(2)-+-^(5)-+--- -4-^{n) = —

— 2B + l/4A« — 4^- — dB -4- ViXn — 96^
-+- -i- -—— — h •••;

2A 2A

car la quantité négligée est de même ordre que \^n. En eflel,

on doit avoir

4An — p'(?'>0,

d'où

= 2l/A .-

Donc

ou

A (1) + 'i (2) H-
'f (3) + ..- -+- I («)^

4A V A 4 V2â W
Donc, en moyenne,

7Z B

' ^ ^ 2r; J2

En résumé :

« Le nombre des solutions, entières et positives, de Véqnation

Ax'^ -+- Bx?/ + C?/'^ = '*^
5

f/a?îs laquelle on suppose À e/ C positifs, el 4AC— h-= è^,est
.

,
, .T B

egrat, en moyenne, a ^ — ,— . »

Par exemple, les nombres des solutions des équations

x^ + xy -4- y- = w , x^ H- ?/2 = fi ^ X - — xy -+- ?/2 = ?<

.
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sont respectivement égaux, en moyenne, à

2*^3 .5 4 2*^3 3

c'est-à-dire, à peu près, à

0,37, 0,79, 1,24.

De même, les nombres des solutions des équations

x^ -H 2xî/ + 2î/^ = n, x^ -i- xy -^ ly^= w, x^ -t- 2j/^ = «,

o;^ '— xy -^ 2?/^= Wj 3;- — 2ary -t- 2?/^= n

sont respectivement égaux, en moyenne, à

4 2 2l^7 7 4l^2 2\/7 7 4 2'

c'est-à-dire, à peu près, à

0,29, 0,45, 0,56, 0,74, 1,29,

etc., etc....

Observons que les nombres moyens des solutions des équa-

tions

Ax^ — Bxy -t- Cy^ = 71,

ont, pour somme, le double du nombre moyen des solutions de

l'équation

De même le nombre moyen des solutions de

kx^ -+- Bx?/ -+- Cî/^ = n

no change pas lorsque AC est constant.

VI. Voici encore un théorème qui se démontre facilement

par les mêmes procédés :

« Le nombre de manières dont on peut décomposer u en une

somme de p carrés est égal, en moyenne, à
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5/ q est le plus grand nombre entier contenu dans | , la valeur

de la constante est

C= -
2 (;,_2)(p-4)(p-6). . . . \2

Ainsi, pour /? = 5, on trouve C =^ . Donc :

« Le nombre de manières dont on peut décomposer n en une

somme de trois carrés est, en moyenne, ^l/^n- *

Pour jo= 4, on trouve C= ^
• [fjl Donc :

« Le nombre de manières dont on peut décomposer n en une

somme de quatre carrés est, en moyenne, -j^n. »

Etc., etc..
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NOTE XX.

I. Nous avons déjà annoncé, pour notre prochain Mémoire,

la résolution de certaines questions dont le lecteur pourra

trouver utile de s'occuper dès maintenant. Nous allons lui

livrer, en partie, les matériaux de notre travail, en faisant une

courte analyse de l'article de M. Mertens : Ueber Vertheilung

der Primzahlen (Crelle, 1878), qui renferme certainement

des idées précieuses, faciles à exploiter, et pouvant conduire à

des résultats différents de ceux que M. Mertens s'était proposé

d'obtenir.

II. 1" Lemme.— a Soit cr(n) la somme des logarithmes népé-

riens de lotis les nombres premiers, non supérieurs à n. On
a o-(n) < 2n. » En effet, si l'on pose

p/(n) = (r(n) -+- (T^n^y + (7\n^) -+- ai^n^) -+- • -,

on peut écrire, d'après M. Tchebycheff [Journal de Liouville,

1" série, t. XVII),

2.{1.2.5...n) = ji(n)-+-:vM + % [rj
"»-%[-

relation d'où l'on déduit aisément

Mais il est clair que

''3j>nï> -\sl>H-6l' H^jy"^-
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Donc

%(«)-%(^)<S-0-2-5...«)-2£.(l.2.D..|

D'après la formule de Stirling, on a

£.(1.2.5 .....)= e.V/2^ + (nH-i)£.n-«
1\ ^

d'où l'on déduit

e.(i.2.ô...»)-2S.('-2.5...:^)=..e.2

-Itn-tVl*
JT 9

2*^ ^ V 2 12n

et G' étant des fractions proprement dites. Par conséquent, si

l'on remplace 9 par d , et 0' par 0,

%w-%(^)<«§.2-^e.»-£V-;

Si n est suffisamment grand, on peut donc écrire

De même, par le changement de n en | :

n\ (n\ n

11 résulte de ces inégalités :

/ 1 1 1 \

c'est-à-dire

%N<2n.

T2«
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Donc, à plus for le raison,

^(w)<2n. (149)

III. 2^ Lemme. — < ia somme y ^-^, datis laquelle p doit

être successivement remplacé par tous les nombres premiers non

supérieurs à n, ne peut différer, du logarithme népérien de n,

par une quantité supérieure à 2. »

On sait que, si l'on décompose le produit 1.2.o...n en facteurs

premiers, le facteur p entre avec un exposant

]
" M " [?\

On a donc

Cela posé, si l'on désigne par m l'exposant de la plus haute

puissance de p, contenue dans n, il est clair que l'on a

n 1 1 \ [\ \ i \

n - -+- — -t- — -+- ••• — m < fip < n - -t- — -V- -^ -+- - •

\p p- p I \p p^ p I

Or, observons que, à cause de

on a aussi

et, par suite,

m ^ -— <m -+-

1

m

Donc

n



( 204
)

Si l'on écrit une égalité semblable pour tous les nombres pre-

miers, non supérieurs à n, et si l'on désigne par B{n) la totalité

de ces nombres, on obtient, par addition,

«,,..,5...„)<,.[2^^-2^/-2=^*-]-

ou bien

G et 6' étant des fractions proprement dites.

On tire de là

n n I2n^

Si l'on examine le calcul de M. Meilens, on y reconnaît aisé-

ment une inexactitude, dans le passage de la page 48 à la page 49.

Elle fait disparaître la fonction 3(>i), qui, naturellement, gène

les développements ultérieurs. En effet, pour se servir de la

dernière égalité, il faudrait admettre la formule empirique de

Legendre

°r (n)= .

^ ^
4^. n— 1,08306

qui donne

& (n) -f. n
lim-lJLV_=i,

n

lorsque n augmente indéfiniment.

M. Mertens prouve, en outre, très simplement, que la quan-

tité entre crochets est mférieure à 1.
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II en résulte

-Ç./>
1 -e'< Iim^4^w-2— 1 <2-e',

ou

tp-0<Um[<.«-2^]<2

D'après ce résultat, on peut écrire, pour les grandes valeurs

de n, l'expression asymptotique

étant une fraction proprement dite.

IV. M. Mertens applique ensuite les égalités (149) et (150) à

la démonstration des formules empiriques de Legendre, qu'il

met sous la forme suivante :

^-=^-^7i-^C-C=:^J^n + 0,261 ...

1 p

1

1

TT ==e^^.w = 1,781 ... ^.

P

Dans ces formules

C =0,5772156649...

C'= 0,3157184520...

On le voit, ces résultats appartiennent essentiellement à la

Théorie des Moyennes, et il doit être possible d'y arriver sans

avoir recours à tous les artifices de calcul que M. Mertens met

en œuvre depuis la page 49 jusqu'à la page 54. Nous n'insis-

terons donc pas davantage sur ce sujet, ayant promis d'y revenir

dans notre deuxième Mémoire, que nous avons l'espoir de faire

paraître bientôt.





EXTRAITS

D'UiNE PREMIÈRE LETTRE A M. CATALAN.

. . En passant à Paris, il y a plus d'un mois, j'ai eu l'honneur

de vous parler de quelques additions que je désirais faire à mou

petit travail sur l'Arithmétique. Une maladie, dont je me relève

à peine, m'a empêché de mettre un peu d'ordre dans mes idées.

Ayant appris, d'autre part, que, par votre bonté, mon travail

est sur le point d'êire imprimé, je me hâte de vous envoyer un

aperçu très succinct de ces idées, que je me promets de déve-

lopper, le plus tôt que je pourrai, dans un deuxième Mémoire,

qui comprendra, en outre, l'exposition d'autres sujets, déjà

annoncés dans le premier. Je vous dirai, en passant, que mes

recherches sur les nombres m'ont peu à peu ramené à l'étude

de certaines questions d'analyse, qui m'ont beaucoup occupé

dans le temps : je traite, en ce moment, par le calcul symbo-

lique, certains produits indéfinis, fort intéressants. Cela dit,

permettez-moi de procéder par ordre :

I. J'ai eu l'idée d'une représentation symbolique des nombres,

mais je ne suis parvenu à rien dans celte voie.

Imaginons que tout nombre entier n soit représenté par une

puissance >j' d'une base invariable >j, les nombres >? et 3c étant

considérés comme entiers, et ri étant, en outre, considéré comme
premier . Le nombre des diviseurs de n sera x -\- \, o.u, asympto-

tiquement, x, c'est-à-dire -75— Ce résultat coïncide avec celui

qui a été obtenu dans la Théorie des Moyennes, si )? = e.



( 208
)

On peut donc dire que, eu moyenne et symboliquement, tout

nombre est une puissance entière du nombre e=2,721 8281 828...,

celui-ci étant considéré comme premier. Malheureusement, cela

n'est vrai que relativement à la fonction (n). Si l'on change de

fonction, la valeur du nombre fondamental >j change aussi. Par

exemple, pour la somme des diviseurs de n, on a

ou, asymptotiquement,

Si l'on compare ce résultat à cet autre

/w = — • n

,

6

obtenu dans la Théorie des Moyennes, on trouve, pour valeur du

nombre fondamental,

>? = — (a peu près 2,55)
t' — 6

Le nombre fondamental correspondant à la fonction 9(n) a la

même valeur : en effet,

^{n)=\\ — -\« = -w;

égalité d'où l'on lire

^ = -1 T'

et ainsi de suite.

11 est déjà remarquable que la valeur de r, soit, pour chaque

fonction, indépendante de n. Mais, pour qu'une représentation

symbolique des nombres soit efficace, il faut, évidemment, que

la valeur du nombre fondamental soit aussi indépendante de la

forme de la fonction. Voilà pourquoi la discordance signalée
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plus haut a fait crouler toutes mes idées. J'ai pensé d'abord qu'en

prenant plusieurs nombres fondamentaux, au lieu d'?/w seul,

c'est-à-dire en concevant tout nombre représenté ainsi :

les nombres ri étant considérés comme premiers, et les nombres x

comme evitiers; on pourrait, à cause de la plus grande latitude

de détermination dont on dispose, obtenir, pour les nombres

fondamentaux, des valeurs variant, avec la forme des fonctions,

entre des limites d'autant plus resserrées que k est plus grand.

J'ai été enfin conduit à penser que, si A; était une fonction de n,

convenablement choisie, et si les nombres >j étaient, non plus

constants, mais dépendant de n par des relations générales,

indépendantes de la forme des fonctions, on pourrait arriver à

la représentation demandée.

Le problème ainsi posé se trouve dans des conditions de

généralité, qui font bien augurer de la possibilité d'une solution.

Cependant, dès le commencement, je me suis heurté à des diffi-

cultés telles que je désespère de la réussite. Ce qui m'encourage

à poursuivre, malgré tout, c'est la conviction qu'une représen-

tation symbolique, moyenne, générale, de tous les nombres, est

possible, et qu'elle peut être utile à l'Arithmétique analytique.

IL J'ai eu souvent l'occasion de rencontrer, dans mes

recherches arithmétiques, l'intégrale définie

'

dont vous me permettrez de dire quelques mots de plus, car j'en

aurai encore besoin dans la suite.

i" Je ferai d'abord remarquer la relation

\

H(x) = H(a; — t) -f--. (1)
X

facile à établir.

14
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2° L'égalité évidente

1 — »^

-(^-?1-t- (?-'/+') -^-(?^-?xH-2\

donne, par l'intégration,

11111
l-f-x 2 2-t-a; o o-t-x

D'après cette expression, H (a;) est une fraction proprement dite,

'pour les valeurs de x comprises entre et 1.

3° Par une transformation simple, la relation (2) donne le

développement de H(x), suivant les puissances croissantes de x.

Ce développement est

H {x) — S^x — Sjo;- + SiX^ — S^x^ -h •-, (3)

en supposant

1 1 1

S = i H j -H 1- ...

2™ 5'" 4"'

Le changement de 9 en 1 — 9, dans l'égalité de définition,

donne cette autre formule :

X 1 X (x — 1) 1 X (x — i)(x — 2)

^ ^
1 2 1.2 5 1.2.3

qu'il est bon de comparer à la formule (3).

4° La relation (2) donne encore

I 1 1

H{x)—H(—x)='2x w
1 — x"^ 4— x"^ 9— x^

Évaluons la somme de la série entre crochets. On a d'abord

1 i x"" x'

X f p p"



( 211 )

Puis

1 I i

i-

\ — X- 4

—

x'^ 9— X
= S,-t-SiX^-*-S,x'+- (5)

Considérons, d'autre part, les nombres de Bernoulli, définis

par l'égalité symbolique

(B -f- l)p — Bp^p.

De cette égalité, on en déduit beaucoup d'autres, parmi les-

quelles je choisirai celle-ci :

(2B -4- l)f— (2B — l)^= 2/),

qui donne

sin[(2B + i)x] — sin[(2B— \) x]= '2x cos x

.

D'ailleurs,

sm [(2B -H 1) a:] — sin [(2B — 1) x] = 2 sin a; . cos (2Ba-).

En égalant ces résultats, on trouve

xcot X = cos (2Ba;).

Développant le second membre, remplaçant x par nx, et

observant que
™ B^ (2^^

S„ = — (— if~ —
' {m pair) (6)

on obtient

7TX COt {tx) = 1—2 [SaX' -+- SiX* -4- SeX" -- •••].

La comparaison avec l'égalité (S) donne enfin la formule

connue :

Puis, substituant dans (4), et en ayant égard à la relation (1),

1 1
H (1 — a;)— H (x)= TT cot (nx) -t- (8)

1 — x X
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Dans mes recherches j'ai besoin de calculer H(^) pour les

valeurs de x comprises entre et 1 : la formule (8) permet de

calculer H(l — x) quand on connaît H(x).

5° Avant d'aller plus loin, je ferai observer que l'égalité (7)

en donne beaucoup d'autres, parmi lesquelles je signalerai les

formules connues :

i_£Ui_î:](,_î!)...=fi:i<:f.', ,9)
\j\ AI \ 9

/

TTX

x-\ I x-\ I x^\ e'^-' — e"^''

La première s'obtient en multipliant les deux membres de

l'égalité (7) par 2x, et en intégrant entre les limites et x. La

formule (10) se déduit de (9) par le changement de x en xl/— 1.

On en déduit aisément que la somme des carrés des produits

m fl m des inverses des nombres naturels est égale à

1.2.5...(2m+ 1)

Cette proposition me guide actuellement dans la recherche

d'une expression nouvelle des nombres de Bernoulli; pour cela,

je me sers aussi de la formule (6)

6° Au moyen de la formule (2), on obtient

h(1).h(?U.
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on peut mettre le second membre de l'égalité ci-dessus sous la

forme H(a) — 2' 2 ^^^^^ '^ somme de la série

1 I \ a—

1

I

"2 a — 1

,

i 1 1 \ a — 1

a -I- 1 a -+- 2 2a — 1 / 2a

1 1 1

2a -+- 1 2a -+- 2 3a — 1 y 3a

Cette somme peut être évaluée de différentes manières (*), parmi

lesquelles je ferai remarquer la suivante :

Soit 2 la somme de la même série, dans laquelle tous les

dénominateurs ont été élevés à la puissance i -»- y. On a

Si 9 est infiniment petit, on peut remplacer -^ par 1 — 9 4^.a,

et l'on peut écrire

T" _ Q f

Faisant tendre 9 vers zéro, et observant que ]im(9Si4.y) = 1,

on trouve enfin

On peut dire aussi que la somme de la série proposée est la

limite vers laquelle tend

H (na) — H (n),

quand n augmente indéfiniment. Or, on sait que

lim [H {n) — jP. n] = C,

C étant la constante d'Euler... Donc

2 = lim [ P. (na) — P. n]= j^. a.

(*) Voir, plus loin, la Note analytique sur les fonctions U et T.
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Par exemple :

1 1 i 1 1

i 1 1 -t- ... = p. 2,
2 5 4 J) G X
12 1 12

1 H 1 1

2 3 4 5 6 <
etc., etc.

En revenant à notre sujet, et en utilisant les derniers résul-

tats, nous voyons que l'on peut écrire

HI-1 + hI-I -4- •• -+- hQ=«[HW-4^.«]. (H)

Si l'on fait augmenter a indéfmiment, on obtient

w
7° Pour finir, je vais montrer la relation qui existe entre les

fonctions H et F. Soit, suivant la notation habituelle,

n

J'ai reconnu que l'on peut écrire

V{\-^x)= Jl

4\x

p=l

Par conséquent, si l'on désigne par y(x) le logarithme népé-

rien de la fonction r(l -h a;), on a

r{x)=^ a:P.(t-+--| — -P.d
3]

Puis, en prenant les dérivées des deux membres

r'(x)=2r^.('--)--^|

(13)
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Si, dans l'égalité (13), on intègre entre et 1, on trouve que

la dernière relation équivaut à celle-ci :

2 -ip-^j^-i'-J
e

1
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ou

i i

r a
4 — i i 1 1

r 2 r 3
1 -t- - 2 -1--

a. a.

r
5 -+- -

a

puis, en ayant égard à (2),

(K) = e^(M) + H -

Faisant r == 1, 2, 3, ...., a, et ajoutant, on trouve

H - -t- H - -4- ... + H

(17)

e[n) = aiG^{n) +- H (a) —

ou, en vertu de (11),

ô(w) = a.e^[n) -H P. a.

Remplaçant 0(rî) par sa valeur moyenne, on trouve d'abord

que l'expression moyenne du nombre des diviseurs de n, divisibles

par a, est

1 I

e«(«) = -4^.w-4--(2C— p.4 (18)

résultat connu. Reportant cette valeur dans (17), on trouve que:

le nombre des diviseurs de n, de la forme «f/ -f- r, a pour expres-

sion moyenne :

1 1 1

$^(n) = - p. 71 H- - (2C — p. a) -f- -
a V a V r

1 / 1 — X^

«^ 1 — X
dx. (4 9)

2" La relation (18) peut se démontrer autrement. Il est clair

que

2 ^M
1

D'autre part

na~
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Donc
^ nx

i i "

na. i a. n
i

Par conséquent, en moyenne,

1

e^ [na] = - 9 {n'y,

a

ou, par le changement de w en ^ :

a \a/ a \ V a /

ce qui ne diffère pas de la forniule (18).

3° Observons que, d'après (2), la fonction H(x) croît constam-

ment avec X. Il en résulte que 0^(n) va en diminuant à mesure

que r augmente, c'est-à-dire que :

Parmi les diviseurs de n, le nombre moyen de ceux qui,

divisés par a, donnent le reste r, est d'autant plus grand que r

est plus petit.

Il y a donc une tendance des nombres entiers à donner de

petits restes, quand on les divise par des nombres plus petits :

c'est ce que nous savions déjà.

4° Remarquons aussi que, d'après les égalités (19) et (8):

La différence entre le nombre des diviseurs d'un nombre entier

qui, divisés par a, donnent, par défaut, le reste r, et le nombre

de ceux qui donnent, par excès, le même reste, a pour expression

moyenne
TT TZr

-cot
a «

Pour montrer un exemple, soit a= 12. On a, en moyenne:

0j — e =— cot 13° = — (2 -t- 1/' 5),
12 12

63 — 69=— col45°=—

,

12 12'

5 _ e, =— col 75"=— (2 — 1/5)
;

12 12^
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donc, par addition,

H- ô, + ô. — 6, - e» — e., = 57:

12'

Ainsi

La différence entre le nombre des diviseurs de n , ayant une

des formes ISfx h- 1, 5, 5, et le nombre des diviseurs ayant une

des formes 12u + 7, 9, H, est égale, en moyenne, à —

.

Cela revient à écrire la formule :

1 1

y il

5^

etc., etc..

IV. 1° Ayant divisé n par 1,2, 3..., n, soii N^ le nombre des

cas où le rapport du reste au diviseur est moindre qu'une cer-

taine fraction k. J'ai trouvé

i
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sauf r, est égale au nombre des cas où la division de n par un

nombre non supérieur à n, donne un reste, dont le rapport au

diviseur est moindre que ^
.

Par exemple :

Ayant divisé n par les notnbres 4,2,3..., n, le nombre des cas

où le reste est inférieur à la moitié du diviseur est égal à la

différence entre le nombre des diviseurs pairs et le nombre des

diviseurs impairs, autres que 1, des 2n premiers nombres

naturels.

De même :

Le nombre des cas où le rapport du reste au diviseur est

moindre que -
, est égal au nombre des diviseurs des 3n premiers

nombres naturels, qui ont la forme 5p., moins le nombre des

diviseurs, autres que 2, qui ont la forme Spu- 2.

Ainsi, soit «= 7. Les 21 premiers nombres naturels admettent

16 diviseurs, de la forme 3p-, et 10 diviseurs, autres que 2, de la

lorme ô{j. +- 2. D'autre part, 7, divisé par 1, 2, 3, 5, 6, 7, donne

des restes dont les rapports aux diviseurs correspondants sont

moindres que ^. Or, 16 — 10= 6.

2° La racine de l'équation

est à peu pi es -;^ : l'erreur est moindre que ^0^00- On a trouvé,

en moyenne,

N,= wH {k).

Donc :

Si l'on divise un grand nombre par tous ceux qui le précèdent,

le nombre des restes moindres que tes -^ des diviseurs corres-

pondants, est presque égal au nombre des autres restes.

5° La formule (8) peut être mise sons la forme suivante:

H f
i + j] _ H

f
i - (?) = TT tg (TTC?)

,'> I \2 /
"^ '

1 — 4^*

On en déduit que : a Quand on divise un nombre n, par un

nombre plus petit, pris au hasard, la probabilité que le rapport
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du reste au diviseur soit compris entre | — § et ^ -h à , se rap-

proche indéfiniment de

à mesure que n augmente. »

Soit, par exemple, 1^= 1. La probabilité que le rapport consi-

déré soit compris entre | et | est

8
T ==0,47492..

5

4° Si l'on différentie, par rapport à à, l'égalité obtenue en

dernier lieu, on trouve que la moyenne arithmétique des den-

sités (*), aux environs de \— ^ et \-\- è est exprimée par

Dl_5-^»i+,
1 -+- 4(?'

2 cos' (tJ) (1 — W)

Par exemple :

4 r 1 TT^ 4 4 r "1
,. 80

9807
r 1 tt' 4 4r -1

., 80
[Do -^ I>J = 6 -2= l'1^49'.

2
[D. -^ D3J =-^-y =0

_ D,+ Ds U=. =0.9547, - D^+ D2 =2t^—— =4,0492

4|' -\ ^^
_ Di -t- D, = -— 4 = 0,9548.
^ L 2 2 J '^

V. 1° Dans mon Mémoire, je n'ai pas assez insisté sur la

dernière partie, dans laquelle j'ai commencé à étudier les solu-

tions entières et positives des équations. Plus tard je reviendrai

sur ce sujet, parce qu'il peut, à lui seul, embrasser toute l'Arilh-

niétique. Ainsi, l'étude des diviseurs de n revient à l'étude des

solutions entières et positives de l'équation xy = n. J'ai étudié

aussi les solutions entières, positives et premières entre elles,

de la même équation. Les nombres premiers avec n et inférieurs

à n, ne sont autres que les solutions entières, positives et pre-

mières entre elles, de l'équation ac h- y = n; etc..

(*) Voir la fin de la Note XVIII.
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Si j'ai assez parlé de ces équations, il n'en a pas été de même
des autres équations, telles que

X^ -4- î/^ = M,

ax' -+- hxy -\- cif = n
;

etc., etc., dont je n'ai cherché que les nombres moyens de

solutions, au lieu d'étudier des fonctions quelconques de ces

solutions. Et même, dans la dernière équation, j'ai supposé

62—4ac<0. Or, il est intéressant d'étudier le cas de 6^—4ac^0,

parce qu'il comprend aussi l'équation xy= n. Je l'ai aisément

ramené à l'étude des diviseurs de n, ayant une forme linéaire

déterminée.

2" Certaines identités, démontrées avec assez de peine dans

mon Mémoire, au moyen de limitations, trouvent une démon-

stration facile et nette par les équations. Ainsi, soit N(w) le

nombre des solutions entières et positives de l'équation

On peut évaluer, de deux manières différentes, la somme
2"N(p) : elle est toujours égale au nombre des couples de valeurs,

entières et positives, de x et y, satisfaisant à la condition

^ (2/
-^- i)^ n-

Or, pour une valeur/) de x, on trouve

n \

^ ^ p 2

Donc, pour x =p,y peut recevoir [--^] valeurs entières et

positives, donnant lieu à un nombre égal de solutions. En faisant

varier p depuis 1, on obtient

2",r, Vn il Vn in Vn 11

i U 2j [2 2j [o 2j

Si, au contraire, on faity= /), on trouve

<
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puis

2>=[ï^]*fe]-[^]
et enfin, par la comparaison des résultats :

"2n"

5

2w" m
Plus généralement, soit l'équation

f'{x, y) = n,

admettant N(w) solutions entières et positives. Supposons que de

f{x,y)^n,
on puisse tirer

11 est clair que

[-f(i)] + [?(2)] + [?{o)\ H- - =[*(i)| + [m] -*-
L^(3)) + •••;

car les deux membres sont deux expressions différentes de

Pour généraliser entièrement, au lieu de considérer le nombre

des solutions, on doit prendre des fonctions quelconques de ces

solutions : on arrive ainsi à l'identité générale, contenue dans

mon Mémoire.

3° L'étude des équations offre aussi de l'intérêt au point de

vue du Calcul intégral, car il y a certains résultats, obtenus sous

forme d'intégrales, et que l'on peut obtenir directement par

l'Arithmétique. De la comparaison peuvent naître des formules

intéressantes. Ainsi , soit l'équation

Si a;==cic,y= (3, est une des N solutions entières et positives

de cette équation, on a

2«^ + 2p^=Nn.
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Or, on a trouvé, en moyenne,

N=--. (20)
4

D'autre part, il est clair que les nombres (3 sont égaux, dans

un certain ordre, aux nombres a.

Donc, en moyenne aussi :

n.

Mais le procédé employé dans mon Mémoire pour trouver

l'égalité (20) donne

2«'= 2wy" x" V\-x\ dx.

11 en résulte

/x^\/ \ — x'^ dx^=— •

16

Plus généralement, si N est le nombre des solutions entières

et positives de l'équation

x'' +- y''= n,

on a trouvé, en moyenne,

N= ^w^ fVi —x'.dx.

Par conséquent

2 a.'' = - Nw := - n* f i/l — X* . dx.
2 k •/

D'autre part, en suivant le procédé ordinaire, on trouve

S 01.''= . ^^ f x''V\ — x''.dx.
/C

Enfin, par comparaison

x''\/l — x''.dx =- / \/i — x''.dx.
A; -H 2 ./
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Certes, ces résultats n'ont rien de bien étonnant. Mais veuillez

observer qu'ils ont été obtenus sans le secours du Calcul inté-

gral, par la seule force des propriétés des nombres. Ces résultats,

insignifiants par eux-mêmes, décèlent donc, pour ainsi dire, une

voie secrète, inconnue, conduisant de l'Arithmétique au Calcul

intégral, et pouvant, par conséquent, être utile aux deux sciences.

Elle peut surtout être utile à l'arithmétique, car nul ne mécon-

naîtra que, si cette science n'a pas fait de grands progrès jus-

qu'aujourd'hui, c'est surtout à cause de la discontinuité que l'on

observe dans la variation des quantités dont elle s'occupe. Il

s'agit d'écarter cet obstacle, soit en employant un calcul symbo-

lique, basé sur une représentation symbolique de tous les nom-

bres, au moyen de nombres premiers fictifs, de forme invariable;

soit en donnant une plus large acception, réelle ou fictive,

d'abord à l'idée de diviseurs, nombres premiers, premiers entre

eux, etc., etc., puis à la signification même des différentes

fonctions arithmétiques, de manière à pouvoir étendre les calculs

arithmétiques aux nombres fractionnaires, aux incommensu-

rables, et même aux imaginaires; soit en cherchant celte liaison,

de nature inconnue, par laquelle nous voyons l'Arithmétique, la

science des quantités à variation discontinue, se rattacher au

Calcul intégral, qui possède, au contraire, au plus haut degré,

ces qualités, dont nous déplorons l'absence dans l'Arithmétique.

Quoi qu'il en soit, je me vois forcé d'abandonner à des intelli-

gences mieux douées la résolution de ce grand problème, que je

viens de poser en principe, bien désespéré de ne pouvoir le

résoudre. Mais je crois qu'il faut, dans ces sortes de questions,

laisser d'abord au temps le soin de les mûrir.

VI. Un autre fait, digne d'attention, est cette persistance des

intégrales euleriennes à se présenter dans les calculs arithmé-

tiques. Dans la dernière égalité encore, les deux intégrales

définies pouvaient être ramenées à

1r \

ri
kl 45
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Voici les valeurs de deux intégrales définies, trouvées par

l'Arithmétique :

"°°sin Xf
/;

X 2

x(]x r(.-2)

% (e'-4-e-")(e-^— e-^") 32

Je vous ai déjà présenté le dernier résultat, et je crois me

rappeler que vous ne l'avez pas trouvé dans le répertoire de

Bierens de Haan

A propos d'intégrales, j'ai oublié de vous parler de la manière

dont je me sers de la fonction H, pour trouver les valeurs de

quelques intégrales définies. J'avais d'abord posé

H(a;V^^I~l) = H,(x)+ V —\.\{^[x\

en me proposant d'étudier les fonctions Hj elHg. De l'égalité de

définition

J ' — ?

on déduit aisément
r^ sin(x P. «)

.

D'autre part, au moyen de (5), on trouve

HJx) = 1 TtX

En comparanl ces résultats, on obtient, après quelques trans-

formations simples :

/
sin y \

dx = -
2 2

1 — e'

1 TX

J'ai entrepris une étude analogue sur l'intégrale

H-)-J\ df.
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laquelle peut se développer sous les deux formes suivantes :1111
K(rr)=

l-t-o: 3-f-a: 5-t-x 7-i-a;

K(a^) =Si — s^x •+- «sX^ — SiX-' -+-•••;

pourvu que l'on pose

i i i

5 7

On peut aussi écrire

K{x)=f^{isfrdf.

Celte fonction jouit de propriétés analogues à celles de la

fonction H. D'abord,

i

K(a;-+- ^)^-K(x— 1) = -;

puis

r TTX
K(x)+K(— a:) = -séc—

,

etc., etc.

Pour établir la dernière relation, il suffît de démontrer que

2 i fi

v:
,
nx

Si + SzX -+- SkX^ -«- SnX^ -4- ••.==- sec —

,

5 7

4 2

et l'on y arrive très aisément au moyen des relations symbo-

liques

séc X = cos (Ex),

(— 1) ^ /7rE\'"-^ TT

dans lesquelles les nombres E sont les Nombres d'Euler, définis

par l'égalité symbolique

(E + l)''-4- (E— iy'= o.

Si l'on pose

K(x V^) = Ki(x) -f- l/^ . K2(x),

l'égalité de définition donne

*cos(x 4^. f)
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tandis que, par le développement de K(oc) suivant les puissances

croissantes de x, on obtient

TT I

\Ux) =
e ^ H- e '''

La comparaison donne, après quelques changements :

COS V

f 1
f/y

et ainsi de suite.

L'intégration de K(ac) donne lieu à une nouvelle fonction, qui

possède des propriétés analogues à celles de la fonction y. Je ne

vous en dirai pas davantage sur un sujet que je viens seulement

d'entamer. D'ailleurs, mon intention était seulement de vous

faire une rapide esquisse des idées que je compte développer

plus tard, si j'en ai le temps et la force. Je finis donc; mais

avant de fermer cette lettre, permettez-moi d'énoncer encore

quelques propositions, très faciles à démontrer, et que je vous

prie de joindre aux autres de la théorie des moyennes :

1° Si a, b, c.,., sont tons les diviseurs d'un nombre entier, on

a, en moyenne :

1

sin ka -i- sin kb -t- sin kc +• •• =-{t — k).

2
^

2° On a aussi, en moyenne :

a h c \

a'—k' b' — k^ e— k^ W
b c ia

a" k^ e -f. le n'

\ — nk COt {nk) ,

vk r—

1

3° Soient a', b', c'..., et a", b", c"..., les diviseurs de n, ayant

respectivement les formes Aif. -h 1 et â^M-hô. On a, en moyenne :

2\ VI
'' n ^ Trk— > ;
—

-= - sec —

,

(kV ^ (kV 4 2

2kV '^ (kV 2 ^
1+1- 1 +-77 e'-e

al \a



( 229 )

4° Le nombre des solutions, entières et positives, de l'équation

UiXi +- a^x.i +- a^Xs + ••-+- a^x^= w,

est égal, en moyenne, à

a^a^az — a,, 1.2,3.... (A— i)

5° Soit N^(k) la somme moyenne des puissances p*""" de toutes les

valeurs, entières et positives, que peut prendre x, dans Véquation

X'' -+- y'' :=: n.

On a :

1 \kl \ k I p±l

Corollaires, a)

N*_.(/c)=—^-.

Par exemple : k

No(2) = -= 0,785..., N, (4) = = 0,^71...
4 16

2t\/? ^
Ni 3 = • = 0,405..., Nf (G) =_ = 0,174...IV y

27 ^18
6) Si l'on considère l'équalion

x'- -+- y = n

,

on a

1.3.5... f2p— 1) 7r7i" 2.4.6...2p n^-i
^'"^'^^

2.4.6...2;.~'T' ^""-*^"^^^1.5.5...(2p-1)*'^'

Par exemple :

No (2) = y ==0,785..., Ni(2) = -l/w=l/w.0,500...

Nî (2) = - n = « . 0,392..., N, (2) = - n \/n= n Vn. 0,333...
8 3

Ssr 4 y y—
Ni (2) = ~n^= n\ 0,294..., N^ (2) =— n'Kn = wVn . 0,266...

5t 8 - -
Ne (2) = — n^ = n' . 0,245..., N^ (2)=— w^ Vn = nVn . 0,228...

64 35
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e) Pour les grandes valeurs de p, on peut écrire

6° Deux nombres entiers quelconques possèdent, en moyenne,

Ç diviseurs communs.
b

7° La somme moyenne des diviseurs communs, de deux nom-

bres entiers quelconques, est égale au demi-logarithme népérien

du produit de ces nombres, augmenté de 2C — -jî -r- 5*

Si l'on représente par (a, 6) le plus grand commun diviseur

de a et 6, les deux dernières propositions peuvent s'exprimer

par les égalités moyennes

e{a ,b) = i ,6449
;
/{a ,b) = ^ l/^ -t- 0,8320.

8° L'avant-dernière proposition peut être ainsi généralisée :

La somme des inverses des m""" puissances des diviseurs

communs, de deux nombres entiers quelconques, est égale, en

moyenne, à
1 1 \

A I . I - . I , . I
, , ,

^v.^i 5,»H-2 4m+2

On trouve une foule de propositions analogues, en faisant

usage des identités de la Note VIII

Torre Annunziata, 20 mai 1882.

Ernest CESARO.



EXTRAITS

D'UNE SECONDE LETTRE A M. CATALAN.

... Je profite de ce que mon Mémoire n'est pas encore publié,

pour ajouter d'autres remarques sur quelques-unes des questions

qu'il contient.

J'ai démontré que :

Si l'on désigne par Ap la moyenne arithmétique des puissances
p*ine. ^g toutes les fractions irréductibles, à dénominateur n,

inférieures à l'unité, on a, symboliquement :

A" = {i —xy. (1)

Il est facile d'interpréter cette égalité. A cet effet, observons

que, si l'on prend les différences successives des termes de la

série :

A,„ A„ A-:, A,, A^, ... (2)

en retranchant chaque terme de celui qui le précède, on peut

écrire, symboliquement,

A" (Ao) = (1 - A)".

Par suite, d'après {\),

A" (Ao) = A,. (5)

Donc :

< Les termes de la série (2) sont les différences successrves du

premier d'entre eux. »
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On démontre facilement que l'égalité (i) entraîne régalilé

symbolique, plus générale :

/(A) = A1-A).

En particulier, pour

f\x)= x^ (1 — xy,

on obtient

A"('l — A)'= A«(1 —A)".

Or, d'après les formules du Calcul des différences, on a, sym-

boliquement :

A" (A,) = A' (i — A)", A" (A„) = A" (1 — A)"
;

donc

A"(A,)= AMA,).

Pour q= 0, on retrouve (5). Ainsi :

« Dans la série (2), la p™' différence du (q + i)'"" terme

égale la q*"* différence du (p H- 1)*"^ terme ».

Comme exemple, considérons les fractions irréductibles :

1 3 7 9

TÔ' TÔ' ÏÔ' TÔ'

On a:

1 + 1-4-1+4=4, Ao = l,

13 7 9
1 \ 1 r=2,

10 10 10 10

1 9 49 81 _ 7

1ÔÔ'^ÏÔ0'^TÔÔ"^1ÔÔ~5'

1 27 543 729 11

1000 1000 1000 1000 10

1 81 2401 6361 2261
-+-
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7

7
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Il en est de même de la progression géomélrique

1111
1 , — > — ' — ) — >

2 4 8 16

Le tableau relatif à cette série est bien simple
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relation d'où l'on tire :

1 11 17
A. = -, A. = --, A,= -. A, = --, ..•

Ces nombres ne sont autres que ceux qui sont définis par

l'égalité symbolique

(A — l)p-t- A'' = 0,

avec la condition initiale Aq = 1- Leurs valeurs absolues sont

celles que prennent les dérivées successives de tg |, pour a;=0,

car on démontre facilement la relation symbolique

On a aussi

X
tg-= sin(Ax). (4)

2 (9P+1 — i
)

Ap= r— Bp-i-i ,

» -+- 1

formule qui se prête mieux au calcul des nombres A, du moment

que l'on connaît les valeurs des nombres de BernouUi.

Enfin, voici le tableau des difîérences successives des nom-

bres A :

1 _ —

-

- •-

2 4 2 8

1 11 1 1 1 17

2 2 4 ~4 ~2 2 8111 13
- - - ~1 -—
4 2 4 81115 5

~4 ~4 4 4 815
-- -. - ...

1 1 13

2 2 ~ 8

II ...

8

17___
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Il est nécessaire que je donne quelques éclaircissements sur

la manière de trouver, parmi les séries représentées par (1),

celles qui satisfont à certaines conditions. L'égalité (1) donne

sin [Âx] — siri [(1 — A) x] = 0,

d'où

X X
sin - cos (Ax)= cos - sin (Ax).

Si l'on veut que

Aj = 2 , Aj = Aij= A7 = ••• = U,

on voit d'abord que ces conditions se résument en celle-ci :

sin [Ax] = -
;

puis, la relation trouvée plus haut devient

X X
- cot-= coslAx).
2 2^^

Ces nombres sont donc les Nombres de Bernoulli.

Si, au contraire, on veut que

A2= Aj =A6= ••• =0,

on a d'abord

cos {Ax} = \;

puis :

... J'attache de l'importance aux nombres A, définis en dernier

lieu, à cause de la formule conventionnelle

i
1^— 2"-+- 5''— 4^-+- •• =-A^, (5)
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qui comprend, comme cas particuliers, les célèbres égalités

absurdes :

i

i — 1-hI — l-t-.. = -, (Lacroix)

\

1 —2-+- 5— 4 -H •••=-, (Id.)

4

t_4 + 9_10 -H ..-= 0, (Simonof)

etc., eic.

Vous ne voudriez plus reconnaître, en moi, un de vos élèves,

si je soutenais de pareilles absurdités; et vous auriez raison.

Mais, pour moi, la formule (5) n'est qu'une formule de con-

venlion .c'csl un pur algorithme, elle n'est qu'un outil, dont je me
sers, avec assez de succès, dans l'étude de certaines séries. A ce

titre, les formules analogues à (5), pourvu qu'on en use avec cir-

conspection, et en respectant certaines règles, préalablement

établies; ces formules, dis-je, quoique fausses, peuvent servir de

base à une théorie, qui ne serait pas plus absurde que la théorie

des Imaginaires.

il est bien remarquable que les théories les plus fécondes

sont précisément celles où, pour abréger le chemin de la pensée,

on fait usage de ces idées de convention, en ayant soin

d'écarter, dans le cours des recherches, tout ce qui peut donner

lieu à une fausse interprétation des mêmes idées. Il en est ainsi de

la théorie des imaginaires et du calcul symbolique, lesquels, mal

interprétés, peuvent conduire à des résultats faux, el, quelquefois,

aux paradoxes les plus étonnants; tandis que, si l'on a soin de

tenir toujours présent le caractère purement conventionnel du

point de départ, en ne faisant point un pas de plus, qui ne soit

consenti parles conventions initiales, on arrive aux résultats les

plus inattendus, par des moyens admirables de simplicité et

d'élégance.

J'espère pouvoir bientôt soumettre, à votre appréciation,

quelques formules exactes, obtenues au moyen de l'égalité

absurde (5) Mais ce que je me propose surtout de faire, c'est de

réunir, en un corps de théorie, les conditions moyennant les-
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quelles on peut se servir, en toute rigueur, de Tégalité (5), et des

autres égalités conventionnelles qui s'en déduisent.

Parmi ces dernières, je citerai d'abord la relation de Poisson :

cos f
— ces 2y -+- cos 3y — cos 4y h- ••• = i,

que l'on obtient immédiatement, si l'on observe que le premier

membre peut se mettre sous la forme

- An — As 1- A4 Ae 1- •• h
2 L 1-2 1.2.3.4 i .2.3.4.5.6 J

et que l'on a

Ao=l, A, = A4= Afi=.-. = 0.

On a aussi, toujours au même titre,

1 fsm f
— sm 2y h- sin 3^ — sin 45? -+- ••. = - tg -»

ce que l'on vérifie immédiatement, au moyen de la relation (4).

Toutes ces absurdités sont contenues dans la relation générale

f{x) - /(2x) -4- f{5x) - /(4x) + . .. = t / (Ax).

Voici une autre source d'absurdités:

f{x) - /-(Sx) + f{5x] - filx) + - = i /-(Ex)
;

d'où découlent les relations :

i" — ô" -t- '6>' — IP -^- .-. = i Ep

,

sin f
— sin ùf -+ sin Sy — sin 7y -+- ••• = 0,

cos y — cos ùf -+- cos 5p — cos 7» -t- ••. = i séc f

.

etc., etc..

Je laisse, à ces égalités, le nom d'absurdités :

i" Pour qu'on ne méconnaisse pas mes idées
;

2° Pour que les personnes qui se serviront de ces relations

soient averties, et ne leur attribuent pas une signilication qu'elles

n'ont pas, qu'elles ne peuvent avoir
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... Enfin, quand on parle des séries représentées par (1), il

ne convient pas d'oublier la série des nombres définis par l'éga-

lité

1 2 3 P -*- ^
,

avec la condition initiale Aq= 1. On trouve :

i M 7 2M7
Al =-5 Ai =— 5 As^— > Ai = '

•••'2 24 16 5 760

Ces nombres entrent dans l'égalité symbolique remarquable

''-^)'=r^- <«'

Ainsi :

2 24 16 5 760 ]

Voici quelques remarques, relatives à ces nombres :

i" Si, dans (6), on change x en — 7^» on trouve

{\^xy=
1 -t- (1 — A)a;

Comparant ce résultat à l'égalité (6), on a la preuve que la

relation (1) est vérifiée, comme on le voit, d'ailleurs, dans le

tableau suivant :

4
4
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2° Ces nombres A sont surtout importants parce qu'ils se

présentent dans l'évaluation de la somme S„,j„, des produits pkp
des n premiers nombres naturels.

Le tableau suivant :

i

2, 5

6, 20, 45

24, 130, 210. 105

120, 924, 2 380, 2 520, 945

720, 7 308, 26 432, 44 100, 34 650, 10 395

est construit ainsi :

Ayant les p nombres

a, 6, c, ..., r, s,

de la p^'"" horizontale, je forme d'abord les nombres

a, a +- 6, 6 -H c, ..., r h- s, s,

et je les multiplie, respectivement, par

p-t-l,p-*^2, pH-3, ..., 2p, 2p -t- 1;

ce qui me donne les p h- 1 nombres de l'horizontale suivante.

En d'autres termes :

Si >„,p est le m^"" terme de la p^'"* horizontale, la loi de forma-

tion est

im,p+ 1= (m -H p) [A„,p -+- K-i.p] (7)

pourvu que l'on suppose ^„,,p= 0, si m est inférieur à 1, ou

supérieur à p.

En particulier :

Aj,p= l .2.3. ...p

ri 1 1
)lj„=l .2.3....(»-Hl) -H- - -j- -

1

1 .3.5.... (2p— I).

10
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Cela posé, on a :

1.2.5. ...(p -4- 1) 1.2.3. ..(/) -4-2) 1.2.3....2p

Par exemple :

6 20 15 7
A,

1.2.3.4 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6 16

5° Les nombres l jouissent de plusieurs propriétés remar-

quables, telles que les suivantes : •

i,,p — 2A2,p -+- 3^3,,, — 4a,,p -h ... ± pA^,, =±
1

2^+*— (p -t-,2)l;

^l,p ^2, p—i "+" ^3,p-2 ^i.p—Z 4- ••• = p

\p -*- ^2,p-l "+- \p-i "*" ^i
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4° On a

formule facile à obtenir, au moyen de l'égalité évidente:

^n,p ^"^ ^n - l,p "*~ ^^n - l,p— I.

On doit supposer C„,p= 0, pour p > w. Au lieu de (8), on

peut écrire, symboliquement :

à condition de remplacer, après développement, >.'' par \p.

En particulier :

^ «, 2 =^ ^*^n+ 1, 3
~^~

'î'-'n + i,4,

S„,3 == 6C„+ 1,4 -4- 20C„^i,5 -^ '15C„4.i,6,

S„,4 = 24C„ + ,,5-i-150C„ + ,,6 ^- 210C„+,,7+105C„ + ,,8,

5° D'après la formule (8), on peut poser

La formule (8) permet de trouver les valeurs des coefïi

cients M. En particulier,

i

2.4.6 ...2p

Les expressions de M^, M2, M3, ... sont de plus en plus com-

pliquées. J'ai désigné, par une lettre spéciale, le coefficient de «,

parce que ce coefficient est particulièrement intéressant. Les

nombres w jouent, dans cette théorie, le même rôle que les

nombres de Bernoulli dans la sommation des puissances sem-

blables des n premiers nombres naturels. On peut les définir

par l'égalité symbolique

t

P
d'où l'on déduit

p
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6° On peut aussi exprimer les nombres w, au moyen des

nombres X, par la relation

H,p ^%p ^5,p _, Vp

Elle donne, successivement :

«1 = i 5 u;, = 035 = W7= 0)9 = • • • = 0,

I 1 ^ _ ^

"*^~TÏ' "^^îiÔ' "^^~25i' "*'^24Ô''"

7° Sî p surpasse i, on a la formule

dans laquelle r peut prendre les valeurs 4 , 2, 5, ... p — i.

Pour 7'= 1 :

(9)

co„= (_i)i' + '

•^4 .1 _ I ^9 .•1
. p - I ^i,p- t

p-t-l)(p4-2) (p-h2)(p-+-ô)
(

Pour r= p— 1 :

Donc :

-H...±
_(/>-+- 1)(p-t- 2) (jo-+-2)(p-t-5) (2p—

2p-l).2j.J

Ap.-<.p-i
"

I

2p— 1 ).2pJ

"P= (-'I)V

Conséquemment, si p es/ impair, différent rfe 1, on a &>p= 0.

8° Dans ce qui précède, mon intention a été principalement

de réunir les éléments nécessaires pour entreprendre une étude,

plus approfondie, de la somme S„,p. Mais je ne me livrerai pas à

celte étude avant d'avoir pris connaissance de ce qui a été fait

sur le même sujet, notamment par MM. Laguerre et Le Paige,

dont vous avez bien voulu m'indiquer les travaux. J'ajouterai

seulement que ces recherches m'ont conduit à quelques expres-

sions nouvelles des nombres de Bernoulli, indépendamment de
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celle qui résulte de la formule (9). Ainsi, supposant 2p décom-

posé en p nombres entiers, de toutes les manières possibles, soit

a -4- 6 -»- c -4- • • • -f- /= 2/ï

une- des solutions, et désignons par (a, 6, c, ... /) le nombre des

permutations de 2p objets, parmi lesquels il y en a a identiques

entre eux, 6 identiques entre eux, etc., etc.. En d'autres termes,

posons, pour abréger :

1.2.3... 2»
(a, h, c, .... l) =

t .2.5...a.l.2.3...6... 1.2.5.../

La somme de tons les nombres tels que (a, b, c, ... I), chacvn

d'eux étant multiplié par un nombre entier convenable, affecté

du signe -f- ou du signe — , suivant que le nombre des objets

non répétée est pair ou impair, égale (p h- 1
) (p -+- 2) (p h- 5) ...

2p. Bp.

La somme des multiplicateurs des quantités {a,b,c, ... /), qui

renferment m (ois l'unité, est égale à C^ „ ,,™ , comme on peut le

voir ci-après :

2B, = (2),

5.4B2 = (2,2)-(l,o),

4.0 6 B3= (2,2,2) -2(1,2,3) -4- (1,1,4),

5.6.7.8B,= (2,2,2,2)-3(l,2,2,-3)-f-jf|''/:Y'V(''^'^'S)'

6.7.8.9.10B,= (2, 2. 2,2, 2,) -4(1,2,2,2,0) ^-
j g^J^ ^^ ^'J'^ ^j î

_(2(l,l,l,2,5))
'

' '

^

etc., etc..

Cette propriété montre que (p -i- 1
) (p -+- 2) (p -h 5) ... 2p. Bp

est un nombre entier; ce qui résulte d'ailleurs immédiatement

dn Théorème de Staudt et Clausen.

Le coefficient de (a, b, c, ..., I) est égal au nombre des permu-

tations des nombres a, b, c, .... I, différents de l'unité.

Ainsi, dans l'expression de B^, le coefficient de (1,1,2, 2, 4)
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est égal au nombre des permutations des nombres 2, 2, 4, c'est-

à-dire

1.2.3—— =3.
1.2.1

On peut énoncer ces propriétés un peu différemment, en

résolvant Téquation

Xi -+- X2 •+ Xj -4- • •
. Xp = 2/),

d'une manière particulière.

On a toujours la solution

la seule qui ne contienne pas, pour les inconnues, de valeurs

égales à l'unité. On pose ensuite x^ = l, et l'on doit résoudre

l'équation

^2 -+- X; -+- Xl -+-••• -4- Xp= 2p 1
,

en nombres entiers, supérieurs à 1, de toutes les manières

possibles, ce qui donne Cp__j, , solutions.

Puis, ayant posé x^ = xg= 1 , on doit résoudre, de la même

manière, l'équation

X3 Xi -4- Xj -+ ••- -1- Xp :^ ;ip — 2,

donnant C^_, 2 solutions.

En général, ayant posé

X, = X2 = X3 = •• =^ Xi = 1

,

on doit résoudre l'équation

^i+i -*' Xi+2 -+- ^k+'o -^ -+- x^= 2p — A;

en nombres entiers, supérieurs à 1, de toutes les manières pos-

sibles; ce qui donne Cp_i,A solutions.

En opérant de la sorte, on trouve donc un nombre total de

solutions, exprimé par

1 ,- C,_,,, +€,_,,-+- Cp_,,3+.. -+-C, ,,p_, = 2''-'.
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Soit

une quelconque de ces solutions. On a

(p + 1 ) (p -H 2) (p ^ 3) ... 2p .
B, = 2 ^ (^' ^' ^' - ' ^) =

on doit prendre le signe -+ , ou le signe — , suivant que le

nombre des quantités a, b, c, ..., I, égales à l'unité, est pair ou

impair. Par exemple :

8 = 2 -+- 2 -V 2 -h 2, (2, 2, 2, 2) = 2 520,

8 = 1-+-2-4-2^3, {1, 2,2, 3) = 1 680

8 = 1 -H 2 -+- 3 H- 2

,

(1 , 2, 3, 2)= 1 680
J
-= 5 040,

8= 1 -H 3 -f- 2-1- 2, (J, 3, 2,2)= 4 680

8 = 1 -H 1 -H 2 -+- 4 , (1,1,2,4)= 840

8 = 1 + 1 -+- 3 + 3, (1, I, 3,3) = n20
J
=2 800,

8 = 1 -+- I -t-4 + 2, (1,1,4,2)= 840

8 = 1 -+- 1 -+- I -t- 5, (1,1,1,6)= 336.

Puis

5.6.7.8Bi = 2 520 — 5 040 -H 2 800 — 336 = — 56,

d'où

I

' 30'

ce qui est exact.

On peut encore transformer l'énoncé précédent. Dans le déve-

loppement de

(a, -H «2 -H «s -*- •• • -*- Qpf''

4 . 2 . 5 ... 2p
'

considérons les coefficients des termes qui contiennent, à la fois,

toutes les lettres a. Soit m le nombre des lettres qui entrent

à la première puissance dans un de ces termes, et multiplions le

coefficient correspondant par q^"'
. La somme de tous les pro-

duits analogues est

\ .2.3...P*



( 248
)

Ainsi, pour trouver la valeur de 63, prenons le développement

(a -+-6)* _a* a% a^b'^ aU' 6*

1.2.3.4^24 '^~6'"*"^'^"6"*"24'

et considérons seulement les coefficients

1 1 1

6' 4' 6'

que nous multiplions respectivement par

1 1 1

^2,1 *J2,0 ^2,1

ce qui donne
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Par exemple, pour n= 2, on trouve d'abord

i i i 12 2
fJp)= 1 1 1— -i = -H(p) ,'^^' l.(p—1) 2(p—2) 3(p—3) {p—i)-i p p^

puis

H(l) H (2) H (3) /Il
^

- ^ ^ 2 1 -f-- -H — + ..=2,4041 4...14 9 V 8 27

On a aussi :

fnin)
.

fr,{n*-\) /:(n-H2)
H 1 -H ••• = 1 .2.3. . n,

w-hI w-h;2 w-j-o

Ces fonctions f se rattachent à la recherche de la soname des

produits, p à p, des n premiers nombres naturels. On a, en effet :

S„^p_,,p= (n-h1) (W-+-2) ... (n-+-p)/;,(n-f-p),

/;(p-Hi) A{p-^2) /;(p--3}

\ 1 1.2 1.2.3

etc., etc..

Ces formules, et beaucoup d'autres, se déduisent facilement

de la proposition suivante :

« Se

Xi = di, ir2 = Oj , Xz = tt^t • • x^ = a„

,

est une quelconque des solutions entières, supérieures à \, de

l'équation

Xi -+ Xa -+- Xj -^ ... x„ = n -H p,

on o ;

1

>^«,p = (« -t- 1) (w -t- 2) (n H- 3) ••• (n -+-
p) ^ a^ajas... a„

... Si Aj, est la moyenne arithmétique des puissances p^"*" des

nombres

n — iii îi — Wj n— ÎY3 w — î/„

"In In ' '2?ï
'

' 2n '

n -t- ?/, n -<- «2 w -i- 1/3 n -+- M„

2w ' -2n ^ "In
' 2«
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il est clair que les nombres A satisfont à la relation (1), quelle

que soit la série

Si n augmente indéfiniment, on voit qu'une certaine série, illi-

mitée, de nombres u, donne naissance à une certaine série de

nombres A. C'est ainsi que les séries

0, 0, 0, 0, 0, 0, ...

1, 2, 3, 4, S, 6, ...

1
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Par exemple :

1 \

1

i

1

= 1.

... M. Laisant avait proposé, dans la Nouvelle Correspondance

mathématique, la question suivante :

« Démontrer que le chiffre des dizaines de mille d'une puis-

sance quelconque de 5, ne peut être ni un 3, ni un 8. »

En la résolvant, je suis parvenu à la généralisation suivante :

a Si k a la forme 4fx -i- 1, parmi les chiffres de rang k, des

puissances successives de 5, les chiffres 'ô et S se trouvent en

plus petit nombre que les autres. »

Par exemple, parmi les 640 chiffres de rang 9 (centaines de

millions), de 640 puissances successives de 5, chacun des

chiffres 3 et 8, se trouve 60 fois, tandis que chacun des huit

autres chiffres s'y trouve 6o fois. « La probabilité que le chiffre

occupant le rang k , dans 5*", soit 3 , est

_ 1 / _ I

pourvu que k ait la forme 4f/ -h 1 . La probabilité est la même

pour le chiffre 8. »

En particulier :

conformément au théorème de M. Laisant.

Ces propositions découlent d'une proposition plus détaillée et

plus générale, publiée dans le même journal :

« Les chiffres de rang k, dans les puissances successives d'un

nombre quelconque, se reproduisent périodiquement. Pour les

puissances de 5, si k surpasse 2, la période se compose de 2*~^

termes, dont la somme est le double de 9 .
2*~* — 1 . Dans cette

période, un même chiffre se trouve ^
(2*~' -F q?) fois, cp ayante
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pour chaque chiffre, des valeurs différentes, suivant la forme

de k, comme l'indique le tableau suivant :

CHIFFRES.



SUR UNE IDENTITÉ GÉNÉRALE.

I. n étant un nombre entier donnée soit

Si l'on observe que les quantités

-Q"*(-:r*(-j--^

1-2 n

n n n n

peuvent être groupées deux à deux, de manière que la somme
des termes de chaque groupe soit 1, on voit immédiatement que

la suite sq, sj, «2, «s, ... appartient à cette classe de séries dont

nous avons passé en revue les exemples les plus remarquables

dans notre Seconde Lettre. En d'autres termes, on peut écrire

symboliquement

f{s)= f\\-s). (1)

En particulier, pour f{x)==x'^[\ — x)^'^\ on a,

OU bien

s«(l _ S)a(l _2s) = 0. (2)

il. Pour a= 1, la relation (2) devient

Si — 5s2 -+- iss = 0.

Or, nous avons démontré, dans la Note X, que cette relation

subsiste quand on adopte, pour 6,„, la signification que lui donne

l'égalité suivante :

(?p étant le plus grand diviseur commun à w et à p. D'après

cela, on peut écrire

2 ^(^ — P) (^ — 2/>) Wp) = 0.
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III. Pour a= 2, 5, 4,..., la relation (2) donne

s^ — 4.s'3 + 5*4 — 2Sis =
«3— Ssi -f- 9sg — 7*6 -f- 2^7 =
Si — 6S5 H- 1 isg — 1 6S7 -+- 9^8 — 2*9 =

On peut continuer à conserver, aux quantités s, la signifi-

cation qui leur est donnée par (3). On peut donc écrire, en

général,

2 p^ {n - pr (n — 2p) F{â^) = 0.

p=i - .

IV. Plus généralement encore, d'après (i),

l'[/'(p)-A«-p)]F^^^p) = o,

pourvu que f{n) = f{0). Mais cette identité, bien évidente, vient

détruire tout ce qu'il paraissait y avoir de curieux dans cer-

taines formules de la Note X. On voit, en effet, que ces formules

ne sont, pour ainsi dire, que des travestissements de l'identité

d^= d„_p. Cependant, pour être évidentes, il n'est pas dit

qu'elles soient inutiles, surtout au point de vue de la théorie

des moyennes. C'est pourquoi nous croyons pouvoir les laisser

dans nos notes.

V. Il est bien simple de démontrer l'égalité (1), dans le cas

général où

les nombres u étant tels que Wp h- y„_p= 1 , pour les valeurs

0, 1,2, 5 w, de p.

On peut écrire

OU bien, symboliquement,

d'où l'on déduit (1) par le théorème de Taylor.



FORMULE DE THAGKER.

1. 1. a, (î, y,... étant les nombres premiers avec N, et non

supérieurs à ce nombre, posons

-F„,(a;) ^ !" -h 2'" -h o'" -h — -h x'".

D'après un raisonnement connu, si u, v, iv,... sont les diviseurs

premiers de N, autres que 1, on peut écrire

ou bien, sous une forme plus concise,

^„,(N) = aXa)F„(^) -+- 6X6)F„(^j + cXc)F,„(^J + - (J)

Dans cette égalité, a, 6, c, ..., sont tous les diviseurs de N; et

a(x) est une fonction de x, égale à -4- 1, oii à — 1, suivant que

X est composé d'un nombre pair ou d'un nombre impair de

facteurs premiers, inégaux. Dans les autres cas, fji.(x)= 0. En

outre, par convention, p. (1) = 1.

2. Cherchons d'abord l'expression de F„(a;). Si l'on consi-

dère les nombres de Bernoulli, définis par l'égalité symbolique

(B -+- i}' ~ B" ^p.

le théorème de Taylor permet de déduire immédiatement, de

cette égalité, la relation symbolique, plus générale,

/(a; + B)— /-(a: + B— 1 ) = /'(x)

,

qui donne

r(i ) + n2) + r(5) -^ .- ^ nx) = nx + b) - ab).
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En particulier, si l'on fait f{x)= x""^', on trouve la formule

connue

(a: -+- B )"'+'— B'"+*

Fjx)=^
;;

,

JW -4- 1

c'est-à-dire :

j p="»

"''+"• p=0

3. Cela posé, la formule (2) donne :

/N\ 1 p^"
aXa)F„, - = 2 C„.,i.P BpN"-''+» . ar-V(«),

\u/ m -+- 1 p^

/N\ 1
''^^

p=0

Puis, par addition, en ayant égard à (1) :

?«(N)=—^ 1" C„,^, ,BpN- -^* . ç^, (3)

pourvu que l'on pose

î;p(N) = aP-V(a) -+- 6^"V(6) -t- c"-* a(c) -t- ... (4)

i;p{N) étant, d'ailleurs, simplement désigné par Çp, lorsqu'il ne

peut y avoir de confusion.

4. La relation (5) peut être mise sous la forme symbolique.

^^^
(N + BÇ)'"^*— (Bçr+*

?» N j=
, (5m -+- i

C'est la formule de Tacker.

5. La fonction C, est définie par l'égalité (4), que l'on peut

écrire ainsi :

Çp(N)= (4 — M"-*) [] —V -') [i — wP-*) ...
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Par exemple :

Çj(N) = {i-u)(i- v) (1 - w) ... ='^
N

Les dernières formules ne sont pas applicables au cas dé

N= l. D'après (4), Çp(i) = 1, quel que soil p.

6. Pour montrer des applications de la formule (5), faisons

successivement m= 4, m= 5. Nous obtenons

n(N) = l|^N«Ço + ^N'?,-lNJ,

c'est-à-dire :

7. Remarque. Dans la Note XV, nous avons fait observer

Que

y^N)= ^N, (m impair).

Cela se démontre immédiatement en remarquant que la

somme a'" h- (N — a)"* est divisible par a h- (N — «) = N, si

m est impair.

17
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II. Propriétés de la fonction Ç. — 1. La formule (3) donne

2 ^»+i.P*^P-—TT*
o"" m + 1 ^1, «p

Donc, si l'on pose

on |)eut écrire

a"^ 0'" c m -H 1 ^0

D'autre part, d'après (2),

Conséquemment :

Z,(N)=A_; (6)

car, dans la Note VIII, nous avons démontré la formule

?M %m y„(c) FJN)

a" N"

2. La relation (6) peut s'écrire ainsi :

«"-'çj- -H 6"-% - + C-çJ-
1
+ - = 1 (8)

Pour p= 0, elle devient

if[a) -\- f[b) +- f{c) -H ••• = N.

Pour p= 2 :

5r(a)'y>(a) ^(6)r(6) jr(c)?(c) 1

N'

(7)

etc., etc.
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3. Dans la ISote VI, nous avons établi la coexistence des

identités

^(N) = p(a)G(^) -H mcQ + f^(«)G(^) -H - (9)

G(N) = 5(a) -t- gf(6) + fy(c) -H ...
(10)

Si l'on fait G(x)=^^,, dans (9), on obtient

Ux)

d'après la définition de la fonction C.Par substitution dans (10)

on retrouve la formule (8). Inversement, pour g[x)=~P^'
l'identité (10) donne d'abord, en vertu de (8),

puis, l'identité (9) devient

i:p(N; = aP-V(a) + bP-'/xib) -^ cP-'fi[c) -h -.,

ce qui est la définition même de la fonction Ç. Il en résulte que

cette fonction est parfaitement caractérisée par la relation (8).

4. La relation (8), introduite dans les identités générales, que

nous avons considérées au commencement de ce Mémoire,

donne lieu à une infinité d'autres identités. On trouve, par

exemple :

2a*?,(ï) = 2«'?.-(«)-

En particulier :

Ua) ?a(6) Uc)

a%,(^^ + b^.i^'j -+-••• = a%{a) + b%{b) + c%[c) -4- •.•,

etc., etc..

5. On a aussi, d'après les formules de la Note Vil,

f^ = ^-^, (M)
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si l'on désigne par S,„ la somme

i H
2'"
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6. Remarque. Les identités (9) et (iO) permettent de

déduire, l'une de l'autre, les relations (1) et (7). En effet, pour

g(^x)^^^, l'identité (10) donne d'abord, en vertu de (7),

V
F™(^)

puis, par substitution dans (9), on trouve (2). Inversement pour

G(ic)=-^', l'identité (9) donne d'abord, en vertu de (1),

X

Par substitution dans (10), on obtient (7).

m. L'emploi de la fonction p, qui donne tant de netteté aux

calculs, permet encore de chercher l'expression moyenne de

cp^ (N), par un procédé qui n'est, pour ainsi dire, que la généra-

lisation du procédé employé par M. Mertens, dans le cas de

m = 0. Dans l'égalité (i), donnons à N les valeurs 1,2, 3,...,w,

et ajoutons toutes les égalités ainsi obtenues. Nous trouvons

2 fm^P) = ^i^M9i) + '^X2)%2) + ••• + wX«)<ï.(g„), (14)

en posant

$(x) = Fji) + F„(2) ^ F„(5) + ... + F»,

et en désignant par qp le plus grand nombre entier contenu

dans - . D'après (2), on a

1 1 m ,

" '^ m + l 2 12

Or, il est aisé de voir que

^x)= (x + 1 )F„,(x) — F,„^.,(x)

.

Par conséquent

1 1 5

(m -H 1
)
(m -+- 2) m -t- 1 12



( 262
)

Substituant dans (14), on obtient

j^Ip-'^xp)

Si l'on observe que les valeurs absolues de f/(p) ne surpassent

jamais l'unité, on peut immédiatement en conclure que les

ordres des différentes sommes, qui figurent dans l'expression

ci-dessus, sont respectivement égaux à ceux de «""^^ n""^\

w*", ... Il en résulte que, pour n indéfiniment grand, toutes ces

sommes sont négligeables par rapport à la première. Consé-

quemment :

c'est-à-dire :

?M )
-*- frJ:^) + ?m(3) + ••-+- f,,{n) 6 i

lira

w'"+2 T^ (m -^ \
]
[m -\~ 2)

On en déduit, comme d'habitude, l'expression moyenne

6 N"'^^



SUR UN THÉORÈME DE M. CATALAN.

I. Nous allons démontrer un théorème de M. Catalan [Mathe-

sis, t. Il, p. 158), après quoi nous donnerons quelques pro-

positions nouvelles, du même genre.

II. Théorème. Le nombre total des solutions entières, non

négatives, des équations

x-+-2î/=»— 1, 2a;-4-5r/=w—2, ^x-\-Uy=n— 5, ..,nx-^{n-^i]y=0,

est égal à n.

1° Si l'on met la jo*""* de ces équations sous la forme

'p(a; -4-Î/-H i) -+- i/= n, (i)

et si l'on cherche ses solutions entières, on voit d'abord qu'il

faut poser

y = n —pt,

t étant un entier quelconque. Substituant dans (1), on trouve

X= [p -*- \) t— {n-¥- \).

2** Si l'on veut que x et y ne soient pas négatifs, on doit

attribuer à tdes valeurs telles que l'on ait, simultanément :

în — pt^O,

\{p + l)t-{n^l)^0;

d'où

ou bien

n -4-
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D'après cela, on ne peut attribuer à t d'autres valeurs que les

suivantes :

n
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En particulier, pour jo =1, on a le théorème de M. Catalan.

Si l'on change p en p + 1, on retrouve, par soustraction,

l'égalité (2). Ceci prouve que Tidentité générale (3) est carac-

téristique pour les nombres N.

V. Remarquons encore les égalités

Nj -4- Ni H- Ne H = w — A :

A représente la différence entre le nombre des diviseurs impairs

et le nombre des diviseurs pairs desn premiers nombres naturels.

VI. Posons

u^= Ni -h 2N2 + 5N3 H H xN^.

Si a[3= n,

relation générale, pourvu que l'on suppose v^= 0.

Corollaire. — Si a, b, c,... sont tous les diviseurs de n,

6{n)

2

Par exemple, pour n= 6, on doit avoir

En effet, on trouve aisément :

vo= 0, Vi = 3, V2= 5, j's
= 8.

Remarque. <S^ n + 1 est un carré, v„ est un nombre pair.

Vil. Si n= cc^, dans l'expression

Ni -t- 2N2 -+- 3N3 -J H (w— 1) N„_,,

la somme des a— 1 premiers termes est égale à la somme de

tous les autres.

Soit, par exemple, ?i= 25. On a d'abord

N, = i3, -N2= 4, N3= 2,

N,= Ns = N6= N8= Ni2=l,
N, :=-- N9= N,o = N„ = N,3= Nu = - = N24= 0.
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L'expression ci-dessus devient donc

15+8 +6-1-4 -»-54-6-t-0-<-8-+-0+0-ï-0 4- 12+0-f-OH \-0,

13H-8-t-6-4-4 = 54-6H-8-f-12 = 31.

VIII. Remarque. Toutes les propositions qui précèdent se

démontrent aisément au mQyen de l'égalité (2), et des formules

de la Note I.

FX. Le nombre total des solutions entières., non négatives., des

équations

x-»-2î/=2(n- 1), 2x+3î/=2(« -2), 5a:-f-4î/=2(?i -3),.. ,na;-i-(n-t-l)^=0,

est égal au nombre des non-diviseurs de 2n -f- i, inférieurs à

2n + I .

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du

théorème de M. Catalan. On trouve d'abord

iN,

2« 'in

, 5

égalité au moyen de laquelle on peut démontrer la proposition

énoncée, et une fouie d'autres, que nous omettons. Ainsi, on a

1 '



( 267
)

Conséqueminent

Mais on sait que

Q,= ô(l)-4-â(2)-+-9(D)+ • -.-6(0;).

Donc, enfin,

n

2 Np = 2w -+- 1 — â(2w -H i).

^

Exemple. Soit n = 10. On obtient d'abord

- N, = 10, N2 = 5,

N3 = N, = Ns = N,o = 1,

N6 = 1N, = N8 = N9 =0.

On doit avoir

. -t- 5 -+- I -•- I -+- 1 H- 1 =21 - 9(21) ;

ce qui est exact, car les deux membres sont égaux à 17.

Remarques. i° S/ 2n -h i est premier, on a :

Ni -t- N2 -f- N3 + ••• -4- N„ == 2/î— 1

.

2° Si 2n -f- 1 est le carré d'un nombre premier, on a :

Ni -t- N2 H- N3 -+- ... -+- N„ = 2(n — i),

etc., etc..

5° "S Np es/ un nombre impair, saufquand n est le quadruple

d'un nombre triangulaire, c'est-à-dire pour n = 4, 12, 24, 40,

60, ...

X. Soient plus généralement, les équations

x-*-''2y=k{n—\), 2aj-i-3i/=&(n—2), ox-i-Ay=k{n-d),...nx-h{n-h\)y=().

On trouve la formule

rknl rkn -4- ft— tl
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au moyen de laquelle on peut déterminer 2I^p> Q"^ ^^^^ repré-

sentons par (7^. Ainsi, on obtient :

0-2=2^1 -\- \ — (9(2n-+- i),

0-3 == on + 3 — [ô(3» + 1 ) -H ô(3w -f- 2)],

(7^= 4w -t- 5 — \c[hi -t- d) + i9(4n -4- 2) + 9(4w -t- 5)],

XI. Le théorème de M. Catalan peut être ainsi généralisé :

Le nombre total des solutions entières, non négatives, des équa-

tions

X -*-{l -^ kYj = k{n— \ ), (1 + k)x + (1 + ^k)y= k{n— 2),

(1 -t- ^k)x + (I H- U)tj =- k[n - 3), ...

est égal à n.

En effet, si Ton cherche les solutions entières de la p*"" de

ces équations, on trouve :

X = {kp -^ l)t— (n — p),

y = n — p — I
k{p — l) -+ l\t.

Pour que ces valeurs ne soient pas négatives, il faut que

'on ait

n — p n— p

ft/j -+- d ^ ^ k{p— 'l)-4-'l'

conditions d'où résulte

N. =
[:

n —^ P

k{p—i) + i_

~n — (/>-+- 1
)

kp -i- i

Si l'on observe que la seconde partie de cette expression se

déduit de la première par le changement de /) en jo + i, on

obtient immédiatement

Ni + Nï -+- N3 -4- - -H N„ ==
~n— 1
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subsiste pour les équations

a;'+-3î/= 2(w— ^), 5x-f-5î/=2(n— 2), Sx -t- 7«/ = 2 (n— 3), ...

aussi bien que pour les équations

a; + 4'î/= 5(n— 1), ix -\-7y= o{n— 2), 7a; -t- 1 Oi/= 5 (n— 3),...

etc., etc..

Ainsi, le nombre total des solutions en^/ères, non négatives,

est toujours le même, quel que soit k.

XII. Nous ne croyons pas inutile de revenir, avec plus de

détails, sur une formule, dont nous nous sommes servi, plus

d'une fois, dans le cours de cette Note. Il s'agit de la recherche

du nombre N des solutions entières, non négatives, de l'équation

ax H- by= n, quand on en connaît une solution entière, x ==

— <x,y = (3. On sait que toutes les autres solutions entières son t

données par les formules

I X =^ ht— a ,

( î/= p — ai.

Si l'on veut que x q\. y ne soient pas négatifs , t doit satisfaire

aux conditions

a S

En conséquence, si b ne divise pas a, les seules valeurs pos-

sibles de t sont :

a
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Donc, dans tous les cas,

a
(4)

XIII. La dernière formule permet de chercher une large

généralisation du théorème de M. Catalan, Soient

Ui, W2, W3, 1/4, ...;

V^, «2, «3, Vi, ...

deux séries, arbitraires, de quantités entières^ chaque terme de

la première série étant positif, et premier avec le terme suivant.

On forme une troisième série

Wi, W^, V)z, l^i- —

d'après la relation

Wp = VpUp+i — (1 -f- Vp+i) Vp.

Si Wr est le premier terme négatif, on peut affirmer que :

Le nombre total des solutions entières, non négatives^ des

équations

MiX -4- Uç,y=Wi, Uç^x-\-itnj=w^, ihx f- Uiy=Wz, ..., u,._iX *- u^y^Wr-u

est

Vil _ r Vri

En effet, d'après l'expression de w,, l'équation

admet la solution entière

X = — (1 -+- Vp+i) = — a,

Donc, d'après (4),

N =

On achève facilement.
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Applications. \° Pour Vp=n—p, on a Wp={Up^i— Up) {n— p).

a). Up = i -]- k{p — 1), Wp= k{n — p). On retrouve la

généralisation indiquée dans le paragraphe XL
6). Up= p2, Wp = (2/> H- 1) (n — /}) :

Le nombre total des solutions entières, non négatives, des

équations

a;-+-4^= 3(w— \), Axt-9y=^{n— 2), 9ic -»-'16i/= 7(w — 3), ...

est n.

2° Pour Vp=n, Up=p^, on a d'abord w;p=(2;3 -h i)w— p^
;

puis :

Le nombre total des solutions entières, non négatives, des

équations

x-h ^y= ^n— 1, ix -\-9y==^n— 4, 9x-*- i6y= 7n— 9,...

est n. (Mathesis, t. H, p. 208).





SUR L'ÉQUATION ax-{-by = n

(EXTRAITS D'UNE LETTRE A M. HERMITE)

... Dans votre lettre du 8 août, vous me faites l'honneur de

me communiquer l'élégante relation

~n— b
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... En d'autres termes, si M„ est le nombre des solutions,

entières et positives, de l'équation

ax -\- hy = n, (2)

chacun des membres de la relation (1) est

^= M, + Mî -+- M3 -t- -. -H M„.

... Il est facile d'évaluer p, quand n est divisible par ab. Ainsi,

soit n = qab. Il est clair que

qah pb

^1— pb
1,

quand pb n'est pas divisible par a. Dans le cas contraire, il faut

ajouter \ au second membre. Conséquemment, si c^est le plus

grand commun diviseur de a et 6,

~qab — pb
£^'l

= ,6-l +
a a a

1,pourp=-, 2-, 3-,...

0, pour les autres valeurs de p.

Il en résulte que, si l'on écrit

P =
'qab — b 'qab—^b' qab— 36 qab — {qa— 1 )b

puis, en sens inverse,

p.=
"26

a

"36

a

(qa — i)b'

on obtient, en ajoutant terme à terme,

^{jL = iqa — l) (qb— i) -^ q^ — \,

d'où

fc= — ^n— a — 6-+- s].

Ce résultat, symétrique par rapport à a et 6, prouve, encore

une fois, la vérité de la relation (1), dans le cas particulier con-

sidéré

(3)
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... Je donne, dans mes Notes d'Arithmétique, une relation

générale, qui comprend (1), comme cas très particulier.

Supposons que, de y^^ix), on lire x"^^' {y), et posons,

pour abréger,

On a

g{\)¥{q,) ^ g{2)¥{q,) + ... = ni)G{q\) h- f{^)G(q;) + ... (4)

Les fonctions g, /", sont arbitraires; mais les fonctions G, F,

dépendent des premières par les relations

1 1

Par exemple, de

_^ 7i — bx

on lire

n— ay^^—~= ^'{y)-

Donc, si l'on pose

[n — pbl fn — pa]

la relation (4) est vérifiée.

En particulier, pour g{x) = i,on a d'abord G(a;)= a!;, F{x)

= x; puis

qi -^ q% -*- qz -i- - ' = q[ -i-
q't -^ q'z

+- —,

cequi est précisément votre relation. Pourg'(3c)=l,/'(a;)=2a;—1,

on a d'abord G{x)= x, F{x)=x'^; puis :

q] -i- ql-\- ql -{ = q[ -^ ôq-; -t- oq'^ + -,

etc., etc.
^

. . . .Je supposerai, dorénavant, que, dans l'équation (2),
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a et 6 soient premiers entre eux, et je désignerai par N„, ou

simplement par N, le nombre des solutions entières, non

négatives, de la même équation. On sait que

N =
«6]
-r i

-+-»,

CIO

r étant ou i. Comment distinguer ces deux cas, au moyen

des seules données a, b, n ? Telle est la question que vous

daignez me poser dans votre Lettre du 22 août, et que je vais

tâcher de résoudre.

I. Je fais, pour brièveté, ^] = q, et je désigne par R le

reste de la division de n par ab, de manière que

n = qab -+- R. (5)

II. i" On sait que, parmi les nombres

0, i, 2, 3, ..., b—],

il y a toujours un nombre (3, et un seul qui, substitué à x, dans

l'équation (2), donne, pour y, une valeur entière. Ce nombre (3

est évidemment la plus petite valeur entière, non négative, de x.

Pour avoir les autres valeurs, il faut ajouter à (3 successivement

6, 26, 56 ; de manière que, si N est le nombre des solutions

entières, non négatives, de l'équation (2), les valeurs de x sont :

p, [3 -+-6, [3 + 26, ..., |3-+-(N-1)6. (6)

De même, a étant égal à l'un des nombres

0, i, 2, 3, ..., a — i,

les seules valeurs entières, 7ion négatives, que l'on peut attri-

buer à y sont :

a, a -+- a, a -H 2a, . .
.

,, a -+- (N — l)a. (7)

Puisque y diminue, quand x augmente, il faut associer le

l^" des termes de la série (6), rangés par ordre croissant, avec

le t^"" des termes de la série (7), rangés par ordre décroissant^ si
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l'on veut avoir une des solutions entières, non négatives, de

l'équation (2). Par conséquent, toutes ces solutions sont données

par les formules

t X=P -ir-{t— 1)6,

I î/ = a -H (N— t)a,

dans lesquelles t est une indéterminée, qui doit successivement

recevoir les valeurs 1, 2, 3,...., N. Par substitution dans (2), on

obtient :

w = (N — 1)a6 -t- a(3 -4- 6a. (8)

2° Remarque. Pour ]N = 0, on a «= a(3-i-6a

—

ab. Donc,

pour cette forme de n,on peut aflSrmer que l'équation ax-f-by=n

n'a pas de solutions entières, non négatives.

3" De l'égalité (8) on tire

bab \a

Or, à cause de

on a aussi

puis

ou bien

< a < a, 0"<p < 6,

P
< <2;

n n
I <N<-

ab ab

n

ab
<N<

c'est-à-dire que, si l'on pose

N = n

ab
r,

r 7ie peut être que ou 1. La démonstration que l'on donne,

de ce théorème, dans tous les Cours d'algèbre, est certainement

plus simple, peut-être plus claire que la nôtre, mais elle ne

permet pas de distinguer dans quel cas il faut employer Pune

ou l'autre des valeurs de r.
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m. Substituant, dans (8), la valeur de n, donnée par (5), on

(rouve

R = ap -t- 6a -4- [N — (7 -H i)]ab.

i" Se N= 9 -+- i , on voit que R a la forme a(3 h- ba.

2» Si N= ç, on a R= a(3H-6a— ab. Or,d'après la remarque

du paragraphe précédent, on peut affirmer que, powr cette forme

de R, l'équation ax -h by= R n'admet pas de solutions entières,

non négatives. En d'autres termes, si N= q, R na pas la forme

aP -h ba.

3° De tout cela résulte que r= 1, ou r= 0, suivant que Ra
ou n'a pas la forme a[3 + ba.

IV. Pour résumer, nous pouvons énoncer la proposition sui-

vante :

Théorème. Le nombre des solutions entières, non négatives,

de l'équation ax + by= n, est [^] -hi, si le reste de la divi-

sion de n par ab est égal à l'un des nombres

0, 6, 26, 56, ...,

a, a -\- b, a-+-26, a *- ob, ...

,

^a, 2a + 6, 2rt -t- 26, 2a -+- 36, ...,

5a, 5a -+-6, oa -t- 26, 3a -*- 56, ...,

Dans les autres cas, le nombre considéré est [^T

V. Applications. 1° Le nombre des solutions entières, non

négatives, de l'équation 2s-f-3y= n, est [|1 4-1, sauf quand

n a la forme 6q -h i. Dans ce cas, le nombre considéré est ^ •

2° Soit a= 3, 6= 5. Après avoir formé les nombres

0, 3, 6, 9, 12, ...,

5, 3+ 5, 6-+- 5, 9-+- 5, ...,

iO, 3-f-IO, ...,

on voit que le nombre des solutions entières, non négatives, de

l'équation 3x + 5y= n, est ["^1 -f- \, sauf quand le reste de la

division de n par 15 est un des nombres 1, 2, 4, 7. Dans ce cas,

le nombre considéré est [-'y-
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VI. Parmi les ab valeurs que peut prendre R, combien

donnent r= 0, combien donnent r= 1 ?

Désignant respectivement par ^o, ^i, ces nombres, il est clair

que

i* = Ni -t- Na -t- N5 -H H N„t = A, -*- l.

D'autre part, faisant ^==1, q= \, dans la formule (3), on

obtient

(a— \){b-V)

2

Mais la différence v — f/
représente le nombre total des

solutions nulles des équations

ax + 6î/ = 1, 2, 3, ..., ab.

Or, pour 3c= 0, on peut avoir î/= 1,2,3, a; pour y = 0,

on peut avoir ac= 1, 2, 3, ...., 6.

Donc

V — fjc = a -\- b.

Remplaçant v et p par leurs valeurs, on peut calculer les

nombres X On trouve :

(^0 -+- Aj == ab.)

VU. Les derniers résultats permettent d'énoncer la proposition

suivante :

Théorème. « Si P, est la probabilité que le nombre des

solutions entières, non négatives, de l'équation ax -I- by = n,

soit [^] -+- r, on a :

>
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On suppose que a et 6 soient deux nombres entiers donnés,

premiers entre eux, et que n soit un nombre entier, pris au

hasard. Par exemple : « La probabilité que le nombre des solu-

tions entières, non négatives^ de Véquation 20x + 65y = n, soit

égal au plus grand nombre entier, contenu dans r^^st

S89

1260
= 0,46...»

... Le théorème du paragraphe IV peut être renfermé dans la

formule

"»-^«=H-
(9)

C'est à peu près sous cette forme qu'il a été découvert et

énoncé, pour la première fois, par M. Catalan
;
[Mélanges mathé-

matiques]. Pour démontrer la formule (9), considérons les équa-

tions

aa; -i- 6î/ = R -+- kab, (10)

ax -+- by = n -+- kab, {i\)

dans lesquelles A; est un entier arbitraire. Soit x^ A, y=— B,

une quelconque des solutions entières de 1 équation (10). Toutes

les autres solutions entières seront données par les formules

générales

{x = .\ — bt,

jy = B -^ at,

t étant un entier quelconque. Si l'on veut que x e\. y ne soient

pas négatifs, on doit poser

-<<<r m
Cela étant, si l'on fait

X = A -h x', y= -— B -t- î/',

dans l'équation (41), celle-ci devient

ax' +- by'= qab,
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et l'on reconnaît immédiatement que

x' = bx", y'= ay" ;

ce qui réduit Péquation {\\) k x" -i- y"= q. Donc, si l'on pose

x"==7 — e, y"=B,

étant un entier quelconque, les formules générales, qui

donnent toutes les solutions entières de l'équation (H), sont :

i a; = A -+- 6 (7 — ô),

} y = — B -i- aô.

Si l'on veut que x et y ne soient pas négatifs, on doit attribuer

à 6 des valeurs telles que l'on ait

a ^ b

Par la comparaison des doubles inégalités (12) et (15), on voit

que le nombre des valeurs possibles de surpasse, de q, le

nombre des valeurs possibles de t. Donc

Faisant A;= 0, on trouve (9)

... Je viens d'apprendre, par M. Lucas, un procédé fort ingé-

nieux, au moyen duquel on peut facilement établir les proposi-

tions qui précèdent. Permettez que j'expose ce procédé, et que

je le complète, afin qu'il puisse me servir pour répondre à votre

question :

I. Par rapport à deux axes, d'origine 0, l'équation (2) repré-

sente une droite, interceptant sur les

axes, des segments0A= ^' Ot^= 3
*

Il est facile de déterminer les points

M, M', M", ... dont les coordonnées

sont entières, non négatives, quand

on connaît un seul d'entre eux. Si

M est celui dont l'abscisse est la plus

grande, on aura un autre point M',

^ en retranchant, de l'abscisse de M,

une longueur MS = 6, et en ajoutant, à l'ordonnée du même
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point, une longueur SM'=a. On obtiendra, de même, les autres

points M", M'" ...

Le nombre de tous ces points est précisément N„, et le nom-
bre des intervalles é^'awx MM', M'M", M"M"', , est N„ — 1.

Chacun des intervalles extrêmes MA, M'^B, étant moindre

que MM', leur somme peut être représentée par . MM', pourvu

que Ton ait

<ô<2.
Cela posé, on a :

AB = (N„— d ) MM' -H e . MM'

;

d'où

AB
N„= -«-1— e.

" MM'

Les triangles semblables OAB, SMM', donnent

AB _0A_ n

mm"'
^ SM

~~ ^ '

Donc

n
N„ = -+l-6.

ao

Si l'on désigne par q le plus grand nombre entier contenu

dans^, et si l'on observe que

on obtient

9 - 1 < N„ < 9 -f- 2.

Par conséquent, N„= q, ou N„= g H- 1

.

II. Il est évident que le lieu des points S, S', S", est une

droite, déterminant, sur les axes, des segments

n n — ab n n — ab
Oâ'= 6 = ' OB'=T— " = —Z

—

•

a a on
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L'équation de A'B' est donc

ax -^-hy = n — ah.

Les solutions entières, non négatives., de cette équation, sont

représentées par les coordonnées des points S, S',S", Le

nombre N„_^ de ces solutions égale donc celui des points S, S',

S", , ou celui des intervalles MM', M'M", M"M"', ...., c'est-

à-dire N„ — \.

Conséquemment

N„-N„_„,= 1.

On a, de même :

W„_2o6 ^n-3o6 = ''
5

Puis, par addition,

c'est la formule (9)

... Le premier procédé est la traduction algébrique du pro-

cédé géométrique, exposé en dernier lieu

... Pour tous les couples de valeurs entières, non négatives,

de X et y, satisfaisant à l'équation (2), je trouve l'égalité

moyenne

y^ ,_, . , rirWis) n^^'-'

r(r-+-s) a^h*

Par exemple :

\/xy X^ab

De même, pour r= s= 1, on obtient

ab
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mais on peut écrire, avec une plus grande approximation,

n \ i 1

N =— -H - -+ -
ab 2 Va 6

Par exemple

« Le nombre des solutions entières, non négatives, de

l'équation 2x -h 3y = n, est égal, en moyenne, à ^-^ ï^",

etc., et.c

Torre Annunziata, 29 août 1882.

Ernest CESÂRO.



GÉNÉRALISATION

DE QUELQUES THÉORÈMES DE M. CATALAN.

i. Si, dans les propositions qui suivent, on fait q = % on

retrouve les théorèmes de M. Catalan, publiés par la Société des

Sciences de Liège (Mémoires, 2"'^ série, t. X).

2. i'^'^ Lemme. — Si, parmi les n premiers nombres naturels,

N est la quotité ["] de ceux qui ne sont pas divisibles par des

nombres premiers donnés ot^, ro-2, ot-, . . .nr^, on a ('*)

0)

Dans cette formule, [a] représente le plus grand nombre

entier contenu dans a.

on a

3. 2"°^ Lemme. — p étant le reste de la division de [—] par q,

[?]-G]-
a). Soit

de sorte que

On a aussi

n= pqm ~\- r; {r <Cpq)

IpqJ

al [0
L 9 J L 9

(') Nous adoptons le mot quotité, que M. Catalan a proposé, pour éviter

l'expression nombre des nombres.

{**) Voir Catalan, Mélanges mathématiques, p. 153, et Journal do

Mathématiques élémentaires et spéciales, iuillei, 1882.
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Or, de r < pq, on déduit :

0<- u
L 9 J

= 0,

Donc

EIJS
L ^ J P J lpq\

propriété connue.

(3). Soit

de sorte que

Éliminant
f/,

on obtient

l-| = q,^-Hp; (p<y),

0
=[-1

H-'K]=^'
y). En particulier, si l'on change n en çn, on trouve la rela-

tion (2).

4. Exemple. La quantité [—1 — o [^1 est égale à 0, 1, 2, sui-

vant que [—] a l'une des formes 3p, 7i[).A-\, 5p. -i- 2.

5. Remarque. Dirichleta donné, du premier membre de cette

égalité (2), une autre interprélali on. Si R est le reste de la divi-

sion de n par p, on a

n rw"j R

p LpJ pP

En conséquence, si l'on suppose

q p q
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on voit que

qR-

m-AMf]
Par exemple, pour q = 2 :

La quantité —J — 2
|-J

égale ou i, suivant que le reste

de la division de n par p est ou n'est pas inférieur à la moitié

du diviseur.

La comparaison des deux interprétations fait voir que : dans

la division de n par p, le reste de la division est ou n'est pas

inférieur à la moitié du diviseur, suivant que le quotient de la

division de 2n par p est pair ou impair; proposition presque

évidente.

6. Théorème l. Soient q un nombre premier, et n un nombre

entier, tels que l'on ait

q'^n^Cq'^^- (3)

Si ziT^, Î3-2, TîTs, . . . . , sont tous les nombres premiers, supé-

rieurs à l'unité, autres que q, on a

(4)

En effet, dans la suite des n premiers nombres naturels, les

seuls qui ne soient pas divisibles par or^, wg, wg, . . . , sont i, q^

q^, q^, , qf*. Donc, dans le cas actuel, le premier membre de

(i) estN= /c -t- 1.

7. Théorème II. Soient ra-^ , wg, îzrj, . .
.

, ot.j, les nombres pre-

miers, supérieurs à l'unité, autres que q, et ne surpassant pas n.

Si X est la quotité des nombres premiers, supérieurs à n, non

supérieurs à qn, on a

k (S)

De 1 à w, les seuls nombres non divisibles par ra-,, ct-2, wg,...,

w.j, sont i , q ,
q^ , q^ ,...., <f. He n -h l à qn, il y a d'abord

ç*"*"*, et il n'y a que cette puissance de q ;car, d'après (3),

9*+*^ qn < q'+\
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Il y a, ensuite, tous les nombres premiers supérieurs à n, non

supérieurs à qn, et il n'y en a pas d'autres; car, tout nombre

non supérieur à qn ne surpasse pas w^, et, par conséquent, s'il

est composé, il admet nécessairement un facteur premier, non

supérieur an.»
En résumé, on voit que, de 1 à qn, il y a seulement (/c+ 4)

-h i -h X nombres, non divisibles par ra-^, rcTg, ra-g, , m.,. Con-

séquemment, dans le cas actuel, le premier membre de la rela-

tion (1) devient N = A; -i- 2 -i- x.

8. Théorème III. Parmi les quotients \
————1, soit 1,, le

nombre de ceux qui, divisés par q, donnent le reste v. Posons

t. = l,,s -*- 2/2,, + Ô/3,, +- 4/4,, -+- ••

On a :

X = [k -^ l)q — {k -\- '2) — ti -i- t^— tz -^ ti— — (6)

Si l'on multiplie par q les deux membres de l'égalité (4), et si

l'on en retranche (S), on obtient

(& -1- i)(/ — (/î -+- 2) — a:

=2!F]-n-]|-2!F]-4-]l--
Or, d'après le 2™^ Lemme,

= /,,,
-4- 2^2., + 3/3., -+-

4/i,,

Donc

{k -^- i)q — {k-^^) — x = ti — U-^ h — ti-+- -,

d'où l'on déduit (6).

9. Exemple. 3'' ^ n <3''^^ La quotité des nombres premiers,

supérieurs à n, non supérieurs à 3n, a pour expression

X = 2/c -H i - (;,,,
-+- 2/2,,) -H (/,,2 + 2/2.2) — {li,z ^ 2/2,3) + -

Dans celte formule, /j,,, /g,, sont les nombres des quotients

[^ J^ CT,], qui ont, respectivement, les formes Sf/ h- 1 , 3/:ji.— 1.
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En outre, OT^, îs-j, OTg, ...,ary, sont les nombres premiers supé-

rieurs à l'unité, autres que 3, et non supérieurs à n.

10. Application. Entre 11 et 51, combien y a-t-il dénombres

premiers?

Ici w = 17, ç= 3, Â:= 2. Il faut diviser 51 par les nombres

2,5,7,11,13,17;

10,14, 22,26, 34; 35.

Nous obtenons ainsi les quotients suivants, que nous mar-

quons du signe +, ou du signe — , suivant qu'ils ont l'une ou

l'autre des formes 3fji -+- 1,
3fj(.
— 1 :

25, 10, 7, 4, 3, 3;
-»- H- -t- + Ki = ^, ^8,1 =0; /i,,

4- 2/2,, =4;

5, 5, Z, 1 , 1 ; 1

.

l\fi= d , 12,2 ^^^^ *• '1 M,2 "t" -^'2,2 ^^^^^ • •

— -t- -4- H-

Donc

aî= 2.2 + 1 -t-7 = 8.

En effet, les seuls nombres premiers, supérieurs à 17, non

supérieurs à 51, sont 19, 23, 29, 31, 37, 41, 45, 47.

11. Théorème IV. Soient w^, ra-g, wg, ..., tous les nombres pre-

miers autres que q. Soit \^ le nombre des quotients
^^ ^

^"—-^1

qui, divisés par q, donnent le reste de r. Si l'on pose

on a :

T, — T2H-T3— Ti -H ••• = (/H- l)g— (A -+- 2) (7)

Appliquons la formule (4) au nombre qn. A cause de ç*"^*

"^ qn <C 7*"^^ nous trouvons

içw
~qn
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NOUVEAUX COROLLAIRES

D'UNE PROPOSITION DE M. CATALAN.

I. 1. Celte proposition, renfermée dans le Lemme II de la Note

précédente, consiste en ce que

''In

\ , si

"In
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de fois dans 2n , est égale au nombre dont la totalité des diviseurs

des n premiers nombres naturels est excédée par la totalité des

diviseurs des n nombres suivants.

2. D'après cela, si l'on fait usage de l'égalité moyenne

ô{\) -4- ô(2) -t- ô(5) -+-..--+- 8(n) = nJ^n -t- (2C— i)n,

on trouve que le nombre des quantités a est égal, en moyenne,

à n4^4.

3. En se reportant à ce qui a été dit dans la Note XVIII, on

reconnaît immédiatement que ces nombres a sont

X', /x', v', .,.; n -i- \,n -^ 2, ... 2n.

Or, nous savons que le nombre des quantités V est, en

moyenne, f-^4— l]w. Il en résulte, encore une fois, que la

quotité moyenne des nombres a est n^.

III. 1. Pour f{x) = X, on trouve que :

La somme des nombres a est égale à la quantité dont la somme

des diviseurs des n premiers nombres naturels est excédée par

la somme des diviseurs des n nombres suivants. En moyenne :

^
6

Cela représente, à peu près, les 0,82 de la somme de tous les

nombres naturels, non supérieurs à 2«.

2. Pour f{x) = 1 {x), on a

F{x)

puis :

1
,
(x carré)

, (x non carré)
;

A(a) -4- A(p) -4- )i(r) -4- - = [l/2n] — 2 [l/w].

On en déduit que :

a Parmi tous les entiers, qui entrent un nombre impair de

fois dans n, l'excès du nombre de ceux qui sont composés de

facteurs premiers, égaux ou inégaux, en nombre impair, sur

le nombre de ceux qui sont composés de facteurs premiers,

égaux ou inégaux, en nombre pair, est égal au plus grand

nombre entier contenu dans

{yi—\)\/n—\. *
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3. Pour f{x)= p (ac), on a F [x)= 0, sauf pour x= \. Donc

4. Pour f {x)= (f {x), on a d'abord F {x) == x; puis, on peut

énoncer ce théorème curieux :

a Si ce, (3, y,... sont tous les nombres entiers qui entrent un

nombre impair de fois dans 2n

y(a) +-
f{p) M- f{r) + •.. = »^ J>

Exemple, n = 5. Les nombres a sont

2,3,6,7,8,9,10.
On doit avoir

1 -t-2H-2 + 6-+-4-*-6-H4 = 25;

ce qui est exact.

Remarque. On a donc :

2?(^') -*- ^ ?{n *• p) = n"" ;

(Voir : II, 3.) Or, asymptotiqueraent :

p=n g g

2 ?(^ + 7>) == - [(2«)'- ^T= - «'•

Par suite :

Ces égalités ont été démontrées, par une autre voie, dans la

Note XVIII (page 179).

5. On peut encore faire f{x) =-^^. Dans ce cas :

^ r
F(x)=— ri™ -t- 2'" H- 3"* -+-..• -4- x" .

(Voir Note VIII.) En particulier, si A„ est l'excès de la somme

des inverses des n premiers nombres naturels sur la somme des

inverses des n nombres suivants :

¥'2(a) fiif) 'Mr) 1 2 i .

a^ p' r' 3 6"
?3(a) 'M î'3(r) ^ î ^ A

a=
P^

y^ 4 4"
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En général, mais asymptotiquement dès que tn surpasse 3

f» ?JP) ?n.{r) i

a.'"
P"'

y'" m -4- 1

6. nx)="-i^,F(^)=-::

7r(a)y(a) 7r([3)-X(3) 7r(r)?(r)

m
12 "

P"^

--A„.
r^

IV. 1. Au lieu de (1), on peut écrire, un peu plus générale-

ment :

n
, SI

0, si

n

LPJ

u

est impair.

est pair.

(5)

Multipliant cette égalité par f{p), et désignant par a, (3, y, ...

tous les nombres entiers qui entrent un nombre impair de fois

dans «, on obtient, par addition :

/•(a) ^-
f(p)

-^ l\r\
p-^i'LP

— 9

L2/)J
Ap)- (6)

2 Par exemple, pour /"(a;) == i, on trouve que la qualité des

nombres a est

ni

ij
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3. Voici le tableau des nombres a qui correspondent aux pre-

mières valeurs de n. La construction de ce tableau est fort aisée.

Il suCQt d'observer que p est un des nombres «, du nombre n,

pour les valeurs suivantes de n :

p, p + 1, p -i- 2,

ùp, ôp -t- 1 , 5p -t- 2,

Sp, SjD -t- 1 , 5/ï -4- 2,

., 2p — 1,

, ip — i,

.

.
, 6p— \,

Pour abréger, nous désignerons par a, 6 la série des nombres

a, a -4- \, a -\- % ..., 6.

n
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V. 1 L'idée de M. Catalan consiste en une interprétation par-

ticulière du premier membre de l'équation (1). Dirichlet ayant

donné, à la même quantité, une signification différente, nous en

avons tiré quelques conséquences dans la Note XVIII. On pour-

rait, en suivant la même marche, tirer des conséquences

analogues de la première interprétation. Cependant, pour

abréger, nous nous bornerons à énoncer quelques propositions,

qui résultent immédiatement de ce qui a été dit dans le dernier

paragraphe. D'abord :

« n étant un nombre donné, la probabilité que le plus grand

nombre entier contenu dans - soit impair, tend vers le logarithme

népérien de % lorsque n augmente indéfiniment. »

En d'autres termes :

« // y a environ 69 à parier, contre 31 ,
quhin nombre entier

quelconque entre un nombre impair de fois dans un nombre

donné, très grand, s

2. On peut rechercher la valeur de la probabilité analogue,

quand le nombre n n'est pas donné.

Dans ce cas, si l'on considère toutes les fractions dont les

termes ne surpassent pas n, on trouve, d'après (6), que, si o-^ est

la somme des plus grands nombres entiers contenus dans les

fractions à dénominateur p, la quotité des cas où ces nombres

sont impairs est représentée par

Puis, en opérant comme dans la Note XVIII, on trouve que

la valeur moyenne de la dernière expression est ^ w^ 4^2. D'au-

tre part, le nombre total des fractions, non inférieures à Punité,

est

On retrouve donc -^2 comme valeur asymptotique de la pro-

babilité cherchée. Ainsi :

« Ayant pris, au hasard, deux nombres entiers, si l'on divise

le plus grand par le plus petit, il y a environ 69 à parier,

contre 31, que le quotient entier, pris par défaut, est impair. »
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3. Si l'on ne s'impose pas la condition que le dividende sur-

passe le diviseur, le nombre total des cas est n^, et la probabilité

est moitié moindre. 11 est sous-entendu que l'on doit considérer

comme un nombre pair. Conséquemment, en variant un peu

l'énoncé :

Théorème. « Ayant pris, au hasard, une quantité commen-

surable, positive, il y a environ 13 « parier, contre 7, que le plus

grand nombre entier qu'elle renferme est pair. »

Exactement, c'est \ — ^% contre -Çt^, qu'il faut parier.

VI. 1. Pour f{x) = {— 1)% l'égalité (6) devient

(_ -I )« _H (_ l)/3 ^ (_ 1)7 _^. ... = 2 [HP)- 4V-H2(P)].

On trouve que le second membre est d'un ordre inférieur à

celui des constantes. Il en résulte que :

Parmi les quantités a, (3, y, ... il y en a, en moyenne, autant

de paires que d'impaires.

2. Pour/'(3c) = X, on trouve que :

La somme des nombres a, est égale à la somme des diviseurs

impairs des n premiers nombres naturels. Ainsi, soit n= 10.

Les nombres a sont

2, 3, 6. 7, 8, 9, 40.

Leur somme est 4S. D'autre part, la somme des diviseurs

impairs des 10 premiers nombres naturels est

l-t-4-4-4-+-l-f-6-4-4-4-8-i-l-t-13-t-6= 45.

3. De même, pour/'(a;)= 3c2, on voit que:

La somme des carrés des nombres a. est égale à la somme des

carrés des diviseurs impairs des n premiers nombres naturels,

augmentée de la demi-somme des carrés des diviseurs pairs des

mêmes nombres.

Ainsi, pour n = 5, les nombres a sont

1, 3, 4, 5.

On a :

1_H 3' + 4^-4-5^= 5t.
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D'autre part, les sommes des carrés des diviseurs impairs et

des diviseurs pairs des 5 premiers nombres naturels sont, res-

pectivement, 39 et 24. Or :

59-4-12= 51.

etc., etc..

VIL On a pu observer que l'identité (1) se prête mieux,

aux recherches, que l'identité (5). Il est donc utile de mettre

la relation (6) sous une forme analogue à celle de la relation (4).

Dans ce but, ayant désigné par q le plas grand nombre entier

contenu dans "^' nous distinguerons deux cas :

4° n pair. On a n = '^q. La formule [Â) est applicable, et l'on

peut écrire

pourvu que l'on pose

^(x) = F(l) -i- F(2) H- F(3) -H ... -H F{x).

2" n impair. Dans ce cas, n='2q — 1. Il est visible que

(7)

r2ql r'-2q — in 1, (si jo divise 29),

Lp J L p J
I

0, (dans les autres cas),

LpJ L p J 0, (dans les autres cas).

Retranchant, on obtient

n
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diviseurs de %, autres que 2g, qui ne divisent pas q. D'après

cela.

2A«) = F(^)' lA"')

=

nn -m - n^q) ;

puis

Ap)-2F(ç)-F(2g),

Or, nous avons démontré que

p=Sg

2, .

2^
9 1

f{p) = ^m)-M{q).

(8)

Donc, enûn :

Application. Si l'on fait f{x) =(j>{x), on trouve d'abord

x{x -+- 1)
F(x) = x, 'i'{x) = —

;

puis les relations (7) et (8) donnent la formule unique

En conséquence :

Théorème. « Si, a, [3, y, ... sont ions les nombres entiers qui

entrent un nombre impair de fois dans n, la somme

ext égale au carré du plus grand nombre entier contenu

dans -j- » •

Il semble assez curieux que la somme l(f{a) reste la même,

quand on passe d'un nombre impair quelconque au nombre

suivant, bien que les valeurs des nombres a soient différentes.

VIÏI. i. Au lieu de (1), on peut écrire, plus généralement.

r,

kti
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r étant le reste de la division de [—] par k. Par conséquent,

toutes les propositions qui précèdent peuvent être généralisées.

Par exemple, si «„ (^r^'/r. •> sont tous les nombres tels que

les plus grands nombres entiers contenus dans

k7i kn kn

soient de la forme /cp. -4- r, on a

^fla,) -H 22?(«2) +- 52fH -H - -^{k- l)2f(«A-i)= n\

Ainsi, pour /:= 3,

les nombres a^ et les nombres «g étant tels que les quantités

r^], [^], aient respectivement les formes Sfjt. + 1, 3fi— 1.

Par exemple, pour n == 7, on doit prendre les nombres :

1,2, 3,4, 5,6,7, 8,9, 10, M , i2, 13, 14, 15, 16, 17, 48, 19, 20, 21.

On a marqué du signe + ceux qui entrent dans 21 un

nombre de fois, ayant la forme 5ft -f- 1, et du signe — les

autres. Cela posé, on trouve

2«(ai)= l-*- 2-i-4-t-10-+-4-i-12-»-6-+-8-4-8-Hl6

-H 6 H- 18 -+-8 -H 12= 115.

2'f(a2)= 2 -*-4 + 6 + 4= 16.

On doit avoir

115-4-2.16 = 5.49.

2. De même, l'identité (5) se généralise ainsi :

~n n

kp
= r.

r étant le reste de la division de
[^]

par r. Cette égalité donne

lieu à beaucoup de propositions, parmi lesquelles nous énonce-

rons celle-ci :

« Soit N^ le nombre moyen des fractions à numérateur n, telles
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que le plus grand nombre entier qu'elles renferment ait la

forme A fjn- r, On a

N, -I- 2N2 -4- 3N3 + - -+-(& — m,_i= n^k.

IX. Les propriétés des nombres «, étudiées plus haut, devien-

nent évidentes, dès que l'on connaît la nature de ces nombres.

En effet, il est facile d'établir que,

Si q est le plus grand nombre entier contenu dans |» les nom-

bres a, relatifs à n, s'obtiennent en supprimant, parmi les divi-

seurs des nombres

9 -t- 1, 7 + 2;, 7-h5,...,w,

les diviseurs des q premiers nombres naturels.

Exemple. w= 7, g= 3. Les diviseurs des nombres, -i, 5, 6,

7, sont

1,2,4,1,5,1,2,3,6,1,7.

Les diviseurs des trois premiers nombres naturels sont

i,i,2,1,3.

Si nous supprimons, parmi les nombres de la première ligne,

ceux qui se trouvent aussi dans la seconde, il nous reste les

nombres

i,2,45, 6,7,

les seuls qui entrent un nombre impair de fois dans 7.

D'après cela, on obtient immédiatement la formule générale

2/-(a) = ^W-2^g].

Pour arriver à ces résultats, il suffit d'observer que l'identité

(5) peut être écrite ainsi :

[ni Vql 1 » si p est un des nombres a, relatifs à n,

pj j) 0, » n'est pas » »

Il faut remarquer, en outre, que [^] représente la quotité des

X premiers nombres naturels qui admettent le diviseur p.
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X. 1. Ces procédés sont souvent applicables. Ainsi, le nombre

des entiers premiers avec x et non supérieurs à n a pour expres-

sion

f[x,n)= y.{a) P(ft) fx.{c) (9)

a, b, c, ... désignant tous les diviseurs de x. On peut écrire

y{rr,2«)=

puis, par combinaison avec (9),

y(x,2«)— 2y(x,7î)= 2
2w'
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Il en résulte que parmi les quantités

[jï bJ' i

il y en a s impaires. Cette proposition a de nombreux corol-

laires. Nous y reviendrons quand nous reprendrons les calculs

de la Note XX.

3. Faisons encore remarquer ce corollaire du Théorème

de Clausen et Standt :

« Si oi, p, y, ... sont les nombres premiers, qui, diminués

de l'unité^ entrent un nombre impair de fois dans 2n, l'excès de

la somme des n premiers nombres de Bernoulli, sur la somme

des n nombres suivants, est égal à un nombre entier, augmenté

de

\ \ \—
I 1 \- . .

.

a p y

Il faut encore ajouter ^ , lorsque n est pair. »

Exemple :

1>. - 1>. =

Or, 3, 5, 7, sont les seuls nombres premiers, qui, diminués

de l'unité, entrent un nombre impair de fois dans 6. En effet:

rei





DÉMONSTRATION

D'UN THÉORÈME DE M. PEROTT

\. Nous nous servirons de la fonction ijl{x), égaie à ± 1, sui-

vant que X est composé d'un nombre pair ou d'un nombre

impair de facteurs premiers inégaux; et égale à 0, dans les

autres cas. A part les notations et la rigueur, la démonstra-

tion qu'on va lire est, mot par mot, ou plutôt idée par idée,

celle qui a été donnée par M. Perott, dans le Bulletin de Dar-r

boux.

2. M. Perott part de la relation

f{x,n)=
j^-J

p(a) -4- I

-J
!^[b) -t-

I

^ I

V-{c) + -
»

dans laquelle a, b, c,.... représentent tous les diviseurs de x. Si

l'on forme la somme

f{\,n) -f- y(2,n) -t- î;(3,w) -i- ••• -t- f{n,n)^

on reconnaît que le terme [|] \t.{p) s'y trouve pour les valeurs

de X, c'est-à-dire [-^ fois. Donc

p=n p=n|-^^-|2

3. On peut écrire

(*) Ou, plutôt, d'un théorème de Dirichlet, retrouvé par MM. Mertens,

Perott, Sylvester. Voir la Note XIV.
20
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Sj, étant une fraction proprement dite. La formule (4) devient

p=i p=i P p=i r p=t

4. Il est clair que l'on a

De même,
P=7Î

p=i

De ces doubles inégalités résulte :

ozzzn

lin^ - 2 '^p— = ^' ''"" 7^2 ^^'"(/'^ = 0'
" p=i /> /* p=i

pour îi infini.

5. D'après cela, si l'on divise les deux membres de l'éga-

lité (2) par n^, on obtient

6. D'autre part,
P=ii

I j
p=n

p=i ^ ^ p=i

Donc
.. '

^^" 5

'* p=i

7. Remarque. On voit que les démonstrations de MM. Perott

et Mertens sont identiques, et ne diffèrent que par la forme,

ainsi que nous avons déjà eu l'occasion de le faire remarquer

dans la Note XIV (page 156). Une nouvelle démonstration vient

de paraître dans les Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences,

de Paris (12 février 1883). Elle est due à M. Sylvester (**).

l (*) Voir la Note VU [formule (68)].

(**)f Après sa Note du 12 février, M. Sylvester en a fait paraître une

autre (19 février), sur la fonction Oi{x). Il y a plus de deux ans, nous

sommes arrivé à un résultat plus général, concernant la fonction ?'m(a;).

(Voir page 166.) Mars 1883 (E. C).



SUR LES FONCTIONS i ET a

I. 1. A la fin de la Note XIV, nous avons cherché la valeur

moyenne de la fonction p (n), égale à ± 1, suivant que n est

composé d'un nombre pair ou d'un nombre impair de facteurs

premiers, inégaux; et égale à 0, dans les autres cas. Nous avons

trouvé

36
;a(w)=—= 0,5696.

En nous servant de l'égalité asymptotique

36
fi[l) H- ^(2) -t- ;a(5) -+- - + /x{n)^~~,n, (1)

TT

nous pouvons chercher la valeur moyenne de la fonction A(n),

égale à ± 1, suivant que x est composé d'un nombre pair ou

d'un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux.

Pour atteindre ce but, nous partons de la relation

xW=,g)+^(|)+^(2)^..., (2)

dans laquelle A, B, C, ... sont tous les diviseurs carrés de w. Si

l'on pose

m[x) = ii[i ) -t- ^(2) -+- A^(3) -H - -f- p(x),

la formule (2) donne

X{\) H- A(2) -H A(3) -H . .. + A(7/,) = M(çO + M(7,) + M(^,) -t- . .
.
; (3)

</p étant le plus grand nombre entier contenu dans - . Asymp-
totiqueraent, la relation (3) devient

36
A(i) -^ A(2) -H A(5) -f- ..• -+- X{n)=— {qt -t- q,^q,^ ...);
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ou, en négligeant des quantités de l'ordre de l/w,

x{i) -*- A(2) -+- A(3j + - -f- A(w)= — n; (4)

d'où l'on déduit la valeur moyenne

6
A(w)= -= 0,6079.

«"

2. n étant indéfiniment grand, considérons, parmi les n pre-

miers nombres naturels, les Ni nombres ri, s^, ti, ..., pour lesquels

X= i; et les N_i nombres r_i, s_i, z_i, ..., pour lesquels

A=— 1. L'égalité moyenne (4) montre que

6
N, — N_, = —w.

D'autre part,

Par conséquent :

Nj 1 5— =--+-—= 0,8039,
n 2 5r'

—^ = - = 0,1961.

Ce sont là les probabilités que la fonction ^ a la valeur -+- 1,

ou la valeur — 1. Ainsi :

€ Ily a environ 4 à parier, contre 1, qu'un nombre quelconque

est composé d\m nombre pair, plutôt que d\in nombre impair

de facteurs premiers, égaux ou inégaux. »

5. Si l'on cherche à vérifier, par le calcul direct, le dernier

résultat, on trouve que, pour les premières valeurs de n, les

nombres r_i sont plus fréquents que les nombres r^. Ainsi,

pour n= 50, on a Ni = 22, N _i= 28. Pour n= 100, on a

Ni = 49, N _ i
= 51 ; etc. ... Cela tient à ce que les nombres r^

deviennent de plus en plus fréquents, à mesure que l'on avance

dans la série des nombres naturels. On peut se rendre compte

de ce fait au moyen de la relation
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dans laquelle

i \

2'" 5"'

La formule (5) peut être écrite ainsi :

2J '^ J S^^

'I ' —

1

^m
(6)

Bien qu'il ne soit pas permis de faire m= 1, on peut donner

à m des valeurs surpassant l'unité de quantités assez petites

pour que le second membre de l'égalité (6) devienne aussi petit

qu'on le veut. Donc, sensiblement :

(7)

Puisque les quantités r^ sont plus nombreuses que les autres, il

faut, par compensation, qu'elles surpassent celles-ci, en moyenne.

4. L'égalité (6) donne encore :

2-=-

Par exemple :

si

^1 1 r. s,„-

=— 77^ = 1,15
60

1 1 \

2Ô
7^2 = 0,49,

etc., etc..

II. 1. La distribution, dans la série des nombres naturels, des

nombres r^, et des nombres r_i, est extrêmement capricieuse.

Pour l'étudier, il est utile de chercher les valeurs moyennes de

Xx)f[x), pour différentes formes de la fonction f. Cette étude

semble présenter beaucoup d'intérêt, mais nous ne pouvons pas,

pour le moment, nous y arrêter. Nous ferons seulement observer

que les identités démontrées dans les premières Notes de ce

Mémoire, peuvent rendre beaucoup de services dans ces sortes

de questions. Ainsi, pour ne montrer qu'un exemple, l'identité

a)(n)= x(a)/t£(a) + i (6)^(6) -+- i(c)fA(c)
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dans^laquelle a, 6, c, ... sont tous les diviseurs de w, donne

pourvu que l'on pose

L(x)= i(i)/.(1) H- A(2)p(2) -4- A(3H3) -+-..•-+- i(icV(a;).

En ayant égard à une égalité moyenne connue, on peut écrire

L(qri) -4- L[q^) -*- 1(^3) -t- - + L(qr„)= -nf.n.

Si l'on tâche de satisfaire à cette égalité, au moyen de

L [x) ^ kx, on trouve A;= ~^- Par suite :

a(lHl) -+- A(2H2) -H x(3H3) -*- - + A(w)/.(«) =-n; (8)

puis :

6

On voit que la valeur moyenne du produit dos fonctions ^, p,

n'est nullement égale au produit de leurs valeurs moyennes.

2. Soient p^, c^, r*, ... les n^ nombres, non supérieurs à n,

pour lesquels la fonction
f/

est égale à k. Les n premiers nom-

bres naturels se trouvent ainsi distribués en trois groupes,

définis par les égalités

f^ipi) = i
,

yu(p_,) = — 1 , Mpo) = . (9)

Observons que , si la fonction fx n'est pas nulle, elle a même
valeur que la fonction >. De là résulte

A(p,) == 1 , X{p_,) = — 1 , A(po) = rb 1 ;

puis :

H/=.)f^(pi) = *, ^{p-M? i)=i, H?Mpo) = o. (10)

Cela posé, les égalités moyennes (1) et (8) peuvent s'écrire

ainsi :

** —
7J.»
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ou bien, en vert» de (9) et de (10) :

36
n, — «_i= -— n,

6
ni -+- w_,=— «.

En outre,

Wj -4- w_j -t- «0 = n

.

Ces trois équations donnent, pour n indéfiniment grand,

ni 5 48
-=--t- — = 0,4888,
n :r' n"

n
i

5 18— = -=0,H91,

-= I -=0,5921.,
n n^

Donc :

1° « Il y a environ M à parier, contre 49, qu'un nombre

quelconque n'est pas le produit d'un nombre pair de facteurs

premiers, inégaux, »

2° i< Il y a environ 22 à parier, contre 3, qu'un nombre quel-

conque n'est pas le produit d'un nombre impair de facteurs

premiers, inégaux. »

3° « Il y a environ 61 à parier, contre 39, quun nombre

quelconque n'admet pas de diviseurs carrés. »

La dernière proposition revient à l'égalité

Ui -+- n_ i G

n TT^

à laquelle on peut substituer celles-ci :

tii n_i 6

N ,

"^
nT,
^ ?

'

Par conséquent :

<i II y a environ 61 à parier, contre 39, qu'un nombre

quelconque, composé d'un nombre pair de facteurs premiers,

égaux ou inégaux, n'admet pas de diviseurs carrés. » La pro-
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habilité est la même quand le nombre est composé d'un nombre

impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux.

On peut encore écrire

tii n_i

Donc

« Ayant pris, au hasard, un nombre composé de facteurs pre-

miers, inégaux, il y a environ 4 « parier, contre 1, que ces fac-

teurs sont en nombre pair, plutôt qu'en nombre impair. »

3. Voici le tableau des valeurs des fonctions \ p., pour

n^lOO. Nous y désignons simplement, par -h ou par —

,

l'unité positive ou négative.

n
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0,3921. ÏI n'en est pas de même de -i- i, beaucoup plus fré-

quente pour les grandes valeurs de n, que pour les autres,

tandis que le contraire a lieu pour — 1. Aussi, les rapports ^ et

—
* ne se rapprochent que très lentement de leurs limites res-

pectives, le premier en augmentant, et l'autre en diminuant.

Ces circonstances sont consignées, pour un petit nombre de

cas, dans le tableau suivant :

n=
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D'après le tableau ci-dessus, les premiers nombres pi sont :

4, 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 33, 34, 35, 38, 39, ... ;

et les nombres p_, :

2, 5, 5, 7, 11, 13, 1 7, 19, 23, 29, 30, 31, 37, ...

Cette série renferme tous les nombres premiers, hors l'unité.

Enfln, les nombres po :

4, 8, 9, 12, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 28, 32, 36, ...

Ces derniers sont les seuls nombres qui admettent des divi-

seurs carrés.



SUR UNE FONCTION v.

1. 1. Nous avons imaginé une fonction v[x), laquelle, si x est

une puissance d'un nombre premier, est égale au logarithme

de ce nombre; dans les autres cas, v{x)= 0. De cette définition

on déduit immédiatement l'identité fondamentale

v{a) -f- v(6) -4- v{c) -»-•.. = j^.n, (1)

a, 6, c, ... étant tous les diviseurs de n.

En effet, si u, «?, w, ... sont les diviseurs premiers de n,

autres que 1, et si n = u"^ v^ w" ..., les seuls diviseurs, pour

lesquels v^j^u, sont m, t/^, u^, ... w*^.

De même, les seuls diviseurs, pour lesquels v= J^v, sont

Vf i;2, i;^, . .
,

, t)'^ ; et ainsi de suite. Il en résulte que

^v{a) = a ^.u -\- p j\v -\- y J^.w -^ •' = J^.n.

2. (/p étant le plus grand nombre entier contenu dans ^' la

relation (1) donne facilement

qA^) + M2) -* qA^)-^- + 7«>'W = -C.(i-2.3...n), (2)

ou bien, d'après une formule de la Note /,

x{qù +- xiq^) -+- %{q^) -+- - -+- ^(çj =f. (i . 2 . s ... «) , (S)

pourvu que l'on pose

x{x) = v(l) -t- v(2) -+- y(D) -1- - -4- v{x)

.

(4)

3. Remarques, a) La relation (3) est Videntité de Tchéby-

chef, dont M. Mertens fait usage pour établir son 1" Lemme.

Pour nous en convaincre, distinguons, parmi les x premiers

nombres naturels: 1° tous ceux qui sont premiers; 2" tous ceux
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qui sont des carrés de nombres premiers, et dont les racines car-

rées sont, par conséquent, tous les nombres premiers, non supé-

rieurs à 022
;
5° tous ceux qui sont des cubes de nombres premiers,

et dont les racines cubiques sont, par conséquent, tous les nom-
bres premiers, non supérieurs à x^; 4° etc., etc..

On voit que, si l'on représente par a[x) la somme des loga-

rithmes de tous les nombres premiers, non supérieurs à x, on

peut écrire, au lieu de (4),

%(x)= o-(x) -+- a{x~-J -^ ff(x^) -+- cyx'') -+- •••

6) De même, la formule (2) ne diffère pas de la relation connue

2['/. + '7.= +^.= -^ •••]^-P = f.(1.2.3...n), (5)

dans laquelle on doit remplacer p, successivement, par tous les

nombres premiers, non supérieurs à n. On passe de (1) à (5) en

réunissant tous les termes pour lesquels v = jP. p.

4. Asymptotiqueraent, la formule (3) s'écrit ainsi :

%(7i) -«- xiq^) -*- x{ch) -^ - -+- %(</„) ^nj^.n — n;

d'où, en ayant égard à l'égalité moyenne

Çi -+- gi -^ q-o-\- — -\- q^^n P. n -h (2C — i)n,

on tire

X(n)= ?î— 2C

.

(6)

Telle est la valeur moyenne de la fonction %. Il est bon de la

comparer au résultat du 1" Lemme de M. Mertens.

5. D'après (4), on a donc

v{i) -*- v(2) H- j/{3) -H - -f- v(w)= w, (7)

d'où l'on tire

Kw) = 1

.

II. 1. Soit v^(ac) une fonction telle que l'on ait toujours

'i'{x)<p(y)= ^{xy). (8)

Au lieu de (1), on peut écrire
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Par conséquent, d'après les formules de la Note VII,

^êÀ /j-jPi ^U /l'^fn ^J -^m
n'" JTi n'

Si, dans le premier facteur, on réunit tous les termes pour

lesquels la fonction v est égale au logarithme du nombre pre-

mier p, on trouve

>(P) ^(jo') Hp"")

2—:r-=Z ^jn A^2m lyjO/n 4^P =

p ne pouvant recevoir que des valeurs premières.

D'après (8) :

Hp') = ^'(P)» +(p') = *'(p), i'(p')= ^», -

Par conséquent :

D'autre part, si l'on pose

on trouve, en différentiant,

Par suite, la relation (9) devient

dm

Intégrant depuis m jusqu'à l'infini, on trouve la formule

connue

n ^m _^fm _^'H^ _^m
'Pip)

1-
"*"

2-"
"^

s-"
"*"

4"

p'"

laquelle, d'ailleurs, est évidente.
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2. Le même calcul, appliqué à la relation (i), donne

"^ v(7i) „éi n"'

„^ «

Par exemple

,(l)^!:(!)^!:(3^!:(i)-.... = :^^.0,9375...=0,5699... (10)
^ ^ 4 9 16 TT^ ^ ^

III. 1. Au moyen des identités démontrées au commencement

de ce Mémoire, la relation (I) en engendre une infinité d'autres.

On trouve d'abord l'identité générale

iMti-Mtj^i"'
dans laquelle

F{n)^f{a)-^f{b)-^f\c)

ou, sous une autre forme :

2 F(w) — F(-

ou
«/•'•(a)^ (jy-{!') (./Hc)

___ _^ g-'^t"'.

Pour f{x)==i :

'W'O *-M^ * M"^ 6{ti)jP. H,

ou

y. (a) = 0:

etc., etc.

(il)

Pour f{x)=(j. [x), l'identité (11) devient

(13)

(14)
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2. A son tour, l'identité (13) donne lieu à l'identité générale

laquelle, pour f{x)= v[x), devient

,(a),(^j H- K6>(^) + Kc>(^) + - =v(») + 2M«)4^'-«-

Pour f{x) = 1, elle donne

««(a)/^© J,e(.,/.g)_ ^6(0)/.© _ ^^..
^^g^

etc., etc..

On peut, de même, considérer l'identité (14) ou l'identité

(12), ou, enfin, toute identité simple qui en résulte; par

exemple, l'identité (15). Il n'y a pas de raison de s'arrêter,

puisque chaque identilé obtenue en engendre une infinité

d'autres.

IV. 1. Si l'on remplace ç^ par -' dans la relation (2), l'égalité

(7) montre que la quantité négligée est de même ordre que n.

Si l'on ne veut pas négliger les quantités de cet ordre, on doit

avoir recours à la formule

[9/(^) + 9/(2) + q,m -^ - -i- q^f{f4\ + [F(9,) + F{q,)+ .- + ¥{q^)]

= f^F(^) -^ [qm H- v/(2) -4- q-m + .- + qj{n)]
,

dans laquelle p. est la racine carrée du nombre n, supposé indé-

finiment grand.

En particulier, pour f{x)= v{x), on a

[q,y{\) + 7,v(2) -1- ... H- qX^)] + [x{qi) + xlq-^) + ... + 5^(9^^)]

= -"%(p) + ^(i-2.3...yi). ^
^^^^

Or, en moyenne,

qiv{i) H- qr^v^â) -4- ... -+- ^^y(^)= n
M^) v(2) v(^)

]

en négligeant_une quantité, qui, d'après (7), ne dépasse pas

l'ordre de \^n.
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De même, eu vertu de l'égalité moyenne (6), on peut écrire

xili) -*-
%((/2)

-+- - -^ %(?/'•)= 7i -+- 72 + ?5 H H q^,

en négligeant des quantités de même ordre que \^n. Le second

membre de la dernière égalité peut encore s'écrire ainsi :

I \ i M / ^ \

\ 2 3 W Vv 2^ /

Conséquemment :

^qi) + %(f/2) + ••• + x{q,.)= i w ^. « + Cn, (18)

les quantités négligées étant toujours de même ordre quel^n.

L'égalité (6) permet encore d'écrire

f^xif^) ^ ^- (19)

Enfin,

r>. (1. 2. 3... w)^w p. w— w. (20)

Substituant, dans (16), les valeurs (17), (18), (49), (20), et

changeant n en n\ on trouve

12 3 w X

2. L'égalité moyenne (21) est très remarquable : elle permet,

en particulier, de démontrer le 2™^ Lemme de M. Mertens.

En effet, si, dans le premier membre de (21), on réunit tous

les termes pour lesquels v == f.p, et si l'on pose

\}^-P , • ^s^ = > —- > (« premier)

l'égalité considérée devient :

Si -+- Si! -<- «3 -«- Si -+- —^ p. w — C.

On en déduit

<"-2^-A,
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en posant

A — C = Sa -+- S3 -t- Si -- • ••

Il est évident que

A — C < 2 («2 + «4 -4- Se H- •••),

et que, d'autre part,

A— C > — S2 -t- 2 («2 + s* +«6-*— )•

Or.

S2 + s« -t- Se -1- •
•

.
= 'S -V = 0,3699..., (10)

«2= 2 --f < 2 -- = 0,9375..., C = 0,5772...,

Donc :

0,7796 < A <1,7172.

M. Mertens trouve

< A < 2.

On peut obtenir des limites encore plus resserrées, en obser-

vant que, à cause de

1 \V \ 11
p™ 2 /)"*"*

/)"'+^J

'

on a aussi

D'après cette remarque :

M.-y- 1^'-^') <*-*=<M v-i^'^

puis, si l'on se borne au calcul de quelques termes, dans sg et «3,

on obtient

0,9<A<1,5.

Naturellement, si l'on calculait, avec plus d'exactitude, sg et sg,

on aurait des limites plus rapprochées. Nous sommes arrivé,

d'ailleurs, à des résultats beaucoup plus précis, que nous ferons

connaître ultérieurement, en étudiant les nombres premiers, non

pas dans la série des nombres naturels, mais bien dans la série

des nombres p_i, considérés dans la Note précédente. On sait,

21
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en effet, que la série des nombres p _^ contient l'enlière série des

nombres premiers, hors l'unité. Le premier nombre p _i qui soit

composé est 50. Au moyen de ces nombres, on trouve, pour Sg»

une limite supérieure assez approchée :

*' ^ ^ pii T* èi n' T« à. n'

3. L'égalité (21) peut encore être mise sous la forme suivante :

p. n — > ^ C-X *- p—

1

V. Remarques. 1. Il est curieux que Ton puisse parvenir

à l'égalité moyenne (21), en partant directement de l'égalité (2),

à la condition de remplacer ^^ par sa valeur moyenne^'— (1— C).

On trouve d'abord

ru{\) y (2) v(3) v{n)-\

L 1 2 3 n J ^

^ V
puis, divisant par n et transposant, on obtient (21).

2. De même, si l'on représente par n — A; la valeur moyenne

de % (n), l'égalité (5) devient d'abord

/ i \ i\
ni H j.. _-f-...H— _(] — C)w — kn^ fi J^. n — n;

\ 2 5 «y V

puis, en observant que

1 1 i

1 h- ••• H
2 3 n

i +--t---j---'H— ^P. n-4-C,

on trouve A:= 2C, conformément à l'égalité (6).

3. fl n'est pas établi que ces substitutions soient légitimes :

il est même facile de démontrer qu'elle ne le sont pas, dans bien

des cas. Mais, d'autre part, il existe assez de cas, où, comme

dans les deux exemples qui précèdent, on arrive à des résultats

exacts ; et c'est précisément de la recherche, de la détermination

et de l'examen de ces cas que doit s'occuper, d'une manière

toute spéciale, la Théorie des Moyennes.
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Voici encore un exemple assez curieux :

Considérons, dans l'égalité (o), la quantité placée entre cro-

chets :

On sait que
4^. n

Par conséquent :

-^.p J^.p -i'.p — fi — C)j^
_ p p' p

Si Si (n) est la totalité des nombres premiers, non supérieurs

à n, on a donc, d'après (5) :

n{S{ -+- «2 -t- «3 -+- •••)— (i — C)&(n) jP.n^n P.n — n,

d'où, en ayant égard à (21 ),

Sr{n) p. ?l^ 71

.

Si l'on pousse plus loin l'approximation, il doit être possible

d'arriver à l'égalité moyenne

&(n) p. n ^ n + &(«),

laquelle ne diffère pas de la célèbre formule de Tchébjjchef

n

^ ^ JP. n—

1

A tort, suivant nous, plusieurs géomètres s'étonnent de ce

que la formule de Tchébychef, démontrée, soit moins approxi-

mative que la formule de Legendre

2r(}l) = .

X^.n— 1,08566

A toute loi arithmétique correspond une loi moyenne, algé-

brique, qui s'en écarte plus ou moins, et une inûnité de lois

empiriques, représentant, avec une approximation plus ou moins

grande, la loi considérée.

La formule de Tchébychef est l'expression de la loi moyenne,

ou asymplolique, à laquelle doit obéir, dans le cours de ses

variations, la fonction &(??), tandis que la formule de Legendre
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est, tout simplement, une formule empirique. L'illustre géo-

mètre russe ayant trouvé sa formule, devait la faire connaître,

quand même elle aurait donné des écarts dix, cent, mille fois

plus considérables qu'ils ne le sont en réalité. Nous ne pouvons

pas dire la même chose de la formule de Legendre, qui, pour de

trop grands écarts, n'aurait plus eu de raison d'être.

Cette simple remarque établit suffisamment toute la différence

qui existe entre les deux formules, entre lesquelles il n'y a donc

pas de comparaison possible.

D'ailleurs, la formule de Tchébychef donne

&(2n) < 2&(w)

.

Il en résulte que, dans la série des nombres naturels, les nom-

bres premiers, si capricieuse que soit leur distribution, devien-

nent, en moyenne, de moins en moins fréquents, à mesure que

l'on avance dans la série. Donc, parmi les nombres dont nous

nous servons, ou nombres accessibles, qui sont fort petits, et en

fort petit nombre par rapport à ceux que nous ne considérons

pas, ou nombres inaccessibles, les nombres premiers sont beau-

coup plus fréquents, et la formule moyenne doit donner des

résultats trop faibles. Si les nombres premiers étaient uni-

formément fréquents, il n'y aurait pas de formule plus approxi-

mative que la formule moyenne. Puisqu'il n'en est pas ainsi, il

faut corriger la formule théorique, en lui faisant donner des

résultais plus grands. On y arrive en remplaçant la constante 1

par 1,08566, et l'on obtient ainsi la formule pratique.

4. En terminant, nous prions le lecteur de ne considérer cette

dernière Note que comme une simple préparation à l'emploi de

la Théorie des Moyennes dans l'étude des nombres premiers.

Notre but était de montrer la précision et la rapidité qu'intro-

duit, dans le calcul, l'usage des égalités moyennes et des

fondions arithmétiques.

Pour nous, l'avenir de l'Arithmétique est dans une habile

combinaison de fonctions, habilement choisies.



NOTE ANALYTIQUE

SUR LES FONCT[ONS H ET T.

1. Préliminaires, i. Nous allons profiter des pages qui nous

restent, pour démontrer quelques formules d'analyse dont il a

été souvent fait usage dans les recherches précédentes, et qui se

présenteront encore dans nos recherches ultérieures. Ces for-

mules sont relatives aux fonctions F et H.

2. Il convient peut-être que nous rappelions notre définition

de la fonction F, donnée par l'égalité

r(i-Hx) =U ^' (1)

p=i 1 -I- -
p

qui ne diffère pas, au fond, de la célèbre formule de Gaiiss.

Hâtons-nous de dire que la formule (1) se irouve aussi à la pre-

mière page du beau Mémoire de M. Berger, qu'il nous a été

impossible de consulter en temps utile.

3. Nous supposons la formule

démontrée, au moyen de l'égalité (1), admise comme définition.

Dans ce but, on peut employer, par exemple, le calcul qui se

trouve dans le Cours professé à la Sorbonne par M. Hermite

[188J-82, second semestre, p. 97].

4. Au moyen de l'égalité (1), et de la formule d'Euler :
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démontrée dans notre Première Lettre, on obtient la relation

connue

r(i -^x)T{\-x)= Il•-• X- sin (nx)

qui donne, en particulier, r(i]=^7r. En employant cette

valeur, on trouve très facilement la formule de Legendre :

r{x -^ DTjx -^- \) \^7

r(2x-i-'l) ~ 4'
' ^^'

Enfin, si l'on fait x = i, dans la formule (2), celle-ci peut

être mise sous la forme.

2 2 4 4 6 6 77

15 5 5 5 7 2 ^ ^

C'est la formule de Wallis, dont nous aurons besoin dans la

suite.

5. Au sujet de la fonction H, ou fonction harmonique, nous

rappellerons les formules

H(a:) = 2[:
1 \

(5)
p p -+- xj

H(x) = r\x] + C. (6)

La première peut servir à définir la fonction H. Dans la

seconde, y{x) représente le logarithme népérien de la fonction

r (i -h x).

II. Soient

B,-i, B3 = Bs = B7 = ...=0,

\ \ \ \

B2=->Bi= — — ,B6 = — ,B8= , ..,
6 50 42 50

les Nombres de Bernoulli, définis par l'égalité symbolique

(B+l)''_B''=p. (p=1,2,5,4,..)
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Au moyen de cette égalité, et de la formule de Taylor, on

trouve facilement la relation symbolique générale

f{x-^B)-f{x~i-*-B)=r{x), (7)

due à M. Lucas. Dans une Note sur le Calcul symbolique, nous

avons donné une démonstration rigoureuse de cette féconde

relation. [Mathesis, t. III.]

III. Calcul approché de la fonction harmonique. 1. La pro-

priété fondamentale de cette fonction est exprimée par l'égalité

i

H(a;) — H(x — 1) = -

.

(8)
X

D'autre part, si l'on fait f{x) = f. x, dans l'égalité (7), celle-ci

devient

p.{x -+- B)— p. (x— 1 + B)= -

•

Comparant avec (8), on obtient

H(a:) — JP. (x-+- B)= H(a;— 1)— ^. (x— 1 -+-B). (9)

2. Soit e une quantité donnée, telle que l'on ait

0^.<1.

Si l'on fait x= s -i- n, n étant un nombre entier variable,

l'égalité (9) montre que l'on peut poser

H(a;) — P. (x -+- B) = Ce, [x=e-t-n]

d'où

Bj B2 B3 B4
HW = C..^..*---H- ----...., (10)

Cg étant une constante, par rapport à n.

3. Nous allons faire voir que C^est aussi constante par rap-

port à £. Pour cela, faisons indéfiniment croître n. La formule

(10) montre que l'on a

lim [H(e -4- n) — J^. (f H- ?i)] = Cg.

D'autre part, d'après la formule (5), H(ac) est une fonction de x,
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conlinuellement croissante avec x. Il en est de même de J^.x.

Donc

H(n) — P.(n -*- 1) < H(£ + n) — P.(e -*- n)< H(n -4- 1) —P. n,

ou bien

[H(n) -4^n]_^.(l +i) <H(f+n)-4^.(f+n)<[H(n)_^.«]+ -^^ ,

d'où l'on déduit

lira [H(e -f- n)— P. (e -4- «)]==lim[H(«)— /*•«],

c'est-à-dire

Ainsi, Cg esf aussi indépendant de e. C'est une constante que

l'on désigne par C, et que l'on appelle constante d'Euler. On

peut la définir par l'égalité

C = 2 U— p.fl -t--| =0,577 215 664 901 532 86..-

4. Remarque. Le but des derniers développements est de

démontrer que H(a;)— p.x tend vers une limite finie et détermi-

née, quand x augmente indéfiniment.

5. D'après tout ce qui précède, la formule (10) peut définitive-

ment s'écrire :

H(a;)= C4-4!.a;-h— L. -,.
__ '' !_ +... (H)

^
' ^ 2a; 12x' i20a;* 252x«

^

En s'arrêlant aux premiers termes, on peut calculer les

valeurs de la fonction harmonique, avec une approximation

d'autant plus grande que x est plus grand.

IV. i. Si £c est un nombre entier n, la dernière formule donne

la somme des n premiers termes de la série harmonique. Bien

des formules spéciales ont été présentées sur ce sujet. Nous cite-

rons, en particulier, celle-ci :

\ 4
-=C-+- p.l/n(w -+- I) + • .('12)

2 5 n \ ' 6n(n -t- i
)
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£ étant une fraction proprement dite. [Mathesis, t. f, p. 143.]

2. Pour démontrer cette formule, nous avons employé un

procédé assez singulier, dont l'idée première est due à M. Glais-

her [Nouv. Correspondance mathématique, t. V, p. 47). Ce pro-

cédé est souvent applicable, et il pourrait être exposé dans les

Cours élémentaires d'Analyse. {Voir 4, 5. Voir aussi IX, 2, 3.)

3. Nous partons de l'égalité connue

<-\/«_ii=i^ri.i^!.i^Li,...i^y n — l n LS n' 5 n^ 7 w' J

Si l'on désigne par u„_i la quantité entre crochets, et si l'on

change successivement n en w — 1, « — % n — 3, ..., 4, 3, 2,

on obtient, par addition,

11 1 « /n{n -t- i)

2 û w V. '^ 2

pourvu que l'on pose

S„_i= Ui -4- t«2 -f- «3 -t- ••• -t- î/„_i.

4. Pour calculer S„_^, observons d'abord que l'on a

4 ri 1 1 "1 1 r 1 1 ai
<w„-i<-- +- + - + ••• =- -+

; (14)
3 \jr «' n^ J Q\_n — I n -+- 1 wj

puis, par addition,

1 i

12 6»(w4-1)

Ainsi, quand n augmente indéfiniment, S„_, tend vers une

limite S, comprise entre et-^.

5. Cela posé, on a

S— S„ 1= U„+ M„+i+ M„+2H

—

Donc, d'après (14),

0<S-S,_, <
Gn{n -+- 1

)
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ce qui permet de poser

6n{n -t- 1
)

6. Substituant, dans (15), la valeur de S„_i, donnée parla der-

nière égalité, et désignant par C la quantité constante

i

1 — S--
2

on obtient la formule (12)

4^.2,

V. Swr une fonction h. 1. D'après (11), on peut poser

i

]i{x) = C-\- jp.x -\ h{x),

h [x) étant une fonction de x, qui tend vers zéro, quand x aug-

mente sans limite. Il est intéressant d'étudier cette nouvelle

fonction, dont chaque propriété correspond à une propriété de

la fonction H. Par exemple, à la relation (8) correspond celle-ci :

laquelle, si l'on a égard à la double inégalité

12 / 1 \ 1 r 1

<J^-1 ^-] <- ^ —
2a: +- 1 V \ xj 5 L2x 2x 2x !]

facile à trouver, donne

1 i

2a: 2a; -^ 2

1 i

__L_1 < h(x) — h{x H- \]

<
_2a; 2x -H 2 2a: -^ 1

La différence entre les deux limites est moindre que j^

2. On trouve aisément :

12x5"

//(i) = 0,0772..., /i(2) = 0,0203..., A(5) = 0,0091 ...,

/j(4)= 0,0051 ..,, /i(5) = 0,0055 ...;

puis

/i(l)-4-A(2)-+-/i(5)
"V 2

0,1305 ..
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3. On trouve aussi

AQ =0,2703...; ^
(^)
= 0,0356 ..., /iQ = 0,0131 ...,

^j= 0,0067..., A Q =0,0040...;

puis

^Q -^
^' il) -^^{l)-^'-^l

^.2=0,3465...

4. Les dernières égalités sont contenues dans la relation

générale

h{x -4- 1) + h{x -H 2) -+- h{x -+- 3) -H •••

= p.l/2^ "* r "^
2/

[^'^^^ ~^]~ r{x).

5. La fonction h (x) n'est autre chose que le double de l'inté-

grale définie

R(x) = / g2;rx tg y I

*

VL Calcul approché de la fonction T. 1. D'après (6) et (11),

on a

^ ' X X ^2x^ ^x' 4x*

Bj Bj B3 B4
r-f-

Intégrant, on trouve

B2 B3 Bi
r(a;)=M-i-x^.a;—a;+ B,4^.x+ -——-—--*-

1.2a; 2.5x^ 3.4a;^

OU

y(a;) = M -+- (x -t- -] j^.x— a;-+-(9f(x), (15)

pourvu que l'on pose

Bj B3 B4 B5
g(x) = H -4- ••• (1 6)

2. Si Ton appelle N la constante e*', la formule (15) donne

r(l -4-x)= ÎNx^+5e-^+'^^>. (17)
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Il nous reste à déterminer N.

3. A cet effet, dans la formule (3), substituons, à r(« h-
^Jj

r(n+ 1), r{2/i-F- 1), leurs valeurs, données par (17). On trouve

\ 2« — jy

En conséquence, si n augmente sans limite, N = l/âr, car

(^
(oo)= 0, d'après (46), et il -+- ^^j)" tend versei

4. Donc, enfin,

r(l + x) = l/2;;^.a;V^i^x-3l5S+îi6ôr5-î65ôr7+-
^ (18^

Telle est la formule de Slirling.

VU. Swr la fonction g. 1. Si, dans l'égalité

^(X-H l)_^(x) = ^^(x-f-l),

on substitue à y[x -4- 1) et y[x), leurs valeurs, données par

la formule (15), on trouve d'abord

^(o:) _ ^(o; + 1 ) = (x -4- -
j
^.

1

1 + -
j
- 1 ;

puis, en développant,

d'où

ou bien

On voit que la fonction g[x) va en décroissant, quand x aug-

mente.

2. Changeant x en x -j- 1, x + 2, ac -+- 3, ..., et ajoutant, on

obtient

\

<o(x) < ?
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Mais /'(oo) = ; puis A= 0, quel que soit e. II en résulte

que l'on peut écrire, définitivement,

, __4 1 i i 4 i

Intégrant deux fois, on trouve (18).

5. Il y a plusieurs moyens de déterminer la constante N.

On peut, d'après M. Serret, employer la formule de Wallû,

ainsi qu'on le verra plus loin.

4. Pour x==n, la formule (19) devient

1.2.5 ... n = l/27r».w"e~"'^ïk.

C'est la formule de Stirling, telle que plusieurs géomètres ont

lâché de la démontrer élémentairement. Dans la Nouvelle Corres-

pondance mathémalique (t. V, p. 44), on trouve une démonstration

élémentaire, publiée par M. Mansion, d'après M. Glaislier. En

lisant attentivement cet article, nous y avons reconnu une idée

très ingénieuse, laquelle, appliquée différemment, nous a permis

de simplifier considérablement la démonstration du géomètre

anglais, an point que M. Catalan jugeait notre démonstration

apte à faire enseigner la formule de Stirling dans les Cours élé-

mentaires d'analyse. [Nouvelle Correspondance mathématique,

t. VI, p. 554.] C'est la même idée que nous avons appliquée

précédemment au calcul approché de H(w). [Voir IV, 4, 5.]

5. Les principes du calcul symbolique n'ont, en eux, rien de

bien transcendant; de sorte que la démonstration, donnée plus

haut, peut être considérée comme élémentaire. Mais l'état de

l'enseignement n'étant pas encore tel que nous le dési-

rons, nous croyons devoir transcrire ici notre démonstration, en

attendant que le calcul symbolique soit admis dans l'enseigne-

ment élémentaire.

IX. Démonstration élémentaire de la formule de Stirling.

i. Nous partons de la formule connue
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Après avoir désigné par m„_i la quantité entre crochets, et

par S„_, la somme

U, -+- ILi -h Uz -+- ••• + U„_^,

changeons successivement n en w — 1,« — %n— 5, ...,4, 5,2;

et ajoutons. Nous trouvons

n-i- -] j^. w— 4^.(1.2.5 ...w)=n— 1 -t- S„..i;

(20)

d'où
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5. Pour déterminer N, considérons l'expression

2 2 4 4 6 6 2n — 2 2/i

f{n)= -133557 2w — 12» — 1

Une transformation visible donne

2*"-*r(1.2.3 ...nfy
^^"^ =— Ll.2.3...2nJ'

ou bien, d'après (22),

s' étant, comme e, une fraction proprement dite. Si n augmente

indéGniment, f{ao]= ^. D'après (4), on a /"(oo )= f . Donc

6. En conséquence, la formule (22) devient, finalement,

4.2.3 ...n=\/^nn.n"e-''-^m.

X. Autres propriétés de la fonction harmonique. 1. Aux

nombreuses propriétés de cette fonction, nous ajouterons celle

qui est exprimée par la relation

Ix -\- \\ /j; -+- 2\ „/a; -t- 3\ (x •\-

n

H . +H -4- H -+-••• + H'

(23)

= n|H(x + w)— ^.w],

dont nous avons signalé précédemment un cas particulier,

[x == 0). Pour n= 2, on a la formule

x)-1[h(x)-hh(x-1)]=^.2H(2

analogue à la formule de Legendre.

2. Pour X= (« — 1) n, la formule (23) devient

rf"(«-'-^^]=«(-")--e-»'
p=l
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puis, si l'on l'ail tendre n vers l'infini :

y E{x)dx = C -f- ^. a

,

(24)

5. Donnant à a les valeurs i, 2, 3, . . . x, et ajoutant, on

trouve encore

J"'H{x)dx = Cx + r{x) , (25)

ce qui nous ramène à la formule (6). Ainsi, la relation (23) est

caractéristique de la fonction H.

4. L'égalité (24) revient à celle-ci :

et cette dernière donne

dz=C 4^«.

si l'on prend cp= e '.En particulier

1 er'''

dz =C,

Il en résulte la formule connue

f àz= 4^. a.

5. Les mêmes calculs s'appliquent à la fonction R. Nous

avons vu que

H(a;)-t-2R(a;)=C+ ^x
\

2x'

L'intégration, entre les limites a.— \ et a, donne

f\[x)dx + 2 f\{x)dx = C - U{a.- \) - ^(a)];

d'où, si l'on emploie la relation (24) :

/V)rfx=(.-i)j^V^^
\ 2

(26)

22
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6. Si l'on donne à a les valeurs 2, 3, 4-, . . . x, on obtient, par

addition :

d'où l'on déduit facilement que la fonction h est, au signe près,

la dérivée de la fonction g : résultat évident. Pour x infini :

r'^Vi[x)dx= - (l— P.l/2^)= 0,0405 ... (27)

7. L'égalité (26) revient à celle-ci :

/^ n'^ dx I ''^ \ / "^ ^

a-i

D'après cela,

A\
_ e-(^.-i)^ dx I i \ . / r~ 1

On a aussi, d'après (27) :

/"s p(,i_p-2T.g?)rf,^^j,(^ — P.l/27r)=- 0,2546...

Cette intégrale donne lieu à des développements intéressants.

8. Le même procédé, appliqué à l'équation (25), donne

-''
- ^. (28)(^)=/[t

Telle est, sous forme d'intégrale définie, l'expression du loga-

rithme népérien de la fonction r(l h- x).

9. L'intégration de l'égalité (23) donne la formule de Gauss :

/x-f-d\ [x-i-^\ /x -»- 5\ /x -t-

n

= r{x -H w)-4- (w— t)P.l^27r — in -h X
"•"âj-f^-

Celle-ci, pour x={ix— \)n, devient

>
'-"

/ P\ -./— - ^ n\/~ ^— P.K a -J-
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£ étant une fraction proprement dite. Si n augmente indéfini-

ment, /a
'y{x)dx= jP.X^'in +- a. jP. a — a;

ou bien, d'après (28),

ou encore:

En particulier:

/^= Fx -4- 1 '2 ~\ dx f .— X

/ r-p- — = 2(1- P. 1/27.) =0,1621...

10. L'emploi répété des imaginaires permet de déduire, de

chacune des intégrales qui précèdent, les valeurs d'une infinité

d'autres intégrales définies. C'est ce que nous nous proposons de

montrer, dans une prochaine Note d'analyse, qui aura pour objet

Xétude de la fonction harmonique, dans ses relations avec la

théorie des nombres.

Nous justifierons, en même temps, pour les intégrales doubles

considérées, l'intervertissement de l'ordre des intégrations, qui,

comme on sait, n'est pas toujours légitime.

XI. Démonstration de la formule C^Z). — 1. Soit

/a; -H 1\ „/xH-2\ „/a;-f-3\ ,Jx-^n\
sw = h(—-) * h(-—)

* h(-_) ^ ... ^ h(--

On a

/ a;\ {x\ n
S(x) — S{x — i)=n(i -f-- — H - =

ni \nl x -i- n

D'autre part,

1

H(a; -+- w) — E(x — 1 + w) = •

X -i- n
Donc

nE{x -¥-n) — S{x)= wH(x— 1 +-n]— S{x— i) (29)

2. £ étant une quantité donnée, telle que l'on ait

0<^<1,
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et p un nombre entier variable, si l'on fait x = z -+- p,

l'égalité (29) permet de poser

wH(a; -t- «) — S(x)= A^, [x = e , 6 -i- 1, e -4- 2, e -i- 3, ...]

Ag étant une cotistante, par rapport à p.

5. Nous allons prouver que Ag est aussi constante par rapport

à e. A cet effet, observons que, d'après (5), la fonction H, et,

par suite, la fonction S, sont constamment croissantes avec x.

Il en résulte que l'on peut écrire

wH(/) -+- n) — S(p -4- 1) < nH(e -+- p -\- n) — S(£ -t- p),

wH(e H- p -4- «) — S(£ -+-/))< /iH(/> -+- n -t- 1) — S(p),

ou bien

n n
K : < As < Ap -H

p -\- 11 -\- \

'

p -^ n -\- \

Si p augmente indéfiniment, ^^_^^ tend vers zéro, et l'on a

A£ = Ao.

4. Ainsi, la quantité As, indépendante de p, est aussi mc/e-

pendante de s. Elle ne peut être fonction que de n. Conséquem-

ment, on peut écrire

nn{x + n) — S{x) = fin), (30)

quel que soit x.

5. Pour déterminer la fonction f, faisons croître x indéfini-

ment. La formule (H) montre que le premier membre de (30)

a même limite que l'expression

{x -4- n)"
p. H nP. n.
V(x -»- 1) (ar -+- 2) (x -H 3) ... [x -t- n) v

Donc

f{n, = nln.

6. Remplaçant, dans (30), les fonctions /" et S par leurs

expressions, on obtient la formule (23).

Torre Annunziata, 13 août 1882.

Ernest CESÂRO.



ADDITIONS ET RECTIFICATIONS.

A. — I. Dans les Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences, de

Paris (19 mars 1883), M. Stieltjes démontre que l'on a :

r8(l)-t-e(2)H h6(n) ^ 1
lim

W-t- V
;->-

2LA.> _ P. n =0,lb4 43i 3..., (1)

lorsque n augmente indéfiniment. Cette proposition est due à

Dirichlet. Elle a été retrouvée par MM. Berger et Stieltjes, et par

nous. {Voir page 126.) Nous remarquons, comme M. Stieltjes, que,

si l'on pose

on a

e(l)+e(2)+ 6(3)-» H e(n = Q„.

Notre démonstration repose sur l'égalité remarquable

Q« -I- Q;5
- Qn = n, (2)

à laquelle satisfait la fonction Q, lorsque ap == n. Pour a= p == ^n,

elle donne
Q„ = 2Q ,- — n.

Or, en négligeant des quantités de l'ordre de \/n,

Q^-= nH(l/n) = n {J^, Vu + ^)-

Donc
Q„ = îi^.n + (2G-1)»,

relation d'où l'on tire

limr— - j^\ nl= 2C — 1,

pour n infini. C'est la formule (1).
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II. Plus généralement, si e^(n) est le nombre des diviseurs de n,

qui, divisés par s, donnent le reste r, on a

lim['^^•^^^^^ -<•»]—<-/l^* dx.

r ne pouvant être nul. Poui'7-=s = 1, on trouve la formule de

M. Stieltjes. Pour s = 2, Oi{n) représente le nombre des diviseurs

impairs de n, et e^{n) le nombre des diviseurs pairs. On trouve :

lim

lim

,(l)H-0.(2)- iin)
im

I

2 — jP.n

.
I"

e,(i)-f-e,(2)-<-... + e3(n)

im I P n — 2

= p.2 -4- (2G — 1) = 0,847 578 o ...

=
J3.2

- (2C — 1) = 0,538 71S 8 ...

III. Quant à l'égalité (2), on peut la démontrer, très simplement,

en considérant les couples de valeurs, entières et positives, de x et y,

satisfaisant à la condition xy ^ w. Pour x = p, on a y^^-> et l'on

ne peut attribuer, à y, que RI valeurs entières et positives. Faisant

varier p de 1 à w, on trouve que le nombre total des couples est

On peut partager ces couples en trois classes, suivant que l'on a :

ia)...x^cc, y^ 0;

(6)... a;>«, 2/^^;
{c)..x^cc, y y l^.

Le nombre des couples (a) est, évidemment, aj3 = n. Le nombre

des couples (6) est :

U+U
r " 1 \ ni

^ +...-4- _U=0„_Q^
a +- oj \_n\

De même, le nombre des couples (c) est Q,,— Q^.

Conséquemment :

. Q„ = n-4-(Q„ - Qa) + (Q„ - Q^).

Réduisant, on trouve (2).
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B. — Dans les théorèmes des pages 177, 188, au lieu de 62 contre

38, on doit lire 61 contre 39 ; car la valeur exacte de 4^. 4 — 1 est

0,386 294 36... D'ailleurs, dans toutes les propositions analogues, si

l'on veut exprimer les probabilités en nombres simples, avec la plus

grande approximation possible, on doit recourir, comme l'on sait, à

la théorie des fractions continues. Ainsi, pour ^. 2, on peut prendre

la valeur très approchée |-* ? ou la valeur plus simple — • On trouve ^
pour valeur de ^.4 — 4, et les théorèmes cités peuvent s'énoncer

ainsi :

a II y a environ 8 à parier^ contre 5, que le reste obtemt en

divisant un nombre donné, très grand, par un nombre plus petit,

pris au hasard, est inférieur à la moitié du diviseur. »

« Il y a environ 8 à parier, contre 5, que, si l'on prend, au

hasard, deux nombres entiers, et que l'on divise le plus grand

par le plus petit, le reste de la division est inférieur à la moitié du

diviseur. »

Le théorème de la page 297 sera plus exactement énoncé de la

manière suivante :

« Ayant pris, au hasard, une quantité positive, commensurable,

il y a environ 17 à parier, contre 9, que le plus grand nombre

entier qu'elle renferme est pair » {*).

Si l'on prend ^= |1 , le théorème de la page 146 pourra s'énoncer

ainsi :

a II y a environ 31 à parier, contre 20, que deux nombres quel-

conques sont premiers entre eux. »

De même :

a II y a environ 41 à parier, contre 10, qu'un nombre entier,

pris au hasard, est composé d'un nombre pair, plutôt que d'un

nombre impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux. »

(*) Voici comment il faut entendre ce théorème : a Soit Pn la probabilité que le plus

grand nombre entier contenu dans une fraction, dont les termes ne dépassent pas n , est pair.

On a P 00 = - Jr. 2. » Actuellement, nous cherchons à résoudre la question suivante :

« Soit Pg ^ la probabilité que le plus grand nombre entier contenu dans une quantité com-

mensurable, comprise entre a et b , est pair. Trouver Pq
, oo *•
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1. Il y a environ 25 à parier, contre 22, qu'un nombre entier^

pris au hasard, n'est pas le produit d'un nombre pair de facteurs

premiers, illégaux. »

a II y a environ 57 à parier, contre 5, qu'un nombre entier, pris

au hasard, n'est pas le produit d'un nombre impair de facteurs

premiers, inégaux. »

etc., etc.

C. — I. Si P5 est la probabilité que m nombres quelconques admet-

tent S pour plus grand commun diviseur, la probabilité est S^ fois

plus grande si les m nombres sont pris parmi les multiples de S. Or,

la probabilité que m multiples de § admettent S pour plus grand

commun diviseur est égale à la probabilité que m nombres quel-

conques soient premiers entre eux; car, pour que S soit le plus

grand commun diviseur de a^, fiS, vcT, ..., il faut et il suiBt que

A, fjt, V, ..., soient premiers entre eux. Donc

puis :

P. -4- P, + P3 + - = P. (l + 1 -f-
i;; -h .-.) = P,S„.

Le premier membre est égal à l'unité. En conséquence :

Plus généralement

1

i

Par exemple :

a La probabilité que quatre nombres quelconques soient premiers

entre eux est —• t>

En d'autres termes :

« Ayant pris, au hasard, quatre nombres entiers, il y a environ

12 à parier, contre I, qu'ils n'ont pas de facteurs communs. »

etc., etc..
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II. Ces considérations nous ont conduit à imaginer une nouvelle

fonction <I>A(a;), dont il sera question ultérieurement, et qui repré-

sente la quotité des groupes de k nombres, non supérieurs a x, et

constituant, avec x, des groupes de nombres premiers entre eux. La

propriété fondamentale de cette fonction est exprimée par la relation

n(rn- 1 ) (n -+- 2) • • • (ft-i- /c — 1
)

<i>k{a) -t- *i(6) -4- <ï.a(c) -4- • • • =
r~2~3

—

k
'

dans laquelle a, 6, c, ... sont tous les diviseurs de n.

Si w, u, w, ... sont les facteurs premiers de n, autres que l'unité,

et si l'on pose

on peut écrire, symboliquement,

cr(w -t- 1) (nr-4- 2) ••• (ct -+- ft — 1)

**(«) =
1 . 2 . 3 ... A;

Cette fonction j,ouit de propriétés nombreuses, qui seront déve-

loppées dans un second Mémoire.

D. — Aux démonstrations de Dirichlet, Mertens, Perott, Sylvester,

relatives à la valeur moyenne de la fonction y, il faut joindre

celle que M. Halphen vient de publier dans les Comptes-Rendus

de l'Académie des Sciences, de Paris (5 mars 1885).

M. Halphen ajoute : « Je prouverai que la fonction de M. Tchèby-

chef, somme des logarithmes des nombres premiers inférieurs à x,

est asymptotique à x, ce qu'on n'avait pu établir jusqu'à présent. »

En attendant la démonstration annoncée, nous ferons observer

que, dans notre Note sur une fonction v, nous avons établi l'égalité

moyenne

(t(x)-+- (T{x-)-^-iy{x'")-\ =a; — 2C,

dans laquelle a(x) est la fonction de Tchébychef, somme des loga-

rithmes népériens de tous les nombres premiei^s, non supérieurs à x.

On en déduit immédiatement que cette fonction est asymptotique à x.



( 346
)

Faisons remarquer aussi que le premier membre de l'égalité citée

peut être mis sous la forme

2[fe]
-f-P,

p devant être successivement remplacé par tous les nombres pre-

miers, non supérieurs à x.

E, — I. La valeur moyenne de la fonction a(x)/^(x) peut être

évaluée très simplement, si l'on part de la relation

>(ï)''(x)-^'(5)''(5)-*-Kï)"©*-= ''
.

'"

dans laquelle A, B, C, ... sont tous les diviseurs carrés de n.

Observons d'abord que :

1(X) t^{X)=:
1, si a; n'admet pas de diviseurs carrés, autres que 1

;

0, si X admet des diviseurs carrés, autres que 1.

Or, si d{x) est le plus grand diviseur carré àex, parmi les nombres

5' S' C'
'"' ^® ^^^^ ^"^ n'admette pas de diviseurs carrés, autres

que 1 , est ^ • La relation (5) est donc démontrée. Cela posé, si,

dans la même relation, on attribue à n les valeurs 1, 2, 5, ..., n, on

obtient, par addition,

F(Çi)-t-F(g4)+ F(99) -*-••• = »' (-*)

pourvu que l'on pose

F(a;) = ;i(l)M(l) + X(2)ja(2) H h ).{x)n{x),

et que l'on désigne par qp le plus grand nombre entier contenu dans ^
•

On peut tâcher de satisfaire à l'égalité (4), en posant F{x)^ kx, ce

qui donne, en négligeant des quantités de l'ordre de [/n,

kn (l^^+ l._H...)=n;

d'oii k= ^, c'est-à-dire

6
X{x)fi{x)=—
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II. Observons que F{x) est le nombre des entiers, non supérieurs

à X, qui n'admettent pas de diviseurs carrés, autres que l.F(a;) est

donc le nombre des termes de la série

1,2,3,3,6,7,10,11, 13, 13,17,19,21, ...,

qui ne surpassent pas x. Ainsi, en dessous de 100, on trouve

61 termes. Or, le nombre entier qui se rapproche le plus de ^ • 100

est précisément 61

.

III. Au lieu de (4), on peut écrire, plus généralement,

fl'(l)F(gJ+ 9'(4)F(gJ -t- g{9)F(q,)+ ... = G(1)+ G(2) -+-.--»- G(n), (5)

en posant
G{x)=g{d{rv)).

En effet, parmi les valeurs 1, 2, 3, •• -, w, de a?, les seules qui

donnent d[x)= p^ sont celles pour lesquelles ^ est un des nombres

entiers, non supérieurs à q^^, qui n'admettent pas de diviseurs

carrés, autres que 1. En particulier :

F(ç,)-+-4F(g4)-H9F(g9)+ ..-=d(l)-t-d(2)H \-d{n).

De même, pour g{x) — ^^x\), G(a;) devient égal au nombre T(a;)

des diviseurs carrés de x, et l'on a

e(1)F(g,) -»- e(2)F(g,) -»- ^[^)¥{q,) -j- ... = T{1) H- T(2) + ...-»- T(n)
;

etc., etc....

IV. La relation (5) peut être écrite ainsi :

r{x) étant 1 ou 0, suivant que x est ou n'est pas un carré parfait.

D'après les transformations d'identités, indiquées dans les premières

Notes de ce Mémoire, on peut, après avoir posé

écrire

R{x) = ff(l)+ g(4) + g(9) + ... + giiVxT),

p=n p=zn

2Mp)Kp)R(gp)=2G(p)-
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Faisons, par exemple,

9{x) = l, G{x) = l, R(x)= [\^x].

Nous trouvons que :

« Si, (X, p,Y, ... sont les entiers, non supérieurs à n, qui n'admet-

tent pas de diviseurs carrés, autres que \,et si p{x) est la racine du

plus grand carré contenu dans ^ , on a :

p(a)-+-p(/3)-4-p(y)H ^rno.

V. De même, pour g{x) = x , on trouve

dix) =Â;V^a;»

k étant une constante, ayant la valeur

1 1

IH H

1 2 ^'2 3 Vz

i" î 1
1 M \ h

8 27

Pour évaluer cette constante, on peut calculer directement la

valeur moyenne de d{x), en prenant des valeurs de a; suffisamment

grandes. Ainsi, en se bornant à x ^100, on trouve que k est, à peu

près, d,15.

On voit qu'il y a, dans ces égalités moyennes, une source de

procédés, fort curieux, pouvant servir à l'évaluation approchée de

certaines constantes. C'est par un procédé de ce genre que M. Berger

est parvenu à calculer tt, avec différents degrés d'approximation.

La fonction d(x) entre dans l'identité remarquable

., d{n)
HaHa) -\- Hb)v{b} +- Hc)v{c) -h-= P. ,

V n

que nous utiliserons dans la suite.

F. — I. &(n) étant la totalité des nombres premiers, non supérieur s

à n, la densité moyenne de ces nombres, entre 1 et n, est

^{n) = .

n
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D'après la formule de Tchébychef, la densité des nombres premiers,

aux environs de n, évidemment représentée par 9-'(n), est

Yi{n)= S{n)— P(n).

A cause de D(nX S{n), on voit que les nombres premiers devien-

nent de moins en moins fréquents, à mesure que l'on avance dans

la série des nombres naturels.

II. D'après la dernière remarque, l'emploi de la formule asymp-

totique donne, pour les valeurs accessibles de n, des résultats moyens

trop faibles. On peut chercher à remplacer cette formule par une

formule empirique, en exprimant que la densité réelle des nombres

premiers, autour de n, égale la densité indiquée par la formule

moyenne, pour les environs de m, et en choisissant convenablement

la quantité s, qui doit être une fraction proprement dite, différant

peu de l'unité. On doit donc poser
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D'autre part, d'après la formule de Tchébychef,

B(ne) 1

Donc :

a La densité des nombres premiers, aux environs de n, est

asymptotiquement égale à la densité moyenne des mêmes nombres,

entre i et ne. »

Par exemple, la densité moyenne, entre 1 et iOOOO, est 0,1246.

Elle est à peu près la même aux environs de 5 678. En effet, la densité

moyenne, entre 3678 — 100 et 5678 + 100 est 0,1250.

G. — L'égalité qui termine la Note III a été trouvée par une

application, trop hardie, de la Théorie des moyennes. Elle ne subsiste

que pour certaines formes de n, par exemple lorsque n est le produit

de facteurs premiers, inégaux. D'une manière générale, elle ne peut

être considérée que comme une égalité moyenne. On peut en déduire

l'expression asymptotique de la fonction f.

Liège, 13 avril 1883.

(Erkest CESARO.



RAPPORT

SUR UN MÉMOIRE DE M. ERNEST CESÂRO

(2BIAI1882).

Dans la dernière séance, j'ai présenté les deux premières

parties d'un Mémoire sur l^Arithmétique supérieure, par

M. E. Cesâro, élève de notre Université, Aujourd'hui je dépose

sur le bureau la troisième partie de ce travail.

Les recherches du jeune Géomètre ont pour origine un

Mémoire de M. Berger (*), mémoire dont un court extrait a paru

dans le 6* volume de la Nouvelle Correspondance mathématique,

sous la rubrique : Quelques théorèmes extraordinaires.

M. Cesâro, sans connaître les méthodes employées par

M. Berger, a essayé de démontrer les théorèmes extraordinaires,

par des procédés tout à fait élémentaires. Cette tentative a été

heureuse; car, indépendamment des propositions dues au

géomètre d'Upsal, indépendamment de nombreux théorèmes

portant les noms de Gauss, Dirichlet, Liouville..,, M. Cesâro en

trouve, chemin faisant, une foule d'autres, la plupart très

curieux. Que l'on en juge :

« Si l'on considère la suite

» la somme des n — 1 premiers termes est égale à la somme de

î> tous les autres. »

(*) Sur quelques applications de la fonction gamma à la théorie des

nombres. (Jpsal, 1880.
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a Si l'on considère la suite

''^'i) »!Kï) • ' Kï
» la somme des u — 1 premiers termes est égale à la somme de

» tous les autres. »

a Soient a, b, c, ... les diviseurs d\m nombre n. Soit 6(x) le

» nombre des diviseurs de x. On a, en employant les notations

» de Gauss et d'Euler :

?(«)^(j+#)â(^) + ...=/w,

^
/^n rn

o{a) I - -t- ?(6) / r + ••' =wô(w) »

, ô(1) + lâ(2)-i-iô(3)+ ••=^- »

4 9 o6

Inutile, je pense, de multiplier les citations. Je ferai seule-

ment observer que bien des Géomètres seraient embarrassés s'il

leur fallait démontrer, directement, les trois ou quatre dernières

propositions.

En résumé, le travail de M. Cesâro me paraît, de tout point,

fort remarquable; et j'en propose l'impression dans les Mémoires

de la Société.

Liège, 30 avril 1881

E. CATALAN.

p. s. (8 avril d883.) Il y a un an, les Notes d'Arithmétique se compo-

saient d'une centaine de pages; aujourd'hui, elles en contiennent plus de

trois cents. J'espère que persoane ne se plaindra de cette prodigieuse accu-

mulation de formules et de théorèmes, dus au jeune Géomètre italien.



ERRATA.

Page 20, ligne i, au lieu de F(75), lire ¥[q^).

— 43, — 4, remplacer, partout, 62 par 6'^.

— 45, — 12, foe5: = M [a9(a2*)-f-69(62A)-|-c6(c2*) -+-...].

— 103, — 13, au lieu de n — [fc] , lire [n— A;]

.

— 108, lignes 5 et 6, en remontant. Lisez :

j
V'nx — « -4- \'nx — 2a H- ^^riv. — 5a -+- •••

= |/n^ ~ n "^ l/n3— 23 -t- jt-^n^ - ô^ 1 -f- . •

— 110, ligne 9, remplacer les ^ par des <^.

— 112, — 9, au lieu de m^'p'{p)i lire m^'p'(p).

— 126, — 10, en remontant, aw Z/eM de =, /«'re ^.
— 129, lignes 13 et 18, au lieu de "S„, lire v^.

— 1S5, ligne 5, au lieu de =^ , lire =

.

— 160, — 12, — +A3,/(re — 4A3.

— 161, — S, — leursva leurs, Z/re leurs valeurs.

— 165, — 7, — (3y — 2)N^ - 4?r{N), lire (5p — 4)N« — 2t(N).

— 170, — 5, — le nombre, //re la somme.

— 175, dernière ligne. Lise;3 ;

m-K
_i

0, si£p<i

'S' j,:.^. -^-P

1 88, ligne 16, au lieu de [f— /'], lire f — [f]

204, — 11, sous le second signe 2 , lisez :

249, — 10, «M lieu de Ap, lire A^e.

256, dernière ligne, au lieu de v-^, lire vp~^

236, ligne 4, en remontant, au lieu de Tacker, lire Thacker.

256, — 5, — remplacer la virgule par un point.

236, — 6, — supprimer le point final.

265, — 6, — au lieu de n — pt >^0 , lire n — pl^O.
505, — 7, au lieu de Slandt, lire Staudt.

525, dernière ligne, au lieu de d = 1, lire p= 1.
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SUR

LES FAISCEAUX DE SURFACES

DU SECOND ORDRE.

M. Chasles engendrait les cubiques gauches en employant la

manière de Mac-Laurin (*).

Cependant ce principe de la description des courbes et des

surfaces n'était pas employé avec toute la simplicité dont il

est susceptible. Dans des notes présentées à YAcadémie des

sciences (**), je me suis servi d'un triangle polaire par rapport à

une conique, pour la description des courbes planes, et d'un

tétraèdre polaire par rapport à une surface du second ordre,

pour la description des courbes gauches et des surfaces.

Les théorèmes suivants indiquent la transformation des figures

dans l'espace :

Quand un tétraèdre polaire par rapport à une surface du

second ordre se meut de telle manière que ses trois sommets 1^

,

I2, I3 parcourent respectivement une courbe L d'ordre 1, une

courbe M d'ordre m et une surface P d'ordre p, son quatrième

sommet I4 décrit une courbe (I4) d'ordre 41mp.

Quand un tétraèdre polaire par rapport à une surface du

second ordre se meut de telle manière que ses trois sommets Ij

,

1-2, I5 parcourent respectivement une surface L d'ordre I, une

courbe M d'ordre m et une surface P d'ordre p, son quatrième

sommet I4 engendre une surface (I4) d'oindre 41mp.

Dans la note présente je vais montrer ce qui concerne les

surfaces du second ordre.

(*) Chasles, Aperçu historique, p. 40S.

(**) Comptes rendus, t. XGIV.
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1. Supposons que la courbe L du théorème précédent soit

une droite et que M soit une droite située dans un plan P qui

coupe la surface fondamentale F en une conique P. La droite M
rencontre P en deux points réels c, d.

Les plans tangents y, d en ces points à la surface F rencontrent

la droite L respectivement aux points c', d'. Ces points se trans-

forment en deux droites C, D des plans y, d, qui passent par c, d

et qui sont les droites conjuguées des droites ce', dd'.

Les droites C, D font une partie de la courbe (/4) dérivée de la

ligne L. La deuxième partie est par conséquent une conique Q^.

Le plan de cette conique passe par le pôle p du plan P et par la

droite L qui perce la surface fondamentale aux points /*, l^.

Le plan (p, L) coupe la conique P en deux points l^, l^. La

conique (^4) passe par les points l^, l^, l^, l^, p; elle est donc

déterminée.

Quand la droite primitive L passe par un point /' de la courbe

fondamentale P, sa conique dérivée se décompose en deux

droites : la droite /'p et la droite /'/*. Si L passe parp, elle se

transforme en elle-même et en le plan P.

2. La surface dérivée (^4) d'un plan L est du quatrième ordre.

La droite M étant située dans le plan P, la surface (^4) se décom-

pose en deux parties, savoir : en deux plans tangents y, § aux

points c, d à \a surface fondamentale et en une surface (/4) du

second ordre.

Les plans y, § proviennent de leurs droites d'intersection avec

le plan donné L.

La surface (4) passe par les coniques L, P qui sont les lignes

de rencontre des plans L, P avec la surface F et par les pôles /, p
de ces plans.

Un plan L qui passe par le pôle p du plan P se transforme en

lui-même et en P

.

Dans nos recherches nous n'aurons pas égard aux droites C, D
et aux plans y, d.



8. Le plan de l'infini 1 se transforme en une surface du

second ordre (^4) qui passe par les coniques L, P. Parce que la

ligne L est située à l'infini, la surface (i^) est semblable et sem-

blablement placée à la surface fondamentale et passe par son

centre qui est le pôle du plan I.

Chaque point de (i^) se transforme en un point de l'infini.

Cette propriété peut nous servir à déterminer l'espèce de la

conique ou de la surface du second ordre dérivée.

4. Quand la droite primitive L perce la surface (e^) en deux

points réels, coïncidents ou imaginaires, la courbe dérivée (/j)

a deux, un ou aucun point à l'infini et elle est respectivement

une hyperbole, une parabole ou une ellipse.

Un plan L ne rencontrant pas la surface (/J se transforme en

une surface (Q qui coupe le plan de l'infini I suivant une conique

imaginaire; cette surface est donc un ellipsoïde.

Si la surface (i^) n'est pas gauche et si le plan L la touche, la

surface transformée (/4) est im paraboloïde elliptique.

Quand L coupe la surface («4) en une courbe réelle et la

conique P en des points imaginaires, la surface (Q est un hyper-

boloïde à deux nappes.

L coupe la courbe P en deux points a, b. Toutes les droites du

plan L qui passent par ces deux points se transforment en deux

systèmes des droites de la surface dérivée {l^\ celle-ci est donc

un hyperboloïde à une nappe.

Si les points d'intersection du plan L avec la courbe P se réu-

nissent, la surface (/4) devient une surface conique {*).

Supposons que la surface fondamentale F soit une surface

gauche et que le plan P la coupe en une hyperbole. La surface

auxiliaire (^4) est de la même espèce que F.

Quand le plan L touche la surface (i^) en un point, il la coupe

en deux droites A, B qui rencontrent la courbe P en deux points

(*) Cette classification des surfaces dérivées est contenue dans une note lue à

l'Académie de Saint-Pétersbourg (25 novembre 1882).

Je répète ici cette classification avec quelques additions, parce que la suite de

la présente note l'exige.



(6)

réels a, b. Les droites A, B se transforment en des droites de

l'infini, qui se trouvent sur la surface dérivée (/4). Aux deux

faisceaux des droites (a), (6) du plan L correspondent deux

systèmes de droites sur (Z^). Cette surface est par conséquent un

paraboloïde hyperbolique.

5. A l'aide de la surface (ii) nous pouvons déterminer direc-

tement la forme et la position du cône directeur de la surface

dérivée (l^).

Transformons un point a, de la courbe d'intersection L' du

plan L avec la surface (i^). Son plan polaire a, rencontre la

droite M en un point aj dont le plan polaire «2 coupe «^ suivant

une droite a^a^.

Le troisième sommet a^ du tétraèdre polaire se trouve dans

le plan P. L'arèle a, «4 de ce tétraèdre est la polaire de l'arête

opposée a2a^ qui est située dans le plan P. Par conséquent la

droite a, «4 passe par le pôle/? de ce plan et par le point choisi a^

sur (/4). Le sommet 04 du tétraèdre s'éloigne à l'infini sura^p.

De là résulte que le cône qui a le point p pour centre et la

conique L' pour directrice est parallèle au cône directeur de (/4).

Dans le cas où le plan L touche la surface (^4), qui est une

surface gauche, en un point a, le cône dont nous avons parlé

tout à l'heure se décompose en deux plans, les plans directeurs

du paraboloïde hyperbolique correspondant.

Dans ce cas et dans celui oîi les deux droites qui passent par

le point de contact sur la surface («4) sont imaginaires, la droite ap

indique la direction de l'axe du paraboloïde.

Quand le plan L touche la conique P en rencontrant la sur-

face («4) en une courbe L', le cône (p, L') est parallèle au cône

dérivé (/4), Si le plan L touche encore la surface (i^), le cône

directeur devient une droite ap et la surface (/4) est un cylindre

dont les génératrices ont la direction ap. Cette remarquable pro-

priété de la courbe L' nous rend donc compte de la forme de la

surface dérivée et montre la facilité avec laquelle nous pouvons

transformer les figures plus compliquées, comme nous le ferqns

voir dans la deuxième partie de celte note.
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6. II nous reste encore à examiner le cas où la surface trans-

formée devient un hyperboloîde équilatère.

Quand les génératrices du cône directeur doivent être à angle

droit, il faut que la courbe L' soit un cercle et que la droite cp,

qui )oint le centre c de cette circonférence au point p, soit per-

pendiculaire au plan L.

Il faudra donc que le plan L rencontre la surface {i^ suivant

un cercle, ce qui se présente dans un cas très particulier puisque

le point p se trouve sur {i^.

Si la surface fondamentale est une sphère, le plan L dont la

surface correspondante est un hyperboloîde équilatère passe par

le centre c de la surface (i^ et il est perpendiculaire au rayon cp.

Cet hyperboloîde équilatère peut être à une nappe ou à deux

nappes. Au milieu de ces deux espèces se trouve le cône asympto-

tique.

Il

ï. Considérons un faisceau de plans (A). Son axe A se trans-

forme sous les conditions précédentes en une conique («4) et

chacun de ses plans en une surface du second ordre qui passe

par la conique (a^ et par P.

Par un point x arbitrairement pris dans l'espace et par la

conique P est déterminé un seul plan du faisceau (A). Comme à

ce pointa; correspond un seul point 204, par lequel passe une

seule surface du second ordre déterminée par (a^, P, et dérivée

du plan {x, A), il s'ensuit que :

Un faisceau (A) de plans se transforme par rapport à un plan P

et à une droite M située dans ce plan, en un faisceau de surfaces

du second ordre.

La courbe d'intersection des deux surfaces ou la courbe fon-

damentale du faisceau se décomposant en deux coniques, nous

voyons que c'est un cas particulier que nous obtenons par cette

transformation.
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8. Examinons le caractère des différentes surfaces du faisceau.

La nature de ces surfaces dépend de la forme de la base F et

de la position réciproque des figures (a^), P, F.

Dans les numéros suivants nous combinerons lesdites rela-

tions.

9. Supposons que la surface fondamentale soit un hyperbo-

loïde à une nappe et que le plan P le coupe suivant une ellipse.

La surface auxiliaire (4) est par suite un hyperboloïde à deux

nappes. La droite A rencontre cette surface en des points ima-

ginaires.

Nous obtiendrons un faisceau de surfaces de même espèce

,

quand la base est un ellipsoïde, la droite A ne rencontrant pas

la surface ({4).

Ln groupe de plans du faisceau (A) rencontre la surface (^)

en des coniques réelles ei un groupe en des coniques imaginaires.

Parmi les plans du premier groupe il y a un système qui coupe

la courbe P.

Deux plans, les limites de ces groupes, touchent (i^) et deux

autres plans touchent la conique P. Un plan passe par le pôle p

du plan P. Les coniques (aj, P sont des ellipses.

D'après les résultats de la première partie de cette note nous

pouvons énoncer ce théorème :

Dans un faisceau de surfaces du second ordre, déterminé par

deux ellipses qui se coupent en deux points, il y a un groupe

d'ellipsoïdes , deux groupes d'hyperboloïdes à deux nappes et à

une nappe, séparés par deux cônes ; puis deux paraboloïdes ellip-

tiques qui séparent les ellipsoïdes et les hyperboloïdes et enfin

les deux plans des coniques données.

10. Le plan P rencontre la surface fondamentale F qui est un

hyperboloïde à une nappe et une parabole P. La surface (i^) est

une surface conique parallèle au cône asymptolique de F ; la

droite A touche (i^) en un point.

Les coniques («4), P sont des paraboles. Un groupe de plans (A)

rencontre la conique P en des points réels et un autre en des

points imaginaires; deux plans touchent Pet un plan passe par p.
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Par deux paraboles qui se coupent en deux points passent un

groupe d'hyperboloïdes à une nappe et un autre à deux nappes, un

cône et un cylindre et enfin les plans des coniques données.

Si la droite A passe par le centre du cône (^4), le plan de la

parabole («4) contient une droite parallèle à l'axe de la parabole P

et les surfaces du faisceau changent leur forme.

Par deux paraboles qui se rencontrent en deux points et dont

une se trouve dans un plan qui contient une droite parallèle à

l'axe de l'autre, on peut faire passer un groupe de paraboloïdes

hyperboliques, un groupe de paraboloïdes elliptiques, ces deux

groupes étant séparés par deux cylindres et deux plans.

11. Le plan P rencontre l'hyperboloïde fondamental à une

nappe F en une hyperbole P. L'axe A du faisceau perce la sur-

face (^4) qui est de même un hyperboloïde à une nappe en deux

points réels. Les courbes («4), P sont des hyperboles.

Un groupe de plans (A) rencontre la conique P en deux points

réels et un autre groupe en des points imaginaires; deux plans

touchent la courbe P, deux autres touchent la surface (i^) et un

plan passe par le point p.

Deux hyperboles qui se rencontrent en deux points déterminent

un groupe d'hyperboloïdes à une nappe séparé d'un groupe d'hy-

perboloïdes à deux nappes par deux cônes, puis deux paraboloïdes

hyperboliques et deux plans.

19. Les conditions du n" H restent les mêmes à l'exception

de la droite A qui touche la surface («4). Les courbes P, («4) sont

respectivement une hyperbole et une parabole.

Nous obtenons les mêmes espèces de courbes fondamentales

ou de surfaces du faisceau quand nous supposons que F éiant

un hyperboloïde gauche est coupé par le plan P suivant une

parabole et que la droite A rencontre une ou deux nappes du

cône (^4). La courbe P est une parabole et (a^) une hyperbole.

Un groupe de plans rencontre la conique P en deux points

réels, un groupe en des points imaginaires, deux plans la touchent,

un plan touche la surface (i^) ou, dans le deuxième cas, il passe
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par le sommet du cône (i^) en le coupant suivant deux droites;

un plan contient le point p.

Donc :

Par une hyperbole et par une parabole qui se rencontrent en

deux points on peut faire passer un groupe d'hyperboloïdes à une

nappe, deux cônes qui séparent ce groupe d'un autre groupe d'hy-

perboloïdes à deux nappes , un paraboloïde hyperbolique et deux

plans.

13. Le plan P rencontre l'hyperboloïde à une nappe F en une

hyperbole P et la droite A perce la surface (4) en des points

imaginaires; (a^) est une ellipse.

Le plan P rencontre l'hyperboloïde à une nappe F en une

ellipse P et la droite A perce {i^) qui est une hyperboloïde à deux

nappes en deux points réels; (a^) est une hyperbole.

Si la surface F est un ellipsoïde et si la droite A rencontre (^4),

les courbes P, («4) sont respectivement une ellipse et une hyper-

bole.

Un faisceau de surfaces du second ordre, dont la courbe fonda-

mentale est composée dune hyperbole et d'une ellipse, contient un

groupe d'hyperboloïdes à deux nappes, un groupe d'hyperboloïdes à

une nappe, deux cônes qui séparent ces deux groupes , et deux plans.

14. P rencontre l'hyperboloïde à une nappe F en une para-

bole P; la droite A rencontre le cône (1^) en des points imagi-

naires; («4) est une ellipse.

Le plan P coupe l'hyperboloïde à une nappe F en une ellipse;

A touche la surface (i^); (04) est une parabole.

La surface F est un ellipsoïde et la courbe P est une ellipse
;

la droite A louche l'ellipsoïde (i^).

Un système de plans rencontre P en deux points réels, un

système en des points imaginaires, deux plans touchent cette

conique, un plan touche [i^) ou coupe le cône [i^) en deux droites

et un passe par p.

Par une parabole et par une ellipse qui se rencontrent en deux

points on peut faire passer un groupe dliyperbohïdes à une

nappe, un groupe d'hyperboloïdes à deux nappes séparé du pré-

cédent par deux cônes, un paraboloïde elliptique et deux plans.
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15. La surface fondamentale est un hyperboloïde à une nappe

coupé par le plan P en une hyperbole P; la droite A se trouve

dans ce plan et rencontre P en deux points réels; elle se trans-

forme en deux droites qui ne sont pas à l'infini.

Un groupe des plans (A) rencontre la conique P en deux

points réels, deux plans touchent la surface (^4), un plan se

confond avec P et un plan passe par p.

Un faisceau de surfaces passant par une hyperbole P et par

deux droites dont aucune n'est à Cinfini consiste en un groupe

d'hyperboloïdes à une nappe, en deux paraboloïdes hyperboliques,

en un cône et en deux plans dont un passe par P et l'autre par

les deux droites données qui rencontrent P en deux points.

16. Si le plan P coupe l'hyperboloïde à une nappe F en

une parabole P et si la droite A se trouve dans ce plan et ren-

contre P en deux points c, d, cette droite se transforme en deux

droites cp, dp.

Les surfaces du faisceau sont de même espèce comme dans

le cas précédent, seulement au lieu des deux paraboloïdes nous

obtenons un seul paraboloïde hyperbolique.

tï. Le plan P rencontre la surface fondamentale qui est un

ellipsoïde ou un hyperboloïde à une nappe en une ellipse P, et la

droite A étant située dans le plan P coupe la conique P en deux

points réels.

Un plan du faisceau (A) passe par p, un plan se confond

avec P et tous les autres plans rencontrent la surface (i^). Il

suit de là que :

Dans un faisceau de surfaces du second ordre déterminé par

une ellipse et par deux droites qui la coupent en deux points réels

il y a un groupe d'hyperboloïdes à une nappe , un cône et deux

plans.

18. Supposons que le plan P rencontre la surface fondamen-

tale F qui est un hyperboloïde à une nappe (ou surface gauche)

en une hyperbole P et que la droite A soit une génératrice de la
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surface (^4) qui est de même un hyperboloïde à une nappe. La

droite A se transforme en deux droites dont une se trouve à

l'infini.

Si la courbe d'intersection du plan P avec la même surface

fondamentale est une parabole, nous obtenons un faisceau conte-

nant des surfaces de même espèce.

Un plan du faisceau (A) passe par p, un plan touche la sur-

face (24) et tous les autres plans coupent encore cette surface

suivant une droite.

Nous voyons que :

Par une hyperbole ou par une parabole et par deux droites qui

coupent cette conique dont une est à l'infini ou peut faire passer

un groupe de paraboloïdes hyperboliques, un cylindre et deux

plans.

19. Considérons un hyperboloïde fondamental à une nappe

et supposons que le plan P le coupe en une hyperbole P ou en

une parabole ou en une ellipse. Puis supposons que le plan P

rencontre un ellipsoïde F en une ellipse. Dans tous ces cas la

droite A touche la courbe d'intersection P en un point 6; [a^) est

une droite double bp.

Tous les plans du faisceau (A) coupent la surface («4) et

touchent la courbe P; un plan touche la surface (^4) et un plan

passe par p.

De là suit ce théorème :

Par une conique quelconque P et par une droite double qui

rencontre cette conique passent une infinité de cônes, un cylindre

et deux plans, dont un passe par la conique P.et l'autre passe par

la droite donnée et touche la courbe P.

90. Le plan P rencontre l'hyperboloïde à une nappe F en une

hyperbole ou en une parabole P et la droiteA coupe cette conique

en deux points imaginaires; cette droite se transforme en deux

droites imaginaires qui sont situées dans le plan (p, A) et se

coupent au point p.

Les plans du faisceau (A) dont un passe par le point p ren-

contrent la surface (ï^).
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Quand la courbe fondamentale d'un faisceau de surfaces du

second ordre se décompose en deux parties dont l'une est une

hyperbole ou une parabole et l'autre consiste en deux droites

imaginaires qui passent par un point réel p et par des points

d'intersection imaginaires d'une droite A avec la conique P, les

surfaces de ce faisceau sont des hyperboloïdes à deux nappes et

deux plans; un de ces plans passe par la conique P et l'autre par

le point p et par la droite A.

»1. Supposons que le plan P rencontre la surface F qui est

un hyperboloïde à une nappe ou un ellipsoïde en une ellipse P

et que la droite A qui se trouve dans ce plan rencontre la conique P

en deux points imaginaires. Elle se transforme en deux droites

imaginaires comme précédemment.

Une partie des plans (A) rencontre la surface (i^) en des

coniques réelles, une autre partie en des coniques imaginaires,

deux plans la touchent et un plan passe par le point p.

Par une ellipse P et par deux droites imaginaires qui sont

déterminées par une droite A située dans le plan de la conique P

et par un point p en lequel elles se croisent, on peut faire passer

un groupe d'ellipsoïdes, un groupe d'hyperboloïdes à deux nappes,

deux paraboloïdes elliptiques qui séparent ces deux groupes, et

deux plans, dont un passe par P et l'autre par p, A.

92, Quand un faisceau de surfaces du second ordre contient

un groupe de surfaces gauches, deux droites génératrices de

chaque surface de ce groupe passent par le point p et rencontrent

la courbe fondamentale du faisceau, qui ne passe pas par le

point p.

Il suit de là que toutes ces droites génératrices engendrent un

cône du second degré.

2S. Considérons une surface fondamentale gauche. Supposons

que le plan P rencontre cette surface en deux droites C, D. La

surface (1^) est de même une surface gauche.

Le pôle p du plan P par rapport à la surface fondamentale est

le point de rencontre des droites C, D.
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Les plans du faisceau (A) rencontrent le plan P en général en

un faisceau de droites. Le plan passant par la trace L d'un plan L

du faisceau sur P et par le point p est le plan tangent à la sur-

face dérivée (/4) du plan L au point/).

De ce que le point p se trouve dans le plan P, il s'ensuit que

ce plan touche toutes surfaces dérivées du faisceau (A) au point p.

91. La droite A rencontre la surface [i^] en deux points réels.

Elle se transforme en une hyperbole (a^) qui touche le plan P

au point/). Deux plans du faisceau (A) touchent la surface (i^,),

un plan passe par p et tous les autres plans coupent (i^).

De là résulte ce théorème :

Le faisceau de surfaces du second ordre déterminé par deux

droites C, D qui se croisent en un point p et par une hyperbole

qui touche le plan P des droites C,D au point p, consiste en un

groupe d'hyperboloïdes à une naj)pe, en deux paraboloïdes hyper-

boliques et en deux plans; toutes ces surfaces se touchent au point p.

as. Quand la conique («4) est une parabole, le théorème

précédent change un peu :

Par deux droites C , D d'un plan P qui se croisent au point p

et par une parabole qui touche le plan P au point p passent une

infinité d'hyperboloïdes à une nappe, un paraboloïde hyperboli-

que et deux plans; toutes ces surfaces louchent leplan P au point p.

36. Pour une ellipse [a^) nous parviendrons à ce théorème :

Par deux droites C, D d'un plan P qui se coupent en un

point p et par une ellipse qui touche le plan P au point p passent

une infinité d'hyperboloïdes à une nappe et deux plans ; toutes

ces surfaces touchent le plan P au point p.

»'?. Supposons que le plan P touche la surface fondamentale

gauche en un point p et que la droite A soit située dans ce plan.

La courbe correspondante («4) se décompose en deux droites

qui se confondent avec les droites C, D, en lesquelles le plan P

rencontre la surface gauche.
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Toutes les surfaces dérivées du faisceau (A) ayant communes

les droites doubles C, D se touchent le long de ces droites.

Un plan du faisceau (A) passe par le point p et tous les autres

rencontrent la surface (i^).

Nous avons donc ce théorème :

Les surfaces qui passent par deux droites doubles C , D situées

dans un plan P sont des hyperboloïdes à une nappe et le plan P
est considéré comme plan double. Toutes ces surfaces se touchent

le long des droites C, D, ayant une surosculation au point de

rencontre des lignes C, D.

198. Ce théorème nous apprend une construction d'un hyper-

boloïde surosculateur à une surface gauche du second ordre en

un de ses points p.

Considérons la surface gauche F comme la surface fondamen-

tale de la transformation et transformons un plan quelconque L

par rapport au plan tangent P à la surface F au point p. Nous

obtenons l'hyperboloïde surosculateur demandé.

Pour un autre plan L, cet hyperboloïde change de forme.

99. Supposons que la surface fondamentale ne soit pas gauche

et que le plan P la touche au point p. La conique P se réduit en

ce point. Quand la droite A ne rencontre pas la surface (^4), elle

se transforme en une ellipse qui touche le plan P au point p.

Un système de plans (A) rencontre la surface («4) en des

coniques réelles et un autre système en des coniques imaginaires;

deux plans touchent (i^) et un plan passe par p.

Les surfaces d'un faisceau que Von peut faire passer par une

ellipse tangente à un plan P au point p font un groupe d'ellip-

soïdes, un groupe d"hyperboloïdes à deux nappes; ces groupes sont

séparés par deux paraboloïdes elliptiques. Toutes ces surfaces

touchent le plan P au point p. Enfin il y a deux plans en ce

faisceau de surfaces.

30. Pour une parabole («4) nous avons ce théorème :

Par une parabole qui touche un plan P au point p passent une

infinité d'hyperboloïdes à deux nappes, un paraboloïde elliptique

et deux plans. Toutes ces surfaces touchent le plan P au point p.
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31. Quand la droite A rencontre (^4) en deux points réels,

elle se transforme en une hyperbole. Tous les plans (A) ren-

contrent (J-i) en des coniques réelles et un plan passe par p.

Donc :

Par une hyperbole qui touche un plan P au point p passent une

infinité d'hyperboloïdes à deux nappes qui touchent le plan P au

point p , et deux plans.

39. Quand la droite A se trouve dans le plan P,la conique {a^)

se décompose en deux droites imaginaires qui passent par le

point p et se trouvent dans le plan P.

Un système de plans (A) rencontre la surface ({4) en des

coniques réelles, un autre système en des coniques imaginaires,

un plan touche (^4) et un plan se confond avec le plan P.

De là résulte ce théorème :

Les surfaces du second ordre qui surosculent réciproquement

en un point p, en lequel se croisent deux droites imaginaires C, D
d'un plan P, font un groupe d'ellipsoïdes et un groupe d'hyper-

boloïdes à deux nappes; ces deux groupes sont séparés par un

paraboloïde elliptique et par un plan double, sur lequel se trouvent

les droites C, D. I

33. Dans le cas où le plan P coupe la surface fondamentale

en une conique imaginaire, la courbe fondamentale du faisceau

de surfaces consiste en une conique réelle et en une conique

imaginaire, ce qui ne présente aucune singularité remarquable.

34. Quand la conique P est une conique quelconque et que

l'axe A du faisceau de plans passe par le pôle p du plan P, ce

faisceau se transforme en lui-même et en le plan P.

'v.g-:^j2>-
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COLEOPTERES DE LA PROVINCE DE LIEGE.

CENTURIE III.

FAMILLE DES CARAIilQUES {suite).

1. Bembidium adustiim, Schaum [fiimigatum, Dejean). — Taille

ne dépassant pas 4 millimètres. Court et un peu large. Tète et

corselet d'un vert métallique assez clair, Elytres testacées,

marquées de trois bandes sinueuses transversales, d'un bronzé

noirâtre, composées de taches interstriales conliguës. Epi-

pleures testacées. Pattes et 5 '/a premiers articles des antennes

testacés. Corselet moins rétréci en arrière et stries des élytres

plus fortement ponctuées que chez les deux espèces voisines

(B. flammulatum et varium, n"' 99 et 100 de la Centurie II).—
RD : Angleur, vallées de l'Ourthe et de la Vesdre (Putzeys,

Liste des Carabiques de la région entre l'Ourthe et la Vesdre).

RG : Liège, Jemeppe.

2. B. ruficorne, Sturm {brunnipes, Dejean). — Taille de 5 à

6 millimètres. Assez allongé; bleu-verdàtre métallique médio-

crement brillant, avec les pattes et les antennes testacées.

Corselet assez allongé, convexe, cordiforme, très-ponctué sur

sa base et faiblement impressionné sur les côtés. Stries des

élytres à ponctuation forte, s'effaçant graduellement vers les

côtés. — Très-rare. RD : Hockay (M. Miedel).
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5. B, elongatum, Dej. — Plus petit, ayant la même forme allon-

gée. Vert-bronzé, médiocrement brillant, avec les pattes et la

base des antennes d'un testacé clair; une tache rouge arrondie,

un peu avant le sommet de chaque élytre, mais sujette à

disparaître. Corselet allongé, moins rétréci en arrière et à peine

subcordiforme; impressions basilaires faibles; toute la base

ponctuée. Élytres à stries grossièrement ponctuées, s'effaçant

en arrière et latéralement.— Rare. RD : Froidmont (M. Miedel),

Colonster (ù/.), Halleux (/rf.), Aywaille (id.), Comblain-au-

Pont (M. Roffiaen), vallées de l'Ourthe et de la Vesdre (Put-

zeys , op. cit.).

4. B. flnviatile , Dej. — Taille d'environ 5 millimètres. Fort

voisin de l'espèce suivante, dont il se distingue par les carac-

tères ci-après. Corselet plus cordiforme et plus allongé, avec

des angles postérieurs très-proéminents. Elytres d'une forme

un peu plus parallèle ou allongée. Ponctuation des stries des

élytres moins effacée latéralement et septième strie beaucoup

plus marquée. Les taches des élytres sont généralement d'une

nuance plus claire que chez B. littorale. — Rare. RD : Vallée

de l'Ourthe (Putzeys, op. cit.).

5. B. littorale, 01. (rupestre, Dej.). — Même taille. Tête et

corselet vert-métaliique; élytres brunes ayant chacune deux

grandes taches testacées à contours arrondis, l'antérieure ne

commençant qu'en dehors du troisième interstrie, la seconde

oblique, vers le bout de l'élytre. Pattes d'un testacé jaunâtre

assez clair, ainsi que les trois premiers articles des antennes et

la base de quelques-uns des suivants. Corselet cordiforme,

très-rétréci en arrière; base assez fortement ponctuée. Stries

des élytres fortement ponctuées, les externes plus faiblement

et effacées en arrière; la septième surtout très-peu distincte.

—

Très-commun. RD : Angleur, Embourg, Tilfî, Méry, Quar-

reux, Coo, Trois-Ponts, Hockay, Solvvaster, Baraque-Michel,

environs de Visé. RG : Liège, Herstal, Jemeppe, Flémalle-

Grande, HolIogne-aux-Pierres, Engis, Longchamps-sur-Geer.
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6. B.bruxellense, Wesmael.— Taille inférieure à o millimètres.

Vert-métallique, avec les élytres très-peu différentes par la

couleur de celles du précédent. Pattes testacé-jaunâtre, avec

les cuisses à peu près entièrement d'un brun noirâtre. Premier

article des antennes seul rougeâtre. Corselet cordiforme, à

base ponctuée. Elytres assez fortement striées-ponctuées sur

le disque, mais les stries plus effacées latéralement et vers le

sommet. — RD : Les Aguesses, Tilff, Hodbomont, Sart,

Baronheid, environ de Stavelot, Hockay, Baraque-Michel.

7. B. femoratum, Sturm.— Même taille. Taches des élytres plus

étendues et d'un jaune sale très-clair. Pattes testacées,à cuisses

brunes. Antennes à premier article seul entièrement rouge.

Corselet cordiforme, à angles postérieurs presque aigus; base

presque lisse. Stries des élytres moins fortes et à points plus

petits, irés-effacés vers le bout et vers les côtés. — RD : Tilff,

Louvegnez (coll. Chapuis), Heusy (ici.), région entre l'Ourthe

et la Vesdre, sauf les sommets des Fagnes (Putzeys, op. cit).

RG: Liège, Jemeppe, Flémalle-Grande, Hollogne-aux-Pierres.

8. B. obsoleium, Dej. — Taille d'au plus S millimètres Tête et

corselet vert-métallique. Élytres rougeâtres et où la croix sépa-

rant les taches chez les espèces précédentes s'est à peu près

tout à fait effacée, de sorte que la suture et une bande trans-

versale postérieure rembrunies, mais se détachant à peine sur

le fond, en sont les seules traces. Pattes et 3 '/a articles aux

antennes rougeâtres. Elytres à stries assez fortement ponctuées,

également très-effacées en arrière et sur les côtés.— RD : Val-

lées de rOurthe et de la Vesdre (Putzeys, op. cit.). RG : Liège,

Jemeppe, Amay.

9. B. fasciolatum, Duft. — Grand et allant jusqu'à présenter une

taille de 7 millimètres, à la fois allongé et notablement déprimé.

D'un vert brunâtre très-foncé, avec les tibias, la base et le

sommet des cuisses et le premier article des antennes rou-

geâtres; le reste des antennes, ainsi que les tarses, noirâtres.
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Corselet peu rétréci en arrière, avec les côtés fortement rebor-

dés et les angles de la base obtus et peu saillants. Elytres

quelquefois marquées vers le bord d'une bande longitudinale

rougeâtre très-vaguement limitée; six stries ponctuées, les

externes beaucoup moins marquées que les internes. — RD :

Les Aguesses (M. Miedel), Tilff (fd.), Comblain-au-Pont (^d.),

Aywaille (/f/.), Dolhain (Putzeys), Coo, Trois-Ponts (Cam. Van

Volxem). RG : Coronmeuse.

10. B. cœruleum, Dej. — Plus petit, bleu et différant à peine

autrement du précédent, dont il n'est pour beaucoup d'auteurs

qu'une variété méridionale. Les stries sont plus faiblement

ponctuées; il n'y a jamais de bande rougeâtre près du bord de

l'élytre; les tarses sont rougeàlres comme les tibias, mais les

uns et les autres un peu foncés. — Très-rare. RD : Je l'ai pris

une fois à Pepinster, et feu Cam. Van Volxem à Trois-Ponts,

Coo (coll. Putzeys).

\\. B. atrocœruleum, Steph. {cyanescem, Wesmael). — Égale-

ment d'une taille inférieure au B. fasciolatum, dont plusieurs

auteurs ne le regardent que comme une variété. Il s'en rap-

proche plus par la couleur générale, mais sans avoir non

plus de bande rougeâtre submarginale aux élytres. Pattes et

antennes colorées comme chez la susdite espèce. Corselet sub-

cordiforme, avec des angles postérieurs droits. Elytres dépri-

mées, avec des stries très-faiblement ponctuées, mais pas aussi

effacées vers les côtés. — RD : Les Aguesses (M. Miedel),

Polleur (coll. Chapuis), Verviers, Dolhain, Hockay. RG : Je

l'ai pris à Sclessin.

12. B. tibiale, Duft.— Taille d'environ 5 millimètres. D'un bleu

plus ou moins verdàtre et médiocrement brillant. Cuisses

noires; tibias et tarses rougeàlres. Premier article des an-

tennes rougeâtre. Corselet assez rétréci en arrière, avec les

angles postérieurs un peu aigus; impressions latérales de la

base profondes et lisses. Stries des élytres fortes et assez for-
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tement ponctuées sur leur première moitié, non effacées en

arrière. — RD : Liège, Les Aguesses, Tilff, Remouciiamps

(M. Sauveur), Comblain-au-Pont, Coo, Trois-Ponls, Hestreux,

Verviers (coll. Cliapuis), Grandry (icL), Hockay (M. Miedel).

13. B. nitidiilum, Marsham. — Taille d'environ 4 à 5 milli-

mètres. Vert ou faleu-verdàtre, métallique et brillant. Pattes

lestacées, avec la base des cuisses rembrunie. Premier article

des antennes et base des trois suivants d'un testacé clair. Cor-

selet fortement arrondi sur les côtés et très-rétréci en arrière,

avec les angles postérieurs droits et un petit pli saillant près

de chacun d'eux; base ponctuée, surtout dans les fossettes

basilaires, qui sont profondes. Stries des élytres fortement

ponctuées sur le disque, mais fort effacées en arrière, les

externes surtout. — RD : Kinkampoix, Ehein, Neuville-en-

Condroz, Ramioul, Méry, Esneux, Martinrive, Jalhay, Baraque-

Michel, Sart (coll. Chapuis), Maison-Bois {id.), Hertogenwald

(coll. Putzeys). RG : Bois-S'-Gilles (M. Miedel), Rocour {id.).

44.. B. monticulum , Sturm. — Extrêmement voisin du précé-

dent, dont il diffère par des pattes entièrement testacées, ainsi

que les deux premiers articles des antennes. Aux élytres, la

septième strie est effacée ou très-peu distincte. — Rare. RD :

Vallée de l'Ourthe (Putzeys, op. cit.), Halleux (M. Miedel).

IS. B. décorum, Panzer.— Taille d'environ 5 millimètres. D'un

bleu un peu verdàtre, moins brillant que chez les deux espèces

précédentes. Pattes testacées, ainsi que le premier article des

antennes et la base des suivants. Corselet de la même forme,

mais un peu moins rétréci en arrière; point de petit pli contigu

aux angles postérieurs ; base ponctuée, avec des impressions

basilaires moins profondes. Elytres. plus déprimées, avec des

stries fortement ponctuées, qui s'effacent vers le bout et les

côtés. — Commun dans le gravier du bord des rivières. RD :

Grivegnée, Angleur, Embourg, Seraing, Ramet, Martinrive,

Sprimont (M. Sauveur), Remoucbamps {id), Coo, Trois-Ponts.

RG : Liège, Jemeppe.



16. B. bipnnctatumy L. — Taille d'environ k millimètres. D'un

bronzé assez brillant; le dessous, les pattes et les antennes

noirâtres. Corselet arrondi sur les côtés et rétréci vers les

angles postérieurs, qui sont saillants, ponctué en avant et en

arrière. Elytres à stries ponctuées, s'effaçant en arrière; sur le

troisième interstrie, deux très-forts points enfoncés. — Très-

rare. RD : Coo (Putzeys).

17. B. nigricorne, Gyll. — Taille d'environ 3 '/g millimètres.

Bronzé assez brillant, avec les antennes noires; leur premier

article un peu métallescent. Pattes d'un testacé brunâtre, avec

les cuisses aussi un peu métallcscentes. Dessous noir. Cor-

selet large et court, peu rétréci en arrière; les côtés assez

fortement arrondis et ayant leur plus grande largeur tout à fait

au milieu. Elytres présentant chacune six stries ponctuées,

effacées vers le sommet. — Très-rare. RD : Melen.

18. B. lampros, Herbst (celere, Dej.).— Taille de 3 à o ^2 milli-

mètres. Bronzé assez brillant, quelque peu variable dans les

nuances. Antennes brunes, avec la moitié inférieure du premier

article rougeàtre. Pattes rougeàtres, avec les cuisses et les tarses

un peu rembrunis. Corselet arrondi sur les côtés en avant,

puis rétréci, avec des angles droits un peu saillants. Elytres

avec des stries ponctuées le plus souvent d'assez gros points,

mais il y a aussi des variétés au point de vue de la force de îa

ponctuation ; toutes s'effacent vers le bout, sauf la première et

la huitième; la septième est tantôt effacée et tantôt distincte

(variété velox). — Très-commun et probablement même le

plus abondant et le plus répandu de tous les Carabiques du

pays. RD : Grivegnée, Retinne, Melen, Angleur, Embourg,

Tilff, Méry, Esneux , Strivay, Martinrive, Seraing, Ramet,

Ramioul, Engihoul, Tihange, Tlieux, Heusy, Grand-Rechain,

Quarreux, bassin de la Gileppe, Hestreux, Baraque-Michel,

Hockay, Trois-Ponts, Coo. RG : Liège, Ans, Glons, Lixhe,

Milmort, Awans, Hollogne-aux-Pierres, Horion-Hozémont,

Jemeppe, Flémalle-Grande, Flémalle-Haute, Chokier, Engis,

Fallais.
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19. jB. Doris, Panzer. — De la taille des petits exemplaires de

l'espèce précédente. Noir un peu métallique, avec des pattes

rougeàtres, ainsi que le premier article des antennes et la base

des deux suivants. De chaque côté du front, on voit deux

sillons très-profonds, les externes courts et ne dépassant pas le

niveau des yeux, les internes plus longs et venant converger

en avant, au-dessus de la bouche. Corselet presque cordiforme,

faiblement arrondi sur les côtés, fortement et subitement rétréci

vers la base, dont les angles postérieurs font saillie. Eiytres à

six stries finement ponctuées et effacées en arrière, plus une

septième à peine distincte. Une petite tache ronde rougeâtre

près du bord externe de chaque élytre aux deux tiers de leur

longueur ; le sommet aussi vaguement rougeâtre. — Rare.

RD : Angleur, vallée de TOurthe (Putzeys, op. cit).

20. B. Sturmi, Panzer. — Taille un peu inférieure à 3 milli-

mètres. Tète et corselet noirâtres, un peu bronzés; èlytres

brun -foncé, avec leur moitié antérieure portant quelques

petites taches linéaires allongées, d'un testacé clair; une tache

ronde submarginale près du sommet, et le sommet lui-même

également testacés. Les pattes sont de la même couleur, ainsi

que le premier article des antennes et la base des deux

suivants. Sillons frontaux comme chez l'espèce précédente.

Corselet également arrondi sur les côtés en avant, puis rétréci,

avec des angles postérieurs droits, non saillants; impressions

basilaires très -grandes et profondes; entre elles et l'angle

postérieur voisin, on remarque de chaque côté deux forts

points enfoncés. Stries des élytres fortement ponctuées, s'effa-

çant vers le sommet. — Rare. RD : Vallée de l'Ourthe (Put-

zeys, op. cit.), Angleur (coll. Chapuis). RG : lie Monsin à

Herstal (M. Miedel).

21. B. articulatum , Panzer. — Taille d'environ o millimètres.

Tète et corselet vert métallique; élytres jaune-brun sur pres-

que toute leur moitié antérieure, brun-foncé en arrière, avec

une tache jaune. Dessous du corps noir. Pattes d'un testacé
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brunâtre, ainsi que la base des antennes. Sillons frontaux

comme chez les deux espèces précédentes. Corselet aussi

cordiforme; entre l'impression basilaire de chaque côte et

l'angle postérieur, une petite fossette. Stries des élytres très-

fortement ponctuées, s'effacant avant le sommet, — RD :

Angleur, vallées de l'Ourthe et de la Vesdre (Putzeys, op. cit.),

Wegncz (coll. Chapuis), Grand-Rechain {id.), Sart {id.^,

Baraque-Michel, Trois-Ponts. RG : Jemeppe, Horion-Hozé-

mont.

22. B. quadrigiittatimi, Fabr. — Taille d'environ i millimètres.

D'un noir un peu verdâtre et très -faiblement métallique.

Pattes d'un jaune pâle, avec les genoux bruns. Antennes

noirâtres, avec le premier article et la base des suivants tes-

tacés. Corselet assez long, cordiforme, à angles postérieurs

presque droits. Elytres très-lisses et n'ayant que des commen-

cements de séries de petits points sur leur premier tiers;

chaque élytre est marquée de deux taches d'un blanc assez

pur : la première humérale, triangulaire; la seconde, ronde,

vers le bout de l'élytre. — RD : Angleur, Embourg, vallées

de l'Ourthe et de la Vesdre (Putzeys, op. cit.), Grand-Rechain

(coll. Chapuis), Baraque-Michel. RG : Jemeppe.

25. B. qiiadripust-ulatum , Dej. — Taille d'environ 5 '/a milli-

mètres. D'un noir bronzé, ayant sur chaque élytre deux taches

arrondies, plus petites que celles de l'espèce précédente et

d'une nuance jaunâtre. Cuisses noires, tibias testacés, tarses

bruns. Antennes également noires, avec le premier article vert-

métallique. Corselet de même forme, mais plus large que long.

Stries des élytres ponctuées sur une plus grande étendue. —
Assez rare. RD : Vallée de l'Ourthe (M. Weyers), vallées de

l'Ourthe et de la Vesdre (Putzeys, op. cit.), Les Aguesses

(M. Miedel).

24. B. quadrimaculatum, L. — Taille ne dépassant pas 3 milli-

mètres. De la même couleur noire un peu métallique, mais

avec la tête et le corselet vert-bronzé. Chaque élytre est aussi
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marquée de deux petites taches jaunâtres arrondies , la pre-

mière humérale plus grande, la seconde subapicale plus petite.

Pattes et quatre premiers articles des antennes testacés. Cor-

selet subcordiforme, plus large que long; angles postérieurs

terminés en denticules. Elytres striées -ponctuées sur leur

moitié antérieure. — RD : Fetinne, Les Aguesses, Tilff, Méry,

Saive, Rouhez (coll. Chapuis), Baraque-Michel. RG ; Liège,

Ile Monsin à Herstal, Jemeppe, Hollogne-aux-Pierres.

25. B. humérale, Sturm (pidchriim, Dej.). — Même taille. IVoir

métallique un peu verdàtre. Cuisses de la même couleur,

tibias testacés, tarses rembrunis, de même que les antennes.

Une seule tache jaunâtre sur l'épaule de chaque élytre. Cor-

selet fortement cordiforme
,
plus large que long. Stries des

élytres ponctuées jusqu'au delà du miheu. — Très-rare. RD :

Hockay (M. Michel), Fonds de Quarreux et Baraque-Michel

(Putzeys, op. cit.).

26. B. assimile, Gyll. — Même taille. D'un vert bleuâtre un peu

bronzé, mais point brillant, avec les pattes, la base des antennes,

une tache subapicale et le bout de l'élytre, testacés. Front

présentant entre l'œil et le sillon voisin deux petites carènes.

Corselet subcordiforme. Elytres fortement striées-ponctuées

sur le disque, lisses vers le bout. — Rare. RD : Vallée de

rOurthe (Putzeys, op. cit.).

27. B, Clarki, Dawson. — Même taille. Noirâtre-bronzé foncé,

mais un peu luisant, avec la base des antennes et les pattes

rougeâtres; élytres sans taches, mais quelque peu rougeâtres

à leur sommet. Front ayant aussi deux carènes entre l'œil et

le sillon. Corselet large, nullement cordiforme, mais arrondi

latéralement et également rétréci en avant et en arrière. Ely-

tres striées-ponctuées; les stries s'effaçant latéralement et au

sommet.— Très-rare. RD : Un exemplaire a été pris à Angleur

par M. Miedel.

28. B. biguttatum, Fabr. (vulneratiim, Dej.). — Taille de 3 à

4 millimètres. Vert-bleuâtre métallique, médiocrement bril-
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lant, avec le premier article des antennes, les pattes, une tache

marginale vers le bout de chaque élytre et le bout lui-même

testacés. Corselet court et large, avec des angles postérieurs

obtus, à côté desquels la base forme un petit sinus. Elytres

marquées de sept stries ponctuées, s'affaiblissant vers le bout

et les côtés. — RD : Vallées de l'Ourthe et de la Vesdre

(Putzeys, op. cit.), Qiiarreux (coll. Chapuis). RG : Liège,

Lixhe, Longchamps-sur-Geer.

Une variété de cette espèce (biguttatum, Dej.) n'a que six stries

distinctes sur chaque élytre. Les antennes, les pattes et les

taches des élytres sont d'une teinte plus brunâtre. — RD :

Angleur, Quarreux (coll. Chapuis),

29. B. giittula, Fabr.— Plus petit. Noir brillant, avec le premier

article des antennes et les pattes rougeâtres; cuisses un peu

rembrunies. Vers le bout de chaque élytre et presque contre

le bord, une petite tache ronde rougeàire. Corselet de la même
forme que l'espèce précédente. Stries des élytres assez forte-

ment ponctuées et seulement un peu plus courtes et plus fines

vers l'extérieur ; la cinquième subitement creusée en arrière

en un petit sillon. — RD : Vallées de l'Ourthe et de la Vesdre

(Putzeys, op. cil.), Baraque-Michel.

50. B. Mannerheimi , Sahlb. — Même taille. Noir, mais n'ayant

pas le même brillant que l'espèce précédente; n'ayant pas,

comme elle, une tache rouge vers le sommet de i'élytre, qui

est seulement un peu rougeàtre au bout. Premier article des

antennes et pattes également testacés. Corselet de même forme,

mais un peu plus large. Stries des élytres comme chez l'espèce

précédente. — Très-rare. RD : Aywaille (M. Miedel), Halleux

(id.), Quarreux (coll. Chapuis), Sart (id.), Hockay, Baraque-

Michel

31. B. oblusum, Sturm. — Taille de 2 '/a à 3 millimètres. Noir

brillant un peu bronzé ou un peu brunâtre. Premier article

des antennes et base des suivants rougeâtres. Pattes testacées,

avec les cuisses brunes. Corselet transversal, plus large en
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avant qu'en arrière, à angles postérieurs obtus, sans sinus

basilaire en arrière d'eux. Élytres sans taches, n'ayant que

cinq stries finement ponctuées et s'effaçant à leurs extrémités;

comme chez les espèces précédentes, la cinquième strie se

marque au bout en un petit sillon, dont le bord externe s'élève

en petit pli.— RD : Angleur, Embourg, Tilff, Esneux, Baraque-

Michel, Hockay, Surister, Rouhez, Wegnez, Louvegnez.

RG : Liège, Herstal, Jemeppe.

32. £. rufescens, Dej. — Taille de 4 à 5 millimètres. Ferru-

gineux clair, avec un très-léger reflet irisé sur les élytres.

Antennes et pattes jaune-pâle. Corselet de forme transversale,

subquadrangulaire, non rétréci en arrière; angles postérieurs

droits et pointus; bords latéraux un peu retroussés. Élytres

finement striées-ponctuées sur le disque, lisses en arrière et

latéralement.— Rare. RD : Comblain-au-Pont, Verviers (coll.

Chapuis), Halleux (M. Miedel).

33. B. quinquestriatum, Gyll. {pumilio , Dej.). — Un peu plus

petit. Tantôt d'une nuance semblable, mais plus rembruni,

plus bronzé et avec le reflet irisé encore plus distinct, tantôt, et

c'est la forme typique, d'un bleu verdàtre. Pattes et antennes

d'un jaune clair. Corselet de même forme transversale, mais à

angles postérieurs droits et émoussés, suivis, comme chez le

guttula, d'une échancrure latérale de la base, mais bien moins

prononcée. Stries des élytres plus fortement ponctuées, mais

encore plus effacées en arrière et sur les côtés que chez le

B. rufescens.— RD : Froidmont (M. Miedel), vallée de l'Ourthe

(Putzeys, op. cit.). RG : Liège, Jemeppe.

FAMILLE DES CICINDÉLIDES {addition).

34. (Après C. ciermanka, Centurie 1, n° 1). — Cicindela hy-

brida, L. — Plus grande. Tantôt un peu cuivrée, tantôt plus

verdàtre. Une bande blanche, fortement flexueuse au milieu,

partage transversalement chaque élytre sans atteindre la suture;

deux lunules blanches, l'une à l'épaule, l'autre au sommet
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de Télytre. Labre blanc. — Peu commune. RD : Verviers

(M. Mors), entre Hervé et Henri-Chapelle {id.), entre Hervé et

Chaineux [ici.), Nessonvaux (M. Miedel). RG : Le long du canal

de Liège à Maestricht, au delà de Coronmeuse (M. Miedel).

FAMILLE DES CARABIQUES (additions).

35. (Après Notiophilus punctulatiis, Cenlurie], n°8).

—

Elaphrus

uliginosus, Fabr. — Bronzé. Corselet un peu plus large que

cliez l'espèce précédente. Elytres avec quatre séries de taches

violettes imprimées. Jambes et tarses bleus. — RD : Wegnez

(coll. Chapuis).

56. (Après L. spinibarbis, Centurie I, n° H). — Leîstiis ferru-

gineus, L. — D'un ferrugineux rougeâtre. Angles postérieurs

du corselet droits. Stries des élytres fortement ponctuées sur

le disque.— RD : Carrière du Prince à Embourg (M. Miedel),

Heusy (coll. Chapuis), Fouir [ici.), Grandry [id.], Jehanster [id.].

37. (Après Dr. angustus, Centurie I, n° 37).— Dromius agilis,

Fabr. — Plus petit. Même forme allongée, mais moins paral-

lèle. Elytres brun-rouge, faiblement striées, avec deux séries

de points enfoncés. — RD. Kinkampoix (M. Miedel), Colon-

ster (?f/.), Sartilman [id.], Beaufays [id), Cheratte(«c/.), Visé [id.).

RG : Liège (coll. Piitzeys), Longchamps-sur-Geer (Putzeys).

38. (Après le précédent). — Dr. fenestralus, Fabr. — Taille un

peu plus forte. Tète noire. Corselet plus large que long, à

angles postérieurs presque droits, brun de poix, avec les côtés

et la base d'un brun ferrugineux. Elytres à stries fines, dont la

sixième seule est ponctuée vers le bout; elles sont noir de

poix, avec une tache rougeàire vers le milieu de chacune. —
Rare. RD : Hestreux (M. Miedel). RG : Liège (coll. Putzeys).

39. (Après Dr. quadrinotatus , Centurie I, n° 39). — Dr. mela-

noccphahis , Dej. — Un peu plus petit. Testacé, avec la tête

noire et le corselet rougeâtre. Elytres sans taches, mais avec
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des stries un peu noirâtres. Pattes jaunes. Corselet à angles

postérieurs droits et à ligne médiane bien marquée. — RD :

Carrière du Prince à Embourg (M. Miedel), Fond-de-Forét

(coll. Chapuis), Surister (id.), Heusy (id.).

40. (Après D. globosus , Centurie I, n° 51). — Dyschirius tho-

racicus, Illig.— Chaperon céphalique tridenlé. Strie marginale

de l'élytre contournant l'épaule et longeant la base jusqu'à

j'écusson. Stries des élytrcs légères et faiblement ponctuées.

Jambes antérieures n'ayant qu'une forte dent externe suivie

d'un faible denticule.— RD : Angleur (M. Miedel)

41. (Après le précédent). — D.politus, Dej. — Plus petit. Strie

marginale de l'élytre commençant à l'épaule. Jambes anté-

rieures obtusément denticulées au bord externe. Stries des

élytres s'effaçant vers le bout. — RD : Angleur (M. Miedel).

42. (Après P. crux major, Centurie I, n" 56). — Panagœus

quadripiistulatus, Sturm — Un peu plus petit et coloré comme
le précédent, mais avec les taches rouges postérieures des

élytres isolées du bord externe. — Rare. RD ; Heusy (coll.

Chapuis). RG : Rocour (M. Miedel).

45. (Après CaUistus lunatiis , Centurie I, n° 61). — Chlœnius

holosericeus, Fabr. — D'un noir mat, un peu bronzé, pubes-

cent. Elytres à fond granuleux, fortement striées.— Très-rare.

RG : Ile Monsin à Herstal (M. Miedel).

44. (Après 0. gracilis, Centurie lî, n" 5). — Omaseus ininor,

Gyll. — Encore plus petit. Noir de poix ou même tout à fait

noir, avec les pattes brunâtres. Corselet faiblement arrondi sur

les côtés et manifestement rétréci en arrière; deux stries près

des angles de la base. Élytres à stries finement ponctuées.

Point de rebord autour de la pointe du prosternum. Dernier

segment abdominal du mâle pourvu d'une petite carène lon-

gitudinale. — Rare. RD : Raraque-Michel (Putzeys).



( 16)

4-0. (Après A. aulica, Centurie II, n" 20). — Amara striato-

punctata, Dej.— Assez grande. D'un noir bronzé foncé, avec

les trois premiers articles des antennes, les tibias et les tarses

roiigeâtrcs. Corselet fortement rétréci en avant, avec les angles

antérieurs effacés et retombants; base bisinuée, avec des angles

droits ; de chaque côté, une fossette large et ponctuée vers la

base. Éperon terminai des jambes antérieures trifide. - Rare.

Liège (coll. Putzeys).

AQ. (Après A.communis, Centurie II, n° 27). — A.curta, Dej.—
En ovale encore plus court; d'un noir bronzé assez obscur;

les deux premiers articles des antennes seuls rougeâtres, par-

fois avec la base du troisième
;
parfois aussi le deuxième n'est

qu'à moitié rougeàlre; tibias aussi rougeâtres. Corselet court,

avec les angles antérieurs saillants, mais arrondis au sommet;

angles postérieurs un peu aigus, la base étant presque droite;

deux faibles stries de chaque côté. Stries des élytres s'appro-

fondissant vers le sommet. Le segment anal porte un point

pilifère chez le mâle, deux chez la femelle.— Très-rare. RD :

Verviers (coll. Chapuis). RG : Chokier (Putzeys).

47. (Après 0. sabulicola, Centurie II, n" 51). — Ophonus punc-

tatulus , Duft. — Notablement plus petit. Vert-bleuàtre en

dessus, brun de poix en dessous; antennes et pattes rouges.

Corselet à angles postérieurs droits; entièrement ponctué, de

même que les élytres. — Très-rare. RD : Carrière du Prince

à Embourg (M. Miedel).

4-8. (Après H. œneus, Centurie II, n" 66).—Harpalus discoi-

deiis, Fabr. {perplexus, Dej.). — De très-peu plus grand que

H. œneus. Le mâle a une coloration brillante, vert-bronzé ou

bleuâtre, comparable à celle des deux espèces précédentes,

mais la femelle est noire ou brun de poix et mate. Dessous du

corps noir. Pattes et antennes rouges. Corselet à angles posté-

rieurs droits; les impressions basilaires sont très-faibles et

toute la base est ponctuée; bords latéraux assez souvent rou-
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geâtres, comme par transparence. Blj-tres à stries fines; inter-

valles externes sans ponctuation ; le sinus du bord, près du

sommet, peu marqué.— Rare. RD : Sprimont (coll. Chapuis).

49. (Après H. tardus , Centurie II, n° 72). — H. serripes,

Quensel. — Plus grand. Noir, un peu mat chez la femelle.

Antennes brunes, avec le premier article rouge et la base des

trois suivants noire; pattes brun de poix, avec les tarses un

peu plus clairs. Corselet rétréci en avant, avec les angles anté-

rieurs arrondis et les postérieurs droits à sommet émoussé
;

une ligne médiane fine, terminée en avant et en arrière par

des stries iransverses ;' impressions postérieures courtes et

ridées. — Très-rare. RG : Glons (M. Miedel).

50. (Après A. brimnipes, Centurie II, n° 80). — Acupalpiis

exigiins, Dej, — Un peu plus petit. Entièrement d'un noir de

poix, avec le premier article des antennes et les pattes d'un

testacé brunâtre. Corselet à angles postérieurs arrondis. Une

variété (liiridus) a une coloration beaucoup plus claire, avec

un corselet rougeâtre, ainsi que le pourtour des élytres et leur

suture. — Rare. RD : La Reid (coll. Chapuis), Hockay {id.),

Cheratte (M. Miedel), Wandre (id.), Souverain-Wandre {id.).

RG : Ile Monsin à Herstal (id.).

51. (Après T. bistriatus, Centurie II, n° 92). — Tachys nanus,

Gyll. — Double de taille. Déprimé. Noir assez terne, avec la

base des antennes testacée, de même que les tibias et les

tarses. Corselet subqiiadrangulaire, à angles postérieurs droits.

Aux élytres, quatre stries lisses, dont la première seule se

prolonge jusqu'au bout et se recourbe ensuite en crochet

assez long. Deux petits points enfoncés, l'un sur le premier

inlfersirie, l'autre sur la troisième strie. — Rare. RD : Angleur

(M. Miedel), Tilff(/c/.).
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FAMILLE DES HALIPLIDES.

52. Brychhis elevahis, Panzer.— Taille d'environ 4 millimètres,

jaunâtre, avec les stries des élytres partiellement noires. Cor-

selet trapézoïdal, avec les côtés fortement arrondis en avant.

Elytres à stries ponctuées; le troisième interstrie formant une

carène très-marquée. — RD : Berwinne (coll. Chapuis).

bo. Ealiplus variegatus, Sturm. — Taille d'environ 3 milli-

mètres. En ovale assez régulier, quoique un peu acuminé en

avant et aussi en arrière. Corselet sans strioles basilaires, avec

une large zone ponctuée en avant et, à la base, une rangée de

points plus gros; le disque lisse. Aux épaules des élytres, la

courbe latérale continue bien celle du corselet. Elytres à stries

assez Ibrtement ponctuées, les interstries ayant quelques petits

points à peine perceptibles. D'un testacé souvent assez rou-

geâtre, avec quelques taches allongées brunes sur les élytres,

les unes discoïdales immédiatement après le milieu, les autres

un peu en éventail près le sommet, taches qui ne sont bien

marquées que chez les exemplaires les plus pâles, et un peu

effacées chez les plus foncés. — RD ; Sprimont (coll. Chapuis).

54. H. flavicollis, Sturm. — Mesurant presque 4 millimètres

de longueur. Ovale, assez large, quelque peu acuminé en

arrière. Teslacé-jaunâtre clair, avec les points dos stries ély-

trales et de la base du corselet noirâtres. Corselet assez forte-

ment ponctué en arrière, plus légèrement, mais densément en

avant, à disque plus lisse; point de strioles basilaires. Stries

des élytres fortement ponctuées; une série de très-petits points

sur chaque interstrie. — RD : Sprimont (coll. Chapuis).

55. H. cinereus, Aube. — Taille de 2 ^/q à 5 millimètres. Tète

et corselet un peu rougeâtrcs; élytres testacé-jaunàtre, avec les

points des stries noirâtres et le fond se rembrunissant souvent

par places. Ponctuation assez dense, mais fine, en avant et en
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arrière du corselet; point de strioles basilaires. Élylres striées-

ponctuées, avec le premier point des cinq premières stries très-

fort; inlerstries ne présentant que des points isolés. — RD :

Sprimont (coll. Chapuis). RG : Longchamps près Waremme.

S6. H. ruficollis, de Geer {impressus, Aube).— Taille d'environ

2 ^2 millimètres. En ovale court, jaune un peu rougeàtre,

surtout sur la tète et le corselet. Points des stries élytrales

noirâtres; cette couleur se poursuivant en lignes striales noires,

non interrompues et débordant en général sur les interstries,

de manière à produire une maculalure vague et plus ou moins

forte sur certains points du fond. Corselet densément et très-

finement ponctué sur son pourtour. De chaque côté, la base,

à quelque distance de l'angle, porte une très -petite striole

droite et parallèle à l'axe du corps. Points des stries des élytres

assez et uniformément forts ; ceux qui longent la base pas plus

forts que les autres. — RD : Sprimont, Séroule, Baraque-

Michel. RG : Stalle.

87. H. linealocoUis, Marsham. — Même taille. Tète noire ou

d'un brun très-foncé. Corselet jaune-rougeàtre, marqué au

milieu d'une linéole ou tache longitudinale brun-noirâtre,

de forme un peu variable. Elytres testacées et présentant en

général quelques mouchetures brunes. Strioles de la base du

corselet longues, fortes, courbées en dedans. Stries des élytres

à points assez forts; trois points plus forts à la naissance des

troisième, quatrième et cinquième stries. Interstries ponctués.

— RD : Baraque-Michel (coll. Chapuis). RG: Jemeppe, Lixhe.

FAMILLE DES DYTISCIDES.

58. Notenis clavicornis, de Geer (crflssfcorms, Aube, Kiesen-

wetter). — Taille de 4 millimètres. D'un brun marron clair

et luisant, un peu plus foncé sur les élytres, qui sont marquées

de quelques points assez fins formant sur chacune trois séries

longitudinales. Prosternum non caréné.— RD : Séroule (coll.

Chapuis).
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59. N. capricornis, Hcrbst (sporsus, Aube).— Taille supérieure

à 4- millimèlres. Brun-marron clair et luisant. Élytres mar-

quées de gros points épars, assez abondants sur le bout, ne

formant pas des séries vers la base. Prosternum coréné au

milieu. Antennes du mâle ayant leurs articles fort dilatés à

partir du cinquième. — RG : Liège, dans l'étang du Jardin

botanique.

60. Laccophihis interruptus, Panzer.— Taille d'environ 4 '/o iwil-

limètres. Couleur testacé-olivâlre, assez brillante, avec la tète,

le corselet et le bord externe des élyires d'un blanc jaunâtre;

des taches de la même couleur, assez vaguement limitées, les

unes arrondies, conniventes avec le bord extérieur, les autres

liliéaires, sur le disque, surtout en avant. Base du corselet un

peu saillante au milieu, mais non anguleuse.— BG : Liège.

61. L. obscurns, Panzer (minuliis, Aube). — Taille générale-

ment quelque peu inférieure à celle de l'espèce précédente.

Couleur et maculature semblables, mais avec une nuance plus

verdàtre dans les taches. Base du corselet saillant au milieu

vers la sultu-e des élytres, en formant un angle pointu. — RD :

Quarreux (coll. Chapuis), Baraque-Michel (ici.). — RG : Liège,

Jemeppe.

62. Bideasus imistriatiis, Schrank. — Taille d'environ 2 milli-

mètres. Ovale. Brun-noirâtre, avec le coiselet transversalement

ferrugineux. Elytres finement ponctuées et presque lisses chez

les femelles. Une strie suturale assez faiblement imprimée. A la

base du corselet, deux courtes strioles droites très-marquées,

ayant un prolongement sur le milieu de la base de chaque

élytre. — Rare. RD : Sprimont (coll. Chapuis).

65. B. geminus, Fabr. — Taille de 2 '/a millimètres. Ovale.

Brun-bistré assez clair, avec le devant de la tète rougeàtre, de

même que le centre et les côtés du corselet. Elytres ayant un

dessin blanc-sale qui, normalement, peut se ramener à une

fascie déchiquetée et élargie sur les bords, suivant de près la
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base, puis une très-petite tache arrondie près du bord, aux

deux tiers, enfin sur le sommet de chaque élytre, une tache

pkis grande, triangulaire; ces taches, sujettes soit à se res-

treindre, soit à s'étendre et se rejoindre. Une strie suturale et

deux strioles basilaires, ayant un prolongement sur la base du

corselet. — RD : La Boverie, à Liéfi;e.

6-4. Hi/phydrus ovattis, L (ferrugineus, Thomson, Bedel ).

—

Taille d environ 4 '/2 millimètres. Ovoïde très -bombé, en

dessous surtout. Ferrugineux, généralement rembruni sur les

élytres, sauf la base et quelques taches UTégulières sur le bord

externe. Ponctuation abondante, forte chez le mâle, fine chez

la femelle, qui est plus luisante et comme satinée.— RD : Visé,

Angleur, Sprimont (coll. Chapuis), Séroule (id.).

65. Cœlambus versicolor, Schaller (^reticulatus , Fabr. , Aube,

Kies.). — Taille d'environ o millimètres. Ovoïde, très-bombé

en dessous. Tète finement rebordée en avant. Ponctuation

abondante et fine, entremêlée de quelques points plus gros.

Tète, corselet et élytres d'un testacé jaunâtre; la tête et le

corselet sont bordés de brun en arrière; aux élytres, la base

et la suture sont noires, ainsi que trois assez longues bandes

longitudinales, parfois plus ou moins continues et anastomo-

sées; mais le plus souvent la première et la troisième sont

interrompues au milieu, et la deuxième est réduite à sa moitié

postérieure; en outre une petite tache plus extérieure vers les

deux tiers de l'élytre. Antennes et pattes testacées. Saillie pro-

• sternale aiguë en avant. — RD : Sprimont (coll. Chapuis),

Séroule (id.).

66. Deronectes latus , Stephens (ovatus, Aube). — Taille de

4 '/a millimètres. Largement ovale, avec les élytres un peu

acuminées au sommet. Corselet court, ne préseniant pas vers

sa base une dépression transversale. Couleur brun-marron

très-foncé, avec la tète et la région humérale des élytres rou-

geàtres. Ponctuation générale extrêmement fine, avec mélange

de quelques gros points. — Rare. RD : Baraque-Michel (coll.

Chapuis).
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67. Hi/clroporns halensis, Fabr.— Taille de i millimètres envi-

ron. Ovale, avec un très-faible angle rentrant entre le corselet

et l'élytre. Tesiacé très-pàle, un peu rougeàtre sur la tête et le

corselet. Pattes rougeàtres, ainsi que les antennes, dont les

derniers articles se rembrunissent au sommet. Deux taches

noires triangulaires sur le disque du corselet. Six lignes noi-

râtres sur chaque élylre, n'atteignant ni la base, ni le sommet;

les internes réunies en certains endroits par des taches; les

externes non confluentes, mais offrant des lacunes. Dessous du

corps brun. — RD : Beaufays (M. Miedel, d'après la collection

Chapuis).

68. H. lineatus, Fabr. [quadrilinealus, Drapiez, Bedel). — Taille

d'environ 3 millimètres. Ovale, très-acuminé en arrière; fer-

rugineux-jaunâtre; les élytres brun clair avec un large bord

jaunâtre et, sur le disque de chacune, quatre petites lignes de

la même couleur, souvent assez effacées et se prolongeant de

la base plus ou moins en arrière. — RD : Sprimont (coll.

Chapuis). RG : Liège.

69. H. pictus, Fabr. — Taille de 2 '/a millimètres environ.

Brièvement ovale et convexe. Tète rougeàtre; corselet brun-

rougeàtre, avec une fine striole basilaire de chaque côté. Elytres

d'un noir assez brillant, avec un dessin jaune, consistant géné-

ralement en une grande tache humérale réniforme et une tache

triangulaire sur le dernier tiers de l'élytre, prolongée par une

linéole postérieure et réunie par un arc fin à la tache humérale;

parfois le dessin reste réduit aux deux taches. Dessous et

pattes fenugineux. — RD : Sprimont (coll. Chapuis), Séroule

(kl.). RG : Liège.

70. H. nigrita, Fabr. — Taille de 3 millimètres. En ovale assez

régulier. Ponctuation générale, mais médiocrement dense;

celle du corselet très-fine sur le disque. Noir ou brun de poix

très-foncé, avec les pattes et les premiers articles des antennes

testacé-rougeàtre, le vertex également étroitement rougeàtre.

—

- RD : Tilff, San.
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71. H. obsciirus, Sturm. — Taille un peu inférieure à 3 milli-

mètres. Forme étroite et assez parallèle, mais acuminée en

arrière. Corselet court et fort rétréci en avant. Ponctuation

dense et forte sur les élytres, comme au pourtour du corselet,

dont le disque est lisse. Couleur d'un brun rougeàtre un peu

luisant, avec la tète d'un rougeàtre très-clair, surtout en avant.

Dessous brun de poix. — RD : Hockay.

72. H. puhescens, Gyll. — Taille de 5 '/a millimètres environ,

quelque peu variable. Ovale, avec l'extrémité des élytres fai-

blement acuminée. Ponctuation médiocrement forte, mais

dense ; une pubescence grise très-apparente et assez dense au

bout des élytres. Noir, avec les pattes et la base des antennes

d'un rougeàtre foncé; les élytres brun de poix, devenant plus

claires sur la base, à l'épaule, le long du bord externe et sur

l'épipleure. — RD : Baraque-Michel (coll. Chapuis).

73. H. planus, Fabr. — Taille de A Y2 millimètres. En ovale

très-régulier; assez peu convexe, pubescent, densément, mais

très-finement ponctué. D'un noir de poix, avec les pattes et la

base des antennes rougeâtres. Les élytres s'écîaircissent à la

base, et surtout dans la région huméraîe. — RD : Angleur,

Sprimont (coll. Chapuis), environs de Visé. RG : Glain, Loën,

Statte.

74-. H. iristis, Payk. — Taille de 3 millimètres. Même forme,

avec les élytres tant soit peu élargies immédiatement après la

base, ce qui rompt la courbe générale du côté en cet endroit.

Ponctuation plus faible. Brun-noiràlre, avec la tète, les pattes

et les élytres, surtout à la base, rougeâtres. — RD : Baraque-

Michel (coll. Chapuis).

75. H. neglectiis, Schaum. — Taille de 2 à 2 '/a millimètres.

Même forme que le précédent, un peu plus étroit proporlion-

nellement. Tète rougeàtre en avant; corselet brun-marron

clair; élytres brun-rougeàtre. Ponctuation beaucoup plus fine.

— RD ; Baraque-Michel (coll. Chapuis).
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76. H. umbrosus, Gyll. — Taille de 2 ^/a millimètres. Ovale.

Noirâtre, avec la tète roiigeàtre, surtout en avant, ainsi que les

pattes. Eiytres d'un brun bistré assez clair, pubescentes. Cor-

selet avec les côtés de la base un peu arqués. —RD : Baraque-

Michel (coll. Chapuis).

77. H, palustris, L. (sexpustulatiis , Fabr., Aube). — Taille de

3 ^/4 millimètres. Ovale, avec la courbe générale des côtés

présentant un très-léger rétrécissement vis-à-vis la jonction du

corselet et des élytres. D'un noir de poix clair, quelquefois très-

clair, avec la tète rouge, un peu rembrunie au milieu; le cor-

selet brun de poix, avec les côtés rougeàtres, les pattes et la

base des antennes aussi rougeàtres; enfin un dessin testacé

sur chaque élytre, consistant en une grande tache basilaire ne

s'étendant pas à la région scutellaire, mais un peu prolongée

en arrière sur le disque, le bord externe, et deux taches posté-

rieures, dont l'une subapicale, rejointes par un trait et con-

fluentes aussi avec le bord; ces taches peuvent être très-réduiles

et même en partie effacées. Hanches postérieures faiblement

ponctuées. — Commun. RD : Environs de Visé, Sprimont

(coll. Chapuis), Séroule (ici.), Baraque-Michel (id.), Hockay.

RG : Liège, Loën, Statte.

78. ti. erythrocephalus, L. — Taille de 4 millimètres. Ovale;

pubescent. Ponctuation du corselet très-forte. JVoir de poix,

avec les élytres brun de poix, souvent un peu rougeàtres à la

base, surtout vers l'épaule et sur le bord externe. Tête rou-

geâtre. — RD : Baraque-Michel (coll. Chapuis).

79. H. dorsalis, Fabr. — Taille d'environ 5 millimètres. Ovale,

avec sa plus grande largeur un peu en arrière. Corselet à côtés

bien arrondis en avant, redressés vers la base; celle-ci avec

une longue dépression transverse, très-fortement ponctuée.

Elytres densément ponctuées, pubescentes. Couleur tantôt

noirâtre, tantôt brun-marron luisant, avec la tète, la base des

antennes et les côtés du corselet rougeàtres; sur les élytres, un
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dessin lestaeé, sujet à s'effacer, consistant en une vague et assez

grande tache discoïdale, une autre grande tache humérale

allongée, le bord externe à la suite de cette tache et un arc

transversal aux deux tiers de l'élytre. — Rare. RD : Boncelles

(M. Miedel).

80. Âgabiis guttatus, Payk. — Taille d'au plus 8 millimètres.

Noir brillant, avec les antennes et palpes, le labre et deux

taches sur le vertex rougeâtres; tibias et tarses antérieurs et

intermédiaires rougeâtres, le reste des pattes noir de poix.

Côtés du corselet finement rougeâtres; sa base sensiblement

droite, les angles se trouvant presque au même niveau trans-

verse que le centre. Elytres très-finement réticulées, marquées

chacune de deux petites macules testacées, Tune près du bord

un peu en arrière du milieu, l'autre près du sommet, souvent

très-peu distinctes. - RD : Rotheux, Hermalle-sous-Huy, Ver-

viers (coll. Chapuis), Surister (id), Goé (M. Miedel), Baraque-

Michel.

81. A. biguttaliis, Olivier. — Taille d'environ 9 millimètres. Noir

très-brillant; deux taches rougeâtres sur le vertex; antennes,

genoux et tarses couleur de poix rougeâlre. Base du corselet

se courbant un peu en avant de chaque côté, vu que l'angle

postérieur est plus avancé que le milieu de la base. Sur chaque

élytre, dont le fond est subtilement réticulé, deux macules

testacées, généralement plus distinctes que chez l'espèce

précédente et placées de même. — Rare. RD : Kinkampoix

(M. Miedel), Sartilman {id.), Beaufays {id.), Tilff (\I. Maréchal).

82. A. paludosus, Fabr. — Taille d'au plus 7 millimètres. D'un

brun-noisette très-brillant; noir en dessous; la tète et le cor-

selet plus foncés; les élytres plus claires, surtout à la base,

qui est souvent tout à fait blanchâtre, ainsi que l'épipleure.

Antennes et pattes rougeâtres; cuisses rembrunies au milieu.

Labre, épistome et deux taches sur le vertex rougeâtres. —
RD : Tilff, Neuville-en-Condroz, Berwinnc (coll. Chapuis).
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83. A. afjinis, Payk. — Taille de 6 */2 millimètres. Ovale un

peu étroit. Noir assez brillant, avec Fépistome, les palpes et

antennes, deux taches sur le vertex et les pattes rougeàtres; les

cuisses plus foncées. Aux élytres, une tache après le milieu et

une autre apicale rougeàtres, mais très-peu apparentes et sou-

vent même effacées. Les élytres ont une ponctuation extrê-

mement fine, indépendamment de gros points formant sur

chacune trois séries et de quelques autres épars entre les

séries. — RD : Baraque-Michel (coll. Chapuis).

84. A. didymus, Olivier. — Taille de 8 millimètres. Noir bril-

lant, bronzé et souvent un peu irisé en dessus; les côtés du

corselet, les épipleures des élytres et les antennes testacés;

pattes antérieures et intermédiaires rougeàtres; pattes posté-

rieures brunes. Sur chaque élylre, deux taches testacées, l'une

au sommet, l'autre sur le côté un peu après le milieu, se com-

posant de deux taches irréguliéres juxtaposées.— RG : Liège.

85. A. coiigoner, Payk.— Taille d'environ 8 millimètres. Élytres

un peu déprimées et quelque peu acuminées au sommet. Noir-

brunàtre, luisant et un peu métallescent. Epipleures et épaules

des élytres rougeàtres, de même que les antennes, les tibias et

les tarses; cuisses rembrunies, surtout aux pattes postérieures.

— Très-rare; espèce boréale et subalpine. RD : Un exem-

plaire a été pris, en 1882, au Hockay, par M. H. Donckier de

Donceel.

86. A. nebulosus, Foerster [bipimctatus, Fabr., Aube, Kiesenw.).

— Taille de 8 millimètres et plus. Tète noire, avec le labre,

tout l'épistome et deux taches sur le vertex, testacés. Corselet

testacé, ayant sur le disque deux taches d'un noir brunâtre,

quelquefois presque effacées. Élytres testacées, couvertes d'une

grande quantité de très-petites mouchetures noires. Dessous du

corps noir en avant, testacé en arrière. Antennes et pattes jau-

nâtres; cuisses postérieures rembrunies.— RD : Les Aguesses

à Angleur (M. Miedel).
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87. A. femoralis, Payk. — Taille de 6 millimètres. Régulière-

ment ovalaire. Brunâtre très-luisant et même un peu métal-

lescent; noir en dessous, avec le bord postérieur des segments

abdominaux rougeàtre. Antennes et pattes rougeàtres. Ailes

ou prolongements latéraux du métasternum étroits. Cuisses an-

térieures du mâle densément ciliées au bord inférieur.— RD :

Beaufays (M. Miedel), Theux (id.), Heusy (?'rf.), Hoekay (ici.).

88. A. Sturmi, Gyll. — Taille d'environ 8 à 9 millimètres.

Ovale assez large. Brun-marron, avec les côtés du corselet et

des élytres rougeàtres; tète et disque du corselet plus rem-

brunis. Dessous noir. Pattes et antennes testacées. Saillie pro-

sternale déprimée.— RD : Sprimont (coll. Chapuis), Baraque-

Michel {id.). RG : Étangs du château de Longchamps à

Waremme.

89. A. c/ialconotiis, Panzer. — Taille de 8 millimètres. Noir

brillant, bien bronzé en dessus et offrant souvent de l'irisation.

Antennes, labre, bord de l'épistome et deux taches sur le

vertex un peu rougeàtres. Pattes rougeàtres, sauf les cuisses et

la totalité des pattes postérieures, qui sont brun de poix. —
RD : Angleur, Sartilman, Beaufays, Verviers, Bilstain, Sart,

Hoekay, Baraque-Michel. RG : Lixhe.

90. A. bipiistidatiis, L. — Taille de 10 à H millimètres. Ovale

allongé et quelque peu rétréci en arrière, où les élytres se

dépriment aussi un peu. Noir brillant et généralement un

peu bronzé. Corselet avec les angles poslérieiu's un peu aigus,

précédant une sinuosité de la base. Celle-ci de même étendue

que celle des élylres (dans la variété Solieri, propre aux pays

de montagnes, elle est plus courte). Corselet, élytres, hanches

postérieures et premiers segments abdominaux densément

couverts de petites strioles longitudinales un peu onduleuses.

Antennes, palpes, labre et deux taches sur le vertex rougeàtres.

Pattes d'un brun de poix rougeàtre. — Commun et abondant.

RD : Visé, Angleur, Comblain-la-Tour, Berwinne, Spa, Sart,

Baraque-Michel, Hoekay, Quarreux. RG : Jemeppe, Chokier,

Statte, Loën.
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91. Plalanibus inaculatus, L.— Taille de 8 millimètres environ.

Ovale assez convexe. Brun- noir luisant en dessus, avec les

antennes et palpes, tout le devant de la tète, deux lâches sur

le verlex, les côtés du corselet et une bande médiane qui les

réunit, jaunâtres. Aux élyirrs, la couleur jaunâtre forme le

dessin suivant : deux taches quadrangulaires, juxta-suturales,

se prolongeant parfois chacune en deux raies longitudinales

parallèles, et d'autre part en une fascie transverse allant à

Tépaule rejoindre une bande latérale assez large; sur le disque,

deux autres raies longitudinales, en général rejointes par un

ou deux points à la bande latérale; ceci est un maximum de

la coloration jaunâtre, qui est souvent beaucoup plus réduite,

par la disparition d'une partie des bandes, laciies et raccorde-

ments. Dessous et pattes testacé-rougeàtre. Saillie prosternale

déprimée en spatule.— RD : Ehein, Berwinne (coll. Cliapuis),

Séroule (ici.), Quarreux (ici.).

92. Ihjbius ater, de Geer. — Taille de 14 millimètres. Oblong

et d'une forme naviculaire très-bombée. Noir en dessus; brun

de poix en dessous, ainsi que les pattes, les antennes, le labre,

une très-fine bordure au corselet et aux épaules des élytres et

les épipleures. Sur chaque élytre, une linéole rougeâtre un

peu au delà du milieu et une petite tache peu apparente près

du sommet. • RD : Sprimoni (coll. Chapuis). RG : Ile Monsin

à Herstal (M. Miedel).

93. /. obscurus, Marsham (quadrigiittahis , Aube). — Taille de

41
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millimètres. Même forme. Noir en dessous aussi bien

qu'en dessus, avec les antennes, le labre et les quatre pattes

antérieures rougeàtres, les postérieures brun de poix. Mêmes

taches aux élytres que le précédent. — RD : Baraque-Michel.

RG : Waremme, dans les étangs du chàieau de Longchamps,

Ile Monsin à Herstal (M. Miedel).

94. /. gultiger, Gyll.— Taille de 9 '/a millimètres. Ovale, médio-

crement convexe. Noir brillant, non métallique. Antennes,

pattes et bord postérieur des segments abdominaux rougeàtres.
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Sur chaque élytre, une linéole courte après le milieu et une

petite tache apicale rougcâtres, sujettes à s'effacer. On voit

aussi sur chaque élytre deux séries longitudinales de petits

points. — Très-rare. RD : Baraque-Michel (coll. Chapuis).

95. I. œnescens, Thomson. — Taille d'au plus 9 millimètres.

Ovale un peu allongé, médiocrement hombé. JNoir-bronzé en

dessus. Elytresà taches presque toujours effacées; séries longi-

tudinales de points rarement apparentes. Dessous noir de poix.

Pattes et antennes rougeâtres. — RD : Beaufays (M. Miedel).

96. /. fuliginosus , Fabr. — Taille de 10 millimètres. En ovale

très-allongé, naviculaire, presque acuminé en arrière. Brun

un peu métallique en dessus, testacé-rougeâtre en dessous.

Antennes, bouche, tout l'épistome, les côtés du corselet et une

très-large bande latérale aux élytres, ferrugineux; cette der-

nière bande est partagée par une raie oblique naissant un peu

plus bas que l'épaule et divisée transversalement par une quan-

tité de petites strioles jaunâtres. — Commun. RD : Séroule

(coll. Chapuis), Rouhez prés Heusy (ici). RG : Ile Monsin à

Herstal (M. Miedel), Waremme.

97. /. Jenestralm, Fabr. — Taille de 11 ^/^ millimètres. Ovale

un peu plus large et surtout plus bombé. Bronzé assez bril-

lant en dessus, rougeàtre en dessous, ainsi que les pattes, les

antennes, tout le devant de la lèfe, les côtés du cor«elet, les

épipleures et une bande latérale mal limitée au bord de Télytre,

s'oblitéranl vers les trois quaris de la longueur. Une petite

linéole aux deux tiers et une petite tache apicale rougeâtres,

peu distinctes. Le meilleur caractère se trouve dans les ailes du

métasiernum qui, au lieu de se rétrécir graduellement comme
chez les autres llybius, le font brusquement de manière à avoir

une forme de faucille étroite. — RD : Neuville-en-Condroz,

Sprimont. RG : Herstal.

98. Rhantus bislriatus, Bergstràsser. — Taille de 10 à \\ mil-

limètres. Ovale un peu court. Teslacé en dessus. Tète noire,
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avec tout le devant largement jaunâtre, de même que deux

taches sur le vertex. Corselet bordé de brun en avant et en

arrière, où cette bordure prend au centre une épaisseur triple;

point de tache discoïdale. Elytres, à part la suture, la base et

les bords latéraux, densément couvertes d'une agglomération

de mouchetures noirâtres. Dessous noir, avec le prosternum,

le bout des hanches postérieures et une mince bordure aux

segments abdominaux, rougeâtres, ainsi que les antennes et

les pattes. — RG : Liège, lie Monsin à Herstal (M. Miedel).

99. Rh. exolctus, Foerster {coUaris, Aube, Kies.).— Même taille.

Ovale assez court. Testacè en dessus; la tète n'a de noir que

le vertex et deux lunules frontales partant des yeux. Corselet

avec une très-faible bordure brune au milieu du bord anté-

rieur et de la base. Elytres très-densément couvertes d'une

accumulation de mouchetures d'un noir brun, sauf sur la

suture, la base et le bord latéral. Dessous du corps d'un testacé

luisant, ainsi que les antennes et les pattes.— RD : Sprimont.

RG : Liège, Herstal.

100. BJi. adspersus, Fabr.— Taille de 9 '/a millimètres. Briève-

ment ovale. Testacé en dessus. Derrière de la tète noir, embras-

sant deux macules teslacées. Corselet au plus un peu rembruni

au miheu de la base. Aux elytres, la couleur testacée disparaît

sous une agglomération de mouchetures brun-noirâtre, sauf

sur les bords latéraux et à la suture. Dessous du corps d'un

noir brun, sauf la poitrine, le premier segment de l'abdomen

presque entier, le dernier segment et une large bordure aux

autres, rougeâtres. Pattes et antennes testacées. — RD : Spri-

mont (coll. Chapuis), Baraque-Michel ijd.).
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Note pour le classement des Carabiques.

Dans ces Centuries, j'avais adopté comme ordre de classement

des Carabiques, en n'y introduisant que de faibles modifications,

celui qui a été établi, en 1860, par Schaum [Naturgesc/iichte der

Insekten Deiitschlands, 1). C'était effectivement celui qu'on pou-

vait encore regarder comme le plus satisfaisant, ayant constitué,

lors de son apparition, un progrès considérable sur les auteurs

qui avaient essayé le même travail. Mais la science marche et use

les œuvres imparfaites dans lesquelles nous tentons de saisir et

d'établir de notre mieux des relations naturelles, où l'ordre d'une

série linéaire, comme on l'a dit cent fois, reste toujours défec-

tueux, quoique le seul que nous puissions employer.

Depuis Schaum, de nombreux entomologistes d'un grand

mérite, parmi lesquels il faut citer MM. de Cbaudoir, J.-L. Le

Conte, Dohrn, H -W. Bâtes, G. Kraatz, Piochard de la Brûlerie,

C.-G. Thomson, Géhin, notre regretté Putzeys, etc., etc., ont

travaillé la famille nombreuse et intéressante des Carabiques,

faisant surgir de leur étude la révélation de rapports nouveaux

entre ces êtres. Des modifications aux classifîcaiions en sont le

résultat nécessaire et plus d'un essai en avait été fait. Mais tantôt

nous rencontrions des classifications basées sur les groupes limités

d'une faune locale, tantôt des bouleverocmenis trop hardis et trop

complets des méthodes précédentes, innovations qu'il faut tou-

jours tenir en suspicion, car s'il n'y a jamais rien d'absolument

parfait en ces sortes de travaux, il n'y a jamais non plus à con-

damner sans restriction ce qui a été reconnu bon et quelquefois

cru parfait par une des générations de naturalistes qui nous pré-

cédèrent. Je n'avais donc, au moment où je commençai ces Cen-

turies, rien trouvé dans la littérature entomologique qui me parût

suffisamment autorisé pour détrôner la classification de Schaum,

à laquelle je ne m'étais permis d'apporter que les quelques modi-

ficaiions les plus indispensables, n'osant pas y joindre de mon
propre chef nombre d'autres dont j'avais cependant conscience

et qui n'auraient laissé subsister que fort peu de cette classifi-

cation.
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Dans le courant de l'année 1881, un entomologiste américain

d'un profond savoir, M. le D'" Horn, a fait paraître une classifica-

tion des Carabiques {Transact. Amer. Enlom. Soc, IX) qui ma
paru réaliser enfin un tableau aussi fidèle que possible des résul-

tats présentement acquis dans la taxonomie des Carabiques; je

me suis empressé de l'analyser et d'en traduire les parties essen-

tielles (Comptes rendus de la Société entomologique de Belgique,

séance du 4 mars 1882), et je ne puis mieux faire que d'en con-

seiller l'adoption à tous ceux qui veulent avoir leurs collections

disposées dans l'ordre le plus conforme à l'état actuel de la

science.

Je reprendrai donc les 248 espèces jusqu'ici énumérées dans

ces trois premières Centuries et les placerai dans les cadres de

la classification Horn :

SOtS-FAMILLE DES CARABINEE.

Tribu 1. - OMOPHRONINI.

1. Omophroii Umbaium . Centurie I, 3

Tribu Ili.— CYCHRIISI.

2. Cijchru^ rostratus . . . Cent. I, 31

Tribu IV. — CARABINI.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

•H.

42.

13.

44.

45.

46.

47.

48.

49

Procrustes coriaceus

Carabus iutricatus .

C. auratiis ....
C. auronilens . . .

C. 77iten>!

C. clathralus . . .

C. granulatus . . .

C. cancellaCu.t . . .

C. monilix ....
C. arvensis ....
C. calenulatus. . .

C. purpurascena . .

C. convexus. . . .

C. nemoralis . . .

C. irregularis . . .

Calosoma inquisHor

.

C. sycopltuiila . . .

. Cent. I,

23.

16
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SOIS-FAMILLE DES HARPALL\iE BISETOS^E.

Tribu XVI. — PaNAG^INI.

39. Panagœus crux-major. . Cent. I, 06

40. P. quadripustulatus . . . . 111, 42

Tribu XXII. - BEMBIDIINI.

41. Tachypus pallipes . . .Cent. 11,90

42. T. flavipes 91

43. Bembidium paludosum 96

44. B. piitictulalum 97

45. B. prasinum 98

46. B.flammulatum 99

47. B. varium 100

48. B.adustiim III, 1

49. R. ruficorne 2

50. Br elongatum 3

51. B.fluviatile 4

52. fi. littorale 5

53. B. bruxellense 6

54. B.femoratum 7

55. B. obsoletum 8

56. B. fasciolatum 9

57. B. cœruleum 10

58. B. atrocœruleum . 11

59. B. tibiale 12

60. B. nitidulum 13

61. B.monticulum . .14

62. B. décorum 15

63. B. bipunctatum 16

64. B.nigricorne . . 17

65. B. lampros 18

66. fi. Doris . .19

67. B. Sturmi 20

68. B. arliculatum 21

69. B. quadriguttatum 22

70. B. quadripustulatum 23

71. B. quadrimaciilalum 24

72. £. humerale 25

73. B. assimile 26

74. B. Clarki.
'

27

75. B. biguttatum 28

76. B. guttula Cent. III, 29

77. B. Mannerheimi 30

78. B. obtusum 31

79. B. rufescens 32

80. B. quinquestriatum 33

81. Tachys bistriatus II, 92

82. T. nanus H], 51

83. T. quadrisignatus II, 93

84. T. sextriatus . 94

85. T. Focki 95

Tribu XXIII. - POGONINI.

86. Patrobus excavatus . . Cent. Il, 41

87. Trechus discus 83

88. Tr. micros 84

89. Tr. longicornis 85

90. Tr. rubens 86

91. Tr. minutas 87

92. Tr. secalis 88

93. Perileptus areolatus 89

Tribu XXIV. — PTEROSTICHINI.

94. Pœcilus punctulatus . . Cent. 1, 93

95. P. cupreus 94

96. P. lepidus 95

97. P dimidlatus 96

98. Lagarus vernalis 97

99. Lyperus aterrimus 98

100. Omaseus niger 99

101. 0. vulgaris 100

102. 0. nigrita II, 1

103. anthracinus 2

104. 0. gracilis . 3

105. 0. minor 111, 44

106. Argutor strenuus II, 4

107. A. diligens 5

108. Platysma oblongopunctatum . . 6

109. PI. angustatum 7

110. Steropus madidus 8

111. St. œlhiops 9

112. Pierosiichus parumpunctatus . . 10

5
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413. Abaxstriola Cent. II, 41

444. A. ovalis 42

415. A. carinatus 43

416. A. parallelus 44

417. Molops terricola 15

418. Amara patricia 16

119. A.fulva 17

120. A. apricaria 18

124. A. consiilaris 49

422. A.aulica 20

123. A. striatopunctata .... III, 'iS

i^i. A.tricuspidata 11,21

125. A. plebeja 22

426. A. similala 23

427. A. ovata 24

428. A. montivaga 23

429. A. nitida 26

130. A. communis 27

131. A. curta III. 46

132. A. vulgaris II, 28

433. A.spreta 29

434. A.famelica 30

435. A. trivialis 31

436. A. acuminata 32

437. AJamiliaris 33

438. A. lucida 34

439. A. ingenua 3o

440. A. cursitans 36

444. A. municipalis 37

442. A. bifrons 38

443. A. rufocincta 39

m. Stomis pumicatus 42

Tribu XXV. — LICININI.

445. Licinus silphoides . . . Cent. I, 57

446. Badister unipustulatus . . . . o8

447. B. bipustulatus 59

448. B. humeralis 60

Tribu XXVI. - PLATYNINI.

449. Calathus cisteloides . . Cent. I, 89

430. C.fulvipes 90

454. C. fuscus 91

452. C, inelanocephalus . . . Cent. I, 92

433. Sphodrus leucophthalmus ... 87

134. Pristonychus terricola .... 88

133. Anchomenus angusticollis ... 68

136. A. prasinus 69

137. A. albipes 70

438. A , oblongus 74

439. A. marginatus ....... 72

160. A. sexpunctatus 73

161. A.ericeti 74

162. A. parumpunctatus 75

163. A. gracilipes 76

164. A. austriacus 77

163. A. viduus 78

166. A. versutus 79

167. A. atratus 80

168. A. rnicans 81

169. A. piceus 82

170. A.gracilis 83

171. A.fuliginosus 84

172. Olisihopus rotundatus . . . . 83

173. Taphria nivalis 86

Tribu XXXIV. - LEBIINI.

174. Lamprias cyanocephalus. Cent. I, 44
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SUR

LA CYCLIDE DE DUPIN

On sait que la cyclide est l'enveloppe d'une sphère B qui

touche trois sphères fixes Aj, Ag, A3. En partant de cette défi-

nition, nous sommes parvenu à une équation remarquable de

la surface. Notre solution, dont les calculs sont symétriques et

assez simples, met en évidence le double mode de génération de

la cyclide, et se prête aisément à la généralisation.

1. Rapportons la figure à trois axes rectangulaires quelcon-

ques. Soient

S„^{x-.xJ-f-fy-yJ+(z-z„r-R'„= 0,(M = l,2,3), (I)

S =(x~X)'-^{y —YY+ (^_Zf— R^=0, (2)

les équations des sphères Aj, A,, A3, B. Les conditions de

contact donnent les égalités

(X - xS -4- (Y - yj + (Z - zj - (R -+- RJ'^= 0, (3)

dans lesquelles nous supposerons R positif, et R„ positif ou

négaiif, suivant que les sphères A„ et B se touchent extérieure-

ment ou intérieurement.

Pour trouver l'équaiion de l'enveloppe de B, nous difi^éren-



4)

lions d'abord (2) et (3) par rapport aux paramètres variables X,

Y,Z, R,et nous éliminons les différentielles entre les équations

ainsi obtenues; ce qui donne la relation

X —

X



( 5)

ou

«?SJ + tlSl + aS| - p,hS,S, - 2/3«,S3S. - 2«,«,S,S, = 0,

ou encore

[/tS] ± [^tS2 ± VlSl= (*). (6)

Sj, Sa, Sg sont ici les puissances d'un point (x, y, z) par rap-

port aux sphères données Ai, Aj, A3; nous les appellerons coor-

données trisphériques. Les quantités ti, fj, h sont les carrés des

tangentes communes à deux des sphères données, ces tangentes

étant limitées à leurs points de contact, et extérieures ou inté-

rieures suivant que B touche les sphères correspondantes de la

même manière ou de manières différentes.

L'intersection de la cyclide et de la sphère A) est représentée

par les équations

on conclut de là ce théorème remarquable, dû à Dupuis :

Quand une sphère variable B touche constamment de la même
manière trois sphères fixes A,, A2, A3, chacun des trois points

de contact décrit un petit cercle de la sphère fixe correspondante.

9. Les équations (3) peuvent être écrites ainsi :

S, — 2RRi

S, — 2RR2

S3— 2RR3

R- = 0,

R' = 0,

R' = 0,

(7)

S^, S2, Sg étant les coordonnées trisphériques du centre (X.

Y, Z) de B. On en déduit, par l'élimination de R,

S,



(6)

L'équation (8), qu'on peut mettre sous la forme

Ri(S2 — S3) -H R2(S3— S,) -4- Rî(S, — S,)= 0,

représente un plan passant par Taxe radical L des sphères

données, et perpendiculaire à leur axe de similitude L'; l'équa-

tion (9) est celle d'une surface du second ordre. Donc le centre

de B décrit une conique. Des considérations géométriques très

simples montrent aussi que la sphère mobile, dans toutes ses

positions, est de puissance constante par rapport aux centres de

similitude de A^, A2, A5; autrement dit, elle passe par deux

points fixes (réels ou imaginaires) de L' (*).

3. L'analogie entre (S) et l'équation, en coordonnées tangen-

tielles, d'une conique, conduit aisément au second mode de

génération de la cyclide.

L'équation du premier degré, en coordonnées Irisphériques,

^,S, -4- ^,S. -+- /Z-S3 = 0, (10)

qui revient à

X -¥ y- -^ z'— 2 X • •• = ,

Pi -+- /"2 -+- Pô

représente une sphère A passant par les points (réels ou imagi-

naires) P, P', communs aux sphères Aj, A2, A3; le centre de A
est le centre de gravité des masses p.j, fx,, p-j, attachées aux

centres de Aj, A2, A3. Ces masses sont les coordonnées bary-

centriques du centre de A; nous supposerons leur somme égale

à l'unité, à moins qu'elle ne soit nulle, auquel cas l'équation (10)

représente un plan passant par P, P'.

Pour exprimer que la sphère A touche la cyclide, il faut égaler

à la forme adjointe de (8), c'est-à-dire poser

{*) Ces propriétés sont aussi exprimées par l'équation (A), qui représente le

plan radical de deux positions conséculives de la sphère B. Le premier membre

de ceue équalion, si l'on remplace x, y, z, successivement par (Xi, iji, s,),

(ajj, ?/j,, s,), (o;,, î/s, 23), prend des valeurs proporlioiiiielles à Rj, Rj, R^; donc

le plan radical passe par les centres de similitude de A^ A,, A..
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L'équation (11) représente une conique. Donc la cyclide est

aussi l'enveloppe d'une suite de sphères A, dont les centres se

trouvent sur la conique (H), et qui ont un axe radical commun L.

Les sphères Ai, Ag, A3 sont trois positions particulières de la

sphère A, que rien ne distingue des autres. Par conséquent,

chacune des sphères B louche chacune des sphères A.

4. On peut, de la même manière, trouver l'enveloppe d'une

sphère B qui coupe les sphères Aj, A2, A3 sous des angles

donnés ylj, \, 1^.

Les équations (3) seront remplacées par

(X— a;„)'-*-(Y— î/J-+-(Z—z„V— {r+R^+2RR„cosA„)=0, (5')

et l'équation (4) par

X — x



(8 )

Sij So, S3 étant los coordonnées trisphériques du centre de B.

Si l'on élimine R, on aura les équations du lieu décrit par le

centre de B; ce lieu est une conique située dans un plan passant

par l'axe radical de Aj , A2 , A5.

La surface (12) est aussi l'enveloppe d'une sphère A passant

par les points d'intersection P, P' des sphères A^ , A2, A3 et

dont le centre parcourt la conique représentée par l'équation

tiijul +-
Î22P2

•+- hâ^ -+- 2^2/"l|^2 + 2f25/"2/"3 + 2f3i/CC3^, = 0. (I 1
')

5. Les résultats que nous venons de trouver peuvent être

établis et complétés au moyen d'autres considérations.

Les équations (13), qui expriment que la sphère B coupe les

sphères A^, A2, A3 sous les angles ^^ , ^2, ^3, entraînent la sui-

vante :

Zf'^.Si — 2R2/Ci,RiCosi, — R'= 0, (U)

H^i) p2' F-z étant trois quantités quelconques ayant pour somme

l'unité. La relation (14) exprime que B coupe la sphère A dont

l'équation est

p.,Si -J- /«2S2 4- ^^383= 0, (10)

sous l'angle 1 déterminé par

p ces A= ^iRj ces Al + fAjRj ces A2 -4- /ajRs ces A3

,

(1 5)

p étant le rayon de A. Donc : Si une sphère variable B coupe sous

des angles constants trois sphères fixes A-j, Ag, A3, elle coupe

aussi sous un angle constant toute sphère A passant par les points

d'intersection de A^ , A2, A3.

p est donné par la formule

p'= iViXi -+- 2V1Î/1 -*- 2Vi2-i — 2pi2/*i {x\ -+- t/ï -H zj — Rî),

que l'on peut écrire ainsi :

P^ = 2fii2f^iRi — 2;"i/Ci2 • rfi,

di, c/2, dz étant les lignes des centres de A4, A^, A3; Z^, tg, t^

sont les longueurs des tangentes communes.
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Les sphères Ai, A2, A3 sont coupées par le plan de leurs

centres suivant trois circonférences «/] , «2» '"s? dont nous dési-

gnerons la circonférence orthogonale par w. La ligne w (*) est le

lieu des centres des sphères A dont le rayon est nul ; son équa-

tion est donc

ou

2V,Ri — 2/ai-"2«3 = 0. (17)

Revenons maintenant à l'enveloppe de la sphère B qui coupe

sous des angles constants A, , >2 5 ^3 trois sphères fixes A^ , Ag, A3.

Le mouvement de la sphère B peut encore être défini par la

condition qu'elle coupe sous des angles constants trois quelcon-

ques des sphères passant par P, P'. En particulier, on peut

choisir pour les dernières sphères trois sphères tangentes à B
;

on voit alors que les surfaces traitées aux n°' 1 et -4 sont de même
nature.

Désignons par A une sphère quelconque passant par P, P' et

tangente aux sphères B; son centre et son rayon vérifient les

équations (15) et (16), 1 étant égal à ou à tî. Si l'on élimine p,

on trouve l'équation représentant le lieu du centre de A :

2ViRi ces ^1 = ^ViRj — 2/"i/"2^3 ;
('IS)

elle est identique à (11'), ce que l'on pouvait prévoir.

Prenons pour A^, A2, A3 trois quelconques des sphères A,

de sorte que 1^=\'==1^=0. L'équation (18) se réduit à (H), et

l'on voit de nouveau que la cyclide est l'enveloppe des sphères A
passant par P, P' et dont le centre parcourt la conique repré-

sentée par (H). D'après la signification de (17), cette conique

est doublement tangente à la circonférence w, la corde de contact

(*) Si les points P, P' sont réels, le milieu de leur distance est intérieur aux

cercles «i, a^, «j, et le cercle to est imaginaire.

(**) Cette équation démonlre le théorème suivant: Étant donnés trois cercles

(Zj, «j, «s, la circonférence qui les coupe orthogonalement, et celle qui. passe

par leurs centres, ont pour axe radical la droite divisant les lignes des centres

de «1, «,, «5 en segments proportionnels aux carrés des rayons correspondants.

B



( io>)

étant l'axe de similitude L' de A,|, Ao, A3; l'un de ses axes de

symétrie est donc la perpendiculaire abaissée du centre de u

sur L'. La formule (1S) devient maintenant

p = fiiRi -+- fiiR^ -H P5R3;

on en conclut que le rayon d'une sphère A est proportionnel à

la dislance du centre à la droite L'.

Les points d'intersection Q, Q' de la conique (\\) par la cir-

conférence w (ou par la droite L') sont les centres de deux

sphères A dont le rayon est nul; ils appartiennent évidemment

à tontes les sphères B.

Il existe aussi des sphères passant par P, P' et coupant ortho-

gonalement les sphères B ; leurs centres sont sur L', c'est ce qui

résulte de l'égalité (15), si l'on fait X= -, ^-j =}>2 = X- = 0.

Enfin , comme on peut intervertir les rôles des sphères A et B,

les centres des sphères B sont sur une conique (B) dont le plan

est perpendiculaire à L' et passe par L. Cette courbe est la focale

du lieu (A) des centres des sphères A; en effet, le plan de (B)

coupe une sphère quelconque B ei les sphères A qui ont leurs

centres aux deux sommets de (A) situés sur la perpendiculaire

commune à L et L', suivant trois grands cercles dont le premier

touche les deux autres.
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SUR

UNE FORMULE D'INTERPOLATION.

Le but de cette Note est de démontrer une formule qui per-

mette de déterminer une fonction de ac, quand on connaît les

valeurs qu'elle prend, ainsi que ses dérivées, pour des valeurs

particulières données à la variable.

Si nous désignons par a^, a^, ... a„ les valeurs attribuées à a;,

les valeurs de la fonction et de ses dérivées seront représentées

par le tableau suivant :

X «1» 2/1» 2/i> yi,---yi
(a-i)

x = aj, î/2, y'^, y';,...yi^^-^\

X=-an,yn,yn,y'n, ' 3//"*^-

A ce problème correspond, en géométrie, la détermination

d'une courbe qui passe par les points (aj, y^), («2» y2)} ••• i^nf y^) et

qui, eu ces points, ait des contacts d'ordres a— 1, j3— 1, ... X— 1

avec des courbes données.
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Appelons /'(ac) la fonclion cherchée et soit

F(x) = (x — a,)'* [x — a^f ... (rr - aj\

Posons

/•(x) M, M, M^,

F(x) (a;

—

Ui) [x— Uif [x — Oj

N, Ns Ns

(x — a„) (x— a„ f (x — «„)*

et déterminons les numérateurs de ces fractions.

Si nous donnons à x la valeur x = a/i -+ h, dans

/(x) Ml M2 M^ fi{x)

F(x) (x— a,) (x— Oi)* (ar— a,f ^{x)

où

<f
(x) = (x — a^^ (x — aj)^ . . . (x — a^,

il vient

/"(tti + II) M| Mj M^ f^{a^ -i- h)

F (a, -+- h) ^T'*'~h^'^"'^'¥^ TCÔT+T)'

Le quotient de 91 (a^ -1- /i) par (p(rtj + A) ne peut contenir

que des puissances entières de h parce que ~^ ne peut devenir

infini pour /i = 0; il en résulte que M,, Mj, ... M^, sont les coef-

ficients de 7>-r5» ••• r^ dans le développement de •Q-
^'- "^

^| sui-

vaut les puissances de h.

D'autre part, en appelant A^, A2, ... A^; B^ , 63, ... B^, .. .;

Pj, P2, ... Px les numérateurs des fractions simples que l'on

obtient en décomposant y— , nous avons

f{x) A,f{x) A/(x) kj(x)

F(x) (a;— a,) [x—aïf (x — a,)"

B,/-(x) B/(x) B^fix)

(x — a,) (x — «2)^ (x — ttif

P/(^) ^^f{x) Pxfix)

(x — aj {x— a„f (a;_aji*



(
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En faisant x= ai -i- h dans le premier terme de cette somme,

ii vient

fin -.M /'(a.) + /^rK)-^^/^v"N -+-•••

A, == Al '

= A, /i-Y(a.) ^ A/' (a,) + i A/'" (a,)

De même, le second terme donne

= A^h Y(a,) -4- Aj/i Y (a,) -^ - A/ ' (a,) h- .•

,

le troisième,

bB^l^^A^h-Y{a,) + A3/t-Y'(a,) -h- iA,/i-Y"(a,) + ••.

et ainsi de suite.

En faisant x= a,, -h h, dans les autres lignes, on n'obtiendra

pas de puissances négatives de h, comme nous l'avons dit tantôt.

Les coefficients de r seront donc
h

A./-(a,) , A/' (aO ,, . .

.

^ /(«-') (a.)

.

i. ^2 ... (a — I
)

En écrivant

M, = A,Aa.) + A/'(aO -+- ... + ^_^^__ /•(-*)(„,),

1.i...(a— -1)

et en sommant séparément les coefficients des différentes puis

sances de j, nous trouvons les valeurs de Ma, Mj, M4, etc., à

savoir

M,=A/(o,)+ A,/-'(aO + iA/"(aO + - + —-^fL—^ /(«-^)
(a,),

2 1.2. ..(a— Oj

Ma= Aa/'(ai).
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Pour obtenir les numérateurs P,, P^, Pg, etc., il suffit de

changer, dans les formules précédentes, ai en aj, a en (3 et

Al, A2, ... A^ en B^, B^, ... B^.

On obtient les autres numérateurs des fractions simples en

faisant des changements analogues.

Nous serons conduit finalement à la formule suivante :

(F A, A2 Aj A^
"I

F ^2 A3 A^ 1 ,

-f- 1 h ••• H y,

l{x— at) (x — ai)' {X— a,)*-'J.

1 A«

4.2... (a— i) [x— ai]

[Bj B2 B« 1

(x— a^) [x— a^Y [x—a^fy

F B, ^ B3 ^ ^ B^ 1 ,

i B^
.t/,(^-)

1.2... ((3-1) {x-a,)

F
P. P. P5

|_(x— a„) {x— aj (x

—

a^y {x—a^y_

F P.
^

P3 P. 1

[{x - aJ
"*

(x- aJ
"^ "^

(X - a„)^-
'

J

.... ^ î^3//-|.

yn

1.2...(i — d)(x — aJ

La fonction ainsi déterminée résout la question proposée. On

voit que pour l'appliquer, il est nécessaire de décomposer en

fractions simples une fraction rationnelle ^t-;» ce qui se peut

faire en employant une des méthodes connues.

On peut faire usage, par exemple, des formules que nous
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avons fait connaître dans notre mémoire Sur la décomposition

des fractions rationnelles (*), à savoir

[(p+<?'-l)C<?'][(r+r-d)C<ra..[(^+^"-^'-l)at"--')]

'~^ ^ ^ (a.-a,f+S'(a,-a5p3"...(a.-a„)^('-^)

où l'on doit donner à è', à", ...
(5<"~*' toutes les valeurs entières

et positives qui satisfont à l'équation

S' + r H 1- (?(»-*)= a — 1.

Pour déterminer les numérateurs B,, il suffit de changer, dans

la formule précédente, a en (3 et a^ en a^.

Les autres numérateurs s'obtiennent d'une manière analogue.

Si, dans les relations précédentes, nous faisons

il vient

— 1 = 4, j3-i = 4, A— 1=1

(a: — a^) (x — as) ... (ac — a„)

f(x) = ^ yi
(a, — aj) (a, — a^) ... (oj — a„)

(a;— tti) (x— Os) ... {x— gj

(ttî— a,) (02 — Oj) ... (02— a„)

(a; — ai)x — Oj) ... {x — «.,_i)

(«n— «i)K— «î) - K — a^_0

ce qui est la formule d'interpolation de Lagrange.

(*) Jornal de Sciencias Mathematicas e Aslronomicas, t. I. Coïmbra, 1877.
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