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Grundkurs Mathematik 11
Arbeitsblatt 46

Die Pausenaufgabe

AUFGABE 46.1. Zeige, dass im Ring der rationalen Folgen QY die Teilmenge
der Nullfolgen kein Ideal bildet.

Ubungsaufgaben

AUFGABE 46.2. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Menge aller Folgen in
K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation) ein kommutativer Ring ist.

Dieser Folgenring wird mit K bezeichnet.

AUFGABE 46.3. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Menge aller Folgen in
K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation) kein Korper ist.

AUFGABE 46.4. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die Menge
aller konvergenten Folgen in K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation)
ein kommutativer Ring ist.

AUFGABE 46.5. Die beiden Zwillingsschwestern Carmen und Conchita Cau-
chy waren gestern auf einer tollen Party. Beide haben jeweils genau eine
Erinnerungsliicke, einen Moment, an den sie sich nicht errinnern kénnen. Sie
mochten wissen, ob es sich um die gleiche Liicke handelt. Da es sich um eine
Liicke handelt, konnen sie diese nicht direkt adressieren und untereinander
vergleichen. Welche Moglichkeiten haben sie, ihre Erinnerungsliicken allein
mit Hilfe ihrer Erinnerungen zu vergleichen?

AUFGABE 46.6. Wir nennen zwei Folgen (z,,), oy und (y,),,cn aus Q Cauchy-
dquivalent, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Zu jedem e¢ > 0 gibt es
ein ng € N derart, dass fiir alle m,n > ngy die Abschéatzung

|Tn — ym| < €
gilt. Zeige die folgenden Aussagen.



(1) Die Cauchy-Aquivalenz ist eine symmetrische und transitive Relati-
on auf dem Folgenring QY.

(2) Die Folge (z,,),,cy ist eine Cauchy-Folge genau dann, wenn sie zu
sich selbst Cauchy-dquivalent ist.

(3) Auf dem Raum aller Cauchy-Folgen ist die Cauchy-Aquivalenz eine
Aquivalenzrelation.

(4) Auf dem Raum aller Cauchy-Folgen stimmt die Cauchy-Aquivalenz
von zwei Folgen mit der Eigenschaft iiberein, dass ihre Differenzfolge
eine Nullfolge ist.

(5) Wenn (z,,),,.y eine Cauchy-Folge ist und (x,),, .y 20 (yn)
dquivalent ist, so ist auch (y, ),y eine Cauchy-Folge.

neny Cauchy-

AUFGABE 46.7. Es sei K ein Kérper und K der zugehérige Folgenring. Es
sei k € N fixiert.

(1) Zeige, dass
Ik = {(xn)nGN | Tk = O}
cin Ideal in KV ist. )
(2) Welche Bedeutung hat die durch dieses Ideal gegebene Aquivalenz-

relation?
(3) Zeige, dass die Gesamtabbildung

K — KN — KN/1,
bijektiv ist.

AUFGABE 46.8. Es sei K ein Korper und KV der zugehérige Folgenring.
Zeige, dass durch

(‘r”>n€N ~ (yn)n€N7
falls sich die beiden Folgen nur in endlich vielen Gliedern unterscheiden, eine

Aquivalenzrelation definiert ist. Riihrt diese Aquivalenzrelation von einem
Ideal her?

AUFCABE 46.9.*%

Bildet im Ring aller rationalen Folgen die Teilmenge der in Q konvergenten
Folgen ein Ideal?

AUFGABE 46.10. Bildet im Ring aller rationalen Folgen die Teilmenge der in
R konvergenten Folgen ein Ideal?

AUFGABE 46.11. Es sei R C QY der Ring, der aus allen in Q konvergenten,
rationalen Folgen besteht.



(1) Zeige, dass die Menge der Nullfolgen ein Ideal in R bildet.
(2) Zeige, dass es einen surjektiven Ringhomomorphismus

p: R—Q
gibt.
(3) Zeige, dass es einen bijektiven Ringhomorphismus
Y: RIN — Q
gibt.

AUFCABE 46.12.*

Es sei
D = {(z,),en| Cauchy-Folge in R}
und N das Ideal der Nullfolgen in D.

(1) Zeige, dass es einen surjektiven Ringhomomorphismus

v: D—R
gibt.
(2) Zeige, dass es einen surjektiven Ringhomomorphismus
¢: D/IN — R
gibt.

(3) Zeige, dass die Gesamtabbildung

R—D-%R
bijektiv ist.

AUFGABE 46.13. Es sei R = QN der Ring aller rationalen Folgen. Ist die
Abbildung

Q H R7
die einer rationalen Zahl ihre Dezimalbruchfolge zuordnet, ein Ringhomo-
morphismus?

AUFGABE 46.14. Wir betrachten die Ringhomomorphismen
q: Z— ZJ(n)
und
q: C — C/N =R,
wobei C' den Ring der rationalen Cauchy-Folgen und N das Ideal der Nullfol-
gen bezeichnet. Zeige, dass es jeweils (iiber kanonische Représentanten) eine
natiirliche Abbildung s in die andere Richtung mit

gos = 1Id

gibt, die aber kein Ringhomomorphismus ist.
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AUFGABE 46.15. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei M die Menge
der wachsenden Folgen in K. Zeige, dass M mit der gliedweisen Addition
und Multiplikation ein kommutativer Halbring ist.

AUFGABE 46.16. Es seien (), und (yy), oy rationale Cauchy-Folgen. Zei-
ge, dass in R = C/N die Ordnungsbeziehung

[(fn)neN] > [(yn)neN]

genau dann gilt, wenn es ein ny € N derart gibt, dass xz, > 1y, fiir alle
n > ng gilt.

AUFGABE 46.17. Es seien (2,,),,c und (yn),,cy rationale Cauchy-Folgen. Zei-
ge, dass in R = C'/N die Ordnungsbeziehung

[(@n)nen] = [(Yn)nenl
genau dann gilt, wenn es unendlich viele n € N mit x,, > y, gibt.

AUFGABE 46.18. Wir betrachten die Folge \/% in R. Jedes Folgenglied sei
selbst durch die Heron-Folge x,,;,7 € N, mit dem Startwert x,,0 = 1 représen-
tiert. Bestimme die Diagonalfolgenglieder v, s, y3, ¥4 im Sinne von Satz 46.9.

AUFGABE 46.19. Es sei u,, die Heron-Folge zur Berechnung von \/5 mit dem
Startwert ug = 1, also u; = 3, us = %, ug = %,... Wir betrachten die
reelle Folge
Zn = A/Un.

Zu jedem n sei z,;, i € N, die Heron-Folge zur Berechnung von z, = /u,
mit dem Startwert z,,0 = 1. Bestimme die Diagonalfolgenglieder v, y2, ¥3, Y4
im Sinne von Satz 46.9. Zeige, dass z, eine Cauchy-Folge ist und bestimme
den Grenzwert.

AUFGABE 46.20. Es sei (2y),,cy €ine Cauchy-Folge von reellen Zahlen. Zeige,
dass man die z, durch rationale Cauchy-Folgen x,;, i € N, derart représen-
tieren kann, dass die Diagonalfolge

Yn ‘= Tnn
(siche Satz 46.9)
(1) in R nicht konvergiert,

(2) in R konvergiert, aber nicht gegen den Grenzwert von z,,
(3) in R konvergiert, und zwar gegen den Grenzwert von z,.
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AUFGABE 46.21. Es sei M die Menge aller reellen konvergenten Folgen und

U MR, (20), o — <lim xn>

neN n—oo

die Abbildung, die einer konvergenten Folge ihren Grenzwert zuordnet. Wa-
rum ist dies eine (wohldefinierte) Abbildung? Ist W injektiv? Ist ¥ surjektiv?

AUFGABE 46.22. Bestimme fiir jedes n € N den Kern des Potenzierens

R* — R*, 2z — 2",

AUFGABE 46.23. Gibt es Gruppenhomomorphismen
(R’ =+, O) — (Ra =+, 0)7

die nicht R-linear sind?

AUFGABE 46.24. Zeige, dass es keinen Ringhomomorphismus von R nach Q
gibt.

AUFGABE 46.25. Es seien K C L archimedisch angeordnete Korper. Es sei
(77),en € K eine in K konvergente Folge. Zeige, dass diese Folge auch in L
konvergiert.

AUFGABE 46.26.*

Man gebe ein Beispiel fiir eine konvergente Folge (z,), oy in einem angeord-
neten Korper K, die in einem grofleren angeordneten Korper

K CL

nicht konvergiert.

AUFGABE 46.27. Zeige, dass das reelle Einheitsintervall [0, 1] unendlich viele
irrationale Zahlen enthalt.

AUFGABE 46.28. Zeige, dass jedes reelle Intervall mit positiver Intervalllinge
unendlich viele irrationale Zahlen enthalt.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 46.29. (2 Punkte)

Es sei (1y,),,cy eine Cauchy-Folge in Q. Zeige, dass jede Teilfolge davon das
gleiche Element im Cauchy-Folgen-Modell definiert.

AUFGABE 46.30. (2 Punkte)

Es sei K ein Korper, bei dem eine Teilmenge P C K ausgezeichnet sei, die
den folgenden Bedingungen geniigt.

(1) Fiir x € K ist entweder € P oder —z € P oder z = 0.
(2) Aus x,y € P folgt z +y € P.
(3) Aus z,y € P folgt x -y € P.

Zeige, dass durch die Festlegung
x >y genau dann, wenn x = y oder x —y € P

ein angeordneter Korper entsteht.

AUFGABE 46.31. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die Menge aller beschrankten
Folgen in K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation) ein kommutativer
Ring ist.

AUFGABE 46.32. (5 Punkte)

Wir betrachten die Folge 2, = «/”T“ in R. Jedes Folgenglied sei selbst

durch die Heron-Folge x,;,7 € N, , mit dem Startwert x,o = 1 représentiert.
Bestimme die Diagonalfolgenglieder y1, y2, y3, ¥4 im Sinne von Satz 46.9.

AUFGABE 46.33. (4 (242) Punkte)

Es sei K ein Kérper und KN der zugehorige Folgenring. Es sei I C KN
die Menge aller Folgen iiber K, bei denen nur endlich viele Glieder von 0
verschieden sind.

(1) Zeige, dass I ein Ideal in K™ ist.
(2) Zeige, dass der Restklassenring K™ /I kein Kérper ist.
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