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Analysis 1

Arbeitsblatt 9

Ubungsaufgaben
AUFGABE 9.1. Zeige Y 07 75— = 5.
AUFGABE 9.2.*
Es sei
~ 1
Ty = —.
k
k=1

(1) Finde das kleinste n mit

(2) Finde das kleinste n mit
T, > 2,5.

AUFGABE 9.3.*

Karl mochte mit seinem programmierbaren Taschenrechner den Wert der
Reihe Y- | L annéhernd berechnen. Die Anzeige des Rechners besitzt 8
Nachkommastellen. Der Rechner schafft pro Sekunde eine Addition (also ein
Reihenglied wird zur bisherigen Summe draufaddiert) der Reihe und zeigt
das neue Ergebnis direkt an. Karl hat richtig programmiert und denkt sich
folgende Strategie aus: ,, Wenn die Anzeige eine ganze Stunde lang immer das
gleiche anzeigt, so wird das wohl ziemlich nah am Ergebnis sein, so dass ich

das als eine gute Anndherung nehmen kann. Der Rechner soll dann aufhéren®.

(1) Was ist ungefihr das letzte Reihenglied, das aufaddiert wird?
(2) Was ist von der Strategie zu halten?

AUFGABE 9.4. Zeige, dass die beiden Reihen

= 1 = 1

E und g

prd 2k+1 prd 2k +2
divergieren.
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AUFGABE 9.5.%*
Zeige die Abschéitzung

n

Zl% < 3y/n.

]

AUFGABE 9.6.*

Beweise das Cauchy-Kriterium fiir Reihen komplexer Zahlen.

AUFGABE 9.7. Es seien
Z ag und Z by,
k=0 k=0

konvergente Reihen von komplexen Zahlen mit den Summen s und ¢. Beweise
die folgenden Aussagen.

(1) Die Reihe Y ;2 cx mit ¢ = ax + by, ist ebenfalls konvergent mit der
Summe s + t.

(2) Fiir A € C ist auch die Reihe )7, dj mit dy = Aay konvergent mit
der Summe As.

AUFGABE 9.8. Man gebe ein Beispiel fiir eine reelle Reihe - ay, die (als
Folge von Partialsummen) beschrénkt ist, aber nicht konvergiert.

AUFGABE 9.9. Zeige Z;j;o 3"+ (=2)" _ 45

57 14
AUFGABE 9.10.*
Entscheide, ob die Reihe
n=1 n"
konvergiert.
AUFGABE 9.11.*
Zeige, dass die Reihe
(0.] Zn
nn
n=1

fiir jedes z € C absolut konvergiert.
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AUFGABE 9.12. Es sei R die Menge aller komplexen Reihen und F die Menge
aller komplexen Folgen. Zeige, dass die Zuordnungen

oo n
R — F, Zak — (2 )neny mit x, := Zak,
k=0 k=0
und
o0
F — R, (Tn)nen —> Zak mit ag := xo und ay, := v, — v fir k> 1,
k=0

zueinander invers sind und eine Bijektion zwischen R und F festlegen. Zei-
ge, dass sich dabei die Konvergenzbegriffe entsprechen und dass sich reelle
Reihen und reelle Folgen entsprechen. Zeige ferner, dass sich im reellen Fall
Reihen mit nichtnegativen Reihengliedern und wachsende Folgen entspre-
chen.

AUFGABE 9.13. Professor Knopfloch und Dr. Eisenbeis schauen gerne die
unendliche Fernsehserie ,,Zebras®, die in der botswanischen Kalahari spielt
und vom ewigen Kampf zwischen Lowen und Hyénen handelt. Dabei setzen
sie unterschiedliche Strategien ein: Professor Knopfloch vergisst alle vorher-
gehenden Folgen, damit die neue Folge spannend wird. Dr. Eisenbeis merkt
sich hingegen alle vorhergehenden Folgen genau und achtet bei jeder neuen
Folge darauf, was sich gedndert hat und was neu hinzukommt. Was ist Thre
Strategie? Was hat das mit Folgen und Reihen zu tun?

Es sei Y .-, ay eine reelle Reihe. Eine Umordnung dieser Reihe ist die Reihe
Y peo bi mit by = a, k) zu einer bijektiven Abbildung o: N — N.

Bei einer Umordnung einer Reihe kommen zwar genau die gleichen Summan-
den vor, es dndert sich aber die Folge der Partialsummen und damit eventuell
auch das Konvergenzverhalten.

AUFGABE 9.14. Zeige, dass bei einer Folge die Anderung von endlich vie-
len Folgengliedern weder die Konvergenz noch den Grenzwert dndert, und
dass bei Reihen die Anderung von endlich vielen Reihengliedern zwar die
Konvergenz nicht éndert, wohl aber die Summe.

AUFGABE 9.15. In einer Studenten-WG bereitet Studi 1 Kaffee zu, und fiillt
die Menge z; Kaffee in den Kaffeefilter. Dies sieht entsetzt Studi 2 und sagt:
,» Willst Du, dass wir alle schon total wach werden?”* und nimmt die Kaffee-
menge ro < x; wieder aus dem Filter heraus. Danach kommt Studi 3 und
sagt: ,,Bin ich hier in einer Weicheier-WG gelandet?* und kippt wieder eine
Kaffeemenge 3 < x5 dazu. So geht es unendlich weiter, wobei sich Kaffeeher-
ausnehmer und Kaffeenachfiiller abwechseln. Wie kann man charakterisieren,
ob die Kaffeemenge im Filter konvergiert?
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AUFGABE 9.16. Nachdem der Kaffee am Vortag fiir die Befiirworter eines
starken Kaffees zu schwach geworden ist, entwickeln sie eine neue Strategie:
Sie wollen etwas frither aufstehen, so dass am Tagesanfang und zwischen je
zwei Kaffeereduzierern immer zwei Kaffeeauffiiller zum Zuge kommen. Dabei
bleibt die interne Reihenfolge der beiden Lager als auch die hinzuzufiigende
bzw. wegzunehmende Kaffeemenge einer Person unverdndert. Kénnen sie mit
dieser Strategie den Kaffee starker machen, beispielsweise bei x,, = %?

AUFGABE 9.17.*

Es sei z eine komplexe Zahl, z # 1. Beweise fiir n € N durch Induktion die

Beziehung
Zn+1 -1

n

g P —
z—1

k=0

AUFGABE 9.18. Zwei Personen, A und B, sitzen in der Kneipe. A will nach
Hause gehen, aber B will noch ein Bier trinken. ,Na gut, dann trinken wir
eben noch ein Bier, das ist aber das allerletzte” sagt A. Danach mochte B
immer noch Bier, aber da das vorhergehende Bier definitiv das letzte war,
einigen sie sich auf ein allerletztes halbes Bier. Danach trinken sie noch ein
allerletztes Viertelbier, danach noch ein allerletztes Achtelbier, u.s.w. Wie
viel ,allerletztes Bier” trinken sie insgesamt?

AUFGABE 9.19. Sei k > 2. Zeige, dass die Reihe

=1
2

konvergiert.

AUFGABE 9.20.*

Zeige, dass die Reihe

oo .
Smn
z : n2

n=1
konvergiert.
AUFGABE 9.21.%*
Untersuche, ob die Reihe
i 2n+5
— 4n3 — 3n + 2

konvergiert oder divergiert.



AUFGABE 9.22. Untersuche die Reihe

oo

0n3—4n2+3n—5

n=»

auf Konvergenz.

AUFGABE 9.23. Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

(1) S, s,
(2) T, A

(3) 2 (=1)"(Vn = vn —1).

AUFGABE 9.24. Zeige, dass es fiir jedes € > 0 eine Familie ¢,, n € N, von
positiven reellen Zahlen mit > 7 €, < € gibt.

AUFGABE 9.25. Beweise das folgende Minorantenkriterium.

Es seien Y, ay und Y. by zwei Reihen von nichtnegativen reellen Zahlen.
Die Reihe Y2, by sei divergent und es gelte aj, > by, fiir alle £ € N. Dann ist
auch die Reihe ) 2 a; divergent.

AUFGABE 9.26. Zeige, dass die Reihe

divergiert.

AUFGABE 9.27. Es sei Y -, a;, eine konvergente Reihe mit ay € Rx. Zeige,

dass die durch .
Yn = Z ay

k>n/2
definierte Folge eine Nullfolge ist.

AUFGABE 9.28. Es sei (x,,)nen eine monoton fallende Nullfolge. Beweise den
folgenden Satz (Satz von Olivier): Wenn die Reihe 7 x,, konvergiert, dann
ist (n -, )nen eine Nullfolge.

AUFGABE 9.29. Es sei Y ;. a) eine absolut konvergente komplexe Reihe.
Zeige, dass dann auch jede Umordnung der Reihe gegen den gleichen Grenz-
wert konvergiert.
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AUFGABE 9.30.%

Es sei z € C, |z| < 1. Bestimme und beweise eine Formel fiir die Reihe

[e.e]

D (=1)kE

k=0

Die néchste Aufgabe befasst sich mit der g-adischen Entwicklung von reellen
Zahlen, vergleiche Aufgabe 9.29.

AUFGABE 9.31. Es sei g € N, g > 2. Es sei eine Ziffernfolge
z€{0,1,...,9g—1}firi € Z,i <k,
(wobei k € N ist) gegeben und es sei

—0o0
r= E 29"
i=k

die durch diese Ziffernfolge definierte reelle Zahl. Zeige, dass die Ziffernfolge
genau dann ab einer gewissen Stelle periodisch ist, wenn r eine rationale Zahl
ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 9.32. (2 Punkte)

Es sei z € C, |z| < 1. Bestimme und beweise eine Formel fiir die Reihe

o0
E ik2k
k=0

AUFGABE 9.33. (3 Punkte)
Seien a,b € R,. Zeige, dass die Reihe

oo

1
Zak—l—b

k=0

divergiert.

AUFGABE 9.34. (3 Punkte)
Es sei g € N, g > 2. Eine Ziffernfolge, die durch
z€{0,1,...,9g—1}firi e Z,i <k,



(wobei k € N ist) gegeben ist, definiert eine reelle Reihe!

Zeige, dass eine solche Reihe gegen eine eindeutig bestimmte nichtnegative
reelle Zahl konvergiert.

AUFGABE 9.35. (4 Punkte)

In einen Klirteich mit einem Fassungsvermégen von 2000 m? werden zu Be-
ginn eines jeden Tages 200m® Wasser eingelassen, das einen bestimmten
Schadstoff in einer Volumen-Konzentration von 10 % enthélt und vollsténdig
mit dem vorhandenen Wasser vermischt. Im Laufe eines Tages reduziert sich
durch biologische Reaktion die vorhandene Schadstoffmenge jeweils um 20 %.
Gegen Ende eines Tages werden dann 200 m?® Wasser aus dem Klérteich abge-
pumpt. Welche Schadstoffkonzentration (in Prozent) stellt sich auf Dauer bei
dem abgepumptem Wasser ein, wenn ganz am Anfang der Teich mit 1800 m?
klarem Wasser gefiillt war?

AUFGABE 9.36. (4 Punkte)
Zeige, dass die Reihe

[\

WK
23

3
Il
o

konvergiert.

AUFGABE 9.37. (5 Punkte)

Die Situation im Schildkréten-Paradoxon von Zenon von Elea ist folgender-
maflen: Eine langsame Schildkrote (mit der Kriechgeschwindigkeit v > 0)
hat einen Vorsprung s > 0 gegeniiber dem schnelleren Achilles (mit der Ge-
schwindigkeit w > v und dem Startpunkt 0). Sie starten gleichzeitig. Achilles
kann die Schildkréte nicht einholen: Wenn er beim Ausgangspunkt der Schild-
krote sg = s ankommt, so ist die Schildkréte nicht mehr dort, sondern ein
Stiick weiter, sagen wir an der Stelle s; > sq. Wenn Achilles an der Stelle s;
ankommt, so ist die Schildkrote wieder ein Stiick weiter, an der Stelle sy > sq,
U.S.W.

Hier liuft also der Index in die umgekehrte Richtung.



Berechne die Folgenglieder s,, die zugehorigen Zeitpunkte ¢,,, sowie die je-
weiligen Grenzwerte. Vergleiche diese Grenzwerte mit den direkt berechneten
Uberholungsdaten.
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