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Grundkurs Mathematik 11

Vorlesung 38

Aquivalenzrelationen

In der Mathematik sind Formulierungen, dass mathematische Objekte ., aqui-
valent® sind, allgegenwértig. Zumeist geht es um Situationen, wo Objekte
zwar nicht gleich, aber doch in gewisser Hinsicht, unter einem bestimmten
Gesichtspunkt, als gleichwertig zu betrachten sind. In solchen Kontexten darf
man Objekte durch gleichwertige Objekte ersetzen, um eine Situation zu
vereinfachen. Es gibt keine allgemeine Definition von , dquivalent®, da es im
Allgemeinen eine Vielzahl von konkurrierenden Gesichtspunkten gibt, unter
denen man Objekte als dquivalent ansehen moéchte oder nicht. Man kann aber
strukturelle Bedingungen herausarbeiten, die zueinander dquivalente Objek-
te stets erfiillen. Insofern ist Aquivalenz eine spezielle Art einer Relation auf
einer Menge.

DEFINITION 38.1. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Rela-
tion R C M x M, die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fiir beliebige
z,y,z € M).

(1) Es ist © ~ x (refleziv).
(2) Aus = ~ y folgt y ~ x (symmetrisch).
(3) Ausz ~ yund y ~ z folgt © ~ z (transitiv).

Dabei bedeutet x ~ y, dass das Paar (x,y) zu R gehort.

BEISPIEL 38.2. Das Urbeispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit
auf einer beliebigen Menge M. Unter der Gleichheit ist jedes Element nur
mit sich selbst dquivalent.

BEISPIEL 38.3. Auf jeder Menge M gibt es die Aquivalenzrelation, unter der
alle Elemente zueinander in Relation stehen.

BEispiEL 38.4. Héufig interessiert man sich gar nicht so genau fiir einzelne
Objekte, sondern nur fiir bestimmte Eigenschaften davon. Objekte, die sich
beziiglich einer bestimmten, genau definierten Eigenschaft gleich verhalten,
kann man dann (beziiglich dieser Eigenschaft) als dquivalent betrachten. Of-
fenbar handelt es sich dabei um eine Aquivalenzrelation. Wenn man sich bei-
spielsweise nur fiir die Farbe von Objekten interessiert, so sind alle Objekte,
die (exakt) gleichfarbig sind, zueinander dquivalent. Wenn man sich bei Tie-
ren nicht fiir irgendwelche individuellen Eigenschaften interessiert, sondern
nur fiir ihre Art, so sind gleichartige Tiere dquivalent, d.h. zwei Tiere sind
genau dann dquivalent, wenn sie zur gleichen Art gehoren. Studierende kann
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man als dquivalent ansehen, wenn sie die gleiche Féacherkombination studie-
ren. Vektoren kann man als dquivalent ansehen, wenn sie zum Nullpunkt den
gleichen Abstand besitzen, etc. Eine Aquivalenzrelation ist typischerweise ein
bestimmter Blick auf bestimmte Objekte, der unter Bezug auf eine gewisse
Eigenschaft gewisse Objekte als gleich ansieht.

Gnus bilden eine Aquivalenzklasse (eine vollstéindige Menge aus zueinander
dquivalenten Elemente, siehe die niichste Vorlesung fiir die Definition) beziiglich
der Aquivalenzrelation der Gleichartigkeit, ebenso Zebras.

Bei den zuletzt genannten , alltdglichen® Beispielen muss man etwas vorsich-
tig sein, da im Allgemeinen die Eigenschaften nicht so genau definiert werden.
Im Alltag spielt Ahnlichkeit eine wichtigere Rolle als Gleichheit hinsichtlich
einer bestimmten Eigenschaft. Die Ahnlichkeit ist aber keine Aquivalenzre-
lation, da sie zwar reflexiv und symmetrisch ist, aber nicht transitiv. Wenn
A und B zueinander (knapp) ahnlich sind und B und C ebenso, so kann A
und C' schon knapp unéhnlich sein (ebenso: lebt in der Nachbarschaft von,
ist verwandt mit, etc.).

BEISPIEL 38.5. In der Wohnung liegt eine grofle Menge von Wische her-
um, die gewaschen werden soll. Natiirlich kann nicht alles in den gleichen
Waschgang, sondern nur Sachen, die sowohl gleichfarbig sind als auch die
gleiche Waschtemperatur vertragen. Dies definiert insgesamt die Aquivalenz-
relation der Waschganguvertrdglichkeit. Man kann jetzt die Wésche dadurch
sortieren, dass man waschgangvertrigliche Sachen jeweils zu einem Haufen
zusammenfasst. So entstehen verschiedene Haufen, die jeweils aus unterein-
ander waschgangvertréglichen Sachen bestehen, und zwei Sachen landen ge-
nau dann auf dem gleichen Haufen, wenn sie waschgangvertréaglich sind. Eine
wichtige Beobachtung dabei ist, dass die Haufen nicht anhand einer vorge-
gebenen Liste von mdoglichen Waschkombinationen entstehen, sondern allein
durch die Vertraglichkeitsiiberpriifung der Objekte untereinander.

BEISPIEL 38.6. Es sei eine Menge von geometrischen Objekten, beispiels-
weise eine Menge von n-Ecken, gegeben, die sortiert werden sollen. Die Sor-
tierung soll vollstdndig sein und jedem Objekt genau einen Typ zuweisen.
Objekte, die den gleichen Typ représentieren, heiflen dquivalent (im Sinne
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der Sortierung). Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten, die mehr oder we-
niger natiirlich sind. Eine naheliegende Mo6glichkeit bei den n-Ecken ist es,
sie nach der Anzahl der Ecken zu sortieren. Zwei Objekte sind genau dann
dquivalent, wenn sie die gleiche Anzahl an Ecken besitzen. Man kann sie aber
auch nach der Farbe oder geméf der Person, die die Figur gemalt hat, oder
nach dem Fldcheninhalt sortieren.

Oder man kann eine Menge von gegebenen Vierecken gemifi gewisser (geo-
metrisch relevanter) Eigenschaften sortieren. Wenn man sich nur auf eine
Eigenschaft konzentriert, beispielsweise, ob ein Viereck ein Rechteck ist oder
nicht, so gibt es nur zwei Typen bzw. Klassen. Man kann natiirlich auch eine
feinere Einteilung vornehmen. Man beachte dabei allerdings, dass die mathe-
matischen Begriffe inklusiv sind (ein Quadrat ist insbesondere ein Rechteck),
eine vollstdndige Aufteilung ergibt sich also nur dann, wenn man Konzepte
wie Quadrat, Rechteck, aber kein Quadrat, Parallelogramm, aber kein Recht-
eck, etc. verwendet. Es gibt keine natiirliche optimale Aufteilung der Menge
aller Vierecke. Ein typisches Phianomen bei solchen Klassifikationen ist, dass
es einen groflen Rest von Objekten gibt, der aulerhalb jedes Regularitéts-
konzeptes liegt.
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BEISPIEL 38.7. Es sei M eine Menge von Aussagen. Dann ist die Aquivalenz,
also die logische Gleichwertigkeit, von Aussagen eine Aquivalenzrelation auf
dieser Menge. Beispielsweise ist die Aussage a — 3 aufgrund des Kontrapo-
sitionsprinzips dquivalent zu =8 — —a, oder die Aussage ,, 5 ist ein Teiler
von z ist dquivalent zu .,z ist ein Vielfaches von 5 oder zu ,, x € Z5*.

BEISPIEL 38.8. Es sei M eine Menge von Termen. Zwei Terme sind nur
dann gleich, wenn sie Zeichen fiir Zeichen gleich sind. Wenn man allerdings
einen mathematischen Kontext zugrunde legt, wie, dass sich alle Terme auf
einen kommutativen Halbring beziehen sollen, so ergibt sich auf der Menge
der Terme eine Aquivalenzrelation dadurch, dass man Terme als dquivalent
(gleichwertig) ansieht, wenn sie bei jeder (oder einer bestimmten) Interpreta-
tion in einem kommutativen Halbring das gleiche Element liefern. In diesem
Sinne sind a+b und b+ a oder (a+0b)? und a?+ 2ab+ b* gleichwertige Terme.
Ebenso sind die Bruchterme % und % als Terme verschieden, ihr Zahlwert in
Q ist aber gleich.

BEISPIEL 38.9. Es sei ein Koérper K und eine Variablenmenge Xi,..., X,
fixiert. Wir betrachten die Menge der (endlichen) linearen Gleichungssyste-
me in diesen Variablen iiber diesem Korper. Die Aquivalenz von linearen
Gleichungssystemen, also die Ubereinstimmung der Lésungsmengen (als Teil-
mengen im K™), ist dann offenbar eine Aquivalenzrelation auf dieser Menge.

Die Gleichheit beziiglich einer Eigenschaft wird durch folgende mathemati-
sche Konstruktion prézisiert.

LeEMMA 38.10. Seien M und N Mengen und sei f: M — N eine Abbildung.
Dann wird durch die Festleqgung
r ~1Y,
wenn
f(@) = f(y),

eine Aquivalenzrelation auf M definiert.
Beweis. Siehe Aufgabe 38.9. O

Prinzipiell kann man jede Aquivalenzrelation mit Hilfe einer Abbildung be-
schreiben, siehe die néchste Vorlesung. Wenn die Abbildung f injektiv ist,
so ist die durch f auf M definierte Aquivalenzrelation die Gleichheit. Wenn
die Abbildung konstant ist, so sind unter der zugehorigen Aquivalenzrelation
alle Elemente aus M untereinander dquivalent.

BEIspIEL 38.11. Es sei K ein Korper. Wir sagen, dass zwei Zahlen x,y € K
,»bis (eventuell) auf das Vorzeichen® iibereinstimmen, wenn x = y oder z =
—y ist. Dafiir schreiben wir kurz

r = *y.



5

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Dabei ist die Reflexivitit unmittelbar klar,
die Symmetrie erhédlt man, indem man die Gleichung x+ = —y mit —1 mul-
tipliziert und (—1)(—=1) = 1 ausnutzt. Ahnlich wird auch die Transitivitét
begriindet. Diese Aquivalenzrelation lisst sich auch einfach im Sinne von
Lemma 38.10 beschreiben. Es ist nimlich # = +vy genau dann, wenn z? = y?
gilt. Dabei ist die Hinrichtung klar. Fiir die Riickrichtung sei also 2% = ¢
Bei x = 0 ist auch y = 0 und die Aussage gilt, seien also die Zahlen von 0
verschieden. Durch Division durch y? erhilt man

() -

Wegen u? —1 = (u — 1)(u+ 1) und Lemma 23.12 sind aber 1 und —1 die
einzigen Losungen der Gleichung

u =1

in einem Koérper, und somit ist g = 41 und x = =+y. In einem angeordneten

Korper gilt dariiber hinaus auch x = +y genau dann, wenn |z| = |y
gilt. Es gibt also im Allgemeinen mehrere Funktionen, mit denen man eine
Aquivalenzrelation erfassen kann.

BEISPIEL 38.12. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Wir be-
trachten die Gaulklammer auf K, also die Abbildung

| |: K —Z,t— |t].

Eine Zahl ¢t wird also auf die grofite ganze Zahl abgebildet, die kleiner oder
gleich t ist (die ,, Vorkommazahl“, falls die Zahl positiv ist!). Dabei wird das
gesamte ganzzahlige einseitig offene Intervall

myn+1) ={re Kln<zx<n+1}

auf n € Z abgebildet. Beziiglich dieser Abbildung sind also zwei Zahlen genau
dann dquivalent, wenn sie im gleichen ganzzahligen Intervall liegen.

Statt dem ganzzahligen Anteil kann man auch den (nichtnegativen) Bruchan-
teil (bei positiven Zahlen die ,, Nachkommazahl®) betrachten. Das ist die Ab-
bildung

K —[0,1), t —> t — |t].

Unter der durch diese Abbildung definierten Aquivalenzrelation sind zwei
Zahlen genau dann gleich, wenn sie den gleichen Bruchanteil besitzen, und
das ist genau dann der Fall, wenn ihre Differenz eine ganze Zahl ist.

Wenn man rationale Zahlen als gemischte Briiche schreibt, so geht es um die
Frage, ob der ganzzahlige Anteil oder ob der Bruchanteil iibereinstimmt.

IMit dieser Formulierung muss man bei negativen Zahlen vorsichtig sein. Die Zahl
—0,7 = —1+ 0,3 besitzt die GauBklammer —1 und den Bruchanteil 0, 3.



Unter der Aquivalenzrelation ,erreichbar auf dem Landweg“ sind Inseln und
Kontinente die Aquivalenzklassen.

BEISPIEL 38.13. Es sei eine Situation gegeben, wo gewisse Orte (oder Ob-
jekte) von gewissen anderen Orten aus erreichbar sind oder nicht. Die Er-
reichbarkeit kann dabei durch die Wahl eines Verkehrsmittels oder durch eine
abstraktere (Bewegungs)-Vorschrift festgelegt sein. Solche Erreichbarkeitsre-
lationen liefern hiufig eine Aquivalenzrelation. Dass ein Ort von sich selbst
aus erreichbar ist, sichert die Reflexivitdt. Die Symmetrie der Erreichbarkeit
besagt, dass wenn man von A nach B kommen kann, dass man dann auch
von B nach A kommen kann. Das ist nicht fiir jede Erreichbarkeit selbst-
verstéindlich, fiir die meisten aber schon. Die Transitivitdat gilt immer dann,
wenn man die Bewegungsvorgédnge hintereinander ausfithren kann, also zu-
erst von A nach B und dann von B nach C. Wenn erreichbar beispielsweise
dadurch gegeben ist, dass man auf dem Landweg von einem Ort zu einem
anderen kommen kann, so sind zwei Ortspunkte genau dann dquivalent, wenn
sie auf der gleichen Insel (oder dem gleichen Kontinent) liegen.

BEISPIEL 38.14. Es sei d € N fixiert. Wir betrachten auf Z die Aquivalenz-
relation ~, bei der zwei Zahlen a,b € Z als dquivalent betrachtet werden,
wenn ihre Differenz a — b ein Vielfaches von d ist. Zwei Zahlen sind also
zueinander dquivalent, wenn man von der einen Zahl zu der anderen durch
Spriinge der Sprungweite d gelangen kann. Unter Verwendung der Division
mit Rest bedeutet dies, dass zwei Zahlen zueinander dquivalent sind, wenn
sie bei Division durch d den gleichen Rest ergeben.

Mit Hilfe der Abbildung f: Z — {0,1,...,d — 1}, die jeder ganzen Zahl den
Rest bei Division durch d zuordnet, kann man das vorstehende Beispiel auch
direkt mit Lemma 38.10 erfassen.

BEisPIEL 38.15. Wir betrachten die Produktmenge M = N x N, die wir
uns als ein Punktgitter vorstellen. Wir fixieren die Spriinge (man denke an
Springméause, die alle diese Spriinge ausfithren kénnen)

+(2,0) und =+ (3,3),

und sagen, dass zwei Punkte P = (a,b), Q = (¢,d) € M &quivalent sind,
wenn man ausgehend von P den Punkt @) mit einer Folge von solchen Spriin-
gen erreichen kann. Dies ist eine Aquivalenzrelation (dafiir ist entscheidend,
dass bei den Spriingen auch der entgegengesetzte Sprung dazu gehort). Typi-
sche Fragestellungen sind: Wie kann man dquivalente Felder charakterisieren,
wie entscheiden, ob zwei Felder dquivalent sind oder nicht?
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Visualisierung des Beispiels

BEISPIEL 38.16. Es sei M die Menge aller Dreiecke (in der reellen Ebene).
Zwei Dreiecke Dy und D, heiflen kongruent, wenn es eine (eventuell uneigent-
liche) Bewegung gibt, die das eine Dreieck in das andere Dreieck iiberfiihrt.
Eine Bewegung soll dabei die Léngen und die Winkel erhalten. Eine solche
Bewegung setzt sich zusammen aus einer Verschiebung, einer Achsenspiege-
lung und einer Drehung? (in beliebiger Reihenfolge, beliebig oft angewendet).
Die Kongruenz von Dreiecken ist eine Aquivalenzrelation. Ein Dreieck ist zu
sich selbst kongruent, da es durch die identische Bewegung in sich tiberfiihrt
wird. Wenn D; durch eine bestimmte Bewegung (5 in D, iiberfiithrt wird, so
wird durch die entgegengesetzte Bewegung, also 37!, das zweite Dreieck D,
in D, iiberfithrt. Die Kongruenz ist also symmetrisch. Wenn drei Dreiecke
Dy, Dy, D3 gegeben sind, wobei Dy zu Dy und D, zu D3 kongruent sind, so
gibt es eine Bewegung 3, die Dy in D, iiberfiihrt, und eine Bewegung ~, die
D, in Dj iiberfithrt. Dann hat die Gesamtbewegung + o # die Eigenschaft,
dass sie insgesamt D, in Dj iiberfiihrt. Ebenso ist die eigentliche Kongruenz,
bei der nur eigentliche Bewegungen (also keine Spiegelungen) erlaubt sind,
eine Aquivalenzrelation.

’Diese Abbildungen sind aus der Schule bekannt.
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