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Grundkurs Mathematik 11

Vorlesung 39

Aquivalenzklassen und Reprisentantensysteme

Eine Aquivalenzrelation R C M x M auf einer Menge M kann auch als
Zerlegung der Menge M aufgefasst werden. Hierzu ist der Begriff der Aqui-
valenzklasse niitzlich.

DEFINITION 39.1. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation und = € M.
Dann ist

) (2] = {y € M| (z,y) € R}
die Aquivalenzklasse von x beziiglich R.

In Worten: [z] ist die Teilmenge aller Elemente von M, die zu z dquivalent
sind, also einfach die Faser zu x. Jedes Element y € [x] heifit ein Reprasentant
fiir die Aquivalenzklasse [x].

DEFINITION 39.2. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Eine
Teilmenge T C M heifit ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzrela-
tion, wenn es fiir jede Aquivalenzklasse genau ein Element aus T aus dieser
Klasse gibt.

BeispiEL 39.3. Wir kniipfen an Beispiel 38.5 an. Die gesamte Wische ha-
ben wir gemafl der Waschvertriaglichkeit sortiert und es haben sich dabei
verschiedene Haufen ergeben, wobei zwei Kleidungsstiicke genau dann auf
dem gleichen Haufen gelandet sind, wenn sie zueinander waschvertriglich
sind. Die Haufen sind also die Aquivalenzklassen. Die Aquivalenzklasse zu
einem bestimmten Kleidungsstiick x besteht aus allen zu x waschvertragli-
chen Kleidungsstiicken, also aus allen Kleidungsstiicken, die zusammen mit x
auf dem gleichen Haufen liegen. Wenn wir aus jedem Haufen ein bestimmtes
Kleidungsstiick auswihlen, so haben wir ein Représentantensystem fiir die
Waschvertréglichkeit.

BEMERKUNG 39.4. Wir betrachten in einigen Beispielen von Aquivalenzre-
lationen die Aquivalenzklassen. Wenn die Aquivalenzrelation die Gleichheit
ist, so sind alle Aquivalenzklassen einelementig und die Aquivalenzklasse zu
x ist einfach die einelementige Menge [x] = {z}. Im anderen Extremfall,
wenn alle Elemente zueinander dquivalent sind, so gibt es nur eine einzige
Aquivalenzklasse, namlich die Gesamtmenge M.

Bei der Aquivalenzrelation auf der Menge der Bruchterme, die durch die
Wertegleichheit in Q gegeben ist, besteht die Aquivalenzklasse zu § aus allen
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anderen Bruchdarstellungen dieser Zahl, also beispielsweise aus ¢, 3—‘;, ?’)’—‘g, e

Ein Reprisentantensystem liegt in der Menge aller gekiirzten Briiche vor.

Wenn eine Aquivalenzrelation auf M durch eine Abbildung f: M — N
im Sinne von Lemma 38.9 festgelegt ist, so sind die Aquivalenzklassen die
nichtleeren Fasern der Abbildung. Die Aquivalenzklasse zu o € M besteht
aus dem Urbild von f(z), also ist gleich

fH (@) = {y € M| f(y) = f(2)}.
Um ein Reprisentantensystem zu erhalten, muss man aus jeder Faser ein

Element auswéhlen. Im Allgemeinen gibt es hier kein besonders einfaches
Repréasentantensystem.

In Beispiel 38.10 besteht die Aquivalenzklasse zu x € K aus {x, —z} (wobei
diese beiden Zahlen nicht unbedingt, wie etwa bei x = 0, verschieden sein
miissen). Wenn K angeordnet ist, so kann man die nichtnegativen Elemente
K~ als ein iibersichtliches Repriasentantensystem heranziehen.

In Beispiel 38.11 bei der durch die GauBklammer gegebenen Aquivalenzrela-
tion besteht die Aquivalenzklasse zu x aus dem halboffenen Intervall

[lz],[z] +1[={y € K[y >z und y <z + 1}.

Ein besonders einfaches Repriasentantensystem ist durch die Menge der gan-
zen Zahlen Z gegeben.

Bei der durch das Betrachten der Nachkommazahl gegebenen Aquivalenzre-
lation auf K besteht die Aquivalenzklasse zu x aus der Menge z + Z, also
aus allen Zahlen, die man von z aus mit einem ganzzahligen Schritt erreichen
kann. Die Menge der Zahlen zwischen 0 und 1 (einschliefllich 0, ausschlielich
1) ist ein Représentantensystem.

In Beispiel 38.12, der Erreichbarkeitsrelation auf dem Landweg, besteht die
Aquivalenzklasse zu x aus der Insel bzw. dem Kontinent, auf der bzw. dem
der Punkt z liegt.

BEISPIEL 39.5. Es sei d € N fixiert. Wir bestimmen auf Z die Aquivalenz-
klassen zur Aquivalenzrelation ~, bei der zwei Zahlen a,b € Z als dquivalent
betrachtet werden, wenn ihre Differenz a — b ein Vielfaches von d ist. Zu
jeder Zahl a € Z kann man einfach die zugehorige Aquivalenzklasse finden,
sie besteht aus allen Zahlen der Form

a+7Zd = {a+ndneZ}.

In jeder Aquivalenzklasse gibt es ein Element (einen Vertreter, einen Re-
prasentanten) zwischen 0 und d — 1, da ja insbesondere a zu seinem Rest bei
der Division durch d dquivalent ist. Andererseits sind bei

0<r<s<d-1
die Aquivalenzklassen zu r und zu s verschieden. Es ist ndmlich
(r+2Zd)n(s+2Zd) = 0,



da aus
r+nd = s+ md
sofort
s—r = (n—m)d
folgt, was wegen
0<s—r<d

nicht sein kann.

BEISPIEL 39.6. In der Ebene E sei ein bestimmter Punkt M markiert. Wir
betrachten die Aquivalenzrelation, bei der zwei Punkte P und @) als dquiva-
lent gelten, wenn sie zu M den gleichen Abstand besitzen. Dies wird durch

d(P,M) = d(Q, M)

ausgedriickt. Dies ist eine Aquivalenzrelation, wie man direkt iiberpriifen
kann und was auch aus Lemma 38.9 folgt, da man ja die Situation mittels
der Abbildung
E —>R20, P+— d(P,M),

interpretieren kann. Die Aquivalenzklasse zu einem Punkt P besteht aus allen
Punkten der Ebene, die in ihrem Abstand zu M mit d(P, M) tibereinstim-
men. Dies ist genau der Kreis mit Mittelpunkt M durch den Punkt P. Die
Aquivalenzklassen sind also die konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt
M, wobei man hier den Punkt {M} als Kreis mit Radius 0 mitzdhlen muss
(man kann sich dariiber streiten, ob das ein Kreis ist, jedenfalls ist diese
einpunktige Menge hier eine Aquivalenzklasse).

BEISPIEL 39.7. Auf der Menge aller Geraden in der Ebene kann man die
Parallelitét als Aquivalenzrelation auffassen. FEine Gerade ist zu sich selbst
parallel, die Relation ist offenbar symmetrisch und wenn G; zu G, parallel



4

und G5 zu G parallel ist, so ist auch G; zu G5 parallel. Die Aquivalenzklasse
zu einer Geraden G besteht aus allen zu G parallelen Geraden, die bilden eine
parallele Geradenschar. Wir fixieren einen Punkt M in der Ebene. Dann gibt
es zu jeder Geraden G eine dazu parallele Gerade G, die durch den Punkt
M verlduft. Man kann also jede Aquivalenzklasse durch eine Gerade durch
den Punkt M reprisentieren, und zwar eindeutig, da parallele Geraden, die
durch einen Punkt verlaufen, {ibereinstimmen miissen. Die Menge der Gera-
den durch M bildet also ein Représentantensystem fiir die Aquivalenzrelation
der Parallelitét.

BEISPIEL 39.8. Beim Schach darf ein Laufer diagonal in jede Richtung be-
liebig weit ziehen. Zwei Felder heiflen lduferdquivalent, wenn man von dem
einen Feld mit endlich vielen Léuferziigen zu dem anderen Feld gelangen
kann. Das ist eine Aquivalenzrelation. Da sich bei einem Diagonalzug die
Farbe des Feldes nicht dndert, bleibt ein Laufer, der auf einem weiflen Feld
steht, stets auf einem weilen Feld. Zugleich kann ein Léaufer, der auf ei-
nem weilen Feld steht, jedes weifle Feld (grundsétzlich, ohne Beachtung von
anderen Figuren in einer Stellung) erreichen. Deshalb gibt es zwei Aquiva-
lenzklassen: die weiflen Felder und die schwarzen Felder, und entsprechend
spricht man von weififeldrigen Laufern und schwarzfeldrigen Laufern (das ist
nicht die Farbe der Figur).

Quotientenmenge und kanonische Abbildung

BeispiEL 39.9. Wir kniipfen an Beispiel 38.5 und Beispiel 39.3 an. Die
Wische liegt in verschiedenen waschgangvertriglichen Haufen vor. Fiir den
weiteren Ablauf (beispielsweise in welcher Reihenfolge gewaschen wird)
kommt es auf die Einzelsachen nicht mehr an, sondern nur noch auf die ein-
zelnen Haufen. Es ist daher sinnvoll, die entstandene Situation dadurch zu
erfassen, dass man die Menge der Haufen bildet. Jeder Haufen wird zu genau
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einem Element in dieser Haufenmenge. Das Sortieren kann man dann auffas-
sen als eine Abbildung von der Wischemenge in die Haufenmenge, wobei je-
dem Wischestiick der zugehorige Haufen zugeordnet wird. Bei diesem Uber-
gang werden waschgangvertrigliche Sachen miteinander identifiziert. Dies ist
die Grundidee der Quotientenmenge und der kanonischen Abbildung.

DEFINITION 39.10. Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation. Dann heifit
M/R = {[z]||z € M}

die Quotientenmenge von R.

Wenn man die Aquivalenzrelation mit ~ bezeichnet, so schreibt man M / ~
fiir die Quotientenmenge. Das Konzept Quotientenmenge ist nicht einfach,
allein schon deshalb, da es nach Definition eine Menge von Mengen, namlich
der Aquivalenzklassen ist. Von der Handhabung und der Vorstellung her be-
trachtet man aber diese Aquivalenzklassen eher als neue ,,Punkte“ in einer
neuen Menge, die eben erst durch die Konstruktion entsteht. Auch die Be-
ziehung zu einem Représentantensystem ist nicht ganz einfach. Wenn man
ein Reprisentantensystem 7 C M fiir eine Aquivalenzrelation hat, so ergibt
sich eine bijektive Abbildung T — @ zwischen dem Représentantensystem
und der Quotientenmenge. Diese kann zu Verwechslungen fiithren. Wichtig ist,
dass ein Représentantensystem von einer Wahl abhingt und nur selten kano-
nisch ist, wiahrend die Quotientenmenge nicht von Wahlen abhéngt. Wenn es
allerdings ein besonders einfaches Reprisentantensystem gibt, so iibernimmt
man die Bezeichnungen fiir die Elemente wiederum auch als Bezeichnungen
fiir die Elemente der Quotientenmenge.

Man muss aber auch sagen, dass die Abstraktion, die in der Quotientenmen-
ge zum Ausdruck kommt, in vielen Kontexten anzutreffen ist. Beispielsweise
gibt es die Menge der Tiere und die Menge der Tierarten. Hinter Tierart
steckt doch eine andere Idee als die Menge der zu unter diese Tierart fallen-
den Einzeltiere oder die Idee, aus jeder Tierart einen Vertreter auszuwéhlen.
Die Menge aller geraden und die Menge aller ungeraden Zahlen wird durch
das Eigenschaftspaar gerade oder ungerade deutlicher gemacht. Entsprechend
fithrt die Parallelitat zur Idee der ,Richtung® einer Geraden, u.s.w.

In den oben angefithrten Beispielen besteht die Quotientenmenge aus den
Restklassen [0], [1],...,[d — 1], wobei die Bezeichungen des einfachsten Re-
priasentantensystems iibernommen werden. Die konzentrischen Kreise kann
man mit ihrem Radius identifizieren, d.h. die Quotientenmenge steht in einer
natiirlichen Korrespondenz zu Rs(. Auch dies ist eine wichtige Beobachtung,
dass die Quotientenmenge héufig eine neue Struktur besitzt oder in einer
natiirlichen Beziehung zu einem anderen mathematischen Gebilde steht, was
von der Ausgangsmenge her nicht unmittelbar sichtbar ist. So kann man auch
die Menge der Geraden durch einen Punkt M, die ein Reprisentantensystem
fiir die Parallelitét ist, in einem weiteren Schritt mit den Punkten auf einem
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halboffenen Halbkreis um M identifizieren, um eine geometrische gehaltvol-
le Interpretation der Quotientenmenge zu erhalten. Die Quotientenmenge
zur Aquivalenzrelation des Laufers besteht nur aus den Feldfarben weifl und
schwarz.

DEFINITION 39.11. Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation und M/R die
Quotientenmenge. Die Abbildung

qr: M — M/R, x — [z],

heifit kanonische Projektion von R.

Man spricht auch von der Identifizierungsabbildung, da unter dieser Abbil-
dung dquivalente Elemente auf das gleiche Element, ihre Klasse, abgebildet
wird.

LEMMA 39.12. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M
mit den Aquivalenzklassen [x] und der Quotientenmenge M/ ~. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es ist x ~ y genau dann, wenn [z] = [y] ist, und dies gilt genau
dann, wenn [z] N [y] # 0.

(2) M = Upjen 2] ist eine disjunkte Vereinigung.

(3) Die kanonische Projektion

qg: M — M/ ~

st surjektiv.

(4) Bsist ¢ '([2]) = [z].

(5) Sei p: M — W eine Abbildung mit p(x) = p(y) fir alle z,y €
M mit x ~ y. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung
Pp: M/ ~—W mitp = pog.

Beweis. (1) Seien x und y dquivalent und u € [z]. Dann ist £ ~ » und
nach der Transitivitdt auch y ~ w, also v € [y]. Damit stimmen
die Aquivalenzklassen iiberein. Die Implikation von der Mitte nach
rechts ist klar, da wegen = ~ = Aquivalenzklassen nicht leer sind.
Sei nun [z] N [y] # 0, und sei z ein Element im Durchschnitt. Dann
ist z ~ z und y ~ z und wegen der Transitivitit ist x ~ y.

(2) Wegen der Reflexivitdt ist « € [z] und daher ist M = J, a0 [2]-
Wegen Teil (1) ist die Vereinigung disjunkt.

(3) Die Surjektivitat ist klar aufgrund der Definition der Quotienten-
menge, und da z auf die Klasse [x] geschickt wird.

(4) Es ist

¢ ([z]) = {yeMlqly) =[]}
= {ye M|yl =[]}
= {ye M|y ~z}

= [z



7

(5) Sei [z] € M/ ~ gegeben. Die einzige Moglichkeit fir @ ist @([z]) =
©(x) zu setzen. Es muss aber gezeigt werden, dass diese Abbildung
iiberhaupt wohldefiniert ist, also unabhéngig von der Wahl des Re-
présentanten ist. Sei hierzu [z] = [y], also & ~ y. Dann ist nach der
Voraussetzung an ¢ aber ¢(x) = ¢(y).

g

Die Eigenschaft (4) bedeutet insbesondere, dass man zu jeder Aquivalenz-
relation eine Abbildung, ndmlich die kanonische Abbildung in die Quotien-
tenmenge, angeben kann, derart, dass Elemente genau dann dquivalent sind,
wenn sie unter der Abbildung den gleichen Wert besitzen. Damit ist gezeigt,
dass man jede Aquivalenzrelation als eine Aquivalenzrelation zu einer Abbil-
dung im Sinne von Lemma 38.9 erhalten kann.

BEMERKUNG 39.13. Zu einer Abbildung f: M — N und der zugehdrigen
Aquivalenzrelation ~ im Sinne von Lemma 38.9 gibt es nach Lemma 39.12
eine eindeutig bestimmte Abbildung

¢: M/ ~—s N
mit
J =1vop.

Diese ist sogar injektiv.

BEISPIEL 39.14. Sei n € N und K ein Korper. Wir setzen M = K"\ {0}.
Der K™*! ist ein Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation von A € K und
r € K™ mit \- 2 bezeichnet wird. Sei weiter

R = {(z,y) € M x M| es gibt ein A € K\ {0} mit A\ -z =y}.

Zwei Punkte werden also als dquivalent erklart, wenn sie durch Skalarmul-
tiplikation mit einem Skalar A # 0 ineinander iiberfithrt werden koénnen.
Ebenso konnte man sagen, dass zwei Punkte als dquivalent gelten, wenn sie
dieselbe Gerade durch den Nullpunkt definieren.

Dass wirklich eine Aquivalenzrelation vorliegt, sieht man so. Die Reflexivitt
folgt aus x = 1z fiir jedes x € M. Zur Symmetrie sei xRy, d.h. es gibt ein
A # 0 mit Az = y. Dann gilt aber auch y = A 'z, da ja A ein Inverses
besitzt. Zum Nachweis der Transitivitét sei x Ry und yRz angenommen, d.h.
es gibt \,§ # 0 mit Ax = y und dy = z. Dann ist insgesamt z = dy =
(6A)z mit §A # 0. Die Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation sind
die einzelnen Geraden durch den Nullpunkt (aber ohne den Nullpunkt). Die
Quotientenmenge heifit projektiver Raum iiber K (der Dimension n) und
wird mit P% bezeichnet.
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