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Korper- und Galoistheorie

Vorlesung 28

In dieser Vorlesung standen endliche Korpererweiterungen der rationalen
Zahlen Q im Mittelpunkt. Zum Abschluss werden wir Korper betrachten,
die von den rationalen Zahlen aus nicht algebraisch erfasst werden koénnen,
sondern transzendente Elemente enthalten. Diese Figenschaft haben zwar
auch die reellen Zahlen, aber diese lassen sich von den rationalen Zahlen aus
als Grenzwerte erfassen (was allerdings kein algebraisches Konzept ist). Hier
geht es um transzendente Elemente, die eher den Charakter von Funktionen
oder einfach von Variablen haben. Es bestehen enge Beziehungen zur Invari-
antentheorie, Dimensionstheorie fiir kommutative Ringe, Funktionenkorper
von algebraischen Varietéten.

Algebraische Unabhingigkeit

Wir haben schon 6fters den Korper der rationalen Funktionen K (X)), also den
Quotientenkorper des Polynomringes in einer Variablen iiber einem Korper
erwahnt. Dort gibt es das Phdnomen, dass dieser Kérper echte Unterkoérper
enthélt, die zu diesem Korper selbst isomorph sind, und zwar als K-Algebra.
Beispielsweise ist der von X? erzeugte Unterkorper K(X?) C K(X) selbst
isomorph zu K(Y) (und damit zu K(X)). Der Grad der angegebenen Er-
weiterung ist 2. In der Tat ist sogar fiir jedes Polynom P € K[X], P ¢ K,
der davon erzeugte Unterkorper isomorph zum Korper der rationalen Funk-
tionen in einer Variablen. Wir fragen uns, wie zu Polynomen P,Q € K[X],
P,Q ¢ K, der erzeugte Unterkorper K (P, Q) C K(X) aussieht. Es wird sich
herausstellen, dass hierbei stets eine algebraische Abhéngigkeit zwischen die-
sen Polynomen besteht. Es gibt also zwar viele verschiedene, aber isomorphe,
Unterkorper von K (X), aber kein Unterkorper, der zum Quotientenkorper
von K[X,Y] isomorph wire. Fiir solche Quotientenkérper fithren wir eine
eigene Bezeichnung ein.

DEeFINITION 28.1. Es sei K ein Korper. Den Quotientenkorper des Poly-

nomringes K[X, ..., X,] nennt man Kérper der rationalen Funktionen in n
Variablen. Er wird mit K (X7, ..., X,) bezeichnet.

Die Elemente dieses Korpers sind rationale Funktionen in mehreren Varia-
blen, also Quotienten aus Polynomen in mehreren Variablen (wie schon bei
Polynomen muss man aber bei einem endlichen Grundkorper vorsichtig sein
bei der Identifizierung zwischen Elementen dieses Korpers und Funktionen
auf gewissen Punktmengen).
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DEFINITION 28.2. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutati-
ve R-Algebra. Die Elemente fi,..., f, € A heiflen algebraisch unabhdngig
(iitber R), wenn fiir jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom P €
R[Xy,...,X,] bei der Einsetzung

P(fla'”)fn) 7é 0
gilt.

Ein einzelnes algebraisch unabhéngiges Element ist einfach ein transzenden-
tes Element. Von daher ist die Vorstellung, dass es sich bei einer algebraisch
unabhéngigen Familie um eine ,,transzendente Familie® handelt, sinnvoll. Das
Urbeispiel einer algebraisch unabhéngigen Familie ist die Variablenfamilie in
einem Polynomring K[X7, ..., X,] bzw. im Kérper der rationalen Funktionen

K(X1,...,X,).

LEMMA 28.3. Es sei A eine kommutative R-Algebra tber einem kommu-
tativen Ring R und seien fi,..., f, € A eine Elementfamilie. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die Elemente fi,..., f, sind algebraisch unabhingig.
(2) Der Finsetzungshomomorphismus

R[Xl, c. 7Xn] — A, Xl — fi7
15t injektiv.
(3) Der Finsetzungshomomorphismus
R[Xb s 7Xn] — R[fla s 7fn]7 Xz — fi7
15t bijektiv.
Beweis. Siehe Aufgabe 28.6. O
Eine algebraisch unabhéngige Familie ist also dadurch gekennzeichnet, das
der Einsetzungshomomorphismus eine R-Algebraisomorphie
R[Xl,...,Xn] — R[fly---,fn] - A

definiert. Wenn R = K ein Korper ist, was wir zumeist annehmen werden,
so fithrt dies auch zu einem Korperisomorphismus

K(X1,..., X)) — K[X1,..., X,

Transzendenzbasen

DEFINITION 28.4. Es sei K ein Grundkorper und K C L eine Korpererwei-
terung. Man sagt, dass fi,..., f, € L eine Transzendenzbasis von L iiber K
ist, wenn die fi, ..., f, algebraisch unabhéngig sind und K(fi,...,f,) € L
eine algebraische Korpererweiterung ist.
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BEISPIEL 28.5. Zum Polynomring K[X7, ..., X,] iiber einem Korper K in n
Variablen besitzt der Quotientenkorper

K(X1,...,Xn) = QK[X1,..., X)),

also der rationale Funktionenkorper in n Variablen, die Transzendenzbasis
Xi,...,X,, da die Variablen algebraisch unabhéngig sind.

BEISPIEL 28.6. Es sei K ein Korper und F € K(Xy,...,X,)[T] ein irredu-
zibles Polynom, die Koeffizienten des Polynoms sind also rationale Funktio-
nen in den n Variablen X1, ..., X,,. Nach Korollar 7.7 ist der Restklassenring

L= K(X1,...,X)[T]/(F)

ein Korper, und zwar eine endliche Korpererweiterung von K (X, ..., X,,),
deren Grad durch den Grad des Polynoms gegeben ist. Insbesondere bilden
die Variablen X4,...,X,, eine Transzendenzbasis von L.

Wenn eine algebraische Korpererweiterung
K(Xy,...,X,) C L

vorliegt, so kann es natiirlich trotzdem sein, dass L die Form
L =KWY,....,Y,)

besitzt, also isomorph zum Koérper der rationalen Funktionen ist. Das ein-
fachste Beispiel ergibt sich fiir X = Y?2.

DEFINITION 28.7. Eine Korpererweiterung K C L heifit rein transzen-
dent, wenn es algebraisch unabhéngige Elemente fi,...,f, € L mit L =

K(fi,..., fn) gibt.

Rein transzendent bedeutet also einfach, dass es eine K-Isomorphie zum
Korper der rationalen Funktionen gibt. Es ist im Allgemeinen schwierig zu
entscheiden, ob ein gegebener Korper rein transzendent ist. Der Quotien-
tenkorper von C[X,Y]/(X? 4+ Y? — 1) ist rein transzendent (iiber C), der
Quotientenkdrper von C[X,Y]/(X?® + Y3 — 1) ist hingegen nicht rein tran-
szendent.

Wir wollen zeigen, dass die Anzahl der Elemente in einer Transzendenzbasis
wohlbestimmt ist. Die Argumentation orientiert sich am Beweis des Satzes
der linearen Algebra, dass die Anzahl der Elemente in einer Vektorraumbasis,
also die Dimension des Vektorraumes, wohlbestimmt ist.

LEMMA 28.8. Es sei K ein Grundkérper und K C L eine Kdérpererweite-

rung mit endlichen Transzendenzbasen fi,..., fm und gq,...,g,. Dann gibt
es zu jedem FElement f; der ersten Transzendenzbasis ein Element g; der
zweiten Transzendenzbasis derart, dass fi,..., fi—1,j, fix1,- .., fm ebenfalls

eine Transzendenzbasis ist.
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Beweis. Wir zeigen, dass man f,, durch eines der g; ersetzen kann. Da die
Korpererweiterung K (f1,. .., fm) € L algebraisch ist, gibt es zu jedem g; ein
irreduzibles Polynom P; € K(f1,..., fn)[T] mit P;(g;) = 0. Wir multiplizie-
ren mit dem Hauptnenner sémtlicher Koeffizienten der P; und kénnen dann
annehmen, dass P; € K|[fi,..., fm][T] gilt. Nehmen wir an, dass samtliche
P; sogar zu K|fy,..., fm—1][T] gehoren. Dann wire die Korperkette

K(fl,...,fm_1> g K(gl,--'agn) g L

eine nach Aufgabe 10.4 algebraische Erweiterung und insbesondere wire f,,
algebraisch tiber K(fi,..., fin—1) im Widerspruch zur Voraussetzung, dass
die f; algebraisch unabhéngig sind. Es gibt also ein P; mit P; ¢ K|[fi,...,
fm—1][T]. Wir schreiben

T
P=Y Tt
k=0
mit
S
Qp = Zﬁk,éffz
=0

und Bre € K[f1,..., fm—1]. Dabei ist zumindest ein fj, # 0 fiir ein ¢ > 1.
Daher konnen wir die Gleichung Pj(g;) = 0 als eine algebraische Gleichung
fir f,, iber K[f1,..., fm—1, g;] lesen. Dies bedeutet, dass f,,, algebraisch iiber

K(fl: ey fmfl,gj) ISt

Wir behaupten, dass fi,..., fin—1,9; eine Transzendenzbasis von L iiber K
ist, wobei wir gerade gezeigt haben, dass L dariiber algebraisch ist. Es ist
zu zeigen, dass diese Elemente algebraisch unabhéngig sind. Waren sie alge-
braisch abhéngig, so miisste g; algebraisch iiber K(fi,..., f;—1) sein. Doch
dann ware, wieder wegen der Transitivitit von algebraisch, auch f,, algebra-
isch iber K(f,..., fm—1) im Widerspruch zur Voraussetzung. O

SATZ 28.9. FEs sei K ein Grundkérper und K C L eine Kdorpererweiterung
mit einer endlichen Transzendenzbasis. Dann besitzt jede Transzendenzbasis
von L diber K gleich viele Elemente.

Beweis. Es sei m die minimale Zahl derart, dass es eine Transzendenzba-

sis mit m Elementen gibt. Es sei fi,..., f;, eine Transzendenzbasis und
g1, - - -, gn €ine weitere Transzendenzbasis mit
n>m

Elementen. Wir wenden Lemma 28.8 sukzessive an und erhalten Transzen-
denzbasen

gjlaf?a"'afma

gj17gj27f37"'7fm7
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gj17gj27gj37 s o 7gjm717gjm7

wobei die g;, Elemente der zweiten Familie sind. Die letzte Familie ist eine
Transzendenzbasis mit m Elementen (es kann keine Elementwiederholungen
geben wegen der vorausgesetzen Minimalitéit von m). Bei n > m wiirde sich
ein Widerspruch ergeben, da eine echte Teilfamilie einer Transzendenzbasis
keine Transzendenzbasis sein kann, also ist n = m. U

Der Transzendenzgrad

DEFINITION 28.10. Es sei K ein Grundkorper und K C L eine Korpererwei-
terung mit einer endlichen Transzendenzbasis. Dann nennt man die Anzahl
der Elemente in einer jeden Transzendenzbasis von L iiber K den Transzen-
denzgrad von L iiber K. Dafiir schreibt man trdeg (L/K).

Nach Satz 28.9 ist dieser Transzendenzgrad wohldefiniert.

KOROLLAR 28.11. Es sei K ein Korper. und K(Xy,...,X,) C L eine alge-
braische Korpererweiterung des Korpers der rationalen Funktionen inn Va-
riablen. Dann ist der Transzendenzgrad von L tiber K gleich n. Insbesondere
besitzt der Korper der rationalen Funktionen K(Xi,...,X,) den Transzen-
denzgrad n.

Beweis. Dies folgt direkt daraus, dass die Variablen Xi,...,X,, eine Tran-
szendenzbasis von K (Xy,...,X,) und von L bilden und dass man nach Satz
28.9 den Transzendenzgrad mit jeder Basis bestimmen kann. U

KOROLLAR 28.12. Es sei K C L eine Korpererweiterung und seien fq, ...,
fn € L Elemente. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die Elemente f1,..., fn sind algebraisch unabhingig.
(2) Der Einsetzungshomomorphismus induziert eine K-Algebraisomor-
phie

K(Xl,...,Xn) —>K(f1;---7fn)7 X,L '—>fi7
(3) Es gibt eine K-Algebraisomorphie
K(Xl,...,Xn) —>K(f177fn)
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Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt direkt aus Lemma 28.3. Von
(2) nach (3) ist klar, sei also (3) erfiillt. Da eine Isomorphie vorliegt, und der
Transzendenzgrad eine (wohldefinierte) invariante einer Korpererweiterung
ist, besitzt der Korper K(fi,..., f,) den Transzendenzgrad n. Von diesem
Korper ist fi,..., f, eine Transzendenzbasis und insbesondere algebraisch
unabhéngig. U

KOROLLAR 28.13. Esset K C L C M eine Kette von Korpererweiterungen.
Dann ist

trdeg (M/K) = trdeg (L/K) + trdeg (M/L) .

Beweis. Es sei xq,...,x, € L eine Transzendenzbasis von L iiber K und
Y1, - Ym € M eine Transzendenzbasis von M iiber L. Nach Aufgabe 28.13
ist x1,..., T, Y1,...,Ym algebraisch unabhéngig iiber K. Nach Vorausset-

zung ist K(xy,...,z,) C L algebraisch. Daher ist auch

Kz, Tny Y1y Ym) S Ly, ooy Ym)
algebraisch. Da auch L(yi,...,yn) € M algebraisch ist, folgt mit Aufgabe
104, dass K(z1,...,%n,Y1,---,Ym) C M algebraisch ist. O

KOROLLAR 28.14. Essei K C L C M eine Kette von Kdrpererweiterungen.
Dann st

trdeg (L/K) < trdeg (M/K).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 28.13. U
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