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Einfiihrung in die mathematische Logik

Arbeitsblatt 1

Ubungsaufgaben

AUFGABE 1.1. Warum ist Mathematik schwierig, obwohl darin doch alles
logisch ist?

AUFGABE 1.2. Intelligenz wird héufig als ,allgemeine Problemlosekompe-
tenz“ bezeichnet. Welche Probleme kénnen Sie 16sen, welche nicht?

AUFGABE 1.3. Lege in der Skizze fiir die drei Hauser iiberschneidungsfrei
Wege zu den zugehorigen gleichfarbigen Gartentoren an.
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AUFGABE 1.4.*%

Anfang Miérz betrigt die Zeitdifferenz zwischen Deutschland und Paraguay
4 Stunden (in Paraguay wurde es 4 Stunden spéter hell). Am 25. Mérz 2018
wurde in Deutschland die Uhr von der Winterzeit auf die Sommerzeit umge-
stellt, die Uhr wurde also um eine Stunde nachts von 2 auf 3 vorgestellt. In
der gleichen Nacht wurde die Uhr in Paraguay umgestellt. Wie grofl war die
Zeitdifferenz nach der Umstellung?

AUFGABE 1.5.*

In einer psychologischen Léngsschnittstudie wird die Entwicklung von Ein-
stellungen und Verhaltensweisen von Personen untersucht. Ein Fallbeispiel:
Im Alter von 20 Jahren geht Linda regelméfig auf Demonstrationen, sie hilft
im Eine-Welt-Laden mit, braut 6kologisches Bier, kocht Bio-Gemiise und
studiert manchmal Soziologie.
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Welcher der folgenden Befunde ist nach 10 Jahren am unwahrscheinlichsten?

(1) Linda arbeitet fiir eine Versicherungsagentur.

(2) Linda engagiert sich bei Attac und arbeitet fiir eine Versicherungs-
agentur.

(3) Linda engagiert sich bei Attac.

AUFGABE 1.6.*

In einem Horsaal befindet sich ein Tafelgestell mit drei hintereinander lie-
genden, vertikal verschiebbaren Tafeln. Diese seien mit V' (vordere Tafel), M
(mittlere Tafel) und H (hintere Tafel) bezeichnet. Aufgrund der Hohe des Ge-
stells sind nur (maximal) zwei Tafeln gleichzeitig einsehbar. Die Lehrperson
schreibt in der Vorlesung jede Tafel genau einmal voll. In welcher Reihenfolge
(alle Moglichkeiten!) muss sie die Tafeln einsetzen, wenn beim Beschreiben
einer Tafel stets die zuletzt beschriebene Tafel sichtbar sein soll.

AUFGABE 1.7. Finde die kleinste Zahl N der Form N =p; -ps-... - p. + 1,
die keine Primzahl ist, wobei py, po, ..., p, die ersten r Primzahlen sind.

AUFGABE 1.8. Sei r € N.

a) Finde r aufeinander folgende natiirliche Zahlen (also n,n+1, ..., n+r—1),
die alle nicht prim sind.

b) Finde unendlich viele solcher primfreien 7-,Intervalle®.
AUFGABE 1.9.%

Zeige durch Induktion, dass jede natiirliche Zahl n > 2 eine Zerlegung in
Primzahlen besitzt.

AUFGABE 1.10. Berechne den Ausdruck
n® +n+41
fir n = 0,1,2,.... Handelt es sich dabei um Primzahlen?
AUFGABE 1.11.*
Es sei n eine natiirliche Zahl. Wann ist die Zahl n? — 1 eine Primzahl?

AUFGABE 1.12. Das Schaubild rechts bezieht sich auf die Goldbachsche Ver-
mutung. Was wird dadurch dargestellt?



AUFGABE 1.13. Zeige, dass man jede natiirliche Zahl n > 12 als Summe
n=a+b

schreiben kann, wobei sowohl a als auch b zusammengesetzte Zahlen sind.

AUFGABE 1.14. Welche Zifferenentwicklung hat eine Mersennesche Primzahl

im Dualsystem?

AUFGABE 1.15.*

Zeige: Ist 2™ — 1 eine Primzahl, so ist auch n eine Primzahl.

In der folgenden Aufgabe wird ein weiteres offenes Problem formuliert. Man
mache sich die Wirkungsweise des beschriebenen Algorithmus fiir die Zahlen
bis 20 klar.

AUFGABE 1.16. Fiir positive ganze Zahlen n betrachten wir folgenden Algo-
rithmus.
Wenn n gerade ist, so ersetze n durch die Halfte.

Wenn n ungerade ist, so multipliziere n mit 3 und addiere dann 1 dazu.

Frage (Collatz-Problem): Ist es wahr, dass man bei jeder Startzahl n frither
oder spéter bei 1 landet?

AUFGABE 1.17. Zwei Spieler sitzen an einem runden Tisch und legen ab-
wechselnd eine Miinze (alle von der gleichen Grofle, die kleiner als die Grofie
der Tischplatte ist) auf den Tisch, wobei sich die Miinzen nicht iiberdecken
diirfen. Es verliert der Spieler, der keine Miinze mehr platzieren kann. Ent-
werfe eine Gewinnstrategie fiir den Spieler, der anfangt.

AUFGABE 1.18. Bei der Fufiball-Europameisterschaft 2016 qualifizieren sich
die vier besten Drittplatzierten (der Vorrundengruppen A B,C,D EF) fiir
das Achtelfinale, und zwar nach dem Schema

Sieger Gruppe D spielt gegen einen Dritten aus (B, E, F)

Sieger Gruppe B spielt gegen einen Dritten aus (A, C, D),

Sieger Gruppe C' spielt gegen einen Dritten aus (4, B, F),
und

Sieger Gruppe A spielt gegen einen Dritten aus (C, D, E) .

(1) Zeige, dass dies stets durchfiithrbar ist.

(2) Bestimme (abhéngig von der Reihenfolge der Drittplatzierten) die
minimale Anzahl an Moglichkeiten fiir die Aufteilung der Drittplat-
zierten.



(3) Bestimme (abhéngig von der Reihenfolge der Drittplatzierten) die
maximale Anzahl an Moglichkeiten fiir die Aufteilung der Drittplat-
zierten.

In den folgenden Aufgaben wird an einige wichtige Beweisverfahren erinnert.
Uberlegen Sie sich typische Beispiele dazu. Inwiefern kommen diese Argu-
mentationsmuster auch im Alltag vor?

AUFGABE 1.19.*

Erldutere das Prinzip Beweis durch Widerspruch fiir eine Aussage der Form

,Aus A folgt B“.

AUFGABE 1.20.*

Erldutere das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion.

AUFGABE 1.21. Erlautere das Prinzip Beweis durch Fallunterscheidung.
AUFGABE 1.22.*

Franziska mochte mit ihrem Freund Heinz Schluss machen. Sie erwégt die
folgenden drei Begriindungen.

(1) ,,Du hast dich schon am ersten Tag voll daneben benommen. Seit-
dem ist es von jedem Tag zum néchsten Tag nur noch schlimmer
geworden. Du wirst Dich also immer vollig daneben benehmen®.

(2) ,Wenn ich mit Dir zusammenbleiben wiirde, so wiirde ich irgend-
wann als eine traurige, gelangweilte, vom Leben enttduschte Person
enden, das mochte ich aber auf gar keinen Fall®.

(3) ,,Also, wenn Du mich nicht liebst, will ich Dich sowieso nicht. Wenn
Du mich aber liebst, so komme ich zu dem Schluss, dass Du dein
Verhalten mit Deinen Gefiihlen nicht zur Deckung bringen kannst.
Dann bist Du also unreif und dann will ich Dich auch nicht*.

Welche mathematischen Beweisprinzipien spiegeln sich in den drei Begriin-
dungen wieder?

AUFGABE 1.23.*%

(1) Lose das folgende Minisudoku
9 _
3 — — 4

- 4 - 1

(2) Begriinde, dass das Minisudoku aus (1) nur eine Losung besitzt.
(3) Welche mathematischen Beweisverfahren finden sich als typische Ar-
gumentationsschemata beim Losen eines Sudokus wieder?

AUFGABE 1.24.*%

Zeige, dass V/2 eine irrationale Zahl ist.



Wie sieht es mit \/3, \/Z, \/5, V6 aus?

AUFGABE 1.25. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.

(1)

(2)

3

: 6
1=1
(3) § ;
8= <n(n + 1))
B 2
=1

AUFGABE 1.26.*
Die Stadte 54, ..., S, seien untereinander durch Straflen verbunden und zwi-

schen zwei Stidten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen Bauarbeiten sind
zur Zeit alle StraBlen nur in eine Richtung befahrbar. Zeige, dass es trotzdem
mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen Stddte erreichbar sind.

AUFGABE 1.27. In der folgenden Argumentation wird durch Induktion be-
wiesen, dass alle Pferde die gleiche Farbe haben. , Es sei A(n) die Aussage,
dass je n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Induktionsan-
fang: Wenn nur ein Pferd da ist, so hat dieses eine bestimmte Farbe und
die Aussage ist richtig. Fiir den Induktionsschritt sei vorausgesetzt, dass je
n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Es seien jetzt n + 1
Pferde gegeben. Wenn man eines herausnimmt, so weil man nach der In-
duktionsvoraussetzung, dass die verbleibenden n Pferde untereinander die
gleiche Farbe haben. Nimmt man ein anderes Pferd heraus, so haben die
jetzt verbleibenden Pferde wiederum untereinander die gleiche Farbe. Also
haben all diese n + 1 Pferde {iberhaupt die gleiche Farbe®“. Analysiere diese
Argumentation.

AUFGABE 1.28. Es seien v > u > 0 natiirliche Zahlen. Zeige, dass
r=1v%—u? y=2w, z =u’+0°

die Gleichung

erfiillen.
AUFGABE 1.29. Betrachte die ,,Definition*
Ein Hinz ist ein Kunz, dessen Schlonz ein Ranz ist,

und nehmen wir an, dass es sich um eine sinnvolle Definition handelt. Be-
antworte folgende Fragen.

(1) Welcher Begriff wird neu eingefiihrt, welche sind schon bekannt?



(2) Besitzt jeder Kunz einen Schlonz?

(3) Besitzt jeder Hinz einen Schlonz?

(4) Ist jeder Hinz ein Kunz?

(5) Ist jeder Kunz ein Hinz?

(6) Ist der Schlonz von jedem Kunz ein Ranz?

(7) Ist der Schlonz von jedem Hinz ein Ranz?

(8) Ist jeder Hinz ein Ranz?

(9) Kann es einen Schlonz geben, der nicht zu einem Kunz gehort?

10) Wie kann man die Vermutung widerlegen, dass jeder Kunz ein Hinz
ist?

(

AUFGABE 1.30. Erldautere das Konzept der Wohldefiniertheit anhand eines
typischen Beispiels.

AUFGABE 1.31. Wir betrachten eine Maschine, die nach und nach samtli-
che Texte ausdruckt und damit auch frither oder spéter jeden Beweis aus-
gibt. Welche Eigenschaft eines in der Vorlesung 1 beschriebenen universellen
Losungsverfahrens besitzt diese Maschine nicht?

AUFGABE 1.32. Fiihre folgendes Gedankenexperiment durch: Es sei eine Ma-
schine gegeben, die eine Aussage (eine Vermutung) iiber die natiirlichen Zah-
len nach und nach {iberpriift. Wenn sie alle Zahlen iiberpriift hétte, stiinde
die Antwort fest, doch da die Maschine Schritt fiir Schritt arbeitet, hat sie zu
jedem Zeitpunkt immer nur eine endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen
iiberpriift und kann so, wenn die Aussage wahr ist, keinen Beweis fiir die
Aussage liefern.

Im Allgemeinen braucht die Rechenmaschine fiir grole Zahlen ldnger. Die
Maschine wird jetzt beschleunigt, so dass sie fiir grofle Zahlen immer weniger
Zeit braucht.

Die Maschine wird so beschleunigt, dass sie fiir die Uberpriifung der ersten
Zahl (also 1) % Sekunden braucht, fiir die Uberpriifung der zweiten Zahl %
Sekunden, fiir die Uberpriifung der dritten Zahl % Sekunden. Fiir die Uber-
priifung der n-ten Zahl benétigt die Maschine also genau (%)n Sekunden.
Damit ist die Gesamtlaufzeit der Maschine

L (1 ? (2 ° .

5 5 5 e
Diese Summe ist wohldefiniert, und zwar gleich 1 (im Zweiersystem ist es
die Zahl 0,111111111. .., deren Wert 1 ist). Nach einer Sekunde hat also die

Maschine die unendlich vielen Zahlen durchgearbeitet und iiberpriift, und
damit die Aussage bewiesen oder widerlegt.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 1.33. (3 Punkte)

Zeige, dass es aufler 3,5, 7 kein weiteres Zahlentripel der Form p,p+2,p+4
gibt, in dem alle drei Zahlen Primzahlen sind.

AUFGABE 1.34. (4 Punkte)

Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die modulo 4 den Rest 3
besitzen.

AUFGABE 1.35. (3 Punkte)

Zeige, dass es eine gerade Zahl ¢, 2 < g < 252, mit der Eigenschaft gibt, dass
es unendlich viele Primzahlen p derart gibt, dass auch p 4+ ¢g eine Primzahl
ist.

AUFGABE 1.36. (4 Punkte)

Die Réuberbande ,,Robin Hood“ besteht aus sieben Personen. Sie legt fiir ihr
Diebesgut eine Schatztruhe an, die sie mit verschiedenen Schlossern sichern
mochte, wobei die (mehrfachen) Schliissel an die Mitglieder verteilt werden
sollen. Dabei soll erreicht werden, dass je drei Bandenmitglieder allein nicht
an den Schatz kommen, dass aber je vier Bandenmitglieder die Truhe auf-
schliefen kénnen. Wie viele Schlésser braucht man dafiir und wie miissen die
Schliissel verteilt werden?

Die Aufgabe zum Aufgeben

AUFGABE 1.37. Wir betrachten die Abbildung ¥: N* — N*, die einem Vie-
rertupel (a, b, ¢, d) das Vierertupel

(|b—a|,|c—b|,|d—c|,|a—d|)
zuordnet. Man gebe ein Beispiel fiir ein Vierertupel (a,b,c,d) mit der Ei-

genschaft an, dass sdmliche Iterationen ¥"(a,b,c,d) fir n < 25 nicht das
Nulltupel liefern.

Uberpriife das Ergebnis auf http://www.vier-zahlen.bplaced.net /raetsel.php
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