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Elemente der Algebra

Vorlesung 3

In dieser Vorlesung besprechen wir Korper, das sind kommutative Ringe # 0,
in denen jedes von 0 verschiedene Element ein Inverses (beziiglich der Multi-
plikation) besitzt. Solche Elemente nennt man Einheiten. Als einen wichtigen
Korper fithren wir die komplexen Zahlen ein.

Einheiten

DEeFINITION 3.1. Ein Element u in einem Ring R heiflit Finheit, wenn es ein
Element v € R mit

uv = vu = 1

gibt.

Das Element v mit der Eigenschaft uv = wvu = 1 ist dabei eindeutig be-
stimmt. Hat ndmlich auch w die Eigenschaft uvw = wu = 1, so ist

v =vl =v(uw) = (vu)w = lw = w.

Das im Falle der Existenz eindeutig bestimmte v mit uv = vu = 1 nennt
man das (multiplikativ) Inverse zu u und bezeichnet es mit

ut
oder auch mit % Im kommutativen Fall muss man natiirlich nur die Ei-
genschaft uv = 1 iiberpriifen. Eine Einheit ist stets ein Nichtnullteiler. Aus
uzr = 0 folgt ja sofort (unter Verwendung von Lemma 2.5 (1)) x = u luzr =
0.

DEFINITION 3.2. Die FEinheitengruppe in einem Ring R ist die Teilmenge
aller Einheiten in R. Sie wird mit R* bezeichnet.

Die Menge aller Einheiten in einem Ring bilden in der Tat eine Gruppe
(beziiglich der Multiplikation mit 1 als neutralem Element). Wenn nédmlich
v und w die Inversen v~! und w~! haben, so ist das Inverse von vw gleich
w~tv~! und somit ist das Produkt von zwei Einheiten wieder eine Einheit. Zu
einer Einheit © € R machen auch Potenzen mit einem negativen Exponenten
Sinn, d.h. es ist dann u™ fir alle n € Z definiert. Die Zahl —1 (also das
Negative zu 1) ist stets eine Einheit, da ja (nach Lemma 2.5 (3)) (=1)(—1) =
1 ist. Bei Z besteht die Einheitengruppe aus diesen beiden Elementen, also
Z* = {1,—1}. Die Null ist mit der Ausnahme des Nullrings nie eine Einheit.

1



2

BEISPIEL 3.3. Wir betrachten den Ring Z/(5). Die Elemente 1 und 4 = —1
sind wie in jedem Ring Einheiten. Wegen

2:3=6=1

sind 2 und 3 invers zueinander und insbesondere Einheiten. Die Einheiten-
gruppe ist also {1,2,3,4} = Z/(5) \ {0}. Bei Z/(12) sind wieder 1 und
11 = —1 Einheiten. Ferner sind wegen

5:-5 =25 =1

und
7-7=49 =1

auch 5 und 7 Einheiten. Die anderen acht Zahlen sind keine Einheiten.

Fiir eine Einheit ist auch die Bruchschreibweise erlaubt und gebrauchlich.
D.h. wenn u eine Einheit ist und x € R beliebig, so setzt man

X -1

- = xu -,

u
Wie gesagt, der Nenner muss eine Einheit sein! Wenn aufler der Null alle
Elemente Einheiten sind, so verdient das einen eigenen Namen, wovon der

folgende Abschnitt handelt.

Korper

Viele wichtige Zahlenbereiche wie Q und R haben die Eigenschaft, dass man
durch jede Zahl - mit der Ausnahme der Null! - auch dividieren darf. Dies
wird durch den Begriff des Korpers prézisiert.

DEFINITION 3.4. Ein kommutativer Ring R heifit Korper, wenn R # 0
ist und wenn jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikatives Inverses
besitzt.

Es wird also explizit gefordert, dass 1 # 0 ist und dass jedes von 0 verschie-
dene Element eine Einheit ist. Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen
R bilden einen Korper, die ganzen Zahlen dagegen nicht. Im obigen Beispiel
haben wir gesehen, dass Z/(5) ein Korper ist, aber Z/(12) nicht. Wir werden
im Laufe dieser Vorlesung noch viele weitere Korper kennenlernen. Einen
Korper kann man auch charakterisieren als einen kommutativen Ring, bei
der die von 0 verschiedenen Elemente eine Gruppe (mit der Multiplikation
als Verkniipfung) bilden.

DEFINITION 3.5. Es sei K ein Korper. Ein Unterring M C K, der zugleich
ein Korper ist, heiflt Unterkorper von K.

Beispielsweise ist Q ein Unterkérper von R. Wenn ein Unterring R C K
in einem Koérper vorliegt, so muss man nur noch schauen, ob R mit jedem
von null verschiedenen Element z auch das Inverse 27! (das in K existiert)
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enthélt. Bei einem Unterring R C S, wobei R ein Korper ist, aber S nicht,
so spricht man nicht von einem Unterkorper. Die Situation, wo ein Koérper
in einem anderen Korper liegt, wird als Korpererweiterung bezeichnet.

DEFINITION 3.6. Es sei L ein Korper und K C L ein Unterkérper von
L. Dann heifit L ein Erweiterungskérper (oder Oberkdrper) von K und die
Inklusion K C L heifit eine Kdrpererweiterung.

Komplexe Zahlen

Die Produktmenge R? = R x R ist mit komponentenweiser Addition und
komponentenweiser Multiplikation ein kommutativer Ring (wobei (0,0) das
Nullelement und (1,1) das Einselement ist). Es handelt sich aber nicht um
einen Korper, da beispielsweise (1,0) - (0,1) = (0,0) zeigt, dass es darin
Nullteiler gibt. Allerdings kann man R? mit einer anderen Multiplikation zu
einem Korper machen.

DEFINITION 3.7. Die Menge R? mit 0 := (0,0) und 1 := (1,0), mit der
komponentenweisen Addition und der durch
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd,ad + bc)
definierten Multiplikation nennt man Kdérper der komplexen Zahlen. Er wird
mit
C

bezeichnet.

Die Addition ist also einfach die vektorielle Addition im R?, wihrend die
Multiplikation eine neuartige Verkniipfung ist, die zwar numerisch einfach
durchfithrbar ist, an die man sich aber dennoch gew6hnen muss.

LEMMA 3.8. Die komplexen Zahlenbilden einen Kdrper.
Beweis. Siehe Aufgabe 3.11. |

Hierbei sind nur das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation, das Distibutiv-
gesetz und die Existenz der Inversen nicht unmittelbar klar. Wir 16sen uns
von der Paarschreibweise und schreiben

a+bi:= (a,b).

Insbesondere ist i = (0, 1), diese Zahl heifit imagindre Einheit. Diese Zahl
hat die wichtige Eigenschaft

i = —1.
Aus dieser Eigenschaft ergeben sich sdmtliche algebraischen Eigenschaften
der komplexen Zahlen durch die Korpergesetze. So kann man sich auch die
obige Multiplikationsregel merken, es ist ja

(a+bi)(c+di) = actaditbictbidi = act+bdi’+(ad+bc)i = ac—bd+(ad+be)i.
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Wir fassen eine reelle Zahl a als die komplexe Zahl a + 0i = (a,0) auf. In
diesem Sinne ist R C C eine Korpererweiterung. Es ist gleichgiiltig, ob man
zwei reelle Zahlen als reelle Zahlen oder als komplexe Zahlen addiert oder
multipliziert.

DEFINITION 3.9. Zu einer komplexen Zahl

z = a-+bi
heif3t

Re (2) = a
der Realteil von z und

Im (2) =0

heifit der Imagindrteil von z.

Man sollte sich allerdings die Menge der komplexen Zahlen nicht als etwas
vorstellen, das weniger real als andere Zahlensysteme ist. Die Konstruktion
der komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen ist bei Weitem einfacher als
die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Allerdings
war es historisch ein langer Prozess, bis die komplexen Zahlen als Zahlen
anerkannt wurden; das Irreale daran ist, dass sie einen Korper bilden, der
nicht angeordnet werden kann, und dass es sich daher scheinbar um keine
Groflen handelt, mit denen man sinnvollerweise etwas messen kann.

Im
z=a+bi
b
0 a Re

Man kann sich die komplexen Zahlen als die Punkte in einer Ebene vorstellen;
fiir die additive Struktur gilt ja einfach C = R2. In diesem Zusammenhang
spricht man von der Gaussschen Zahlenebene. Die horizontale Achse nennt
man dann die reelle Achse und die vertikale Achse die imagindre Achse.

LEMMA 3.10. Real- und Imagindrteil von komplexen Zahlen erfiillen folgende
Figenschaften (fir z und w aus C).

(1) Esist z = Re (2) +Im (2)i.



(2) Esist Re (z +w)
(3) EsistIm (z +w) =
(4) Firr € R st

Re (rz) =rRe (2) und Im (rz) =rIm (z).

Re (2) + Re (w).
m (2) + Im (w).

(5) Esist z = Re (2) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau
dann der Fall, wenn Im (z) = 0 ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.17. O
DEFINITION 3.11. Die Abbildung
C—C,z=a+bi+—ZzZ:=a—bi,

heifit komplexe Konjugation.

Zu z heilt Z die konjugiert-komplexe Zahl von z. Geometrisch betrachtet ist
die komplexe Konjugation zu z € C einfach die Achsenspiegelung an der
reellen Achse.

LEMMA 3.12. Fiir die komplexe Konjugation gelten die folgenden Rechenre-
geln (fiir beliebige z,w € C).

(1) Esist z+w = Z + w.
Esist —z = —

St

)
) Esistz-w = Z-w.
) Firz # 0istl/z = 1/Z.
) Esistz = z.

) Es ist Z = z genau dann, wenn z € R ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.25. U
LEMMA 3.13. Fiir eine komplexe Zahl z gelten die folgenden Beziehungen.

(1) EsistZ = Re (z) —ilm (z).

(2) Esist Re (z) = ==,
(3) EsistIm (z) = Z=.

2i

Beweis. Siehe Aufgabe 3.18. U

Das Quadrat d? einer reellen Zahl ist stets nichtnegativ, und die Summe von
zwei nichtnegativen reellen Zahlen ist wieder nichtnegativ. Zu einer nichtne-
gativen reellen Zahl ¢ gibt es nach Satz 48.7 (Grundkurs Mathematik (Os-
nabriick 2022-2023)) eine eindeutige nichtnegative Quadratwurzel y/c. Daher
liefert folgende Definition eine wohldefinierte nichtnegative reelle Zahl.

DEFINITION 3.14. Zu einer komplexen Zahl

z = a -+ bi
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ist der Betrag durch
|z| = Va?+b?

definiert.

Der Betrag einer komplexen Zahl z ist aufgrund des Satzes des Pythagoras
der Abstand von z zum Nullpunkt 0 = (0, 0). Insgesamt ist der Betrag eine
Abbildung

C — Rxg, 2 — |2].

.

e'’=cosp+ising

sin ¢

Die Menge aller komplexen Zahlen mit einem bestimmten Betrag bilden einen
Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit dem Betrag als Radius.
Insbesondere bilden alle komplexen Zahlen mit dem Betrag 1 den komple-
xen Finheitskreis. Es sei hier erwahnt, dass das Produkt von zwei komplexen
Zahlen auf dem Einheitskreis sich ergibt, indem man die zugehdrigen Win-
kel, gemessen von der positiven reellen Achse aus gegen den Uhrzeigersinn,
addiert.

LEMMA 3.15. Fiir den Betrag von komplexen Zahlen gelten folgende Figen-
schaften.

(1) Esist |z| = V2 Z.

(2) Fiir reelles z stimmen reeller und komplexer Betrag tiberein.
(3) Esist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist.

(4) Es st |z| = |Z|.

(5) Esist |zw| = |2| - |w]|.

(6) Firz # 0ist|1/z] = 1/]z].

(7) Esist |Re (2)|,|Im (2)] < |z|.

(8) Esist |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung).

Beweis. Wir zeigen die Dreiecksungleichung, fiir die anderen Aussagen
siche Aufgabe 3.19. Zunichst gilt nach (5) fiir jede komplexe Zahl u die



Abschitzung Re (u) < |u|. Daher ist
Re (2w) < |z]||w],
und somit ist

12 4 w|?

(z+w)(zZ+w)

2Z + 2w + wZ + ww
1z|* + 2Re (2@) + |w|*
|2* + 22| w] + [w]*
(I2] + w])?*.

A

Durch Wurzelziehen ergibt sich die gewiinschte Abschatzung.
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