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1 Einführung

1.1 Zu diesem Buch

Das Buch ist konzipiert als Lehrbuch: Alle Kapitel bauen aufeinander auf; zu jedem Einzel-
thema gehören Beispiele und Übungen. Die abschließenden Kapitel mit den „Anwendungen“
sind vor allem für die betreffenden Fachgebiete von Bedeutung.

Wer bereits Vorkenntnisse zu den komplexen Zahlen hat, kann das Buch an die eigenen
Bedürfnisse anpassen, beispielsweise die Grundlagen nur „überfliegen“ und sich auf Ergän-
zungen und Vertiefungen beschränken.

Die ersten Kapitel dienen der ausführlichen und vertiefenden Behandlung der komplexen
Zahlen. Die „Anwendungen“ beschränken sich auf kurze Vorstellung der Zusatzthemen.

1.2 Bekannte Zahlenmengen

Die Geschichte der Mathematik zeigt, dass neue Probleme nicht nur neue Methoden her-
vorgebracht haben, sondern auch zu einer Erweiterung des Zahlenbereichs geführt haben.
Zuerst wurde nur mit den natürlichen Zahlen N gerechnet. Diese Menge wurde aber schon
bald auf die Menge der ganzen Zahlen Z erweitert, um auch mit negativen Zahlen zu rechnen
und neue Probleme zu lösen. Die weiteren Entwicklungen sind hier tabellarisch dargestellt:

Gleichung Lösung Zahlenmenge
x+7 = 2 x= −5 Z positive und negative Zahlen (einschl. Null)
7x = 2 x = 2

7 Q rationale Zahlen
x2 = 2 x = ±

√
2 R rationale und irrationale Zahlen

x2 = −1 ? ?

In den bisher bekannten Zahlenmengen N,Z,Q,R gibt es keine Lösung für die letzte Glei-
chung: Das Quadrat einer positiven Zahl ist eine positive Zahl, und das Quadrat einer
negativen Zahl ergibt ebenfalls eine positive Zahl. Somit lässt sich keine Zahl finden, deren
Quadrat eine negative Zahl ist.

1.3 Die reellen Zahlen als Grundlage

Zur Behandlung des Problems gehen wir von den reellen Zahlen aus:

• Die Menge der reellen Zahlen besteht aus den rationalen und den irrationalen Zahlen.
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Einführung

• Die Menge der rationalen Zahlen umfasst alle Zahlen, die sich als gemeine Brüche
m
n (m und n ganzzahlig) darstellen lassen. Dies umfasst die ganzen Zahlen, die endlichen
Dezimalbrüche und die unendlichen periodischen Dezimalbrüche.

• Die Menge der irrationalen Zahlen umfasst alle unendlichen nichtperiodischen De-
zimalbrüche. Zu den irrationalen Zahlen gehören z. B. die Wurzeln aus positiven Zahlen,
die keine Quadratzahlen sind, die Eulersche Zahl e, die Zahl π, fast alle Logarithmen und
fast alle Werte der trigonometrischen Funktionen.

Die reellen Zahlen können umkehrbar eindeutig auf die Zahlengerade abgebildet werden,
das bedeutet: Jeder reellen Zahl entspricht genau ein Punkt der Zahlengeraden und jedem
Punkt der Zahlengeraden entspricht genau eine reelle Zahl.

Das System der reellen Zahlen kann insofern als vollständig und nicht weiter ergänzbar be-
zeichnet werden, als jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl zugeordnet ist. Inner-
halb der Menge der reellen Zahlen sind alle vier Grundrechenarten unbeschränkt ausführbar
(außer Division durch 0), und es gibt eine Kleiner-als-Relation (die sich mit Addition und
Multiplikation gemäß den bekannten Gesetzen verträgt). Die Menge der reellen Zahlen ist
daher ein „geordneter Zahlenkörper“.

Andererseits kann man das System der reellen Zahlen auch als unvollständig betrachten,
weil es in ihm keine Lösung der obigen rein quadratischen Gleichung gibt. Das wird der
Ausgangspunkt für die komplexen Zahlen.
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2 Definition und Grundrechenarten

In diesem Kapitel werden – ausgehend von der Lösbarkeit quadratischer Gleichungen – die
komplexen Zahlen eingeführt.

2.1 Definitionen

Betrachten wir nochmals die Einführung der irrationalen Zahlen über die folgende quadra-
tische Gleichung:

x2 = 2

Zu ihrer Lösung wurde das Wurzelsymbol eingeführt, das wie eine Variable eingesetzt werden
kann. Der exakte Wert von

√
2 ist zwar nicht bekannt, aber wir wissen, dass (

√
2)2 genau

gleich 2 ist.

In ähnlicher Weise führen wir eine Lösung für diese quadratische Gleichung ein:

x2 = −1

Wir definieren ein Zeichen, dessen Wert wir zwar nicht kennen, von dem wir aber wissen,
dass sein Quadrat gleich –1 ist. Dieses Symbol heißt imaginäre Einheit i .1
Definition 1. Imaginäre Einheit
Die imaginäre Einheit i ist jene Zahl, deren Quadrat gleich –1 ist:

i2 = −1 2

Die imaginäre Einheit soll den Charakter einer Zahl haben. Wir müssen deshalb untersu-
chen, ob wir brauchbare, widerspruchsfreie Ergebnisse erhalten, wenn wir auf diese „Zahl“
die bekannten Rechengesetze für reelle Zahlen anwenden. Beim Rechnen mit dieser Zahl
wird überall ihr Quadrat durch –1 ersetzt.

Zunächst erhalten wir die Lösungen der obigen quadratischen Gleichung:

x1,2 = ± i

1 In der Elektrotechnik wird der Buchstabe i für die elektrische Stromstärke benutzt. Deshalb verwendet
man dort ersatzweise den Buchstaben j für die imaginäre Einheit.

2 Der Buchstabe i wird in Formeln teilweise auch kursiv geschrieben. Nach DIN 1302 ˆ{https://de.
wikipedia.org/wiki/DIN_1302%23Komplexe_Zahlen} ist es gerade (normal, aufrecht, nicht kursiv) zu
schreiben, weil es eine Zahl darstellt und keine Variable. Deshalb verwendet dieses Buch grundsätzlich die
nichtkursive Schreibweise; lediglich im fortlaufenden Text wird zwecks Hervorhebung i geschrieben.
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Definition und Grundrechenarten

Fügt man die Zahl i den reellen Zahlen hinzu, dann entsteht beim Rechnen eine ganze
Menge neuer Zahlen, z. B.:

2i, 3i, − i, 1+ i, 2+ i, 1+2i, −23+78i, 0,45−0,93i usw.

Die allgemeine Form dieser Zahlen führt uns zum Begriff der komplexen Zahlen (in der
algebraischen Schreibweise):
Definition 2. Komplexe Zahlen
Die Menge C der komplexen Zahlen besteht aus allen Zahlen der Form
z = a+ b i mit a,b ∈ R

a wird der Realteil von z und b der Imaginärteil von z genannt:3

a= Re(z) = ℜ(z)
b= Im(z) = ℑ(z)

Im Falle von b = 0 erhält man die reellen Zahlen. Die Zahlen mit a = 0

heißen imaginäre Zahlen , manchmal spricht man auch von rein-imaginären Zahlen.
Aus praktischen Gründen folgen zwei weitere Begriffe:
Definition 3. Konjugiert-komplexe Zahl
z = a− b i heißt die zu z = a+ b i konjugiert-komplexe Zahl . Mit konjugiert-komplexen
Zahlen befassen wir uns im Abschnitt Division .
Definition 4. Betrag einer komplexen Zahl
Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert als Wurzel aus dem Produkt der Zahl mit
ihrem Konjugiert-Komplexen:

|z| := +
√
z · z̄ Mit dem Betrag befassen wir uns im Kapitel Darstellungsformen4. Im Ab-

schnitt zur Division steht, wie der Betrag schnell errechnet werden kann.

2.2 Rechenregeln

Mit diesen Definitionen soll jetzt gezeigt werden, dass die „üblichen“ Rechenregeln der reellen
Zahlen widerspruchsfrei auf die komplexen Zahlen übertragen werden können. Weil es sich
um eine Erweiterung der reellen Zahlen handelt, müssen jedenfalls für b= 0 alle Regeln der
reellen Zahlen – siehe unten im Abschnitt Hinweise – unverändert gelten.

• Die Zahl 0 – also 0+0 · i – muss das neutrale Element der Addition sein.
• Die Zahl 1 – also 1+0 · i – muss das neutrale Element der Multiplikation sein.
• Zu jeder Zahl a – also a+0 · i – gibt es ein inverses Element der Addition.
• Zu jeder Zahl a ̸= 0 – also a+0 · i – gibt es ein inverses Element der Multiplikation.
• Es gelten die Gesetze für Addition und Multiplikation, also Kommutativgesetze, Assozia-
tivgesetze und Distributivgesetz.

Dabei werden folgende Bezeichnungen verwendet:

• z1 = a1 + b1 · i

3 Beide Schreibweisen sind möglich, die jeweils erste ist gebräuchlicher.
4 Kapitel 2.4.3 auf Seite 15
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Rechenregeln

• z2 = a2 + b2 · i
• 0 und 1 werden wahlweise als reelle Zahl oder als komplexe Zahl mit Im(z) = 0 behandelt;
die Bedeutung ergibt sich immer aus dem Zusammenhang.

2.2.1 Addition und Subtraktion

Beide Operationen werden mithilfe der Operationen bei den reellen Zahlen definiert:
Definition 5. Addition und Subtraktion
Zwei komplexe Zahlen werden addiert und subtrahiert, indem man die Realteile und die
Imaginärteile addiert bzw. subtrahiert:

z1 +z2 = (a1 +a2)+(b1 + b2) · i

z1 − z2 = (a1 −a2) + (b1 − b2) · i Wenn man es ganz genau nimmt, muss für die Subtraktion
zunächst das inverse Element bestimmt werden, indem die Vorzeichen für Realteil und Ima-
ginärteil geändert werden; anschließend wird gezeigt, dass diese Definition den geforderten
Bedingungen entspricht.

Damit sind Addition und Subtraktion auf die entsprechenden Operationen der reellen Zahlen
zurückgeführt. Offensichtlich gelten also Kommutativ- und Assoziativgesetz.

2.2.2 Multiplikation

Dafür setzen wir einfach die üblichen Klammerregeln ein und beachten bei der letzten
Umwandlung die Definition von i bzw. i2 :

z1 ·z2 = (a1 + b1 i) · (a2 + b2 i)
= a1 ·a2 + b1 ·a2 i+a1 · b2 i+ b1 · b2 i2

= (a1a2 − b1b2)+(b1a2 +a1b2) i

Diese Umrechnung verwenden wir zur Definition:
Definition 6. Multiplikation
Zwei komplexe Zahlen werdenmultipliziert, indem man die Realteile und die Imaginärteile
wie folgt „über Kreuz“ verknüpft:
Re(z1 ·z2) = Re(z1) ·Re(z2)− Im(z1) · Im(z2)
Im(z1 ·z2) = Re(z1) · Im(z2)+Im(z1) ·Re(z2)

Durch einfaches Nachrechnen ergibt sich schnell, dass mit dieser Definition die reelle 1 auch
das neutrale Element der komplexen Multiplikation ist und das Kommutativgesetz gilt.
Genauso (wenn auch langwieriger und langweiliger) wird das Assoziativgesetz bestätigt.

2.2.3 Division

Dafür benötigen wir noch Vorbemerkungen. Berechnen wir (wie angekündigt) den Betrag
:
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Definition und Grundrechenarten

|z| =
√
z ·z =

√
(a+ bi) · (a− bi)

=
√
a2 −abi+abi− b2i2

=
√
a2 + b2

Daraus ergibt sich unmittelbar: Das Produkt aus einer komplexen Zahl und der dazu
konjugiert-komplexen Zahl ist reell. Für den Fall z ̸= 0 (also mit a ̸= 0 oder b ̸= 0) ist
das Produkt positiv.

Ähnlich wie bei der Multiplikation können wir damit die Division einführen. Als „Trick“
erweitern wir bei der ersten Umrechnung den Bruch mit der konjugiert-komplexen Zahl
und benutzen bei der zweiten Umrechnung das Quadrat des Betrags:

a1 + b1i
a2 + b2i

= (a1 + b1i)(a2 − b2i)
(a2 + b2i)(a2 − b2i)

= a1a2 + b1a2i−a1b2i− b1b2i2

a2
2 + b2

2

= (a1a2 + b1b2)+(b1a2 −a1b2)i
a2

2 + b2
2

= a1a2 + b1b2
a2

2 + b2
2

+ b1a2 −a1b2
a2

2 + b2
2

i

Wenn wir als Zähler die Zahl 1 = 1 + 0i einsetzen, können wir mit dieser Umrechnung das
inverse Element der Multiplikation definieren:
Definition 7. Division
Das inverse Element der Multiplikation einer komplexen Zahl z erhält man durch
folgende Vorschrift:
1
z = a

a2+b2 − b
a2+b2 i Durch einfaches Nachrechnen lässt sich bestätigen:

z · 1
z

= 1

2.2.4 Distributivgesetz

Weil die Multiplikation kommutativ ist, brauchen wir nicht zwischen linksdistributiv und
rechtsdistributiv zu unterscheiden. Damit beschränkt sich der Beweis auf das Umrechnen der
folgenden Beziehung unter Benutzung der Definition einer komplexen Zahl und der Regeln
für die reellen Zahlen.

z1 · (z2 ±z3) = z1 ·z2 ±z1 ·z3

Es handelt sich wieder um einfache (langweilige) Umwandlungen und sei deshalb dem Leser
überlassen.
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Aufgaben

2.2.5 Potenzen

Ohne nähere Herleitung können wir auch Potenzen mit natürlichen Exponenten benutzen,
indem wir sie als mehrfache Multiplikation definieren und die Klammerregeln anwenden:

zn = z ·z · · · z
(a+ bi)n = (a+ bi) · · · (a+ bi)

Auch die Erweiterung auf ganzzahlige Exponenten können wir von den reellen Zahlen über-
nehmen:

z0 = 1

z−n = 1
zn

2.2.6 Die komplexen Zahlen bilden einen Körper

Die im Abschnitt Hinweise stehenden Regeln für die reellen Zahlen gelten also genauso für
die komplexen Zahlen. Damit ist auch C ein Körper (im Sinne der Algebra).

2.3 Aufgaben

Gewandtheit im Umgang mit den komplexen Zahlen bekommt man durch Übung – bitte
sehr.

2.3.1 Übungen

Übung 1 – Rechnen in C

Beweise, dass

1. die Summe ,
2. die Differenz ,
3. das Produkt und
4. der Quotient

der beiden komplexen Zahlen 3+ i und 2−3i wieder komplexe Zahlen sind.

Übung 2 – Rechnen in C

Beweise dieselbe Aussage für beliebige komplexe Zahlen a+ b i und c+d i.

Übung 3 – Rechnen in C

Berechne:
(5−2 · i) · (−3+ i)2

1+3 · i
+ 5+6 · i

2 · i
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Definition und Grundrechenarten

Übung 4 – Potenzen von i

Bestimme die positiven ganzzahligen Potenzen von i – also i2, i3, i4 . . . – sowie die negativen
ganzzahligen Potenzen von i – also i−1, i−2, i−3 . . .. (Es genügen die Exponenten von −8 bis
+8.)

Übung 5 – Einfache Potenzen

Beweise, dass gilt:
(1+ i)2 = +2i
(1+ i)3 = −2(1− i)
(1+ i)4 = −4

Übung 6 – Einfache Potenzen

Zeige, dass gilt:
3i30 − i19

2i−1
= 1+i

Übung 7 – Einfache Potenzen

Gegeben sei:

z = −1
2

+
√

3
2

i

Zeige, dass gilt:

(z)4 = −1
2

−
√

3
2

i

Übung 8 – Einfache quadratische Gleichung

Es sind reelle Zahlen a und b so zu bestimmen, dass gilt:

(a+ b i)2 = 3+4i

2.3.2 Lösungen

Lösung zu Übung 1 – Rechnen in C

1. Summe
(3+ i)+(2 −3i) = (3+2)+ i(1−3) = 5−2i

2. Differenz
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Aufgaben

(3+ i)− (2−3i) = (3−2)+ i(1+3) = 1+4i

3. Produkt
(3+ i)(2−3i) = (3 ·2−1 · (−3))+ i(3 · (−3)+1 ·2) = 9−7i

4. Quotient

3+ i
2−3i

= 3+i
2−3i

· 2+3i
2+3i

= (3+ i)(2+3i)
(2−3i)(2+3i)

= 6+2i+9i+3i2

4+9

= 3+11i
13

= 3
13

+ 11
13

i

Lösung zu Übung 2 – Rechnen in C

Wir beschränken uns auf Produkt und Quotient:

Produkt: (a+ b i) (c+d i) = (ac− bd)+(bc+ad) i
Quotient: a+b i

c+d i = (ac+bd)+(bc−ad) i
c2+d2

= ac+bd
c2+d2 + bc−ad

c2+d2 i

Lösung zu Übung 3 – Rechnen in C

(5−2 · i) · (−3+ i)2

1+3 · i
+ 5+6 · i

2 · i
= (5−2 · i) · (1−3 · i) · (9−6 · i−1)

(1+3 · i) · (1−3 · i)
+ (5+6 · i) · i

2 · i · i

= (5−2 · i−15 · i−6) · (8−6 · i)
1+9

+ 5 · i−6
−2

= (−1−17 · i) · (8−6 · i)
10

− 5 · i−6
2

= −8−136 · i+6 · i−102
10

− 25 · i−30
10

= −80−155 · i
10

= −8−15,5 · i

Lösung zu Übung 4 – Potenzen von i
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Definition und Grundrechenarten
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Po
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−
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+
1

−
i

−
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+
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i

−
1

+
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+
1
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Aufgaben

Wegen i2 = −1 erscheint manches etwas seltsam, beispielsweise i5 = i.

Lösung zu Übung 5 – Einfache Potenzen

(1+ i)2 = 1+2i+ i2 = 1+2i−1 = +2i
(1+ i)3 = 1+3i+3i2 +i3 = 1+3i−3− i = −2+2i
(1+ i)4 = 1+4i+6i2 +4i3 +i4 = 1−6+1 = −4

Lösung zu Übung 6 – Einfache Potenzen

3i30−i19

2i−1 = 3(i2)15−(i2)9 i
2 i−1

= 3(−1)15−(−1)9 i
−1+2i

= −3+i
−1+2i · −1−2i

−1−2i
= 3+6i−i−2i2

1−4i2
= 5+5i

5
= 1+i

Lösung zu Übung 7 – Einfache Potenzen

(z)4 =
(

−1
2 +

√
3

2 i
)4

=
(
−1

2 −
√

3
2 i
)4

=
[
(−1

2 −
√

3
2 i)2

]2
=

[
1
4 +

√
3

2 i+ 3
4 i2
]2

=
(
−1

2 +
√

3
2 i
)2

= 1
4 −

√
3

2 i+ 3
4 i2

= −1
2 −

√
3

2 i

Lösung zu Übung 8 – Einfache quadratische Gleichung

a2 +2ab i− b2 = 3+4i
(a2 − b2)+2ab i = 3+4i

Wir vergleichen Real- und Imaginärteil und erhalten:

a2 − b2 = 3

2ab= 4 ⇔ b= 2
a

(a ist zwangsläufig ungleich 0.) Daraus folgt:
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Definition und Grundrechenarten

a2 − ( 2
a)2 = 3

a4 −4 = 3a2

a4 −3a2 −4 = 0
(a2 −4)(a2 +1) = 0

Mögliche Lösungen sind also a2 = 4 und a2 = −1. Da a reell sein soll, können wir die zweite
Lösung nicht gebrauchen; also gilt a = ±2. Für a = 2 ergibt sich b = 1, und für a = −2
erhalten wir b= −1.

2.4 Hinweise

2.4.1 Anmerkungen

2.4.2 Regeln der reellen Zahlen

R ist ein Körper im Sinne der Algebra, weil alle Bedingungen erfüllt sind:

Addition und Subtraktion
• Es gibt 0 als neutrales Element, d. h. für alle a ∈ R gilt: a+0 = a
• Zu jedem a ∈ R gibt es ein inverses Element a′ mit der Eigenschaft a+a′ = 0 – nämlich
a′ = −a.

• Die Addition ist kommutativ: a+ b= b+a
• Die Addition ist assoziativ: (a+ b)+ c= a+(b+ c)

Multiplikation und Division
• Es gibt 1 als neutrales Element, d. h. für alle a ∈ R gilt: a ·1 = a
• Zu jedem a ∈ R mit a ̸= 0 gibt es ein inverses Element a′′ mit der Eigenschaft a ·a′′ = 1 –
nämlich a′′ = 1

a
• Die Multiplikation ist kommutativ: a · b= b ·a
• Die Multiplikation ist assoziativ: (a · b) · c= a · (b · c)

Distributivgesetz
• Eine Summe oder Differenz wird mit einem Faktor multipliziert, indem man jeden Sum-
manden (bzw. Minuend und Subtrahend) mit diesem Faktor multipliziert und die Pro-
duktwerte addiert (bzw. subtrahiert):

(a± b) · c= a · c± b · c

2.4.3 Siehe auch

Bei Wikipedia finden sich die folgenden Artikel:

• Körper5 – Bedingungen eines Körpers im Sinne der Algebra

5 https://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6rper%20%28Algebra%29%23Einzelaufz%C3%A4hlung%20der%20ben%C3%B6tigten%20Axiome
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Hinweise

• Reelle Zahl6en und Komplexe Zahl7en
• Kommutativgesetz8 – Assoziativgesetz9 – Distributivgesetz10

6 https://de.wikipedia.org/wiki/Reelle%20Zahl
7 https://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe%20Zahl
8 https://de.wikipedia.org/wiki/Kommutativgesetz
9 https://de.wikipedia.org/wiki/Assoziativgesetz
10 https://de.wikipedia.org/wiki/Distributivgesetz
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3 Darstellungsformen

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit verschiedenen Formen, die komplexen Zahlen darzustel-
len, und weist jeweils auf Rechenverfahren hin. Auch wenn die ersten Darstellungsformen
eng zusammengehören, werden sie wegen der besseren Übersichtlichkeit getrennt behandelt.

3.1 Die algebraische Form

Dabei handelt es sich um die Schreibweise z = a+b i aus dem vorigen Kapitel. Sie wird auch
als arithmetische Form bezeichnet.

Die Grundrechenarten dafür werden jetzt als bekannt vorausgesetzt.

3.2 Die Gauß’sche Zahlenebene

Die Zahlengerade ist eine geometrische Darstellung aller reellen Zahlen. Die komplexen
Zahlen sind „mehr“, können also auf ihr nicht untergebracht werden. Wir müssen also die
reelle Zahlengerade zur Gauß’schen Zahlenebene1erweitern – auch kürzer komplexe Ebene
oder Gauß’sche Ebene genannt.

Betrachten wir zunächst die (rein-) imaginären Zahlen als Produkte der reellen Zahlen mit
i , also die folgenden Zahlen und alle dazwischenliegenden Werte:

· · ·−3i,−2i,−i,0, i,2i,3i . . .

Diese Zahlen können wir auf eine eigene, die „imaginäre Zahlengerade“ abbilden. Dabei ist
es zweckmäßig, die „imaginäre Einheitsstrecke“ gleich der reellen Einheitsstrecke zu machen.
Da die beiden Zahlengeraden die Null gemeinsam haben, müssen wir sie so anordnen, dass
sie einander in 0 schneiden. Schon aus Symmetriegründen erscheint es zweckmäßig, die
beiden Zahlengeraden senkrecht zueinander anzubringen.

1 Benannt nach Carl Friedrich Gauß ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Carl%20Friedrich%20Gau%C3%
9F} (1777–1855). – Zusatzbemerkung zur Schreibweise: Nach den geltenden Rechtschreibregeln (§ 62) gibt
es zwei Schreibweisen: Gauß’sche Zahlenebene (Eigenname groß mit Apostroph) oder gaußsche Zahlenebene
(Eigenname klein ohne Apostroph). In der Mathematik ist auch die Schreibweise „Gaußsche Zahlenebene“
(Eigenname groß ohne Apostroph) üblich.
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Darstellungsformen

Abb. 1

Die horizontale Achse heißt reelle Achse, die vertikale Achse wird imaginäre Achse
genannt.

!⃝ Hinweis
Auch auf der imaginären Achse werden reelle Zahlen aufgezeigt – nicht, wie oft zu
sehen ist, imaginäre.

Aus dieser Grafik lassen sich bereits drei Dinge herauslesen:

1. Komplexe Zahlen lassen sich nicht ordnen. Es existieren also keine Aussagen wie z1 <
z2.

2. Die zu z konjugiert-komplexe Zahl z ist, geometrisch gesprochen, die Spiegelung des
Punktes z = (a|b) an der reellen Achse (siehe das Beispiel mit z1 und z3 in dieser
Grafik).

3. Jeder komplexen Zahl kann ein Punkt z = (a|b) zugeordnet werden oder auch ein
Vektor von (0|0) zu (a|b).
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Die Gauß’sche Zahlenebene

Aus dieser Eigenschaft lassen sich die Rechenregeln für die Addition und Subtraktion her-
leiten. Vektoren können komponentenweise addiert und subtrahiert werden. Hier ein kleines
Beispiel zur Erinnerung:

(
−2
3

)
+
(

4
2

)
=
(

2
5

)

Abb. 2 Die Addition komplexer Zahlen

Wenn wir dieses Prinzip auf die komplexen Zahlen übertragen, erhalten wir die bereits
bekannten Regeln:

• Bei derAddition der komplexen Zahlen werden die Realteile und die Imaginärteile jeweils
für sich addiert.

• Bei der Subtraktion werden die Realteile und die Imaginärteile voneinander subtrahiert.
Dies legt nahe, dass wir die Addition und Subtraktion auch grafisch darstellen können und
zwar ebenfalls nach den Regeln der Vektorgeometrie (siehe die nebenstehende Darstellung).

Die Illustration von Multiplikation und Division wird auf den nächsten Abschnitt verscho-
ben, wo es leichter verständlich wird (zumal es bei Vektoren mehrere Arten der Multiplika-
tion gibt).

Der Betrag wiederum entspricht der Länge des Vektors
(a
b

)
, was sich einfach mit dem Satz

des Pythagoras erklärt.
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Darstellungsformen

3.3 Die Polarform

Abb. 3 Die Gauß’sche Zahlenebene

Schreibt man die komplexe Zahl z = (a|b) nicht in kartesischen Koordinaten, sondern in
Polarkoordinaten, so erhält man die Polarform einer komplexen Zahl, die sich einfach aus
der Trigonometrie ergibt:

cosφ = a
r ⇒ a= r cosφ ⇒ φ= arccos ar

sinφ = b
r ⇒ b= r sinφ ⇒ φ= arcsin b

r

tanφ = b
a ⇒ φ= arctan b

a

r =
√
a2 + b2

Das verwenden wir zur Definition der Polarform einer komplexen Zahl:
Definition 8. Polarform einer komplexen Zahl

z = r · (cosφ+i · sinφ) wird als Polarform bezeichnet.
z = r · cisφ ist eine abgekürzte Schreibweise.
z = (r,φ) ist eine weitere Schreibweise.
φ= arg(z) Der Winkel φ heißt Argument von z.
|z| = r =

√
a2 + b2 ist der (absolute) Betrag von z.

Dabei müssen die Mehrdeutigkeit und der Wertebereich des Arkustangens berücksichtigt
werden:

φ= arctan b
a

+k ·π, wobei − π

2
< arctan b

a
<
π

2
und k ganzzahlig ist.

Der Wert φ0 = arctan b
a heißt Hauptwert von φ.
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Die Polarform

Oben hatten wir bereits festgestellt, dass die konjugiert-komplexe Zahl der Spiegelung an
der reellen Achse entspricht. In der Polarform können wir das (unter Berücksichtigung der
Symmetrien von Sinus und Kosinus) auch so formulieren.

z = r · (cosφ − i · sinφ )
= r · (cos(−φ)+ i · sin(−φ))

Die folgenden Formulierungen über zwei konjugiert-komplexe Zahlen z und z sind also
gleichbedeutend:

1. Die Realteile sind gleich, die Imaginärteile unterscheiden sich nur durch das Vorzei-
chen.

2. Die den Zahlen entsprechenden Punkte liegen symmetrisch zur reellen Achse.
3. Die Beträge sind gleich, die Argumente unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.

3.3.1 Zur Eindeutigkeit des Arguments

Der Bezug auf den Arkustangens macht deutlich: Bei der Berechnung des Winkels φ ist
Vorsicht geboten! Nehmen wir zu einer komplexen Zahl z = (a|b) mit positivem a und b
sowohl die konjugiert-komplexe Zahl z1 = (a| − b) (also an der reellen Achse gespiegelt) als
auch die Zahl z2 = (−a|b) (also an der imaginären Achse gespiegelt). Die Berechnung des
Winkels ergibt dann:

φ1 = arctan
(

−b
a

)
sowie φ2 = arctan

(
b

−a

)
In beiden Fällen liefert der Arkustangens denselben Wert. Aber offensichtlich liegen beide
Zahlen in verschiedenen Quadranten, also handelt es sich um zwei verschiedene Winkel.
z1 liegt im vierten Quadranten, also muss φ1 zwischen 270° und 360° betragen. Für z2 im
zweiten Quadranten beträgt φ2 zwischen 90° und 180° betragen. Tatsächlich entspricht dies
der Mehrdeutigkeit des Arkustangens, der nur innerhalb eines Bereichs – beispielsweise von
–90° bis +90° – eindeutig ist.

Ebenfalls problematisch sind die Zahlen z3 = (0|b) und z4 = (0|− b), weil arctan
(

∓b
0

)
nicht

definiert ist. Wegen der Lage im Koordinatensystem können wir den Winkel trotzdem genau
angeben: Offensichtlich gelten φ3 = 90◦ und φ4 = 270◦.

Man kann also aus der Lage eines Punktes in den einzelnen Quadranten oder auf den Achsen
leicht entscheiden, in welchem Bereich der Winkel zu einer bestimmten Zahl liegen muss.
Man kann das aber auch durch eine Fallunterscheidung ausdrücken; zusammen mit der
üblichen Schreibweise, in der 180° durch π ersetzt wird, ergibt sich dann:

φ=



arctan
(
b
a

)
füra > 0, b≥ 0 (1. Quadrant)

arctan
(
b
a

)
+2π füra > 0, b < 0 (4. Quadrant)

arctan
(
b
a

)
+π für ;a < 0 (2./3. Quadrant)

π
2 füra= 0, b > 0 (positive Im-Achse)
3π
2 füra= 0, b < 0 (negative Im-Achse)
unbestimmt füra= 0, b= 0 (Nullpunkt)
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Darstellungsformen

Mit dem Arkuskosinus ergibt sich eine einfachere Fallunterscheidung. (Der Arkustangens
hängt direkt mit a und b zusammen; deshalb hat er sich für die vorstehenden Überlegungen
angeboten.) Der Arkuskosinus ist eindeutig im Bereich von 0 bis π. Für diesen Bereich –
den ersten und zweiten Quadranten, also für b ≥ 0 – können wir direkt die erste Umrech-
nungsformel der Polarform (zur ersten Grafik oben) verwenden.

Für b < 0 nutzen wir die Symmetrie und die Periodizität des Kosinus. Die Symmetrie an
der reellen Achse liefert zu jeder komplexen Zahl die konjugiert-komplexe Zahl (also mit
gleichem Realteil a und Vorzeichenwechsel beim Imaginärteil b ). Bezeichnen wir nun mit
φ den gesuchten Winkel (im vierten oder dritten Quadranten) und mit φ1 den Winkel
der konjugiert-komplexen Zahl (im ersten bzw. zweiten Quadranten). Für eine komplexe
Zahl im vierten Quadranten ergibt sich unmittelbar φ = −φ1. Für eine komplexe Zahl
im dritten Quadranten verwenden wir die Differenz zwischen den Winkeln der zueinander
konjugiert-komplexen Zahlen und der reellen Achse: Die Differenz beträgt π−φ1 und liefert
– zusammen mit der Periode 2π – ebenfalls:

φ= π+(π−φ1) = 2π−φ1 ≡ −φ1 mod 2π

Zusammengefasst liefert das folgende Fallunterscheidung:

φ=


arccos

(
a
r

)
fürb≥ 0 (1. und 2. Quadrant)

−arccos
(
a
r

)
fürb < 0 (3. und 4. Quadrant)

unbestimmt füra= 0, b= 0 (Nullpunkt)

3.3.2 Umrechnungen

Algebraische Form in Polarform umwandeln

Hierfür benutzen wir in mehreren Beispielen die Überlegungen zur Eindeutigkeit des Argu-
ments, und zwar sowohl mit dem Arkuskosinus2 als auch mit dem Arkustangens.

Abb. 4 Die komplexe Zahl z = –1 –i

2 Bei den Berechnungen wird mehrfach folgende Formel verwendet:
arccosx = π − arccos(−x)
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Die Polarform

Beispiel 1
z = −1− i also a= −1 und b= −1

Für den Betrag ergibt sich jedenfalls:

r =
√

(−1)2 +(−1)2 =
√

2

Der Arkuskosinus liefert für den Winkel eindeutig:

φ= −arccos
(−1√

2

)
= −arccos

(−1
2

√
2
)

= arccos
(1

2
√

2
)

−π

= π

4
−π = −3

4
π ≡ 5

4
π mod 2π

Mit dem Arkustangens erhalten wir die beiden möglichen Werte:

tanφ= −1
−1

= 1 ⇒ φ1 = π

4
und φ2 = 5π

4

Aus der Zeichnung ersehen wir, dass nur 5π
4 als Argument in Frage kommt.

Ergebnis beider Varianten:

z = −1− i =
√

2 · cis
(5π

4

)
Beispiel 2

z = 2+2
√

3 · i also a= 2 und b= 2
√

3

Für den Betrag ergibt sich:

|z| = r =
√

22 +(2
√

3)2 =
√

4+12 = 4

Der Arkuskosinus liefert uns:

φ= arccos
(2

4

)
= π

3

Beim Arkustangens wird berücksichtigt, dass der Punkt im ersten Quadranten liegt (Re-
alteil und Imaginärteil sind positiv). Berechnen wir dazu als Argument:

tanφ= 2
√

3
2

=
√

3 ⇒ φ= π
3 = 60◦

Es ergibt sich für z als geometrische Darstellung ein Pfeil der Länge 4 unter 60◦ im ersten
Quadranten mit folgender Polarform:

z = 2+2
√

3i = 4 · cis
(
π

3

)
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Darstellungsformen

Beispiel 3
z = −

√
6+ i

√
2 also a= −

√
6 und b=

√
2

Diese komplexe Zahl liegt mit negativem Realteil und positivem Imaginärteil im zweiten
Quadranten. Durch die gleichen Berechnungen erhalten wir die Polarform:
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Die Polarform

Betrag r =
√

(−
√

6)2 +(
√

2)2 =
√

6+2 = 2 ·
√

2
mit Arkuskosinus φ= arccos

(
−

√
6

2
√

2

)
= 5

6 ·π

mit
Arkustangens

tanφ=
√

2
−

√
6 = −

√
1
3 = −1

3 ·
√

3 ⇒ φ= 150◦ = 5
6π

Polarform z = −
√

6+ i
√

2 = 2 ·
√

2 · cis
(

5
6π
)

Bei allen Beispielen führen beide Verfahren zum Ziel. Mal scheint die eine Variante prakti-
scher (nämlich kürzer) zu sein, mal die andere.

Polarform in algebraische Form umwandeln

Dabei müssen wir über Eindeutigkeit und Lage nicht nachdenken: Die gegebenen Werte
werden einfach in die Formeln der Herleitung eingesetzt.

Zur komplexen Zahl mit r= 6 und φ= 5π
3 – also mit demWinkel 300° im vierten Quadranten

– ergibt sich die algebraische Form z = 3−3
√

3 · i wie folgt:

a = 6 · cos(5π
3 ) = 6 · 1

2 = 3
b = 6 · sin(5π

3 ) = −6 ·
√

3
2 = −3 ·

√
3

3.3.3 Drehung

Betrachten wir die Vektoren der Länge 1 auf den vier Halbachsen:

z1 = 1+0 · i = (1,0) mit dem Winkel φ= 0
z2 = 0+1 · i = (0,1) mit dem Winkel φ= π

2
z3 = −1+0 · i = (−1,0) mit dem Winkel φ= π
z4 = 0−1 · i = (0,−1) mit dem Winkel φ= 3π

2

Die Vektoren zu den Zahlen z1,z2,z3,z4 entstehen also durch aufeinanderfolgende Drehun-
gen um jeweils π

2 . Wenn wir diese Zahlen mit i multiplizieren, erhalten wir ein zunächst
überraschendes Ergebnis:

z1 · i = (1+0i) · i = i = z2
z2 · i = (0+1i) · i = i2 = −1 = z3
z3 · i = (−1+0i) · i = −i = z4
z4 · i = (0−1i) · i = −i2 = +1 = z1

Das gilt jedenfalls für genau diese Zahlen. Wir können aber sogar allgemein beweisen:
Satz 1. Die Multiplikation mit i bedeutet eine positive Drehung um π

2 .

Für eine beliebige Zahl z = a+ b i = r (cosφ+isinφ) gilt:

z · i = r (cosφ′ +i sinφ′) mit φ′ = φ+ π
2

Beweis 1.
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Darstellungsformen

Zunächst gilt jedenfalls:

z · i = (a+ b i) i = a i+ b i2 = −b+a i

Prüfen wir zunächst die Lage der Punkte −b+a i in den Quadranten:

• Bei z im ersten Quadranten gelten a≥ 0undb≥ 0. Also muss z · i wegen −b≤ 0unda≥ 0
im zweiten Quadranten liegen.

• Bei z im zweiten Quadranten gelten a≤ 0undb≥ 0. Also muss z · i wegen −b≤ 0unda≤ 0
im dritten Quadranten liegen. In gleicher Weise kann festgestellt werden:

• Wenn z im dritten Quadranten liegt, muss z · i im vierten Quadranten liegen.
• Wenn z im vierten Quadranten liegt, muss z · i im ersten Quadranten liegen.
Unter Benutzung der Polarform und trigonometrischer Umrechnungen erhalten wir au-
ßerdem:

z · i = r (cosφ+i sinφ) · i
= r (−sinφ+i cosφ)

= r

(
cos(π

2
+φ)+ i sin(π

2
±φ)

)
Angenommen, das letzte Minus-Zeichen wäre zulässig, dann würde wegen

sin(π
2

−φ) = cosφ

der „neue“ Punkt im selben Quadranten liegen wie der ursprüngliche. Das kann wegen
der obigen Überlegung nicht gelten; also kann das Minus-Zeichen bei ± nicht zugelassen
werden.

3.3.4 Die Grundrechenarten

Über Addition und Subtraktion machen wir uns keine weiteren Gedanken. Dafür ist
die algebraische Schreibweise am praktischsten; notfalls erhalten wir ein Ergebnis durch
einfache Umrechnungen.

Für die Multiplikation erhalten wir unter Benutzung trigonometrischer Formeln die fol-
gende Feststellung:

Abb. 5
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Exponentialform

Definition 9. Multiplikation
Zwei komplexe Zahlen in Polarform werden multipliziert, indem man die Beträge multi-
pliziert und die Argumente addiert:
z1 ·z2 = r1 · r2 · (cos(φ1 +φ2)+ i sin(φ1 +φ2))

= r1 · r2 · cis(φ1 +φ2)
Diese Festlegung entspricht widerspruchsfrei

den algebraischen Regeln, wie hier zu sehen ist:

z1 ·z2 = r1 · (cosφ1 +i sinφ1) · r2 · (cosφ2 +i sinφ2)

= r1 · r2 ·
(
cosφ1 · cosφ2 +i · sinφ1 · cosφ2 +i · cosφ1 · sinφ2 +i2 · sinφ1 · sinφ2

)
= r1 · r2 · (cosφ1 · cosφ2 − sinφ1 · sinφ2 +i · (sinφ1 · cosφ2 +cosφ1 · sinφ2))
= r1 · r2 · (cos(φ1 +φ2)+ i · sin(φ1 +φ2))

Das liefert gleichzeitig eine geometrische Interpretation der Multiplikation, nämlich als
Drehstreckung, wie in der vorstehenden Grafik dargestellt: Zunächst wird der Vektor z1
der Länge r1 um den Faktor r2 gestreckt. Der resultierende Vektor r2z1 hat die Länge r1r2
und den unveränderten Winkel φ1. Drehen wir jetzt diesen Vektor um den Winkel φ2, so
erhalten wir durch die Drehstreckung den Vektor z1z2 mit der Länge r1r2 und dem Winkel
φ1 +φ2.

Die Division können wir einfacher herleiten. Gesucht ist eine Zahl z mit folgender Bedin-
gung:

z = z1
z2

⇔ z ·z2 = z1

Das ist gleichbedeutend damit, dass die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:

⇔
{
r · r2 = r1 ⇒ r = r1

r2
φ+φ2 = φ1 ⇒ φ = φ1 −φ2

Wir können also analog zur Multiplikation festlegen:
Definition 10. Division
Zwei komplexe Zahlen in Polarform werden dividiert, indem man die Beträge dividiert
und die Argumente subtrahiert:
z1
z2

= r1
r2

· (cos(φ1 −φ2)+ i · sin(φ1 −φ2))

= r1
r2

· cis(φ1 −φ2)
Beachte, dass wir bei der Division komplexer Zah-

len letztlich nur zwei reelle Zahlen dividieren, nämlich die beiden Beträge.

3.4 Exponentialform

Der Vollständigkeit halber sei noch diese Darstellungsweise genannt:
Definition 11. Exponentialform einer komplexen Zahl
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Darstellungsformen

z = r · eiφ wird als Exponentialform bezeichnet.

Dabei ist r der Betrag, e die Exponentialfunktion3 und φ das Argument von z. Die Herlei-
tung dieser Form erfolgt im Kapitel Anwendung in der Mathematik4 mit Hilfe der Euler-
schen Formel.

3.5 Aufgaben

3.5.1 Übungen

Übung 1 – Algebraische Form in Polarform umwandeln

Bestimme die Polarform der folgenden Zahlen:

1. z = −5+5i
2. z = 0 −3i

Benutze sowohl (Arkus-) Kosinus als auch (Arkus-) Tangens.

Übung 2 – Polarform in algebraische Form umwandeln

Bestimme die algebraische Form zur komplexen Zahl mit r =
√

12 und φ= 2
3π.

Übung 3 – Drehung

Gib jeweils eine geometrische Interpretation an für die Multiplikation einer komplexen Zahl
z mit:

i2 i3 i4 2i − i

Übung 4 – Multiplikation

Gegeben sind die folgenden Zahlen:

z1 = 3 · cis
(2

3
π

)
z2 = 2 · cis

(3
4
π

)
z3 = 1 · cis

(5
6
π

)
z4 = 1

2
· cis

(5
4
π

)
Berechne die folgenden Produkte:

z1 ·z2 z1 ·z3 z2 ·z4 z3 ·z4

3 Ähnlich wie bei i gibt es auch für e sowohl die kursive als auch die normale Schreibweise. In diesem Buch
wird es wie jede Funktion normal geschrieben.

4 Kapitel 6.8.2 auf Seite 66
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Aufgaben

Wandle das Ergebnis zusätzlich in die algebraische Form um und gib die Lage in der
Gauß’schen Zahlenebene an.

Übung 5 – Division

Berechne zu den Zahlen aus Übung 4 die folgenden Divisionen:
z3
z1

z2
z3

z2
z4

Wandle auch hier das Ergebnis in die algebraische Form um und gib die Lage in der
Gauß’schen Zahlenebene an.

3.5.2 Lösungen

Lösung zu Übung 1 – Algebraische Form in Polarform umwandeln

zu 1. z = 0;−5+5i

Betrag: r =
√

(−5)2 +52 = 5 ·
√

2

(Arkus-) Kosinus: φ= arccos
(

−5
5
√

2

)
= π−arccos

(√
2

2

)
= π− π

4 = 3
4π

(Arkus-) Tangens: Weil der Realteil negativ und der Imaginärteil positiv ist, liegt der
Punkt im zweiten Quadranten. Das Argument wird wie folgt errechnet:

tanφ= 5
−5 = −1 ⇒ φ= 3

4π

Wir erhalten also die folgende Polarform:

z = 5
√

2 · cis
(

3
4π
)

zu 2. z = 0−3i

Der Realteil ist Null, also liegt die Zahl auf dem negativen Teil der imaginären Achse. Der
Betrag ergibt sich direkt aus dem Imaginärteil, und das Argument beträgt: φ= 270◦ = 3π

2
Der Form halber soll dies mit dem Arkuskosinus „nachgerechnet“ werden:

φ= −arccos0 = −π

2
≡ 3π

2
mod 2π

Die Polarform lautet also:
z = −3i = 3 · cis

(3π
2

)

Lösung zu Übung 2 – Polarform in algebraische Form umwandeln

a =
√

12 · cos(2π
3 ) = 2 ·

√
3 ·
(
−1

2

)
= −

√
3

b =
√

12 · sin(2π
3 ) = 2 ·

√
3 ·

√
3

2 = 3
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Darstellungsformen

Lösung zu Übung 3 – Drehung

Die ersten drei Multiplikationen sind eine mehrfache Anwendung des o. g. Satzes:

• i2 liefert eine Drehung um π, also die Punktspiegelung am Nullpunkt.
• i3 liefert eine Drehung um 3π

2 .
• i4 liefert eine Drehung um 2π, also den ursprünglichen Wert.

Die Multiplikation mit 2i entspricht der Aussage des Satzes; der Faktor 2 sorgt zusätzlich
für eine entsprechende Streckung.

Die Multiplikation mit −i entspricht ebenfalls dem Satz; der Faktor −1 sorgt für eine Dre-
hung im (mathematisch) negativen Sinn.

Lösung zu Übung 4 – Multiplikation

z1 ·z2 = 3 ·2 · cis
(
(2

3 + 3
4)π

)
= 6 · cis

(
17
12π

)
= 6 · cos

(
17
12π

)
+6i · sin

(
17
12π

)
= 6 · cos255◦ +6i · sin255◦

≈ −6 ·0,2588−6i ·0,97 ≈ −1,5529−5,7956 · i (4. Quadrant)

z1 ·z3 = 3 ·1 · cis
(
(2

3 + 5
6)π

)
= 3 · cis

(
9
6π
)

= 3 · cos
(

3
2π
)

+3i · sin
(

3
2π
)

= 3 · cos270◦ +3i · sin270◦

= 3 ·0−3 · i (imaginäre Achse, negativer Abschnitt)

z2 ·z4 = 2 · 1
2

· cis
(
(3

4 + 5
4)π

)
= 1 · cis

(
8
4π
)

= cos(2π)+ i · sin(2π) = 1+0 · i (reelle Achse, positiver Abschnitt)

z3 ·z4 = 1 · 1
2

· cis
(
(5

6 + 5
4)π

)
= 1

2
· cis

(
25
12π

)
= 1

2
· cos( 1

12π)+ 1
2

i · sin( 1
12π) = 1

2
· cos15◦ + 1

2
i · sin15◦

≈ 1
2

·0,9659+ 1
2

·0,2588 · i ≈ 0,483+0,1294 · i (1. Quadrant)

Lösung zu Übung 5 – Division

z3
z1

= 1
3

· cis
(
(5

6 − 2
3)π

)
= 1

3
· cis

(
1
6π
)

= 1
3

· cos π6 + 1
3

i · sin π
6 = 1

3
· cos30◦ + 1

3
i · sin30◦

= 1
3

·
√

3
2

+ 1
3

i · 1
2

=
√

3
6

+ 1
6

· i (1. Quadrant)

z2
z3

= 2
1

· cis
(
(3

4 − 5
6)π

)
= 2 · cis

(
− 1

12
π

)
= 2 · cos(−15◦)+2i · sin(−15◦)

≈ 2 ·0,9659+2i · (−0,2588) ≈ 1,9319−0,5176 · i (4. Quadrant)
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Hinweise

z2
z4

= 2
0,5

· cis
(
(3

4 − 5
4)π

)
= 4 · cis

(
−π

2
)

= 4 · cos(3
2π)+4i · sin(3

2π)

= 4 ·0+4 · i · (−1) = −4 · i (imaginäre Achse, negativer Abschnitt)

3.6 Hinweise

3.6.1 Anmerkungen

3.6.2 Siehe auch

Übersichtsartikel bei Wikipedia5:

• Gauß’sche Zahlenebene6
• Polarkoordinaten7
• Zahlengerade8
• Arkussinus und Arkuskosinus9 sowie Arkustangens und Arkuskotangens10

5 https://de.wikipedia.org/wiki/Hauptseite
6 https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsche%20Zahlenebene
7 https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten
8 https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlengerade
9 https://de.wikipedia.org/wiki/Arkussinus%20und%20Arkuskosinus
10 https://de.wikipedia.org/wiki/Arkustangens%20und%20Arkuskotangens
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4 Weitere Rechenverfahren

In diesem Kapitel werden einige Umformungsregeln zusammengefasst und daraus Potenzen
und Wurzeln abgeleitet.

4.1 Einfache Berechnungen

4.1.1 Imaginäre Zahlen

Produkt und Quotient zweier (rein-) imaginärer Zahlen sind reelle Zahlen. Für z1 = p i,z2 =
q imitp,q ∈ R ergibt sich:

z1 ·z2 = pi · qi = pq · i2 = −pq
z1
z2

= pi
qi = p

q

4.1.2 Rechnen mit Beträgen

Bei der Einführung der Polarform im vorigen Kapitel wurde für die Multiplikation folgende
Formel definiert:

z1 ·z2 = r1 · r2 · (cos(φ1 +φ2)+ i sin(φ1 +φ2))

Daraus ergibt sich sofort:
|z1z2| = |z1||z2|

arg(z1z2) = φ1 +φ2

Der Betrag des Produkts ist also gleich dem Produkt der Beträge, das Argument ist gleich
der Summe der Argumente.

Man erkennt (durch wiederholte Anwendung) sofort, dass diese Aussagen auch für mehr als
zwei Faktoren gelten:

z1 ·z2 · · ·zn = r1r2 · · ·rn · (cos(φ1 + · · ·+φn)+ i sin(φ1 + · · · +φn))
|z1 ·z2 · · ·zn| = |z1| · |z2| · · · |zn|

arg(z1 ·z2 · · ·zn) = φ1 +φ2 + · · ·+φn

Analog findet man für z2 ungleich 0:

∣∣∣∣z1
z2

∣∣∣∣= |z1|
|z2|

und arg
(
z1
z2

)
= φ1 −φ2

Setzt man darin z1 = 1 und z2 = z, so erhält man für den Kehrwert einer komplexen Zahl:
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Weitere Rechenverfahren

1
z

= 1
|z|

[cos(0−φ)+ i sin(0−φ)] = 1
r

· (cosφ− i sinφ)

Speziell für z = i ergibt sich noch:
1
i

= −i

4.1.3 Konjugiert-komplexe Zahlen

Zur Erinnerung: Aus einer komplexen Zahl z erhält man die dazu konjugiert-komplexe Zahl
z+1pt , indem man das Vorzeichen des Imaginärteils umkehrt. Als Formel sieht das so aus:

z = a+ib= a− ib

Es gibt die folgenden interessanten Beziehungen mit Real- und Imaginärteil.

Re(z) = Re(a+ib) = a = a+ib+a−ib
2 = z+z

2
Im(z) = Im(a+ib) = b = a+ib−(a−ib)

2 i = z−z
2i

Für das Addieren konjugiert-komplexer Zahlen gilt eine einfache Rechenregel:

z1 +z2 = z1 +z2

Dies wollen wir kurz nachrechnen:

z1 +z2 = a1 +ib1 +a2 +ib2

= a1 +a2 +i(b2 + b2)
= a1 +a2 − i (b1 + b2)
= a1 − ib1 +a2 − ib2

= z1 +z2

Eine gleiche Regel gilt für das Multiplizieren konjugiert-komplexer Zahlen (siehe Übung 1):

z1 ·z2 = z1 ·z2

Durch wiederholte Anwendung dieser Rechenregel erhält man für jede komplexe Zahl z und
jede natürliche Zahl n :

zn = zn

Dies gilt dann auch für Polynome mit komplexen Koeffizienten:

a0 +a1z+a2z2 + · · · +anzn = a0 +a1 ·z+a2 ·z2 + · · ·+an ·zn
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Ganzzahlige Potenzen

Mit der verkürzten Schreibweise in Polarkoordinaten gibt es folgende Regel (siehe Übung
2):

Für z = r · cisφ gilt : z = r · cis(−φ)

Dies entspricht auch der geometrischen Interpretation: Dass sich das Vorzeichen des Imagi-
närteils ändert, ist gleichbedeutend mit der Spiegelung an der Realachse, also dem Vorzei-
chenwechsel des Winkels.

Aus der Definition des Betrags ergibt sich außerdem folgender Spezialfall für z ̸= 0:

z ·z = |z|2 ⇒ z ·z
|z|2

= 1 ⇒ z−1 = z

|z|2

4.2 Ganzzahlige Potenzen

Potenzen von z mit natürlichen Zahlen als Exponenten sind eine kurze Schreibweise für das
Produkt von n gleichen Faktoren:

zn =
n∏
i=1

z = z ·z · · ·z

Wie im Reellen kann diese Definition auf ganzzahlige Exponenten für z ̸= 0 erweitert werden:

z0 = 1 und z−n = 1
zn

Aus der Multiplikation komplexer Zahlen folgt für lauter gleiche Faktoren z :

zn = |z|n · (cosnφ+i sinnφ)

Wie man leicht erkennt (siehe Übung 3), gilt diese Beziehung auch für negative ganzzahlige
Werte von n . Zumindest für ganzzahlige Exponenten können wir also festlegen:
Definition 12. Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
Die n-te Potenz einer komplexen Zahl erhält man, indem man den Betrag mit n potenziert
und das Argument mit n multipliziert.

Als geometrische Interpretation können wir einfach die Beschreibung als Drehstreckung
aus dem vorherigen Kapitel übernehmen: Der Vektor, der zu der Zahl z gehört, wird beim
Potenzieren so weit gestreckt, dass der Betrag potenziert wird, und so weit gedreht, dass
das Argument φ vervielfacht wird.

Aus der Definition folgen (bei ganzzahligen Exponenten n,m) die bekannten Rechenregeln
für Potenzen:

(1) zn ·zm = zn+m

(2) (zn)m = zn·m

(3) zn1 ·zn2 = (z1 ·z2)n

(4) zn

zm
= zn−m

(5) zn1
zn2

=
(
z1
z2

)n
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Die erste Formel leiten wir (mit trigonometrischen Umrechnungsformeln) her, die übrigen
überlassen wir der Leserin (Regel 3 siehe Übung 4):

zn ·zm = |z|n · |z|m · (cosnφ+i sinnφ) · (cosmφ+i sinmφ)
= |z|n+m · ((cosnφ · cosmφ− sinnφ · sinmφ)+ i · (sinnφ · cosmφ+cosnφ · sinmφ))
= |z|n+m · (cos(nφ+cosmφ)+ i · sin(sinnφ+mφ))
= |z|n+m · (cos(n+m)φ+i · sin(n+m)φ)
= zn+m

4.2.1 Der binomische Lehrsatz

Aus den Rechenregeln für Potenzen und den Multiplikationsregeln für zwei Klammern folgt
sofort, dass der binomische Lehrsatz für positive ganzzahlige Exponenten auch für komplexe
Zahlen gilt:

(z1 +z2)n =
(
n

0

)
·zn1 +

(
n

1

)
·zn−1

1 ·z2 + · · · +
(
n

k

)
·zn−k

1 ·zk2 + · · · +
(
n

n

)
·zn2

4.2.2 Moivre’sche Formeln

Die obige Formel für positive ganzzahlige Potenzen kann mit der trigonometrischen Dar-
stellung komplexer Zahlen auch so geschrieben werden:

(|z| · (cosφ+i sinφ))n = |z|n · (cosnφ+i sinnφ)

Für |z| = 1 wird diese Beziehung als Moivre’scher Satz1bezeichnet:
Satz 2. Moivre’scher Satz
Für jede komplexe Zahl z mit dem Argument φ und jede natürliche Zahl n gilt:

(cosφ+i sinφ)n = (cosnφ+i sinnφ)

In der verkürzten Schreibweise lautet die Aussage so:

(cisφ)n = cis(nφ) Anstelle eines Beweises hatten wir diesen Satz aus anderen Formeln ab-
geleitet. Als Übung 5 ist ein Beweis mit vollständiger Induktion vorgesehen.

Andererseits liefert der binomische Lehrsatz für positive ganzzahlige Exponenten, wobei
Potenzen von i durch ±1bzw. ±i ersetzt wurden:

(cosφ+i sinφ)n = cosnφ+i ·
(
n

1

)
· cosn−1φ · sinφ−

(
n

2

)
· cosn−2φ · sin2φ

− i ·
(
n

3

)
· cosn−3φ · sin3φ+

(
n

4

)
· cosn−4φ · sin4φ+ · · ·+in ·

(
n

n

)
· sinnφ

1 Benannt nach Abraham de Moivre ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Abraham%20de%20Moivre}
(1667–1754). – Auch hier ist auf § 62 der Rechtschreibregeln hinzuweisen.
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Ganzzahlige Potenzen

Wenn man die rechten Seiten dieser Gleichung und des Moivre’schen Satzes gleichsetzt und
berücksichtigt, dass die Realteile und die Imaginärteile jeweils gleich sein müssen, erhält
man die Moivre’schen Formeln :

(1) cosnφ = cosnφ−
(n

2
)
· cosn−2φ · sin2φ+

(n
4
)
· cosn−4φ · sin4φ−+ · · ·

(2) sinnφ = n · cosn−1φ · sinφ−
(n

3
)
· cosn−3φ · sin3φ+

(n
5
)
· cosn−5φ · sin5φ−+ · · ·

Dabei sind die rechten Seiten so weit zu ergänzen, bis die Binomialkoeffizienten null werden.

Der Moivre’sche Satz gilt zunächst nur für natürliche Exponenten. Er kann aber problemlos
auf beliebige ganzzahlige und gebrochene Exponenten erweitert werden.
Beweis 2. Der Moivre’sche Satz gilt auch für n = 0.
Die linke Seite der Gleichung liefert als 0-te Potenz den Wert 1. Die rechte Seite der Glei-
chung liefert cos0+ i sin0, also ebenfalls 1.
Beweis 3. Der Moivre’sche Satz gilt auch für n < 0.
Wir ersetzen n durch −m, also m ∈ N. Neben den Potenzgesetzen verwenden wir Umrech-
nungen für konjugiert-komplexe Zahlen sowie den Moivre’schen Satz für natürliche m.

zn = z−m = 1
zm

=
(1
z

)m
(der letzte Spezialfall bei konjugiert-komplexen Zahlen)

=
(
z

|z|2
)m

(konjugiert-komplexe Zahl umformuliert)

=
(
r · cis(−φ)

r2

)m
(Potenzregeln)

= rm−2m · (cis(−φ))m (Moivre)
= r−m · cis(−mφ) = rn · cis(nφ)

Beweis 4. Der Moivre’sche Satz gilt auch für gebrochene Exponenten.
Der Satz soll für Exponenten der Form m

n mit natürlichen Zahlen m,n gelten. Es geht also
um den Beweis der folgenden Beziehung: (cisφ)

m
n = cis

(
m
n φ
)

Dazu gehen wir davon aus, dass die n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl zu berechnen ist,
wobei z die gesuchte Wurzel ist:

z = n
√
r · cisφ (Wir potenzieren beide Seiten der Gleichung mit n und ersetzenφdurchnα)

zn = r · cis(nα) (Jetzt nutzen wir den Moivre’schen Satz für natürliche Exponenten.)
zn = r · (cisα)n (Dann ziehen wir wieder die n-te Wurzel und schreibenφstattnα.)
z = r

1
n · cis φn

Die rechten Seiten der ersten Gleichung mit dem Exponenten 1
n als Wurzel und der letzten

Gleichung liefern die folgende Beziehung. Beim Potenzieren mit m wird erneut der Satz
von Moivre für natürliche Exponenten angewandt, diesmal für m. Mit der „Entfernung“ des
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Weitere Rechenverfahren

Betrags auf beiden Seiten (also Division durch die Potenz von r) erhalten wir schließlich die
gewünschte Gleichheit:

(r · cisφ)
1
n = r

1
n ·cis φn

(r · cisφ)
m
n = r

m
n · cis

(
m
n φ
)

(cisφ)
m
n = cis

(
m

n
φ

)

4.2.3 Berechnungen

Weil eine komplexe Zahl als Summe dargestellt werden kann, können wir den binomischen
Lehrsatz 2 verwenden.

(3+4i)5 =
(5

0
)
·35 · (4 i)0 +

(5
1
)
·34 · (4 i)1 +

(5
2
)
·33 · (4 i)2 +

(5
3
)
·32 · (4 i)3 +

(5
4
)
·31 · (4 i)4 +

(5
5
)
·30 · (4 i)5

= 1 ·243 ·1 +5 ·81 ·4 · i1 +10 ·27 ·16 · i2 +10 ·9 ·64 · i3 +5 ·3 ·256 · i4 +1 ·1 ·1024 · i5
= 243 +1620 · i +4320 · (−1) +5760 · (−i) +3840 ·1 +1024 · i
= −237 −3116 · i

Zur Berechnung kann auch der Moivre’sche Satz genutzt werden. Dazu führen wir die
gegebene Zahl zunächst mithilfe des Betrags und der Umrechnungsformeln in ihre trigono-
metrische Form über:

r =
√

32 +42 = 5 (pythagoreische Zahlen)
φ = arctan

(
4
3

)
≈ 53,13◦

Wir erhalten nun der Reihe nach:

(3+4i)5 ≈ 55 · (cos(265,65◦)+ i · sin(265,65◦))
= 3125 · (−cos(85,65◦)− i · sin(85,65◦)
≈ 3125 · (−0,07584− i ·0,99712)
= −237− i ·3116

Das Ergebnis, das wir mit dem binomischen Satz gewonnen haben, ist exakt, während das
zweite Ergebnis infolge der wiederholten Rundungen in der Regel Ungenauigkeiten aufweist
und in diesem Beispiel nur „zufällig“ mit dem exakten Ergebnis übereinstimmt.

4.3 Wurzeln

Der Beweis zur Moivre’schen Formel hat bereits die Bestimmung einer Wurzel geliefert:

z = r
1
n · cis φn = r

1
n ·
(
cos φn +i sin φ

n

)
2 Die Faktoren

(
n
0
)
,
(

n
1
)
usw. (gelesen: „n über 0“, „n über 1“ usw.) heißenBinomialkoeffizienten. Es handelt

sich um Brüche, in denen Zähler und Nenner bestimmte Produkte mit der gleichen Anzahl Faktoren sind.
Für Einzelheiten siehe Mathe für Nicht-Freaks ˆ{https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe%20f%C3%BCr%
20Nicht-Freaks%3A%20Binomialkoeffizient} , darunter auch das erste Beispiel.
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Wurzeln

Bei Quadratwurzeln aus (positiven) reellen Zahlen erhält man zwei reelle Lösungen, wobei
die positive Lösung als „die Quadratwurzel“ ausgezeichnet wird. Gibt es bei den komplexen
Zahlen vergleichbare Feststellungen? Schauen wir uns dazu ein Beispiel an, bei dem die 2-te
Wurzel einer bestimmten komplexen Zahl gesucht wird. Eine Lösung ist direkt aus dem
Satz von Moivre abzuleiten:

z2 = 4 ·
(

cos π
3

+ i sin π
3

)
⇒ z1 =

√
4 ·
(

cos π
6

+ i sin π
6

)

Für eine weitere Lösung muss jedenfalls der Betrag (als positive Wurzel einer positiven
reellen Zahl) übereinstimmen; also können wir uns auf das Argument φ beschränken, das
sich um einen Wert α vom Argument der ersten Lösung unterscheidet. Es muss also gelten:

z2 = 2 ·
(
cos(π6 +α)+ i sin(π6 +α)

)
Das Quadrat dieser zweiten Lösung ergibt sich aus dem Satz von Moivre:

z2
2 = 4 ·

(
cos(π3 +2α)+ i sin(π3 +2α)

)
Das Quadrat der zweiten Lösung muss mit dem Quadrat der ersten Lösung, also mit der
ursprünglichen Zahl übereinstimmen. Es müssen also die Sinus- und Kosinuswerte gleich
sein. Also werden Werte von α gesucht, für die die folgenden Beziehungen gelten:

cos(π3 +2α) = cos π3 und sin(π3 +2α) = sin π
3

Bekanntlich wiederholen sich Sinus- und Kosinuswerte mit der Periode 2π. Die Gleichheit
in den letzten Gleichungen ist also dann gegeben, wenn wir für 2α nacheinander Vielfache
von 2π einsetzen:

cos(π3 +2kπ) = cos π3 und sin(π3 +2kπ) = sin π
3 mit k = 0,1,2 . . .

Wir finden also mehrere Lösungen als Quadratwurzel, nämlich:

z0 = 2 ·
(
cos(π6 +0π)+ i sin(π6 +0π)

)
z1 = 2 ·

(
cos(π6 +1π)+ i sin(π6 +1π)

)
z2 = 2 ·

(
cos(π6 +2π)+ i sin(π6 +2π)

)
usw.

Tatsächlich sind nur die ersten beiden Lösungen verschieden; danach wiederholen sie sich
wegen der Periodizität.

Hinweis: Alle diese Feststellungen könnten mit cisφ statt cosφ+ i sinφ kürzer beschrieben
werden. Da die Umrechnungen für Sinus und Kosinus mit der Periode 2π geläufiger sind,
wurde die umständlichere Schreibweise gewählt.

Dieses Verfahren können wir nun verallgemeinern. Gesucht werden die Wurzeln der
folgenden Gleichung:

zn = r · cisφ

Der Betrag ist wiederum die n-te reelle Wurzel von r, und zwar für alle Wurzeln. Das
Argument der ersten Lösung ergibt sich wie im Beispiel direkt aus dem Satz von Moivre:

φ0 = φ

n
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Weitere Rechenverfahren

Die weiteren Lösungen finden wir ebenfalls wie im Beispiel mit dem Satz von Moivre durch
Vergleich der n-ten Potenz:

(φ0 +α) ·n= φ+2kπ

⇒ α= φ+2kπ
n

−φ0 = φ+2kπ
n

− φ

n
= 2kπ

n

Mit diesem Ergebnis können wir die obige Berechnung einer Wurzel vervollständigen:
Definition 13. Wurzel einer komplexen Zahl
Die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl erhält man wie folgt: Aus dem (reellen) Betrag
wird die n-te Wurzel gezogen. Das Argument wird mit Vielfachen von 2π addiert und durch
n dividiert. Dabei gibt es immer n verschiedene Lösungen:

Zu z = r · cisφ sind dies die Wurzeln:
n
√
z = z

1
n = n

√
r · cis

(
φ+2kπ
n

)
mit k = 0,1,2 . . .(n−1)

Die Rechenregeln für Potenzen (siehe oben) galten ausdrücklich für ganzzahlige Expo-
nenten. Die Erweiterung für gebrochene Exponenten – also für Wurzeln – gilt nicht mehr!
Gleichgültig, welchen der beiden möglichen Werte i oder −i man für

√
−1 festlegt, erhält

man beispielsweise:
1 =

√
1 =

√
(−1) · (−1) ̸=

√
−1 ·

√
−1 = −1

4.3.1 Geometrische Interpretation

Zunächst gilt jedenfalls: Der Betrag einer jeden komplexen Wurzel ist gleich, nämlich die
n-te reelle Wurzel aus dem Betrag von z . Damit liegen sämtliche Wurzeln auf einem Kreis
um den Ursprung O der komplexen Zahlenebene mit dem Radius n

√
r. Die Argumente

unterscheiden sich – unabhängig von z bzw. φ – um den festen Wert 2π
n . Wir können also

zusammenfassen:
Satz 3. Komplexe Wurzeln in der Zahlenebene
Die Punkte der Zahlenebene, die zu den n komplexen Wurzeln gehören, liegen auf einem
Kreis um den Ursprung O und sind die Ecken eines regelmäßigen n-Ecks.

Als Beispiel sehen wir uns die fünften komplexen Wurzeln der Zahl 1 an.
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Wurzeln

Abb. 6 border

z5 = 1 = cos0+ i · sin0 ⇒ zk = 5√1 ·
(
cos 2kπ

5 +i · sin 2kπ
5

)
Wir erhalten also – wie in der nebenstehenden Grafik – die folgenden Werte:

k = 0 z0 = cos 0◦ +i · sin 0◦

k = 1 z1 = cos 72◦ +i · sin 72◦

k = 2 z2 = cos144◦ +i · sin144◦

k = 3 z3 = cos216◦ +i · sin216◦

k = 4 z4 = cos288◦ +i · sin288◦

4.3.2 Einheitswurzeln

Dieses Beispiel kann verallgemeinert werden und hat eine besondere Bedeutung: Die kom-
plexen Wurzeln der reellen Einheit 1 liegen auf dem Einheitskreis (d. h. mit dem Radius 1)
um den Ursprung; die erste Wurzel ist die reelle Einheit 1 selbst. Diese komplexen Wurzeln
werden Einheitswurzeln genannt. Vor allem die geometrische Interpretation ist oft hilfreich.

Die Quadratwurzeln sind natürlich ±1. Die Kubikwurzeln werden im nächsten Abschnitt
bestimmt, die vierten Wurzeln als Übung 8.

Als primitive Einheitswurzel e1 wird die n-te Wurzel mit dem kleinsten Argument φ
ungleich 0 bezeichnet – also diejenige für k = 1:

e1 = e

(
2πi
n

)
Satz 4. Einheitswurzeln und ihre Potenzen
Die n-ten Einheitswurzeln erhält man als Potenzen der primitiven Einheitswurzel:

e1
1,e

2
1,e

3
1 . . .e

n
1

Wegen der üblichen Reihenfolge der Einheitswurzeln passt folgende Auflistung besser:

1,e1
1,e

2
1,e

3
1 . . .e

n−1
1 Der exakte Beweis wäre umständlicher, als es die Sache erfordert. Bei der

Multiplikation werden die Argumente addiert; die Differenz der Argumente zweier benach-
barter Einheitswurzeln beträgt also 2π

n – wie es die Definition der Wurzeln besagt.
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Weitere Rechenverfahren

Satz 5. Beliebige Wurzeln und Einheitswurzeln
Es sei z0 eine (beliebige) komplexe n-te Wurzel einer Zahl z . Dann erhält man alle anderen n-
ten Wurzeln von z durch wiederholte Multiplikation mit der primitiven Einheitswurzel. Auch
hier genügt die einfache Überlegung: Bei der Multiplikation werden die Beträge multipliziert
und die Argumente addiert. Der Betrag der primitiven Einheitswurzel ist 1, ändert also den
Betrag der „nächsten“ Wurzel nicht. Das Argument der primitiven Einheitswurzel ist 2π

n –
genau wie die Differenz der Argumente zweier benachbarter Wurzeln.

4.3.3 Wurzeln aus 1, i, –1, –i

Bestimmen wir die Wurzeln der positiven und negativen Einheiten auf den Achsen – als
Beispiel die dritten Wurzeln: Der Betrag für alle Zahlen ist 1 als dritte Wurzel aus 1.

Weil 1 auf der reellen Achse liegt, ist das Argument 0. Die erste Wurzel ist also ebenfalls
1. (Weil die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sind, darf es auch gar
nicht anders sein.) Die weiteren Wurzeln sind um jeweils 2π

3 = 120◦ gedreht.

Die Darstellung von –1 unterscheidet sich von 1 nur durch das Argument, nämlich π statt
0. Damit ist die erste Wurzel ebenfalls −1! Die weiteren Wurzeln sind davon ausgehend um
120° gedreht.

Untersuchen wir nun die dritte Wurzel aus i , also der imaginären Einheit. Das Argument
von i ist π2 = 90◦; das Argument der erstenWurzel beträgt also π

6 = 30◦. Die weiterenWurzeln
sind ebenso um jeweils 2π

3 = 120◦ gedreht.

Die Darstellung von −i unterscheidet sich von i wiederum nur durch das Argument, nämlich
3π
2 = 270◦. Auch hier sind die weiteren Wurzeln sind um 120° gedreht.

Dritte Wurzeln von 13
Dritte Wurzeln von –14
Dritte Wurzeln von i5
Dritte Wurzeln von –i6

4.3.4 Berechnung

Bestimmen wir die Lösungen – also die Wurzeln – der folgenden Gleichung.

z4 = −3,6+4,9i

Da der binomische Lehrsatz nur für natürliche Exponenten gilt,7 müssen wir den Satz von
Moivre benutzen. Es handelt sich um eine Gleichung 4. Grades, und wir müssen daher 4

3 https://de.wikibooks.org/wiki/One3Root.svg
4 https://de.wikibooks.org/wiki/NegativeOne3Root.svg
5 https://de.wikibooks.org/wiki/Imaginary3Root.svg
6 https://de.wikibooks.org/wiki/NegativeI3Root.svg
7 Als binomische Reihe ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Binomische%20Reihe} kann der Satz auch

auf beliebige reelle und sogar komplexe Exponenten erweitert werden. Aber das hilft bei der „einfachen“
Berechnung einer komplexen Wurzel nicht weiter.
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Zusammenfassung der Rechenregeln

Wurzeln erhalten. Um diese zu finden, bringen wir die rechte Seite der Gleichung wiederum
auf ihre trigonometrische Form:

r =
√

(−3,6)2 +4,92 =
√

36,97 ≈ 6,08
φ = arctan

(
4,9

−3,6

)
≈ arctan(−1,36) ≈ 180◦ −53,7◦ = 126,3◦

Wir erhalten also die folgende Gleichung:

z4 ≈ 6,08 · (cos126,3◦ +i · sin126,3◦)

Die „Wurzelformel“ lautet dazu:

z = 4
√

6,08 ·
(

cos 126,3◦ +k ·360◦

4
+ i · sin 126,3◦ +k ·360◦

4

)
Die Werte der vier Wurzeln erhalten wir mit den Einsetzungen k= 0,1,2,3, wobei die nume-
rischen Ergebnisse wegen der wiederholten Umrechnungen zwangsläufig nur Näherungswerte
sind:

k = 0 z0 ≈ 1,57 · (+0,8519+0,5236 · i) ≈ +1,3377+0,8222 · i
k = 1 z1 ≈ 1,57 · (−0,5236+0,8519 · i) ≈ −0,8222+1,3377 · i
k = 2 z2 ≈ 1,57 · (−0,8519−0,5236 · i) ≈ −1,3377−0,8222 · i
k = 3 z3 ≈ 1,57 · (+0,5236−0,8519 · i) ≈ +0,8222−1,3377 · i

Dass die einzelnen Werte mehrfach auftreten, liegt an den vierten Wurzeln, also an der
Drehung um jeweils 90°.

4.4 Zusammenfassung der Rechenregeln

Die Erkenntnisse der bisherigen Kapitel können als Arbeitsanleitung zusammengefasst wer-
den. Der Vollständigkeit halber wird dabei auch die Exponentialform genannt.

• Addition und Subtraktion werden am einfachsten in der algebraischen Form kompo-
nentenweise durchgeführt.

• Bei der Multiplikation kann – abhängig von der Vorgabe – jede Variante sinnvoll sein:
• in algebraischer Form komponentenweise mit Klammerregeln
• in Polarform oder Exponentialform durch Multiplikation der Beträge und Addition der
Argumente (Winkel)

• Bei der Division gibt es diese Varianten:
• In algebraischer Form ist die Schreibweise als Bruch am praktischsten; er wird mit dem
konjugierten Nenner erweitert.

• In Polarform oder Exponentialform werden die Beträge dividiert und die Argumente
(Winkel) subtrahiert.

• Beim Potenzieren sind weitere Überlegungen sinnvoll:
• In algebraischer Form kann für natürliche Exponenten der binomische Lehrsatz verwen-
det werden. – Dieser liefert ein exaktes Ergebnis, ist aber eine etwas umständlichere
Art der Berechnung.
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Weitere Rechenverfahren

• In Polarform oder Exponentialform wird für reelle Exponenten nach dem Satz von
Moivre der Betrag potenziert und das Argument (der Winkel) multipliziert. – Dieses
Verfahren liefert nur Näherungswerte, aber in der Praxis z. B. von Ingenieuren genügen
diese vollauf.

• Beim Radizieren (Wurzelziehen) ist man auf den Moivre’schen Satz allein angewiesen.
Dazu wird bei einem reellen Exponenten der Betrag radiziert und das Argument (der
Winkel) durch den Exponenten dividiert; dies liefert die erste Lösung. Bei einer n-ten
Wurzel entstehen n Lösungen, die im Winkel von 2π

n um den Ursprung der gaußschen
Ebene verteilt sind.

4.5 Potenzen mit reellen Exponenten

Die Moivre’schen Formeln ermöglichen es auf überraschend einfache Art, die Definition von
Potenzen auf beliebige reelle Exponenten zu erweitern.

Zu berücksichtigen ist, dass die Polarform einer komplexen Zahl nur im Bereich 0 ≤ φ< 2π
eindeutig ist. Für eine beliebige, von 0 verschiedene komplexe Zahl z gilt deshalb:

z = r (cosφ+i · sinφ) = r [cos(φ+k ·2π)+ i · sin(φ+k ·2π)] für k = 0, 1, 2 . . .

Das führt zu folgender Festlegung:
Definition 14. Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten
Für eine komplexe Zahl z ungleich Null (mit dem Betrag r und dem Argument φ soll unter
zxmitx ∈ R jede der folgenden komplexen Zahlen mit k ∈ N0 verstanden werden:

rx · [cos(x(φ+k ·2π))+ i · sin(x(φ+k ·2π))]

Hinweise:
• Bei einer Potenz mit (beliebigen) reellen Exponenten handelt es sich damit um eine
mehrdeutige Funktion.

• Die Grundregeln für das Rechnen mit Potenzen gelten bei den so definierten Potenzen
nicht mehr.

Genauer (und einfacher) kann das mit der Exponentialdarstellung besprochen werden.

4.6 Aufgaben

4.6.1 Übungen

Übung 1 – Konjugiert-komplexe Zahlen

Beweise: z1 ·z2 = z1 ·z2
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Aufgaben

Übung 2 – Konjugiert-komplexe Zahlen

Beweise: Fürz = r · cisφgilt: z = r · cis(−φ)

Übung 3 – Regeln für Potenzen

Beweise die allgemeine Potenzformel für negative ganzzahlige Werte von n :

zn = |z|n (cosnφ+i · sinnφ)

Übung 4 – Regeln für Potenzen

Beweise die o. g. dritte Rechenregel für Potenzen:

zn1 ·zn2 = (z1 ·z2)n

Übung 5 – Der Moivre’sche Satz

Beweise den Satz von Moivre durch vollständige Induktion.8

Übung 6 – Potenzen

Berechne die vierte Potenz der komplexen Zahl mit dem Betrag 1,5 und dem Argument 2π
3

sowohl nach der Moivre’schen Formel als auch mit dem binomischen Lehrsatz. Begründe,
unter welchen Umständen beide Verfahren zum exakt (!) gleichen Ergebnis führen.

Übung 7 – Wurzeln

Berechne die dritten Wurzeln von: z = 8 · cis36◦

Übung 8 – Einheitswurzeln

Überlege anhand der geometrischen Interpretation, wie die vierten Einheitswurzeln lauten
müssen, und bestätige diese Überlegung durch die Berechnung.

Übung 9 – Quadratwurzeln

Es sei z1 = a+ b · i eine der Quadratwurzeln einer komplexen Zahl. Überlege anhand der
geometrischen Interpretation, wie die zweite Quadratwurzel lautet.

8 Eine Kurzanleitung zum Beweisverfahren der vollständigen Induktion gibt es im Buch Lineare
Algebra ˆ{https://de.wikibooks.org/wiki/Lineare%20Algebra%3A%20Grundlagen%3A%20Vollst%
C3%A4ndige%20Induktion} , eine ausführliche Einführung bei Mathe für Nicht-Freaks ˆ{https://de.
wikibooks.org/wiki/Mathe%20f%C3%BCr%20Nicht-Freaks%3A%20Vollst%C3%A4ndige%20Induktion}
und eine vertiefende Erläuterung bei Wikipedia ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Vollst%C3%
A4ndige%20Induktion} .
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Weitere Rechenverfahren

4.6.2 Lösungen

Lösung zu Übung 1 – Konjugiert-komplexe Zahlen

z1 ·z2 = (a1 +ib1) · (a2 +ib2)
= (a1a2 − b1b2)+ i(a1b2 +a2b1)
= (a1a2 − b1b2)− i (a1b2 +a2b1)
= a1(a2 − ib2)− ib1(a2 − ib2)
= (a1 − ib1) · (a2 − ib2)
= (a1 +ib1) · (a2 +ib2)
= z1 ·z2

Lösung zu Übung 2 – Konjugiert-komplexe Zahlen

Der Beweis ergibt sich direkt aus den Symmetrieeigenschaften von Sinus und Cosinus:
z = r · (cosφ+i · sinφ) Daraus ergibt sich:
z = r · (cosφ− i · sinφ)

= r · (cos(−φ)+ i · sin(−φ))
= r · cis(−φ)

Lösung zu Übung 3 – Regeln für Potenzen

Sei n < 0bein ∈ Z. Dann gilt mit m= −nalsom ∈ N:

zn = z−m = 1
zm

= 1
|z|m · (cosmφ+i · sinmφ)

(mit dem konjugierten Nenner erweitern)

= cosmφ− i · sinmφ
|z|m · (cosmφ+i · sinmφ) · (cosmφ− i · sinmφ)

(binomische Formel im Nenner)

= |z|−m · cosmφ− i · sinmφ
cos2mφ+sin2mφ

(trigonometrische Formel im Nenner, m durch −n ersetzen)

= |z|n · cos(−nφ)− i · sin(−nφ)
1

(Symmetrie von Sinus und Cosinus)

= |z|n · (cosnφ+i · sinnφ)

Lösung zu Übung 4 – Regeln für Potenzen

Zunächst wird der linke Term umgeformt; dabei werden trigonometrische Summenformeln
benutzt:
zn1 ·zn2 = |z1|n · (cosnφ1 +i · sinnφ1) · |z2|n · (cosnφ2 +i · sinnφ2)

= |z1|n · |z2|n · (cosnφ1 · cosnφ2 − sinnφ1 · sinnφ2 +i · sinnφ1 · cosnφ2 +i · sinnφ2 · cosnφ1)
= (|z1| · |z2|)n · (cos(nφ1 +nφ2)+ i · sin(nφ1 +nφ2))
= (|z1 ·z2|)n · (cosn(φ1 +φ2)+ i · sinn(φ1 +φ2))
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Aufgaben

Andererseits gilt für den rechten Term (diesmal mit der verkürzten Schreibweise):

(z1 ·z2)n = (|z1 ·z2| · cis(φ1 +φ2))n

= |z1 ·z2|n · cis(n · (φ1 +φ2))

Lösung zu Übung 5 – Der Moivre’sche Satz

Für irgendeine natürliche Zahl n ∈ N soll Folgendes gezeigt werden:

(cosφ+i · sinφ)n = cosnφ+i · sinnφ

Induktionsanfang: Diese Gleichung gilt offensichtlich für n= 1.

Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Gleichung für ein bestimmtes positives
ganzes k gilt:

(cosφ+i · sinφ)k = coskφ+i · sinkφ

Induktionsschritt: Die Gleichung soll auch für k+1 gelten. Für den Beweis betrachten wir
die Terme in Klammern als komplexe Zahlen mit dem Betrag 1 und beachten die Grundregel
zur Multiplikation komplexer Zahlen (Multiplikation der Beträge, Addition der Argumente).
Den Faktor 1 schreiben wir nicht; daraus ergibt sich:

(cosφ+i · sinφ)k+1 = (cosφ+i · sinφ)k · (cosφ+i · sinφ)
= (coskφ+i · sinkφ) · (cosφ+i · sinφ) (Addition der Argumente)
= cos(kφ+φ)+ i · sin(kφ+φ)
= cos((k+1)φ)+ i · sin((k+1)φ)

Die Gleichung gilt also – wie behauptet – auch für n= k+1, also für alle natürlichen Zahlen.

Lösung zu Übung 6 – Potenzen

Da die Zahl in Polarform mit r= 3
2 und φ= 2π

3 angegeben ist, können wir dieMoivre’sche
Formel direkt anwenden:

z4 = r4 · (cos4φ+i · sin4φ) (Einsetzen der Werte)

z4 =
(3

2

)4
·
(

cos 8π
3

+ i · sin 8π
3

)
(Periodizität von Sinus und Cosinus:

= 81
16

·
(

cos 2π
3

+ i · sin 2π
3

)
= 81 · (−1)

16 ·2
+ 81 ·

√
3

16 ·2
i = −81

32
+ 81

√
3

32
i
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Für den binomischen Lehrsatz benötigen wir zunächst die algebraische Form:

a = 3
2 · cos 2π

3 = 3
2 ·
(
−1

2

)
= −3

4

b = 3
2 · sin 2π

3 = 3
2 ·

√
3

2 = 3
√

3
4

Damit können wir die Potenz berechnen:

(
−3

4
+ 3

√
3

4
· i
)4

=
(−3

4

)4
+4 ·

(−3
4

)3
·
(

3
√

3
4

· i
)1

+6 ·
(−3

4

)2
·
(

3
√

3
4

· i
)2

+4 ·
(−3

4

)1
·
(

3
√

3
4

· i
)3

+
(

3
√

3
4

· i
)4

= 81
256

+ 4 · (−27) ·3
√

3 · i
64 ·4

+ 6 ·9 ·27 · (−1)
16 ·16

+ 4 · (−3) ·27 ·3
√

3 · (−i)
4 ·64

+ 81 ·9 ·1
256

= 81−1458+729
256

+ −324
√

3+972
√

3
256

· i

= −648
256

+ 648
√

3
256

· i = −81
32

+ 81
√

3
32

· i

Beide Ergebnisse sind exakt gleich, wenn für Sinus und Cosinus von 2π
3 mit

√
3 als genauem

Wert und nicht mit einer Dezimalzahl gerechnet wird.

Lösung zu Übung 7 – Wurzeln

Die Wurzeln ergeben sich allgemein für k = 0,1,2 wie folgt:

3
√
z = 3

√
r ·
[
cos

(
φ+2kπ

3

)
+i · sin

(
φ+2kπ

3

)]
= 2 ·

[
cos

(36◦ +2kπ
3

)
+i · sin

(36◦ +2kπ
3

)]

Dies liefert die drei Wurzeln – unter Berücksichtigung von (2π = 360◦):

k = 0 2 ·
(
cos 36◦

3 +i · sin 36◦

3

)
= 2 · (cos12◦ +i · sin12◦)

k = 1 2 ·
(
cos 36◦+2π

3 +i · sin 36◦+2π
3

)
= 2 ·

(
cos 36◦+360◦

3 +i · sin 36◦+360◦

3

)
= 2 · (cos132◦ +i · sin132◦)

k = 2 2 ·
(
cos 36◦+4π

3 +i · sin 36◦+4π
3

)
= 2 ·

(
cos 36◦+720◦

3 +i · sin 36◦+720◦

3

)
= 2 · (cos252◦ +i · sin252◦)

Lösung zu Übung 8 – Einheitswurzeln

Überlegung: Die erste Einheitswurzel ist die reelle Einheit selbst. Die weiteren Wurzeln
sind jeweils um 2π

4 gedreht, nämlich um 90°. Sie liegen also auf dem Einheitskreis auf den
Achsen und entsprechen den Zahlen 1, i , −1, −i .

Die Berechnung erfolgt analog zu Übung 7:
4√1 = cos 2kπ

4 +i · sin 2kπ
4
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Siehe auch

k = 0 z0 = cos0+ i · sin0 = +1+0 · i = 1
k = 1 z1 = cos π2 +i · sin π

2 = ±0+1 · i = i
k = 2 z2 = cosπ+i · sinπ = −1+0 · i = −1
k = 3 z3 = cos 3π

2 +i · sin 3π
2 = ±0−1 · i = −i

Lösung zu Übung 9 – Quadratwurzeln

Die beiden Quadratwurzeln liegen auf einem Kreis um den Ursprung der komplexen Zah-
lenebene, haben also den gleichen Betrag. Als Quadratwurzeln unterscheiden sich ihre Ar-
gumente um π. Die beiden Zahlen liegen also punktsymmetrisch zueinander: Sowohl Re-
alteil als auch Imaginärteil unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Damit gelten:
z2 = −a− b · i bzw. z2 = −z1

4.7 Siehe auch
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5 Quadratische Gleichungen

Zur Einführung der komplexen Zahlen hatten wir eine Lösung der folgenden Gleichung
konstruiert:

x2 = −1

Aufbauend auf den Grundrechenarten für komplexe Zahlen befassen wir uns jetzt grund-
sätzlicher mit quadratischen Gleichungen.

5.1 Allgemeine Form

Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung lautet:

ax2 + bx+ c= 0 mit a ̸= 0

Dafür werden folgende Bezeichnungen verwendet:

• a,b,c werden Koeffizienten genannt.
• ax2 heißt quadratisches Glied .
• bx ist das lineare Glied und
• c das konstante Glied oder auch Absolutglied der Gleichung.

Die Gleichung ist in Normalform , wenn a= 1 gilt, also wenn das quadratische Glied den
Koeffizienten 1 hat. Aus der allgemeinen Form lässt sich die Normalform gewinnen, indem
durch a dividiert wird. Damit lässt sich die Normalform (mit den üblichen Variablen) so
schreiben:

x2 +px+ q = 0

Im Folgenden gehen wir der Einfachheit halber von a = 1 aus, behandeln quadratische
Gleichungen also immer in der Normalform.

Eine andere Formulierung für die Suche nach den Lösungen einer quadratischen Gleichung
lautet: Gesucht werden die Nullstellen für ein (normiertes) Polynom zweiten Grades:

P (x) = x2 +px+ q

5.2 Reelle Koeffizienten

Beginnen wir mit reellen Zahlen als Koeffizienten, also p,q ∈ R. Mit den bekannten Glei-
chungsumformungen (Subtraktion, quadratische Ergänzung, binomische Formel, Wurzel,
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Quadratische Gleichungen

erneute Subtraktion) erhalten wir die Lösungen der quadratischen Gleichung in Normal-
form:

x2 +px+ q = 0
x2 +px= −q

x2 +px+
(
p

2

)2
=
(
p

2

)2
− q(

x+ p

2

)2
=
(
p

2

)2
− q

x1,2 + p

2
= ±

√
p2

4
− q

x1,2 = −p

2
±

√
p2

4
− q

x1,2 = −p

2
± 1

2

√
p2 −4q

Das ist die bekannte Lösungsformel (genauer: eine der üblichen Schreibweisen) für quadra-
tische Gleichungen; der Term unter der Wurzel wird Diskriminante D genannt. Der Wert
von D entscheidet über Anzahl und Art der Lösungen:

• Diskriminante positiv: In diesem Fall gibt es zwei verschiedene (reelle) Werte für die
Wurzel und folglich zwei verschiedene Lösungen x1,x2.

• Diskriminante gleich Null: In diesem Fall liefert auch die Wurzel den Wert Null,
es gibt also nur eine Lösung −p

2 . Man sagt jedoch aus Gründen der Symmetrie (auch
der späteren Anwendungen wegen), dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln oder eine
Doppelwurzel habe.

• Diskriminante negativ: In diesem Fall gibt es keine reellen Lösungen. Lässt man aber
komplexe Zahlen als Grundmenge für die Lösungen zu, erhält man zwei verschiedene
komplexe Lösungen. Diese sind zueinander konjugiert, das heißt, sie haben den gleichen
Realteil und ihre Imaginärteile unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.

Für die letzte Aussage können wir einfach die Lösungsformel ergänzen:

x1,2 = −p

2
± 1

2

√
p2 −4q

= −p

2
± 1

2

√
(4q−p2) · (−1)

= −p

2
± 1

2

√
4q−p2 · i

5.3 Komplexe Koeffizienten

Betrachtet man die Normalform der quadratischen Gleichung mit p,q ∈ C, also mit kom-
plexen Koeffizienten, kann man die Lösungen in der gleichen Weise mit Gleichungsumfor-
mungen (vor allem der quadratischen Ergänzung) finden: Sämtliche Umformungen benutzen
Rechenregeln, die bei den komplexen Zahlen genauso gelten. Damit gilt die bekannte Lö-
sungsformel auch im Bereich der komplexen Zahlen:
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Komplexe Koeffizienten

x2 +px+ q = 0 mit p,q ∈ C ergibt folgende Lösungen:

x1,2 = −p

2
± 1

2

√
p2 −4q

Im Einzelfall erhält man auf diese Weise die Lösungen. Allerdings bleiben Unklarheiten:

• Es wird meistens die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl (der Diskriminante) be-
nötigt; die Grundrechenarten genügen also nicht.

• Weil sich die komplexen Zahlen nicht anordnen lassen, sind Aussagen wie „Diskriminante
positiv“ nicht möglich.

Im vorigen Kapitel (siehe auch Übung 9) wurde festgestellt, dass es zu einer komplexen Zahl
(ungleich Null) immer zwei Quadratwurzeln gibt, wobei sich Realteile und Imaginärteile nur
durch die Vorzeichen unterscheiden. Daraus ergibt sich, dass eine quadratische Gleichung
mit komplexen Koeffizienten immer zwei komplexe Lösungen hat. Falls die Diskriminante
gleich Null ist, fallen diese Lösungen zusammen.

Beispiel: Gegeben ist die komplexe Gleichung

x2 +(12−4i) ·x+(−13+84i) = 0

Nach der Formel erhält man folgende Lösungen:

x1,2 = −12−4i
2

± 1
2

·
√

(12−4i)2 −4 · (−13+84i)

= −6+2i± 1
2

·
√

4 · (6−2i)2 −4 · (−13+84i)

= −6+2i±
√

36−24i−4+13−84i
= −6+2i±

√
45−108i

= −6+2i±3 ·
√

5−12i

Um hier die Wurzel zu ziehen, müssen wir d= 5−12i (eine Zahl im 4. Quadranten) zunächst
in die Polarform umwandeln und erhalten nach den Umrechnungsregeln:

Betrag: r = 13 (5, 12, 13 sind pythagoreische Zahlen)
Argument: φ= arctan 12

5 ≈ 360◦ −67,38◦ = 292,62◦

Nach Moivre ergeben sich für die erste Quadratwurzel folgende Werte:

Betrag: r1 =
√

13
Argument: φ1 ≈ 146,31◦

sinφ1 ≈ 0,55 sowie cosφ1 ≈ −0,83
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Quadratische Gleichungen

Jetzt können wir die Lösungsformel weiter auswerten:

x1 ≈ −6+2i+3 ·
√

13 · (−0,83+0,55i)
≈ −6+2i−8,97+5,95i
= −14,97+7,95i

x2 ≈ −6+2i−3 ·
√

13 · (−0,83+0,55i)
≈ −6+2i+8,97−5,95i
= +2,97−3,95i

Warum die zweite Quadratwurzel von d nicht benötigt wird, wird als Übung 3 besprochen.

Hinweis: Die wiederholten Näherungswerte führen zu deutlichen Ungenauigkeiten. Die Lö-
sungen sollten eigentlich x1 = −15 + 8i sowie x2 = 3 − 4i lauten, wie im folgenden Ab-
schnitt erwähnt wird.

5.4 Linearfaktoren

Mit den Nullstellen eines Polynoms zweiten Grades (also den Lösungen x1,x2 einer quadra-
tischen Gleichung) kann man es in seine Linearfaktoren x−an zerlegen:

0 = x2 +px+ q = (x−x1) · (x−x2)

Der Beweis erfolgt einfach durch Einsetzen der Lösungsformel (siehe Übung).

Multiplizieren wir außerdem die Klammern in der vorstehenden Beziehung aus:

x2 +px+ q = (x−x1) · (x−x2)
= x2 − (x1 +x2)x+x1x2

Durch Koeffizientenvergleich erhält man die folgenden Beziehungen, die als Satz von Vieta
1 bekannt sind:

x1 +x2 = −p sowie x1 ·x2 = q

Diese Beziehungen haben drei wichtige Anwendungen:

• Im Reellen kann man bei ganzzahligen Koeffizienten unter Umständen durch „scharfes
Hinsehen“ die Lösungen einfach bestimmen.2

• Es können Gleichungssysteme der folgenden Form gelöst werden:

x1 +x2 = −p
x1 ·x2 = q

1 w:François Viète ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7ois%20Vi%C3%A8te} oder Franciscus
Vieta (1540–1603)

2 Ein Beispiel findet sich in diesem Artikel ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische%
20Gleichung%23Satz%20von%20Vieta} .
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Übungen

• Es können quadratische Gleichungen zu vorgegebenen Lösungen konstruiert werden. Auf
diese Weise ist das oben berechnete Beispiel erstellt worden. Die Lösungen x1 = −15 +
8i und x2 = 3−4i liefern folgende Gleichung:

0 = x2 − (−15+8i+3−4i) ·x+(−15+8i) · (3−4i)
= x2 − (−12+4i) ·x+(−45+24i+60i+32)
= x2 +(12−4i) ·x+(−13+84i)

5.5 Übungen

5.5.1 Aufgaben

Übung 1 – Existenz von Lösungen

Bei der Lösungsformel für eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten heißt
es: „Es wird meistens die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl (der Diskriminante)
benötigt.“ Unter welcher Voraussetzung wird eine solche Quadratwurzel nicht benötigt?

Übung 2 – Lösungen berechnen

Bestimme die Lösungen zur folgenden Gleichung:

x2 +(i+1)x+i = 0

Übung 3 – Lösungen und Wurzeln

Beim obigen Beispiel für eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten wird
nur die erste komplexe Quadratwurzel verwendet. Warum wird die zweite Wurzel nicht
benötigt?

Übung 4 – Linearfaktoren

Bestätige die folgende Beziehung für die Lösungen x1,2 einer quadratischen Gleichung:

x2 +px+ q = (x−x1) · (x−x2)

5.5.2 Lösungen

Lösung zu Übung 1 – Existenz von Lösungen

Wenn die Diskriminante gleich Null ist, ist auch die Wurzel gleich Null; beide Lösungen
fallen also zusammen. Wenn die Diskriminante eine reelle Zahl und positiv ist, sind auch
die komplexen Quadratwurzeln reelle Zahlen. In allen anderen Fällen werden komplexe
Quadratwurzeln benötigt.
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Quadratische Gleichungen

Lösung zu Übung 2 – Lösungen berechnen

x1,2 = − i+1
2

±
√

(i+1)2 −4i

= − i+1
2

±
√

(i−1)2 also:

x1 = − i+1
2

+ i−1
2

= −1

x2 = − i+1
2

− i−1
2

= −i

Lösung zu Übung 3 – Lösungen und Wurzeln

Die erste Lösung der Gleichung erhält man, indem die erste Quadratwurzel mit dem posi-
tiven Vorzeichen bei ± verknüpft wird.

Die zweite Lösung der Gleichung erhält man, indem die erste Quadratwurzel mit dem ne-
gativen Vorzeichen bei ± verknüpft wird.

Die zweite Quadratwurzel ergibt sich aus der ersten Quadratwurzel durch Vorzeichenwech-
sel. Die Verknüpfung mit dem positiven Vorzeichen ist also gleichbedeutend mit der zweiten
Lösung; die Verknüpfung mit dem negativen Vorzeichen entspricht der ersten Lösung.

Lösung zu Übung 4 – Linearfaktoren

Der Beweis erfolgt, indem (wie angegeben) für x1,x2 die Lösungsformel eingesetzt wird:

(x−x1) · (x−x2) =
(
x− (−p

2
+ 1

2

√
p2 −4q)

)
·
(
x− (−p

2 − 1
2

√
p2 −4q)

)
=
(
x+ p

2
− 1

2

√
p2 −4q

)
·
(
x+ p

2
+ 1

2

√
p2 −4q

)
=
(
x+ p

2

)
− 1

4
·
(
p2 −4q

)
= x2 +px+ p2

4
− p2

4
+ q = x2 +px+ q

5.6 Hinweis
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6 Kubische Gleichungen

Kubische Gleichungen (Gleichungen 3. Grades) können zunächst reduziert werden zu einer
speziellen Variante, der Normalform. Lösungen dieser Normalform werden mit den car-
danischen Formeln bestimmt. Damit werden alle Nullstellen eines gegebenen kubischen
Polynoms berechnet.

6.1 Einführung

Die Formeln wurden, zusammen mit Lösungsformeln für quartische Gleichungen (Gleichun-
gen 4. Grades), erstmals 1545 von dem Mathematiker Gerolamo Cardano1 in seinem Buch
Ars magna veröffentlicht. Entdeckt wurde die Lösungsformel für die reduzierten kubischen
Gleichungen von Niccolò Tartaglia2 laut Cardano sogar noch früher durch Scipione del Fer-
ro.3 Von Cardano selbst stammt die Methode zur Reduzierung der allgemeinen Gleichung
dritten Grades auf diesen Spezialfall.

Die cardanischen Formeln waren eine wichtige Motivation für die Einführung der komplexen
Zahlen, da man im Fall des casus irreducibilis (lat. für „nicht zurückführbarer Fall“) durch
das Ziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl zu reellen Lösungen gelangen kann.
Diesen Fall zu lösen schaffte erst François Viète (Vieta) um 1600 mittels der Trigonometrie.

Die cardanischen Formeln besitzen heute für eine rein numerische , d. h. angenäherte Lö-
sung kubischer Gleichungen kaum noch eine praktische Bedeutung, da sich die Lösungen
näherungsweise bequemer durch das Newton-Verfahren mittels elektronischer Rechner be-
stimmen lassen. Sie sind dagegen für eine exakte Berechnung der Lösungen in Radikalen
von erheblicher Bedeutung.

6.2 Reduzierung der allgemeinen Gleichung

Die allgemeine Gleichung dritten Grades lautet:

Ax3 +Bx2 +Cx+D = 0 mit A,B,C,D ∈ R und A ̸= 0

Sie kann durch Division durch A zunächst in die Normalform gebracht werden:

x3 +ax2 + bx+ c= 0 mit a= B

A
b= C

A
c= D

A

1 w:Gerolamo Cardano ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Gerolamo%20Cardano} (1501–1576)
2 w:Niccolò Tartaglia ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Niccol%C3%B2%20Tartaglia} (1499–1557)
3 w:Scipione del Ferro ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Scipione%20del%20Ferro} (1465–1526)
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Kubische Gleichungen

Wie bei den quadratischen Gleichungen behandeln wir auch kubische Gleichungen immer
in dieser Normalform.

Mit Hilfe der Substitution4 x= z− a
3 wird in der Normalform das quadratische Glied besei-

tigt und man erhält die reduzierte Form :(
z− a

3

)3
+a

(
z− a

3

)2
+ b

(
z− a

3

)
+ c= 0

z3 −3z2 a

3
+3z a

2

9
− a3

27
+a

(
z2 −2z a

3
+ a2

9

)
+ b

(
z− a

3

)
+ c= 0

z3 +z2 ·
(

−3 a
3

+a

)
+ z ·

(
3 a

2

9
−2a a

3
+ b

)
+
(

−a3

27
+a

a2

9
− b

a

3
+ c

)
= 0

Das quadratische Glied entfällt; man kann die Gleichung in der reduzierten Form schreiben:

z3 +pz+ q = 0 mit

p= b− a2

3
und q = 2a3

27
− ab

3
+ c

Die reduzierte Form wird mithilfe der Cardanischen Formel aufgelöst; anschließend werden
durch Rücksubstitution x= z− a

3 die Lösungen der ursprünglichen Gleichung bestimmt.

6.2.1 Einfache Sonderfälle

Bei p = 0 erhält man die Lösungen als (komplexe) dritte Wurzeln:

z1,2,3 = 3
√

−q

Bei q = 0 ist z1 = 0 bereits eine Lösung. Die beiden anderen Lösungen erhält man durch
die quadratische Gleichung z2 +p= 0.

6.3 Die Cardanische Formel für die reduzierte Form

Wegen der Sonderfälle kann p ̸= 0 sowie q ̸= 0 vorausgesetzt werden (auch wenn es unten
im Fall A nochmals angesprochen wird).

Im Unterschied zur quadratischen Gleichung ist es bei der kubischen Gleichung erforderlich,
komplexe Zahlen zu betrachten – sogar dann, wenn alle drei Lösungen reell sind.

Beginnen wir mit der Substitution z = u+v:

z3 = u3 +3uv (u+v)+v3

= 3uvz+(u3 +v3)

4 Diese Substitution und auch Umwandlungen für die Cardanische Formel sehen sehr konstruiert und
unmotiviert aus. Eine schöne Erläuterung für solche Beweisschritte gibt es unter „Wenn Bewei-
se vom Himmel fallen“ ˆ{https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe%20f%C3%BCr%20Nicht-Freaks%3A%
20Beweis%23Wenn%20Beweise%20vom%20Himmel%20fallen} .
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Die Cardanische Formel für die reduzierte Form

Durch Koeffizientenvergleich mit der reduzierten Form ergeben sich daraus folgende Bezie-
hungen:

3uv = −p ⇒ uv = −p

3
⇒ u3v3 = −p3

27
(1)

u3 +v3 = −q (2)

Dies wird wie folgt entwickelt:(
u3 +v3

)2
= q2 ∣∣ −4u3v3 mit (1)

u6 +2u3v3 +v6 −4u3v3 = q2 + 4p3

27(
u3 −v3

)2
= 4 q

2

4
+ 4p3

27

u3 −v3 = 2
√
D mit D =

( q
2
)2 +

(
p

3

)3
(3)

Dabei wird D als Diskriminante bezeichnet. Wenn wir nun die Gleichungen (2) und (3)
addieren sowie subtrahieren und durch 2 teilen, erhalten wir:

Summe: u3 = − q
2 +

√
D ⇒ u= 3

√
− q

2 +
√
D

Differenz: v3 = − q
2 −

√
D ⇒ v = 3

√
− q

2 −
√
D

Auf diesem Weg erhalten wir je drei komplexe dritte Wurzeln von u und v, die sich jeweils
um den Faktor e1 unterscheiden, wobei e1 die primitive dritte Einheitswurzel5 ist. Dies
liefert insgesamt neun mögliche Kombinationen (u,v) für die Lösungen z der kubischen
Gleichung. Wegen der Zusatzbedingung u ·v = −p

3 ergeben tatsächlich nur drei dieser Paare
die Lösungen der kubischen Gleichung.

Beispielsweise ist die Kombination (ue1,v) keine Lösung, wie die Probe zeigt:

(ue1 +v)3 +p(ue1 +v)+ q = u3 ·e3
1 +3u2e2

1v+3ue1v
2 +v3 +p(ue1 +v)+ q

= u3 +v3 +(3ue1v+p) · (ue1 +v)+ q wegen (2) und (1)
= −q+(−pe1 +p) ·z+ q

= (−e1 +1)pz ?= 0

Wegen e1 ̸= 1 gilt diese Gleichheit nur für p = 0 oder q = 0 – beides wurde für diesen
Abschnitt ausgeschlossen.

Auf diesem Weg stellt man fest, dass folgende Kombinationen (mit e2 als weiterer Einheits-
wurzel) die drei Lösungen der reduzierten Form liefern:

z1 = u+v

z2 = ue1 +ve2
1 = ue1 +ve2

z3 = ue2
1 +ve1 = ue2 +ve1

5 Siehe das Kapitel Weitere Rechenverfahren ˆ{Kapitel4.3.2 auf Seite 41}.
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Abb. 7 Zusammenhang zwischen Vorzeichen der Diskriminante
und der Anzahl der Nullstellen

Das Lösungsverhalten hängt entscheidend vom Vorzeichen der Diskriminante ab:

• D = 0: Es gibt entweder eine doppelte reelle Lösung und eine einfache reelle Lösung (Fall
C) oder eine dreifache reelle Lösung (Fall A).

• D > 0: Es gibt genau eine reelle Lösung und zwei imaginäre Lösungen (Grafik: Fall B).
• D < 0: Es gibt drei verschiedene reelle Lösungen (Fall D).

Für D > 0 gibt es für den Verlauf des zugehörigen Graphen zwei Möglichkeiten: entweder
Fall B oder streng monoton wachsend (nicht im Bild dargestellt).

6.3.1 Diskriminante gleich Null

Fall A mit p= q = 0 ist bereits durch die einfachen Sonderfälle erledigt. Dabei ist z = 0 die
einzige (dreifache) Lösung, und es gilt:

x1,2,3 = −a

3

Sofern Fall C mit p ̸= 0oderq ̸= 0 nicht als einfacher Sonderfall erledigt ist, wählt man u= v
reell. Nach den obigen Formeln gibt es dann eine einfache reelle und eine doppelte reelle
Lösung für z :

z1 = 2u = 3
√

−4q = 3q
p

z2,3 = −u = 3
√

q
2 = − 3q

2p

Die jeweils letzte Gleichheit ergibt sich aus folgender Umstellung der reduzierten Form der
Gleichung:

z = −z3 − q

p
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Die Cardanische Formel für die reduzierte Form

Daraus folgen die gesuchten Lösungen für x so:

x1 = 3 ·3
27

· 2a3 −9ab+27c
3b−a2 − a

3

= a3 −4ab+9c
3b−a2

x2,3 = − 3 ·3
2 ·27

· 2a3 −9ab+27c
3b−a2 − a

3

= −1
6

· 2a3 −9ab+27c+6ab−2a3

3b−a2

= ab−9c
6b−2a2

6.3.2 Positive Diskriminante

Man wählt für u und v jeweils die reellen Wurzeln. Es gibt genau eine reelle und zwei
konjugiert komplexe Lösungen, die sich nach den obigen Formeln so ergeben:

z1 = u+v

z2,3 = u ·
(

−1
2

+ 1
2

i
√

3
)

+v ·
(

−1
2

− 1
2

i
√

3
)

= −u+v

2
± u−v

2
i
√

3

Somit erhält man als Lösungen der kubischen Gleichung:

x1 = u+v− a

3
x2,3 = −u+v

2
− a

3
± u−v

2
i
√

3

Allerdings ist das Ausziehen der Kubikwurzeln nicht immer einfach. Cardano führt als
Beispiel an: z3 + 6z − 20 = 0. Hierbei wählen wir u = 3

√
10+

√
108 = 1 +

√
3 und v =

3
√

10−
√

108 = 1 −
√

3 reell. Somit ergeben sich z1 = 2 und z2,3 = −1 ± 3i. Für die Tech-
niken zum Ausziehen von verschachtelten Wurzeln sei auf die Fachliteratur verwiesen.

6.3.3 Negative Diskriminante

Man wählt u und v jeweils konjugiert-komplex zueinander, so ergeben sich dann durch
z = u+v = u+u= 2 Re(u) drei verschiedene reelle Lösungen.

Bei der Bestimmung von u müssen jedoch dritte Wurzeln aus echt komplexen Zahlen be-
rechnet werden. Deshalb wird dieser Fall casus irreducibilis genannt. Mithilfe der trigo-
nometrischen Funktionen können die Lösungen jedoch auch reell berechnet werden: Nach
den Additionstheoremen der Trigonometrie gilt für alle α diese Beziehung:

cos3α= cos3α+3 cosα
4

(1)

61



Kubische Gleichungen

Schreibt man die Gleichung in der reduzierten Form mit Hilfe des Ansatzes z = r ·cosφ um,
ergibt sich:

0 = z3 +pz+ q

= r3 · cos3φ+p · r · cosφ+ q mit (1)

= r3 · cos3φ+3cosφ
4

+p · r · cosφ+ q

= r3

4
cos3φ+

(3
4
r2 +p

)
· r · cosφ+ q (2)

=
√

− 4
27
p3 · cos3φ+ q

Dabei wurde r =
√

−4
3 p gewählt, sodass der Klammerausdruck in (2) verschwindet. Es

ergibt sich:

cos3φ= −q

2
·
√

−27
p3

⇐⇒ φ= 1
3

arccos
(

−q

2
·
√

−27
p3

)
+ 2

3
kπ mitk ∈ Z

Einsetzen in z = r ·cosφ liefert mit k= −1,0,1 und cos(φ± 2π
3 ) = −cos(φ∓ π

3 ) zunächst den
Lösungsansatz und daraus folgend die drei Lösungen:

z = −
√

−4
3
p · cos

(
φ∓ kπ

3

)
bzw. einzeln:

z2 = −
√

−4
3
p · cos

(
1
3

arccos
(

−q

2
·
√

−27
p3

)
+ π

3

)

z1 =
√

−4
3
p · cos

(
1
3

arccos
(

−q

2
·
√

−27
p3

))

z3 = −
√

−4
3
p · cos

(
1
3

arccos
(

−q

2
·
√

−27
p3

)
− π

3

)

Die Gleichung x3 +ax2 + bx+ c= 0 hat also die folgenden drei Lösungen:

x2 = −
√

−4
3
p · cos

(
1
3

arccos
(

−q

2
·
√

−27
p3

)
+ π

3

)
− a

3

x1 =
√

−4
3
p · cos

(
1
3

arccos
(

−q

2
·
√

−27
p3

))
− a

3

x3 = −
√

−4
3
p · cos

(
1
3

arccos
(

−q

2
·
√

−27
p3

)
− π

3

)
− a

3
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6.4 Komplexe Koeffizienten

Lässt man für eine kubische Gleichung in Normalform komplexe Koeffizienten zu, so kann
man Real- und Imaginärteil der linken Seite der Gleichung gesondert betrachten und erhält
zwei Gleichungen nur mit reellen Koeffizienten.

Man kann aber auch direkt mit komplexen Koeffizienten arbeiten. Das Vorgehen dafür
entspricht weitgehend dem vorstehenden Abschnitt, es gibt aber nur zwei Fälle:

• D = 0: Dies ist auch im Komplexen das Kriterium für mehrfache Nullstellen. Die oben
für diesen Fall angegebenen Formeln gelten unverändert.

• D ̸= 0: Die oben für den Fall D> 0 angegebenen Formeln gelten analog; die beiden dritten
Wurzeln sind dabei wegen der Zusatzbedingung so zu wählen, dass ihr Produkt −p

3 ergibt.
Das Ausziehen der komplexen dritten Wurzeln auf trigonometrischem Weg führt zu einem
Lösungsweg, der dem für den Fall D< 0, den casus irreducibilis , angegebenen entspricht.
Dabei ist der Winkel 3φ an die komplexen Radikanden − q

2 ±
√
D anzupassen.

6.5 Beispiel

Bestimme die Lösungen der Gleichung x3 +3x2 −5x+7 = 0

Zunächst reduzieren wir mit der Substitution x= z− a
3 die gegebene Gleichung:

0 = (z−1)3 +3 · (z−1)2 −5 · (z−1)+7
= z3 −3z2 +3z−1+3z2 −6z+3−5z+5+7
= z3 −8z+14

Die Diskriminante lautet also:

D =
(14

2

)2
+
(−8

3

)3
= 49− 512

27
≈ 30,037> 0

Wir haben jetzt die Hilfsgrößen u und v zu bestimmen. Dafür ergeben sich diese Werte:

u ≈ 3
√

−7+
√

30,037 ≈ −1,1496
v ≈ 3

√
−7−

√
30,037 ≈ −2,3196 und somit:

u+v ≈ −3,4692
u−v ≈ 1,17

Als reelle Lösung erhalten wir:

z1 ≈ −3,4692 ⇒ x1 = z1 −1 ≈ −4,4692

Nun sind noch die beiden konjugiert-komplexen Wurzeln zu bestimmen:

z2 ≈ 1,7346+1,0132i ⇒ x2 ≈ 0,7346+1,0132i
z3 ≈ 1,7346−1,0132i ⇒ x3 ≈ 0,7346−1,0132i
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6.6 Ausblick

Gleichungen höheren Grades

Heute wissen wir, dass quadratische, kubische und quartische (biquadratische) Gleichun-
gen algebraisch auflösbar sind, d. h. es gibt für sie Lösungsformeln, die nur algebraische
Operationen (Grundrechenarten und Wurzelziehen) enthalten.

Alle Bemühungen, algebraische Gleichungen höheren als vierten Grades algebraisch auf-
zulösen, blieben allerdings ohne Erfolg. Zwischen 1824 und 1826 bewies Abel,6 dass eine
algebraische Gleichung, deren Grad größer als 4 ist, im allgemeinen nicht algebraisch lös-
bar ist; es gibt also für derartige Gleichungen keine Lösungsformeln. (Lediglich für spezielle
Gleichungen gibt es algebraische Lösungen.)

Der Nachweis, dass es keine entsprechenden Formeln für Gleichungen fünften und höheren
Grades geben kann, hat allerdings die Entwicklung der Algebra entscheidend beeinflusst.

Die Tatsache, dass jede algebraische Gleichung n-ten Grades genau n komplexzahlige (oder
auch reelle, nicht notwendig verschiedene) Lösungen besitzt, hat Gauß 1799 in seiner Dok-
torarbeit bewiesen. Damit war allerdings keine Methode angegeben, wie diese Lösungen zu
finden wären.

Satz von Vieta

Wir hatten ihn nur in einer speziellen Variante für quadratische Gleichungen benutzt. Für
kubische Gleichungen in der Normalform liefert er folgende Eigenschaften der Wurzeln:

x1 +x2 +x3 = −a 1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

= −b

c
x1x2x3 = −c

Darüberhinaus stellt der Satz7 Aussagen über Polynome beliebigen Grades zur Verfügung.

Fundamentalsatz der Algebra

Dieser Satz besagt, dass jedes nicht konstante Polynom im Bereich der komplexen Zahlen
mindestens eine Nullstelle besitzt. Der Körper C wird als algebraisch abgeschlossen bezeich-
net. Dagegen sind die reellen Zahlen R nicht algebraisch abgeschlossen; schließlich gibt es
für das Polynom x2 +1 keine reelle Nullstelle.

6.7 Übungen

6.7.1 Aufgaben

Übung 1 – Herleitung der Cardanischen Formel

6 w:Niels Henrik Abel ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Niels%20Henrik%20Abel} (1802–1829)
7 w:Satzgruppe von Vieta ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Satzgruppe%20von%20Vieta}
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Übungen

Bei der Herleitung ging es um neun mögliche Kombinationen (u,v) für die Lösungen z der
kubischen Gleichung in der reduzierten Form. Untersuche, ob die folgenden Kombinationen
Lösungen liefern; dabei soll e1 die primitive dritte Einheitswurzel sein.

(a) ue1 +v e2
1

(b) ue2
1 +v e2

1

Übung 2 – Lösungen bestimmen

Berechne die Wurzeln der reduzierten Gleichung z3 −15z+4 = 0

6.7.2 Lösungen

Lösung zu Übung 1 – Herleitung der Cardanischen Formel

Wir setzen die möglichen Lösungen in die Gleichung ein und machen die Probe. Wiederholt
wird e3

1 = 1 verwendet.

(a) z = ue1 +v e2
1 ist eine mögliche Lösung:

(ue1 +ve2
1)3 +p(ue1 +ve2

1)+ q = u3 ·e3
1 +3u2e2

1ve
2
1 +3ue1v

2e4
1 +v3e6

1 +p(ue1 +ve2
1)+ q

= u3 +v3 +3uve3
1 · (ue1 +ve2

1)+p · (ue1 +ve2
1)+ q wegen (2) und (1)

= −q+(3uv+p) ·z+ q

= (3uv+p)z = 0 wegen (1)

(b) z = ue2
1 +v e2

1 ist keine mögliche Lösung:

(ue2
1 +ve2

1)3 +p(ue2
1 +ve2

1)+ q = u3 ·e6
1 +3u2e4

1ve
2
1 +3ue2

1v
2e4

1 +v3e6
1 +p(ue2

1 +ve2
1)+ q

= u3 +v3 +3uve4
1 · (ue2

1 +ve2
1)+p · (ue2

1 +ve2
1)+ q wegen (2) und (1)

= −q+(3uve1 +p) ·z+ q mit (1)

= (−pe1 +p)z ?= 0

Der Klammerausdruck ist ungleich 0, wie bei der Herleitung festgestellt wurde. Für die
Cardanische Formel hatten wir die Voraussetzungen p ̸= 0, q ̸= 0 gesetzt, also gilt auch
z ̸= 0. Damit erfüllt diese Kombination nicht die Gleichung.

Lösung zu Übung 2 – Lösungen bestimmen

Für diese Gleichung gelten p= −15, q= 4. Daraus ergibt sichD= 4−125 = −121. Wir haben
also den Fall mit negativer Diskriminante. Dafür bestimmen wir zunächst den Winkel φ:

cos(3φ) = −2 ·

√
−
( 3

−15

)3
= −2√

125
≈ 0,1789

3φ≈ 100,3048
φ≈ 33,4349
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Das setzen wir nun in die Lösungsformeln ein:

z = −
√

−4
3 · (−15) · cos

(
φ+ kπ

3

)
mit k = −1,0,+1

z2 = −
√

20 · cos
(
33,4349− π

3
)

= −4,0000
z1 = −

√
20 · cos(33,4349) = +3,7321

z3 = −
√

20 · cos
(
33,4349+ π

3
)

= +0,2679

6.8 Hinweise

6.8.1 Weitere Erläuterungen

• w:Kubische Gleichung8
• w:Cardanische Formeln9

6.8.2 Anmerkungen

8 https://de.wikipedia.org/wiki/Kubische%20Gleichung
9 https://de.wikipedia.org/wiki/Cardanische%20Formeln
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7 Anwendung in der Mathematik

Dieses Kapitel enthält – mit nur kurzen Erläuterungen – Hinweise zu mathematischen An-
wendungen, bei denen die komplexen Zahlen relevant sind. Über Verweise auf Wikipedia-
Artikel sind ausführliche Erklärungen und in der Regel auch Literaturhinweise zu finden.

Die Beispiele beziehen sich auf verschiedene Gebiete der Mathematik und zeigen die uni-
verselle Bedeutung der komplexen Zahlen:

• Analysis
• Topologie
• Zahlentheorie
• Chaosforschung

7.1 Exponentialdarstellung

7.1.1 Euler’sche Formeln

In der reellen Analysis definiert man die sogenannte e-Funktion (= natürliche Exponenti-
alfunktion exp) ex mit −∞< x <+∞ durch die unendliche (Taylor-) Reihe (mit Nutzung
der Fakultät n!):

ex = 1+x+ x2

2
+ x3

3!
+ · · · + xn

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!

Ersetzen wir in der Reihe für ex formal x durch ix, so erhalten wir:

eix = 1+ ix
1!

+ i2x2

2!
+ i3x3

3!
+ · · · = 1+ ix

1!
− x2

2!
− ix3

3!
+ · · ·

Die Zusammenfassung der Realteile und der Imaginärteile liefert dann:

eix = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+i ·

(
x

1!
− x3

3!
+ x5

5!
−·· ·

)

Der Vergleich dieser Formel mit Taylor-Reihen zeigt: Der Realteil ist die Taylor-Reihe für
Cosinus, der Imaginärteil diejenige für Sinus. Wir erhalten damit die 1. Euler’sche For-
mel: 1

1 w:Leonhard Euler ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard%20Euler} (1707–1783)
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eix = cosx+i sinx

In gleicher Weise erhält man die 2. Euler’sche Formel mit ix statt x:

e−ix = cosx− i sinx

Durch Addition bzw. Subtraktion der Euler’schen Formeln erhält man zwei nützliche Be-
ziehungen;

cosx= eix+e−ix

2

sinx= eix−e−ix

2i

Für ez mit z = x+iy ergibt sich die folgende Darstellung:

ez = ex+iy = exeiy = ex(cosy+isiny)

7.1.2 Polarform und Exponentialform

Die Exponentialform einer komplexen Zahl z = a+ ib ergibt sich unmittelbar aus dem
Vergleich der 1. Euler’schen Formel mit der Polarform:

z = r ·eiφ = r · (cosφ+i sinφ)

Die Exponentialform kann also auch als Verkürzung der Polarform angesehen werden. Es
gelten die gleichen Beziehungen wie bei der Definition der Polarform:

r =
√
a2 + b2 φ= arctan b

a
+kπ

7.1.3 Rechenregeln

Einige Rechenregeln für komplexe Zahlen vereinfachen sich bei Verwendung der Exponen-
tialform. Dies ergibt sich aus den Rechenregeln für Potenzen mit e als Basis:

Multiplikation: z1 ·z2 = r1 ·eiφ1 · r2 ·eiφ2

= r1 · r2 ·ei (φ1+φ2)

Division: z1
z2

= r1·eiφ1
r2·eiφ2

= r1
r2

·ei (φ1−φ2)

Potenzen: zn =
(
r ·eiφ)n

= rn ·ei(nφ)

Wurzeln: n
√
z = z

1
n =

(
r ·eiφ) 1

n= n√r·ei
φ
n
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Siehe auch w:Eulersche Formel2 sowie w:Taylorreihe3

7.2 Die Riemann’sche Zahlenkugel

Die komplexen Zahlen lassen sich durch die Punkte einer Ebene (mit einem rechtwinkligen
Koordinatensystem) darstellen, der Gauß-Ebene oder komplexen Zahlenebene. Jeder kom-
plexen Zahl z entspricht genau ein Punkt der Ebene und umgekehrt. Der Abstand eines
Punktes z vom Nullpunkt ist die reelle Zahl |z|.

Das Innere des Kreises um einen Punkt z0 mit dem Radius r wird durch |z−z0|< r bezeich-
net. Demgegenüber meint |z−z0|> r denjenigen Teil der Gauß’schen Ebene, der außerhalb
des Kreises liegt. Das Äußere eines Kreises bezeichnet man auch als eine Umgebung des un-
eigentlichen Punktes z = ∞. (Dabei wird „Umgebung“ als Verallgemeinerung des üblichen
Begriffs verstanden; das ist ein Thema der Topologie4.)

Abb. 8 Auf der riemannschen Zahlenkugel sind die komplexen Zahlen einschließlich
∞ darstellbar.

2 https://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche%20Formel
3 https://de.wikipedia.org/wiki/Taylorreihe
4 https://de.wikibooks.org/wiki/Mathematik%3A%20Topologie
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Abb. 9 Stereographische Rückprojektionen der komplexen Zahlen A und B auf die
Punkte α und β der riemannschen Zahlenkugel.

Wenn man einen solchen Punkt in der Unendlichkeit zur komplexen Ebene hinzunimmt,
erhält man die riemannsche Zahlenkugel Ĉ = C∪{∞}.5

Anschaulich handelt es sich um eine Kugel vom Radius 1, deren Nordpol auf (0,0,1) liegt
(man darf die Kugel beliebig wählen, solange ihr Nordpol (0,0,1) ist). Dem unendlich fernen
Punkt ∞ wird dieser Nordpol U der Kugel zugeordnet und jedem Punkt P der komplexen
Zahlenebene der von U verschiedene Schnittpunkt der Kugeloberfläche mit der Geraden
durch PU (stereografische Projektion).

Siehe auch w:Riemannsche Zahlenkugel6

5 w:Bernhard Riemann ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard%20Riemann} (1826–1866)
6 https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche%20Zahlenkugel
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7.3 Gauß’sche Zahlen

7.3.1 Einführung

Abb. 10 Gauß’sche Zahlen als Gitterpunkte in der komplexen Zahlenebene

Die gaußschen Zahlen 7sind eine Verallgemeinerung der ganzen Zahlen in den komplexen
Zahlen. Eine gaußsche Zahl g ist definiert durch:

g = a+ b i mit a,b ∈ Z

In der gaußschen Zahlenebene entsprechen die gaußschen Zahlen den Punkten mit ganzzah-
ligen Koordinaten. Sie bilden ein zweidimensionales Gitter.

7 Nach w:Carl Friedrich Gauß ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Carl%20Friedrich%20Gau%C3%9F}
(1777–1855); engl. Gaussian integer
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Abb. 11 Primelemente in der komplexen Ebene.

Die gaußschen Zahlen werden mit Z[i] bezeichnet. Sie bilden einen Ring (im Sinne der Alge-
bra) bezüglich Addition und Multiplikation, und zwar mit den Zahlen ±1,±i als Einheiten.

7.3.2 Primelemente

Auf dieser Grundlage lassen sich Primelemente als Verallgemeinerung des Begriffs Prim-
zahl definieren (wir befassen uns bei der Verallgemeinerung nur mit Z[i]):
Definition 15. Primelement der gaußschen Zahlen
Ein Element c ∈ Z[i] heißt Primelement, falls c weder 0 noch eine Einheit ist und für alle
Elemente a,b ∈ Z[i] gilt: Ist c ein Teiler des Produkts ab, so ist c stets ein Teiler von a oder
von b. Für Primelemente gelten u. a. folgende Sätze:

• Ist c ein Primelement und e eine Einheit, so ist ce ebenfalls ein Primelement. – Dies lässt
sich in der Darstellung rechts ablesen: Durch Multiplikation mit den Einheiten entsteht
die Rotationssymmetrie um 90°. Weil mit a+ b i auch b+a i Primelement ist, liegen die
Primelemente zusätzlich symmetrisch zu den Diagonalen.

• Die Eindeutigkeit der Primfaktordarstellung gilt (abgesehen von der Multiplikation mit
Einheiten) auch für die gaußschen Zahlen.

Ein „kleinstes“ Primelement kann nicht angegeben werden, weil die komplexen Zahlen nicht
angeordnet werden können. Wir können aber den Betrag prüfen: Abgesehen von den Einhei-
ten hat jede gaußsche Zahl einen Betrag von mindestens

√
2, nämlich für 1+i. Also hat (nach

den Multiplikationsregeln) jedes Produkt zweier gaußschen Zahlen, die keine Einheiten sind,
einen Betrag von mindestens 2. Die einzige gaußsche Zahl im ersten Quadranten mit einem
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Betrag kleiner als 2 ist gerade 1+i und ist also ein Primelement. Durch Multiplikation mit
den Einheiten erhält man als weitere Primelemente ±1 ± i. Siehe dazu beispielsweise die
folgenden Beziehungen:

1+ i = i · (1− i) = −i · (i−1) = −(−i−1)

7.3.3 Primzahlen und Primelemente

Die Primelemente im Ring der gaußschen Zahlen haben einen engen Bezug zu den gewöhn-
lichen Primzahlen. Die Primzahlen P⊂Z (betrachtet als gaußsche Zahlen, also als komplexe
Zahlen) zerfallen in drei Klassen:

Der doppelte Primfaktor von 2

Die Zahl 2 kann als Produkt der Primelemente 1 + i und 1 − i geschrieben werden, die sich
aber eben nur um eine Einheit unterscheiden (das wird als „verzweigt“ bezeichnet):

2 = −i · (1+ i)2 = (1+i)(1− i)

Diese Primfaktorzerlegung der Zahl 2 im Ring der gaußschen Zahlen ist im Wesentlichen
eindeutig, aber es kann keiner Darstellung der Vorzug gegeben werden, da die komplexen
Zahlen und damit auch die gaußschen Zahlen und deren Einheiten nicht angeordnet werden
können.

Faktoren von Primzahlen der Form 4k + 1

Ist p eine Primzahl, die die Form p= 4k+1 mit k ∈ Z hat, so kann man zeigen, dass sich p
auf im Wesentlichen eindeutige Weise als Summe zweier Quadratzahlen schreiben lässt:

p= a2 + b2 mit gewissen a,b ∈ Z

Dann ist dies die Primfaktorzerlegung von p :

p= (a+ b i)(a− b i)

p selbst ist also kein Primelement im Ring der gaußschen Zahlen, sondern Produkt von zwei
zueinander konjugierten Primelementen (p wird als „zerlegt“ bezeichnet). Beispielsweise ist
5 = (2+ i)(2− i) kein Primelement, aber 2+ i und 2− i sind zwei Primelemente.

Primzahlen der Form 4k + 3

Ist p eine Primzahl der Form 4k+3 mit k ∈ Z, so ist p auch im Ring der gaußschen Zahlen
ein Primelement (p bleibt prim, es wird als „träge“ bezeichnet).
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Folgerungen

In der Zahlentheorie wird gezeigt, dass jedes Primelement von Z[i] genau eine Primzahl
p ∈ P teilt. Dadurch erhält man auch eine Zerlegung der Primelemente von Z[i]:

• den Teiler 1+i der verzweigten Primzahl 2 ∈ Z sowie dessen Produkte mit den Einheiten
• die Teiler a± ib der zerlegten Primzahlen a2 + b2 ∈ P sowie deren Produkte mit den
Einheiten

• die trägen Primzahlen selbst sowie ihre Produkte mit den Einheiten (diese Primzahlen
haben außer sich selbst ja nur Einheiten als Teiler)

Siehe auch w:Gaußsche Zahl8 – w:Primelement9 – Ring10

7.4 Mandelbrot-Menge

Abb. 12 Mandelbrot-Menge (schwarz) mit farbig dargestellter Umgebung. Jedem Pixel
ist eine komplexe Zahl c zugeordnet. Farbig kodiert ist die Anzahl der Iterationen
x= x2 + c, die notwendig ist, einen Betrag von 103 zu überschreiten. Sie wächst von
Farbstreifen zu Farbstreifen um 1.

8 https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsche%20Zahl
9 https://de.wikipedia.org/wiki/Primelement
10 https://de.wikipedia.org/wiki/Ring%20%28Algebra%29
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Anmerkungen

DieMandelbrot-Menge 11 ist eine fraktal erscheinende Menge, die eine bedeutende Rolle
in der Chaosforschung spielt. Die Visualisierung der Menge wird im allgemeinen Sprachge-
brauch oft Apfelmännchen genannt.
Die Mandelbrot-Menge M ist die Menge aller komplexen Zahlen c , für welche die rekursiv
definierte Folge komplexer Zahlen z0,z1,z2 . . . mit dem Bildungsgesetz

zn+1 = z2
n+ c

und dem Anfangsglied
z0 = 0

beschränkt bleibt, das heißt, der Betrag der Folgenglieder wächst nicht über alle Grenzen.
Die grafische Darstellung dieser Menge erfolgt in der komplexen Ebene. Die Punkte der
Menge werden dabei in der Regel schwarz dargestellt und der Rest farbig, wobei die Farbe
eines Punktes den Grad der Divergenz der zugehörigen Folge widerspiegelt.

Das Bildungsgesetz, das der Folge zugrundeliegt, ist die einfachste nichtlineare Gleichung,
anhand der sich der Übergang von Ordnung zu Chaos durch Variation eines Parameters
provozieren lässt.

Die grafische Darstellung der Mandelbrot-Menge und ihrer Strukturen im Randbereich ist
nur mittels Computer durch sogenannte Fraktalgeneratoren möglich. Der Computer ermit-
telt für jeden Bildpunkt, ob die zugehörige Folge divergiert oder nicht. Sobald der Betrag
|zn| eines Folgengliedes den Wert R= 2 überschreitet, divergiert die Folge. Die Zahl der Ite-
rationsschritte N gemäß obiger Rekursionsformel, nach denen das erfolgt, kann als Maß für
den Divergenzgrad herangezogen werden. Über eine zuvor festgelegte Farbtabelle, die jedem
Wert N eine Farbe zuordnet, wird in diesem Fall dem Bildpunkt eine Farbe zugewiesen.

Im Wikipedia-Artikel Mandelbrot-Menge12 finden sich grafische Darstellungen über die Ite-
ration. Eine animierte Darstellung der Entwicklung bietet Wolfgang Beyer13.

Siehe auch w:Fraktal14 – w:Chaosforschung15

7.5 Anmerkungen

11 w:Benoît Mandelbrot ˆ{https://de.wikipedia.org/wiki/Beno%C3%AEt%20Mandelbrot} (1924–2010)
12 https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge
13 http://www.wolfgangbeyer.de/chaos/mandelzoom.htm
14 https://de.wikipedia.org/wiki/Fraktal
15 https://de.wikipedia.org/wiki/Chaosforschung
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8 Anwendung in der klassischen Physik

Dieses Kapitel enthält – mit nur kurzen Erläuterungen – Hinweise zu Anwendungen in
Physik und Technik, bei denen die komplexen Zahlen relevant sind. Über Verweise auf
Wikipedia-Artikel gibt es ausführliche Erklärungen und in der Regel auch Literaturhinweise.

8.1 Beschreibung von Schwingungen

Die Tatsache, dass z(t) = z0ei(ωt+φ0) = zo cos(ωt+φ0) + i sin(ωt+φ0) die komplexwertige
Lösung der Schwingungsgleichung des harmonischen Oszillators z̈(t) = −ω2

0z(t) darstellt,
wird in der (technischen) Physik gern dafür genutzt, Schwingungen mit Hilfe komplexer
Zahlen zu beschreiben:

1. Die Kreisbahn kann man mit rx = Rez(t) und ry = Imz(t) darstellen.
2. In elektromagnetischen Wellen verhalten sich aufgrund der Maxwell-Gleichungen das
normierte elektrische und das magnetische Feld wie z(t).

3. In der Elektrotechnik kann man den Zusammenhang von Schein-, Wirk- und Blind-
leistung leicht darstellen.

Der harmonische Oszillator ist auch deswegen von zentraler Bedeutung in verschiedenen
Bereichen der Physik, weil man damit zumeist auch näherungsweise Schwingungen nicht
harmonischer Oszillatoren mit einer einfachen analytischen Lösung beschreiben kann, sofern
nur die Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage klein genug sind. Bei vielen praktischen
Anwendungen von Schwingungen und Wellen handelt es sich um solche Systeme, die so
betrieben werden, dass der harmonische Oszillator eine brauchbare Näherung ist.

Siehe auch w:Harmonischer Oszillator1 – w:Maxwell-Gleichungen2 – w:Scheinleistung3

8.2 Einfache Schwingungen

Wir können die Position eines Masse-Punktes, der sich auf einer Kreisbahn bewegt, in jedem
Augenblick t durch den „Vektor“ z = z(t) angeben. Ist die Bewegung gleichförmig, so ist die
Winkelgeschwindigkeit ω konstant:

dφ

dt
= ω = konstant

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer%20Oszillator
2 https://de.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Gleichungen
3 https://de.wikipedia.org/wiki/Scheinleistung
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Der in der Zeit t überstrichene Winkel ist dann gegeben durch φ = ωt+φ0, wobei φ0 der
Winkel zur Zeit t= 0 ist. Diese Kreisbewegung wird dann vollständig beschrieben durch:

z(t) = |z| · [cos(ωt+φ0)+ i sin(ωt+φ0)] oder
z(t) = |z| · ei (ωt+φ0)

Die momentane Position ist also das Produkt zweier komplexer Zahlen:

z(t) = z0 · eiωt mitz0 = |z| · eiφ0 und |z0| = |z|

Natürlich gilt außerdem:
eiωt = cos(ωt)+ i sin(ωt)

Man nennt z0 die komplexe Amplitude , sie gibt die Position zur Zeit t= 0 an.

Man kann die Kreisbewegung als Überlagerung der beiden Schwingungen auffassen:

x= |z0| · cos(ωt+φ0)
y = |z0| · cos(ωt+φ0 + δ)
Die resultierende Schwingung ist einfach:
z = x+y i

(Ob man eine Schwingung durch Cosinus oder Sinus darstellt, ist Geschmackssache, denn
mit cos(ωt) = sin(ωt+α) kann man leicht von einer Darstellung zur anderen übergehen.
Wir entscheiden uns für Cosinus, weil dies dem Realteil der zugehörigen komplexen Zahl
entspricht.)

Für δ = π
2 ergibt sich eine rechtszirkulare Bewegung, für δ = 3π

2 erhalten wir den Fall einer
linkszirkularen Bewegung. Um das einzusehen, rechnen wir die Formeln einfach aus.

δ = π/2

Dafür ergibt sich:
z = |z0| ·

[
cos(ωt+φ0)+ i cos(ωt+φ0 + π

2 )
]

wegen cos(α+ π
2 ) = −sinα

= |z0| · [cos(ωt+φ0)− i sin(ωt+φ0)] oder
z = |z0| · e−ωt

Dies ist eine rechtszirkulare Bewegung mit |z0|.

δ = 3π/2

Wegen cos
(
α+ 3π

2

)
= sinα können wir direkt schreiben:

z = |z0| · e+iωt

Dies ist der Fall einer linkszirkularen Bewegung.
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Überlagerung von Schwingungen

Der Vorteil der komplexen Beschreibung von Bewegungsvorgängen zeigt sich vor allem bei
der Überlagerung von Bewegungen (Schwingungen), da man dann die umständlichen Addi-
tionstheoreme umgeht. Wir wollen uns davon jetzt überzeugen.

Um die Rechenvorteile der komplexen Rechnung auszunutzen, schreibt man auch lineare
Schwingungen wie x = a cos(ωt+φ0) in komplexer Form. Dazu ergänzt man sie mit y =
a sin(ωt+φ0) zu einer linkszirkularen Schwingung:

z = x+iy = a · [cos(ωt+φ0)+ i sin(ωt+φ0)] = a · ei(ωt+φ0) oder
z = |z0| · e+iωt mit |z0| = a

Alle Rechnungen werden komplex durchgeführt, die resultierende Schwingung ist der Real-
teil des komplexen Resultats. (Meist überlagert man Schwingungen gleicher Frequenz. Es
ist dann unnötig, stets den Zeitfaktor eiωt hinzuschreiben. Man rechnet demnach meist nur
mit z0.)

Hier ist ein Beispiel :
Für z0 = 7+3i erhält man:

|z0| =
√

49+9 ≈ 7,62

tanφ0 = 3
7

φ0 = arctan
(3

7

)
≈ 23,1◦ ≈ 0,40rad

Die durch z0 = 7+3i dargestellte Schwingung lautet also:

x= 7,62 · cos(ωt+0,40)

Die Phase φ0 muss stets im Bogenmaß angegeben werden, da ωt dimensionslos ist.

Den wirklichen Vorteil der komplexen Rechnung werden wir jetzt sehen, wenn wir zwei
Schwingungen von gleicher Frequenz und gleicher Richtung überlagern. Die beiden Schwin-
gungen lauten:

x1 = a1 cos(ωt+φ1)
x2 = a2 cos(ωt+φ2)

Die Summe x=x1 +x2 werden wir jetzt nicht umständlich mit Hilfe von Additionstheoremen
berechnen. Wir rechnen komplex.

x1 → z1 = z0,1eiωt mit z0,1 = a1eiφ1

x2 → z2 = z0,2eiωt mit z0,2 = a2eiφ2

Die resultierende Schwingung lautet:
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z = z1 +z2 = (a1 eiφ1 +a2 eiφ2) · eiωt := z0eiωt

Hier ist z0 = a1 eiφ1 +a2 eiφ2 , was man auch sofort hätte anschreiben können. Nun gelten:

a1 eiφ1 = a1 cosφ1 +ia1 sinφ1 und
a2 eiφ2 = a2 cosφ2 +ia2 sinφ2

Und das bedeutet:

z0 = (a1 cosφ1 +a2 cosφ2)+ i(a1 sinφ1 +a2 sinφ2) := C+iS

Die Amplitude der resultierenden Schwingung lautet:

|z0| =
√
C2 +S2

Hierin bedeuten (C für cos-Terme, S für sin-Terme):

C = a1 cosφ1 +a2 cosφ2

S = a1 sinφ1 +a2 sinφ2

Die Phase ergibt sich aus tanφ0 = S
C .

Die resultierende Schwingung x= |z0|cos(ωt+φ0) hat dieselbe Richtung und dieselbe Fre-
quenz wie die Ausgangsschwingungen.

Siehe auch w:Schwingung4

8.3 Wechselstromrechnungen

In diesem Buch wird die imaginäre Einheit mit i bezeichnet, weil es sich um ein Buch der
Mathematik handelt. In der Technik werden i und I üblicherweise für die Stromstärke
und ersatzweise j für die imaginäre Einheit verwendet, wie schon bei der Definitiona
erwähnt wurde. In diesem Abschnitt stehen j und J für die Stromstärke.

a Kapitel 2.3.1 auf Seite 9

In der Wechselstromtechnik ist die Verwendung komplexer Größen zur Berechnung von
linearen zeitinvarianten Wechselstromnetzwerken im stationären („eingeschwungenen“) Zu-
stand schon sehr lange von besonderer Bedeutung. Schauen wir uns den Fall der komplexen
Widerstände an.

Eine Wechselspannung hat den reellen Momentanwert

4 https://de.wikipedia.org/wiki/Schwingung
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u= U cos(ωt+φ) U = Scheitelspannung

Um die reellen von den komplexen Größen zu unterscheiden, bezeichnen wir letztere mit
einem Vektorpfeil u⃗ usw. Die komplexe Form der Spannung ist also:

u⃗= U⃗ eiωt mit U⃗ = U eiφ

Ein Wechselstrom hat den reellen Momentanwert

j = J cos(ωt+ψ) J = Scheitelstrom

Der komplexe Momentanwert ist

j⃗ = J⃗ eiωt mit J⃗ = J eiψ

Wegen der Existenz der Phasen φ und ψ ist der Quotient im Allgemeinen zeitabhängig:

u

j
= U · cos(ωt+φ)
J · cos(ωt+ψ)

Das Ohm’sche Gesetz des Gleichstroms gilt also nicht mehr. Nur im Falle von φ= ψ gilt:

r = u

j
= U

J

Ein Widerstand, der auch bei Wechselstrom dem Ohm’schen Gesetz genügt, heißt reeller
Widerstand oder Ohm’scher Widerstand .

Bei Wechselstrom definiert man analog zum Ohm’schen Gesetz des Gleichstroms einen
komplexen Widerstand R⃗, der Impedanz genannt wird. Er ist definiert durch:

R⃗= U⃗

J⃗
= U eiφ

J eiψ = U

J
· ei(φ−ψ) =Rei(φ−ψ)

Der Quotient der Scheitelwerte R= U
J heißt Scheinwiderstand .

Offenbar gilt:

R⃗=Rei(φ−ψ) =R · [cos(φ−ψ)+ i sin(φ−ψ)]

Das fasst man zusammen in der Schreibweise R⃗=RW +iRB, dabei bedeuten:

RW = R cos(φ−ψ) der Wirkwiderstand (Resistanz)
RB = R sin(φ−ψ) der Blindwiderstand (Reaktanz)

Falls die Phasen übereinstimmen, wenn es also keine Phasenverschiebung gibt, gilt RW =
R= r.
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Der Betrag des Wechselstromwiderstandes ist gegeben durch:

R=
√
RW

2 +RB
2

Für den Tangens der Phasenverschiebung ergibt sich:

tan(φ−ψ) = tan(Φ) = RB
RW

In einer idealen Spule eilt die Spannung dem Strom um π
2 voraus, d. h. Φ = π

2 .

Bei einem idealen Kondensator hinkt die Spannung dem Strom um π
2 hinterher, d. h. Φ =

−π
2 .

Bei einer realen Spule wird auch etwas Leistung umgesetzt, daher ist Φ nicht gleich π
2 , es

gilt vielmehr Φ = π
2 − δL. Man nennt δL den Verlustwinkel (er wird gewöhnlich mit einer

speziellen Wechselstrombrücke gemessen).

Beim realen Kondensator gilt Φ = −
(
π
2 − δC

)
.

Siehe auch w:Komplexe Wechselstromrechnung5

8.4 Erzwungene Schwingungen

Die Grundgleichung für Resonanzprobleme in den verschiedensten Bereichen der Physik
können wir von einem einfachen mechanischen Modell ableiten.

Abb. 13 Ein Feder-Masse-System schwingt unter dem
Einfluss einer periodisch erregenden Kraft auf einer
horizontalen Unterlage.

Wir sehen in der Abbildung eine Masse m , die von einer äußeren Kraft F0 cos(ωt) zu
erzwungenen Schwingungen angeregt wird. Ohne die äußere Kraft liegt eine harmonische

5 https://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe%20Wechselstromrechnung
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Schwingung mit Reibung vor. Die Reibungskraft ist proportional zur Geschwindigkeit v= ẋ,
der Proportionalitätsfaktor b heißt Dämpfungskoeffizient. Der Faktor k ist die Federkonstan-
te.

Wendet man das 2. Newton’sche Gesetz auf den Oszillator an, so kann man schreiben:

 (1)
mẍ+kx+ bẋ= F0 cos(ωt)

Für F0 = 0 und b = 0 identifiziert man leicht entsprechend obigen Ausführungen zum har-
monischen Oszillator ω0 =

√
k
m die Eigenfrequenz des Oszillators.

Gesucht ist eine Funktion x(t), die diese Gleichung (1) erfüllt. Der hier anzuwendende
Trick besteht darin, zunächst anstelle von x eine komplexe Funktion z(t) = x(t) + iy(t)
einzuführen. Das bedeutet, wir benutzen eine Hilfsgleichung mit y(t), multiplizieren sie mit
i und addieren sie zur Gleichung (1). Also:

 (2)
mÿ+ky+ bẏ = F0 sin(ωt)

Das führt uns zur folgenden Gleichung für z(t):

 (3)
mz̈+kz+ bż = F0 eiωt

Wir werden also zunächst nicht (1) lösen, sondern (3), was im Allgemeinen leichter ist. Zum
Schluss nehmen wir dann den Realteil der gefundenen Lösung, denn der ist das, was uns
interessiert.

(Wenn die Kraft in der Form F0 = cos(ωt+α) gegeben ist, haben wir auf der rechten Seite
von (3) zu schreiben: F̂0 eiωt, worin die komplexe Amplitude durch F̂0 = F0 eiα gegeben ist.)

Wir nehmen jetzt an, was, wie man zeigen kann, ein vernünftiger Ansatz ist, dass die Lösung
von (3) folgendermaßen aussieht:

 (4)
z = z0 eiωt

Die Ableitungen von (4) lauten:
dz

dt
= iωz0 eiωt

d2z

dt2
= −ω2z0 eiωt

Den Ansatz (4) setzen wir in (3) ein, benutzen dabei die Ableitungen und erhalten:

 (5)
z0 = F0

(k−mω2 +ibω)
= F0

(m(ω02 −ω2)+ ibω)

Den Nenner von z0 können wir wie jede komplexe Größe in Exponentialform ausdrücken:
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 (6)
m(ω2

0 −ω2)+ ibω =
√
m2(ω2

0 −ω2)2 + b2ω2 · eiφ mit

φ= arctan bω

ω2
0 −ω2

Wir erhalten damit die Amplitude

 (7)
A0 = F0√

m2(ω2
0 −ω2)2 + b2ω2

Ohne Reibung wird die Angelegenheit offenbar dramatisch, wenn ω = ω0 – die Amplitude
geht gegen unendlich. Bei realen Systemen bedeutet dies einfach, dass das System zerstört
wird. Bei wenig Reibung gibt es ebenfalls sehr große Auslenkungen, welche das System
zerstören können. Reale Systeme reagieren bei großen Auslenkungen allerdings anders, die
Gleichungen für einen harmonischen Oszillator gelten dann einfach nicht mehr.

Mit dem Resultat für die Amplitude können wir dann schreiben:

 (8)
z0 =A0 e−iφ

Die Gleichung (4) wird zu:

 (9)
z =A0 ei (ωt−φ)

Die Lösung, an der wir interessiert sind, ist der Realteil von (9): (10)

x=A0 cos(ωt−φ)

Um die allgemeine Lösung von Gleichung (1) zu finden, müssen wir zu Gleichung (10) die
allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung

mẍ+kx+ bẋ= 0

hinzufügen. An dieser Lösung ist man im Allgemeinen jedoch nicht interessiert, denn mit ih-
rer Hilfe beschreibt man einen Einschwingvorgang, der meist schnell vorübergeht. Die von
Gleichung (10) dargestellte Schwingung beschreibt den sogenannten stationären Schwin-
gungszustand, d. h. die Schwingung, die übrig bleibt, wenn der Einschwingvorgang abge-
klungen ist.

Siehe auch w:Erzwungene Schwingung6

<!--

6 https://de.wikipedia.org/wiki/Erzwungene%20Schwingung
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10 Anhang

10.1 Weiterführende Informationen

10.1.1 Literatur

• Wladimir Iwanowitsch Smirnow1: Lehrgang der höheren Mathematik, Band 1 , Deutscher
Verlag der Wissenschaften2 Berlin 1969

Speziell zu kubischen Gleichungen und den Cardanischen Formeln
• Jörg Bewersdorff: Algebra für Einsteiger : Von der Gleichungsauflösung zur Galois-
Theorie, Wiesbaden 2004, ISBN 3528131926, Einführung3 (PDF; 319 kB)

• Heinrich Dörrie: Kubische und biquadratische Gleichungen , München 1948
• Ludwig Matthiessen: Grundzüge der antiken und modernen Algebra der litteralen Glei-
chungen , Leipzig 1896, Dokumenten-Server4

• Peter Pesic: Abels Beweis , Springer 2005, ISBN 3-540-22285-5. Die Geschichte rund um
die Lösungsformeln vom Grad 2 bis 4 und der komplette Beweis von Abel.

• K. Strubecker, Einführung in die höhere Mathematik , 1. Band, R. Oldenbourg Verlag
München, 1956

10.1.2 Wikipedia-Artikel

• w:Komplexe Zahl5 ist eine grundlegende Einführung mit vielen weiteren Links.

Bei den einzelnen Kapiteln des Buchs wird auch auf spezielle Artikel verwiesen.

10.1.3 Weitere Links

• Siegfried Petry: Imaginäre und komplexe Zahlen6 – letzte PDF-Version (erstellt am
03.02.2013, abgerufen am 18.02.2014)

• Reseka7: Komplexe Zahlen8 (zuletzt aktualisiert am 20.09.2015, abgerufen am 26.11.2015)
• Joachim Mohr: Kubische Gleichungen9 (zuletzt abgerufen am 25.11.2015)

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Wladimir%20Iwanowitsch%20Smirnow
2 https://de.wikipedia.org/wiki/Deutscher%20Verlag%20der%20Wissenschaften
3 http://www.galois-theorie.de/pdf/galois-theorie-algebra.pdf
4 http://resolver.library.cornell.edu/math/1884519
5 https://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe%20Zahl
6 http://www.si-pe.de/5-imagin%C3%A4re-und-komplexe-zahlen/
7 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer%3AReseka
8 http://www.reseka.de/komplexezahlen/
9 http://kilchb.de/cardano2.html
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• Einführung10 (Video 6:48 Minuten) Einführung in die komplexen Zahlen
• Lernvideo11 (4:30 Stunden) Lernvideo inkl. Beispiele aus der Elektrotechnik

10.2 Lizenzen,

Dieser Text ist sowohl unter GFDL als auch CC BY-SA 3.0 lizenziert. Wenn der Text
unter CC BY-SA 3.0 genutzt wird, kann entsprechend Abschnitt 4b als Autor „Wikibooks“
genannt werden. Hier gibt es weitere Informationen zu den Lizenzbedingungen:

• Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported License12 (englische Original-
version)

• Deutsche Version dieser Lizenz13, dazu ergänzende Hinweise
• GNU Freie Dokumentationslizenz (GFDL)14
• Lizenzbestimmungen15 der GFDL zum Kopieren, Verbreiten und/oder Modifizieren

Hier gibt es weitere Erläuterungen, wie die Inhalte eines Wikibooks verwendet werden kön-
nen:

• Nutzungsbedingungen der Wikimedia Foundation16 (deutsch)
• Zitieren aus Wikibooks17

10.3 Autorenliste

Dieses Buch enthält Teile der folgenden Bücher, Kapitel und Artikel. Alle diese Texte stehen
unter den o. g. Lizenzen CC-BY-SA 3.0 und/oder GFDL. Gemäß den Nutzungsbedingungen
werden hier alle Benutzer von Wikibooks bzw. Wikipedia genannt, die sich bis zum jeweils
genannten Termin als Autorin daran beteiligt haben. Darüberhinaus gab es Bearbeitungen
ohne Anmeldung.

10.3.1 Das Buch Imaginäre und komplexe Zahlen

Dieses Buch wurde wesentlich von Siegfried Petry18 erstellt; auf seiner eigenen Seite19 be-
arbeitet er das Buch weiterhin. Beteiligung bis 18. Feb. 2014:

• Siegfried Petry, Ratman, Nijdam, Mailmarks, Klaus Eifert, Kdkeller, Shogun, CarsracBot,
Daniel B, Eˆ(nix), Reseka, Klartext, Albmont, Boehm

10 http://www.youtube.com/watch?v=SnmF8FowyFM
11 http://www.komplexezahlen.com
12 http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
13 http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.de
14 https://de.wikipedia.org/wiki/GNU-Lizenz%20f%C3%BCr%20freie%20Dokumentation
15 https://de.wikibooks.org/wiki/Lizenzbestimmungen
16 http://wikimediafoundation.org/wiki/Nutzungsbedingungen
17 https://de.wikibooks.org/wiki/Hilfe%3AZitieren%23Zitieren_aus_Wikibooks
18 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer%3ASiegfried%20Petry
19 http://www.si-pe.de/
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Autorenliste

10.3.2 Das Buch Komplexe Zahlen

Das ursprüngliche Buch wurde in der Vergangenheit (bis zum 18. Feb. 2014) von den fol-
genden Nutzern bearbeitet:

• Reseka, Franzjosefmehr, Daniel B, Boehm, Nijdam, H2m, Shogun, Hardy42, Thot, The-
Packer, Wile, Franzjosef, Albmont, Dirk Huenniger, Juetho, FloBl, Jobu0101, CarsracBot,
Klaus Eifert, Berni,

10.3.3 Wikipedia-Artikel

Der Artikel Cardanische Formeln20 ist die Grundlage für das Kapitel Kubische Glei-
chungen21. Beteiligung bis 3. Okt. 2015:

• Koethnig, Aka, Zwobot, Mw, Boehm, RokerHRO, Wendrock, P. Birken, Matthy, Ralf
Pfeifer, ChristophDemmer, Fairway, Taxiarchos228, Thire, RBRiddick, LutzL, FlaBot,
RedBot, Gunther, Tromboman, Nomadhunter, Seifried, Amtiss, JFKCom, RobotQuist-
nix, Tsca.bot, YurikBot, Andys, Skraemer, ThePeritus, Invisigoth67, Brf, Thijs!bot, Jay-
bear, JAnDbot, .anacondabot, Frankee 67, Cspan64, KleinKlio, DodekBot, M.Hammer-
Kruse, Digamma, Taner16, VolkovBot, AlnoktaBOT, Ceddyfresse, Newone, Aibot, Clau-
de J, Kmhkmh, Kenji, SieBot, Crazy1880, Singsangsung, Deprecated, ToePeu.bot, Wikki-
päde, Cobic, Geek1337, Zorrobot, Luckas-bot, UKoch, Feudiable, ArthurBot, Regu-
lair, MastiBot, RibotBOT, Quartl, D’ohBot, Achim1999, Rubblesby, Daniel5Ko, TeesJ,
EmausBot, Nomen4Omen, RegularExpression, WikitanvirBot, HilberTraum, Gamecell,
Frogfol, Uplink Detected, Addbot

Teile der folgenden Artikel wurden in das Kapitel Anwendung in der Mathematik22 über-
nommen.

• Riemannsche Zahlenkugel23 (bis zum 12. Okt. 2015): Tobiasb, Martin-vogel, P. Bir-
ken, ChristophDemmer, Pjacobi, Taxiarchos228, Tullius, Yonatan˜dewiki, YurikBot, Bjo-
ern klipp, UrsZH, Jakob Scholbach, Eskimbot, NEUROtiker, SupaAke, Hardwareonkel,
Heinrich Puschmann, Enlil2, Erazortt, Digamma, Kyle the bot, Moros, Idioma-bot, Alex-
andar.R.˜dewiki, AlleborgoBot, YonaBot, SieBot, Loveless, Chricho, Xario, Emdee, hris-
tophKA˜dewiki, Christian1985, Tolentino, Alexbot, LaaknorBot, Luckas-bot, PrismaNN,
ArthurBot, TobeBot, DixonDBot, Che Netzer, ZéroBot, YFdyh-bot, Addbot

• Gauß’sche Zahl24 (bis zum 3. Okt. 2015): Stefan Birkner, Dwagener, Zwobot, Karl-
Henner, Steffen Schneider, RokerHRO, Perrak, AHZ, ChristophDemmer, Mschlindwein,
Meisenfrei, Jörg Knappen, Georg-Johann, Gunther, Ephraim33, RobotQuistnix, Euku,
Chaddy, Eskimbot, GMH, Thijs!bot, Schojoha, Hanfried.lenz, JAnDbot, Sebbot, Num-
bo3, DodekBot, DorganBot, RudolfSimon, Aibot, YonaBot, EWriter, Loveless, Xario,
Christian1985, MystBot, UKoch, Nobbäät, Dr0nnl, Xqbot, Zenex, RibotBOT, Quartl,

20 https://de.wikipedia.org/wiki/Cardanische%20Formeln
21 Kapitel 5.6 auf Seite 56
22 Kapitel 6.8.2 auf Seite 66
23 https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche%20Zahlenkugel
24 https://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9Fsche%20Zahl
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Anhang

Andreas aus Hamburg in Berlin, Roentgenium111, MorbZ-Bot, Daniel5Ko, EmausBot,
Zéro-Bot, Micdi2, KLBot2, Dexbot, Suhagja

• Mandelbrot-Menge25 (bis zum 3. Okt. 2015): Koyaanis Qatsi˜dewiki, RobertLech-
ner, Schewek, MatthiasKabel, Kku, Zeno Gantner, Gnu1742, Aka, Heizer, Mikue, Ste-
fan Birkner, Gurt, Dishayloo, Fire, Tsor, Ozuma˜dewiki, Raymond, Hthole, Holger I.,
Sbeyer, GDK, Migas, Zwobot, Wolfgangbeyer, Karl-Henner, Boehm, Zumbo, AndreasB,
MichiK, RokerHRO, Arbol01, Mellum, Ulrich Rosemeyer, Svebert, Priwo, HenHei, Geos,
Thuringius, Nina, Akrostychon, Mnh, Hoehue, P. Birken, Gauss, Philipendula, PeeCee,
SH˜dewiki, Rat, NiTenIchiRyu, Michail, Alex Krauss, Conny, Bananeweizen, Christoph-
Demmer, Uwe Gille, DasBee, ¡0-8-15!, LuckyStarr, Carbenium, Pjacobi, Frank Klemm,
Wofl, Xenosophy˜dewiki, Bender235, BWBot, Onsemeliot, Botteler, Taxiarchos228, Ga-
rak76, E7, Dapete, Tom Knox, Stephantom, LutzL, Schwalbe, Timo Müller, Neosam,
Heinte, Kain, Rohieb, Lateiner, Calle Cool, M-J, Martin Rasmussen, Gerbil, Peter S,
KGF, Emes, Achim Raschka, Muffin˜dewiki, Blauwal, Schlurcher, Felix-Reimann, Mat-
ze6587, AF666, Georg-Johann, Dein Freund der Baum, Gunther, Primordial, Dodo von
den Bergen, Grottenolm, FritzG, Normalo, Bingbaum, Heliozentrik, Florian Adler, Vici-
arg, RexNL˜dewiki, AlterVista, HOPflaume, Hanswerner Spring, Mkill, Thomas M., Cho-
bot, BuSchu, Ephraim33, RMeier, Rudolf.l.s, Tomhet˜dewiki, RobotQuistnix, WIKIma-
niac, Androl, Hardy42, WAH, Eskimbot, Three Of Twelve, MAF-Soft, Seestaernli, Phy-
sikinger, Invisigoth67, Mosmas, 08-15, Rosentod, Sargoth, Jojomidi, Hao Xi, Vikipedija,
Erwin85, Erusx, Till.niermann, Spuk968, Thijs!bot, Gfis, YMS, Escarbot, Superzerocool,
VictorAnyakin, .anacondabot, Hans aus Jena, Nolispanmo, Hagman, Frankee 67, Ba-
pho, KMic, Kuebi, Don Magnifico, Zollernalb, Jochim Schiller, Merlissimo, SashatoBot,
Dodek-Bot, Reaper35, VolkovBot, Pito78, Newone, TXiKiBoT, Regi51, .eXotech, Claude
J, Erdbeerquetscher, Boonekamp, JWBE, YonaBot, SieBot, Wolfgang Ihde, Lena Mali-
na, Kibert, Trustable, Micha, Xario, BWesten, Succu, Pittimann, Björn Bornhöft, Chris-
tian1985, Tolentino, DragonBot, LA2-bot, Drahkrub, Ambross07, Steak, Vierge Marie,
Kein Einstein, Dansker, Nerdworld, Wabeki, BOTarate, Darkice-bot, DumZiBoT, Low87,
Sprachpfleger, LinkFA-Bot, AlfonsGeser, Rudi der Regenwurm, Amirobot, Luckas-bot,
SnowIsWhite, Askalan, Bartleby08, Raycluster, Xqbot, Der Messer, TB42, RibotBOT,
Quartl, Medvedev, Amatek, Allion, MorbZ-Bot, Lakewood17654, Timk70, Wikistallion,
Daniel5Ko, TeesJ, Hæggis, Biktora, HRoestTypo, EmausBot, Yedprior, N23.4, Firin Da
Lazor, Fanofimpressionism, Basti Schneider, KLBot2, Eraq, HilberTraum, Ringesherre,
Lukas²³, Dexbot, Asturius, Mystery42, Bahnhofstraße, Natsu Dragoneel, JTCEPB

25 https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge
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11 Autoren

Edits User
2 .gs81
2 Aholtman2
3 Aka3
2 Alexbot4
1 Alturand5
10 Bahnfreund946
1 Bdk7
3 Boehm8
4 Boemmels9
2 Chatter10
2 Christian198511
5 ChristophDemmer12
2 DALIBRI13
4 DJGrandfather14
1 David23x15
1 Dirk Huenniger16
3 Doktorchen17
2 Erkü18
1 Eskimbot19
1 FlügelRad20
5 Frankee 6721

1 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:.gs8&action=edit&redlink=1
2 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Aholtman
3 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Aka
4 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Alexbot
5 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Alturand&action=edit&redlink=1
6 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Bahnfreund94
7 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Bdk
8 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Boehm
9 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Boemmels&action=edit&redlink=1
10 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Chatter
11 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Christian1985
12 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:ChristophDemmer&action=edit&redlink=1
13 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:DALIBRI&action=edit&redlink=1
14 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:DJGrandfather&action=edit&redlink=1
15 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:David23x
16 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Dirk_Huenniger
17 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Doktorchen
18 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Erk%25C3%25BC&action=edit&redlink=1
19 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Eskimbot&action=edit&redlink=1
20 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Fl%25C3%25BCgelRad
21 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Frankee_67
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Autoren

2 Georg-Johann22
1 GünniX23
1 Günther M. Apsel24
1 Jobu010125
1 Jpp26

213 Juetho27
10 KMic28
2 KoniPaka29
1 Krd30
4 Lefschetz31
8 LutzL32
1 Marty1489033
1 Mathemaniker34
1 MorbZ-Bot35
1 Nijdam36
5 Nomen4Omen37
2 Peter Grabs38
3 Petflo200039
3 Quartl40
2 Rat41
1 Reinhard Kraasch42
12 Reseka43
2 Ri st44
1 Rmcharb45
1 Sibelius8446

22 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Georg-Johann&action=edit&redlink=1
23 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:G%25C3%25BCnniX&action=edit&redlink=1
24 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:G%25C3%25BCnther_M._Apsel&action=edit&redlink=1
25 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Jobu0101
26 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Jpp
27 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Juetho
28 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:KMic&action=edit&redlink=1
29 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:KoniPaka&action=edit&redlink=1
30 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Krd
31 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Lefschetz&action=edit&redlink=1
32 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:LutzL&action=edit&redlink=1
33 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Marty14890&action=edit&redlink=1
34 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Mathemaniker&action=edit&redlink=1
35 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:MorbZ-Bot&action=edit&redlink=1
36 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Nijdam
37 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Nomen4Omen&action=edit&redlink=1
38 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Peter_Grabs&action=edit&redlink=1
39 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Petflo2000
40 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Quartl&action=edit&redlink=1
41 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Rat&action=edit&redlink=1
42 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Reinhard_Kraasch
43 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Reseka
44 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Ri_st
45 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Rmcharb&action=edit&redlink=1
46 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Sibelius84&action=edit&redlink=1
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Autorenliste

12 Skraemer47
1 Speck-Made48
1 Srbauer49
7 Stephan Kulla50
6 Thornard51
7 Tommi r52
2 UKoch53
1 VolkovBot54
2 Xario55
2 ZéroBot56

47 https://de.wikibooks.org/w/index.php%3ftitle=Benutzer:Skraemer&action=edit&redlink=1
48 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Speck-Made
49 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Srbauer
50 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Stephan_Kulla
51 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Thornard
52 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Tommi_r
53 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:UKoch
54 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:VolkovBot
55 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Xario
56 https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Z%25C3%25A9roBot
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Abbildungsverzeichnis

• GFDL: Gnu Free Documentation License. http://www.gnu.org/licenses/fdl.html

• cc-by-sa-3.0: Creative Commons Attribution ShareAlike 3.0 License. http://
creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

• cc-by-sa-2.5: Creative Commons Attribution ShareAlike 2.5 License. http://
creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/

• cc-by-sa-2.0: Creative Commons Attribution ShareAlike 2.0 License. http://
creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/

• cc-by-sa-1.0: Creative Commons Attribution ShareAlike 1.0 License. http://
creativecommons.org/licenses/by-sa/1.0/

• cc-by-2.0: Creative Commons Attribution 2.0 License. http://creativecommons.
org/licenses/by/2.0/

• cc-by-2.0: Creative Commons Attribution 2.0 License. http://creativecommons.
org/licenses/by/2.0/deed.en

• cc-by-2.5: Creative Commons Attribution 2.5 License. http://creativecommons.
org/licenses/by/2.5/deed.en

• cc-by-3.0: Creative Commons Attribution 3.0 License. http://creativecommons.
org/licenses/by/3.0/deed.en

• GPL: GNU General Public License. http://www.gnu.org/licenses/gpl-2.0.txt

• LGPL: GNU Lesser General Public License. http://www.gnu.org/licenses/lgpl.
html

• PD: This image is in the public domain.

• ATTR: The copyright holder of this file allows anyone to use it for any purpose,
provided that the copyright holder is properly attributed. Redistribution, derivative
work, commercial use, and all other use is permitted.

• EURO: This is the common (reverse) face of a euro coin. The copyright on the design
of the common face of the euro coins belongs to the European Commission. Authorised
is reproduction in a format without relief (drawings, paintings, films) provided they
are not detrimental to the image of the euro.

• LFK: Lizenz Freie Kunst. http://artlibre.org/licence/lal/de

• CFR: Copyright free use.
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Abbildungsverzeichnis

• EPL: Eclipse Public License. http://www.eclipse.org/org/documents/epl-v10.
php

Copies of the GPL, the LGPL as well as a GFDL are included in chapter Licenses57. Please
note that images in the public domain do not require attribution. You may click on the
image numbers in the following table to open the webpage of the images in your webbrower.

57 Kapitel 12 auf Seite 99
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12 Licenses

12.1 GNU GENERAL PUBLIC LICENSE
Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this
license document, but changing it is not allowed. Preamble

The GNU General Public License is a free, copyleft license for software
and other kinds of works.

The licenses for most software and other practical works are designed
to take away your freedom to share and change the works. By con-
trast, the GNU General Public License is intended to guarantee your
freedom to share and change all versions of a program–to make sure
it remains free software for all its users. We, the Free Software Foun-
dation, use the GNU General Public License for most of our software;
it applies also to any other work released this way by its authors. You
can apply it to your programs, too.

When we speak of free software, we are referring to freedom, not price.
Our General Public Licenses are designed to make sure that you have
the freedom to distribute copies of free software (and charge for them
if you wish), that you receive source code or can get it if you want
it, that you can change the software or use pieces of it in new free
programs, and that you know you can do these things.

To protect your rights, we need to prevent others from denying you
these rights or asking you to surrender the rights. Therefore, you have
certain responsibilities if you distribute copies of the software, or if you
modify it: responsibilities to respect the freedom of others.

For example, if you distribute copies of such a program, whether gratis
or for a fee, you must pass on to the recipients the same freedoms that
you received. You must make sure that they, too, receive or can get
the source code. And you must show them these terms so they know
their rights.

Developers that use the GNU GPL protect your rights with two steps:
(1) assert copyright on the software, and (2) offer you this License
giving you legal permission to copy, distribute and/or modify it.

For the developers’ and authors’ protection, the GPL clearly explains
that there is no warranty for this free software. For both users’ and
authors’ sake, the GPL requires that modified versions be marked as
changed, so that their problems will not be attributed erroneously to
authors of previous versions.

Some devices are designed to deny users access to install or run mo-
dified versions of the software inside them, although the manufacturer
can do so. This is fundamentally incompatible with the aim of protec-
ting users’ freedom to change the software. The systematic pattern of
such abuse occurs in the area of products for individuals to use, which
is precisely where it is most unacceptable. Therefore, we have designed
this version of the GPL to prohibit the practice for those products. If
such problems arise substantially in other domains, we stand ready to
extend this provision to those domains in future versions of the GPL,
as needed to protect the freedom of users.

Finally, every program is threatened constantly by software patents.
States should not allow patents to restrict development and use of soft-
ware on general-purpose computers, but in those that do, we wish to
avoid the special danger that patents applied to a free program could
make it effectively proprietary. To prevent this, the GPL assures that
patents cannot be used to render the program non-free.

The precise terms and conditions for copying, distribution and modi-
fication follow. TERMS AND CONDITIONS 0. Definitions.

“This License” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“Copyright” also means copyright-like laws that apply to other kinds
of works, such as semiconductor masks.

“The Program” refers to any copyrightable work licensed under this Li-
cense. Each licensee is addressed as “you”. “Licensees” and “recipients”
may be individuals or organizations.

To “modify” a work means to copy from or adapt all or part of the work
in a fashion requiring copyright permission, other than the making of
an exact copy. The resulting work is called a “modified version” of the
earlier work or a work “based on” the earlier work.

A “covered work” means either the unmodified Program or a work ba-
sed on the Program.

To “propagate” a work means to do anything with it that, without per-
mission, would make you directly or secondarily liable for infringement
under applicable copyright law, except executing it on a computer or
modifying a private copy. Propagation includes copying, distribution
(with or without modification), making available to the public, and in
some countries other activities as well.

To “convey” a work means any kind of propagation that enables other
parties to make or receive copies. Mere interaction with a user through
a computer network, with no transfer of a copy, is not conveying.

An interactive user interface displays “Appropriate Legal Notices” to
the extent that it includes a convenient and prominently visible feature
that (1) displays an appropriate copyright notice, and (2) tells the user
that there is no warranty for the work (except to the extent that war-
ranties are provided), that licensees may convey the work under this
License, and how to view a copy of this License. If the interface pres-
ents a list of user commands or options, such as a menu, a prominent
item in the list meets this criterion. 1. Source Code.

The “source code” for a work means the preferred form of the work for
making modifications to it. “Object code” means any non-source form
of a work.

A “Standard Interface” means an interface that either is an official
standard defined by a recognized standards body, or, in the case of
interfaces specified for a particular programming language, one that is
widely used among developers working in that language.

The “System Libraries” of an executable work include anything, other
than the work as a whole, that (a) is included in the normal form of
packaging a Major Component, but which is not part of that Major
Component, and (b) serves only to enable use of the work with that
Major Component, or to implement a Standard Interface for which an
implementation is available to the public in source code form. A “Ma-
jor Component”, in this context, means a major essential component
(kernel, window system, and so on) of the specific operating system (if
any) on which the executable work runs, or a compiler used to produce
the work, or an object code interpreter used to run it.

The “Corresponding Source” for a work in object code form means all
the source code needed to generate, install, and (for an executable
work) run the object code and to modify the work, including scripts to
control those activities. However, it does not include the work’s System
Libraries, or general-purpose tools or generally available free programs
which are used unmodified in performing those activities but which are
not part of the work. For example, Corresponding Source includes in-
terface definition files associated with source files for the work, and the
source code for shared libraries and dynamically linked subprograms
that the work is specifically designed to require, such as by intimate
data communication or control flow between those subprograms and
other parts of the work.

The Corresponding Source need not include anything that users can
regenerate automatically from other parts of the Corresponding Sour-
ce.

The Corresponding Source for a work in source code form is that same
work. 2. Basic Permissions.

All rights granted under this License are granted for the term of copy-
right on the Program, and are irrevocable provided the stated conditi-
ons are met. This License explicitly affirms your unlimited permission
to run the unmodified Program. The output from running a covered
work is covered by this License only if the output, given its content,
constitutes a covered work. This License acknowledges your rights of
fair use or other equivalent, as provided by copyright law.

You may make, run and propagate covered works that you do not con-
vey, without conditions so long as your license otherwise remains in
force. You may convey covered works to others for the sole purpose
of having them make modifications exclusively for you, or provide you
with facilities for running those works, provided that you comply with
the terms of this License in conveying all material for which you do not
control copyright. Those thus making or running the covered works for
you must do so exclusively on your behalf, under your direction and
control, on terms that prohibit them from making any copies of your
copyrighted material outside their relationship with you.

Conveying under any other circumstances is permitted solely under
the conditions stated below. Sublicensing is not allowed; section 10
makes it unnecessary. 3. Protecting Users’ Legal Rights From Anti-
Circumvention Law.

No covered work shall be deemed part of an effective technological me-
asure under any applicable law fulfilling obligations under article 11 of
the WIPO copyright treaty adopted on 20 December 1996, or similar
laws prohibiting or restricting circumvention of such measures.

When you convey a covered work, you waive any legal power to forbid
circumvention of technological measures to the extent such circum-
vention is effected by exercising rights under this License with respect
to the covered work, and you disclaim any intention to limit opera-
tion or modification of the work as a means of enforcing, against the
work’s users, your or third parties’ legal rights to forbid circumvention
of technological measures. 4. Conveying Verbatim Copies.

You may convey verbatim copies of the Program’s source code as you
receive it, in any medium, provided that you conspicuously and appro-
priately publish on each copy an appropriate copyright notice; keep in-
tact all notices stating that this License and any non-permissive terms
added in accord with section 7 apply to the code; keep intact all noti-
ces of the absence of any warranty; and give all recipients a copy of
this License along with the Program.

You may charge any price or no price for each copy that you con-
vey, and you may offer support or warranty protection for a fee. 5.
Conveying Modified Source Versions.

You may convey a work based on the Program, or the modifications
to produce it from the Program, in the form of source code under the
terms of section 4, provided that you also meet all of these conditions:

* a) The work must carry prominent notices stating that you modified
it, and giving a relevant date. * b) The work must carry prominent
notices stating that it is released under this License and any conditions
added under section 7. This requirement modifies the requirement in
section 4 to “keep intact all notices”. * c) You must license the entire
work, as a whole, under this License to anyone who comes into pos-
session of a copy. This License will therefore apply, along with any
applicable section 7 additional terms, to the whole of the work, and
all its parts, regardless of how they are packaged. This License gives
no permission to license the work in any other way, but it does not
invalidate such permission if you have separately received it. * d) If
the work has interactive user interfaces, each must display Appropriate
Legal Notices; however, if the Program has interactive interfaces that
do not display Appropriate Legal Notices, your work need not make
them do so.

A compilation of a covered work with other separate and independent
works, which are not by their nature extensions of the covered work,
and which are not combined with it such as to form a larger program,
in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an
“aggregate” if the compilation and its resulting copyright are not used
to limit the access or legal rights of the compilation’s users beyond
what the individual works permit. Inclusion of a covered work in an
aggregate does not cause this License to apply to the other parts of
the aggregate. 6. Conveying Non-Source Forms.

You may convey a covered work in object code form under the terms of
sections 4 and 5, provided that you also convey the machine-readable
Corresponding Source under the terms of this License, in one of these
ways:

* a) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (in-
cluding a physical distribution medium), accompanied by the Corre-
sponding Source fixed on a durable physical medium customarily used
for software interchange. * b) Convey the object code in, or embodied
in, a physical product (including a physical distribution medium), ac-
companied by a written offer, valid for at least three years and valid
for as long as you offer spare parts or customer support for that pro-
duct model, to give anyone who possesses the object code either (1) a
copy of the Corresponding Source for all the software in the product
that is covered by this License, on a durable physical medium custo-
marily used for software interchange, for a price no more than your
reasonable cost of physically performing this conveying of source, or
(2) access to copy the Corresponding Source from a network server
at no charge. * c) Convey individual copies of the object code with a
copy of the written offer to provide the Corresponding Source. This
alternative is allowed only occasionally and noncommercially, and on-
ly if you received the object code with such an offer, in accord with
subsection 6b. * d) Convey the object code by offering access from a
designated place (gratis or for a charge), and offer equivalent access to
the Corresponding Source in the same way through the same place at
no further charge. You need not require recipients to copy the Corre-
sponding Source along with the object code. If the place to copy the

object code is a network server, the Corresponding Source may be on a
different server (operated by you or a third party) that supports equi-
valent copying facilities, provided you maintain clear directions next
to the object code saying where to find the Corresponding Source. Re-
gardless of what server hosts the Corresponding Source, you remain
obligated to ensure that it is available for as long as needed to satis-
fy these requirements. * e) Convey the object code using peer-to-peer
transmission, provided you inform other peers where the object code
and Corresponding Source of the work are being offered to the general
public at no charge under subsection 6d.

A separable portion of the object code, whose source code is exclu-
ded from the Corresponding Source as a System Library, need not be
included in conveying the object code work.

A “User Product” is either (1) a “consumer product”, which means any
tangible personal property which is normally used for personal, family,
or household purposes, or (2) anything designed or sold for incorpora-
tion into a dwelling. In determining whether a product is a consumer
product, doubtful cases shall be resolved in favor of coverage. For a
particular product received by a particular user, “normally used” re-
fers to a typical or common use of that class of product, regardless of
the status of the particular user or of the way in which the particular
user actually uses, or expects or is expected to use, the product. A
product is a consumer product regardless of whether the product has
substantial commercial, industrial or non-consumer uses, unless such
uses represent the only significant mode of use of the product.

“Installation Information” for a User Product means any methods, pro-
cedures, authorization keys, or other information required to install
and execute modified versions of a covered work in that User Product
from a modified version of its Corresponding Source. The information
must suffice to ensure that the continued functioning of the modified
object code is in no case prevented or interfered with solely because
modification has been made.

If you convey an object code work under this section in, or with, or
specifically for use in, a User Product, and the conveying occurs as part
of a transaction in which the right of possession and use of the User
Product is transferred to the recipient in perpetuity or for a fixed term
(regardless of how the transaction is characterized), the Corresponding
Source conveyed under this section must be accompanied by the In-
stallation Information. But this requirement does not apply if neither
you nor any third party retains the ability to install modified object
code on the User Product (for example, the work has been installed in
ROM).

The requirement to provide Installation Information does not include
a requirement to continue to provide support service, warranty, or up-
dates for a work that has been modified or installed by the recipient, or
for the User Product in which it has been modified or installed. Access
to a network may be denied when the modification itself materially
and adversely affects the operation of the network or violates the rules
and protocols for communication across the network.

Corresponding Source conveyed, and Installation Information provi-
ded, in accord with this section must be in a format that is publicly
documented (and with an implementation available to the public in
source code form), and must require no special password or key for
unpacking, reading or copying. 7. Additional Terms.

“Additional permissions” are terms that supplement the terms of this
License by making exceptions from one or more of its conditions. Ad-
ditional permissions that are applicable to the entire Program shall
be treated as though they were included in this License, to the extent
that they are valid under applicable law. If additional permissions ap-
ply only to part of the Program, that part may be used separately
under those permissions, but the entire Program remains governed by
this License without regard to the additional permissions.

When you convey a copy of a covered work, you may at your option
remove any additional permissions from that copy, or from any part
of it. (Additional permissions may be written to require their own re-
moval in certain cases when you modify the work.) You may place
additional permissions on material, added by you to a covered work,
for which you have or can give appropriate copyright permission.

Notwithstanding any other provision of this License, for material you
add to a covered work, you may (if authorized by the copyright holders
of that material) supplement the terms of this License with terms:

* a) Disclaiming warranty or limiting liability differently from the
terms of sections 15 and 16 of this License; or * b) Requiring pre-
servation of specified reasonable legal notices or author attributions in
that material or in the Appropriate Legal Notices displayed by works
containing it; or * c) Prohibiting misrepresentation of the origin of
that material, or requiring that modified versions of such material be
marked in reasonable ways as different from the original version; or *
d) Limiting the use for publicity purposes of names of licensors or aut-
hors of the material; or * e) Declining to grant rights under trademark
law for use of some trade names, trademarks, or service marks; or *
f) Requiring indemnification of licensors and authors of that material
by anyone who conveys the material (or modified versions of it) with
contractual assumptions of liability to the recipient, for any liability
that these contractual assumptions directly impose on those licensors
and authors.

All other non-permissive additional terms are considered “further re-
strictions” within the meaning of section 10. If the Program as you
received it, or any part of it, contains a notice stating that it is gover-
ned by this License along with a term that is a further restriction, you
may remove that term. If a license document contains a further restric-
tion but permits relicensing or conveying under this License, you may
add to a covered work material governed by the terms of that license
document, provided that the further restriction does not survive such
relicensing or conveying.

If you add terms to a covered work in accord with this section, you
must place, in the relevant source files, a statement of the additional
terms that apply to those files, or a notice indicating where to find the
applicable terms.

Additional terms, permissive or non-permissive, may be stated in the
form of a separately written license, or stated as exceptions; the above
requirements apply either way. 8. Termination.

You may not propagate or modify a covered work except as expressly
provided under this License. Any attempt otherwise to propagate or
modify it is void, and will automatically terminate your rights under
this License (including any patent licenses granted under the third
paragraph of section 11).

However, if you cease all violation of this License, then your license
from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, un-
less and until the copyright holder explicitly and finally terminates

your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to no-
tify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days
after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated
permanently if the copyright holder notifies you of the violation by
some reasonable means, this is the first time you have received notice
of violation of this License (for any work) from that copyright holder,
and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the
notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the
licenses of parties who have received copies or rights from you under
this License. If your rights have been terminated and not permanently
reinstated, you do not qualify to receive new licenses for the same ma-
terial under section 10. 9. Acceptance Not Required for Having Copies.

You are not required to accept this License in order to receive or run
a copy of the Program. Ancillary propagation of a covered work oc-
curring solely as a consequence of using peer-to-peer transmission to
receive a copy likewise does not require acceptance. However, nothing
other than this License grants you permission to propagate or modify
any covered work. These actions infringe copyright if you do not accept
this License. Therefore, by modifying or propagating a covered work,
you indicate your acceptance of this License to do so. 10. Automatic
Licensing of Downstream Recipients.

Each time you convey a covered work, the recipient automatically re-
ceives a license from the original licensors, to run, modify and propa-
gate that work, subject to this License. You are not responsible for
enforcing compliance by third parties with this License.

An “entity transaction” is a transaction transferring control of an or-
ganization, or substantially all assets of one, or subdividing an orga-
nization, or merging organizations. If propagation of a covered work
results from an entity transaction, each party to that transaction who
receives a copy of the work also receives whatever licenses to the work
the party’s predecessor in interest had or could give under the previous
paragraph, plus a right to possession of the Corresponding Source of
the work from the predecessor in interest, if the predecessor has it or
can get it with reasonable efforts.

You may not impose any further restrictions on the exercise of the
rights granted or affirmed under this License. For example, you may
not impose a license fee, royalty, or other charge for exercise of rights
granted under this License, and you may not initiate litigation (in-
cluding a cross-claim or counterclaim in a lawsuit) alleging that any
patent claim is infringed by making, using, selling, offering for sale, or
importing the Program or any portion of it. 11. Patents.

A “contributor” is a copyright holder who authorizes use under this
License of the Program or a work on which the Program is based. The
work thus licensed is called the contributor’s “contributor version”.

A contributor’s “essential patent claims” are all patent claims owned
or controlled by the contributor, whether already acquired or hereaf-
ter acquired, that would be infringed by some manner, permitted by
this License, of making, using, or selling its contributor version, but
do not include claims that would be infringed only as a consequence
of further modification of the contributor version. For purposes of this
definition, “control” includes the right to grant patent sublicenses in a
manner consistent with the requirements of this License.

Each contributor grants you a non-exclusive, worldwide, royalty-free
patent license under the contributor’s essential patent claims, to make,
use, sell, offer for sale, import and otherwise run, modify and propagate
the contents of its contributor version.

In the following three paragraphs, a “patent license” is any express
agreement or commitment, however denominated, not to enforce a pa-
tent (such as an express permission to practice a patent or covenant
not to sue for patent infringement). To “grant” such a patent license
to a party means to make such an agreement or commitment not to
enforce a patent against the party.

If you convey a covered work, knowingly relying on a patent license,
and the Corresponding Source of the work is not available for anyone to
copy, free of charge and under the terms of this License, through a pu-
blicly available network server or other readily accessible means, then
you must either (1) cause the Corresponding Source to be so available,
or (2) arrange to deprive yourself of the benefit of the patent license for
this particular work, or (3) arrange, in a manner consistent with the re-
quirements of this License, to extend the patent license to downstream
recipients. “Knowingly relying” means you have actual knowledge that,
but for the patent license, your conveying the covered work in a coun-
try, or your recipient’s use of the covered work in a country, would
infringe one or more identifiable patents in that country that you have
reason to believe are valid.

If, pursuant to or in connection with a single transaction or arrange-
ment, you convey, or propagate by procuring conveyance of, a covered
work, and grant a patent license to some of the parties receiving the
covered work authorizing them to use, propagate, modify or convey a
specific copy of the covered work, then the patent license you grant is
automatically extended to all recipients of the covered work and works
based on it.

A patent license is “discriminatory” if it does not include within the
scope of its coverage, prohibits the exercise of, or is conditioned on the
non-exercise of one or more of the rights that are specifically granted
under this License. You may not convey a covered work if you are a
party to an arrangement with a third party that is in the business
of distributing software, under which you make payment to the third
party based on the extent of your activity of conveying the work, and
under which the third party grants, to any of the parties who would
receive the covered work from you, a discriminatory patent license (a)
in connection with copies of the covered work conveyed by you (or
copies made from those copies), or (b) primarily for and in connection
with specific products or compilations that contain the covered work,
unless you entered into that arrangement, or that patent license was
granted, prior to 28 March 2007.

Nothing in this License shall be construed as excluding or limiting any
implied license or other defenses to infringement that may otherwise
be available to you under applicable patent law. 12. No Surrender of
Others’ Freedom.

If conditions are imposed on you (whether by court order, agreement
or otherwise) that contradict the conditions of this License, they do
not excuse you from the conditions of this License. If you cannot con-
vey a covered work so as to satisfy simultaneously your obligations
under this License and any other pertinent obligations, then as a con-
sequence you may not convey it at all. For example, if you agree to
terms that obligate you to collect a royalty for further conveying from
those to whom you convey the Program, the only way you could satis-
fy both those terms and this License would be to refrain entirely from
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conveying the Program. 13. Use with the GNU Affero General Public
License.

Notwithstanding any other provision of this License, you have permis-
sion to link or combine any covered work with a work licensed under
version 3 of the GNU Affero General Public License into a single com-
bined work, and to convey the resulting work. The terms of this License
will continue to apply to the part which is the covered work, but the
special requirements of the GNU Affero General Public License, sec-
tion 13, concerning interaction through a network will apply to the
combination as such. 14. Revised Versions of this License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versi-
ons of the GNU General Public License from time to time. Such new
versions will be similar in spirit to the present version, but may differ
in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Program
specifies that a certain numbered version of the GNU General Public
License “or any later version” applies to it, you have the option of fol-
lowing the terms and conditions either of that numbered version or
of any later version published by the Free Software Foundation. If the
Program does not specify a version number of the GNU General Pu-
blic License, you may choose any version ever published by the Free
Software Foundation.

If the Program specifies that a proxy can decide which future versions
of the GNU General Public License can be used, that proxy’s public
statement of acceptance of a version permanently authorizes you to
choose that version for the Program.

Later license versions may give you additional or different permissi-
ons. However, no additional obligations are imposed on any author or
copyright holder as a result of your choosing to follow a later version.
15. Disclaimer of Warranty.

THERE IS NO WARRANTY FOR THE PROGRAM, TO THE
EXTENT PERMITTED BY APPLICABLE LAW. EXCEPT WHEN
OTHERWISE STATED IN WRITING THE COPYRIGHT HOL-
DERS AND/OR OTHER PARTIES PROVIDE THE PROGRAM
“AS IS” WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EITHER EX-
PRESSED OR IMPLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO,
THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. THE ENTIRE RISK
AS TO THE QUALITY AND PERFORMANCE OF THE PRO-
GRAM IS WITH YOU. SHOULD THE PROGRAM PROVE DE-
FECTIVE, YOU ASSUME THE COST OF ALL NECESSARY SER-
VICING, REPAIR OR CORRECTION. 16. Limitation of Liability.

IN NO EVENT UNLESS REQUIRED BY APPLICABLE LAW OR
AGREED TO IN WRITING WILL ANY COPYRIGHT HOLDER,
OR ANY OTHER PARTY WHO MODIFIES AND/OR CONVEYS
THE PROGRAM AS PERMITTED ABOVE, BE LIABLE TO YOU
FOR DAMAGES, INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INCI-
DENTAL OR CONSEQUENTIAL DAMAGES ARISING OUT OF
THE USE OR INABILITY TO USE THE PROGRAM (INCLUDING
BUT NOT LIMITED TO LOSS OF DATA OR DATA BEING REN-
DERED INACCURATE OR LOSSES SUSTAINED BY YOU OR
THIRD PARTIES OR A FAILURE OF THE PROGRAM TO OPE-
RATE WITH ANY OTHER PROGRAMS), EVEN IF SUCH HOL-
DER OR OTHER PARTY HAS BEEN ADVISED OF THE POSSI-
BILITY OF SUCH DAMAGES. 17. Interpretation of Sections 15 and
16.

If the disclaimer of warranty and limitation of liability provided above
cannot be given local legal effect according to their terms, reviewing
courts shall apply local law that most closely approximates an absolu-
te waiver of all civil liability in connection with the Program, unless a
warranty or assumption of liability accompanies a copy of the Program
in return for a fee.

END OF TERMS AND CONDITIONS How to Apply These Terms
to Your New Programs

If you develop a new program, and you want it to be of the greatest
possible use to the public, the best way to achieve this is to make it
free software which everyone can redistribute and change under these
terms.

To do so, attach the following notices to the program. It is safest to
attach them to the start of each source file to most effectively state the
exclusion of warranty; and each file should have at least the “copyright”
line and a pointer to where the full notice is found.

<one line to give the program’s name and a brief idea of what it does.>
Copyright (C) <year> <name of author>

This program is free software: you can redistribute it and/or modify it
under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or (at
your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful, but
WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty
of MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PUR-
POSE. See the GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License
along with this program. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Also add information on how to contact you by electronic and paper
mail.

If the program does terminal interaction, make it output a short notice
like this when it starts in an interactive mode:

<program> Copyright (C) <year> <name of author> This program
comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY; for details type ‘show
w’. This is free software, and you are welcome to redistribute it under
certain conditions; type ‘show c’ for details.

The hypothetical commands ‘show w’ and ‘show c’ should show the
appropriate parts of the General Public License. Of course, your pro-
gram’s commands might be different; for a GUI interface, you would
use an “about box”.

You should also get your employer (if you work as a programmer) or
school, if any, to sign a “copyright disclaimer” for the program, if ne-
cessary. For more information on this, and how to apply and follow
the GNU GPL, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

The GNU General Public License does not permit incorporating your
program into proprietary programs. If your program is a subroutine
library, you may consider it more useful to permit linking proprietary
applications with the library. If this is what you want to do, use the
GNU Lesser General Public License instead of this License. But first,
please read <http://www.gnu.org/philosophy/why-not-lgpl.html>.

12.2 GNU Free Documentation License
Version 1.3, 3 November 2008

Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation,
Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this
license document, but changing it is not allowed. 0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other
functional and useful document ”freeïn the sense of freedom: to assu-
re everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with or
without modifying it, either commercially or noncommercially. Secon-
darily, this License preserves for the author and publisher a way to
get credit for their work, while not being considered responsible for
modifications made by others.

This License is a kind of ”copyleft”, which means that derivative works
of the document must themselves be free in the same sense. It com-
plements the GNU General Public License, which is a copyleft license
designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free
software, because free software needs free documentation: a free pro-
gram should come with manuals providing the same freedoms that the
software does. But this License is not limited to software manuals;
it can be used for any textual work, regardless of subject matter or
whether it is published as a printed book. We recommend this Licen-
se principally for works whose purpose is instruction or reference. 1.
APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium,
that contains a notice placed by the copyright holder saying it can
be distributed under the terms of this License. Such a notice grants a
world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work
under the conditions stated herein. The ”Document”, below, refers to
any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and
is addressed as ”you”. You accept the license if you copy, modify or
distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A ”Modified Versionöf the Document means any work containing the
Document or a portion of it, either copied verbatim, or with modifica-
tions and/or translated into another language.

A SSecondary Sectionïs a named appendix or a front-matter section of
the Document that deals exclusively with the relationship of the publis-
hers or authors of the Document to the Document’s overall subject (or
to related matters) and contains nothing that could fall directly within
that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of
mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.)
The relationship could be a matter of historical connection with the
subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical,
ethical or political position regarding them.

The Ïnvariant Sectionsäre certain Secondary Sections whose titles are
designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that
says that the Document is released under this License. If a section
does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to
be designated as Invariant. The Document may contain zero Invari-
ant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections
then there are none.

The ”Cover Textsäre certain short passages of text that are listed, as
Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that
the Document is released under this License. A Front-Cover Text may
be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A ”Transparent”copy of the Document means a machine-readable copy,
represented in a format whose specification is available to the general
public, that is suitable for revising the document straightforwardly
with generic text editors or (for images composed of pixels) generic
paint programs or (for drawings) some widely available drawing edi-
tor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic
translation to a variety of formats suitable for input to text formatters.
A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup,
or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage sub-
sequent modification by readers is not Transparent. An image format
is not Transparent if used for any substantial amount of text. A copy
that is not ”Transparentïs called Öpaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain
ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input for-
mat, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-
conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human mo-
dification. Examples of transparent image formats include PNG, XCF
and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be re-
ad and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for
which the DTD and/or processing tools are not generally available,
and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by
some word processors for output purposes only.

The ”Title Page”means, for a printed book, the title page itself, plus
such following pages as are needed to hold, legibly, the material this
License requires to appear in the title page. For works in formats which
do not have any title page as such, ”Title Page”means the text near the
most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning
of the body of the text.

The ”publisher”means any person or entity that distributes copies of
the Document to the public.

A section Ëntitled XYZ”means a named subunit of the Document who-
se title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses follo-
wing text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands
for a specific section name mentioned below, such as Äcknowledge-
ments”, ”Dedications”, Ëndorsements”, or ”History”.) To ”Preserve the
Titleöf such a section when you modify the Document means that it
remains a section Ëntitled XYZäccording to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice
which states that this License applies to the Document. These War-
ranty Disclaimers are considered to be included by reference in this
License, but only as regards disclaiming warranties: any other impli-
cation that these Warranty Disclaimers may have is void and has no
effect on the meaning of this License. 2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either
commercially or noncommercially, provided that this License, the co-
pyright notices, and the license notice saying this License applies to
the Document are reproduced in all copies, and that you add no other
conditions whatsoever to those of this License. You may not use tech-
nical measures to obstruct or control the reading or further copying of
the copies you make or distribute. However, you may accept compen-
sation in exchange for copies. If you distribute a large enough number
of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and
you may publicly display copies. 3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have
printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the
Document’s license notice requires Cover Texts, you must enclose the
copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts:
Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the
back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as
the publisher of these copies. The front cover must present the full title
with all words of the title equally prominent and visible. You may add
other material on the covers in addition. Copying with changes limited
to the covers, as long as they preserve the title of the Document and
satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other
respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly,
you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the
actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering
more than 100, you must either include a machine-readable Transpa-
rent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque
copy a computer-network location from which the general network-
using public has access to download using public-standard network
protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added
material. If you use the latter option, you must take reasonably pru-
dent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity,
to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the
stated location until at least one year after the last time you distribute
an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that
edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the
Document well before redistributing any large number of copies, to
give them a chance to provide you with an updated version of the
Document. 4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document un-
der the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release
the Modified Version under precisely this License, with the Modified
Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and
modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it.
In addition, you must do these things in the Modified Version:

* A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title dis-
tinct from that of the Document, and from those of previous versions
(which should, if there were any, be listed in the History section of
the Document). You may use the same title as a previous version if
the original publisher of that version gives permission. * B. List on
the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible
for authorship of the modifications in the Modified Version, together
with at least five of the principal authors of the Document (all of its
principal authors, if it has fewer than five), unless they release you
from this requirement. * C. State on the Title page the name of the
publisher of the Modified Version, as the publisher. * D. Preserve all
the copyright notices of the Document. * E. Add an appropriate co-
pyright notice for your modifications adjacent to the other copyright
notices. * F. Include, immediately after the copyright notices, a license
notice giving the public permission to use the Modified Version under
the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.
* G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections
and required Cover Texts given in the Document’s license notice. *
H. Include an unaltered copy of this License. * I. Preserve the section
Entitled ”History”, Preserve its Title, and add to it an item stating
at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified
Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled ”His-
toryïn the Document, create one stating the title, year, authors, and
publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item
describing the Modified Version as stated in the previous sentence. *
J. Preserve the network location, if any, given in the Document for
public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the
network locations given in the Document for previous versions it was
based on. These may be placed in the ”Historyßection. You may omit
a network location for a work that was published at least four years
before the Document itself, or if the original publisher of the version it
refers to gives permission. * K. For any section Entitled Äcknowledge-
mentsör ”Dedications”, Preserve the Title of the section, and preserve
in the section all the substance and tone of each of the contributor

acknowledgements and/or dedications given therein. * L. Preserve all
the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in
their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part
of the section titles. * M. Delete any section Entitled Ëndorsements”.
Such a section may not be included in the Modified Version. * N. Do
not retitle any existing section to be Entitled Ëndorsementsör to con-
flict in title with any Invariant Section. * O. Preserve any Warranty
Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendi-
ces that qualify as Secondary Sections and contain no material copied
from the Document, you may at your option designate some or all of
these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of
Invariant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles
must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled Ëndorsements”, provided it conta-
ins nothing but endorsements of your Modified Version by various
parties—for example, statements of peer review or that the text has
been approved by an organization as the authoritative definition of a
standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text,
and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end
of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage
of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by
(or through arrangements made by) any one entity. If the Document
already includes a cover text for the same cover, previously added by
you or by arrangement made by the same entity you are acting on
behalf of, you may not add another; but you may replace the old one,
on explicit permission from the previous publisher that added the old
one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License
give permission to use their names for publicity for or to assert or imply
endorsement of any Modified Version. 5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under
this License, under the terms defined in section 4 above for modified
versions, provided that you include in the combination all of the In-
variant Sections of all of the original documents, unmodified, and list
them all as Invariant Sections of your combined work in its license
notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and
multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single
copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but
different contents, make the title of each such section unique by ad-
ding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or
publisher of that section if known, or else a unique number. Make the
same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections
in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled ”Historyïn
the various original documents, forming one section Entitled ”Histo-
ry”; likewise combine any sections Entitled Äcknowledgements”, and
any sections Entitled ”Dedications”. You must delete all sections Ent-
itled Ëndorsements”. 6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other docu-
ments released under this License, and replace the individual copies of
this License in the various documents with a single copy that is inclu-
ded in the collection, provided that you follow the rules of this License
for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and dis-
tribute it individually under this License, provided you insert a copy
of this License into the extracted document, and follow this License
in all other respects regarding verbatim copying of that document. 7.
AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate
and independent documents or works, in or on a volume of a storage or
distribution medium, is called an äggregateïf the copyright resulting
from the compilation is not used to limit the legal rights of the com-
pilation’s users beyond what the individual works permit. When the
Document is included in an aggregate, this License does not apply to
the other works in the aggregate which are not themselves derivative
works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies
of the Document, then if the Document is less than one half of the
entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be placed on co-
vers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic
equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise
they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.
8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute
translations of the Document under the terms of section 4. Replacing
Invariant Sections with translations requires special permission from
their copyright holders, but you may include translations of some or
all Invariant Sections in addition to the original versions of these Inva-
riant Sections. You may include a translation of this License, and all
the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers,
provided that you also include the original English version of this Li-
cense and the original versions of those notices and disclaimers. In case
of a disagreement between the translation and the original version of
this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled Äcknowledgements”, ”Dedica-
tions”, or ”History”, the requirement (section 4) to Preserve its Title

(section 1) will typically require changing the actual title. 9. TERMI-
NATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document ex-
cept as expressly provided under this License. Any attempt otherwise
to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and will automati-
cally terminate your rights under this License.

However, if you cease all violation of this License, then your license
from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, un-
less and until the copyright holder explicitly and finally terminates
your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to no-
tify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days
after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated
permanently if the copyright holder notifies you of the violation by
some reasonable means, this is the first time you have received notice
of violation of this License (for any work) from that copyright holder,
and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the
notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the
licenses of parties who have received copies or rights from you under
this License. If your rights have been terminated and not permanently
reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does
not give you any rights to use it. 10. FUTURE REVISIONS OF THIS
LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions
of the GNU Free Documentation License from time to time. Such
new versions will be similar in spirit to the present version, but
may differ in detail to address new problems or concerns. See
http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number.
If the Document specifies that a particular numbered version of this
License ör any later versionäpplies to it, you have the option of fol-
lowing the terms and conditions either of that specified version or of
any later version that has been published (not as a draft) by the Free
Software Foundation. If the Document does not specify a version num-
ber of this License, you may choose any version ever published (not
as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document speci-
fies that a proxy can decide which future versions of this License can
be used, that proxy’s public statement of acceptance of a version per-
manently authorizes you to choose that version for the Document. 11.
RELICENSING

”Massive Multiauthor Collaboration Site”(or ”MMC Site”) means any
World Wide Web server that publishes copyrightable works and also
provides prominent facilities for anybody to edit those works. A public
wiki that anybody can edit is an example of such a server. A ”Massi-
ve Multiauthor Collaboration”(or ”MMC”) contained in the site means
any set of copyrightable works thus published on the MMC site.

”CC-BY-SA”means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0
license published by Creative Commons Corporation, a not-for-profit
corporation with a principal place of business in San Francisco, Cali-
fornia, as well as future copyleft versions of that license published by
that same organization.

Ïncorporate”means to publish or republish a Document, in whole or in
part, as part of another Document.

An MMC is ëligible for relicensingïf it is licensed under this License,
and if all works that were first published under this License somewhere
other than this MMC, and subsequently incorporated in whole or in
part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and
(2) were thus incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in
the site under CC-BY-SA on the same site at any time before August
1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing. ADDENDUM:
How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy
of the License in the document and put the following copyright and
license notices just after the title page:

Copyright (C) YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy,
distribute and/or modify this document under the terms of the GNU
Free Documentation License, Version 1.3 or any later version publis-
hed by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, no
Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license is
included in the section entitled ”GNU Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover
Texts, replace the ”with … Texts.”line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being
LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other
combination of the three, merge those two alternatives to suit the si-
tuation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we re-
commend releasing these examples in parallel under your choice of free
software license, such as the GNU General Public License, to permit
their use in free software.
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GNU Lesser General Public License

12.3 GNU Lesser General Public License
GNU LESSER GENERAL PUBLIC LICENSE

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this
license document, but changing it is not allowed.

This version of the GNU Lesser General Public License incorpora-
tes the terms and conditions of version 3 of the GNU General Public
License, supplemented by the additional permissions listed below. 0.
Additional Definitions.

As used herein, “this License” refers to version 3 of the GNU Lesser
General Public License, and the “GNU GPL” refers to version 3 of the
GNU General Public License.

“The Library” refers to a covered work governed by this License, other
than an Application or a Combined Work as defined below.

An “Application” is any work that makes use of an interface provided
by the Library, but which is not otherwise based on the Library. Defi-
ning a subclass of a class defined by the Library is deemed a mode of
using an interface provided by the Library.

A “Combined Work” is a work produced by combining or linking an
Application with the Library. The particular version of the Library
with which the Combined Work was made is also called the “Linked
Version”.

The “Minimal Corresponding Source” for a Combined Work means the
Corresponding Source for the Combined Work, excluding any source
code for portions of the Combined Work that, considered in isolation,
are based on the Application, and not on the Linked Version.

The “Corresponding Application Code” for a Combined Work means
the object code and/or source code for the Application, including any
data and utility programs needed for reproducing the Combined Work
from the Application, but excluding the System Libraries of the Com-
bined Work. 1. Exception to Section 3 of the GNU GPL.

You may convey a covered work under sections 3 and 4 of this Licen-
se without being bound by section 3 of the GNU GPL. 2. Conveying
Modified Versions.

If you modify a copy of the Library, and, in your modifications, a faci-
lity refers to a function or data to be supplied by an Application that
uses the facility (other than as an argument passed when the facility
is invoked), then you may convey a copy of the modified version:

* a) under this License, provided that you make a good faith effort to
ensure that, in the event an Application does not supply the function
or data, the facility still operates, and performs whatever part of its
purpose remains meaningful, or * b) under the GNU GPL, with none
of the additional permissions of this License applicable to that copy.

3. Object Code Incorporating Material from Library Header Files.

The object code form of an Application may incorporate material from
a header file that is part of the Library. You may convey such object
code under terms of your choice, provided that, if the incorporated ma-
terial is not limited to numerical parameters, data structure layouts
and accessors, or small macros, inline functions and templates (ten or
fewer lines in length), you do both of the following:

* a) Give prominent notice with each copy of the object code that the
Library is used in it and that the Library and its use are covered by
this License. * b) Accompany the object code with a copy of the GNU
GPL and this license document.

4. Combined Works.

You may convey a Combined Work under terms of your choice that, ta-
ken together, effectively do not restrict modification of the portions of
the Library contained in the Combined Work and reverse engineering
for debugging such modifications, if you also do each of the following:

* a) Give prominent notice with each copy of the Combined Work that
the Library is used in it and that the Library and its use are covered
by this License. * b) Accompany the Combined Work with a copy of
the GNU GPL and this license document. * c) For a Combined Work
that displays copyright notices during execution, include the copyright
notice for the Library among these notices, as well as a reference direc-
ting the user to the copies of the GNU GPL and this license document.
* d) Do one of the following: o 0) Convey the Minimal Corresponding
Source under the terms of this License, and the Corresponding Appli-
cation Code in a form suitable for, and under terms that permit, the
user to recombine or relink the Application with a modified version
of the Linked Version to produce a modified Combined Work, in the
manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Cor-
responding Source. o 1) Use a suitable shared library mechanism for
linking with the Library. A suitable mechanism is one that (a) uses
at run time a copy of the Library already present on the user’s com-
puter system, and (b) will operate properly with a modified version
of the Library that is interface-compatible with the Linked Version. *
e) Provide Installation Information, but only if you would otherwise
be required to provide such information under section 6 of the GNU
GPL, and only to the extent that such information is necessary to in-
stall and execute a modified version of the Combined Work produced
by recombining or relinking the Application with a modified version of
the Linked Version. (If you use option 4d0, the Installation Information
must accompany the Minimal Corresponding Source and Correspon-
ding Application Code. If you use option 4d1, you must provide the
Installation Information in the manner specified by section 6 of the
GNU GPL for conveying Corresponding Source.)

5. Combined Libraries.

You may place library facilities that are a work based on the Library
side by side in a single library together with other library facilities that
are not Applications and are not covered by this License, and convey
such a combined library under terms of your choice, if you do both of
the following:

* a) Accompany the combined library with a copy of the same work
based on the Library, uncombined with any other library facilities,
conveyed under the terms of this License. * b) Give prominent notice
with the combined library that part of it is a work based on the Libra-
ry, and explaining where to find the accompanying uncombined form
of the same work.

6. Revised Versions of the GNU Lesser General Public License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versi-
ons of the GNU Lesser General Public License from time to time. Such
new versions will be similar in spirit to the present version, but may
differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Library as
you received it specifies that a certain numbered version of the GNU
Lesser General Public License “or any later version” applies to it, you
have the option of following the terms and conditions either of that pu-
blished version or of any later version published by the Free Software
Foundation. If the Library as you received it does not specify a version
number of the GNU Lesser General Public License, you may choose
any version of the GNU Lesser General Public License ever published
by the Free Software Foundation.

If the Library as you received it specifies that a proxy can decide whe-
ther future versions of the GNU Lesser General Public License shall
apply, that proxy’s public statement of acceptance of any version is
permanent authorization for you to choose that version for the Library.
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\definecolor{khaki}{rgb}{0.941176470588,0.901960784314,0.549019607843}
\definecolor{Lavender}{rgb}{0.901960784314,0.901960784314,0.980392156863}
\definecolor{lavender}{rgb}{0.901960784314,0.901960784314,0.980392156863}
\definecolor{LavenderBlush}{rgb}{1.0,0.941176470588,0.960784313725}
\definecolor{lavenderblush}{rgb}{1.0,0.941176470588,0.960784313725}
\definecolor{LawnGreen}{rgb}{0.486274509804,0.988235294118,0.0}
\definecolor{lawngreen}{rgb}{0.486274509804,0.988235294118,0.0}
\definecolor{LemonChiffon}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.803921568627}
\definecolor{lemonchiffon}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.803921568627}
\definecolor{LightBlue}{rgb}{0.678431372549,0.847058823529,0.901960784314}
\definecolor{lightblue}{rgb}{0.678431372549,0.847058823529,0.901960784314}
\definecolor{LightCoral}{rgb}{0.941176470588,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{lightcoral}{rgb}{0.941176470588,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{LightCyan}{rgb}{0.878431372549,1.0,1.0}
\definecolor{lightcyan}{rgb}{0.878431372549,1.0,1.0}
\definecolor{LightGoldenRodYellow}{rgb}{0.980392156863,0.980392156863,0.823529411765}
\definecolor{lightgoldenrodyellow}{rgb}{0.980392156863,0.980392156863,0.823529411765}
\definecolor{LightGrey}{rgb}{0.827450980392,0.827450980392,0.827450980392}
\definecolor{lightgrey}{rgb}{0.827450980392,0.827450980392,0.827450980392}
\definecolor{LightGreen}{rgb}{0.564705882353,0.933333333333,0.564705882353}
\definecolor{lightgreen}{rgb}{0.564705882353,0.933333333333,0.564705882353}
\definecolor{LightPink}{rgb}{1.0,0.713725490196,0.756862745098}
\definecolor{lightpink}{rgb}{1.0,0.713725490196,0.756862745098}
\definecolor{LightSalmon}{rgb}{1.0,0.627450980392,0.478431372549}
\definecolor{lightsalmon}{rgb}{1.0,0.627450980392,0.478431372549}
\definecolor{LightSeaGreen}{rgb}{0.125490196078,0.698039215686,0.666666666667}
\definecolor{lightseagreen}{rgb}{0.125490196078,0.698039215686,0.666666666667}
\definecolor{LightSkyBlue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.980392156863}
\definecolor{lightskyblue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.980392156863}
\definecolor{LightSlateGray}{rgb}{0.466666666667,0.533333333333,0.6}
\definecolor{lightslategray}{rgb}{0.466666666667,0.533333333333,0.6}
\definecolor{LightSteelBlue}{rgb}{0.690196078431,0.76862745098,0.870588235294}
\definecolor{lightsteelblue}{rgb}{0.690196078431,0.76862745098,0.870588235294}
\definecolor{LightYellow}{rgb}{1.0,1.0,0.878431372549}
\definecolor{lightyellow}{rgb}{1.0,1.0,0.878431372549}
\definecolor{Lime}{rgb}{0.0,1.0,0.0}
\definecolor{lime}{rgb}{0.0,1.0,0.0}
\definecolor{LimeGreen}{rgb}{0.196078431373,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{limegreen}{rgb}{0.196078431373,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{Linen}{rgb}{0.980392156863,0.941176470588,0.901960784314}
\definecolor{linen}{rgb}{0.980392156863,0.941176470588,0.901960784314}
\definecolor{Magenta}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
%\definecolor{magenta}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
\definecolor{Maroon}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.0}
\definecolor{maroon}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.0}
\definecolor{MediumAquaMarine}{rgb}{0.4,0.803921568627,0.666666666667}
\definecolor{mediumaquamarine}{rgb}{0.4,0.803921568627,0.666666666667}
\definecolor{MediumBlue}{rgb}{0.0,0.0,0.803921568627}
\definecolor{mediumblue}{rgb}{0.0,0.0,0.803921568627}
\definecolor{MediumOrchid}{rgb}{0.729411764706,0.333333333333,0.827450980392}
\definecolor{mediumorchid}{rgb}{0.729411764706,0.333333333333,0.827450980392}
\definecolor{MediumPurple}{rgb}{0.576470588235,0.439215686275,0.847058823529}
\definecolor{mediumpurple}{rgb}{0.576470588235,0.439215686275,0.847058823529}
\definecolor{MediumSeaGreen}{rgb}{0.235294117647,0.701960784314,0.443137254902}
\definecolor{mediumseagreen}{rgb}{0.235294117647,0.701960784314,0.443137254902}
\definecolor{MediumSlateBlue}{rgb}{0.482352941176,0.407843137255,0.933333333333}
\definecolor{mediumslateblue}{rgb}{0.482352941176,0.407843137255,0.933333333333}
\definecolor{MediumSpringGreen}{rgb}{0.0,0.980392156863,0.603921568627}
\definecolor{mediumspringgreen}{rgb}{0.0,0.980392156863,0.603921568627}
\definecolor{MediumTurquoise}{rgb}{0.282352941176,0.819607843137,0.8}
\definecolor{mediumturquoise}{rgb}{0.282352941176,0.819607843137,0.8}
\definecolor{MediumVioletRed}{rgb}{0.780392156863,0.0823529411765,0.521568627451}
\definecolor{mediumvioletred}{rgb}{0.780392156863,0.0823529411765,0.521568627451}
\definecolor{MidnightBlue}{rgb}{0.0980392156863,0.0980392156863,0.439215686275}
\definecolor{midnightblue}{rgb}{0.0980392156863,0.0980392156863,0.439215686275}
\definecolor{MintCream}{rgb}{0.960784313725,1.0,0.980392156863}
\definecolor{mintcream}{rgb}{0.960784313725,1.0,0.980392156863}
\definecolor{MistyRose}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.882352941176}
\definecolor{mistyrose}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.882352941176}
\definecolor{Moccasin}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.709803921569}
\definecolor{moccasin}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.709803921569}
\definecolor{NavajoWhite}{rgb}{1.0,0.870588235294,0.678431372549}
\definecolor{navajowhite}{rgb}{1.0,0.870588235294,0.678431372549}
\definecolor{Navy}{rgb}{0.0,0.0,0.501960784314}
\definecolor{navy}{rgb}{0.0,0.0,0.501960784314}
\definecolor{OldLace}{rgb}{0.992156862745,0.960784313725,0.901960784314}
\definecolor{oldlace}{rgb}{0.992156862745,0.960784313725,0.901960784314}
\definecolor{Olive}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.0}
\definecolor{olive}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.0}
\definecolor{OliveDrab}{rgb}{0.419607843137,0.556862745098,0.137254901961}
\definecolor{olivedrab}{rgb}{0.419607843137,0.556862745098,0.137254901961}
\definecolor{Orange}{rgb}{1.0,0.647058823529,0.0}
\definecolor{orange}{rgb}{1.0,0.647058823529,0.0}
\definecolor{OrangeRed}{rgb}{1.0,0.270588235294,0.0}
\definecolor{orangered}{rgb}{1.0,0.270588235294,0.0}
\definecolor{Orchid}{rgb}{0.854901960784,0.439215686275,0.839215686275}
\definecolor{orchid}{rgb}{0.854901960784,0.439215686275,0.839215686275}
\definecolor{PaleGoldenRod}{rgb}{0.933333333333,0.909803921569,0.666666666667}
\definecolor{palegoldenrod}{rgb}{0.933333333333,0.909803921569,0.666666666667}
\definecolor{PaleGreen}{rgb}{0.596078431373,0.98431372549,0.596078431373}
\definecolor{palegreen}{rgb}{0.596078431373,0.98431372549,0.596078431373}
\definecolor{PaleTurquoise}{rgb}{0.686274509804,0.933333333333,0.933333333333}
\definecolor{paleturquoise}{rgb}{0.686274509804,0.933333333333,0.933333333333}
\definecolor{PaleVioletRed}{rgb}{0.847058823529,0.439215686275,0.576470588235}
\definecolor{palevioletred}{rgb}{0.847058823529,0.439215686275,0.576470588235}
\definecolor{PapayaWhip}{rgb}{1.0,0.937254901961,0.835294117647}
\definecolor{papayawhip}{rgb}{1.0,0.937254901961,0.835294117647}
\definecolor{PeachPuff}{rgb}{1.0,0.854901960784,0.725490196078}
\definecolor{peachpuff}{rgb}{1.0,0.854901960784,0.725490196078}
\definecolor{Peru}{rgb}{0.803921568627,0.521568627451,0.247058823529}
\definecolor{peru}{rgb}{0.803921568627,0.521568627451,0.247058823529}
\definecolor{Pink}{rgb}{1.0,0.752941176471,0.796078431373}
\definecolor{pink}{rgb}{1.0,0.752941176471,0.796078431373}
\definecolor{Plum}{rgb}{0.866666666667,0.627450980392,0.866666666667}
\definecolor{plum}{rgb}{0.866666666667,0.627450980392,0.866666666667}
\definecolor{PowderBlue}{rgb}{0.690196078431,0.878431372549,0.901960784314}
\definecolor{powderblue}{rgb}{0.690196078431,0.878431372549,0.901960784314}
\definecolor{Purple}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.501960784314}
\definecolor{purple}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.501960784314}
\definecolor{Red}{rgb}{1.0,0.0,0.0}
%\definecolor{red}{rgb}{1.0,0.0,0.0}
\definecolor{RosyBrown}{rgb}{0.737254901961,0.560784313725,0.560784313725}
\definecolor{rosybrown}{rgb}{0.737254901961,0.560784313725,0.560784313725}
\definecolor{RoyalBlue}{rgb}{0.254901960784,0.411764705882,0.882352941176}
\definecolor{royalblue}{rgb}{0.254901960784,0.411764705882,0.882352941176}
\definecolor{SaddleBrown}{rgb}{0.545098039216,0.270588235294,0.0745098039216}
\definecolor{saddlebrown}{rgb}{0.545098039216,0.270588235294,0.0745098039216}
\definecolor{Salmon}{rgb}{0.980392156863,0.501960784314,0.447058823529}
\definecolor{salmon}{rgb}{0.980392156863,0.501960784314,0.447058823529}
\definecolor{SandyBrown}{rgb}{0.956862745098,0.643137254902,0.376470588235}
\definecolor{sandybrown}{rgb}{0.956862745098,0.643137254902,0.376470588235}
\definecolor{SeaGreen}{rgb}{0.180392156863,0.545098039216,0.341176470588}
\definecolor{seagreen}{rgb}{0.180392156863,0.545098039216,0.341176470588}
\definecolor{SeaShell}{rgb}{1.0,0.960784313725,0.933333333333}
\definecolor{seashell}{rgb}{1.0,0.960784313725,0.933333333333}
\definecolor{Sienna}{rgb}{0.627450980392,0.321568627451,0.176470588235}
\definecolor{sienna}{rgb}{0.627450980392,0.321568627451,0.176470588235}
\definecolor{Silver}{rgb}{0.752941176471,0.752941176471,0.752941176471}
\definecolor{silver}{rgb}{0.752941176471,0.752941176471,0.752941176471}
\definecolor{SkyBlue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.921568627451}
\definecolor{skyblue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.921568627451}
\definecolor{SlateBlue}{rgb}{0.41568627451,0.352941176471,0.803921568627}
\definecolor{slateblue}{rgb}{0.41568627451,0.352941176471,0.803921568627}
\definecolor{SlateGray}{rgb}{0.439215686275,0.501960784314,0.564705882353}
\definecolor{slategray}{rgb}{0.439215686275,0.501960784314,0.564705882353}
\definecolor{Snow}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.980392156863}
\definecolor{snow}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.980392156863}
\definecolor{SpringGreen}{rgb}{0.0,1.0,0.498039215686}
\definecolor{springgreen}{rgb}{0.0,1.0,0.498039215686}
\definecolor{SteelBlue}{rgb}{0.274509803922,0.509803921569,0.705882352941}
\definecolor{steelblue}{rgb}{0.274509803922,0.509803921569,0.705882352941}
\definecolor{Tan}{rgb}{0.823529411765,0.705882352941,0.549019607843}
\definecolor{tan}{rgb}{0.823529411765,0.705882352941,0.549019607843}
\definecolor{Teal}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{teal}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{Thistle}{rgb}{0.847058823529,0.749019607843,0.847058823529}
\definecolor{thistle}{rgb}{0.847058823529,0.749019607843,0.847058823529}
\definecolor{Tomato}{rgb}{1.0,0.388235294118,0.278431372549}
\definecolor{tomato}{rgb}{1.0,0.388235294118,0.278431372549}
\definecolor{Turquoise}{rgb}{0.250980392157,0.878431372549,0.81568627451}
\definecolor{turquoise}{rgb}{0.250980392157,0.878431372549,0.81568627451}
\definecolor{Violet}{rgb}{0.933333333333,0.509803921569,0.933333333333}
\definecolor{violet}{rgb}{0.933333333333,0.509803921569,0.933333333333}
\definecolor{Wheat}{rgb}{0.960784313725,0.870588235294,0.701960784314}
\definecolor{wheat}{rgb}{0.960784313725,0.870588235294,0.701960784314}
\definecolor{White}{rgb}{1.0,1.0,1.0}
%\definecolor{white}{rgb}{1.0,1.0,1.0}
\definecolor{WhiteSmoke}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.960784313725}
\definecolor{whitesmoke}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.960784313725}
\definecolor{Yellow}{rgb}{1.0,1.0,0.0}
%\definecolor{yellow}{rgb}{1.0,1.0,0.0}
\definecolor{YellowGreen}{rgb}{0.603921568627,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{yellowgreen}{rgb}{0.603921568627,0.803921568627,0.196078431373}

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\definecolor{mydarkgreen}{rgb}{0.0,0.5625,0.0} 
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\hyphenation{NASA}
\hyphenation{Unter-schenkel-vorder-innen-seite}
\hyphenation{Unter-schenkel-vorder-au\ss en-seite}
\hyphenation{Auge}
\hyphenation{ohne}
\hyphenation{eine}
\hyphenation{come}
\hyphenation{zero}
\hyphenation{also}
\hyphenation{five}
\hyphenation{many}
\hyphenation{copy}
\hyphenation{year}
\hyphenation{same}
\hyphenation{make}
\hyphenation{time}
\hyphenation{made}
\hyphenation{glei-che}
\hyphenation{Zucker-wasser}
\hyphenation{Makro-phagen-stimulation}
\hyphenation{Revo-lution}
\hyphenation{Reich}
\hyphenation{Gebiet}
\hyphenation{ethnische}
\hyphenation{Sow-jet-uni-on}
\hyphenation{NATO}
\hyphenation{Amts-sprache}
\hyphenation{Amts-sprachen}
\hyphenation{Otto}
\hyphenation{Ab-sorptions-ko-effizient}
\hyphenation{Reich}
\hyphenation{Trier}
\hyphenation{Butter-worth}
\hyphenation{Rausch-unter-dr\"uckung}
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\begin{small}
Auf den folgenden Seiten stehen für alle Bilder die Quellen, Autoren und Lizenzen. Das Verzeichnis wurde erstellt mit Hilfe der \myhref{http://de.wikipedia.org/wiki/MediaWiki}{Wikimedia-Software} und an Layout und Gliederung dieses Buches angepasst.

Zu den Lizenzen gibt es hier weitere Informationen:

\begin{itemize}
\item GNU Free Documentation License (GFDL). Text dieser Lizenz: \newline{}\url{http://www.gnu.org/licenses/old-licenses/gpl-1.0.txt}

\item GNU General Public License Version 2 (GPL). Text dieser Lizenz: \newline{}\url{http://www.gnu.org/licenses/gpl-2.0.txt} 

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 1.0 License (cc-by-sa-1.0). Text dieser Lizenz: \newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/1.0/} 

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 2.0 License (cc-by-sa-2.0). Damit werden auch die Versionen f\"ur andere Sprachen bezeichnet. Text der englischen Version: \newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/}

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 2.5 License (cc-by-sa-2.5). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/}

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 3.0 License (cc-by-sa-3.0). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/}

\item Creative Commons Attribution 2.0 License (cc-by-2.0). Damit werden auch die Versionen f\"ur andere Sprachen bezeichnet. Text der englischen Version:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by/2.0/}

\item Creative Commons Attribution 2.5 License (cc-by-2.5). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by/2.5/deed.en}

\item Creative Commons Attribution 3.0 License (cc-by-3.0). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by/2.5/deed.en}

\item Public Domain (PD): This image is in the public domain. Dieses Bild ist gemeinfrei.

\item ATTR:  The copyright holder of this file allows anyone to use it for any purpose, provided that the copyright holder is properly attributed. Redistribution, derivative work, commercial use, and all other use is permitted. 

\item EURO: This is the common (reverse) face of a euro coin. The copyright on the design of the common face of the euro coins belongs to the European Commission. Authorised is reproduction in a format without relief (drawings, paintings, films) provided they are not detrimental to the image of the euro.
\end{itemize}

Den an weiteren Einzelheiten interessierten Leser verweisen wir auf die Onlineversion dieses Buches und die Beschreibungsseiten der Dateien.

\end{small}
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\chapter{Zu diesem Buch}
\section{Hinweise zu den Lizenzen}
\label{Lizenzhinweise}

Dieses Werk ist entstanden bei \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/Einf\%C3\%BChrung_in_SQL}{Wikibooks}, einer Online-Bibliothek im Internet mit Lehr-, Sach- und Fachbüchern. Jeder kann und darf diese Bücher frei nutzen und bearbeiten. Alle Inhalte stehen unter den Lizenzen „Creative Commons Attribution/Share-Alike“ (CC-BY-SA 3.0) und GNU-Lizenz für freie Dokumentation (GFDL). 

Das Konvertierungsprogramm \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Dirk_Huenniger/wb2pdf}{wb2pdf} steht unter GNU General Public License (GPL).

Das Textsatzprogramm \myhref{http://de.wikipedia.org/wiki/LaTeX} {\LaTeX{}} steht unter der LaTeX Project Public License (LPPL).

Hinweise zur Nutzung und für Zitate sind zu finden unter:
\begin{itemize}
\item Originalversion der Lizenz CC-BY-SA 3.0 \newline \url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0}
\item Deutsche Version der Lizenz mit Ergänzungen \newline{} \url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.de}
\item Originalversion der Lizenz GFDL \newline{} \url{http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html}
\item Originalversion der Lizenz GPL \newline{} \url{http://www.gnu.org/licenses/gpl-3.0.html}
\item Version der LaTeX PPL \newline{} \url{http://www.opensource.org/licenses/lppl}
\item Nutzungsbedingungen der Wikimedia Foundation (deutsch) \newline{} \url{http://wikimediafoundation.org/wiki/Nutzungsbedingungen}
\item Zitieren aus Wikibooks \newline{} \url{http://de.wikibooks.org/wiki/Hilfe:Zitieren#Zitieren_aus_Wikibooks}
\end{itemize}








document/main/main.tex

\RequirePackage{hyphsubst}
\documentclass[fontsize=11pt,paper=A4,BCOR=12mm,DIV=13,open=any,listof=totoc]{scrbook}
\input{../headers/paper}
\input{../headers/packages1}
\input{../headers/babel}
\input{../headers/svg}
\input{../headers/packages2}
\input{../headers/defaultcolors}
\input{../headers/hyphenation}
\input{../headers/commands}
\input{../headers/title}
\input{../headers/options}
\input{../headers/formattings}
\input{../headers/unicodes}
\input{../headers/templates}
\input{../headers/templates-dirk}
\input{../headers/templates-chemie}

\usepackage{lmodern}
\usepackage{xltxtra}
\usepackage{fontspec}

\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}
\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}

\begin{document}
\usetocstyle{standard}
\raggedbottom
\thispagestyle{empty}
\pagestyle{empty}
%\include{coverfrontpage}

%\cleardoublepage
\pagenumbering{Roman}
\maketitle
\pagestyle{scrheadings}

\setcounter{tocdepth}{\mytocdepth}
\tableofcontents 

%\cleardoublepage
\pagenumbering{arabic}

%\include{kap-vorwort}





\label{0}\chapter{Einführung}

\myminitoc
\label{1}

\section{Zu diesem Buch}
\label{2}
Das Buch ist konzipiert als Lehrbuch: Alle Kapitel bauen aufeinander auf; zu jedem Einzelthema gehören Beispiele und Übungen. Die abschließenden Kapitel mit den „Anwendungen“ sind vor allem für die betreffenden Fachgebiete von Bedeutung.

Wer bereits Vorkenntnisse zu den komplexen Zahlen hat, kann das Buch an die eigenen Bedürfnisse anpassen, beispielsweise die Grundlagen nur „überfliegen“ und sich auf Ergänzungen und Vertiefungen beschränken.

Die ersten Kapitel dienen der ausführlichen und vertiefenden Behandlung der komplexen Zahlen. Die „Anwendungen“ beschränken sich auf kurze Vorstellung der Zusatzthemen.
\section{Bekannte Zahlenmengen}
\label{3}
Die Geschichte der Mathematik zeigt, dass neue Probleme nicht nur neue Methoden hervorgebracht haben, sondern auch zu einer Erweiterung des Zahlenbereichs geführt haben.
Zuerst wurde nur mit den natürlichen Zahlen {$\N$} gerechnet. Diese Menge wurde aber schon bald auf die Menge der ganzen Zahlen {$\Z$} erweitert, um auch mit negativen Zahlen zu rechnen und neue Probleme zu lösen. Die weiteren Entwicklungen sind hier tabellarisch dargestellt:
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.15830\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.14558\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.05526\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.52657\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gleichung }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Lösung}&\multicolumn{2}{|>{\RaggedRight}p{0.59947\linewidth}|}{{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zahlenmenge}}\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x+7=2$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x=-5$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\Z$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} positive und negative Zahlen (einschl. Null)\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$7x\,=2$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x\,=\tfrac{2}{7}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\Q$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} rationale Zahlen\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x^2\,=2$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x\,=\pm \sqrt{2}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\R$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} rationale und irrationale Zahlen\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x^2\,=-1$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$?$}&\multicolumn{2}{|>{\RaggedRight}p{0.59947\linewidth}|}{\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$?$}}\\ \hline 
\end{longtable}


In den bisher bekannten Zahlenmengen {$\N, \Z, \Q, \R$} gibt es keine Lösung für die letzte Gleichung: Das Quadrat einer positiven Zahl ist eine positive Zahl, und das Quadrat einer negativen Zahl ergibt ebenfalls eine positive Zahl. Somit lässt sich keine Zahl finden, deren Quadrat eine negative Zahl ist.
\section{Die reellen Zahlen als Grundlage}
\label{4}
Zur Behandlung des Problems gehen wir von den reellen Zahlen aus:

\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Menge der reellen Zahlen} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} besteht aus den rationalen und den irrationalen Zahlen.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Menge der rationalen Zahlen} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} umfasst alle Zahlen, die sich als gemeine Brüche {$\tfrac{m}{n}$} ({$m$} und {$n$} ganzzahlig) darstellen lassen. Dies umfasst die ganzen Zahlen, die endlichen Dezimalbrüche und die unendlichen periodischen Dezimalbrüche.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Menge der irrationalen Zahlen} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} umfasst alle unendlichen nichtperiodischen Dezimalbrüche. Zu den irrationalen Zahlen gehören z.\,B. die Wurzeln aus positiven Zahlen, die keine Quadratzahlen sind, die Eulersche Zahl {$e$}, die Zahl {$\pi$}, fast alle Logarithmen und fast alle Werte der trigonometrischen Funktionen.
\end{myitemize}


Die reellen Zahlen können umkehrbar eindeutig auf die Zahlengerade abgebildet werden, das bedeutet: Jeder reellen Zahl entspricht genau ein Punkt der Zahlengeraden und jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht genau eine reelle Zahl.

Das System der reellen Zahlen kann insofern als vollständig und nicht weiter ergänzbar bezeichnet werden, als jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl zugeordnet ist. Innerhalb der Menge der reellen Zahlen sind alle vier Grundrechenarten unbeschränkt ausführbar (außer Division durch 0), und es gibt eine Kleiner-{}als-{}Relation (die sich mit Addition und Multiplikation gemäß den bekannten Gesetzen verträgt). Die Menge der reellen Zahlen ist daher ein „geordneter Zahlenkörper“.

Andererseits kann man das System der reellen Zahlen auch als unvollständig betrachten, weil es in ihm keine Lösung der obigen rein quadratischen Gleichung gibt. Das wird der Ausgangspunkt für die komplexen Zahlen. 
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In diesem Kapitel werden – ausgehend von der Lösbarkeit quadratischer Gleichungen – die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries komplexen Zahlen} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} eingeführt.
\section{Definitionen}
\label{7}
Betrachten wir nochmals die Einführung der irrationalen Zahlen über die folgende quadratische Gleichung:
\begin{equation*}x^2  =  2\end{equation*}

Zu ihrer Lösung wurde das Wurzelsymbol eingeführt, das wie eine Variable eingesetzt werden kann. Der exakte Wert von {$\sqrt{2}$} ist zwar nicht bekannt, aber wir wissen, dass {$(\sqrt{2})^2$} genau gleich 2 ist.

In ähnlicher Weise führen wir eine Lösung für diese quadratische Gleichung ein:
\begin{equation*}x^2  =  -1\end{equation*}
Wir definieren ein Zeichen, dessen Wert wir zwar nicht kennen, von dem wir aber wissen, dass sein Quadrat gleich –1 ist. Dieses Symbol heißt {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries imaginäre Einheit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbi.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbi.ttf}\bfseries \itshape i}} {\itshape } \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.\myfootnote{In der Elektrotechnik wird der Buchstabe {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} für die elektrische Stromstärke benutzt. Deshalb verwendet man dort ersatzweise den Buchstaben {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape j} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} für die imaginäre Einheit.}

\NFDef{Imaginäre Einheit}{Die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries imaginäre Einheit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbi.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbi.ttf}\bfseries \itshape i}} {\itshape } \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} ist jene Zahl, deren Quadrat gleich –1 ist:$\text{ }$\newline{}

{$\mathrm{i}^2  =  -1$}\,\myfootnote{Der Buchstabe {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird in Formeln teilweise auch {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape kursiv} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} geschrieben. Nach \myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/DIN_1302\%23Komplexe_Zahlen}{DIN 1302} ist es gerade (normal, aufrecht, nicht kursiv) zu schreiben, weil es eine Zahl darstellt und keine Variable. Deshalb verwendet dieses Buch grundsätzlich die nichtkursive Schreibweise; lediglich im fortlaufenden Text wird zwecks Hervorhebung {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} geschrieben.}}

Die imaginäre Einheit soll den Charakter einer Zahl haben. Wir müssen deshalb untersuchen, ob wir brauchbare, widerspruchsfreie Ergebnisse erhalten, wenn wir auf diese „Zahl“ die bekannten Rechengesetze für reelle Zahlen anwenden. Beim Rechnen mit dieser Zahl wird überall ihr Quadrat durch –1 ersetzt.

Zunächst erhalten wir die Lösungen der obigen quadratischen Gleichung:
\begin{equation*}x_{1,2}  =  \pm\,\mathrm{i}\end{equation*}

Fügt man die Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} den reellen Zahlen hinzu, dann entsteht beim Rechnen eine ganze Menge neuer Zahlen, z.\,B.:
\begin{equation*}2\,\mathrm{i}, \quad 3\,\mathrm{i}, \quad -\,\mathrm{i}, \quad 1 +\,\mathrm{i}, \quad 2  + \mathrm{i}, \quad 1 + 2\,\mathrm{i}, \quad - 23 + 78\,\mathrm{i}, \quad 0{,}45 - 0{,}93\,\mathrm{i} \quad \text{usw.}\end{equation*}

Die allgemeine Form dieser Zahlen führt uns zum Begriff der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries komplexen Zahlen} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (in der algebraischen Schreibweise):
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{$z  =  a + b\,\mathrm{i} \quad \text{mit} \quad a, b \in \R$}
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{$\begin{aligned} a  &=  \operatorname{Re}{(z)}  =  \Re(z)\\ b  &=  \operatorname{Im}{(z)}  =  \Im(z) \end{aligned}$}}
Im Falle von {$b = 0$} erhält man die reellen Zahlen. Die Zahlen mit {$a = 0$} heißen {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries imaginäre Zahlen} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, manchmal spricht man auch von {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries rein-{}imaginären Zahlen.} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

Aus praktischen Gründen folgen zwei weitere Begriffe:
\NFDef{Konjugiert-{}komplexe Zahl}{{$\overline{z}  = a-b\,\mathrm{i} $} heißt die zu {$z=a+b\,\mathrm{i}$} {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries konjugiert-{}komplexe Zahl} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.}
Mit konjugiert-{}komplexen Zahlen befassen wir uns im Abschnitt {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Division} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.

\NFDef{Betrag einer komplexen Zahl}{Der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Betrag} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} einer komplexen Zahl ist definiert als Wurzel aus dem Produkt der Zahl mit ihrem Konjugiert-{}Komplexen:

{$\left| z\right|  :=  + \sqrt{z \cdot \bar{z}}$}}
Mit dem Betrag befassen wir uns im Kapitel \mylref{22}{Darstellungsformen}. Im Abschnitt zur {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Division} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} steht, wie der Betrag schnell errechnet werden kann.
\section{Rechenregeln}
\label{8}
Mit diesen Definitionen soll jetzt gezeigt werden, dass die „üblichen“ Rechenregeln der reellen Zahlen widerspruchsfrei auf die komplexen Zahlen übertragen werden können. Weil es sich um eine Erweiterung der reellen Zahlen handelt, müssen jedenfalls für {$b = 0$} alle Regeln der reellen Zahlen – siehe unten im Abschnitt {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Hinweise} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} – unverändert gelten.
\begin{myitemize}
\item{}  Die Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape 0} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} – also {$0 + 0 \cdot \mathrm{i}$} – muss das neutrale Element der Addition sein.
\item{}  Die Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape 1} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} – also {$1 + 0 \cdot \mathrm{i}$} – muss das neutrale Element der Multiplikation sein.
\item{}  Zu jeder Zahl {$a$} – also {$a + 0 \cdot \mathrm{i}$} – gibt es ein inverses Element der Addition.
\item{}  Zu jeder Zahl {$a \ne 0$} – also {$a + 0 \cdot \mathrm{i}$} – gibt es ein inverses Element der Multiplikation.
\item{}  Es gelten die Gesetze für Addition und Multiplikation, also Kommutativgesetze, Assoziativgesetze und Distributivgesetz.
\end{myitemize}


Dabei werden folgende Bezeichnungen verwendet:
\begin{myitemize}
\item{}  {$z_1  =  a_1 + b_1 \cdot\,\mathrm{i}$}
\item{}  {$z_2  =  a_2 + b_2 \cdot\,\mathrm{i}$}
\item{}  {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape 0} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape 1} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} werden wahlweise als reelle Zahl oder als komplexe Zahl mit {$\operatorname{Im}(z) = 0$} behandelt; die Bedeutung ergibt sich immer aus dem Zusammenhang.
\end{myitemize}

\subsection{Addition und Subtraktion}
\label{9}
Beide Operationen werden mithilfe der Operationen bei den reellen Zahlen definiert:
\NFDef{Addition und Subtraktion}{Zwei komplexe Zahlen werden {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries addiert} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries subtrahiert,} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} indem man die Realteile und die Imaginärteile addiert bzw. subtrahiert:

{$z_1 + z_2  =  (a_1 + a_2) + (b_1 + b_2) \cdot \mathrm{i}$}

{$z_1 - z_2  =  (a_1 - a_2) + (b_1 - b_2) \cdot \mathrm{i}$}}
Wenn man es ganz genau nimmt, muss für die Subtraktion zunächst das inverse Element bestimmt werden, indem die Vorzeichen für Realteil und Imaginärteil geändert werden; anschließend wird gezeigt, dass diese Definition den geforderten Bedingungen entspricht.

Damit sind Addition und Subtraktion auf die entsprechenden Operationen der reellen Zahlen zurückgeführt. Offensichtlich gelten also Kommutativ-{} und Assoziativgesetz.
\subsection{Multiplikation}
\label{10}
Dafür setzen wir einfach die üblichen Klammerregeln ein und beachten bei der letzten Umwandlung die Definition von {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bzw. {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\textsuperscript{2}} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}:
\begin{equation*}\begin{aligned} z_1 \cdot z_2  & =  (a_1 + b_1\,\mathrm{i}) \cdot (a_2 + b_2\,\mathrm{i}) \\ & =  a_1 \cdot a_2 + b_1 \cdot a_2\,\mathrm{i} + a_1 \cdot b_2\,\mathrm{i} + b_1 \cdot b_2\,\mathrm{i}^2 \\ & =  (a_1 a_2 - b_1 b_2) + (b_1 a_2 + a_1 b_2)\,\mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}
Diese Umrechnung verwenden wir zur Definition:
\NFDef{Multiplikation}{Zwei komplexe Zahlen werden {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries multipliziert,} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} indem man die Realteile und die Imaginärteile wie folgt „über Kreuz“ verknüpft:

{$\begin{aligned} \operatorname{Re}{(z_1 \cdot z_2)}  &=  \operatorname{Re}{(z_1)} \cdot \operatorname{Re}{(z_2)} - \operatorname{Im}{(z_1)} \cdot \operatorname{Im}{(z_2)} \\ \operatorname{Im}{(z_1 \cdot z_2)}  &=  \operatorname{Re}{(z_1)} \cdot \operatorname{Im}{(z_2)} + \operatorname{Im}{(z_1)} \cdot \operatorname{Re}{(z_2)} \end{aligned}$}}

Durch einfaches Nachrechnen ergibt sich schnell, dass mit dieser Definition die reelle {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape 1} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} auch das neutrale Element der komplexen Multiplikation ist und das Kommutativgesetz gilt. Genauso (wenn auch langwieriger und langweiliger) wird das Assoziativgesetz bestätigt.
\subsection{Division}
\label{11}
Dafür benötigen wir noch Vorbemerkungen. Berechnen wir (wie angekündigt) den {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Betrag} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}:

\begin{equation*}\begin{aligned} \left| z\right|  =  \sqrt{z \cdot \overline{z}}  &=  \sqrt{(a+b\mathrm{i})\cdot (a-b\mathrm{i})} \\ & =  \sqrt{a^2-ab\mathrm{i}+ab\mathrm{i}-b^2 \mathrm{i}^2} \\ & =  \sqrt{a^2+b^2} \end{aligned}\end{equation*}

Daraus ergibt sich unmittelbar: Das Produkt aus einer komplexen Zahl und der dazu konjugiert-{}komplexen Zahl ist reell. Für den Fall {$z \ne 0$} (also mit {$a \ne 0$} oder {$b \ne 0$}) ist das Produkt positiv.

Ähnlich wie bei der Multiplikation können wir damit die Division einführen. Als „Trick“ erweitern wir bei der ersten Umrechnung den Bruch mit der konjugiert-{}komplexen Zahl und benutzen bei der zweiten Umrechnung das Quadrat des Betrags:
\begin{equation*}\begin{aligned} \frac{a_1+b_1\mathrm{i}}{a_2+b_2\mathrm{i}}  &=  \frac{(a_1+b_1\mathrm{i})(a_2-b_2\mathrm{i})}{(a_2+b_2\mathrm{i})(a_2-b_2\mathrm{i})} \\ &=  \frac{a_1 a_2 + b_1 a_2 \mathrm{i} - a_1 b_2 \mathrm{i} - b_1 b_2 \mathrm{i}^2}{a_2^2+b_2^2} \\ &=  \frac{(a_1 a_2 + b_1 b_2)+(b_1 a_2 - a_1 b_2)\mathrm{i}}{a_2^2+b_2^2} \\ &=  \frac{a_1 a_2 + b_1 b_2}{a_2^2+b_2^2} + \frac{b_1 a_2 - a_1 b_2}{a_2^2+b_2^2}\mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}

Wenn wir als Zähler die Zahl {$1 = 1 + 0\,\mathrm{i}$} einsetzen, können wir mit dieser Umrechnung das inverse Element der Multiplikation definieren:
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{$\frac{1}{z}  =  \frac{a}{a^2 + b^2} - \frac{b}{a^2 + b^2}\mathrm{i}$}}
Durch einfaches Nachrechnen lässt sich bestätigen:
\begin{equation*}z \cdot \frac{1}{z}  =  1\end{equation*}
\subsection{Distributivgesetz}
\label{12}
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\begin{equation*}z_1 \cdot ( z_2 \pm z_3 )  =  z_1 \cdot z_2 \pm z_1 \cdot z_3\end{equation*}
Es handelt sich wieder um einfache (langweilige) Umwandlungen und sei deshalb dem Leser überlassen.
\subsection{Potenzen}
\label{13}
Ohne nähere Herleitung können wir auch Potenzen mit natürlichen Exponenten benutzen, indem wir sie als mehrfache Multiplikation definieren und die Klammerregeln anwenden:

\begin{equation*}z^n  =  z \cdot z \, \dotsm \, z\end{equation*}
\begin{equation*}(a + b \mathrm{i})^n  =  (a + b \mathrm{i}) \, \dotsm \, (a + b \mathrm{i})\end{equation*}

Auch die Erweiterung auf ganzzahlige Exponenten können wir von den reellen Zahlen übernehmen:
\begin{equation*}\begin{aligned} z^0  &=  1 \\ z^{-n}  &=  \frac{1}{z^n} \end{aligned}\end{equation*}
\subsection{Die komplexen Zahlen bilden einen Körper}
\label{14}
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\section{Aufgaben}
\label{15}
Gewandtheit im Umgang mit den komplexen Zahlen bekommt man durch Übung – bitte sehr.\subsection{Übungen}
\label{16}
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Beweise, dass
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der beiden komplexen Zahlen {$3 + \mathrm{i}$} und {$2 - 3\,\mathrm{i}$} wieder komplexe Zahlen sind.

\TemplateHeaderExerciseUebung{2}{Rechnen in {$\C$}}
Beweise dieselbe Aussage für beliebige komplexe Zahlen {$a + b\,\mathrm{i}$} und {$c + d\,\mathrm{i}$}.

\TemplateHeaderExerciseUebung{3}{Rechnen in {$\C$}}
Berechne:
\begin{equation*}\frac{(5-2\cdot\mathrm{i})\cdot(-3+\mathrm{i})^2}{1+3\cdot\mathrm{i}} + \frac{5 + 6\cdot\mathrm{i}}{2\cdot\mathrm{i}}\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{4}{Potenzen von i}
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\TemplateHeaderExerciseUebung{5}{Einfache Potenzen}
Beweise, dass gilt:
\begin{equation*}\begin{aligned} (1 + \mathrm{i})^2  &=  +2\,\mathrm{i} \\ (1 + \mathrm{i})^3  &=  -2\,(1 - \mathrm{i}) \\ (1 + \mathrm{i})^4  &=  -4 \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{6}{Einfache Potenzen}
Zeige, dass gilt:
\begin{equation*}\frac{3\,\mathrm{i}^{30} - \mathrm{i}^{19}}{2\,\mathrm{i}-1}  =  1 + \mathrm{i}\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{7}{Einfache Potenzen}
Gegeben sei: 

\begin{equation*} z  =  -\frac{1}{2} + \frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i}\end{equation*}

Zeige, dass gilt:

\begin{equation*}(\overline{z})^4  =  -\frac{1}{2}-\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i}\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{8}{Einfache quadratische Gleichung}
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\begin{equation*} (a+b\,\mathrm{i})^2  =  3 +4\,\mathrm{i}\end{equation*}
\subsection{Lösungen}
\label{17}
\TemplateHeaderSolutionUebung{1}{Rechnen in {$\C$}}{\bfseries
\begin{mydescription}1. Summe
\end{mydescription}
}
\begin{myquote}\item{}{$(3 + \mathrm{i}) + (2 - 3\,\mathrm{i})  =  (3 + 2) + \mathrm{i}\,(1 - 3)  =  5 - 2\,\mathrm{i}$}
\end{myquote}
{\bfseries
\begin{mydescription}2. Differenz
\end{mydescription}
}
\begin{myquote}\item{}{$(3 + \mathrm{i}) - (2 - 3\,\mathrm{i})  =  (3 - 2) + \mathrm{i}\,(1 + 3)  =  1 + 4\,\mathrm{i}$}
\end{myquote}
{\bfseries
\begin{mydescription}3. Produkt
\end{mydescription}
}
\begin{myquote}\item{}{$(3 + \mathrm{i})\,(2 - 3\,\mathrm{i})  =  (3 \cdot 2 - 1 \cdot (-3)) + \mathrm{i}\,(3 \cdot (-3) + 1 \cdot 2)  =  9 - 7\,\mathrm{i}$}
\end{myquote}
{\bfseries
\begin{mydescription}4. Quotient
\end{mydescription}
}

\begin{equation*}\begin{aligned} \frac{3 + \mathrm{i}}{2 - 3\,\mathrm{i}}  &=  \frac{3 + \mathrm{i}}{2 - 3\,\mathrm{i}}\cdot\frac{2 + 3\,\mathrm{i}}{2 + 3\,\mathrm{i}} \\ &=  \frac{(3+\mathrm{i}) \, (2+3\,\mathrm{i})}{(2-3\,\mathrm{i}) \, (2+3\,\mathrm{i})} \\ &=  \frac{6+2\,\mathrm{i}+9\,\mathrm{i}+3\,\mathrm{i}^2}{4+9} \\ &=  \frac{3+11\,\mathrm{i}}{13}  =  \frac{3}{13}+\frac{11}{13}\mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{2}{Rechnen in {$\C$}}
Wir beschränken uns auf Produkt und Quotient:
\begin{equation*}\begin{array}{lrl} \text{Produkt:} \quad & (a + b\,\mathrm{i})\,(c + d\,\mathrm{i}) &=  (a c - b d) + (b c + a d)\,\mathrm{i} \\ \text{Quotient:} \quad & \frac{a + b\,\mathrm{i}}{c+d\,\mathrm{i}} &=  \frac{(ac+bd)+(bc-ad)\,\mathrm{i}}{c^2+d^2} \\ & &=  \frac{ac+bd}{c^2+d^2}+\frac{bc-ad}{c^2+d^2}\,\mathrm{i} \end{array}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{3}{Rechnen in {$\C$}}
\begin{equation*}\begin{aligned} \frac{(5-2\cdot\mathrm{i})\cdot(-3+\mathrm{i})^2}{1+3\cdot\mathrm{i}}  + \frac{5 + 6\cdot\mathrm{i}}{2\cdot\mathrm{i}}  &=  \frac{(5-2\cdot\mathrm{i})\cdot(1-3\cdot\mathrm{i})\cdot(9-6\cdot\mathrm{i}-1)} {(1+3\cdot\mathrm{i})\cdot(1-3\cdot\mathrm{i})}  + \frac{(5 + 6\cdot\mathrm{i})\cdot\mathrm{i}}{2\cdot\mathrm{i}\cdot\mathrm{i}} \\ &=  \frac{(5 - 2\cdot\mathrm{i} - 15\cdot\mathrm{i} - 6)\cdot(8 - 6\cdot\mathrm{i})}{1+9}  + \frac{5\cdot\mathrm{i} - 6}{-2} \\ &=  \frac{ (-1 - 17\cdot\mathrm{i}) \cdot ( 8 - 6\cdot\mathrm{i} ) }{10}  - \frac{5\cdot\mathrm{i} - 6}{2} \\ &=  \frac{ - 8 - 136\cdot\mathrm{i} + 6\cdot\mathrm{i} - 102 }{10}  - \frac{25\cdot\mathrm{i} - 30}{10} \\ &=  \frac{ - 80 - 155\cdot\mathrm{i} }{10}  =  - 8 - 15{,}5 \cdot\mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{4}{Potenzen von i}\begin{landscape}
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\end{longtable}

\end{landscape}
Wegen {$\mathrm{i}^2 = -1$} erscheint manches etwas seltsam, beispielsweise {$\mathrm{i}^5 = \mathrm{i}$}.

\TemplateHeaderSolutionUebung{5}{Einfache Potenzen}
\begin{equation*} \begin{array}{rlll} (1+\mathrm{i})^2 &=  1+2\,\mathrm{i}+\mathrm{i}^2 &=  1+2\,\mathrm{i}-1 &=  +2\,\mathrm{i} \\ (1+\mathrm{i})^3 &=  1+3\,\mathrm{i}+3\,\mathrm{i}^2+\mathrm{i}^3 &=  1+3\,\mathrm{i}-3-\mathrm{i} &=  -2+2\,\mathrm{i} \\ (1+\mathrm{i})^4 &=  1+4\,\mathrm{i}+6\,\mathrm{i}^2+4\,\mathrm{i}^3+\mathrm{i}^4 &=  1-6+1 &=  -4 \end{array}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{6}{Einfache Potenzen}
\begin{equation*}\begin{matrix} \frac{3\,\mathrm{i}^{30} - \mathrm{i}^{19}}{2\,\mathrm{i}-1}  &= &  \frac{3(\mathrm{i}^2)^{15}-(\mathrm{i}^2)^9\,\mathrm{i}}{2\,\mathrm{i}-1}\\ & = & \frac{3(-1)^{15}-(-1)^9\,\mathrm{i}}{-1+2\mathrm{i}}\\ & = & \frac{-3+\mathrm{i}}{-1+2\,\mathrm{i}}\cdot \frac{-1-2\,\mathrm{i}}{-1-2\,\mathrm{i}}\\ & = & \frac{3+6\,\mathrm{i}-\mathrm{i}-2\,\mathrm{i}^2}{1-4\,\mathrm{i}^2}\\ & = & \frac{5+5\,\mathrm{i}}{5}\\ & = & 1+\mathrm{i} \end{matrix}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{7}{Einfache Potenzen}
\begin{equation*}\begin{matrix} (\overline{z})^4 &= & \left(\overline {-\frac{1}{2}+\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i}}\right)^4\\ &= & \left(-\frac{1}{2}-\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i}\right)^4\\ &= & \left[(-\frac{1}{2}-\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i})^2\right]^2\\ &= & \left[\frac{1}{4}+\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i}+\frac{3}{4}\mathrm{i}^2\right]^2\\ &= & \left(-\frac{1}{2}+\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i}\right)^2\\ &= & \frac{1}{4}-\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i}+\frac{3}{4}\mathrm{i}^2\\ &= &-\frac{1}{2}-\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{i} \end{matrix}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{8}{Einfache quadratische Gleichung}
\begin{equation*}\begin{array}{rl} a^2 + 2ab\,\mathrm{i}-b^2   &=  3+4\,\mathrm{i} \\ (a^2 - b^2) + 2ab\,\mathrm{i} &=  3+4\,\mathrm{i} \end{array}\end{equation*}

Wir vergleichen Real-{} und Imaginärteil und erhalten:
\begin{equation*}\begin{aligned} a^2 - b^2  &=  3 \\ 2ab  &=  4 \quad \Leftrightarrow \quad b  =  \frac{2}{a} \end{aligned}\end{equation*}

({\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape a} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} ist zwangsläufig ungleich 0.) Daraus folgt:

\begin{equation*}\begin{array}{rl} a^2-(\frac{2}{a})^2 &=  3\\ a^4-4 &=  3a^2\\ a^4-3a^2-4 &= 0\\ (a^2-4)\,(a^2+1) &= 0 \end{array}\end{equation*}

Mögliche Lösungen sind also {$a^2 = 4$} und {$a^2 = -1$}. Da {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape a} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} reell sein soll, können wir die zweite Lösung nicht gebrauchen; also gilt {$a = \pm 2$}. Für {$a = 2$} ergibt sich {$b = 1$}, und für {$a = -2$} erhalten wir {$b = -1$}.

\section{Hinweise}
\label{18}\subsection{Anmerkungen}
\label{19}
\subsection{Regeln der reellen Zahlen}
\label{20}
{$\R$} ist ein Körper im Sinne der Algebra, weil alle Bedingungen erfüllt sind:{\bfseries
\begin{mydescription}Addition und Subtraktion
\end{mydescription}
}

\begin{myitemize}
\item{}  Es gibt {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape 0} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} als neutrales Element, d.\,h. für alle {$a \in \R$} gilt: {$a + 0 = a$}
\item{}  Zu jedem {$a \in \R$} gibt es ein inverses Element {$a'$} mit der Eigenschaft {$a + a' = 0$} – nämlich {$a' = -a$}.
\item{}  Die Addition ist kommutativ: {$a + b = b + a$}
\item{}  Die Addition ist assoziativ: {$(a + b) + c = a + (b + c)$}
\end{myitemize}
{\bfseries
\begin{mydescription}Multiplikation und Division
\end{mydescription}
}

\begin{myitemize}
\item{}  Es gibt {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape 1} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} als neutrales Element, d.\,h. für alle {$a \in \R$} gilt: {$a \cdot 1 = a$}
\item{}  Zu jedem {$a \in \R$} mit {$a \ne 0$} gibt es ein inverses Element {$a''$} mit der Eigenschaft {$a \cdot a'' = 1$} – nämlich {$a'' = \tfrac{1}{a}$}
\item{}  Die Multiplikation ist kommutativ: {$a \cdot b = b \cdot a$}
\item{}  Die Multiplikation ist assoziativ: {$(a \cdot b) \cdot c = a \cdot (b \cdot c)$}
\end{myitemize}
{\bfseries
\begin{mydescription}Distributivgesetz
\end{mydescription}
}

\begin{myitemize}
\item{}  Eine Summe oder Differenz wird mit einem Faktor multipliziert, indem man jeden Summanden (bzw. Minuend und Subtrahend) mit diesem Faktor multipliziert und die Produktwerte addiert (bzw. subtrahiert):
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}(a \pm b) \cdot c = a \cdot c \pm b \cdot c\end{equation*}
\end{myquote}

\subsection{Siehe auch}
\label{21}
Bei Wikipedia finden sich die folgenden Artikel:
\begin{myitemize}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/K\%C3\%B6rper\%20\%28Algebra\%29\%23Einzelaufz\%C3\%A4hlung\%20der\%20ben\%C3\%B6tigten\%20Axiome}{Körper} – Bedingungen eines Körpers im Sinne der Algebra
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Reelle\%20Zahl}{Reelle Zahl}en und \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe\%20Zahl}{Komplexe Zahl}en
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Kommutativgesetz}{Kommutativgesetz} – \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Assoziativgesetz}{Assoziativgesetz} – \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Distributivgesetz}{Distributivgesetz}
\end{myitemize}




\label{22}\chapter{Darstellungsformen}

\myminitoc
\label{23}


Dieses Kapitel beschäftigt sich mit verschiedenen Formen, die komplexen Zahlen darzustellen, und weist jeweils auf Rechenverfahren hin. Auch wenn die ersten Darstellungsformen eng zusammengehören, werden sie wegen der besseren Übersichtlichkeit getrennt behandelt.
\section{Die algebraische Form}
\label{24}
Dabei handelt es sich um die Schreibweise {$z = a + b\,\mathrm{i}$} aus dem vorigen Kapitel. Sie wird auch als {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries arithmetische Form} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bezeichnet.

Die Grundrechenarten dafür werden jetzt als bekannt vorausgesetzt.
\section{Die Gauß\textquotesingle{}sche Zahlenebene}
\label{25}
Die Zahlengerade ist eine geometrische Darstellung aller reellen Zahlen. Die komplexen Zahlen sind „mehr“, können also auf ihr nicht untergebracht werden. Wir müssen also die reelle Zahlengerade zur Gauß\textquotesingle{}schen Zahlenebene\myfootnote{Benannt nach \myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Carl\%20Friedrich\%20Gau\%C3\%9F}{Carl Friedrich Gauß} (1777–1855). – {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Zusatzbemerkung zur Schreibweise: Nach den geltenden Rechtschreibregeln (§\,62) gibt es zwei Schreibweisen: Gauß\textquotesingle{}sche Zahlenebene (Eigenname groß mit Apostroph) oder gaußsche Zahlenebene (Eigenname klein ohne Apostroph). In der Mathematik ist auch die Schreibweise „Gaußsche Zahlenebene“ (Eigenname groß ohne Apostroph) üblich.} }\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} erweitern – auch kürzer {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape komplexe Ebene} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} oder {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Gauß\textquotesingle{}sche Ebene} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} genannt.

Betrachten wir zunächst die (rein-{}) imaginären Zahlen als Produkte der reellen Zahlen mit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, also die folgenden Zahlen und alle dazwischenliegenden Werte:
\begin{equation*}\dots  - 3\,\mathrm{i},  - 2\,\mathrm{i},  -\mathrm{i},  0, \mathrm{i}, 2\,\mathrm{i}, 3\,\mathrm{i}  \dots \end{equation*}

Diese Zahlen können wir auf eine eigene, die „imaginäre Zahlengerade“ abbilden. Dabei ist es zweckmäßig, die „imaginäre Einheitsstrecke“ gleich der reellen Einheitsstrecke zu machen. Da die beiden Zahlengeraden die Null gemeinsam haben, müssen wir sie so anordnen, dass sie einander in 0 schneiden. Schon aus Symmetriegründen erscheint es zweckmäßig, die beiden Zahlengeraden senkrecht zueinander anzubringen.


\begin{minipage}{0.87500\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/1.\SVGExtension}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithoutcaption{1}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


Die horizontale Achse heißt {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries reelle Achse,} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} die vertikale Achse wird {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries imaginäre Achse} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} genannt. 
\Hinweis{Auch auf der imaginären Achse werden reelle Zahlen aufgezeigt – nicht, wie oft zu sehen ist, imaginäre.}

Aus dieser Grafik lassen sich bereits drei Dinge herauslesen:
\begin{myenumerate}
\item{}  Komplexe Zahlen lassen sich nicht ordnen. Es existieren also keine Aussagen wie {$z_1<z_2$}.
\item{}  Die zu {$z$} konjugiert-{}komplexe Zahl {$\overline z$} ist, geometrisch gesprochen, die Spiegelung des Punktes {$z=(a|b)$} an der reellen Achse (siehe das Beispiel mit {$z_1$} und {$z_3$} in dieser Grafik).
\item{}  Jeder komplexen Zahl kann ein Punkt {$z=(a|b)$} zugeordnet werden oder auch ein Vektor von {$(0|0)$} zu {$(a|b)$}.
\end{myenumerate}


Aus dieser Eigenschaft lassen sich die Rechenregeln für die Addition und Subtraktion herleiten. Vektoren können komponentenweise addiert und subtrahiert werden. Hier ein kleines Beispiel zur Erinnerung:

\begin{equation*}\binom{-2}{3} + \binom{4}{2} = \binom{2}{5}\end{equation*}



\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/2.\SVGExtension}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{2}{Die Addition komplexer Zahlen}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


Wenn wir dieses Prinzip auf die komplexen Zahlen übertragen, erhalten wir die bereits bekannten Regeln:
\begin{myitemize}
\item{}  Bei der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Addition} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} der komplexen Zahlen werden die Realteile und die Imaginärteile jeweils für sich addiert.
\item{}  Bei der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Subtraktion} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} werden die Realteile und die Imaginärteile voneinander subtrahiert.
\end{myitemize}

Dies legt nahe, dass wir die Addition und Subtraktion auch grafisch darstellen können und zwar ebenfalls nach den Regeln der Vektorgeometrie (siehe die nebenstehende Darstellung). 

Die Illustration von Multiplikation und Division wird auf den nächsten Abschnitt verschoben, wo es leichter verständlich wird (zumal es bei Vektoren mehrere Arten der Multiplikation gibt).
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\section{Die Polarform}
\label{26}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/3.\SVGExtension}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{3}{Die Gauß\textquotesingle{}sche Zahlenebene}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


Schreibt man die komplexe Zahl {$z=(a|b)$} nicht in kartesischen Koordinaten, sondern in Polarkoordinaten, so erhält man die Polarform einer komplexen Zahl, die sich einfach aus der Trigonometrie ergibt:
\begin{equation*}\begin{array}{rlll} \cos \varphi &=  \frac{a}{r} & \Rightarrow\quad a  = r\cos \varphi  & \quad\Rightarrow\quad \varphi  =  \arccos \frac{a}{r} \\ \sin \varphi &=  \frac{b}{r} & \Rightarrow\quad b  = r\sin \varphi  & \quad\Rightarrow\quad \varphi  =  \arcsin \frac{b}{r} \\ \tan \varphi &=  \frac{b}{a} & \Rightarrow\quad \varphi  =  \arctan \frac{b}{a} \\ r &=  \sqrt{a^2 + b^2} \end{array}\end{equation*}

Das verwenden wir zur Definition der Polarform einer komplexen Zahl:
\NFDef{Polarform einer komplexen Zahl}{\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.37921\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.56364\linewidth}} 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$z = r \cdot \left( \cos\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin\varphi \right)$}{\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} wird als {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Polarform} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bezeichnet.\\ \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$z = r \cdot \operatorname{cis}\varphi$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} ist eine abgekürzte Schreibweise.\\ \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$z = \left( r, \varphi \right)$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} ist eine weitere Schreibweise.\\ \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\varphi = \arg\left(z\right)$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Winkel {$\varphi$} heißt {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Argument} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} von {$z$}.\\ \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$|z| = r = \sqrt{a^2 + b^2}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} ist der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries (absolute) Betrag} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} von {$z$}. 
\end{longtable}}
Dabei müssen die Mehrdeutigkeit und der Wertebereich des Arkustangens berücksichtigt werden:
\begin{equation*}\varphi = \arctan \frac{b}{a} + k \cdot \pi ,\quad\text{wobei}\quad  - \frac{\pi} {2} < \arctan \frac{b}{a} < \frac{\pi}{2}\quad \text{und } k \text{ ganzzahlig ist}. \end{equation*}

Der Wert {$\varphi _0 = \arctan \tfrac{b}{a}$} heißt {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Hauptwert} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} von {$\varphi$}.

Oben hatten wir bereits festgestellt, dass die konjugiert-{}komplexe Zahl der Spiegelung an der reellen Achse entspricht. In der Polarform können wir das (unter Berücksichtigung der Symmetrien von Sinus und Kosinus) auch so formulieren.

\begin{equation*}\begin{aligned} \overline z  &=  r \cdot \left( \cos\varphi \quad\, - \mathrm{i} \cdot \sin\varphi \quad \right)\\ &=  r \cdot \left( \cos(-\varphi) + \mathrm{i} \cdot \sin(-\varphi) \right) \end{aligned}\end{equation*}

Die folgenden Formulierungen über zwei konjugiert-{}komplexe Zahlen {$z$} und {$\overline z$} sind also gleichbedeutend:
\begin{myenumerate}
\item{}  Die Realteile sind gleich, die Imaginärteile unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.
\item{}  Die den Zahlen entsprechenden Punkte liegen symmetrisch zur reellen Achse.
\item{}  Die Beträge sind gleich, die Argumente unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.
\end{myenumerate}

\subsection{Zur Eindeutigkeit des Arguments}
\label{27}
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\begin{equation*}\varphi_1  =  \arctan\left(\tfrac{-b}{a}\right) \quad \text{sowie} \quad \varphi_2  =  \arctan\left(\tfrac{b}{-a}\right)\end{equation*}

In beiden Fällen liefert der Arkustangens denselben Wert. Aber offensichtlich liegen beide Zahlen in verschiedenen Quadranten, also handelt es sich um zwei verschiedene Winkel. {$z_1$} liegt im vierten Quadranten, also muss {$\varphi_1$} zwischen 270° und 360° betragen. Für {$z_2$} im zweiten Quadranten beträgt {$\varphi_2$} zwischen 90° und 180° betragen.
Tatsächlich entspricht dies der Mehrdeutigkeit des Arkustangens, der nur innerhalb eines Bereichs – beispielsweise von –90° bis +90° – eindeutig ist.

Ebenfalls problematisch sind die Zahlen {$z_3=(0|b)$} und {$z_4=(0|-b)$}, weil {$\arctan\left(\tfrac{\mp b}{0}\right)$} nicht definiert ist. Wegen der Lage im Koordinatensystem können wir den Winkel trotzdem genau angeben: Offensichtlich gelten {$\varphi_3 = 90^\circ$} und {$\varphi_4 = 270^\circ$}.

Man kann also aus der Lage eines Punktes in den einzelnen Quadranten oder auf den Achsen leicht entscheiden, in welchem Bereich der Winkel zu einer bestimmten Zahl liegen muss. Man kann das aber auch durch eine Fallunterscheidung ausdrücken; zusammen mit der üblichen Schreibweise, in der 180° durch {$\pi$} ersetzt wird, ergibt sich dann:

\begin{equation*}\varphi = \begin{cases} \arctan\left(\frac{b}{a}\right) & \text{für}  a > 0,\ b \geq 0 \qquad \text{(1. Quadrant)}\\ \arctan\left(\frac{b}{a}\right) + 2\pi & \text{für}  a > 0,\ b < 0 \qquad \text{(4. Quadrant)}\\ \arctan\left(\frac{b}{a}\right) + \pi & \text{für}\ ; a < 0 \qquad\qquad\quad \text{(2./3. Quadrant)}\\ \frac{\pi}{2} & \text{für}  a = 0,\ b > 0 \qquad \text{(positive Im-Achse)}\\ \frac{3\pi}{2} & \text{für}  a = 0,\ b < 0 \qquad \text{(negative Im-Achse)}\\ \text{unbestimmt} & \text{für}  a = 0,\ b = 0 \qquad \text{(Nullpunkt)} \end{cases}\end{equation*}
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Für {$b < 0$} nutzen wir die Symmetrie und die Periodizität des Kosinus. Die Symmetrie an der reellen Achse liefert zu jeder komplexen Zahl die konjugiert-{}komplexe Zahl (also mit gleichem Realteil {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape a} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und Vorzeichenwechsel beim Imaginärteil {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape b} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}). Bezeichnen wir nun mit {$\varphi$} den gesuchten Winkel (im vierten oder dritten Quadranten) und mit {$\varphi_1$} den Winkel der konjugiert-{}komplexen Zahl (im ersten bzw. zweiten Quadranten). Für eine komplexe Zahl im vierten Quadranten ergibt sich unmittelbar {$\varphi = - \varphi_1$}. Für eine komplexe Zahl im dritten Quadranten verwenden wir die Differenz zwischen den Winkeln der zueinander konjugiert-{}komplexen Zahlen und der reellen Achse: Die Differenz beträgt {$\pi - \varphi_1$} und liefert – zusammen mit der Periode {$2\pi$} – ebenfalls:
\begin{equation*}\varphi  =  \pi + (\pi - \varphi_1)  =  2\pi - \varphi_1  \equiv  - \varphi_1 \mod 2\pi\end{equation*}

Zusammengefasst liefert das folgende Fallunterscheidung:
\begin{equation*}\varphi = \begin{cases}   \arccos\left(\tfrac{a}{r}\right) & \text{für}  b \geq 0 \qquad \text{(1. und 2. Quadrant)}\\ - \arccos\left(\tfrac{a}{r}\right) & \text{für}  b < 0 \qquad \text{(3. und 4. Quadrant)}\\   \text{unbestimmt} & \text{für}  a = 0,\ b = 0 \qquad \text{(Nullpunkt)} \end{cases}\end{equation*}
\subsection{Umrechnungen}
\label{28}\subsubsection{Algebraische Form in Polarform umwandeln}
\label{29}
Hierfür benutzen wir in mehreren Beispielen die Überlegungen zur Eindeutigkeit des Arguments, und zwar sowohl mit dem Arkuskosinus\myfootnote{Bei den Berechnungen wird mehrfach folgende Formel verwendet:$\text{ }$\newline{}
{$\arccos x = \pi - \arccos(-x)$}} als auch mit dem Arkustangens.



\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/4.jpg}
\end{center}
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\begin{equation*}z  =  -1 - \mathrm{i} \qquad \text{also}\quad a  =  -1 \quad\text{und}\quad b = -1\end{equation*}

Für den {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Betrag} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} ergibt sich jedenfalls:
\begin{equation*}r  =  \sqrt{(-1)^2+(-1)^2}  =  \sqrt{2}\end{equation*}

Der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Arkuskosinus} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} liefert für den Winkel eindeutig:
\begin{equation*}\begin{aligned} \varphi  &=  - \arccos\left(\frac{-1}{\sqrt{2}}\right)  =  - \arccos\left(\frac{-1}{2}\sqrt{2}\right)  =  \arccos\left(\frac{1}{2}\sqrt{2}\right) - \pi\\ &=  \frac{\pi}{4} - \pi  =  - \frac{3}{4}\pi  \equiv  \frac{5}{4}\pi \mod{2\pi} \end{aligned}\end{equation*}

Mit dem {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Arkustangens} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} erhalten wir die beiden möglichen Werte:
\begin{equation*}\tan\varphi  =  \frac{-1}{-1} = 1 \quad\Rightarrow\quad \varphi_1  =  \frac{\pi}{4} \quad\text{und}\quad \varphi_2  =  \frac{5\pi}{4}\end{equation*}

Aus der Zeichnung ersehen wir, dass nur {$\tfrac{5\pi}{4}$} als Argument in Frage kommt.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Ergebnis} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} beider Varianten:

\begin{equation*}z  =  -1 - \mathrm{i}  =  \sqrt{2} \cdot \operatorname{cis}\left(\frac{5\pi}{4}\right)\end{equation*}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel 2} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}
\begin{equation*}z  =  2 + 2\sqrt{3}\cdot\mathrm{i} \qquad \text{also}\quad a = 2 \quad\text{und}\quad b = 2\sqrt{3}\end{equation*}

Für den {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Betrag} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} ergibt sich:
\begin{equation*}|z|  =  r  =  \sqrt{2^2 + (2\sqrt{3})^2}  =  \sqrt{4+12}  =  4\end{equation*}

Der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Arkuskosinus} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} liefert uns:
\begin{equation*}\varphi  =  \arccos\left(\frac{2}{4}\right)  =  \frac{\pi}{3}\end{equation*}

Beim {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Arkustangens} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird berücksichtigt, dass der Punkt im ersten Quadranten liegt (Realteil und Imaginärteil sind positiv). Berechnen wir dazu als Argument:
\begin{equation*}\tan\varphi  =  \frac{2\sqrt{3}}{2}  =  \sqrt{3} \quad\Rightarrow\quad \varphi  =  \tfrac{\pi}{3}  =  60^\circ\end{equation*}
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\begin{equation*}z  =  2 + 2\sqrt{3}\,\mathrm{i}  =  4 \cdot \operatorname{cis}\left(\frac{\pi}{3}\right)\end{equation*}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel 3} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}
\begin{equation*}z  =  -\sqrt{6} + \mathrm{i}\sqrt{2} \qquad \text{also}\quad a = -\sqrt{6} \quad\text{und}\quad b = \sqrt{2}\end{equation*}

Diese komplexe Zahl liegt mit negativem Realteil und positivem Imaginärteil im zweiten Quadranten. Durch die gleichen Berechnungen erhalten wir die Polarform:
\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.08501\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.22802\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.60125\linewidth}} 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}}{\mbox{$~$}}{\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Betrag &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$r  =  \sqrt{ (-\sqrt{6})^2 + (\sqrt{2})^2 }  =  \sqrt{6+2}  =  2\cdot\sqrt{2}$}\\ \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}}{\mbox{$~$}}{\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} mit Arkuskosinus{\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\varphi  =  \arccos\left(\tfrac{-\sqrt{6}}{2\sqrt{2}}\right)  =  \tfrac{5}{6} \cdot \pi$}\\ \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}}{\mbox{$~$}}{\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} mit Arkustangens{\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\tan\varphi  =  \tfrac{\sqrt{2}}{-\sqrt{6}}  =  - \sqrt{\frac{1}{3}}  =  - \tfrac{1}{3}\cdot\sqrt{3} \quad\Rightarrow\quad \varphi  =  150^\circ  =  \tfrac{5}{6}\pi$}\\ \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}}{\mbox{$~$}}{\mbox{$\text{\hspace*{1em}}$}} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polarform &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$z  =  -\sqrt{6} + \mathrm{i}\sqrt{2}  =  2 \cdot \sqrt{2} \cdot \operatorname{cis}\left(\tfrac{5}{6}\pi\right)$} 
\end{longtable}


Bei allen Beispielen führen beide Verfahren zum Ziel. Mal scheint die eine Variante praktischer (nämlich kürzer) zu sein, mal die andere.
\subsubsection{Polarform in algebraische Form umwandeln}
\label{30}
Dabei müssen wir über Eindeutigkeit und Lage nicht nachdenken: Die gegebenen Werte werden einfach in die Formeln der Herleitung eingesetzt.

Zur komplexen Zahl mit {$r = 6$} und {$\varphi = \tfrac{5\pi}{3}$} – also mit dem Winkel 300° im vierten Quadranten – ergibt sich die algebraische Form {$z = 3 - 3\sqrt{3}\cdot \mathrm{i}$} wie folgt:

\begin{equation*}\begin{array}{rclcccc} a &= & 6 \cdot \cos(\frac{5\pi}{3}) &= &   6 \cdot \frac{1}{2} &= & 3 \\ b &= & 6 \cdot \sin(\frac{5\pi}{3}) &= & - 6 \cdot \frac{\sqrt{3}}{2} &= & - 3 \cdot \sqrt{3} \\ \end{array}\end{equation*}
\subsection{Drehung}
\label{31}
Betrachten wir die Vektoren der Länge 1 auf den vier Halbachsen:

\begin{equation*}\begin{array}{lcrcccl} z_1 &= & 1 + 0 \cdot \mathrm{i}  &= & (1, 0) & \text{mit dem Winkel} & \varphi = 0 \\ z_2 &= & 0 + 1 \cdot \mathrm{i}  &= & (0, 1) & \text{mit dem Winkel} & \varphi = \frac{\pi}{2} \\ z_3 &= & -1 + 0 \cdot \mathrm{i} &= & (-1, 0) & \text{mit dem Winkel}& \varphi = \pi \\ z_4 &= & 0 - 1 \cdot \mathrm{i}  &= & (0, -1) & \text{mit dem Winkel}& \varphi = \frac{3\pi}{2} \end{array}\end{equation*}

Die Vektoren zu den Zahlen {$z_1,  z_2,  z_3,  z_4$} entstehen also durch aufeinanderfolgende Drehungen um jeweils {$\tfrac{\pi}{2}$}. Wenn wir diese Zahlen mit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} multiplizieren, erhalten wir ein zunächst überraschendes Ergebnis:

\begin{equation*}\begin{array}{lcrcccr} z_1 \cdot \mathrm{i} &= & (1 + 0\,\mathrm{i}) \cdot \mathrm{i} &= & \mathrm{i}    &= & z_2 \\ z_2 \cdot \mathrm{i} &= & (0 + 1\,\mathrm{i}) \cdot \mathrm{i} &= & \mathrm{i}^2  &= & -1 = z_3 \\ z_3 \cdot \mathrm{i} &= & (-1+ 0\,\mathrm{i}) \cdot \mathrm{i} &= & -\mathrm{i}   &= & z_4 \\ z_4 \cdot \mathrm{i} &= & (0 - 1\,\mathrm{i}) \cdot \mathrm{i} &= & -\mathrm{i}^2 &= & +1 = z_1 \\ \end{array}\end{equation*}

Das gilt jedenfalls für genau diese Zahlen. Wir können aber sogar allgemein beweisen:

\NFSatz{Die Multiplikation mit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bedeutet eine positive Drehung um {$\tfrac{\pi}{2}$}.}{Für eine beliebige Zahl {$z = a + b\,\mathrm{i} = r\left(\cos{\varphi}+ \mathrm{i} \sin{\varphi}\right)$} gilt:

{$ z \cdot \mathrm{i}  =  r\left(\cos{\varphi'} + \mathrm{i}\,\sin{\varphi'}\right) \quad\text{mit}\quad \varphi' = \varphi + \tfrac{\pi}{2}$}}
\NFBeweis{}{Zunächst gilt jedenfalls:

{$ z \cdot \mathrm{i}  =  (a + b\,\mathrm{i})\,\mathrm{i}  =  a\,\mathrm{i} + b\,\mathrm{i}^2  =  - b + a\,\mathrm{i}$}

Prüfen wir zunächst die Lage der Punkte {$-b +a\,\mathrm{i}$} in den Quadranten:
\begin{myitemize}
\item{}  Bei {$z$} im ersten Quadranten gelten {$a \ge 0 \text{und} b \ge 0$}. Also muss {$z\cdot\mathrm{i}$} wegen {$-b \le 0 \text{und} a \ge 0$} im zweiten Quadranten liegen.
\item{}  Bei {$z$} im zweiten Quadranten gelten {$a \le 0 \text{und} b \ge 0$}. Also muss {$z\cdot\mathrm{i}$} wegen {$-b \le 0 \text{und} a \le 0$} im dritten Quadranten liegen.
In gleicher Weise kann festgestellt werden:
\item{}  Wenn {$z$} im dritten Quadranten liegt, muss {$z\cdot\mathrm{i}$} im vierten Quadranten liegen.
\item{}  Wenn {$z$} im vierten Quadranten liegt, muss {$z\cdot\mathrm{i}$} im ersten Quadranten liegen.

Unter Benutzung der Polarform und trigonometrischer Umrechnungen erhalten wir außerdem:

\begin{equation*}\begin{aligned} z \cdot \mathrm{i}  &=  r\,\left(\cos\varphi + \mathrm{i}\,\sin\varphi\right) \cdot \mathrm{i} \\ &=  r\,\left( -\sin\varphi + \mathrm{i}\,\cos\varphi \right) \\ &=  r\,\left( \cos(\frac{\pi}{2} + \varphi) + \mathrm{i}\,\sin(\frac{\pi}{2} \pm \varphi) \right) \end{aligned}\end{equation*}

Angenommen, das letzte Minus-{}Zeichen wäre zulässig, dann würde wegen
\begin{equation*}\sin(\frac{\pi}{2} - \varphi)  =  \cos\varphi\end{equation*}
der „neue“ Punkt im selben Quadranten liegen wie der ursprüngliche. Das kann wegen der obigen Überlegung nicht gelten; also kann das Minus-{}Zeichen bei {\mbox{$\pm$}} nicht zugelassen werden.

\end{myitemize}}
\subsection{Die Grundrechenarten}
\label{32}
Über {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Addition und Subtraktion} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} machen wir uns keine weiteren Gedanken. Dafür ist die algebraische Schreibweise am praktischsten; notfalls erhalten wir ein Ergebnis durch einfache Umrechnungen.
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\begin{minipage}{0.60000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/5.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithoutcaption{5}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\NFDef{Multiplikation}{Zwei komplexe Zahlen in Polarform werden {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries multipliziert,} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} indem man die Beträge multipliziert und die Argumente addiert: 

{$\begin{aligned} z_1 \cdot z_2  &=  r_1 \cdot r_2 \cdot \left( {\cos \left( {\varphi _1 + \varphi _2 } \right) + \mathrm{i}\,\sin \left( {\varphi _1  + \varphi _2 } \right)} \right) \\ &=  r_1 \cdot r_2 \cdot \operatorname{cis}\left(\varphi_1 + \varphi_2 \right) \\ \end{aligned}$}}
Diese Festlegung entspricht widerspruchsfrei den algebraischen Regeln, wie hier zu sehen ist:
\begin{equation*}\begin{aligned} z_1 \cdot z_2  &=  r_1 \cdot \left(\cos\varphi_1 + \mathrm{i}\,\sin\varphi_1\right) \cdot r_2 \cdot \left(\cos\varphi_2 + \mathrm{i}\,\sin\varphi_2\right) \\ &=  r_1 \cdot r_2 \cdot \left( \cos\varphi_1 \cdot \cos\varphi_2 + \mathrm{i}\cdot \sin\varphi_1 \cdot \cos\varphi_2  + \mathrm{i} \cdot \cos\varphi_1 \cdot \sin\varphi_2 + \mathrm{i}^2 \cdot \sin\varphi_1 \cdot \sin\varphi_2 \right) \\ &=  r_1 \cdot r_2 \cdot \left( \cos\varphi_1 \cdot \cos\varphi_2 - \sin\varphi_1 \cdot \sin\varphi_2 + \mathrm{i} \cdot \left( \sin\varphi_1 \cdot \cos\varphi_2 + \cos\varphi_1 \cdot \sin\varphi_2 \right) \right) \\ &=  r_1 \cdot r_2 \cdot \left( \cos( \varphi_1 + \varphi_2 ) + \mathrm{i} \cdot \sin( \varphi_1 + \varphi_2 ) \right) \end{aligned}\end{equation*}

Das liefert gleichzeitig eine geometrische Interpretation der Multiplikation, nämlich als Drehstreckung, wie in der vorstehenden Grafik dargestellt: Zunächst wird der Vektor {$z_1$} der Länge {$r_1$} um den Faktor {$r_2$} gestreckt. Der resultierende Vektor {$r_2z_1$} hat die Länge {$r_1r_2$} und den unveränderten Winkel {$\varphi_1$}. Drehen wir jetzt diesen Vektor um den Winkel {$\varphi_2$}, so erhalten wir durch die Drehstreckung den Vektor {$z_1z_2$} mit der Länge {$r_1r_2$} und dem Winkel {$\varphi_1 + \varphi_2$}.

Die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Division} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} können wir einfacher herleiten. Gesucht ist eine Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape z} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} mit folgender Bedingung:

\begin{equation*}z  =  \frac{z_1}{z_2} \quad\Leftrightarrow\quad z \cdot z_2  =  z_1\end{equation*}
Das ist gleichbedeutend damit, dass die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:
\begin{equation*}\Leftrightarrow  \left\{ \begin{matrix}  r \cdot r_2 &= & r_1 &\Rightarrow & r &= & \frac{r_1}{r_2} \\  \varphi + \varphi_2 &= & \varphi_1 &\Rightarrow & \varphi &= & \varphi_1 - \varphi_2 \end{matrix}\right.\end{equation*}
Wir können also analog zur Multiplikation festlegen:
\NFDef{Division}{Zwei komplexe Zahlen in Polarform werden {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries dividiert,} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} indem man die Beträge dividiert und die Argumente subtrahiert: 

{$\begin{aligned} \frac{z_1}{z_2}  &=  \frac{r_1}{r_2} \cdot \left( {\cos \left( {\varphi _1 - \varphi _2 } \right) + \mathrm{i}\cdot\sin \left( {\varphi _1  - \varphi _2 } \right)} \right) \\ &=  \frac{r_1}{r_2} \cdot \operatorname{cis}\left(\varphi_1 - \varphi_2 \right) \\ \end{aligned}$}}
Beachte, dass wir bei der Division komplexer Zahlen letztlich nur zwei {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape reelle} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Zahlen dividieren, nämlich die beiden Beträge.
\section{Exponentialform}
\label{33}
Der Vollständigkeit halber sei noch diese Darstellungsweise genannt:
\NFDef{Exponentialform einer komplexen Zahl}{{$z = r \cdot \mathrm{e}^{\mathrm{i}\varphi }$} {\mbox{$\text{ }$}} wird als {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Exponentialform} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bezeichnet.

Dabei ist {$r$} der Betrag, {$\mathrm{e}$} die Exponentialfunktion\myfootnote{Ähnlich wie bei {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} gibt es auch für {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape e} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} sowohl die kursive als auch die normale Schreibweise. In diesem Buch wird es wie jede Funktion normal geschrieben.} und {$\varphi$} das Argument von {$z$}.}
Die Herleitung dieser Form erfolgt im Kapitel \mylref{92}{Anwendung in der Mathematik} mit Hilfe der Eulerschen Formel.
\section{Aufgaben}
\label{34}\subsection{Übungen}
\label{35}
\TemplateHeaderExerciseUebung{1}{Algebraische Form in Polarform umwandeln}
Bestimme die Polarform der folgenden Zahlen:
\begin{myenumerate}
\item{}  {$\quad z = -5 +5\,\mathrm{i}$}
\item{}  {$\quad z = 0 - 3\,\mathrm{i}$}
\end{myenumerate}

Benutze sowohl (Arkus-{}) Kosinus als auch (Arkus-{}) Tangens.

\TemplateHeaderExerciseUebung{2}{Polarform in algebraische Form umwandeln}
Bestimme die algebraische Form zur komplexen Zahl mit {$\,r = \sqrt{12}\,$} und {$\,\varphi = \tfrac{2}{3}\pi$}.

\TemplateHeaderExerciseUebung{3}{Drehung}
Gib jeweils eine geometrische Interpretation an für die Multiplikation einer komplexen Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape z} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} mit:
\begin{equation*}\mathrm{i}^2 \qquad \mathrm{i}^3 \qquad \mathrm{i}^4 \qquad 2\,\mathrm{i} \qquad -\mathrm{i}\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{4}{Multiplikation}
Gegeben sind die folgenden Zahlen:
\begin{equation*}\begin{aligned} z_1 &= 3 \cdot \operatorname{cis}\left(\frac{2}{3}\pi\right) \\ z_2 &= 2 \cdot \operatorname{cis}\left(\frac{3}{4}\pi\right) \\ z_3 &= 1 \cdot \operatorname{cis}\left(\frac{5}{6}\pi\right) \\ z_4 &= \frac{1}{2} \cdot \operatorname{cis}\left(\frac{5}{4}\pi\right) \\ \end{aligned}\end{equation*}
Berechne die folgenden Produkte:
\begin{equation*}z_1 \cdot z_2 \qquad z_1 \cdot z_3 \qquad z_2 \cdot z_4 \qquad z_3 \cdot z_4\end{equation*}
Wandle das Ergebnis zusätzlich in die algebraische Form um und gib die Lage in der Gauß’schen Zahlenebene an.

\TemplateHeaderExerciseUebung{5}{Division}
Berechne zu den Zahlen aus Übung 4 die folgenden Divisionen:
\begin{equation*}\frac{z_3}{z_1} \qquad \frac{z_2}{z_3} \qquad \frac{z_2}{z_4}\end{equation*}
Wandle auch hier das Ergebnis in die algebraische Form um und gib die Lage in der Gauß’schen Zahlenebene an.
\subsection{Lösungen}
\label{36}
\TemplateHeaderSolutionUebung{1}{Algebraische Form in Polarform umwandeln}
{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries zu 1.} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} {$\quad z  =  0; -5 + 5\,\mathrm{i}$}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Betrag:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} {$\quad r  =  \sqrt{ (-5)^2 + 5^2 } = 5\cdot\sqrt{2}$}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries (Arkus-{}) Kosinus:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} {$\quad \varphi  =  \arccos\left(\tfrac{-5}{5\sqrt{2}}\right)  =  \pi - \arccos\left(\tfrac{\sqrt{2}}{2}\right)  =  \pi - \tfrac{\pi}{4}  =  \tfrac{3}{4}\pi$}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries (Arkus-{}) Tangens:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Weil der Realteil negativ und der Imaginärteil positiv ist, liegt der Punkt im zweiten Quadranten. Das Argument wird wie folgt errechnet:
\begin{equation*}\tan\varphi  =  \tfrac{5}{-5} = -1 \quad\Rightarrow\quad \varphi  =  \tfrac{3}{4}\pi\end{equation*}

Wir erhalten also die folgende Polarform:

\begin{equation*}z  =  5\sqrt{2}\cdot\operatorname{cis}\left(\tfrac{3}{4}\pi\right)\end{equation*}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries zu 2.} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} {$\quad z  =  0 - 3\,\mathrm{i}$}

Der Realteil ist Null, also liegt die Zahl auf dem negativen Teil der imaginären Achse. Der Betrag ergibt sich direkt aus dem Imaginärteil, und das Argument beträgt: {$\varphi = 270^\circ=\tfrac{3{\pi}}{2}$} Der Form halber soll dies mit dem Arkuskosinus „nachgerechnet“ werden:

\begin{equation*}\varphi  =  - \arccos 0  =  - \frac{\pi}{2}  \equiv  \frac{3{\pi}}{2} \mod 2\pi\end{equation*}

Die Polarform lautet also:
\begin{equation*}z = -3\,\mathrm{i} = 3 \cdot \operatorname{cis}\left(\frac{3{\pi}}{2}\right)\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{2}{Polarform in algebraische Form umwandeln}
\begin{equation*}\begin{array}{rclclcc} a &= & \sqrt{12} \cdot \cos(\frac{2\pi}{3}) &= & 2 \cdot \sqrt{3} \cdot \left( - \frac{1}{2} \right) &= & - \sqrt{3} \\ b &= & \sqrt{12} \cdot \sin(\frac{2\pi}{3}) &= & 2 \cdot \sqrt{3} \cdot \frac{\sqrt{3}}{2} &= & 3 \end{array}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{3}{Drehung}
Die ersten drei Multiplikationen sind eine mehrfache Anwendung des o.\,g. Satzes:
\begin{myitemize}
\item{}  i\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{2} liefert eine Drehung um {$\pi$}, also die Punktspiegelung am Nullpunkt.
\item{}  i\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{3} liefert eine Drehung um {$\tfrac{3\pi}{2}$}.
\item{}  i\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{4} liefert eine Drehung um {$2\pi$}, also den ursprünglichen Wert.
\end{myitemize}

Die Multiplikation mit 2i entspricht der Aussage des Satzes; der Faktor 2 sorgt zusätzlich für eine entsprechende Streckung.

Die Multiplikation mit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape −i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} entspricht ebenfalls dem Satz; der Faktor −1 sorgt für eine Drehung im (mathematisch) negativen Sinn. 

\TemplateHeaderSolutionUebung{4}{Multiplikation}
\begin{equation*}\begin{aligned} z_1 \cdot z_2  &=  3 \cdot 2 \cdot \operatorname{cis}\left( ( \tfrac{2}{3} + \tfrac{3}{4} )\pi \right)\quad = \quad 6 \cdot \operatorname{cis}\left( \tfrac{17}{12}\pi \right) \\ &=  6 \cdot \cos\left( \tfrac{17}{12}\pi \right) + 6\,\mathrm{i} \cdot \sin\left( \tfrac{17}{12}\pi \right) \quad = \quad 6 \cdot \cos 255^\circ + 6 \mathrm{i} \cdot \sin 255^\circ \\ &\approx  - 6 \cdot 0{,}2588 - 6\,\mathrm{i} \cdot 0{,}97 \quad\approx\quad - 1{,}5529 - 5{,}7956 \cdot \mathrm{i} \qquad \text{(4. Quadrant)} \end{aligned}\end{equation*}

\begin{equation*}\begin{aligned} z_1 \cdot z_3  &=  3 \cdot 1 \cdot \operatorname{cis}\left( ( \tfrac{2}{3} + \tfrac{5}{6} )\pi \right) \quad=\quad 3 \cdot \operatorname{cis}\left( \tfrac{9}{6}\pi \right) \\ &=  3 \cdot \cos\left( \tfrac{3}{2}\pi \right) + 3\,\mathrm{i} \cdot \sin\left( \tfrac{3}{2}\pi \right) \quad=\quad 3 \cdot \cos 270^\circ + 3\,\mathrm{i} \cdot \sin 270^\circ \\ &=  3 \cdot 0 - 3 \cdot \mathrm{i} \qquad \text{(imaginäre Achse, negativer Abschnitt)} \end{aligned}\end{equation*}

\begin{equation*}\begin{aligned} z_2 \cdot z_4  &=  2 \cdot \frac{1}{2} \cdot \operatorname{cis}\left( ( \tfrac{3}{4} + \tfrac{5}{4} )\pi \right) \quad=\quad 1 \cdot \operatorname{cis}\left( \tfrac{8}{4}\pi \right) \\ &=  \cos( 2\pi ) + \mathrm{i} \cdot \sin( 2\pi ) = 1 + 0\cdot\mathrm{i} \qquad \text{(reelle Achse, positiver Abschnitt)} \end{aligned}\end{equation*}

\begin{equation*}\begin{aligned} z_3 \cdot z_4  &=  1 \cdot \frac{1}{2} \cdot \operatorname{cis}\left( ( \tfrac{5}{6} + \tfrac{5}{4} )\pi \right) \quad=\quad \frac{1}{2} \cdot \operatorname{cis}\left( \tfrac{25}{12}\pi \right) \\ &=  \frac{1}{2} \cdot \cos( \tfrac{1}{12}\pi ) + \frac{1}{2}\mathrm{i} \cdot \sin( \tfrac{1}{12}\pi ) \quad=\quad \frac{1}{2} \cdot \cos 15^\circ + \frac{1}{2} \mathrm{i} \cdot \sin 15^\circ \\  &\approx  \frac{1}{2} \cdot 0{,}9659 + \frac{1}{2} \cdot 0{,}2588 \cdot\mathrm{i} \quad\approx\quad 0{,}483 + 0{,}1294 \cdot \mathrm{i} \qquad \text{(1. Quadrant)} \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{5}{Division}
\begin{equation*}\begin{aligned} \frac{z_3}{z_1}  &=  \frac{1}{3} \cdot \operatorname{cis}\left( ( \tfrac{5}{6} - \tfrac{2}{3} )\pi \right) \quad=\quad \frac{1}{3} \cdot \operatorname{cis}\left( \tfrac{1}{6}\pi \right) \\ &=  \frac{1}{3} \cdot \cos\tfrac{\pi}{6} + \frac{1}{3\,}\mathrm{i} \cdot \sin\tfrac{\pi}{6} \quad=\quad \frac{1}{3} \cdot \cos 30^\circ + \frac{1}{3}\,\mathrm{i} \cdot \sin 30^\circ \\ &=  \frac{1}{3} \cdot \frac{\sqrt{3}}{2} + \frac{1}{3}\,\mathrm{i} \cdot \frac{1}{2} \quad=\quad \frac{\sqrt{3}}{6} + \frac{1}{6} \cdot \mathrm{i} \qquad \text{(1. Quadrant)} \end{aligned}\end{equation*}

\begin{equation*}\begin{aligned} \frac{z_2}{z_3}  &=  \frac{2}{1} \cdot \operatorname{cis}\left( ( \tfrac{3}{4} - \tfrac{5}{6} )\pi \right) \quad=\quad 2 \cdot \operatorname{cis}\left( - \frac{1}{12}\pi \right)  \quad=\quad 2 \cdot \cos( - 15^\circ ) + 2\mathrm{i} \cdot \sin( - 15^\circ ) \\ &\approx  2 \cdot 0{,}9659 + 2\,\mathrm{i} \cdot ( - 0{,}2588 ) \quad\approx\quad 1{,}9319 - 0{,}5176 \cdot \text{i} \qquad \text{(4. Quadrant)} \end{aligned}\end{equation*}

\begin{equation*}\begin{aligned} \frac{z_2}{z_4}  &=  \frac{2}{0{,}5} \cdot \operatorname{cis}\left( ( \tfrac{3}{4} - \tfrac{5}{4} )\pi \right) \quad=\quad 4 \cdot \operatorname{cis}\left( - \tfrac{\pi}{2} \right)  \quad=\quad 4 \cdot \cos( \tfrac{3}{2}\pi ) + 4\,\mathrm{i} \cdot \sin( \tfrac{3}{2}\pi ) \\ &=  4 \cdot 0 + 4 \cdot \mathrm{i} \cdot ( -1 ) \quad=\quad - 4 \cdot \mathrm{i} \qquad \text{(imaginäre Achse, negativer Abschnitt)} \end{aligned}\end{equation*}
\section{Hinweise}
\label{37}\subsection{Anmerkungen}
\label{38}
\subsection{Siehe auch}
\label{39}
Übersichtsartikel bei \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Hauptseite}{Wikipedia}:
\begin{myitemize}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Gau\%C3\%9Fsche\%20Zahlenebene}{Gauß’sche Zahlenebene}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten}{Polarkoordinaten}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Zahlengerade}{Zahlengerade}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Arkussinus\%20und\%20Arkuskosinus}{Arkussinus und Arkuskosinus} sowie \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Arkustangens\%20und\%20Arkuskotangens}{Arkustangens und Arkuskotangens}
\end{myitemize}




\label{40}\chapter{Weitere Rechenverfahren}

\myminitoc
\label{41}


In diesem Kapitel werden einige Umformungsregeln zusammengefasst und daraus Potenzen und Wurzeln abgeleitet.
\section{Einfache Berechnungen}
\label{42}\subsection{Imaginäre Zahlen}
\label{43}
Produkt und Quotient zweier (rein-{}) imaginärer Zahlen sind reelle Zahlen. Für {$z_1 = p\,\mathrm{i},  z_2 = q\,\mathrm{i} \text{mit} p, q \in \R$} ergibt sich:
\begin{equation*}\begin{array}{ccccl} z_1 \cdot z_2 &= & p\mathrm{i} \cdot q\mathrm{i} &= & pq \cdot \mathrm{i}^2 = - pq \\ \frac{z_1}{z_2} &= & \frac{p\mathrm{i}}{q\mathrm{i}} &= & \frac{p}{q} \end{array}\end{equation*}
\subsection{Rechnen mit Beträgen}
\label{44}
Bei der Einführung der Polarform im vorigen Kapitel wurde für die Multiplikation folgende Formel definiert:
\begin{equation*}z_1 \cdot z_2  =  r_1 \cdot r_2 \cdot \left( {\cos \left( {\varphi _1 + \varphi _2 } \right) + \mathrm{i}\,\sin \left( {\varphi _1  + \varphi _2 } \right)} \right)\end{equation*}
Daraus ergibt sich sofort:
\begin{equation*}\begin{array}{rcl} |{z_1 z_2 }| &= & |{z_1}| |{z_2 }| \\  \arg \left( {z_1 z_2 } \right) &= &\varphi _1 + \varphi _2 \end{array}\end{equation*}

Der Betrag des Produkts ist also gleich dem Produkt der Beträge, das Argument ist gleich der Summe der Argumente.

Man erkennt (durch wiederholte Anwendung) sofort, dass diese Aussagen auch für mehr als zwei Faktoren gelten:
\begin{equation*}\begin{array}{rcl} z_1 \cdot z_2 \dotsm z_n &= & r_1 r_2 \dotsm r_n \cdot \left(\cos(\varphi_1 + \dotsb +\varphi_n) + \mathrm{i}\,\sin(\varphi_1 + \dotsb + \varphi_n)\right) \\ | {z_1 \cdot z_2 \dotsm z_n } | &= & |z_1| \cdot |z_2| \dotsm |z_n| \\ \arg \left( z_1 \cdot z_2 \dotsm z_n \right) &= & \varphi_1 + \varphi_2 + \dotsb + \varphi_n \end{array}\end{equation*}

Analog findet man für {$z_2$} ungleich 0:

\begin{equation*} \left|\frac{z_1}{z_2}\right|  =  \frac{|z_1|}{|z_2|} \qquad \text{und} \qquad  \arg \left(\frac{z_1}{z_2}\right)  =  \varphi_1 - \varphi_2 \end{equation*}

Setzt man darin {$z_1 = 1$} und {$z_2 = z$}, so erhält man für den Kehrwert einer komplexen Zahl:
	 
\begin{equation*} \frac{1}{z}  =  \frac{1}{|z|}\left[ \cos (0 - \varphi) + \mathrm{i}\,\sin(0 - \varphi) \right]  =  \frac{1}{r} \cdot ( \cos \varphi - \mathrm{i}\,\sin \varphi ) \end{equation*}

Speziell für {$z = \mathrm{i}$} ergibt sich noch:
\begin{equation*}\frac{1}{\mathrm{i}}  =  - \mathrm{i}\end{equation*}
\subsection{Konjugiert-{}komplexe Zahlen}
\label{45}
Zur Erinnerung: Aus einer komplexen Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape z} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} erhält man die dazu konjugiert-{}komplexe Zahl \myoverline{{\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape z}}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, indem man das Vorzeichen des Imaginärteils umkehrt. Als Formel sieht das so aus:
\begin{equation*}\overline{z} = \overline{a+\mathrm{i}\,b} = a-\mathrm{i}\,b\end{equation*}

Es gibt die folgenden interessanten Beziehungen mit Real-{} und Imaginärteil.
\begin{equation*}\begin{array}{lclccclcl} \mathrm{Re}(z) &= & \mathrm{Re}(a+\mathrm{i}\,b) &= & a &= & \frac{a+\mathrm{i}\,b + a - \mathrm{i}\,b}{2} &= & \frac{z+\overline{z}}{2}  \\  \mathrm{Im}(z) &= & \mathrm{Im}(a+\mathrm{i}\,b) &= & b &= & \frac{a+\mathrm{i}\,b - (a - \mathrm{i}\,b)}{2\,\mathrm{i}} &= & \frac{z-\overline{z}}{2\,\mathrm{i}} \\ \end{array}\end{equation*}

Für das Addieren konjugiert-{}komplexer Zahlen gilt eine einfache Rechenregel:
\begin{equation*}\overline{z_1 + z_2}  =  \overline{z_1} + \overline{z_2}\end{equation*}

Dies wollen wir kurz nachrechnen:
\begin{equation*}\begin{aligned} \overline{z_1 + z_2}  &=  \overline{a_1+\mathrm{i}\,b_1 + a_2+\mathrm{i}\,b_2 } \\ &=  \overline{a_1+a_2+\mathrm{i}\,(b_2+b_2) } \\ &=  a_1+a_2-\mathrm{i}\,(b_1+b_2) \\ &=  a_1 - \mathrm{i}\,b_1 + a_2 - \mathrm{i}\,b_2 \\ &=  \overline{z_1} + \overline{z_2}     \end{aligned}\end{equation*}

Eine gleiche Regel gilt für das Multiplizieren konjugiert-{}komplexer Zahlen (siehe Übung 1):
\begin{equation*}\overline{z_1 \cdot z_2}  =  \overline{z_1} \cdot \overline{z_2}\end{equation*}

Durch wiederholte Anwendung dieser Rechenregel erhält man für jede komplexe Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape z} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und jede natürliche Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape n} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}:

\begin{equation*}\overline{z^n}  =  {\overline{z}}^n\end{equation*}

Dies gilt dann auch für Polynome mit komplexen Koeffizienten:

\begin{equation*}\overline{a_0 + a_1 z + a_2 z^2 + \dotsb + a_n z^n} = \overline{a_0} + \overline{a_1} \cdot \overline{z} + \overline{a_2} \cdot {\overline{z}}^2 + \dotsb + \overline{a_n} \cdot {\overline{z}}^n \end{equation*}

Mit der verkürzten Schreibweise in Polarkoordinaten gibt es folgende Regel (siehe Übung 2):
\begin{equation*}\mbox{Für}\quad z = r \cdot \operatorname{cis}\varphi \quad\mathrm{gilt:}\quad \overline{z} = r \cdot \operatorname{cis}(- \varphi)\end{equation*}
Dies entspricht auch der geometrischen Interpretation: Dass sich das Vorzeichen des Imaginärteils ändert, ist gleichbedeutend mit der Spiegelung an der Realachse, also dem Vorzeichenwechsel des Winkels.

Aus der Definition des Betrags ergibt sich außerdem folgender Spezialfall für {$z \ne 0$}:
\begin{equation*}z \cdot \overline{z}  =  |z|^2 \quad \Rightarrow \quad \frac{z\cdot \overline{z}}{|z|^2}  =  1 \quad \Rightarrow \quad z^{-1}  =  \frac{\overline{z}}{|z|^2}\end{equation*}
\section{Ganzzahlige Potenzen}
\label{46}
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\begin{equation*}z^n  =  \prod_{i=1}^n z  =  z \cdot z  \dotsm  z\end{equation*}
Wie im Reellen kann diese Definition auf ganzzahlige Exponenten für {$z \ne 0$} erweitert werden:
\begin{equation*}z^0  =  1 \qquad \text{und} \qquad z^{-n}  =  \frac{1}{z^n}\end{equation*}
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\begin{equation*}z^n  =  \left| z \right|^n \cdot \left( {\cos n\varphi + \mathrm{i}\,\sin n\varphi } \right)\end{equation*}
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Aus der Definition folgen (bei ganzzahligen Exponenten {$n,  m$}) die bekannten Rechenregeln für Potenzen:
\begin{equation*}\begin{array}{ccrcl} (1) & \quad & z^n \cdot z^m &= & z^{n+m} \\ (2) & \quad & (z^n)^m  &= & z^{n \cdot m} \\ (3) & \quad & z_1^n \cdot z_2^n &= & ( z_1 \cdot z_2 )^n \\ (4) & \quad & \dfrac{z^n}{z^m} &= & z^{n-m} \\ (5) & \quad & \dfrac{z_1^n}{z_2^n} &= & \left( \dfrac{z_1}{z_2} \right)^n \\ \end{array}\end{equation*}

Die erste Formel leiten wir (mit trigonometrischen Umrechnungsformeln) her, die übrigen überlassen wir der Leserin (Regel 3 siehe Übung 4):
\begin{equation*}\begin{aligned} z^n \cdot z^m  &=  \left| z \right|^n \cdot \left| z \right|^m \cdot \left( {\cos n\varphi + \mathrm{i}\,\sin n\varphi } \right) \cdot \left( {\cos m\varphi + \mathrm{i}\,\sin m\varphi } \right) \\ &=  \left| z \right|^{n+m} \cdot \left(\left( \cos n\varphi \cdot \cos m\varphi - \sin n\varphi \cdot \sin m\varphi \right) + \mathrm{i} \cdot \left( \sin n\varphi \cdot \cos m\varphi + \cos n\varphi \cdot \sin m\varphi \right)\right) \\ &=  \left| z \right|^{n+m} \cdot \left( \cos \left( n\varphi + \cos m\varphi \right) + \mathrm{i} \cdot \sin \left( \sin n\varphi + m\varphi \right)\right) \\ &=  \left| z \right|^{n+m} \cdot \left( \cos (n+m)\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin (n+m)\varphi \right) \\ &=  z^{n+m} \end{aligned}\end{equation*}
\subsection{Der binomische Lehrsatz}
\label{47}
Aus den Rechenregeln für Potenzen und den Multiplikationsregeln für zwei Klammern folgt sofort, dass der binomische Lehrsatz für positive ganzzahlige Exponenten auch für komplexe Zahlen gilt:
\begin{equation*} \left( {z_1 + z_2 } \right)^n  =  \binom{n}{0} \cdot z_1^n + \binom{n}{1} \cdot z_1^{n-1} \cdot z_2 + \dotsb + \binom{n}{k} \cdot z_1^{n - k} \cdot z_2^k + \dotsb + \binom{n}{n} \cdot z_2^n \end{equation*}
\subsection{Moivre’sche Formeln}
\label{48}
Die obige Formel für positive ganzzahlige Potenzen kann mit der trigonometrischen Darstellung komplexer Zahlen auch so geschrieben werden:
\begin{equation*} \left( \left| z \right| \cdot ( \cos \varphi + \mathrm{i}\,\sin \varphi ) \right)^n  =  {|z|}^n \cdot \left( {\cos n\varphi + \mathrm{i}\,\sin n\varphi } \right) \end{equation*}

Für {$|z| = 1$} wird diese Beziehung als Moivre’scher Satz\myfootnote{Benannt nach \myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Abraham\%20de\%20Moivre}{Abraham de Moivre} (1667–1754). – {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Auch hier ist auf §\,62 der Rechtschreibregeln hinzuweisen.} }\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bezeichnet:
\NFSatz{Moivre’scher Satz}{Für jede komplexe Zahl {$z$} mit dem Argument {$\varphi$} und jede natürliche Zahl {$n$} gilt:

{$\left( \cos \varphi + \mathrm{i}\,\sin \varphi \right)^n  =  \left( {\cos n\varphi + \mathrm{i}\,\sin n\varphi } \right)$}

In der verkürzten Schreibweise lautet die Aussage so:

{$\left( \operatorname{cis} \varphi \right)^n  =  \operatorname{cis}\left( n\varphi \right)$}}
Anstelle eines Beweises hatten wir diesen Satz aus anderen Formeln abgeleitet. Als Übung 5 ist ein Beweis mit vollständiger Induktion vorgesehen.

Andererseits liefert der binomische Lehrsatz für positive ganzzahlige Exponenten, wobei Potenzen von {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} durch {$\pm 1$}bzw. {$\pm\mathrm{i}$} ersetzt wurden:

\begin{equation*}\begin{aligned} ( \cos \varphi + \mathrm{i}\,\sin \varphi )^n  =  \cos ^n \varphi &+ \mathrm{i} \cdot \binom{n}{1} \cdot \cos ^{n - 1} \varphi \cdot \sin \varphi - \binom{n}{2} \cdot \cos ^{n - 2} \varphi \cdot \sin ^2 \varphi \\ &- \mathrm{i} \cdot \binom{n}{3} \cdot \cos ^{n - 3} \varphi \cdot \sin ^3 \varphi + \binom{n}{4} \cdot \cos ^{n - 4} \varphi \cdot \sin ^4 \varphi + \dotsb + \mathrm{i}^n \cdot \binom{n}{n} \cdot \sin ^n \varphi \end{aligned}\end{equation*}

Wenn man die rechten Seiten dieser Gleichung und des Moivre’schen Satzes gleichsetzt und berücksichtigt, dass die Realteile und die Imaginärteile jeweils gleich sein müssen, erhält man die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Moivre’schen Formeln} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}:

\begin{equation*}\begin{array}{ccrcl} (1) & \quad & \cos n\varphi &= & \cos ^n \varphi - \binom{n}{2} \cdot \cos ^{n - 2} \varphi \cdot \sin ^2 \varphi + \binom{n}{4} \cdot \cos ^{n - 4} \varphi \cdot \sin ^4 \varphi - + \dotsb \\ (2) & \quad & \sin n\varphi &= & n \cdot \cos ^{n - 1} \varphi \cdot \sin \varphi - \binom{n}{3} \cdot \cos ^{n - 3} \varphi \cdot \sin ^3 \varphi + \binom{n}{5} \cdot \cos ^{n - 5} \varphi \cdot \sin ^5 \varphi - + \dotsb \end{array}\end{equation*}

Dabei sind die rechten Seiten so weit zu ergänzen, bis die Binomialkoeffizienten null werden.

Der Moivre’sche Satz gilt zunächst nur für natürliche Exponenten. Er kann aber problemlos auf beliebige ganzzahlige und gebrochene Exponenten erweitert werden.
\NFBeweis{Der Moivre’sche Satz gilt auch für n = 0.}{Die linke Seite der Gleichung liefert als 0-{}te Potenz den Wert 1. Die rechte Seite der Gleichung liefert {$\cos 0 + \mathrm{i}\,\sin 0$}, also ebenfalls 1.}

\NFBeweis{Der Moivre’sche Satz gilt auch für n <{} 0.}{Wir ersetzen {$n$} durch {$-m$}, also {$m \in \N$}. Neben den Potenzgesetzen verwenden wir Umrechnungen für konjugiert-{}komplexe Zahlen sowie den Moivre’schen Satz für natürliche {$m$}.

{$\begin{aligned} z^n  &=  z^{-m}  =  \frac{1}{z^m}  =  \left(\frac{1}{z}\right)^m \qquad \text{(der letzte Spezialfall bei konjugiert-komplexen Zahlen)} \\ &=  \left(\frac{\overline{z}}{|z|^2}\right)^m \qquad \text{(konjugiert-komplexe Zahl umformuliert)}\\ &=  \left( \frac{r \cdot \operatorname{cis}(-\varphi)}{r^2}\right)^m \qquad \text{(Potenzregeln)}\\ &=  r^{m-2m} \cdot \left( \operatorname{cis}(-\varphi)\right)^m \qquad \text{(Moivre)}\\ &=  r^{-m} \cdot \operatorname{cis}(-m\varphi)  =  r^n \cdot \operatorname{cis}(n\varphi) \end{aligned}$}}

\NFBeweis{Der Moivre’sche Satz gilt auch für gebrochene Exponenten.}{Der Satz soll für Exponenten der Form {$\tfrac{m}{n}$} mit natürlichen Zahlen {$m,  n$} gelten. Es geht also um den Beweis der folgenden Beziehung:
{$\qquad\left( \operatorname{cis} \varphi \right)^\frac{m}{n}  =  \operatorname{cis}\left( \frac{m}{n}\varphi \right)$}}

Dazu gehen wir davon aus, dass die n-{}te Wurzel aus einer komplexen Zahl zu berechnen ist, wobei {$z$} die gesuchte Wurzel ist:
\begin{equation*}\begin{array}{lclcl} z &= & \sqrt[n]{r \cdot \operatorname{cis}\varphi } & \qquad & \mbox{(Wir potenzieren beide Seiten der Gleichung mit n und ersetzen}  \varphi  \mbox{durch}  n\alpha\mbox{)} \\ z^n &= & r \cdot \operatorname{cis}(n\alpha) & \qquad & \mbox{(Jetzt nutzen wir den Moivre’schen Satz für natürliche Exponenten.)} \\ z^n &= & r \cdot \left( \operatorname{cis}\alpha \right)^n & \qquad & \mbox{(Dann ziehen wir wieder die n-te Wurzel und schreiben}  \varphi  \mbox{statt}  n\alpha\mbox{.)} \\ z &= & r^\frac{1}{n} \cdot \operatorname{cis}\frac{\varphi}{n}  \end{array}\end{equation*}

Die rechten Seiten der ersten Gleichung mit dem Exponenten {$\tfrac{1}{n}$} als Wurzel und der letzten Gleichung liefern die folgende Beziehung. Beim Potenzieren mit {$m$} wird erneut der Satz von Moivre für natürliche Exponenten angewandt, diesmal für {$m$}. Mit der „Entfernung“ des Betrags auf beiden Seiten (also Division durch die Potenz von {$r$}) erhalten wir schließlich die gewünschte Gleichheit:
\begin{equation*}\begin{aligned} \left( r \cdot \operatorname{cis}\varphi \right)^\frac{1}{n}  &=  r^\tfrac{1}{n} \cdot \operatorname{cis}\tfrac{\varphi}{n} \\ \left( r \cdot \operatorname{cis}\varphi \right)^\frac{m}{n}  &=  r^\frac{m}{n} \cdot \operatorname{cis}\left(\tfrac{m}{n}\varphi\right) \\ \left( \operatorname{cis}\varphi \right)^\frac{m}{n}  &=  \operatorname{cis}\left(\frac{m}{n}\varphi\right) \end{aligned}\end{equation*}
\subsection{Berechnungen}
\label{49}
Weil eine komplexe Zahl als Summe dargestellt werden kann, können wir den {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries binomischen Lehrsatz} \myfootnote{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Die Faktoren {$\binom{n}{0},  \binom{n}{1}  \mathrm{usw.}$} (gelesen: „n über 0“, „n über 1“ usw.) heißen {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Binomialkoeffizienten.} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Es handelt sich um Brüche, in denen Zähler und Nenner bestimmte Produkte mit der gleichen Anzahl Faktoren sind. Für Einzelheiten siehe \myfnhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe\%20f\%C3\%BCr\%20Nicht-Freaks\%3A\%20Binomialkoeffizient}{Mathe für Nicht-{}Freaks}, darunter auch das erste Beispiel.} verwenden.

\begin{equation*}\begin{array}{rllllll} (3+4\,\mathrm i)^5 &=  \binom{5}{0} \cdot 3^5 \cdot (4\,\mathrm i)^0 &+  \binom{5}{1} \cdot 3^4 \cdot (4\,\mathrm i)^1 &+  \binom{5}{2} \cdot 3^3 \cdot (4\,\mathrm i)^2 &+  \binom{5}{3} \cdot 3^2 \cdot (4\,\mathrm i)^3 &+  \binom{5}{4} \cdot 3^1 \cdot (4\,\mathrm i)^4 &+  \binom{5}{5} \cdot 3^0 \cdot (4\,\mathrm i)^5 \\ &=  1 \cdot 243 \cdot 1  &+  5 \cdot 81 \cdot 4 \cdot {\mathrm i}^1 &+  10 \cdot 27 \cdot 16 \cdot {\mathrm i}^2 &+  10 \cdot 9 \cdot 64 \cdot {\mathrm i}^3 &+  5 \cdot 3 \cdot 256 \cdot {\mathrm i}^4 &+  1 \cdot 1 \cdot 1024 \cdot {\mathrm i}^5 \\ &=  243  &+  1620 \cdot \mathrm i  &+  4320 \cdot (-1)  &+  5760 \cdot (- \mathrm i)  &+  3840 \cdot 1  &+  1024 \cdot \mathrm i \\ &=  -237 & -  3116 \cdot \mathrm i \end{array}\end{equation*}

Zur Berechnung kann auch der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Moivre’sche Satz} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} genutzt werden. Dazu führen wir die gegebene Zahl zunächst mithilfe des Betrags und der Umrechnungsformeln in ihre trigonometrische Form über:
\begin{equation*}\begin{array}{cclcl} r &= & \sqrt{ 3^2 + 4^2 } &= & 5 \qquad \text{(pythagoreische Zahlen)} \\ \varphi &= & \arctan{\left( \tfrac{4}{3} \right) } &\approx & 53{,}13^\circ  \end{array}\end{equation*}

Wir erhalten nun der Reihe nach:

\begin{equation*}\begin{array}{rcl} (3 + 4\,\mathrm i)^5 & \approx & 5^5 \cdot \left( \cos(265{,}65^\circ) + \mathrm i \cdot \sin(265{,}65^\circ) \right) \\  & = & 3125 \cdot \left( -\cos(85{,}65^\circ) - \mathrm i \cdot \sin(85{,}65^\circ \right) \\  & \approx & 3125 \cdot \left( -0{,}07584 - \mathrm i \cdot 0{,}99712 \right) \\  & = & -237 - \mathrm i \cdot 3116 \end{array}\end{equation*}

Das Ergebnis, das wir mit dem binomischen Satz gewonnen haben, ist exakt, während das zweite Ergebnis infolge der wiederholten Rundungen in der Regel Ungenauigkeiten aufweist und in diesem Beispiel nur „zufällig“ mit dem exakten Ergebnis übereinstimmt.
\section{Wurzeln}
\label{50}
Der Beweis zur Moivre’schen Formel hat bereits die Bestimmung einer Wurzel geliefert:
\begin{equation*}z  =  r^{\frac{1}{n}} \cdot \operatorname{cis}\tfrac{\varphi}{n}  =  r^{\tfrac{1}{n}} \cdot \left( \cos\tfrac{\varphi}{n} + \mathrm i\,\sin\tfrac{\varphi}{n} \right) \end{equation*}

Bei Quadratwurzeln aus (positiven) reellen Zahlen erhält man zwei reelle Lösungen, wobei die positive Lösung als „die Quadratwurzel“ ausgezeichnet wird. Gibt es bei den komplexen Zahlen vergleichbare Feststellungen? Schauen wir uns dazu ein Beispiel an, bei dem die 2-{}te Wurzel einer bestimmten komplexen Zahl gesucht wird. Eine Lösung ist direkt aus dem Satz von Moivre abzuleiten:
\begin{equation*}z^2  =  4 \cdot \left( \cos\frac{\pi}{3} + \mathrm{i}\,\sin\frac{\pi}{3} \right) \qquad \Rightarrow \qquad z_1  =  \sqrt{4} \cdot \left( \cos\frac{\pi}{6} + \mathrm i\,\sin\frac{\pi}{6} \right)\end{equation*}

Für eine weitere Lösung muss jedenfalls der Betrag (als positive Wurzel einer positiven reellen Zahl) übereinstimmen; also können wir uns auf das Argument {$\varphi$} beschränken, das sich um einen Wert {$\alpha$} vom Argument der ersten Lösung unterscheidet. Es muss also gelten:
\begin{equation*}z_2  =  2 \cdot \left( \cos(\tfrac{\pi}{6} + \alpha) + \mathrm i\,\sin(\tfrac{\pi}{6} + \alpha) \right)\end{equation*}

Das Quadrat dieser zweiten Lösung ergibt sich aus dem Satz von Moivre:
\begin{equation*}z_2^2  =  4 \cdot \left( \cos(\tfrac{\pi}{3} + 2\alpha) + \mathrm{i}\,\sin(\tfrac{\pi}{3} + 2\alpha) \right)\end{equation*}

Das Quadrat der zweiten Lösung muss mit dem Quadrat der ersten Lösung, also mit der ursprünglichen Zahl übereinstimmen. Es müssen also die Sinus-{} und Kosinuswerte gleich sein. Also werden Werte von {$\alpha$} gesucht, für die die folgenden Beziehungen gelten:
\begin{equation*}\cos(\tfrac{\pi}{3} + 2\alpha)  =  \cos\tfrac{\pi}{3} \qquad \mathrm{und} \qquad \sin(\tfrac{\pi}{3} + 2\alpha)  =  \sin\tfrac{\pi}{3}\end{equation*}

Bekanntlich wiederholen sich Sinus-{} und Kosinuswerte mit der Periode {$2\pi$}. Die Gleichheit in den letzten Gleichungen ist also dann gegeben, wenn wir für {$2\alpha$} nacheinander Vielfache von {$2\pi$} einsetzen:
\begin{equation*}\cos(\tfrac{\pi}{3} + 2k\pi)  =  \cos\tfrac{\pi}{3} \qquad \mathrm{und} \qquad \sin(\tfrac{\pi}{3} + 2k\pi)  =  \sin\tfrac{\pi}{3} \qquad \mathrm{mit} \quad k = 0,1,2\dotsc\end{equation*}

Wir finden also mehrere Lösungen als Quadratwurzel, nämlich:
\begin{equation*}\begin{aligned} z_0  &=  2 \cdot \left( \cos(\tfrac{\pi}{6} + 0\pi) + \mathrm{i}\,\sin(\tfrac{\pi}{6} + 0\pi) \right) \\ z_1  &=  2 \cdot \left( \cos(\tfrac{\pi}{6} + 1\pi) + \mathrm{i}\,\sin(\tfrac{\pi}{6} + 1\pi) \right) \\ z_2  &=  2 \cdot \left( \cos(\tfrac{\pi}{6} + 2\pi) + \mathrm{i}\,\sin(\tfrac{\pi}{6} + 2\pi) \right) \quad \mathrm{usw.} \end{aligned}\end{equation*}
Tatsächlich sind nur die ersten beiden Lösungen verschieden; danach wiederholen sie sich wegen der Periodizität.

Hinweis: Alle diese Feststellungen könnten mit {$\operatorname{cis} \varphi$} statt {$\cos \varphi + \mathrm{i}\,\sin \varphi$} kürzer beschrieben werden. Da die Umrechnungen für Sinus und Kosinus mit der Periode {$2\pi$} geläufiger sind, wurde die umständlichere Schreibweise gewählt.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Dieses Verfahren können wir nun verallgemeinern.} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Gesucht werden die Wurzeln der folgenden Gleichung:
\begin{equation*}z^n  =  r \cdot \operatorname{cis}\varphi\end{equation*}
Der Betrag ist wiederum die n-{}te reelle Wurzel von {$r$}, und zwar für alle Wurzeln. Das Argument der ersten Lösung ergibt sich wie im Beispiel direkt aus dem Satz von Moivre:
\begin{equation*}\varphi_0  =  \frac{\varphi}{n}\end{equation*}

Die weiteren Lösungen finden wir ebenfalls wie im Beispiel mit dem Satz von Moivre durch Vergleich der n-{}ten Potenz:
\begin{equation*}\begin{aligned} (\varphi_0 + \alpha) \cdot n  &=  \varphi + 2k\pi \\ \Rightarrow \quad \alpha  &=  \frac{\varphi + 2k\pi}{n} - \varphi_0  =  \frac{\varphi + 2k\pi}{n} - \frac{\varphi}{n}  =  \frac{2k\pi}{n} \end{aligned}\end{equation*}

Mit diesem Ergebnis können wir die obige Berechnung einer Wurzel vervollständigen:
\NFDef{Wurzel einer komplexen Zahl}{Die n-{}ten Wurzeln einer komplexen Zahl erhält man wie folgt: Aus dem (reellen) Betrag wird die n-{}te Wurzel gezogen. Das Argument wird mit Vielfachen von {$2\pi$} addiert und durch {$n$} dividiert. Dabei gibt es immer {$n$} verschiedene Lösungen:

Zu {$z = r \cdot \operatorname{cis}\varphi$} sind dies die Wurzeln:

{$\sqrt[n]{z}  =  z^\frac{1}{n}  =  \sqrt[n]{r} \cdot \operatorname{cis}\left( \tfrac{\varphi + 2k\pi}{n} \right) \qquad \text{mit} \quad k = 0,1,2\dotsc(n-1)$}}

Die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Rechenregeln} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} für Potenzen (siehe oben) galten ausdrücklich für ganzzahlige Exponenten. Die Erweiterung für gebrochene Exponenten – also für Wurzeln – gilt nicht mehr! Gleichgültig, welchen der beiden möglichen Werte {$\mathrm i$} oder {$-\mathrm i$} man für {$\sqrt{-1}$} festlegt, erhält man beispielsweise:
\begin{equation*} 1  =  \sqrt{1}  =  \sqrt{(-1) \cdot (-1)}  \ne  \sqrt{-1} \cdot \sqrt{-1}  =  -1\end{equation*}
\subsection{Geometrische Interpretation}
\label{51}
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\begin{equation*}z^5  =  1  =  \cos 0 + \mathrm{i}\cdot\sin 0 \quad \Rightarrow \quad  z_k  =  \sqrt[5]{1} \cdot \left( \cos \tfrac{2k\pi}{5} + \mathrm{i} \cdot \sin \tfrac{2k\pi}{5} \right)\end{equation*}
Wir erhalten also – wie in der nebenstehenden Grafik – die folgenden Werte:
\begin{equation*}\begin{array}{lrcl} k = 0 \qquad & z_0 &= & \cos \,\,\,0^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin \,\,\,0^\circ \\ k = 1 \qquad & z_1 &= & \cos \,72^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin \,72^\circ \\ k = 2 \qquad & z_2 &= & \cos 144^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin 144^\circ \\ k = 3 \qquad & z_3 &= & \cos 216^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin 216^\circ \\ k = 4 \qquad & z_4 &= & \cos 288^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin 288^\circ \\ \end{array}\end{equation*}
\subsection{Einheitswurzeln}
\label{52}
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Die Quadratwurzeln sind natürlich ±1. Die Kubikwurzeln werden im nächsten Abschnitt bestimmt, die vierten Wurzeln als Übung 8.

Als {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries primitive Einheitswurzel} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} {$e_1$} wird die n-{}te Wurzel mit dem kleinsten Argument {$\varphi$} ungleich 0 bezeichnet – also diejenige für {$k = 1$}:
\begin{equation*}e_1  =  \mathrm{e}^{\left(\tfrac{2\pi\mathrm{i}}{n}\right)}\end{equation*}

\NFSatz{Einheitswurzeln und ihre Potenzen}{Die n-{}ten Einheitswurzeln erhält man als Potenzen der primitiven Einheitswurzel:

{$e_1^1, e_1^2, e_1^3 \dotsc e_1^n$}

Wegen der üblichen Reihenfolge der Einheitswurzeln passt folgende Auflistung besser:

{$1, e_1^1, e_1^2, e_1^3 \dotsc e_1^{n-1}$}}
Der exakte Beweis wäre umständlicher, als es die Sache erfordert. Bei der Multiplikation werden die Argumente addiert; die Differenz der Argumente zweier benachbarter Einheitswurzeln beträgt also  {$\tfrac{2\pi}{n}$} – wie es die Definition der Wurzeln besagt. 
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Auch hier genügt die einfache Überlegung: Bei der Multiplikation werden die Beträge multipliziert und die Argumente addiert. Der Betrag der primitiven Einheitswurzel ist 1, ändert also den Betrag der „nächsten“ Wurzel nicht. Das Argument der primitiven Einheitswurzel ist {$\tfrac{2\pi}{n}$} – genau wie die Differenz der Argumente zweier benachbarter Wurzeln.
\subsection{Wurzeln aus 1, i, –1, –i}
\label{53}
Bestimmen wir die Wurzeln der positiven und negativen Einheiten auf den Achsen – als Beispiel die dritten Wurzeln: Der Betrag für alle Zahlen ist 1 als dritte Wurzel aus 1. 

Weil 1 auf der reellen Achse liegt, ist das Argument 0. Die erste Wurzel ist also ebenfalls 1. (Weil die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sind, darf es auch gar nicht anders sein.) Die weiteren Wurzeln sind um jeweils {$\tfrac{2\pi}{3} = 120^\circ$} gedreht.

Die Darstellung von –1 unterscheidet sich von 1 nur durch das Argument, nämlich {$\pi$} statt 0. Damit ist die erste Wurzel ebenfalls −1! Die weiteren Wurzeln sind davon ausgehend um 120° gedreht.
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Die Darstellung von {$-\mathrm{i}$} unterscheidet sich von {$\mathrm{i}$} wiederum nur durch das Argument, nämlich {$\tfrac{3\pi}{2} = 270^\circ$}. Auch hier sind die weiteren Wurzeln sind um 120° gedreht.
\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}}  
\myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/One3Root.svg}{Dritte Wurzeln von 1}\\ 
\myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/NegativeOne3Root.svg}{Dritte Wurzeln von –1}\\ 
\myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Imaginary3Root.svg}{Dritte Wurzeln von i}\\ 
\myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/NegativeI3Root.svg}{Dritte Wurzeln von –i}\\ 
\end{longtable}
\subsection{Berechnung}
\label{54}
Bestimmen wir die Lösungen – also die Wurzeln – der folgenden Gleichung.
\begin{equation*}z^4  =  - 3{,}6 + 4{,}9 \, \mathrm{i}\end{equation*}

Da der binomische Lehrsatz nur für natürliche Exponenten gilt,\myfootnote{Als \myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Binomische\%20Reihe}{binomische Reihe} kann der Satz auch auf beliebige reelle und sogar komplexe Exponenten erweitert werden. Aber das hilft bei der „einfachen“ Berechnung einer komplexen Wurzel nicht weiter.} müssen wir den Satz von Moivre benutzen. Es handelt sich um eine Gleichung 4. Grades, und wir müssen daher 4 Wurzeln erhalten. Um diese zu finden, bringen wir die rechte Seite der Gleichung wiederum auf ihre trigonometrische Form:

\begin{equation*}\begin{array}{cclclcl} r &= & \sqrt{ (-3{,}6)^2 + 4{,}9^2 } &= & \sqrt{36{,}97} &\approx & 6{,}08 \\ \varphi &= & \arctan{\left( \tfrac{4{,}9}{-3{,}6} \right) } &\approx & \arctan{(-1{,}36)} &\approx & 180^\circ - 53{,}7^\circ  =  126{,}3^\circ  \end{array}\end{equation*}

Wir erhalten also die folgende Gleichung:
\begin{equation*}z^4  \approx  6{,}08 \cdot \left( \cos 126{,}3^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin 126{,}3^\circ \right)\end{equation*}

Die „Wurzelformel“ lautet dazu:

\begin{equation*}z  =  \sqrt[4]{6{,}08} \cdot \left( \cos{\frac{126{,}3^\circ + k \cdot 360^\circ}{4}} + \mathrm i \cdot \sin{\frac{126{,}3^\circ + k\cdot 360^\circ}{4}}\right)\end{equation*}

Die Werte der vier Wurzeln erhalten wir mit den Einsetzungen {$k = 0, 1, 2, 3$}, wobei die numerischen Ergebnisse wegen der wiederholten Umrechnungen zwangsläufig nur Näherungswerte sind:
\begin{equation*}\begin{array}{cccclcl} k = 0 &\quad & z_0 & \approx & 1{,}57 \cdot \left( + 0{,}8519 + 0{,}5236 \cdot \mathrm i \right)  &\approx & + 1{,}3377 + 0{,}8222 \cdot \mathrm i \\ k = 1 &\quad & z_1 & \approx & 1{,}57 \cdot \left( - 0{,}5236 + 0{,}8519 \cdot \mathrm i \right)  &\approx & - 0{,}8222 + 1{,}3377 \cdot \mathrm i \\ k = 2 &\quad & z_2 & \approx & 1{,}57 \cdot \left( - 0{,}8519 - 0{,}5236 \cdot \mathrm i \right)  &\approx & - 1{,}3377 - 0{,}8222 \cdot \mathrm i \\ k = 3 &\quad & z_3 & \approx & 1{,}57 \cdot \left( + 0{,}5236 - 0{,}8519 \cdot \mathrm i \right) &\approx & + 0{,}8222 - 1{,}3377 \cdot \mathrm i  \end{array}\end{equation*}

Dass die einzelnen Werte mehrfach auftreten, liegt an den vierten Wurzeln, also an der Drehung um jeweils 90°.
\LaTeXNullTemplate{}
\section{Zusammenfassung der Rechenregeln}
\label{55}
Die Erkenntnisse der bisherigen Kapitel können als Arbeitsanleitung zusammengefasst werden. Der Vollständigkeit halber wird dabei auch die Exponentialform genannt.
\begin{myitemize}
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\begin{myitemize}
\item{}  in algebraischer Form komponentenweise mit Klammerregeln
\item{}  in Polarform oder Exponentialform durch Multiplikation der Beträge und Addition der Argumente (Winkel)
\end{myitemize}

\item{}  Bei der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Division} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} gibt es diese Varianten:
\begin{myitemize}
\item{}  In algebraischer Form ist die Schreibweise als Bruch am praktischsten; er wird mit dem konjugierten Nenner erweitert.
\item{}  In Polarform oder Exponentialform werden die Beträge dividiert und die Argumente (Winkel) subtrahiert.
\end{myitemize}

\item{}  Beim {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Potenzieren} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} sind weitere Überlegungen sinnvoll:
\begin{myitemize}
\item{}  In algebraischer Form kann für natürliche Exponenten der binomische Lehrsatz verwendet werden. – Dieser liefert ein exaktes Ergebnis, ist aber eine etwas umständlichere Art der Berechnung.
\item{}  In Polarform oder Exponentialform wird für reelle Exponenten nach dem Satz von Moivre der Betrag potenziert und das Argument (der Winkel) multipliziert. – Dieses Verfahren liefert nur Näherungswerte, aber in der Praxis z.\,B. von Ingenieuren genügen diese vollauf.
\end{myitemize}

\item{}  Beim {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Radizieren} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (Wurzelziehen) ist man auf den Moivre’schen Satz allein angewiesen. Dazu wird bei einem reellen Exponenten der Betrag radiziert und das Argument (der Winkel) durch den Exponenten dividiert; dies liefert die erste Lösung. Bei einer n-{}ten Wurzel entstehen {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape n} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Lösungen, die im Winkel von {$\tfrac{2\pi}{n}$} um den Ursprung der gaußschen Ebene verteilt sind.
\end{myitemize}

\section{Potenzen mit reellen Exponenten}
\label{56}
Die Moivre’schen Formeln ermöglichen es auf überraschend einfache Art, die Definition von Potenzen auf beliebige reelle Exponenten zu erweitern.

Zu berücksichtigen ist, dass die Polarform einer komplexen Zahl nur im Bereich {$0 \le \varphi < 2\pi$} eindeutig ist. Für eine beliebige, von 0 verschiedene komplexe Zahl {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape z} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} gilt deshalb:

\begin{equation*} z  =  r\,\left( {\cos \varphi  + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi } \right)  =  r\,\left[ {\cos \left( {\varphi  + k \cdot 2\pi } \right) + \mathrm{i} \cdot \sin \left( {\varphi  + k \cdot 2\pi } \right)} \right] \qquad \mbox{für} \qquad k = 0, \ 1, \ 2 \dotsc \end{equation*}

Das führt zu folgender Festlegung:
\NFDef{Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten}{Für eine komplexe Zahl {$z$} ungleich Null (mit dem Betrag {$r$} und dem Argument {$\varphi$} soll unter {$z^x \text{mit} x \in \R$} jede der folgenden komplexen Zahlen mit {$k \in \N_0$} verstanden werden:

{$r^x \cdot \left[ {\cos \left(x (\varphi + k \cdot 2\pi) \right) + \mathrm{i} \cdot \sin \left( x (\varphi  + k \cdot 2\pi) \right) } \right]$}}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Hinweise:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 
\begin{myitemize}
\item{}  Bei einer Potenz mit (beliebigen) reellen Exponenten handelt es sich damit um eine mehrdeutige Funktion.
\item{}  Die Grundregeln für das Rechnen mit Potenzen gelten bei den so definierten Potenzen nicht mehr.
\end{myitemize}

Genauer (und einfacher) kann das mit der Exponentialdarstellung besprochen werden.
\section{Aufgaben}
\label{57}\subsection{Übungen}
\label{58}
\TemplateHeaderExerciseUebung{1}{Konjugiert-{}komplexe Zahlen}
Beweise: {$\qquad \overline{z_1 \cdot z_2}  =  \overline{z_1} \cdot \overline{z_2}$}

\TemplateHeaderExerciseUebung{2}{Konjugiert-{}komplexe Zahlen}
Beweise: {$\qquad \text{Für} z = r \cdot \operatorname{cis}\varphi  \text{gilt:}\quad \overline{z}  =  r \cdot \operatorname{cis}(- \varphi)$}

\TemplateHeaderExerciseUebung{3}{Regeln für Potenzen}
Beweise die allgemeine Potenzformel für negative ganzzahlige Werte von {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape n} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}:

\begin{equation*}z^n  =  |z|^n \,( \cos n\varphi + \mathrm{i}\cdot\sin n\varphi )\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{4}{Regeln für Potenzen}
Beweise die o.\,g. dritte Rechenregel für Potenzen: 

\begin{equation*}z_1^n \cdot z_2^n  =  ( z_1 \cdot z_2 )^n\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{5}{Der Moivre’sche Satz}
Beweise den Satz von Moivre durch vollständige Induktion.\myfootnote{Eine Kurzanleitung zum Beweisverfahren der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries vollständigen Induktion} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} gibt es im Buch \myfnhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Lineare\%20Algebra\%3A\%20Grundlagen\%3A\%20Vollst\%C3\%A4ndige\%20Induktion}{Lineare Algebra}, eine ausführliche Einführung bei \myfnhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe\%20f\%C3\%BCr\%20Nicht-Freaks\%3A\%20Vollst\%C3\%A4ndige\%20Induktion}{Mathe für Nicht-{}Freaks} und eine vertiefende Erläuterung bei \myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Vollst\%C3\%A4ndige\%20Induktion}{Wikipedia}.}

\TemplateHeaderExerciseUebung{6}{Potenzen}
Berechne die vierte Potenz der komplexen Zahl mit dem Betrag 1,5 und dem Argument {$\tfrac{2\pi}{3}$} sowohl nach der Moivre’schen Formel als auch mit dem binomischen Lehrsatz. Begründe, unter welchen Umständen beide Verfahren zum exakt (!) gleichen Ergebnis führen.

\TemplateHeaderExerciseUebung{7}{Wurzeln}
Berechne die dritten Wurzeln von: {$\qquad z = 8 \cdot \operatorname{cis} 36^\circ$}

\TemplateHeaderExerciseUebung{8}{Einheitswurzeln}
Überlege anhand der geometrischen Interpretation, wie die vierten Einheitswurzeln lauten müssen, und bestätige diese Überlegung durch die Berechnung.

\TemplateHeaderExerciseUebung{9}{Quadratwurzeln}
Es sei {$z_1 = a + b\cdot\mathrm{i}$} eine der Quadratwurzeln einer komplexen Zahl. Überlege anhand der geometrischen Interpretation, wie die zweite Quadratwurzel lautet.
\subsection{Lösungen}
\label{59}
\TemplateHeaderSolutionUebung{1}{Konjugiert-{}komplexe Zahlen}
\begin{equation*}\begin{aligned} \overline{z_1 \cdot z_2}  &=  \overline{ (a_1+\mathrm{i}b_1) \cdot (a_2+\mathrm{i}b_2) } \\  &=  \overline{(a_1 a_2 - b_1 b_2) + \mathrm{i} \, (a_1 b_2 + a_2 b_1) }\\  &=  (a_1 a_2 - b_1 b_2) - \mathrm{i} \, (a_1 b_2 + a_2 b_1) \\  &=  a_1 (a_2 - \mathrm{i} b_2)  - \mathrm{i} b_1 (a_2 - \mathrm{i} b_2)  \\  &=  (a_1- \mathrm{i} b_1 ) \cdot (a_2- \mathrm{i} b_2)     \\  &=  \overline{(a_1 + \mathrm{i} b_1 )} \cdot \overline{(a_2 + \mathrm{i} b_2)}     \\  &=  \overline{z_1} \cdot \overline{z_2}    \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{2}{Konjugiert-{}komplexe Zahlen}
Der Beweis ergibt sich direkt aus den Symmetrieeigenschaften von Sinus und Cosinus:
\begin{equation*}\begin{aligned} z  &=  r \cdot ( \cos \varphi + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi ) \qquad \text{Daraus ergibt sich:} \\ \overline{z}  &=  r \cdot ( \cos \varphi - \mathrm{i} \cdot \sin \varphi ) \\ &=  r \cdot ( \cos(-\varphi) + \mathrm{i} \cdot \sin(-\varphi) ) \\ &=  r \cdot \operatorname{cis}(- \varphi) \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{3}{Regeln für Potenzen}
Sei {$n < 0  \text{bei}  n \in \Z$}. Dann gilt mit {$m = -n  \text{also}  m \in \N$}:
\begin{equation*}\begin{aligned} z^n  =  z^{-m}  &=  \frac{1}{z^m} \\ &=  \frac{1}{|z|^m \cdot ( \cos m\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin m\varphi ) } \qquad \text{(mit dem konjugierten Nenner erweitern)} \\ &=  \frac{ \cos m\varphi - \mathrm{i} \cdot \sin m\varphi } { |z|^m \cdot ( \cos m\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin m\varphi ) \cdot ( \cos m\varphi - \mathrm{i} \cdot \sin m\varphi ) } \qquad \text{(binomische Formel im Nenner)} \\ &=  |z|^{-m} \cdot \frac{ \cos m\varphi - \mathrm{i} \cdot \sin m\varphi }{ \cos^2{m\varphi} + \sin^2{m\varphi} } \qquad \text{(trigonometrische Formel im Nenner, m durch −n ersetzen)} \\ &=  |z|^n \cdot \frac{ \cos(-n\varphi) - \mathrm{i} \cdot \sin(-n\varphi) }{1} \qquad \text{(Symmetrie von Sinus und Cosinus)}\\ &=  |z|^n \cdot ( \cos n\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin n\varphi ) \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{4}{Regeln für Potenzen}
Zunächst wird der linke Term umgeformt; dabei werden trigonometrische Summenformeln benutzt:
\begin{equation*}\begin{aligned} z_1^n \cdot z_2^n  &=  |z_1|^n \cdot ( \cos n\varphi_1 + \mathrm{i} \cdot \sin n\varphi_1 ) \cdot |z_2|^n \cdot ( \cos n\varphi_2 + \mathrm{i} \cdot \sin n\varphi_2 ) \\ &=  |z_1|^n \cdot |z_2|^n \cdot \left( \cos n\varphi_1 \cdot \cos n\varphi_2 - \sin n\varphi_1 \cdot \sin n\varphi_2 + \mathrm{i} \cdot \sin n\varphi_1 \cdot \cos n\varphi_2 + \mathrm{i} \cdot \sin n\varphi_2 \cdot \cos n\varphi_1 \right) \\  &=  \left( |z_1| \cdot |z_2| \right)^n \cdot \left( \cos(n\varphi_1 + n\varphi_2) + \mathrm{i} \cdot \sin(n\varphi_1 + n\varphi_2) \right) \\  &=  \left( |z_1 \cdot z_2| \right)^n \cdot \left( \cos n(\varphi_1 + \varphi_2) + \mathrm{i} \cdot \sin n(\varphi_1 + \varphi_2) \right)  \end{aligned}\end{equation*}

Andererseits gilt für den rechten Term (diesmal mit der verkürzten Schreibweise):

\begin{equation*}\begin{aligned} ( z_1 \cdot z_2 )^n  &=  \left( | z_1 \cdot z_2 | \cdot \operatorname{cis}( \varphi_1 + \varphi_2 ) \right)^n \\ &=  {| z_1 \cdot z_2 |}^n \cdot \operatorname{cis}\left( n \cdot ( \varphi_1 + \varphi_2 ) \right) \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{5}{Der Moivre’sche Satz}

Für irgendeine natürliche Zahl {$n \in \N$} soll Folgendes gezeigt werden:

\begin{equation*}(\cos \varphi + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi )^n  =  \cos n\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin n\varphi\end{equation*}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Induktionsanfang:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Diese Gleichung gilt offensichtlich für {$n=1$}.
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\begin{equation*}(\cos \varphi + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi )^k  =  \cos k\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin k\varphi\end{equation*}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Induktionsschritt:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Die Gleichung soll auch für {$k+1$} gelten. Für den Beweis betrachten wir die Terme in Klammern als komplexe Zahlen mit dem Betrag 1 und beachten die Grundregel zur Multiplikation komplexer Zahlen (Multiplikation der Beträge, Addition der Argumente). Den Faktor 1 schreiben wir nicht; daraus ergibt sich:

\begin{equation*}\begin{aligned} (\cos \varphi + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi )^{k+1}  &=  (\cos \varphi + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi )^k \cdot (\cos \varphi + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi ) \\ &=  ( \cos k\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin k\varphi ) \cdot (\cos \varphi + \mathrm{i} \cdot \sin \varphi ) \qquad \mbox{(Addition der Argumente)} \\ &=  \cos (k\varphi + \varphi) + \mathrm{i} \cdot \sin (k\varphi + \varphi) \\ &=  \cos \left((k+1)\varphi\right) + \mathrm{i} \cdot \sin \left((k+1)\varphi\right)  \end{aligned}\end{equation*}

Die Gleichung gilt also – wie behauptet – auch für {$n = k+1$}, also für alle natürlichen Zahlen.

\TemplateHeaderSolutionUebung{6}{Potenzen}
Da die Zahl in Polarform mit {$ r = \tfrac{3}{2} \text{ und } \varphi = \tfrac{2\pi}{3} $}angegeben ist, können wir die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Moivre’sche Formel} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} direkt anwenden:

\begin{equation*}\begin{aligned} z^4  &=  r^4 \cdot ( \cos 4\varphi + \mathrm{i} \cdot \sin 4\varphi ) \qquad \text{(Einsetzen der Werte)} \\ z^4  &=  \left(\frac{3}{2}\right)^4 \cdot \left( \cos \frac{8\pi}{3} + \mathrm{i} \cdot \sin \frac{8\pi}{3} \right) \qquad \text{(Periodizität von Sinus und Cosinus:} \\ &=  \frac{81}{16} \cdot \left( \cos \frac{2\pi}{3} + \mathrm{i} \cdot \sin \frac{2\pi}{3} \right) \\ &=  \frac{81 \cdot (-1)}{16 \cdot 2 } + \frac{81 \cdot \sqrt{3} }{16 \cdot 2 } \mathrm{i}  =  - \frac{81}{32} + \frac{81 \sqrt{3}}{32} \mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}

Für den {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries binomischen Lehrsatz} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} benötigen wir zunächst die algebraische Form:
\begin{equation*}\begin{array}{cclclcr} a &= & \frac{3}{2} \cdot \cos \frac{2\pi}{3} &= & \frac{3}{2} \cdot \left(- \frac{1}{2} \right) &= & - \frac{3}{4} \\ b &= & \frac{3}{2} \cdot \sin \frac{2\pi}{3} &= & \frac{3}{2} \cdot \frac{\sqrt{3}}{2} &= & \frac{3\sqrt{3}}{4} \end{array}\end{equation*}

Damit können wir die Potenz berechnen:

\begin{equation*}\begin{aligned} \left( - \frac{3}{4} + \frac{3\sqrt{3}}{4} \cdot \mathrm{i} \right)^4  &=  \left(\frac{-3}{4}\right)^4  +  4 \cdot \left(\frac{-3}{4}\right)^3 \cdot \left(\frac{3\sqrt{3}}{4} \cdot \mathrm{i} \right)^1  +  6 \cdot \left(\frac{-3}{4}\right)^2 \cdot \left(\frac{3\sqrt{3}}{4} \cdot \mathrm{i} \right)^2  +  4 \cdot \left(\frac{-3}{4}\right)^1 \cdot \left(\frac{3\sqrt{3}}{4} \cdot \mathrm{i} \right)^3  +  \left(\frac{3\sqrt{3}}{4} \cdot \mathrm{i} \right)^4 \\ &=  \frac{81}{256}  +  \frac{ 4 \cdot (-27) \cdot 3\sqrt{3} \cdot \mathrm{i} }{ 64 \cdot 4 }   +  \frac{ 6 \cdot 9 \cdot 27 \cdot (-1) }{ 16 \cdot 16 }  +  \frac{ 4 \cdot (-3) \cdot 27 \cdot 3\sqrt{3} \cdot (- \mathrm{i}) }{ 4 \cdot 64 }  +  \frac{ 81 \cdot 9 \cdot 1 }{ 256} \\ &=  \frac{ 81 - 1458 + 729 }{256}  +  \frac{ - 324\sqrt{3} + 972\sqrt{3} }{256} \cdot \mathrm{i} \\ &=  \frac{-648}{256}  +  \frac{648\sqrt{3}}{256} \cdot \mathrm{i}  =  - \frac{81}{32} + \frac{81\sqrt{3}}{32} \cdot \mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}
Beide Ergebnisse sind exakt gleich, wenn für Sinus und Cosinus von {$\tfrac{2\pi}{3}$} mit {$\sqrt{3}$} als genauem Wert und nicht mit einer Dezimalzahl gerechnet wird.

\TemplateHeaderSolutionUebung{7}{Wurzeln}
Die Wurzeln ergeben sich allgemein für {$k=0,1,2$} wie folgt:
\begin{equation*}\begin{aligned} \sqrt[3]{z}  &=  \sqrt[3]{r} \cdot \left[\cos \left(\frac{\varphi+2k\pi}3\right)  +  \mathrm i \cdot \sin\left(\frac{\varphi+2k\pi}3\right)\right] \\ &=  2 \cdot \left[\cos \left(\frac{36^\circ+2k\pi}3\right)  +  \mathrm i \cdot\sin\left(\frac{36^\circ+2k\pi}3\right)\right] \end{aligned}\end{equation*}

Dies liefert die drei Wurzeln – unter Berücksichtigung von {$(2\pi = 360^\circ)$}:

\begin{equation*}\begin{array}{cclll} k = 0 & \quad & 2 \cdot \left(\cos\frac{36^\circ}{3} + \mathrm i \cdot \sin\frac{36^\circ}{3} \right)  & \quad & = 2 \cdot ( \cos 12^\circ + \mathrm i \cdot \sin 12^\circ ) \\ k = 1 & \quad & 2 \cdot \left(\cos\frac{36^\circ + 2\pi}{3} + \mathrm{i} \cdot \sin\frac{36^\circ+2\pi}{3} \right) &=  2 \cdot \left(\cos\frac{36^\circ+360^\circ}{3} + \mathrm{i} \cdot \sin\frac{36^\circ+360^\circ}{3} \right)  &=  2\cdot (\cos 132^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin 132^\circ ) \\ k = 2 & \quad & 2 \cdot \left(\cos\frac{36^\circ + 4\pi}{3} + \mathrm{i} \cdot \sin\frac{36^\circ+4\pi}{3} \right) &=  2 \cdot \left(\cos\frac{36^\circ+720^\circ}{3} + \mathrm{i} \cdot \sin\frac{36^\circ+720^\circ}{3}\right)  &=  2\cdot (\cos 252^\circ + \mathrm{i} \cdot \sin 252^\circ ) \end{array}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{8}{Einheitswurzeln}
{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Überlegung:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Die erste Einheitswurzel ist die reelle Einheit selbst. Die weiteren Wurzeln sind jeweils um {$\tfrac{2\pi}{4}$} gedreht, nämlich um 90°. Sie liegen also auf dem Einheitskreis auf den Achsen und entsprechen den Zahlen 1, {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, −1, −{\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.

Die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Berechnung} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} erfolgt analog zu Übung 7:
\begin{equation*}\sqrt[4]{1}  =  \cos \tfrac{2k\pi}{4} + \mathrm{i} \cdot \sin \tfrac{2k\pi}{4}\end{equation*}

\begin{equation*}\begin{array}{ccrlllr} k = 0 & \quad & z_0  = & \cos 0 + \mathrm{i} \cdot \sin 0 &= + 1 + 0 \cdot \mathrm{i} &= & 1 \\ k = 1 & \quad & z_1  = & \cos \tfrac{\pi}{2} + \mathrm{i} \cdot \sin \tfrac{\pi}{2} &= \pm 0 + 1 \cdot \mathrm{i} &= & \mathrm{i} \\ k = 2 & \quad & z_2  = & \cos \pi + \mathrm{i} \cdot \sin \pi &= - 1 + 0 \cdot \mathrm{i} &= & -1\\ k = 3 & \quad & z_3  = & \cos \tfrac{3\pi}{2} + \mathrm{i} \cdot \sin \tfrac{3\pi}{2} &= \pm 0 - 1 \cdot \mathrm{i} &= & -\mathrm{i} \end{array}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{9}{Quadratwurzeln}
Die beiden Quadratwurzeln liegen auf einem Kreis um den Ursprung der komplexen Zahlenebene, haben also den gleichen Betrag. Als Quadratwurzeln unterscheiden sich ihre Argumente um {$\pi$}. Die beiden Zahlen liegen also punktsymmetrisch zueinander: Sowohl Realteil als auch Imaginärteil unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Damit gelten: {\mbox{$\text{ }$}}{$z_2 = - a - b\cdot\mathrm i \quad \text{bzw.} \quad z_2 = - z_1$}
\section{Siehe auch}
\label{60}




\label{61}\chapter{Quadratische Gleichungen}

\myminitoc
\label{62}


Zur Einführung der komplexen Zahlen hatten wir eine Lösung der folgenden Gleichung konstruiert:
\begin{equation*}x^2 = -1\end{equation*}
Aufbauend auf den Grundrechenarten für komplexe Zahlen befassen wir uns jetzt grundsätzlicher mit quadratischen Gleichungen.
\section{Allgemeine Form}
\label{63}
Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung lautet:
\begin{equation*} ax^2 + bx + c  =  0 \qquad \text{mit} \quad a \neq 0\end{equation*}

Dafür werden folgende Bezeichnungen verwendet:
\begin{myitemize}
\item{}  {$a, b, c$} werden {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Koeffizienten} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} genannt.
\item{}  {$ax^2$} heißt {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape quadratisches Glied} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.
\item{}  {$bx$} ist das {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape lineare Glied} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und 
\item{}  {$c$} das {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape konstante Glied} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} oder auch {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Absolutglied} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} der Gleichung.
\end{myitemize}


Die Gleichung ist in {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Normalform} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, wenn {$a = 1$} gilt, also wenn das quadratische Glied den Koeffizienten 1 hat. Aus der allgemeinen Form lässt sich die Normalform gewinnen, indem durch {$a$} dividiert wird. Damit lässt sich die Normalform (mit den üblichen Variablen) so schreiben:
\begin{equation*} x^2 + px + q  =  0\end{equation*}

Im Folgenden gehen wir der Einfachheit halber von {$a = 1$} aus, behandeln quadratische Gleichungen also immer in der Normalform.

Eine andere Formulierung für die Suche nach den Lösungen einer quadratischen Gleichung lautet: Gesucht werden die Nullstellen für ein (normiertes) Polynom zweiten Grades:
\begin{equation*}P(x)  =  x^2 + px + q\end{equation*}
\section{Reelle Koeffizienten}
\label{64}
Beginnen wir mit reellen Zahlen als Koeffizienten, also {$p, q \in \R$}. Mit den bekannten Gleichungsumformungen (Subtraktion, quadratische Ergänzung, binomische Formel, Wurzel, erneute Subtraktion) erhalten wir die Lösungen der quadratischen Gleichung in Normalform:
\begin{equation*}\begin{aligned} x^2 + px + q  &=  0 \\ x^2 + px  &=  - q \\ x^2 + px + \left(\frac{p}{2}\right)^2  &=  \left(\frac{p}{2}\right)^2 - q \\ \left(x + \frac{p}{2}\right)^2  &=  \left(\frac{p}{2}\right)^2 - q \\ x_{1,2} + \frac{p}{2}  &=  \pm \sqrt{ \frac{p^2}{4} - q } \\ x_{1,2}  &=  - \frac{p}{2} \pm \sqrt{ \frac{p^2}{4} - q } \\ x_{1,2}  &=  - \frac{p}{2} \pm \frac{1}{2} \sqrt{ p^2 - 4q } \end{aligned}\end{equation*}
Das ist die bekannte Lösungsformel (genauer: eine der üblichen Schreibweisen) für quadratische Gleichungen; der Term unter der Wurzel wird {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Diskriminante D} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} genannt. Der Wert von {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} entscheidet über Anzahl und Art der Lösungen:

\begin{myitemize}
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\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Diskriminante gleich Null:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} In diesem Fall liefert auch die Wurzel den Wert Null, es gibt also nur eine Lösung {$- \tfrac{p}{2}$}. Man sagt jedoch aus Gründen der Symmetrie (auch der späteren Anwendungen wegen), dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln oder eine {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Doppelwurzel} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} habe.
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Diskriminante negativ:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} In diesem Fall gibt es keine reellen Lösungen. Lässt man aber komplexe Zahlen als Grundmenge für die Lösungen zu, erhält man zwei verschiedene komplexe Lösungen. Diese sind zueinander konjugiert, das heißt, sie haben den gleichen Realteil und ihre Imaginärteile unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.
\end{myitemize}

Für die letzte Aussage können wir einfach die Lösungsformel ergänzen:
\begin{equation*}\begin{aligned} x_{1,2}  &=  - \frac{p}{2} \pm \frac{1}{2} \sqrt{ p^2 - 4q } \\ &=  - \frac{p}{2} \pm \frac{1}{2} \sqrt{ (4q - p^2) \cdot (-1) } \\ &=  - \frac{p}{2} \pm \frac{1}{2} \sqrt{ 4q - p^2 } \cdot \mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}
\section{Komplexe Koeffizienten}
\label{65}
Betrachtet man die Normalform der quadratischen Gleichung mit {$p, q \in \C$}, also mit komplexen Koeffizienten, kann man die Lösungen in der gleichen Weise mit Gleichungsumformungen (vor allem der quadratischen Ergänzung) finden: Sämtliche Umformungen benutzen Rechenregeln, die bei den komplexen Zahlen genauso gelten. Damit gilt die bekannte Lösungsformel auch im Bereich der komplexen Zahlen:

\begin{equation*}\begin{aligned} x^2 + px + q  &=  0 \qquad \text{mit} \quad p, q \in \C \qquad \text{ergibt folgende Lösungen:}\\ x_{1,2}  &=  - \frac{p}{2} \pm \frac{1}{2} \sqrt{ p^2 - 4q } \end{aligned}\end{equation*}

Im Einzelfall erhält man auf diese Weise die Lösungen. Allerdings bleiben Unklarheiten:
\begin{myitemize}
\item{}  Es wird meistens die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl (der Diskriminante) benötigt; die Grundrechenarten genügen also nicht.
\item{}  Weil sich die komplexen Zahlen nicht anordnen lassen, sind Aussagen wie „Diskriminante positiv“ nicht möglich.
\end{myitemize}

Im vorigen Kapitel (siehe auch Übung 9) wurde festgestellt, dass es zu einer komplexen Zahl (ungleich Null) immer zwei Quadratwurzeln gibt, wobei sich Realteile und Imaginärteile nur durch die Vorzeichen unterscheiden. Daraus ergibt sich, dass eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten immer zwei komplexe Lösungen hat. Falls die Diskriminante gleich Null ist, fallen diese Lösungen zusammen.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Gegeben ist die komplexe Gleichung

\begin{equation*}x^2 + (12 - 4\,\mathrm{i}) \cdot x + (-13 + 84\,\mathrm{i})  =  0\end{equation*}

Nach der Formel erhält man folgende Lösungen:

\begin{equation*}\begin{aligned} x_{1,2}  &=  - \frac{12-4\,\mathrm{i}}{2} \pm \frac{1}{2} \cdot \sqrt{ (12-4\,\mathrm{i})^2 - 4\cdot(-13+84\,\mathrm{i}) } \\ &=  - 6 + 2\,\mathrm{i} \pm \frac{1}{2} \cdot \sqrt{ 4 \cdot (6-2\,\mathrm{i})^2 - 4\cdot(-13+84\,\mathrm{i}) } \\ &=  - 6 + 2\,\mathrm{i} \pm \sqrt{ 36 - 24\,\mathrm{i} - 4 + 13 - 84\,\mathrm{i} } \\ &=  - 6 + 2\,\mathrm{i} \pm \sqrt{ 45 - 108\,\mathrm{i} } \\ &=  - 6 + 2\,\mathrm{i} \pm 3 \cdot \sqrt{ 5 - 12\,\mathrm{i} } \\ \end{aligned}\end{equation*}

Um hier die Wurzel zu ziehen, müssen wir {$d = 5 - 12\,\mathrm{i}$} (eine Zahl im 4. Quadranten) zunächst in die Polarform umwandeln und erhalten nach den Umrechnungsregeln:

\begin{equation*}\begin{aligned} \text{Betrag:} \quad & r  =  13 \qquad \text{(5, 12, 13 sind pythagoreische Zahlen)} \\ \text{Argument:} \quad & \varphi  =  \arctan \tfrac{12}{5}  \approx  360^\circ - 67,38^\circ  =  292,62^\circ  \end{aligned}\end{equation*}

Nach Moivre ergeben sich für die erste Quadratwurzel folgende Werte:
\begin{equation*}\begin{aligned} \text{Betrag:} \quad & r_1  =  \sqrt{13} \\ \text{Argument:} \quad & \varphi_1  \approx  146,31^\circ \\ & \sin \varphi_1  \approx  0,55 \qquad \text{sowie} \qquad \cos \varphi_1  \approx  -0,83 \end{aligned}\end{equation*}

Jetzt können wir die Lösungsformel weiter auswerten:
\begin{equation*}\begin{aligned} x_1  &\approx  - 6 + 2\,\mathrm{i} + 3 \cdot \sqrt{13} \cdot ( - 0,83 + 0,55\,\mathrm{i} ) \\ &\approx  - 6 + 2\,\mathrm{i} - 8,97 + 5,95\,\mathrm{i} \\ &=  -14,97 + 7,95\,\mathrm{i} \\ x_2  &\approx  - 6 + 2\,\mathrm{i} - 3 \cdot \sqrt{13} \cdot ( - 0,83 + 0,55\,\mathrm{i} ) \\  &\approx  - 6 + 2\,\mathrm{i} + 8,97 - 5,95\,\mathrm{i} \\ &=  +2,97 - 3,95\,\mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}
Warum die zweite Quadratwurzel von {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape d} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} nicht benötigt wird, wird als Übung 3 besprochen.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Hinweis:} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Die wiederholten Näherungswerte führen zu deutlichen Ungenauigkeiten. Die Lösungen sollten eigentlich {$x_1 = - 15 + 8\,\mathrm{i} \quad \text{sowie} \quad x_2 = 3 - 4\,\mathrm{i}$} lauten, wie im folgenden Abschnitt erwähnt wird.
\section{Linearfaktoren}
\label{66}
Mit den Nullstellen eines Polynoms zweiten Grades (also den Lösungen {$x_1 {,} x_2$} einer quadratischen Gleichung) kann man es in seine Linearfaktoren {$x - a_n$} zerlegen:

\begin{equation*}0  =  x^2 + px + q  =  (x - x_1) \cdot (x - x_2)\end{equation*}

Der Beweis erfolgt einfach durch Einsetzen der Lösungsformel (siehe Übung).

Multiplizieren wir außerdem die Klammern in der vorstehenden Beziehung aus:
\begin{equation*}\begin{aligned} x^2 + px + q  &=  (x - x_1) \cdot (x - x_2) \\ &=  x^2 - (x_1 + x_2)\,x + x_1 x_2 \end{aligned}\end{equation*}

Durch Koeffizientenvergleich erhält man die folgenden Beziehungen, die als {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Satz von Vieta} \myfootnote{\myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Fran\%C3\%A7ois\%20Vi\%C3\%A8te}{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}w:François Viète}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} oder {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Franciscus Vieta} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (1540–1603)} bekannt sind:
\begin{equation*}x_1 + x_2  =  - p \qquad \text{sowie} \qquad x_1 \cdot x_2  =  q\end{equation*}

Diese Beziehungen haben drei wichtige Anwendungen:
\begin{myitemize}
\item{}  Im Reellen kann man bei ganzzahligen Koeffizienten unter Umständen durch „scharfes Hinsehen“ die Lösungen einfach bestimmen.\myfootnote{Ein Beispiel findet sich in diesem \myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische\%20Gleichung\%23Satz\%20von\%20Vieta}{Artikel}.}
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Es können Gleichungssysteme der folgenden Form gelöst werden:
\end{myitemize}

\begin{equation*}\begin{aligned} x_1+x_2  &=  -p\\ x_1\cdot x_2  &=  q \end{aligned}\end{equation*}

\begin{myitemize}
\item{}  Es können quadratische Gleichungen zu vorgegebenen Lösungen konstruiert werden. Auf diese Weise ist das oben berechnete Beispiel erstellt worden. Die Lösungen {$x_1 = -15+8\,\mathrm{i} \quad \text{und} \quad x_2 = 3-4\,\mathrm{i}$} liefern folgende Gleichung:
\end{myitemize}

\begin{equation*}\begin{aligned} 0  &=  x^2 - (-15+8\,\mathrm{i} + 3-4\,\mathrm{i})\cdot x + (-15+8\,\mathrm{i}) \cdot (3-4\,\mathrm{i}) \\ &=  x^2 - (-12 + 4\,\mathrm{i})\cdot x + (-45 + 24\,\mathrm{i} + 60\,\mathrm{i} + 32) \\ &=  x^2 + (12 - 4\,\mathrm{i})\cdot x + (-13 + 84\,\mathrm{i} ) \end{aligned}\end{equation*}
\section{Übungen}
\label{67}\subsection{Aufgaben}
\label{68}
\TemplateHeaderExerciseUebung{1}{Existenz von Lösungen}
Bei der Lösungsformel für eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten heißt es: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape „Es wird meistens die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl (der Diskriminante) benötigt.“} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Unter welcher Voraussetzung wird eine solche Quadratwurzel nicht benötigt?

\TemplateHeaderExerciseUebung{2}{Lösungen berechnen}
Bestimme die Lösungen zur folgenden Gleichung:
\begin{equation*}x^2 + (\mathrm{i} + 1)\,x + \mathrm{i}  =  0\end{equation*}

\TemplateHeaderExerciseUebung{3}{Lösungen und Wurzeln}
Beim obigen Beispiel für eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten wird nur die erste komplexe Quadratwurzel verwendet. Warum wird die zweite Wurzel nicht benötigt?

\TemplateHeaderExerciseUebung{4}{Linearfaktoren}
Bestätige die folgende Beziehung für die Lösungen {$x_{1,2}$} einer quadratischen Gleichung:
\begin{equation*}x^2 + px + q  =  (x - x_1) \cdot (x - x_2)\end{equation*}
\subsection{Lösungen}
\label{69}
\TemplateHeaderSolutionUebung{1}{Existenz von Lösungen}
Wenn die Diskriminante gleich Null ist, ist auch die Wurzel gleich Null; beide Lösungen fallen also zusammen. Wenn die Diskriminante eine reelle Zahl und positiv ist, sind auch die komplexen Quadratwurzeln reelle Zahlen. In allen anderen Fällen werden komplexe Quadratwurzeln benötigt.

\TemplateHeaderSolutionUebung{2}{Lösungen berechnen}
\begin{equation*}\begin{aligned} x_{1,2}  &=  - \frac{\mathrm{i} + 1}{2} \pm \sqrt{ (\mathrm{i} + 1)^2 - 4\,\mathrm{i} } \\ &=  - \frac{\mathrm{i} + 1}{2} \pm \sqrt{ (\mathrm{i} - 1)^2 } \qquad \text{also:} \\ x_1  &=  - \frac{\mathrm{i} + 1}{2} + \frac{\mathrm{i} - 1}{2}  =  -1 \\ x_2  &=  - \frac{\mathrm{i} + 1}{2} - \frac{\mathrm{i} - 1}{2}  =  -\mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}

\TemplateHeaderSolutionUebung{3}{Lösungen und Wurzeln}
Die erste Lösung der Gleichung erhält man, indem die erste Quadratwurzel mit dem positiven Vorzeichen bei {$\pm$} verknüpft wird.

Die zweite Lösung der Gleichung erhält man, indem die erste Quadratwurzel mit dem negativen Vorzeichen bei {$\pm$} verknüpft wird.

Die zweite Quadratwurzel ergibt sich aus der ersten Quadratwurzel durch Vorzeichenwechsel. Die Verknüpfung mit dem positiven Vorzeichen ist also gleichbedeutend mit der zweiten Lösung; die Verknüpfung mit dem negativen Vorzeichen entspricht der ersten Lösung.

\TemplateHeaderSolutionUebung{4}{Linearfaktoren}
Der Beweis erfolgt, indem (wie angegeben) für {$x_1{,} x_2$} die Lösungsformel eingesetzt wird:
\begin{equation*}\begin{aligned} (x - x_1) \cdot (x - x_2)  &=  \left( x - (-\frac{p}{2} + \frac{1}{2}\sqrt{p^2 - 4q} ) \right) \cdot \left( x - (-\tfrac{p}{2} - \frac{1}{2}\sqrt{p^2 - 4q} ) \right) \\ &=  \left( x + \frac{p}{2} - \frac{1}{2}\sqrt{p^2 - 4q} \right)  \cdot \left( x + \frac{p}{2} + \frac{1}{2}\sqrt{p^2 - 4q} \right) \\ &=  \left( x + \frac{p}{2} \right) - \frac{1}{4} \cdot \left( p^2 - 4q \right) \\ &=  x^2 + px + \frac{p^2}{4} - \frac{p^2}{4} + q  =  x^2 + px + q \end{aligned}\end{equation*}
\section{Hinweis}
\label{70}




\label{71}\chapter{Kubische Gleichungen}

\myminitoc
\label{72}


Kubische Gleichungen (Gleichungen 3. Grades) können zunächst reduziert werden zu einer speziellen Variante, der Normalform. Lösungen dieser Normalform werden mit den {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries cardanischen Formeln} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bestimmt. Damit werden alle Nullstellen eines gegebenen kubischen Polynoms berechnet. 
\section{Einführung}
\label{73}
Die Formeln wurden, zusammen mit Lösungsformeln für quartische Gleichungen (Gleichungen 4. Grades), erstmals 1545 von dem Mathematiker Gerolamo Cardano\myfootnote{\myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Gerolamo\%20Cardano}{w:Gerolamo Cardano} (1501–1576)} in seinem Buch {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Ars magna} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} veröffentlicht. Entdeckt wurde die Lösungsformel für die reduzierten kubischen Gleichungen von Niccolò Tartaglia\myfootnote{\myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Niccol\%C3\%B2\%20Tartaglia}{w:Niccolò Tartaglia} (1499–1557)} laut Cardano sogar noch früher durch Scipione del Ferro.\myfootnote{\myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Scipione\%20del\%20Ferro}{w:Scipione del Ferro} (1465–1526)} Von Cardano selbst stammt die Methode zur Reduzierung der allgemeinen Gleichung dritten Grades auf diesen Spezialfall.

Die cardanischen Formeln waren eine wichtige Motivation für die Einführung der komplexen Zahlen, da man im Fall des {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape casus irreducibilis} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (lat. für „nicht zurückführbarer Fall“) durch das Ziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl zu reellen Lösungen gelangen kann. Diesen Fall zu lösen schaffte erst François Viète (Vieta) um 1600 mittels der Trigonometrie.

Die cardanischen Formeln besitzen heute für eine rein {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape numerische} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, d.\,h. angenäherte Lösung kubischer Gleichungen kaum noch eine praktische Bedeutung, da sich die Lösungen näherungsweise bequemer durch das Newton-{}Verfahren mittels elektronischer Rechner bestimmen lassen. Sie sind dagegen für eine exakte Berechnung der Lösungen in Radikalen von erheblicher Bedeutung.
\section{Reduzierung der allgemeinen Gleichung}
\label{74}
Die {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape allgemeine} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Gleichung dritten Grades lautet:
\begin{equation*}Ax^3 + Bx^2 + Cx + D  =  0 \qquad \text{mit} \quad A,  B,  C,  D \in \R \quad \text{und} \quad A \ne 0\end{equation*}
Sie kann durch Division durch {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape A} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} zunächst in die {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Normalform} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} gebracht werden:
\begin{equation*}x^3 + ax^2 + bx + c  =  0 \qquad \text{mit} \quad a=\frac{B}{A} \quad b=\frac{C}{A} \quad c=\frac{D}{A}\end{equation*}
Wie bei den quadratischen Gleichungen behandeln wir auch kubische Gleichungen immer in dieser Normalform.

Mit Hilfe der Substitution\myfootnote{Diese Substitution und auch Umwandlungen für die {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Cardanische Formel} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} sehen sehr konstruiert und unmotiviert aus. Eine schöne Erläuterung für solche Beweisschritte gibt es unter \myfnhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe\%20f\%C3\%BCr\%20Nicht-Freaks\%3A\%20Beweis\%23Wenn\%20Beweise\%20vom\%20Himmel\%20fallen}{„Wenn Beweise vom Himmel fallen“}.} {$ x = z-\tfrac{a}{3}$} wird in der Normalform das quadratische Glied beseitigt und man erhält die {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape reduzierte Form} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}:
\begin{equation*}\begin{aligned} \left( z-\frac{a}{3} \right)^3 + a\,\left( z-\frac{a}{3} \right)^2 + b\,\left( z-\frac{a}{3} \right) + c  &=  0 \\ z^3 - 3\,{z^2}\,\frac{a}{3} + 3\,z\,\frac{a^2}{9} - \frac{a^3}{27} + a\,\left( z^2 - 2\,z\,\frac{a}{3} + \frac{a^2}{9} \right) + b\,\left( z - \frac{a}{3} \right) + c  &=  0 \\ z^3 + z^2 \cdot \left( -3\,\frac{a}{3} + a \right) + z \cdot \left( 3\,\frac{a^2}{9} - 2a\,\frac{a}{3} + b \right) + \left( - \frac{a^3}{27} + a\,\frac{a^2}{9} - b\,\frac{a}{3} + c \right)  &=  0 \\ \end{aligned}\end{equation*}

Das quadratische Glied entfällt; man kann die Gleichung in der reduzierten Form schreiben:
\begin{equation*}\begin{aligned} z^3 + pz + q = 0 \quad & \text{mit} \\ p = b - \frac{a^2}{3} \quad & \text{und} \quad q = \frac{2a^3}{27} - \frac{ab}3 + c  \end{aligned}\end{equation*}

Die reduzierte Form wird mithilfe der Cardanischen Formel aufgelöst; anschließend werden durch Rücksubstitution {$ x=z-\tfrac{a}{3}$} die Lösungen der ursprünglichen Gleichung bestimmt.
\subsection{Einfache Sonderfälle}
\label{75}
Bei {$ \boldsymbol{p = }\mathbf{0}$} erhält man die Lösungen als (komplexe) dritte Wurzeln:
\begin{equation*}z_{1,2,3}  =  \sqrt[3]{-q}\end{equation*}

Bei {$ \boldsymbol{q = }\mathbf{0}$} ist {$ z_1 = 0$} bereits eine Lösung. Die beiden anderen Lösungen erhält man durch die quadratische Gleichung {$ z^2 + p = 0$}.
\section{Die Cardanische Formel für die reduzierte Form}
\label{76}
Wegen der Sonderfälle kann {$ p \ne 0$} sowie {$ q \ne 0$} vorausgesetzt werden (auch wenn es unten im Fall A nochmals angesprochen wird).

Im Unterschied zur quadratischen Gleichung ist es bei der kubischen Gleichung erforderlich, komplexe Zahlen zu betrachten – sogar dann, wenn alle drei Lösungen reell sind. 

Beginnen wir mit der Substitution {$ z=u+v$}:
\begin{equation*}\begin{aligned} z^3  &=  u^3 + 3uv\,(u+v) + v^3 \\ &=  3uvz + (u^3 + v^3) \end{aligned}\end{equation*}

Durch Koeffizientenvergleich mit der reduzierten Form ergeben sich daraus folgende Beziehungen:
\begin{equation*}\begin{aligned} 3uv  &=  -p \qquad \Rightarrow \qquad uv  =  - \frac{p}{3} \qquad \Rightarrow \qquad u^3v^3  =  - \frac{p^3}{27} \qquad \text{(1)}\\ u^3 + v^3   &=  -q \qquad \text{(2)} \end{aligned}\end{equation*}

Dies wird wie folgt entwickelt:
\begin{equation*}\begin{aligned} \left( u^3 + v^3 \right)^2  &=  q^2 \qquad \qquad \big\vert \quad - 4u^3v^3 \quad \text{mit (1)} \\ u^6 + 2u^3v^3 + v^6 - 4u^3v^3  &=  q^2 + \,\frac{4p^3}{27} \\ \left( u^3 - v^3 \right)^2  &=  4\,\frac{q^2}{4} + \,\frac{4p^3}{27} \\ u^3 - v^3  &=  2\,\sqrt{D} \qquad \text{mit} \quad D = \left( \tfrac{q}{2} \right)^2 + \left( \frac{p}{3} \right)^3 \qquad \text{(3)} \end{aligned}\end{equation*}

Dabei wird {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} als Diskriminante bezeichnet. Wenn wir nun die Gleichungen (2) und (3) addieren sowie subtrahieren und durch 2 teilen, erhalten wir:
\begin{equation*}\begin{array}{lrclcl} \text{Summe:} \quad & u^3 &= & -\frac{q}{2} + \sqrt{D} & \quad \Rightarrow \quad & u  =  \sqrt[3]{-\frac{q}{2} + \sqrt{D}} \\ \text{Differenz:} \quad & v^3 &= & -\frac{q}{2} - \sqrt{D} & \quad \Rightarrow \quad & v  =  \sqrt[3]{-\frac{q}{2} - \sqrt{D}} \\ \end{array}\end{equation*}

Auf diesem Weg erhalten wir je drei komplexe dritte Wurzeln von {$u$} und {$v$}, die sich jeweils um den Faktor {$e_1$} unterscheiden, wobei {$e_1$} die primitive dritte Einheitswurzel\myfootnote{Siehe das Kapitel \myfnlref{52}{Weitere Rechenverfahren}.} ist. Dies liefert insgesamt neun mögliche Kombinationen {$(u,v)$} für die Lösungen {$z$} der kubischen Gleichung. Wegen der Zusatzbedingung {$ u\cdot v = -\tfrac{p}{3}$} ergeben tatsächlich nur drei dieser Paare die Lösungen der kubischen Gleichung. 

Beispielsweise ist die Kombination {$(ue_1, v)$} keine Lösung, wie die Probe zeigt:
\begin{equation*}\begin{aligned} (ue_1 + v)^3 + p\,(ue_1 + v) + q  &=  u^3 \cdot e_1^3 + 3 u^2 e_1^2 v + 3 u e_1 v^2 + v^3 + p\,(ue_1 + v) + q \\ &=  u^3 + v^3 + (3 u e_1 v + p) \cdot (ue_1 + v) + q \qquad \text{wegen (2) und (1)}\\ &=  -q + (-pe_1 + p) \cdot z + q \\ &=  (-e_1+1)\,pz  \overset{?}{=}  0 \end{aligned}\end{equation*}
Wegen {$ e_1 \ne 1$} gilt diese Gleichheit nur für {$ p = 0$} oder {$ q = 0$} – beides wurde für diesen Abschnitt ausgeschlossen.

Auf diesem Weg stellt man fest, dass folgende Kombinationen (mit {$e_2$} als weiterer Einheitswurzel) die drei Lösungen der reduzierten Form liefern:
\begin{equation*}\begin{aligned} z_1  &=  u + v\\ z_2  &=  ue_1 + ve_1^2  =  ue_1 + ve_2\\ z_3  &=  ue_1^2 + ve_1  =  ue_2 + ve_1 \end{aligned}\end{equation*}
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Das Lösungsverhalten hängt entscheidend vom Vorzeichen der Diskriminante ab:
\begin{myitemize}
\item{}  {$D=0$}: Es gibt entweder eine doppelte reelle Lösung und eine einfache reelle Lösung (Fall C) oder eine dreifache reelle Lösung (Fall A).
\item{}  {$D>0$}: Es gibt genau eine reelle Lösung und zwei imaginäre Lösungen (Grafik: Fall B).
\item{}  {$D<0$}: Es gibt drei verschiedene reelle Lösungen (Fall D).
\end{myitemize}


Für {$ D>0$} gibt es für den Verlauf des zugehörigen Graphen zwei Möglichkeiten: entweder Fall{\mbox{$~$}}B oder streng monoton wachsend (nicht im Bild dargestellt).
\subsection{Diskriminante gleich Null}
\label{77}
Fall A mit {$ p = q = 0$} ist bereits durch die einfachen Sonderfälle erledigt. Dabei ist {$ z=0$} die einzige (dreifache) Lösung, und es gilt:
\begin{equation*}x_{1,2,3}  =  -\frac{a}{3}\end{equation*}

Sofern Fall C mit {$ p \ne 0 \text{oder} q \ne 0$} nicht als einfacher Sonderfall erledigt ist, wählt man {$ u=v$} reell. Nach den obigen Formeln gibt es dann eine einfache reelle und eine doppelte reelle Lösung für {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape z} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}:
\begin{equation*}\begin{array}{rccclcr} z_1 &= &2u &= &\sqrt[3]{-4q} &= &\frac{3q}{p} \\ z_{2,3} &= &-u &= &\sqrt[3]{\frac{q}{2}} &= &-\frac{3q}{2p} \end{array}\end{equation*}

Die jeweils letzte Gleichheit ergibt sich aus folgender Umstellung der reduzierten Form der Gleichung:
\begin{equation*}z  =  \frac{-z^3 - q}{p}\end{equation*}

Daraus folgen die gesuchten Lösungen für {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape x} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} so:
\begin{equation*}\begin{aligned} x_1  &=  \frac{3\cdot 3}{27} \cdot \frac{2a^3 - 9ab + 27c}{3b - a^2} - \frac{a}{3} \\[0.5em] &=  \frac{a^3 - 4ab + 9c}{3b - a^2} \\[0.5em] x_{2,3}  &=  - \frac{3 \cdot 3}{2 \cdot 27} \cdot \frac{2a^3 - 9ab + 27c}{3b - a^2} - \frac{a}{3} \\[0.5em] &=  - \frac{1}{6} \cdot \frac{2a^3 - 9ab + 27c + 6ab - 2a^3}{3b - a^2} \\[0.5em] &=  \frac{ab - 9c}{6b - 2a^2} \end{aligned}\end{equation*}
\subsection{Positive Diskriminante}
\label{78}
Man wählt für {$u$} und {$v$} jeweils die reellen Wurzeln.
Es gibt genau eine reelle und zwei konjugiert komplexe Lösungen, die sich nach den obigen Formeln so ergeben:
\begin{equation*}\begin{aligned} z_1  &=  u + v\\ z_{2,3}  &=  u \cdot \left( -\frac{1}{2} + \frac{1}{2}\,\mathrm{i}\,\sqrt{3} \right) + v \cdot \left( -\frac{1}{2} - \frac{1}{2}\,\mathrm{i}\,\sqrt{3} \right) \\ &=  -\frac{u+v}{2} \pm \frac{u-v}{2}\,\mathrm{i}\,\sqrt3 \end{aligned}\end{equation*}

Somit erhält man als Lösungen der kubischen Gleichung:
\begin{equation*}\begin{aligned} x_1  &=  u + v - \frac{a}{3} \\ x_{2,3}  &=  -\frac{u+v}{2} - \frac{a}{3} \pm \frac{u-v}{2}\,\mathrm{i}\,\sqrt{3} \end{aligned}\end{equation*}

Allerdings ist das Ausziehen der Kubikwurzeln nicht immer einfach. Cardano führt als Beispiel an: {$ z^3+6z-20=0$}. Hierbei wählen wir {$ u=\sqrt[3]{10 + \sqrt{108}} = 1+\sqrt{3}$} und {$ v=\sqrt[3]{10 - \sqrt{108}} = 1-\sqrt{3}$} reell. Somit ergeben sich {$ z_1=2$} und {$ z_{2,3}=-1\pm 3\,\mathrm{i}$}. Für die Techniken zum Ausziehen von verschachtelten Wurzeln sei auf die Fachliteratur verwiesen.
\subsection{Negative Diskriminante}
\label{79}
Man wählt {$u$} und {$v$} jeweils konjugiert-{}komplex zueinander, so ergeben sich dann durch {$ z=u+v = u+\overline{u} = 2\,\operatorname{Re}(u)$} drei verschiedene reelle Lösungen.

Bei der Bestimmung von {$u$} müssen jedoch dritte Wurzeln aus echt komplexen Zahlen berechnet werden. Deshalb wird dieser Fall {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries casus irreducibilis} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} genannt. Mithilfe der trigonometrischen Funktionen können die Lösungen jedoch auch reell berechnet werden: Nach den Additionstheoremen der Trigonometrie gilt für alle {$\alpha$} diese Beziehung:
\begin{equation*}\cos^3\alpha  = \frac{\cos 3\alpha+3\,\cos\alpha}4\qquad\qquad(1)\end{equation*}

Schreibt man die Gleichung in der reduzierten Form mit Hilfe des Ansatzes {$ z=r\cdot\cos\varphi$} um, ergibt sich:
\begin{equation*}\begin{aligned} 0  &=  z^3 + pz + q \\ &=  r^3\cdot\cos^3\varphi+p\cdot r\cdot\cos\varphi+q \qquad \quad \text{mit (1)}\\ &=  r^3\cdot\frac{\cos 3\varphi+3\cos\varphi}{4} + p\cdot r\cdot\cos\varphi+q \\ &= \frac{r^3}{4} \cos 3\varphi+ \left(\frac{3}{4}r^2 + p\right)\cdot r\cdot\cos\varphi+q \qquad\text{(2)}\\ &=  \sqrt{-\frac{4}{27}\,p^3}\cdot\cos 3\varphi+q \end{aligned}\end{equation*}

Dabei wurde {$ r = \sqrt{-\frac{4}{3}\, p}$} gewählt, sodass der Klammerausdruck in (2) verschwindet. Es ergibt sich:
\begin{equation*}\begin{aligned} \cos 3\varphi  &=  -\frac{q}{2}\cdot\sqrt{-\frac{27}{p^3}}\\[0.5em] \iff\quad \varphi  &=  \frac{1}{3}\arccos\left(-\frac{q}{2}\cdot\sqrt{-\frac{27}{p^3}}\right)+\frac{2}{3}k \pi \qquad \text{mit}k \in \Z \end{aligned}\end{equation*}

Einsetzen in {$ z = r\cdot\cos\varphi$} liefert mit {$ k = -1, 0, 1$} und {$ \cos(\varphi\pm\tfrac{2\pi}{3}) = -\cos(\varphi\mp\tfrac{\pi}{3})$} zunächst den Lösungsansatz und daraus folgend die drei Lösungen:
\begin{equation*}\begin{aligned} z  &=  - \sqrt{-\frac{4}{3}p} \cdot \cos\left( \varphi\mp\frac{k\pi}{3} \right) \qquad \text{bzw. einzeln:}\\ z_2  &=  -\,\sqrt{-\frac{4}{3}p} \cdot \cos\left( \frac13 \arccos\left( -\frac{q}{2} \cdot \sqrt{-\frac{27}{p^3}} \right) + \frac{\pi}{3} \right)\\[.5em] z_1  &=  \quad\sqrt{-\frac{4}{3}p} \cdot \cos\left( \frac13 \arccos\left( -\frac{q}{2} \cdot \sqrt{-\frac{27}{p^3}} \right) \right)\\[.5em] z_3  &=  -\,\sqrt{-\frac{4}{3}p} \cdot \cos\left( \frac13 \arccos\left( -\frac{q}{2} \cdot \sqrt{-\frac{27}{p^3}} \right) - \frac{\pi}{3} \right) \end{aligned}\end{equation*}

Die Gleichung {$ x^3 + ax^2 + bx + c = 0$} hat also die folgenden drei Lösungen:
\begin{equation*}\begin{aligned} x_2  &=  -\,\sqrt{-\frac{4}{3}p} \cdot \cos\left( \frac13 \arccos\left( -\frac{q}{2} \cdot \sqrt{-\frac{27}{p^3}} \right) + \frac{\pi}{3} \right) - \frac{a}{3} \\[.5em] x_1  &=  \quad\sqrt{-\frac{4}{3}p} \cdot \cos\left( \frac13 \arccos\left( -\frac{q}{2} \cdot \sqrt{-\frac{27}{p^3}} \right) \right) - \frac{a}{3} \\[.5em] x_3  &=  -\,\sqrt{-\frac{4}{3}p} \cdot \cos\left( \frac13 \arccos\left( -\frac{q}{2} \cdot \sqrt{-\frac{27}{p^3}} \right) - \frac{\pi}{3} \right) - \frac{a}{3} \end{aligned}\end{equation*}
\section{Komplexe Koeffizienten}
\label{80}
Lässt man für eine kubische Gleichung in Normalform komplexe Koeffizienten zu, so kann man Real-{} und Imaginärteil der linken Seite der Gleichung gesondert betrachten und erhält zwei Gleichungen nur mit reellen Koeffizienten.

Man kann aber auch direkt mit komplexen Koeffizienten arbeiten. Das Vorgehen dafür entspricht weitgehend dem vorstehenden Abschnitt, es gibt aber nur zwei Fälle:
\begin{myitemize}
\item{}  {$D=0$}: Dies ist auch im Komplexen das Kriterium für mehrfache Nullstellen. Die oben für diesen Fall angegebenen Formeln gelten unverändert.
\item{}  {$D\ne0$}: Die oben für den Fall {$ D>0$} angegebenen Formeln gelten analog; die beiden dritten Wurzeln sind dabei wegen der Zusatzbedingung so zu wählen, dass ihr Produkt {$-\tfrac{p}{3}$} ergibt. Das Ausziehen der komplexen dritten Wurzeln auf trigonometrischem Weg führt zu einem Lösungsweg, der dem für den Fall {$D<0$}, den {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape casus irreducibilis} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, angegebenen entspricht. Dabei ist der Winkel {$3\varphi$} an die komplexen Radikanden {$ -\tfrac{q}{2} \pm \sqrt{D}$} anzupassen.
\end{myitemize}

\section{Beispiel}
\label{81}

Bestimme die Lösungen der Gleichung {$ x^3 + 3x^2 - 5x + 7=0$}

Zunächst reduzieren wir mit der Substitution {$ x = z - \tfrac{a}{3}$} die gegebene Gleichung:

\begin{equation*}\begin{aligned} 0  &=  (z-1)^3 + 3\cdot(z-1)^2 - 5\cdot(z-1) + 7 \\ &=  z^3 - 3z^2 + 3z - 1 + 3z^2 - 6z + 3 - 5z + 5 + 7\\ &=  z^3 - 8z + 14 \end{aligned}\end{equation*}

Die Diskriminante lautet also:
\begin{equation*}D  =  \left(\frac{14}{2}\right)^2 + \left(\frac{-8}{3}\right)^3  =  49 - \frac{512}{27}  \approx 30,037  >  0\end{equation*}

Wir haben jetzt die Hilfsgrößen {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape u} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape v} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} zu bestimmen. Dafür ergeben sich diese Werte:
\begin{equation*}\begin{array}{rclcl} u &\approx &\sqrt[3]{-7 + \sqrt{30,037}} &\approx &-1,1496\\ v &\approx &\sqrt[3]{-7 - \sqrt{30,037}} &\approx &-2,3196 \qquad \text{und somit:}\\ u + v &\approx &-3,4692\\ u - v &\approx &1,17 \end{array}\end{equation*}

Als reelle Lösung erhalten wir:
\begin{equation*}z_1  \approx  -3,4692 \qquad \Rightarrow \qquad x_1  =  z_1 - 1  \approx  -4,4692\end{equation*}

Nun sind noch die beiden konjugiert-{}komplexen Wurzeln zu bestimmen:
\begin{equation*}\begin{array}{lcl} z_2  \approx  1,7346 + 1,0132\,\mathrm{i} &\quad \Rightarrow \quad & x_2  \approx  0,7346 + 1,0132\,\mathrm{i}\\ z_3  \approx  1,7346 - 1,0132\,\mathrm{i} &\quad \Rightarrow \quad & x_3  \approx  0,7346 - 1,0132\,\mathrm{i} \end{array}\end{equation*}
\section{Ausblick}
\label{82}\subsubsection{Gleichungen höheren Grades}
\label{83}
Heute wissen wir, dass quadratische, kubische und quartische (biquadratische) Gleichungen algebraisch auflösbar sind, d.\,h. es gibt für sie Lösungsformeln, die nur algebraische Operationen (Grundrechenarten und Wurzelziehen) enthalten.

Alle Bemühungen, algebraische Gleichungen höheren als vierten Grades algebraisch aufzulösen, blieben allerdings ohne Erfolg. Zwischen 1824 und 1826 bewies Abel,\myfootnote{\myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Niels\%20Henrik\%20Abel}{w:Niels Henrik Abel} (1802–1829)} dass eine algebraische Gleichung, deren Grad größer als 4 ist, im allgemeinen nicht algebraisch lösbar ist; es gibt also für derartige Gleichungen keine Lösungsformeln. (Lediglich für spezielle Gleichungen gibt es algebraische Lösungen.)

Der Nachweis, dass es keine entsprechenden Formeln für Gleichungen fünften und höheren Grades geben kann, hat allerdings die Entwicklung der Algebra entscheidend beeinflusst.

Die Tatsache, dass jede algebraische Gleichung n-{}ten Grades genau {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape n} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} komplexzahlige (oder auch reelle, nicht notwendig verschiedene) Lösungen besitzt, hat Gauß 1799 in seiner Doktorarbeit bewiesen. Damit war allerdings keine Methode angegeben, wie diese Lösungen zu finden wären.
\subsubsection{Satz von Vieta}
\label{84}
Wir hatten ihn nur in einer speziellen Variante für quadratische Gleichungen benutzt. Für kubische Gleichungen in der Normalform liefert er folgende Eigenschaften der Wurzeln:
\begin{equation*}x_1 + x_2 + x_3 = - a \qquad \frac{1}{x_1} + \frac{1}{x_2} + \frac{1}{x_3} = - \frac{b}{c} \qquad x_1\,x_2\,x_3 = - c\end{equation*}

Darüberhinaus stellt der Satz\myfootnote{\myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Satzgruppe\%20von\%20Vieta}{w:Satzgruppe von Vieta}} Aussagen über Polynome beliebigen Grades zur Verfügung.
\subsubsection{Fundamentalsatz der Algebra}
\label{85}
Dieser Satz besagt, dass jedes nicht konstante Polynom im Bereich der komplexen Zahlen mindestens eine Nullstelle besitzt. Der Körper {$\C$} wird als algebraisch abgeschlossen bezeichnet. Dagegen sind die reellen Zahlen {$\R$} nicht algebraisch abgeschlossen; schließlich gibt es für das Polynom {$x^2 + 1$} keine reelle Nullstelle.
\section{Übungen}
\label{86}\subsection{Aufgaben}
\label{87}
\TemplateHeaderExerciseUebung{1}{Herleitung der Cardanischen Formel}
Bei der Herleitung ging es um neun mögliche Kombinationen {$(u,v)$} für die Lösungen {$z$} der kubischen Gleichung in der reduzierten Form. Untersuche, ob die folgenden Kombinationen Lösungen liefern; dabei soll {$e_1$} die primitive dritte Einheitswurzel sein.
\begin{equation*}\begin{aligned} \text{(a)} \quad & u\,e_1 + v\,e_1^2 \\ \text{(b)} \quad & u\,e_1^2 + v\,e_1^2 \end{aligned}\end{equation*} 

\TemplateHeaderExerciseUebung{2}{Lösungen bestimmen}
Berechne die Wurzeln der reduzierten Gleichung {$ z^3 - 15z + 4 = 0$}
\subsection{Lösungen}
\label{88}
\TemplateHeaderSolutionUebung{1}{Herleitung der Cardanischen Formel}
Wir setzen die möglichen Lösungen in die Gleichung ein und machen die Probe. Wiederholt wird {$ e_1^3 = 1$} verwendet.

(a) {$ z = u\,e_1 + v\,e_1^2$} ist eine mögliche Lösung:
\begin{equation*}\begin{aligned} (ue_1 + ve_1^2)^3 + p\,(ue_1 + ve_1^2) + q  &=  u^3 \cdot e_1^3 + 3 u^2 e_1^2 v e_1^2 + 3 u e_1 v^2 e_1^4 + v^3 e_1^6 + p\,(ue_1 + ve_1^2) + q \\ &=  u^3 + v^3 + 3 u v e_1^3 \cdot (ue_1 + ve_1^2) + p\cdot(ue_1 + ve_1^2) + q \qquad \mbox{wegen (2) und (1)}\\ &=  -q + (3uv + p) \cdot z + q \\ &=  (3uv + p)\,z  =  0 \qquad \mbox{wegen (1)} \end{aligned}\end{equation*}

(b) {$ z = u\,e_1^2 + v\,e_1^2$} ist keine mögliche Lösung:
\begin{equation*}\begin{aligned} (ue_1^2 + ve_1^2)^3 + p\,(ue_1^2 + ve_1^2) + q  &=  u^3 \cdot e_1^6 + 3 u^2 e_1^4 v e_1^2 + 3 u e_1^2 v^2 e_1^4 + v^3 e_1^6 + p\,(ue_1^2 + ve_1^2) + q \\ &=  u^3 + v^3 + 3 u v e_1^4 \cdot (ue_1^2 + ve_1^2) + p\cdot(ue_1^2 + ve_1^2) + q \qquad \text{wegen (2) und (1)}\\ &=  -q + (3uve_1 + p) \cdot z + q \qquad \text{mit (1)}\\ &=  (- pe_1 + p)\,z  \overset{?}{=}  0 \end{aligned}\end{equation*}
Der Klammerausdruck ist ungleich 0, wie bei der Herleitung festgestellt wurde. Für die Cardanische Formel hatten wir die Voraussetzungen {$ p \ne 0, q \ne 0$} gesetzt, also gilt auch {$ z \ne 0$}. Damit erfüllt diese Kombination nicht die Gleichung.

\TemplateHeaderSolutionUebung{2}{Lösungen bestimmen}
Für diese Gleichung gelten {$ p = -15, q = 4$}. Daraus ergibt sich {$ D = 4 - 125 = -121$}. Wir haben also den Fall mit negativer Diskriminante. Dafür bestimmen wir zunächst den Winkel {$\varphi$}:

\begin{equation*}\begin{aligned} \cos(3\varphi)  &=  - 2 \cdot \sqrt{- \left(\frac{3}{-15}\right)^3 }  =  \frac{-2}{\sqrt{125}}  \approx  0{,}1789 \\ 3\varphi  &\approx  100,3048 \\ \varphi  &\approx  33,4349 \\ \end{aligned}\end{equation*}

Das setzen wir nun in die Lösungsformeln ein:
\begin{equation*}\begin{array}{rll} z &=  - \sqrt{-\frac{4}{3} \cdot (-15) } \cdot \cos\left( \varphi + \frac{k\pi}{3} \right) &\text{mit} \quad k = -1, 0, +1 \\ z_2 &=  -\sqrt{20} \cdot \cos\left( 33{,}4349 - \frac{\pi}{3} \right)  &=  - 4{,}0000 \\ z_1 &=  -\sqrt{20} \cdot \cos\left( 33{,}4349                 \right)  &=  + 3{,}7321 \\ z_3 &=  -\sqrt{20} \cdot \cos\left( 33{,}4349 + \frac{\pi}{3} \right)  &=  + 0{,}2679 \\ \end{array}\end{equation*}
\section{Hinweise}
\label{89}\subsection{Weitere Erläuterungen}
\label{90}
\begin{myitemize}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Kubische\%20Gleichung}{w:Kubische Gleichung}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Cardanische\%20Formeln}{w:Cardanische Formeln}
\end{myitemize}

\subsection{Anmerkungen}
\label{91}




\label{92}\chapter{Anwendung in der Mathematik}

\myminitoc
\label{93}


Dieses Kapitel enthält – mit nur kurzen Erläuterungen – Hinweise zu mathematischen Anwendungen, bei denen die komplexen Zahlen relevant sind. Über Verweise auf Wikipedia-{}Artikel sind ausführliche Erklärungen und in der Regel auch Literaturhinweise zu finden.

Die Beispiele beziehen sich auf verschiedene Gebiete der Mathematik und zeigen die universelle Bedeutung der komplexen Zahlen:
\begin{myitemize}
\item{}  Analysis
\item{}  Topologie
\item{}  Zahlentheorie
\item{}  Chaosforschung
\end{myitemize}

\section{Exponentialdarstellung}
\label{94}\subsection{Euler’sche Formeln}
\label{95}

In der reellen Analysis definiert man die sogenannte e-{}Funktion (= natürliche Exponentialfunktion exp) {$e^x$} mit {$ -\infty < x <+\infty $} durch die unendliche (Taylor-{}) Reihe (mit Nutzung der Fakultät {$n!$}):

\begin{equation*}e^x  =  1 + x + \frac{x^2}{2} + \frac{x^3}{3!} + \dotsb +\frac{x^n}{n!} + \dotsb  =  \sum_{n=0}^\infty \frac{x^n}{n!}\end{equation*}

Ersetzen wir in der Reihe für {$e^x$} formal {$x$} durch {$\mathrm{i}x$}, so erhalten wir:

\begin{equation*}e^{\mathrm{i}x}  =  1 + \frac{\mathrm{i}x}{1!} + \frac{\mathrm{i}^2x^2}{2!}+\frac{\mathrm{i}^3x^3}{3!} + \dotsb  =  1 + \frac{\mathrm{i}x}{1!} - \frac{x^2}{2!} - \frac{\mathrm{i}x^3}{3!} + \dotsb\end{equation*}

Die Zusammenfassung der Realteile und der Imaginärteile liefert dann:

\begin{equation*}e^{\mathrm{i}x}  =  1 - \frac{x^2}{2!} + \frac{x^4}{4!} - \frac{x^6}{6!} + \dotsb + \mathrm{i} \cdot \left(\frac{x}{1!} - \frac{x^3}{3!} + \frac{x^5}{5!} - \dotsb \right)\end{equation*}

Der Vergleich dieser Formel mit Taylor-{}Reihen zeigt: Der Realteil ist die Taylor-{}Reihe für Cosinus, der Imaginärteil diejenige für Sinus. Wir erhalten damit die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries 1.{\mbox{$~$}}Euler’sche Formel:} \myfootnote{\myfnhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard\%20Euler}{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}w:Leonhard Euler}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (1707–1783)}

\begin{equation*}e^{\mathrm{i}x}  =  \cos x + \mathrm{i}\,\sin x\end{equation*}

In gleicher Weise erhält man die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries 2.{\mbox{$~$}}Euler’sche Formel} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} mit {$\mathrm{i}x$} statt {$x$}:

\begin{equation*}e^{-\mathrm{i}x}  =  \cos x - \mathrm{i}\,\sin x\end{equation*}

Durch Addition bzw. Subtraktion der Euler’schen Formeln erhält man zwei nützliche Beziehungen;

\begin{equation*}\begin{aligned} \cos x  &=  \frac{e^{\mathrm{i}x} + e^{-\mathrm{i}x}}{2} \\ \sin x  &=  \frac{e^{\mathrm{i}x} - e^{-\mathrm{i}x}}{2\,\mathrm{i}} \end{aligned}\end{equation*}

Für {$e^z$} mit {$z = x + \mathrm{i}y $} ergibt sich die folgende Darstellung:

\begin{equation*} e^z  =  e^{x+\mathrm{i}y}  =  e^x e^{\mathrm{i}y}  =  e^x(\cos y + \mathrm{i}\,sin y )\end{equation*}
\subsection{Polarform und Exponentialform}
\label{96}
Die {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Exponentialform} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} einer komplexen Zahl {$z = a + \mathrm{i}\,b$} ergibt sich unmittelbar aus dem Vergleich der 1.{\mbox{$~$}}Euler’schen Formel mit der Polarform:

\begin{equation*}z  =  r \cdot e^{\mathrm{i}\varphi}  =  r \cdot ( \cos \varphi + \mathrm{i}\,\sin \varphi )\end{equation*}

Die Exponentialform kann also auch als Verkürzung der Polarform angesehen werden. Es gelten die gleichen Beziehungen wie bei der Definition der Polarform:

\begin{equation*}r  =  \sqrt{a^2+b^2} \qquad \varphi  =  \arctan{\frac{b}{a}} + k\,\pi\end{equation*}
\subsection{Rechenregeln}
\label{97}
Einige Rechenregeln für komplexe Zahlen vereinfachen sich bei Verwendung der Exponentialform. Dies ergibt sich aus den Rechenregeln für Potenzen mit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape e} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} als Basis:

\begin{equation*}\begin{array}{lrcl} \text{Multiplikation:} \quad & z_1 \cdot z_2 &=& r_1 \cdot e^{\mathrm{i}\varphi_1} \cdot r_2 \cdot e^{\mathrm{i}\varphi_2} \\ &&=& r_1 \cdot r_2 \cdot e^{\mathrm{i}\,(\varphi_1 + \varphi_2)} \\ \text{Division:} \quad & \frac{z_1}{z_2} &=& \frac{r_1 \cdot e^{\mathrm{i}\varphi_1}}{r_2 \cdot e^{\mathrm{i}\varphi_2}} \\ &&=& \frac{r_1}{r_2} \cdot e^{\mathrm{i}\,(\varphi_1 - \varphi_2)} \\ \text{Potenzen:} \quad & z^n &=& \left( r \cdot e^{\mathrm{i}\varphi} \right)^n \\ &&=& r^n \cdot e^{\mathrm{i}(n\varphi)} \\ \text{Wurzeln:} \quad & \sqrt[n]{z} &=& z^\frac{1}{n} = \left( r \cdot e^{\mathrm{i}\varphi} \right)^\tfrac{1}{n} = \sqrt[n]{r} \cdot e^{\mathrm{i}\tfrac{\varphi}{n}} \\ \end{array}\end{equation*}
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\section{Die Riemann’sche Zahlenkugel}
\label{98}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{9}{Stereographische Rückprojektionen der komplexen Zahlen {$A$} und {$B$} auf die Punkte {$\alpha$} und {$\beta$} der riemannschen Zahlenkugel.}
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Anschaulich handelt es sich um eine Kugel vom Radius 1, deren Nordpol auf (0,0,1) liegt (man darf die Kugel beliebig wählen, solange ihr Nordpol (0,0,1) ist). Dem unendlich fernen Punkt {$\infty$} wird dieser Nordpol {$U$} der Kugel zugeordnet und jedem Punkt {$P$} der komplexen Zahlenebene der von {$U$} verschiedene Schnittpunkt der Kugeloberfläche mit der Geraden durch {$PU$} (stereografische Projektion).
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\section{Gauß’sche Zahlen}
\label{99}\subsection{Einführung}
\label{100}
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\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/10.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{10}{Gauß’sche Zahlen als Gitterpunkte in der komplexen Zahlenebene}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}
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\begin{equation*} g = a + b\,\mathrm{i} \quad \text{mit} \quad a, b \in \Z\end{equation*}

In der gaußschen Zahlenebene entsprechen die gaußschen Zahlen den Punkten mit ganzzahligen Koordinaten. Sie bilden ein zweidimensionales Gitter.
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{11}{Primelemente in der komplexen Ebene.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


Die gaußschen Zahlen werden mit {$\Z[\mathrm{i}]$} bezeichnet. Sie bilden einen Ring (im Sinne der Algebra) bezüglich Addition und Multiplikation, und zwar mit den Zahlen {$\pm 1, \pm \mathrm{i}$} als Einheiten.
\subsection{Primelemente}
\label{101}
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\NFDef{Primelement der gaußschen Zahlen}{Ein Element {$c \in \Z[\mathrm{i}]$} heißt Primelement, falls {$c$} weder 0 noch eine Einheit ist und für alle Elemente {$a,b \in \Z[\mathrm{i}]$} gilt:  Ist {$c$} ein Teiler des Produkts {$ab$}, so ist {$c$} stets ein Teiler von {$a$} oder von {$b$}.}
Für Primelemente gelten u.\,a. folgende Sätze:
\begin{myitemize}
\item{}  Ist {$c$} ein Primelement und {$e$} eine Einheit, so ist {$ce$} ebenfalls ein Primelement. – Dies lässt sich in der Darstellung rechts ablesen: Durch Multiplikation mit den Einheiten entsteht die Rotationssymmetrie um 90°. Weil mit {$a+b\,\mathrm{i}$} auch {$b+a\,\mathrm{i}$} Primelement ist, liegen die Primelemente zusätzlich symmetrisch zu den Diagonalen.
\item{}  Die Eindeutigkeit der Primfaktordarstellung gilt (abgesehen von der Multiplikation mit Einheiten) auch für die gaußschen Zahlen.
\end{myitemize}


Ein „kleinstes“ Primelement kann nicht angegeben werden, weil die komplexen Zahlen nicht angeordnet werden können. Wir können aber den Betrag prüfen: Abgesehen von den Einheiten hat jede gaußsche Zahl einen Betrag von mindestens {$\sqrt{2}$}, nämlich für {$1 + \mathrm{i}$}. Also hat (nach den Multiplikationsregeln) jedes Produkt zweier gaußschen Zahlen, die keine Einheiten sind, einen Betrag von mindestens 2. Die einzige gaußsche Zahl im ersten Quadranten mit einem Betrag kleiner als 2 ist gerade {$1 + \mathrm{i}$} und ist also ein Primelement. Durch Multiplikation mit den Einheiten erhält man als weitere Primelemente {$\pm 1 \pm \mathrm{i}$}. Siehe dazu beispielsweise die folgenden Beziehungen:
\begin{equation*}1+\mathrm{i}  =  \mathrm{i} \cdot (1-\mathrm{i})  =  - \mathrm{i} \cdot (\mathrm{i}-1)  =  - (-\mathrm{i} - 1)\end{equation*}
\subsection{Primzahlen und Primelemente}
\label{102}
Die Primelemente im Ring der gaußschen Zahlen haben einen engen Bezug zu den gewöhnlichen Primzahlen. Die Primzahlen {$\mathbb P \subset \Z$} (betrachtet als gaußsche Zahlen, also als komplexe Zahlen) zerfallen in drei Klassen:
\subsubsection{Der doppelte Primfaktor von 2}
\label{103}
Die Zahl 2 kann als Produkt der Primelemente {$1+\mathrm{i}$} und {$1-\mathrm{i}$} geschrieben werden, die sich aber eben nur um eine Einheit unterscheiden (das wird als „verzweigt“ bezeichnet):

\begin{equation*}2  =  -\mathrm{i} \cdot (1+\mathrm{i})^2  =  (1 + \mathrm{i})(1 - \mathrm{i} )\end{equation*}

Diese Primfaktorzerlegung der Zahl 2 im Ring der gaußschen Zahlen ist im Wesentlichen eindeutig, aber es kann keiner Darstellung der Vorzug gegeben werden, da die komplexen Zahlen und damit auch die gaußschen Zahlen und deren Einheiten nicht angeordnet werden können. 
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\label{104}
Ist {$p$} eine Primzahl, die die Form {$p=4k+1$} mit {$k \in \Z$} hat, so kann man zeigen, dass sich {$p$} auf im Wesentlichen eindeutige Weise als Summe zweier Quadratzahlen schreiben lässt:
\begin{equation*}p  =  a^2 + b^2 \qquad \mbox{mit gewissen} \quad a,b \in \Z\end{equation*}
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\begin{equation*}p  =  (a + b\,\mathrm{i})(a - b\,\mathrm{i})\end{equation*}
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\label{105}
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\subsubsection{Folgerungen}
\label{106}
In der Zahlentheorie wird gezeigt, dass jedes Primelement von {$\Z[\mathrm{i}]$} genau eine Primzahl {$p \in \mathbb P$} teilt. Dadurch erhält man auch eine Zerlegung der Primelemente von {$\Z[\mathrm{i}]$}:
\begin{myitemize}
\item{}  den Teiler {$1+\mathrm{i}$} der verzweigten Primzahl {$2\in\Z$} sowie dessen Produkte mit den Einheiten
\item{}  die Teiler {$a\pm\mathrm{i}b$} der zerlegten Primzahlen {$a^2+b^2 \in \mathbb P$} sowie deren Produkte mit den Einheiten
\item{}  die trägen Primzahlen selbst sowie ihre Produkte mit den Einheiten (diese Primzahlen haben außer sich selbst ja nur Einheiten als Teiler)
\end{myitemize}
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\section{Mandelbrot-{}Menge}
\label{107}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/12.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{12}{Mandelbrot-{}Menge (schwarz) mit farbig dargestellter Umgebung. Jedem Pixel ist eine komplexe Zahl {$c$} zugeordnet. Farbig kodiert ist die Anzahl der Iterationen {$x = x^2 + c$}, die notwendig ist, einen Betrag von 10\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{3} zu überschreiten. Sie wächst von Farbstreifen zu Farbstreifen um 1.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}
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\begin{equation*}z_{n+1}  =  z_n^2 + c\end{equation*}
und dem Anfangsglied
\begin{equation*}z_0  = 0\end{equation*}

beschränkt bleibt, das heißt, der Betrag der Folgenglieder wächst nicht über alle Grenzen. Die grafische Darstellung dieser Menge erfolgt in der komplexen Ebene. Die Punkte der Menge werden dabei in der Regel schwarz dargestellt und der Rest farbig, wobei die Farbe eines Punktes den Grad der Divergenz der zugehörigen Folge widerspiegelt.

Das Bildungsgesetz, das der Folge zugrundeliegt, ist die einfachste nichtlineare Gleichung, anhand der sich der Übergang von Ordnung zu Chaos durch Variation eines Parameters provozieren lässt.

Die grafische Darstellung der Mandelbrot-{}Menge und ihrer Strukturen im Randbereich ist nur mittels Computer durch sogenannte Fraktalgeneratoren möglich. Der Computer ermittelt für jeden Bildpunkt, ob die zugehörige Folge divergiert oder nicht. Sobald der Betrag {$|z_n|$} eines Folgengliedes den Wert {$R=2$} überschreitet, divergiert die Folge. Die Zahl der Iterationsschritte {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape N} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} gemäß obiger Rekursionsformel, nach denen das erfolgt, kann als Maß für den Divergenzgrad herangezogen werden. Über eine zuvor festgelegte Farbtabelle, die jedem Wert {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape N} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} eine Farbe zuordnet, wird in diesem Fall dem Bildpunkt eine Farbe zugewiesen.

Im Wikipedia-{}Artikel \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge}{Mandelbrot-{}Menge} finden sich grafische Darstellungen über die Iteration. Eine animierte Darstellung der Entwicklung bietet \myhref{http://www.wolfgangbeyer.de/chaos/mandelzoom.htm}{Wolfgang Beyer}.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Siehe auch} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Fraktal}{w:Fraktal} – \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Chaosforschung}{w:Chaosforschung}
\section{Anmerkungen}
\label{108}




\label{109}\chapter{Anwendung in der klassischen Physik}

\myminitoc
\label{110}


Dieses Kapitel enthält – mit nur kurzen Erläuterungen – Hinweise zu Anwendungen in Physik und Technik, bei denen die komplexen Zahlen relevant sind. Über Verweise auf Wikipedia-{}Artikel gibt es ausführliche Erklärungen und in der Regel auch Literaturhinweise.
\section{Beschreibung von Schwingungen}
\label{111}
Die Tatsache, dass {$ z(t) = z_0 \mathrm{e}^{\mathrm{i}(\omega t + \varphi_0)} = z_o \cos{(\omega t + \varphi_0)} + \mathrm{i}\,\sin{(\omega t + \varphi_0)}$} die komplexwertige Lösung der Schwingungsgleichung des harmonischen Oszillators {$ \ddot z(t) = - \omega_0^2 z(t)$} darstellt, wird in der (technischen) Physik gern dafür genutzt, Schwingungen mit Hilfe komplexer Zahlen zu beschreiben:
\begin{myenumerate}
\item{}  Die Kreisbahn kann man mit {$ r_x = \operatorname{Re} z(t)$} und {$ r_y = \operatorname{Im} z(t)$} darstellen.
\item{}  In elektromagnetischen Wellen verhalten sich aufgrund der Maxwell-{}Gleichungen das normierte elektrische und das magnetische Feld wie {$z(t)$}.
\item{}  In der Elektrotechnik kann man den Zusammenhang von Schein-{}, Wirk-{} und Blindleistung leicht darstellen.
\end{myenumerate}


Der harmonische Oszillator ist auch deswegen von zentraler Bedeutung in verschiedenen Bereichen der Physik, weil man damit zumeist auch näherungsweise Schwingungen nicht harmonischer Oszillatoren mit einer einfachen analytischen Lösung beschreiben kann, sofern nur die Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage klein genug sind. Bei vielen praktischen Anwendungen von Schwingungen und Wellen handelt es sich um solche Systeme, die so betrieben werden, dass der harmonische Oszillator eine brauchbare Näherung ist.
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\section{Einfache Schwingungen}
\label{112}

Wir können die Position eines Masse-{}Punktes, der sich auf einer Kreisbahn bewegt, in jedem Augenblick {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape t} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} durch den „Vektor“ {$z = z(t)$} angeben. Ist die Bewegung gleichförmig, so ist die Winkelgeschwindigkeit {\mbox{$\omega$}} konstant:

\begin{equation*}\frac{d\varphi}{dt}  =  \omega  =  \text{konstant}\end{equation*}
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\begin{equation*}\begin{aligned} z(t)  &=  |z| \cdot \left[\cos{(\omega t +\varphi_0)} + \mathrm{i}\,\sin{(\omega t + \varphi_0)}\right ] \qquad \text{oder} \\ z(t)  &=  |z| \cdot \mathrm{e}^{\mathrm{i}\,(\omega t+\varphi_0)} \end{aligned}\end{equation*}

Die momentane Position ist also das Produkt zweier komplexer Zahlen:

\begin{equation*}z(t)  =  z_0 \cdot \mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t} \qquad \text{mit}  z_0 = |z|\cdot\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_0} \quad \text{und} \quad |z_0| = |z|\end{equation*}

Natürlich gilt außerdem:
\begin{equation*} \mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t}  =  \cos(\omega t) + \mathrm{i}\,\sin(\omega t)\end{equation*}

Man nennt {$z_0$} die {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape komplexe Amplitude} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, sie gibt die Position zur Zeit {$t = 0$} an.

Man kann die Kreisbewegung als Überlagerung der beiden Schwingungen auffassen:

\begin{equation*}\begin{aligned} x  &=  |z_0| \cdot \cos(\omega t + \varphi_0) \\ y  &=  |z_0| \cdot \cos(\omega t + \varphi_0 + \delta) \\ &\text{Die resultierende Schwingung ist einfach:} \\ z  &=  x + y\,\mathrm{i} \end{aligned}\end{equation*}

(Ob man eine Schwingung durch Cosinus oder Sinus darstellt, ist Geschmackssache, denn mit {$ \cos(\omega t) = \sin(\omega t +\alpha)$} kann man leicht von einer Darstellung zur anderen übergehen. Wir entscheiden uns für Cosinus, weil dies dem Realteil der zugehörigen komplexen Zahl entspricht.)

Für {$ \delta = \tfrac{\pi}{2}$} ergibt sich eine rechtszirkulare Bewegung, für {$ \delta = \tfrac{3\pi}{2}$} erhalten wir den Fall einer linkszirkularen Bewegung. Um das einzusehen, rechnen wir die Formeln einfach aus.

\subsubsection*{{\mbox{$\delta$}} = {\mbox{$\pi$}}/2}
Dafür ergibt sich:
\begin{equation*}\begin{aligned} z  &=  |z_0| \cdot \left[\cos(\omega t + \varphi_0) + \mathrm{i}\,\cos(\omega t + \varphi_0 + \tfrac{\pi}{2})\right] \qquad \text{wegen} \quad \cos(\alpha + \tfrac{\pi}{2}) = - \sin \alpha \\ &=  |z_0| \cdot \left[\cos{(\omega t+\varphi_0)} - \mathrm{i}\,\sin{(\omega t+\varphi_0)}\right] \qquad \text{oder} \\ z  &=  |z_0| \cdot \mathrm{e}^{-\omega t} \end{aligned}\end{equation*}

Dies ist eine rechtszirkulare Bewegung mit {$|z_0|$}.

\subsubsection*{{\mbox{$\delta$}} = 3{\mbox{$\pi$}}/2}
Wegen {$ \cos\left(\alpha + \tfrac{3\pi}{2}\right) = \sin\alpha$} können wir direkt schreiben:
\begin{equation*}z  =  |z_0| \cdot \mathrm{e}^{+ \mathrm{i}\omega t}\end{equation*}

Dies ist der Fall einer linkszirkularen Bewegung.

\subsubsection*{Überlagerung von Schwingungen}
Der Vorteil der komplexen Beschreibung von Bewegungsvorgängen zeigt sich vor allem bei der Überlagerung von Bewegungen (Schwingungen), da man dann die umständlichen Additionstheoreme umgeht. Wir wollen uns davon jetzt überzeugen.

Um die Rechenvorteile der komplexen Rechnung auszunutzen, schreibt man auch lineare Schwingungen wie {$ x = a\,\cos(\omega t + \varphi_0)$} in komplexer Form. Dazu ergänzt man sie mit {$ y = a\,\sin(\omega t + \varphi_0)$} zu einer linkszirkularen Schwingung:

\begin{equation*}\begin{aligned} z  =  x + \mathrm{i}\,y  &=  a \cdot \left[\cos(\omega t + \varphi_0) + \mathrm{i}\,\sin(\omega t + \varphi_0)\right]  =  a \cdot \mathrm{e}^{\mathrm{i}(\omega t + \varphi_0)} \qquad \text{oder} \\ z  &=  |z_0| \cdot \mathrm{e}^{+ \mathrm{i}\omega t} \qquad \text{mit} \quad |z_0| = a \end{aligned}\end{equation*}

Alle Rechnungen werden komplex durchgeführt, die resultierende Schwingung ist der Realteil des komplexen Resultats. (Meist überlagert man Schwingungen gleicher Frequenz. Es ist dann unnötig, stets den Zeitfaktor {$\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t}$} hinzuschreiben. Man rechnet demnach meist nur mit {$z_0$}.)
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Für {$z_0 = 7 + 3\,\mathrm{i}$} erhält man:
\begin{equation*}\begin{aligned} |z_0|  &=  \sqrt{49+9}  \approx  7{,}62 \\ \tan \varphi_0  &=  \frac{3}{7} \\ \varphi_0  &=  \arctan\left(\frac{3}{7}\right)  \approx  23{,}1^\circ  \approx  0{,}40\,\mathrm{rad} \end{aligned}\end{equation*}

Die durch {$z_0 = 7 + 3\,\mathrm{i}$} dargestellte Schwingung lautet also:

\begin{equation*}x  =  7{,}62 \cdot \cos(\omega t + 0{,}40)\end{equation*}

Die Phase {$\varphi_0$} muss stets im Bogenmaß angegeben werden, da {$\omega t$} dimensionslos ist.

Den wirklichen Vorteil der komplexen Rechnung werden wir jetzt sehen, wenn wir zwei Schwingungen von gleicher Frequenz und gleicher Richtung überlagern. Die beiden Schwingungen lauten:

\begin{equation*}\begin{aligned} x_1  &=  a_1\,\cos(\omega t + \varphi_1) \\ x_2  &=  a_2\,\cos(\omega t + \varphi_2) \end{aligned}\end{equation*}

Die Summe {$x=x_1+x_2$} werden wir jetzt nicht umständlich mit Hilfe von Additionstheoremen berechnen. Wir rechnen komplex.

\begin{equation*}\begin{array}{cclcl} x_1 &\to &z_1  =  z_{0,1}\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t} \qquad &\text{mit} & z_{0,1}  =  a_1\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_1} \\ x_2 &\to &z_2  =  z_{0,2}\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t} \qquad &\text{mit} & z_{0,2}  =  a_2\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_2} \end{array}\end{equation*}

Die resultierende Schwingung lautet:

\begin{equation*}z  =  z_1 + z_2  =  (a_1\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_1} + a_2\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_2}) \cdot \mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t}  :=  z_0 \mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t}\end{equation*}

Hier ist {$z_0 = a_1\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_1} + a_2\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_2}$}, was man auch sofort hätte anschreiben können. Nun gelten:

\begin{equation*}\begin{aligned} a_1\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_1}  &=  a_1\,\cos\varphi_1 + \mathrm{i}\,a_1\,\sin\varphi_1 \qquad \text{und} \\ a_2\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\varphi_2}  &=  a_2\,\cos\varphi_2 + \mathrm{i}\,a_2\,\sin\varphi_2 \end{aligned}\end{equation*}

Und das bedeutet:

\begin{equation*}z_0  =  (a_1\cos\varphi_1 + a_2\cos\varphi_2 ) + \mathrm{i}\,(a_1\sin\varphi_1 + a_2\sin\varphi_2)  :=  C + \mathrm{i}\,S\end{equation*}

Die Amplitude der resultierenden Schwingung lautet:

\begin{equation*}|z_0|  =  \sqrt{C^2 + S^2} \end{equation*}
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\begin{equation*}\begin{aligned} C  &=  a_1\cos\varphi_1 + a_2\cos\varphi_2 \\ S  &=  a_1\sin\varphi_1 + a_2\sin\varphi_2 \end{aligned}\end{equation*}

Die Phase ergibt sich aus {$\tan{\varphi_0}=\tfrac{S}{C}$}.

Die resultierende Schwingung {$x = |z_0|\cos(\omega t + \varphi_0)$} hat dieselbe Richtung und dieselbe Frequenz wie die Ausgangsschwingungen.
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\section{Wechselstromrechnungen}
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Eine Wechselspannung hat den reellen Momentanwert

\begin{equation*} u  =  U \cos(\omega t +\varphi) \qquad U = \text{Scheitelspannung}\end{equation*}

Um die reellen von den komplexen Größen zu unterscheiden, bezeichnen wir letztere mit einem Vektorpfeil {$\vec{u}$} usw. Die komplexe Form der Spannung ist also:

\begin{equation*} \vec{u}  =  \vec {U}\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t} \qquad \text{mit} \quad \vec{U} = U\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\varphi}\end{equation*}

Ein Wechselstrom hat den reellen Momentanwert

\begin{equation*} j  =  J \cos(\omega t +\psi) \qquad J = \text{Scheitelstrom}\end{equation*}

Der komplexe Momentanwert ist
\begin{equation*} \vec{j}  =  \vec {J}\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t} \qquad \text{mit} \quad \vec{J} = J\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\psi}\end{equation*}

Wegen der Existenz der Phasen {$\varphi$} und {$\psi$} ist der Quotient im Allgemeinen zeitabhängig:

\begin{equation*} \frac{u}{j}  =  \frac{U \cdot \cos(\omega t + \varphi)}{J \cdot \cos(\omega t + \psi)}\end{equation*}

Das Ohm’sche Gesetz des Gleichstroms gilt also nicht mehr. Nur im Falle von {$\varphi = \psi$} gilt:

\begin{equation*}r  =  \frac{u}{j}  =  \frac{U}{J}\end{equation*}
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\begin{equation*}\vec{R}  =  \frac{\vec{U}}{\vec{J}}  =  \frac{U\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\varphi}}{J\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\psi}}  =  \frac{U}{J} \cdot \mathrm{e}^{\mathrm{i}(\varphi - \psi)}  =  R\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}(\varphi-\psi)}\end{equation*}
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Offenbar gilt:

\begin{equation*} \vec{R}  =  R\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}(\varphi-\psi)}  =  R \cdot \left[\cos(\varphi - \psi) + \mathrm{i}\,\sin(\varphi - \psi)\right]\end{equation*}

Das fasst man zusammen in der Schreibweise {$\vec{R} = R_\mathrm{W} + \mathrm{i}\,R_\mathrm{B}$}, dabei bedeuten:
\begin{equation*}\begin{array}{rcll} R_\mathrm{W} &=& R\,\cos(\varphi - \psi) &\qquad \text{der Wirkwiderstand (Resistanz)} \\ R_\mathrm{B} &=& R\,\sin(\varphi - \psi) &\qquad \text{der Blindwiderstand (Reaktanz)}  \end{array}\end{equation*}

Falls die Phasen übereinstimmen, wenn es also keine Phasenverschiebung gibt, gilt {$R_\mathrm{W} = R = r$}.

Der Betrag des Wechselstromwiderstandes ist gegeben durch:
\begin{equation*} R  =  \sqrt{{R_\mathrm{W}}^2 + {R_\mathrm{B}}^2}\end{equation*}

Für den Tangens der Phasenverschiebung ergibt sich:
\begin{equation*}\tan(\varphi - \psi)  =  \tan(\Phi)  =  \frac{R_\mathrm{B}}{R_\mathrm{W}}\end{equation*}
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Bei einer {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape realen Spule} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird auch etwas Leistung umgesetzt, daher ist {$\Phi$} nicht gleich {$\tfrac{\pi}{2}$}, es gilt vielmehr {$\Phi = \tfrac{\pi}{2} - \delta_L$}. Man nennt {$\delta_L$} den {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Verlustwinkel} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (er wird gewöhnlich mit einer speziellen Wechselstrombrücke gemessen).
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\section{Erzwungene Schwingungen}
\label{114}

Die Grundgleichung für Resonanzprobleme in den verschiedensten Bereichen der Physik können wir von einem einfachen mechanischen Modell ableiten. 


\begin{minipage}{0.62500\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/13.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{13}{Ein Feder-{}Masse-{}System schwingt unter dem Einfluss einer periodisch erregenden Kraft auf einer horizontalen Unterlage.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}
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Ohne die äußere Kraft liegt eine harmonische Schwingung mit Reibung vor.
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Wendet man das 2. Newton’sche Gesetz auf den Oszillator an, so kann man schreiben:

 (1)\begin{equation*}\qquad m \ddot x + k x + b \dot x  =  F_0\cos(\omega t)\end{equation*}

Für {$F_0 = 0$} und {$b = 0$}
identifiziert man leicht entsprechend obigen Ausführungen zum harmonischen Oszillator {$\omega_0 = \sqrt{\tfrac{k}{m}}$}
die Eigenfrequenz des Oszillators.

Gesucht ist eine Funktion {$x(t)$}, die diese Gleichung (1) erfüllt. 
Der hier anzuwendende Trick besteht darin, zunächst anstelle von {$x$} eine komplexe Funktion {$z(t) = x(t) + \mathrm{i}\,y(t)$} einzuführen. 
Das bedeutet, wir benutzen eine Hilfsgleichung mit {$y(t)$}, multiplizieren sie mit {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape i} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und addieren sie zur Gleichung (1). Also:

 (2)\begin{equation*}\qquad m \ddot y + k y + b \dot y  =  F_0\sin(\omega t)\end{equation*}

Das führt uns zur folgenden Gleichung für {$z(t)$}:

 (3)\begin{equation*}\qquad m \ddot z + k z + b \dot z  =  F_0\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t}\end{equation*}

Wir werden also zunächst nicht (1) lösen, sondern (3), was im Allgemeinen leichter ist. Zum Schluss nehmen wir dann den Realteil der gefundenen Lösung, denn der ist das, was uns interessiert.

(Wenn die Kraft in der Form {$ F_0 = \cos(\omega t + \alpha)$} gegeben ist, haben wir auf der rechten Seite von (3) zu schreiben: {$\hat F_0\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t}$}, worin die komplexe Amplitude durch {$ \hat F_0 = F_0\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\alpha}$} gegeben ist.)

Wir nehmen jetzt an, was, wie man zeigen kann, ein vernünftiger Ansatz ist, dass die Lösung von (3) folgendermaßen aussieht:

 (4)\begin{equation*}\qquad z  =  z_0\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t}\end{equation*}

Die Ableitungen von (4) lauten:
\begin{equation*}\begin{aligned} \frac{dz}{dt}  &=  \mathrm{i}\,\omega z_0\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,\omega t} \\ \frac{d^2 z}{dt^2}  &=  - \omega^2 z_0\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\omega t} \end{aligned}\end{equation*}

Den Ansatz (4) setzen wir in (3) ein, benutzen dabei die Ableitungen und erhalten:

 (5)\begin{equation*}\qquad z_0  =  \frac{F_0}{(k-m {\omega}^2 + \mathrm{i}\,b\omega)}  =  \frac{F_0}{(m({\omega_0}^2-{\omega}^2) + \mathrm{i}\,b\omega)}\end{equation*}

Den Nenner von {$z_0$} können wir wie jede komplexe Größe in Exponentialform ausdrücken:

 (6)\begin{equation*}\begin{aligned} \qquad m(\omega_0^2-\omega^2) + \mathrm{i}\,b\omega  &=  \sqrt{m^2(\omega_0^2-\omega^2)^2 + b^2\omega^2} \cdot \mathrm{e}^{\mathrm{i}\varphi} \qquad \text{mit} \\ \varphi  &=  \arctan{\frac{b\omega}{\omega_0^2-\omega^2}} \end{aligned}\end{equation*}

Wir erhalten damit die Amplitude

 (7)\begin{equation*}\qquad A_0  =  \frac{F_0}{\sqrt{m^2(\omega_0^2-\omega^2)^2+b^2\omega^2}}\end{equation*}

Ohne Reibung wird die Angelegenheit offenbar dramatisch, wenn {$\omega = \omega_0$} – die Amplitude geht gegen unendlich. Bei realen Systemen bedeutet dies einfach, dass das System zerstört wird. Bei wenig Reibung gibt es ebenfalls sehr große Auslenkungen, welche das System zerstören können.
Reale Systeme reagieren bei großen Auslenkungen allerdings anders, die Gleichungen für einen harmonischen Oszillator gelten dann einfach nicht mehr.

Mit dem Resultat für die Amplitude können wir dann schreiben:

 (8)\begin{equation*}\qquad z_0  =  A_0\,\mathrm{e}^{-\mathrm{}i\,\varphi}\end{equation*}

Die Gleichung (4) wird zu:

 (9)\begin{equation*}\qquad z  =  A_0\,\mathrm{e}^{\mathrm{i}\,(\omega t - \varphi)}\end{equation*}

Die Lösung, an der wir interessiert sind, ist der Realteil von (9):
(10)\begin{equation*}\qquad x  =  A_0 \cos(\omega t - \varphi)\end{equation*}
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\begin{equation*} m \ddot x + k x + b \dot x  =  0\end{equation*}

hinzufügen. An dieser Lösung ist man im Allgemeinen jedoch nicht interessiert, denn mit ihrer Hilfe beschreibt man einen Einschwingvorgang, der meist schnell vorübergeht. Die von Gleichung (10) dargestellte Schwingung beschreibt den sogenannten {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape stationären} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Schwingungszustand, d.\,h. die Schwingung, die übrig bleibt, wenn der Einschwingvorgang abgeklungen ist.
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\end{myitemize}
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\begin{myitemize}
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\item{}  Peter Pesic: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Abels Beweis} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, Springer 2005, ISBN 3-{}540-{}22285-{}5. Die Geschichte rund um die Lösungsformeln vom Grad 2 bis 4 und der komplette Beweis von Abel.
\item{}  K. Strubecker, {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Einführung in die höhere Mathematik} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, 1. Band, R. Oldenbourg Verlag München, 1956
\end{myitemize}

\subsection{Wikipedia-{}Artikel}
\label{121}
\begin{myitemize}
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe\%20Zahl}{w:Komplexe Zahl} ist eine grundlegende Einführung mit vielen weiteren Links.
\end{myitemize}

Bei den einzelnen Kapiteln des Buchs wird auch auf spezielle Artikel verwiesen.
\subsection{Weitere Links}
\label{122}
\begin{myitemize}
\item{}  Siegfried Petry: \myhref{http://www.si-pe.de/5-imagin\%C3\%A4re-und-komplexe-zahlen/}{Imaginäre und komplexe Zahlen} – letzte PDF-{}Version (erstellt am 03.02.2013, abgerufen am 18.02.2014)
\item{}  \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer\%3AReseka}{Reseka}: \myhref{http://www.reseka.de/komplexezahlen/}{Komplexe Zahlen} (zuletzt aktualisiert am 20.09.2015, abgerufen am 26.11.2015)
\item{}  Joachim Mohr: \myhref{http://kilchb.de/cardano2.html}{Kubische Gleichungen} (zuletzt abgerufen am 25.11.2015)
\item{}  \myhref{http://www.youtube.com/watch?v=SnmF8FowyFM}{Einführung} (Video 6:48 Minuten) Einführung in die komplexen Zahlen
\item{}  \myhref{http://www.komplexezahlen.com}{Lernvideo} (4:30 Stunden) Lernvideo inkl. Beispiele aus der Elektrotechnik
\end{myitemize}



\section{Lizenzen,}
\label{123}

\label{124}
\Doppellizenz{}
Hier gibt es weitere Informationen zu den Lizenzbedingungen:
\begin{myitemize}
\item{}  \myhref{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/}{Creative Commons Attribution-{}Share Alike 3.0 Unported License} (englische Originalversion)
\item{}  \myhref{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.de}{Deutsche Version dieser Lizenz}, dazu ergänzende Hinweise
\item{}  \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/GNU-Lizenz\%20f\%C3\%BCr\%20freie\%20Dokumentation}{GNU Freie Dokumentationslizenz (GFDL)}
\item{}  \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Lizenzbestimmungen}{Lizenzbestimmungen} der GFDL zum Kopieren, Verbreiten und/oder Modifizieren
\end{myitemize}

Hier gibt es weitere Erläuterungen, wie die Inhalte eines Wikibooks verwendet werden können:
\begin{myitemize}
\item{}  \myhref{http://wikimediafoundation.org/wiki/Nutzungsbedingungen}{Nutzungsbedingungen der Wikimedia Foundation} (deutsch)
\item{}  \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Hilfe\%3AZitieren\%23Zitieren_aus_Wikibooks}{Zitieren aus Wikibooks}
\end{myitemize}

\section{Autorenliste}
\label{125}
Dieses Buch enthält Teile der folgenden Bücher, Kapitel und Artikel. Alle diese Texte stehen unter den o.\,g. Lizenzen CC-{}BY-{}SA 3.0 und/oder GFDL. Gemäß den Nutzungsbedingungen werden hier alle Benutzer von Wikibooks bzw. Wikipedia genannt, die sich bis zum jeweils genannten Termin als Autorin daran beteiligt haben. Darüberhinaus gab es Bearbeitungen ohne Anmeldung.
\subsection{Das Buch Imaginäre und komplexe Zahlen}
\label{126}
Dieses Buch wurde wesentlich von \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer\%3ASiegfried\%20Petry}{Siegfried Petry} erstellt; auf seiner \myhref{http://www.si-pe.de/}{eigenen Seite} bearbeitet er das Buch weiterhin. Beteiligung bis 18. Feb. 2014:
\begin{myitemize}
\item{}  Siegfried Petry, Ratman, Nijdam, Mailmarks, Klaus Eifert, Kdkeller, Shogun, CarsracBot, Daniel B, E\^{}(nix), Reseka, Klartext, Albmont, Boehm
\end{myitemize}

\subsection{Das Buch Komplexe Zahlen}
\label{127}
Das ursprüngliche Buch wurde in der Vergangenheit (bis zum 18. Feb. 2014) von den folgenden Nutzern bearbeitet:
\begin{myitemize}
\item{}  Reseka, Franzjosefmehr, Daniel B, Boehm, Nijdam, H2m, Shogun, Hardy42, Thot, ThePacker, Wile, Franzjosef, Albmont, Dirk Huenniger, Juetho, FloBl, Jobu0101, CarsracBot, Klaus Eifert, Berni, 
\end{myitemize}

\subsection{Wikipedia-{}Artikel}
\label{128}
Der Artikel {\bfseries \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Cardanische\%20Formeln}{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Cardanische Formeln}}  ist die Grundlage für das Kapitel \mylref{71}{Kubische Gleichungen}. Beteiligung bis 3. Okt. 2015:
\begin{myitemize}
\item{}  Koethnig, Aka, Zwobot, Mw, Boehm, RokerHRO, Wendrock, P. Birken, Matthy, Ralf Pfeifer, ChristophDemmer, Fairway, Taxiarchos228, Thire, RBRiddick, LutzL, FlaBot, RedBot, Gunther, Tromboman, Nomadhunter, Seifried, Amtiss, JFKCom, RobotQuistnix, Tsca.bot, YurikBot, Andys, Skraemer, ThePeritus, Invisigoth67, Brf, Thijs!bot, Jaybear, JAnDbot, .anacondabot, Frankee 67, Cspan64, KleinKlio, DodekBot, M.\,Hammer-{}Kruse, Digamma, Taner16, VolkovBot, AlnoktaBOT, Ceddyfresse, Newone, Aibot, Claude J, Kmhkmh, Kenji, SieBot, Crazy1880, Singsangsung, Deprecated, ToePeu.bot, Wikkipäde, Cobic, Geek1337, Zorrobot, Luckas-{}bot, UKoch, Feudiable, ArthurBot, Regulair, MastiBot, RibotBOT, Quartl, D\textquotesingle{}ohBot, Achim1999, Rubblesby, Daniel5Ko, TeesJ, EmausBot, Nomen4Omen, RegularExpression, WikitanvirBot, HilberTraum, Gamecell, Frogfol, Uplink Detected, Addbot 
\end{myitemize}


Teile der folgenden Artikel wurden in das Kapitel \mylref{92}{Anwendung in der Mathematik} übernommen.

\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche\%20Zahlenkugel}{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Riemannsche Zahlenkugel}}  (bis zum 12. Okt. 2015): Tobiasb, Martin-{}vogel, P. Birken, ChristophDemmer, Pjacobi, Taxiarchos228, Tullius, Yonatan\~{}dewiki, YurikBot, Bjoern klipp, UrsZH, Jakob Scholbach, Eskimbot, NEUROtiker, SupaAke, Hardwareonkel, Heinrich Puschmann, Enlil2, Erazortt, Digamma, Kyle the bot, Moros, Idioma-{}bot, Alexandar.R.\~{}dewiki, AlleborgoBot, YonaBot, SieBot, Loveless, Chricho, Xario, Emdee, hristophKA\~{}dewiki, Christian1985, Tolentino, Alexbot, LaaknorBot, Luckas-{}bot, PrismaNN, ArthurBot, TobeBot, DixonDBot, Che Netzer, ZéroBot, YFdyh-{}bot, Addbot
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Gau\%C3\%9Fsche\%20Zahl}{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gauß’sche Zahl}}  (bis zum 3. Okt. 2015): Stefan Birkner, Dwagener, Zwobot, Karl-{}Henner, Steffen Schneider, RokerHRO, Perrak, AHZ, ChristophDemmer, Mschlindwein, Meisenfrei, Jörg Knappen, Georg-{}Johann, Gunther, Ephraim33, RobotQuistnix, Euku, Chaddy, Eskimbot, GMH, Thijs!bot, Schojoha, Hanfried.lenz, JAnDbot, Sebbot, Numbo3, DodekBot, DorganBot, RudolfSimon, Aibot, YonaBot, EWriter, Loveless, Xario, Christian1985, MystBot, UKoch, Nobbäät, Dr0nnl, Xqbot, Zenex, RibotBOT, Quartl, Andreas aus Hamburg in Berlin, Roentgenium111, MorbZ-{}Bot, Daniel5Ko, EmausBot, Zéro-{}Bot, Micdi2, KLBot2, Dexbot, Suhagja
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \myhref{https://de.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-Menge}{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Mandelbrot-{}Menge}}  (bis zum 3. Okt. 2015): Koyaanis Qatsi\~{}dewiki, RobertLechner, Schewek, MatthiasKabel, Kku, Zeno Gantner, Gnu1742, Aka, Heizer, Mikue, Stefan Birkner, Gurt, Dishayloo, Fire, Tsor, Ozuma\~{}dewiki, Raymond, Hthole, Holger I., Sbeyer, GDK, Migas, Zwobot, Wolfgangbeyer, Karl-{}Henner, Boehm, Zumbo, AndreasB, MichiK, RokerHRO, Arbol01, Mellum, Ulrich Rosemeyer, Svebert, Priwo, HenHei, Geos, Thuringius, Nina, Akrostychon, Mnh, Hoehue, P. Birken, Gauss, Philipendula, PeeCee, SH\~{}dewiki, Rat, NiTenIchiRyu, Michail, Alex Krauss, Conny, Bananeweizen, ChristophDemmer, Uwe Gille, DasBee, ¡0-{}8-{}15!, LuckyStarr, Carbenium, Pjacobi, Frank Klemm, Wofl, Xenosophy\~{}dewiki, Bender235, BWBot, Onsemeliot, Botteler, Taxiarchos228, Garak76, E7, Dapete, Tom Knox, Stephantom, LutzL, Schwalbe, Timo Müller, Neosam, Heinte, Kain, Rohieb, Lateiner, Calle Cool, M-{}J, Martin Rasmussen, Gerbil, Peter S, KGF, Emes, Achim Raschka, Muffin\~{}dewiki, Blauwal, Schlurcher, Felix-{}Reimann, Matze6587, AF666, Georg-{}Johann, Dein Freund der Baum, Gunther, Primordial, Dodo von den Bergen, Grottenolm, FritzG, Normalo, Bingbaum, Heliozentrik, Florian Adler, Viciarg, RexNL\~{}dewiki, AlterVista, HOPflaume, Hanswerner Spring, Mkill, Thomas M., Chobot, BuSchu, Ephraim33, RMeier, Rudolf.l.s, Tomhet\~{}dewiki, RobotQuistnix, WIKImaniac, Androl, Hardy42, WAH, Eskimbot, Three Of Twelve, MAF-{}Soft, Seestaernli, Physikinger, Invisigoth67, Mosmas, 08-{}15, Rosentod, Sargoth, Jojomidi, Hao Xi, Vikipedija, Erwin85, Erusx, Till.niermann, Spuk968, Thijs!bot, Gfis, YMS, Escarbot, Superzerocool, VictorAnyakin, .anacondabot, Hans aus Jena, Nolispanmo, Hagman, Frankee 67, Bapho, KMic, Kuebi, Don Magnifico, Zollernalb, Jochim Schiller, Merlissimo, SashatoBot, Dodek-{}Bot, Reaper35, VolkovBot, Pito78, Newone, TXiKiBoT, Regi51, .eXotech, Claude J, Erdbeerquetscher, Boonekamp, JWBE, YonaBot, SieBot, Wolfgang Ihde, Lena Malina, Kibert, Trustable, Micha, Xario, BWesten, Succu, Pittimann, Björn Bornhöft, Christian1985, Tolentino, DragonBot, LA2-{}bot, Drahkrub, Ambross07, Steak, Vierge Marie, Kein Einstein, Dansker, Nerdworld, Wabeki, BOTarate, Darkice-{}bot, DumZiBoT, Low87, Sprachpfleger, LinkFA-{}Bot, AlfonsGeser, Rudi der Regenwurm, Amirobot, Luckas-{}bot, SnowIsWhite, Askalan, Bartleby08, Raycluster, Xqbot, Der Messer, TB42, RibotBOT, Quartl, Medvedev, Amatek, Allion, MorbZ-{}Bot, Lakewood17654, Timk70, Wikistallion, Daniel5Ko, TeesJ, Hæggis, Biktora, HRoestTypo, EmausBot, Yedprior, N23.4, Firin Da Lazor, Fanofimpressionism, Basti Schneider, KLBot2, Eraq, HilberTraum, Ringesherre, Lukas²³, Dexbot, Asturius, Mystery42, Bahnhofstraße, Natsu Dragoneel, JTCEPB
\end{myitemize}


\chapter{Autoren}
\label{Contributors}
\begin{longtable}{rp{0.6\linewidth}}
\textbf{Edits}&\textbf{User}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:.gs8\&action=edit\&redlink=1}{.gs8}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Aholtman}{Aholtman}\\
3& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Aka}{Aka}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Alexbot}{Alexbot}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:Alturand\&action=edit\&redlink=1}{Alturand}\\
10& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Bahnfreund94}{Bahnfreund94}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Bdk}{Bdk}\\
3& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Boehm}{Boehm}\\
4& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:Boemmels\&action=edit\&redlink=1}{Boemmels}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Chatter}{Chatter}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Christian1985}{Christian1985}\\
5& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:ChristophDemmer\&action=edit\&redlink=1}{ChristophDemmer}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:DALIBRI\&action=edit\&redlink=1}{DALIBRI}\\
4& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:DJGrandfather\&action=edit\&redlink=1}{DJGrandfather}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:David23x}{David23x}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Dirk_Huenniger}{Dirk Huenniger}\\
3& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Doktorchen}{Doktorchen}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:Erk\%25C3\%25BC\&action=edit\&redlink=1}{Erkü}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:Eskimbot\&action=edit\&redlink=1}{Eskimbot}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Fl\%25C3\%25BCgelRad}{FlügelRad}\\
5& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Frankee_67}{Frankee 67}\\
2& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:Georg-Johann\&action=edit\&redlink=1}{Georg-{}Johann}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:G\%25C3\%25BCnniX\&action=edit\&redlink=1}{GünniX}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:G\%25C3\%25BCnther_M._Apsel\&action=edit\&redlink=1}{Günther M. Apsel}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Jobu0101}{Jobu0101}\\
1& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Jpp}{Jpp}\\
213& \myhref{https://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Juetho}{Juetho}\\
10& \myhref{https://de.wikibooks.org/w/index.php\%3ftitle=Benutzer:KMic\&action=edit\&redlink=1}{KMic}\\
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\section {GNU GENERAL PUBLIC LICENSE}
\begin{multicols}{4}

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.
Preamble

The GNU General Public License is a free, copyleft license for software and other kinds of works.

The licenses for most software and other practical works are designed to take away your freedom to share and change the works. By contrast, the GNU General Public License is intended to guarantee your freedom to share and change all versions of a program--to make sure it remains free software for all its users. We, the Free Software Foundation, use the GNU General Public License for most of our software; it applies also to any other work released this way by its authors. You can apply it to your programs, too.

When we speak of free software, we are referring to freedom, not price. Our General Public Licenses are designed to make sure that you have the freedom to distribute copies of free software (and charge for them if you wish), that you receive source code or can get it if you want it, that you can change the software or use pieces of it in new free programs, and that you know you can do these things.

To protect your rights, we need to prevent others from denying you these rights or asking you to surrender the rights. Therefore, you have certain responsibilities if you distribute copies of the software, or if you modify it: responsibilities to respect the freedom of others.

For example, if you distribute copies of such a program, whether gratis or for a fee, you must pass on to the recipients the same freedoms that you received. You must make sure that they, too, receive or can get the source code. And you must show them these terms so they know their rights.

Developers that use the GNU GPL protect your rights with two steps: (1) assert copyright on the software, and (2) offer you this License giving you legal permission to copy, distribute and/or modify it.

For the developers' and authors' protection, the GPL clearly explains that there is no warranty for this free software. For both users' and authors' sake, the GPL requires that modified versions be marked as changed, so that their problems will not be attributed erroneously to authors of previous versions.

Some devices are designed to deny users access to install or run modified versions of the software inside them, although the manufacturer can do so. This is fundamentally incompatible with the aim of protecting users' freedom to change the software. The systematic pattern of such abuse occurs in the area of products for individuals to use, which is precisely where it is most unacceptable. Therefore, we have designed this version of the GPL to prohibit the practice for those products. If such problems arise substantially in other domains, we stand ready to extend this provision to those domains in future versions of the GPL, as needed to protect the freedom of users.

Finally, every program is threatened constantly by software patents. States should not allow patents to restrict development and use of software on general-purpose computers, but in those that do, we wish to avoid the special danger that patents applied to a free program could make it effectively proprietary. To prevent this, the GPL assures that patents cannot be used to render the program non-free.

The precise terms and conditions for copying, distribution and modification follow.
TERMS AND CONDITIONS
0. Definitions.

“This License” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“Copyright” also means copyright-like laws that apply to other kinds of works, such as semiconductor masks.

“The Program” refers to any copyrightable work licensed under this License. Each licensee is addressed as “you”. “Licensees” and “recipients” may be individuals or organizations.

To “modify” a work means to copy from or adapt all or part of the work in a fashion requiring copyright permission, other than the making of an exact copy. The resulting work is called a “modified version” of the earlier work or a work “based on” the earlier work.

A “covered work” means either the unmodified Program or a work based on the Program.

To “propagate” a work means to do anything with it that, without permission, would make you directly or secondarily liable for infringement under applicable copyright law, except executing it on a computer or modifying a private copy. Propagation includes copying, distribution (with or without modification), making available to the public, and in some countries other activities as well.

To “convey” a work means any kind of propagation that enables other parties to make or receive copies. Mere interaction with a user through a computer network, with no transfer of a copy, is not conveying.

An interactive user interface displays “Appropriate Legal Notices” to the extent that it includes a convenient and prominently visible feature that (1) displays an appropriate copyright notice, and (2) tells the user that there is no warranty for the work (except to the extent that warranties are provided), that licensees may convey the work under this License, and how to view a copy of this License. If the interface presents a list of user commands or options, such as a menu, a prominent item in the list meets this criterion.
1. Source Code.

The “source code” for a work means the preferred form of the work for making modifications to it. “Object code” means any non-source form of a work.

A “Standard Interface” means an interface that either is an official standard defined by a recognized standards body, or, in the case of interfaces specified for a particular programming language, one that is widely used among developers working in that language.

The “System Libraries” of an executable work include anything, other than the work as a whole, that (a) is included in the normal form of packaging a Major Component, but which is not part of that Major Component, and (b) serves only to enable use of the work with that Major Component, or to implement a Standard Interface for which an implementation is available to the public in source code form. A “Major Component”, in this context, means a major essential component (kernel, window system, and so on) of the specific operating system (if any) on which the executable work runs, or a compiler used to produce the work, or an object code interpreter used to run it.

The “Corresponding Source” for a work in object code form means all the source code needed to generate, install, and (for an executable work) run the object code and to modify the work, including scripts to control those activities. However, it does not include the work's System Libraries, or general-purpose tools or generally available free programs which are used unmodified in performing those activities but which are not part of the work. For example, Corresponding Source includes interface definition files associated with source files for the work, and the source code for shared libraries and dynamically linked subprograms that the work is specifically designed to require, such as by intimate data communication or control flow between those subprograms and other parts of the work.

The Corresponding Source need not include anything that users can regenerate automatically from other parts of the Corresponding Source.

The Corresponding Source for a work in source code form is that same work.
2. Basic Permissions.

All rights granted under this License are granted for the term of copyright on the Program, and are irrevocable provided the stated conditions are met. This License explicitly affirms your unlimited permission to run the unmodified Program. The output from running a covered work is covered by this License only if the output, given its content, constitutes a covered work. This License acknowledges your rights of fair use or other equivalent, as provided by copyright law.

You may make, run and propagate covered works that you do not convey, without conditions so long as your license otherwise remains in force. You may convey covered works to others for the sole purpose of having them make modifications exclusively for you, or provide you with facilities for running those works, provided that you comply with the terms of this License in conveying all material for which you do not control copyright. Those thus making or running the covered works for you must do so exclusively on your behalf, under your direction and control, on terms that prohibit them from making any copies of your copyrighted material outside their relationship with you.

Conveying under any other circumstances is permitted solely under the conditions stated below. Sublicensing is not allowed; section 10 makes it unnecessary.
3. Protecting Users' Legal Rights From Anti-Circumvention Law.

No covered work shall be deemed part of an effective technological measure under any applicable law fulfilling obligations under article 11 of the WIPO copyright treaty adopted on 20 December 1996, or similar laws prohibiting or restricting circumvention of such measures.

When you convey a covered work, you waive any legal power to forbid circumvention of technological measures to the extent such circumvention is effected by exercising rights under this License with respect to the covered work, and you disclaim any intention to limit operation or modification of the work as a means of enforcing, against the work's users, your or third parties' legal rights to forbid circumvention of technological measures.
4. Conveying Verbatim Copies.

You may convey verbatim copies of the Program's source code as you receive it, in any medium, provided that you conspicuously and appropriately publish on each copy an appropriate copyright notice; keep intact all notices stating that this License and any non-permissive terms added in accord with section 7 apply to the code; keep intact all notices of the absence of any warranty; and give all recipients a copy of this License along with the Program.

You may charge any price or no price for each copy that you convey, and you may offer support or warranty protection for a fee.
5. Conveying Modified Source Versions.

You may convey a work based on the Program, or the modifications to produce it from the Program, in the form of source code under the terms of section 4, provided that you also meet all of these conditions:

    * a) The work must carry prominent notices stating that you modified it, and giving a relevant date.
    * b) The work must carry prominent notices stating that it is released under this License and any conditions added under section 7. This requirement modifies the requirement in section 4 to “keep intact all notices”.
    * c) You must license the entire work, as a whole, under this License to anyone who comes into possession of a copy. This License will therefore apply, along with any applicable section 7 additional terms, to the whole of the work, and all its parts, regardless of how they are packaged. This License gives no permission to license the work in any other way, but it does not invalidate such permission if you have separately received it.
    * d) If the work has interactive user interfaces, each must display Appropriate Legal Notices; however, if the Program has interactive interfaces that do not display Appropriate Legal Notices, your work need not make them do so.

A compilation of a covered work with other separate and independent works, which are not by their nature extensions of the covered work, and which are not combined with it such as to form a larger program, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an “aggregate” if the compilation and its resulting copyright are not used to limit the access or legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. Inclusion of a covered work in an aggregate does not cause this License to apply to the other parts of the aggregate.
6. Conveying Non-Source Forms.

You may convey a covered work in object code form under the terms of sections 4 and 5, provided that you also convey the machine-readable Corresponding Source under the terms of this License, in one of these ways:

    * a) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (including a physical distribution medium), accompanied by the Corresponding Source fixed on a durable physical medium customarily used for software interchange.
    * b) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (including a physical distribution medium), accompanied by a written offer, valid for at least three years and valid for as long as you offer spare parts or customer support for that product model, to give anyone who possesses the object code either (1) a copy of the Corresponding Source for all the software in the product that is covered by this License, on a durable physical medium customarily used for software interchange, for a price no more than your reasonable cost of physically performing this conveying of source, or (2) access to copy the Corresponding Source from a network server at no charge.
    * c) Convey individual copies of the object code with a copy of the written offer to provide the Corresponding Source. This alternative is allowed only occasionally and noncommercially, and only if you received the object code with such an offer, in accord with subsection 6b.
    * d) Convey the object code by offering access from a designated place (gratis or for a charge), and offer equivalent access to the Corresponding Source in the same way through the same place at no further charge. You need not require recipients to copy the Corresponding Source along with the object code. If the place to copy the object code is a network server, the Corresponding Source may be on a different server (operated by you or a third party) that supports equivalent copying facilities, provided you maintain clear directions next to the object code saying where to find the Corresponding Source. Regardless of what server hosts the Corresponding Source, you remain obligated to ensure that it is available for as long as needed to satisfy these requirements.
    * e) Convey the object code using peer-to-peer transmission, provided you inform other peers where the object code and Corresponding Source of the work are being offered to the general public at no charge under subsection 6d.

A separable portion of the object code, whose source code is excluded from the Corresponding Source as a System Library, need not be included in conveying the object code work.

A “User Product” is either (1) a “consumer product”, which means any tangible personal property which is normally used for personal, family, or household purposes, or (2) anything designed or sold for incorporation into a dwelling. In determining whether a product is a consumer product, doubtful cases shall be resolved in favor of coverage. For a particular product received by a particular user, “normally used” refers to a typical or common use of that class of product, regardless of the status of the particular user or of the way in which the particular user actually uses, or expects or is expected to use, the product. A product is a consumer product regardless of whether the product has substantial commercial, industrial or non-consumer uses, unless such uses represent the only significant mode of use of the product.

“Installation Information” for a User Product means any methods, procedures, authorization keys, or other information required to install and execute modified versions of a covered work in that User Product from a modified version of its Corresponding Source. The information must suffice to ensure that the continued functioning of the modified object code is in no case prevented or interfered with solely because modification has been made.

If you convey an object code work under this section in, or with, or specifically for use in, a User Product, and the conveying occurs as part of a transaction in which the right of possession and use of the User Product is transferred to the recipient in perpetuity or for a fixed term (regardless of how the transaction is characterized), the Corresponding Source conveyed under this section must be accompanied by the Installation Information. But this requirement does not apply if neither you nor any third party retains the ability to install modified object code on the User Product (for example, the work has been installed in ROM).

The requirement to provide Installation Information does not include a requirement to continue to provide support service, warranty, or updates for a work that has been modified or installed by the recipient, or for the User Product in which it has been modified or installed. Access to a network may be denied when the modification itself materially and adversely affects the operation of the network or violates the rules and protocols for communication across the network.

Corresponding Source conveyed, and Installation Information provided, in accord with this section must be in a format that is publicly documented (and with an implementation available to the public in source code form), and must require no special password or key for unpacking, reading or copying.
7. Additional Terms.

“Additional permissions” are terms that supplement the terms of this License by making exceptions from one or more of its conditions. Additional permissions that are applicable to the entire Program shall be treated as though they were included in this License, to the extent that they are valid under applicable law. If additional permissions apply only to part of the Program, that part may be used separately under those permissions, but the entire Program remains governed by this License without regard to the additional permissions.

When you convey a copy of a covered work, you may at your option remove any additional permissions from that copy, or from any part of it. (Additional permissions may be written to require their own removal in certain cases when you modify the work.) You may place additional permissions on material, added by you to a covered work, for which you have or can give appropriate copyright permission.

Notwithstanding any other provision of this License, for material you add to a covered work, you may (if authorized by the copyright holders of that material) supplement the terms of this License with terms:

    * a) Disclaiming warranty or limiting liability differently from the terms of sections 15 and 16 of this License; or
    * b) Requiring preservation of specified reasonable legal notices or author attributions in that material or in the Appropriate Legal Notices displayed by works containing it; or
    * c) Prohibiting misrepresentation of the origin of that material, or requiring that modified versions of such material be marked in reasonable ways as different from the original version; or
    * d) Limiting the use for publicity purposes of names of licensors or authors of the material; or
    * e) Declining to grant rights under trademark law for use of some trade names, trademarks, or service marks; or
    * f) Requiring indemnification of licensors and authors of that material by anyone who conveys the material (or modified versions of it) with contractual assumptions of liability to the recipient, for any liability that these contractual assumptions directly impose on those licensors and authors.

All other non-permissive additional terms are considered “further restrictions” within the meaning of section 10. If the Program as you received it, or any part of it, contains a notice stating that it is governed by this License along with a term that is a further restriction, you may remove that term. If a license document contains a further restriction but permits relicensing or conveying under this License, you may add to a covered work material governed by the terms of that license document, provided that the further restriction does not survive such relicensing or conveying.

If you add terms to a covered work in accord with this section, you must place, in the relevant source files, a statement of the additional terms that apply to those files, or a notice indicating where to find the applicable terms.

Additional terms, permissive or non-permissive, may be stated in the form of a separately written license, or stated as exceptions; the above requirements apply either way.
8. Termination.

You may not propagate or modify a covered work except as expressly provided under this License. Any attempt otherwise to propagate or modify it is void, and will automatically terminate your rights under this License (including any patent licenses granted under the third paragraph of section 11).

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated and not permanently reinstated, you do not qualify to receive new licenses for the same material under section 10.
9. Acceptance Not Required for Having Copies.

You are not required to accept this License in order to receive or run a copy of the Program. Ancillary propagation of a covered work occurring solely as a consequence of using peer-to-peer transmission to receive a copy likewise does not require acceptance. However, nothing other than this License grants you permission to propagate or modify any covered work. These actions infringe copyright if you do not accept this License. Therefore, by modifying or propagating a covered work, you indicate your acceptance of this License to do so.
10. Automatic Licensing of Downstream Recipients.

Each time you convey a covered work, the recipient automatically receives a license from the original licensors, to run, modify and propagate that work, subject to this License. You are not responsible for enforcing compliance by third parties with this License.

An “entity transaction” is a transaction transferring control of an organization, or substantially all assets of one, or subdividing an organization, or merging organizations. If propagation of a covered work results from an entity transaction, each party to that transaction who receives a copy of the work also receives whatever licenses to the work the party's predecessor in interest had or could give under the previous paragraph, plus a right to possession of the Corresponding Source of the work from the predecessor in interest, if the predecessor has it or can get it with reasonable efforts.

You may not impose any further restrictions on the exercise of the rights granted or affirmed under this License. For example, you may not impose a license fee, royalty, or other charge for exercise of rights granted under this License, and you may not initiate litigation (including a cross-claim or counterclaim in a lawsuit) alleging that any patent claim is infringed by making, using, selling, offering for sale, or importing the Program or any portion of it.
11. Patents.

A “contributor” is a copyright holder who authorizes use under this License of the Program or a work on which the Program is based. The work thus licensed is called the contributor's “contributor version”.

A contributor's “essential patent claims” are all patent claims owned or controlled by the contributor, whether already acquired or hereafter acquired, that would be infringed by some manner, permitted by this License, of making, using, or selling its contributor version, but do not include claims that would be infringed only as a consequence of further modification of the contributor version. For purposes of this definition, “control” includes the right to grant patent sublicenses in a manner consistent with the requirements of this License.

Each contributor grants you a non-exclusive, worldwide, royalty-free patent license under the contributor's essential patent claims, to make, use, sell, offer for sale, import and otherwise run, modify and propagate the contents of its contributor version.

In the following three paragraphs, a “patent license” is any express agreement or commitment, however denominated, not to enforce a patent (such as an express permission to practice a patent or covenant not to sue for patent infringement). To “grant” such a patent license to a party means to make such an agreement or commitment not to enforce a patent against the party.

If you convey a covered work, knowingly relying on a patent license, and the Corresponding Source of the work is not available for anyone to copy, free of charge and under the terms of this License, through a publicly available network server or other readily accessible means, then you must either (1) cause the Corresponding Source to be so available, or (2) arrange to deprive yourself of the benefit of the patent license for this particular work, or (3) arrange, in a manner consistent with the requirements of this License, to extend the patent license to downstream recipients. “Knowingly relying” means you have actual knowledge that, but for the patent license, your conveying the covered work in a country, or your recipient's use of the covered work in a country, would infringe one or more identifiable patents in that country that you have reason to believe are valid.

If, pursuant to or in connection with a single transaction or arrangement, you convey, or propagate by procuring conveyance of, a covered work, and grant a patent license to some of the parties receiving the covered work authorizing them to use, propagate, modify or convey a specific copy of the covered work, then the patent license you grant is automatically extended to all recipients of the covered work and works based on it.

A patent license is “discriminatory” if it does not include within the scope of its coverage, prohibits the exercise of, or is conditioned on the non-exercise of one or more of the rights that are specifically granted under this License. You may not convey a covered work if you are a party to an arrangement with a third party that is in the business of distributing software, under which you make payment to the third party based on the extent of your activity of conveying the work, and under which the third party grants, to any of the parties who would receive the covered work from you, a discriminatory patent license (a) in connection with copies of the covered work conveyed by you (or copies made from those copies), or (b) primarily for and in connection with specific products or compilations that contain the covered work, unless you entered into that arrangement, or that patent license was granted, prior to 28 March 2007.

Nothing in this License shall be construed as excluding or limiting any implied license or other defenses to infringement that may otherwise be available to you under applicable patent law.
12. No Surrender of Others' Freedom.

If conditions are imposed on you (whether by court order, agreement or otherwise) that contradict the conditions of this License, they do not excuse you from the conditions of this License. If you cannot convey a covered work so as to satisfy simultaneously your obligations under this License and any other pertinent obligations, then as a consequence you may not convey it at all. For example, if you agree to terms that obligate you to collect a royalty for further conveying from those to whom you convey the Program, the only way you could satisfy both those terms and this License would be to refrain entirely from conveying the Program.
13. Use with the GNU Affero General Public License.

Notwithstanding any other provision of this License, you have permission to link or combine any covered work with a work licensed under version 3 of the GNU Affero General Public License into a single combined work, and to convey the resulting work. The terms of this License will continue to apply to the part which is the covered work, but the special requirements of the GNU Affero General Public License, section 13, concerning interaction through a network will apply to the combination as such.
14. Revised Versions of this License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versions of the GNU General Public License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Program specifies that a certain numbered version of the GNU General Public License “or any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that numbered version or of any later version published by the Free Software Foundation. If the Program does not specify a version number of the GNU General Public License, you may choose any version ever published by the Free Software Foundation.

If the Program specifies that a proxy can decide which future versions of the GNU General Public License can be used, that proxy's public statement of acceptance of a version permanently authorizes you to choose that version for the Program.

Later license versions may give you additional or different permissions. However, no additional obligations are imposed on any author or copyright holder as a result of your choosing to follow a later version.
15. Disclaimer of Warranty.

THERE IS NO WARRANTY FOR THE PROGRAM, TO THE EXTENT PERMITTED BY APPLICABLE LAW. EXCEPT WHEN OTHERWISE STATED IN WRITING THE COPYRIGHT HOLDERS AND/OR OTHER PARTIES PROVIDE THE PROGRAM “AS IS” WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EITHER EXPRESSED OR IMPLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. THE ENTIRE RISK AS TO THE QUALITY AND PERFORMANCE OF THE PROGRAM IS WITH YOU. SHOULD THE PROGRAM PROVE DEFECTIVE, YOU ASSUME THE COST OF ALL NECESSARY SERVICING, REPAIR OR CORRECTION.
16. Limitation of Liability.

IN NO EVENT UNLESS REQUIRED BY APPLICABLE LAW OR AGREED TO IN WRITING WILL ANY COPYRIGHT HOLDER, OR ANY OTHER PARTY WHO MODIFIES AND/OR CONVEYS THE PROGRAM AS PERMITTED ABOVE, BE LIABLE TO YOU FOR DAMAGES, INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INCIDENTAL OR CONSEQUENTIAL DAMAGES ARISING OUT OF THE USE OR INABILITY TO USE THE PROGRAM (INCLUDING BUT NOT LIMITED TO LOSS OF DATA OR DATA BEING RENDERED INACCURATE OR LOSSES SUSTAINED BY YOU OR THIRD PARTIES OR A FAILURE OF THE PROGRAM TO OPERATE WITH ANY OTHER PROGRAMS), EVEN IF SUCH HOLDER OR OTHER PARTY HAS BEEN ADVISED OF THE POSSIBILITY OF SUCH DAMAGES.
17. Interpretation of Sections 15 and 16.

If the disclaimer of warranty and limitation of liability provided above cannot be given local legal effect according to their terms, reviewing courts shall apply local law that most closely approximates an absolute waiver of all civil liability in connection with the Program, unless a warranty or assumption of liability accompanies a copy of the Program in return for a fee.

END OF TERMS AND CONDITIONS
How to Apply These Terms to Your New Programs

If you develop a new program, and you want it to be of the greatest possible use to the public, the best way to achieve this is to make it free software which everyone can redistribute and change under these terms.

To do so, attach the following notices to the program. It is safest to attach them to the start of each source file to most effectively state the exclusion of warranty; and each file should have at least the “copyright” line and a pointer to where the full notice is found.

    <one line to give the program's name and a brief idea of what it does.>
    Copyright (C) <year>  <name of author>

    This program is free software: you can redistribute it and/or modify
    it under the terms of the GNU General Public License as published by
    the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
    (at your option) any later version.

    This program is distributed in the hope that it will be useful,
    but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
    MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE.  See the
    GNU General Public License for more details.

    You should have received a copy of the GNU General Public License
    along with this program.  If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Also add information on how to contact you by electronic and paper mail.

If the program does terminal interaction, make it output a short notice like this when it starts in an interactive mode:

    <program>  Copyright (C) <year>  <name of author>
    This program comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY; for details type `show w'.
    This is free software, and you are welcome to redistribute it
    under certain conditions; type `show c' for details.

The hypothetical commands `show w' and `show c' should show the appropriate parts of the General Public License. Of course, your program's commands might be different; for a GUI interface, you would use an “about box”.

You should also get your employer (if you work as a programmer) or school, if any, to sign a “copyright disclaimer” for the program, if necessary. For more information on this, and how to apply and follow the GNU GPL, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

The GNU General Public License does not permit incorporating your program into proprietary programs. If your program is a subroutine library, you may consider it more useful to permit linking proprietary applications with the library. If this is what you want to do, use the GNU Lesser General Public License instead of this License. But first, please read <http://www.gnu.org/philosophy/why-not-lgpl.html>.
\end{multicols}

\section{GNU Free Documentation License}
\begin{multicols}{4}

Version 1.3, 3 November 2008

Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.
0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document "free" in the sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of "copyleft", which means that derivative works of the document must themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software needs free documentation: a free program should come with manuals providing the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.
1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated herein. The "Document", below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and is addressed as "you". You accept the license if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A "Modified Version" of the Document means any work containing the Document or a portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A "Secondary Section" is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the Document's overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The "Invariant Sections" are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The "Cover Texts" are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A "Transparent" copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A copy that is not "Transparent" is called "Opaque".

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The "Title Page" means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For works in formats which do not have any title page as such, "Title Page" means the text near the most prominent appearance of the work's title, preceding the beginning of the body of the text.

The "publisher" means any person or entity that distributes copies of the Document to the public.

A section "Entitled XYZ" means a named subunit of the Document whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as "Acknowledgements", "Dedications", "Endorsements", or "History".) To "Preserve the Title" of such a section when you modify the Document means that it remains a section "Entitled XYZ" according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.
2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.
3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated version of the Document.
4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

    * A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original publisher of that version gives permission.
    * B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this requirement.
    * C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
    * D. Preserve all the copyright notices of the Document.
    * E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.
    * F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.
    * G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the Document's license notice.
    * H. Include an unaltered copy of this License.
    * I. Preserve the section Entitled "History", Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled "History" in the Document, create one stating the title, year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.
    * J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document for previous versions it was based on. These may be placed in the "History" section. You may omit a network location for a work that was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.
    * K. For any section Entitled "Acknowledgements" or "Dedications", Preserve the Title of the section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications given therein.
    * L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.
    * M. Delete any section Entitled "Endorsements". Such a section may not be included in the Modified Version.
    * N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements" or to conflict in title with any Invariant Section.
    * O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the Modified Version's license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements", provided it contains nothing but endorsements of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.
5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History" in the various original documents, forming one section Entitled "History"; likewise combine any sections Entitled "Acknowledgements", and any sections Entitled "Dedications". You must delete all sections Entitled "Endorsements".
6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.
7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an "aggregate" if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document's Cover Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.
8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements", "Dedications", or "History", the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.
9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and will automatically terminate your rights under this License.

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does not give you any rights to use it.
10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of this License "or any later version" applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a proxy can decide which future versions of this License can be used, that proxy's public statement of acceptance of a version permanently authorizes you to choose that version for the Document.
11. RELICENSING

"Massive Multiauthor Collaboration Site" (or "MMC Site") means any World Wide Web server that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody to edit those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A "Massive Multiauthor Collaboration" (or "MMC") contained in the site means any set of copyrightable works thus published on the MMC site.

"CC-BY-SA" means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of business in San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license published by that same organization.

"Incorporate" means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another Document.

An MMC is "eligible for relicensing" if it is licensed under this License, and if all works that were first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and (2) were thus incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing.
ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the following copyright and license notices just after the title page:

    Copyright (C)  YEAR  YOUR NAME.
    Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document
    under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.3
    or any later version published by the Free Software Foundation;
    with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts.
    A copy of the license is included in the section entitled "GNU
    Free Documentation License".

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the "with … Texts." line with this:

    with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
    Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free software.
\end{multicols}

\section{GNU Lesser General Public License}
\begin{multicols}{4}


GNU LESSER GENERAL PUBLIC LICENSE

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.

This version of the GNU Lesser General Public License incorporates the terms and conditions of version 3 of the GNU General Public License, supplemented by the additional permissions listed below.
0. Additional Definitions.

As used herein, “this License” refers to version 3 of the GNU Lesser General Public License, and the “GNU GPL” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“The Library” refers to a covered work governed by this License, other than an Application or a Combined Work as defined below.

An “Application” is any work that makes use of an interface provided by the Library, but which is not otherwise based on the Library. Defining a subclass of a class defined by the Library is deemed a mode of using an interface provided by the Library.

A “Combined Work” is a work produced by combining or linking an Application with the Library. The particular version of the Library with which the Combined Work was made is also called the “Linked Version”.

The “Minimal Corresponding Source” for a Combined Work means the Corresponding Source for the Combined Work, excluding any source code for portions of the Combined Work that, considered in isolation, are based on the Application, and not on the Linked Version.

The “Corresponding Application Code” for a Combined Work means the object code and/or source code for the Application, including any data and utility programs needed for reproducing the Combined Work from the Application, but excluding the System Libraries of the Combined Work.
1. Exception to Section 3 of the GNU GPL.

You may convey a covered work under sections 3 and 4 of this License without being bound by section 3 of the GNU GPL.
2. Conveying Modified Versions.

If you modify a copy of the Library, and, in your modifications, a facility refers to a function or data to be supplied by an Application that uses the facility (other than as an argument passed when the facility is invoked), then you may convey a copy of the modified version:

    * a) under this License, provided that you make a good faith effort to ensure that, in the event an Application does not supply the function or data, the facility still operates, and performs whatever part of its purpose remains meaningful, or
    * b) under the GNU GPL, with none of the additional permissions of this License applicable to that copy.

3. Object Code Incorporating Material from Library Header Files.

The object code form of an Application may incorporate material from a header file that is part of the Library. You may convey such object code under terms of your choice, provided that, if the incorporated material is not limited to numerical parameters, data structure layouts and accessors, or small macros, inline functions and templates (ten or fewer lines in length), you do both of the following:

    * a) Give prominent notice with each copy of the object code that the Library is used in it and that the Library and its use are covered by this License.
    * b) Accompany the object code with a copy of the GNU GPL and this license document.

4. Combined Works.

You may convey a Combined Work under terms of your choice that, taken together, effectively do not restrict modification of the portions of the Library contained in the Combined Work and reverse engineering for debugging such modifications, if you also do each of the following:

    * a) Give prominent notice with each copy of the Combined Work that the Library is used in it and that the Library and its use are covered by this License.
    * b) Accompany the Combined Work with a copy of the GNU GPL and this license document.
    * c) For a Combined Work that displays copyright notices during execution, include the copyright notice for the Library among these notices, as well as a reference directing the user to the copies of the GNU GPL and this license document.
    * d) Do one of the following:
          o 0) Convey the Minimal Corresponding Source under the terms of this License, and the Corresponding Application Code in a form suitable for, and under terms that permit, the user to recombine or relink the Application with a modified version of the Linked Version to produce a modified Combined Work, in the manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Corresponding Source.
          o 1) Use a suitable shared library mechanism for linking with the Library. A suitable mechanism is one that (a) uses at run time a copy of the Library already present on the user's computer system, and (b) will operate properly with a modified version of the Library that is interface-compatible with the Linked Version.
    * e) Provide Installation Information, but only if you would otherwise be required to provide such information under section 6 of the GNU GPL, and only to the extent that such information is necessary to install and execute a modified version of the Combined Work produced by recombining or relinking the Application with a modified version of the Linked Version. (If you use option 4d0, the Installation Information must accompany the Minimal Corresponding Source and Corresponding Application Code. If you use option 4d1, you must provide the Installation Information in the manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Corresponding Source.)

5. Combined Libraries.

You may place library facilities that are a work based on the Library side by side in a single library together with other library facilities that are not Applications and are not covered by this License, and convey such a combined library under terms of your choice, if you do both of the following:

    * a) Accompany the combined library with a copy of the same work based on the Library, uncombined with any other library facilities, conveyed under the terms of this License.
    * b) Give prominent notice with the combined library that part of it is a work based on the Library, and explaining where to find the accompanying uncombined form of the same work.

6. Revised Versions of the GNU Lesser General Public License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versions of the GNU Lesser General Public License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Library as you received it specifies that a certain numbered version of the GNU Lesser General Public License “or any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that published version or of any later version published by the Free Software Foundation. If the Library as you received it does not specify a version number of the GNU Lesser General Public License, you may choose any version of the GNU Lesser General Public License ever published by the Free Software Foundation.

If the Library as you received it specifies that a proxy can decide whether future versions of the GNU Lesser General Public License shall apply, that proxy's public statement of acceptance of any version is permanent authorization for you to choose that version for the Library.
\end{multicols}
}
\pagebreak
\end{document}
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% Festlegungen für minitoc
% \renewcommand{\myminitoc}{\minitoc}
% \renewcommand{\mtctitle}{Überblick}
% \setcounter{minitocdepth}{1}
% \dominitoc   % diese Zeile aktiviert das Erstellen der minitocs, sie muss vor \tableofcontents kommen

% Seitenformat
% ------------
%\KOMAoption{paper}{A5}          % zulässig: letter, legal, executive; A-, B-, C-, D-Reihen
\KOMAoption{open}{right}			% zulässig: right (jedes Kapitel beginnt rechts), left, any
\KOMAoption{numbers}{auto}
% Satzspiegel jetzt neu berechnen, damit er bei Kopf- und Fußzeilen beachtet wird
\KOMAoptions{DIV=13}

% Kopf- und Fusszeilen
% --------------------
% Breite und Trennlinie
%\setheadwidth[-6mm]{textwithmarginpar}
%\setheadsepline[textwithmarginpar]{0.4pt}
\setheadwidth{text}
\setheadsepline[text]{0.4pt}

% Variante 1: Kopf: links Kapitel, rechts Abschnitt (ohne Nummer); Fuß: außen die Seitenzahl
\ohead{\headmark}
\renewcommand{\chaptermark}[1]{\markleft{#1}{}}
\renewcommand{\sectionmark}[1]{\markright{#1}{}}
\ofoot[\pagemark]{\pagemark}

% Variante 2: Kopf außen die Seitenzahl, Fuß nichts
%\ohead{\pagemark}
%\ofoot{}

% Standardschriften
% -----------------
%\KOMAoption{fontsize}{18pt}
\addtokomafont{disposition}{\rmfamily}
\addtokomafont{title}{\rmfamily} 
\setkomafont{pageheadfoot}{\normalfont\rmfamily\mdseries}

% vertikaler Ausgleich
% -------------------- 
% nein -> \raggedbottom
% ja   -> \flushbottom    aber ungeeignet bei Fußnoten
%\raggedbottom
\flushbottom

% Tiefe des Inhaltsverzeichnisses bestimmen
% -----------------------------------------
% -1   nur \part{}
%  0   bis \chapter{}
%  1   bis \section{}
%  2   bis \subsection{} usw.
\newcommand{\mytocdepth}{1}

% mypart - Teile des Buches und Inhaltsverzeichnis
% ------------------------------------------------
% Standard: nur im Inhaltsverzeichnis, zusätzlicher Eintrag ohne Seitenzahl
% Variante: nur im Inhaltsverzeichnis, zusätzlicher Eintrag mit Seitenzahl 
%\renewcommand{\mypart}[1]{\addcontentsline{toc}{part}{#1}}
% Variante: mit eigener Seite vor dem ersten Kapitel, mit Eintrag und Seitenzahl im Inhaltsverzeichnis
\renewcommand{\mypart}[1]{\part{#1}}


% maketitle
% -----------------------------------------------
% Bestandteile des Innentitels
%\title{Einführung in SQL}
%\author{Jürgen Thomas}
%\subtitle{Datenbanken bearbeiten}
\date{}
% Bestandteile von Impressum und CR
% Bestandteile von Impressum und CR

\uppertitleback{
%Detaillierte Daten zu dieser Publikation sind bei Wikibooks zu erhalten:\newline{} \url{http://de.wikibooks.org/}
%Diese Publikation ist bei der Deutschen Nationalbibliothek registriert. Detaillierte Daten sind im Internet  zu erhalten: \newline{}\url{https://portal.d-nb.de/opac.htm?method=showSearchForm#top}
%Diese Publikation ist bei der Deutschen Nationalbibliothek registriert. Detaillierte Daten sind im Internet unter der Katalog-Nr. 1008575860 zu erhalten: \newline{}\url{http://d-nb.info/1008575860}

%Namen von Programmen und Produkten sowie sonstige Angaben sind häufig geschützt. Da es auch freie Bezeichnungen gibt, wird das Symbol \textregistered{} nicht verwendet.

%Erstellt am 
\today{}
}

\lowertitleback{
{\footnotesize
On the 28th of April 2012 the contents of the English as well as German Wikibooks and Wikipedia projects were licensed under Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported license.
A URI to this license is given in the list of figures on page \pageref{ListOfFigures}.
If this document is a derived work from the contents of one of these projects and the content was still licensed by the project under this license at the time of derivation this document has to be licensed under the same, a similar or a compatible license, as stated in section 4b of the license.
The list of contributors is included in chapter Contributors on page \pageref{Contributors}.
The licenses GPL, LGPL and GFDL are included in chapter Licenses on page \pageref{Licenses}, since this book and/or parts of it may or may not be licensed under one or more of these licenses, and thus require inclusion of these licenses.
The licenses of the figures are given in the list of figures on page \pageref{ListOfFigures}.
This PDF was generated by the \LaTeX{} typesetting  software.
The \LaTeX{} source code is included as an attachment ({\tt source.7z.txt}) in this PDF file.
To extract the source from the PDF file, you can use the \texttt{pdfdetach} tool
including in the \texttt{poppler} suite, or the
\url{http://www.pdflabs.com/tools/pdftk-the-pdf-toolkit/} utility.
Some PDF viewers may also let you save the attachment to a file.
After extracting it from the PDF file you have to rename it to {\tt source.7z}.
To uncompress the resulting archive we recommend the use of \url{http://www.7-zip.org/}.
The \LaTeX{} source itself was generated by a program written by Dirk Hünniger, which is freely available under an open source license from \url{http://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Dirk_Huenniger/wb2pdf}.
}}


\renewcommand{\mysubtitle}[1]{}
\renewcommand{\mymaintitle}[1]{}
\renewcommand{\myauthor}[1]{}

\newenvironment{myshaded}{%
  \def\FrameCommand{ \hskip-2pt \fboxsep=\FrameSep \colorbox{shadecolor}}%
  \MakeFramed {\advance\hsize-\width \FrameRestore}}%
 {\endMakeFramed}








document/headers/packages1.tex

% Standard für Formatierung
%\usepackage[utf8]{inputenc} % use \usepackage[utf8]{inputenc} for tex4ht
\usepackage[usenames]{color}
\usepackage{textcomp} 
\usepackage{parskip} 
\usepackage[normalem]{ulem}
\usepackage[unicode=true]{hyperref}
\usepackage{tocstyle}
\usepackage[defblank]{paralist}
\usepackage{trace}
% Minitoc
%\usepackage{minitoc}

% Keystroke
\usepackage{keystroke}









document/headers/packages2.tex

% für Zeichensätze


%replacemnt for pslatex
\usepackage{mathptmx}
\usepackage[scaled=.92]{helvet}
\usepackage{courier}


\usepackage[T1]{fontenc} % disable this line for tex4ht

% für Tabellen
\usepackage{multirow}
\usepackage{multicol}
\usepackage{array,ragged2e}
\usepackage{longtable}

% für Kopf- und Fußzeilen, Fußnoten
\usepackage{scrpage2}
\usepackage{footnote}

% für Rahmen
\usepackage{verbatim}
\usepackage{framed}

% für Symbole
\usepackage{amsmath}
\usepackage{amssymb}
\usepackage{amsfonts}

\usepackage{pifont}
\usepackage{marvosym}
\let\Cross\undefined 
\usepackage{fourier-orns}  % disable this line for tex4ht   % für weitere Logos, z.B. \danger

% für Grafik-Einbindung
\usepackage[pdftex]{graphicx}
\usepackage{wasysym}
\let\Square\undefined 

% unklare Verwendung
\usepackage{bbm}
\usepackage{skull}

%arabtex
\usepackage[T1]{tipa}  % disable this line for tex4ht

\usepackage{fancyvrb}
\usepackage{bbding} 
\usepackage{textcomp}
\usepackage[table]{xcolor}
%\usepackage{microtype} disabled for xelatex
\usepackage{lscape}
\usepackage{tocstyle}
\usepackage{amsthm}
\usepackage{index}
\usepackage{scalefnt}
\makeindex
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\KOMAoption{paper}{A4}






document/headers/svg.tex

\newcommand{\SVGExtension}{png}






document/headers/templates-chemie.tex

\newcommand{\TemplateEnergieerhaltung}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz von der Erhaltung der Energie}\\ \hline
{\bfseries Albert Einstein (14.3. 1879 - 18.4.1955)}: Umwandlung von Energie in Masse und von Masse in Energie ist möglich.\\ 
$E = m \cdot c^2$ (c = Lichtgeschwindigkeit = 300.000 km/s)\\ \hline
{\bfseries 
Bei einer chemischen Reaktion ist die Summe aus Masse und Energie der Ausgangsstoffe gleich der Summe aus Masse und Energie der Endstoffe.
}\\\hline
Wird Energie frei, tritt ein unwägbar kleiner Massenverlust auf. Wird Energie investiert, tritt Massenzunahme auf. Dieses kann allerdings mit herkömmlichen Waagen nicht gemessen werden. \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplatePeriodensystem}[1]{
Hier sollte das Periodensystem stehen. Ein solches wird sehr wahrscheinlich von Orlando Camargo Rodriguez frei zur Verfügung gestellt werden. Dateiname: tabela_periodica.tex ist bereits online. Lizenz aber noch nicht genau genug definiert.
}

\newcommand{\TemplateMassenerhaltung}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz von der Erhaltung der Masse}\\ \hline
{\bfseries Antoine Lavoisier (1743 - 1794)}: Rien ne se perd, rien ne se crée\\ 
Die Gesamtmasse ändert sich bei chemischen Reaktionen (im Rahmen der Messgenauigkeiten) nicht.\\ \hline
Masse der Ausgangsstoffe=Masse der Produkte \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplateDaltonsAtomhyposthese}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
\begin{enumerate}
\item Materie besteht aus extrem kleinen, bei Reaktion ungeteilt bleibenden Teilchen, den Atomen.
\item Die Masse der Atome eines bestimmten Elements sind gleich (alle Atome eines Elements sind gleich). Die Atome verschiedener Elemente unterscheiden sich in ihren Eigenschaften (zum Beispiel in Größe, Masse, usw.).
\item Es existieren so viele Atomsorten wie Elemente.
\item Bei chemischen Reaktionen werden Atome in neuer Kombination vereinigt oder voneinander getrennt.
\item Eine bestimmte Verbindung wird von den Atomen der betreffenden Elemente in einem bestimmten, einfachen Zahlenverhältnis gebildet.
\end{enumerate}
\\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplateUnveraenderlicheMassenverhaeltnisse}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz der unveränderlichen Massenverhältnisse}\\ \hline
Louis Proust (1799) \\ \hline
Bei chemischen Reaktionen, also Vereinigung beziehungsweise Zersetzung, reagieren die Reinstoffe immer in einem von der Natur vorgegebenen festen Verhältnis miteinander.
\\ \hline
\end{longtable}
}







document/headers/templates-dirk.tex

\newenvironment{TemplateCodeInside}[6]
{
\def\leftbox{#5}
\def\rightbox{}
\def\framecolor{shadecolor}
\ifstr{#4}{e}{ \def\framecolor{red} 
               \def\rightbox{Falsch} } {}
\ifstr{#4}{v}{ \def\framecolor{mydarkgreen} 
               \def\rightbox{Richtig} } {}

\begin{scriptsize}
\begin{framed} 
\ttfamily

\ifstr{\leftbox} {} {
  % Ausgabe nur, wenn rechte Box Inhalt hat, dann links mit Standardtext
  \ifstr{\rightbox}{}{}
  { \fbox{Quelltext} \hfill \textbf{\color{\framecolor} \fcolorbox{black}{white}{\rightbox} }
  }
} {
\fbox{\leftbox}
% und bei Bedarf zusätzlich rechts die zweite Box
  \ifstr{\rightbox}{}{}
  { \hfill \textbf{\color{\framecolor} \fcolorbox{black}{white}{\rightbox} }
  } 
}

\begin{flushleft}
}  % Ende der begin-Anweisungen, es folgen die end-Anweisungen
{\end{flushleft}\end{framed}\end{scriptsize} }

\newcommand{\TemplateCode}[9]
% **************************************************
{

\ifstr{#1}{}{~}{
\minisec{\normalfont \scriptsize \centering \textbf{\textit{#1}} \medskip } }

\begin{scriptsize}

% Code-Abschnitt mit #4
\begin{TemplateCodeInside} {} {0pt} {0pt} {#3} {#5} {}
#6
\end{TemplateCodeInside}

% Ausgabetext mit #4
#4
 
% #2   Fußzeile ausgeben, sofern vorgesehen
\ifstr{#2} {} {} { \centering \textit{#2} \medskip \\ } 

\end{scriptsize}
}
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\newcommand{\LaTeXJa}{Ja}
\newcommand{\LaTeXNein}{Nein}
\newcommand{\wbtempcolora}{white}
\newcommand{\wbtempcolorb}{white}
\newcommand{\wbtempcolorc}{white}
\newcommand{\wbtemptexta}{}
\newcommand{\wbtemptextb}{}
\newcommand{\wbtemptextc}{}
\newlength{\wbtemplengtha}
\setlength{\wbtemplengtha}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthb}
\setlength{\wbtemplengthb}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthc}
\setlength{\wbtemplengthc}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthd}
\setlength{\wbtemplengthd}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthe}
\setlength{\wbtemplengthe}{0pt}
\newcount\wbtempcounta
\wbtempcounta=0
\newcount\wbtempcountb
\wbtempcountb=0
\newcount\wbtempcountc
\wbtempcountc=0

\newcommand{\CPPAuthorsTemplate}[4]{
\LaTeXZeroBoxTemplate{
The following people are authors to this book:

#3

You can verify who has contributed to this book by examining the history logs at Wikibooks (http://en.wikibooks.org/).

Acknowledgment is given for using some contents from other works like #1, as from the authors #2.

The above authors release their work under the following license:

This work is licensed under the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported license. In short: you are free to share and to make derivatives of this work under the conditions that you appropriately attribute it, and that you only distribute it under the same, similar or a compatible license. Any of the above conditions can be waived if you get permission from the copyright holder.
Unless otherwise noted, #4 used in this book have their own copyright, may use different licenses than the one used here, and were not created by the above authors. The authors, contributors, and licenses used should be acknowledged separately.}
}


\newcommand{\tlTemplate}[1]{{\{\{{\ttfamily #1}\}\}}}

\newcommand{\matrixdimTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
{\bfseries Matrix Dimensions: }\\
A: $p \times p$ \\
B:  $p \times q$\\
C:  $r \times p$\\
D:  $r \times q$\\
\end{myshaded}
}

\newcommand{\matlabTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This operation can be performed using this MATLAB command:
{\ttfamily #1}
\end{myshaded}}

\newcommand{\PrintUnitPage}[3]{\pagebreak
\begin{flushleft}
{\bfseries \Large #1}
\end{flushleft}

\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}}
& #2
\end{longtable}}

\newcommand{\LaTeXCodeTipTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
#1 \\
#2 \\
#3
\end{myshaded}
}

\newcommand{\DisassemblySyntax}[1]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This code example uses #1 Syntax
\end{myshaded}}


\newcommand{\LaTeXDeutschTemplate}[1]{ {\bfseries deutsch:} #1 }



\newcommand{\LaTeXNullTemplate}[1]{}
\newcommand{\LatexSymbol}[1]{\LaTeX}

\newcommand{\LaTeXDoubleBoxTemplate}[2]{

\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}
\end{minipage}

}


\newcommand{\LaTeXSimpleBoxTemplate}[2]{
{\bfseries #1} \\
#2
}

\newcommand{\SolutionBoxTemplate}[2]{
#2
}


\newcommand{\LaTeXDoubleBoxOpenTemplate}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}

}

\newcommand{\LaTeXDoubleBoxOpenTemplate}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}

}

\newcommand{\Loesungsweg}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Wie kommt man auf den Beweis? #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXInduktion}[6]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Aussageform, deren Allgemeingültigkeit für #1 bewiesen werden soll:} \\
#2
{\newline \bfseries 1. Induktionsanfang}
#3
{\newline \bfseries 2. Induktionsschritt}
{\newline \bfseries 2a. Induktionsvoraussetzung}
#4
{\newline \bfseries 2b. Induktionsbehauptung}
#5
{\newline \bfseries 2c. Beweis des Induktionsschritts}
#6
\end{myshaded}

}

\newcommand{\LaTeXLatinExcerciseTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Excercise: #1} \\
#2 \\
{\bfseries Solution}
#3
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXShadedColorBoxTemplate}[2]{
{\linewidth}#1\begin{myshaded}
#2
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PGP}[1]{PGP:#1}


\newcommand{\DETAILS}[1]{For more details on this topic, see #1}

\newcommand{\ADAFile}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{File: #1}}
\newcommand{\ADASample}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{This code sample is also available in #1}}


\newcommand{\LaTeXZeroBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}

\newcommand{\LaTeXZeroBoxOpenTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PDFLink}[1]{
\textbf{PDF} #1
}

\newcommand{\Lysippos}[1]{Lysippos}


\newcommand{\SonnensystemFakten}[3]{
#1 \\
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #2}  \\
#3 \\
\end{myshaded}
}


\newcommand{\VorlageReferenzenEintrag}[3]{
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.8\linewidth}}

{[\bfseries #1]} & {\itshape #2} #3 \\
\end{longtable}

}

\newcommand{\MBOX}[2]{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.7\linewidth}}
#1 & #2 \\
\end{longtable}
\end{myshaded}}



\newcommand{\LaTeXIdentityTemplate}[1]{#1
}
\newcommand{\Doppellizenz}[1]{Dieser Text ist sowohl unter GFDL als auch CC BY-SA 3.0 lizenziert. Wenn der Text unter CC BY-SA 3.0 genutzt wird, kann entsprechend Abschnitt 4b als Autor „Wikibooks“ genannt werden.}

\newcommand{\AdaRM}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaEightThreeRM}[2]{\myfnhref{http://archive.adaic.com/standards/83lrm/html/lrm-#1.html}{Annex #1: #2}}

\newcommand{\AdaRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMATwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}





\newcommand{\AdaNiveFiveRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}


\newcommand{\AdaSGThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaSGTwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaSGOne}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/}{Chapter #1: #2}}



\newcommand{\AdaRMNineFive}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaRMCiteFive}[7]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{ISO/IEC 8652:2007. #1.#2.#3 #4 (#5). Ada 2005 Reference Manual. #7 }}


\newcommand{\AdaTwentyZeroFive}[1]{{\itshape This language feature is only available in Ada 2005}}

\newcommand{\ADANFAI}[2]{\myfnhref{http://www.ada-auth.org/cgi-bin/cvsweb.cgi/AIs/AI-00#1.TXT}{AI95-00#1-01 #2}}

\newcommand{\ADARMAONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Annex #1 #2}}

\newcommand{\ADARMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Section #1: #2}}
\newcommand{\ADANiveFiveRMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1.html}{Section #1: #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2-#3 #4}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMATwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaNiveFiveR}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#3-#1.html}{#1 #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRTwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#4-#1.html}{#1.#2 #3}}



\newcommand{\AdaPragma}[1]{\LaTeXTTBF{pragma} }


\newcommand{\yes}[1]{yes}
\newcommand{\no}[1]{no}
\newcommand{\BlenderRepo}[1]{\myfnhef{https://developer.blender.org/diffusion/B/browse/master/#1}{#1}}

\newcommand{\TychoBrahe}[1]{Tycho Brahe}
\newcommand{\BlenderAlignedView}[1]{This tutorial relies on objects being created so that they are aligned to the view that you’re looking through. Versions 2.48 and above have changed the way this works. Visit \myfnhref{https://en.wikibooks.org/wiki/Blender_3D:_Noob_to_Pro/Aligned_to_view_issue}{Aligned} to view issue to understand the settings that need to be changed.}

\newcommand{\LaTeXPlainBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded} 
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}


\newcommand{\Hinweis}[1]{
\begin{TemplateInfo}{{\Huge \textcircled{\LARGE !}}}{Hinweis}
#1
\end{TemplateInfo}}



\newcommand{\LaTexInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}}

\newcommand{\EqnTemplate}[1]{
\begin{flushright}
\textbf{[#1]}
\end{flushright}}

\newcommand{\RefTemplate}[1]{[#1]}


\newcommand{\LaTeXGCCTakeTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Take home:}{#1}
}

\newcommand{\LaTeXEditorNote}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Editor's note}{#1}}

\newcommand{\BNPForVersion}[1]{
\LaTeXInfoTemplateOne{Applicable Blender version: #1}
}

\newcommand{\LaTeXInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}
}


\newcommand{\LaTexHelpFulHintTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Helpful Hint:}{#1}
}

\newcommand{\MyLaTeXTemplate}[3]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{MyLaTeXTemplate1:}{#1 \\ #2 \\ #3}
}

\newcommand{\TemplatePreformat}[1]{
\par
\begin{scriptsize}
%\setlength{\baselineskip}{0.9\baselineskip}
\ttfamily
#1
\par
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\TemplateSpaceIndent}[1]{
\begin{scriptsize}
\begin{framed}
\ttfamily
#1
\end{framed}
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\GenericColorBox}[2]
{
\newline
\begin{tabular}[t]{p{0.6cm}p{4cm}}
#1&#2\\  
\end{tabular}
}

\newcommand{\legendNamedColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{#1}{
          \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}

\newcommand{\legendColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \definecolor{tempColor}{rgb}{#1}
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{tempColor}{
           \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}



%\newcommand{\ubung} {{\LARGE $\triangleright$}}
\newcommand{\ubung}{\ding{228} \textbf{Aufgabe:}\,}

\newcommand{\TemplateSource}[1]
{
%\begin{TemplateCodeInside}{}{\baselineskip}{\baselineskip}{}{}{true}
\begin{scriptsize}
\begin{myshaded}\ttfamily
#1
\end{myshaded}
\end{scriptsize}
%\end{TemplateCodeInside}
}


\newenvironment{TemplateInfo}[2]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Info
% Kasten mit Logo, Titelzeile, Text
% kann für folgende Wiki-Vorlagen benutzt werden:
%          Vorlage:merke, Vorlage:Achtung u.ä.
%
% #1 Logo  (optional) default: \Info
% #2 Titel (optional) default: Information; könnte theoretisch auch leer sein,
%                     das ist aber wegen des Logos nicht sinnvoll
%****************************************************
{
% Definition des Kastens mit Standardwerten
% u.U. ist linewidth=1pt erorderlich
\begin{framed}
% linksbündig ist besser, weil es in der Regel wenige Zeilen sind, die teilweise kurz sind
\begin{flushleft}
% Überschrift größer darstellen
\begin{Large}
% #1 wird als Logo verwendet, Vorgabe ist \Info aus marvosym
%    für andere Logos muss ggf. das Package eingebunden werden
%    das Logo kann auch mit einer Größe verbunden werden, z.B. \LARGE\danger als #1
{#1 } \
% #2 wird als Titelzeile verwendet, Vorgabe ist 'Information'
{\bfseries #2}
\medskip \end{Large} \\
} % Ende der begin-Anweisungen, es folgenden die end-Anweisungen
{ \end{flushleft}\end{framed} }


\newcommand{\TemplateHeaderExercise}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Exercise
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
% ist gedacht für folgende Wiki-Vorlage:
%          Vorlage:Übung4
% kann genauso für den Aufgaben-Teil folgender Vorlagen verwendet werden:
%          Vorlage:Übung    (wird zz. nur einmal benutzt)
%          Vorlage:Übung2   (wird zz. gar nicht benutzt)
%          Vorlage:Übung3   (wird zz. in 2 Büchern häufig benutzt)
%          C++-Programmierung/ Vorlage:Aufgabe  (wird zz. nur selten benutzt,
%                            ist in LatexRenderer.hs schon erledigt)
%
% #1 Text   (optional) 'Aufgabe' oder 'Übung', kann auch leer sein
% #2 Nummer (Pflicht)  könnte theoretisch auch leer sein, aber dann sieht die Zeile
%                      seltsam aus; oder die if-Abfragen wären unnötig komplex
% #3 Titel  (optional) Inhaltsangabe der Aufgabe, kann auch leer sein
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}
 
\newcommand{\TemplateHeaderSolution}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Solution
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
%
% ist gedacht für den Lösungen-Teil der Vorlagen und wird genauso
% verwendet wie \TemplateHeaderExercise
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, Lösung zu #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}

\newcommand{\TemplateUbungDrei}[4]
{
\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}
#3
\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}
#4
}

\newcommand{\Mywrapfigure}[2]
{
\begin{wrapfigure}{r}{#1\textwidth}
\begin{center}
#2
\end{center}
\end{wrapfigure}
}



\newcommand{\Mymakebox}[2]
{
\begin{minipage}{#1\textwidth}
#2
\end{minipage}
}

\newcommand{\MyBlau}[1]{
\textcolor{darkblue}{#1}
} 
\newcommand{\MyRot}[1]{
\textcolor{red}{#1}
} 
\newcommand{\MyGrun}[1]{
\textcolor{mydarkgreen}{#1}
} 
\newcommand{\MyBg}[2]{
\fcolorbox{#1}{#1}{#2} 
} 

\newcommand{\BNPModule}[1]{
the "#1" module
} 


\newcommand{\LaTeXMerkeZweiTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merke}{#1}}

\newcommand{\LaTeXDefinitionTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Definition}{#1}}

\newcommand{\LaTeXAnorganischeChemieFuerSchuelerVorlageMerksatzTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merksatz}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTextTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXexampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPTPBoxTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Points to ponder:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXNOTETemplate}[2]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1 #2}}

\newcommand{\LaTeXNotizTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Notiz:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXbodynoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\DarcsPatchProperty}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Patch property:}{#1}}



\newcommand{\LaTeXecebcite}[1]{\textsuperscript{[#1]}}

\newcommand{\LaTeXmainpage}[1]{{\itshape Main Page: #1}}
\newcommand{\LaTeXAsof}[1]{As of #1}
\newcommand{\LaTeXasof}[1]{as of #1}


\newcommand{\LaTeXAPDIPpreface}[1]{
Roberto R. Romulo \newline
Chairman (2000-2002) \newline
e-ASEAN Task Force \newline
Manila, Philippines \newline
$\text{ }$\newline
Shahid Akhtar \newline
Program Coordinator\newline 
UNDP-APDIP \newline
Kuala Lumpur, Malaysia\newline 
http://www.apdip.net\newline}


\newcommand{\LaTeXcquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXSideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXsideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExercisesTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Exercises:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageTippTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTipTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}
\newcommand{\LaTeXUnknownTemplate}[1]{unknown}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageHinweisTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Hinweis}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageSpaeterImBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Thema wird später näher erläutert...}{#1}}

\newcommand{\SGreen}[1]{This page uses material from Dr. Sheldon Green's Hypertext Help with LaTeX.}
\newcommand{\ARoberts}[1]{This page uses material from Andy Roberts' Getting to grips with LaTeX with permission from the author.}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageAnderesBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Buchempfehlung}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageNichtNaeherBeschriebenTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Nicht Thema dieses Buches...}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPythonUnterLinuxVorlagenVorlageDetailsTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Details}{#1}}

\newcommand{\LaTeXChapterTemplate}[1]{\chapter{#1}
\myminitoc
}

\newcommand{\Sample}[2]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}
\hline
#1 \\ \hline
#2 \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\Syntax}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Syntax}{#1}}


\newcommand{\LaTeXTT}[1]{{\ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXBF}[1]{{\bfseries #1}}
\newcommand{\ADAPK}[3]{{#1.#2}}
\newcommand{\LaTeXTTBF}[1]{{\bfseries \ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXIT}[1]{{\itshape #1}}
\newcommand{\ADACOM}[1]{{\itshape -{}-#1}}

\newcommand{\LaTeXCenter}[1]{
\begin{center}
#1
\end{center}}


\newcommand{\BNPManual}[2]{The Blender Manual page on #1 at \url{http://wiki.blender.org/index.php/Doc:Manual/#1}}
\newcommand{\BNPWeb}[2]{#1 at \url{#2}}

\newcommand{\Noframecenter}[2]{
\begin{tablular}{p{\linewidth}}
#2\\ 
#1 
\end{tabluar}
}


\newcommand{\LaTeXTTUlineTemplate}[1]{{\ttfamily \uline{#1}}
}



\newcommand{\PythonUnterLinuxDenulltails}[1]{
\begin{tabular}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Denulltails} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{tabular}}

\newcommand{\GNURTip}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Tip} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlUebung}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlNotiz}[1]{
\begin{table}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{table}}

\newcommand{\ACFSZusatz}[1]{\textbf{ Zusatzinformation }}
\newcommand{\ACFSVorlageB}[1]{\textbf{ Beobachtung }}
\newcommand{\ACFSVorlageV}[1]{\textbf{ Versuchsbeschreibung }}
\newcommand{\TemplateHeaderSolutionUebung}[2]{\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}}
\newcommand{\TemplateHeaderExerciseUebung}[2]{\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}}

\newcommand{\ChemTemplate}[9]{\texttt{     
#1#2#3#4#5#6#7#8#9}}

\newcommand{\QED}[1]{\square}

\newcommand{\WaningTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warning}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\WarnungTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warnung}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderAlignedToViewIssue}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Blender3d Aligned to view issue}
This tutorial relies on objects being created so that they are aligned to the view that you’re looking through. Versions 2.48 and above have changed the way this works. Visit Aligned (\url{http://en.wikibooks.org/wiki/Blender_3D:_Noob_to_Pro/Aligned_to_view_issue}) to view issue to understand the settings that need to be changed.
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderVersion}[1]{     
{\itshape Diese Seite bezieht sich auf }{\bfseries \quad Blender Version #1}}

\newcommand{\Literal}[1]{{\itshape #1}}

\newcommand{\JavaIllustration}[3]{
\begin{tablular}
{Figure #1: #2}
\\
#3
\end{ltablular}
}


\newcommand{\Ja}[1]{\Checkmark {\bfseries Ja}}
\newcommand{\Nein}[1]{\XSolidBrush {\bfseries Nein}}

\newcommand{\SVGVersions}[8]{
{\scriptsize
\begin{tabular}{|p{0.45\linewidth}|p{0.13\linewidth}|}\hline
Squiggle (Batik) & #1 \\ \hline
Opera (Presto) & #2 \\ \hline
Firefox (Gecko; auch SeaMonkey, Iceape, Iceweasel etc) & #3 \\ \hline
Konqueror (KSVG) & #4 \\ \hline
Safari (Webkit) & #5 \\ \hline
Chrome (Webkit) & #6 \\ \hline
Microsoft Internet Explorer (Trident) & #7 \\ \hline
librsvg & #8 \\\hline
\end{tabular}}

}


\theoremstyle{plain}
\newtheorem{satz}{Satz}
\newtheorem{beweis}{Beweis}
\newtheorem{beispiel}{Beispiel}

\theoremstyle{definition}
\newtheorem{mydef}{Definition}

\newcommand{\NFSatz}[2]{\begin{satz}#1\end{satz}#2}

\newcommand{\NFDef}[2]{\begin{mydef}#1\end{mydef}#2}

\newcommand{\NFBeweis}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFBeispiel}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFFrage}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{#1}: #2} \\
#3
\end{myshaded}

}

\newcommand{\NFFrageB}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{Frage}: #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\NFVertiefung}[1]{
{\bfseries Vertiefung:} \\
Der Inhalt des folgenden Abschnitts ist eine Vertiefung des Stoffes. Für die nächsten Kapitel ist es nicht notwendig, dass du dieses Kapitel gelesen hast.

}
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\publishers{de.wikibooks.org}
\title{Komplexe Zahlen}
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\newcommand{\R}{\ensuremath{\mathbb{R}}}
\newcommand{\N}{\ensuremath{\mathbb{N}}}
\newcommand{\Z}{\ensuremath{\mathbb{Z}}}
\newcommand{\Q}{\ensuremath{\mathbb{Q}}}
\renewcommand{\C}{\ensuremath{\mathbb{C}}}
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% Syntax Highlightling

%\DefineShortVerb[commandchars=\\\{\}]{\|}
\DefineVerbatimEnvironment{Highlighting}{Verbatim}{commandchars=\\\{\}}
% Add ',fontsize=\small' for more characters per line
\newenvironment{Shaded}{\begin{scriptsize}}{\end{scriptsize}}
\newcommand{\KeywordTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\DataTypeTok}[1]{\underline{{#1}}}
\newcommand{\DecValTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\BaseNTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\FloatTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\CharTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\StringTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\CommentTok}[1]{\textit{{#1}}}
\newcommand{\OtherTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\AlertTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\FunctionTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\RegionMarkerTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\ErrorTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\NormalTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\myfigurewithoutcaption}[1]{{\bfseries \myfigurebabel{ }#1}}
\newcommand{\myfigurewithcaption}[2]{{\bfseries \myfigurebabel{ }#1{\quad}}#2}

% Definition der Fussnoten
% ------------------------
%\KOMAoptions{footnotes=multiple}


\DeclareTextSymbol{\textlongs}{TS1}{115} 

\deffootnote[2.2em]{2.2em}{0em}{\makebox[2.2em][l]{\thefootnotemark}}

\newcommand{\badchar}[1]
{\textbf{?}}


\newcommand{\myplainurl}[1]
{{\ttfamily  \url{#1}}}


\newcommand{\myfnhref}[2]
{{#2} \^{}{\{\ttfamily  \url{#1}\}} }

\newcommand{\mymchref}[2]
{}


\newcommand{\mytabhref}[2]
{{#2}\protect\footnote{\ttfamily \url{#1} }}
%{\textsc{#2}}


\newcommand{\myfnlref}[2]
{{#2} \^{}\{\mychapterbabel \ref{#1} \mypagebabel {$\text{}$} \pageref{#1}\}}

\newlength{\fnwidth}
\setlength{\fnwidth}{\linewidth}
\addtolength{\fnwidth}{-10mm}

\newcommand{\myhref}[2]
{{#2}\protect\footnote{    \begin{minipage}{\fnwidth} \ttfamily \url{#1}  \end{minipage}}} 

\newcommand{\mylref}[2]
{{#2}\protect\footnote{\mychapterbabel {$\text{}$} \ref{#1} \mypagebabel {$\text{}$} \pageref{#1}}}

\newcommand{\myfnsref}[2]
{\text{#2} \^{}\{\text{#1} \}}

\newcommand{\mysref}[2]
{\text{#2}\protect\footnote{#1}}

\newcommand{\TickYes}{\checkmark}


% Kompatibilität, damit myfootnote nichts ins Leere läuft
\newcommand{\myfootnote}[1]
%{\footnote{\quad{}#1}}
{\footnote{#1}}


% Auflistungen
% ------------
% Standardvorschlag für itemize
%\newenvironment{myitemize}{\begin{itemize}}{\end{itemize}}
%\newenvironment{myenumerate}{\begin{enumerate}}{\end{enumerate}}
\newenvironment{myquote}{\begin{itemize}[{}]}{\end{itemize}}
\newenvironment{myblockquote}{\begin{itemize}[{\quad}]}{\end{itemize}}

\newenvironment{mydescription}{

\begin{inparablank}}{\end{inparablank}} 
% Alternativen ohne Einrückung
\newenvironment{myitemize}{\begin{compactitem}[\textbullet]}{\end{compactitem}}
\newenvironment{myenumerate}{\begin{compactenum}}{\end{compactenum}}

% einige weitere Festlegungen
% ---------------------------
% \breakslash is used for URLs to allow linebreaking
\newcommand{\mybreakslash}{\discretionary{/}{}{/}}

\newlength{\mylength}
\newlength{\myhight}
\newlength{\myshadingheight}
\newcommand{\myoverline}[1]
{\settowidth{\mylength}{#1} \settoheight{\myhight}{#1}
\makebox[-3pt][l]{#1}
\rule[\myhight+1pt]{\mylength}{0.15mm}}

% Teile von Büchern
\newcommand{\mypart}[1]
%{\part{#1}}
{\addtocontents{toc}{\protect\vspace{7.5mm} \textbf{\Large {#1}}}}

% minitoc vorbereiten, aber standardmäßig unterdrücken
\newcommand{\myminitoc}{}

% Haupttitel
% ----------
%\newcommand{\mymaintitle}[1]
%{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{shaded}
%\begin{center}
%\Huge \bfseries 
%#1 
%\end{center}
%\end{shaded}}

%\newcommand{\mysubtitle}[1]
%{\begin{center}
%\LARGE \bfseries 
%#1
%\end{center}}

\newcommand{\mysubtitle}[1]{\subtitle{#1}}
\newcommand{\mymaintitle}[1]{\title{#1}}
\newcommand{\myauthor}[1]{\author{#1}}


% this is for getting rid of a lintian complaint about
% the German translation of the English word resolution which
% I can not represent here literally according to lintian
\newcommand{\resdhunlongstring}[0]{Res}
\newcommand{\sourcedhunlongstring}[0]{source}
\newcommand{\redshunlongstringsource}[0]{\resdhunlongstring\sourcedhunlongstring}


% Metadaten
% ---------
\newcommand{\fetchurlcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Adresse der elektronischen \redshunlongstringsource zur Abholung (O)}.}{URL zur Abholung}}

\newcommand{\bookcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Adresse der elektronischen \redshunlongstringsource (O)}.}{Buch (Hauptseite)}}

\newcommand{\functionalgroupcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Angaben zum Inhalt: DDC-Sachgruppe der Deutschen Nationalbibliografie oder Warengruppen-Systematik des Deutschen Buchhandels (O)}.}{Sachgruppe(n)} }

\newcommand{\futhertopicscaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Angaben zum Inhalt: weitere Klassifikationen / Thesauri (F)}.}{Weitere Themen}}

\newcommand{\mainauthorscaption}[0]
{Hauptautor(en)}

\newcommand{\projecttexniciancaption}[0]
{Betreuer}

\newcommand{\organizationscaptions}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Beteiligte Organisationen (F)}.}{Organisation(en)}}

\newcommand{\datecaption}[0]
{Erscheinungsdatum}

\newcommand{\issuecaption}[0]
{Ausgabebezeichnung}

\newcommand{\standardcodecaption}[0]
{Standardnummer }

\newcommand{\maintitlecaption}[0]
{Haupttitel}

\newcommand{\publishercaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Verlag / Verlegende Stelle (O)}.}{Verlegende Stelle} }

\newcommand{\publishercitycaption}[0]
{Verlagsort}

\newcommand{\shelfcaption}[0]
{Wikibooks-Regal}

\newcommand{\sizecaption}[0]
{Umfang}


\newcommand{\Alpha}{\mathrm{A}}
\newcommand{\Beta}{\mathrm{B}}
\newcommand{\Epsilon}{\mathrm{E}}
\newcommand{\Zeta}{\mathrm{Z}}
\newcommand{\Eta}{\mathrm{H}}
\newcommand{\Iota}{\mathrm{I}}
\newcommand{\Kappa}{\mathrm{K}}
\newcommand{\Mu}{\mathrm{M}}
\newcommand{\Nu}{\mathrm{N}}
\newcommand{\Rho}{\mathrm{P}}
\newcommand{\Tau}{\mathrm{T}}
\newcommand{\Chi}{\mathrm{X}}
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\newcommand{\LaTeXJa}{Ja}
\newcommand{\LaTeXNein}{Nein}
\newcommand{\wbtempcolora}{white}
\newcommand{\wbtempcolorb}{white}
\newcommand{\wbtempcolorc}{white}
\newcommand{\wbtemptexta}{}
\newcommand{\wbtemptextb}{}
\newcommand{\wbtemptextc}{}
\newlength{\wbtemplengtha}
\setlength{\wbtemplengtha}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthb}
\setlength{\wbtemplengthb}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthc}
\setlength{\wbtemplengthc}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthd}
\setlength{\wbtemplengthd}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthe}
\setlength{\wbtemplengthe}{0pt}
\newcount\wbtempcounta
\wbtempcounta=0
\newcount\wbtempcountb
\wbtempcountb=0
\newcount\wbtempcountc
\wbtempcountc=0

\newcommand{\CPPAuthorsTemplate}[4]{
\LaTeXZeroBoxTemplate{
The following people are authors to this book:

#3

You can verify who has contributed to this book by examining the history logs at Wikibooks (http://en.wikibooks.org/).

Acknowledgment is given for using some contents from other works like #1, as from the authors #2.

The above authors release their work under the following license:

This work is licensed under the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported license. In short: you are free to share and to make derivatives of this work under the conditions that you appropriately attribute it, and that you only distribute it under the same, similar or a compatible license. Any of the above conditions can be waived if you get permission from the copyright holder.
Unless otherwise noted, #4 used in this book have their own copyright, may use different licenses than the one used here, and were not created by the above authors. The authors, contributors, and licenses used should be acknowledged separately.}
}


\newcommand{\tlTemplate}[1]{{\{\{{\ttfamily #1}\}\}}}

\newcommand{\matrixdimTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
{\bfseries Matrix Dimensions: }\\
A: $p \times p$ \\
B:  $p \times q$\\
C:  $r \times p$\\
D:  $r \times q$\\
\end{myshaded}
}

\newcommand{\matlabTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This operation can be performed using this MATLAB command:
{\ttfamily #1}
\end{myshaded}}

\newcommand{\PrintUnitPage}[3]{\pagebreak
\begin{flushleft}
{\bfseries \Large #1}
\end{flushleft}

\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}}
& #2
\end{longtable}}

\newcommand{\LaTeXCodeTipTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
#1 \\
#2 \\
#3
\end{myshaded}
}

\newcommand{\DisassemblySyntax}[1]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This code example uses #1 Syntax
\end{myshaded}}


\newcommand{\LaTeXDeutschTemplate}[1]{ {\bfseries deutsch:} #1 }



\newcommand{\LaTeXNullTemplate}[1]{}
\newcommand{\LatexSymbol}[1]{\LaTeX}

\newcommand{\LaTeXDoubleBoxTemplate}[2]{

\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}
\end{minipage}

}


\newcommand{\LaTeXSimpleBoxTemplate}[2]{
{\bfseries #1} \\
#2
}

\newcommand{\SolutionBoxTemplate}[2]{
#2
}


\newcommand{\LaTeXDoubleBoxOpenTemplate}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}

}

\newcommand{\LaTeXDoubleBoxOpenTemplate}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}

}

\newcommand{\Loesungsweg}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Wie kommt man auf den Beweis? #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXInduktion}[6]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Aussageform, deren Allgemeingültigkeit für #1 bewiesen werden soll:} \\
#2
{\newline \bfseries 1. Induktionsanfang}
#3
{\newline \bfseries 2. Induktionsschritt}
{\newline \bfseries 2a. Induktionsvoraussetzung}
#4
{\newline \bfseries 2b. Induktionsbehauptung}
#5
{\newline \bfseries 2c. Beweis des Induktionsschritts}
#6
\end{myshaded}

}

\newcommand{\LaTeXLatinExcerciseTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Excercise: #1} \\
#2 \\
{\bfseries Solution}
#3
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXShadedColorBoxTemplate}[2]{
{\linewidth}#1\begin{myshaded}
#2
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PGP}[1]{PGP:#1}


\newcommand{\DETAILS}[1]{For more details on this topic, see #1}

\newcommand{\ADAFile}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{File: #1}}
\newcommand{\ADASample}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{This code sample is also available in #1}}


\newcommand{\LaTeXZeroBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}

\newcommand{\LaTeXZeroBoxOpenTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PDFLink}[1]{
\textbf{PDF} #1
}

\newcommand{\Lysippos}[1]{Lysippos}


\newcommand{\SonnensystemFakten}[3]{
#1 \\
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #2}  \\
#3 \\
\end{myshaded}
}


\newcommand{\VorlageReferenzenEintrag}[3]{
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.8\linewidth}}

{[\bfseries #1]} & {\itshape #2} #3 \\
\end{longtable}

}

\newcommand{\MBOX}[2]{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.7\linewidth}}
#1 & #2 \\
\end{longtable}
\end{myshaded}}



\newcommand{\LaTeXIdentityTemplate}[1]{#1
}
\newcommand{\LaTeXFormel}[1]{

#1
}
\newcommand{\Doppellizenz}[1]{Dieser Text ist sowohl unter GFDL als auch CC BY-SA 3.0 lizenziert. Wenn der Text unter CC BY-SA 3.0 genutzt wird, kann entsprechend Abschnitt 4b als Autor „Wikibooks“ genannt werden.}

\newcommand{\AdaRM}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaEightThreeRM}[2]{\myfnhref{http://archive.adaic.com/standards/83lrm/html/lrm-#1.html}{Annex #1: #2}}

\newcommand{\AdaRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMATwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}





\newcommand{\AdaNiveFiveRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}


\newcommand{\AdaSGThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaSGTwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaSGOne}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/}{Chapter #1: #2}}



\newcommand{\AdaRMNineFive}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaRMCiteFive}[7]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{ISO/IEC 8652:2007. #1.#2.#3 #4 (#5). Ada 2005 Reference Manual. #7 }}


\newcommand{\AdaTwentyZeroFive}[1]{{\itshape This language feature is only available in Ada 2005}}

\newcommand{\ADANFAI}[2]{\myfnhref{http://www.ada-auth.org/cgi-bin/cvsweb.cgi/AIs/AI-00#1.TXT}{AI95-00#1-01 #2}}

\newcommand{\ADARMAONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Annex #1 #2}}

\newcommand{\ADARMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Section #1: #2}}
\newcommand{\ADANiveFiveRMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1.html}{Section #1: #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2-#3 #4}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMATwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaNiveFiveR}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#3-#1.html}{#1 #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRTwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#4-#1.html}{#1.#2 #3}}



\newcommand{\AdaPragma}[1]{\LaTeXTTBF{pragma} }


\newcommand{\yes}[1]{yes}
\newcommand{\no}[1]{no}
\newcommand{\BlenderRepo}[1]{\myfnhef{https://developer.blender.org/diffusion/B/browse/master/#1}{#1}}

\newcommand{\TychoBrahe}[1]{Tycho Brahe}
\newcommand{\BlenderAlignedView}[1]{This tutorial relies on objects being created so that they are aligned to the view that you’re looking through. Versions 2.48 and above have changed the way this works. Visit \myfnhref{https://en.wikibooks.org/wiki/Blender_3D:_Noob_to_Pro/Aligned_to_view_issue}{Aligned} to view issue to understand the settings that need to be changed.}

\newcommand{\LaTeXPlainBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded} 
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}


\newcommand{\Hinweis}[1]{
\begin{TemplateInfo}{{\Huge \textcircled{\LARGE !}}}{Hinweis}
#1
\end{TemplateInfo}}



\newcommand{\LaTexInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}}

\newcommand{\EqnTemplate}[1]{
\begin{flushright}
\textbf{[#1]}
\end{flushright}}

\newcommand{\RefTemplate}[1]{[#1]}


\newcommand{\LaTeXGCCTakeTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Take home:}{#1}
}

\newcommand{\LaTeXEditorNote}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Editor's note}{#1}}

\newcommand{\BNPForVersion}[1]{
\LaTeXInfoTemplateOne{Applicable Blender version: #1}
}

\newcommand{\LaTeXInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}
}


\newcommand{\LaTexHelpFulHintTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Helpful Hint:}{#1}
}

\newcommand{\MyLaTeXTemplate}[3]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{MyLaTeXTemplate1:}{#1 \\ #2 \\ #3}
}

\newcommand{\TemplatePreformat}[1]{
\par
\begin{scriptsize}
%\setlength{\baselineskip}{0.9\baselineskip}
\ttfamily
#1
\par
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\TemplateSpaceIndent}[1]{
\begin{scriptsize}
\begin{framed}
\ttfamily
#1
\end{framed}
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\GenericColorBox}[2]
{
\newline
\begin{tabular}[t]{p{0.6cm}p{4cm}}
#1&#2\\  
\end{tabular}
}

\newcommand{\legendNamedColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{#1}{
          \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}

\newcommand{\legendColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \definecolor{tempColor}{rgb}{#1}
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{tempColor}{
           \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}



%\newcommand{\ubung} {{\LARGE $\triangleright$}}
\newcommand{\ubung}{\ding{228} \textbf{Aufgabe:}\,}

\newcommand{\TemplateSource}[1]
{
%\begin{TemplateCodeInside}{}{\baselineskip}{\baselineskip}{}{}{true}
\begin{scriptsize}
\begin{myshaded}\ttfamily
#1
\end{myshaded}
\end{scriptsize}
%\end{TemplateCodeInside}
}


\newenvironment{TemplateInfo}[2]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Info
% Kasten mit Logo, Titelzeile, Text
% kann für folgende Wiki-Vorlagen benutzt werden:
%          Vorlage:merke, Vorlage:Achtung u.ä.
%
% #1 Logo  (optional) default: \Info
% #2 Titel (optional) default: Information; könnte theoretisch auch leer sein,
%                     das ist aber wegen des Logos nicht sinnvoll
%****************************************************
{
% Definition des Kastens mit Standardwerten
% u.U. ist linewidth=1pt erorderlich
\begin{framed}
% linksbündig ist besser, weil es in der Regel wenige Zeilen sind, die teilweise kurz sind
\begin{flushleft}
% Überschrift größer darstellen
\begin{Large}
% #1 wird als Logo verwendet, Vorgabe ist \Info aus marvosym
%    für andere Logos muss ggf. das Package eingebunden werden
%    das Logo kann auch mit einer Größe verbunden werden, z.B. \LARGE\danger als #1
{#1 } \
% #2 wird als Titelzeile verwendet, Vorgabe ist 'Information'
{\bfseries #2}
\medskip \end{Large} \\
} % Ende der begin-Anweisungen, es folgenden die end-Anweisungen
{ \end{flushleft}\end{framed} }


\newcommand{\TemplateHeaderExercise}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Exercise
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
% ist gedacht für folgende Wiki-Vorlage:
%          Vorlage:Übung4
% kann genauso für den Aufgaben-Teil folgender Vorlagen verwendet werden:
%          Vorlage:Übung    (wird zz. nur einmal benutzt)
%          Vorlage:Übung2   (wird zz. gar nicht benutzt)
%          Vorlage:Übung3   (wird zz. in 2 Büchern häufig benutzt)
%          C++-Programmierung/ Vorlage:Aufgabe  (wird zz. nur selten benutzt,
%                            ist in LatexRenderer.hs schon erledigt)
%
% #1 Text   (optional) 'Aufgabe' oder 'Übung', kann auch leer sein
% #2 Nummer (Pflicht)  könnte theoretisch auch leer sein, aber dann sieht die Zeile
%                      seltsam aus; oder die if-Abfragen wären unnötig komplex
% #3 Titel  (optional) Inhaltsangabe der Aufgabe, kann auch leer sein
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}
 
\newcommand{\TemplateHeaderSolution}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Solution
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
%
% ist gedacht für den Lösungen-Teil der Vorlagen und wird genauso
% verwendet wie \TemplateHeaderExercise
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, Lösung zu #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}

\newcommand{\TemplateUbungDrei}[4]
{
\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}
#3
\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}
#4
}

\newcommand{\Mywrapfigure}[2]
{
\begin{wrapfigure}{r}{#1\textwidth}
\begin{center}
#2
\end{center}
\end{wrapfigure}
}



\newcommand{\Mymakebox}[2]
{
\begin{minipage}{#1\textwidth}
#2
\end{minipage}
}

\newcommand{\MyBlau}[1]{
\textcolor{darkblue}{#1}
} 
\newcommand{\MyRot}[1]{
\textcolor{red}{#1}
} 
\newcommand{\MyGrun}[1]{
\textcolor{mydarkgreen}{#1}
} 
\newcommand{\MyBg}[2]{
\fcolorbox{#1}{#1}{#2} 
} 

\newcommand{\BNPModule}[1]{
the "#1" module
} 


\newcommand{\LaTeXMerkeZweiTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merke}{#1}}

\newcommand{\LaTeXDefinitionTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Definition}{#1}}

\newcommand{\LaTeXAnorganischeChemieFuerSchuelerVorlageMerksatzTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merksatz}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTextTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXexampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPTPBoxTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Points to ponder:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXNOTETemplate}[2]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1 #2}}

\newcommand{\LaTeXNotizTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Notiz:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXbodynoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\DarcsPatchProperty}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Patch property:}{#1}}



\newcommand{\LaTeXecebcite}[1]{\textsuperscript{[#1]}}

\newcommand{\LaTeXmainpage}[1]{{\itshape Main Page: #1}}
\newcommand{\LaTeXAsof}[1]{As of #1}
\newcommand{\LaTeXasof}[1]{as of #1}


\newcommand{\LaTeXAPDIPpreface}[1]{
Roberto R. Romulo \newline
Chairman (2000-2002) \newline
e-ASEAN Task Force \newline
Manila, Philippines \newline
$\text{ }$\newline
Shahid Akhtar \newline
Program Coordinator\newline 
UNDP-APDIP \newline
Kuala Lumpur, Malaysia\newline 
http://www.apdip.net\newline}


\newcommand{\LaTeXcquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXSideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXsideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExercisesTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Exercises:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageTippTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTipTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}
\newcommand{\LaTeXUnknownTemplate}[1]{unknown}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageHinweisTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Hinweis}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageSpaeterImBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Thema wird später näher erläutert...}{#1}}

\newcommand{\SGreen}[1]{This page uses material from Dr. Sheldon Green's Hypertext Help with LaTeX.}
\newcommand{\ARoberts}[1]{This page uses material from Andy Roberts' Getting to grips with LaTeX with permission from the author.}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageAnderesBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Buchempfehlung}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageNichtNaeherBeschriebenTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Nicht Thema dieses Buches...}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPythonUnterLinuxVorlagenVorlageDetailsTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Details}{#1}}

\newcommand{\LaTeXChapterTemplate}[1]{\chapter{#1}
\myminitoc
}

\newcommand{\Sample}[2]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}
\hline
#1 \\ \hline
#2 \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\Syntax}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Syntax}{#1}}


\newcommand{\LaTeXTT}[1]{{\ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXBF}[1]{{\bfseries #1}}
\newcommand{\ADAPK}[3]{{#1.#2}}
\newcommand{\LaTeXTTBF}[1]{{\bfseries \ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXIT}[1]{{\itshape #1}}
\newcommand{\ADACOM}[1]{{\itshape -{}-#1}}

\newcommand{\LaTeXCenter}[1]{
\begin{center}
#1
\end{center}}


\newcommand{\BNPManual}[2]{The Blender Manual page on #1 at \url{http://wiki.blender.org/index.php/Doc:Manual/#1}}
\newcommand{\BNPWeb}[2]{#1 at \url{#2}}

\newcommand{\Noframecenter}[2]{
\begin{tablular}{p{\linewidth}}
#2\\ 
#1 
\end{tabluar}
}


\newcommand{\LaTeXTTUlineTemplate}[1]{{\ttfamily \uline{#1}}
}



\newcommand{\PythonUnterLinuxDenulltails}[1]{
\begin{tabular}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Denulltails} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{tabular}}

\newcommand{\GNURTip}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Tip} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlUebung}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlNotiz}[1]{
\begin{table}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{table}}

\newcommand{\ACFSZusatz}[1]{\textbf{ Zusatzinformation }}
\newcommand{\ACFSVorlageB}[1]{\textbf{ Beobachtung }}
\newcommand{\ACFSVorlageV}[1]{\textbf{ Versuchsbeschreibung }}
\newcommand{\TemplateHeaderSolutionUebung}[2]{\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}}
\newcommand{\TemplateHeaderExerciseUebung}[2]{\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}}

\newcommand{\ChemTemplate}[9]{\texttt{     
#1#2#3#4#5#6#7#8#9}}

\newcommand{\QED}[1]{\square}

\newcommand{\WaningTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warning}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\WarnungTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warnung}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderAlignedToViewIssue}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Blender3d Aligned to view issue}
This tutorial relies on objects being created so that they are aligned to the view that you’re looking through. Versions 2.48 and above have changed the way this works. Visit Aligned (\url{http://en.wikibooks.org/wiki/Blender_3D:_Noob_to_Pro/Aligned_to_view_issue}) to view issue to understand the settings that need to be changed.
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderVersion}[1]{     
{\itshape Diese Seite bezieht sich auf }{\bfseries \quad Blender Version #1}}

\newcommand{\Literal}[1]{{\itshape #1}}

\newcommand{\JavaIllustration}[3]{
\begin{tablular}
{Figure #1: #2}
\\
#3
\end{ltablular}
}


\newcommand{\Ja}[1]{\Checkmark {\bfseries Ja}}
\newcommand{\Nein}[1]{\XSolidBrush {\bfseries Nein}}

\newcommand{\SVGVersions}[8]{
{\scriptsize
\begin{tabular}{|p{0.45\linewidth}|p{0.13\linewidth}|}\hline
Squiggle (Batik) & #1 \\ \hline
Opera (Presto) & #2 \\ \hline
Firefox (Gecko; auch SeaMonkey, Iceape, Iceweasel etc) & #3 \\ \hline
Konqueror (KSVG) & #4 \\ \hline
Safari (Webkit) & #5 \\ \hline
Chrome (Webkit) & #6 \\ \hline
Microsoft Internet Explorer (Trident) & #7 \\ \hline
librsvg & #8 \\\hline
\end{tabular}}

}


\theoremstyle{plain}
\newtheorem{satz}{Satz}
\newtheorem{beweis}{Beweis}
\newtheorem{beispiel}{Beispiel}

\theoremstyle{definition}
\newtheorem{mydef}{Definition}

\newcommand{\NFSatz}[2]{\begin{satz}#1\end{satz}#2}

\newcommand{\NFDef}[2]{\begin{mydef}#1\end{mydef}#2}

\newcommand{\NFBeweis}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFBeispiel}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFFrage}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{#1}: #2} \\
#3
\end{myshaded}

}

\newcommand{\NFFrageB}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{Frage}: #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\NFVertiefung}[1]{
{\bfseries Vertiefung:} \\
Der Inhalt des folgenden Abschnitts ist eine Vertiefung des Stoffes. Für die nächsten Kapitel ist es nicht notwendig, dass du dieses Kapitel gelesen hast.

}
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