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Maf3- und Integrationstheorie

Vorlesung 26

Integralgleichungen

In Lemma 56.1 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) wird ein Anfangswertpro-
blem ' = F(t,x) mit f(a) = w in die Integralgleichung

z(s) = w+/s F(t,x(t)) dt

iibersetzt. Damit konnte die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung unter
bestimmten Voraussetzungen gezeigt werden und mit der Picard-Lindelof-
Iteration auch ein approximierendes Berechnungsverfahren begriindet wer-
den. Eine allgemeinere Form einer Integralgleichung ist

2(s) = /SF(s,t,x(t))dt—i—g(s),

wobei die Abbildungen g, F' und die gesuchte Abbildung x Werte im R" be-
sitzt. Da iiber t integriert wird, darf das s sowohl im Integranden als auch
in der Integrationsgrenze vorkommen. Diese Gesamtsituation ist sehr allge-
mein, typischerweise betrachtet man Situationen, wo zusétzliche Bedingun-
gen erfiillt sind. Wir betrachten die Situation, wo die gesuchte Funktion xz(t)
linear in den Integranden eingeht, d.h. der Integrand besitzt die Form

F(s,t,x(t)) = K(s,t)x(t)

mit einer skalarwertigen Funktion K(s,t), die der Integralkern der Integral-
gleichung heifit. Man unterscheidet nun die folgenden Varianten geméaf3 der
folgenden Fragen

(1) Kommt die gesuchte Funktion x(¢) nur im Integranden oder (wie
oben) auch auBerhalb (oben auf der linken Seite) vor?

(2) Ist die obere Inegrationsgrenze konstant oder variabel?

(3) Ist g(t) = 0 (homogner Fall) oder nicht (inhomogener Fall).

Einige Situationen bekommen einen eigenen Namen.
(1)
b
0= / K (s, t)x(t)dt + g(s)

(Fredholmsche Integralgleichung erster Art).
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z(s) = / K (s, t)x(t)dt + g(s)

(Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art).
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(Volterrasche Integralgleichung erster Art).

() s
o(s) = [ Kl Dattde+ 909
(Volterrasche Integralgleichung zweiter Art).

Eine eindimensionale lineare inhomogene Differentialgleichung
¥ = f(t)x + h(t)
mit
z(a) = w

fithrt auf die Integralgleichung
z(s) = w+/ f(t)x(t) + h(t)dt = w+ H(s) +/ f(t)z(t)dt,

wobei H eine Stammfunktion zu h mit H(a) = 0 sei. Dies ist eine Volterra-
sche Differentialgleichung zweiter Art mit g(s) = w + H(s).

BEISPIEL 26.1. Wir betrachten die verschiedenen linearen eindimensionalen
Integralgleichungen fiir den Fall, wo der Integralkern konstant gleich 1 ist
und im homogenen Fall, also g = 0.
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Hier gibt es eine Vielzahl an Losungsfunktionen.

(2) b
/ z(t)dt = x(s).

Da die linke Seite nicht von s abhéngt, muss die Losungsfunktion
konstant sein, hier ist die Nullfunktion eine Losung. Bei

b—a =1

ist aber auch jede konstante Funktion eine Losung.

) S
/ z(t)dt = 0

fiir alle s. Die Nullfunktion ist die einzige Losung.



(1 5
/ z(t)dt = x(s).

Die Nullfunktion ist eine Losung. Bei a = —oo, wenn wir das hier
zulassen und mit uneigentlichen Integralen arbeiten, sind ce! Losun-
gen.

BEISPIEL 26.2. Eine Integralgleichung der Form

x(s) = /S K(s)z(t)dt = K(s) /Sa:(t)dt,

wo also der Integralkern nur von der Variablen s abhéngt, nach der nicht
integriert wird, kann man wie folgt vorgehen. Alle Daten seien differenzier-
bar und gesucht sei nach differenzierbaren Funktionen. Es sei ferner K(s)
nullstellenfrei. Dann kann man die Gleichung auch als

z(s) ’
= t)dt
i
schreiben und beidseitig ableiten. So erhélt man die Bedingung
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bzw. durch Umstellung
v = (K + ) )

also eine homogene lineare Differentialgleichung, die mit Satz 29.2 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023)) gelost werden kann.

SATZ 26.3. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall,

la,b] x [a,b] — R"
ein stetiger Integralkern mit |K(s,t)] < M wund g: [a,b] — R"™ eine steti-
ge Funktion. Dann gibt es zur jeder reellen Zahl X mit |\ < m eine
eindeutige Lisungsfunktion x: [a,b] — R™ mit

x(s) = )\/ K(s,t)x(t)dt + g(s).

Beweis. Wir betrachten den Vektorraum X aller stetigen Kurven von [a, 0]
nach R". Dieser ist mit der Maximumsnorm ein metrischer Raum und nach
Satz 55.9 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) vollsténdig. Es sei A mit der
beschriebenen Eigenschaft fixiert. Die zum Kern gehorige Transformation

(Tk(z))(s) = )\/ K(s,t)x(t)dt + g(s)

ist eine Abbildung
X — X,z — T().
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Die Wohldefiniertheit beruht auf der Existenz der bestimmten Integrale fiir
stetige Funktionen und auf der Stetigkeit des Integrals, siehe Satz 58.2 (Ana-
lysis (Osnabriick 2021-2023)). Eine Losung der Integralgleichung ist offenbar
ein Fixpunkt der Transformation, wir werden also den Banachschen Fix-
punktsatz anwenden. Zu Kurven z1,z € X ist

T(w1)(s) = T(x2)(s) = A/ K(s,1)(x1(s) — wa(s))dt

und dies ist durch
A[+ M- (b—a)-[[x; — 22
beschrankt. Daher ist

1T (1) = T(wo)|| = max ([|T(z1)(s) = T(x2)(s)l|s & [a,b])

< M- (b= a) - [l — 2

und nach Voraussetzung ist |A|- M - (b—a) < 1, also ein Kontraktionsfaktor.

i

Wenn ¢ die Nullfunktion ist, also der homogene Fall vorliegt, so ist die Null-
funktion x(s) = 0 stets eine Losung. Fiir A betragsméflig klein bedeutet der
Satz, dass die Nulllosung die einzige Losung gibt. Fiir grofles A gibt es im
Allgemeinen nichttriviale Losungen.
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