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INTRODÜCTIO.

I.

Proximo quadriennio, quod post Acta Regise Societatis Scien-

tiarum Upsaliensis (Ser. III. Vol. XIII) anno 1887 mense Junio édita

pra?teriit,

hi Socii mortui sunt

, Honoraril:

Adscfiptug. Mortuus.

ERICSSON, loauues, in exercitu Svecano a. h. Ceuturio . . . 1870 1889.

HUSS, Magnus, Nosocomiorum Svecise a. h. Director Generalis . 1885 1890.

Ordinarii Svecani:

DAUG, H er man nus The o do ru.s, Mathesis Professor Upsaliensis,

Prœses R. Soc. Sc. Ups. 1S8S—84 1862 1888.

EDLUND, Eric us, Physices Professor Holmiensis 1858 1888.

HAMMARSTRAND, S veno Fromholdus, Historiarum Professor

Upsaliensis . . . .
' 1879 1889.

SVEDELIUS, Vil elm US Ericus, Eloquentife et Politices Professor

Upsaliensis emeritus 1876 1889.

MESTERTON, Carolus Benedictus, Chirurgiœ etArtis obstetricise

Professor Upsaliensis 1860 1889.
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Adscriptus. Mortuus.

ARRHENIUS, loaunes Petrus, R. Academiae agric. a. h. Secre-

tarius 1858 1889.

BERGFALK, Petrus Ericus, Juris Professor Upsaliensis emeritus 1858 1890.

SCHULTZ, Hermannus, Astronomic Professor Upsaliensis emeritus 1873 1890.

Ordinarii Exteri:

KJRCHHOFF, Gustavus Rohertus, Physices Professor Beroli-

nensis 1873 1887.

DE BARY, Antonius, Botanices Professor Argentorateusis . . . 1877 1888.

GRAY, Asa, Botanices Professor Cantabrigensis (Americ.) . . . 1850 1888.

CLAUSIUS, Rudolphus, Physices Professor Bonnensis .... 1887 1888.

KJERULF, Tiieodorus, Mineralogife Professor Cliristianiensis . . 1876 1888.

BAMBERGER, Henricus a, Medieiuaî Professor Vindobouensis . 1877 1888.

RIANT, Paulus, Comes, Instituti Parisiensis Membrum .... 1887 1889.

DONDERS, Fran ci s eus Cornelius, Physiologise Professor Tra-

jectiuus 1877 1889.

TRAUTVETTER, Ernes tus Rudolphus a, Horti Botanici Petro-

pol. a. h. Director 1882 1889.

DE LA RUE, Warren, Reg. Institutionis Magnœ Britannise Viceprseses 1879 1889.

BERKELEY, Miles Joseph us, Botanicus Britannus ..... 1875 1889.

VOLKMANN, Richardus, Chirurgise Professor Halensis. . . . 1887 1889.

GIESEBRECHT, FredericusVilelmusBenjamiua, Historiarum

Professor Monacensis 1882 1890.

BRANDT, Fredericus Petrus, a. h Juris Professor Chri.stianiensis 1885 1891.

NÄGELI, Carolus Vilelmus a, Botanices Professor Monacensis 1880 1891.

WEBER, Vilelmus Eduardus, Physices Professor Gottingensis 1844 1891.



III

Novi Socii adscript! sunt

Honorarii:

Adscripliis.

LOVEN, S ve no, Musei Zoologici Holmieasis Prsefectus 1889.

BERLIN, Nicolaus I o an nes, a, li. Collegii Medici Prseses 1889.

AGARDH, Jacobus Georgius, Botanices Professor Lundensis emeritus . 1889.

LINDHAGEN, Daniel Georgius, Keg. Academise Scient. Holmiensis Secre-'

tarius 1889.

EHRENHEIM, Petrus Jacobus ab, Universitatum Upsal. et Lund. Can-

cellarius 1891.

Ordinarii Svecani:

ARESCHOUG, Frederi eus V i leim us Christianus, Botanices Professor

Lundensis 1887.

BJÖRLING, Carolus Fabian Emanuel, Mathesis Professor I^undensis . 1888.

DUNER, Nicolaus Christophorus, Astronomise Professor Upsaliensis . . 1888.

FORSSELL, Joannes Lud o vi ens, Prœses Collegii Reg. Cameralis Holmi-

ensis 1889.

THEEL, loannes Hjalmar, Anatomise Comparata; Professor E. O. Upsa-

liensis 1889.

WARFVINGE, Franciscus Vilelniiis, Nosocomii Prœfectus Holmiensis . 1889.

ALIN, 0.scar Josephus, Eloquentia' et Politices Professor Upsaliensis . . 1889.

NILSON, Laurentius Fredericus, Chemiie agronomicse Professor Holmiensis 1889.

LINDSTRQjVI, Gustavus, Palaeontologia- Professor Holmiensis 1889.

HILDEBRAND, loannes Olavus Hildebrand, Antiquarius Regni Svecani 1890.

LUNDSTRÖM, Axelius Nicolaus, Botanices Docens Upsaliensis . . . 1890.

HASSELBERG, Claudius Bernhardus, Phj'sices Professor Holmiensis . 1890.

WIDMAN, Oscar, Chemii« Professor E. O. Upsalien.sis 1890,

I

Ordinarii Exteri:

MULLER, Ferdinandus a, Horti Botanici Melbournensis Director . . . 1887.

YOLKMANN, Richardus, Chirurgise Professor Halensis 1887.

CLAUSIUS, Rudolphus, Physices Professor Bonnensis 1887.



IV

Adscriptus.

SCHWENDENER, Sim ou, Botanices Professor Beroliuensis 1888.

STEFAN, Joseph us, Physices Professor Viiuloboueusis 1888.

BACKLUND, loauues Oscar, Academia; imp. Scieutiarum Petropol. membrum 1888.

LANGE, loannes, Botanices Professor Hauuiensis 1888.

BRÖGGER. Valdemar Christopliorus, Geologiœ et Mineralogiae Professor

Christiauiensis 1889.

GROTH, Paulus, Mineralogiie Professor Mouacensis 1889.

DELISLE, Leopoldus, Bibliothecae Parisiensis Prsefectus 1889.

ZIEMSEN, Hugo a, Medicinse Professor Mouacensis 1889.

CHARCOT, loannes Martinus, Medicina; Professor Parisiensis .... 1889.

ENGLER, Adolphus, Botanices Professor Beroliuensis 1889.

VOGEL, Hugo Carolus, Observatorii Astrophysici Postampiensis Prsefectus 1889.

REGEL, Eduardus, Horti Botanici Petropol. Director 1S89.

ESTLANDER, Carolus Gustavus, Aestetices Professor Helsingforsiensis . 1890.

HOPPE-SEYLER, Ernestus Felix Immanuel, Chemise medicinalis Pro-

fessor Argentoraten.sis 1S90.



II.

AUGUSTISSIMU« HlJJUS SOCIETATIS

PATRONU S

OSCAR II
SVECORUM NORVEGORUM GOTHORUM

VANDALORUMQUE

REX.

PR^Î^:SES ILLUSTKIS

SERENISSIMUS PRINCEPS AC DOMINUS

OSCAR GÜSTAVUS ADOLPHUS
SVECL*: ET NOKVEGI^: PRINCEPS SUCCESSOR

SOCII HONORARIT PEIMARII

SERENISSIMUS PRINCEPS AC DOMINUS«

OSCAR CAROLUS AUGUSTUS BERNADOTTE.

SERENISSIMUS PRINCEPS AC DOMINUS

OSCAR CAROLUS VILELMUS
SVECI/E ET NORVEGl^ PRINCEPS HEREDITARIUS.

SERENISSIMUS PRINCEPS AC DOMINUS

EUGENIUS NAPOLEON NICOLAUS
SVECIÄ ET NORVEGIyE PRINCEPS HEREDITARIUS.



VI

A. Socii Regiae Societatis Scientiarum Upsaliensis

secundum electionis ord i ne m

Honorarii:

PETRUS II, Imperator Brasilia;.

WREDE, Fabian Jacobus, Lib. Baro, Pli Dr, Rei Tomientari;c a h. Pnefectus

Generalis, Regg. Ordd. Eques et Conimendator, etc.

SUNDBERG. Antonius Nicolaus, Ph. Jur. Utr. et Th. Dr, Ecclesise Sviogothicse

Archiepiscopus, Acad. Upsaliensis Procancellarius, Academic? Svecanse Octode-

cimvir, Regg. Ordd. Commendator, Prceses R. Sac. Sc. Ups. 1885-- 86.

DICKSON, Oscar, Lib Baro, Ph. Dr, Negotiator Gothoburgensis, Ordd. St. Pol. c.

ni. Cr. et Was. Commendator, etc.

NORDENSKIÖLD, Adolphus Ericus, Lib. Baro, Ph. Dr, Professor, Mu.sei Mine-

ralogici Holmiensis Praetectus, Ord. St. Pol. c. m. Cr. Commendator, etc.

DE GEER, Ludovicus, Lib. Baro, Jur. Utr. Dr, Summte Rei Judiciarite a. h. Prse-

fectus, Uuiversitatum Ups. et Lund. a. h. Cancellarius, Academi.o Svecanse Octo-

decimvir, Regg. Oi-dd. et Ord. S. Ol. c. m. Cr. Commendator, etc.

HAMILTON, Adolphus Ludovicus, Comes, Ph. Dr, Gubernator Uplandiaruni,

Ord. St. Pol. c. m. Cr. Commendator, Prœses R. Sac. Sc. Ups. 1888-89.

OLIVECRONA, Samuel Rudolphus Detlof Canutus, Ph. et Jur Utr Dr, Su-

premi Judicii Svecaui a. h. Assessor, Ord. St. Pol. c. m. Cr. Commendator, etc.

LILLJEBORG, Vilelmus, Ph. et Med. Dr, Zoologise Professor Upsaliensis emeritus,

Ord. St. Pol. Commendator, Prœses R. Sac. Sc. Ups. 1880— 81.

SAHLIN, Carol us Yngve, Ph. Dr, Philosophiie practice Professor Upsalien,sis,

Ordd. St. Pol. et S. Ol. Commendator, Prœses R. Soc. Sc. Ups 1889—90.

LJUNGGREN, Gustavus, Ph. Dr, Aestetices et Literarum Artiumque Elegantium

Historiœ Professor Lundensis emeritus, Academite Svecanie Octodecimvir, Ord.

St. Pol. Commendator, etc.

LOVEN, S v en o, Ph. et Med. Dr, Professor et Musei Zoologici Holmiensis Prajfectus,

Ord. St. Pol. c. m. Cr. Commendator, etc.

BERLIN, Nicolaus loannes, Ph. et Med. Dr, a. h. CoUegii Med. Prajses, Ordd.

St. Pol. c. m. Cr. et S. Ol. Commendator, etc.



VII

AGARDH, Jacobus Georgius, Ph. et Med. Dr, Botaiiices Professor Lundensis

emeritus, Ord. St. Pol. Commendator.

LINDHAGEN, Daniel Georgius, Ph. Dr, Professor, Reg. Academiae Scient. Holm.

Secretarius, Ordd. St. Pol. et S. Ol. Commendator, etc.

EHRENHEIM, Petrus Jacobus ab, a. h. Consiliarius Regis, Universitatum Ups.

et Lund. Cancellarius, Regg. Ordd. Ecjues et Commendator, etc.

Ordinarii Sve.cani:

STYFFE, Carolus Gustavus, Ph. Dr, ad Reg.'Academiam Upsaliensem a. h. Biblio-

thccarius, St. Pol. Ord. adscriptus.

THALÉN, Tobias Robertus, Ph. Dr, Physices Professor Upsalieusis, Ord. St. Pol.

Commendator, etc , Reg. Societatis Scient. Ups. Secretarius et Bibliothecarius.

FRIES, Theodorus Magnus, Ph. Dr, Botanices Professor Upsaliensis, St. Pol.

Ord. adscriptus, Prceses R. Soc. Sc. Ups. 1882— 83.

THORELL, Thord Tamerlan Theodorus, Ph. Dr, Profes.sor, St. Pol. Ord. ad-

.scriptus, etc.

ALMEN, Augustus Theodorus, Ph. et Med. Dr, Collegii Med. Prœses, Ord. St.

Pol. Commendator, etc., R. Soc. Sc. Ups. u. h. Qucestor.

GYLDÉN, loan nes Augustus Hugo, Ph. Dr, Professor et Observatorii Astrono-

mici Holmiensis Director, Ord St. Pol. Commendator, etc.

LINDMAN, Christianus Fredericus, Ph. Dr, ad Scholam Strengnesiensem Ma-

thesis Lector emeritus, St. Pol. Ord. adscriptus.

WALMSTEDT, Laurentius Eduardus, Ph. Dr, Mineralogiae et Geologise Professor

Upsaliensis emeritus, St. Pol. Ord. adscriptus, etc.

DILLNER, Georgius, Ph. Dr, Mathesis Professor E. O. Up.saliensis, St. Pol. Ord.

adscriptus.

HEDENIUS, Petrus, Ph. et Med. Dr, Anatomise Pathologicae Professor Upsaliensis,

Reg. Academiae Upsaliensis Rector Magniticus, Ord. Was. Commendator et St.

Pol. Ord. adscriptus, etc.. Presses R. Soc. Sc. Ups. 1884— 85.

HOLMGREN, Alaricus Frithiof, Med. Dr, Physiologia; Professor Upsalieusis, St,

Pol. et. S. Ol. Ordd. adscriptus, etc., Prœses R. Soc. Sc. Ups. 1887—88.

FRISTEDT, Robertus Fredericus, Ph. et Med Dr, Pharmacologise et Naturalis

Historié medicinalis Professor E. O. Upsaliensis, St. Pol. Ord. adscriptus.

CLASON, Eduardus Claudius Hermannus, Med. Dr, Anatomise Professor Up-

saliensis, St Pol. Ord. adscriptus.

RUBENSON, Robertus, Ph. Dr, Professor et Instituti Meteorologici Suecani Prse-

fectus, St. Pol. Ord. adscriptus, etc.

CLEVE, Petrus Theodorus, Ph. Dr, Chemiaj Professor Upsaliensi.s, St. Pol. Ord.

adscriptus, etc., Prases R. Soc. Sc Ups. 1886— 87.



VIII

NAUMANN, Carolus Fredericiis, Ph. et Med. Dr, Anatomise Professor Liindensis

emeritus, Ord. Was. Commendator et St. Pol. Ord. adscriptus.

MALMSTRÖM, Carolus Gustavus, Ph. Dr, a. h. Archivarius Regni Svecani,

Academiae Svecanae Octodecimvir, Ord. St. Pol. Commendator et S. 01. Ord.

adscriptus, etc.

TEGNÉR, Esaias Henricus Vilelmus, Ph. Dr, Linguarum Orientalium Professor

Lundensis, Academise Svecanse Octodecimvir, St. Pol. Ord. adscriptus, etc, Prceses

Reg. Societatis Scient. Ups. designatus.

MÖLLER, Dietricus Magnus Axelius, Ph. Dr, Astronomie Professor Limdensis,

Ord. St. Pol. Commendator.

LUNDQUIST, Carolus Gustavus, Ph. Dr, Mechanices Professor Upsaliensis, St.

Pol. Ord. adscriptus. Reg. Societatis Scient. Upsal. Qnœstor.

HILDEBRANDSSON, Hugo Hildebrand, Ph Dr, Meteorologie Professor E. O.

UpsaliensLs, St. Pol Ord. adscriptus, Reg Societatis Scient. Ups. h. t. Prases.

WITTROCK, Veit Brecher, Ph. Dr, Professor et Musei botanici Holmiensis Prœ-

fectus, St. Pol. Ord. adscriptus, etc.

BLOMSTRAND. Christianus Vilelmus, Ph. Dr, Chemie Professor Lundensis,

Ord. St. Pol. Commendator, etc.

HAMMARSTEN, Olavus, Med. Dr, Chemie Medicinalis et Physiologice Professor

Upsaliensis, St. Pol. Ord. adscriptus.

FALK, Mathias, Ph. Dr, Mathesis Professor Upsaliensis.

KEY, Ernestus Axelius, Ph. et Med. Dr, Anatomie Pathologicae Professor

Holmiensis.

RETZHIS, Magnus Gustavus, Med. Dr, a. h. Histologie Professor E. O. Hol-

miensis.

ODHNER, Claudius Theodorus, Ph. Dr, Archivarius Regni Svecani, Academise

Svecane Octodecimvir, Ord. St. Pol. Commendator.

RYDIN, Hermannus Ludovicus, Ph. et Jur. Utr. Dr, Juris Professor Upsaliensis

emeritus, Ord. St. Pol. Commendator et S. Ol. Ord. adsci-iptus.

BLIX, Magnus Gustavus, Med. Dr, Physiologie Professor Lundensis.

ANNERSTEDT, Claudius, Ph. Dr, ad Reg. Academiam Upsaliensem Bibliothecarius,

Regg. Ordd. a. h. Historiographus, St. Pol. Ord adscriptus.

NYRÉN, Magnus, Ph. Dr, ad Observatorium Pulkoveuse Astronomus.

KJELLMAN, Francisons Reinholdus, Ph. Dr, Botanices Professor E. O. Upsa-

liensis, St. Pol. Ord. adscriptus, etc.

TULLBERG, Tycho, Ph. Dr, Zoologi» Professor Ui)saliensis.

KJELLBERG, Nicolaus Gustavus, Med. Dr, Psychiatrices Professor E. O. Upsa-

liensis, Ord. Was. Commendator et St. Pol. Ord. adscriptus.

MITTAG-LEFFLER, Gustavus, Ph. Dr, Mathesis Professor Holmiensis, St. Pol.

Ord. adscriptus, etc.



IX

HAGGSTROM, Fruiuiisous Vilolmus, Ph. Dr, Lingua' Litterariimque LatinaiHim

Profestior L'|)salieiisis, iSt. Pul. Ord. adscriptus.

AKESC'HOLTG, Fredericus Vilelinus Christianus, Ph Dr, Botanioes Professor

Luudensis.

BJORIjING, C'arolus Fabian Emanuel. Pli Dr, Matiiesis Professor Luudensis,

yt. Pol. ürd. adscriptus.

DUNEK, Nicolaus Christophorus, Ph. Dr, Astronomiae Professor Upsaliensis, etc.

FORSSELL, loanncs Ludovicus, Ph. Dr., CoUegii Reg. Cameralis Prseses, Aca-

demiaj Svecanse Octodecinivir, Ord St Pol. c. m. Cr. Commendator, etc.

THEEL, Joannes Hjalmar, Ph. Dr, Anatomii»? Coni]>arat:v Professor E O. Upsa-

liensis.

WARFVINGE, Fran ci sen s Vi lei nuis, Med. Dr, Nosocomii Prsefectus Holmiensis,

Ord. Was. Commendator, St. Pol. et S. Ol. Ordd. adscriptus.

AUN, Oscar Josephus, Ph. Dr, Flloquentiie et Politices Professor Skytteanus Up-
saliensis, St. Pol. Ord adscriptus, etc.

NILSON, Laurentius Fredericus, Ph. Dr. Chemise Agronomiciç Professor Hol-

miensis, St. Pol. Ord. adscriptus.

LINDSTRÖM, Gustavus, Ph. Dr, Palscontologi» Professor Holmiensis, St. Pol. Ord.

adscriptus.

HILDEBRAND, loannes Olavus Hildebraud, Ph. Dr, Antiquarius Regni Sve-

cani. Ord. St. Pol. Commendator, etc.

Ll'NDSTROM, A.xelius Nicolaus, Ph. Dr, Botauices Docens Upsaliensis.

HASSELBERG, Claudius Bernhard us. Ph. Dr, Physices Professor Holmiensis, etc.

WIDMAN, Oscar, Ph. Dr, Chemise Professor E. O. Upsaliensis.

Ordinarii Exteri:

AIRY, Georgius Biddle, a. h Director Observatorii Astronomici Grenovicensis,

Ord. St. Pol. Conuuendator.

OWEN, Richardus, Med. Dr, Musei Britannici Historise Naturalis a. h. Director.

THOMSON, Vilelmus, Physices Professor Glascovensis.

BONSDORFF, Pivert Julius, Anatomise et Physiologiae Professor Helsiugforsiensis

emeritus.

BUNSEN, Robertus Vilelmus, Chemise Professor Heidelbergensis, Ord. St. Pol.

Commendator.

STEENSTRUP, loannes lape t us Smith, Zoologiœ Professor Hauniensis emeritu.s,

Ord. St. Pol. c. m. Cr. Commendator.
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WEGENER, Casp. Fredericus, Regi Dan. a Consiliis intimis, (3r(ld. St. Pol. c. m.

Cr. et S. Ol. Comniendator.

LATHAM, Robertus Gordon, Mediciuie Doctor Britanniis.

DECANDOLLE, Alphons. a. h. Botanices Professor Genevensis, St. Pol. Ord. ad-

scriptus.

STOKES, Georgius Gabriel, Mathesis Professor Cantabrigensis.

HOOKER, Josephus Dalton, Hort! Botanici Kewensis a. h. Director, St. Pol.

Ord. adseriptus.

UNGER, Carolas Richardus, Liuguaruni Litterarunique Recent. Professor Chri-

stianieusis, St. Pol. et S Ol. Ordd adseriptus.

STEPHENS, Georgius, Linguarum Anglicar. Professor Haunieusis, Ord. St. Pol.

Coiumendator.

ADAMS, loan nes C, Observatorii Astronomici Cantabrigensis Director.

ARPPE, Adolphus Eduard us, Clieniiie Professor emeritus Helsingforsiensis.

VIRCHOW, Rudolphus, Anatomiœ Pathologicaj Professor Berolinensis, Ord. S.Ol.

Comniendator et St. Pol. (Jrd adseriptus.

TYNDALL, Joannes, Physices Professor liondiueusis, St. Pol. Ord. adseriptus.

STRUVE, Otto Vilelmus, Observatorii Astronomici Pulkovensis a. h. Director, Ord.

St. Pol. Comniendator.

RAWUNSON, Henricus, Generalis Excubiarum Pra?fectus Britaunus.

MÜLLER, Ma.K. , Professor Tavlorianus Oxoniensis, Ord. St Pol. Commendator.

FIZEAU, Hip pol. Lu do viens, Physices Professor Paris., Instit. Paris. Membrum.

HELMHOLTZ, Hermannus J^udovicus Ferdinandus ab, Phy.sices Professor Be-

rolinensis, St. Pol. Ord. adseriptus.

BÜGGE, P^lseus Sophus, Linguarum Indo-Europœar. Professor E. O. Christiaui-

ensis, St. Pol. et S. Ol. Ordd. adseriptus.

DANIELSSEN, Daniel Cornelius, Medicinœ Doctor Bergensis, S. Ol. Ord. adseriptus.

GÜNTHER, Albertus, ad Museum Britannicum Zoologiic Prsefectus.

RECHLINGHAÜSEN, Fredericus a, Medicinœ Professor Argentoratensis.

HERMITE, Carol US, Mathesis Professor Parisiensis, Instituti Paris. Membrum, Ord.

St. Pol. Commendator.

HUGGINS, Vilelmus, Socius Reg. Societatis Londinensis.

CAYLEY, Arthur, Mathesis Professor Cantabrigensis.

SCHERING, Eruestus Christiauus Julius, Mathesis Professor Gottingensis, St.

Pol. Ord. adseriptus.

MARIGNAC, loannes Carolus, Chemito Professor Genevensis.

HOPPE, J]rn estas Rein hol du s E du ardus, Mathesis Professor Berolinensis.

LUDVIG, Carolas, Physiologie Professor Lipsiensis, St. Pol. Ord. adseriptus.

HUXLEY, Thomas Henricus, Anatoniire et Pliysiologise Professor Jjondinensi.s,

St. Pol. Ord adseriptus.
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BRÜCK K, Eriu'stus Ii. a, Pliysioloijiif I'rofossnr Vindobonensis, St. Pol. Ord. ad-

Ncriptus.

öTEINTHAIj, He II lie un, Philologise Professor Berolinen.sis.

SAKS, (ieoririii.s Ossian, Zoologi» Professor Chri.sitianieusis.

DU BOIS-REYM()Nl>, Aemilins Henricus, Plivsiologia- Professor Berolinensis,

St. Pol. Ord. adscriptus.

WEIERSTRASS, C'arolus Vileliniis Theodoras, Mathesis Professor Beroliuensis,

Ord. St. Pol. Ooiutuendator.

WIEDEMANN, (iiistavus, Plivsico-('liemi;u Professor Lipsieu.sis.

NE\\'Ct)MB, Simon, ad Ohservatoriuiu Washiugtonieuse Mathesis Professor.

COHN, Ferdinandus, Botanices Professor ^''ratislavieIlsis.

PRINGSHEIM, Xataii., Socius Academiae Seientiarum Beroliuensis.

SCHIAPARELLJ, loannes Virginius, Director ( )bservatorii Mediolaueusis.

BrC'HAN, Ale.xander, Societatis Meteorologicse Scotgriun Secretarius.

DES CLOISEAUX, Alfredus Ludovicus Oliv., Instituti Paris. Membruiu, Ord.

St. Ol. Commendator.

CORNU, Alfredus, Physices Professor Parisieusis, Instituti Paris. Membrum.

PARIS, Gaston, Professor, Instituti Paris. Membrum, Ord. St. Pol. Commendator.

BILLROTH, Thcodorus. Cbirurgiie Professor Vindobouen.sis, Ord. St. Pol. Com-
mendator.

MAREY, Stephaiuis Julius, Historia^ naturalis Professor Parisiensis, Instit. Paris.

Membrum

MAURP^.R, Couradus a, Hist. Juris Septentrionalis Professor Monaoensis, Ordd St

Pol. et S. Ol. Conmiendator.
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AVANT-PROPOS.

La Société royale a bien voulu — il y '^ quatorze ans — donner

une place en ses Actes à mon traité »d'une fonction transcendente» *).

J'y ai déjà montré qu'un grand nombre d'intégrales définies dépendent

de cette fonction, mais dans la suite, en examinant les tables d'intégrales

définies de M. Bierens de Haan (Amsterdam 1858), j'en ai trouvé plu-

sieurs autres; c'est pourquoi j'ai cru qu'une table à moindres intervalles

des valeurs numériques de cette fonction ne serait pas inutile. C'est

une table de ce genre, calculée pour chaque centième, que j'ai l'honneur

d'off'rir à la Société royale. Cette table est suivie d'une autre pour

chaque vingt-quatrième partie de l'unité, parce qu'on rencontre souvent

des arguments qui sont des fractions vulgaires et dont les dénominateurs

ont les facteurs 3 et 6.

Comme les logarithmes naturels de Sinus et de Cosinus ne sont

donnés nulle part, que je sache, avec un assez grand nombre de déci-

males, je vais donner aussi ceux qu'il a été nécessaire de calculer en

construisant la table. 11 se peut qu'ils deviennent utiles à quelqu'un.

La table même est calculée avec dix-huit décimales, mais il n'y

a que quatorze de conservées. Il faut remarquer, qu'un point (.) derrière

un nombre désigne que ce nombre est trop grand, mais un petit

cinq (5) signifie que la 15'*™ et la 16'*'"" décimale font un nombre entre

40 et 60 inclusivement.

1) Nova Acta Reg. Soc. Sc. Upsal., Ser. III. Vol. IX, f I.
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§• 1

SUR LA FORMULE DE SOMMATION D'EULER.

Soit f{x) une fonction finie et continue pour toutes les valeurs de

la variable ,r, qui satisfont à l'inégalité

.X- > 1 ,

et désignons par n un nombre entier positif ou nul et par k^ un nombre

entier positif, ainsi choisi, que toutes les dérivées

/"0^0
, /"(.^o , /» , .r^x^)

sont finies et continues pour a; > ^^ , on aura pour k > k^ , en vertu d'un

théorème connu, la formule

(i)Aic)=.pU)dx - ^\f(k + 1)-m ! +^. !/"(Hi)-/'(^')!-...

1 . 2 . o ... 2 71
I )

1

1.2.3. ..(2n + 2)

où l'on désigne par B^ ^ B., , B^ , . . . les nombres de Bernoulli et

par (p(t , 2?« -f 2) la fonction Bernoullienne du (2n -\- 2)*""" degré, à savoir

(2) r/ (< , 2 /? + 2) = f"^' - ^-^±1 f"^^ + (2 n + 2\ B, f

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 1
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Pour O < i < 1 et 7î > O on a le développement

cos åTit COS Qnt
g2n+2 r q2' in2n+2 "t" q2>i+2 "T~

et, en combinant l'équation (3) avec la formule connue

(4) J- + J^ + J^+ B.,,{2.r'^
^ ^ 12.+2 -r 22"+2 ^ 32»+2 -I- •

• 2.1.2.3 (2n + 2)

nous aurons

sin^Tif sin^27Ti sin^S^rf
1 2n+2

"1 Hän+ä I 02/1+2 '

(5) (^(^2»+ 2) = 2(-ir>£„+,

"r a2n+2 ~i o2n+2 '">" ' *
'

-l2n+2 I 02n+2 ' o2n+2

et, par conséquent,

(6) 9)(^2n + 2) = ö(-ir'^„+, ,

oil 0<ö<2. Supposons maintenant, que la fonction /(.r) jouit des pro-

priétés, que

(7) lim/^"+»Gi') = ,

et que la dérivée

ne change pas de signe pour x > A-'g , nous aurons évidemment pour

(8) (\>{t , 2n + 2)/^»+^>(Ä: + 0^/^ = ^(t, , 2n + 2) Cf'^^k + t)dt
,

où < <Q < 1 , ou en y appliquant l'équation (6)

(9) f\(f{t , 2 n+ 2)f"+\k +t)dt = e(- iy^'B„+,[r+\k+ 1) --f'^'m ,
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et des équations (1) et (9) nous obtiendrons pour k > k^ la formule

(\0)f(k)=JpÇv)<Lv - 1 \j\k + 1) _/(A:)} + Ai-{f{k.^V)lf\ky,

(- l)"^n

Nous emploierons dans ce qui suit les notations

(' ') "« = '^ - -Ä/'(') + -rêsTïf^'^-
+ ^-'>' 1.2":. 2,.

-^"""w

et, ^ étant un nombre entier positif quelconque,

1 . 2 . . . 2?i

Cela posé, on tire des équations (10) et (12) pour k>k^

(13) u, = g(- 0"A+i {/^"+'^(/[> + 1) - f'"'+'^ (k)} ,^ ^ 1 .2.3...(2n + 2)
^-^ ^ ^ ^ •' ^ ^f '

et, par suite, pour m > ^„

(14) 1"»..

=

T ./T^^^^r, .>
*^"

«
^/'""''^^ + ^) - >'""" ^^'^ i

•

i=i„ i . J . d . . . (^zw + /; t=(..

La fonction f-'"^^\x) ne changeant pas de signe pour x^k^ ^ il

s'ensuit, que les différences, qu'on obtient de l'expression

f^"+'^(k^ l)-f''+'>(k)
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en y posant successivement

K = Kg ,
A;,, + l

1 ^'o + 2 , • . • •
,

ont le même signe; donc on peut conclure de l'équation (13), que tous

les termes de la série

ont le môme signe, et de l'équation (14) on tire

(15) "i- =
(- l)"£„+.öo

z{r^"(^-+i)-r"+''(^)}
,-;, 1 .2.s...(2n + 2) ,r.„

- 1.2.3...(2« + 2T
^^

^ + ^ ~-^
^

"^ ^
'

où la quantité ö^, qui est une valeur moyenne des quantités ö, est com-

prise entre et 2. Des équations (7) et (15) on peut conclure, que

la somme

est finie, quel que soit m; et puisque tous les termes de la série

*=»

ont le même signe, il s'ensuit que la serie

*=0

est convergente. En désignant la somme de cette série par K, nous

obtiendrons des équations (11) et (12)

(16) K=M- ëi^fxi)+^^fv)—- • +(-i)"r27^/"""''(»)

/w+ii+i) _£/(.).. _ J^_ int + 1) -/a-)} + . .

.

-On
) /C2n-!) /

+ I

+ (- 1)"
1 .2 . ..2n

{r'-'-\k + i)-r-'\k)]
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et, par suite, on aura

/(1) A ,-',
B. B„

(17) K=-^ - ff|/(l)+xi^4/"(l)-. .

.+ (- 1)"
n2^n^^"""^^>

+ lim ^ m+f(k+ ll ^£}\^)dx -^ {fXk + 1) - fXk)} +

+ (- 1)"
i>\

[r"-%ic+i)-f"-'Ki^)}
1.2...2n

d'où l'on tire, après quelques réductions faciles.

(18) K = lim j/(l) +/(2) + . . . +/(m _ 1) + /^) _ f/C^)^^

-T^ ; (».) + ... + (- !)
i.a'':.^,.

/'"-"^'")} '

et, par conséquent, on aura

(19) /(1) +/(2) + .
.

.
. +/(« - 1) =

/
/0^0^^'« + ^^ - /On)

Br B..
+_^/'(.) (- o-;^-f^r-(»o + ')^

,

en désignant par â une quantité, qui s'évanouit pour m = oo .

Remplaçons maintenant dans l'équation (10) k par k , ^ -f 1
,

^ -}- 2 , . . . m — 1 , et ajoutons les équations ainsi obtenues, nous aurons

pour k'>kg

(20) fXk) +f(k + 1) + . . . +fXm -- 1) = p\œ)dx - 1 {/(m) -f(k)}

+^ {/» -f(k)} (-1)''
^^^^;^^^

{/-'-"(m) -/--')
(^0

}

+
(-1)"5«+. A=ni— 1

V
1.2... (2/1 + 2) ;,r*

Ö {/*'+' (A +i)_/2''-'>(/0} .
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La dérivée /'^"'^^'(x) ne changeant pas de signe pour a;>k^^ les

quantités, qu'on obtient de l'expression

pour h = k , k -{- l , . . . m — 1 , auront le même signe, et par suite le

dernier terme du second membre de l'équation (20) est égal à

ou égal à

où < Ö, < 2 . Eu introduisant cette valeur dans l'équation (20), nous

aurons

/"" 1

(21) f(k) +/(^+ + • • • +/(»^ - ^^ = j •^^"'^'^"^ -
2

^-^'^'"^ ~^^^^'^

+i {/'(»0 -fik)] -....- i- ly 3-2^^ {.r-"(»o -r-''m

et des équations (19) et (21) ou obtiendra

(22) /(l)+/(2)+-.+/(^- 1) = (/G^0^.^' + A'- l^ + -A^fXk)-...

^ M.2...2n'^ ^^ 1.2...(27i + 2)
^*' ^^ '' ^ ^' ^

Pour m = 00 on déduit des équations (22) et (7) la formule

(23) /(l)+/(2) + ...+/a-)= f\f('^-)dœ + K+M^ + ^fXk)

^ f"'Çk) + ...._(.- 1)" ^»— /'"-"(^O1.2.3.4*'^^^ ^ ^1.2.3.. 2n-' ^
^

^ ^- ^^ 1.2.3..{2n + 2y ^ ^
'

on peut donc énoncer la proposition suivante :
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Théorème I. Soit f(x) une fonction réelle de la variable réelle x,

qui reste finie et continue pour x > 1 , <;< soient ses 2 n -f- 2 2)remi(;res dérivées

finies et continues pour x > k^ , n étant un nombre entier j^ositif ou nid; sup-

posons, que

lim/^"+''(.t) = ,

et que la fonction P"+^'(x) ne change jjas de signe pour -s.>\ ,k^ étant un

nombre entier positifs on aura pour k > k,, la formule

(- 1)" ^ f-^Hk) + (-1)" ^-^^ P''+'\k)
,

^ ^ 1.2.3. ..2n'
^^-t-^ M.2.3...(2»i+ 2)''

^^'

oh l'on désigne par o une quantité, comprise entre et 2, et par K une

quantité, qui ne dépend pas du nombre k, et dont la valeur est donnée par

la formule

+ I
2

B

jj\^)dx -^ {f\k + 1) -fXk)] +

Désignons par a une quantité réelle quelconque et par b une quan-

tité, qui satisfait à la condition

et posons

f{x) = x''(}ogxy'
,

nous aurons

f'Qc) = ax"-' (log x)" + 6.1'"-' (log x)'-' ,

d'où l'on peut conclure, que la dérivée /'(a;) n'est pas d'un ordre supérieur

que la fonction «""' (log ^•)' . Eu différentiant de nouveau, nous trou-
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verons, que la déi'ivée /*''(*) n'est pas d'un ordre supérieur que la

fonction x''~''{\ogx)'' . A cause de la forme de ces dérivées ou peut dé-

terminer deux nombres entiers positifs n et k,, ainsi, que

lim/<^"+»(.r) = ,

X=ao

et que la dérivée y*'*"+^*
(a,-) ne change pas de signe pour œ > k^ . Par

suite on peut appliquer le théorème précédent à cette fonction f{x);

et puisque la quantité Ä' dans ce cas dépend des quantités a et b, nous

remplacerons K par K{a , 6) , et par une réduction facile nous trouverons

pour k > k^ la formule

(24) V h" (log h)' = r x" (log xf d X + K{a , b) + ^"Oogl^Y

Ji 2

+ eÂ;«-'(logA-y ja+ ^

A=l

log A:
'

où l'on désigne par e nue quantité, qui est finie pour toutes les valeurs

du nombre k. La valeur de la quantité K {a , 6) est donnée par une

formule dans le théorème précédent; pour a < cette formule peut être

simplifiée; en effet, les dérivées

s'annulant dans ce cas pour .r = oo ,
nous aurons

(25) K(a . 6) = ^l^iil' + 1" i ^'C^ogkr + ik+iniogik+l))"

i
^''(log.r)' J.r

t

Ajoutons à cette égalité l'identité

(26) = - ^^Qg ^y + "f
k"(iogkr-(k+iniogik + i)r

^

nous en obtiendrons

(27) K(a , 6) = 'f
I

k'-Qog k)" -
j
'ï' (log x^J x

j
.
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La quantité 0, (jui entre dans le second membre de l'équation

(24), étant assujettie seulement h la condition d'être finie, cette équation

est évidemment vraie aussi pour

^ = 1 , 2 , 3 , . . . . /„ - 1 .

Par là est démontré le théorème suivant:

Théorème II. Si l'on désigne pnv a une quantité réelle quelconque

et par b une quantité, qui satisfait à la condition

6>0
,

on aura, k étant un nombre entier positif,

"i A"(log ky = Cx-Oogxyd,- + K{a , b) + ^:!(l£^
+ ,t'-\\ogk){a+^\

,

h = l Ji " 10g A.'

OU Von désigne par e une quantité, qui est finie pour toutes les valeurs du

nombre k, et par K(a , b) une quantité^ qui ne dépend pas de k; pour

a < on a

/v(a ,b)= Z f^'"(Iog ^0'' -
I

'-"(log .^^'dA .

Exemple 1. Posons 6 = 0, nous aurons pour toutes les valeurs

réelles de la quantité a la formule

(28) "i If = ^°^'-/ + A'(a , 0) + il + Ö a k"-'
;

pour rt = — 1 , on en déduit

(29)
|l = l„gt + A-(-1.0) + J^_-^.

De cette formule on conclut, que la quantité K(~ 1 ,0) est égale

à la constante d'EuLER, qu'on désigne ordinairement par C.

Exemple 2. Pour 6=1 on aura, a étant une quantité réelle

quelconque,

(30) 'l h' log h = fx" \og.vdx + K(a , 1) + ^lI^ -f e /;'"-' (a log ä,- + 1)
A = I - 1 2

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 2
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ou

pour a = — 1 et a = on en tire les formules

'

(32) 'i ^i^ = (hpi + z(- 1 , 1)

+

^-^ + <' - ;°g^)
,

(33) v'logA = ^logA;-X;+l+Â'(0,l) + ^' + ^ .

Exemple 3. Pour a = — 1 on obtiendra la formule

(34) l Q2S}1 = ll^ij^'+ /v(_ 1,6) + ('°g ^y + ^Qog^y
.

Exemple 4. Pour a< — 1 et ^ = oo nous aurons

(35) '^ h" (log hy = f x" (log xydx -^ K(a,b) .

Introduisons dans l'intégrale une nouvelle variable y, en posant

_ _y_
X = e "+'

,

elle prendra la forme

rV(loga;)*rf^ = î- f e-'y'dy = ,
^^^^ + ^^

,

J, ^ ^ ^ (_a_l)*+'j„ ^ ^ (_a-l)'+' '

et par suite on aura pour a < — 1

(36) "i A" (log h)" = ^^^ +/)
,

+K(a, h) .

Au moyen de cette formule on peut déterminer la constante

K{—2r,0)^ r étant un nombre entier positif; en effet, posons

a = — 2r , 6 = ,
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nous aurons

(37) /v (- 2 r , 0) = ^- + 'y 1-
^ ^

^
'

^ 2r~l ^ ,Z A""

et, par suite, en y appliquant l'équation (4),

(38) Â'(- 2 r , 0) = L_ j. ßr(27iy'

2r-l^ 2. 1.2.3...2r

§•2.

DE LA FONCTION A'(- 1 + .r , 6) .

En désignant, comme précédemment, par b une quantité, qui

satisfait à la condition

et en posant dans l'équation (27)

rï = — 1 4- X
,

nous obtiendrons pour x <l

(39) /v (- l + .v,b) = "i
j

^•--(log kr _j'ti.+.^iog. ,y^,
j

^

et en différentiant les deux membres de cette équation r fois par rap-

port à .1', nous aurons

(40) A'<^>(_ 1 + X , h) = 'Z
I

Ä-i+\'log hp" - rV-'^X^og zy+'-dz
k=l

[
Jk

et, par suite,

(41) A'<" (— 1 + .r , ^0 = A'(- 1 + A- , 6 + r) .

La fonction A(— 1 -f .t; , 6) et ses dérivées étant- finies et conti-

nues pour cl' < 1 , nous aurons d'après la formule de Maclaurin le dé-

veloppement

(42) K{-\+x,b)=K{-l,b)+K{~l,b+l)j+K{-l.l>+ 2)^^ + ...

+ K{- 1 ,/; + «_ 1) -^^l ^ + K ,

i .2 . . .[ji — 1)
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le reste R„ étant susceptible de ces deux formes, savoir

(43) R„ = _^- K{- 1 + ,,,;.
, h + ,0

ou

où < Ö < 1 . Posons maintenant l'équation (39) sous la forme

(45) K{- 1 + ^,6) = l-'+-^(Iog 1)' _ rV'+'(logs)*fZ^ + 2-'+'(log2)'

r 2-'+-' (logs)V/ 2 +
/2

il s'ensuit, que les termes de la série dans le second membre ont des

signes alternés. En posant

y = s-'+-(logs)'
,

et en regardant y comme une fonction de z, nous aurons

4^ = .-^+^(log.)-M6-(l-..)Iogs}
,

dz

et, par conséquent, la fonction y est continuellement croissante depuis
b b

Z = 1 jusqu'à z = e'"" , mais décroissante depuis z = e~'' jusqu'à 2 = oo;

ainsi, à la valeur z = e~^ correspondra le maximum

de la fonction y. Il en résulte, que chaque terme de la série (45) est

plus petit que cette quantité; mais les termes de cette série ayant des

signes alternés, nous obtiendrons évidemment

(46) Z(-l + ,t.,6) = (,
^''

'

(1 _ *•)
T '
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où — 1 < (> < 1 , d'où l'on tire

(47) Ä-(- 1 + ,.,/. + «) = , -^^_^'^ ,

et des équations (43), (44), (47) nous obtiendrons les deux expressions

suivantes du reste R„:

(48) ;..=, ("+">'"!::•
(1 _ oxf^"

' 1.2

et

^^ "~^ {l-exy^" • 1.2.3. ..(«-1)

En y appliquant la formule

lim ( 1 + -Y = e'

et l'égalité suivante, déduite de l'équation (33),

1.2.3 Ji = e^+^*" • ''»n^e-" ti^ e"
,

nous obtiendrons des équations (48) et (49) les formules

(50) B„ = ).,n~\,-^]\

(51) Rn = Kn
-t/x — ex

1 — ÖJ

où les quantités A, et k^ sont finies pour toutes les valeurs du nombre n.

Nous distinguerons maintenant les deux cas suivants:

1) Pour < ^ < 1 la quantité

X — 6x

l —6x

est une fraction propre, et nous obtiendrons de l'équation (51)

(52) lim J?„ = .
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2) Pour — 1 < X < O la quantité

1 — ßx

est une fraction propre, et de l'équation (50) on tire

(53) lim B„ = .

71 = 00

Par suite, pour _ 1 < ,r < 1 nous obtiendrons des équations (42),

(52), (53) la formule

{5A)K{-l+x,b) = K{-l,b) + K{-l,b+ l)'^+A\-l,b + 2)^+....

En vertu de ce qui précède nous aurons le théorème suivant:

Théorème III. Si l'on désigne par x une quantité, qui satisfait aux

inégalités

- 1 < r < 1
,

on aura

2

K(_ 1 +^., 6) = Ä'(- 1 , 6) + Ä'(- 1 , 6 + 1) ^ + /v(- 1 , 6 + 2)^
3

+ /.•(-!, 6 + 3) 5-^3 + ....

Substituons dans l'équation (36 > a = — 1 — tp , nous obtiendrons

pour w >

et par conséquent, en y appliquant le théorème précédent,

(56) '2a2gr.z2±i) + x(_i,j)_Ä-(-i,6+i)f
/,=1 h to^'- 1

+ K{-l,b + 2)^ ,

formule, qui subsiste pour b>0, 0< ?r < 1 .

w
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§• 3.

SUR QUELQUES RELATIONS ENTRE DES SÉRIES ET DES

VALEURS MOYENNES.

Désignons par a et 6 deux quantités réelles, qui satisfont aux

conditions

(57) a > , 6 > — 1
,

et par

''1 î ^2 1 '^3 1 '^i >

une suite de quantités réelles, et supposons que l'on a

(58) lira
^'i+^2 + ^^3 + --- ±^ _ c

,
^

^
„=« n''(logn)''

où C désigne une quantité finie. Cela posé, en définissant une fonction

F(z) au moyen des équations

F{z) = pour < 2 < 1 ,

F{z) = Cj pour I < < 2 ,

F{z) = 6-1 + c^ pour 2 < 2 < 3

et, en général,

(59) F{z) = Cj + Cg + C3 + .... + f„ pour 7i<z<n +1
,

on aura

(60)
-^(^) ^ ^1+^2 + + ^n n' (log ny

^
'

«"(logz)' «"(iogn)' 2" (log 2)" '

où ?z = 2 — {> , en désignant par p une fraction propre, et par suite on

obtiendra des équations (58) et (60)

(61) lim f (^)
- = C .

^ '
.=00 0<'(log2)'

Soit w une quantité positive, on aura

^^^^
(a + îr)n''+'"

^
j„ 7^^^+^ '
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et par suite, la quantité c, étant égale à F{n) — F{n — 1),

1
"=^

c„
""''

r'' dz
[boj 2d a+tc ~ ^ ^" I —^XTTiTa + w „^1 n"^'' ,- ./„ z'

= Z F{n) -:^-l Ffn-l)
^a+l+f

En substituant n -{. \ au lieu de ?i dans la dernière somme, et en

observant, que i^(0) = , on obtiendra

" "T W' «=i '» ,1 = 1 '-'« z „^i ./71+1 «-

)i= t r«' j^ « = * r-» 7„ /"" J,

n+lf
F(n) -^ L

\ /
J

,»+l+ !f
1^

71=1 J. " (a + «-)(Ä-+ir

"y* r+' F{z)dz
^

I „a+l+if "t"
71 = lt/71 -^ (a + uO (^ + 1)«+'"

j,
^«+1+,. "•"(« + ?r) {k + !)"+•"

Pour ^ = oo on déduit de l'équation (64), eu y appliquant l'équa-

tion (61),

(65) _J_ Y ^^ ^ r"Z(i)A^
.

Soit maintenant (V une quantité, comprise entre et 1 , et posons
l'équation (65) sous la forme

(66)
1 "y ^^^„ = r"'M^ . r n^dz

Puisque on a, d'après l'équation (61),

(67) F{:) = Cz''{log:y+ W{:)
,
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où la fonction ¥^(c) est finie })our tontes les valeurs finies positives de

2, sauf pour c = 1 , si ^ est négatif, et où

(68) lim J(^^ ^^
= Ü

,

on obtiendra des équations (66) et (67), en observant, que F{:) = c^

pour 1 < s < 2
,

^_^._ fi__J ) I

.,r (\ogzydz r vçz^dz . rn=)dz
' a+iv^ (1+(Î)«W"^ J^^^

-i+- -r
J^^^ ^,.+x+. -t-j^ ,„+!+. ^

/i étant une quantité plus grande que l'unité. Dans ce qui va suivre

nous nous servirons de la notation

APjXz)

pour désigner une valeur moyenne de la fonction f\z), lorsque z varie

entre a et b. Cela posé, l'équation (69) peut s'écrire

(70) -j— "v" ^^ = ^1 (i _ 1
] ^c

r

(logf)'^i

Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que h = — 1

ou 6 > — 1 :

1) Pour b =: — 1 on obtiendra de l'équation (70), en y posant

1

U'

^ ' a + w tt, n"+" a + if ^ (1 +fy)"+"'/ "^
./i+^5'+"' log c

^.À in^-)log^-) fi dz A W{z)\ogz
\
r dz

Nova Acta Reg. Soc, Sc. Ups. Ser. III. .^



18 A. Berger,

Par la substitution

X

2 = fi"

nous obtiendrons

,_a, r dz r_^^^dx r_, ;i r e-^dx
5

d'où l'on tire, en intégrant par parties et en posant log(l 4- tT) == A
,

^1+^3*+" log s U J„l

où < (> < 1 , et par conséquent

,+I/ ,
= - '-"^ log (mjA) + ç, \

log .^d.7; + ç ,

1+5^ 10g2 J„^

où < Pi < 1 , et l'on en déduit

' -—-1 =e-'"Mog^+pJ-l + iuÀlog wl\ogl+ wl\+ç.
i+sz^^" logz ?;;/,( w

j

La quantité ()' étant comprise entre et 1 , A et log À sont des

quantités finies, et par suite on obtiendra de l'équation (75) pour iv =

(76) lim -J_- r f/2 ,

En divisant les deux membres de l'équation (71) par log — , nous
11}

en obtiendrons, au moyen de la formule (76), pour id =

(77)1 lim -i- "v ^^ = C + lim .Mj;J^M]«H. ^ P __f^

logi"-""" '-»
'

^" hogl-^i+d-^""^^^^
to t«

+iimi/T r^-^M -i-r..f .

''^^.,
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Mais d'après l'équation (68) on a

(78) lim A^l^g Z^f)]£gf _ u„e quantité Unie
,

(79) limMTJ^Mj^^j =-0
;

en outre on a

(80) lim -1— r^ -J± < lim ^
r'"

"^'

'"="
log - " '^^ ^ '°ê" ~ "=o

log. 1 J^+i - log 2

?(.' y/;

log log log log (1 + ()')

< hm = O
ir= Ü 1 1log-

w

(81) lim ^
"• = . 1

log-
w
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2) Pour 6 > — 1 nous obtiendrons de l'équation (70) par les sub-

stitutions

X
L w

^i = -
, 2 = e

,w

où l'on désigne par x une nouvelle variable, l'équation

6+1 n=x, 6+1 / 1 \
/""

Mais d'après l'équation (68) on a

(86) Hm j\jf^^ L"(log i)^j
= ""^ quantité finie

,

(87) lim m: l 5^^^
\ = ,

..= « J2'"(l0g2)'j
'

et, puisque

C88) lim ;» log - = O
,

on obtiendra de l'équation (85) pour iv =

(89) lim iv'+' "Z ^^ =aC i e-^^•^L^ = aCr(b + 1) ,

et des équations (58), (89) on lire

(90) lim 10'+' "Z ^^ = a J'Cb + 1) lim ^^ + ^'2 +
f
3 + • • • + c«

^

..=0 „=,
71"+"" ^ ^ n=» ri''(logn)''

Des formules (84) et (90) résulte le théorème suivant:

Théorème IV. Si l'on désigne par a et h deux quantités réelles,

qui satisfont aux conditions

a > , 6 > — 1 ,
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par Cj , Cj , C3 , . . . . un nombre UUinité de quantités réelles et par w une

quantité positive, nous aurons

lim
^ "2 _^ = « lim (<'^+'2 + Cs + --- + Cn)yog n

1 ,,_, /i n=35 n

w

et

lim «;'+' "f -^ = a /Y6 + D liin 3 + ^2 + <-'3 H + <-'»

-.=0 „% 71"+"' ^ ^ »=cc n" (log n)"

pourvu que les expressions dans les seconds inemb7'es soient des quantités

finies et déter7ninées.

Exemple 1. Posons dans la première formule

V log n

où « > , nous aurons

nm
M=

1 %" 1
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où a > O , 6 > — 1 , nous aurons

„^ i ^"-' (log ky a-xiog.yd.
lim 10'+' l y^P- = a /'(6+ 1) lim "^^- -— ^al{h+l)\im^l^ ,_

^ ^ .=« ««-'6 (log «y-* 4- an"-' (log- n)" ^ ^ ^
'

et par là est démontré, que:

Si l'on désigne par w une quantité positive et par b une quantité, plus

grande que — 1 , on a

(92) lim 2v'+' "Z -^i^# = /'(/> + 1) •

Soient a et 6 deux quantités positives, et Cj , c^ , Cg , . . . une suite

de quantités réelles, ainsi choisies, que

(93) lim ^1 + ^2 + ^'3^+ • • • + <-'n _ Q
^

c étant une quantité finie. En définissant, comme ci-dessus, la fonction

F{z) par l'égalité (59), nous aurons

en désignant par n le plus grand des nombres entiers, qui ne sont pas

supérieurs à *•, d'où

(94) lim^ = C .

2= 00 Z

Désignons par x une quantité positive plus petite que l'unité, on a

/too

(95) «"'= — I x' log X dz

et par conséquent, f„ étant égal à F(ii) — F(n — 1) ,

"£ c,,«"' = - "£ F(n) f X' log xdz + "z F{n - 1) f ^^•^ log .«d^ •

n=l « = 1 'm* n = l '^»'*
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Posons ?i + 1 au lieu de n dans la dernière somme, nous aurons

"£ F{7i) i X' log xdz 4- "~Z F{n)
j

.r log œdz
ti = k . » = A'

2 i^(") I .r"log.«(/;— F(Â;) I .ïMoga;^^

i^(2')a;^ log .ï ih + i^(Å)^<*+''
= 1 ^n''

"(*+I)*l FÇk)= _ 1 i?'(s').r^ log .ï rie + :Li^
. .r(^+"'/L-'" .

Pour /fc = oo on en déduit à l'aide de l'équation (94)

(96) ^ "2 CnX"' = -
f F{z')x' log xclz .

n = l <-
I

De l'équation (94) on tire

(97) F(z^) = Cz''+W(z)
,

où la fonction W(z) jouit de la propriété

(98) lim^ = ,

ï=oo Z

et, par conséquent, nous obtiendrons de l'équation (96)

Y c„a;"' = -C i z''x' log a-d^ _ / ^V'(z)x' log a;^^ — f 'F(z)x' log .^;d^
,

n=l "^l -^l -V

OÙ ^a désigne une quantité plus grande que l'unité. Nous en concluons

(99) Y c„.î;"'= _ C rz"x' log xdz -< i^^j ß^x' log xdz
n=l Jl (

^"
) "^l

f 2 ^ t,'/t

Multiplions les deux membres de cette équation par (— log x)"
,

et posons

^ = - ^
.
log
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dans les trois intégrales, nous aurons

n=«
, f» ,, [VffA\ r-f^ogx

(100) (-log^-r 1 c„x^'=C e-^fdy + M[ Y^\ e-^'fay

(
" ) - —flog.r

Déterminons maintenant fx par l'égalité

1

nous aurons

V— log .r

lim ^ = oo
,

x=t

lim (— /x log .ï) = ,

x= l

lim ilff —^ = une quantité finie
,

.T= l

[n^

et, par suite, nous obtiendrons de l'équation (100) pour x= 1

(101) lim (_ log .r)"
"ï cy = C

j
e-'y'-dy = C T^a + 1) .

Puisque on a

,. — log ,r
,

lim —

—

^— = 1 ,

.T=i 1 — ,i:

on tire de l'équation (101)

(102) lim (1 - x)"Y cy = Cl\a + 1)

OU, en employant la formule (93),

(103) lim (1 _ œy "2 cy =/'(« + 1) Hm '' + '^ +
'i+ '

'

+

— •

„=i "=" >*
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Par U\ est démontré ce théorème :

Théorème V. Soient a et h deux quantités positives, c, , Cj , Cg , . . .

un nombre illimité de quantités réelles, et x une quantité positive plus petite

que Vunité^ on aura

lim (1 _ x)"Y t'„a-"' = /'(« + 1) lim "^' + '' "^ ^'^."^ " "^ '
" '

r-i ,1-1 M=» n

pourvu que la limite dans le second membre soit une quantité finie et dé-

terminée.

Exemple 1. Par les substitutions

c„ = ""-' ,6 = 1

nous trouverons

lim (1 - a-y y n'-'x" = /'(a + 1) lim ±^—+•• + "— = /'(«+1) • - = lia) .

x=i „=i n=x n" a

Par là est démontré, que:

Si l'on désigne j)ar a ime quantité positive et par x une quantité plus

j)etîte que l'unité, on aura

(104) lim (1 - .r)"Y n"-'x" = /'(«) .

1 3
Pour a = - et a = - on en déduit les formules

2 2

lim vn_~^ f
jl + -^1 + -i + ^ + . . .1 = V^ ,

Vl V2 VS V4 ^

lim V(l-.îO' (V^-^' + V^'.r' + V3"a;' + V4 ,t' H ) = ^ .

Exemple 2. Posons

-1 _ 1

o

nous obtiendrons du théorème précédent

l «=00 / 1
•

lim (1 - .r)* Z x" = /' 1 + -
=i n=i

^ 6

Nova Acta Keg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.
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Par là est démoutré, que

Si l'on désigne par b une quantité positive et par x une quantité plus

petite que Vunité, on aura

(105) lim (1 - 4 Y '^"^ = /f 1 + I

Pour h = '2 on en déduit la formule

in
lim Vi - x

G«; + .f' + .1'" + x''' -\ ) =

Soit 6 une quantité positive, et c^ , c^ , fg , . . . . une suite de quan-

tités réelles, ainsi choisies, que

C étant une quantité finie. Donnons à la fonction F{z) la même signi-

fication qu'auparavant, nous obtiendrons

(107) lim/% = C .

^
.= » (log 2)'

En désignant par w une quantité positive, on a

wn

d'où l'on tire

/; '%'
T., ^^ dz %' j,, ,,r dz

(109)1 Z^=l^'n ~-I m -%-! ^(«-1)
^1+ - '

et par suite, en posant n -\- \ au lieu de n dans la dernière somme,

(110) ll^=l nn) 4^- ^ F(^n) ^
= Z Fin) ^^V + ^(^0

j ^
«=* rn+iF{z)dz F{k)_

= 1 f

-i

[k + 1)'"

'+'F{z)dz F(k) (log Â;)^

2>+- + (log Ä;)" «;(^ + 1)"
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Pour k = oo on en dc'duit. au moyen de l'équation (107),

1 "v" c„ rF{z)dz
(111) _ V ^

Puisque on a, d'après l'équation (107).

(112) F(c) = c(iogo"+no ,

où

no _n(113) lim
(logc)^

nous obtiendrons de l'équation (111)

W{z)dz

r(iog.)'dc 3^u no
I

r- (iog^)sy c ^1 no ) r

^J. "?^^+ 'kro^o^li ^^^-+ '^(10^)^^ -i+f

Posons dans les intégrales dans le second membre de cette

équation

nous en obtiendrons

(115) lo'^l Ar = C Ce-'x^dx + M^\-^^^ [PxHx

^Mt\-Ptl\re-^,^d^,
" (logoi^'-'^-^

d'où l'on tire pour ?r = , en 3^ appliquant les équations (113) et

(106), -

(116) lim xifY^^ = C\ 'r-^v'dx = l'(b + 1) lim ^' + ^^ + • • • + c„

».=0 „=, n" i/q "=" (log ?0
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De cette formule résulte le théorème suivant:

Théorème VI. Soit b une quantité positive, c, , c^ , Cg , . . . un

nombre illimité Je quantités réelles, et w une quantité positive, on aura

lim w' "2 -^^ =/'('->+ lim ^ljffL+ ii + l^±A
,

«=o „^, n'" "=- (log «)'

jjourvu que la limite dans le secoml membre soit une quantité finie et dé-

terminée.

Exemple. En posant

_ (log »y-'

n

où 6 > , nous obtiendrons de ce théorème

y(logjO^

(117) lim w' "z
(-^"e^y-' _ i ^çi^ 1) li^^

:^2 k

^ ^ .=0 „r, «'+'° «=- (logn)'

'^" (loga-y^v/a-

= /'(6 + 1) lim
"
r {logxy-'dx

AlZZir = /-(6 + 1) lim ^^°g '^y - ^'"g ^)^ = 7X6) ;

(logn)" ^ ^ ,.=0, bQogn)' ^ ^'

on retrouve ainsi l'équation (92); pour 6=1 et 6 = - on en tire

(/ = 00 1

lim w Z —nr- = ^ 1

n = l
n'

71-» 1

lim ^w y, ^^^- = V^ .

"=0 «=2 n'+^Vlog n

Désignons par a et 6 deux quantités positives et par c^ , f^
, c'j , . . .

une suite illimitée de quantités réelles, et supposons, que l'on a

(118)
-

lim "' + "' + '' + • • • + ^'" =C
,

^ ^ «=0= (logn)'

C étant une quantité finie. En définissant, comme ci-dessus, la fonction

F{z) par l'équation (59), nous en obtiendrons

(119) lim-Z^ = C
-'=» (log zy
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De la formule

(120; ,t""= - ( .,:Mog-,rr/^
,

qui subsiste pour < j- < 1 , ou tire

(121) 2 c„.r"''= _ :^ e„ 1 ,,-' log ,dz = - Z FÇn) x' \ogxdz
n=l /1=1 J n" n=l "^ n"

+ '|V(n-l) r.'-log.;cZ^
,

(1=1 t'n"

et par suite, eu substituant n -\- 1 au lieu de ?j dans la dernière somme

(122) ï c,x"" = - "î i^(n) fx' \ogxdz+ "Y F(n) fx' log xdz
«=1 )i=l

-'"''
»1=1 "-'(n+l;"

= - :S F{n)
j x' log xdz- F(k)

j x' \ogxd2

„=i ,'("+1)"

= - Z i^C-'-ja,-' log .ïc/.' + F(k) .,'*+""

^(X+ l)"

0l\

= -
J^

i^(ci).^ log.d. + (î^. -'^-^""(log ^)' .

Pour ^' = 00 on en dtkluit, en faisant usage de l'équation (119),

(123) "le„x''''=- f F(z")x' log xdz .

De l'équation (119) -on tire

(124) i^(2«) = --^(log.)'+n^) ,

(125) lim -^^ = O
,

z=» (log 2)'
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et, par suite, on obtiendra de l'éqnation (123), /.i étant une quantité plus

grande que l'unité,

(126)''ifc„.^-"''= ^fx'{\ogzf\ogxdz-rW{z)x'\ogxdz-rW{z)x'\ogxdz
n=l ^ -^l Jl ^>

a Jj
I
(log z)

I
./,

-^^''
I (lui,

(" ('"« "''"«'"•-•

Posons dans les intégrales dans le second membre de cette équation

y
— log a:

nous en obtiendrons

(_ log logi) - •^-'•-\ log log i

((lo8---)i j-u„ I ,„gi„gi
'

' ((log.-Hl„.„
log log i I

(.

dy

X

Déterminons maintenant fx par l'égalité

1

y_ logA-

nous obtiendrons des équations (127) et (125) pour x = \

(128) lira L_^Y c,."" = -^ f.-'rfy = ^-^(- log log 1) -
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Puisque ou a

- log log -

lim —± = 1
,

log-j
i — X

on tire des équations (128) et (118) la formule

(129) lim L Y c^x"" = -V lim ^'i + <-\ + • • • • + <^n

^ ' -> (log_i_) '-' « "=" (l°g'0*

d'où résulte ce théorème:

T^iéorème VU. Soient a et h deux quantités positives, 0^,03,03...

un nombre illimité de quantités réelles, et x une quantité i^ositive plus petite

que l'imité, on aura

lim \ .. "icx^^^-^lim <^.+c.+Cs-'- + Oj,

' (log
1 X "=• ^' '=- (i«s ^)'

^ 1 — a;'

pourvu que la limite dans le second membre soit une quantité finie et dé-

terminée.

Exemple. Posons

. (log n)-'
1

n

où 6 > , nous aurons

-" (log kY-^

"y (logn)^- „«_ 1 .. k

.r=i A ^ 1^ y „=, n « "=- (log n)

^ 1 — X ^

r(iog^
1 ,:„, X ^

'(log:r)*-V/^-

lim —?-
a' n=» (logn)" «"^
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Par là est démontré, que

Si l'on désigne jjar a et h des quantités positives et par x wie quan-

tité positive plus petite que Vunité^ on aura

(130) Km- \ '-f
(log nf-' ^.. ^ 1

'°«T^)'
"•*=i {\ 1 _V „=i n a''b

X

§• 4.

THÉORÈMES SUR LES FONCTIONS NUMÉRIQUES.

Désignons dans ce qui suit par p^ , p.^ , p^ , . . . les nombres pre-

miers positifs, rangés par ordre de grandeurs croissantes, de la ma-

nière que

Pi = 2 , Pä = 3
, 1>3 = 5

, p, = 7 , ,

chaque nombre positif m peut se mettre sous la forme

m = ;^«. 77«. p«3 ,

où les exposants sont des nombres entiers positifs ou nuls; de plus le

nombre m ne peut se mettre sous cette forme que d'une seule manière.

Cela posé, attribuons dans l'expression

pa, pp
pu, ....

aux exposants «, , «^ , «3 , . . . toutes les valeurs entières, positives et

nulles, et combinons ces valeurs entre elles de toutes les manières pos-

sibles, nous en obtiendrons tous les nombres entiers positifs, et nous

n'obtiendrons que des nombres entiers positifs; enfin nous obtiendrons

par là chaque nombi-e seulement une fois. De là résulte immédiatement

le théorème suivant:

Théorème VIII. Si l'on désigne par f(m) une fonction, bien dé-

terminée pour toutes les valeurs entières positives de la variable m, et par

Pi > P2 1 Ps ' • • • ^^'** ^^^ nombres premiers positifs, on aura

m = 00

(«I . «s,- . = 0.1 ,2, ..) ni=I

pourvu que la série dans le second membre converge indépendamment de

l'ordre de ses termes.
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Soient maintenant f{m)^ fx(jn), ^f*(m) ^ (j{m) des fonctions bien

déterminées pour toutes les valeurs entières positives de ?n, et suppo-

sons, que la fonction g {m) satisfasse à la condition

(131) r/ (m) (j (;ti) =//(m??)

pour tons les nombres entiers positifs m et ?*, on aura évidemment une

égalité de la forme

111= Xi H = oO

(132) V V jXui)g{,n)j\(n)g{n)4>{mn)= Z c,<P(k)
;

m = l 71=1 i-=l

eu effet, si l'on attribue aux quantités m et n toutes les valeurs entières

positives, nous n'obtiendrons de l'expression <t>{mn) que des termes de

la forme ^(A;), où k désigne un nombre entier positif; quant au coeffi-

cient (\., celui-ci sera évidemment déterminé par la formule

(133) c, = zz/(»o.'/("0/;('0//oo ,

m 71

où les nombres positifs vi et n sont combinés entre eux de toutes les

manières, qui sont compatibles avec la condition

m n = k

par suite, en désignant par d un diviseur positif quelconque du nombre

k et par d^ le diviseur complémentaire, ainsi que l'on aura toujours

dd^ = k
,

l'équation (133) pourra se mettre sous la forme

(134) c, = lf(d)yid)f\idJg(dO

ou, en y appliquant la condition (131),

(135) c,^gik)lf(d);\Çd,) .

rf<;, =i

En introduisant dans le second membre de l'équation (132) la

valeur du coefficient c'^., donnée par la formule (135), nous aurons

m = œ 71= 00 A'=cc

(136) 2 /(m)//(m) l J\{n)gin)<P^mn) = 2 g{k)<P{k) Z J\d)j\{d,) ,

11,1, = k

ce qui démontre le théorème suivant:

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.
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Théorème IX. Si l'on désigne par- f(m) , fi(m) , *(m) des fonctions

bien déterminées pour toutes les valeurs entières positives de la variable m,

et par g (m) une fonction, qui pour tous les nombres entiers positifs m et n

satisfait à la condition

g{m)ff{n) = f/imn) ,

on aura

m=oo
V /(m).^(m) 2 A(n)g(n)<P(mn)= l i/W*WZ/0O/.W) ,

pourvu que les séries dans les deux membres convergent indépendamment de

Vordre de leurs termes.

Introduisons maintenant les notations

(137) W{k)= ^f{d)f\{d,)

et

(138) W{k) = ^(1) + ^/(2) + ^(3) + . . . + ^>{k) , W{0) = ,

et appliquons sur le second membi-e de l'équation (136) la formule de

transformation de séries, qu'on doit à Abel, nous aurons

w= co

(139) Z f{m)g{m) Z f\{n)ff{n)4>{mn) = lim ^ g (k) 4> {k) ^> (k)

i=s

= lim 2 nk){9{k)4>{k)-g{k + 1)*(Å + 1)) + ns)g{s + l)^{s + 1]

= ï W{k)[g{k)<P{k)-g{k +l)4'{k+ 1)) ,

en supposant, que l'on a

lim ¥'(s)^(s + l)*(.s+l) = ;

en vertu de ce qui précède nous aurons le théorème suivant:

Théorème X. Soient f(m) , f, (m) , 4>{m) des fonctions bien déter-

minées pour toutes les valeurs positives entières de la variable m, et g (m)

une fonction., qui pour tous les nombres entiers positifs m et n satisfait à la

condition

g{m)g{n)=g{mn)
;
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posons

dd,=k

et

W(k) = v'(l) + '/'(2) + V'(3) + . . . + if^(k)
,

et supposons que

lim "f(«).<?(* + 1) ^'(.s + 1) = ,

nous aurons

1 f(>n)gOn) V fXn-)gCn)<i^(mn)= Z nZ-OCy^O *W-//('^-+ l)*('fc+l))
,

m=l n=l A=l

pourvu que les séries dans les deux membres convergent indépendamment de

Vordre de leurs termes.

Posons maintenant l'équation (137) sous la forme

(140) ^'{k) = yf{d)ff
d

où (/ est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre Å,

et désignons par E{x) , x étant une quantité réelle, le plus grand des

nombres entiers, qui ne surpassent pas a;, de sorte que l'on aura

(141) Q<x-E{x)<l
;

soient de plus h et k deux nombres entiers positifs, il s'ensuit, que la

différence s.

eB-e(^)
h

sera égale à 1 ou à 0, selon que h. divise ou ne divise pas k, et par

suite nous obtiendrons de l'équation (140)

(142) </' (^) = ï
j

E
(^)
- E (-^^)[ /(/O/x [j) ,

d'où l'on tire, n étant un nombre entier positif,

(143) Z V'W = 1 m 1 U j) - ^Ft^ / 7 •
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La différence dans le second membre étant nulle pour h> k ^ on

aura

(144) I ^w = zm'î |i-© - ^(^)|/. (i)
'

la même différence étant égale à 1 ou à 0, selon que k est un multiple

ou n'est pas un multiple de A, on obtiendra

(145) ?</'W=z7(/0 2/\ß) ,

où l'on a à observer, que k parcourt ceux des nombres

1 , 2 , 3 , . . . . n
,

qui sont des multiples de h; par suite, k parcourt les nombres

/i, 2/i , 3A , i;(-)A
,

et. l'on obtiendra de l'équation (145)

(14G) z v'W = "Sfuo !/.(!) +/x(2) +/,(3) + . .
. +/; (^(y))| ,

k=l A=l
(

" )

et, par suite,

(147) Ï%<^')=Z>, (^(7))/(/0 ,

en employant la notation

F^ik) =/, (1) +/;(2) +/;(3) + . . .
. +f\(k-) ,

i^,(o) = .

Nous transformerons maintenant le second membre de l'équation

(147); soit q un nombre entier, soumis aux conditions

0<q<n ,

on déduit de l'équation (147)

(148) 'ï Hk) = 'S F,{E{^lj)f(h)+ "i F,[EQ))f(h) .

h=q+l
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«

En posant

(149) a = E{ "

les termes de la suite

(150) E[-J^)
, e[-^) , . . . . E n

ne sont antres que les nombres entiers

a,a— 1, a — 2, ...2,1 .

Si l'on désigne par (/(<) le nombre de ceux de ces termes, qui

sont supérieurs ou égaux à <, il en résulte que

(151) e( --"—--)>t,E{ "L -)<t-l

ou, d'après les inégalités (141),

q + vKt) -
'Z + '/'CO + i

d'où l'on tire

(152) ^(t)<'l-q<cp(t)+l
,

et par suite on aura *

(153) cp(t) = E(^fj-q .

Donc le nombre des termes de la suite (150), qui sont égaux à

a, est égal à

(154) cf(a) = E(^l)-q
,

et le nombre de ceux, qui sont égaux à f , où f < a
,
est

(155) <f(t) - <^<i + 1) = E Ç) _ E{-^) .
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On déduit de là

h= H

(156) "2 F,
(
E {fj)f(h) = F, (a) \f(q + l)+f(q + 2) + . . . .+ /[eg

+ F.(»-l))/(i.Q + l)+/(i.(î) + 2) + ....+/(B(-^))

+

+ ^,(2)j/(4g)+.)+/(iî(|) + 2) + ....+/(^(ï))j

+ F.(.)|/(£|) + i)+/(£|) + 2) +
....+/(ê(«))J,

et, en posant

i^W =/(1) +/(2) +/(3) + . .
. +J\k) , iXO) = ,

on obtiendra de l'équation (156)

(167) "ï F,{B{^S))m = 'iV,(ß(2))/(/0 + F,(a) JJ'(e(î)) - F(q)\

+

+ F,(2)\^f{e(;1))-F{e{1

+ f.(1)}f(4^))-f(4^))J.

En observant que l'on a

^.« - ^i(^- - 1) =ÂW ,
i^.(i) =A (1) ,

on déduit des équations (157) et (147)

(158) ÏV'W = Ï>.(i^(S)/(/0+ Z>(^(y))/:(/0-^(î)^.(«)
*=1 h=l "

A = l
''

par là est démontré le théorème suivant.
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Théorème XL Soient f(m) et f,(m) des fonctions bien déterminées

pour toutes les valeurs positives entières de la variable m, et posons

^'{^) = Zf{d)f,{d,) ,

Fm =m +/(2) +/(3) + . . . . +f(k) , F(S)) = ,

PÅ^) =/i(l) +/i(2) +/;(3) + . . . . ^-_t\{k) , F.(0) = ;

en désignant par q un nombre entier^ qui satisfait aux conditions

0<g<n
,

et en posant

a = E

on aura

lHk)=lF, {E{'i))f(h)+lF[E{'l))f,(h)-F(q)F,(a) .

Posons maintenant

q = , q = E(]/n)
, q = n

,

nous obtiendrons de ce théorème les formules suivantes:

(159) l\>(lc-)=àl''F(E('l))f,(h) ,

*=1 h=l "

k =71 A= £'(l'I)

i=l

(160) î ^'(k) = y" ji<'(^(^))/,(A) + F, {E{fj)f(h)\

-F{E{in))F{E(}/n))
,

(161) lV(i) = ï>i(^(^))/(/0
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En effet, on déduit les formules (159) et (161) immédiatement du

théorème précédent; quant à la formule (160), celle-ci peut être démon-

trée de la manière suivante. Des égalités

on tire

(162) q<in <q + l

et

(163) a < —-— < a + l
,

et, par conséquent,

(164) a < -^^ < -4L < V^
q + 1 V"

et

(165) a>^^--l>-J^-l>in-l- 1^
,

q + i ^71+1 in-\.i

d'où

(166) in — 1 — ,_:" <a<in .

V" +

1

Ici nous voulons distinguer deux cas: .

1) Pour

Vn — 1 < a < V"

on a

a < Vn < a -|- 1 ,

et, par suite,

. a = Ei\fn) .
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2) Pour

^n-l- -JJ^ <n< yn- 1

\ " + 1

on a

a < \/?i — 1 < a -)- 1 ,

et, par conséqueut,

a = E{\jn)-l .

Du théorème XI on déduit dans le premier cas

(167) z" n'{k) = "~~f'
j

F, [e Q)/(/o + f[e Q)/;(/o
j

-FiE{in))FAE{f,))
,

et dans le second cas

(168) ZV'(^0= 1 F,[E(j])f{h)+ l F[E[jj)f,(IO

-F[Ei^n))F,{E{f.)-l)

-F[E{iv))F(E{)/n)-l)

F, {EQ)m + p{eQ);\ (/Oi - F{E{fn)) F, {E{^n)) + R
,

Ai= £(V»)
_ V= Àé

h= l

OÙ

(169) i? = F{E{f2)) F, {E{)ln)) - F^E
(^--^fj/,

{E{fn))

-F{E{]lr>))F[Eiin)-l) .
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Puisque on a dans ce cas

a = E {yjn) — 1 ,

on obtiendra de la seconde des inégalités (163)

< E (\/n )

E(V/0+l

et, par suite,

mais on a évidemment

_ < £;(Vn) + l
;

E {in ) <

et de ces deux inégalités on déduit

(170) ^(Vn)<_-^ < E{yln)^\ ,

d'où

Des équations (169) et (171) on déduit

(172) R = F[E{fn)) F, [Eiin)) - F[E{fi))f, {E(]/n))

-F[E{fi))F,{E{fn)-l)

= F{E{fn))\ F, {E{]ln)) - F, (^(/n) _ l) -/, (£M)J = ,

et des équations (168) et (172) on conclura, que la formule (167) sub-

siste aussi dans ce cas. Par là l'équation (160) est rigoureusement dé-

montrée.
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Soit /i (m) une fonction bien déterminée pour toutes les valeurs

entières positives du nombre m, et supposons, que /,(1) ne soit pas nul,

on pourra évidemment déterminer une fonction f\{m), qui a la pro-

priété, que

(173) 2;./.00./;(fO = l pourÅ = l
,

= pour Ä: > I ;

en effet, pour la détermination des valeurs de la fonction f.^{m) pour

m — 1,2,3,...., nous aurons les équations

/:(1)A(1)=1 ,

/.(l)./;(2)+/,(2)A(l) = ,

/.(i)/;(3)+/:(3)/;(i) = o
,

/.(l)/;(4)+/i(2)./;(2)+/,(4)/,(l) = ,

./'.(i)./;(5)+/,i5)/;(i) = o
,

/.(l)/;(6) +/.(2)/;(3) +/,(3)/,(2) +/;(6)/,(l) -^
,

d'où l'on tire

f(2)- /-^2^

./;(3)
/.(3)

_ /•(2)--/,(l),A (4)

/;(5) =
'Aar

f .6^ 2.A (2)/.(3)-./;(l)/,(6)
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Puisque d'après la supposition /i(l) n'est pas nul, les valeurs de

la fonction /2(7«) seront finies et déterminées; dans ce qui va suivre

nous appelerons /2 (m) la fonction conjuguée de /i(m); les fonctions /1 (m)

et /2(^0 entrant symétriquement dans les équations ci-dessus, fi{m) sera

aussi la fonction conjuguée de /2 (m).

Remplaçons maintenant dans le théorème IX les fonctions

/("0 , /.(»0 » *("0

par

011/2(7«) est la fonction conjuguée de /(m), nous aurons

ou, en y appliquant les équations (173),

111 = ce n= rjj

(174) g{ï)^{x)= Z /.0%("0 Z /2 00^(»)*0""'^0 •

De la formule

il{m)g{n) = g{inn)
,

qui subsiste pour tous les nombres entiers positifs m et 7i , ou tire

pour « = 1

(175) </(m){^(l)-l}=0 .

Excluons le cas, où y {m) est nul pour toutes les valeurs positives

entières de m, nous aurons

(176) ^(1)=1 ,

et nous obtiendrons de l'équation (174) la formule

(177) *0f)= 1 f\(rn-)g(m) Z f2(n)g(r>)<P(mnx)
,

m=l n=l

ce qui démontre le théorème suivant:
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Théorème XII. Soit *^(x) une fonction quelconque
^i

ï^{wi) une fonc-

tion, qui ne s'annule pas pour m .— 1 , et fo(m) /0! fonction conjur/uée de

fj(m); en désignant par g (m) une fonction, qui satisfait aux conditions

g{m)<j{n) = !/(m»)
,
g(l) = 1'

pour tous les nombres entiers positifs m et u , on aura

»i= « n= Qo

*c^o= z /.(»0 .'/('«) z /;oo.'/('0*0"»-^o
m — X *i = 1

pour toutes les valeurs de la variable x
,
pour lesquelles la série dans le sC'

cond membre converge indépendamment de Vordre de ses termes.

Posons dans l'équation (177)

nous aurons

(178) r /i("0^("0
.
"V /2 (»)</(») _ 1

m

En remplaçant dans le théorème IX les fonctions

par

1
1
fi(jn)g(m) ,

—-
,m

nous obtiendrons

(179) yJ(aLY /-WfW ,'f 1 V ,-(rf)/.w)<,w)
m=l "* n=l '* i=l «^ drf, = *

Multiplions les deux membres de cette équation par

"y" f.(n)g(n)

r, n'

et posons

A(A:)= :,f(d)f{dOgidO ,
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il vient alors, d'après la formule (178),

7?i=i

(180) f1^^ = 2 JiCüM^L 2 Ji^_
„,=i m' „=, îi' i=i a;'

et i^ar conséquent, en appliquant la formule (179) au second membre de

cette équation,

(181) V _/k!^= i ^ lUd).j{,l)h{d,) .

m=l '" m=l "* rfi/i=ni

En éa-alant les uns aux autres les coefficients de -— dans les

deux membres, nous obtiendrons

(182) /(^0= lf,{<^)9{d)h{d,) ;

de là résulte ce théorème:

Théorème XIII. Soit f(m) nue fonction quelconque, fi (m) une

fonction, qui ne s'annule pas your m = 1 , J\ (m) la fonction conjuguée de

/i(ra); en désignant par g (m) une fonction, qui satisfait aux conditions

g{m)g{n) = g'^nin) , (/(1) = 1

pour tous les nombres entiers positifs m et n , et en j)osant

h{k)= Z/('0/.('/i)//W ,

on aura

fik)= lf,id)gCd)h(dO .

Si l'on y remplace g{k) par 1 et h{k) par i/'(^:), ou trouvera qu'en

faisant

(183) . V'W=Z/WiW,

on aura

(184) fxk)= z/;(fOv'W •
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En faisant usage des formules (159), (160), (161) pour évaluer la

somme

1m ,

nous en obtiendrons le théorème suivant:

Théorème XIV. Soit f(m) une fonction quelconque, fi(m) une

fonction, qui ne fi'annule pas pour m = I , et fo (m) la fonction conjuguée de

f, (m) ; en posant

wi.k)= lf(d)f\(do ,

F,{k) =/;(i) +/;(2) + . . . . +f,(k) ,

on aura

,1,1, = i

A=£(V«)

2/(^)= ^2 ji^.(^Ç))v'(/0+ '^(^ft))/.(A) -^.(^MJï^li^XV^O

im = i^(El^lj}fAh)
i-l h=l "

§• 5.

DE LA FONCTION Z d' {log dy dl' {\og d,)'-

Jd, = k

Désignons par « , Sj , i , <i , w des quantités réelles, qui satisfont

aux conditions

(185) s>—l,Si£s,t>0,t,>0,io>0, «

et remplaçons dans le théorème IX les fonctions
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par

1 , ?/r' (log m)' , m" (log m)''
, ,^

nous en obtiendrons

(186) I ^^"f/;^ z
(logm)' "S» (logTz)'' %^ ^>{k-)

l+w ^^ ..s—s, + l+w = ^-^4-rw rt^j—oiT-i-T't 7,«+l4-ïC '

en définissant la fonction 4' {k) par l'égalité

(187) V'W= ld'{\ogd)'d'^{\ogd,)'' .

De l'équation (186) on tire, en y appliquant la formule (55),

(188) j-^^ + ^(- 1 - - ,

OJ
j

(J]^' +„'}.,. + /% - ^^ - 1 - -•
, OJ

Nous nous servirons de cette équation pour évaluer la valeur

moyenne de la fonction numérique i/'(^')î ^* nous distinguerons les

quatre cas suivants:

I. Pour s > — 1 , Si = s nous obtiendrons de l'équation (188)

pour H' = , après avoir multiplié les deux membres par ?6-'+''+^
,

(189) r{t + 1) 1% + 1) = lim ^o'^"^^ "f -Ä .

ir= 1.-1 h.

Remplaçons dans le théorème IV les quantités

a , b , Ct

par

s + 1 , < + ^ + 1 . «/'(^) ,

nous en déduirons, les conditions rt > , 6 > — 1 étant remplies.



Recherches sur les valeurs moyennes dans la théorie des nombres. 49

«t des équations (189), (190) ou tire

(191) lim
'/'(^^ + '^'(-) + ••• + '/'(") ^ ^ /•(^+l)/'(^. + l)

^ ' »=- n'+'(log7i)'+''+' .<î+l /'(^ + f, + 2)

II. Pour .s- > _ 1 , s, < s on déduit de l'équation (188) pour

^ü = , après avoir multiplié les deux membres par ?(?'+'
,

(192) l\t + 1)
j^i;^^, + K{s, - . _ 1

, OJ
= lim »/-ï-^ .

Remplaçons dans le théorème IV les quantités

a , 6 , c,.

par

6 + 1 , < , V'(^) ,

nous aurons, les conditions a > , è > — 1 étant remplies,

(193) lim ^c'»-i^ = (. + 1) Vit + 1) lim V'd)+ vff + . + yW

"et des équations (192) et (193) on tire

III. Pour * = — 1 , Si = s on obtiendra de l'équation (188), après

avoir multiplié les deux membres par ?{7'+''+^
,

(195) T{t + 1) ^(^ + 1) = lim ..'+''+^T^ .

Remplaçons dans le théorème VI

^ , f,

par

f + ^ + 2
, V'(^) ,

nous en obtiendrons, la condition 6 > étant remplie,

(196) lin, .-."T îf)
= r« + ,, + 3) lim ^^ +

J^)
+;--^ + nin)

_
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et des équations (195), (196) nous obtiendrons

.1q7^ i;„,
»//(1) + V^(2) + • • + ./^(n) _ /'(<+ 1) /'Ç^. + 1)

^ ^ ill (logn)'+''+^
~

/Xi + ^+S)
•

IV. Pour s = — 1 , Si<s ou déduit de l'équation (188), après

avoir multiplié les deux membres par »•'+'
,

(198) nt + 1)
j , ^^''+/,L + ^^'0*.

' ^)! = li'" '^'"' ^ï 4^ •

Remplaçons dans le théorème VI

^ , <-t

par

<+l
,
^(k)

,

nous aurons, la condition b> étant remplie,

(199) lim ..'+' 1" "4^ = /'(^ + 2) lin.
'/-(0 + >/'p) + • • • + «/^00

^

et des équations (198) et (199) on tire

Nous résumons les formules (191), (194), (197) et (200) dans le

théorème suivant:

Théorème XV. En désignant imv s ^ s^ ^ t
.,

t^ des quantités réelles,

qui satisfont aux conditions

s > _ 1 , s,<s , t>0 , ^ > , /

et en posant

rp(k) = ld\\ogdyd'^(\ogdJ'

et

W(n) = v^(l) + ip(2) + ^(3) + .... + ip{n)
,
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nous aurou>^

lim ^^-^ = . —^—!

—

-—î^-!—!

—

- pour ,s > — 1 . .«, = ,s'
,

«=»n^+'(log»)'+'' + ' s + 1 llt + t,-\-2) ^

i=« :(log n)'- -
^ + 1 (-1-.0"- "^

^ ' ' '1
^ it?' s = 1 , c«i < .« ,

pourvu que les limites clairs les premiers membres soient des quantités finies

et déterminées.

Pour la démoustration de ce théorème nous avons employé les

théorèmes IV et VI; maintenant nous le démontrerons dans deux cas

spéciaux au moyen des théorèmes V et VII; remplaçons pour ce but

dans le théorème IX les fonctions

/7("0 , /(»0 ,/i("0 . *(^)

par

1 , 7/i'(log m)' , m''' (log ??i)'' , ./
,

nous aurons

j;i = CO 7j = X i= 00

(201) 2; m^logm)' 2 ?r''(logn)'' .r"'" = 2 V'(^)-^'* ,

m = l »1= 1 A = l

en posant

(202) yp {k) = Zd' (log dyd': (log dj- .

En permutant les quantités .s , .«j et ^
, ^ , nous obtiendrons de

l'équation (201)

(203) 2 m'- (log m)'' Z 71' (\og n)' x"'" = 2 «/»W'^'* ,
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où la fonction ip{k) est encore déterminée par la formule (202), car à

cause de la relation

ddj = le

cette formule ne changera pas par la permutation susdite.^Nous ne

considérerons ici que les deux cas suivants.

I. Pour « > — 1 , Sj < .s
, t = on déduit de l'équation (203)

(204) 2 m" (log my' ,\'
;X^, (1 - .Vj^' l n\v

71^30
„7nn

Remplaçons dans l'équation (104)

par

nous aurons

(205) lim (1 - x"'y+' 'Z n\v'"" = r(s + 1) ,

1=1 „=i

et, par suite, nous obtiendrons de l'équation (204) pour x = 1

(206) ns + 1)Y ^^^!- = l™ (1 - '^0'"^ "f rp(^) x'

En remplaçant dans le théorème V

a , 6 , fi

par

.s+ 1 , 1 , ip(k)
,

nous obtiendrons

(207) lim (1 _ .)'- 'ï ^(^.^ = ns + 2) lim
rp(l)+ rp(2) +-^,±m

^
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et des équations (206) et (207) on tire

C^oS) lim /^(^)+'/^(") + --- + '/^(") _ J_ "

v" (log »0'
^" ^

„=» 71'+'
. s + 1 „ti m'-"+'

'

et, par suite, d'après l'équation (3G)

par là la deuxième formule du théorème précédent est démontrée

pour t = .

IL Pour .s = — 1 , Sj < s on déduit de l'équation (203)

log \

(209) T; m^'(log m)'' I
—-""'''""

«
^ "y" (log n)'

loe- /(los;

^
rrTrÏ'/'(^)'^"

/ 1
\'+>

log-J— -'
^ 1 — .ï

'

En remplaçant dans l'équation (130)

a , 6 , A'

par

.1 , i + 1 , .i-"'
,

nous obtiendrons

(210) lim
^ -" V 0°g^)'

., = _J_
,

et par suite on déduit de l'équation (209) pour x = 1

1 j;i= CO 1 i= X

(211) —L^ 21 mXlog»0'' = lim- i——- 2 V(^)'^*^+l "-' '°'
(log —] *='
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Remplaçons dans le théorème VII

par

1 , f+1 , ip(k)
,

nous aurons

(212) lim L 5 ^(A:),/ = lini m±lß±lil+jE}}
,

et des équations (211) et (212) nous obtiendrons

(213) lim
V^(l) + »/'(2) + --- + ^(n) ^ _J__ 'T „,, ^j^^. „^)„

(log ?0'"*"'
^ + 1 m=l

OU, en y appliquant l'équation (36),

ïi^ (log «)'+' -TTri(-i-s,)"+'
+Ai^:,^)j .

par là nous avons retrouvé la quatrième formule du théorème précédent.

§. 6.

DE LA FONCTION Z (/^ f^? •

Posons dans le théorème XV

; = , ^ = ,

on aura

(214) ipik)= l dUl^,
,

et nous obtiendrons les formules

(215) lim ^f"^"^ = î:— pour « > - 1 , s, =
^ ^

« = « 71'+' log 71 s + 1
^
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(216) lim ^) = -\i/v(^ -.^-1,0) —\ pour s>- 1 , s,<s ,

(217) lim ,'^^"^^., = i pour ,^ = — 1 ,.«,=- 1 ,

«-CD (lüg nj' 2

(218) Hm J^^ = K{s^ , 0) ?—- pour s = _ 1 , s. < .9
,

« = » log V2 «1 + 1

OÙ la fonction ¥^(îi) est déterminée par l'équation

(•219) nn)= ^'(1) + «/'(-') + --- + '/^(«) •

Pour la démonstration des formules (215), (216), (217), (218) nous

avons supposé, que les limites dans les premiers membres soient des

quantités finies et déterminées. Maintenant nous exposerons une autre

méthode pour l'évaluation de la fonction ¥'(n), et nous trouverons, que

les formules ci-dessus sont rigoureusement vraies; nous considérerons

aussi le cas, où .s < — 1 .

Soient s et .«j deux quantités réelles, qui satisfont à la condition

et posons dans les équations (159), (160), (161)

nous en obtiendrons

(220) ip{k) = Z (/•(/!

et

(221) Iip(k)Jï'F{E(^^)h'-
,

(222) l^p(k) J~'T\F{En A-. + F, (i^^g)) h'

-F[E{in))F[E(\n))
,

(223) 'ïip{k)='ÏF,{E(^l))h^
,
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où les fonctions F{k) et Fi{k) sont déterminées par les équations

(224) F{k) = r + 2^ + 3^ + [- 1
,

(225) . Fi(^) = 1-" + 2'' + 3-'' + h t' .

Des équations (224) et (28) nous obtiendrons pour toutes les va-

leurs réelles de s la formule

(226) Fik) = -^~=^ + K{^
, 0) + ^ + &^^'-'

,

d'où l'on tire pour s = _ 1

(227) Fik) = log k + A'(- 1 , 0) + J^ -^ .

Nous évaluerons maintenant les expressions

f (7;(ï)) , F[E(f,)]
,

qui se trouvent dans les formules ci-dessus. Par la substitution

k = EÇt)

ou tire de l'équation (226) pour x>l
'

'

(228) F{Eix)) = ^^^^ + A^^'
, 0) +^^ + esEia^-^

;

mais puisque ou a d'après les inégalités (141)

EÇx) = X — Q ,

où < p < 1 , on obtient de l'équation (228)

(229) F [EÇv)) = ^^ + A'G^ , 0) -f -:!-
(
1 _

^)

+ es.r'->(l-^y"'



Recherches sur les valeurs moyennes dans la théorie des nombres. 57

ou, par développement eu série suivant les puissances croissantes de ^
,

(230) F{EC.v)) = ^Ç~=^ + K(s , 0) + À..'
,

où X est fini pour œ > 1 . De cette équation on tire

W^ ~ (.s+l)/i

«t

(^^^) ^(^©) = ^:^^ + ^^>-«) + 4^

s+i

(232) F [E {]/n)) = 2 /t^ = ^^——- + Ä'(s , 0) + À, n^ .

^ ' /,=1 « + 1

En y remplaçant .•? par Sj nous aurons des expressions analogues

pour

F, (£©) , F, (Eifi)) .

Cela posé, introduisons les expressions ainsi trouvées dans l'équa-

j tion (222), et désignons dans ce qui va suivre par À , À, , À^ , A,

des quantités finies pour toutes les valeurs du nombre n, nous aurons

la formule

(233) 2;^(^)= 2 \-^^=l^ + K(s,0)h^'
i=i /,=1 ( (,* + J-j/i

-r 2 -r
j.^.^ _j_

i^j^s,-s+i -r \i ^ j t a

' - ^ + /i(.^ , 0) + Â,n^!
i

" ' ~,^ + /vO"*! , 0) + l,J

«t par suite, en y appliquant la formule (232),

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IIL
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(234) 2,(.;= 1 \^ly^-r^- + J^^-JY^\

+ /s:(s , 0)!
" ' ~/ + A'G^x , 0) + A,n"^[+Ä-(s,

, 0)!
" ' -^ + A(s , 0) + A,

«^

s,—»+1

I •-''i
— s + 1 )

, ., U^~— 1 , rv AN ,
- ^( (71"^- l)(n^— 1)+ A.n''

i
^ A (s — .9, , 0) + A„?i - — ^^ i^^ 1

i±l i±l iL±l

- K is, , 0) iil=i ^, n^ ''\~/ - A(. , 0) " ' -/ -A(. , 0)A(.„ 0)
s + I s + 1 Si + 1

- I, KÇs , 0) n^ _ À, n^ " ' ~/ - K K(s, , 0)J - Â, Â,
72'"^

,

«1 + 1

d'où l'on tire, d'après quelques réductions faciles,

(235) S,W. 2 j^^ +Ji-^

(n ^ -iXn ^ -1)
_^ j^ç, ^ o)A(.s' , 0) + mn)

,

(s+l)(s, + 1)

où B{n) est une somme de termes, qui sont de mêmes ordres de gran-

deur par rapport à n, que les quantités

s,+ l s+1 s,—s+l »—^1+1

Sj + l s + 1 Sj—s^-l s — Sj + l

Maintenant nous disting-uerona les quatre cas suivants.
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I. Pour s ^ — 1 , s, > _ 1 ,
.<.• > ,S| on déduit de l'équation (235)

k=n „J+l h = Ei}/n) 1 h = Ë{-\ln)

(236) 2./^W = -^^ 1 /'"-^-' V ^ ^'^'

*"
s. + l .t.

'

.'-, + 1 i,
'

(,+ l)(.., + l)

•où R(n) est une somme de termes des ordres

J+Ji +1 2~

2
""

, 2 »,s ^1 2 »,«
'^ — •'n , n , 11 , r? ,

.<!, -6 + 1

€t par suite, å l'aide de l'équation (232),

(237) 2 v/(^-) = -^^F^ :l_L + /v(«,_s-1 ,0) + A,,î ^

'+1

s + 1 ( .Si + l

«•+' n ^ - 1

5—5,-1

,9j -f 1 ( S _ .«,

iil^ + Â'(.,0) + A,n^

i+i,+2 £+1 'i+^

(s + 1) (s, + 1)
"^

(« + 1) (s, + 1) ^ (« + 1) (h + 1)

^ +ä:(s, 0)/f(s. ,0) + ß(n)
(. + 1)(.S+1)
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ou, d'après quelques réductions faciles,

(238) ï xp (k) = -^Ç- \kCs, _ s _ 1 , 0) - ^

s + 1
I

.f1 — s

+ ^'^ \k(s _ s, _ 1,0)
^: + l

I
S, 4- l S — s.

(k(s , 0) L_) (ZG^, , 0) L^) + 72. (n) ,

en désignant par Ri(n) une somme de termes des ordres

s,-s+l

71 ^ —1
S, — S + 1

II. Pour s>— 1 , .<îi
= — 1 on obtiendra de l'équation (235)

*=n „i+1 />=£(v'n) 1 A=£(v',i) 1 A-iCVn)

(239) 2 VC-^') = -^^^ I h-'^' — 1 T + l°g" 2 /t'

s + 1 A=i « + 1 *=i h h=l

Ä=£(Vn)
s+1

V AMogA-^!-^i l^ + /^(.,0)/v(-l,0) + Ä(n) ,

où i?(n) est une somme de termes des ordres

n' , n'- log n .

En posant dans l'équation (31)

a = s ^ k r= E{i'n) ,

nous aurons

(240)
^1''^. log h = i!^"- - -!lL + _Jl^

^ ^ ,^, ^ 2(. + i) (.. + i)^ + (,, + iy^

+ K(s , 1) -j- /îi'^ logn
,
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où /. est fini pour toutes les valeurs du nombre n, et des équations (239)

(232), (240) ou tire

(241) y^rp(k) = -^^l^ _-Z_L + /v(-_,_2,0) + /,n ^

^ jhogn + A'(-l,0) + /.,;r^
s+l 2

+ log n
\

" ' - ^ + A-(.^^ , 0) + ^3 «^1

s+l

2(,+ l) ^(.^ + 1)^' (^ + 1)^
^

j+i

»^ -1 l°|iL + Ä'C.,0)/C(-l,0) + Ä(n)
,

s + l 2

ou, d'après quelques réductions faciles,

(242) l ^(k) = -^Ç\- Ja:(- s -2,0) +^^
i-l « + 1 (

s+l »

+ {log n + Z(- 1 , 0)} \k(s , 0) L^-j - KÇs , 1) - _J— + B,(n)
,

où -Z?i(?0 désigne uue somme de termes des ordres

s

n' , n' log n .

m. Pour s = _ 1 , .s, < — 1 ou déduit de l'équation (235)

(243) Zyj(k)^\ogn v ' ^^' - :S A" log A + -^^—- Z /r'--^

i=l /,= I /1=1 ^1 + '• A-l

L^ ""f
"'

I
- i^l^ '-"-^^^ + ^^(- 1 . «)^-'(si , 0) + E(n)

,

•?! + 1 k=i à 2 .s^i + 1

ou R(7i) est une quantité du même ordre que
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Au moyen des formules (232) et (240) on tire de l'équation (243)

ri

t= n l ,v, 2
1

(244) I^p{k) = \ognl
'' --

+A-(...,Q) + /,»-;

»1 + 1 «1 + 1

2

2(.^x + i) + G^i + ir (^. + 1)^ ^ '
'

"

«1+1

+ "
, ^ + A'(- .,-2,0) + /3«

.«1 + 1 _ Si _ 1

s, + l (2
jllog,z + /r(-l,0) + À,n"^j

j,+i

_M^ »LL:!.! + A(- 1 , 0) A(., , 0) + B{n)
,

2 Si+ 1

d'où l'on tire

(245) ï y^W = {log « + A(- 1 , 0)i j
K{s,

, 0) _-^j

!Ç1- \k{- ..-2,0) + -^j - A'(,s, , 1) - ^^, +RM ,

+ ».+

où i?i(n) est du même ordre que

71 '

IV. Pour s = — 1 , «1 = — 1 on obtient de l'équation (235)

(246)2 ^(^O = 2^=r M^i:=lMl-i^ + A(-l
,
Oy+ B{n)

,

i=l A=l

OÙ l'on désigne par R(n) une quantité du même ordre que

71 ^ log 71 .
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De l'équation (240) on tire pour s = — 1

(247) '^T^^ = ^^' + A'(- ] , 1) + /.n -^ log n .

et des équations (246), (232), (247) nous obtiendrons

(248) ï ip{k) = 2 log« jl log u + Â'(- 1,0) + Kn-^\

_2Jl^ + ^(-l,l) + ^n-hog„j

ou, d'après quelques réductions,

(249)3' ^{k) = (l^|Z^+2/v(-l ,0)logn+ Z(-l ,0)^-2/^(-l,l) + i?,(n).

ou i?i(n) est du même ordre que

n ^ log ?i

Des formules (238), (242), (245), (249) résulte le théorème suivant:

Théorème XVI. En désignant par s et Si deux quantités réelles,

qui satisfont à la condition

s>s,
,

et en j^osant

ip{k) = y d'd{'
,

on aura pour s^ — l,Si^ — 1

2 -/^ (^O =-^ /v(..-s-l , 0) '—[ + ^L_^ A>-.9,-i , 0) L^

«-»+1
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pour s> — l,Sj= — 1

k= n «5+1 ( 1 \

1 Wik) = _iL_^ /^(-.9- 2 , 0) +—i_-
*=i « + 11 « + 1

(

+ jlog n + /t (_ 1 , 0)j j/v (.. , 0) 1_| _ Ä'(.
, 1)

1 -
- -)- /.!«' + l.,n''' log ?i

,

2?0MJ' S = — l,Si< — 1

ï ^(^) = jlog n + Â'C- 1 , 0)j \k(^s, , 0) î—
-I

j=i
( ) (

-^i + J-

)

+f^ i"^(-
'- ^ • °) +^! - ''"('

•
^' -

(5:tî?
+ '-""^

6i ^owr s = — l,Si = — 1

1V(/0 = ^^^|^ + 2AT-1 ,
O)logn + A'(-1 ,0)^-2A'(-l

, 1)

k=i ^

-\- K^n ' log ?i
,

0« Al , ^2 , ^3 , l^ sont des quantités finies pour toutes les valeurs du nom-

bre n.

Remarque. Pour s = s^ la première de ces formules peut se

mettre sous la forme

(250) 2V(t) = ^qîp + ^(2A-(-..l,0)-^)

+ [k{s , 0) L^)' + Ké+ ;,n'+^ .

^ s -j- i '
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§• 7.

^ /rt= 00 7J = oc

DE LA SEEIE 21 I m'n''a'""' .

Soient X , s , s, des quantités réelles, et .s ^ Si , la série

771= ce 7i = X

Z Z m'ifœ'""
m=l n = 1

est évidemment convergente pour — 1 < a; < 1 , mais divergente pour

x^ > 1 . Nous évaluerons, dans ce qui va suivre, la somme de cette

série pour les valeurs de x, qui diffèrent très peu de l'unité, et pour ce

but nous nous servirons du théorème XVI.

Posons dans le théorème X

g (m) = 1
,
/(m) = m"

, /i()/0 = m" , «/>(^') = x'
,

nous aurons pour — 1 < a^ < 1 la formule

(251) Z '"' 1 ""•«'"" = (1 --^) I ï'C^-j.î;'

7n= l n= l

où la fonction ^(k) est déterminée par les équations

W(k) = v'(l) + V'(2) + . . . + VC-^O , V'(^-) = 1 d^d^ '

dd,=k "

Nous distinguerons encore les quatre cas suivants:

I. Pour s ^ — 1 , .s, ^ — 1 , s > Si nous obtiendrons du théorème

XVI et de l'équation (251), en supposant d'abord que * > «, ,

(252) ^ Z m' l n"x""' = —^__U:(s,_s-l ,0) ^— 2 ^"^'-ï'

+ -^\k(s -. s, - I , 0) L^j 'ï ^^'^' ^^'

«1 + 1 (
s — Si

j
< == 1

I
s _)_ 1

^ I
Si + 1 j 1 — .r t=i

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. O
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où

Si—s+l

(253) R(^k) ^l,k' ^k,k'' J^l^k ^l^k' ^ ' ^ ^

6-, - s + 1

Dans le cas, où .s- = Sj , on déduit des équations (250) et (251)

(254) — 2 '«' 2 H\x"'" = --i— 2 k'^'Xogkx''
i — •'' 1)1=1 11=1 '^

I

'- i=i

+—^— 2 K{- 1,0) "^— Z k'^^^'

+ j/v (.s , 0) L^r ^^- + T R{k) x^
,

ou

(255) Ä(Â;) = À,^•^+^,Â;'^^
.

1) Pour .s- < — 2 ou obtiendra de l'équation (253), en supposant

que s > .S',
,

R{k) = Ik^

et, par suite,

i=l k=\

d'où l'on conclura, que la série

est convergente pour x = l . De même les deux autres séries dans le

second membre de l'équation (252) sont convergentes, et nous en ob-

tiendrons

m=cioïi = co i lil Ij/N
(256) Z m' Z n".r""'= A'(s,0) -^ ' /if(s,,0) ^ + å(1-^) .

m=l ,.= 1 I
'^ + 1 M -'l + J-

)
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Si l'on a ,v = ,<!, , 011 obtiendra des équations (254) et (255) de la

même manière

nï=x 7) = 00

(257) 2 "i^ 1 n'w""- = \k(s
, 0) ~\\ Hl ~ -t') .

m = l 11 = 1 ) •'ï -|- 1
I

2) Pour s = — 2 on déduit de l'équation (253), en supposant
que s> s^

,

d'où

i = »

2] RÇk') ct' = Ài 21 ^— = ^i log
*=1 X = l

"'

puisque on a, d'après l'équation (38),

,J, k '
"°

1 _ ,. '

/v (- 2 , 0) = ^ - 1
,

on obtiendra de l'équation (252)

(258) l-^In\v-'' = ^\K(,,^0) ^ +^(l_,,)log
^

m = l
II''

71 = 1

Dans le cas, où .s =
.<îi
= — 2 , on tire de l'équation (255)

/?(^) = ~ ,
Ï'a(^0^^* = ^. log-p-^

A; x = i 1 — a-

et, par suite, nous obtiendrons de l'équation (254)

—-z-^z-^^-i; -4— '- +^^-,— + ^2 log-.,

—

1 — X n=i "i^ >,=i n' i=i ^' 36 1 — * i _ a;

D'après l'équation (130) on a

-jog^^^,^/i y _i_ 2

1
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où f = O pour ,ï = 1 , et par conséquent on tire de l'équation précédente

1^1
(259) lim '"=' ™' "=' '^' ^^

-' (l-.zO(log^)^ 2

3) Pour s > — 2 on déduit de l'équation (252), en supposant

d'abord que s > s,
,

}n~<X) ïi = a.

(260) (1 -xy+' 2 m' 2 »'''^'

»( = 1 H = 1

^ U:(s, _ .s _ 1 , 0) î^j(i - xy+' 'i t+'x'
s + 1

( ,<;i
— s i=l

+ —^\k(s - s, -1,0) ^j (1 - xy-" (1 - xy^-' 1" i'-+\.*

/t=i

+ \k(s , 0) L-{
JA'Cs' , 0) L-L-(i - ..)'+^ + (1 - .0'+^ z R(ky

De l'équation (104) on tire

(1 _ xy+' 'z k'+'x' = r(s + 2) + é. ,

Ar=co

(1 - a;)^'+' 2 ^"^'^' = ''(«, + 2) + ^ä P0"r ^ > - 2 ,

pour «j = — 2
,

1

°
1 --.i-

= k(l — xy^^ pour .-^1 < — 2 ,

où fi = , f^ = pour .1- = 1 , et où X est une quantité finie pour .i-< 1
,

et, par conséquent, nous obtiendrons de l'équation (260)

m—<x> n = a> / 1

(261)(l-.xO'+' Z m' 2 ^''x""' = rÇs + 1) )K(s, _ s - 1 , 0)
m= l „ = 1

I

Si — S

^\K(s,0)--l-^i\K(s, , 0) L^j(l_.r)'+' + (l -xy^' ZE(k)x' + e
,

I * + Ml -^i + M *='
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où t = pour .V = 1 . Puisque on ;i d'après l'équation (253)

2

supposé que Ton y ajoute le terme

l, k' lo"; k

dans le cas, où s = Sj -|- 1 , on aura

(1 _ xy^^ 'v i^(^)/ = /.,(1 - j.y^' *J tx' + ^,(1- .ry^' s" ^^
x'

l-l k=\ k=\

*= -o s-f s, + 1

en ayant soin, que l'on y ajoute la quantité

si l'on a s = .Sj + 1 ; mais, puisque on a-

log ^ < À: "
,

cette quantité peut être mise sous la forme

Au moyen de l'équation (104) on déduit de ce qui précède

lim (1 - xy+'' ''i R{k)x' = ,

»=1 i=i

et, par suite, nous obtiendrons de l'équation (261)

Z m» 2: n" x'"" - [K{s , 0) ^][Kis, , 0) -

x= l m = 1 «= 1
S+ IA -- - 5^+ 1

r(. + 1)
JA'(.,

_ 5 - 1 , 0) _ _-^j
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Pour s = Sj on déduit des équations (254) et (255)

1 m= 00 71=00 1 X = :c

(263) —i 2 m' 2 n'x""' = ~ I f^'+' log k . x'
1 X m= l n--\ * + 1 *=t

1 l^ r.. . ^>^ 1 k^—t\2K{- 1,0) ;V 2 ^•^^'

s + 1 s+ 1
a;

k = l

1- \ X . , -C 7_T i . -. «< 7.'+

2

(

s + 1
)

1 — a; A.=i j=i

Posons dans le théorème I

f(z) = z'^'\ogz.x'
,

nous aurons

(264) 2 k'+' \ogk.x'= 2'+' log s . x'dz + i?(s , a;) + ^^ '°g '
""

+ j/i"+' log /t . x' log ,r + h'x" + (.9 + l)/i' log h . x'
j

,

où l'on désigne par H(s , x) une quantité, qui ne dépend pas de h, et

qui est finie pour 0<a;<l. De même on aura

(265)
*2 k'+'x' = rV+^ xdz + /fj (s

, ^) +

+ öS/i^+'/l0g,T:+(.S+ l)lfz"\

et

Pour /i = 00 on déduit de ces deux formules

(266) 2 t+' log Ä; . x* = I c'+^ log z . ^^^J^ + H(s , x)

(267) '2
^'""'a;'- = f^z'+'x'dz + i/, (.^ , a) ,
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et des équations (263), (260), (267) on obtiendra

(268) 2 m' 2; n'x'"" = -- ^— rV' log z . .rdz + ^^' '
^•)

s + 1 . 'i « + 1J- — itl m=l 11 = 1

+ —

—

-bzc-i ,0) L_l rVv(^2 + )2Z(-l ,0)
i^j/^5^«^

+ 1
I + 1) s +

*=" .+1

Posons dans la première intégrale du second membre

V

log X
'

nous aurons

(269) 2»+Mog^.^^f/.'=^_^^ .-Y+»logydy- e-y+Mogy%
./) (,— JOg .V) |Jp ^Q

log log
ß-Vy^+l

f

— logar

C-iog^-y+^ /Jo

et par suite, en désignant par q et q des fractions propres,

(270) .'+' log z . x'âz = \rls + 2) - p / y+> logy dy

1
log log -

(— log xj

• log I

'—ll\. + 2)-i>,f^^dy\

d'où

I
2'+'l0g2.; 'dZ:

(-log^r^
/>+ 2)_p-

(— log,r)''^"log log

s + 2 (s + 2)V

°^^°^.l' L..
, ., (_log:^0'+'

- (-log.)- Y^'-^'^-'^—sfi-
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et, par conséquent,

;(.. + 2) log log 1

(271) J.-log...-rf. = -^-j^^-j^

I"(s+ 2) . , ,
1

En transformant la seconde intégrale dans l'équation (268) par la

même substitution, nous obtiendrons

(— log.-r)'^'
(

^"4- -^
)

et, par suite,

et des équations (268), (271), (273) on tire

(274) -r^^ 2 "*' 2 '^^^"'" - i^^C« '
0) r-rj

1 — .« !„,=, „=,
^ « + ••')

r(s + 1) log log -
irrs4-2^ / i \)

--
(-log^'r^' ^(_iog.rr^j s+1 ^'^A s +1^1

+ l log log 1 + À,
'2 ^' -^' + ^2 / ^'^^ *'

•

Eu remarquant que

r'(.s + 2) = Tis + 1) + (.<^ + 1) Vis + 1) ,

et en employant les formules

_loga; = -log(l-(l-.))= l-,r + ei(l-a-y = (l-.T){l + ö^(l-a:)} ,

log log - = log (1 -X) + log {1 + Ö, (1 - x)\ = log (1 - a) + 02(1 - x) ,
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où #1 et 0, désignent des quantités finies, nous obtiendrons de l'équa-

tion (274)

1 //( = IÄ 71 = «S

(275) (1 - ^0'+' Z m' 2 n'x""- - [K(s , 0) _
' »i = 1 11 = 1 s+\

^'^
{1 + 0,(1—-or

"^ --{/•(.^4-l)+2A-(-l,0)r(s+l)}
{l+ö,(l-,r)r+^'

+ ^(1 _ ^.)-'+'' (log (1 - .0 + «. (1 - .r)} + ^ (1 - ..)'+'Ï ^'^/
i= 1

+ Â,(i_:,.r^'ïr^...* .

De l'équation (104) on tire

3\
, : \

- 1 3= (1 — 2-)^ lop- pour s =

= ^3(1 --^-y^' pour s<-
2 ,

où f, = , f, = pour .« = 1 , et où l'on désigne par l.^ une quantité,

qui est finie pour x<l, et par conséquent nous obtiendrons de l'équa-

tion (275) pour ,r = 1

(1 _ ^.y+i 2 '»^ Z nV""-(ÄX^O) J-j +/(..+ l)log(l-xO
1 m=l n = l '^"T ^

)

(276) lim
.r=l

= /%^+l) + 2AX-l ,0) /•(..+ !) .

Des formules (256), (257), (258), (259), (262), (276) résulte le

théorème suivant:

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. 111. 10
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Théorème X VII. Si l'on désigne j>ar x , s , Si des quantités réelles.^

qui satisfont aux conditions

— 1 < j; < 1 , s > s,
,

'^^ < — 1 , «1 < — 1 ,

on aura pour s < — 2 , s, < s

m=co H= ^X

Ini'Z ^'^•""'= !^^^(s,0) L- /!(.., ,0) L-^j+Â(l-:..)
m=\ n^l

et 2^oitr s = — 2 , «i < s

m = ^jo « = -» _2
[ 1

\

2 ,u', l :

n^' ,^'"« = 4^ /f (., , 0) ^- + A,(l - .,) log (1 - X')
,

0« A et A, désignent des quantités, qui sont finies pour x < 1
;
pour s = Sj = — 2

on aura

lim ^^i:!^^ '^ ^ = - -
,- (i-4og_-L_)

jjowr s > — 2 , Si < s

lim (1 - ,r^ i"'f
™^ "f n^'x'"" - ( AXs' , 0)

^i-)(ä:(«. , 0) \-

= JXs+\)\k{s,-s-1,0) ^ '

s, — s
X

et pour s > — 2 , Si = s

2 m^ 2 n'-x"'"-(A:(.s , 0) ^ ) + /(s+ l)log(l -.;)lim
(m=l n= l

S -\- \

= /"G^ + i) + 2/^(_ 1,0) /'0^ + 1) ,

Nous considérerons maintenant les cas, où l'une des quantités

s , Sj est égale à — 1 .
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II. Pour .s>_ 1 , .9, = _ 1 ou déduit de l'rquation (251) et du
théorème XVI

1 — *• „,=1 „=, n s + M * + 1
j
jtj

+ \k(s
, 0) L_ff log Å-

. .x-^ + ;.-(- 1 , U)iA-(.s , 0) ^-ff .r*

(
* + ^ )*=i

(
*+ 1

) ^ = 1

- JA'(5 , 1) + ,--^J 'f a'- + À, 'f ^^^' + A, 'f k^ log Å'
. .r*

,

(
V*"' + ^J ) ^ = 1 i-l i = l

d'où l'on tire

Wi=x ïi = co î/iïi

\«+ l V -m* V "^ ^
1 7V c\ /\\ i

(278)(l-.rr^ ^ m^ 2;:^= --- 7v-(-.v-2,0) +^ (l.-:,-r^ v^.+.^*-

+ j/v(.sO) ^j(l-.Tr^l^ogÅ..7.'+/i(_l,0)|A-(.sO)----i-L-(l-.rr'

(
l* + -'/1

) j=i

+ l,{l- xY^' 2; Å^ log k . / .

Mais de l'inégalité

s + 1 >

on peut conclure, qu'il est possible de déterminer une quantité 2^

ainsi, que

0<p <s + l
;

et par suite on aura, pour les valeurs de k suffisamment grandes,

log k < k^'
,

et de l'équation (104) on tire

lim (1 - xy+' l log k . ./ < lim (1 - .r)'+' 2 k" x
.r=l ^.^1 .r=l •{=,

k =

= lim (1 - ^^O'+'-'Cl - xy+' l k^x' = .
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De même on pent déterminer une quantité p^ ainsi, que

d'où

lim (1 - xy+'^'i k ^ log k . ./ < lim (1 - xf
" "^'

(] - xy^"^' 'l k'^^^'x' = ,

et, par conséquent, on obtiendra de l'équation (278), en y appliquant de

nouveau l'équation (104),

(279) lim (l-xy+' Z m^ 2 -^^— = ''O^ + 1)\K(-s-2
, 0) + -—I .

III. Pour s = — 1 , .Sj < — 1 on déduit de l'équation (251) et du

théorème XVI

(2S0)^_^ 2-2 n\,"'"=\Äls, , 0)
'

[ l log/; + A-(-l ,0)j/
l —X „,=1 m „=i

I

s, + 1
j i.=i

(
S

+—^ \k(- ^^ - 2 , 0) + —1—1 ï F'+'/

i
G^i + 1) )

1 - a; i=i

Des équations

1
1 -\- X -\- X -\- x' -\- • • • ,

1 3 3 4

log—-— = Jl + ^ + -:1^+— + ....
^ l-x 1^2^3^4^

on obtient, par multiplication,

et, par conséquent, au moyen de l'équation (29)

1 6^— log _i_ = 2 log k + A'(_ 1,0) +
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d'où

(281)2 (log /,• + A-(- 1 , 0))/= L_ log -^ 1 log^_ + X
i = i

i — X 1 — X Z 1 — X

on

(282) 'ï log A; . / = _i— log -,J_ _' /i:(_ 1 , 0)—^
i=i J — a; i. —X l — X

OÙ A est fini pour — 1 < ^- < 1 . Des équations (280) et (281) on tire

»i= CO

(283) 2 ~"ï n" x"'" = \k(s, , 0) - ^ J log
^

m „=i
I

«1 + 1
)

1JK = 1 "' 11 = 1

-
^ l^^'C'',

, 0) L^{ (1 - ^) log J— + ^, (1 - ^)

+-4t !^^^- ^t - 2 , 0) + —]^!(1 - x)T ^^'-^' *

1 1 *=«> _2
- |/v (s,

, 1) + -^rrJ -^- + Kl - ^^) 2 ^-

*=iC^. + 1)

ou, d'après l'équation (104),

2 t

m= oo 1 Ji = «> 1 1 \ 1

(284) 2 --- 1;
""^""' = Ä'(s,

, 0) L. log -L.

,„=1 m „=i
(

^^1 + ^
)

1 — X

i' =00

1 \k{- s,-2 ,0) + —1-j (1 - ,.) Z Ä;''+»:..*

+ 1
I

^ ' ^ '

.s, + 1 1=1

/r(., ,1) +^ j.. + A,(l-x-)^ .

(«1 +1)1

En employant de nouveau l'équation (104), nous aurons

(285) (1 - 4Z ^"^' ** = (1 - ^0"""'
{'T«i + 2) + f] pour s, > - 2

t=i

= (1 — ,r) log pour s, = — 2
,

1 — a;

= ^2 (1 — a;) pour Sj < — 2
,
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où ê = O pour a; = 1 , et où l^ désigne une quantité finie. La quantité

Si étant plus petite que — 1 , on a dans tous ces cas

lim(l-a;)'2f^"+^^•' = ,

et, par suite, on obtiendra de l'équation (284) pour x = l

2—2; ?z'-x""' - /v(.si , 0) ^ log ^ '

= - K{^.
, 1)

^

0^ + i)^

IV. Pour s = s. = — 1 on obtiendra de l'équation (251) et du

théorème XVI

(287) -^— 2-2^ = ^2; (log^O^^^ + 2/l(- 1 , 0) I log^.o;^

+ /i:(_ 1 , 0)^ -2K{- 1 , i)hr^^ + A 2; ^ ^ log k . X
( ) i — a; i=i

En posant -

s = l "i (log ^)^r*•

,

on aura

(1 - x)S = ^'ï|(log {k + !);_ (log ky\x'^^
;

mais d'après la formule de Taylor on a

{\og(k + iyf-(}oëkr _ log^ uogj^
2

~
ifc

"^ F

où l est une quantité finie, et par suite on obtiendra

1=1 Ä
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où la quantité /, est finie pour a; < 1 . Puisque on a d'après l'équa-

tion (130)

*t4° log k , (1
, Vi 1 V

où 4 = pour .X == 1 , on obtiendra de ce qui précède

(288) 1^^- 'ï (log ^y/ = 4\ + ' )(log -~)'' + ^1 .

et des équations (287), (288), (282) on déduit

(289) 2 - 2 ^ - = X i + . log ±-) + k

+ 2K(- 1 , 0) jlog -^ Â'(- 1 , 0) X - l
(1 - .r) log J^- - + À,(l - x)

I i — X ^ i — X

+ |/V(- 1 , 0)^ - 2 /t (- 1 , 1)J X + 1(1 - r) 'l k~^ log Å . X* .

En remarquant que

\ogk<k''
,

on aura

(1 - :^0 Ik Uogk. x' <(l-x) Z x' < 1 ,

et, par suite, on obtiendra de l'équation (289)

(290) lim "=> '" n=i n _ i •

(log—
_^

2

Nous résumons les formules (279), (286), (290) dans ce théorème:

Théorème XVIII. En désignant par x , s , Sj des quantités réelles,

qui satisfont aux inégalités

— 1 < .r < 1 , s > — 1 , .?! < — 1 ,
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on aura

lim (1 - xy^' I m' Z ^= IXs + 1) iKi- s - 2 , 0) +
m = l 71= 1 n

1 )

lim
jY — "f n''^-" - (K(ß, , 0) ^-) log -J_|

= - A'(.. , 1) -
(«. + 1)

2" '

ï/j = oo 1 n= ce jnn

lim
m=l '" n=l

(-t^t)

__ 1

'~
2

Considérons maintenant quelques cas spéciaux des deux théo-

rèmes précédents. Supposons d'abord

s = s. 1 ,

nous obtiendrons du théorème XVII

^291) lim

ni=co 71 = 00

(1 - .*)'+' 2 ™' I ^'^'"" + ^'(« + 1) log" (1 - ^)

m = l « = l

et, en y appliquant la formule

log(l —x) =--- -- Z 1

nous aurons la proposition suivante:

Si l'on désigne far s une quantité, soumise à la condition

s> - 1
,

on aura

Î71= 00

lim 2
^=1 m=l

(1 _ a.)'+'/n' 2 »'a'""- r(.^ + 1)— = r'(,+i)+2A-(-i,o)r(.+i).
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Dans les cas, où s est un nombre entier positif ou nul, le second
membre de cette équation peut se mettre sous la forme

1.2.3...* j/vX- l,0) + l + i + l + ...4-ll
,

et pour .s^ = , 1 , 2 nous en obtiendrons les formules

«i = co

(292) lim 2 l"-^^ - ^l
:,'" ^ K(- 1,0),

' = ' m=i (1 —X mj

(293) li,.Y|^^i^lj... = A-(-1.0)+I,

(294) li. Tl "''<';:->V^"^ - -! '" = 2 A-(- 1 , 0) + 3

D'après cela nous évaluerons les sommes des séries

(295) V ,„' log ^_i^ ,
V ^!Li^^ ,2 ™ "

,„ = 1
. - ... .... . . „ 1l_x"' „tli 1-.^"' ' r, (l-a;-)^

pour les valeurs de .c, qui diffèrent très peu de l'unité, en désignant

par t une quantité réelle quelconque. Quant à la première de ces séries

nous obtiendrons immédiatement du théorème XVIII la proposition

suivante :

En désignant par t une quantité réelle, on aura

lim(l-.T)'+^ I m'iog-^i^ = ]\t+l)\K{-^-t-2,()) + ~\pourt>-l,
x=l ,„=1 i. —X

I
' + J-)

lim \Y ^n' log^^ - (K(t , 0) - ^—) log -J—

j

= - K(t , 1) -.- -7^—-^ pour t<^l

et

m = CO 1 -I

2 -log
lim

,„=, m I —x"

og
1 Y 2

l-x
Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.
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Le second membre de la première de ces formules est d'après

l'équation (36) égal à

^(^+1)Jt^+^+-3^ +

et pour i = , 2 , 4 nous en trouverons les formules

1 2
1 57

(296) lim (1 - x) 2 log
1-x'" 6 '

m= 'K> 1 _. -1

(297) lim (1 - xY 2 '«' log -^ = — ,

(298) lim(l -,i')'V „iMog ^
^"^

x=.i ™=,
"^

1 —A-'" 315

et, en général,

m = x 1 92;-2 p 2;-

(299) lim (1 - xf'-' Z m-'"' log - - = - —^^
,

,:fli -^l-^"' r(2r-l)

en désignant par r un nombre entier positif quelconque.

En posant dans le théorème XVII

s = t , s, =
^

nous obtiendrons pour t >

(300) lim (1 _ xy^' Y ~^ = l\t + l)j/i(- « - 1 , 0) + 1. ,

»=1 m = : i- — X
\

i
\

substituons dans le même théorème

.s = ,...=< ,

nous aurons pour t <

(301) lim (1 - ..) z ^"^ = ür(i - 1 , 0) - 4- .

'=1
,«= 1 1 - x'" t
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De ces deux formules et de l'équation (291) résulte la proposition

suivante :

En désignant par t une quantité réelle, on aura

lim (1 - aO'+'Y /"^„ = IXt + 1)\k(- ^ - 1 , 0) + 1{ pour t>0
,

m=x .„t m -I

lim (1-^0 2 r--"^ = À'(i — 1 , 0) - -1 pour t <

et

lim (1 - ^O Z ^^~ + log (1 - .0 = K(~ 1,0).
'=1

( m=l l — 'V
)

En posant le second membre de la première de ces formules sous

la foi-me

r(t + 1) l-J^ + —~_ + -J^ + . . .1
,

nous en obtiendrons pour i = 1 , o , 5 les formules

'" = * 1)1 7."' 7,2

(302) lim (1-^0' 2
,:!i 1 - -v"'

6" '

(303) lim (1 - .ty Z
'"='-

-n^A-'" 7t'

Il 1 - a;'" 15 '

(304) lim(l-.r)^ I ^_ = A^^
x=i „=i 1 —a;'" 63

et, en général,

(305) lim (1 - xy^ 2
1 1 — X"

en désignant par r un nombre entier positif quelconque.

Posons dans le théorème XVII

.* = f , «i = 1 ,

nous aurons pour t > 1

(306) lim (1 - xy+'Y "''•^'"'

,
= /'(^ + i)!ä:(- « ' 0) +—^-

.=1 ^
™tt (1 - x"'f ^

-r
^^ ^ ^^ t-l
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m

en posant clans le même théorème

.s = 1 , .s, = )^
,

nous obtiendrons pour t <1

(307) lim (1 _ .y Z ,y^,. = /va - 2,0)-—L^
,

et de ces deux formules et de l'équation (291) résulte ce théorème:

Si l'on désigne par t une quantité réelle^ on aura

lim (1 - ..)'+•T rr^"^^^
= nt+ OJ/vC- ^ 0) + L^j pour t>l

,

lim (1 - ^O'^Y 7T^^^ = Kit -2,0)-^_ ^;o«r < < 1

et

lini 1(1 - .lO^T ,,

"''''",
+ log (1 - .o! = /v(- 1 , 0) + 1 •

Le second membre de hi première de ces formules est d'après

l'équation (36) égal à

et, par suite, nous obtiendrons pour < = 2 , 4 , 6 les formules

m-=

(308) lim(l- j^)^ 2
f'= l m=

m=

(309) lim (i - xY Z

-j (1 -x^y 3
'

4/ï*

1 (1 - ary 15 '

(310) lim(l-.c)' l'
7«^^•

^ ,-, (1 - x-y 21 '

et, en général, on aura la formule

(311) lim (1 - .0"-^'T ,/'''"'"". = 2''''B,.n-
,

où l'on désigne par r un nombre entier positif quelconque.
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§• 8-

SUR LES NOMBRES PREMIERS.

Désignons par //i("0 une fonction, qui satisfait à la condition

pour tous les nombres entiers positifs, premiers entre eux, nous obtien-

drons du théorème VIII, en y remplaçant /(m) par .</i(»Oi

m= '^r,

C«,, «2, ...=0,1,2...)
"'=1

d'où l'on tire, en vertu de la propriété sus-dite de la fonction </, (m) ,

(a,, «,...=0,1, -2,...) "1=1

et, par suite.

«1 = «.= "] = m = l

ou

o = CO »( = 00

(312) ni; ffiip") = 1 .71 ("0 ,

p «= «1= 1

où jj est égal successivement à tous les nombres premiers positifs. De
là résulte ce théorème :

Théorème XIX. Soit gi(m) ime fonction, qui pour tous les nom-

bres entiers positifs m et n, premiers entre eux, satisfait à l'équation

9i{m)g,(ii) =g,{mn)
,

on aura

et = 00 /ii = <X)

\\1 9i{P'')= I ^i("0 ,

pa = /11= 1

pourvu que la série dans le second membre converge indépendamment de

l'ordre de .st-.s termes.

-'-[^

<* e^. V^B
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Soit maintenant, comme dans les théorèmes XII et XIII, g {in) une

fonction, qui pour tous les nombres entiers positifs m et n satisfait aux

conditions

y(:m)g{n) = g(:mn)
,
g{l) = l

,

et posons dans le théorème précédent

nous aurons

a=co m = <x>

(313) nu ff(py= 1 90>ô
p a=0 m=l

OU

1 ni = co

(314) Il -^ -^ = 2 </("0 ,

ce qui démontre le théorème suivant:

Théorème XX. Soit g (m) une fonction, qui pour tous les nombres

entiers positifs va et n satisfait aux conditions

g{m)g(n) = g{mn) , </(l) = 1 ,

on aura

1 ïji= <»

n -r-V-^ = 2 y^"''^ ^

p 1 —9{PJ

pourvu que la série dans le second membre converge indépendamment de

l'ordre de ses termes.

Posons dans la formule ainsi démontrée

(315) 9(ni) = --i-^
,

OÙ Ton désigne par iv une quantité positive, nous aurons

1
m=oo 1

(316) Il ^= l ^:^>
p -1 ! m=l '^^
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d'où Ton tire, en prenant, les logarithmes des deux membres,

(317) -ziog-(i --!,„) = iogT~à-..

Mais pour < c < - on a évidemment

-l0g(l-5) = - + ^s'-'
,

OÙ < /. < 1 , et par suite nous obtiendrons de l'équation (317)

• (318) 2 -à. + 2 -^ = logT -^
Puisque on a, d'après l'équation (56), pour < iv < 1

(319) 2 -^J =± + 1, ,

où Ài est fini pour < tu < 1 , on déduit de l'équation (318)

(320) lim JlJL_ __ = lim - = 1 .

w= , 1 10= 1 1
log— log—
^ ii; w

D'après la règle générale pour évaluer des fractions, qui se pré-

sentent sous la forme ~-
, nous en obtiendrons, b étant un nombre en-

tier positif quelconque

(321) \imio'li^^jf^ IIb)
P F^"

Cela posé, nous appliquerons aux formules (320) et (321) les

théorèmes IV et VI; désignons pour ce but par

Pi 1 P2 1 Ih : • • •

les nombres premiers positifs, rangés par ordre de grandeurs croissan-

tes; soit de plus p, le plus grand des nombres premiers, qui ne sur-

passent pas le nombre entier ?; , de sorte que l'on aura
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En désignant par a une quantité positive quelconque, et en posant

c„ = n"-'
,

si n est un nombre premier, mais

c„ = ,

si n n'est pas un nombre premier, l'équation (320) peut s'écrire

1 71=« „

lim—-— Z ~-r- = 1
,

'-Mogl -
«"""

w
n = l

et, par suite, nous aurons d'après le théorème IV

liin
(gl + C'2 + • • • + ^'J ^og " _ 1

n=oo n" a

ou

(322) lim (pr+j^r^ + ---+pr')iog!L = i .

Posons maintenant

c„ = n"-' (log «)'-'
,

si n est un nombre premier, mais

c„ = Ü
,

si n n'est pas un nombre premier, où l'on désigne par a une quantité

positive et par b un nombre entier, qui satisfait à la condition

b>2
,

nous obtiendrons de l'équation (321), en y remplaçant b par b — 1,

(323) Wmw'-'^Z ^ = r(b.-\) .

»=o „_i n

Remplaçons dans le théorème IV b par b — 2 , nous aurons la

formule

(824) lim tv'-' "f —"- = a /'(6 - 1) lim ^i + ^2 + • • • + ^n

^ ^ ..=0 „Ti n«+'"
^

«=» «"(logn)*-'
'
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et de ces doux équations on tire

(325) lini
''' + - + --- + <-j^ _ 1

n\logny-^ aH = 00

OU

(326) lira
Pr'(log;>,)^-' + K-'(log/^0^-' + +p-r (log P,r-' ^ }_

"=« ?î"(log n)'"^ a

Pour dernière application, posons

_ (logn)^-'

îi

si n est un nombre premier, mais

e„ ^-. ,

si n n'est pas un nombre premier, la quantité b ayant le même sens

qu'auparavant, nous obtiendrons de l'équation (321), en y remplaçant b

par 6 — 1 ,

(327) lim w'-'Y -^ - ^Xb - l) .

Remplaçons dans le théorème VI b par 6 — 1 , nous aurons la

formule

(328) lim w'^-'Y -^ = 'Xb) lim ' ^'^^ •;:; + '"
,

w=o „=i n'° «=x (log '0

et des équations (327) et (328) on tire

(329) lim _£L+_ij + H ''" = ^—
ou

(log
/
>.y~'

I

Oog^^^r ^

,
...

I

Qogpy-^

(330) lim h El h = L_
^ ^ «=« (log ny-'- b - 1

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IIL 12
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Maintenant nous résumerons les formules (322), (326), (330) dans

un théorème; des équations (322) et (320) on peut conclure, que les

formules (326) et (330) subsistent aussi pour 6=1; par là le théorème

suivant est démontré.

Théorème XXI. Désiiinons par a une quantité positive quelconque^i

par b un nombre entier positif et par

Pi , P2 5 /^3 ' • • • •

les nombres premiers positifs, rangés par ordre de grandeurs croissantes; soit

de plus ps le plus grand, des nombres premiers, qui ne surpassent pas le

nombre entier n, on aura

lim pV (log p^y-' + 7>r' (log p,y-' + ...+j>r(iog />./"' _ i

?i"(log?2)''-'' a

et

(logpi)'-^
,

(\ogp.r-' , ,

Qogp;)»-'

lim J^' P? P^_ = _ ^

(\ogny-' 6-1 '

pourvu que les limites dans les premiers membres soient des quantités finies

et déterminées.

Pour 6 = 1 et 6 = 2 nous obtiendrons de la première de ces

formules

(331) lim (£ri+_/^r' + --- +K-')iogg ^ 1
^

»=» n" a

(332) lim /^r^ log Px + />r' log p2 ^ \- pT' log Ps _ 1
^

-!=» n" a

et pour 6 = 2 on déduit de la seconde formule

(333) lim

log Pi _|_
logÄ

^ ^
log ^J,

log n
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§• y.

SUR QUELQUES FONCTIONS CONJUGUÉES SPÉCIALES.

Dans le quatrième paragraphe nous avons démontré, qu'à chaque

fonction /\(^'n), qui ne s'annule pas pour m= 1, correspond une autre

fonction /2 (?rt), que nous appelons la fonction conjuguée de /i(m), et

les valeurs de la fonction /^(»0 sont déterminées par les équations (173).

Dans le cas spécial, où

nous poserons

/;(/u) = t,„
,

et pour la détermination de la fonction t„, nous aurons les équations

f, = 1 , ^ + ^, = ,

^ + ^3 = , fj + ^3 + f, = ,

fj + f, = , <^i + f,i = ,

et, en général, pour m > 1

(334) 2 ^, = ,

où d est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre m.

Des formules ci-dessus on obtiendra

fi = 1 , f, = - 1 , fg = - 1 , t^ = , éj = — 1 , f, = 1
,

f, = — 1 , fg = , /-g = , f,u = 1 , <-ii
= — 1 , fi2 = ,

et nous démontrerons, que la fonction f,„ ne peut prendre d'autres valeurs

que 1,0,1. Du théorème XII on déduit dans ce cas

m — ce n — »

(335) 0(,zO= l i/(m) Z f„g{n)4>(innx)
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ou, en renversant l'ordre de sommation,

n=yj m= 00

(336) *OxO = l e„g(ji) Z ^j(m)<P(mnx) .

Eli y posant <P{œ) ^ 1 , nous aurons

m = X n=-r^

(337) Z y{m) Z ^.'/(n) = l
,

m=l 71 = 1

d'où l'on tire, au moyen du théorème' XX,

(338) "I ^nHn) = \\il-g(pj) .

n = l p

Mais en vertu de la relation

g (^111)1-1 (il) = g^tmi)

le second membre de l'équation (338) peut se mettre sous la forme

1 /inf/ 00 ,

11 = 1

OÙ /(„ = , si n est divisible par un nombre carré plus grand que l'unité;

dans le cas, où n n'est pas divisible par un tel carré, on aura //„ = 1

ou /i„ = — 1 , suivant que le nombre des facteurs preaiiers du nombre ??

est pair ou impair. En égalant les uns aux autres les coefficients de

g (il) dans les deux membres de l'équation (338), nous obtiendrons

f-n = /'il ,

et par là le théorème suivant est démontré.

Théorème XXII. En iJésignant par <„ la fonction conjuguée de

Vunité, on aura pour m > 1

2 ^„ = ,

a

OU d est égal successivement aux diviseurs positifs du nombre m; de plus on a

^™ = ,
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si m est divisible par un nombre carré -plus grand que l'unité^ mais

^,. = ± I
,

suivant que m est composé d'un nombre pair ou d'un nombre impair de

facteurs premiers inégaux entre eux; et en désignant par <i*(x) tone fonction

quelconque et par g (m) une fonction^ qui pour tous les nombres entiers posi-

tifs m et n satisfait aux conditions

g{m)g(ii) = g{mn)
, ^(1) = 1 ,

on aura

*0O = Z ^i .'/("•) l!!
g(m)4>(mnx)

n = l 111 = 1

pour toutes les valeurs de x, pour lesquelles la série dans le second, membre

converge indépendamment de l'ordre de ses termes.

Exemple 1. Posons

g(rn)= 1 , <P{x) = a'
,

où < a < 1 , nous obtiendrons de ce théorème pour x >

Ji = w ni= OD

a = ^ t-n ^ a
,

)i=i iit^i

eu y remplaçant a'' par ; , nous aurons pour < c < 1 la formule

V
1 ?"

Exemple 2. Par les substitutions

g (m) = 1 , *(.r) = 4-
,

où < a < 1 , nous trouverons pour x>0

(J/ ^n ^r» "— = 2 f« 2
,

X „=, „=i 7nnx

X
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d'où l'on tire, en y remplaçant a' par z
,

«=» j. 1

^ = Z - log
1 — z"

Exemple 3. Pour

où < a < 1 , nous obtiendrons

n = » wi = 00

œa'' = '^ t„ ^ mnxa"""'

et par suite, en y remplaçant ß'' par c,

" h. (1 -^T
•

Soit î/i un nombre entier positif, et posons

p,„ = 1
,

si 111 est un nombre carré, mais

si m n'est pas un nombre carré; eu désignant par /y„, la fonction con-

juguée de p,„, nous obtiendrons des équations (173) pour la détermina-

tion de la fonction /;„, les égalités suivantes:

ni = 1 , '^5 =^ 1 '/9 + '/i = <^ »

7^2 = ,
-)i^
= , 1/,, = ,

//3=0, »^7 = 1 '/n == '^ '

'^4 + '/l = , ^/8 + '/-• = , 'y, 2 + '/3 =

et, en général, on aura pour m > 1

(339) 2 ;;,„ = .
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où (if, est égal successivement, à tout diviseur du nombre ?/(., pour lequel

— est un nombre carré. De ces équations on tire

'il = 1 5 '/2 = *^ 5 '/3 = ^7 '/l = — 1 > '/n = > '/6 = '

'/7 = Ö , '/s
= , ;/^ = — 1 , /y,„ = , //h = , //,2 = ,

et nous démontrerons, que la fonction ij,„ ne peut prendre d'autres va-

leurs que 1 , , — 1 . Du théorème XII on tire dans ce cas

;n = 00 M = ûo

(340) *(j;) = Z QmiK'n) Z %gÇn)4>Ç7n7ix)
,

»1=1 '( = 1

d'où

(3-11) 0Gc)= :2 //„(/(»,) 2 (>,„</(m)*(mn.iO .

n = 1 m=l

Pour 0(tr) = 1 on en dcclnit IV'qiiation

711= OD H = X

(342) 2 ?m^(''0 1 >lny{n) = 1 ,

m=l n=l

qu'on peut mettre sous la forme

m= <X) n= Ä

(343) 2 i7C'«)' I >U9{n) = \ .

Remplaçons dans Téquation (337) g {ni) par g{my\ nous aurons

m= 00 11= xj

(344) Z (/(m)^ 2 ^,//(«)•^=l ,

et des équations (343), (344) on tire

(345) "ï
'Ingin)

="ï ^„giny .

n=l 11= 1

En y posant
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nous aurons pour c > 1 la formule

(346)
ru _ y e.,

et en éacalant les uns aux autres les coefficients de — dans les deux

membres de cette équation, nous trouverons

'i„ = f^7
)

si n est un nombre carré, mais

»/„ = ,

si n n'est pas un nombre carré. De ce qui précède résulte ce théorème:

Théorème XXIII. En posant

Qm = 1 ,

si m est un nombre carré positif, mais

Q,„ =-. ,

si m n'est pas un nombre carré positif, et en désignant pjar /;„ la fonction

conjuguée de ()„ , on aura j^our m > 1

1 Va. = ,

oh dg est égal successivement à tout diviseur positif du nombre m, poitr

lequel est un nombre carré; de plus on a

do

' 'Im ^^ ^Vnl 1

si m est un nombre cai'ré^ mais

Vm = ,

si m n'est pas un nombre carré; en désignant par *(x) une fonction quel-

conque et pjar g (m) une fonction, qui pour tous les nombres entiers positifs

va et n satisfait aux conditions

g(jn)g(7i) = g(mn)
, g(\) = 1 ,
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on aura

pour toutes les valeurs de x, pour lesquelles la série dans le second membre

converge indépendamment de tordre de ses termes.

Si l'on désigne par vi un nombre entier positif, et par p^ i P2 i Ih i
• •

les nombres premiers positifs, rangés par ordre de grandeurs croissantes,

le nombre m peut se mettre sous la forme

m = ^;"i p"2]j"3 ....

d'une seule manière; par suite les exposants «, , a^ , «3 , . . . sont com-

plètement déterminés, et en définissant une fonction numérique À„ par

l'équation

A,„ sera une fonction bien déterminée pour tous les nombres entiers po-

sitifs m.. En posant

TO, =pP^p?^^pl^ . . . . ,

on a de môme

et puisque

on a

î?iî?i, =
i)''\+?\

jj«2+ft j;«3+A . ,

de ces équations on obtient la formule

(347) ' À„„„, = À„A,„,
,

qui subsiste pour tous les nombres entiers positifs m et m^. Les valeurs

de la fonction À„, pour les douze premiers nombres sont

A, = 1 , Â^ = - 1 , A3 = - 1 . /, = 1 , À, = _ 1 , ;.,. = 1
,

L = — 1 , Âg = — 1 , À,, = 1 , /.jj, = 1 , /.j, = — 1 , À,j = - 1
,

Nov.1 Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III 13
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et en désignant par p un nombre premier quelconque, on a évidemment

p

Cela étant, désignons par i;,,, la fonction conjuguée de A„ , nous

obtiendrons des équations (173) pour la détermination des valeurs de la

fonction t,„ les égalités

Cl = 1 , Cs — Cl = , t9 — t3 + tl = ,

^2 - Cl
= , Ce

- Ca
— Ca + il = , Cio - Cô - C2 + Cl = ,

Cs
— Cl = ' C7 — Cl = , Cil — Cl = ,

C4
—

Ca + Cl
= 5 Cs

— C4 + C2 - C, = , fj2 _ t, — t4 4- Cs + C2 — Cl = ,

et, en général, ou aura pour m > 1

(348) iKiU =0 .

Des formules ci-dessus on tire

Cl = 1 , C2 = 1 , C3 = 1 1 C, = , tj = 1 , Ce = 1 ,

^, = 1
, Cs = , Cd = . Cio =1 , Cl = 1 , C12 = ,

et nous démontrerons, que la fonction u ne peut prendre d'autres va-

leurs que 0,1. Du théorème XII on tire dans ce cas

(349) *(,!)= 2 Kg{m)Z tng(n)4>(jnnx)
/rt= 1 n = 1

on, en renversant Tordre de sommation,

71=00 m = xf

(350) *(.iO= 2 ^„g{n) 2 Kn9im')'i'(mnx) .

Il = 1 m = 1

Pour *(^') = 1 on en déduit

(351) 2 ^-.</(»0 I i.9(n)= 1 .



Recherches sur les valeurs moyennes dans la théorie des nombres. 99

Remplaçons maintenant dans l'équation (337) y(ï?i) par A,„ (/(??i),

ce qui est permis à cause de la formule (347), nous aurons

m = 00 tt— y^

(352) 2 Kg (m) l ^,Å„t/C»,) = 1 .

et des équations (351) et (352) on tire

n= 00 /( = OD

(353) 2 &.^00= 2 f„Kg(n)
,

' n= 1 11 = 1

d'où

(354) Cu = fnK .

Dans les cas, où n est divisible par un nombre carré plus grand

que l'unité, on a f„ = , et par suite ^„ = ; mais si le nombre n n'est

pas divisible par un tel carré, n peut se mettre sous la forme

71 = /.»1 ^^27^3 . . . . p, ,

où les facteurs premiers pi , 2^2 ... . ]h sont inégaux entre eux, et l'on a

.„ = (_ 1)^ , k„ = (_ 1)'
,

et, par conséquent, on tire de l'équation (354)

C„= 1 •

Par là ce théorème est démontré:

Théorème XXI V. Soit m un nombre entier positifs e^ p, , p^ , . . . p^

toïis lef facteurs premiers inégaux, dont m est composé; posons

m — p"i pp . . . p'^^'

et

K = (- l)«. + «a+-+ «..
,

et désignons par i;„ la fonction conjuguée de À,„, on aura pour m > 1

drf, = m



100 A. Berger,

de plus on a

In = ,

si m est divisible par un nombre carré plus grand que l'unité, mais

si m n'est pas divisible par un tel carré; en désignant par *(x) une

fonction quelconque et par g (m) une fonction^ qui pour tous les nombres

entiers j)ositifs m et n satisfait aux conditions

g{m)g(n) = g(jnn)
,
g(l) = 1 ,

on aura

pour toutes les valeurs de x, pour lesquelles la série dans le second membre

converge indépendamment de l'ordre de ses termes.

Posons dans les trois théorèmes précédents

*(.r) = 1 ,

nous en obtiendrons les formules

(355) T^(n)Y^i700=l ,

(356) Y9ng(ji)Ynng{n)=i

ou, en vertu de la définition de la fonction p„,

(357) Y giny'Y rug{n) = l

et

(358) 2 Kg{n) 2 Lg{n)^ 1
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Les fonctions

//('0 1 .'/('0' 1 K<j{n)

satisfaisant aux conditions, énoncées dans le théorème XX, on pourra

transformer les premiers membres des équations (355), (357), (358) au

moyen de ce théorème, ce qui donnera

(359) Y^.9(.n)= ll(l--,'/(p)) ,

(360) Ynn9(n) = \\{l^9{py)
,

n= \ p

(361) "ï ^„g{n) = H (l - A,>j(p-)) = \] (l +y(i^)) ,

»=i p p

et de ces trois formules on tire

(362) Y r]„g (n) =Y ^^'/ ('0
"ï C«i7(n) .

n=l » = l n= l

Cela fait, nous obtiendrons des équations (355), (356), (358), (362)

les relations suivantes:

(363) "if g (n) = Y C« y («)Y Cn9 (n)
,

71=1 11= 1 n=l

(364) Y Çn9 (») =Y 9 (»0Y K9 ('0 .

(365) Y K9(n) = Y f„9(?^)YQn9(j>') .

71 = 1 n=l n= \

(366) "ï f„.9 (n) =Y '?» 5^ (")T Ä.^ (^) ,

K= l n=l 11=1

(367) Y //„(/(«) =Y f..</('0Y U<7(") ,

11= 1 n = l »1=1

(368) Y tn.'/ (") =Y i7('0Y '/.^ («) •
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Posons maintenant dans le théorème IX

*(A-) = 1 ,

nous obtiendrons

n= l n=\ n = l iUU~n

en appliquant cette formule aux seconds membres des équations (363),

(364), . . . (368), et en égalant les uns aux autres les coefficients de g{k)

dans les deux membres des équations ainsi obtenues, nous aurons les

formules

(369)

(370)

(371)

(372)

(373)

(374)

Au moyen des formules précédentes nous déterminerons les va-

leurs moyennes des fonctions

posons pour ce but dans les équations (355), (356), (357), (358), (368)

9(n) = -— ,

où IV est une quantité positive; en appliquant aux équations ainsi obte-

nues les formules

lim w y, —~— = 1 , lim Y ——-— = —- ,

1
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nous en obtiendrons pour rv =

(375) lim 1 Y ^- ,V = 1 '

(376) lim I -^ = 4-
î

(377) lim 2 -^ = ^Pn
^"

IUI /_| ^^^ •

»=o „t^i n'+'" 6 '

(378) lim— 2 -A_ = ^ ,

(379) lim w ^ 4^ = 4 •

Posons dans le théorème IV

a = 1 , 6 = ,

et y remplaçons c„ successivement par

nous eu obtiendrons, au moyen des équations (375) . . . (379), les formules

(380) lim '' + '' +^-- + '" = lim wY -%^ = ,

11=00 n 10=0 „=i n

(381) . lim '(^_+ ^i^i + • • • • + '/« _ lim «,Y -~^ = .

(382) lim gL+ g^ +•••• + ^" = lim m; Y -r^ = O
,

ri=M n «=o „=i n "^

(383) lim
^i + ^2 + •••• + ^» _ li^j ^ Y 4^ = ,

n 'c=o „=i n^+"

(384) lim ^^ + £2 + • • • • + C. _ lim ,„ 2 i
^ =

«=oc 11 w=o „=i n "^
TT'

6^
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Ces formules ont été démontrées sous la supposition, que les

limites dans les premiers membres soient des quantités finies et déter-

minées. Des définitions des fonctions /y„ , (>„ on peut conclure, que les

formules (381) et (382) sont rigoureusement vraies, et dans ce qui va

suivre nous donnerons une démonstration rigoureuse de la formule (384).

§• ^0.

SUE QUELQUES APPLICATIONS DE LA FONCTION E^ .

Posons dans le théorème XIII

f\(m) = 1 , f/(ni) = 1 ,

d'où

/aCm) = f,„
,

nous aurons ce théorème:

Théorème XXV. Soit f(m) une fonction quelconque
.^
et posons pour

tout nombre entier positif k

h(k)^lf{d) ,

nous aurons

tlcl,=i:

Voici quelques applications de ce théorème:

1) En posant

f(m) — 1 pour ??i = 1
,

/(v/i) = pour m> 1
,

nous aurons évidemment

h{k)= 1 ,
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et, par suite, nous obtiendrons la fornuile

/(/') = Z ^, ;

d'I, ii

par là nous avons retronvr les formules

(385) Z ^, = 1

our A:= 1 et

(386) Z frf =

P

pour Ä' > 1 .

2) Posons

/("0 = (/)(m)
,

où (/"'(m) désigne, combien il y a de nombres premiers à m dans le groupe

1 , 2 , 3 , . . . . ?n
,

nous aurons

mais, d'après une formule connue, un a

(387) Iv(d) = k.

Il s'ensuit

h k) = k
,

et, en y appliquant le théorème précédent, on aura

(388) (p(k)^ le,,d, .

aa,=t

3) En posant

/("0 = /C"0 1

où

/("0 = log- /' '

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. 111. 14
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si m est une puissance du nombre premier p, mais

si m est égal à 1 , on si m est divisible par deux nombres premiers

différents, on aura

h{k) = 2 xi'O ;

.w, ai-

mais de la définition de la fonction x(."^) résulte la formule

(380) lxi^O = ^ogk .

Il s'ensuit

h (k) = log k
,

et, en y appliquant le théorème ci-dessus, on déduit la formule

(390) /Xk) .-= Z ^, log d, .

Maintenant nous résumons les formules (388), (390) dans le thé-

orème suivant:

Théorème XXVI. En désignant par (f'{m), combien il y a de

nombres premiers a m dans le groupe

1 ,2,3,....»«,

et en posant

X{m) = log p ,

si m est une puissance du nombre premier p, mais

X{in) = ,

si m est égal à 1, ou si m est divisible jtar deux nombres premiers diffé-

rents^ on aura pour tous les nombres entiers positifs k

(/.(^)= Z t„d,
,

X{k) = Z f,/Iog(^, .
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§• 11.

DE LA FONCTION Z,„ .

%

Désignons par a une quantité positive, et posons dans le thé-

orème IV

h — r — 1)"-*'* '

nous aurons la formule

(391) lim ?<; Y -f^ir = ^ ^^™

en posant dans le théorème VI

i-':, + 2"-^:, + . + '^"-^;;

6 = 1 , ^-^ = -^
,

n

nous aurons

(392) lim w 2]' 4t^ = ^™ —
'' + t^ + ---+^

log n

Des équations (379), (391), (392) on déduit

(393) lim
,;=» n" n-

a

et

- (394) hm = -^ ,

Ä== log n n

formules, qui ont été démontrées sons la supposition, que les limites

dans les premiers membres soient des quantités finies et déterminées.

Maintenant nous démontrerons rigoureusement ces deux formules
;
posons

pour ce but dans le théorème XIV
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où a>0 , et observons, que d'après les équations (173)

nous aurons

Lld,=t ddi=k

OU, d'après l'équation (373),

xp{k) = W-'ii,
,

et, par suite, nous obtiendrons de la première formule du théorème sus-dit

où

(395) 2 A;«-»;-, = 2 FAEm)]^-'^,,
,

F.,{k) = l'-i
-I-

2"-' + 1-
/(."-

.

D'après l'équation (231) on a

(396) F, [e
(^))

= 'J^ + A-(« -1,0)+ -^Ç-
,

et des équations (395) et (396) on tire

(397) 2" k"-' r, = "2
i

"""^'''
+ A'(« -1,0) h"-' + IW-j u, .

Remplaçons dans la somme du second membre h par /r, ce qui

est permis, la quantité //,, étant nulle, si h n'est pas un nombre carré,

nous aurons

A = n h^Eiyn)l a lia
)

(398) 2 k"- l; = 2 ~, - + A(« - 1 ,
0)/r''-^ + ^n-^-M e, .

/1 = 1 A= l (
oî/i

I

Maintenant nous distinguerons les deux cas suivants:

1) Pour a = on tire de l'équation (398)

^^
^ .^/il; ~ .t, r A''

"^
/i' n\

'

li = E(Vn)

= logn 2 tI + ^, 1

;,=i «
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où la qiiautilé À, est finie pour toutes les valeurs du nombre n .

En posant cette équation sous la forme

(400) 2 )'- = log n l ^- - log n 'l -^ + k,

*=I '^ ''=1 "'
h=E{Vn)+l

"

7r
«A

— X 1

et en observant, que la valeur numérique de la série

z

est plus petite que

'1

on obtiendra de l'équation (400)

(401) ï"A = log n T-^ + ^ = A log n + k
,

1=1 «'' /,=1 " ^

oil la quantité l est finie pour toutes les valeurs du nombre n.

2) Pour a > on déduit de l'équation (398)

(402) 2 r-' L', = — 2 4- i Z ^/</*' +Ä(«-1,0) V ^„A^"-

1 = 1
^ A=l '' ''' A= l /< = 1

-f-
n Zi ^^h = — ^ JJ _ 7? + ' " '* + ''•2" *

;,= i '^ * = i
'i (^ Ä=£'(v'7i)+1 '^ /1=1

et, en y appliquant l'équation (232), on aura le théorème suivant:

Théorème XXVII. Soit n un nombre entier positifs et a une quan-

tité réelle^ on aura

*="
6

2 k"'^'Ci. = - .j- log n -j- Â pour a = ,
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-f-
l^ pour U < a < -

,n^a ' '
'

2

12V« , -, ,
1

-(- /-2 log- ?i i^our a-— r .-2 .v,g, ,„ ^.^,v, " — gl

en"
, ,

-i ^1

ou les quantités i. sont finies pour toutes les valeurs du nombre n .

Pour a = 1 on déduit de ce théorème la formule

(403) 'Ï'Ç.= ^ + lin ,

d'où résulte cette proposition:

Le nombre de ceux des nombres

1,2,3,....« — \ . n
,

qui ne sont divisibles par aucun nombre carré plus grand que Vunité, est

égal a

en désignant par l une quantité, qui est finie pour toutes les valeurs du

nombre n .

§• 12.

DE LA FONCTION <P(m) .

En substituant dans le théorème IX

/(m) = (fim) ,
/;(m) = 1

, gim) = ^^ , ^C-^) = '^''
-

nous en obtiendrons, en employant l'équation (387)

'"="
(f(m) "^* x'"" _ 'y x'

(404) 2 -^^^^ 1^=1
m" „t, n" -, k"



Recherches sur les valeurs moyennes dans la théorie des nombres. 111

formule, qui subsiste pour — 1 < .x' < 1 et pour toutes les valeurs de la

quantité a . Pour a = et a = 1 on en déduit les formules

"!^" y(?»)a;"' _ x
md

-x m^ ~~F\ N2~ 1

/;i = l
1 _ .t.'" (1 _ xj

T-^^^iog--' - '

m ° 1 _ a;"' ] —x

Posons maintenant dans l'équation (404)

.ï — 1 , a = 2 -J^ tv
,

nous en obtiendrons pour w >

y (m) "y"
1 y- 1_

(405) 2 -^^ I —.^- = I
m= l '" n=I

En multipliant les deux membres de cette équation par »;, nous

en tirerons pour tv =

m= <ß

(406) lim.. 1 '^^"^^-V .

En posant dans le théorème IV

6 = , .-„ = ««->(«)
,

nous en obtiendrons, a éiant une quantité positive,

(407) lin, .. Y -m- - « li-
;'->(l)+'^->('') + •• + ''•-'»("-)

»= -i 971"+" n = » n-

et, en posant dans le théorème VI

(p(n)
6 = 1 , t'„

n

nous aurons

^^AQN r "v" <^(»0 r 1'

(408) hm w 2 -^^:^- = li™ ^

<^'(1)
, 7^(2) ,

I

V<n)

71

«1= m= l
m^'^'° B=«o log n
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et des équations (406), (407), (408) on déduit

(409) Hm^°"-^W + 2-cK2) + ... + n-c^(>0

71 = » 'fï

et

(410) Inn

2
TT a

log;
~2~ '
77"

formules, qui ont été démontrées sous la supposition, que les limites

dans les premiers membres soient des quantités finies et déterminées.

Maintenant nous donnerons une démonstration rigoureuse de ces for-

mules. Posons pour cet effet dans le théorème XIV

f(m) = nf-^if^m)
, f\{m) = m"

où a>0, et observons, que d'après les équations (173)

/2 (m) = î/i"-'f,„
,

nous aurons

^<i-) = z d"-\id) . dr' = t-' 1 <fid)
d<l,=l- (1(1, =i:

OU, d'après l'équation (387),

et, par conséquent, nous obtiendrons de la troisième formule du théo-

rème sus-dit

(411) i^k''-h[.{k)=.^j[E\;i^))h'-^.„
,

où

W(k) = 1"-' + 2"-'
H + k"-' .

D'après l'équation (231) on a

(4,.) ^(i'@) = J^-^ + A-(»-1.0) + J^L,
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et des équations (411) et (412) on tire

(413) V
t'-^,i (/,) ^ V

j
-__=_'1_ ^ A-(« _ 1 ^ 0) A«- +

In"

Cela étant, distinguons les deux cas suivants:

1) Pour rt = on déduit de l'équation (413)

(414)
y" V<^1 - y"

j
^"A- n - log h /i (- 1,0) l )

= log 71 2 -*4 + /. = -^, log n-^k
,

,,=1 /i ;t

où l désigne une quantité, qui est finie pour toutes les valeurs du nombre ?;.

2) Pour a>0 on tire de l'équation (413)

n" ''""
f, i - 1

)''=" ''=" Si
(415) 2 ^"-^

y {k) = "

-

1; -;'^ + Wa -1,0)- A V
,^

/,»-. ^ ,,- . ^ ,

= if- + ^«''-'log» + /, ,

ji a

1 et Al étant des quantités finies. Des équations (414) et (415) résulte

ce théorème:

Théorème XXVIII. Soit n un nombre entier positif et a une

quantité réelle, on aura

i=ri ß
2 k"''^(f'(k') = log ?i 4- A ^)Oî(r a = ,

6ît" , r\ ^ ^ 1= — 1- Il pour < a < 1 ,

jj a

_ Qn"

~1?J + Â, n" ' log 71 2)our a > 1
,

ou les quantités À sont finies pour toutes les valeurs du nombre n .

Nova Act« Reg. Soc. Sc. Upa. Ser. 111. 15
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Pour a = 2 on déduit de ce théorème la formule

(416) I<p(k) = -tl\ +;nlog7i .

§ 13.

DE LA FONCTION A'(m) .

Posons dans le théorème IX

/("0 = /(»0 , /i (»0 = 1 , .'/("0 = -T > ^('^O = ^•'
»m

nous obtiendrons, en vertu de la formule (389),

(417) Y'^^'"^ Y '''""' =T logj^^
_

En y posant

,x' = 1 , a = 1 + «;
,

lîous aurons pour w >

m = 00

m=l '" 11=1 '* i = l
"'

Multiplions les deux membres de cette équation par ?(?% nous en

obtiendrons pour m; = , en employant la formule (92),

(419) lim w '"Z
--— = 1 •

En introduisant dans le théorème IV

6 = , c„ = n-'%(n)
,

nous aurons, a étant une quantité positive,

(420) lim .r -^(-I = a lim _
1":^;^_(11+ ^Tl^Sl+ ^^^+n^I^^ÉO

,

«1=0 „=i n 11=

»

/t
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et, en posant dans le théorème VI

Xin)6=1, („ = —,
n

nous obtiendrons

(421) \imwY ^li =y^m—l- ^ "'

,c=o „=, n'^'" 7.=« log n

Des équations (419), (420), (421) on déduit

(422) lin.
ü::x( l) + 2-;:(2)^+ L:^_+ü:ri^0O ^ i

et

MD^ + ;c(2) + . . . + J^^-^

(423) lim
^

?- ^" = 1
;

n==c log n

par là le théorème suivant est démontré.

Théorème XXIX. Soit n ?m nombre entier positif et a ime quan-

tité positive^ on aura

lim
l''-'x(l) + 2'-'z(2) + . . . + n-';f(n) _ 1

hm
j

= 1 ,

n=oo log n

pourvu que les limites dans les premiers membres soient des quantités finies

et déterminées.
*

Pour a = 1 on déduit de ce théorème la formule

(424) lim _A0)+^(2) + .^^j^(n) ^ ^ _
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§• 14.

SUE LES SOMMES DES PUISSANCES DES DIVISEUES D'UN

NOMBEE ENTIEE.

Considérons encore quelques cas spéciaux du théorème XVI;

supposons d'abord, que

t>0
,

et posons dans ce théorème

s = t , s,=0 ,

nous aurons

II

où d est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre

1-, et

(425) ï VaO = f\ !^^(- « - 1 , 0) + Ij + n \K(t - 1 , 0) _ Ij

i—t
<+i

ii~î~ 1

+ Ä, n' + A3 n 2 + /^ «' -
^_^

.

Posons dans le même théorème

.s- = ,
.V, = t

,

oil i < o ,
nous en obtiendrons pour t>-—l

(426) ï V'C'^) = "!^^(f - 1 , 0) - ij + f^\ \k(^ i - 1 , 0) + Ij

( +1

1±1 . n ' —l

et pour « = — 1

i =11

(427) 2 V'W =
'*JÄ^(-

2 , 0) + 1 + /., log

A = l
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Des formules (425), (426), (427) résulte ce théorème:

Théorème XXX. Désignons pav t une quantité réelle et posons

oh d est égal successivevient <) tous les diviseurs positifs du nombre k, 'noiis

aurons^ n étant un nombre entier positifs

2 Y'W = — . }K{-t- 1 , 0) + - + Ä?i' pour <> 1
,

t=

i

^ + 1 (

2

= -^j/v(- 2 , 0) + ij + kn log n pour f = 1 ,

= ^ __ Â'(- <_ 1 , 0)+ - + n y^r? _ 1 , 0) — i + Â?i 2 woi<r < < < 1 ,

f + 1
I

t)
I t]

= n

= îi log n + ?i 2 A'(— 1 , 0) — 1( -f hi^ pour < = ,

/t(< _ 1 , 0) _ 1L|. "^ )/i:(_ < _ 1 , 0) + 1 + /.n^'2)our— l<t<0
,

l ; I ( )

= n \K(— 2 , 0) + i| + â log n pour < = _ 1 ,

= n j/i (< _ 1 , 0) + / 2)0ur t < — l
,

en désignant par X des quantités, qui sont finies pour toutes les valeurs du

nombre n .

Au moyen de ce théorème nous déterminerons la valeur moyenne

de la fonction »/'(/c). Désignons à cet effet par // un nombre entier

positif, qui dépend du nombre n de manière que pour n = oo

lim // = oo , lim - = ;

n

cela posé, nous obtiendrons du théorème précédent les résultats sui-

vants :
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1) Pour ^ > 1 on obtiendra la formule

C428)
"2 '

v (^O
= —-^, (" + ^O'" ' - (» - /0'^^

+ Kin + h)' - h{n - hy

ou, par développement en série suivant les puissances croissantes de -
,

1 k=r,+h l 1
)

^t

(429) ^ T" V(^-) = lÄ'C- ^ - 1 . 0) + ±[ »' + A3n'-V*^ + ^4 ^ •

Soit maintenant le nombre /* du même ordre de grandeur que n*
,

nous en tirerons

(430) --L. "f
'

y,(^-) =
Jä-(-

^ - 1 , 0) + y n' + ln'~^ .

2) Pour < = 1 on déduit de la même manière

(431) ' "f* Ki) - \li(- 2 . 0) + 1| » +^^ •
•

Par la substitution

h = (log n)'+''
,

où (T > , on en tire

mais en y posant

h = n'"" log n
,

où < fT < 1 , on obtiendra

(433) -L 'T' V'W = i^^'C-
'^

, 0) + l| »i + '^n" .

2« te„_/,+i f ^
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3) Pour < t <l nn aura

(434) -L 'Y V'(^) = Ia'C- < - 1 , 0) + Il n' + K(t - 1 , 0) - 1

»4-1

, o,., i, n *

i—

t

Soit le nombre /i du môme ordre de grandeur que n «
,
nous en

obtiendrons

(435)-^
''£"

w(Ic-) = Ia'C- ^ - 1 , »0 + -! 'i'+ K(,t _ 1 , 0) - 1 + l?i^ .

4) Pour t = on obtiendra

1

(436) J_ "i' v^(l-) = log n + 2 /i (- 1 , 0) + A|l + A!^ ;

5

si le nombre A est du même ordre de grandeur que jî''
,
on en tire

1
A =n+A

(437) -ir I ^:(k) = logn + 2Ki-l,0) + -^y^ .

5) Pour — 1 < < < nous trouverons

(438) ^ "f
"

^(^0 = /v(^ - 1 , 0) - 1 + \r\- f _ 1 , 0) + ij n'

2/i *.„-*+! *
f

^'

+ Aj n' Vr -j—-^-

d'où l'on tire, // étant du môme ordre de grandeur que n ^
,

(439)4r- 'T v#)= A'(^-l,0)-7 + i^^X-^-l,0)+ yn' + ÀnV.

6) Pour < = — 1 on déduit

1 k=n-rh i lop' 11

(440) -; 2 ^. (A:) = /v (- 2 , 0) + 1 + Ai^ê-ii .

2 A i=„_ft+j «
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En y posant

h = (log /0'+°

où > , on aura

(441) 4l-
"î"

n'{lc) = A-(- 2 , 0) + 1 + ^

mais par la substitution

/( = 71^^° log n
,

où < a < 1 , on en obtiendra

(442) ^^ Y' Hk) = A'(_ 2 , Ü) + 1 +^ .

7) Pour t < — 1 on aura

(443) -i^ 'T ^{k) = K(t _ 1 , 0) _ 1 + A .

Des formules, que nous avons déduites dans ce paragraphe, ré-

sulte le théorème suivant :

Théorème XXXI. En désir/nant par n un nombre entier positif

et par t une quantité réelle quelconque.^ la somme des 'puissances t'*""" des

diviseurs positifs d'un nombre entier aux environs de n est, en moyenne,

approximativement égale 'V

\k(- < _ 1 , 0) + ij n' + K(t .- 1.0)-^.

Désignons par r un nombre entier positif, et posons dans ce

théorème

t = 2r~l
,

nous trouverons, en y appliquant l'équation (38), que la somme des

puissances (2r — ly*"'" clés diviseurs positifs d'un nombre entier aux

environs de n est, en moyenne, égale à

2.1.2.3 2r
'
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et, en posant

^ = 1 — 2r
,

nous trouverons, que la somme (]es puissances (1 — 2 ;)''"'" des diviseurs

positifs d'un nombre entier est, en moyenne, égale à

2.1.2.3 2r

§. 15.

SOMMATION DE QUELQUÏ]S SÉRIES, DONT LES TERMES CONTIENNENT
DES FONCTIONS NUMÉRIQUES.

Soit la fonction ip{k)^ comme dans le paragraphe précédent, donnée

par l'équation

'/'(-^0 = I '/'
,

où ûf est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre A-,

et posons dans le théorème IX

f{m) = m'
,
/,(•/«) = 1 , *(»0 = 1 , g {m) = ^--L

,

m"

nous en obtiendrons pour a > 1 , a — ^ > 1

(444) "ï AsT- ï -^ = ï -'^^P

et par conséquent, en }• appliquant la formule (36),

k=x

(445) Z "^f? = /4(-a,0)+ ^

.. ,
t

\
^ ' ' ' a—l

ce qui démontre le théorème suivant:

A-(<-«,ü)+
] j ,

a — t — 1|

Théorème XXXII. En désignant par a et t de.fi quantités réelles,

qui satisfont au.r inégalités

a> l , a — t > i
,

Xova Acta Keg. Soc. Sc. Ups. Ser. IIL 16
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et en posant

./

ou d est f'f/al successivement à tous Us diviseurs positifs du nombre k, on

aura

T tj^ = |à^(_ a
, 0) + \[ \K(t - a , 0) +—~^J

i.=i Ä
I

a — l )[ a — t — l)

Substituons dans ce théorème

a = 2r , t = 2r — 2s
,

r et .s étant des nombres entiers positifs, nous en obtiendrons d'après

la formule (38) la proposition suivante:

Désignons par r et s des nomb)'es entiers positifs et posons

nous aurons

V ^PJI^) é'^'AB^Tt^
i.r, k'^ 1 .2.3...2r. 1 .2.3 2s

Pour r = s on en déduit la formule

%" (/>(/i;) _ 4:"'-'Bln"'

k: 1, F'- (lV2 . 3 . . . . 2vO'
'

en désignant par ifjÇL) le nombre des diviseurs positifs du nombre k .

Nous ferons une autre application de l'équation (444); désignons,

à cet effet, par iv une quantité positive, et distinguons les trois cas

suivants :

1) Pour t <0 nous obtiendrons de l'équation (444), en y posant

a = 1 -j- zt7
,

h—on . f h.\ m= «. 1 n—A

(446) 21 -^^-^= 2 -A- 2
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joignons à ectto équation l'identité suivante

, K(t -1,0)- i

nous en déduirons

(448) 2 - -^,^, = -=^ ^ • «' S -4, '

"' „=i «

et d'après la règle générale pour évaluer des fractions, qui se présen-

tent sous la forme - , nous obtiendnuis de cette équation pour w = ,

en y appliquant les formules (36) et (117)

^_ V'(^0-A-(^-l,O) + l
(449> I ^ L = _ Y i^J^

//(= 1

ou

(450) 2 L=.___^_Â'(_1+/,1)

2) Pour i = Ü ou déduit de l'équation (444)

(451) 1 4H = (J ^T ^

/1 = 1
r^ m = l

"'

OÙ ;(7 > , et par conséquent, en y appliquant l'équation (56),

(452) ï ^^ =
(^^-^
+ Z(._ 1 , 0) _ A-(- 1 , 1) ';' + Â-(- 1 , 2) ^ .

où < /" < 1 . En outre on obtiendra de l'équation (56)

(453) T ^""^j" = i, + 7.'(- 1,1)- K{~ 1,2)!^

4_ Ä'(_ 1 , 3) -^~ ....^ ^ ' M .2

ä

1
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et

454;Ï^^^-^^^^ = 2a:(- 1 , 0)
il + a:(- 1 , 0) - ä:(- 1 , 1)^
I-

ZÜ- /

et de ces trois t'onnules ou tire

(455) 7-^-^- ^"g ^^^^~ ^ ' ^^ =-/v(-l ,0)^_3/v(-l
, 1)+.,

oil f = pour /*j .= et par suite nous aurons

(456) 2" '^-^^-^°^>----^'^^~ ^ ' ^^ = - A'(_l
,
0)^-3Ä'(-l

, 1) .

3) Pour i > nous obtiendrons de l'équation (444), en y posant

a = ^ + 1 + ?«
,

i=to

De cette équation et de l'identité

„.|Ä(-'-l,0) + |(i' „.

on tire, en retranchant membre à membre,

,_. ^(^O-jAX-«- 1,0) + lU'
(459) Z '-

/1 = 1
"-

"=' W 2l n 5*
_ . 1 ^ w J..il + w

et de cette équation on obtiendra pour "• =

^ [k^ _
j
/ic(_ ? _ 1 , 0) + JiU-' „_,^^
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et par suite, en y appliquant l'équation (36),

(401) Z -— ^

^^ '' .^-y-K(-l-t,lj.

Des formules (450), (456), (461) résulte ce théorème:

Théorème XXXJIJ. En désii/nanf, par t une ijumitite réelle quel-

conque^ et en jjosant

ipik) = Z cV
,

,1

oh d eM égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre k, on

aura

,_. ^(^)-A'a-i,o) + ^
2

,

- = ~ -^ -K(-l-\-t,l~) pour t<0
,

-- ,^0^]"g^ 2/l(-l,ü) ^ _ j-^_^ ü)^'-3/v(-l , 1) pour i = ,

,_ ^(^)-jÂ'(-f-i,o) + AU-'

2; ,_ Li_ =-__i-_/v(-i-^i)y>oHr i>o.
*=i

^'+1 «^

Maintenant nous évaluerons les sommes de quelques séries, dont

les termes contiennent les fonctions numériques

'i„ , '/(«) • /00 •

Posons, à cet etfet, dans l'équation (363) .

1

n*+"'

nous en obtiendrons pour uj >

H = 00
1

y ^ /"^

(462) 2 _5^__ = ''r^__"

n=I '« y
^

»1 = 1 "
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joignons à cette équation l'égalité suivante

6 %'- 1

n- ,Zx
«'+"

(463) 2-^-=-'
V ^ ^ „1+10 n =" 1

nous aurons

6
u„

(464) 2
""

n=l
1+ ir
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et de l'identité

G "=" 1
n Zj

(469) 2 ,. -
,,=1 "' 2

on tire

(470)

^10 l

y J^ y
1 ,:r i

«"
:Zi n^^- i

1+,. •

10
' "y ï "=" 1

d'où l'on déduit pour a: =

. X 6 ""'
1 "ïT 1

(471) 2 J^ ==A^ lim
"=' "- «=i

»'-'"

= 36.Y^°^'

OU, en y appliquant l'équation (36),

(472) 2 -,."-= ''r l + /v(-2,l) .

De l'équation (418) on déduit pour /r >

"j^ log?« ^ /"^" 1 y

n=l '* V
11=1 '*

mais puisque on a, d'après l'équation (56),

Y--^.^ =U Ax- 1,0)- A-(_ 1 , 1)
;' + A-(-^ 1 , 2) "^; -....,

1^^^' =^J,4-a(-ki)-a(-i,2)^ + a:(-i,3);;;^ -...
,
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nous übtiendrons de l'équation (473) pour y =

(474) Y ^*^"^-~l = - 2Â'(- 1,0).

Nous résumons les formules (467), (472), (474) dans le théorème

suivant:

Théorème XXXIV. Les fonctions u,, , </(n) . /_(b) ayant le même

sens qu'auparavant, on aura

.- __6_

z -— --- = —:^ i + A-(_2,i)(
,

„ = » '/<") - 6

71
2

W
36= _^- 1 + /^(_2,1) ,

Y ^'i"^~l = _ 2K(- 1,0).

En remplaçant a par — a dans l'équation (36) et en y posant

6 = et 6=1, nous obtiendrons pour a> 1 les formules

(475) Y \ = /v(- « , 0) + \ ,

ïj = o:

(476) 2 i^^ = /.'(-.- « , 1) +
^

)i=i n\ '
' ' ' (a - 1)^

et, en remplaçant a par 2a et par a— 1 dans l'équation (475), nous

^1
aurons pour n>

et pour a > 2

(478) Y- ,;_,
=A-(-a+l,0)+ l

.

„=i n a — ^

\
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(Jela posé, substituons

dans les équations (355), (356), (357), (358), i('i^%') et posons

x= 1

dans les équations (404), (417); des formules ainsi obtenues et des équa-

tions (475), (476), (477), (478) résulte le théorème suivant:

T]ii''Ovvmi; A' .Y A' F. Les fonctions f„
, /y„ ,

v„
, (>„ , Â„ , </'(n)

,
;<(n)

m/ant le même sens qa auparavant, on aura

2 = A'(— a , 0) -(- pour a> 1
,

„=i n" a — 1

""^ ( 1
2 " = pour a> l

,

"=> "" /i'(_ a . 0) + -—•"-

rz — 1

"f ^;; = if(- 2« , 0) + - -^ - pour a >
l

„=i n 2a — 1 2

"""
/; 1 1V ^«-= ^ -^ -pour a>

'- " Ä'(_2a,0)+ L
2a — 1

_ .
/v(-2«,0)+ ^

V ^-« 2a— 1 ^1Z 1 = - , pour a>l
,

"- " /t(_a,0) + —-^a ~ 1

K{- « , 0) +
^

«

=

'f.

V bnÇ„ a- 1
^ ^ ^ = jiour a > 1 ,

„=, n" ,.. -. ..s . 1iv(_2a,0) + ^^^

,^ /i(_a+l ,0)4- - —

-

2 ^^^ = pour (i> 2
^

- "" AX-a,0)+ ^^
a — 1

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IH. 17
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1

ÏJ=X

V
A-(- a

, 1) +
yXn) _ ' ' ' ' (a-iy2

a — 1

pour a > 1 .

En désignant par r un nombre entier positif, nous obtiendrons

de ce théorème et de l'équation (o8) les formules

r479i T 1 _ T ^" - ^'^2^^"
^^'-^^

t, n--
-

,i If' - 2.r. 273T7:727-- l)2r ' '

2. 1.2.3...(2r— l)2r
(480) t -1 = t V = --

(481) 2 -%

?i = X)

(482) 2

„"^. n'- ü.(2.7)-
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I. INTRODUCTION.

C'est, comme on le sait, Le Verrier, qui le premier organisa

pour l'étude des orages un réseau de stations pourvu des instructions

et des formulaires, qui dans la suite ont été, presque sans changements,

adoptés dans la plupart des pays. Les premiers réseaux de stations

de ce genre, hors de France, furent établis par nous en 1867 en Nor-

vège, et en 1871 en Suède. Ces observations faites en France et dans

la Péninsule Scandinave, conduisirent à la découverte des lois générales

de l'origine de ces phénomènes et de leur extension, aussi bien qu'^. la

fixation de leurs périodes diurne et annuelle.

Déjà M. Fron, qui a étudié, et qui étudie encore les observations

des orages en France, trouva directement que les orages ne sont pas

seulement des phénomènes localisés, mais qu'ils avaient des rapports

intimes avec les minima barométriques, et qu'ils apparaissent dans la

partie antérieure des tempêtes de tourbillons, puis, en suivant leurs mou-

vements (en général de l'ouest à l'est) s'avancent sur une grande étendue

de la surface terrestre. En prenant dans chaque station la moyenne de

l'heure du commencement et de celle de la fin des orages, et en transpor-

tant ces chiffres à leurs places respectives sur une carte, il fut facile

de tracer des lignes à moments égaux, "bLignes isochronesy)^ et par là

d'avoir une représentation graphique du mouvement successif de l'orage.

»Cette surface, dit-il '), dans laquelle se meuvent les nuées orageuses,

peut être assimilée, comme première approximation, à un anneau ou

tore animé d'un mouvement de rotation autour de son axe, situé à une

certaine distance du sol, ayant une région dangereuse, et entraîné par

le courant général». Mais outre ces orages se propageant régulièrement,

1) E. Fron: »Sur la marche des périodes orageuses en France, pendant l'année

1866». Annuaire de la Soc. Météorologique de France. T. XVI. p. 28. 1868.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. ups. Ser. III. I
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il y avait et l'on observait dès le commencement »des orages erratiques».

Déjà dans la préface du premier ouvrage sur cette question, dans l'Atlas

des orages de l'année 1865, Le Verrier dit: »Souvent lorsque les nuées

orageuses venant de la mer ont envahi le ciel, la foudre commence à

gronder dans quelques départements de l'intérieur; elle éclate simultané-

ment en plusieurs points du territoire», . . . Tandis que les orages

s'avançant régulièrement semblent être à tel point indépendants de la

nature du sol, que »si les accidents du sol, les chaînes de montagnes,

les vallées, les forêts exercent une action sur les nuages inférieurs, leur

influence est souvent peu considérable sur l'ensemble du phénomène, qui

se propage dans les régions supérieures, avec sa vitesse propre et indé-

pendante des saillies du sol».

Les recherches sur les orages en Norvège ont conduit à un ré-

sultat encore plus précis touchant les conditions atmosphériques dans

lesquelles les orages se forment. Les conditions qui paraissent in-

dispensables à la formation des orages sont des courants ascendants con-

tenant une quantité considérable de vapeur cVeau. Pour que les courants

ascendants s'établissent il faut en première ligne une température élevée.

La vapeur d'eau contribue, par sa condensation dans la région des nua-

ges, puissamment à la force des courants. On peut signaler deux espèces

de conditions atmosphériques qui sont favorables à la formation des

orages. Toutes les deux sont accompagnées de courants ascendants; la

différence entre elles consiste seulement en ce qui concerne le mouve-

ment. Pendant les mois d'été le rayonnement solaire produit une tem-

pérature élevée. L'air puise les vapeurs de la mer ou des nappes d'eau

et monte en donnant lieu à la formation des nuages et des orages. On

peut appeler ces orages, orages de chaleur. Ils se produisent le plus

souvent dans les parties centrale et orientale du pays. Dans les orages

de chaleur la force du vent, la vitesse des nuages, la force des éclairs,

du tonnerre et de la pluie, ainsi que l'écart de l'état hygrométrique, sont

plus faibles, pendant que la température est de beaucoup plus haute et la

quantité de vapeur d'eau un peu plus élevée que dans les orages en

général. Les orages de chaleur sont bornés à la saison chaude, l'inso-

lation étant insuffisante pour les produire pendant l'hiver. La relation

entre la période diurne des orages et les orages de chaleur est évi-

dente; ils sont tous des résultats de la même cause: l'influence des

rayons du soleil sur la terre. La condition la plus favorable à la for-

mation des orages se présente, quand un centre de dépression baromé-

trique, accompagné d'un mouvement tournant, venant de l'Atlantique, se
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transporte vers la Norvège, ou au-dessus. C'est à la partie antérieure, ou

orientale, d'un tel tourbillon à laquelle appartiennent la plupart des vents

du sud avec leur grande quantité de vapeur et leur haute température,

que se trouvent les vents les plus fréquents pendant les orages. Les

orages appartenant à la partie postérieure des tourbillons, sont des phé-

nomènes très rares. Les orages engendrés par les tourbillons sont beau-

coup plus fréquents que ne le sont les orages de chaleur. La plupart

des orages sur les côtes sont des orages de tourbillon^ et les orages

d'hiver ont toujours cette origine. On ne doit cependant pas regarder

un orage de tourbillon comme formé d'une couche de nuages à hautes

tensions électriques, que le vent pousse devant lui. On peut dire, que

la propagation des orages n'est pas due seulement au transport des

nuages, dont l'électricité devrait se perdre dans un long trajet, mais

plutôt à la production nécessaire des conditions spéciales, nécessaires à

la formation des nuages orageux, parmi lesquelles nous mettons en

première ligne, des courants ascendants chauds et humides *).

Les recherches en Suède confirment pleinement les résultats aux-

quels on était parvenu en France et en Norvège. Dans ce pays aussi

les orages sont de deux espèces différentes, orages de tourbillon et orages

de chaleur. Toutefois en Suède il est impossible de tracer une limite bien

déterminée entre ces deux espèces d'orages. En effet, elles se présentent

souvent simultanément dans des parties du pays, voisines l'une de l'autre.

Or, lorsque le baromètre accuse un fort minimum, pendant lequel le cou-

rant d'air ascendant est très nettement marqué, les orages offrent aussi

une grande régularité dans leurs mouvements progressifs; mais lorsqu'il

y a une faible dépression, le tourbillon agit plutôt comme facilitant la

formation des orages locaux aux heures les plus chaudes du jour et

dans les endroits les plus propices. Dans ce cas, on ne peut pas plus

remarquer de progression régulière que dans les orages de chaleur pro-

prement dits.

Les orages les plus nombreux en Suède, sont ceux dits de cha-

leur. En revanche les orages de la fin de l'automne et de l'hiver, alors

que les bourrasques sont fréquentes et bien caractérisées, sont des

phénomènes extrêmement rares en Suède. Ici les orages de chaleur

1) MoHN: »Orages en Norvège peudant l'année 1867. Atlas météorologique de

l'Observatoire Imp. de Paris. Année 1868».

Voyez aussi du même auteur. »Nogle Bemerkninger cm Ttirdeuvojrenes Dan-

nelse, Om Tordenvejr i Norge. 1867, 68, 69 og lh>. Yidensk. selsk. Forh. 1867— 72.
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sont aussi les plus violents, suivis parfois de grêle d'une violence

peu commune ').

Dans ces derniers temps, de pareils stations pour l'étude des

orages ont été établis dans plusieurs pays. Depuis 1879 on a établi

un pareil réseau de stations en Bavière, auquel bientôt après se joignit

un pareil réseau dans le Wurtemberg. Ces travaux furent organisés

par M. le Professeur M. Bezold, Directeur de l'observatoire météorolo-

gique à Munich, et les résultats sont chaque année publiés dans les

annuaires ^) de cet établissement.

Ici également la différence entre les orages de tourbillon et les

orages de chaleur apparaît clairement. Les cartes météorologiques de

Bavière se dressent d'une façon un peu différente de celles de France

et de la Péninsule Scandinave. En effet, M. Bezold porte immédiate-

ment sur les cartes l'heure du commencement et de la fin de Forage à

chaque station. Pour les orages de tourbillon on peut alors mener deux

systèmes de lignes isobrontes, qui donnent le commencement et la fin de

l'orage à chaque heure. L'étendue du pays qui se trouve entre les deux

lignes à une certaine heure, marque l'aire sur laquelle l'orage se répand

simultanément. On voit que cette aire forme une bande étroite dont

la longueur est à peu près perpendiculaire à la ligne de propagation

de l'orage.

Il a ensuite introduit sur les cartes météorologiques les lignes

isobares et les lignes isothermes, les indications du baromètre et celles

du thermomètre étant aussi exactement que possible réduites au niveau

de la mer. Comme le nombre des stations de la contrée en question

est très grand, les lignes isobares ont pu être menées pour chaque

millimètre.

Il s'est montré alors '), que les orages apparaissent principale-

ment, quand les lignes isobares montrent une tendance à former des dé-

pressions secondaires^ pendant que la température est élevée, et l'humidité

de l'air considérable.

Immédiatement derrière la première ligne isobronte, et parallèle-

ment à celle-ci, se trouve la limite antérieure de l'aire de la pluie. La

1) H. HiLDEBRAND HiXDEBRANDSSON : Les orages de 1871 à 1875 en Suède.

Atlas météorologique de l'Observatoire de Paris, T. VIII 1876, et en suédois dans

le Bihaug t. K. Svenska Vet. Akad. Hand]. Bd. 4. N:o 13. — Voyez aussi: Les

orages en Suède 1870. Upsala. Annuaire de l'université Royale. 1873. (En suédois).

2) Beobachtungen der meteorologischen Stationen im Königreich Bayern de-

puis 1879.

3) L. c. 1882. Voyez aussi: Oesterr. Zeitschrift 1883, p. 281.
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position de cette ligne isobronte est encore remarquable par un rétré-

cissement aussi bien des lignes isobares ([ue des lignes isothermes. La tem-

pérature, qui est élevée à la partie antérieure de l'orage, baisse tout à

coup, quand l'orage éclate. La pression atmosphérique de son côté

montre une hausse rapide. Celle-ci apparaît sur la carte comme une

côte allongée, presque parallèle au bord antérieur de l'orage. Le gra-

dient devient très considérable, et un vent violent souffle perpendicu-

lairement aux lignes isobares dans la direction de la propagation de Torage.

Un résultat semblable avait été obtenu par M. Küppen *) l'année

précédente, en étudiant un orage spécial.

Les recherches les plus détaillées sur les orages sont sans doute

les travaux connus de M. CiRO Ferrari en Italie. Depuis que la direction

des stations météorologiques, organisées en 1876 par l'Observatorio di Brei'a

à Milan, et dirigées par Frisiani et Schiaparelli, avait été transportée à

rUfficio centrale di meteorologia à Rome, le nombre des stations s'est accru

de telle sorte qu'aujourd'hui il forme, surtout dans l'Italie nord, un des ré-

seaux les plus serrés que l'on puisse trouver. Ce n'est pas ici le lieu de

s'engager dans un compte rendu des recherches importantes de M. Giro

Ferrari; mais nous renvoyons nos lecteurs aux ouvrages originaux"^). Nous

rappellerons seulement quelques uns des résultats les plus importants. La
marche est représentée par des lignes isochrones, ou lignes passant par

les points où l'orage était à la même heure à son maximum (face massima).

Les orages se rangent sous trois types principaux: 1° Orages locaux de

peu de durée et de peu d'étendue (orages de chaleur). 2" Orages qui

se propagent sensiblement en 'ligne droite, de manière que les courbes

isochrones sont sensiblement des droites parallèles. 3° Orages rayon-

nant tout autour d'un point, de telle sorte que les courbes isochrones

sont sensiblement des arcs de cercle concentriques (2° et 3° orages de

tourbillon). Par rapport aux relations des orages avec la situation gé-

nérale de l'atmosphère en Europe, on trouve que si le centre baromé-

trique le plus voisin ou le plus important, est un centre de haute pres-

1) Der Gewittersturm vom 9. August 1881. Anualen der Hydrographie uud

Maritimen Meteorologie. 1882, p. 595.

2) Osservazioni dei temporali raccolte nel 1880 e 1881. Annali del Ufficio

centrale di meteorologia italiana 1881, 82. Voyez aussi: CiRO Ferrari: Untersu-

chungen ühev die dem >Ufficio centrale di meteorologia» mitgetheilten Gewitter-Be-

obachtungen vom Jahre 1881, dans la Deutsche meteorol. Zeitschi-ift, Oktober 1885,

ainsi que les communiqués de M. Alfred Angot dans l'Annuaire de la Soc. Météor.

de France, 1883, p. 349 et de M. C. Lanc; dans l'Oesterr. Zeitschrift. Août 1884.
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sion, il n'y a ni orages ni pluie dans la Haute Italie; au contraire, la

proximité ou la prépondérance d'un centre de basse pression est une

condition favorable à la production du mauvais temps ou des orages.

En poussant plus loin cette étude, M. Ferrari a pu dresser le

tableau suivant, qui donne le temps correspondant à chacun des types

de la situation générale.

Situation générale.

I. Hautes pressions

bien définies ou rapprochées

mal définies ou lointaines

lointaines vers le SSE—SSW

dans le NW—N—NE et basses)

pressions dans le S—ESE )

n. Basses pressions

siu* la vallée même du Pô

rapprochées

larges et peu profondes

au S—ESE
lointaines

en forme d'anse sur la vallée du Pô

avec l'ouverture au NE—ESE
en forme d'anse sur la vallée du Pô,

larges et peu profondes

m. Pression uniforme

dépendant de deux )

anticyclones voisins)

Temps.

Très beau temps.

Beau temps.

Légères manifestations pluvieuses

et électriques.

Beau temps.

Pluies abondantes, orages.

Pluies abondantes et orages.

Pluies.

Plutôt beau temps.

Pluies et orages.

Orages nombreux.

Pluies, orages peu nombreux.

Généralement des orages.

Toujours des orages.

Relativement à la température, M. Ferrari trouve que, dans la

vallée du Pô, une période orageuse coïncide toujours avec une période

de chaleur; toute élévation dans la courbe des températures diurnes est

accompagnée d'une élévation correspondante du nombre des orages. Les

orages sont donc déterminés par deux causes principales: l'une locale,

une température élevée; l'autre générale, une dépression barométrique,

ou plus généralement de certaines conditions barométriques; si la cause

locale, c'est-à-dire la chaleur, fait défaut, on a seulement des pluies

sans orages.

Un des phénomènes les plus remarquables qui accompagnent les

orages, est un grand abaissement de la température; dans les orages de
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1880, on a ainsi observé des abaissements rapides de 5°, 10" et plus.

Cet abaissement de température est d'autant plus notable, que nous savons

que l'orage est généralement précédé par un temps très chaud.

Chaque orage est aussi lié à un minimum d'humidité, dans la

partie postérieure duquel il se trouve. Derrière ce minimum se trouve

un maximum de vapeur d'eau. L'orage apparaît par conséquent sur la

limite entre une région sèche et une région humide.

Enfin, un dernier point, que les recherches de M. Ferrari ont

bien mis en évidence, est la liaison intime des orages, avec l'existence

de petites dépressions barométriques locales. Ces petites dépressions,

que l'on pourrait appeler dépres.nons orageuses^ naissent avec l'orage,

s'accentuent quand il se renforce, et meurent avec lui. L'orage a une

tendance à rester dans la partie postérieure de ces petites dépressions,

ou bien la phase maximum de l'orage se produit au moment du mini-

mum barométrique. Autour de ces dépressions orageuses comme autour

des dépressions ordinaires à plus large surface, le vent tourne en sens

inverse des aiguilles d'une montre.

De même qu'en Bavière, il n'a été possible de faire apparaître ces

faibles dépressions, qu'en réduisant avec le plus grand soin les indica-

tions barométriques au niveau de la mer, alors que le réseau de sta-

tions est assez serré pour permettre de tracer les lignes isobares pour

chaque millimètre. Ce n'est que par ce moyen qu'il a été possible de

faire apparaître ces faibles dépressions aussi nettement qu'elles se pré-

sentent maintenant sur les cartes nombreuses de M. Ferrari.

M. A. Lancaster a aussi constaté la nature cyclonique des orages

en Belgique dans sa discussion des observations d'orages de 1878 et 1879

publiée dans les annales de l'Observatoire Roy. de Bruxelles.

L'apparition fréquente des orages dans les anses des lignes iso-

barométriques (basses pressions en forme d'anse) est d'ailleurs un fait

qui a souvent été observé par tous les savants, qui ont étudié journelle-

ment des cartes synoptiques. Déjà eu 1877 ce fait a été constaté par la

Deutsche Seevvarte '), où ces anses sont appellees »Gewittersäoke».

Les orages sont donc en rapport intime avec la formation des

minima secondaires ou satellites.

1) Monatliche Übersicht der Witterung. Juni 1877.
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IL DESCRIPTION DE QUELQUES ORAGES PARTICULIERS.

1° L'orage de tourbillon le 6 Août 1881. La carte 1' montre la

distribution de la pression de l'air en Europe, le matin. Une haute

pression règne dans l'Europe centrale et s'étend comme un coin par-

dessus la Baltique et la Finlande, séparant deux dépressions, Tune dans

le NE de la Russie, l'autre plus forte sur la mer entre la Norvège et

l'Islande. Les lignes isobarométriques forment des traces d'anses (Gewit-

tersäcke) au-dessus de la Norvège et de la Suède centrale, depuis Cap
Stad jusqu'à Stockholm. — La carte 2 pour 9'' du soir montre que ces anses

ont beaucoup augmenté en grandeur et embrassent la plus grande partie

de la Scandinavie. Le lendemain, comme le montre la carte 3, un mini-

mum secondaire s'est formé au-dessus du golfe de Bothnie. Cet état

barométrique est, comme nous le savons, très favorable à la forma-

tion des orages.

En Norvège, l'orage éclata déjà vers les 5 heures du matin, (voyez

la carte 15) près de Lister, et se propagea dans le courant de la matinée

le long de la côte de Skagerack. De 10''— 11'' du matin il atteignit le

Christianiafjord, où la vitesse de son mouvement de translation n'était

plus que la moitié de celle au commencement de la journée. Vers le

Nord, l'orage était limité d'une ligne entre Stavanger à l'ouest et le

Ringerike à l'est, sans atteindre ni à Ullensvang, ni au lac Mjösen. Dans

les environs du Christianiafjord la partie septentrionale des isobrontes

est écartée un peu vers l'est. A U'SO" du soir on observa une chute de

foudre à Lierne dans le département de Trondhjem. Dans l'après-midi

un autre orage éclate à Christiansund vers 3''; à 6'' cet orage sévit à

Trondhjem et à Selbo avec de la grêle d'une violence extraordinaire.

Vers le midi, l'orage entra en Suède. La carte 15 montre com-

ment la ligne isobronte 0*" s'étend du rivage du Cattegat à travers la partie

est du Vermland. Aux stations peu nombreuses du nord du Vermland,

et de la Dalécarlie, on n'a pas observé d'orage, mais à Ljusnedal à l'est

de Röros sur la frontière de la Norvège, l'orage éclata dans le même temps.

Il s'avança régulièrement dans l'après-midi de l'ouest à l'est, et éclata à

S*" du soir sur la côte du gouvernement de Stockholm. A lO*" du soir

il passa au-dessus de la Gotlande. La carte 16 donne les lignes iso-

chrones usuelles, déterminées par la moyenne de l'heure du commen-
cement et de celle de la fin de l'orage à chaque station.
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Comme ron voit, il importe peu si en menant les lignes isochro-

nes on emploie les heures du commencement ou la moyenne des heures

du commencement et de la fin. En effet, l'étendue du pays qui en

môme temps est atteint par l'orage forme une bande étroite. Cette

bande semble avoir eu une plus grande largeur dans la partie ouest du

pays que dans l'est, où les orages ont eu une très courte durée.

La Carte 17 donne les lignes isothermes à 2'' du soir. Elle montre

conformément à ce que M. Bezold a observé en Bavière et M. Ferrari en

Italie, que la température baisse subitement avec le commencement de l'o-

rage. Cependant l'orage na pa.s formé une bande continue, dirigée perpen-

diculairement à sa longueur. Aussi bien dans la partie nord que dans la

partie sud de la région traversée par l'orage, il y a un grand nombre

de stations où l'on n'a pas observé d'orage. Dans le sud, dans le Hal-

land, les gouvernements de Kronoberg, de Jönköping, et de Kalmar, de

même que dans le nord, dans les gouvernements d'Ostersund et de

Vesternorrland, Forage n'éclata qu'à des stations fort distantes entre

elles. MC'me sur l'étendue entre le Skagerack et la mer d'Aland, sur

laquelle à peu près toutes les stations ont été atteintes par l'orage, celui-ci

s'est présenté avec une force différente dans les endroits divers. De
plusieurs stations on rapporte positivement, que l'orage n'a pas passé au-

dessus de la station incme, mais dans le voisinage immédiat. De Gothem-

bourg on nous rapporte, que l'orage violent ne passa pas au-dessus de

la ville, mais au sud de celle-ci. Dans la ville ou remarqua en même
temps quelques coups de vent, avec un peu de pluie.

A Odenstomta dans le gouvernement de Linköping se montrèrent

d'énormes nuages orageux à l'ouest, mais quand l'orage s'approcha il

s'était pour ainsi dire divisé, de sorte qu'à la station on n'observa qu'un

vent violent et de la pluie pendant quelques minutes, tandis que les

éclairs et le tonnerre se firent remarquer des deux côtés, aussi bien au

nord, qu'au sud. Une pareille observation fut faite à Brännkyrka, au

sud de Stockholm. Le nuage orageux sembla se partager, l'un passa au

nord et l'autre au sud de la station. Des deux côtés, surtout au sud,

l'orage était d'une violence extrême, tandis qu'à la station même il ne

tomba qu'un peu de pluie.

Un peu au Nord de Hjulsjö, dans le gouvernement d'Örebro, il

se forma, en même temps que l'orage passait sur la station, une trombe

qui renversa un grand nombre d'arbres dans la forêt. Immédiatement à

l'ouest de la station, la foudre est tombée sur l'église de Nykroppa et

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 2
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l'a inceudiée entièrement. De la grêle tomba sur 13 stations, toutes mar-

quées sur la carte.

Un orage de tourbillon est par conséquent formé d'un grand nombre

d'orages localisés, rangés en ligne et avec des espaces intermédiaires plus ou

moins grands, le tout s'avanqant comme une ligne de soldats. Combien de

temps chaque orage particulier subsiste-t-il, on ne peut le dire, car il

faudrait pour cela un réseau de stations extrêmement dense.

Probablement ils s'évanouissent après avoir parcouru quelques

kilomètres, tandis que d'autres se forment aux points les plus favorables.

2° Les orages du 5 Juillet 1874. ^^^ Cartes 4, 5 et G font voir

la distribution de la pression de l'air le 5 Juillet au matin et au soir,

et le 9 au matin. On voit comment à cette époque aussi il s'est formé

pendant le cours de la journée une dépression secondaire au-dessus d©

la Péninsule Scandinave. La carte 18 montre qu'en Suède se sont formés

deux orages de tourbillon. Les lignes isochrones sont menées d'après

la moyenne des heures du commencement et de la fin. L'un commença

dans le voisinage de Gothembourg à 7'' du matin, passa entre le

Venern et le Vettern vers le NE, et cessa vers midi un peu au NE
d'Upsala. Le second commença à S"" du matin au sud de Halmstad et

atteignit la côte de la Baltique à Vestervik à midi.

En Norvège on observa le même jour un orage dans la région

entre Kongsberg et Elverum. Sur la plupart des localités au sud et

au nord de Christiania, l'orage éclata entre 2''— 3'' du soir. Dans la

province de Trondhjem on observa des orages le soir, dans quelques

localités.

En outre un orage éclata vers midi au-dessus d'un grand nombre

de stations le long de la côte du golfe de Bothnie entre Hernösaud et

Haparanda. À un petit nombre de stations dans l'intérieur du Jemtland

et de la Laponie des orages ont été observés à diverses heures de la

journée, mais de la plupart des stations dans ces régions, il ne nous est

pas parvenu de rapports. Ces derniers orages ne peuvent bien être

classifies que comme des orages de chaleur.

Ceci confirme ce qui avait été trouvé précédemment, qu'eu Suède

les orages de tourbillon et les orages de chaleur ne sont pas aussi dif-

férents entre eux qu'en Noi'vège. Des orages avec une propagation ré-

gulière se montrent eu certaines régions du pays, tandis que des ora-

ges localisés, irrégulièrement répartis, apparaissent le même jour en

d'autres endroits.
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Les deux orages de tourbillon, du jour en question, confirment en

outre, ce que nous avons trouvé tout à l'heure, c. à. d., que les orages

n étaient paf< composés (rune bande continue^ mais d'orages séparés^ rangés

en ligne. Car il s'en faut de beaucoup, que toutes les stations dans

les régions atteintes, aient eu de l'orage. Ainsi à Upsala il n'y eut au

môme temps, où, suivant l'indication des lignes isochrones l'orage aurait

passé la station, ni tonnerre, ni pluie, et comme nous le verrons plus

loin, les instruments n'ont accusé qu'une légère perturbation. Des exem-

ples encore plus frappants de ce fait pourraient être cités, comme l'orage

du 16 sept. 1878, qui était remarquablement violent et accompagné de

grêle à Upsala, et qui causa de fortes perturbations sur les instruments;

perturbations que nous étudierons dans la suite. Cet orage qui com-

mença au sud du lac de Hjelmaren, s'avança régulièrement vers la région

-de Gefle, et cependant 15 stations seitlement Vont rajjporté.

3° Les orages de chaleur le 25 Juillet 1872 '). Comme nous

l'avons fait voir plus haut, il a paru par les recherches précédentes, qu'en

Suède les orages de chaleur se déchaînent souvent avec une violence

inouïe. L'orage le plus violent, qui autant qu'on le sache ait jamais

passé sur Upsala, et qui encore est de fraîche mémoire, était l'orage

maintenant en question.

Les cartes 7 et 8 montrent la distribution de la pression de l'air

le matin et à 2'' du soir le 25 Juillet 1872. Une haute pression règne,

avec un maximum plus étendu au-dessus de la mer du Nord entre la

Norvège et l'Islande, et une moindre au-dessus de la Suède méridionale,

le Cattegat et la Baltique. Dans le creux entre ces maxima, ou sur le

penchant NW de ce dernier, éclatèrent une foule d'orages, dispersés

sur un grand nombre de stations. Ils sont représentés sur la carte

u° 1 9, l'heure du commencement de l'orage étant marquée à chaque sta-

tion. Si dans le courant de la journée deux orages nous ont été sig-

nalés, l'heure du premier a été souslignée. (Entre Upsala et Vesterås

l'espace a manqué pour marquer toutes les stations. Dans le voisinage

du chiffre 2,30, on remarque à plusieurs stations des orages entre 2^ et

3^ du soir).

Dans l'après-midi il y eut des orages entre 2^— S"", observés dans

l'intérieur de la Norvège méridionale, dans le Hallingdal, Valders, auprès

du Mjosen et à Elverum. Dans le Hallingdal on rapporte avoir vu un

1) Uue monographie de cet orage a été publiée par M. S. Hjeltström: »Ha-

gelf\ület i Upsala, d. 25 Juli 1872. Upsala 1879.
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météore en boule ayant l'apparence d'une étoile brillante, peut-être une

foudre globulaire. Plus tard, à 5'' ^O'", un orage éclata dans la province

de Trondhjem. Nulle part l'orage ne paraît avoir eu un mouvement de

translation régulier sur un espace plus considérable. A Upsala une

haute pression avec une haute température avait régné depuis le 21.

Le jour précédant, le 24, la moyenne diurne était de -|- 21^,2, max.

-f 28'',4 et min. -(- 12 ",8. Le 25 dans la matinée, la température s'éleva

considérablement jusqu'à ce que le maximum, immédiatement avant l'orage,

fut atteint avec + Sl^jO. La diminution de la température avec la hau-

teur semble avoir été remarquablement rapide. Par hasard on lut en

même temps que le maximum cité, une température de -j- 34° sur les

thermomètres placés dans le parc de l'Observatoire au-dessous de la

colline sur laquelle se trouve le pavillon avec les appareils enregistreurs,

et -|- SO'jO sur un thermomètre en dehors de la partie nord-est du cabinet

de physique, à une distance d'environ 550 m. à l'ESE du thermomètre

enregistreur, et 7—9 mètres plus haut que celui-ci. L'humidité absolue

était considérable: 14,8 millim. à 10'' du matin. Comme d'habitude elle

diminua ensuite graduellement, et n'était que 13,2 millim. à 1'' du soir

immédiatement avant l'orage. Après le passage de l'orage elle monta

de nouveau rapidement, et atteignit à 6'' du soir la valeur extraordi-

naire de 18,0 millm.

Les vents avaient été pendant plusieurs jours faibles, du sud; et

le ciel presque complètement clair.

Dans ces conditions l'orage éclata subitement. A 0'' 52'" on en-

tendit les premiers coups de tonnerre, et quelques minutes après l'orage

éclata, précédé de quelques tourbillons et suivi de pluie et de grêle en

quantité inouïe, venant du NW. A 1'' 18'" du soir la grêle commença dont

les grains avaient environ 3 cm. de diamètre. Ils étaient formés de couches

alternantes de glace blanche et transparente. Elle continua jusqu'à

1'' 40'" et dans ce court laps de temps, il tomba plus de 32 millim. d'eau.

Les champs furent dévastés à l'W et au NW de la ville, perte évaluée

à 13000 couronnes, et dans la ville plus de 5000 fenêtres furent brisées

et les plantations endommagées. Nous étudierons plus loin la marcha

des instruments pendant l'orage.

L'aire qui fut atteinte par cet orage était extrêmement restreinte.

Elle avait tout au plus 4 h 5 kilomètres sur sa j^lus grande étendue. Tout

autour le beau temps continua. De l'autre côté de la rivière du Fyri&

l'orage n'atteignit qu'une partie minime de la ville.
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III. VAKIATIOXS DES INSTRUMENTS PENDANT LE PASSAGE D'UN

ORAGE AU-DESSUS DE LA STATION.

Les diagrammes ci-joints, I—XII, indiquent les variations obser-

vées Il Upsala pendant le passage d'un orage. On y trouve les varia-

tions de la pression de l'air, celles de la température et celles de la di-

rection du vent, les heures de la pluie, ou de la grêle, et en haut les

directions des nuages qui ont été observées à cette occasion; les flèches

ordinaires indiquent la marche des nuages inférieurs, et les flèches bar-

rées la marche des Cirrus. Malheureusement l'anémomètre n'enregistre

la vitesse du vent qu'en moyenne jjar heure.

Les diagrammes I, III, V et VII sont des exemples d'orages de

chaleur typiques; II, IV et VI des exemples d'orages de tourbillon.

1° Le 7 Juin 1878, comme le montre la carte 9, une haute pres-

sion barométrique s'étendait sur la vallée du Rhin, un minimum dans le

nord de la Péninsule Scandinave. Lu ligne isobare 755 qui traversait

le pays depuis Trondhjem jusqu'à Réval, en passant par Upsala, dévie

ensuite vers le nord de la Finlande. Elle présente deux sinuosités au-

dessus de la Suède centrale et de la Baltique, qui montrent une ten-

dance à former des orages et des minima secondaires.

De 9"— U" du matin, 1''— 2" et 4''—
G'" du soir, des orages de chaleur

dispersés éclatèrent au-dessus de la plus grande partie de Svealand, depuis

la côte NE du lac de Venern, jusqu'à la Baltique. Chaque orage se présen-

tait à plusieurs stations, mais n'avait à chaque endroit qu'une étendue peu

considérable, et un grand nombre de stations n'ont fait mention d'aucun

orage, tandis que d'autres ont eu jusqu'à trois orages à de courtes inter-

valles. A Upsala l'état atmosphérique fut parfaitement tel qu'on pouvait

l'attendre d'après la carte. Encore à 10'' du matin le vent était du SSW.
la marche des nuages inférieurs du SW et celle des nuages supérieurs

de rW. A lO"" 30'" un nuage bleu foncé s'éleva au-dessus de l'horizon

au NW. A 11'' précises commencèrent la pluie et la grêle, accompag-

nées de tonnerre. L'orage passa du NW au SE au-dessus de l'Obser-

vatoire. La pluie et la grêle ne durèrent que quinze minutes. A IP
25'" une forte étincelle passa par l'appareil télégraphique de l'Observa-

toire, et un courant continu suivit pendant plusieurs minutes toute la

ligne. Un peu après midi l'orage cessa. Le vent sauta subitement

d'abord au NW et au N, d'où il continua à souffler jusqu'à midi; il

passa alors au NE et aussitôt après au SE, resta à peu près une heure
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dans cette direction et fut vers 2'' du soir de nouveau au S, de sorte qu'il

avait accompli une rotation complète. A midi les Cirrus s'avançaient vers

l'est, compUtement indépendants du vent à la surface de la terre. A 2'' 10"— 3''

d. s. le môme phénomène se renouvelle. Un nouvel orage, suivi de pluie

et de grêle, passe de l'W à l'E au-dessus de l'Observatoire, et le veut lit

de nouveau une rotation complète avec le soleil.

A 4"^ 30"", on entendit le tonnerre du SW. A 5" 45"— 6'' 10"" d. s.

on n'entendit pas le tonnerre à Upsala, mais il tomba une violente

averse, et le vent fit entre S"" et 7'' encore une rotation nouvelle. A 7 h.

les Cirrus allaient toujours de l'W à l'E. La température tombe subi-

tement pendant la chute de la grêle et de la pluie. Le baromètre montre

une baisse faible immédiatement avant le saut du vent, suivie d'une hausse

subite au même instant que le vent passe au NW. Pendant cette hausse

rapide du baromètre le vent augmente considérablement de force.

Le diagramme III montre un cas analogue à I. Les cartes 11 et

12 du 4 Août 1881 ressemblent beaucoup aux cartes 9 et 10, avec un

maximum dans l'Europe centrale et un minimum dans le voisinage de

Vardö. La ligne isobare de 755 millim. présente aussi des sinuosités

remarquables vers le SW jusqu'à Stockholm et Christiania.

En Suède se formèrent des groupes d'orages de chaleur, dans la

région entre le lac de Siljan au nord et le Bråviken au Sud. A Upsala

on entendit le tonnerre depuis 0" 45'"— 1'" 40™ d. s. Entre 0^ 45™—0" 55™,

tomba une averse de pluie, qui continua faiblement jusqu'à 1'' 26™, quand

arriva une nouvelle averse, qui à P 34'" changea en grêle violente avec

des grains sphériques à moitié transparents, les plus grands ayant un

centimètre de diamètre. La grêle ne dura que deux minutes, après quoi

la pluie continua jusqu'à 1'" 50™ d. s. Le soir à 4'' 30™ commença une

nouvelle pluie qui dura jusqu'à environ 5** 30™. Le tonnerre ne se fit

pas entendre, mais à peu près dans le même temps on entendit le ton-

nerre à deux stations dans le voisinage d'Upsala, c. à. d. à ï'rotuna

dans le NE et à Krusenberg, situé à 7— 8 kilomètres au S, auprès du

lac de Mälaren. Entre 5'' et 6'' il y eut du tonnerre à plusieurs stations

à l'W et au S du Bråviken.

Les mouvements des instruments à Upsala se voient par le dia-

gramme III. Le veut, qui le matin avait peu à peu passé du SW à

rWSW, sauta au commencement du premier orage au NW, mais sans

tourner comme dans le premier cas dans toutes les directions de la

boussole, car il persista au NW—N jusqu'après 6"" soir; à cette heure

il revint par l'W au SW. A 8'' du matin les nuages inférieurs ainsi que
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le veut allèrent de l'WSW; une couche intermédiaire de l'W et les nnaces
les plus élevés du NW. Ces derniers gardèrent la même direction sans

changement jusqu'à 2" tlu soir. La température baissa rapidement pendant

les averses, surtout pendant la grêle, pour remonter ensuite de nouveau.

La courbe barométrique montre, bien que moins distinctement, los mêmes
variations que dans le premier cas ï, c. à. d. une baisse peu considé-

rable suivie d'une hausse rapide.

Les diagrammes V et VII montrent la marche des instruments à

Upsala pendant deux des orages les plus violents qui aient eu lieu en

Suède. Tous les deux sont des orages de chaleur typiques. VII est

l'orage du 25 Juillet 1872 qui a été décrit en détail, ci-dessus, tandis

que V représente le violent orage du 28 Juin 187G. Les cartes L'i et 14

montrent les lignes isobares à 8'' du matin et à 2'' d. s. Une haute

pression s'étend au-dessus des îles Britanniques; à l'E se trouve deux

centres de dépression, l'un dans le SE de la Russie, l'autre derrière la

Mer Blanche dans le voisinage de la Nouvelle Zemble, envoyant une

anse de dépression à travers la Finlande, le golfe de Bothnie et la Suède

jusqu'à Christiania.

Entre 1'' et 6'' d. s. éclatèrent des orages sur une cinquantaine

de stations dans le Helsingland et la partie est du Svealand à l'est des

lacs de Siljan et de Hjelmaren.

A 1'' d. s. le tonerre commença à se faire entendre à Upsala du

NNW; à 1'' 45™ commença la tempête, et à 1'' 55"" une averse mêlée de

grêle. Immédiatement avant le commencement de la grêle se forma une

trombe en miniature près de la tour sud de la cathédrale; elle formait

un cylindre complet qui se mouvait vers le SSW. Près d'un poteau de

réverbère en fonte elle s'arrêta immobile pendant 10—15 secondes, passa

la place entre la maison de l'Archevêque et le Séminaire, et se perdit

auprès du monument de Gustave Adolphe. La colonne qui avait la

même hauteur que les maisons, tournait dans un sens opposé à la marche

des aiguilles d'une montre. A 2'' 15™ du soir le tonnerre était le plus fort

et le centre de l'orage semblait se trouver au NE. Les diagrammes des

deux orages montrent les mêmes traits que les précédents. Surtout les

baisses de la température sont énormes, peut-être les plus grandes qui

aient eu lieu à Upsala. La quantité de la pluie et de la grêle était aussi

très considérable, étant de 28,7'"™- le 28 Juin 1876 et de 33,82"""- le 25

Juillet 1872, dont plus de 32"""- pendant la première averse qui ne dura

que 35 minutes.



Iß H. ÄIOHN ET H. HlLDKlîRAND HiLDEBRANDSSON.

Les diagrammes II, IV et VI montrent la marche des instruments

pendant quelques orages de tourbillon. Les orages du 6 août 1881 et

du 5 Juillet 1874 ont déjà été décrits en détail. Le 16 Sept. 1878 l'o-

rage éclata seulement sur 15 stations, mais les lignes isochrones peuvent

se mener facilement et montrent comment l'orage, qui vers le midi éclata

dans le gouvernement de Nyköping au sud du lac de Hjelmaren, s'avança

régulièrement du SW au NE vers le rivage du golfe de Bothnie, à l'em-

bouchure du Dalelf. Le premier coup de tonnerre s'entendit à Upsala à
4'' 10" du soir, et l'orage passa du SSW au-dessus de l'observatoire du
4'' 15" à 4'' 50'" d. s. suivi de pluie et de grêle.

Les diagrammes II et IV montrent les mêmes phénomènes dans

la marche des instruments que les précédents. L'orage du 5 Juillet 1874,

qui s'arrêta à quelques myriamètres au NE d'Upsala, montre (diagr. VI)

un mouvement des instruments peu important et très faible à 11'' d. m.

—0*" 30'" du soir de la même allure que d'ordinaire, justement au mo-
ment où l'orage selon les isochrones devait passer au-dessus d'Upsala.

Néanmoins on ny observa dans ce temps ni tonnerre, ni fluie à Upsala.

L'averse sans orage qui arriva environ 2'' 50"" d. s. fut suivie de varia-

tions encore plus marquées dans la marche des instruments.

Ces variations particulières indiquées dans la marche des instru-

ments ne sont pas spécifiques aux orages. Elles accompagnent la grêle

comme le montrent les diagr. VIII, IX et X. Le diagr. VIII montre

même un des cas de grésil qui ont lieu si souvent au commencement du

printemps. La température alors, loin d'être élevée, est souvent même
très basse. Le grésil est cependant suivi d'une baisse encore plus grande

de la température, d'une hausse de la pression de l'air, précédée par une

baisse lente et par une rotation du vent contraire à la marche des

aiguilles d'une montre.

Les variations des instruments s'étendent aussi à une certaine

distance en dehors de l'aire au-dessus de laquelle la pluie et la grêle

se produisent. Le 3 Juillet 1883 un orage violent passait tout à côté

d'Upsala. A 8" 50" du soir il se trouvait à l'WSW et passait au S de

l'Observatoire. Il n'y eut pas de pluie à Upsala. La marche des instru-

ments est représentée dans le diagr. XL
En d'autres occasions, lorsque l'orage est un peu plus éloigné,

comme le 21 Mai et le 23 Juin 1886, on ne voit pas la moindre per-

turbation sur les courbes des instruments divers. Cependant il faut re-

marquer que les avez'ses de pluie ou de grésil, qui arrivent quelquefois,

quand le baromètre monte avec une rapidité considérable d'après le pas-
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sage cVun grand minimum d'hiver, ne causent pas toujours une pertur-

bation sensible dans !a marche du baromètre, comme on le voit du dia-

gramme XII.

Les oscillations en question sont donc de même nature, aussi bien

pendant les orages de chaleur^ que pendant les orages de tourbillon, ainsi

que pendant chaque pluie en forme d'averse.

La règle est simple:

1" Le baromètre baisse d'abord tantôt d'une manière assez rapide,

tantôt d'une manière lente et presque insensible, puis remonte brusque-

ment dès que la pluie commence.
2° La température baisse tout-à-coup pendant la pluie pour re-

monter ensuite rapidement.

Barogrammes, 13 Janvier 1886.

3° Le vent tourne subitement avec

le soleil en même temps que le baromètre

monte, et parcourt parfois tout le cercle de

l'horizon.

4" Bien que, manquant d'un enregi-

streur anémométrique propre à cet effet, nous

ne puissions pas le montrer par des chiffres

ou des courbes, il est pourtant le cas, que

la force du vent augmente considérablement,

lorsque le baromètre commence à monter.

Ces variations des instruments pen-

dant les orages et les averses de grêle et

de pluie sont bien connues de chacun qui a

étudié les courbes des appareils enregistreurs.

Plusieurs de ces courbes barométriques irré-

gulières ont aussi été publiées ces dernières années par M. M. Mas-

cart'), Hjeltstrôm'), Koppen'), Clément Ley*), Scott'), Assmann^),

1) Journal de Physique 1879 p. 3^9— ;536.

2) La grêle à Upsala le 28 Juillet 1872. Up.sala 1879. (En suédois).

3) Mouatliche Uebersicht der Witterung, Juni 1877. Der Gewitterstiu-m vom

9 August 1881. Ann. der Hydrographie und Maritimen Meteorologie 1882.

4) The Eurydice Squall. Synions Meteorological Magazine, April 1878.

5) Note on a sudden Squall on January 13"', 1886. Quarterly Journal of

the Royal Meteorological Society, Oct. 1886 p. 292.

6) Die Gewitter in Mittel-Deutschland. Mitteil. d. Verein f. Erdkunde.

Halle 1886.

Nov.! Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 3
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Sprung'"), Abercromby^) etc. Nous reproduisons ici les barogrammes

anglais du 13 Janvier 1886, pour la comparaison.

Selon MM. Koppen, Sprung et Abercromby certains orages, qui

se forment dans la partie postérieure d'une anse de basse pression

(» V-shaped isoèar,«»), ont la forme d'une bande continue de plusieurs kilo-

mètres de longeur. Cependant, dans notre pays nous n'avons pas trouvé

d'orages qui éclatent simultanément dans tous les points d'une bande

longue et étroite. Au contraire, cette bande est, pour ainsi dire, brisée,

et consiste d'un nombre dorages rangés en ligne^ avec des intervalles plus

ou moins grands. L'intensité de ces petits tourbillons orageux est fort

variable. Ou voit quelques fois un de ces tourbillons se développer en

véritable trombe.

Nous voyous par conséquent, (jue la marche dhin orage au-dessus

d'une station ressemble au passage d'un petit tourbillon. M. Lancaster ')

est arrivé au môme résultat par l'étude des orages en Belgique 1878 et

1879 et par l'observation de l'enregistreur du vent pendant l'orage.

»En examinant», dit-il, »les feuilles de l'enregistreur de la direction

et de la force du vent, nous remarquâmes que presque tous les orages don-

naient lieu à une rotation plus ou moins complète de la girouette. Les

exemples de ces mouvements de la girouette pendant les orages sont

nombreux; ils se montrent chaque fois que le météore électrique se

trouve au-dessus ou près du lieu d'observation. Ces phénomènes nous

offrent dans un court espace de temps la reproduction de ceux qui s'ob-

servent sur une plus grande échelle pendant le passage des dépressions

barométriques. Or la rotation de la girouette est le trait distinctif de

ces dernières; il est donc naturel de considérer ces deux ordres de per-

turbations atmosphériques — les dépressions et les orages — comme
des phénomènes de même espèce quant à leur nature cyclonique, et

puisque les seconds ne prennent naissance que sous l'influence des pre-

mières, on peut les regarder comme de véritables satellites de celles-ci.

Les mouvements du baromètre pendant les orages sont aussi des indi-

cations très précieuses quant à la nature de ces manifestations atmos-

phériques; comme pour la direction du vent, ils représentent dans des

proportions très restreintes ce que nous observons lors du passage des

dépressions étendues».

1) Lehrbuch der Meteorologie. Hamburg 1885, p 27(3—296.

2) Quarterly Journal of the Met. Soc 1875. — Weather. Loudon 1887.

.->) Di.seus,sions des ob.servatious d'orage.s faites en Belgique jicndaut l'année

1876 et 1879. Annales de l'Oh.servatoire Roy. de Bruxelles Serie II. T. 1, II.
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Sous im rapport pourtant les variations du baromètre pendant un

orage, diffèrent de celles pendant le passage d'un tourbillon plus grand.

La baisse en est extrêmement lente et presque insensible^ tandis que la hausse

qui suit est très rapide. Ceci est en relation directe avec la force

du vent, qui est, comme on le sait, faible ou = avant le commence-

ment de l'orage, mais extrêmement violent pendant la hausse du baro-

mètre. De même pendant un orage, la pluie tombe pendant la hausse du

baromètre, ou dans la partie postérieure du tourbillon. Le mécanisme d'un

tel tourbillon orageux est donc sans doute fort compliqué. M. Mascart') a

étudié les variations du baromètre pendant les orages, et cherche à les

expliquer de la façon suivante. »L'examen de ces courbes met en évi-

dence une relation très simple: le baromètre monte dès que la pluie com-

mence. Toutefois il faut bien remarquer que cette règle n'est pas géné-

rale; elle ne se vérifie pas si le ciel est tout à fait couvert et si la

pluie est fréquente et abondante, mais seulement lorsque le ciel est par-

couru par des nuages isolés pt qu'il se produit par intervalles des averses

suivies d'éclairciesTi.

»La cause de ces changements rapides de pression, paraît très

simple. Dans les circonstances que j'ai indiquées, l'état hygrométrique

de l'air n'est pas très élevé. La pluie qui tombe d'un nuage, traversant

un espace non saturé, s'évapore en partie, et cette vapeur développée

sur place donne lieu a un accroissement local de la pression, accroisse-

ment très faible en général, mais qui peut dans certaines pluies d'ora-

ges, atteindre 2 millim. de mercure. L'influence d'une quantité de vapeur

produite brusquement en un point, suffit pour amener une faible varia-

tion. La diminution de pression qui se manifeste pendant les orages

peut s'expliquer par un phénomène inverse. Tout le monde a pu remar-

quer en effet, que les nuages orageux se forment sur place, et le pas-

sage d'une certaine quantité d'eau, de l'état de vapeur à l'état de gout-

telettes, doit donner lieu à une diminution de la pression. On constate

d'ailleurs sur les courbes que la chute de pression se fait généralement

d'ime manière plus lente et à différentes reprises, tandis que l'accrois-

sement est beaucoup plus brusque».

Ces idées semblent nous donner l'explication principale du phéno-

mène en question. Cette explication paraît aussi d'autant plus naturelle,

comme nous avons montré, que toute 'plide qui arrive sous forme d'averse,

même le grésil à une température au-dessous de 0", est suivie de variations

l) L. e.
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identiques dans la inarche des instruments^ qu'elle soit suivie de tonnerre ou

non. Nous arrivons ainsi à ce résultat surprenant, que pendant un orage,

le tonnerre même, ou les phénomènes électriques, sont des phénomènes secon-

daires. Ceci s'accorde avec l'explication de M. Edlund'), de la produc-

tion de l'électricité pendant les orages. »C'est», dit-il, »une liquéfaction

intense et violente de la vapeur d'eau de l'atmosphère qui est la cause

principale de la grandeur excessive de la tension électrique dans les

décharges disruptives des orages» ").

On peut donc en conclure qu'une averse moins forte et violente,

peut avoir lieu, sans que l'électricité atteigne la tension nécessaire pour

la formation d'un orage.

IV. LES CONDITIONS METEOROLOGIQUES DES OEAGES DANS

L'OSTLAND DE LA NORVÈGE.

Dans les études sur les changements du temps en été, dans l'Ost-

land, (c-à-d., le paj^s autour de Christiania, depuis l'embouchure du

Christianiafjord au sud, jusqu'au lac de Mjösen au nord, et depuis

Kongsberg à l'ouest, jusquà la frontière suédoise à l'est^ études faites

en 1884 et 1885 à l'Institut météorologique de Norvège, avec subvention

spéciale accordée par le Storthing, dans le but de trouver des règles

pour l'avertissement du temps aux agriculteurs, les conditions de la for-

mation des orages furent l'objet d'un examen plus approfondi. Ce tra-

vail était confié à M. K. Hesselberg, à qui nous devons les résultats

ici rapportés.

Après avoir examiné une suite de cas spéciaux des jours d'orages

de l'année 1884, M. Hesselberg arriva aux résultats importants, relatés

plus loin. Lorsqu'il fut constaté qu'au mois de Juillet 1883, il y avait

eu des orages presque chaque jour dans l'Ostland, M. Hesselberg fut

chargé d'essayer ses résultats sur les valeurs moyennes des éléments

météorologiques de ce mois et il se trouva alors, qu'ils en étaient une

complète vérification. Nous donnons par conséquent ici les cartes de la

1) Sur l'origiue de l'électricité atmosphérique. Stockholm 1884.

2) L. c. pag. 79.
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distribution de la pression de l'air, de la température, de l'état hygro-

métrique et du nondjre des jours d'orages pour le mois de Juillet 1883.

(Cartes 20—23).

D'après les recherches de M. Hesselberg, les conditions pour la

i'ormation d'un orage dans l'Ostland dans le courant de la journée, sont

les états suivants de l'atmosphère, à S*" du matin:

1) Pression de l'air, iin peu haute, généralement avec plusieurs

minima partiels, dans l'intérieur du pays. S'il n'y a qu'un seul minimum
partiel de pression, il doit avoir une forme irrégulière, de sorte que la

pression plus haute envoie de petits maxima partiels, en forme de coins

ou de languettes dans l'intérieur de la région de pression inférieure.

L'orage se forme alors dans les maxima partiels. Le cas le plus ordi-

naire est, qu'il y a là un minimum de pression dans l'est, au nord des

lacs suédois, et un autre à l'ouest, au-dessus de la partie méridionale de

l'intérieur de la Norvège. Ces deux minima sont séparés par une crête

de pression un peu plus haute (» Wedge-Shaped Isoharsy)). C'est ici que

se trouve le siège de l'orage. Ici soufflent à côté l'tm de l'autre, à

l'est le vent du nord, à l'ouest le vent du sud.

2) Une température élevée sur l'intérieur du pays, en règle ré-

partie en deux maxima partiels, chacun appartenant à son minimum de

pression. La température doit pourtant être élevée aussi entre ces

maxima.

3) Deux ou plusieurs maxima partiels d'humidité relative dans

l'intérieur du pays, en règle avec 90 "/„ ou plus. Au moins deux

maxima sont nécessaires, en général, l'un à l'est, et l'autre à l'ouest.

Tous ces maxima partiels sont généralement indiqués par les in-

struments de Carlstad d'un côté, et de Granheim (parfois aussi de Dovre

et d'UUensvang de l'autre côté, le maximum de température aussi par

ceux de Christiania. La hauteur barométrique et la direction du vent à

Eidsvold est aussi d'une grande importance, car le vent à Eidsvold

pendant les orages est très souvent de direction opposée à celle du

vent à Christiania; à Eidsvold un vent du nord souffle vers la dépres-

sion orientale, tandis qu'à Christiania un vent du sud souffle vers le

minimum occidental.

S'il n'y a qu'un minimum de pression partiel au nord de Chri-

stiania, les orages dans l'Ostland sont causés par un maximum de pres-

sion partiel qui pénètre comme un coin ou une languette par-dessus le

Christianiafjord dans le minimum, et alors celui-ci descend des deux

côtés du fjord. La température est supposée réduite au niveau de la
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mer. Les cartes ci-jointes montrent qu'elle était la situation moyenne

atmosphérique au matin du mois de Juillet 1883.

Les cas discutés par M. Hesselberg doivent presque tous être

classifies comme des orages de chaleur. Il est probable que c'est à cette

classe qu'il faut rapporter la plupart des orages d'été dans l'Ostland.

Comme on le voit, et comme il apparaît encore plus clairement par

l'examen de la statistique sur la fréquence des orages, les orages de

chaleur, aussi bien que les orages de tourbillon, sont liés à des minima

barométriques, mais que ces minima dans le premier cas sont plus fai-

bles, plus localisés, d'une forme plus irrégulière, avec un mouvement de

propagation plus lent et moins régulier, et accompagnés d'une tempé-

rature élevée et d'une humidité relative considérable. Les orages de

tourbillon accompagnent les vents les plus chauds des grandes dépres-

sions barométriques, surtout là où les Hgnes isobares ont des sinuosités.

Les orages de chaleur accompagnent des dépressions d'été dans l'inté-

rieur du pays, qui sont relativement faibles et qui sont immobiles, ou

n'ont qu'un mouvement de propagation lent et irrégulier. Les premiers

appartiennent principalement aux côtes, les autres à l'intérieur du pays.

Les orages d'hiver sur les côtes sont des orages de tourbillon.

La différence entre les orages de chaleur et les orages de tour-

billon, devient ainsi une différence de degrés et non de genre.

Les conditions nécessaires à la formation des orages, dans l'Ost-

land, indiquées plus haut, semblent devoir rendre la prévision de ces

phénomènes comparativement facile. La difficulté se trouve cependant

dans les ressources purement matérielles. L'institut météorologique de

Norvège ne reçoit point de télégramme de matin, des stations comme
Carlstad, Eidsvold, Granheim et Ullensvang. Parfois les conditions se

sont pourtant trouvées telles, que les dépêches reçues à Christiania ont

permis de voir que les conditions d'un orage étaient remplies, et l'on a

prédit des orages qui ont éclaté plus tard dans la journée.
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V. HAUTEUR DES NUAGES ORAGEUX.

11 paraitrait, par les différentes indications de la littérature touchant

ce sujet, que la hauteur des nuages orageux est très variable à des occa-

sions différentes et dans des endroits différents. Kâmtz ') et M. Hann *)

donnent des hauteurs considérables. Le premier marque la limite infé-

rieure à 4000 pieds environ, le second à 1400 m., tandis que les som-

mets des nuages s'élèvent souvent plus haut que les sommets des mon-

tagnes de la Suisse. En revanche, M. Reimann ') dit que la plupart Ses

orages dans les Mont des Géants (Riesengebirge), sont plus bas que le

sommet de la Schneekoppe (1599 m.) de sorte que de 18 orages par

an, 10 passent complètement sous le sommet de la montagne, et que le

ciel au-dessus est complètement serein; 5—6 enveloppent le sommet de

vapeurs, et 2—3 seulement se montrent complètement au-dessus. M. Kol-

benheyer *) a vu au sommet de la Babiagora, sur la frontière de la

Galicie et de la Hongrie (1725 m.), un orage au-dessous de lui dont les

nuages laissaient complètement libre le sommet de cette montagne, ainsi

que celui de la Brana dans le voisinage (1520 m.). Aussi d'autres voya-

geurs racontent avoir vu des orages au-dessous d'eux, comme M. le prof.

Knop "'), plus bas que 2400 mètres.

Cette question a beaucoup gagné en importance par les recher-

ches de M. Sohncke '^) sur l'origine de l'électricité des orages et de

l'électricité ordinaire. En comparant les résultats obtenus par la naviga-

tion aérienne, il montre d'abord que la surface isotherme de 0" pendant

les mois d'été les plus chauds se trouve à une hauteur, de .3—4000 mè-

tres, et qu'elle ne descend qu'éxceptionellement à 2000 m. Elle monte

en moyenne pendant la matinée et descend de nouveau vers le soir.

Au-dessus de la surface en question, les nuages se présentent sous

forme de y>nuaffes de glaco')^ qui apparaissent comme des cirrus, tandis

qu'au-dessous d'eux s'étendent y>les nuages aqueiuv»^ Nimbus, Cumulus, etc.

Il a de plus démontré expérimentalement, qu'un morceau de glace se

1) Vorlesungen über Meteorologie, Halle 1840, s. 428—80.

2) Meteorologische Zeitschrift. Juli 1886.

?)) Meteorologische Zeitschrift, .linii 1886.

4) Meteorologische Zeitschrift. Octobre 1886.

5) Meteorologische Zeitschrift. Nov. 1886.

6) Der Ursprung der Gewittor-Elcctricitiit und der gewöhnlichen Electricität

der Atmosphäre. Jena, 1885.
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charge d'électricité, à 0", quand on dirige sur lui un courant d'air chaud

saturé d'humidité et de vapeur d'eau.

L'électricité atmosphérique se formerait ainsi selon lui par le frot-

tement de deux courants d'air, dont l'un transporterait des aiguilles de

glace, l'autre des gouttelettes d'eau. L'électricité des nuages orageux se

formerait de même lorsque leurs sommets traverseraient rapidement le

voile des Cirro-Stratus. Il cherche aussi à démontrer, qu'aux jours d'ora-

ges la surface isotherme de 0" se trouve extraordinairement bas, ce qui

le rend plus facile pour le courant chaud d'air ascendent d'élever des

»nuages aqueux» au-dessus de celle-ci.

Si maintenant nous allons examiner ces opinions différentes, nous

aurons d'abord à nous appuyer sur les mesures directes entreprises par

MM. Ekholm et Hagström à Upsala, sur les hauteurs des nuages '). Il

apparaît de ces mesures nombreuses, qu'au-dessus de la plaine d'Upsala,

les Cirrus flottent à une hauteur moyenne d'environ 9000 m. au-dessus

du sol. Le mince voile des cirro-stratus se trouve en général à 1000 m.

plus haut. Seulement quelques fois on a pu observer de véritables

Cirrus au dessous de 6000 m. Les sommets des nuages orageux au con-

traire se trouvent ordinairement à une hauteur de 3000 m. Une seule

fois, le 28 Juillet 1884, on mesura un pareil sommet à un peu plus de

5000 m. de hauteur. Un percement d'un voile de Cirro-Stratus ne peut

donc être admis, du moins à Upsala. De plus il n'est même pas néces-

saire que des formes de nuages plus élevées fassent leur apparence en

même temps que les formes inférieures, — condition affirmée par plu-

sieurs savants, comme étant indispensables pour que les pluies puissent

avoir lieu. On voit souvent à Upsala, -- et ce fait est bien constaté, —
des orages, aussi bien que des averses ordinaires de pluie, venir de

nuages bas, détachés, du type des Cm-Str, tandis que le ciel est d'ail-

leurs complètement serein. Pour ce qui regarde la base inférieure des

nuages orageux, elle se trouve en moyenne à une hauteur de 1400 m.

laquelle coïncide avec la valeur citée par M. Hann comme observée dans

les Alpes.

Le cas ordinaire est au contraire, que les sommets des nuages

s'entourent de vapeurs fines qui s'étendent de là dans toutes les direc-

tions et couvrent parfois une grande partie du ciel. A l'oeil ils ressem-

blent complètement à des Cirrus ou à des Cirro-Stratus. La formation

1) Ekholm et Hagström: Mesiu'es des hauteurs et des mouvements des orages.

Acta Soc. R. Se. Ups. 1885; et un résumé des mesures nouvelles: Die Höhe der

Wolken im Sommer zu Upsala, Meteor. Zeitschrift, März 1887.
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de cette couche de nuages cirriformes a été bien décrite par M. Hann ').

C'est cette couche qui a donné lieu à la supposition que les sommets

des nuages orageux s'élèvent jusqu'à la région des vrais Cirrus. Les

mesures d'Upsala montrent que ces -»faux Cirrus'» sont à la même hau-

teur que les sommets des Cm-Str eux-mêmes, c.-à.-d. à une hauteur

moyenne d'environ 3000 m. La formation de ces »faux Cirrus» pour-

rait peut-être s'expliquer le pins aisément de la même façon que la

formation du brouillard flottant au-dessus des surfaces d'eaux plus chaudes

que l'air pendant un jour froid d'hiver. De la surface relativement chaude

du sommet du nuage s'évapore de l'eau, qui à son tour se précipite en

forme de cristaux de glace dans les environs plus froids. Mais de cette

manière un frottement entre des courants entraînant de la glace et

d'autres entraînant de l'eau, n'a guère lieu.

Que les nuages orageux n'atteignent pas les Cirrus, se prouve

encore d'une autre manière, en ce que la marche des véritables Cirrus

n'est point affectée par les violentes perturbations des parties inférieures de

Vatmosphère pendant les jours d^orages.

Ceci apparaît en partie des diagrammes ci-joints. L'observation

des nuages supérieurs n'est cependant pas toujours facile à exécuter

pendant l'orage même, car ils sont souvent cachés par des nuages plus

bas, ou par des »faux Cirrus». Mais on peut prouver que la marche des

nuages supérieurs et des nuages inférieurs, par rapport les uns aux autres,

montre une irrégularité remarquable, presque toujours, quand le temps

est orageux.

Il est prouvé, qu'en général ") les nuages inférieurs sont déviés à

droite de la direction des vents à la surface de la terre, et de même
que les nuages supérieurs tirent à droite des nuages inférieurs, de sorte

que, si par exemple le vent vient du Sud, les nuages inférieurs vont en

même temps du SSW ou du SW et les nuages supérieurs de l'W ou du

NW. Il y a pourtant de rares exceptions à cette règle. Le nombre de

jours, à Upsala, pendant les 12 années 1874—1885, que la marche des

nuages supérieurs a eu par rapport aux nuages inférieurs une déviation

contraire est de 218, ou à peu près 18 par an. Ces cas se répartissent

ainsi sur les différents mois.

1) Zeitschrift der Oesterreich. Gesellschaft für Meteorologie 187.S, p. 10-5;

1880, p. 434.

2) Hildebrand Hildebeaxdsson. Atlas des courants supérieurs de l'atmos-

phère. Stockh. 1877, p. 14. — Distribution des éléments météorologiques autour des

minima et des maxima barométriques. Acta Soc. Reg. Sc. Upsala 1883, p. 10.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 4
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mouvements parfois violents dans les régions inférieures de l'air, pen-

dant les orages.

Ces considérations et plus encore les mesures directes des nua-

ges, déjà cités, prouvent donc, que les nuages orageux se trouvent à

un niveau inférieur à celui des Cirrus, et qu'ils se trouvent en moyenne

entre 1400 et 3000 m. au-dessus de la surface terrestre. A savoir, s'ils

se trouvent à des hauteurs diverses aux divers endroits de la terre, est

une question qui ne peut être résolue que par des mesures directes.

VI. ECLAIRS SANS TONNEKRE EN SUÈDE ET ORAGES CORRESPON-

DANTS EN 1871, 1872 ET 1873.

Pour vérifier que les éclairs secs ne sont, au moins dans notre

pays, que le reflet d'un orage éloigné, chose fort discutée en d'autres

pays, nous donnons ici la liste complète des observations des éclairs

secs observés en Suède pendant les trois années 1871, 1872 et 1873.

Nous voyons par là, qu'on peut avec peu d'exceptions toujours indiquer

un orage dans la même direction dans laquelle les éclairs secs ont été

observés '). Le tableau contient pour chaque observation: 1. Le jour^

2. l'heure, 3. la station et 4. la direction^ dans laquelle on a observé les

éclairs secs.

Éclairs secs. Orage correspondant.

1871.

l(j Juin ? Östergarn (Gothland) NW et E. A Vesterhejde (Gothland) au soir.

27 Juillet 9'' s. Råneå (Norrbotten) SW. Un orage avait passé au-dessus de la station

4h_5h
s (le l'E—W.

4-5 Août IP s.— l"" m. Viska (Laponie)! , , , ,. o , , ,

1 Le 4 au soir orage a Ljunga en Jemtland.
SW. I

4 ,, 11'' 30" Sko (Upsala) S. Orage au soir dans le gouvernement de Ve-

sterås et au matin suivant dans celui de

Nyköping.

Un grand orage passe le soir de la fron-

tière norvégienne par Jemtland—Hernosand

et disparaît pendant la nuit au-dessus du

golfe de la Bothnie.

9 „ 9'' - 11'' m'^s. Skönvik (Sunds-

vall) NNW— E.

10'' s. Forsa (Gefleborg) W.

1) Nous devou.s les renseignements sur les orages eu Danemark à la bienveil-

lance du Capitaine G. RuNG à l'Iustitut météorologique de Copenhague.
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10 Août 8^ W" s. Sinclairsholm (Scanie)

25 „ 8^ 30" s. Glimâkra (Scanie)?

2 Sept, au soir Oxelösund (Nyköping)?

,,
„ l^ 50™— S*- SO"- s. Alkvettern

(Örebro) SSW.

^^ ^^ S^—Q^ 30"" s. Uddevalla W.

„ „ 8'' 30™ s. Carlscrona W.

„ Hl» s.Tomarp (Christianstad) NW.

1872.

31 Janv. matin et soir Kristdala (Kalmar)?

„ „ „ „ Locknevi „ N.

22-23(?)Avril nuit Hemse (Gothland) W.

27 „ Si> 30'" s. Skönvik (Sundsvall) N.

14 Mai 10'' s. Skeppsholmen (Elfsborg) S.

1 Juin 10'' 30'° s. Harg (Stockholm) SE.

„ „ au soir Dingelvik (Elfsborg) S.

13 „ lO'' 30"» s. Ferglanda (Elfsborg) SW.

2 Juillet Q^ s. Jäder (Nyköping) NE.

4 „ 10'' s. Flisby (Jönköping) ENE.

10 „ 10'' s. Tomarp (Christianstad) W.

13-14 „ nuit Gustafsberg (Uddevalla) SE-)

„ „ „ Björkholm (Halland) E. |

14-15 „ „ Björkholm (Halland) W.

„ „ Löpanäs (Vexiö) SE (SW?)

15 „ au soir Halmstad SV.

^^ „ „ Björkholm (Halland) W.

„ „ „ „ Löpanäs (Vexiö) E. |

„ „ „ Glimâkra (Christianstad) E-l

16 „ 10'' s. Jäder (Nyköping) SW. |

,, „ 10''— 12'' s. Holmstorp (Örebro) S.l

Tempête pendant la nuit. Un orage éclate

sur la station au matin suivant.

Un orage de tourbillon éclata le soir du 2

Sept, au-dessus de la côte ouest de la Suède

et passa pendant la nuit du 2— 3 à tra-

vers le pays el au-dessus de la Baltique.

Carlscrona fut atteint à 2'' lö""— 3'' 30'" m.,

Christianstad à O"" 30'"—P 45"» m.

•?

Probablement le 23-24. Cette nuit, orage

violent à plusieurs stations de la Suède

méridionale.

?

Orage au soir dans le Halland.

A 7'' 50'"— 8'' 40" du soir un orage passa

Ösbyholm, situé dans le SSE de Harg, en

s'éloignant au-dessus de la Baltique.

Au-dessus du Cattegat?

Orage au soir dans le Halland.

Orages de chaleur à une foule de stations à

diverses heures de la journée.

Orage à 4'' s. à Lâckebo, situé à l'E de

Flisby.

Orage en Danemark.

Orage à plusieurs stations entre le Vettern

et la partie NE de la Scanie.

Orage en Danemark.

>

Orage en Danemark.

)) » »

Plusieurs orages ont passé ce soir au-dessus

de quelques stations dans les gouverne-

ments de Linköping et de Vexiö se diri-

geant vers la Baltique.

Le tonnerre se fit entendre à la station Jäder

S^—4'' 30'" s. Orage de chaleur à plu-

sieurs stations ce jour là. Au soir, 9*"— mi-

nuit, orages à la côte nord du Venern.
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4

9

11

Août 10'' s. Halmstad SVV.

„ lOh s. Käme (Carlstad) E.

„ 11'' aO""—minuit Käme (Carl-|

stad) SE, I

„ 10'' 11'' s. Jäder (Nyköping) E.

„ depuis 10'' s. Noresund (Verm-|

land) E. I

11-12

9''— 10'' 80'" s. Tomarp (Chri-

stianstad) S.

nuit Lagmansered (Elfsborg) S.

12 „ 9''— 10'' s. Holmstorp (Örebro) S.

12-13 „ nuit Lagmansered (Elfsborg) S.

13 „ 9''— 10'' s. Tumbo (Nyköping) E.

31 „ au soir Björkholm (Halland) S.

1 Sept. 9''— 10''s. Tomarp(Christianst.)W.

5 „ 10'' l.ô-" s. Hofby (Skaraborg) NW.

2''— 3'' m. Nora (Vesterås)?

2'' m. Skinnskatteberg (Vesterås)?

nuit Sibo (Gefleborg) N—NE.

„ Björn (phare au SE de

Gefle) N.

10''— 11'' s. Tomarp (Christian-

stad) NW.

7'' 15'=° s. Käme (Carlstad) NNE

au soir Hemse (Gothland) SW.

11 „ 11" 30'" s. Käme (Carlstad) N.

6



30 H. Mohn et H. Hildebrand Hildebrandsson,

20

22

v

23

24

24-25

25

»

«

28

Sept. au soir Björn (phare au SE de

Gefle) SSE.

„ ., „ 3 stations (Upsala) SE

,, ,, „ Sätra (Vesterâs) E(SE?)

„ „ Hjulsjö (Örebro) W(E?)

„ „ Visby (Gothland) NW,

„ „ ,, Hemse „

„ S*" s. Jäder (Nyköping) S.

»

7h

30

31

25

-iC' s. Björkhohn (Halland) SVV.

1^— S'' s. Jäder (Nyköping) S.

Qh— 7h
s Jäder (Nyköping) N. I

8^—10'' s. Sko (Upsala)? '

nuit Gustafsberg (Bohuslän) S.

6^—8^ s. Jäder (Nyköping) S.

l^ s. Getinge (Halland) VV—

N

au soir 3 stations en Scanie W,

au soir Hellefors (Örebro) S.

„ „ Noresund (Vermland)?

„ „ Gelinge (Halland)?

„ ,, Låckebo (Kalmar)?

„ „ „ Tomarp (Christianstad)?

„ „ „ Glimâkra „ ?

„ „ „ Gumlösa „ NW.

Octobre au soirHjelmsäter(Skaraborg)W.

8^ 30™ s. Halmstad SW.

„ 4''50"'—5'' 50" m. Tomarp NW.

Nov. 7'* s. Sparrsäter (Skaraborg) NE.

Un orage fort passa ce soir de l'ouest à l'est

au-dessus de plusieurs stations du gouver-

nement de Nyköping et s'éloigna vers la

Baltique.

Orage très fort à la jjlupart des stations de

Gothland.

Sur le Cattegat?

Un orage passe ce soir Oxelösund et s'é-

loigne au-dessus de la Baltique.

Au-dessus du Cattegat?

Orage en Danemark.

Orage sur le rivage nord du Venern, à plu-

sieurs stations entre le Venern et le Vettern,

dans le Bohuslän, et au S du Vettern.

Orage à Ferglanda de l'autre côte du Venern.

Sur le Cattegat?

A 4'' 30" m. orage à Glimâkra au nord de

Tomarp.

1873-

27 Mai 91" 40"' s. Gumlösa (Christanstad)|

WNW. (

4 Juin 10'' s. Falun W.

16 „ au soir Mora (Dalécarlie) N.

16 „ 9'' 30"> s. Falun SW.

15 Juillet 9'' 25" -llh s. Tumbo (Nykö-

ping) SW.

Orage à Mora à l'W de Falun.

Orage à Lillherrdal dans le Herjeådal.

Un orage passe 6'' —10'' s. au-dessus de Lek-

sand, Grängshammar et Hedemora, ou à

SW—S de Falun.

Un orage violent passe ce soir au-dessus de

la Suède méridionale du Cattegat jusqu'à

Gothland.
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»

28

Juillet 10'' s Toniarp (Christianstad) W.|

„ 9"» s. Glimåkra „ SW.I

„ 9^—10'' s. Vestervigge (Ôster-j

sund) WNW.

„ 9'' s. Ljusnedal ((Jstersund) NE.]

Août 10i>— 12'' s. Buhlsjo (Linköping) E.

11

13

17

«

22-23

24

«

26

?;
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30 Août au soir Halmstad WSW.

1(2?) Sept. 9''—10'' s. Degeberg (Skara-

bar^) S.

4 „ 8''— O*" s. Glimåkra (Christian-

stad) SW.

„ „ ? Malmö S et NW.

4 „ y» s. Nora (Örebro) S.

„ „ 10'' s. Degeberg (Skaraborg) W.

„ „ 8'' s. Halmstad r

„ „ 8^ 30"' s. Björkholm (Halland; S.

„ „
8'' 30" Vallen (Halland) ?

„ „
9'' s. Tomarp (Christanstad) NW.

„ „
9'' 30'" s. Esphult „ NW.

5 „ SI" SO"» s. Noresund (Värmland) E.

„ „ au soir Dix stations au nord et au

sud du Mälaren S\V—NE.

„ „ 8'' s. Tomarp (Scanie) S.

„ „ 10''— 11'' S.Uddevalla (Bohusl.)W.

7 „ au soir Tomarp (Scanie) ?

9 „ au soir Löpanäs (Kronoberg) S.

„ „ „ „ Skeppsholmen (Elfsb.) S.

„ „ S"» 25'" s. Björkholm (Halland)

SE--SW.

„ „ Ol-— 101» s. Lâckebo (Kalmar) SW.

„ „ au soir Glimåkra (Scanie) W.

« „ „ „ Tomarp „ ?

„ „ au soir Söderåkra (Kalmar) E.

10 „
9'' 40"' s. Bjästa (V. Norrland)

|

ESE. i

„ „
8'' s. Björkholm (Halland) E—SE.

|

„ „ au soir Tomarp (Scanie). '

10-11 „ nuit Ljungby (Kalmar) E—S.

12 „
8'' s. Nora (Örebro) SW.

„ „
7'' s. Gillberga (Vermland) NW.

14-15 „ nuit Vese (Bohuslän) SSW.

18-19 „ nuit Björkholm (Halland) ? I

„ „ 9^ 30°' s. Esphult (Scanie) ?

„ 8'' 30™ s. Glimåkra „ SE

Orage en Danemark, qui arrive à Halland

le 31 à 5'' du matin.

Orage fort à plusieurs stations de la Scanie

le 2 au soir.

Orage sur plusieurs stations entre le Venern

et le Vettern.

Un autre orage xenant du Cattegat descend

sur le nord du Halland à 9'' 30"" s. Ora-

ges en Danemark simultanément.

Orage à Carlscrona.

Orage à plusieures stations entre le Vermland

et le lac de Mälaren.

Orage à Borrby au côte SE de la Scanie.

Au-dessus du Cattegat?

Orage à plusieurs stations de la Suède ce soir.

Orage à plusieurs stations entre le Cattegat

et la Balti(iue ce soir; orage d'une grande

violence à Copenhague.

Au-dessus de la Baltique?

Au-dessus de la Golfe de Bothnie?

Orages à plusieurs stations en Danemark, en

Halland, en Scanie et en Blekinge ce soir.

Au-dessus de la Baltique?

Orage à plusieurs stations au sud de la Suède.

?

Orage en Danemark le 14 et à Halmstad

au soir.

Orages à plusieurs stations de la Suède mé-

ridionale.
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Orage en Danemark qui parvint au côte sud

de la Scanie vers minuit.

Cette nuit de nouveau un orage venant de

Danemark fait irruption au sud de la

Scanie.

14-15 Oct. Ü'' ;!0"' -8'' s. Halmstad ?

„ „ nuit Björkholm (Halland)

W - S\V.

„ „ au soir Tånnö (Jönköping) S

„ „
8'' s. Tomarp (Scanie) W.

„ „
9'' s. Glimåkra „ SU'.

15-16 „ nuit Björkholm (Halland)

W—SW.

, ,, „ minuit Tomarp (Scanie) W.

22 „ lO''— 11'' s. Ving (Elfsborg) W. Orage en Bohuslän.

25 „ 8'' SO"- s. Bred (Upsala) W. | ?

„ „ 9''-10''s.Gumlösa(Scanie)Sw(

15 Nov. au matin Lofânger (Veslerbotten) ? ?

Ainsi, presque toujours quand les éclairs n'ont pas été observés

au-dessus de la nier, on a pu signaler un orage à peu près dans la di-

rection indiquée par les éclairs. Ceux-ci ont été observés souvent à

une distance considérable (4—500 kilomètres), ce qui confirme les ob-

servations de M. Bezold. Selon lui on a vu en Bavière en forme d'é-

clairs secs des orages qui ont sévi simultanément à l'autre côté des

Alpes dans TAutriche méridionale. La distance de Carlscrona à Copen-

hague, ou des environs du lac de Mälaren à Gothland, n'est guère moindre.

Vn. STATISTIQUE.

Fréquence des orages. La Suède est divisée en trois parties

principales: (voyez la carte 29).

1°) Norrland^ comprenant les gouvernements du Norrbotten, Ve-

sterbotten, Vesternorriand, Östersund et Gefleborg.

2") Svealand^ ou les gouvernements de Falun (Dalecarlie), Upsala,

Stockholm, Nyköping ou Sudermanie, Vesterås, Örebro et Vermland.

3°) Götaland^ ou les gouvernements de Skaraboi'g, Elfsborg, Bo-

huslän, Halland, Linköping ou Ostrogothie, Jönköping, Kronoberg, Kal-

mar, Blekinge, Malmöhus et Christianstad, ces derniers formant en-

semble l'ancienne province de Scanie, la plus méridionale de la Suède,

et lîle Gothland.

Dans le gouvernement de Vesterås, les observations ne commen-
cèrent qu'en 1872. Dans ce qui suit, Bohuslän et Halland ou la côte du

Cattegat, sont traités ensemble comme un seul district, et de même
la partie la plus méridionale du pays, le Blekinge et la Scanie.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IH. 5
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La Norvège est divisée en cinq parties principales:

1") L'Ostland, ou les gouvernements (amt) de Smaalenene, Akershus,

Hedemarken, Christian, Buskerud, Jarlsberg-Laurvik, Bratsberg et Ne-

denes. Les limites sont: au nord le Dovrefjeld, à l'W les Langfjelds,

au S le Skagerack et à l'E la Suède.

2") Le Vestlajid, avec les gouvernements de Lister Mandai, Sta-

vanger, Söndre-Bergenhus, Nordre-Bergenhus, forme la partie ouest de la

Norvège méridionale entre les Langfjelds et l'Atlantique jusqu'à cap Stad.

3°) Romsdal-Trondhjein, ou les gouvernements de Romsdal, Sondre-

Trondhjem et Nordre-Trondhjem, situé entre cap Stad et Dovrefjeld

au Sud, au Nord le Nordland, à l'E la Suède et la mer à l'W.

4°) Nordland-Tromfiö^ les deux gouvernements du Nordland et du

Tromsö, formant la partie la plus étroite de la Norvège entre la mer
à l'W, la Laponie et la Finlande à l'E.

5°) Le Finnmarken^ un seul gouvernement du même nom, entre

l'Océan et la Mer de Barents, au N., la Finlande et la Russie au S.

La fréquence annuelle des orages dans chaque division du pays

est indiquée dans les tableaux I a. et I b., ainsi que sur la carte 24.

Tab. I a.

Fréquence des orages dans les différents gouvernements de la Suède.

(Nombre moyen pour chaque observateur).

Gouvernement 1871 1872 873
I

1874 1875 1876 1S77 1878 1879 1880 Moy.

Norrbotten ....
Vesterbotten . . . .

Vesternorrland . . .

Östersund
Gefleborg
Dalécarlie

Dps.ila

Vesterâs
Stockholm
Nyköping
Örebro
Vermland
Skaraborg
Elfsborg

Bohus et Halland .

Linköping
Jönköping
Kronoberg
Kalmar
Blekinge et Soanie
Gothland

Nombre des stations

6.29

4.81

340
4.85

5-9°

4.72

5.41

4.50
4.60

5-53

5'44

5-89

8.77

5.20

4.40

7-23
6.08

8.20

7.90

5.06

26S

7.40

7.90
8.00

7.20

9.70

9.70

14.00

17.70

11.90

17.50

14.40

1830
22.30
22.00

17.70

10.60

16.40

16.20

12.40

1370
11.20

ä'j'9

9-33

7.64
6.60

5.64
8.00

6.40

6-45

14.00

3-7°

8.14

8.62

8.89

"33
i3'57

13-13

4.67

8.64

11.55

9.40

16,47

10.25

4-75

5-75

7.17

318
10.17

4.82

5-56

7.1 1

4.60

5.86

6.50

9.20

6.83

8.60

[2.14

4.00

7-36

7-43
4.00

[O 78
2.50

6.67

5.14

800
7-63

14.38
12.80

7.18

9.60

657
9.50

8.50

10.50

9.25
12.50

10.00

6-33

6.71

1 1.67

8.20

8.78

7.67

^JS
I

/7/

5-5°

5-75

4 00

3.83

7.00

3.00

6.07

7-75
4.80

9-75
6.30

5.46

8.70

8.40

10.75

10.67

6.43

925
6.17

7-63

'J7

5-75

7-33

4.93
2.67

7.60

6.67

7.70

9.17

6.50

10.56

8.45

7.73

7-57

7.25

7-50

12.25

5.50
8.14

714
6.47

3-75

3.80

7-33

3.00

4.67

5.67

4-5°

10.55

9,29

4.67

14 22

9.25
8.00

783
16.20

8.50

8.57

7.60

11.67

11.67

10.40

6.78

'47

3-75

5.67

6.29

8-33
6.80

6.67

16.33
11.62

6 00

9-55
12.13

9-75

10.43

10.51

12.60

10.85

6.20

11.57

8.14

6.58

536

'47

6.33

533
6.25

4.50

9-33
7.00

6-75

8.29

4.50
10.00

7-83

10.00

9.67

11.85

12.00

8.58

10.75

13.00

17.00

9.41

7.00

'SS

5-96
6.26

5.76

5-25

8.46

6.63

8.60

10.50

5-77

9-97

8,75

9-33

9.98
11.97

10.95

8.09

8.28

10.66

9.23
9.81

6.62
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Tab. I b.

Fréquence des orages dans les différents gouvernements de la Norvège.

GoureiDement 1871 1872 1873 1874 1875 1876 1877 1878 1879
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Tab. II. (Saite).
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voit qu'eu géuéral les orages sont plus nombreux à l'intérieur du pays

que sur les côtes. Ce n'est que dans le Vestland et dans la région de

Ronisdai-Trondhjem que l'inverse a lieu.

Le nombre des orages varie beaucoup d'après les années. Ceci

s'applique à toutes les parties du pays. On ne peut par les tableaux

conclure à une période dans la fréquence des orages pendant une série

d'années.

Période diurne des orages ').

Tab. IV a.

Période diurne de la fréquence des orages dans différents mois 1871— 80.

I

ill
I

2li Ish I4I.
I

5h |61i J7l>|81i|9li|ioli!iiIi[Md.lii'i
|

2l>
|

3''
| 4'M s'' I

ô'i
|

7I1
|

Sh
|

gl' liohliihlMn

Janvier—Mai.

Suide . . . .

Norvège
l'intérieur

littoral . .

Suide . . . .

Norvège
l'intérieur

littoral . .

10* 10*
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Tab. IV b.

Période diurne des orages dans différentes parties du pays 187 1—80.

1
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savoir, que dans l'Europe centrale, les orages d'hiver se produisent plus

souvent la nuit, que le jour. M. A. Buchan a montré la môme chose

pour le nord-ouest de l'Ecosse '), et on l'entrevit déjà dans l'étude des

orages en Norvège en 1868^).

Quant à la cause de ce phénomène, M. Hellmann la place dans

l'augmentation de la vitesse du vent, observée à plusieurs stations du

Nord de l'Europe, surtout pendant les tempêtes, justement aux heures

de la journée, où les orages d'hiver, étant tous des orages de tourbillon,

sont le plus nombreux. Les stations sur la côte ouest de la Norvège,

où les orages d'hiver sont le plus nombreux, comme à Bergen, Hellisö

et Ona, montrent cependant une moindre force moyenne du vent à 8''

du soir qu'à 2'' du soir. La station polaire autrichienne à Jan Mayen

y trouva, pendant 1882—83, la vitesse du vent plus grande pendant la

nuit que pendant le jour. On doit aussi remarquer, que la fréquence

maxima des orages à Stykkisholm sur la côte ouest de l'Islande, où des

orages n'ont pas lieu en été, se produit vers S*" du matin et 6^— 10'' du

soir. L'explication acceptée par M. Hellmann, n'est donc pas suffi-

sante pour ce qui regarde la Norvège, et des recherches ultérieures sont

ainsi nécessaires.

Période annuelle de la fréquence des orages.

Tab. V. Période annuelle de la fréquence des orages.
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Le tableau V montre que, dans toute la Suède et dans l'intérieur

de la Norvège, le nombre des orages est le plus grand dans la saison

la plus chaude de l'année ou pendant le mois de Juillet. Plus on s'avance

vers le Nord, plus les orages sont concentrés autour de cette époque,

comme on peut le voir par la comparaison des nombres pour le Göta-

land d'un côté, et du Norrland et de l'intérieur du Finmark d'un

autre côté.

Sur la côte de la Norvège, les conditions sont très différentes.

Certes, même là les orages se produisent en général le plus souvent en

Juillet ou en Août, mais un maximum secondaire de fréquence se trouve

aussi en hiver au mois de Janvier. Ce cas remarquable sera étudié d'une

manière détaillée plus loin. Dans l'intérieur de la Norvège, nous avons

encore des orages d'hiver, bien qu'en nombre restreint; en Suède ils

sont au contraire d'une rareté extrême.

La période annuelle des orages en Suède correspond complète-

ment à celle qu'on a trouvée en Belgique, l'Allemagne centrale et la plus

grande partie du Nord de la Russie et de la Sibérie. Dans la Russie

centrale et méridionale, ainsi que dans le Caucase, la fréquence maxima

a lieu déjà au mois de Juin. Le cas signalé par M. v. Bezold ') que

dans l'Allemagne méridionale la fréquence des orages a deux maxima

pendant les mois d'été, maxima qui semblent se rapprocher les uns des

autres et de la saison la plus chaude à mesure que l'on avance vers le

nord, peut encore, surtout en certaines années, se montrer dans l'Alle-

magne centrale, mais a complètement disparu eu Suède.

Direction du vent et marche des nuages pendant un orage.

Tab. VI. Direction du vent pendant les orages.

1. Suède (1871 — 1880).

Janvier—Mai
Juin
Juillet,

Août
Septembre—Décembre

Année :

Norrland
Svealand
Götaland
Totaux (Suède)

M
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Tab. VI. (Suite).

2. Norvège (1867—83).
a. Ij intérieur

Janvier—Mai
Juin
Juillet

Août
Septembre—Décembre
Annie

1). Littoral:

Janvier—Mai
Juin
Juillet

Août
Septembre—Décembre

Armée
c. Tout le pays:

Janvier—Mai
Juin
Juillet

Août
Septembre—Décembre
Totnu.r (Norvège) . . .

N
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Dans la saison froide de l'année, notamment en automne, la di-

rection principale du vent dans l'intérieur du pays est environ du SW.
Mais en cette saison il y a peu d'orages dans l'intérieur. Dans les mois

les plus chauds, qui sont relativement rickes en orages, le vent du sud

est dans l'intérieur du pays le vent dominant pendant les orages.

Le minimum de fréquence des orages a lieu au littoral par un vent du

N et dans l'intérieur par un vent du NE, règle qui s'applique dans

toutes les saisons. Dans l'intérieur, le vent du nord montre un maxi-

mum secondaire de fréquence. En général, la fréquence varie réguliè-

rement du vent le plus rare au vent le plus fréquent.

Ce sont par conséquent les vents les plus chauds (jui apportent

ou accompagnent le plus grand nombre des orages, et les vents les plus

froids qui accompagnent le plus petit nombre des orages. Plus la tem-

pérature de l'air est élevée, plus aussi sa richesse en vapeur d'eau est

grande, à la règle, surtout dans le voisinage de la mer.

Les vents les plus fréquents pendant les orages sur le littoral

sont du 8W; au contraire dans l'intérieur du S. Ceci peut tenir à des

conditions, dont probablement les suivantes sont les plus importantes.

La côte de l'ouest, la partie la plus étendue de tout le littoral,

depuis Lindesnes jusqu'au cap Nord, reçoit les orages principalement

avec les vents du sud-ouest. Ces vents sont des vents de mer et in-

diquent des minima de pression barométrique, se trouvant vers le NNW
au large dans la mer de Norvège. S'il éclate en même temps un orage

plus à l'est dans l'intérieur du pays, les gradients doivent y être dirigés

plus vers l'ouest et le vent par conséquent plus au Sud. De tels orages

sont des orages de tourbillon. Cependant les orages dans l'intérieur com-

mencent généralement ])lus tard, quand le tourbillon s'est avancé plus

loin vers l'est, et alors le vent dans l'intérieur devient plus de l'ouest.

Dans les mois les plus froids, l'intérieur du pays n'a presque pas

d'orages. S'il y en a, ce sont des orages de tourbillon. Dans les mois

d'automne et de printemps, la plupart des orages dans l'intérieur sont aussi

des orages de tourbillon. Et nous voyons par la statistique que pendant

ces mois (Septembre—Mai) les vents les plus fréquents pendant les

orages sont du SW. Le plus grand nombre des orages dans l'intérieur

sont des orages de chaleur, se formant avec des minima secondaires de

pression dans l'intérieur du pays, pendant les mois d'été. La statistique

montre, qu'ils sont le plus généralement accompagnés de vents du sud.

Ces conditions seront mieux expliquées plus loin, en comparant la fré-

quence des orages dans les différents mois et les différentes parties de
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la Norvège, avec la répartition de la pression atmosphérique. A côté des

considérations ci-dessus, on doit aussi remarquer qu'en général les vents

dans l'intérieur sont moins déviés de la direction du gradient, que les

vents de mer '), et que par conséquent, le gradient ayant la même
direction, un vent qui sur le littoral souffle du SSW, doit à l'intérieur

(lu pays C'tre moins dévié à cause du frottement plus considérable qu'il

éprouve, et y souffler du Sud.

La marche des nuagex (tahl. VII), telle qu'elle a été notée par les

observateurs, correspond en général à la direction du vent. La concor-

dance est la plus parfaite sur le littoral, comme l'on devait s'y attendre,

du moment où il est question d'orages de tourbillon, et où le frottement

plus faible exercé par la surface de la mer permet au vent de suivre la

direction indiquée par la marche des nuages, de beaucoup plus près que

dans l'intérieur du pays. Il est à remarquer que dans l'intérieur du pays

il semble que la fréquence des vents du nord soit plus grande à la sur-

face terrestre qu'à la hauteur où flottent les nuages, tandis que le con-

traire a lieu pour les vents du sud. Si cela n'est qu'un résultat, pro-

venant de l'insuffisance du nombre des observations, on voit par là, qu'il

y a des vents locaux dans les couches inférieures de l'air dans les ora-

ges de l'intérieur, lesquels eux-mêmes sont de nature locale. Le mouve-

ment plus rapide de l'air dans les orages de la côte comparés à ceux de

l'intérieur du pays se trouve indiqué par les 6.5 pour cent de calme du

premier, contre ILs pour cent du second, pour toute l'année. Que le

mouvement de l'air est plus rapide dans les couches supérieures, où se

trouvent les nuages, cela se prouve par le tabl. VII sur la marche des

nuages, lequel montre pour la côte 3.(5 "/„ de calmes dans les nuages,

contre 5.2 "/g pour l'intérieur. Un air calme, pendant les orages, est par

conséquent un cas deux fois plus fréquent à la surface de la terre qu'à

la hauteur des nuages orageux.

Relation entre la répartition de la pression atmosphérique et la

fréquence des orages en Norvège.

Dans »rOesterreichische Zeitschrift für Meteorologie» 1884, p. 149,

on trouve une table donnant les hauteurs normales du baromètre, pour

30 stations norvégiennes, réduites à l'espace de 16 ans, entre 1867— 1882.

1) MoHN et GuLDRERG: EtiuU's wiir les niouvenieuts de l'atmo.si)lière. P. I.

Christiania 1876. p. 21.
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Si l'on réduit ces hauteurs barométriques à la pesanteur sous 45" de lat. et

au niveau de la mer, puis applique les corrections trouvées pour le baro-

mètre normal et pour les baromètres des stations*), on obtient les nom-

bres du tableau suivant. Si l'on transporte les hauteurs barométriques

du tableau sur des cartes, et si l'on trace les isobares, on obtient

un aperçu de la répartition de la pression atmosphérique au-dessus de

la Norvège dans les divers mois. De telles cartes ont été publiées dans

»l'Oesterreichisehe Zeitschrift für 1884», et s'étendent jusqu'à la mer de

Norvège et à la partie nord-ouest de l'Europe ^).

Tab. VIII. Hauteurs barométriques réduites à 45° et au niveau de la mer;

1867— 82 (i6 ans) corrigées d'après les corrections connues en automne 1886.

700 m.m. -\-

Janv. Févr.
I

Mars
j

Avril
j

Mai Juin Juill- Août Sept.
|

Oct.
I Nov. : Dec. Année

Stations

Röros
Tonset
Dovre
Granhojm . . .

Elverum . . . .

Eidsvold . . . .

60.

60.

60
61,

60.

59-i

Christiania
I

60. i

Sandösund 6o.i

Oxö 60

Mandal 60,

Skudesnes » . . . . 59.

Ullensvang 59.

Bergen 58
Leirdal ' 59 <

Flesje

Florö
Dombesten . .

Aalesund . . .

Christiansund .

Ytteröen . . .

Brönö
Rånen
Bodö
Lödingen . . .

Fagernes . .

Tromsö ....
Alten
GjesvEer ....
Vai'dö

Sydvaranger .

59.7

59-3
58.6

596
60.0

59-4

59-5

59-5

59.6

59.6

58.6

590
57-6

58.6

58.8

57-0

571
56.0

55-8

57 3

55-2

56.0

54-3

53-«

54.1

53°
54.2

52.6

53-4

55-2

59.2

58.5

58.1

59-3

59.2

58.6

59.0

59.0

59-'

59-1

58.6

59.0

57 9

58.7

58:7

57-5

57-4
56.6

56.5

57.8

56.0

56.5

55-2

54.8

54 9

540
548
53-6

539
55-2

60.2

59-4

591
596
59-5

59-3

59.6

59.6

59-7

59-7

596
59.8

59.0

59-7

599
59-3

59-4

590
589
59-5
58.6

59-1

58.1

57-9

580
57-5

58.0

57.0

57,2

58.0

60.8

59.8

59-5

59-9

59.8

59-7
60.2

60 4
60.9

61.0

61.2

60.8

60.5

60 4
60.8

60.6

60.6

60 4
60.6

61.0

60.3

60.7

60; I

60.1

60.1

60.1

60.8

60.4

60 5
61.1

59-5
58.8

58.5

58.6

58.6

58.7

59-1

594
60.0 I

60.0

60.2

59-7

598
593
59.6

59.8

59-7

59.7

59-9
60.2

59-8
60 o

59-5

59-5

59-5

594
598
598
59-3

59.7

58.3
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Tab. IX. Norvège 1867— 1883. Nombre des orages par station ').

C = Côte. I = Intérieur.

Jauv. Févr. Mars Avril Mai Juiu
I
Juil. Août Sept. Oct.

Smaaleuene C
I

Akershus
Hedemaiken
Christiau

Buskenul
Jarlsberget LaurvikC.

I-

Bratsberg C
I

Nedenes C
I

Lister et Mandai C.

L
Stavanger C

„ I

Söndre-Bergenhus C.

I-

Nordre-Bergenhus C.

I.

Romsdal C
1

Söndre-Thiondbjem 1^

L
Nordre-Throndhjem C.

L
Nordland C. .

„ I.

Tromsö C. . .

,. L . .

Finmarken C,

I.

0.03!
o oz

o 00
I

0.00

0.02
0.02
0.07
0.09
0.00

0.00

0.00

0.07
0.18
O.U
0.20
0.00

0.43
0.13
0.85
0.16
0.45
o 24
0.57
0.12
0.24

0.00

0.27
0.12

0.06

0.00

003
0.02

0.00

0.00

0.00

0.00
0.0 1

0.00

0.00

o 00
0.00

0.00

0.00

0.00

003
o 07
0.06

0.00

0.23

0.08

0.23

o. I I

0.16

0.13

0.07

0.03

0.26
0.04
0.14

0.18
0.1»
0.00

0.00

o 00

0.00

o 00
0.00

o.01

0.00

0.00

0.00

0.00

o 00
0.00

0.02

0.00

0.05

0.00

o 07
0.00

0,10

0.04

0.22

0.02

0.03

0.13

003
o. 01

0.06

o 00
o og

0.05

0.02

0.00

0.00

o 00

0.00

0.00

0.03

0.04
0.00

0.03

0.03

o 00
0.08

0.02

0.02

0.00

0.06

0.00

0.08

0.00

0.03

0.00

0.20

0.02

o 02
0.02

003
0.00

0.09

0.04

0.04

0.00

0.00

0.00

o 00
0.00

0.19

0.48

0.90

0.52

007
0.60

044
0.64

0.15
0.62

065
0.27

0.51

0.36

0-33
0.00

0.22

o 00
0.28

O.OI

o 09
0.04

O 00
0.15

0.09

0.08

0.00

o 00
0.00

0.00

0.00

0.04

0.52

1.38

2.18

2.00

1.34

I.4I

1. 21

'32
O.« 5
0.88

1. 00

0.67

1.09

1.00

0.77
1.00

0.58

0.42

0.38

0.14

0.13

o 22

0.70
1. 21

0.59
1.48
o 14

0.25

0.13

0.50

0.12

0-57

0.94 1

I 78

3.00
3.14
2.88
2.34
1.76

2.23
o 77
1.70

3.13

2,07

1.95

2.21

1.61

1.60

1.50

1.67

1.18

0.61
0.50
0.85
0.77

2.32
1.29

1.36!

o 55!
0.88'

0.^0

l.OO
0.36

1.33

1.13

2.12
2 07
2.29

1.66

1 60
2.22
2 14

1.92
1.90
2 60

2.67
2.12

1.7g

1.81

2.00
1.63
0.88

1,08

0.51

028
0.50

0.63

1.65

079
0.92

U.56
0.60

0.43

0.75
0.21

0-73

0.13

0.43

0.48

0.23
0,02

0.17

0.63

0.41

0.08

0.63

0.83

033
I 14

0.43

0.63

0.40

0.50

0.25

0.82

0.07

0.35
0.26

o. 10

0,18

0.24

0.16

0.12
O.IO

0.00

0,00

0.00

0.00

013
0.23

0.05

0.04

0.02

0.03

0.15

o 00
0.00

0.05

0.38

033
0.62

0.86
0.72
0.20

060
037
0.90
0.13
0.24

O.U
0.27

o 03
0.32
o 00
o.i6

0.08

0.00

0.00

0.00

o 02

Nov.
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En Janvier (voy. carte 25) il y a un maximum de pression dans

l'intérieur du sud de la Norvège et dans le nord de la Suède. A l'est de

l'Islande se trouve un minimum. Un minimum plus profond se trouve aussi

à l'ouest de l'Islande. Enfin une zone de basse pression s'étend dans la

partie nord de la Mer du Nord vers le NE au-dessus du Skagerack, des

lacs suédois et du golfe de Bothnie. .Dans la mer de Norvège la tem-

pérature de l'air envoie des languettes chaudes en dehors et le long des

côtes de Norvège vers la partie est de la Mer de Barents. Une anse

d'air froid, dont la base se trouve dans la Laponie entre le golfe de

Bothnie et la Mer de Barents, couvre la partie centrale de la péninsule

Scandinave. La tension de la vapeur d'eau est répartie à peu près de

la même façon que la température. Les vents régnants soufflent sur

la côte de Norvège en laissant la terre à droite et la mer à gauche.

L'intérieur du pays, notamment l'Ostland, avec ses vents froids

du nord, et le Nord de la Norvège, avec ses vents de terre froids, n'ont

point, ou très peu d'orages (voy. carte 26). A l'embouchure du Chri-

stianiafjord, où la statistique des vents montre une prédominence mar-

quée bien que faible des vents du SW sur les vents de NE, il y a 0.07

orages par station, un maximum secondaire. A partir de Lindesnes, le

nombre des orages augmente et dépasse 0.25 par station le long de

toute la côte de l'ouest jusqu'à Lofoten.

Depuis Bergen jusqu'au ïrondhjemsfjord, il y a le long de la

côte plus de 0.5 orages par station, et entre le Sognefjord et le cap Stad

il y a le plus grand nombre, 0.85 par station. Ce maximum de fréquence

se trouve dans la partie de la côte qui est le plus rapprochée du mi-

nimum barométrique à l'Est de l'Islande et dans la partie du pays

qui a la plus haute température moyenne, la plus grande humidité ab-

solue et où les vents méridionaux sont prédominants. Vers le nord

et le sud la tension de la vapeur devient plus faible, la température

moins élevée et la distance au minimum de pression de la mer de Nor-

vège plus grande.

Au mois de Février^ la répartition de la pression, de la tempéra-

ture, de la tension de la vapeur d'eau et des vents régnants sont à peu

près comme en Janvier. L'intérieur du pays n'a presque pas d'orages,

non plus que la côte de l'Ostland et le Finmark. La côte ouest a le

plus grand nombre d'orages, (la côte de Söudre- et Nordre-Bergenhus

0.23 par station). Ici se trouve aussi la plus haute température et la

plus grande tension de la vapeur d'eau.

Au mois de Mars la répartition des éléments climatologiques en

Norvège est peu changée. Le minimum de pression à l'est de l'Is-
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lande est en voie de disparaître. Un minimum plus accentué est en

face de Tromsö. L'intérieur de TOstland et du Finmark n'a pas d'ora-

ges. Leur plus grande fréquence est sur la cote ouest (côte du Nordre-

Bergenhus, 0.22 par station), où la température est la plus élevée.

En Avril le type d'hiver prédomine, mais il s'est formé un mini-

mum de pression atmosphérique à l'est du Christianiafjord, et la pres-

sion la plus basse dans la mer de Norvège est située au large de

Tromsci et du Finmark. Les orages commencent à se montrer dans

rOstland, mais l'intérieur du pays et le Finmark sont en général trop

froids pour les orages. La plus grande fréquence se trouve encore

sur la côte ouest (Nordre-Bergenhus (\20 p. station), où la température

continue d'être la plus élevée.

En Mai la transition au type du climat de l'été, a déjà com-

mencée dans la Norvège méridionale, tandis que celui de l'hiver régne

dans le Nord. Un minimum de pression commence à se développer

dans l'intérieur de l'Ostland, sous l'influence de la température plus

élevée, qui, réduite au niveau de la mer, montre un maximum dans la

partie méridionale de l'intérieur de la Norvège et autour duquel soufflent

des vents du sud et du SW à Christiania et dans le Skagerack, des

vents du NW et N sur la côte ouest, au sud du cap Stad. Dans l'in-

térieur du nord de la Norvège et de la Suède il existe encore un maxi-

mum de pression. En dehors de la côte, près de 70" de latitude §e

trouve le minimum de pression de la mer de Norvège. L'intérieur y a

encore la température assez basse, tandis que celle de la côte est plus

haute. — Les orages deviennent les plus nombreux à l'intérieur de

l'Ostland (Akershus 0.90 par station), et leur nombre diminue le long de

la côte, vers l'ouest jusqu'à Lindesnes et vers le nord le long de la côte

d'ouest, où le nombre auprès de Bergen est de 0.25 par station, et sur

la côte de Romsdal de 0.09 par station. La Norvège septentrionale n'a

point d'orages, à l'exception de l'intérieur du Finmark, qui, avec une tem-

pérature un peu plus élevée que celle de la côte, a 0.04 orages par station.

En Juin il y a un minimum de pression à l'intérieur de l'Ostland.

Le long de la côte d'ouest et un peu au large, s'étend une bande de

pression plus élevée, et dans la mer de Norvège se trouve un minimum

de pression. La partie est de l'Ostland a des vents régnants du sud;

la côte du Skagerack des vents du SW, la côte ouest des vents du nord

ou de l'ouest, le Finmark des vents du NW. L'Ostland a un maximum
de température, ramenée au niveau de la mer, de même que l'intérieur

du Finmark. Dans l'Ostland la tension de la vapeur d'eau est presque
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aussi grande que sur la côte ouest. Elle est la plus grande sur la

côte du Skagerack. — La partie est de l'intérieur de l'Ostland a le plus

grand nombre d'orages (Akershus 2.18 et le Hedemai-ken 2.00 par sta-

tion) ; ensuite viennent les gouvernements de Buskerud et de Christian,

l'intérieur des gouvernements de Trondhjem, la côte du Skagerack, la

côte ouest, au sud du Sognefjord, l'intérieur du Finmark. Le plus petit

nombre d'orages, nous l'avons à la côte près du cap Stad et depuis le

Nordland jusqu'au Varangerfjord (0.18 par station).

En Juillet, les cléments climatologiques sont répartis à peu près

comme en Juin. Le minimum de pression de l'Ostland, son maximum
de température et sa richesse en vapeur sont encore plus marqués (carte

27). La fréquence des orages est plus grande qu'en Juin, mais répartie

de la même manière (carte 28). Partout l'intériem- a plus d'orages que

le littoral. La partie est de l'intérieur de l'Ostland a plus de 3 orages

par station, la côte au nord du cap Stad 0.5, et l'intérieur du Finmark,

qui a un maximum de température, L33 par station.

En Août^ nous avons une répartition de la pression barométrique

très semblable à celle de Juillet, ainsi que celle de la température, de la

vapeur d'eau et des vents. Cependant, la température est un peu plus

basse, notamment dans l'intérieur. Le plus grand nombre d'orages se

trouve (plus de 2 par station) dans les gouvernements de Hedemarken et

d'Akershus ainsi que sur la côte du Skagerack. L'intérieur de la Nor-

vège méridionale a moins d'orages que la côte; dans le nord c'est vice-

versa. La côte depuis cap Stad jusqu'au Varangerfjord a le plus petit

nombre d'orages: la côte de Romsdal n'ayant que 0.2S et celle du Fin-

marken 0.21 par station.

En Sejrieinhre commence la transition au type de l'hiver. Il y a

' alors un reste du minimum de pression de l'Ostland, mais d'ailleurs

nous avons un maximum dans l'intérieur du pays. Dans l'Ostland les

vents du sud et du SW régnent encore, mais sur la côte ouest les

vents soufflent déjà du sud ou de l'est. Dans le Finmark régnent des

vents de l'ouest. La température de même que la tension de la va-

peur d'eau sont les plus élevées auprès de Lindesnes. Les orages sont

les plus fréquents dans la partie la plus méridionale du pays (côte de

Lister et Mandai Lu par station). La côte ouest jusqu'au cap Stad a

plus d'orages que l'Ostland. L'intérieur a moins d'orages que la côte.

Les deux gouvernements de Tromsö et du Finmark sont sans orages.

En Octobre^ le type d'hiver a repris toute sa prépondérance.

L'Ostland a très peu d'orages, l'intérieur en a aussi en général très peu,

et les deux gouvernements septentrionaux aucun, excepté l'intérieur du
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Finmark (0.02 pai" station). Lus orages sont les plus fréquents sur la

note d'ouest au sud du cap Stad, où la côte de Nordre-Bergenhus a O.9

par station. Le minimum de pression de la Mer de Norvège se trouve

entre l'Islande et le Helgeland (Nordland).

En Novembre la distribution hivernale des éléments se continue.

Il n'y a presque point d'orages dans l'intérieur du pays. Le plus grand

nombre éclate sur la côte de Nordre-Bergenhus (0.0 par station).

En Décembre situation semblable à celle de Novembre et de

Janvier. L'Ostland est très pauvre en orages; tandis que la côte d'ouest en

a quelques-uns, (Nordre-Bergenhus 0.45, Nordre-Trcnidhjem 0.38 par station").

Les nombres du Tab. IX. indiquent aussi que la fréquence des

orages a une période annuelle bien accentuée. Partout elle est la plus

grande dans les mois d'été, en Juillet ou en Août. La côte a le plus

grand nombre d'orages en Août, mais presque autant en Juillet. L'inté-

rieur au contraire présente distinctement la plus grande fréquence en

Juillet. Ceci correspond au fait que la plus haute température s'observe

dans l'intérieur plutôt que sur la côte. Le plus grand nombre d'orages,

nous l'avons dans l'Ostland; et les minima de pression de cette région,

accompagnés de la température élevée des mois d'été, deviennent ainsi

les agents les plus puissants pour produire des orages en Norvège. Il

est aussi intéressant de voir que les gouvernements d'Akershus et de

Hedemarken, qui se trouvent à l'est du minimum de pression en été et

où par conséquent les vents chauds du sud sont fréquents, sont aussi

les gouvernements qui ont le plus grand nombre d'orages, savoir plus

de 8 par station dans l'année, sauf la côte du gouvernement de Ne-

denes qui en a 8.85 et qui réunit une haute chaleur d'été à des vents

de mer frais du SW. Les gouvernements de Christian et de Buskerud,

qui se trouvent à l'ouest du minimum de pression d'été, atteignent à

peine un peu plus de 6 orages par station par an, et dans le mois le

plus riche en orages, en Juillet, ils restent en arrière des gouvernements

situés plus à l'est.

Dans toutes les parties du pays la fréquence des orages est la

plHS grande dans les mois d'été; dans la plupart des gouvernements

cette fréquence de l'été est tout à fait prédominante sur celle des autres

saisons. Les seules où ceci ne soit pas le cas sont la côte de Nordre-

Bergenhus et celle de Romsdal et en partie aussi la côte de Söndre-

Trondhjem. En effet, dans ces régions la fréquence des orages en

Janvier atteint presqu'au môme nombre que dans les mois les plus

chauds. C'est la région préférée des orages d'hiver.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 7
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Outre ce niaximum de fréquence eu Janvier, qui sera examiné plus

loin avec plus de détail, notre tableau montre quelques maxima secon-

daires, dans les mois d'automne. Il n'y en a point dans l'Ostland. Après

la diminution rapide de la fréquence des orages d'Août à Septembre,

les conditions climatologiques passant au type d'hiver, elle va ici en

diminuant continuellement presque jusqu'à zéro pendant les mois d'hiver

et de printemps. Dans le Vestland au contraire il apparaît dans la

plupart des gouvernements, aussi bien sur la côte qu'à l'intérieur, un petit

maximum, ou tout au moins une tendance à un tel, en Octobre. Si nous

jetons un coup d'oeil sur la répartition de la pression atmosphérique

dans la mer de Norvège nous verrons que pendant ce mois le minimum
barométrique est situé plus vers le sud entre l'Islande et le Helgeland

à la latitude du cercle polaire, tandis qu'il se trouve en Septembre aussi

bien qu'en Novembre dans les parages du cap Nord tous près de la

côte norvégienne.

Au nord du cap Stad jusqu'au gouvernement de Tromsö il existe

un maximum secondaire de fréquence en Novembre, par conséquent

correspondant au déplacement du minimum de pression de la mer de

Norvège vers le Nord pendant ce mois.

Le plus remarquable des maxima secondaires de la fréquence des

orages, est celui qui se montre eu Janvier (dans quelques parties en Dé-

cembre ou en Février). On en aperçoit déjà les traces dans l'Ostland,

mais il apparaît surtout dans la partie du pays qui regarde la mer de

Norvège depuis Lindesnes jusqu'au Finmark. C'est en premier lieu cette

partie qui a de fréquents orages en Janvier : mais aussi dans l'Intérieur

ce maximum se fait sentir. C'est la côte du gouvernement de Nordre-

Bergenhus qui a la fréquence la plus grande. La fréquence relative est

près ou plus des 10 "j^ du nombre total de l'année; sur les côtes de

Nordre-Bergenhus (1L9 proc), de Romsdal (15.2), de Söndre-Throndhjem

(15.3), de Nordre-Throndhjem (5.2), de Nordland (10.5) et dans l'intérieur

du gouvernement de Tromsö (10 "/„ en Décembre).

Le minimum de pression de la mer de Norvège est situé en Janvier

à l'est de l'Islande et il présente en ce mois sa plus grande profondeur.

Sur la côte ouest de la Norvège les gradients barométriques sont plus

forts et les tempêtes sont plus fréquentes en Janvier que dans les

autres mois d'hiver. Si nous calculons d'après la statistique des vents '),

la force moyenne du vent sur la côte d'ouest pour les trois mois

d'hiver, nous aurons le tableau suivant:

1) Oesterr. Zeitschr. f. Meteorologie XX, 1885. V. 485.
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Tab. X. Force du vent.

51

Gouvernement
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peine une très faible diminution de Décembre à Janvier mais au con-

traire une baisse comparativement rapide de Janvier à Février. II

semble, qu'en mer au large de la Norvège une onde chaude s'avance

au mois de Janvier vers le nord, qui s'oppose à la baisse de la tempé-

rature. La température de l'Atlantique nord est le plus élevée en Août, et

par conséquent cette onde chaude n'atteindrait nos côtes qu'en Janvier.

Un examen plus approfondi montre, que ce n'est pas dans

tous les mois de Janvier, qui ont eu une température moyenne plus

élevée que la température normale, qu'on a observé des orages. D'un

autre côté, tous les mois de Janvier, dont la température moyenne a été

au-dessous de la normale n'ont pas été sans orages. Dans le premier

cas, il est possible que le mouvement de l'air n'ait pas atteint la force

nécessaire, ou qu'un orage ait échappé à l'observation. Dans le second

cas, il faut remarquer, qu'une période de froid se termine facilement par

une tempête plus ou moins forte. Eji moyenne, le nombre des ora-

ges de Janvier est cependant d'autant plus grand, que la température

moyenne du mois est plus au-dessus de la température normale. Pour

prouver cela, j'ai comparé le nombre des orages de Janvier dans chaque

gouvernement sur la côte, à l'anomalie thermique aux stations corre-

spondantes.

Tab. XII. Janvier, a: Gouvernement, nombre dorage par station.

b: Anomalie thermique à la station correspondante.

Année
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De ce tableau j'ai tiré les résultats moyens suivants. Pour la

Norvège au sud du Dovreij'old, l'Ostland et le Vestlarid, des 22 cas,

où l'on a une anomalie positive, on obtient 0.91 orages par station pour

une anomalie positive de -f 3"()2, et de 7 cas, 0.64 d'orages par station

pour une anomalie négative de -Ol'Ol. En moyenne de 29 cas, 0.84 ora-

ges par statio)! pour une anomalie de
-f-

2!'07. — Pour la Norvège sep-

tentrionale, au nord du cap Stad et du Dovrefjeld, on obtient de 24 cas,

0.80 orages par station pour une anomalie positive de -j- lî'se, et de 5

cas, 0.27 orages par station pour une anomalie négative de — 3"7(i. Par

conséquent, en moyenne on a de 29 cas, 0.71 orages par station pour

une anomalie de + lî'oo.

Pour le littoral de tout le pays, on obtient de 46 cas, 0.85

orages par station, pour une anomalie positive de 2?42, et de 12 cas,

0.48 orages par station pour une anomalie négative de — 1?S5. En
moyenne par conséquent de 58 cas 0.72 orages par station pour ime

anomalie de -(- 1"53.

Les mois, dans lesquels les orages sont les plus rares, sont en

moyenne Mars et Avril. Le littoral, avec son minimum annuel de tem-

pérature retardée, a en moyenne le minimum en Avril, l'intérieur en Mars.

Le minimum de fréquence de la côte ne descend pas si bas que celui

de l'intérieur. En Avril la température est plus élevée, et la quantité de

vapeur d'eau plus considérable qu'en Mars, mais la carte de la pression

de l'air montre en Avril, lorsque la pression la plus basse se trouve en

dehors de la côte du Finmark, où la température est encore basse, de

très faibles gradients en dehors de la côte d'ouest, vis-à-vis Mars qui a

des gradients plus forts et un reste du minimum islandais, sans compter

un minimum comparativement bas au dehors de Tromsö. Sur la côte

des gouvernements de Nordland et de Tromsö, le minimum de fréquence

arrive en Mai, le mois qui a là haut de faibles gradients, tandis que

ce mois dans le sud de la Norvège a déjà acquis le type climatologique

de l'été.
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Tab. XIII.

Statistique de la grêle.

Nombre des observations faites dans chaque gouvernement sur la

grêle pendant les orages.

Oouvernemeut .871
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Le tableau XIII montre qu'eu Norvège, la fréquence de la grêle

pendant les orages suit la fréquence de ces derniers. En moyenne c'est à

peine un orage sur 9 (0.52 : 4.8), qui en Norvège est accompagné de grêle.

Les dégâts occasionnés par la grêle sont très rares en Norvège. —
En Suède les grêles ne sont guère plus fréquentes. Sur 14745 orages

1325 ont été suivis de grêle, ou à peu près un sur onze. Leur fréquence

correspond d'ailleurs en général à celle des orages. Les grêles sont

les plus nombreuses dans les parties ouest et sudouest du pays, et

dans les gouvernements situés autour des grands lacs, le Venern, le Vet-

tern, le Hjelmaren et le Mälaren. En Norrland et sur le Gothland les

grêles sont rares et leurs dégâts peu importants. Dans le Svealand et

le Götaland des pertes ont parfois lieu, bien que beaucoup plus rare-

ment que dans les pays plus méridionaux. Suivant les comptes des

compagnies d'assurance, les pertes des récoltes par an en Suède, ne dé-

passent pas en moyenne 6 centimes par 100 francs, tandis qu'à Berlin

on perd 63 centimes et à Magdebourg 90 c. par 100 francs. Si par-

fois des pertes considérables se font sentir, les orages accompagnés
de grêle sont pourtant comparativement inoffensifs, dans la presqu'île

Scandinave.
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ri9 29. Divisions du pays.

Norvège.

1. Smaalenene

2. Akershus

3. Hedemarken

4. Christian

$. Buskerud

6. Jarlsberg et Latirvik

7. Bratsberg

8. Neder>es

9. Lister et Mandal

10. Stavanger

11. Sandre Bergenhus

12. Nordre »

13. Romsdal

14. Sandre Throndhjera

15. Nordre »

16. Nordland

17. Tromsö

1 8. Finmarken

1-8. Östland

9—12. Vestland

13—15. Romsdal-Throndhjem

16—17. Nordland-Tromsö

18. Finmark

Suède.
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THE OXiCEPHALIDS.

J. he Oxycephalids are perhaps the most interesting of all the Am-
phipoda Hyperiidea on account of their strange external forms as well

as the curious transformations which several of their internal and extern-

al organs are subjected to. However, it is not only because they pre-

sent such remarkable features as these that I have been induced to take

them up now. The many intricate questions connected with the syno-

nymy of the genera and species have to-day acquired an immediate inter-

est through the publication of two great works both of the highest im-

portance for our knowledge of the Amphipods, »Die Platysceliden»

by C. Claus in 1887, and »Report on the Amphipoda collected

by H. M. S. Challenger during the years 1873—1876», by the Rev.

Thomas R. R. Stebbing in 1888. As my own opinions with regard to the

synonymy and relationship of many of the Oxycephalidean species, briefly

stated in a preliminary paper »Systematical list of the Amphipoda
Hyperiidea», differ on several points from those of the eminent carci-

nologists just mentioned, I have felt in duty bound to state more fully

the reasons on which my systematical arrangement of this abnormal

group of animals is founded. Besides, I wish to make use of this op-

portunity for communicating some new results arrived at by the exami-

nation of fresh material recently obtained.

As an introduction I am going to give some historical and mor-

phological notes on the Hyperids in question.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. 'Ser. I
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I. HISTORICAL îsOTES OÎS' THE OXYCEPHALIDS.

The Oxycephalids seem to have been comparatively late attended

to by the zoologists, the tirst who described such an animal was H.

Milne Edwards, 1, the great reformer of the carcinological system, giving

in 1830 the diagnosis of the genus Oxycephalus. He placed the

new genus among the »Hypérines anormales», but said »Ces amphipodes

s'éloignent de la plupart des Hypérines par la forme grêle et allongée,

par leur tête aplatie et lancéolée, etc.» The species he named Oxy-

cephalus piscatoris.

Two years later Anastasio Cocco, 2 and 2 a, established the new ge-

nus Ovio^ which partly is synonymous with Oxycephalus, his species Orio

Ornithoramphus, however, is very difficult to identify, owing to the incom-

plete diagnosis ; a facsimile of his drawing is given by Stebbing 1. c. p.

145 ; as far as I know it is the first drawing of an Oxycephalid, met with

in the literature. Nicolo Prestandrea, 3, described in 1833 a new species

of the just mentioned genus, Orio oxyahingus; it is very unclear where

this species might be placed, in the systematical arrangement below it

is omitted as being deficiently described; Stebbing 1. c. p. 152 assumes

that Oxyahingus must be a misprint for Oxyrhingus, and this probably

a malformation for Oxyrhynchus. In 1836 F. E. Guérin, 4, instituted the

BIBLIOGRAPHY.

1. H. Milne Edwards »Extrait de Recherches pour servir à l'Historié naturelle

des Crustacés amphipodes». Annales des Sciences naturelles.

Tome 20"% p. .396. Paris, 1830.

2. Anastasio Cocco. »Su di alcuni nuovi crustacei de' mari di Messina Lettera

del dött. A. C. al celebre dött. William Elford Leach, etc.»

Effemeridi scientifiche e letterarie per la Sicilia. Tomo 2^°, Pa-

lermo, 1832. 2 a see p. 10.

3. Nicolo Prestandrea. »Su di alcuui nuovi crustacei dei mari di Messina.»

Effemeridi scientifiche e letterarie per la Sicilia. Tomo 6'°, Pa-

lermo, 1833.

4. F. E. GuÉRiN. sDescri])tion de quelques genres nouveaux de Crustacés appar-

tenant à la famille des Hypérines.» Magasin de Zoologie; 6™*

Année. 1836. Classe VII, p. 10, pi. 18, fig. 2. Paris, 1836.
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new species Oxycephalus océaniens^ which he himself later, 8, declared to

be synonymous with the typical species of H. Milnk Edwards. In 1839,

6, he gave a new drawing of it.

In 1838 H. Milne Edwards, 5, quoted the two species Oxycephalus

-»piscatorius)-) and 0. océaniens; and in 1840, 7, he gave a drawing and a

fuller description of the tjqie species, changing the name into Oxy cepha-

lus pise a t or; at the same time he gave a diagnosis of a new species.

0. armatus, which is the first representative for the genus Rhabdosoma

or Xiphocephalus
In the same year, or in 1841, Eydoux and Souleyet, 8, gave a

long description of Oxycephalus armatus^ H. Milne Edwards, 'accom-

panied by excellent drawings ; it is, however, not the true 0. armatus^ but

identical with Rhabdosoma Whitei, established in 1862 by Spence Bate,

as will be proved below under this species. After the description of the

animal they say 1. c. p. 271 that F. E. Guérin, who had aided them with

the examination, regarded the species generically distinct from Oxy-

cephalus^ and established the genus Xyphocephalus for its reception. Thus

Xyphocephalus or Xiphocephalus is the eldest name for the genus and

must be accepted instead of the later names.

In 1848 Arthur Adams and Adam White, 9, instituted the genus

Rhabdosoma for the same Oxycephalus armatiis, not knowing the just men-

tioned work; they gave a short generic diagnosis and said that Rhabdo-

soma armatum »forms a singularly interesting link between the Amphipoda

and the Laemodipoda, uniting, as it were, the two». They gave also a tolerably

5. J. B. P. A. DE Lamakck. Historie uaturelle des Animaux sans vertèbres.

2™« édition par G. P. Deshaves et H. Milne Edwards. Tome
5"% p. 308. Paris, 1838.

6. F. E. GuÉEiN. »Typhiss. Dictionnaire pittoresque d'Historié naturelle et des

phénomènes de la nature. Sous la direction de F. E. GuÉrin.

Tome 9"", p. 498, pi. 708, fig. 4 and 4 a. Paris, 1839

7. H. Milne Edwards. Historie naturelle des Crustacés. Tome 3""*, p. 99— 102,

pi. 30, fig. 10—12. Paris, 1840.

8. Eydoux et SouLEY'ET (and F. E. Guérin). Voyage autour du monde exécuté

pendant les années 18.36 et 1837 sur la corvette la Bonite. Zoo-

logie. Tome 1", p. 267—271, pi. 4 fig. 13—32. Paris, (1841?).

9. Arthur Adams and Ada>i White. >^Crustacea >. The Zoology of the voyage

af H. M. S. Samarang, under the command of Captain Sir Ed-

ward Belcher, p. 63, pi. 13, fig. 7. London, 1848.
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good drawing, which clearly shows that the specimen described by these

naturalists is identical with the type species of H. Milne Edwards.
In 1849 Hercule Nicolet, 10, mentioned Oxycephalus océaniens from

the seas of Chile, and H. Lucas, U, the genus Oxycephalus among the

»Hypérines anormales».

In 1850 Guiseppe Natale, 12, promoted the specific name Ornitho-

ramphus^ given by Cooco, see above p. 2, to a generic name, and cal-

led the specißs 0. Coccoi. He described this species at length but with-

out good characteristics; if it is identical with Cocco's species or not,

is very difficult to settle. Stebbing 1. c. p. 241 suggests, that it possib-

ly may' have some relation to Oxycephalus typhoides^ Claus; according to my
opinion it is rather near to Oxycephalus latirostris, Claus, howbeit, the

genus is most likely a synonjmi for Oxycephalus, H. Milne Edwards.

Natale was doubtful if Ornithorampihus might be rather an Isopod, allied to

Sphœromidœ^ than an Amphipod. In the same year the same author, 13, pu-

blished in an other paper one more new generic name, Erpetoramphus^ also

probably synonymous with Oxycephalus. Owing to the vague description

it is impossible to identify the species which he named E. Costce.

In 1851 H. Lucas, 14, mentioned and figured Oxycephalus océaniens,

GuÉRiN, not adding any new characteristics.

In the same year Fr. Gugl. Hope, 15, issued a catalogue of the

crustaceans of the Mediterranean, he enumerates without any charcteri-

stics, under Amphipoda, the following, above mentioned Oxycephalids viz;

Orio oxyrhynchus, Prestandrea, 0. omithoramphus ^ Cocco, Omithoramphus

Coccoi^ Natale, and Erpetoramphus Costœ^ Natale.

10. Hercule Nicolet. Historia fisiea y politica de Chile . . . por Claudio Gay.

Zoologia. Tome 3>^°, p. 249. Paris, 1849.

11. H Lucas. »-Hypérines». Dictionnaire universel d'Historié naturelle ....
dirigé par Charles d'Orbigny. Tome 6"« p. 782. Paris, 1849.

12. Guiseppe Natale. Descrizione zoologica d'una nuova specie di plojaria e

di alcuni crostacei del porto di Messina, etc. p. Messina, 1850.

13. » Su pochi Crostacei del porto di Messina. Lettera del Dottor

G. de N. . . al Sg. Achille Costa, con una tavola in rame. Na-

poli, 1850 (teste Stebbing, 1. c. p. 1621—1624).

14. H. Lucas. Historie naturelle des Crustacés, des Arachnides et des Myria-

podes, p. 240, pi. 18, fig. 9. Paris, 1851.

15. Fr. Gugl. Hope. Catalogo dei Crostacei Italiaui e di molti altri del Médi-

terranée, p. 21 and 22. Napoli, 1851.



N

Historical Notes. 5

J. D. Dana, 16—17, in 1852 placed the Oxycephalids as a sub-

family Ox7/cej)halinœ in the family Typhidœ.

In 1858 C. Spence Bate, 18, described the new genus Macro-

cephalus^ with M. longirostris^ n. sp., later, 20, he himself dropped both names,

finding them synonymous with Rhabdosoma^ Adams and White, and Rh.

annatiim, H. Milne Edwards; here below it is quoted as synonym for

Xiphocephalus armatus, H. Milne Edwards.

In 1861 the same author, 19, gave some interesting notes on the

young of some Hyperids allied to Oxycephalus ; the following year he, 20,

established, in his catalogue of the Amphipoda in the British Museum,

the family Oxycephalidœ, with two subfamilies, Synopinœ and Oxyce-

phalinœ; he described there Oxycephalus piscator, H. Milne Edwards,

0- océaniens, F. E. Guérin, and O. tuberculatus, n. sp. this latter was

described from a mutilated specimen but with characteristics sufficient

to show that it is a species of its own, not synonymous with any one of

the previously known species; further Rhabdosoma armatum., H. Milne

Edwards, and Rh. Whltei, n. sp. of the former species he gave a new,

enlarged description, adding some good characteristics to those mentio-

ned by H. Milne Edwards,- of the latter species he gave a detailed de-

scription showing beyond doubt that it was a separate species. Unfor-

tunately he did not know both sexes of the two species, but only the

female of the former and the male of the latter. C. Glaus was proba-

bly misled by this fact to interprète Rh. Whitei, Spence Bate, as the

male form of Rh. armatum^ H. Milne Edwards. Spence Bate gave also

drawings of all these species.

16. J. D. Dajîa. »On the Classification of the Crustacea Choristopoda or Tetra-

decapoda). The American Journal of Science and Arts. 2** Se-

ries. Vol. 14, p. 316. New Haven, 1852.

17. » United States Exploring Expedition during the years 1838, 1839,

1840, 1841, 1842, under the command of Charles AVilkes. U. S.

N.; Crustacea. Vol. 2, p. 1009 and 1443. Philadelphia, 1852.

18. C. Spence Bate. »On some new Genera and Species of Crustacea amphi-

poda». Ann. and Mag. of Nat. Hist. 3^ Ser, Vol. 1, p. 361.

London, 1858.

19. » »On the Morphology of some Amphipoda of the Division

Hyperina». Ann. and Mag. of Nat. Hist. B^ Ser. Vol. 8, p.

1—15. London, 1861.

20. » Catalogue of the specimens of Amphipo^ous Crustacea in the

collection of the British Museum, p. 341 — 346. London, 1862.
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In 1864 Achille Costa, 21, without referring to the genus Oxy c e-

phalus or to the family Oxycephalidas, instituted a kind of subfamily,

Ornithoramphini, for the reception of the genus Ornithoramphus, Natale,

and the two new genera Natalius and Carcmornis. On the synonymy

of the first genus see above p. 3, the genus Natalius is probably syno-

nymous with Oxycephalus, and the new species N. candidissimus, pos-

sibly is 0. piscator, H. Milne Edwards; the genus Carcinornis is diffi-

cult to identify, it comes perhaps near to Streetsia, Steering, or Lep-

tocotis. Streets, because the form of the first two pairs of perseopoda

alluded to in the diagnosis is most similar to the form of those pairs in the

two mentioned genera; of this latter genus Carcinornis he established two

new species C. acutirostris^ and C. inflaticeps; the suggestion of Stebbing

1. c. p. 347 that the latter may prove to be synonymous to Oxycephalus

typhoides^ Claus, is, according to my opinion, not supported by the few

characteristics given by Costa; see below under »Streetsia».

In 1867 Costa, 22, mentioned Ornithoramphus Coccoi, Natale, among

a collection of Mediterranean crustaceans sent to the exhibition in

Paris that year.

In 1871 C. Claus, 23, gave some short notices on the anatomy of

the Oxycephalids, mentioning a vesicular organ in the hind part of the

head; this vesicle he regarded as an auditory organ; he described further

the structure of the eyes, the nervous system, and the organs of circula-

tion. At the same time he gave a new diagnosis of the genus Oxyce-

phalus^ and described as 0. piscator, H. Milne Edwards, the animal which

here below is named 0. C lau si, he argued further that 0. océaniens,

GuÉRiN, is synonymous with 0. piscator, H. Milne Edwards, a fact

which Guérin-Méneville already in 1841, himself had proved, 8, and that

21. Achille Costa. Di alcuui crostacei degli acalefi, e di iiu distomideo para-

sitto». Rendicouto dell'Accademia delle Scienze Fisiche e Mate-

matiche. Anno 3">. Fas" 4'°, p. 86—89. Napoli, 1864.

22. Achille Costa. »Saggio della coUezione de' Crostacei del Méditerranée Del

Museo Zoologico della Università di Napoli spedito alia Espo-

sizione di Parigi del 1867». Aunuario del Museo Zoologico della

R. Università di Napoli. Anno 4'o,
p. 44. Napoli, 1867.

23. C. Claus. »Untersuchungen über den Bau und die Verwandsehaft der Hype-

riden». Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften

und der Georg-Augusts-Universität aus dem Jahre 1871, p. 149

—157. Göttingen, 1871.
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Rhabsosoma Whitei^ Spence, Bate, is not a species by itself but only the

male form of Rh. armatum, H. Milne Edwards, a mistake, which will be

duly cleared up under »Xiphocephalus» below. He established also the

new genus Simorhynchus^ with the new species 5. antennarius., and a new
species of Oxycephalus., 0. tenuirostris, mentioned below as Leptocotis
ten ui ros tris. In the same paper he said, »Die Gattung Spwpia^ Dana,

die Dana and Spence Bate irrthiimlich mit den Oxycephaliden vereinigt

haben, gehört zu den Gamnuiriden». Among the Oxycephalidaî he

mentioned then Snehagenia, n. g. later transferred to the Lycaeids.

In 1877 Thomas H. Streets, 24, described under the name Oxy-
cephalus tuberculatus, Spence Bate an animal which I really think may
prove to be identical with Spence Bate's species ; he further instituted

the new genus Leptocotis with the new species L. spinifera.

In 1878 Glaus, 35, gave some interesting notices about the heart

and vessels of Oxycephalidœ and other Hyperids.

In the same year Thomas H. Streets, 26, described from the Pa-

cific the following Oxycephalids viz; Oxycephalus tuberculatus., Spence Bate,

which, however, is not identical with Spence Bate's species but with 0.

Clausi, C. Bovallius; 0. bulbosus, n. sp., 0. sderoticiis, n. sp. Lepto-
cotis spinifera, Streets, Calamorhynchu s, n. g. with G. pellucidus,

n. sp., Rhabdosoma Wliitei, Spence Bate, Rh. armatum, H. Milne Edwards,

and Rh. longirostris, Spence Bate, the latter synonymous with Xipho-
cephalus armatus, H. Milne Edwards. It is noticeable that he did

not himself find the specific difference between the Oxycephalus tuber-

culatus, described by him in 1877 and the 0. tuberculatus, mentioned in

this his latter paper. The descriptions are accompanied with drawings

which are not very good, being executed in a small scale.

24. TliOMAS H. Streets. »Contributions to the Natural History of the Hawaiian

and Fanning Islands and Lower California». Bulletin of the Uni-

ted States National Museum, 1877. N" 7, p. 136—138. Was-

hington, 1877.

25. C. Claus. »Über Herz und Gefäss-system der Hyperiden». Zoologischer An-

zeiger, herausgegeben von J. V. Carus. 1^'*'' Jahrgang, 1878, p.

269—271. Leipzig, 1878.

26. Thomas H. Streets. >Pelagic Amphipoda». Proceedings of the Academy

of Natural Sciences of Philadelphia. 1878, p. 276—290, pi. 2.

Philadelphia, 1878.



8 Carl Bovallius, The Oxycephalids.

In 1879 Claus, 27, made a revision of the known Platyscelids,

and quoted among tLem the following genera and species as belonging

to the family Oxycephalidae. Oxycephalus piscator^ H. Milne Edwards,

as observed above, p. 6, identical with 0. Clausi, C. Bovallius, 0. m»i7is,

in my opinion probably a synonym for 0. piscator, H. Milne Edwards,

0. latirostris, n. sp., 0. tenuirostris, Claus, quoted as Leptocotis
tenuirostris below, 0. porcellns, n. sp., = Streetsia porcellus, 0.

longiceps n. sp. = Streetsia longiceps, 0. typhoides n. sp. = Steb-

bingella typhoides. He adhered to his former statement that Rhah-

dosorna Whitei, Spence Bate, was synonymous with Rh. armatum^ H. Milne

Edwards. He transferred the genus Simorhynchus to the family y)Lycœidœ'».

In 1880 Claus, 28, placed Oxycephalinœ as the fifth subfamily of

the fourth Hyperiidean family Platyscelidœ.^ quoting the same genera as

in the just cited work.

In the same year Otmar Nebeski, 29, added important facts to

our knowledge of the anatomy of the Amphipods; he did not investigate

any one of the Oxycephalids but many of his statements throw light

upon analogue peculiarities in this family. Just the same ought to be

said about Yves Belage, 30, and his admirable treatise on the organs

of circulation of the marine Edriophthalmata.

In 1884 Geo. M. Thomson, 31, described a new species of Oxy-
cephalus, 0. Edwardsii^ which, however, probably is sjiionymous with

0. piscator, H. Milne Edwards, see below under this species.

27. C. Claus. Die Gattungen und Arten dei- Platysceliden in systematischer Über-

sicht». Arbeiten aus dem Zoologischen Institute der Universität

Wien und der Zoologischen Station in Triest. Herausgegeben von

D:r C. Claus. Tom. 2, p. 188—198. Wien, 1879.

28. » Grundzüge der Zoologie. 4" Auflage. Vol. 1, p. 588. Marburg, 1880.

29. Otmar Nebseki. >^Beiträge zur Kentniss der Amphipoden von Adria.» Arb.

Zool. Inst, der Universität Wien etc. Tom. 3, p. 111— 162.

With 4 plates. Wien, 1880.

30. Yves Delage. »Contribution à l'étude de l'appareil circulatoire des crustacés

édriophthalmes marins». Archives de la Zoologie Experimentale

et Générale. Vol. 9, p. 1—172, pi. 1—2. Pari.s, 1881.

31. Geo. M, Thomson. »Descriptions of new Crustaceans». Transactions and

Proceedings of the New Zealand Institute, 1883. Vol. 16, p,

237—240, pi. 12, fig. 14—21, pi. 13, fig. 1. WeUington, 1884.
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111 the same year J. S. Kingley, 32, gave a drawing of Rhabdosoma

Batei, n. ep., which name however is o-p\j a synonym for Xiphocepha-
lus armatus, H. Milne Edwards.

In 1885 J. V. Carus, 33, recorded the Oxycephalids hitherto men-

tioned from the Mediterranean viz; Oxycephalus similis, Claus, doubtfully

referring to Natalias candidissimus , Costa, as synonymous with it; he further

mentioned 0- typhoides^ Claus; and enumerated also among the Oxy-
cephalidae, but with a sign of interrogation, Carcinornis acutirostris, Costa,

C. iiißaticep."^ Costa, Orio Zancleus^ Cocco, Chiropristis messanensis, Cocco,

and Ornithoramphus Coccoi^ Natale. Of these animals Orio Zancleus is

an Eupronoë^ Claus, and Chiropristis an Anckylomera, H. Milne Edwards;

for the probable synonymy of the remaining ones see, above p. 4 and 6.

In 1886 A. Gerstaeckee, 34, gave Oxycephalidfe as the fifth

family of the Hyperina anormalia, including the two genera Oxyce-
phalus and Rhabdosoma and supported the view of Claus, that Rh. ar-

matum and Rh. Whitei were the same species. He gave also a copy of

Guérin's drawing of Oxycephalus océaniens.

In 1887 the author of this treatise, 35, published a preliminary pa-

per on the systematical arrangement of the Amphipoda Hyperiidea, enu-

merating and describing briefly the following Oxycephalids, Glo s s o-

cephalus, n. g. with the species G. Milne Edwardsi, n. sp., and G.

spiniger, n. sp.; Oxycephalus piscator, H. Milne Edwards, 0.

Clausi, n. sp. 0. tuber culatus, Spence Bate, 0. pectinatus, n. sp., 0.

latirostris, Claus, 0- porcellus., Claus, 0. pronoides., n. sp., O. Steenstrupi,

n. sp., and 0. longiceps., Claus, the last four species being recorded in the

32. John Steeling Kingsley. The Standard Natural History. Vol. 2; Crusta-

cea and Insects. Boston, 1884.

33. Julius Victor Caeus. Prodromus Faimse Mediterrauese sive Descriptio Ani-

malium Mediterranei incolarum, quam comparata silva rerum qua-

tcuus inuotuit, adiectis locis et nominibus vulgaribus eorumque

auctoribus in commodum Zoologorum congessit J. V. C. Vol.

1, p. 427—428. Stuttgart, 1885.

34. A. Gerstaeckee. D:r H. G. Bronx's Klassen und Ordnungen des Thier-Reichs,

wissenschaftlich dargesteUt in Wort und Bild. 5*" Band. 2'« Ab-
theilung. Gliederfttssler, Arthropoda, p. 486—487, pl. 25, fig.

Ö and 6 a. Heidelberg, 1884—1886.

35. C. Bovallius. »Systematical list of the Amphipoda Hyperiidea». Bihang till

Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. Baud 11.

N° 16, p. .34—40. Stockhohii, 1887.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 2
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present treatise as belonging to the genus Streetsia, Stebbing; 0,vj/ce-

phalus typhoides^ Claus, and 0. scleroticus, Streets, both here transferred

to the genus Stebbingella, n. g. ; Leptocotis Lindströini^ n. sp., here

named Dorycephalus Lindströmi; Leptocotis tenuirostris, Claus;

Tullbergella, n. g., with the new species T. cuspidata; Calamorhyn-
chus pellucidus. Streets; Rhabdonectes, n. n. instead of Rhabdosoma^

which name the writer supposed to be preoccupied, but wrongly, as

Stebbing (1. c. p. 1606) has clearly proved. Diagnoses were also given

of Rh. armatufi^ H. Milne Edwards, and Rh. Whiter Spence Bate.

In 1887 the important work of Claus, 36, »Die Platysceliden» was

issued. He gave there good drawings of all the species described in

his previous paper of 1879 (see p. 8). He maintained his opinions

about Oxyce-phalus piscato7', H. Milne Edwards, and Rhabdosoma armatum,

H. Milne Edwards, spoken of above (p. 7 and 8). The descriptive part is a

reprint of his paper of 1879, with some few additions.

In the same year G. M. Giles, 37, described a new species of Rhab-

dosoma., Rh. mvestiyntoris, which is however undoubtedly synonymous with

Xiphoceph alu s Whitei, Spence Bate; Giles expressed the opinion that

Claus was quite right in considering Rhabdosoma Whitei., Spence Bate,

as the male of Rh. armatum, H. Milne Edwards.

In December 1887 I gave, 38, a diagram of the systematical rela-

tions of the Hyperiidean families, in which the Oxycephalidte are recorded

as the thirteenth family and placed between the Tryphœnidœ and the

Pronoidce.

36. C. Claus. Die Platyseelideu, p. 67—75, pi. 22—26. Wien, 1887. Fol.

37. G. M. Giles. »On .six new Amphipods from the Bay of Bengal». Journal of

the Asiatic Society of Bengal. Vol. 56, p. 219. Calcutta, 1887.

38. C. Bovallius. »Contributions to a Monograph of the Amphipoda Hyperi-

idea». Part I. 1. Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Hand-

lingar. Band 21. N» 5, p. 3. Stockholm, 1887.

39. Th. R. R. Stebbing. »On the Amphipoda collected by H. M. S. Challenger

during the Years 1873— 1876 > Report on the scientific results of

the Voyage of H. M. S. Challenger during the years 1873—1876

.... Zoology. Vol. 29.

2 a. Anastasio Cocco. »Descrizione di alcnni Crustacei di Messina». Giornale

di Scienze, Lettere e Arte per la Sicilia. Tomo 44'''- Anno XI.

Palermo 1833.
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Lastly I have to mention the splendid work of the Rev. Thomas

R. R. Stebbing, 39, on the »Challenger» Amphipoda, published at the end of

kst year, in the bibliographical part of which the accomplished author

gives us many valuable hints concerning the synonymy of the Oxyce-

phalidean genera and species, and in the second half of the descrip-

tive part of wich he most accurately sets forth the characteristics of the

species obtained during the celebrated »Challenger» Expedition. The

descriptions are accompanied by magnificent plates. He describes the

following genera and species, Oxycephalus Clausi, G. Bovallius,

Oxyccphalufi porcellns^ Claus, 0. lonqiceps^ Claus, the last two below-

being named Streetsia porcellus, Claus, and S. longiceps, Claus;

Leptocotis ambobus^ n. sp., sj-nonymous with Dorycephalus Lindströmi,

C. Bovallius, as will be proved below; Leptocotis mindanaonis, n.

sp.; Calamorhynchus rigidus, n. sp.; Streetsia n. g., with the new

species S. c hallen geri; Rhabdosoma armatum^ H. Milne Edwards, of

whicli he with some doubt quotes Rh. Whitei as a synonym, and lastly

the new species Rh. brevicaudatum. The name Simorhi/nchiis, Claus, is

changed into Simorhynchotus, u. n., and he places this genus in the

famil}' Lycœidœ.

In this treatise I propose to distinguish the OxycephalidEe,

Spence Bate and the Xiphocephalidae as two separate families, and

my reasons for doing so will be given below; T further think it necessary

to transfer the genus Simorhynchotus, Stebbing, from the 2Vy/;/ice?i2y«

to the Oxycephalidaä, in order to get uniformity in the generic cha-

racters; in this latter family I remove Oxycephalus porcellus, Claus, O.

pronoides, C. Bovallius, O. longiceps, Claus, and O. Steentrupi, C. Bo-

vallius, from the genus Oxycephalus, seusu stricto, to Stebbing's new

genus Streetsia; for the reception of 0. typhoides.^ Claus, O. sclero-

ticus., Streets, and a new species with the specific name Théeli, I pro-

pose the new genus Stebbingella. For Leptocotis Lindströmi the new

genus Dorycephalus is instituted. A hitherto undescribed Oxycephalid

is the type for the new genus Cranocephalus, with the specific

name C. GoËsi. The names Rhabdosoma, Adams and White, and Rhab-

donectes, C. Bovallius, are dropped in favour of the generic name Xi-

phocephalus, proposed by Guérin as early as in 1841 to this genus

a new species X. Lilljeborgi is added.
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II. THE SYSTEMATICAL POSITIOÎ^ OF THE OXCYCEPHALIDS.

H. Milne Edwards was the first who arranged the Hyperi-

idean genera, into subdivisions, establishing in 1840 the following three

»tribus».

1. -»Hypérines gammaroïdesy)^ 2. 'i)Hypérines ordinaires^') and 3. ^Hy-

pérines anormales)). The characteristics used by him for distinguishing

these subdivisions were: —
1. The size of the head, »Tête petite» and »Tête très grosse».

2. The width of the body, »Corps comprimé» and »Corps renflé».

3. Maxillipeds with palps, — or wanting a palp.

4. The second pair of antennœ straight, or zigzag-folded, — »Antennes

de la seconde paire styliformes», and »Antennes de la seconde

pair se reployant sur elles mêmes, etc.»

Of these characteristics the third one, depending on a wrong observa-

tion, may be dropped without further discussion; the s«?co?k/ characteristic

varies, according to our present knowledge of the Hyperiidean species,

so very much, not only among closely allied genera and species, but also

in the case of the sexes of the same species, that it has no value what-

ever. The first characteristic varies in the case of two so nearly rela-

ted families as Vibilidœ and Cyllopodidœ and may thus be assigned the

value of a family-characteristic, but not that of a subtribal one. The

fourth may be considered as a good characteristic; with regard to the

first subtribe, it may be observed however that the form of the second

pair of antennae of the first five families in the following synoptical dia-

gram show some tendency to the »folding type», so strongly developed

in the Oaycephalidœ and their allies.

J. D. Dana, the next systematizer of the group, placed the Hyperids

in three families, 1. Hyj)eridce, 2. Phronimidce., and 3. Typhidce. The

principal characteristics were: —
1. The second pair of antennee extant, — or able to be hidden

under the head or the body.

2- The hind part of the body able to be inflected or doubled up

under the body, — or not possessing this faculty.

3. The fifth and sixth pairs of legs mediocre, simple, — or thick,

elongated, often prehensile.
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The fin^t is essentially the same as Milne Edwards' fourth char-

acteristic but is more vaguely expressed. The second has, in my opi-

nion, no value, because almost all the Hyperids I have studied have the

power of doubling up the urus under the body, though this power is

not equally developed in the different genera. The third characteristic is

utterly artificial, and the use of it would lead to the separation of closely

related genera, and would place them in different families as for instance

Euthemisto among the Fhronimidœ instead of close to Hyperia.

Spence Bate in 1862 followed Dana as to the distinction of Hy-
peridce and Phronimidœ from the other Hyperids, but for the division of

these latter into three families Flatyncelidœ, Phorcidœ and Oxycephalidœ,

he used the following characteristics.

1. The head rounded, — or long, anteriorly produced.

2. The eyes occupying the whole head — or only a part of it.

3. The fifth pair of perasopoda with the femur largely developed, —
or imperfectly developed.

The ßrst and second characteristics are not valuable for distinguish-

ing subtribes and scarcely constant as family-characteristics, while the

third is a purely generic characteristic.

C. Claus in 1879 included under the name y)Platyscelidem> the fol-

lowing five families 1. Typhidce, 2. Scelidce, 3. Pronoidœ, 4. Lycceidce^

and 5. Oxcyephalidce^ and used the following /a??i27y-characteristics.

1. The body broad and short, — or more or less compressed, elongated.

2. The urus able to be doubled up, — or without this power.

3. The femora of the fifth and sixth pairs of perseopoda largely de-

veloped, forming covers for the underside of body, — or the

femora elongated and narrowed.

4. The urus very short, — or elongated.

6. The mouth-organs broad and short, — or elongated and narrow.

The first characteristic I have already said is too vague and, in

my opinion, only of a specific value, for if you compare for instance the

female of Hyperia Latreillei with the female of Eutyphis ovoides, we find

the breadth of the body to be almost the same, and the body often not

more depressed in Eutyphis than in Hyperia. Also among the Lycœidœ
there are species almost fully as broad as a Dithynis or an Amphithyrus.

The second is, as I have already observed when discussing the familj'-
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characteristics used hy Dana, ouly a relative quantitj' though it is true

that it is carried to the extreme point in the Eutyphidce. The third is a

good characteristic for distinguishing the Eutyphidce and the Scelidce from

the Oxycephalidce and the Phorcidce., but unhappily the Pronoidœ, and some

forms of the Lycœidœ are intermediate. The fourth is, in my opinion,

verv uncertain and liable to sexual variation. The fifth is a valuable

characteristic for distinguishing the family Eutyphidce from the family Sce-

lidce^ but it is difficult to use it in external examination.

After a long study of the different forms of the Amphipoda Hy-

periidea I have arrived at the conviction that there are a number of char-

acteristics, little or not at all appreciated by previous authors, but useful

for the distinction of subtribes, families and genera within the tribe

Am.phipoda Hyperiidea, of them I quote the most important here.

A. Characteristics for the distinction of the Snbtrihes of the

AMPHIPODA HYPERIIDEA.

1. The point of fixation of the first j^tt^r of antennce.

2. The shape of the same pair of antennce.

3. The number of joints of the flac/ellum of the same pair of antennœ

in the male.

According to these characteristics I propose to divide the Hype-

rids into three subtribes: —

I. Hyperiidea recticornia.

Diayn. The first pair of antennas are fixed at the anterior part

of the head, they are straight, the first joint of the flagellum is

large, the following few in number and terminal.

IL Hyperiidea filicornia.

Diayn. The first pair of antennaï are fixed at the anterior part

of the head, they are straight, the first joint of the flagellum is

large, the following many in number (cî), filiform and terminal.

III. Hyperiidea curvicornia.

Diayn. The first pair of antennae are fixed at the inferior part

of the head, they are curved (j'), the first joint of the flagellum

is very large, the following few in number and subterminal (d).
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These three subtribes correspond exactly with the three subdivi-

sions A, B, and C iu the synoptical diagram given in my »Contributions

to a Monograph of the Amphipoda Hyperiidea», (p. 3) issued in 1887. The
first two subtribes have not the same limits as the first two subdivisions

proposed by Milne Edwards and Dana, but the third has almost the same

limitation as the »Hypérines anormales» of Milne Edwards, the family

Typhidœ of Dana, or the families Platyscel.idce, Phorcidce and Oxycephalidœ

together, of Spence Bate, and lastly the same limitation as the DPlaty-

scelideny> of Claus.

B. Characteristics for the distinction of the Families in the

subtribe HYPERIIDEA CURVICORNIA.

1. The form of the femur of the sixth pair of perœopoda.

2. The form of the seventh jiair of perœopoda.

3. The telson coalesced with the last ural segment, — or free.

4. The development of the mouth-organs.

5. The second, pair of perœopoda transformed, — or not transformed.

The first cliaracteristic distinguishes the Parascelidœ and Euhyphidœ

from the remaining families. The second distinguishes the Phorcorajjhidœ.,

the Lycœidœ, and the Oxycephalidœ from the Pronoidœ, Eutyjjhidœ, and Xi-

phocephalidœ., this last family being instituted here by me for the recep-

tion of the genus Xiphocephalus. The third characteristic separates

the families Phorcoraphidœ.^ Pronoidœ.^ Euthamneidœ., and Xiphocepiialidœ

from the families Lycaddce., Oxycephalidœ, Parascelidœ.^ and Eutypihidce.

The fourth characteristic distinguishes the Lycœidœ^) from the Oxyce-

phalidœ and the Xiphocephalidœ, and the Parascelidœ from the Eutyphidœ.

The fifth distinguishes the Phorcorajjhidœ from all the other families.

Within the subtribe I place the family Phorcorhaphidœ first because

it comes nearest to the Hyperiidea filicornia owing to the situa-

tion of the first pair of antennœ ; last in the whole tribe I place the

family Eutyphidœ., because it seems to show the most affinity of any of the

Hyperiidean families with the Isopods, especially with the Sphaeromids,

owing to the form of the body and the very intimate coalition between

1) As this characteristic is of no use in an external examination another but

less good characteristic is used in the synoptical table p. 18.
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the telson and the last ural segment. The likeness between the Xip/ioce-

phalidœ and the Caprellids^ suggested by previous authors, is very super-

ficial and is no reasn for placing the Xiphocephalidœ last in the tribe*).

C. Characteristics for the distinction of the Genera among the
'

OXYCEPHALIDS.

1. The general form of the head and. the. rostrum.

2. The first pair ofperœopoda being simple, — subcheliform., — or cheliform.

3. The second pair of perœopoda being subcheliform, — or cheliform.

4. The inner rami of the second and third pairs of uropoda coalesced

with the corresponding peduncles.^ — or free.

5. The relation beticeen the length of the ural segments.

These five characteristics are sufficient for the distinction of the

genera given here below as constituting the family Oxycephalidœ.

D. Characteristics for the distinction of the Species of the

OXYCEPHALIDEAN GENERA.

These characteristics vary of course much in the different genera,

but a few which are very useful and of common occurence may be

pointed out here.

1. The armature of the first tioo pairs of perœopoda.

2. The seventh pair of perœopoda.

3. The relation between the outer and inner rami of the tiroj^oda.

4. The relation between the telson and the last ural segment.

Within the genus Xiphocephalus particularly the following good

specific characteristics may be indicated:

1. The form of the epimeral of the first pair of perœopoda.

2. The form of the lateral parts of the seventh perawnal segment.

3. The relation between the length of the first two pairs of uropoda.

4. The relation between the last pair of uropoda and the telson.

1) For further information on these points see my forthcoming paper »Remarks

on the system and synonymy of the Amphipoda Hyperiidea».
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To illustrate the systematical position of the Oxycephalids the

following; schematic table is e;iven :

A. HYPERIIDEA RECTICOENIA.

The first pair of autcnii;u arc fixed to the an-

tei'ior part of the head, they are straight, the first

joint of the fiagcllum is hirge, the following few

in number and terminal. The second pair are not

similar to the first, slender, often angulate.

a 1. The head is small, not tumid.

aa 1. The first joint of the flagellum of the first

pair of antennœ is styliform, not tumid.

aa 2. The first joint of the flagellum of the first

pair of antennae is lanceolate, tumid.

aaa 1. The seventh pair of perseopoda are

not transformed.

aaa 2. The seventh pair of perseopoda are

transformed.

a 2. The head is large, tumid.

aa 3 The fii\st joint of the flagellum of the first pair

of autennœ is tumid.

aaa 3. The seventh pair of peraeopoda are

transformed.

aaa 4. The seventh pair of peraeopoda are

not transformed.

aa 4. The first joint of the flagellum of the first

pair of antenna» is styliform, not tumid,

a 3. The head with the perseou is transformed into a

balloon-like Ijladder.

1. ScEsn).«;.

2. Lanceolid.«;.

3. VlBILlD^.

4. Cyllopodid.*:.

5. PARAPHRONTMID.ä;.

6. Thaumatopsid^.

7. MlMONECTlD.«;.

B. HYPERIIDEA FILICORNIA.

The first pair of antennie are fixed to the an-

terior part of the head, they are straight, the first

joint of the flagellum is large, the following many in

number filiform (cJ), terminal. The second pair ai'e

subsimilar to the first, not angulate.

b 1. The uropoda with distinct rami.

l)b 1. The mandibles with palp.

bb 2. The mandibles without palj).

b 2. The uropoda transformed, without rami.

Novi» Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.

8. Hyperiid^.

9. Phronimid^.

10 Anchylomerid^.

3
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C. HYPERIIDEA CURVICORNIA.

The first pair of auteuuse are fixed to the inferior

side of the head, they are curved (cj), the first joint

of the flagelhim is very large, the following few in

number and subterminal (^J). The second pair are

folded ((^), or wanting (ç).

C 1. The femur of the sixth pair of perjeopoda is not

operculiforui.

CC 1. The second pair of perœopoda ai'e transformed.

The seventh pair of perœopoda are not

transformed; the telsou is free.

CC 2. The second pair of perieopoda are not trans-

formed.

CCC 1. The head is scarcely produced, not

forming a rostrum. The maxillœ con-

sist of two laminae.

CCCC 1 . The seventh pair of perseo-

poda are reduced to two

or three joints.

CCCC 2. The seventh pair of perseo-

poda are complete, not

transformed.

CCCCC 1. The telson is

free, not co-

alesced with the

last ural seg-

ment.

CCCCC 2. The telson is

coalesced with

the last ural

segment.

11. PhORCORAPHXDjB.

12. Pkostoid^.

13. EUTHAMNEID.«.

14. Lyc^iid^').

1) In my preliminary paper nSystematical list of the Amphipoda Hyperiidea.n 1 thought it

convenient to place the genus Tryphtena, A. Boeck, in the same family as Lyccea, Dana, and to apply to

the family, containing these two genera and the allies of Lycœa, the name Trypluenidœ, which preceded

by nine years the family-name Lycaidcc, proposed by Claus in 1879" in his systematical arrangement

of the Platyscelids. Further study of these interesting Hyperids has however convinced me that Try-

phœna is more closely allied to the genera Phoixoraphis, Stebbinu, and Lycœopsis, Claus, than to

Lyccea and the other genera placed there by Claus. It is principally the peculiar transformation of the

second pair of perseopoda that makes it desirable to place Tryphama close to the other members of the

old family Phorcidcp., beacuse it would be very strange to suppose such a homologous development of

the same organ in genera not closely allied. To this characteristic come others which also, but not so

thoroughly, point to a closer relation between the three genera, Phorcoraphis, Lycœopsis, and Tryphœna,

as for instance the form of the sixth pair of peiseopoda, the form of the urus and its appendages, and

in some way the shape of the first pair of antennae. From the point of view of jn'iority the family-
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CCC 2. The liead is more or less pi'oduc-

ed forming a rostrum. Tiic maxillœ

are rudimentary.

cccc 3. The telsou is coalesced with

the last ural segment. The
seventh pair of perajopoda are

complete, not trausfoi-med.

CCCC 4. The telson is free '), not co-

alesced witii the last nral

segment. The seventh pair

of perseopoda are transformed.

ixth pair of perœopoda is more
or less operculiform.

CC 3. The seventh pair of perseopoda are complete,

not transformed. The mouth-organs are

narrow, protruding.

The seventh pair of perseopoda are reduced.

The mouth-organs are short and bi'oad.

15. OXYCEPHALID^.

10. XlPHOCEPHALID^.

C 2. The femur of the

CC 4.

17.

18.

Parascetjd.«;.

eutyphid^.

name Tryphœnidœ ought to be applied to tlie family thus composed, but as it has been used as a sy-

nonym for Lycœiâœ by myself an>l by Stebbing it would make confusion in the synonymy. I therefore

prefer to use a family-name derived from the new form given by Stkbbing to the old generic name
Phorcus, which was found to be preoccupied. To maintain, as does Stebbing, the family-name Pliorcidce,

when the generic name Phorcus is rejected, is not convenient as the family-name must refer to a generic

name in use within the family.

1 have also divided the old family TryphtenidcB into two, Euthamneidœ — comprising the

(wo genera Thamyris. Spkxce Bate, (or Brachyscelus, according to Stebbing) and Euthamneus, (the

former name Thamneus being thus modihed to avoid confusion) — and Lyeœidœ, Claus, — restricting

it to the two genera Lycœa, Dana, and Pseudoîycœa, Claus. Of the old members of the family Try-

phœvida:, as it was composed in my paper, which I have just referred to, I have thus placed Tryphœna
in the family Phorcoraphidœ; Partilycœa in the Pronoidœ, (this transposition was really done in 1887

but owing to a typographical error it stands into »S^'stematical list» with its number from Pronoidœ

among the Tryphosnidœ) ; Thamyris and Euthamneus in tlie new family Eutlmmneidœ-, Lycœn und Pseu-

doîycœa in the Lycteidœ: and lastly Simorhynchotus in the OxycephalidiB.

1) A very puzzling exception to this rule is Rhahdosoma hrevicaudatuin, described by Stkbbinô

(1. c. p 1612, pi. 208). He says namely that the telson is coalesced with the last ural segment and

much shorter than this segment, broadly rounded and pectinate at the apex, but all these statements

are strikingly opposed to ray experience which is founded upon the examination of many specimens of the

two old species, Xiphocephalus arniatus and X. Whitei. I for my part am much inclined to

believe that the single specimen which was the type for the new species proposed by Stebbing, may
have been abnormal, perhaps injured.
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/. The shape of the body.

The genus Xiphocephalus is certainly the most extreme of all

the Hyperiidean forms with regard to its development in length and

narrowness, but this extravagant, rod-like form of body is however very

naturally connected with the other Hype-

rids by intermediate links. Thus, if

examining the genera of the Oxycepha-

lids, we find first in the series the

thick and stout Tullbergella, (fig. 1) in

shape of perajon very similar to a true

Hyperia, and then Oxycephalus, with

the body somewhat more compressed,

and next Stebbingella, both of them

with the head and the hind part of the

body tolerably elongated, from them is

an easy transition to the slender Street-

si a. This slender form of body is more

pronounced in Leptocotis and Dorycephalus, which, on the other

hand, are readily found to be connected with Xiphocephalus (fig. 2)

Fig. 1- Tullbergella cuspidata.

s.Fig. 2. Xiphocephalus armtmis.

•by the rod-like form of body of Calamorhynchus. The body of

the females is usually somewhat broader than that of the males, except

in Xiphocephalus, where such a sexual difference is not present.
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2. The integument.

In Tullbergella (fig. 27) and Stebbingella (fig. 3) the integu-

ment is very thick and hard, and calcareous; in the latter it shows many
tubercles, fine notches, scrolls and grooves; in Oxycephalus (fig. 4) the

integument is thinner, sometimes forming longer or shorter longitudinal

and transversel keels or folds, but these keels are only angulated eleva-

tions of the integument, not formed by calcareous deposits as in the two

above mentioned genera. In Cranocephalus, (fig. 5) Dorycephalus,

Fig. 3. Stehhingella

Théeli. Ç.
Fiy. 4. Oxycephalus Clansi. O. Fig. 5. Cranocepha-

lus Goësi. (S-

Lep toco tis and Xiphocephalus, the integument is still thinner and not
at all calcareous, showing in some species small epidermal grooves which
will be spoken of under the head y)glands-» below. The hypodermis seems
to be either composed of hexagonal cells, or hexagonally reticulated
but this reticulation is seldom to be seen distinctly; at the head, the
epimerals, and parts of the ural appendages it is most distinct.

The colour is very variable, red, yellow, green, and white; many
species are entirely hyaline. Only in Tullbergella cuspidata, and
in Xiphocephalus Whitei, have I observed larger pigment-cells, or
chromatophors of some kind, of more or less regular star-like form. There
are also to be seen separate calcareous (?) concrements in the shape of small,
irregularly ovate discs or buttons in the thin integument of some species
of Oxycephalus; in the thick, calcareous integument of Tullbergella
they are very numerous.
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5. The head.

The shape of the head of the Oxycephalids shows forms gradually

developing almost from the normal type in Lycœidœ to the strange-look-

ing, extremely elongated form in Xiphocephalidœ. The genus Glosso-

cephalus has a distinct, but thick and obtuse, tongue-shaped rostrum

(fig. 6 and 6 a), Oxycephalus (fig. 7 and 8), Stebbingella (fig. 3), and

Streetsia (fiig. 9) offer different steps of development of a more and

more elongated and sharp rostrum, open at the under-side; in Dory-
cephalus and Leptocotis (fig. 10) it has reached the form of a needle,

which form is so enormously developed in Xiphocephalus, that it may
be properly called filiform (fig. 2).

An aberrant development of the rostral or anterior part of the

head occurs in Gal am or hyn c hus where the dilation of the basal portion

of the rostrum, which is indicated already in TuUbergella (fig. 12), is

exaggerated into the large wing-like projections shown in fig. 11.

Fiij. 6.

Fig. 6 a. Glossocephalus Milne
Edwordsi.

Fig 7. Oxycephalus

Clftiisi. <S-

Fig. 8. Oxycephalus Clausi. Ç.

But also the hind part of the head shows a gradual development

from being in Streetsia not constricted, in Oxycephalus, Crano-

cephalus, TuUbergella, and Stebbingella, feebly constricted and

scarcely forming a distinct neck, to Dorycephalus, Leptocotis and Cala-

morhynchus, where the hind part of the head is strongly constricted,

forming a distinct, but short neck, and lastly to Xiphocephalus, which

has a long and narrow neck, longer than the central part of the head (fig. 2).

The highest part of the head, which may be situated close to the

anterior margin of the first perasonal segment, as in Simorhynchotu s
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and Streetsia, or at a considerable distance therefrom as in Xipho-
cephalus, is occupied by the eyes. Tlie under side of the head is

excavated, forming a groove or channel from the base of the head to the

anterior end of the eyes, where the channel is enlarged into a vaulted

chamber, at the upper anterior wall of which the first pair of antennas

are fixed. In this channel the second pair of antennae are received

when folded, extending into the lower part of the chamber below the

Fig. 9. Streetsia

pronoides. Ç.

Fi(j. 10. Leptocotis Fir/. 11. Calamorkynclms
spiniyera. Facsimile from pellucidus. Facsimile from
Streets, Pel Amph., pi. 1. Streets, Pel. Amph., pi. 1.

Fiij. 13 TullhenjeUa
cu.tpidatci.

first pair. Immediately in front of the bases of the first pair of antennae

the rostrum commences, its underside being open in Oxycephalus,
Streetsia, Gl ossocephalus, Cranocephalus, Tullbergella, and

Calamorhynchus, and more or less closed in Stebbingella, Dory-
cephalus, Leptocotis, and Xiphocephalus. The under margins of

the rostral walls are often sharply serrated.

4. The eyes.

As in most of the Hyperiidean families they eyes are also strongly

developed in the Oxycephalids, and consist of a great number of ocelli.

These ocelli are not separated into an upper-eye, (Scheitel-Auge, Claus),

and two lateral portions on each side as in Thyropus and other genera,

but in all the genera of the family Oxycephalidse, with the exception of

Streetsia and Calamorhynchus, the ocelli are distributed into two

lateral portions separated from one another at the crown of the head

by a more or less narrow space. In Streetsia and Calamorhj'^nchus
on the other hand all the the ocelli are fused together into one mass,

occupying the whole of the central part of the head. The ocelli consist
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each of a double crystalline cone, very long, evenly increasing in thick-

ness from the narrowly pointed base to the apex where the Semperiau
nucleus is distinct; the basal part being surrounded by the ocular pigment.
The two halves of the cone are often separated from one another for a

considerable part of their length. The cuticular cornea is distinctly facetted;

Fig 13. Fig. 14.

Fig. 15.

Xiphocejihahis iVhiiei. Fig. 11

these facets being,' in my opinion, nothing else but an enlarged hexa-

gonal reticulation such as that which I have mentioned above as occur-

ring in the integument of the body. The number of ocelli and their size

vary much from one species to another, and will be recorded below

in the specific descriptions.

5. The first pair of antennœ. '

In the male the shape of the first pair of antennse essentially

agrees with that in the other families belonging to the subtribe Hy-

periidea curvicornia. The peduncle is three-jointed, but very often the

second or third joint is indistinct. The first joint of the flagellum,

regarded as the third joint of the peduncle by some authors, is enor-

mously developed, much longer and stouter than the peduncle, curved,

and bent downwards almost rectangular to the peduncle (fig. 18); the hind

convex side is thickly covered with long cylindrical, olfactory hairs, set

in regular, transversal rows, each hair being fixed on a small button-like ele-

vation. The under side of the first joint is truncated and long, the lower

anterior corner often being produced into a thick, obtuse process. The sides

of this enlarged first joint of the flagellum often show numerous soft

tubercles and small grooves, probably containing cutaneous glands (fig. 19).
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The followiug joints of the flagellum are three in number in all the spe-

cies of the family Oxycephalidae that I have examined, but vary

in length from one species to another (fig. 19 and 20). In the young

male the first flagellar joint is scarcely curved, but resembles that joint in

the female, and the second flagellar joint is not separated from the first

(fig. 21 and 22). In the Xiphocephalidae on the other hand the

Fig. 18. Tullhergella cuspidata. S- Firj- 19. Oxycepfialus pectinatus. cf.

number of these joints is not the same in the diff'erent species, there

being three flagellar joints following the first large one in Xiphocepha-
lus armatus, H. Milne Edwards, but only one in X. Whitei, Spence

Fig. 20.

Streetsia Steenstrupi. iS-

Fig 21.

Oxycephalus pecti-

natu.i. Young cJ.

Fig. 22
Oxycephalus Clausi.

Yuung cf.

Fig. 23

Tullhergella

cuspidata. Ç-

Bate. The second flagellar joint is fixed subterminally to the under

margin of the first one; the second and following flagellar joints are

also provided with long, slender hairs (fig. 19 and 20).

The first pair of antennse in the female are very different in appear-

ance to those in the male, and difl'er also in the number of joints.

The second joint of the peduncle is usually coalesced with the first,

Nova Acta Reg. Soc. Sc. ups. Ser. IIL 4
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which is very stout, while the third is distinct; the first joint of the fla-

gellum is not curved, but in a straight line with the peduncle, and much

longer than it, though not thicker. In the family Oxycephalidse,

the first flagellar joint is followed by a second and third, the last longer

Fig. 34. Xiphocephalus Fig. 25. Simorhynchotus

Whitei Ç. Lilljeborgi. Ç-
Fig. 26. Glossoccphalus spiniger Ç

and more slender than the second. In the family Xiphoce phalidae

the flagellum consists of only one joint, much longer than the peduncle,

bulbous or tumid at the lower end, and carrying some long olfactory hairs.

6. The second pair of antennes.

They consist in the male of five joints in all the genera except

Glossocephalus, where they are composed of six. The first four

joints are elongated, articulating with

each others in such a way as to allow

of being folded up like a carpenter's

rule. The last or the last two joints

in Glossocephalus are minute, and

the articulation allows of but little move-

ment. The first joint of the second

pair of antennse varies in length, ac-

cording to the length of the head,

being shorter than half the second

joint in the genera Simorhynchotus,
Tullbergella and Crano c ephalus

(fig. 27 and 28). With this shortness

of the first joint is connected a very

important difi'erence in the manner of

hiding the antennœ when folded. In the three just mentioned genera

the folded antennae are concealed for more than half their length under

Fig. 27. Tullbergella cuspidata cf
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the perœon between the perajopoda, as in the immediately preceding

families of the Amphipoda curvicornia, but the anterior part of the folded

antenna?, concealed under the head, is comparatively longer than in those

families. This feature is very interesting as showing the close relation

between the Oxycephalidaî and the Lycœidœ. In the other genera the

first joint is only a little shorter than the second, and the second pair

of antenna; are, when folded, concealed for their whole length under

the head within the above mentioned hollow channel, and within the

lower part of the spacious chamber, in which the first pair of antennae

are fixed. The length of the antennae in these latter genera depends naturally

Fi(j. 38. Simorhynchotvs Lilljeborgi. Fig. 39. Oxyceplialns pectinatus <S-

upon the length of the head, so that they are comparatively short and

stout in the genera Glossocep halus and Stebbingella (fig. 30), tole-

rably long in Oxycephalus (fig. 29) and S tree tsia, and very long and

slender in Dorycephalus (fig. 31) Leptocotis *), and Xiphocepha-

Fiy. 30. Stebbingella typhoides. Facsi-

mile from Claus Platysceliden, pi.

Fig. 31. Dorycephalus Lindstroemi.

his (fig. 2). In the three genera, Simorhynchotus, TuUbergella,

and Cranocephalus the second joint is more than twice as long as

the first, while in all the other the second it is equal to or only a little

longer than the first. In all the genera the third and fourth joints are about

1) The male of C alaniorh vnchus is hitherto uot known.
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the same length as the second. The extremities of the first four joints

are dilated, showing powerful muscles plumosely arranged. In Stebbing-

ella the antennal joints are much bent (fig. 30) but in the other genera

they are more or less straight. The fifth joint, or in Glossocephalus

the fifth and sixth joints are very short (fig. 31). The margins of all

the joints are fringed with minute hairs.

7. The mouth-organs.

These organs are less developed in the Oxycephalids than in most

of the other Hyperids. In the genus Xiphocephalus (fig. 32) the

epistoma forms a rounded, shield-like plate, with a strongly protruding,

Fig 33. Xiphocephalus Whitei. Fig. 33. Oxycephaliis

pisrator.

Fig. 34. Simorhynchotus

Lilljehorgi.

central, spine-like process. In the true Oxycephalidseit consists of a tu-

berculous prominence in front of the mouth-organs.

The labrum (fig. 33) is more or less distinctly bilobed, the hind

margin feebly curved, and almost entirely smooth.

The man (lib les (fig. 34—39) are best developed in the genera

Tullbergella and Glossocephalus, and most simple in the genus

Fig. 35. Oxyceplmliis piscator. cj. Fig. 36. Oxycephalus

piscator. Young d.

Xiphocephalus. In the first genus the right mandible has a large,

straight, cutting or incisive process with a broad neck springing out from

the somewhat elongated stem of the mandible; on the left mandible there

is also an accessory process not half as wide as the principal. In

Xiphocephalus the mandibles are less elongated than in the Oxyce-
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phalidae and the cutting edge is not at all separated from the stem by

a distinct neck. A molar tubercle is wanting in all the representatives

of the two families. The palp is strongly developed in the males; among

the Oxyce phalidse the first joint is more or less elongated according

Fig 37. Oxycephalus

jiiscator. Ç-

Fit/. 38. Streetsia Steenstrupi. S-

to the varying length of the head, and always nearly as long as the first

joint of the second pair of antennae; the last two joints are short,

subequal in length, and slender. I the Xiphocephalidae the first joint

is enormously elongated, being many times longer than the two termi-

nal joints together.

Fig. 39. DorycepJialus Lindstroemi. tS- Fig. 40. Tullbergella

cuspidata.

The labium (fig. 40) is soft, the lateral parts being rounded. Both

the pairs of maxillce are very rudimentary being possibly represented

by two minute soft laminœ at the base of the mandibles.

Fig. 41. Fig. 42.

Oxycephalus piscator.

Fig. 43. Glossoce- Fig. 44. Dorgcephri- Fig. 45. Xiphoce-

phnlus spiniger. lus Lindstroemi. pluilus Whitci.

The maxillipeds (fig. 41—45) consist of a two-jointed, much bent

stem; at the distal or lower margin of the second joint rise laterally two

more or less spoon-shaped laminae, the homologues of the palps in the Gam-
marids. In the middle between these laminae there extends a small, some-

times tongue-like process, sometimes more or less cylindrical or tube-

X
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like, bent inwards against the tip of the mandibles. The margins of the

lateral laminœ are often tuberculated and serrated or sparingly set with

short bristles or fine hairs.

8. The perœon ond its appendages.

According to the varying form of body in the different genera

the perseon is short and stout, as in Tnllbergella (fig. 1), or long and

almost rod-like, as in Xiphocephalus (fig. 2), but it may be obser-

ved that in the enormous elongation which occurs for instance in

Xiphocephalus, has the perseon comparatively less share than the

head, the urus, and the pleon.

Fig. 46. The first and second peraeonal seg-

ments of Xiphocephohts Whitei. (S-

Fiff. 47. The sixth and seventh pei'«onal seg-

ments of Xiphocephalus Whitei. S-

The epimeral.^ are distinct in all the genera of the Oxycepha-

lidas (fig. 1, 3, 4, 5 and 27;, but in the Xip hocephalidas only the

epimeral of the first pair of perseopoda is distinct, the others being coa-

lesced with the corresponding segments (fig. 46 and 47).

The branchial vesicle.^ are attached to the second and four

following pairs of perœopoda in all species of both families. Those in

the Oxycephalidœ are comparatively small, while those in the Xipho-

cephalidœ are very large (fig. 46 and 47).

The ovitectrices vary in form in the different genera of the

Oxycephalidae; in Tullbergella, Simorhynchotus, and Stebbing-

ella they are broadly ovate, in Dorycephalus, Streetsia, Oxyce-

phalus, and Leptocotis they are more elongated, the margins being

smooth without hairs, and in Glo ssocephalus they are more irregular

in form, the lower end being produced into a sharp angle.
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In the Xiphocephalidœ on the other hand there exist no ovi-

tectrices, but the eggs on leaving the oviduct are fixed on the under side

of the body, probably by means of some kind of cement, which is pos-

sibly secreted from some of the strongly developed glands in the joints

of the perasopoda. In any case the manner of carrying the eggs arid

embryos is very remarkable, and, as far as I know, has not been pre-

viously observed (fig. 47). A different number of eggs are fixed under

the different segments: under the first I have never observed a single

\

Fi(j. 48. The fourth perîeonal segment Fiij. 49. The sixth perseonal segment

of Xiplioceplwlus WJiitei. C' of Xiphocephilus W'hitei. Ç.

Q^gi under the second three or four pairs are fixed at equal intervals,

under each of the third and fourth four or five, under the fifth seven

or eight, under the sixth five or six pairs and none under the seventh,

one female thus carrying in all from forty to fifty eggs or embryos. I

have observed very young eggs thus placed, they being in fact in the

third or fourth stage of division, and quite globular (fig. 48), as well as

embryos just on the point of breaking the eg^ membrane (fig. 49), the

form of the egg in this case being elongate-ovate, and the young being

provided with six pairs of pereeonal legs, distinctly developed and ar-

med with strong claws.

The first and second pairs of perœopoda are developed into strong

grasping or prehensile organs, and show in the different genera almost

all the modifications of such organs which are to be observed among
the other Hyperids.

We meet with the less complicated form in the first pair of pe-

rfeopoda of Simorhy nchotus (fig. 50), that is to say:

1. The folding hand (fig. 50), in which the carpus is only a little di-

lated, and has a more or less rounded hind margin, so

that the metacarpus can be doubled up along it so as

to impinge against its hind margin, the dactylus thus

coming in contact vi^ith the tibia.
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This is the same form of prehensile organ

which exists in the third and fourth and also in

the fifth pair of perseopoda in Enthemisto and Para-

themisto. Moreover the folding hand is common
in the Amphipoda Gammaridea^ in the first three

pairs of per^eopoda in some families of Isopoda, and

is probably most strongly developed in the first pair

of Squilla and other Stomatopods.

The next step in the development of these

organs is represented in many genera, as for in-
Fig. 50 The first pair of

^^^^^^^ j^^ ^^^ sccond pair in S i mo r hy n ch o t u s, the

first pair in Streets i a (fig. 52), the first pair m
Dorycephalus, the first and second pairs in Tullbergella (fig. 51),

and in others, that is to say:

2. The subcheliform hand, (fig. 51—5o) in which the carpus is broadly

dilated backwards, but not produced downwards,

or only very little produced, so that the meta-

carpus impinges against the under margin of

the carpus, the dactylus here coming in contact

with the hind margin of the carpus. When the

hind margin of the metacarpus is in contact

with the under margin of the carpus, the meta-

Fiy. 51. The first pair of
^arpus is at a right angle with the axis of the leg,

Tullhergella cuspidata. the leg being supposed to hang straight down.

Fig. 52. The first pair of

Streetsia Steentrmn.

Fig. 53. The first pair of

Cranocephalus Goesi.

The next form, the most developed prehensile organ, is best re-

presented in the second pair of perasopoda in the genus Oxycephalus
(fig. 54), but is also met with in the first pair in the same genus, in the

second pair in Streetsia (fig. 55), and in others; that is to say:
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3. The cheliform hand, in which the carpus is not only dihited back-

wards, but also produced downwards into

a longer or shorter carpal procef^s, so that

the metacarpus impinges against the front

margin of the carpal process and the dac-

tylus comes into no contact whatever with

the carpus itself. When the hind margin

of the metacarpus is in contact with the

front margin of the carpal process, the

metacarpus is at an angle of from 45 " to

almost " with the axis of the leg.

Naturally there are many transitions

between the three kinds of prehensileFifj. 54 The second pair of Oxyce-

jihalui- Clausi.

Fig. 55. The second pair of

Streetsia Steenstrtipi.

Fit/. 56. The first pair of

Dorycephu lus Lindstroemi.

hands, but for practical reasons I think it best to keep these three

terms, at least as far as regards the tribe Amphipoda Hyperiidea.

When the lower end of the metacarpus is dilated so that this

joint shows an under margin, straight or excavated, and when the hinder

corner of this under margin is produced so that the dactylus, or a por-

tion of the dactylus, impinges against the under margin of the meta-

carpus, I call the double prehensile organ thus formed:

4. A complexely subcheliform hand, (fig. 56), or

5. A complexely cheliform hand, (fig. 57) as the carpus is not or

is produced, thus disregarding the fact whether the lo-

wer hinder corner of the metacarpus is or is not produced.

Nova Acta Eeg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 6
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None of the following pairs of legs are prehensile in any of the

adult forms of the genera dealt with in this treatise. The seventh pair are

complete in all the genera of the Oxy cephalidae (fig. 58) with the excep-

tion of Tullbergella (fig. 59), in which the carpus and metacarpus

are fused together, a feature closely resembling that which occurs in the

families Vibilidœ and Cyllopodidce among the Hyperiidea redicornia, and a

feature also suggesting the relation of the Oxycephalidtv with the

Pronoidce. In Xi pho cephalida; the seventh pair are transformed (fig. 47).

Fig. 57. The first pah- of Fit/. 5S. Streetsin cciri- Fijj. 59. Tullhergelia

XipJiocephahis aniictus. natu. cuspidata.

The femur. In none of the Oxycephalids is the femur of the first

four pairs of peraeopoda much dilated; it is broadest, in the first and

second pairs in Oxycephalus but scarcely half as broad as long. The
femur is narrowest, almost linear, in all the legs in the Xiphocephalidae.

In the Oxycephalidte the femur of the third and fourth pairs is usu-

ally narrow, and linear, while that of the last three pairs is on the other

hand more or less dilated; in Glos socep halus it is comparatively nar-

rowest; then come, with the femur increasing in breadth, Doryce-
phalus, Leptocotis, C alamor hynchus, Streetsia, Tullbergella,

Cranocephalus, Oxycephalus and St ebbingella, in which last the fe-

mur is much dilated, somewhat tending to the form adopted by the Para-

.scelidœ. In Stebbingella we have also the peculiarity, that the external

sui'face of the joint shows some pits or holes which are probably

for cutaneous glands (fig. 60). In all the genera except Stebbingella

the femur of the sixth pair is broader than, or at least as broad as, the

femur of the fifth pair. In Stebbingella the femur of the fifth pair

is broadest. In Tullbergella the femur of the sixth pair (fig. 61)

is produced at the lower hind corner into a long sharp process. In

Streetsia the lower hind apex of the femur of the sixth pair (fig.

62) is produced downwards, so that the genu articulates sub-apically with

the femur, a feature which shows some connection with that which oc-

curs in the Pronoidce. The form of the femur of the seventh pair is
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more or less ovate except in Stebbi iigella (fig. 60), where it has a

trapezoid form.

The f/enu is always short and not dilated.

The tibia is tolerably long, except in the first two pairs of peraso-

poda; in the third and fourth pairs in G lossocephal us, and in the third

and three following in Xiphocephalus it is much elongated. In the

female of this last genus it is sometimes, and I think periodically, enor-

mously inflated owing to the strong development of the glands within it.

In the former genus it is much dilated, resembling that joint in Phor-

corhapliis and Lycceopsis. The tibia is often provided with hairs or

FUj. 60. Stebhingella Théeli. Fig. 61. TiiUhergelln ciispidnta. Fig. 63. Streetsia carinata.

spines along the hind margin — in the third and and fourth pairs —
or on the front margin — in the fifth and sixth.

The carpus. The development of the carpus

in the first and second pairs has been spoken of above

(p. 31— 33). In the third and fourth pairs the carpus

is never dilated, as it is for instance in the genera

Parathemisto and Euthemisto; it is often spiniferous or

serrated, and in Xiphocephalus sometimes inflated,

but not in the same degree as the tibia. In Glosso-

cephalus it is dilated as well as the tibia. The

carpus of the fifth and sixth pairs is usually serrated or set with spines;

in Xiphocephalus it carries a series of ovate discs or plates armed

W

Fiq. 63 Fig. 64.

JUphocepluilun Whitei.
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with a row of four or five stout spines, which are probably sensitive or-

gans of some kind (fig. 63).

The metacarpuf^ is usually narrow and linear; the hind margin

of the third and fourth pairs, and the front margin of the fifth, sixth,

and sometimes of the seventh is serrated or pectinated. In Xipho-

cephalus the metacarpus of the fifth and sixth

pairs shows sensitive organs like those of the car-

pus mentioned just above (fig. 64).

The dactylui' of the first and second pairs as

well as that of some or of all the other pairs has

often a circular or ovate hole at the base of the

hind margin, in the case of the first four pairs, and

of the front margin in the case of the others. This

hole is an outlet for the secretion of the glands

Fig. 65 Oxycephalus ^^i^jch are present in many of the joints of the

perteopoda. Sometimes the hind margin is chanel-

led and in some few cases the apex of the dactylus is open (fig. 65).

The dactylus has often a tooth-like prominence in the middle of the

hind margin.

9. The p/eon and its appendages.

The pleon differs less in form from that in the other Hyperids than

any of the other portions of the body. In Xiphocephalus it is much

elongated, longer than the peraeon (fig. 2); in Tullbergellu it is very

broad and stout, the lower hind corners of the last segment projecting

into long sharp processes (fig. 74). In Stebbingella it is hard and

tuberculous with grooves and ridges on

the external surface, in Dorycephalus

the integument is thin and marked with

peculiar pits and excavations. The pleo-

poda are normal; the peduncles are glo-

bular, egg-shaped or almost cylindrical. On the inner side of the apex

of the peduncle are to be seen those peculiar organs first mentioned

by G. 0. Sars in his admirable work on the fresh-water Crustacea

oi Norway') under the name »épines particuliers» and termed »coup-

Fig. 66. Oxycepha- Fig. 67. Simorhyncl

his piscator. otits Lilljeborgi.

1) G. O. Sars. Crustacés d'eau douce de la Norvège. I p. 5 aud 133 pi.

5, fig. 8' and 8". Christiania 1869.
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ling spines» by Stubbing in 1888, (1. c. p. XIV). They have usually

the form of a club or a mushroom, the head armed with short, sti-ong,

retroverted teeth, their purpose being to hold the two pleopods to-

gether (fig. 66—69). The rami of the pleopoda are also very similar

Fig. 6S. FÙJ. 69.

Oxycephalus piscittor.

Fig. 70. Simorhynch-

otvs LiUjeborgi.

to those in the other Hyperids as well as in the Amphipoda Gammaridea.

The first large joint of the inner ramus carries a »cleft bristle» (fig.

68— 70), also first noticed by G. 0. Sars and minutely described by

Stebbing from many different forms of the »Challenger» Amphipoda.

The following joints are provided each with one pair of feathered

bristles.

10. The urus and its appendages.

The first segment of the urus is usually short, much shorter than

the last pleonal segment, except in Xiphocephalus in which it is much
elongated, rod-like, and longer than the last pleonal segment. The

second and third segments are coalesced into one, and usually longer

than the first segment, the only exception being Xiphocephalus ar-

matus, in which the coalesced last ural segment is shorter than the first.

The last coalesced segment is comparatively broad in Simorhynchotus
(fig. 76), Tullbergella (fig. 74), Glossocephalus (fig. 71), and Steb-

bingella, more elongated in Cranocephalus (fig. 72), Oxycephalus
(fig. 75), Streetsia, Dorycephahis (fig. 73) Leptocotis, and Cala-

morhynchus, and lastly very narrow and rod-like in Xiphocephalus.
The telson is invariably coalesced with the last ural segment in

all the genera of the Oxycephalidas, and this character not only

suggests the relation of the Oxycephalidse with the Lycœidœ., the Para-
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scelidœ^ and the Eiityphidœ^ but is also a feature of the Isopoda. In the

Oxy cephalidae the telson is more or less broad, varying from the

broadest form in vSimorhynchotus (fig. 76) and Tu lib erg el la (fig. 74)

to the narrowly elongated form in Leptocotis and Dorycephalus (fig.

iJ^ \1)IF

Fiy. 71. Glossocephahts Milne Edwardsi. Vii/. 73 Cronocephahis Goësi.

73). It is usually sharp-pointed at the apex, but in Cranocephalus

and Glossocephalus the apex is broadly rounded (fig 71 and 72).

In the Xiphocephalidœ on the other hand the telson is free from,

Fig. 73. Doryceplmlus Lindstroemi. Fig. 74. Tullhergella cuspidata.

and articulating with, the last ural segment; but the new species X. bre-

vicaudatus, described in 1888 by Stebbing (I. c. p. 1612) shows a very

remarkable exception to this rule. The case he reports of the telson

being coalesced with the last ural segment may possibly be an indi-
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vidiial abnormity in the only specimen examined owing to some lesion,

or if not, I am quite unable to see how such a contradiction is to be

explained. In Xiphocephalus the telson is usually much longer than

the rest of the urus.

The iiropoda show naturally the same gradation as the urus

from stout, broad, laminar peduncles with broadly lanceolate rami, to

extremely elongated, rod-like peduncles with more or less needle-shaped

rami. In Glossocephalus (fig. 71) they are very broad and short

H N^^
^>\

Fiy. 75. Oxycephalus piscator. Fit/. 76. Shnorhynchotiis Lilljeboryi.

\

like those in the genus Hyperia; in Simorhynchotus (fig. 76), Oxy-

cephalus, C ranocephalus, Tullbergella and Steb bingella, they

are comparatively short; in Dorycephalus (fig. 73), Leptocotis and

C alamo r hyn chu s they grow gradationally longer and narrower, the

peduncle of the first pair even in Leptocotis being 8 or 10 times

longer than broad. In Xiphocephalus the elonga-

tion is carried to its extreme limit, the length of the

rod-like peduncles being 30—50 times greater than

their breadth.

In some of the genera, — see the diagram p. 46

— all the rami ai'e free, articulating with the pedunc-

les (fig. 71 and 72), in others viz: Dorycephalus
and Tullbergella (fig. 73 and 74) the inner ramus of the last pair is

coalesced with the peduncle while all the other rami are free; and

lastly in Oxycephalus- (fig. 75 and 76) and others the inner rami of

the last two pairs are coalesced with the corresponding peduncles, the

other rami being free; and in Xiphocephalus also the inner rami of

the last two pairs are coalesced with the corresponding peduncles (fig.

78—80).

Fi(j. 77. Borijcepha-

hts Linilstroem/.
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The outer aud the inner ramus are usually both well developed,

and more or less equal in length. Exceptions from this are Dory-

cephalus Lindstroemi (fig. 77), Xiphoce phalus armatus (fig. 80)

and X. brevicauda tus. In the first of which the outer rami of the

first and third pairs and in the two latter those of all the three pairs

are very reduced in size, diminutive.

Usually we have well developed glands in the peduncles and

rami; their outlets are usually situated at the upper end of the rami,

where the rami are in contact with one another. In }wiphocephalus

i'

Fig. 78. The second Fig. 7,9. The third Fig. 80. Xiphoce- Fig. il. The inner Fig. 83. Telson

pair of XipJiocephd- pair of Xiphoce- phalus armatus. ramus of the third of Xiphocepha-

lus Whitei. phalus Whitei. pair of Xiphoce- lus Whitei.

phalus Whitei.

the glands are highly developed, filling not only the uropoda but also

the telson; at the apex of the telson a small circular outlet is to be ob-

served; at the end of some of the rami there are also similar outlets

to be seen (fig. 81 and 82).')

1) In the following parts of the Morphological Notes I give a few preliminary

notices on the nervous system, glands, etc., reserving a fuller account of tlie ditferent

organs of the Oxycephalids for the third volume of mV »Contributions to a Monograph

of the Ampliipoda Hyperiidea».
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11. The nervous system.

The ganglionic chain shows a strongly developed eupra-oeso-

phagial, or cephalic ganglion; from its anterior corners extend the

very stout and thick optical nerves, dilating apically into an ovate or

bean-shaped disc, which is more or less closely pressed against the layer

formed by the retina. Between the optical nerves rise two stout nerves

from the front margin of the cephalic ganglion, and run to the first

pair of antennas; at the base of these antennal nerves are situated the

two vesicles which have been interpreted by Claus') as auditory organs.

These vesicles are small in the Oxycephalidœ but very largely develop-

ed in the Xiphocephalidae. The commissural cords connecting the

cephalic ganglion with the infra-oesophagial ganglion are thick and stout,

much thicker than for instance in Lanceolidce. Close upon the infra-

oesophagial ganglion follow the first two pairs of perœonal ganglia; they

are not coalesced with the infra-oesophagial ganglion but in the Oxy-
cephalidae they are so closely pressed against it that the commissural

cords between them are scarcely perceptible. The following four pairs

of peraeonal ganglia are equidistant, situated each in the middle of the

corresponding segments, the third, fourth, fifth, and sixth. The pair of

ganglia supplying the seventh perajonal segment and its appendages

with nerves are situated just at the limit between the sixth and seventh

segments, close to the preceding pair of ganglia but not coalesced with

it. In the hind portion of the body the ganglionic chain shows three

pairs of ganglia, one pair situated in the middle of each of the pleonal

segments, and the last consisting of two or three pairs, fused together

and so supplying the whole urus with nerves. The ganglionic chain is

thus composed of twelve pairs of ganglia, some pairs being placed clo-

sely together. The commissural cords run close to one another, but

are not coalesced. In the Xiphocep halidse the first two pairs of pe-

rgonal ganglia are more separated from one another and from the infra-

oesophagial ganglion, so that the commissural cords are distinct, but

not longer than the ganglia themselves.

12. The glands.

Glands are present in most of the joints of the perjeopoda and
uropoda of all the species of both the families. They are either simple,

1) C Claus, 23, p. 150; 36, p. 15.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.



42 Carl Bovallius, The Oxycephalids.

"'S,

,\ IP

consisting of only one cell, with a short, narrow duct opening into a small

circular hole in the surface of the integument (fig. 83), which hole is usually-

guarded by one or more small simple hairs ; or they are composed of many

cells, and packed into thick masses round a central lumen from which a com-

mon duct runs to the outlet. The outlet is often placed, as mentioned above,

at the base of the dactylus (fig. 84), more seldom at its apex (fig. 65), often in

semicircu lar incisions at the upper end of the rami of the uropoda, or — as

in Xipho cephalus — at the apex of the telson and of the rami of the uro-

poda (fig. 81 and 82). Usually the

glands of the legs are concen-

trated in the femur, and only a

few and scattered glandular cells

are to be seen within the follo-

wing joints, often lying round or

close to the duct which runs from

the chief mass of glands in the

femur to the base of the dac-

tylus (fig. 84) ;
but in the fema-

les of the three species of Xi-

phocephalus which I have exa-

mined, the tibia and carpus of

the third and fourth pairs of

peraeopoda, as well as the same

joints of the fifth and sixth pairs

are sometimes inflated, and

almost egg-shaped, owing to a

strongly developed glandular

joint for the whole of its length

Fiy. 83. Cutaneous gland

in the margin of the

first epimeral of Xi-

phocephalîis Whitei.

Fig. 84 Oxycephalus

laiirostris.

Fig. 85. The tibia of the

fourth pair of periEO-

poda of Xiphocepha-

lus Whitei. Ç-

mass surrounding the axis of the

(fig. 85). The development of these powerful glands in the tibia and

campus of those pairs of perœopoda is, however, in my opinion periodic-

al and may be supposed to have some connection with the fixation of

the eggs on the under-side of the body, so I venture the supposition

that they are cement-glands. I believe this enormous development

of the tibial and carpal glands to be periodical because I have

seen fuUgrown females of X. armatus and X. Whitei without the

joints in question inflated at all; but I have never seen females of the

same species with eggs or young ones, which had not at the same

time those joints more or less inflated. Thus it seems probable that the

development of these glands may be connected with the maternal functions
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of the animal, and tliat we thus may find them increasing or decreasing

ill vohime according to the stage of the development of the Ovaria.

The other glands present within the joints of the legs have pro-

bably a different function, according to the place they occupy, and so I

am inclined to think that the highl}^ developed glands in the uropoda

and telson of Xiphocephalus are poison-glands.

¥ig. 86. A young, just hatched, o£

Xiphocephalus Whitei.

13. The young.

The eggs are in the family Oxyceph alidse packed in, and pro-

tected by a pouch formed of five pairs of ovitectrices, attached to the

second and four following pairs of perœopoda. There the eggs rest until

the time of hatching, when the young have a form very similar to that

of a true Hyperia.

In the Xiphocephalidœ also

the young remind one of the form

occurring in Hyperia., Vibilia., and

other genera of the first two subtribes.

But the manner of bearing the eggs

is a very peculiar feature. No ovitec-

trices exist but the eggs are placed

under the perfeonal segments, between

the lower parts of the sides where

they are fixed in tw^o regular rows, as mentioned above (p. 31). When
the young are ready to be hatched we find that each egg is cemented

to the under surface of the peraeon with the head-end, and that the

young hang tail downwards (fig. 48 and 49).

The first pair of antennœ in the just hatched young one of Xi-

phocephalus consist of two small tubercles fixed at the anterior side

of the head, and no trace of a rostrum is to be seen. The first and

five following pairs of pergeopoda are developed, all simple and sub-

similar in form, and armed with strong claws, the first and second pairs

subequal in length, and more than half as long as the following pairs.

No trace of the seventh pair is to seen. The pleon and urus are com-

paratively short, much shorter together than the peraïon. The pleopoda

are represented by egg-shaped vesicles. The second and third ural seg-

ments are free, not coalesced, each carrying a pair of small vesicles, the

uropods (fig. 86).
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As I have already said I think it convenient to divide the Oxyce-

phalids into two families, instituting a new familj'^ Xiphocephalidse for

the genus Xiphocephalus. I separate this genus from the other Oxy-

cephalids, because it is distinguished from the other genera by charac-

teristics which in my opinion have a more than generic value. So for

instance Xiphocephalus has the seventh pair of perœopoda rudimen-

tary, and consisting of only the femur, while the other genera have the

same pair complete'); Xiphocephalus normally has the telson free from,

and articulating with, the last ural segment, while all the other genera

have the telson fused with the last ural segment; and lastly the female

of Xiphocephalus wants ovitectrices, and carries the eggs and young

fixed under the pereeonal segments in two regular rows, while the other

genera have well developed ovitectrices. On the other hand the two

families are connected by some common characteristics, as for instance

the reduction of the mouth-organs, the maxillas being rudimentary in

both families, and the rostral elongation of the forepart of the head,

and the more pronounced tendency to form an elongated body than is

seen in any other family of the tribe. This tendency to elongation i&

besides expressed in the form of the femora of the fifth and sixth pairs

of perasopoda in Xiphocephalidge, but not met with in these parts in

Oxycephalidae, not even in the genera Leptocotis and Calamo-
rhynchus, which show much elongated uropods.

Dana was the first (17, p. 1009, see above, p. 5) who took the

Oxycephalids as a whole placing them as a subfamily, Oxycephalinœ,.

of the family Typhidce^ at the side of the subfamilies Typhince and Pro-

noince; he then gave the following diagnosis of the Oxyce})Jialinœ :

»Abdomen in ventrem se non flectens. Caput oblongum, antennis

Imis superficiem capitis inferiorem insitis».

1) Except Tullbergella which has the femur and three foliowiug joints.
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He distinguished the two genera Oxycephalus and Rhabdofioma

from one another by the length of the rostrum and of the uropods.

In 1862 Spence Bate (20, p. 341) made the subfamily a family

of its own, and in 1885 Carus (33, p. 427) considered it as a subfamily

of the family Platyscelidœ.

The family OXYCEPHALIDtE, Spence Bate, 1861.

Diayn. The head is more or less elongated and rostrate.

The eyefi are large, but do not occupy the whole head.

The first pair of antennœ are curved (cî), and fixed on the

under side of the head; the first joint of the flagellum is

very large, and tumid; the following, joints are small, few

in number, and subterminal (cî). The second pair are fixed

on tlie under side of the head, are long, slender, and folded,

four times (çS), or are entirely wanting (3).

The mouth-orgam are reduced, the maxillae being rudimentary;

the mandibles are provided with an elongated palp (cî), or

without a palp (C).

The last five pairs of perœopoda are walking legs; the femur

of the last three pairs is not transformed. The seventh pair

are complete. The ovitectrices are well developed.

The uropoda are provided with rami.

The tels()72 is coalesced with the last ural segment.

In 1887, in my preliminary »Systematical list» I enumerated five

genera, in addition to Rhabdosoma or Xiphocephalus^ as composing the

family Oxycephalidas, viz: Glossocephalus, Oxycephalus, Lepto-

cotis, Tullbergella, and Calamorhynchus; a sixth genus Streetsia,

was proposed in 1888 by Stebbing; and here I increase the number of

genera to ten by transferring the genus Simorhynchotus from the

Lycœidœ to this family, and by introducing three new genera, viz: Cra-

nocephalus, Stebbingella, and Dorycephalus.

Of these genera Simorhynchotus shows some relation to

Lycœidœ^ Tullbergella to Euthanmeidce^ Cranocephalus and Steb-

bingella to Eutyphidce, Glossocephalus to Phorcoraphidce^ and Dory-

cephalus and Leptocotis to Xiphocephalidœ.

These ten genera may be distinguished by the characteristics

shown in the following synoptical table:
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A. The inner rami of the second and third pairs of

uropoda are coalesced with the corresponding

peduncles.

a 1. The first pair of perseopoda with a folding

hand; the second pair with a subcheliform

hand. The head is only a little produced,

and the rostrum broadly obtuse.

a 2. The first and second pairs of perseopoda

with a cheliform hand. The head is pro-

duced into a more or less sharp-poiuted

rostrum.

B. The inner ramus of the third pair of uropoda is

coalesced with the peduncle.

b 1. The last ural segment is not twice as long

as the first.

b 2. The last ural segment is more than twice

as long as the first.

bb 1. The anterior part of the head is dilat-

ed into wing-like projections.

bb 2. The anterior part of the head is not

dilated.

\j. The inner rami of all the uropoda are free, not

coalesced with the peduncles.

C 1. The last ural segment is not twice as long

as the first.

cc 1. The hind part of the head is not

constricted into a neck. The head

is produced into a sharp rostrum.

The first pair of peraeopoda with a

subcheliform hand, the second with

a cheliform, the carpal process be-

ing more or less spine-like

cc 2. The hind part of the head is con-

stricted into a neck.

ccc 1. The first two pairs of perseo-

poda with a subcheliform

hand. The head is produced

into a sharp rostrum.

Simorhyuchotns.

2. Oxycephalus.

3. Tullbergella.

4. Calamorhynchus.

5. Dorycephalus.

6. Streetsia.
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cccc 1. The second pair of

antenoœ in tlie male

are hidden under the

head and the periBon,

when folded, the first

joint not being half

as long as the second.

CCCC 2. The second pair of

antennse in the male

are hidden only under

the head, when fold-

ed, the first joint be-

ing about as long as

the second.

ccc 2. The first two pairs of peraeo-

poda with a cheliform hand,

the carpal process being

spoon-shaped. The head is

produced into an obtuse,

rounded rostrum.

c 2. The last ural segment is more than twice as

long as the first.

7. Craaocephalus.

8. Stebbingella.

9. Grlossocephalus.

10. Leptocotis.

Gen. 1. Simorhjncliotus, Th. Stebbing, 1888.

Diagn. The head is short, not produced, or only a little produced,

forming a thick, broad, obtuse snout. The hind part of

the head is not constricted.

The second pair of aniennœ in the male are concealed under

the head and the perason, when folded.

The first pair of perœopoda have a folding hand, the second

pair a subcheliform. The carpus and metacarpus of the fifth

pair are not dilated.

The last ural segment is about as long as the first, and is

broader than long.

The inner rami of the last two pairs of urojpoda are co-

alesced with the corresponding peduncles.

The telson is very broad, and triangular.
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Syn.^) 1861. Simorhyuchus. C. Claus. 25^2), p. 156.

» 1879. 27, p. 188 (42).

» 1887. 36, p. 65.

1888. Simorhynchotus. jTh. Stebbing. 39, p. 1572.

When Claus in 1861 instituted the genus Simovhynchus he placed

it in the family Oxycephalidae; in 1879 he removed it from this fa-

mily and put it among the Lycœidœ. In my opinion however it must

be regarded as an Oxycephalid, so I have placed it here as the first

genus of the family Oxycephalidge, chiefly for the reason that the

mouth-organs agree with those in the Oxycephalidge in the form of

the mandibles and maxillipeds, and in the rudimentary state of the

maxillœ. Also in the form of the last five pairs of peraeopoda there is

a great resemblance between this genus and the genus Oxycephalus. It

is however a link between the Oxycephalidge and the Lycœidœ, con-

necting these two families for which it is so hard to find good distin-

guishing characteristics, since the principal characteristic used by Claus,

namely the elongation of the head, is so very gradual; the best charac-

teristic is without doubt the presence of maxillae in the Lycœidœ, but it

is of no value for external examination.

Claus' name Simovhynchus was changed in 1888 to Simorhynch-

otus by Stebbing, because the former name was found to have been

previously applied to a genus of birds.

The species established by Claus in 1861 was S. antennarius,

the next new species was S. Lilljeborgi, proposed by me in 1887

(35, p. 34), and here I describe a new species S. Stebbingi.

The three species are easily distinguished, as is shown below.

A. The head is produced into a short, obtuse rostrum.

The telson is acute at the apex.

a 1. The outer ramus of the second pair of

uropoda is about as long as the peduncle. 1. S. autennarius.

a 2 The outer ramus of the second j)air of

uropoda is much shorter than the peduncle. 2. S. Stebbingi.

B. The head is rounded in front, not produced into a

rostrum. The telson is rounded at the apex. 3. S. Lilljeborgi.

1) For a more complete synonymy of this and the following genera and species

see: C. Bovaluus, Contributions to a Monograph of the Amphipoda Hyperiidea, I, 3.

2) This and the following similar figures in the lists of synonyms and in the

text refer to the bibliographical list above, p. 2—10.
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1. Simorliyncliotus anteiiiiarius, C. Claus, 1861.

Uia<i?i. The /lend^ with the rostral prolongation, is about as long as

the live lirst pereeonal segments together. The rostral part

is very broad, thick, and obtuse at the apex. »

The lower anterior corner of the first flagellar joint of the

first pair of antennce in the male is produced into a process,

which is more than half as long as the breadth of the joint.

The femur of the first and second pairs oï perœopoda is much
longer than all the following joints together. The femur of

the seventh pair is scarcelj^ more than half as long as that of

the sixth, and much narrower than the femur of the fifth pair.

The peduncle of the first pair of uropoda is as long as the

inner ramus, and longer than the outer.

The telson is as long as broad, with the apex sharp-pointed.

Syn. 1861. Siinorliynchns aiitennarius, C. Claus. 23, p. 156.

» » » 27, p. 188 (42).

» » » 36, p. 65, pi. 17, fig. 9—19.

All these three descriptions, just cited, are incomplete, and there-

fore the drawing given by Claus in 1887 was of much value for the

identification of the species. In addition to the characteristics given in

the diagnosis above the following may also be mentioned.

The head rises a little above the peraeon, but does not form a

distinct neck behind. Seen from below the under side of the rostral')

portion is flat, and broader than a third part of the head.

The lower hind corner of the first flagellar joint of the first pair

of antennœ is produced downwards to the middle of the third joint. The

second, third, and fourth flagellar joints are about equal in length.

The sixth peneonal segment is longer than the fifth, the seventh

is more than half as long as the sixth.

The metacarpus of the first pair of perœopoda is shorter than

the carpus; the dactylus is about half as long as the metacarpus. The

1) By the rostrum or the rostral portion of the head is here always meant

the part situated between the point of fixation of the first pair of antennœ and the

ape.x of the head.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IIL 7
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carpus of the second pair is about twice as long as it is broad at the

lower end; the free part of the under margin is quite half as long as

the hind margin of the metacarpus; the lower hind corner is angular;

the dactylus is about half as long as the metacarpus. The fifth pair are

a little longer than the whole perason ; the femur is more than twice as

long as broad, as long as the three following joints together, and about

twice as long as the metacarpus. The femur of the sixth pair is ovate,

nearly twice as long as broad, and about as long as the three follow-

ing joints together; the carpus is more than half as long as the ti-

bia, and only a little shorter than the metacarpus. The seventh pair

reach to the under margin of the genu of the sixth pair.

The first two pleonal segments together are shorter than the last

five peraeonal segments together. The lateral parts of all the pleonal

segments are rounded below and behind.

The first segment of the xiriis is shorter than the last coalesced,

which is shorter than the telson.

The rami of the first and second pairs of iiropoda are elon-

gate-ovate; the inner ramus of the third pair is falci-form, and the

outer narrowly elongate.

Colour. Faintly red, almost hyaline, with black or very deep red spots

all over.

Length. My largest specimen measured 7 mm, the smallest 5 mm, ail were

males; Claus gives 7 mm for his specimens.

Hab. Claus records the animal from Zanzibar, and from the Pacific; I

have taken it in the Bay of Panama in 1882.

2. Simorliyiicliotus Stebbiiigi, n. sp.

The name is given in honour of the Rev. Thoî>L4.s R. R. Stebbing.

Diagn. The head^ with the rostral prolongation, is a little longer than

the first five per«îonal segments together. The rostral part

is somewhat narrowed, and rounded at the apex.

The lower front corner of the first flagellar joint of the first

pair of antennce in the male is produced into a process, which

is less than half as long as the breadth of the joint.

The perœon is scarcely longer than the first two pleonal seg-

ments together.
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The femur of the first and second pairs of perœopoda is

much longer than all the following joints together. The
femur of the seventh pair is about as long as three-fourths of

that of the sixth, and is as broad as the femur of the fifth pair.

The peduncle of the first pair of uropoia is shorter than the

inner ramus, but a little longer than the outer. The outer

ramus of the second pair is much shorter than the peduncle.

The outer ramus of the last pair is more than half as long as

the inner, and styliform.

The telxon is as long as broad, and acute at the apex.

Syn. Simorlijnchotus aiiteniinrius, Th. Stebbinc. 39, p. 1572.

As Sinior/n/nchotus antennariu,H.i Stebbing, is, in my opinion, speci-

fically distinct from 5. aiiiennarhis, Claus, I have proposed here a nevv^

name for the former. I have done so without any hesitation because I

have mj'self taken and examined specimens of both, and I have thus been

able to complete in respect to some minor details the description given by

Stebbing from a single and somewhat damaged specimenr

The upper surface of the head is somewhat deeper than the dorsal

line of the pereeon. Seen from below the under side of the rostral por-

tion is strongly concave, and much narrower than a third of the head.

The lower hind corner of the first flagellar joint of the first pair

of antenna' is produced downwards, but does not reach to the under

margin of the second flagellar joint. The third flagellar joint is much

shorter than the second; the fourth joint is fully as long as the two

preceding together.

The fifth pfi.rœonal segment is longer than the sixth; the seventh

is as long as the sixth.

The metacarpus of the first pair of 2?é'r"ceo/)or:?a is shorter than the

carpus; the dactylus is a third part as long as the metacarpus. The

carpus of the second pair is not twice as long as it is broad at the

lower end; the free part of the under margin is more than half as long

as the hind margin of the metacarpus; the lower hind corner is angular; the

dactylus is a third part as long as the metacarpus. The fifth pair are

as long as the perteon and the first two pleonal segments together; the

femur is twice as long as broad, much shorter than the three following-

joints together, and only a little longer than the metacarpus. The femur of

the sixth pair is a third part longer than broad, irregularly pear-shaped,
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and nearly as long as the three following joints together; the carpus is

not half as long as the tibia, and much shorter than half the metacarpus.

The seventh pair reach to the apex of the femur of the sixth pair.

The first two pleonal segments together are almost as long as the

whole peraeon. The lateral parts of all the segments are rounded below

aùd obtuse behind.

The first segment of the urus is as long as the last coalesced,

which is considerably shorter than the telson.

The outer ramus of the first pair is narrow, falci-form, the inner

is elongate and sharp-pointed. The rami of the second pair are

narrowly elongate and sharp-pointed, the inner ramus being more than

twice as long and broad as the outer. The inner ramus of the third

pair is constricted in the middle, the upper half is ovate, and the lower

half narrow, linear, and truncated at the apex.

Colour. Greyish white, whitout spots, the eyes deep red.

Length. 4—6 mm.
Hab. The »Challenger» specimen was taken in the Atlantic, ofï' the coast

of Africa, at Lat. 11" 5' N. and Long. 18» 15 W. (Stebbing). I

have taken several specimens in the tropical region of the At-

lantic, from Long. 20» to 65» W.

3. Simorliyiicliotus Lilljeborgi, C. Bovallius, 1887.

PI. I fig. 1—7; and p. 26, fig 25; p. 27, fig. 28; p. 28, fig. 34; p. .S2,

fig. 50; p. H6, fig. 67; p. 87, fig. 70; and p. 39, p. 76.

The name is given in honour of Prof. W. Lilljeborg.

Digan. The head is scarcely produced, is rounded, and longer than the

first three perœonal segments together.

The lower front corner of the first flagellar joint of the first

pair of antennae in the male is produced into a short process,

which is less than half as long as the breadth of the joint.

The perœon is much longer than the pleon.

The femur of the first and second pairs of perœopoda is quite

as long as all the following joints together. The femur of

the seventh pair is nearly as long as that of the sixth, and

is somewhat narrower than the femur of the fifth pair.

The peduncle of the first pair of uropoda is much shorter than

the inner ramus, and also shorter than the outer. The outer
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ramus of tlie second pair is longer than the peduncle. The
outer ramus of the last pair is fully three-fourths as long as

the inner.

The telsnn is longer than broad, and rounded at the apex.

Si/n. 1S87. Siiiiorhynchotus Lilljeborgi, C Bovaijjus. 35, p. .34.

This species is remarkable for the globular, not produced head,

and is besides easily distinguished from its congeners by the charac-

teristics recorded above with respect to the uropoda and the telson.

The upper surface of the hearl rises a little above the dorsal line

of the person.

The lower hind corner of the first flagellar joint of the first pair

of antenna' is produced downwards, and reaches a little beyond the under

margin of the second flagellar joint. The third flagellar joint is longer

than the second; the fourth is still longer, but much shorter than the

two preceding joints together.

The fifth perceonal segment is as long as the sixth; the seventh

is as long as the sixth.

The metacarpus of the first pair of pera3opoda (p. 32, fig.

50; PI. I fig. 4— 7) is as long as the carpus; the dactylus is near-

ly a third as long as the metacarpus. Tiie carpus of the sec-

ond pair is a third longer than it is broad at the lower end;

the free part of the under margin is more than half as long as

the hind margin of the metacarpus; the lower hind corner is ob-

tusely rounded; the dactylus is about a third as long as the meta-

carpus. The fifth pair are as long as the peraeon and the first pleonal

segments together; the femur is about twice as long as broad, much
shorter than the three following joints together, and almost as long as

the metacarpus. The femur of the sixth pair is scarcely longer than

broad, is almost circular, and much shorter than the three following joints

together; the carpus is longer than two-thirds of the tibia, and more
than half as long as the metacarpus. The seventh pair reach beyond

the middle of the tibia of the sixth pair.

The first two pleonal segments together are shorter than the last

four perEeonal segments together. The lateral parts of all the segments

are slightly rounded below, and that of the last is angular behind.

The first segment of the luufi is somewhat longer than the last

coalesced, which is about as long as the telson.
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The rami of the first pair of iiropoda (p. 39, fig. 76) are elongate-

lanceolate. The outer ramus of the second pair is narrowly elongate;

the inner is broadly lanceolate, and more than twice as broad as, but

only a little longer than, the outer. The inner ramus of the third pair

is falciform, sharp-pointed.

CoLOTJU. Light red, without spots.

Length. .5—6 mm.
Hab. The tropical region of the Atlantic.

Gen. 2. Oxyceplialus, H. Milne Edwards, 1830.

Diagn. The head is elongated, and produced into a moderately long rost-

rum, which is more or less sharp-pointed, and is open on the

under side. The hind part of the head is only feebly constricted.

The second pair of antennœ are, when folded, hidden under

the head.

The first two pairs of perœopoda are cheliform. The carpus

and metacarpus of the fifth pair are not dilated.

The last coalesced ural segment is about twice as long as the

first, but is not twice, as long as broad.

The inner rami of the last two pairs of urojioda are coalesced

with the corresponding peduncles.

The telson is broad and triangular, with the sides more or

less curved.

S^/n. 1830. Oxycephalus, H. Milne Edwards.
"

1, p. 396.

), » H. Milne Edwards. 1840. 7, p. 99.

» » C. Spence Bate.

» » C. Claus.

» » C. Bovallius.

» » C. Claus.

» » Th. Stebbing.

1832. Orio, A. Cocco.

1850. Ornithorainphus, G. Natale.

186i. Natalius, A. Costa.

Instead of tracing the history of the genus and the various spe-

cies assigned to it, the most important facts of which are briefly given

above in the historical introduction, I only give here a list of all the spe-

cies adding to them the names which I believe to be their true names,

that is to say those under which they are recorded in this treatise.

1862.
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1830 Oj-i/cepltaliis pispctforis, H. Mitae Edwards,
1836 O. occnnicus, F. G. Gukrix-Mén'kviu.e,

1810 O. armat IIS, H. Milne Edwakds,
» (). piscator, »

1802 O. tiiberciilntiis, C. Spence Batk,

Î O. ocean us, (Gueiun) C. Spence Bate,

1871 0. fci/iiirostris, C. Claus,

1878 0. tiilicrciilatiis, (Sp. Bate) Th. Streets,

» 0. hiilùosiis, Til. Streets,

» 0. sclcrotieits, »

1879 0. piscator, (M. Edw.) C. Glaus,

s 0. sliiiilis, C. Claus,

» 0. latirostris, »

» 0. jjorcelliis, »

» (). Iniiglccps, »

» 0. ti/phoides, »

1884 0. Edaardsii, Geo. Thomson,
1887 0. Cluiisi, C. BovALLius,

» 0. pectinatus, »

» 0. pirjiw/'des, »

» 0. Stecntrnpi, »

1832 Or/o onii(liora»ipJnis, A. Cocco,

1850 Ondthorainphus Coccoi, G. Natale,
1864 Natnlins caiididissimus, A. Costa,

Oxyccpliiiliis piscator.

Oxycephalus piscator.

Xiphocephalu.s arm a t us.

Oxycephalus piscator.

Oxycephalus t u b e r c u 1 a t u s .

O X y c c ji h a 1 u s piscator.

Leptocotis tenui rostris.

Oxycephalus C 1 a u s i.

Ox}'cephalu.s piscator.

Stebbingella sclerotica,

(oxycephalus Clausi.

Oxycephalus piscator.

Oxycephalus latirostris.

Streetsia porcellus.

Streetsia longiceps.

Stebbingella typhoïdes.

Oxycephalus piscator.

Oxycephalus Clausi.

Oxycephalus pectinatus.

Streetsia prono'ides.

Streetsia Steenstrupi.

Oxycephalus 1 atirostris.^?

Oxycephalus latirostris?

Oxycephalus piscator?

As I have said above I am not able to pronounce v^^ith certainty as to

the identity of the three last forms owing to the bad, originally given, de-

scriptions, but, judging from the form of the first two pairs of perœopoda
and the urus, I feel pretty sure that they belong to the genus Oxycepha-
lus. The only way to fix their identity would be to make a careful exa-

mination of the Mediterranean Oxycephali at the very places where they

are to be found.

The limits which 1 have here assigned to the genus Oxycephalus
thus include only five of the above enumerated species, which may be

distinguished by the following synoptical table:

A. The hiud margin of the metacarpus of the first and se-

cond pairs of perseopoda is strongly serrated.

a 1. The lateral parts of the pleonal segments are

smooth on the under margin. The lower front

corner of the carpus of the second pair of pe-

rseopoda is not protruding. 1. 0. piscator.
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a 2, ïlic lateral parts of tlie pleonal segments are

armed with a strongly projecting tooth on the

under margin. The lower front corner of the

carpus of the second pair of perœopoda is

strongly protruding, forming a broad heel in

front of the base of the metacarpus. 2. 0. Claxisi.

B. The hind margiu of the metacarpus of the first and se-

cond pairs of perteopoila is smooth. 3. 0. tubei'Clllatus.

C The hind margin of the metacarpus of the first and se-

cond ])airs of perajopoda is pectinated.

C 1. The seventh pair of perœopoda are scarcely more
than half as long as the sixth pair. The telson

is more than half as long as the last ural segment,

and is longer than the last pair of uropoda. 4. 0. pectiiiatllS.

C 2. The seventh pair of pcrreopoda are nearly as long-

as the si.vth pair. The telson is half as long as

the last ural segment, and is .shorter than the last

pair of uropoda. 5. 0. latirostris.

1. Oxycephillus piscator, H. Milnk Edwards, 1830.

PL I, fig. S— 16; and p. 28, fig. 33, 35, and 36; ].. 29, fig. 37, 41, and

42; p. .-JO, fig. 66; p. 37, fig. 68 and 69; p. ;i9, fig. 75.

Diagn. The body is compressed, and not tuberculate. The segments

of the perœnii are smooth, not angulated or tuberculated.

The head is shorter than the perœon, with a short rostrum

which is abruptly narrowed near to the apex in the male,

but evenly tapering in the female. The hind part of the head

is about twice as long as the rostrum, and is somewhat de-

pressed in the male, but inflated and globular in the female.

The front margin of the carpal process of the first and second

pairs of j^erœopoda is longer than the hind margin of the

metacarpus, which is serrated, and bordered with strong-

bristles; the lower front corner of the carpus is a little pro-

truding in the first pair but not at all in the second. The fifth

pair are much longer than the sixth. The femur of the sixth

pair is irregular!}^ pear-shaped, only a little broader than that

of the fifth, and somewhat longer than that of the seventh

pair which is shorter than all the following joints together.
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The lateral parts of the pleoni segments are rounded in front

and below, and the under margins are not produced into

tooth-like projections; the hind corners are angulated, and

sharp-pointed, but not produced.

The last coalesced ural segment is much longer than the telson,

but not twice as long.

The peduncle of the first and second pairs of uropoda is

longer than the inner ramus; the peduncle of the third pair

is a little shorter than the inner ramus. The outer rami

are somewhat shorter than the inner.

The tel'ion is tongue-shaped, with the apex sharp-pointed and

the margins serrated; it is somewhat shorter than the last

pair of uropoda.

piscatoris, H. Milne Edwards.
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independent species, or identical with 0. piscator, is a question, which

I am not yet able to answer definitively, but I am much inclined to think

that the two are identical, as practically there are no dififerences to be

found in the description of Streets.

The head is somewhat longer and more depressed in the male

than in the female, in which the ocular region is tumid and rises con-

siderably above the dorsal line of the perseon, a feature which seems

to occur, in a smaller or higher degree, in all the female forms in the

family, and which may thus be looked upon as a sexual distinction. In

the male the head is as long as the six first pereeonal segments together,

in the female as long as the first five. The rostrum is scarcely half

as long as the rest of the head.

The first pair of antennœ in the male are comparatively slender;

the first joint of the flagellum is about four times as long as it is broad

at the apex; the three following joints together are longer than the breadth

of the first flagellar joint.

The perœon shows a very feeble median keel dorsally, and an al-

most evanescent lateral ridge on each side in the fully adult animal, in

the younger state the pereeon is perfectly smooth.

The epimerals are long and deep, fully a third part as deep as

the height of the peraeon.

The first pair of perœopoda (PL I, fig. 11) are much shorter,

than the second ; the lower front corner of the carpus is a little protrud-

ing, but does not form a distinct heel as in the following species; the

carpal process is irregularly serrated, with broad teeth, and bordered by

very long, stout bristles; it is somewhat longer than the hind margin

of 'the metacarpus, which forms a thin serrated edge, with short trian-

gular teeth (PI. I, fig. 12); against the rounded lower corner of this

edge the dactylus impinges, so that the first pair really have a com-

plexely cheliform hand (see above, p. 33). The second pair (PI. 1, fig.

13) have a very long cheliform hand, the carpus, without the process, being

half as long again as the metacarpus; the front margin of the carpus

runs in a line with that of the metacarpus, the lower corner not pro-

truding at all; the carpal process is serrated, bordered with a few short

bristles, and is considerably longer than the hind margin of the meta-

carpus, but does not reach to the apex of the dactylus. The third and fourth

pairs are equal in length and slender; along the hind margin of the

tibia and carpus there are some short spines. The fifth pair are the

longest; the femur is almost ovate, and as long as the three following
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joints together. The femur of the sixth pair is irregularly pear-shaped,

a fifth part louger than broad, only a little broader than the femur of

the fifth pair, and shorter than the four following joints together; the

front margin of the tibia is fringed with a row of spines, one longer one

and one very short one alternating; the front margin of the carpus has

a similar row of spines, one longer one and two very short ones alter-

nating; the front margin of the daotylus is sparingly serrated. The se-

venth pair (PI, I, fig. 14), reach to the middle of the carpus of the

sixth; the femur is pear-shaped, and somewhat shorter than all the follow-

ing joints together; the metacarpus is a little longer than the carpus,

but shorter than the tibia.

The under margins of the pleonal segments are more or less

rounded, sometimes uneven, but not produced into tooth-like projec-

tions as in Oxycephalus Clausi.

The last coalesced ural segment is a little more than a third part

longer than broad.

The first pair of uropoda (p. 39, fig. 75) reach to the apex of the

last, and to the apex of the telson; the peduncle is a little longer than

the inner ramus, which is a little longer than the outer; both rami are

strongly serrated. The second pair reach a little beyond the apex of the

peduncle of the first pair, and very little beyond the base of the last pair;

the peduncle is somewhat longer than the inner ramus, and twice as long

as the outer. The third pair reach scarcely beyond the apex of the

telson ;
the peduncle is as long as the inner ramus, which is a trifle

longer than the outer.

The telson is only about a sixth part longer than broad, and

triangular, the margins being very convex, and serrated.

Colour. Yellowish.

Length. 14—20 mm
Hab. The temperate, subtropical, and tropical regions of the At-

lantic; the Mediterranean; the Indian Ocean the subtro-

pical and tropical regions of the Pacific.
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2. Oxyceplialus Clausi, C. Bovallius, 1887.

The name is given in honour of Professor C. Claus.

PI. I, fig. 19—24; PI. II, fig. 1; and p. 21, fig. 4; p. 22, fig. 7 and 8;

p. 25, fig. 22; p. 33, fig. 54; p. 36, fig. 65.

Diagn. The body is somewhat compressed, the segments of the perseon

are scutellated, separated from each others by deep furrows.

The head is shorter than the peraeon, with a moderately long

rostrum, which in the male is abruptly narrowed near the apex,

but in the female tapers evenly, and has the apex rounded.

The hind part of the head is a little longer than the rostrum.

The front margin of the carpal process of the first two pairs

of perœopoda is longer than the hind margin of the meta-

carpus, which is serrated and bordered with strong bristles;

the lower front corner of the carpus protrudes a little

in the first pair and much in the second, forming a broad

heel in front of the metacarpus. The fifth pair are much

longer than the sixth. The femur of the sixth pair is almost

circular, much broader than that of the fifth, and about as

long as that of the seventh pair, which is itself longer

than all the following joints together.

The lateral parts of the pleonal segments are rounded in

front; at the middle of the under margin of each projects a

strong, tooth-like process, and the hind corner is produced

and sharp-pointed.

The last coalesced ural segment is only a little longer than

the telson.

The telson reaches beyond the apex of the last pair of uropoda.

Syn. 1878. Oxycephalus tuberculatus, [Spence Bate] Th. Streets. 26, p 278,

pl.2,fig.l.

1879. » piscator, [H. Milne Edwards] C. Claus. 27, p. 190

(44).

. » , . 1887.36, p. 69,

pi. 22, fig.

1-9, andj)l.

28, fig 1-8.

1887, » Clausi, C. Bovallius. 35, p. 35.

» » » Th.Stebbing. 1888. 39, p. 1566,

pi. 201.
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The species is at once distinguished from its congeuers by the

raised, almost prismatic dorsal sections of the pera^onal segments, by the

strongly protruding heel of the carpus of the second pair of perasopoda,

by the almost circular femur of the sixth pair, and by the tooth-like,

sharp-pointed projections on the under margins of the pleonal segments.

The head (p. 22, fig. 7 and 8) is longer in the male than in the

female, especially the hind part of it. On the upper side the median

line forms a distinct keel, ending in the apex, which is feebly bent down-

wards. The under margins of the rostrum are serrated. In the male

the head is as long as the first six perseonal segments together, in the

female as long as the first four.

The first pair of antennœ are like those in the preceding species,

but the last three joints of the flagellum are not longer than the breadth

of the first flagellar joint; the second is quite as long as the third, but

much thicker.

The first pair of perœopoda (PI. I, fig. 21) have the carpus very

broad, with the lower front corner forming a broad angular heel at the base

of the metacarpus; the carpal process is like that in the preceding species,

but more strongly serrated and shorter than the hind margin of the meta-

carpus; the hind margin forms a thin, strongly serrated edge, the lower

corner of which is angular. The second pair (p. 33, fig. 54) are much
longer and stouter than the first pair; the carpus, without the process,

is only a fourth part longer than the metacarpus; the lower front

corner forms a broader heel than in the first pair; the carpal process is

bluntly serrated, and reaches almost to the apex of the dactylus. The
femur of the fifth pair is ovate, coarsely serrated on the front margin,

and considerably shorter than the three following joints together. The
sixth pair (PI. I, fig. 23) are much shorter than the fifth; the femur is

very broad, almost circular, serrated along the margins, and fully a third

part broader than that of the fifth pair; the carpus is a little more than

half as long as the tibia, with a row of longer and shorter spines along

the front margin, one long one and four short ones alternating; the dac-

tylus is serrated on the front margin. The seventh pair (PI. I, fig. 24)

reach fully to the apex of the carpus of the sixth pair; the femur is

about as long as that of the preceding pair, and a little more than half

as broad; it is longer than all the following joints together.

The pleon in the male is as long as the last six peraeonal seg-

ments together; in the female it is as long as the last five. The lateral
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part of each segment is convex in front of the projecting tooth, and

concave behind it, the hind corner is produced, and sharp-pointed.

The last coalesced ural segment is about a fourth part longer

than broad.

The first pair of uropoda (PI. 11, fig. 1) reach fully to the apex

of the last pair, but not to the apex of the telson; the peduncle is ser-

rated on both margins, and is a little longer than the inner ramus, which

is somewhat longer than the outer, both being serrated. The second pair

reach to the middle of the inner ramus of the first pair, and to the apex

of the peduncle of the last pair; the peduncle is quite as long as the

inner ramus, which is about a third part longer than, and more than

twice as broad as, the outer. The third pair are very broad, and

shorter than tbe telson; the peduncle is shorter than the inner ramus,

which is twice as broad as, and a little longer than, the outer.

The tehon is more than a third part longer than broad, triangular,

and is serrated along the margins.

Colour Light brownish to yellowish green.

Length 20—35 mm.
Hab. In all the seas of the subtropical and tropical regions.

3. Oxyceplialus tuberculatiis, Spence Bate, 1862.

PI. n, fig. 2 and 3.

Diagn. The body is compressed, the segments of the perseon are

tuberculate.

The head is shorter than the perseon, and has a long rostrum.

The hind part of the head is shorter than the rostrum.

The front margin of the carpal process of the first two pairs

of perœopoda is nearly as long as the hind margin of the

metacarpus, which is smooth, and provided with a few

bristles; the lower front corner of the carpus protrudes,

forming a heel in front of the metacarpus. The fifth pair

are about as long as the sixth. The femur of the sixth

pair is broadly ovate, a little broader than that of the fifth

pair, and more than twice as long as that of the seventh,

which itself is more than twice as long as all the follow-

ing joints together.
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Tlie lateral parts of the pieonal segments are rounded in front,

below, and behind, and the under margins are without tooth-

like projections.

The last coalesced ural segment is somewhat shorter than the

telson (?).

The telsoii reaches beyond the apex of the last pair of uropoda.

Si/n. 1862. Oxyceph.alus tuberculatus, Spence Bate. 20, p. 343 pi.

54, fig. 5.

»• > » Th. Streets. 1877. 24, p. 136.

» » » C.BovALLius. 1887.35, p. 36.

In addition to the characteristics quoted in the diagnosis, and

which are taken from the description of Spence Bate, and with respect

to a few particulars from Streets work of 1877, I cite here some more

details from the same authors:

Spence Bate says (1. c. p. 343).

»Antepenultimate pair of pleopoda having the rami short, serrated;

penultimate not so long as the preceding, having the margins of the

rami smooth; ultimate not reaching to the extremity of the telson,

rami having the margins serrated. Telson acutely triangular, margins

serrated.»

Streets says( 1. c. p. 136).

»Head not quite as long as the first five segments of the thorax,

broad, inferior margin broadly convex;, rostrum more than half the length

of the head, triangular, acute; eyes large, covering the whole of the

lateral surfaces of the head. — — — The first pair of gnathopoda

shorter than the second, but similar to them in other respects; carpus

produced anteriorly nearly to the apex of the propodos, margins furnished

with a few long setse, not serrated; propodos subovate; dactylus nearly

half as long as the propodos. The flexible margins of ihe following

thoracic feet furnished with a few setse, or hairs».

Colour. ?

Length. 10 mm. (7.,,, tlis of an iuch, Spence Bate, and 0.4o of an inch,

Streets).

Hab. Cape of Good Hope, (Spence Bate); The North Pacific

Ocean, Lat. 5" N, Long. 128» W, (Streets).
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4. Oxyceplialus pectiiuitus, C. Bovallius, 1887.

PI. II, %. 4—6; and p. 25, fig. 19 and 21; and p. 27, fig. 29.

Diagn. The body is scarcely compressed, the perseonal segments are

smooth.

The head is about as long as the peraeon, and has a short rostrum.

The hind part of the head is more than twice as long as

the rostrum.

The front margin of the carpal process of the first pair of

perœopoda is as long as, that of the second pair longer

than, the hind margin of the metacarpus, which is strong-

ly pectinated, with long teeth, and a few long bordering

bristles; the lower front corner of the carpus does not pro-

trude. The fifth pair are longer than the sixth. The femur

of the sixth pair is pear-shaped, considerably broader than

that of the fifth, and only a little longer than that of the

seventh pair, which is itself about as long as all the follow-

ing joints together.

The lateral parts of the first two pleonal segments are straight

in front and below, while that of the third segment is round-

ed; the under margins without tooth-like projections. The

hind corner of the first^segment is rounded, that of the second

angular, and that of the third produced, and sharp-pointed.

The last coalesced iiral segment is much longer than the

telson, but not twice as long.

The telson reaches to the apex of the last pair of uropoda.

Syn. 1887. Oxycephalus pectinatus, C Bovallius. 35, p. 36.

Oxycephalus pectinatus is most closely allied to 0. latirostris^

but differs in the length of the head, in the armature of the first two

pairs of perseopoda, in the comparatively short seventh pair, and in the

telson being more than half as long as the last ural segment.

The head (PI. II, fig. 4) in the male is a little longer than all the

perseonal segments together, in the female a little shorter. The rostrum

is scarcely more than a third part as long as the rest of the head.

The first pair of antennœ (p. 25, fig. 19 and 21) in the male

are comparatively robust; the first joint of the flagellum is three times as
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long as it is broad at the apex, the three foHowing joints together are

a little longer than the breadth of the first flagellar joint. The second
pair (p. 27, fig. 29) are longer and more robiist than in Oxycephalus

piscator, or in 0. Claim.

The perœon is entirely smooth, and the epimerals are less deep

than in 0. piscator, scarcely equalling a fourth part of the height of the

perseon.

The first pair of perœopoda (PI. II, fig. 5) are shorter than the

second; the front margin of the carpus runs in a line with that of the

metacarpus; the carpal process is about as long as the stem of the

joint, and is armed along its front margin with closely set, long, spine-

like teeth, which give a combe-like appearance to the whole; the apex of

the process forms a strong, sharp tooth. The ineta&arpus is stout, and

somewhat longer than the stem of the carpus; its hind margin does

not form an edge as in Oxycephalus piscator; it is as long, and armed

in the same vvay, as the front margin of the carpal process, but the

spine-like teeth are a little shorter. The dactylus is about a third part

as long as the metacarpus, and has a tooth at the middle of the hind

margin. The second pair (PI. II, fig. 6) have the cheliform hand

comparatively much shorter than in Oxycephalus piscator or in 0. latirostris,

the carpus, without the process, being scarcely longer than the meta-

carpus; the front margin runs in a line with the front margin of the

metacarpus; the carpal process is longer than the rest of the joint; its

front side is armed as in the first pair, but the teeth composing the

pectination are much longer; the hind margin of the metacarpus, which

is considerably shorter than the carpal process, has exactly the same

pectination, and is bordered by four or five long bristles. The dactylus

is like that in the first pair. The fifth pair are the longest; the femur

is elongate, having the front margin straight and the hind convex; it

is more than twice as long as broad, and shorter than the three following

joints together. The femur of the sixth pair is a third part longer than

broad, and much shorter than the four following joints together, and has

the margins smooth; the front margins of the tibia and carpus are armed

as in Oxycephalus piscator; the front margin of the metacarpus has a

similar armature, but with a varying number of short spines between

the single long spines; the dactylus is strongly pectinated. The seventh
pair reach scarcely to the apex of the tibia of the sixth pair; the upper

hind portion of the femur is considerably dilated and forms an obtuse angle;

the metacarpus is as long as the carpus, and a trifle shorter than the tibia.

Nova Acta Reg. Soo. Sc. Ups. Ser. III. 9
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The pleon is about as long as the whole perseon. The under

margins of the first two segments are straight, that of the third convex,

and all are without tooth-like projections.

The last coalesced ural segment is about a fourth part longer

than broad.

The first pair of uropoda reach to the apex of the last

pair, and almost to the apex of the telson; the peduncle is con-

siderably longer than the inner ramus, which is as long as the outer,

and both are strongly serrated. The second pair do not fully reach to

the apex of the last pair; the peduncle is a little longer than the inner

ramus, which is a little longer than, and more than twice as broad as,

the outer; both are serrated. The third pair are a trifle shorter than

the telson; the peduncle is shorter than the rami, which are equal in

length, and serrated.

The telson is about a third part longer than broad, triangular, the

margins being convex and smooth.

CoLOUß. Almost hyaline, the ocular pigment dark brown.

Length. 10—16 mm.
Hab. The tropical region of the Atlantic.

5. Oxyceplialiis latirostris, C. Claus, 1879.

Pi. II, fig. 7-12; and p. 42, fig. 84.

Diagn. The body is compressed, the peraeonal segments are smooth.

The head is a little shorter than the perseon, and has a short

rostrum. The hind part of the head is more than three

times as long as the rostrum.

The front margin of the carpal process of the first two pairs

of perœopoda is longer than the hind margin of the meta-

carpus, which is pectinated, with comparative!}^ short teeth

and a few bordering bristles; the lower front corner of

the carpus is not protruding. The fifth pair are much longer

than the sixth. The femur of the sixth pair is narrowly

pear-shaped, a little broader than that of the fifth, and quite

as long as that of the seventh pair, which is itself shorter

than all the following joints together.
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The lateral parts of the pleonal segments are feebly rounded in

front, and almost straight below, the under margins being with-

out tooth-like projections; the hind corner of each is angular.

The last coalesced ural segment is about twice as long as

the telsoD.

The telson is much shorter than the last pair of uropoda.

Syn. 1879. Oxycephalus latirostris, C. Claus. 27, p. 193(47).

» >; » 1887. 36, p. 71, pi.

24, fig. 1.

» » » C. BovALLius. 1887. 35, p. .36.

Oxycephalus latirostris agrees in some characteristics with

0. piscator, as for instance in the length and general form of the cheli-

form hand in the second pair of perfeopoda, and in the form of the

urus and its appendages, but the distinguishing characteristics are many.

From 0. pectinatus it is, as I have already said (p. 62), easily distinguished.

The head is a little longer than the first six pergonal segments

together. The rostrum is less than a third part of the length of the

rest of the head.

The perœon shows a slight transversal depression on the dorsal

side of each segment.

The first pair of perœopoda (PL II, fig. 9) are shorter than the

second; the lower front corner protrudes a little in front of the base

of the metacarpus ; the carpal process is much shorter than the stem of

the joint, but longer than the hind margin of the metacarpus, and is

serrated along the front margin, with strong, equal, rounded teeth; it is

also serrated along the hind margin. The metacarpus is considerably

shorter than the stem of the carpus, and serrated like the carpal process.

The dactylus is shorter than a fourth part of the metacarpus, and has a

blunt tooth at the hind margin. The second pair (PI. II, fig. 10} have

the cheliform hand much longer than the first, the carpus, without the

process, being half as long again as the metacarpus; the hind margin of

the carpus and of the process is set with short slender bristles; the carpal

process is serrated along the front margin as in the first pair, and

reaches almost to the apex of the dactylus. The metacarpus and dacty-

lus are like those in the first pair. The fifth pair are the longest;

the femur is elongate-ovate, more than twice as long as broad, and shorter

than the three following joints together. The femur of the sixth pair

(PL II, fig. II) is narrowly pear-shaped, with the margins smooth, twice
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as long as broad, and as long as the three following joints together;

the tibia has a row of spines along the front margin, two very short

spines and one long one alternating; the front margin of the carpus is

armed in the same way, with three short ones and one long one alternating;

the serration of the front margin of the metacarpus is more irregular; the

dactylus is serrated. The seventh pair reach beyond the apex of the

carpus of the sixth pair; the femur is narrow, elongated, and as long as

the femur of the sixth pair; the front margin is concave; the metacarpus

is somewhat longer than the three preceding joints together.

The pleon is about as long as the last six peraeonal segments

together.

The last coalesced tiral segment is nearly twice as long as broad.

The first pair of iiropoda (PL II, fig. 12) reach to the apex of

the last pair, and beyond the apex of the telson; the peduncle is a little

longer than the inner ramus, which is considerably longer than the outer;

both are serrated. The second pair reach beyond the apex of the

peduncle of the last pair; the peduncle is longer than the inner ramus,

which is longer and broader than the outer; both are serrated. The
third pair are considerably longer than the telson; the peduncle is

shorter than the rami, which are equal in length, and serrated.

The telson is about a third part longer than broad, triangular,

with the margins very convex, and smooth.

CoLOUE. White as ivory.

Length. 16—22 mm.
Hab. The subtropical region of the Atlantic; the ludian Ocean.

Gen. 3. TuUbergella, C. Bovallius, 1887.

The name is given in honom* of Professor Tycho Tullberg of Upsala.

Diagn. The head is short and broad, produced into a short, broad

sharp-pointed rostrum, which is open on the under side.

The hind part of the head is feebly constricted.

The second pair of antennce are hidden under the head and

the person, when folded.

The first two pairs o{ 2)erœopoda are subcheliform. The carpus

and metacarpus of the fifth pair are not dilated. The se-

venth pair are incomplete.
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The last coalesced ural segment, is longer than the first, and

about as long as it is broad.

The inner ramus of the third pair of uropoda is coalesced

with the corresponding peduncle.

The telso7i is broad and triangular, with the sides more or

less curved.

Syn. 1887. TuUbergella, C. Bovalltos. 35, p. 38.

TuUbergella is easily distinguished from the other genera of

the family by the not compressed, broad, and robust form of body,

the short head and rostrum, and the incomplete seventh pair of peraeo-

poda. In the form of the second pair of antennae it agrees with Simo-

rhynchotus and Cranocephalus; in the form of the first two pairs of perseo-

poda it resembles Cranoceplialus and Stehbingella.

Hitherto only one species is known.

1. TuUbergella cuspidata, C. Bovallius, 1887.

PI. n, fig. 13; aud p. 20, fig. I; p. 23, fig. 12; p. 25, fig. 18 and 23; p. 26, fig. 27;

p. 29, fig. 40; p. 32, fig. 51; p. 34, fig. 59; p. 35, fig. 61, and p. 38 fig. 74.

Diagn. The head is a little longer than the first four perasonal seg-

ments together. The rostrum is broad, abruptly narrowed

at the apex, and about as long as the hind part of the head,

which is much broader than the base of the rostrum.

The free under margin of the carpus of the first two pairs

of perœopoda is serrated, armed with bristles, and longer

than the hind margin of the metacarpus. The lower hind

corner of the femur of the sixth pair is produced backwards

into a strong, triangular, sharp-pointed process. The femur

of the seventh pair is more than half as long as that of

the sixth, and more than twice as long as the three follow-

ing joints together. The epimeral of the fifth pair shows

a tuberculous prominence."

The lateral parts of the pleonal segments are straight and

smooth below; the hind corner of the first two segments is

angular, that of the third is strongly produced backwards

into a long, triangular, sharp-pointed process, which reaches

beyond the hind margin of the first ural segment.

i^
U
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The last coalesced ural segment is about as long as the telson.

The telson is rounded at the apex, and reaches quite to the

' apex of the last pair of uropoda.

Spi. 1887. Tullbergella cuspidata, C. Bovallius. 35, p. 38.

Tullbergella cuspidata is probably the stoutest and most

robust of all the Oxycephalids. The integument of the body is thicker

and harder than in the other representatives of the family, Siebbingella

Théeli perhaps excepted. The form of the rostrum shows, as mentioned

above, some tendency towards the »wing-like projections» so enormously

developed in the genus Calamorhynchus.

The head (p. 20, fig. I and p. 23, fig. 12) is somewhat longer

than the first four perseonal segments together, and is scarcely longer

in the male than in the female. The ocular region forms on each

side a large hemispherical intumescence, which stands out globularly

from the surface of the head. The bindest portion of the head

shows a feeble constriction, but does not foi-m a neck. The rostrum

is very broad at the base, with almost parallel, and somewhat bulging

sides for about half its length; the distal half of the rostrum is

triangular with the apex sharp-pointed. This shape of rostrum forms a

transition from that in Oxyctphalus to the extremely dilated rostral por-

tion of the head in Calamorhynchus.

The eyes (p. 23, fig. 12) are separated from one another by a com-

paratively broad strip at the crown of the head.

The first pair of antennce in the male (p. 25, fig. 18) are very

thick and robust; the first joint of the flagellum is scarcely more than

a third longer than it is broad at the base; the three following joints

together are much shorter than the breadth of the first joint; the second

flagellar joint is much thicker than, and about twice as long as, the third
;

the fourth is slender, and nearly as long as the second. In the female

the first pair (fig. 23) are more curved than in the preceding genus; the

flagellum consists of three joints; the first is twice as broad at the base

as at the apex, and a little shorter than the two following joints together.

The second pair in the male (p. 26, fig. 27) have the first joint shorter

than half the second, the third a trifle longer than the second, the fourth

considerably shorter than the third, and the last or fifth joint very short,

scarcely equalling one-twentieth of the length of the fourth. All the

joints are closely fringed with short hairs along the under margins.
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The perœonal segments are somewhat convex transversely; the

surface is slightly rugose, being thickly set with small nobs or tubercles

(p. 26, fig. 27).

The first pair of perceopodn (p. 32, fig. 5l) are a little shorter

than the second; the femur is linear, and narrow; the carpus is nearly

square, somewhat narrowed at the base, and not produced; the under

free margin is finely serrated, bordered with short bristles, and is a

little longer than the hind margin of the metacarpus, which forms a

thin serrated edge, with simple teeth; the dactylus is smooth, and not

fully half as long as the metacarpus. The second pair (PL II, fig. 13)

are similar to the first in shape, but the serration on the hind margin

of the metacarpus consists of larger, finely denticulated teeth. The
third and fourth pairs are comparatively slender, and much shorter

than the fifth pair; the femur is narrow, linear, and not broader than the

following joints The fifth pair have the femur fully as broad as that

of the sixth, almost ovate, with the lower front corner a little produced;

it is consideraby shorter than the three following joints together. The
sixth pair (p. 35, fig. 6l) are much shorter than the fifth; the lower

hind corner of the femur is produced into a broad, triangular, sharp-

pointed process, which is a little more than half as long as the breadth

of the femur; the femur is about as long as the three following joints

together. The seventh pair are incomplete, consisting of only the femur,

genu, tibia, and carpus; all the joints are provided with glands; the

femur is fully as broad as, and about a third part shorter than, that of

the sixth pair; it is more than twice as long as all the following joints

together.

The pleon is about as long as the last six perœonal segments

together. The lateral, sharp-pointed process of the last pleonal segment

(p. 38, fig. 74) does not reach fully to the middle of the last coalesced

ural segment.

The first ural segment is more than half as long as the last

coalesced, which is about a fourth part broader than long, and a little

longer than the telson.

The first pair of uropoda (p. 38, fig. 74) reach fully to the

apex of the last pair, and a little beyond the apex of the telson;

the peduncle is shorter than the inner ramus, which is a trifle

shorter than the outer, both being elongate-lanceolate, sharp-pointed,

and serrated. The second pair do not fully reach to the apex of the

last pair; the peduncle is shorter than the rami, which are equal in
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length, and serrated; the inner ramus is broader than the outer. The

third pair reach fully to the apex of the teleon ;
the peduncle is half

as long as the inner ramus, which is more than twice as broad as, and

a little longer than, the outer.

The telson is triangular, with curved margins, and is a little

longer than it is broad at the base.

Colour. Brownish, with dark red spots.

Length. 9—13 mm.

Hab. The Indian Ocean.

Gen. 4. Calaniorhyiiclius, Th. Streets, 1878.

Diagn. The head is long and broad, produced into a long, broadly-

dilated and sharp-pointed rostrum, which is open on the under

side. The hind part of the head is constricted, forming a

short neck.

The second pair of antennœ are hidden under the head, when

folded (?).

The first two pairs oî iierœoi)oda are subcheliform. The carpus

and metacarpus of the fifth pair are not dilated.

The last coalesced ural segment is nearly three times as long

as the first, and nearly four times as long as it is broad.

The inner ramus of the third pair of uropoda is coalesced

with the corresponding peduncle.

The telson is elongated, and narrowly triangular.

Syn. 1878. Calaniorhyuchus, Th. Streets. 26, p. 285.

» » Th. Stebbing. 1888. 39, p. 1599.

This genus is at the first view easily distinguished from all the

other genera by the peculiar form of the head, with its wing-like

expansions of the rostrum; in this characteristic TidlbergeUa comes

nearest to it, but is very different from it in almost all other

points.

Beside the typical species, Calamorhynchus pellucidus, de-

scribed in 1878 by Streets, another, C. rigidus, is given by Stebbing
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in his Report on the »Challenger» Amphipoda. The two species are

distinguished from one another by the length of the seventh pair of

perœopoda, and by that of the uropoda.

A. The seventh pair of perîeopoda are scarcely longer

than the femur of the sixth. 1. C. pellncidus.

B. The seventh pair of peraeopoda are nearly as long as

the whole sixth pair. 2. C. rigidus.

1. CalamOliiyilcllUS pelllicidus, Th. Streets, 1878.

PI. II, fig. 14 and 15.

Diagn. The head is much longer than the whole perseon ; the rostrum

is shorter than the ocular region of the head.

The second pair of perœopoda are nearly cheliform, with the

front margin of the carpal process as long as the hind

margin of the metacarpus. The femur of the last three

pairs is lanceolate ;
the seventh pair are scarcely longer

than the femur of the sixth pair.

The first pair of uropoda reach to the apex of the second,

but de not attain the apex of the last pair, which are a

little shorter than the telson.

Syn. 1878. Calamorhynchus pellncidus, Th. Streets. 26, p. 285, pi. 2, fig. 5.

From the original description of Streets I add the following

details:

»Head long, nearly one-third of the total length, its breadth twice

that of the thorax; neck short, and slightly narrower than the thorax;

the portion containing the eyes oblong, convex above and below when
viewed in profile, elevated above, in the median line, into a sharp ridge,

which terminates at the apex of the rostrum, below the eyes form two

long and rounded lobes separated by a hroad, shallow groove; rostrum

flattened, posteriorly broader than the eyes, commencing an either side

of the eyes in a broad, rounded wing-like expansion, and tapering forward

to a long and acute apex. — — — Segments of the thorax subequaL
— — — The anterior three abdominal segments subequal, the postero-

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Dps. Ser. III. 10
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inferior angle acute, projecting. The sixth segment long and narrow,

slightly longer than the peduncle of the first pair of caudal appendages.

— — — Telson narrow, acute at apex.»

Colour. Pellucid.

Length. »12 mm.» (Streets).

Hab. The Pacific, Lat. 28» 6' N, Long. 140' 12' W. One specimen a

female ( Streets).

2. Calainorliyiichus rig:i(lus, Th. Stebbing, 1888.

Diagn. The head is much longer than the whole perœon, as long as

the perœon and the first two pleonal segments together; the

rostrum is fully as long as the ocular region of the head.

The lower hind corner of the carpus of the second pair of

perœopoda is less produced than in the preceding species.

The femur of the last three pairs is more or less pear-

shaped; the seventh pair are nearly as long as the whole

sixth.

The first pair of uropoda reach far beyond the apex of the

second, and to the apex of the last pSir, which are much

shorter than the telson.

Spi. 1888. Calamorhynchus rigidus, Th. Stebbing. 39, p. 1600, pi. 206

Apart from the characteristics recorded in the diagnosis respecting

the seventh pair of pei-eeopoda and the relation of the uropoda, the

difi'erences between the two species seem to be very small, or at least

are not easily appreciated owing to the vague description given by Streets

of his species, and to the want of drawings. The characteristics recorded

above are however sufficient for the distinction of the two species.

For particulars on Calamorhynchus rigidus I refer the reader

to the original description and drawings given by Stebbing.

Coi-OUR. ?

Length. 23 mm. (niue-tenths of an inch, Stebbing).

Hab. The South Atlantic. Lat. 37» 45' S, Long. 33» 0' W. »One

specimen, female, with young in the pouch» (Stebbing).
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Gen. 5. Dorycephalus, n. g.

Derivatio: Söqv = a spear, and xttfiaXoç = a large-headed fish, see Aristoteles.

Diagn. The head is long and narrow, produced into a comparatively

short, narrow, sharp-pointed rostrum, which is closed on the

under side. The hind part of the head is constricted, forming

a short, cylindrical neck.

The second pair of antennœ are hidden under the head, when
folded.

The first two jjairs of perœopoda are subcheliform, or the

second are cheliform. The carpus and metacarpus of the

fifth pair are not dilated.

The last coalesced ural segment is a little more than twice

as long as the first, and somewhat more than three times

as long as broad.

The inner ramus of the third pair of uropoda is coalesced

with the corresponding peduncle.

The telson is narrowly triangular.

This new genus closelj' resembles Leptocotis in general form of

body, but differs in the comparatively shorter and broader last ural

segment and uropoda, and by the inner ramus of the last pair of uropoda

being coalesced with the peduncle. The type for the genus is Leptocotis

Lindstroemi, briefly described by me in 1887 (35, p. 38). The new
species Leptocotis ambobus^ proposed by Stebbing in 1888 (39, p. 1594)

certainly belongs to this genus, and at my first comparison of Stebbing's

species with my own I supposed them to be identical, but after a close

re-examination of my specimens I must allow that there are some small

differences, which can scarcely be explained as individual variations; but

on the other hand both are easily distinguished from Leptocotis tenuiro.stris,

Glaus, and L. spinigera^ Streets, by the form of the urus and its

appendages. Such being the case I record them here as two distinct

species.

A. The second pair of perœopoda are subcheliform. The

femur of the seventh pair is half as long as that of

the sixth. 1. D. Lindstroemi.

B. The second pair of peraeopoda are cheliform. The femur

of the seventh pair is not half as long as that of

the sixth. 2. D. anibobus.
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1. Dorycepliîilus Lindstroemi, C. Bovallius, 1887.

The name is given in honour of Professor Gustaf Lindström of Stockholm.

PI. II, fig. 16—18; PI. m, fig, 1; and p. 27, fig. 31; p. 29, fig. 39
and 44; p. 33, fig. 56; p. 38, fig. 73, and p. 39, fig. 77.

Diagn. The head is about as long as the whole perœoii and the first

pleonal segment together.

The first pair of perœopoda are subcheliform; the under free

margin of the carpus is as long as the hind margin of the

metacarpus ; the lower part of the hind margin of the carpus

is provided with seven or eight teeth, some of them double-

pointed. The second pair are subcheliform, with the lower

hind corner of the carpus a little produced; the carpal pro-

cess is strongly serrated on the front margin, and provided

with three long sharp teeth on the hind margin just above

the apex; the front margin of the carpal process is quite as

long as the hind margin of the metacarpus. The femur of

, the seventh pair is fully half as long as that of the sixth,

a little longer than broad, and twice as long as all the

following joints together.

The lateral parts of the first two pleonal segments are angular

behind; the hind corner of the third segment is produced

into a triangular, sharp-pointed process, reaching beyond

the middle of the first ural segment.

The inner ramus of the second pair of uropoda is only a

trifle longer than the outer; the inner ramus of the third

pair is twice as long as the peduncle, and more than twice

as long as the outer ramus.

Syn. 1887. Leptocotis Lindstroemi, C Bovallius. 35, p. 38.

If the above diagnosis be compared with that of Dorycephalus

ambobus, which follows, it at once will be seen that only small and trifling

characteristics can be given for the distinction of the two species, and I

am much inclined to think that the latter ought to be considered as a

Pacific variety of the former. The closer discription of D. Lindstroemi

will support the view that the two species are very nearly allied; but as

I have myself examined specimens of D. ambobus.^ and as all the cha-

racteristics indicated by Stëbbing are exactly the same as in my speci-
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mens, I have not ventured to unite the two species under one name,

though I was at first much disposed to do so.

The body is more compressed and slender than in the genus

Oxycephalus^ the thin integument shows, especially ou the peraeon, small

pits and excavations, round, or oblong, or S-shaped, probably occupied

by cutaneous glands.

The rostrum is considerably longer than a third part of the length

of the whole Jtead. The ocular region is more evenly -egg-shaped in the

female than in the male.

The first pair of antennœ in the male have the lower front corner

of the first flagellar joint produced into a narrowly conical process, which

is as long as the breadth of the joint. The last three flagellar joints

together are scarcely as long as a third part of the under margin of the

first joint; the second joint is as long as the third, the fourth is a little

longer than the first, and is very slender. The second pair in the male

have the first three joints almost equal in length ; the fourth is a little

shorter than the third, but is twenty-four times as long as the fifth or

last joint (p. 27, fig. 31).

The first pair of perœopoda (p. 33, fig. 56) have the femur

nearly as long as the four following joints together; the lower margin

of the tibia is finely serrated; the carpus is only a little produced, with

the under margin sparingly serrated; the front margin of the meta-

carpus is strongly convex, the hind margin is straight forming an edge,

which is serrated only at the lower corner, with six or seven spine-like

teeth; the dactylus is short, curved, with a small tooth on the hind

margin, and is a third part as long as the metacarpus. The second pair

(PL II, fig. 17) have the carpus more produced than in the first pair, but

still the carpal process is not half as long as the stem of the joint, and

the prehensile organ, formed by the carpus and metacarpus, must be

termed a subcheliform hand; the metacarpus is considerably shorter

than the stem of the carpus; its hind margin is provided with four

shallow notches rather than serrated, and has five or six spine-like teeth

at the lower corner. The third and fourth pairs are very slender,

the metacarpus of both pairs is a trifle shorter than the tibia. The fifth

pair have the femur quite as long as the three following joints together;

the apex is outdrawn behind the genu almost to the apex of that joint;

the tibia is much longer than the metacarpus, which is twice as long

as the dactylus. The sixth pair have the femur fully as long as, and
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considerably broader than, that in the preceding pair, and almost as long

as the four following joints together; the upper hind corner is much dilated,

and the apex is produced behind the genu, forming a broadly rounded

process which reaches to the apex of the genu; the tibia is nearly as

long as the three following joints together; the front margin is fringed

with a row of equal, long, spine-like teeth; the front margin of the meta-

carpus shows longer and shorter hair-like bristles, not disposed in

regular, come-like groups as in Dovycephalus amhobus; the dactylus is a

third part as long as the metacarpus. The seventh pair (PI. II, tig. 18)

are a fourth part shorter than the femur of the sixth; the cai-pus is

somewhat longer than the metacarpus; the dactylus is not fully half as

long as the metacarpus.

The jyleon in the male is a little shorter than the last six peryeonal

segments together; in the female it is a little shorter than the last five.

The first pair of uropoda (p. 38, fig. 73) reach to the apex of

the last pair, but do not attain the apex of the telson; the peduncle is

about nine times as long as broad, a little more than twice as long as

the outer ramus, and quite as long as the last coalesced ural segment;

it is finely pectinated along the inner margin, and coarsely serrated

along the lower half of the outer; the outer ramus is elongated, sharp-

pointed, more than four times as long as the inner, coarsely serrated

along the outer margin, and finely pectinated along the inner; the inner

ramus (p. 39, fig. 77) is lanceolate, serrated along both margins. The

second pair reach to the middle of the inner, ramus of the last pair;

the peduncle is about seven times as long as broad, more than twice as

long as the inner ramus, and armed on the margins as that of the first pair;

both rami are elongated and sharp-pointed; the inner is serrated on both

margins, the outer ramus is serrated on the inner margin and smooth on

the outer. The third pair do not reach to the apex of the telson; the

p-eduncle is half as long as the inner ramus, which is strongly serrated

along the inner margin and almost smooth on the outer; the outer ramus

is shorter than the peduncle, almost styliform, serrated on the inner

margin and smooth on the outer.

The telso7i is elongate-triangular, sharp-pointed, nearly half as

long as the last coalesced ural segment, and about three times as long

as it is broad at the base.

COLOTIR. White, almost hyaline, sprinkled with red.

Length. 10— 1.8 mm.
Hab. The subtropical region of the Atlantic.
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2. Doryceplialus ambobus, Th. Stebbing, 1888.

Diagn. The head is about as long as the whole perseou and the first

two pleonal segments together.

The first pair of perœopoda are subcheliform ; the under free

margin of the carpus is longer than the hind margin of the

metacarpus; the lower part of the hind margin of the carpus

is provided with a dozen sharp, simple teeth. The second

pair are cheliform, with the carpus strongly produced; the

carpal process is strongly serrated on the front margin, and

provided with six or eight sharp teeth on the hind margin

just above the apex; the front margin of the carpal process

is longer than the hind margin of the niBtacarpus. The
femur of the seventh pair is not half as long as that of the

sixth, as long as broad, and half as long again as all the

following joints together.

The lateral parts of the first two pleonal segments are angular

behind; the hind corner of the third segment is produced

into a sharp-pointed process.

The inner ramus of the second pair of uropoda is a fourth part

longer than the outer; the inner ramus of the third pair is

three times as long as the peduncle, and twice as long as

the outer ramus.

Syn. 1888. Leptocotis anibobns. Th. Stebbing. 39, p. 1594, pi. 205.

For a full account of Dorycephalus ambobus I refer the reader

to the description and drawings given by Stebbing.

Colour. Almost hyaline, the ocular pigment dark brown.

Length. 11— 14 mm; (eleven-twentieths of an inch, Stebbing).

Hab. .The tropical region of the Pacific; New Caledonia; »South

Pacific, Lat. 36» 32' S; Long. 132« 52' W.j> (Stebbing).
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Gen. 6. Streetsia, Th. Stebbing, 1888.

The name was given by Stebbing in lionour of D:r Th. H. Streets, of the

United States' Navy.

Diagn. The head is very long, narrow, produced into a long, evenly

tapering, sharp-pointed rostrum, which is open on the under

side. The hind part of the head is more or less constricted,

but does not form a neck.

The second pair of antennœ are hidden under the head, when
folded.

The first pair of perœopoda are subcheliform; the second are

more or less cheliform. The carpus and metacarpus of the

fifth pair are not dilated.

The last coalesced ural segment is not twice as long as the

first, and more or less elongated.

The inner rami of all the three pairs of uropoda are free,

not coalesced with the corresponding, peduncles.

The telson is triangular, sharp-pointed, and more or less

elongated.

Si/n. 1888. Streetsia, Th. Stebbing. 39, p. 1603.

The original generic diagnosis of Stebbing contains some charac-

teristics which, in my opinion, have only specific value, as for instance

those respecting the last five pairs of perseopoda and the length of the

telson. The diagnosis runs:

y>Head not constricted at the base, much longer than the peraeon,

the rostrum very elongate and the eyes still more so.

The Gnathopods complexy subchelate. The second Perœopods longer

than the First. The Fourth Perœopods with the hinder apex of the first

joint acutely produced. The Fifth Perœopods with dilated first joint

exceeding in length the other five joints together; the outstretched

limb exceeding in length the first joint of the fourth pair.

The Uropods with the rami distinct from the peduncles; the Third

Uropods with peduncles much longer than broad.

The Ttlson produced far beyond the uropods, much longer than

the coalesced fifth and sixth segments of the pleon.»

According to my views on the systematization of the Oxycephalids

Oxycephalus porcellus, Claus, O. longiceps, Claus, O. pronoïdes, C.

Bovallius, O. Steenstrupi, C. Bovallius, and a new species, here to be
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described, must be placed in this genus; I am myself inclined to con-
sider Leptocotis mindanaonis, Stebbing, really to be a Streetsia, but

following the rule of not uniting an already established genus or spe-

cies with another without full evidence, I shall for the present content

myself with giving a diagnosis for distinguishing it from the species

of Streetsia.

Beside the typical species Streetsia Challengeri the following

species are to be recorded here, viz: S. porcellus, Claus, S. longi-
ceps, Claus, S. pronoïdes, C. Bovallius, S. Steenstrupi, C. Bo-
VALLius, and S. carinata, n. sp. They are to be distinguished as shows
the following synoptical table:

A. The last ural segment is shorter than the telson.

a 1. The lower hind corner of the femur of the sixth

pair of perseopoda is produced into a long, sliarp-

pointed process.

a 2. The lower hind corner of the femur of the sixth

pair of perœopoda is produced into a short, round-

ed process.

B. The last ural segment is about as long as the telson.

b 1. The under margin of the carpus, and the hind

margin of the metacarpus of the first pair of

perseopoda are serrated.

bb 1. The dactylus of the first and second pairs

of perseopoda is much shorter than half

the metacarpus. The femur of the se-

venth pair is longer than all the follow-

ing joints together.

bb 2. The dactylus of the first and second pairs

of perseopoda is longer than half the

metacarpus. The femiu* of the seventh

pair is much shorter than all the follow-

ing joints together.

b 2. The under margin of the carpus, and the hind

margin of the metacarpus of the first pair of perseo-

poda are smooth. The dactylus of the first pair

is not half as long, that of the second pair is

half as long, as the metacarpus. The femur of

the seventh pair is a little longer than all the

following joints together.

Nova Acta Reg. Hoc. Sc. Ups. Ser. IIL

1. S. Challengeri.

2. S. porcellns.

3. S. pronoïdes.

4. S. carinata.

5. S. Steenstrupi.

11
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C. The last ural segment is longer than the telson. The
under margin of the carpus, and the hind margin of

the metacarpus of the first pair of perseopoda are

smooth. The dactylus of the first two pairs is not half

as long as the metacarpus. The femur of the seventh

pair is as long as all the following joints together. 6. S. longiceps.

1. Streetsia Clialleugeri, Th. Stebbing, 1888.

Diagn. The head is nearly as long as the pereeou and pleon together;

the rostrum is considerably more than half as long as the

rest of the head.

The perœon is dorsally roimded.

The under margin of the carpus of the first two pairs oi perœo-

poda is serrated, with the hind corner projecting into a long,

sharp tooth; the hind margin of the metacarpus is serrated

and fully as long as the under margin of the carpus; the

dactylus is more than half as long as the metacarpus. The

fourth pair are much longer than the third. The lower hind

corner of the femur of the sixth pair is produced downwards

into a very long, sharp-pointed process reaching considerably

below the apex of the genu. The femur of the seventh pair

is much more than half as long as that of the sixth, and

is a little longer than all the following joints together.

The pleon is dorsally carinated, with the lateral parts of the

last two segments acutely produced behind.

The last coalesced ural segment is not twice as long as broad,

and only half as long as the telson.

The peduncle of the first pair of perœopoda is quite as long

as the last coalesced ural segment, and a little longer than

the inner ramus.

The telson is about four and a half times as long as broad,

and is carinated.

Spi. 1888. Streetsia Challengeri, Th. Stebbing, 39, p. 1603, pi. 207.

For further details I refer the reader to the work of Stebbing.

Colour ?

Length. »A little over an inch» (Stebbing).

Hab. The North Pacific; Lat. 35« 35' N, Long 150" 50' E. One speci-

men, a female (Stebbing).
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2. Streetsia porcelliis, C. Claus, 1879.

PI. ly. fig. 4-6.

Diagn. The head is about as long as the whole perseon; the rostrum

is considerably more than half as long as the rest of the head.

The perœon is dorsally rounded.

The under margin of the carpus of the first pair of perœopoda is

rounded, without projecting corner, strongly denticulated, with

comparatively few, but very long and sharp, spine-like teeth;

the hind margin of the metacarpus is sparingly serrated;

the dactylus is longer than two-thirds of the metacarpus.

The under margin of the carpus of the second pair is finely

serrated, with the hind Corner a little produced and sharp-

pointed; the hind margin of the metacarpus is serrated, and

considerably shorter than the under margin of the carpus;

the dactylus is longer than two-thirds of the metacarpus.

The fourth pair are not longer than the third. The lower

hind corner of the femur of the sixth pair is produced down-

wards into a short rounded process. The femur of the

seventh pair is about half as long as that of the sixth (?),

and somewhat longer than all the following joints together.

The pleo7i is not carinated; the lateral parts of all the segments

are somewhat produced behind, and sharp-pointed.

The last coalesced ural segment is about as long as broad,

and somewhat more than a fourth part shorter than the telson.

The peduncle of the first pair of uropoda is longer than the

last coalesced ural segment, and longer than the inner ramus.

The telson is not twice as long as broad.

Syn. 1879. Oxycephalus porcellus, C. Claus. 27, p. 194 (48).

» * » 1887. 36, p. 71, pi. 24.

fig. 7-9.

» » (Spec. A) » Th. Stebbing. 1888. 39, p. 1587, pi.

203.

Streetsia porcellus differs from all its congeners in the broad urus

and in the form of the second pair of perseopoda, and especially in the fine

serration on the under margin of the carpus of that pair. I am pretty sure

that Oxycephalus porcellus, Specimen B, described and figured by Stebbing
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(1. c. p. 1589, pl. 204 A) is not identical with the present species, though

it seems to belong to the genus Streetsia. In the form of the urus and

of the first two pairs of perœopoda it comes near to Streetsia carinata.

The short original description, of the species, given by Glaus in

1879, and repeated in 1887, runs:

»Körper ziemlich gedrungen, mit glattem, starkem Integument,

circa 8 mm. lang. Schnabel massig lang, und shnauzenförmig. Beine

minder gestreckt, mit langen Krallen bewaffnet. Die Greifhände der

beiden vorderen Paare kurz und gedrungen. Letztes Beinpaar mit sehr

schmächtiger Platte, dünn und gestreckt. Die vorderen stark gezackt,

die hinteren feingezähnelt. Abdomen sehr kräftig, glattrandig. Das

Caudaldoppelsegment kurz, merklich kürzer als die Schwanzplatte.»

Stebbing gives in his Report of the »Challenger» Amphiopoda an

exhaustive description and good drawings of Oxycephalus porcellus.

Specimen A, which most probably is identical with Glaus' 0. porcellus.

Colour. ?

Length. »8 mm.» (Claus), »a little over half an inch», (Stebbing)

Hab. The Indian Ocean, Zanzibar (Claus); The South Pacific,

»between Api and Cape York, surface» (Stebbing).

3. Streetsia proiio'ides, G. Bovallius, 1887.

PI. ni, fig. 7—12; and p. 23, fig. 9; p. 35, fig. 62.

Diagn. The head is as long as the peraeon and half the first pleonal

segment; the rostrum is fully as long as the rest of the head.

The perœon is dorsally rounded.

The under margin of the carpus of the first pair oîperœopoda

is straight, with the hind corner obtusely rounded, not projec-

ting, and is serrated, with short, broad teeth; the hind margin

of the metacarpus is feebly serrated, and is fully as long

as the under margin of the carpus; the dactylus is about a

fifth part as long as the metacarpus. The under margin of

the carpus of the second pair is provided with a few short,

broad teeth, and has the hind corner very little produced,

and sharp-pointed; the hind margin of the metacarpus is

armed with a few short, spine-like teeth along its lower

half, and is somewhat longer than the undçr margin of the
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carpus; the dactylns as in the first pair. The fourth pair

are not longer than the third. The lower hind corner of

the femur of the sixth pair is produced downwards into a

rounded process, which reaches beyond the apex of the genu.

The femur of the seventh pair is more than half as long

as that of the sixth, and is longer than all the following

joints together.

The pleon is not carinated; the lateral parts of the segments

are angular behind.

The last coalesced tiral segment is nearly twice as long as

broad at the base, and is quite as long as the telson.

The peduncle of the first pair of uropoda is quite as long as

the last coalesced ural segment, and is considerably longer

than the inner ramus.

The telson is elongate-triangular, and is about three times as

long as it is broad as the base.

Syn. 1887. Oxycepbalus pronoïdes, C. Bovallius. 35, p. 37.

Streetsia pronoïdes is distinguished from its congeners by

the very short dactylus of the first two pairs of peraeopoda, and by the

ovate, not posteriorly dilated femur of the seventh pair.

The body is comparatively high and compressed, but not carinated.

The hind part of the head is not constricted; the rostrum seen

from above (p. 23, fig. 9) is narrowly triangular, evenly tapering from

the base towards the apex.

The perœo7i is comparatively long with high and large epimerals.

The first pair of perceopoda (PI. Ill, fig. 8) have the carpus

longer than broad; the hind margin is fringed with five or six long-

bristles; the lower corner is obtusely rounded, and shows no teeth on the

hind margin, but has six short and broad triangular teeth on the under

margin, the outermost of which is the broadest and is obtusely round-

ed at the apex ; both sides of the lower hind corner of the joint are

set with a large number of long stout bristles; the metacarpus is very

broad, scarcely more than a third part longer than broad; the front side

is strongly convex, and fringed with long bristles; the hind margin forms

a thin edge, bluntly serrated, and bordered by short bristles; the short

dactylus is smooth on the hind margin. The second pair (PI. Ill, fig. 9)

have the hind margin of the carpus fringed with bristles, as in the first
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pair; the feebly produced lower corner is set with bristles on the sides,

the apical tooth is short and broad, but sharp-pointed; tiie metacarpus

is more slender than in the first pair, but armed in the same way. The
fifth pair are much longer than the sixth; the femur is more than

twice as long as broad, and considerably longer than the three following

joints together. The sixth pair (PI. Ill, fig. 10) have the femur

irregularly pear-shaped, and longer than all the following joints together;

the genu articulates subapically with the femur as in all the species of

S tre et sia, which I have examined, and is fixed on the inner side of

the femur so that the last five joints of the leg are entirely concealed

under the femur when folded up. For this reason the name pronoïdes
has been applied to the species, but this feature is not confined to this

species but common to all the species of Streetsia, as just men-

tioned. The front margin of the tibia is pectinated with longer and

shorter teeth, one long one and two short ones alternating; the lower

front and hind corners are produced. The seventh pair (PL III, fig.

11) are quite as long as the femur of the sixth; the femur is ovate,

not fully twice as long as broad, and distinctly longer than all the follow-

ing joints together.

The pleon is somewhat shorter than the first six perseonal seg-

ments together. The hind corner of the third segment is not produced

but is angular.

The first pair of uropoda (PI. Ill, fig. 12) reach about to the

apex of the last pair; the peduncle is linear, and is about five times as long

as broad; the rami are elongate-lanceolate; the inner is serrated on both

margins, and is only a little longer than the outer, which is serrated on

the inner margin and smooth on the outer. The second pair reach a

little beyond the apex of the peduncle of the last pair; the peduncle

is shorter than the inner ramus, which is broader, and considerably longer,

than the outer, both are serrated as in the first pair. The third pair

reach as far as two-thirds of the length of the telson; the peduncle is

considerably shorter than the inner ramus, and quite as long as the outer,

which is much narrower than the inner ramus ;
both are serrated as in

the first pair.

The telsoti has the margins smooth, and only feebly curved.

Colour. Whitish.

Length. 8 mm.
Hab. The tropical region of the Atlantic, the Caribbean Sea.
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4. Streetsia carinata, n. sp.

PI. m, fig. 13—15, PI. IV, fig. 1 and 2; and p. 34, fig. 58.

Diagn. The head is as long as the perœon and the tiret pleonal seg-

ment together; the rostrum is not fully as long as the rest

of the head.

The peneon is dorsally carinated.

The under margin of the carpus of the first pair of perœojooda is

strongly serrated, with short, broad teeth, and has the hind

corner projecting into a long sharp tooth; the hind margin

of the metacarpus is smooth, and is longer than the under

margin of the carpus ; the dactylus is more than half as long

as the metacarpus. The second pair are almost cheliform,

with the front margin of the carpal process smooth and ending

into a broad sharp tooth; the hind margin of the metacarpus

is armed with a few short, broad teeth, and is about as long-

as the front margin of the carpal process with the apical

tooth; the dactylus is more than half as long as the meta-

carpus. The fourth pair are a little longer than the third.

The lower hind corner of the femur of the sixth pair is

produced downwards into a long rounded process, which

reaches far beyond the apex of the genu. The femur of

the seventh pair is not half as long as that of the sixth,

and is much shorter than all the following joints together.

The pleon is dorsally carinated; the lateral parts of the seg-

ments are rounded behind.

The last coalesced ural segment is about a third part longer

than broad, and is quite as long as the telson.

The peduncle of the first pair of uropoda is shorter than the

last coalesced ural segment, and is as long as the inner

ramus.

The telson is lanceolate, and is about three times as long as

broad.

Streetsia carinata is easily distinguished from the other spe-

cies by the perseon and pleon being dorsally carinated, and the femur

of the seventh pair of peraeopoda considerably much shorter than all

the following joints together.
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The hind part of the head is not constricted
; the rostrum seen

from above (PL IV, fig. 2) is elongate-k^nceolate.

The epiraerals are not as high as in the preceding species.

The first pair o{ perœopoda (PI. Ill, fig. 13) have the carpus

longer than broad, with the under margin somewhat convex; the hind

margin has a single bristle; the lower corner projects into a strong,

narrow tooth, and shows five or six sharp broad teeth on the hind margin

above the apical tooth; the two undermost teeth are much longer than

the others; the under margin shows four broad, triangular teeth in front

of the large apical tooth; the metacarpus has the same form as in the

preceding species, but is nearly twice as long as broad; the dactylus is

curved, and armed with a small tooth on the hind margin a little below

the middle. The second pair (PI. Ill, fig. 14) have the carpus pro-

duced so as to form with the metacarpus an almost cheliform hand,

though it is really only a subcheliform hand, because the metacarpus

does not impinge upon the apex of the carpal process but passes

across the inside of it, the edge of the metacarpus and the sharp front

margin of the carpal process meeting one another like the blades of a

pair of scissors; the dactylus is like that in the first pair. The fifth

pair are much longer than the sixth; the femur is twice as long as broad,

and quite as long as the three following joints together. The sixth

pair have the femur a little shorter than all the following joints to-

gether. The seventh pair (p. 34, fig. 58) are about as long as the femur

of the sixth; the femur is almost triangular, with the margins feebly

convex, and is not fully twice as long as it is broad at the base; it is

scarcely longer than the three following joints together.

The pleon is as long as the first five perseonal segments together.

The hind corner of the third segment is produced backwards, and is

broadly rounded.

The first pair of uropoda (PI. Ill, fig. 15) reach a little beyond

the middle of the inner ramus of the last pair; the peduncle is linear,

and about five times as long as broad; the inner ramus is elongate-

lanceolate, serrated on both margins, with spine-like teeth, and is conside-

rably longer than the outer ramus, which is elongated, somewhat curved,

smooth on the outer margin, and serrated on the inner. The second

pair reach to the middle of the inner ramus of the last pair; the ped-

uncle is as long as the inner ramus, which is broader, and much longer,

than the outer; both rami are serrated as in the first pair. The third

pair reach as far as five-sixths of the length of the telson; the peduncle
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is considerably shorter than the inner ramus, and a little shorter than the

outer; the inner ramus is lanceolate, sparingly serrated on both margins,

with spine-like teeth, and is more than three times as broad as the outer

ramus; the outer ramus is almost styliform, and is two-thirds as long the

inner; it is smooth on the outer margin, and serrated on the inner.

The tebon has the margins smooth and tolerably convex.

Colour. Yellowish, with the eyes dark brown.

Length. 10 mm.
Hab. The tropical region of the Pacific, the Bay of Panama.

5. Streé"tsia Steeiistrupi, C. Bovallius, 1887.

Pi. Ill, fig. 2-6; and p. 25, fig. 20; p. 29, fig. 38; p. 32, fig. 52; p. 3.3, fig. 55.

Diagn. The head is a little longer than the whole perason, the rostrum is

scarcely more than a third part as long as the rest of the head.

The perœon is dorsally rounded.

The under margin of the carpus of the first pair oî perœopoda
* is entirely smooth, with the hind corner projecting into a

short, broadly triangular process; the hind margin of the

metacarpus is smooth, and is somewhat longer than the

under margin of the carpus; the dactylus is scarcely a third

as long as the metacarpus. The second pair are almost

cheliform
;
the front margin of the carpal process is nearly

straight and entirely smooth; the hind margin of the meta-

carpus is smooth, and is a little longer than the front margin

of the carpal process; the dactylus is half as long as the

metacarpus. The fourth pair are not longer than the third.

The lower hind corner of the femur of the sixth pair is pro-

duced downwards into a short, rounded process, which reaches

about to the apex of the genu. The femur of the seventh

pair is only a fourth part shorter than that of the sixth, and
is somewhat longer than all the following joints together.

The pleon is not carinated; the lateral parts of the segments
are scarcely produced, but are angular behind.

The last coalesced ural segment is about a third part longer

than broad, and is about as long as the telson.

The peduncle of the first pair of uropoda is longer than the last

coalesced ural segment, and much longer than the inner ramus.
Nova Acta Reg. Soc. Sc. Dps. Ser. III. 12
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The telson is lanceolate, very sharp-pointed, and somewhat

more than twice as long as broad.

Syn. 1887. Oxycephalus Steenstrupi, C. Bovallius. 35, p. 37.

Streetsia Steenstrupi comes near to the next species, 5. ^on^iyi-

ceps, Claus, but differs from it in the very long and strongly developed

seventh pair of perajopoda, by the last coalesced ural segment being

rather shorter than the telson, and by the peduncle of the second

and third pairs being not longer than the corresponding inner rami.

The Oxycephalus longiceps., Stebbing, agrees with the specimens

of Streetsia Steenstrupi, which I have examined, in the characte-

ristics of the seventh pair of perneopoda and the uropoda, and thus decid-

edly differs from Oxycephalus lonyiceps, Claus, but as it also differs from

Streetsia Steenstrupi in the characteristics of the first two pairs of

perœopoda, I can scarcely consider it identical either with the present

species or with Streetsia longiceps., Claus, and think that it ought to

have a new specific name.

The body is compressed, but not at all carinated.

The hind part of the head is a little constricted; the rostrum seen

from above is broadly lanceolate, with the apex narrowed.

The first pair of antennœ (PI. Ill, fig. 3) have the first flagellar

joint fully twice as long as is it is broad at the apex, which is dilated

downwards and forwards; the second flagellar joint is about as long as

the third, and is provided with three very long olfactory hairs; the fourth

joint is unusually short, cylindrical, and scarcely a third part as long as

the third (p. 25, fig. 20).

The epimerals are high, but not longer than the under margins

of the corresponding pergeonal segments.

The first pair of perœopoda (p. 32, fig. 52) have the carpus con-

siderably longer than broad; the hind margin is richly fringed with long

stout bristles
; the under margin is concave, entirely smooth and sharp-

edged; the lower corner is a little projecting forming a broad and short

triangular process, but not outdrawn into a spine-like tooth; the sides

of the triangular projection are densely covered with very stout and

long bristles ; the metacarpus is very thick and short, less than a third

part longer than broad; the front margin is strongly convex, and provided

with four or five very long bristles; the hind margin forms a very thin

and sharp edge, which is smooth, but which, when examined under a strong
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magnifying power, shows traces of a very minute serration consisting

of densely placed rounded teeth ; the apex of the hind margin projects

a little along the dactylus into a broadly rounded process; the dactylus

is short, with the hind margin entirely smooth. The second pair (p.

33, fig. 55) have the stem of the carpus as long as broad; the hind

margin is fringed with five or six long bristles; the carpal process is

broadly triangular, not outdrawn into an apical spine-like tooth; the front

margin is entirely smooth, and without spines; the sides ot the joint and

of the process show an oblique row of long bristles; the metacarpus is

comparatively narrow; the front margin is convex, the hind is straight

and smooth, not forming a distinct edge; the dactylus is fully half as

long as the metacarpus, with the hind margin smooth. The fifth pair

are much longer than the sixth; the femur is about twice as long as

broad, with the lower hind corner produced downwards into a broadly

rounded process reaching to the apex of the genu; the femur is shorter

than the three following joints together. The sixth pair have the fe-

mur about as long as all the following joints together; the apical process

is broadly rounded, and reaches fully to the apex ef the genu; the front

margin of the tibia is fringed with longer and shorter spine-like teeth, one

long one and one short one alternating (PI. Ill, fig. 5). The seventh pair

are very long, reaching nearly to the apex of the tibia of the sixth pair; the

femur is broad, scarcely a third part longer than broad, with the upper hind

portion dilated; it is a little longer than all the following joints together.

The pleon is as long as the first five peraeonal segments together.

The hind corner of the pleonal segments is not produced backwards,

but is angular.

The first pair of uropoda (PI. Ill, fig. 6) reach almost to the

apex of the last pair; the peduncle is linear, nearly five times as long

as broad, and more than a third part longer than the inner ramus ; the

inner ramus is elongate -lanceolate, serrated on both margins, and is longer

than the outer ramus, which is elongated, sharp-pointed, smooth on the

outer margin and serrated on the inner. The second pair reach nearly

to the middle of the inner ramus of the last pair; the peduncle is much
broader than that in the first pair, and not fully three times as long as

broad; the inner lower corner is a little projecting, and sharp-pointed, as in

the first pair; the inner ramus is only a little longer than the peduncle,

lanceolate, serrated on both margins, and is considerably longer than, and

not fully twice as broad as, the outer ramus, which is serrated on the inner

margin, and smooth on the outer. The third pair reach as far as four-
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fifths of the length of the telson ; the peduncle is much shorter than the

inner ramus, and a little shorter than the outer; the inner ramus is

elongate-lanceolate, serrated on both margins, and considerably broader

and longer than the outer ramus, which is serrated as in the preceding pair.

The telson has the margins smooth and tolerably convex.

Colour. Almost hyaline.

Length. 10—12 mm.

Hab. The tropical region of the Atlantic.

6. Streetsia loiigiceps, C. Claus, 1879.

PI. IV, fig. 3.

Diagn. The head is as long as the whole perseon; the rostrum is

nearly half as long as the rest of the head.

The perœon is dorsally rounded.

The under margin of the carpus of the first pair of perœopoda

is entirely smooth (?) with the hind corner projecting into a

long narrow sharp-pointed process; the hind margin of the

metacarpus is smooth (?) and somewhat shorter than the

under margin of the carpus; the dactylus is not half as long

as the metacarpus. The second pair are cheliform; the front

margin of the carpal process is smooth (?) the apex narrowly

sharp-pointed; the hind margin of the metacarpus is smooth (?)

and is about as long as the front margin of the carpal

process; the dactylus is not half as long as the metacarpus.

The fourth pair are only a little longer than the third.

The lower hind corner of the femur of the sixth pair is

scarcely produced. The femur of the seventh pair is about

half as long as that of the sixth, and is as long as all the

following joints together.

The pleon is not carinated; the lateral parts of the segments

are produced behind, and sharp-pointed.

The last coalesced ural. segment is a little longer than the

telson.

The peduncle of the first pair of uropoda is a little longer

than the inner ramus.

Syn. 1879. Oxycephalus longiceps, C. Claus. 27, p. 194 (48).

» » » 36, p. 72, pi. 24, fig. 10.



Streetsia longiceps. 93

The description of Claus being very short and the drawing not

very instructive, it is impossible to say anything definite about the closer

affinities of the species, but from the characteristics known it seems

most likely that it belongs to the genus Streetsia, and that it is

not identical with any of the above recorded species. Above (p. 90) I

have suggested that Oocycephaluf< longiceps of Stebbing is another species

than that described by Claus.

The original diagnosis given by Claus in 1879 runs:

»Kopf sehr lang, mit dem rüsselförmigen Schnabel fast so lang

als der Mittelleib. Pigmentkörper des Auges sehr gestreckt, fast quadran-

gular. Beine schlank und dünn. Die Greifhand der beiden vorderen

Beiupaare mit scharfem, gezähneltem. Rande und einfacher, langer End-

spitze. Siebentes Beinpaar klein. Schwimmfüsse dünn und schmächtig.

Integument glatt und ziemlich dünn. Seitenflügel der Abdominal-

segmente unbewaffnet. Das Caudaldoppelsegment nur wenig länger als

die Schwanzplatte, ebenso die Stielglieder der Uropoden nicht viel länger

als die Aeste.»

Colour. ?

Length. 6 mm. (young cî, Claus).

Hab. The Indian Ocean, Zanzibar (Claus).

Streetsia (?) mindiin.aonis, Th. Stebbing, 1888.

Diagn. The liead is as long as the perfeon, the pleon, and the first

Ural segment together; the rostrum is about half as long as

the rest of the head.

The perœon is dorsally rounded.

The first pair oï perœopoda are subcheliform; the under margin

of the carpus is smooth, with the hind corner a little pro-

jecting and sharp-pointed; the hind margin of the meta-

carpus is smooth; the dactylus is minute. The second pair

are cheliform, with the carpal process ending into a slender,

spine-like tooth; the front and hind margins of the carpal

process are serrated; the hind margin of the metacarpus is

finely serrated, and provided with short bristles; it is much
longer than the front margin of the carpal process with the
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apical tooth; the dactylus is not half as long as the meta-

carpus. The fourth pair are longer than the third. The
femur of the seventh pair is as long as that of the sixth,

and is as long as all the following joints together.

The lateral parts of the first two pleonal segments are squared

behind; that of the third segment is acutely produced back-

wards.

The last coalesced ural segment is much more than twice as

long as broad, and is considerably longer than the telson.

The peduncle of the first pair of uropoda is a little shorter

than the last coalesced ural segment, and is nearly twice as

long as the inner ramus.

The tehon is lanceolate, and is more than twice as long

as broad.

Syn. 1888. Leptocotis mindauaouis, Th. Stebbing. 39, p. 1598, pi. 204, c.

For further information on the subject I refer the reader to

Stebbing's work.

Colour. Hyaline spotted with orauge (Stebbing).

Length. »About two-fifths of aa inch» (Stebbing).

Hab. Off Mindanao, Philippines (Stebbing).

Gen. 7. Craiiocephalus, n. g.

Derivatio: xqûvoç, = helmet, and xê(faXoç = a large-headed fish.

Diagn. The head is short and thick, produced into a very short,

sharp-pointed rostrum, which is open on the under side.

The hind part of the head is constricted.

The second pair of antennce are hidden under the head and

the perseon, when folded.

The first two pairs of perœopoda are subcheliform. The

carpus and metacarpus of the fifth pair are not dilated.

The last coalesced ural segment is longer than, but not twice

as long as, the first, and is not twice as long as broad.

The inner rami of all the three pairs of uropoda are free, not

coalesced with the corresponding peduncles.

The telson is tongue-shaped and elongated.



Cranocephalus Goësi. 95

The genus Cranocephalus is well defined from all the other

genera of the family. In the short head and in the second pair of antennae

being concealed under the head and the perœon it resembles SiinorJiynchotus

and Tullbergella; in the form of the pergeopoda it comes tolerably near

to Stebbingella^ which also has broadly expanded femora in the last three

pairs. Only one species is hitherto known.

1- Cranocephalus Goësi, n. sp.

The name is given in honour of D:r Axel Goes of Kisa, Sweden.

Pi. IV, fig. 7—9; and p. 21, fig. 5; p. 32, fig. 53; and p. 38, fig. 72.

Diagn. The body is smooth and even, with a thin but hard integument.

The head is nearly as long as the first six perœonal segments

together; the hind part is a little constricted; the broadly

triangular rostrum is scarcely half as long as the rest of

the head.

The under margin of the carpus of the first pair oi perceopoda

is entirely smooth, with the hind corner projecting into a short

sharp tooth; the hind margin is strongly serrated, without

spines or bristles, the hind margin of the metacarpus is as

long as the free under margin of the carpus, and forms an

edge which is smooth on the hind margin but armed with

a few sharp teeth on the under margin. The under margin
of the carpus of the second pair is smooth, with the apical

tooth somewhat longer than in the first pair; the hind
margin is feebly serrated, and providod with some very

short bristles; the hind margin of the metacarpus is about

as long as the free under margin of the carpus, the upper

part is smooth; the lower obliquely truncated end is provid-

ded with a few strong teeth. The femur of the sixth pair

is a fifth part longer than broad, with the lower hind corner

produced downwards into a broadly rounded process, which
reaches to the apex of the genu. The seventh pair reach

to the apex of the carpus of the sixth pair.

The lateral parts of the i^l^onal segments are a little produced

behind, and sharp-pointed.

The peduncle of the first and second pairs of uropoda is

fully twice as long as the inner ramus.
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The telson is more than two and a half times as long as it

is broad at the base; and is considerably longer than the

last pair of uropoda; the apex is broadly rounded.

The helmet-shaped head (PI. IV, fig. 7) viewed in profile resembles

that figured by Streets (26, pi. 2, fig. 36) from the female of Stebhingella

ficlerotica. It is very broad and deep, almost as deep as it is long

without the rostrum. The under side of the rostrum is bordered behind

by a small duplicature of the integument.

The first pair of antennce (PI. IV, fig. 8) have the first joint of

the flagellum twice as long as it is broad at the apex; the three following

joints are subequal in length, and are together quite as long as the under

margin of the first joint.

The perœon has the segments very neatly defined but not pro-

truding. The ejnmerals are entirely smooth and even, without tubercles

or spinous processes, and are somewhat longer than the under margins

of the corresponding pergonal segments.

The first pair of perœopoda (p. 32, fig. 53) have the carpus

nearly as long as broad; the metacarpus is as long as the carpus, with

the front margin convex; the dactylus is gently curved, half as long

as the metacarpus, and smooth on the hind margin. The second pair

(PI. IV, fig. 9) are only a little longer than the first; the metacarpus

is a little longer than the carpus; the dactylus is half as long as the

metacarpus, and is like that in the first paii*. The third and fourth

pairs are very slender and equal in length. The fifth pair are longer

than the sixth; the femur is broad, only a fourth part longer than broad,

and a little longer than the three following joints together. The femur

of the sixth pair is broadly pear-shaped, about a fifth part longer

than broad, and about a sixth part broader than that of the fifth pair. The

seventh pair have an almost trapeziform femur, which is as broad at the

base as it is long, and a little longer than all the following joints together.

The pleon is somewhat longer than the last five perseonal seg-

ments together. The under margins of the segments are straight.

The last coalesced ural segment is less than a third part longer

than it is broad at the base.

The first pair of uropoda (p. 38, fig. 72) reach a little beyond

the middle of the inner ramus of the last pair; the peduncle is

longer than the last coalesced ural segment, almost linear, and about

four times as long as broad, with the lower parts of the margins
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serrated; it is more tlian twice as long as the inner ramus, which is a

little longer than the outer; both rami are elongate-lanceolate, and are

serrated on both margins. The second pair reach fully to the apex

of the peduncle of the last pair; the peduncle is linear, more than four

times as long as broad, and quite twice as long as the inner ramus,

which is considerably longer than the outer and is serrated on both mar-

gins; the outer ramus is smooth on the outer margin and serrated on

the inner. The third pair reach as far as four-fifths of the length of

the telson; the peduncle is linear, more than twice as long as broad,

and considerably longer than the inner ramus, which is as long as the

outer and is serrated on both margins; the outer ramus is serrated as

in the preceding pair.

The telson has the margins smooth and straight.

Colour. White as ivory, with red spots on the lower parts of the body, the

eyes are dark red.

Length. 8 mm.
Hab. The tropical region of the Atlantic.

Gen. 8. Stebbingella, n. g.

The name is given in honour of the Rev. Th. R. R. Stebbing.

Diagn. The head is moderately long and broad, and is produced into

a tolerably long and sharp-pointed rostrum, which is closed

on the under side. The hind part of the head is constricted.

The second pair of aniennce are hidden under the head, when
folded.

The first two pairs o? perœopoda are subcheliform. The carpus

and metacarpus of the fifth pair are not dilated.

The last coalesced ural segment is longer than, but not twice

as long as, the first, and is only a little longer than broad.

The inner rami of all the three pairs of uropoda are free,

not coalesced with the corresponding peduncles.

The telson is triangular, and sharp-pointed.

This genus has been established for the reception of those Oxy-
cephalids, which, according to my views as to the generic characteristics

shown in the family Oxycephalidœ (see above p. 16) are intermediate

between the genera Oxycephalus^ Streetsia^ and Leptocotis.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Sei-. III. 13
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The first Oxycephalidean species described, which belongs to

this uew genus, is Oxycephalus scleroticus^ Th. Streets, . from the year

1878, the second is 0. typhoides^ described by Claus in 1879, and the

last is the uew species recorded below under the name Stebbingella

Théeli.

A. The lower hind corner of the pleonal segments is pro-

duced backwards, and sharp-pointed.

a 1. The last ural segment is as long as the telson. The
rostrum is longer than the rest of the head (cî).

The seventh pair of perseopoda are shorter than

the femur of the sixth pair. I. S. sclerotica.

a 2. The last ural segment is more than twice as long

as the telson. The rostrum is much shorter than

the rest of the head (^). The seventh pair of perœo-

poda are much longer than the femur of the

sixth pair. 2. S. typhoïdes.

\

JB. The lower hind corner of the pleonal segments is squar-

ed, not produced, nor sharp-pointed. The last ural seg-

ment is about a fourth part longer than the telson.

The rostrum is nearly as long as the rest of the head (^J).

The seventh pair of jierœopoda are longer than the

femur of the sixth pair. 3. S. Théeli.

1. Stebbingella sclerotici, Th. Streets, 1878.

PI. IV, fig. 13—16.

Diagn. The body is dorsally cariuated, with a broad, rounded ridge,

and a row of nodules along the sides above the epimerals.

The fifth epimeral has a prominent spine directed backwards;

the whole surface of the body is finely granulated.

The head is as long as the first five perseonal segments to-

gether; the rostrum is considerably longer than the rest of

the head, and is wedge-shaped.

The first four joints of the second pair of antennce are

subequal in length and straight; they reach, when folded,

nearly to the the apex of the rostrum.
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The first pair of peneopoda liave tlie under side of the carpus

provided with spines, and the hind corner projecting into an

acute apical tooth ; the hind margin of the metacarpus is

somewliat longer than tlie under margin of the carpus. The
second pair have the carpus more produced than the first

pair, with the under margin straight and smooth; the hind

margin of the metacarpus is as long as the under margin

of the carpus, and is provided with spines. Along the middle

of the femur of the last three pairs there is a row of four

pits. The seventh pair are shorter than the femur of the sixth.

The pleon is fully as long as the first five perseonal segments

together; the under margin of the segments is straight; the

hind corner is produced and sharp-pointed.

The last coalesced ural segment is as long as the telson.

The first pair of uropoda reach to the apex of the last pair.

The rami are lanceolate.

The telson is broad, triangular, and reaches beyond the apex

of the last pair of uropoda.

Syn. 1878, Oxyceplialus scleroticus, Th. Streets. 26, p. 281, pi. 2, fig. 3.

As to the calcareous and peculiarly sculptured integument Streets

says:

»Animal with the tegumentary covering hard and resisting

. The thorax elevated along the median line into a broad, rounded

ridge, with the sides sloping down from the summit; the ridge appearing

somewhat nodulated; a row of nodules along the side above the epime-

rals; on the fifth epimeral a prominent spine, directed backward; the

segments of the thorax decreasing posteriori}', each segment bulging,

not overriding its fellow; the whole surface of the body finely granulated».

It is very probable that the female, which he describes, does not

belong to this species; it was not taken in the same locality, and it

seems not impossible that it may have been a Cranocephalus, since his

description of the granulated and nodulous integument refers to the male

form only.

As to this supposed female he says:

»The female of this species is more robust than the male. The

head is deeper and broader, more rounded above and below, the notch

posterior shallower; the rostrum shorter and narrower. Superior antennae
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straight, or slightly curved, slender, not produced at the apex of the

third joint of the peduncle. In the one specimen of this sex in the

collection the spine of the fifth epimeral was absent».

Colour. ?

Length. The male 10—15 mm; the female 10 mm. (Streets).

Hab. The tropical region of the Pacific, the male at Lat. 25" 13'

to 26« 13' N, Long 143" 15 W; the female at Lat, 25» 50' N,

Long. 132» 45' W. (Streets).

2. Stebbiiigellii typhoïdes, C Claus, 1879.

PL IV, fig 10—12; and p. 27, fig. 30.

Diagn. The segments of the body are bulging and protruding, but

not carinated. The fifth epimeral has a prominent, curved

spine, directed backwards.

The liead is a little longer than the first five pergonal seg-

ments together. The rostrum is narrow and sharp-pointed,

and is half as long as the rest of the head.

The first four joints of the second pair of antennœ are un-

equal in length and strongly arched.

The first pair of perœopoda have the under margin of the

carpus smooth, with the hind corner projecting into a spine-

like tooth ; the hind margin of the metacarpus is about as

long as the under margin of the carpus. The second pair

have the carpus like that in the first pair; the hind margin

of the metacarpus is shorter than the under margin of the

carpus. On the femur of the fifth and sixth pairs there are

no pits, but along the middle of the femur of the seventh

pair there is a long ridge and two pits. The seventh pair

are much longer than the femur of the sixth, and reach

almost to the apex of the tibia of that pair.

The jüeon is a little longer than the last four pera3onal segments

together; the under margin of the pleonal segments is al-

most straight; the hind corner is produced and sharp-pointed.

The last coalesced w-al segment is more than twice as long

as the telson.

The first pair of uropoda reach to the apex of the telson.
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The telson is short, but a httle longer than the last pair of

nropoda. »

Spi. 1879, Oxycephalus typhoïdes, C Claus. 37, p. 195 (49).

» » » 1887. 36, p. 72,pl.24, fig.ll— 14.

Stebbingella typhoïdes is easily distinguished from the two

other species by the even, not noduluos integument, and by the last

coalesced ural segment being more than twice as long as the telson.

The original description as it was given by Claus in 1879 runs:

»Körper massig comprimirt, mit einem Paar von Seiteustacheln

an den Epimeren des fünften Thoracalsegments. Kopf kugelig aufge-

trieben, mit sehr tiefer Antennengrube und spitzem, ziemlich kurzem

Schnabel. Nackengegend stark verengert. Die vorderen Antennen des

Männchens gross, mit stumpfem Zahnfortsatz an dem sehr gestreckten

Schaft, zweites Antennenpaar sehr lang, mit stark ausgebogenen Gliedern

und kurzem Endgliede. Greifhand der vorderen Beinpaare mit unge-

zähntem, in eine lange Spitze ausgezogenem Rand. Die Schenkelplatten

des fünften und sechsten Beinpaares sind breite, mächtig vergrösserte

Scheiben, von fast birnförmigem Umrisse und liegen wie Eutyphis

(Thyropus) klappenartig der Bauchseite an. Siebentes ßeinpaar gross

und lang, mit umfangreicher, am Hinterrande lang ausgezogener Schen-
kelplatte. Aussenfläche der letzteren mit langer Firste und zwei Gruben.
Die Seitenflügel der Abdominalsegmente ziehen sich in einem lauo-en

spitzen Fortsatz aus. Das Caudaldoppelsegment mehr als zweimal so

lang wie die kurze Schwanzplatte. Letztes Uropodenpaar sehr kurz».

Colour. ?

Length. 8— 9 mm. (Claits).

Hab. The Indian Ocean, Zanzibar; The Mediterranean (Claus).

3. Stebbingella Tliéeli, u. sp.

The name i.s given in honour of Professor Hjalmar Théel of Upsala.

PI. V, fig. 1—4; and p. 21, fig. 3; and p. 35, fig. 60.

Diagn. The body is dorsally carinated, each of the perajonal segments
showing on the summit an egg-shaped, calcareous tubercle,

and on the four middle segments there are large tubercles
above the epimerals; the pleon has a longitudinal keel, the

(

A
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segment being sculptured ou the sides aud showing large

grooves. The bod}' increases in breadth from the first pergon-

al segment to the middle of the fifth, then narrows abruptly

towards the pleon; the fifth epimeral thus shows an angular

protruding tubercle.

The head is longer than the first six pereeonal segments

together; the rostrum is not fully as long as the rest of

the head, and is triangular, and sharp-pointed.

The first four joints of the second pair of antennœ are subequal

in length, and are feebly bent.

The first pair of perœopoda have the under margin of the

carpus serrated, with the hind corner feebly projecting, and

sharp-pointed; the hind margin of the carpus is also serrated;

the hind margin of the metacarpus is serrated, without

spines, and is shorter than the under margin of the carpus.

The second pair have the under margin of the carpus

serrated, and the hind corner does not project more than in

the first pair; the hind margin is notched, and provided

with four or five spinelike bristles; the hind margin of the

metacarpus is serrated, and is nearly as long as the under

margin of the carpus. Along the middle of the femur of

the fifth pair there are three pits, on that of the sixth four,

and on that of the seventh pair three pits and some larger

grooves at the apex of the joint. The seventh pair are

much longer than the femur of the sixth, and reach beyond

the apex of the tibia.

The pleon is a little longer than the last four peraeonal seg-

ments together; the under margin of the pleonal segments

is feebly convex; the hind corner is squared, and not at

all produced.

The last coalesced ural segment is a third part longer than

the telson.

The first pair of uropoda reach to the apex of the last pair.

The rami are narrowly elongate.

The telson is almost lanceolate, and reaches scarcely beyond

the apex of the last pair of uropoda.

Stebbingella Théeli is very similar to S. sclerotica in form,

and if there were not the differences in the armature of the first two
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pairs of peraeopoda, in tlie length of the seventh pair and of the last

coalesced ural segment, they would rather be looked upon as local varie-

ties. As far as it is possible to judge from the description of Streets,

and from his unsatisfactory drawing, there are great differences in the

sculpture on the peraeon and pleon.

The species is one of the most beautiful of all the Hyperids, and

it is a wonder that it has so long escaped the attention of zoologists

The iulegunient of the body (PI. V, fig. 1; p. 21 fig. 3) is very

thick and calcareous, showing a rich sculpture, especially on the perason,

which consists of protruding bands or rolls, straight and curved, and

curiousl}^ formed nobs and tubercles, interrupted by notches and furrows.

The epimerals are very thick, the third, fourth, and fifth are much thicker

than high; the fifth is abruptly incised or rather truncated at the middle

so as to form a broadly protruding angular tubercle, which, however,

does not project into a more or less curved spine-like tooth as in the

two other species.

The head is dorsally carinated, and is considerably longer in the

female than in the male, especially as to the rostrum. In the male

(p. 21, fig. 3) the rostrum is half as long again as it is broad at

the base (i. e. the point of fixation of the first pair of antennae), and a

little shorter than the rest of the head; in the female, on the other

hand, the rostrum is more than three times as long as it is broad at

the base, and longer than the rest of the head; the rostrum is closed

on the under side more completely in the female than in the male.

The first pair of antennœ in the male have the first flagellar

joint twice as long as it is broad at the under margin; the projecting

lower front corner is a little more than a third part as long as the under
margin of the joint; the second joint is a little shorter than the third,

which is a trifle shorter than the fourth; all the three together are

shorter than the under margin of the first flagellar joint. The first

peduncular joint in the female is very long; the flagellum is slender

and consists of three joints. The second pair in the male reach to

the middle of the rostrum; the first joint is tolerably curved, and a little

shorter than the second, which is shorter than the third; the fourth is

much shorter than the second.

The first pair of perœopoda (PI. V, fig. 2) are considerably

smaller than the second; the carpus is a third part broader than long,

and has the lower front corner a little protruding in front of the base of
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the metacarpus; the metacarpus is about twice as long as broad; the

dactylus has the hind margin smooth, and is more than half as long as

the metacarpus. The second pair (PI. V, fig. 3) have the carpus

nearly as long as broad; the lower front corner as well as the hind

corner are less projecting than in the first pair. The third and fourth

pairs are equal in length, tolerably slender, and considerably shorter

than the fifth pair. The fifth pair have the femur much dilated,

broadest below the middle, and scarcely more than a fifth part longer

than broad; the lower front and hind corners are produced downwards

to the middle of the genu; the three pits on the outer side are ovate

in form; the femur is as long as the genu, tibia, carpus, and half the

metacarpus together. The sixth pair are shorter than the fifth; the

femur is much dilated, broader than long, and nearly as long as all

the following joints together; the lower hind corner is not produced.

The femur of the seventh pair (p. 35, tig. 60) is somewhat longer

than all the following joints together, and is about as long as that of

the sixth pair.

The last coalesced ural segment is about a third longer than broad.

The peduncle of the first pair of uropoda (PI. V, fig. 4) is quite

as long as the last coalesced ural segment, and more than three times

as long as broad; the inner ramus is much shorter than the peduncle,

and much longer than the outer ramus; both rami are serrated on both

margins. The second pair reach a little beyond the apex of the

peduncle of the last pair, the peduncle is much longer than the inner

ramus, which is about a third part longer than the outer; the inner ramus

is serrated on the outer margin and smooth on the inner; the outer

ramus is serrated on the inner margin and smooth on the outer. The

third pair reach almost to the apex of the telson; the peduncle is

quite as long as the inner ramus, which is serrated on both margins,

and scarcely longer than the outer ramus.

The telson has the margins smooth, and feebly convex.

Colour. Bright yellow, histrous a.s if polished, the eyes are dark red.

Length. 15—21 mm.
Hab. The Indian Ocean.



Glossocephalus. 105

Gen. 9. Glossocephalus, C. Bovallius, 1887.

Derivatio: yXwaaa = tlie tougue, aud xicfalog = a large-headed fish.

Diagn. The head is comparatively short and broad, and produced

into a broad rostrum, which is rounded in front. The under

side of the rostrum is open. The hind part of the head

is constricted.

The second pair of antennœ are hidden under the head, when

folded, and, to a small extent, under the peraeon.

The first two pairs of perceopoda are cheliform. The carpus

and metacarpus of the fifth pair are much dilated.

The last coalesced ural segment is longer than, but not twice

as long as, the first, and is only a little longer than broad.

The inner rami of all the three pairs of uropoda are free,

not coalesced with the corresponding peduncles.

The telson is short, and tongue-shaped.

Spi. 1887. Glossocepbalus, C. Bovalltus. 35, p. 35.

This genus is most easily distinguished from all the other genera

of the family by the much dilated tibia, carpus, and metacarpus of the

fifth pair of perseopoda, and also by the wide, almost cup-shaped carpus

of the first two pairs. The dilated form of the joints of the fifth pair

strikingly recall that feature in the sixth pair of Phorcorhaphis^ Stebbing,

and Lycœoijsis^ Claus.

The genus contains hitherto two species:

A. The hind margin of the metacarpus of the first pair

of perœopoda is smooth. The seventh pair are

longer than the femur of the sixth. 1. G. Milue-Edwardsi.

B. The hind margin of the metacarpus of the first pair

of perœopoda is armed with a strong tooth. The

seventh pair are shorter than the femur ofthe sixth. 2. Cr. spiuigev.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 14
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1. ölossocephalus Milne-Edwardsi, C. Bovallius, 1887.

The name is given in honour of Professor Alphonse Miusie Edwards.

PI. V, fig. 5; and p. 22, fig. 6 and 6 a; p. 38, fig. 71.

Diagn. The head in the male is as long as the first four peraeonal

segments together, in the female as long as the first three;

the rostrum is about half as long as the rest of the head.

The metacarpus of the first pair of perœopoda has the hind

margin entirely smooth, and the lower front corner only

feebly produced. The third pair are considerably longer

than the fourth and a little longer than the fifth. The carpus

of the fifth pair is more than twice as long as the tibia. The

sixth pair are shorter than the fifth. The seventh pair do not

reach fully to the apex of the tibia of the sixth pair.

The lateral parts of the pleonal segments are rounded behind.

The first and second pairs of uropoda reach about to the

apex of the last pair.

Syn. 1887. Glossocephalus Milne-Edwardsi, 35, p. 35.

The integument of the body is smooth, without tubercles or ex-

cavations, hard and bright as if polished.

The rostrum is very broad at the apex, in the male half as broad

as the ocular region, in the female a little narrower.

The first pair of antennœ in the male are less curved than usual-

ly in this family, and have the front corner of the first flagellar joint not

at all projecting; the first flagellar joint is not twice as long as broad; the

second joint is longer than the third, and as long as the fourth; these last

three joints together are nearly twice as long as the under margin of

the first joint. The first pair in the female are robust, with the first

flagellar joint thick and tumid, and nearly as long as the two following-

joints together. The second pair in the male are six-jointed; the first

joint is somewhat curved, and considerably shorter than the second, which

is shorter than the third ; the fourth joint is a little shorter than the

second; the fifth and sixth are short, equal in length, and together about

an eighth part of the length of the fourth joint.

The first two segments of the perœon are short and together scarcely

as long as the third, the first three segments together are somewhat
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shorter than the fifth, which is the longest of all; the sixth and seventh

segments are equal in length. The epimerals are long, irregularly

rounded below, and fully as long as the under margins of the cor-

responding segments.

The first two pairs of perœopoda are very small in comparison

with the following pairs, and have the carpus shaped as an egg with the

top obliquely cut off. The carpal process of the first pair is armed
on the outer margin with two spine-like teeth, and is sharp-pointed at

the apex; the metacarpus is longer than the stem of the carpus; the

hind margin is straight, smooth, and sharp, and is longer than the front

side of the carpal process; the front margin is convex, with the apex

produced into a very short, and feebl}^ curved tooth; the dactylus is

smooth on the hind margin, and fully half as long as the metacarpus.

The second pair are closely similar to the first, but the outer margin

of the carpal process wants teeth; the metacarpus is only a little longer

than the stem of the carpus, and has the hind margin concave, smooth,

and a little longer than the front side of the carpal process; the dactylus

is not more than a third part as long as the metacarpus, and has the hind

margin smooth. The third pair are very slender and elongated, more

than nine times as long as the second pair, the femur and tibia are much
elongated, being more than eight times as long as broad. The fourth

pair are like the third, but shorter. The fifth pair have the femur dilated,

and not fully three times as long as broad; the front margin is serrated;

the tibia is dilated, not twice as long as broad; the carpus is much di-

lated, about as broad as the femur, and a little more than twice as long

as it is broad at the apex; the metacarpus is dilated, lanceolate, with

both margins finely serrated, and is about as long as the carpus ; the

dactylus is ver)^ short. The sixth pair are about a fifth part shorter

than the fifth pair, and have the femur somewhat narrower; the tibia and

carpus are dilated, but not as much as in the preceding pair; the meta-

carpus is as long as the two preceding joints together, and is finely

serrated on both margins. The femur of the seventh pair is broadly

ovate, more than half as long as that of the sixth pair, and about a

fourth part longer than all the following joints together.

The pleon is a little longer than the last three perseonal segments

together, and is not carinated.

The last coalesced ural segment is quite as long as it is broad

at the base, and has the margins convex; it is two and a half times as

long as the telson.
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The peduncle of the first pair of urojjoja {p. BS^ fig. 7l) is about

three times as long as broad, with feebly convex and serrated margins;

it is longer than the last coalesced ural segment, and nearly twice as

long as the outer ramus, which is more than a third longer than the

inner; the rami are lanceolate, and serrated on both margins. The

second pair reach fully as far as the first; the peduncle is longer

than the last c^oalesced ural segment, and more than three times as long-

as broad, with the margins serrated; the outer ramus is more than half

as long as the peduncle, and a little longer than the inner; the rami

are Tiarrower than in the first pair, and are serrated on both margins.

The third pair are not twice as long as the telson; the peduncle is some-

what broader than long, and a third part as long as the outer ramus,

which is a little longer than the inner; the rami are serrated as in the

preceding pair.

The telso7i is broadly tongue-shaped, with the margins serrated,

and is twice as long as the peduncle of the last pair of uropoda.

Colour. Yellowish Avhite

Length. The male 17 mm, the female 9 mm.

Hab. The tropical region of the Atlantic.

2. GlOSSOceplialus spiniger, C. Bovallius, 1887.

PI. V, fig. 6—9; and p. 26, fig. 26; p. 29, fig. 43-

Diagn. The head is longer than the first three perseonal segments

together; the rostrum is not a third part as long as the

rest of the head.

The metacarpus of the first pair of perœopoda has the hind

margin armed with a very long, sharp tooth at the middle,

and some small teeth above it, and the lower front corner

produced into a long, sharp-pointed tooth, which is about

half as long as the dactylus. The third pair are about as

long as the fourth, and much shorter than the fifth. The

carpus of the fifth pair is not twice as long as the tibia.

The sixth pair are fully as long as the fifth. The seventh

pair are much shorter than the femur of the sixth, scarcely

reaching to three-fourths of its length.

The lateral parts of the pleonal segments are angular behind.
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The first and second pairs of uropoda reach beyond the apex

of the last pair.

Si/n. 1887. Glossocephalus spiuiger, C. Bovallius. 35, p. 35.

The first pair of perœopoda (PL V, fig 8) have the same form

as in the preceding species, but the carpal process is longer, armed

with a single, very long, spine-like tooth on the outer margin, and has

the apex produced into a long, curved, spine-like tooth; the metacarpus

is much longer than the stem of the carpus, with the hind margin as

long as the front side of the carpal process; the spine-like tooth on

the hind margin is nearly half as long as the hind margin ; the front

margin is convex, with the long apical tooth nearly straight and sharp-

pointed; the dactylus is curved, smooth on the hind margin, and is

two-thirds as long as the metacarpus. The second pair (PL V, fig.

9) have the carpus similar to that in the first pair; the metacarpus is

much longer than the stem of the carpus, with the hind margin concave,

and entirely smooth ; the front margin is convex, with the apex project-

ing into a feebly curved tooth, which is somewhat shorter than that

in the first pair; the dactylus is nearly half as long as the metacarpus

with the hind margin smooth. The third and fourth pairs are equal

in length, more robust than in the preceding species, and much shorter

than the fifth ^^air; the third pair are scarcely four times as long as

the second. The femur of the fifth pair is narrower than in Glosso-

cephalus Milne-Edwardsi, being more than four times as long as broad;

the tibia is twice as long as broad ; the carpus is a third part longer

than the tibia, and about three times as long as it is broad at the apex;

the metacarpus is dilated, lanceolate, and somewhat shorter than the

carpus. The sixth pair are a trifle longer than the fifth; the meta-

carpus is shorter than the two preceding joints together. The femur

of the seventh pair is not half as long as that of the sixth, and is

much longer than all the following joints together.

The ovitedrices are crescent-shaped (PL V, fig. 6).

The pleo7i is much shorter than the last three peraeonal segments

together, and is dorsally feebly carinated.

The last coalesced tiral segment is a fourth longer than broad.

The first pair of uiopoda reach far beyond the apex of the last

pair; the peduncle is a third part longer than the outer ramus, which is

nearly twice as long as the inner; the peduncle is much longer than the
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last coalesced ural segment. The peduncle of the second pair reach

as far as that of the first, but the rami are shorter. The third pair

are twice as long as the telson, with the rami nearly equal in length.

The telson is obtusely triangular; it is a third part as long as the

last coalesced ural segment, and is onl}' a little longer than the pe-

duncle of the last pair of uropoda.

Colour. White.

Length. 11 mm.
Hab. The Indian Ocean, Lat. 7"—2" S; Long. SO»—90« E.

Gen. 10. LeptOCOtis, Th. Streets, 1877.

Diagn. The head is long, and produced into a comparatively short,

narrow, sharp-pointed rostrum. The hind part of the head

is constricted, forming a short cylindrical neck.

The second pair of antennce are hidden under the head, when

folded.

The first pair of 'perœopoda are subcheliform; the second are

cheliform. The carpus and metacarpus of the fifth pair are

not dilated.

The last coalesced ural segment is three or four times as

long as the first, narrowly elongated, and cylindrical.

The inner rami of all the three pairs of uropoda are free, not

coalesced with the corresponding peduncles.

The telson is narrowly elongated and cylindrical.

»Syn. 187Î Leptocotis,
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more nearly cheliform than in Dorycephalus ; the best distinguishing cha-

racteristic is, however, the considerable elongation of the urus and its

appendages. But by this last characteristic Leptocotis mindanaonis, Steb-

BiNG, is clearly excluded from the genus, and if it be not placed in the

genus Streetsia^ as I think it may be, and have already suggested (above

p. 81), it ought to be the type for a new genus.

The generic diagnosis given by Streets in 1877 contains only

a few passages which could possibly serve for characterization of his

new genus. They are:

»Gnathopoda short and complexly chelate. . Caudal ap-

pendages long, biramous. Telson cylindrical, long».

In 1878 he gave the following diagnosis:

»Body long and slender. Head produced anteriorly to the superior

antennee in a long, slender rostrum, constricted posteriorly at its arti-

culation with the thorax, the constricted portion short. Superior autennse

short, three-jointed, curved in the male; inferior antennas five-jointed,

joints subequal, excepting the last which is short. Mandibular append-

age three-jointed. First and second pairs of thoracic legs short, chelate;

the third and fourth simple; the last three pairs with the basal joint

dilated; the last pair diminutive. The sixth abdominal segment (the fifth

and sixth fused) elongated. The caudal appendages long, linear. Telson

long, triangular at apex».

Whether Oxycephalus tenuirostris, Claus, and Leptocotis spini-

fera. Streets, are identical or not is a very difficult question to settle,

because the authors do not record at all, or only vaguely, any details of

importance for specific distinction; I must therefore restrict myself to

giving the two species below with the characteristics which are available

from their descriptions.

1. Leptocotis spinifera, Th. Streets, 1877.

PI. V, fig. 15—17.

Diagn. The head^ without the rostrum, is as long as the whole
perseon; the rostrum is slightly more than half as long as

the rest of the head.

The segments of the perceon increase in length backwards. The
epimerals are long, broadly ovate, and transversely rugose.
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The dactylus of the first two pairs of jjerœopoda is half as

long as the metacarpus. The whole seventh pair are not

half as long as the femur of the sixth.

The lateral parts of the first two pleonal segments are square

behind, not produced; that of the third segment is produced

behind into a long, spinous process.

Syn. 1877. Leptocotis spinifera, Th. Streets. 24, p. 137.

» » » 1878. 26, p. 283, pi. 2, fig. 4.

From the first description of the species published in 1877 I give

the following passages:

»Head long, with the rostrum longer than the thorax; vertical

diameter of the head greater posteriorly than anteriorly; the superior

surface on a higher level than the dorsum of the thorax; abruptly con-

stricted behind the eyes and in front of the first thoracic segment; the

inferior border slightly convex; the under surface hollowed out on each

side anteriorly in the form of fossee for the reception of the superior

antennae; supra-fossal margin arched and slightly elevated ; rostrum long,

acute, slightly arched. . Thorax seven-jointed; segments increa-

sing in length posteriorly; epiraerals long, broadly ovate, transversely

rugose. Gnathopoda short chelate; the second pair longer than the first;

carpus of first pair scarcely produced anteriorly, and inferiorly serrated;

propodos broad, serrated on inferior margin; dactylus half the length of

the propodos, arched, with a minute spine about the middle of the in-

ferior surface, antagonizing with the extremity of the carpus. Second

pair having the carpus more produced anteriorly than the first, extending

to, or slightly beyond, the apex of the propodos, and terminating in a

long fine point; propodos and dactylus similar to the first pair.

Fifth pair rudimentary, coxa dilated, small, with the remaining joints not

half as long as the coxa of the preceding pair. Caudal

appendages long, cylindrical, serrated along their inner margins, bira-

mous; outer pair longer than the two following; ultimate short, reaching

further than the inner. Telson long, cylindrical, extending beyond the

extremities of the lamellae».

From his later description in 1878 the following may be added:

»Head long, excluding the rostrum, as long as the thorax;

rostrum slightl}^ more than one-third the length of the head (including

its own length,) slender, acute, sligthtly arched. The second
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pair of legs similar to the first; the third and fourth pairs simple, slender,

shorter than the fifth; the fifth, sixth, and seventh with the first joint

dilated ; the basal joint of the sixth broader than the fifth, but with

the remaining joints shorter, and closely pectinated along their an-

terior margin; the pectinations on the third joint coarse, on the fourth

very fine, while those on the fifth joint are intermediate between the

two preceding; the last pair of legs diminutive, not half as long as the

basal joint of the preceding. The first three segments of the ab-

domen subequal, inferior margins finely serrated, the third segment with

the postero-inferior angle produced into a long, spinous process, the

angle of the first and second segments square behind, not produced; the

peduncles of swimming feet broadly oval. Sixth abdominal segment and

telson elongated».

Colour. ?

Length. 8— 13 mm (Streets).

Hab. The tropical region of the Pacific (Streets).

2. Leptocotis tenuirostris, C. Glaus, 1871.

PI. V, fig. 10-14.

Diniin. The head, without the rostrum, is about as long as the first

four peraeonal segments together; the rostrum is only a little

shorter than the rest of the head.

The middle segments of the perœon are the longest, the follow-

ing decrease in length.

The dactylus of the first two pairs of perwopoda is more

than half as long as the metacarpus. The whole seventh

pair are more than half as long as the femur of the sixth.

The lateral parts of the first two pleonal segments are some-

what produced and rounded behind, that of the third seg-

ment is produced behind and sharp-pointed (?).

Syn. 1871, Oxycephalus tenuirostris, C. Claus. 23, p. 155-

1. » 27, p. 194 (48).

» » » 36, p. 71, pi. 24, fig. 2.

The original diagnosis of Oxycephalus tenuirostris from the year

1871 runs:

»Schnabel überaus dünn und gestreckt ungefähr so lang als der

Kopf. Nackengegend desselben verengert und tief eingebogen. Körper

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IIL IG



114 Carl Bovällius, The Oxycephalids.

schlank und gracil, mit sehr dünnen Beineu. Das verschmolzene Caudal-

segment stabförmig verlängert, ebenso die Basalglieder der beiden vordem

CaudalgrifFelpaare, welche mindestens 4 bis 5mal so lang sind als ihre

lanzetförmigen Endäste (Annäherung an Rhabdosoma)».

From the description given by Claus in 1879 the following new

details are taken:

» Antennen des Männchens mit hakenförmigem Zapfen am

Ende des Stammes, die des Weibchens von massiger Länge. Die An-

tennen des zweiten Paares ausserordentlich verlängert. Beine dünn und

schlank, das letzte Paar klein. Die beiden vorderen Paare mit stark

gezähnter Greifhand. Die Seitenflügel der Abdominalsegmente unbe-

waffnet. Das Caudaldoppelsegment stabförmig gestreckt, drei bis viermal

so lang als die schmale Schwanzplatte».

Colour. (?)

Length. About 10 mm. (Claus).

Hab. The Indian Ocean, the Gilolo-Passage. (Claus).

The family XipllOCeplialidaö, n. f.

Diagn. The head is much elongated, provided with a narrow neck,

and a long, needle-shaped rostrum.

The eyef< are large, but occupy only a short space of the

length of the liead.

The first pair of nntennœ are curved iS), and fixed on the

under side of the head; the first joint of the flagellum is

very large, and tumid, the following joints are few in mumber,

and subterminal (i), or wanting (ç). The second pair are

fixed on the under side of the head, are long, slender, and

folded four times (cî), or entirely wanting (ç).

The mouth-organs are reduced, the maxillae being rudimentary
;

the mandibles are provided with a much elongated palp (cî),

or without a palp (^).

The third, fourth, fifth, and sixth pairs of perœopoda are

walking legs; the femur of the fifth and sixth pairs is not

transformed. The seventh pair are transformed into a blad-

der-like sac. Ovitectrices are wantiue:.
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The urojjoda are provided with rami.

The tt'lson is not coalesced with the last lira! segment').

Characteristic features of this family, in addition to those given
in the diagnosis, are the enormous development of the auditory vesicles

in the hind part of the head, the not less highly developed glands in some
of the joints of the perfeopoda (see above, p. 42), and also the peculiar

manner of bearing and protecting the eggs and young ones (see above p.

31 and 43). The most striking among the external characteristics is the

extreme elongation of the head and the urus, with its appendages, but

notwithstanding this there are very few details showing analogies with

the other elongated forms of Amphipoda, viz: Tanaidea and Caprellidea.

The first description of an animal belonging to this family was
published in 1840 by H. Milne Edwards (7, see above p. 3). In the

following year Eydoux and Souleyet (8, p. 267) gave a detailed descrip-

tion of an Oxycephalid, which they supposed to be identical with the

O.n/ceplialns annatus of H. Milne Edwards. The drawing which

they gave, is the first we have of a Xiphocephalid, and in execution

has not been rivalled to this day; a copy of it in reduced scale is given

below (PI. VII, fig. 1). In the work of these authors we also find the

first recognition of the animal in question as the type for an indepen-

dent genus. According to their statement it was F. E. Guérin-Méneville,

who proposed the new generic name Xiphocephalus. He did not give

a full diagnosis, it is true, but the identity of the genus there was no

possibility of mistaking, as the description of the species was exhaustive,

and the accompanying drawing excellent, as I have mentioned above.

From this generic name the present family-name has been taken.

An exception is Xiphocephalus brevicaudatus, Th. Stebbing.
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Gen. 1. Xipliocephalus, F. E. Guérin-Méneville, 1841.

Diagn. The body is much elongated, rod-like.

The head shows a distinct neck, an egg- or spindle-shaped ocu-

lar region, and a much elongated, needle-shaped rostrum.

The first two pairs of perœopoda are cheliform, and very small.

The last coalesced ural segment is cylindrical, rod-like.

The peduncles of the uropoda are much elongated, and very

narrow. The inner ramus of the last two pairs is coalesced

with the corresponding peduncle.

The telson is much elongated, and needle-shaped.

Syn. 1841. Xiphocophahis, F. E. Guérin-Méneville. 8, p. 271.

1848. Rhabdosoma, A. Adams and A. White. 9, p. 63.

» Spence Bate. 1862. 20, p. 344.

» Th. Streets. 1878. 26, p. 286.

» » C. Claus. 1879. 27, p. 195 (49).

» » » 1887. 36, p. 73.

» Th. Stebbing. 1888. 39, p. 1606.

1858. Macroceplialus, Spence Bate. 18, p. 361.

1887. Rhabdonectes, C. Bovallius. 35, p. 39.

The passage relating to the name Xiphocephalus, in the work
of Eydoux and Souleyet runs:

»M. Guérin-Méneville, qui a bien voulu étudier avec nous cette

espèce, pense qu'elle devra être séparée du genre Oxycéphale pour

former une nouvelle division générique à laquelle on pourrait donner

le nom de Xyphicéphale^), qui exprime son principal caractère; il se

fonde en cela sur ce que les Oxycéphales véritables ont le corps plus

court, de forme différente, et en ce qu'ils ont sept paires de pattes, dont

deux didactyles et cinq ambulatoires».

Adams and White, when they instituted Rhabdosoma, gave scarcely

any ampler diagnosis than Guérin-Méneville. They said:

»We regret that the state of the only specimen in the British

Museum is such that we cannot give the generic character with that

detail which we should wish. — — — The head is as long as the

rest of the body, and ends in a very long beak; from the state of

1) »Xyphicephale» in the text, but Xiphocephalus is the correct spelling.
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our specimen we cannot describe this, but indicate it on the plate from

a drawing made at the time of capture. The immense length of the

body and the beak would sufficiently mark this generic form».

On the same typical specimen on which Adams and White had

founded the genus Rhabdowma^ Spence Bate in 1858 founded his genus

Macrocc/phalus. Four years later he himself dropped the new name in

favour of Rhabdosoma.

In 1840 H. Milne Edwards (7, p. 101) described Oxycephalus nr-

matus with characteristics fully sufficient for the identification of the spe-

cies. The Oxycephalus armatus^ which was described at length by Eydoux

and Souleyet (8, p. 267— 71) is not identical with Milne Edwards' species,

but with that subsequently instituted by Spence Bate (see below p. 127).

The Rhabdosoma armalum, Adams and White, is a true Xipho cep ha-

lus arm a tu 8, as is of course also Macrocephalus longirostris^ Spence Bate,

the two names really having been given to the same specimen.

The Rhabdosoma Whitei^ Spence Bate, is a good species, and the

characteristics given by its founder, are quite adequate.

The Rhabdosoma armatum and Rh. Whitei., recorded in 1878 by

''Streets, are the true species, but his Rh. longirostre is based only on

the bad drawing of Spence Bate from Adams and White's typical spe-

cimen of Xiphocephalus armatus (see below p. 121).

The Rhabdosoma armatum^ described by Claus in 1879 and 1887,

is a mixture of the two species just metioned, the male being Xipho-
cephalus Whitei, and the female X. armatus.

The Rhabdosoma Batei^ figured in 1884 by J. S. Kingsley (32,

fig. 98), is a synonym for Xiphocephalus armatus.

The Rhabdosoma investigatoris, proposed in 1887 by G. M. Giles

(37, p. 219), is identical with Xiphocephalus W hitei (see below p. 127).

The Rhabdosoma armatum
.^ recorded in 1888 by Stebbing, is a

Xiphocephalus Whitei. His new species, Rh. brevicaudatum, seems
to be a good species.

Here I propose a new species Xiphocephalus Lilljeborgi.
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The four species to be accounted for are distinguished as shows

the following synoptical table:

A. The second pair of uropoda are shorter than the

last coalesced ural segment. The flagellum of

the first pair of antennae in the male is four-

jointed. The hind corner of the seventh pera3on-

al segment is rounded. The last coalesced ural

segment is longer than the first. The first pair

of uropoda are shorter than the third. The tel-

sou is longer than the pleon and urns together.

B. The second pair of uropoda are longer than the

last coalesced ural segment. The telson is shorter

than the pleou and urus together.

b 1 . The last coalesced ural segment is as long

as, or shorter than, the first.

bb 1. The seventh perœonal segment is

not half as long as the sixth, the

hind corner is produced down-

wards into a crescent-shaped,

sharp-pointed process. The flag-

elhim of the first pair of an-
^

tennte in the male is two-jointed.

The first pair of uropoda are

about as long as the third.

bb 2. The seventh perœonal segment

is more than half as long as the

sixth, the hind corner is ob-

tusely angular, and only feebly

produced. The first pair of uro-

poda are much longer than

the third.

b 2. The last coalesced ural segment is twice

as long as the first. The seventh

periEonal segment is more than half as

long as the sixth, the hind corner is

broadly rounded. The first pair of uro-

poda are longer than the third.

1. X. armatiis.

2. X. Whitei.

3. X. Lilljeborgi.

4. X. brevicaudatus.
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1. XipllOCeplialus armatllH, H. Milnk Edwards, 1840.

PI. VI, fig. 1— 20; and p. L>(), fit;. 2; p. 34, fig. 57, and p. 10 fig. 80.

Dincjii. The head, without the rostrum, is longer than the first six

perseonal segments together. The neck is a little longer

than the ocular region. The rostrum is much longer than

the peraeon and pleon together.

The flagellum of the first pair of anttnince in the male is

four-jointed.

The seventh pe.rœonal segment is about as long as the sixth,

the hind corner is broadly rounded, not produced downwards.

The epimeral of the first pair of perœopoda is tongue-shaped.

The carpal process of the first pair has a single sharp tooth on

the hind margin; the lower hind corner of the metacarpus is

sharp-pointed. The femur of the fifth and sixth pairs is dilated-

The first iiral segment is much shorter than the last coalesced.

The first pair of uropoda are shorter than the third; the se-

cond pair are shorter than the last coalesced ural segment.

The outer ramus of the first pair is nearly half as long as

the inner; the outer ramus of the second pair is scarcely

a fourth part as long as the inner; the outer ramus of the third

pair is diminutive, much shorter than a tenth part of the inner.

The telson is longer than the pleon and urus together.

Colour. White, almost hyaline, with red spots ou the last joints of the legs

and on the uropoda, the eyes are deep red, almost black.

Length. 50—120 mm.
Hab. The tropical region of the Atlantic, the Indian Oci'an the

Pacific.

Syn. I84(h Oxycephalus ariiiatus, H. Milnk Edwards. 7, p. 101.

Khabdosoina ariiiiituin, » A. ADAMsandA.WinTE. 1848. 9,p. 63, pi.

13, fig. 1.

» » » SpenceBate. 1862. 20, p. 334, pi.

54, fig 6

•» » y Th. Streets. 1878 26, p. 288, pi.

2, fig. 7.

» » (e. p.) » C. Claus. 1879. 27, p. 194(51)

» » » » » 1887. 36, p. 74, pi.

26, fig. 1-4.

Rhabdoiiectes annatus, » C. Bovalfjus 1887. 35, p. 39.

18")8. .Uacrocephalus longirosiris, SpenceBate. 18, p 362.
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The original description of H. Milne Edwards runs:

»Tête aussi longue que tout le reste du corps, terminée par un

rostre styliforme très-long, renflée au milieu dans le point occupé par

les yeux, puis rétrécie dans une étendue assez considérable, et renflée

de nouveau à son extrémité postérieure, où se trouve la bouche. Antennes

de la première paire très-petites et terminées par une lamelle ovalaire;

celleg de la seconde paire extrêmement longues et grêles. Pâtes des

deux premières paires extrêmement petites; le premier article de celles des

cinquième et sixième paires étroit et semblable à celui des pâtes pré-

cédentes. Les pâtes de la septième paire paraissent manquer complète-

ment; mais il existe, au point où elles devraient s'insérer, une lamelle

membraneuse semblable à celle fixée près de la base des pâtes précé-

dentes. Portion postérieure de l'abdomen très-étroite; le sixième seg-

ment cylindrique, et terminé par un stylet impair aussi long que le

corps. Les fausses pâtes de trois dernières paires très-grêles, très-

longues, et terminées chacune par deux gtylets. Longueur, environ 1

pouce».

Ail characteristics in this diagnosis, except one, agree exactly

vi^ith the specimen, which has been the type for my description below,

and the characteristics of the rostrum and the telson do not agree with

any other of the forms I have examined. The only characteristic which

at first seems difficult to conciliate with the features in my type spe-

cimen is: »le premier article de celles (pates) des cinquième et sixième

paires étroit et semblable à celui des pâtes précédentes», though if we

take into consideration the fact that Milne Edwards did not try to

mark the distinction between two species of the present genus Xi-

phocephalus, but that between a Xiphocephalus and 0.rycep/ta-

lus piscator, the seeming discrepancy will loose much of its impor-

tance. In comparison with the very broad, almost circular or pear-

shaped femora of the fifth and sixth pairs of perœopoda in Oxyvephabtf^

piscator^ the feebly dilated femora of the same pairs in Xiphocepha-

lus armatus, must be considered as very narrow, but still we must

allow tliat they are somewhat broader than those of the third and fourth

pairs.

In corroboration of my opinion as to the identity of Xipho-

cephalus armatus, H. Milne Edwards, with the present species, comes

the fact that the specimens of Xiphocephalus marked Oxycephaluft ar-

matus and Rhabdosoma armatum in the collection of the »Musée d'Histoire
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naturelle» in Paris were all Xiphocephalus ar m a t us, after my
diagnosis; one of these specimens, that marked aO.vycephalus armatus,

MiKNE Edwards, Quoij et Gaimanli)^ and therefore most likely his ori-

ginal specimen, has been the type for the diagnosis and description

I have given here, and from it the drawing has also been made

(PI. VI, fig. 1).

Adams and White gave no specific description, bnt a good draw-

ing, the first published of this species. A copy of it on a reduced scale

is given below (PI. VI, fig. 14).

Spence Bate in 1858 proposed the new generic and specific name

Macrocephalus longhvstris, taking for his type the very specimen that

was the original of the drawing given in 1848 by Adams and White.

This being the case there is not the slightest doubt as to the identity

of Xiphocephalus armatus with Macrocephalus longirostris.

The description given by Spence Bate in 1862 is very good, and

points out some valuable characteristics, as for instance the carpal pro-

cess of the first pair perœopoda having a secondary tooth on the hind

margin, the sixth pair being shorter than the fifth, and the second pair

of uropoda not being longer than the last ural segment. But with respect

to the first pair of uropoda he is in error, as the original drawing of the

animal, which was made at the capture, clearly shows (PI. VI, fig. 14);

and as Adams and White as early as in 1848 stated that the specimen

then was in bad order there is no wonder that the later drawing and

description are somewhat incorrect.

Th. Street's description of the species, published in 1878, is

valuable, as it records two good specific characteristics, not appreciated

before, namely the form of the under part of the seventh perseonal seg-

ment, and the dilation of the femur of the fifth and sixth pairs of

perseopoda; the accompanying drawing is not good. His contention

for maintaining a Rhabdosoma longirostre, which is based on the incorrect

figure in Spence Bate's Catalogue, pi. 54, fig. 6, has no great weight,

as I have said above. We must rely rather upon the original drawing

from the fresh specimen than upon the later figure made from the same

specimen in a bad state.

Glaus in 1871 (S, p. 155), 1879, and 1887 argued that Bhab-

dosoma Whitei was the male form of Rh. armatum^ and thus his descrip-

Nova Acta Reg. Hoc. Sc. Ups. Ser. III. 16
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tion contained no characteristics of use for the specific distinction. He
asserted further that only the fifth and sixth pairs of peraeopoda were pro-

vided with branchial vesicles, while, as I have shown above, the second,

third, and fourth pairs also have such appendages, but as they are

usually concealed by the projecting lateral parts of the perteonal seg-

ments, i. e. the coalesced epimerals, they may easily escape notice.

In 1887 I gave a short diagnosis of Rhahdonectes armatus^ H.

Milne Edwards, with characteristics fully sufficient to distinguish it

from R. Whitei.

Among the »Challenger» specimens of Xiphocephalids there seem

to be none belonging to the present species.

The bod?/ is much compressed, and is only a little broader in

the female than in the male. The integument is very thin, but hard,

almost vitreous, and perfectly smooth.

The head, without the rostrum, is not fully as long as the perseon.

The neck is about a fourth part longer than the ocular region. The
rostrum is four or five times longer than the rest of the head, needle-

shaped, with two marginal, serrated ridges on the under side; the apex

of the rostrum is sharp-pointed. The rostrum is rather longer in the

adult female than .in the male. The antennal groove is large in the male,

forming a protruding convexity in front of the ocular region; in the female

it is less spacious, and is not visible on the dorsal side of the head.

The first pair of mitennœ in the male (PL VI, fig. 3) are like

that pair in Oxycephalidce^ having the second and third pedunclar joints

almost fused and the last three joints of the flagellum together not half

as long as the under margin of the first flagellar joint. In the young
male the first pair are very like that in the young of Oocycephalus

piscator. In the female this pair (PI. VI, tig. 4) consist of a two-jointed

peduncle, and a long single flagellar joint, which is almost spindle-shaped,

and set with long olfactory hairs. The second pair in the adult male

reach, when folded, to the front wall of the antennal groove; the joints

are straight, and have the under margin fringed with short hairs.

The mandibles are comparatively small, and want a molar tubercle;
'

the mandibular palp in the male is very long, its first joint being a little

longer than the first joint of the second pair of antennœ; the second

and third joints ave very short, subequal in length.
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The perœon. The first segment is two-thirds as long as the sec-

ond; the third, fourth, fifth, and sixth are equal in length; the seventh

is only a little shorter than the sixth.

The epimeral of the first pair of perœopoda (PI. VI, fig. 6) is

free from, and articulating with, the first segment; it is deeper than long,

evenly rounded, almost tongue-shaped, and has the front margin serrated.

The epimerals of the following pairs are coalesced with the correspond-

ing segments ; those of the second, third, fourth, and fifth pairs have the

imder margin almost straight and sligthly serrated, and the corners ob-

tusely rounded ; that of the sixth pair has the hind portion somewhat
deeper than the front part, and circularly rounded; the epimeral of the

seventh pair (PI. VI, fig. 5) has the under margin dumbbell-shaped, as

Streets justly remarks (26, p. 289), the hind portion being less deep

than the front part, and circularly rounded.

The branchial vesicles are very large, tumid, elongate-eggshaped.

and attached to the second, third, fourth, fifth, and sixth pairs of perfeo-

poda in the male, as well as in the female; that of the second pair is

longer than the whole leg, those of the following pairs are a little shorter

than the corresponding femora; those of the fifth and sixth pairs are

thicker, and more tumid, than the preceding.

The perceopoda. The first pair (PL VI, fig. 7, and p. 34, fig.

57) are very short, and are, when folded up, almost concealed by

the large epimeral; the carpus is very broad; the carpal process is

triangular, much longer than the stem of the carpus, and has a large

sharp tooth at the middle of the hind margin; the front margin is ser-

rated, and is much longer than the hind margin of the metacarpus,

reaching about to the apex of the dactylus; the hind portion of the

metacarpus forms a thin sharp edge, and has the lower corner triangular-

ly produced and sharp-pointed; the dactylus is stout, curved, and about

three-fourths as long as the metacarpus. The second pair (PL VI,

fig. 8) are a little longer than the first, and have the carpus com-

paratively less dilated; the carpal process is somewhat curved, and

reaches fully to the apex of the dactylus. The third and fourth

pairs (PI. VI, fig. 9) are similar in shape, but the fourth is somewhat

longer; the femur is linear, about five times as long as broad; the tibia

is longer than the femur, is linear in the male, and often also in the

female, being about five or six times as long as broad; but in the ovi-

gerous female the joint is more or less inflated, containing highly de-

veloped glands. The femur of the fifth pair is a little dilated, being
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however four oi' four and a half times as long as broad; that of the

sixth pair (PI. VI, fig. 10) is more dilated, being about three and a

half times as long as broad; the tibia and carpus are narrow and linear

in the male and in the not ovigerous female, but much inflated in the

female which carries eggs. The seventh pair consist of a single

bladder-like joint, which is broader below.

The pleon is about as long as the pera^on, and is dorsally carinat-

ed. The under margin of the segments is feebly curved, the hind

corner is sharp-pointed, but scarcely produced.

The unis is about as long as the last two pleonal segments

together; the first ural segment is thicker, and considerably shorter,

than the last coalesced segment. On the under side of the segments

run two marginal, serrated ridges.

The first pair of uropoda (PI. VI, fig. 11) in the adult male and

female are considerably shorter than the last pair, and do not reach to

the middle of that pair; they are more than twice as long as the second

pair, and have the inner ramus about half as long as the outer. The
second pair (PI. VI, fig. 12) do not reach beyond the apex of the

last coalesced ural segment, and have the outer ramus a fourth part as

long as the inner, which is about a sixth part as long as the peduncle.

The third pair (PI. VI, fig. 13, and p. 80, fig. 40) are much shorter

than the telson, and have the outer ramus very diminutive being shorter

than a twelfth part of the inner.

The telson is straight, sharp-pointed, and has serrated margins;

it is much longer than the pleon and urus together.
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2. Xiphoceplialus Whitei, Spence Bate. 1862.

Tlic name \va.s given by 8i>exce Bate in honmir ol" Mr. Aha.m White

PI. YII, 1—20; and p. 24, fig. 13-17; p. 26, fig. 24; p. 28 fig. 32; p. 2'J, fig. 45; p.

30, fig. 46 and 47; p. 31, fig. 48 and 49; p. 35, fig. 63 and 64; ]^. 40, fig. 78,

79, 81, and 82; p. 42, fig. 83 and 85; p. 43, tig. 86; and p. 129, fig. 87.

Diagn. The head^ without the rostrum, i.s as long as the first six

pera^oiial segments together. Tlie neck is a little longer

than the ocular region. The rostrum is shorter than the

perîEon and pleon together.

The tlagellum of the first pair of antennce in the male is two-

jointed.

The seventh perœonal segment is not half as long as the sixth;

is crescent-sliaped, sharp-pointed, and produced downwards.

The epimeral of the first pair of perceopoda is obtusel}^ crescent-

shaped, and projects forwards. The carpal process of the

first pair is smooth, without tooth on the hind margin; the

lower hind corner of the metacarpus is sharp-pointed. The
femur of the fifth and sixth pairs is narrow, not dilated.

The pleon is dorsally carinated.

The first ural segment is as long as, or longer than, the last

coalesced segment.

The first pair of uropoda are about as long as the third; the

second pair are longer than, the last coalesced ural segment,

but shorter than the third pair. The outer ramus of all the

three pairs is more than half as long as the inner.

The lelson is a little longer than the last pair of uropoda,

and is shorter than the urus.

Colour. Yellowish white.

Length. 35—75 mm.
Hab. The Southern tropical and subtropical regions of the At-

lantic; the Indiau Ocean; the tropical regions of the

Pacific.
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Syn. 1841. Oxycephalus armatus, [H. Milne Edwards]. Eydoux and

» SOULEYET. 8, p. 267, pl.

4, fig. 13-32.

Bhabdosoma ai'iuatum, » C Claus. 1S71. 23, p. 155.

» » » » 1879. 27, p. 197 (51).

» » » » 1887. 36, p. 74, pl.

25, fig. 1-6,

pl. 26, fig. 5.

» Th. Stebbing. 1888. 39, p. 1607.

1862, Rhabdosoma Whitei, ') Spence Bate. 20, p. 345, pl.

» » » Th. Streets. 1878. 26, p. 287, pl.

2, fig. 6.

Rhabdonectes » » C. Bovallius. 1SS7. 35, p. 39.

1887. Rhabdosoma investigatoris, G. M. Giles. » 37,p. 219,pl.4.

The original description of Spence Bate in 1862 was fully suf-

ficient for the identification of his species. I give here the most im-

portant passages of it.

» Sixth segment of the pleon (= the last coalesced ural seg-

ment) not longer than the preceding. • First pair of gnathopoda

having the coxa (= the epimeral) anteriorly produced to an obtuse point;

carpus broadly infero-anteriorly produced as far as the inferior angle

of the propodos; propodos short, stout, inferior angle anteriorly pro-

duced; dact3dos long, arcuate, capable of antagonizing at the apex with

the extremity of the carpus only. Second pair of gnathopoda much

longer than the first; carpus infero-anteriorl}^ produced beyond the ex-

tremity of the propodos, the process being slender and curved, terminat-

ing in a fine point; propodos increasing towards the distal extremity,

inferior angle slightly anteriorly produced; dactylos arcuate, antagonizing

at the extremity with the apex of the carpus. Pereiopoda gradually in-

creasing in length posteriorly, the fourth pair being the longest; fifth

obsolete. Antepenultimate pair of pleopoda reaching to half the length

of the ultimate; peduncle having the outer margin coarsely, the inner

finely serrated; penultimate pair originating ou the inner side of the

preceding, and longer than the sixth segment of the pleon (= the last

coalesced ural segment); peduncle having the outer margin coarsely, the

inner finely serrated ; ultimate pair nearly as long again as the sixth

1) Spence Bate, in his pubiicatiou of 1861 (19, p. 15, pl. 1, fig. 4) gave

a drawing f)f the animal, and mentioued the name Rhabdosoma Whitei., but only in

the explanation of the plates, and without the slightest description.
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segment of the pleou; poduucle having both margins coarsely serrated;

rami short, sharp, lanceolate, serrated. Telson cylindrical, reaching

beyond the extremity of the ultimate pair of pleopoda, terminating ob-

liquely in a fine pointu.

From the earlier publication of Eydoux and Souleyet I give the

diagnosis and parts of the detailed description:

»Oxj'^cephalus, corpore perangusto, elongatissimo, pellucido et roseo;

capite longo, antice rostro longissimo et acuto terrainato; ultimis seg-

mentis abdominis longis, augustis et spinosis; ultimo perlongo et acuto».

3)La tête, moins longue d'un tiers environ que le reste du corps,

est un peu rétrécie après sa naissance et de forme cylindrique; elle pré-

sente ensuite un renflement allongé sur lequel se trouvent les yeux qui

sont grands, ovalaires, non saillants, et qui ne se distinguent du reste

de la tete que par les facettes dont ils sont composés; après cette por-

tion renflée, la tête se rétrécit en un rostre styliforme très-grêle et très-

aigu à son sommet, qui est à peu près deux fois aussi long qu'elle. En
dessous de la base de ce rostre, en avant des yeux et dans une fossette

assez profonde, se trouvent les antennes supérieures ou de la première

paire, qui sont courtes, recourbées, composées de trois articles dont le

second est très-grand, arqué, cilié en dehors, dilaté au bout et portant

le troisième article, qui est très-petit et z-udimentaire, au milieu de sou

bord antérieur. Dans les femelles, cette antenne est également composée

de trois articles, mais qui sont d'une forme tout à fait différente; c'est

le deuxième article qui est le plus petit, et le troisième, qui est le plus

grand, est de forme ovalaire et cilié à son extrémité seulement.

Immédiatement après les parties que nous venons de décrire (=
les antennes inférieures), vient le tubercule buccal contre lequel sont

appliquées deux paires de petites pattes didactyles, auxquelles font suite

quatre autres paires de pattes ambulatoires assez longues, grêles et

uniformes dans les mâles, à articles basilaires^) plus ou moins renflés

chez les femelles. Le dernier segment thoracique est beaucoup plus

court que les autres, dans les deux sexes, et dépourvu de la paire de

pattes qu'il porte chez les Amphipodes voisins et même chez l'Oxycephale

océanique; il présente seulement, en dedans, une petite lamelle arrondie

1) This statement, that the femur of the third, fourth, fifth, and ^ixth

pairs of perœopoda iu the female is inflated as well as the tibia and carpus,

may very likely be riglit, though I have not observed this feature in anv of the

species.
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qui ne déborde pas ses parois latérales et qui semble être le vestige de

la dernière paire de pattes. Les autres pattes portent en dedans et à

leur base, des grandes lamelles ovalaires, placées longitudinalement sur

les cotés des segments thoraciques et qui, en se croisant par leurs

bordes, servent de réceptacle aux oeufs et aux jeunes. L'abdomen est

composé de six segments dont les trois premiers sont assez grands et

portent chacun une paire de fausses pattes courtes, à tige très-large et

terminée par deux filets ciliés. La queue est formée par les trois articles

suivants qui sont allongés, minces, cylindriques, épineux en dessus et

en dessous, les épines supérieures étant beaucoup plus petites que les

inférieures; les deux premiers portent à leur extrémité postérieure de

fausses pattes à tige très-longue et très -grêle, et terminées chacune par

deux filets ciliés et fort courts'), le dernier"), aussi long que le précé-

dents, se termine en pointe aiguë.»

»— — — les jeunes Oxycéphales sont très-différents des adultes

et ont une assez grand ressemblance avec le genre Pronoé.f)

This description and the excellent drawing clearly prove that the

animal examined by Eydoux, Souleyet, and Guérin-Méneville was a

Xiphoceph alus Whitei and not a X, armatus.

The description given by Streets in 1878 agrees, in the charac-

teristics recorded by him, with the features shown in the specimens

which have been the tj'pes for my desription below.

Moreover the short description of Rhahdosoma annatum given by

Stebbing in 1888 shows that his specimens A, B and C must be referred

to Xiphocep halus Whitei.

Lastly I must refer to the new species Rhahdosoma investigatoris

proposed by G. M. Giles in 1887. He does not give any description

of the species but a very good drawing which is reproduced here on

a somewhat reduced scale. Notwithstanding the differences, which he

points out under five heads, at least the specimen figured is a true Xi-

phocephalus Whitei, as is easily seen on a comparison with the

drawing of an adult male given below (PI. VII, fig. 9). Giles erroneously

considers the specimen figured by him to be an adult female, and says:

1) They do not mention the second pair of uropoda although this pair are

distinctly given in their drawing.

2) The telsou.
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(37, p. 220) »The male differs further in the inferior antennfe being

much shorter, and the mandibuhir appendage correspondingly diminished.»

It is clear therefore that both his specimens are males.

,Fiy. Ä7. Rhalido.ioma investiijatoris, GILES. Reduced copy from G1LE8, 37, pi. 4, fig. 1.

The head, without the rostrum, is quite as long as the first six

perasonal segments, in the male as well as in the female. The neck is

more than a third part longer than the ocular region. The rostrum is

about twice as long ae the rest of the head, or in the female a little

longer; the under margins are serrated. The antennal groove is like

that in the preceding species.

The first pair of antennœ in the male (PL VII, fig. 10) have a

two-jointed flagellum; the second joint (PI. VII, fig. 11) is shorter than

a third part of the under margin of the first flagellar joint. In the

female this pair (p. 26, fig. 24) have a single-jointed flagellum, which is

almost globular at the apex. The first joint of the second pair in

the male is the longest, the fifth joint is diminutive.

The epistoma (p. 28, fig. 32) is more protruding than in Xipho-

cejihalus armatus, and is armed with a sharp-pointed, process in the middle.

The pe.rœon (p. 30, fig. 46 and 47) The first segment is about

half as long as the second; the seventh is not half as long as the sixth.

The epimeral of the first pair of peraeopoda is free and articulating

with the segment; it is crescent-shaped, with the anteriorly projecting

corner obtuse (PI. VII, fig. 13). The following epimerals are coalesced

with the corresponding segments; those of the second, third, and fourth

pairs have the under margin very slightly bilobed, with broadly rounded

corners; that of the fifth pair has the hind part very deep and broadly

rounded; that of the sixth pairs has also the hind part very deep

rounded in front and behind, and with a feebly projecting angle at the

Nova Acta Reg. Soc. So. Ups. Ser. III. 17
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middle (p. 30, fig. 47). The epimeral of the seventh pair has the front

corner feebly rounded and the hind part deeply projecting downwards,

almost crescent-shaped, with the sharp-pointed apex directed straight

downwards. On the manner of bearing the eggs and young see above

p. 31 and 43, and also PI. VII, fig. 20.

The branchial vesicles (p. 30, fig. 46) are like those in Xiphoce-

phalus armatus^ and are attached to the second, third, fourth, fifth, and

sixth pairs of peraeopoda in the male as well as in the female.

The perœopoda. The first pair (PL VII, fig. 15) have the carpus

comparatively broader than in the preceding species; the carpal process

is broadly triangular; the hind margin is entirely smooth, without tooth;

the front margin is serrated, and is much longer than the hind margin

of the metacarpus, reaching beyond the apex of the dactylus; the hind

portion of the metacarpus is produced at the lower corner into a sharp-

pointed angle; the dactylus is curved, and is about half as long as the

metacarpus. The second pair (PI. VII, fig. 16) are much longer than

the first; the carpal process reaches a little beyond the apex of the

metacarpus, but does not attain the apex of the dactylus. The third

and fourth pairs are similar in shape and equal in length; the femur

is narrower at the base than at the apex; the tibia is longer than

the femur, linear in the male and in the not ovigerous female, but in-

flated, as well as the carpus, in the female which carries more or less

developed eggs. The fifth and sixth pairs are similar in shape and

subequal in length, the sixth sometimes being a trifle longer than the

fifth; the femur is longer than in the two preceding pairs, narrow and

linear, about ten or eleven times as long as broad, and a little longer

than the tibia; the tibia and carpus are inflated in ovigerous females

(p. 42, fig. 85), as I have said above, but linear in the other individuals;

the not inflated carpus and the metacarpus of the sixth pair are armed on

the front margin with peculiar comb-like sets of spines or bristles fixed

on ovate discs (see above p. 35—36 and p. 35, fig. 63—64); the meta-

carpus is longer than the carpus, and the dactylus is more than a third

part as long as the metacarpus. The seventh pair consist of a single,

evenly rounded, bladder-like joint.

The pleon is carinated; in the male it is considerably longer than

the perseon; in the female it is scarcely longer than the last six perseonal

segments together. The under margin of the pleonal segments is strongly

convex or rather protruding, the hind corner is produced into a tolerably

long and sharp-pointed process.
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The urns is about as long as the whole pleoii
; in the female it

is a little longer; the first ural segment is about as long as, or longer

than, the last coalesced segment. Both segments are serrated on the

under side.

The first pair of uropoda (PI. VII, fig. 18) are about as long

as the last pair, and reach fully to the middle of that pair; the first

pair are less than a third part longer than the second pair, and have

the inner ramus only a little longer than the outer. The second pair

(p. 40, fig. 78) reach beyond the apex of the last coalesced ural segment,

and have the outer ramus only a little shorter than the inner. -The

third pair (p. 40, fig. 79) are distinctly shorter than the telson, and-

have the outer ramus somewhat more than half as long as the inner

(p. 40, fig. 81).

The telfson (p. 40, fig. 82) is sharp-pointed, and sometimes obli-

quely bent at the apex; it is considerably shorter than the urus.

3. Xiplioceplicalus Lilljeborgi, n. sp.

The name is giveu in honour of Professor Wilhelm Lilxjeboeg of Upsala.

PI. VII, fig. 21—24.

Diagti. The head, without the rostrum, is a little longer than the

first five pera3onal segments. The neck is scarcely longer

than the ocular region. The rostrum is fully as long as the

person and pleon together.

The seventh perœonal segment is more than half as long as

the sixth; the hind corner of the epiraeral is somewhat
produced downwards, and is obtuse at the apex.

The epimeral of the first pair of jJ^rœopoda is obtusely tri-

angular. The carpal process of the first pair is armed with

two small teeth on the hind margin; the lower hind corner

of the metacarpus is rounded. The femur of the fifth and

sixth pairs is narrow, not dilated.

The pleon is dorsally smooth, not carinated.

The first ural segment is as long as the last coalesced

segment.

The first pair of uropoda are considerably longer than the

third, the second pair are much longer than the last coalesced



132 Carl Bovallius, The Oxycephalids.

Ural segment, and are nearly as long as the third pair. The
outer ramus of the first two pairs is nearly as long as the

inner; the outer ramus of the third pair is not half as long

as the inner.

The telson is about as long as the last pair of uropoda, and

is as long as the urus.

CoLOUH. Light red all over the body.

Length. 45—60 ram.

Hab. The tropical region of the Atlantic, at Lat. 17" 30' N., Long.

37" 5' W.

Xiphocephalus Lilljeborgi differs from the other species in

the form of the first pair of perseopoda and their epimerals, in the form and

length of the seventh perseonal segment, in the length of the first pair

of uropoda, and in the relation between the rami of all the three pairs.

The perœon. The first segment is about two-thirds as long as the

second; the seventh is scarcely a fourth part shorter than the sixth.

The epimerai of the first pair of pereeopoda is deeper than long,

obtusely triangular, with the apex directed straight downwards. That

of the seventh pair has the hind corner a little projecting downwards,

with the apex obtuse.

The perœopoda. The carpal process of the first pair (PI. VII,

fig. 23) is triangular, armed with two low teeth on the hind margin, and

provided with two or three broad teeth on the front margin, which is a

little longer than the hind margin of the metacarpus, but does not attain

the middle of the dactylus; the hind margin of the metacarpus is pro-

duced at the lower corner into a rounded and serrated process; the

dactylus is strongly curved, and is quite as long as the metacarpus.

The second pair (PI. VII, fig. 24) are much longer than the first;

the carpal process is very slender and sharp-pointed, reaching far beyond

the apex of the metacarpus, and beyond the middle of the dactylus.

The third and fourth pairs are similar in shape and equal in length;

the tibia is about as long as the femur. The fifth and sixth pairs

are sinilar in shape, but unequal in length, the sixth pair being distinctly

longer than the fifth; the metacarpus is scarcely longer than the carpus.

The single joint of the seventh pair is almost truncated at the apex.

The pleon is not carinated, and is longer than the whole peraeon.

The under margin of the segments is convex; the hind corner is feebly

produced and sharp-pointed.
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The urus is scarcely longer than the last two pleonal segments

together, and is thicker, and more robust, than in the two preceding

species. The first segment is quite as long as the last coalesced

segment.

The first pair of uropoJa are about a fifth part longer than the

last pair, and reach far beyond the middle of that pair; the first pair

are more than, a third part longer than the second, and have the outer

ramus about as long as the inner. The second pair reach far beyond

the apex of the last coalesced ural segment, and have the outer ramus

only a little shorter than the inner. The third pair reach almost to

the apex of the telson, and have the outer ramus not half as long as

the inner.

The telson is comparatively thick, is straight and sharp-pointed,

and is quite as long as the urus.

4. Xipliocephalus brevicaudatus, Th. Stebbing, 1888.

X.

i

I»
Diagn. The head^ without the rostrum, is longer than the whole perteon.

The neck is a third part longer than the ocular region. \^
The seventh perœo7ial segment is only a little shorter than

the sixth; the hind part of the epimeral is somewhat deeper

than the front part, and is broadly rounded.

The epimeral of the first pair of perœopoda is as deep as

long (?), with rounded corners. The carpal process of the

first pair is finely denticulated on the hind margin; the lower

hind corner of the metacarpus is squared. The femur of

the fifth and sixth pairs is moderately dilated.

The pleon is dorsally smooth, not carinated (?).

The first ural segment is half as long as the last coalesced

segment.

The first pair of uropoda are much longer than the third;

the second pair are much longer than the last coalesced

ural segment, and are quite as long as the third pair. The
outer ramus of the first pair is about half as long as the

inner; that of the second pair is not a sixth part as long

as the inner; that of the third pair is minute, not a tenth

part as long as the inner.
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Colour. ?

Length. »The .specimen outstretched measured four-fifths of au inch, the

rostrum being brolien» (Stebbing).

Hab. »North Atlantic, Lat. 10" 55' N., Long. 17» 46' W. .surface.

— — One specimen, female» (Stebbing).

Si/ii. 1888. Rhabdosoina brevicaudatuiii, Th. Stebbing 39, p. 1612, pi. 208.

Xiphoeephalus brevicaudatus comes near to A', armatiis in

the form of the first and seventh perfeonal segments, in the somewhat

dilated femora of the fifth and sixth pairs, in the short first ural seg-

ment, and in the very short outer rami of the uropoda; to A'. Lillje-

borgi it shows rehitionship in the form of the first pair of perœopoda,

and in the length of the peduncle of the first two pairs of uropoda.

From all the other species it is easily distinguished by the serration of

the hind margin of the carpal process in the first pair of peraeopoda.

For further details I refer the reader to Stebbing's work.
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of genera and si)ecies.

The names in italien arc synonyms; the big fii;!:ures ^we tlic p;ige whore the

genns or species in question is more or less fully described.&

Calamorhynchus p. 7, Ki. 72.

„ pellucldus „ 7, 73.

„ rigidus » U, 74.

Carcinornis „ 6.

„ acutirostris „ 6.

„ inflaticeps „ 6.

Cranocephalus „ 11, 47, 94.

„ Goes! „ 11, 95.

Cheiropristis messanensis „ 9.

Dorycephalus „ 11, 46, 75.

„ ambobus „ 79.

„ Lindstroemi » 10, 76.

Erpetoramplms „ 4.

„ Costce „ 4.

Glossocephalus „ 9,47,105.

„ Milne-Edwarsi „ 9, 106.

„ spiniger , 9, 108.

Leptocotis „ 7, 47,110.

„ ambobus „ 11, 79.

„ Lindstroemi „ 10, 76.

„ mindanaonis „ 11, 94.
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Fig. 1-7. Simorhynohotus LUljcborgi. Fig. 8-18. O.xycephalus plscator. Fig. 19—34. O.xyoephalus Clausi.
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Oxycephalus Clausi, 0. tuterculatus, 0. pectinatus, 0. latirostris, Tullbergella

cuspidata, Galamorhynclius pellucidus and Dorycephalus Lindstroemi.



PLATE IL

Oxycephalus Clausi, C. Bovallius.

Fig. I. The iirus, cJ. (Drawn by the author.)

Oxycephalus tuberculatus, Spence Bate.

Fig. 2. The animal from the side. (Facsimile from Spence Bate, 20.)

„ 3. The second pair of perœopoda. „ „ „ „

Oxycephalus pectinatus, C. Bovallius.

Fig. 4. The head from above, cS- (Drawn by A. M. Westebgren.)

„ 5. The first pair of perieopoda, (J. „ „ „

„ 6. The second „ „ „ (j'. „ „ „

Oxycephalus latirostris, Claus.

Fig. 7. The female from the side. (Drawn by the author.)

„ 8. „ „ „ „ „ (Reduced copy from Claus, 36.)

„ 9. The first pair of perteopoda, ç. (Drawn by the author.)

„ 10. The second „ „ „ ç. „ „ „ „

„ 11. The dactylus of the seventh pair of pei'œopoda, ç.

„ 12. The urns, ç.

Tullbergella cuspidata, C. Bovallius.

Fig. 13. The second pair of perœopoda, c?. (Drawn by the author.)

Calauiorhynchus pellucidus, Th. Streets.

Fig. 14. The head from above, ç. (Facsimile from Street.s, 20.)

„ 15. The second pair of perajopoda, o.
,, ^^ „ ^,

Oorycephalus Lindstroeuii, C. Bovallius.

Fig. 16. The female from the side. (Drawn by the author.)

„ 17. The second pair of perœopoda, J. „ „ A. M. Westergren.)

„ 18. The seventh „ „ „ (5'- „ „ the author.)
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Fig. 1. Oxyoephalus Clausl. Fig. 2—3. Oxyoephalus Uiberoulalus. Fig. 4—6. Oxycephalus pectinatus. Fig. 7—12. Oxycephalus

laliorstns. Fig. 13. Tullbergella cuspidala. Fig. 14, 15. Calamorhynchus pellucidus. Fig. IE—18. Dcrycephalus Lindstroemi.
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Dorycephalus Lindstroemi, Streetsia Steenstrupi, S. pronoïdes,

and S. carinata.
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Doryceplialus Liiulstroemi, C. Bovallius.

Fig. 1. The male from the side. (Drawn by A. M. Westergken.)

Streetsia Steenstriipi, C. Bovallius.

Fig. 2. The male from the side (Drawn by A. M. Westergken.)

„ 3. The first pair of antennae, cJ. „ „ „

„ 4. The dactylus of the fourth pair of perœopoda, (j'. „ „ „

„ 5. The carpus and metacarpus of the -sixth pair

of perseopoda, <S. „ „ „

„ 6. The urus, S- » » the author).

Streetsia proiio'ides, C. Bovallius.

Fig. 7. The female from the side. (Drawn by the author.)

„ 8. The first paii of perseopoda, ç. „ „ „ „

„ 9. The second „ „ „ q. „ „ „ „

„ 10. The sixth „ „ „ ç.

„ 11. The seventh „ „ „ ç.

„ 12. The urus „ „ „ ç.

Streetsia carinata, u. sp.

Fig. 13. The first pair of perœopoda, ç. (Drawn by the author.)

„ 14. The second „ „ „ ç. „ „ „ „

„ 15. The urus „ „ „ ç. „ „ „ „

»
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Streetsia carinata, n. sp.

Fig. 1. The female from the side. (Drawn by the author.)

„ 2. The head from above, ç. n » )> V

Streetsia longiceps, C. Claus.

Fig. .3. The female from the side. (Reduced copy from CtAus, 36.)

Streetsia porcellus, C. Claus.

Fig. 4 The female from the side. (Reduced copy from Claus, 36.)

„ 5. The first pair of perseopoda, ç. „ „ „ „ „

„ 6. The second „ „ „ ç. „ „ „ „ „

CraiiocepliaiUS Goësi, n. sp.

Fig. 7. The male from the side. (Drawn by the author.)

„ 8. The first pair of antennae, (^. „ „ „ „

„ 9. The second pair of perœopoda, cf. „ „ „ „

Stebbingella typhoïdes, C. Claus.

Fig. 10. The male from the side. (Reduced copy from Clau.s, 36.)

„ 11. The animal from above. „ „ „ ,, »

„ 12. The second pair of perseopoda. „ „ „ „ „

Stebbingella sclerotica, Th, Streets.

Fig. 13. The male from the side. (Facsimile from Streets, 26.)

„ 14. The head of the female.

„ 15. The first pair of perseopoda.

„ 16. The second „ „ „

w
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Fig. 1—:2. Streetsla carinala. Fig. 3. Slreetsia longiceps. Fig. 4-6. Streetsia porcellus. Fig. 7-9. Cranccephalus Goesi.

Fig. 10—12. Stebbingella typhoides. Flg. 13—:6. Stebblngella sclerotica.
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PLATE V.

Stebbingella Théeli, Grlossocephalus Milne-Edwardsi, G-. spiniger, Leptocotis

tenuirostris, and L. spinifera.
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Stebbingella Tliéeli, n. sp.

Fig. 1. Tlic male from tlie sido. (Drawn by A. M. Westergren)!

„ 2. Tlie first pair of perseopoda, cj. „ „ the author).

„ 3. The second „ „ „ c^. „ „ „ „

„ 4. The urus, cJ- „ „ „ „

Glossoceplialiis Milne-Edwardsi, G. Bovallius.

Fig. 5 The male from the side. (Drawn by A. M. Westergren).

Glossocephalus spiniger, C. Bovallius.

Fig. 6. The female from the side. (Drawn by the author).

„ 7. The head from above, ç. „ „ „ „

„ 8. The first pair of perteopoda, ç. „
„ 9. The second „ „ „ ç. „ n

Leptocotis tenuirostris, C. Glaus.

Fig. 10. The male from the side. (Reduced copy from Claus, 36).

,, 11. The first pair of antennaj, çj. „ „ „ „ ,,

r? The o,, i_/. -LUC „ „ „ „ V ,j )> n >, «

„ 13. The J, „ „ perseopoda, cJ- „ „ „ „ „

,, 14. The second „ „ ,, rf. •

Leptocotis spiiiifera, Th. Streets.

Fig. 15. The male from the side. (Facsimile from Streets, 26).

„ 16. The head of the female from the side. „ „ „ „

„ 17. The second pair of perasopoda. „ „ „ „
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F'g. 1—4. Stebbjngella Théeli. Fig. ö. GlüSäocephaUis Milne-Edwardsi. Fig. 6—9. Glossocephalus spiiiiger. Fig. 10—14.

Leptocotis tenuirostris. Fig. 15—17. Leptocolis splnifera.
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Fig. 1. The

2. The

3. The

4. „

5. The

6. The

7. The

8. The second

9. The

Xiplioceplialus armatus, H. Milne Edwards.

(Drawn by the author).female from the side,

male „ „ „

first pair of antennae, cf.

Il » J! » Ç-

last two perseonal segments, J,

epimeral of the first pair, J'.

first pair of perseopoda, <S.

(Drawn by A. M. Westergben).

the author).
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Xiphocephalus Whitei and X. Lilljeborgi.



PLATE VII.

Xiphocephalus Whitei, Spenoe Bate.

Fig. 1.

„ 2.

„ 3.

„ 4.

„ 5.

„ 6.

„ 7.

„ 8.

„ 9.

„ 10.

„ 11.

„ 12.

„ 13.

„ 14.

„ 15.

„ 16.

„ 17.

„ 18.

„ 19.

„ 20.

The male from the side

The

The first pair of antennae, cî-

The „ „ „ perseopoda, J'.

(Reduced copy from Eydüux and Souleyet, 9).

(Facsimile from Spence Bate, 20).

The second

.

cT-

The female from the side.

The first pair of pera;opoda, ç.

The second „ „ „ p.

The male from the side.

The first pair of antennte, J'.

The second flagelhvr joint of the same pair, ^.

The last two joints of the mandibular palp, (5'.

The epimeral of the first |)air of perseopoda, (^.

The front end of the same, J.

The first pair of ppra^opoda, ç.

The second „ ,, ,, ç.

The seventh „ „ „ J.

Tiie first „ „ uropoda, j'.

The apex of tiie inner raunis of the second

pair of uropoda, tS-

The female from the side.

(Facsimile from Streets, 26).

(Drawn by the author).

(Drawn lîy A. M. Wbstergren).

the autlior).

A. M. We,stekgren).

tlie author).

A. M. Westergren).

the author).

Xiphocephalus LilljelbfOrgi, n. sp.

Fig. 21. The female from the side.

„ 22. The first pair of antenn», ç.

„ 23. The „ „ „ jjerseopoda, ç.

„ 24. The second „ „ ,, o.

(Drawn by the author).
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De la convergence du développement analytique de la fonction

elliptipe p(u ; g, ; gj et du calcul de la valeur de l'argument

u, la valeur de la fonction p(u) étant donnée.

Le but principal de ce memoir étant d'exposer une nouvelle mé-

thode de calculer approximativement la valeur de l'argument i«, à l'aide

seulement du développement analytique de la fonction p(;u
; g.^ ; /./3), il

faut commencer par chercher les limites de l'espace de convergence de

ce développement, c'est à dire les conditions auxquelles doivent satis-

faire les coefficients mêmes g^ et _</3, afin que le développement suffise

pour calculer la valeur de la fonction p{u)^ lorsque Ton connaît la va-

leur de l'argument u. En effet, nous ferons voir, que le développement

analytique de la fonction |jO<) est aussi commode pour le calcul indirect

de la valeur de l'argument r«, la valeur de la fonction j) (it) étant donnée,

que pour le calcul direct de la valeur de la fonction ])(^u) elle-même,

lorsque l'on connaît la valeur de l'argument m. Ainsi, le développement

analytique de piii
; g^ ; 5/3) étant une série ordinaire de g^ , 173 et de

l'argument u, plus la valeur de u est petite, plus la série est commode

pour calculer la valeur de p(îi) — et vice versa. D'ailleurs, l'espace de

convergence étant dépendant des pôles de la fonction ^9 (if), plus on saura

restreindre l'espace du développement analytique nécessaire pour le calcul

direct ou indirect, plus le calcul sera commode. Voilà pourquoi la réduc-

tion du cercle de convergence du développement analytique de la fonction

li{u) doit précéder la recherche des conditions auxquelles doivent satis-

faire les coefficients g^ et (/3, afin que le calcul suivant soit commode.

Nova Acta Reg. Soc. Se. Ups. Ser. 111. 1
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§ 1-

Réduction du cercle de convergence du développement analytique de la

fonction elliptique p(iu ; y.^ ; y^) nécessaire pour le calcul direct de la

valeur de pi'i ; y.^ ; y^')^ la valeur de l'argument u étant donnée.

Soit

dx
(1) u=r-£^=r-=

+ ABa:^ + 6 Cx^ -\-4:Dx-\- E

Cette intégrale est immédiatement transformée dans la forme

spéciale

(2) u =

d'où

(3) {^J=4s-^-y,s-y,.^)

La transformation de l'intégrale (1) dans la forme (2) se fait en

employant les trois formules données par M. Weierstrass dans le cours

de sa théorie des fonctions elliptiques

_ ]/R, (x,) ]/R, Çv) + R, (x,) + y, R\ (.x.Xx - xj R\ (x„)

2ix-x,y "^ 24

y^^ AE+ 3C'-4:BD

y, = ACE + 2£Cn - AD' - B'

E

- C .

Par la première de ces formules on trouve la valeur de la limite

supérieure de l'intégrale (2), en y substituant pour x la valeur de la

limite supérieure de l'intégrale (1). La deuxième et la troisième des

formules donnent immédiatement les valeurs des constantes y^ et y^.

1) Voir: Formeln und Lehrsäfxe zum Oebrauche der elliptischen Functionen.

Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn Professor K. Weierstrass bear-

beitet und herausgegeben von H. A. Schwarz. Göttingen 1881, 2 . . . . — Page 12.



De la convergence du DÉVELOPPEM. ANALYT. de la FONCT. ELL. p{u) etc. 3

L'avantage précieux de cette méthode de transformation des inté-

grales elliptiques, donnée par M. Weierstrass, consiste en ce qu'elle

dispense de la solution numérique de l'équation Ä^(.r) = 0, travail ordi-

nairement très-tédieux. La métliode donnée par M. Weierstrass pour

calculer la valeur a de l'intégrale (2), et dont nous citerons plus tard

les formules, exige la solution de l'équation 4:S^ — y^s — g^ = , ce qui

est naturellement beaucoup plus commode que de résoudre l'équation

L'objet principal de ce memoir sera de proposer une nouvelle

méthode de calculer la valeur a de l'intégrale elliptique (2), méthode
qui dispense môme de la solution numérique de l'équation 4.9^ (/, .s;

_9j, = 0, et d'examiner dans quels cas cette méthode sera applicable

et à préférer.

De même que u est une fonction de la limite supérieure s de l'in-

tégrale elliptique (2), s est une fonction de la quantité u. Cette fonction

elliptique de u , s = piii) , introduite dans l'analyse par M. Weierstrass

et définie par les équations normales (2) et (3), est la plus simple et la

plus importante de toutes les fonctions elliptiques, et par laquelle on

peut exprimer toutes les autres fonctions elliptiques, celles de plus haut

degré par l'équation ')

(p(u , u, , «2 , . . . ?(-„) 1 i^ (m) ]/(«) . .

1 p(:u,)pXu^) • p

1 7<«-,)i^'('0 •••/"-"(".)

M. Weierstrass, à l'aide de l'équation différentielle (3), a donné
le développement analytique de la fonction elliptique s = p (u) ^)

(4) K.') = ^+.. +^ «^ + ffl

2^ 3 .
5'

u

ou ')

"t" ai
^ffiffs

5.7.11
?r

-f-

(5) 2>('") = ^+ * + t'2"' + t'3 »*+••• + 0.«'^-"' + •

1) Voir Schwarz: Formeln imd Lelirs. y,. 16. 2) p. 10. 3) (7) p. 11.
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l'où

(6) /00 = -A.+ o +__^u + i^u^ + ...
Il w . O I

avec la formule de recursion pour les coefficients c^ — [k > 3}

('^ •' = (2,+ lX>--i)
-""-' 1" - 2 . 3 , • • (^ - 2)1

')

Au besoin, le développement analytique (4) peut être complété à

l'aide de la formule de recursion (7). —
La formule (4) donne la valeur de la fonction elliptique p(ii)^

quand le point représentant la valeur de l'argument u est situé dans

l'intérieur de l'espace de convergence de la série (4). — L'espace de

convergence étant la même pour la série (4) et pour la série (6), qui

en est la dérivée, la formule (6) donne la valeur de p\u) pour les

mêmes valeurs de l'argument u pour lesquelles la formule (4) donne les

valeurs de la fonction elliptique principale 2){;u).

A cause du premier terme — qui figure dans le développement

analytique (4) de la fonction
2^{"-)i l'espace de convergence de ce déve-

loppement est d'une forme annulaire, limité de deux cercles concentri-

ques, décrits de l'origine comme centre, le rayon du cercle intérieur étant

aussi petit qu'on le veut — pour exclure le pôle u = .

La fonction elliptique p{u) étant doublement périodique, p{u) re-

prend la môme valeur aux points homologues des parallélogrammes des

périodes. Ainsi, pour le calcul de la valeur de p(m), il suffit d'avoir

le développement de la fonction p{ii) pour le parallélogramme des pé-

riodes dont les sommets sont les points , 2c« , 2a( -f 2a»' et 2co'.

En désignant par 2 to' la période 2 eu + 2 w' , co" est le centre

du parallélogramme des périodes. Donc, on a ^)

2) (u) — p (2 (1)" — ti)

la fonction p(u) étant une fonction paire. Ainsi, pour le calcul de la

valeur de p(?Oi il suffit d'avoir le développement de la fonction /?(tt)

1) Voir Schwarz: (13), (8) p. 11.

2) Voir Schwarz: § 9, p 10.
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pour la moitié la plus prochaine de l'origine du parallélogramme des

périodes: pour le triangle dont les sommets sont dans les points , 2(o

et 2 a/ .

De plus, si l'on prend les côtés , 2cw et , 2(o' pour axes des

coordonnées v et w ,
on a a = v -{- w . — Pour éviter la substitution de

v-\-w dans le développement de p{a)^ ou n'a qu'à employer quelqu'une

des équations par lesquelles on exprime le théorème d'addition de la

fonction p(iC) '), p. ex.

p{v±w) = - p'{v)T p'{w)

p{v)—p{w)
.p(v)-p{w)

Ainsi, pour calculer la valeur de p(ii)^ il suffit d'avoir les déve-

loppements des fonctions p(ii) et p\u) pour les arguments dont les

points correspondants sont situés le long des côtés , 2cü et , 2tü' du
parallélogramme des périodes.

De plus, 2co et 2co' étant les périodes de la fonction ^j(«), on a

p (v) = p{2u) — v)
,
p(io) = p{2 lo' — w) .

Donc, si

I
y

I
>

I

ty
I

ou
I

;(7
I

>
I

co'
I

on a

I

2 tu — y
I
<

I

o)
I

et
\
2w' — w

\ < \
eu'

\

Dans ce cas, si l'on pose

y = to -|- Ü, et IV = œ' -\- ii\

on aura

ou

p(v) = p(u) — v^) et p(io) = p (œ ' ~w^)

I

eu — i.j
I
<

I

tu
I

et
\

co' ~ ii\
\ < \

w'
\

.

Ainsi, pour calculer la valeur de la fonction elliptique p(ii) à
l'aide du développement analytique (4), il faut et il suffit, que le rayon

1) Voir Schwarz: § 12, pp. 13, 14.
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du cercle extérieur de l'espace annulaire de convergence du développe-

ment analytique de p{u) soit plus grand que la plus grande des deux'

quantités
|
eu

|
et

|
w'

|
• Donc, si le cercle de convergence de la série

(4) ne comprend pas les points m = c« et z< = a»' , il faut développer la

fonction p(u) dans une série ordonnée suivant les puissances entières

de (t< — a), (a étant un point sur la ligne droite , co , ou sur la ligne

droite , to') .

§ 2.

Chercher les conditions pour que l'espace de convergence du développement

analytique de j>(«),

^^J iA J
^^.

-t-g.
5 ^ 2^ 7 ^2*. 3. 5- ^2\5.7.11 ^

comprenne les points u = tu et ?< = a/ .

Les coefficients g.^ et (/, étant réels, soit

1» gl - 27 gl > O .

Alors les racines e;[ , f^ , e^ de l'équation

4:s' — g,s -~ g, =

sont réelles: e^ > e.2> e^ . — Dans ce cas le parallélogramme des périodes

primitif est un rectangle, 2tw étant réel et positif, et 2 c«' étant iraa-

2co
ginaire, de sorte que 2CO3 = —;— est réel et positif.

Dans ce cas la série

(2) 2^ (u) = \ + c,iâ + C3 u' + c,u'^ + ... + q u'^'-' + . . .

u

suffit pour le calcul de la valeur de la fonction pÇu) — à l'aide du

théorème d'addition (voir p. 5), lorsque l'argument u est complexe — si

elle est convergente pour

u = w

et pour

I
M

I
= 0)3 .
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Parce que, en vertu de l'équation (2),

il? . i)(iC) = 1 + C'a«' + ''s«'" + ^'.i
«.**+...-(- c^u^^ + • • •

est une fonction réçfulaive, la série du membre à droite ne peut cesser

d'etre convergente que dans le point le plus prochain de l'origine oi^ le

produit u^ . p(a) devient infini, c'est à dire pour

Il = 2(1)

ou pour

u = 2iw^ .

Ainsi, les conditions pour que la série (1) suffise pour calculer

directement — sans transformation analytique du développement — la

valeur de la fonction elliptique p(ii), la valeur de l'argument y étant

réprésentée par un point quelconque du premier quart du rectangle des

périodes, c'est à dire situé sur ses côtés, sont que

I

2ty'
I

>cy et 2ty>
|
co'

|

c'est à dire que

(3)
^>1
œ 2

et que

(4) -^ < 2

conditions qui sont bien d'accord.

Pour que l'une des racines de l'équation 4 s' — g^s —
ff^
= soit

zéro, il faut que <7g = . Dans ce cas la série (1) devient

(5) p(ii) = -^ + Ca M- + c, M« + . . . + c,^u*^-' ^
u

Parce que e^> e2> e^ et ^j + (?2 + ^s = , il faut que ^2 = 0, et

que fj = — ^3 . — De plus, puisque ')

p(cy) = i\ p{w") = e., p(v}') = ^3

1) Voir Schwarz: (16) p. 12.
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on voit de la formule (5), que, dans ce cas,

piui') =p{iw.i) = —p{ii})

ou

Alors, le parallélogramme des périodes étant un carré, et les con-

ditions (3) et (4) étant satisfaites, la série (1) suffit bien pour le calcul

direct de la valeur de la fonction ^{u), quelque grande que soit la va-

leur de l'argument u — mais réduite en la valeur de l'argument corre-

spondant du premier quart du carré des périodes. —
Le calcul des périodes 2 to et 2 a»' étant ordinairement fort pénible,

il nous reste à chercher les relations entre les coefficients g^ et g^ équi-

valentes aux conditions (o) et (4), pour savoir d'avance, si la série (1)

suffit pour la calcul de la valeur de la fonction ^^00, ou s'il faut en

faire une transformation analytique.

Pour trouver de la manière la plus commode les relations entre

les coefficients y.^ et //3, équivalentes aux conditions (3) et (4), il faut

employer celles des formules de la théorie des fonctions elliptiques de

M. Weierstrass qui lient le plus directement les périodes 2a) et 2 va'

aux coefficients g^ et g^ .

D'abord, on a ')

(6)

e '"

Parce que, en vertu de la condition (4), —^ < 2 , d'où e o)"
10

<&-"
, OU —

-

1

^2^
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Parce que, en vertu de lu condition (3), - '- > - il faut aussi que
O)

(8) A<'
1

e

pour que la série (!) soit convei-gente pour ii = w .

Ainsi les deux conditions (3) et (4) peuvent être remplacées par

les conditions (7) et (8): h>^—- et h < —— , c'est à dire par les con-
^

e'

ditions

(9) A > 0.0018 67442 . . . = h^

et

(10) A < 0.2078 79514 = /ig .

De plus, on a ')

^_ 2h'-' + 2h'-'' +2h'' + . . .

1 ^2/i'-''^2¥-*-\- . .

'.

En substituant dans cette expression de la quantité / la valeur

/(, de /t, la condition pour que la série (1) soit convergente pour

u = uj' est que ") ^

(11) /> 0.0037 34884 .

1) Voir Schwarz: p. 56.

2) Pour la continuation de la déduction de la relation définitive entre g^ et (/3

c'est d'importance de savoir, si la valeur de / ci'oit d'une manière continuée avec la

valeur croissante de h, ou si, pour une valeur quelconque de h entre A, et hn, il y
ait une valeur correspondante de / plus grande que la valeur de / qui correspond h

la valeur h^ de h. Mais h étant > 0, le dénominateur ne peut s'évanouir. Donc,

l'expression de / se comporte en fonction entière. Les petites valeurs de h, et sur-

tout la petitesse de l'espace //, h, suggestent, que la valeur accroît d'une manière

continuc'e avec la valeur de h dans le dit espace. — Du reste, la valeur de / croît avec

la valeur de h jusqu'à la valeur de // qui rend -y- = . Donc, il faut seiüemeut dé-

montrer que l'espace de A, à h., est comprise dans l'espace de h dans laquelle la va-

leur de -ry- reste positive; ce qui est la conséquence immédiate du suivant

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 2
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En substituant dans l'expression de la quantité l la valeur h^ de

h, la condition pour que la série (1) soit convergente pour u = œ est que

(12) ^< 0.4142 1337

Ainsi, (11) et (12) sont les conditions pour que la série (1) suffise

pour calculer directement la valeur de la fonction j^ (.^0 1
quelque grande

que soit la valeur de l'argument m, mais réduite en la valeur (ou les

valeurs) de l'argument correspondant sur les côtés du premier quart du

rectangle des périodes.

De plus, on a ')

1 =

d'où

V^'

l-]/k'

i-i
i + /

dl
Tableau des valeurs de l ft de -jj- qui correspondent à des râleurs différentes de h:

1) Voir
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En substituant dans cette expression de la quantité k' la valeur

de /, il faut que

\/F< 0.9962 65114

1.0037 3488 6

d'oh

(13) F^ < 0.9705 6297

3

afin que la série (1) soit convergente pour u = w
Parce que, outre cela ')

^1 — ^3

d'où

(1 — k"-)e^ —e.2 + k'-e-i =

et ^) e^ + £^2 + ^3 = O , on a

(14) ^3 = - j^-p '\ = — ^» ^l

De même, on aura

(15) ^2 = -
^ . e^ = k, . e.

2 k'' - 1

1 +1
Parce que ^)

4 + 4 + 4 = -g,

on aura des trois dernières équations

(16) el =2 ffl2

2(1 +kl + kl)

Parce que aussi ^)

(17) ,^,i,^ = _L^3^

1) Voir: Schwarz (1) p. 31. 2) p. 12. 3) (18) p. 12.
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on aura des équations (14) ... (17)

P k-^ n^ ,1-
"'2 "-3 ,'/2 .'/3

8(1 + kl + kiy 16

ou

Ju fi'2 A/';{

Maintenant, pour trouver la condition pour que la série (l) soit

convergente pour u = co', il ne faut que substituer dans cette équation

les valeurs de kl et de ÅrJ, déduites de la valeur de k"', de la rela-

tion (13).

Pour savoir immédiatement ') dans quelle inégalité se change

alors la dernière égalité, on n'a qu'à se rappeler ce que nous avons dit,

(ß) p. 8, de la convergence de la série (1), si le parallélogramme des pério-

des de la fonction j;(m) devient un carré, c'est à dire, lorsque //3 = , </2 > •

Ainsi, on voit qu'il faut que

f\ en n'i -^ (1 -|- A2 4- k^) 2

ù A.2'''3

afin que la série (1) soit convergente pour u = a»'.

1) En effet, les relations génfîrales (14) et (15), substituées daus les équations

(16) et (17), couduisent à la relation générale

gl:r,l= 108
(1

—//-' + k">)^

(1 + /i/^f (2 — 5/i/^ + 2k*y

d'où

= 108 -r, -r

^^."^^'''
., ,

X = /r-
;

(1 + .r)^(2 — 0.C + 2x^}'
'

(M !â) _ , no.n. -^(1 - ^) (1 - « + ^-)'
= 108-27 —

:

dx (1 + .t)'' (2 — ÖX + 2x^)^

p p
Parce que A'- = — —

, la valeur de x = A-'- ])eut varier de < A'^ < 1 .

Donc, dans Fespace de /c'- =v 0.0294 373 (voir p. 13) jusqu'à k"- < 0.9705 62973

(13), la valeur de g\ : (j\ va en croissant continuellement depuis la valeur (21), cor-

respondant à /,'- > 0.0294 343 jusqu'.à l'infini, pour k"^ = ^ , c'est à dire pour g^ = ;

et puis eu diminuant continuellement de l' infini jusqu'à la valeur (20); correspondant

à A" < 0.9705 62973.
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Parce que, selon les équations (15) et (14),

^. _ 0.94112593^8
^. _ 1.0294 3702 7

'~ 1.9705^96^9
~

' " 1.9705 6296
9~

d'où

kl = 0.2280 945 kl = 0.2729 097 1 + kî + k^ = 1.5010 042

il faut que

(20) gl>f/l- 27.16 S2Q5 . .

pour que la série (1) soit convergente pour u = to'

.

Pour trouver de l'équation (18) la condition de convergence de

la série (1) pour u = eu , il faut y substituer pour kl et kl ses valeurs

déduites de l'équation de condition (12).

Ainsi, pour / < 0.4142 1337 , on trouve

^'^> 0.0294.373 .

En vertu des équations (15) et (14) on trouve

kl = 0.8357 8606 kl = 3.6642 132 l-\- kl-\.kl = 5.4999 9926 .

En substituant ces valeurs de kl , de k'i et de 1 -\- kl -\- k'i dans

l'éTjuation (18), on trouvera qu'il faut que

(21) ^|>.9! • 27.16.32 67 . .

pour que la série (1) soit convergente pour u = w.

Le calcul précédent approximatif donnant presque absolument la

même valeur des coefficients des équations de condition pour que la

série (1) soit convergente pour u = w et pour « = to', on en peut con-

clure, qu'il n'existe en réalité plus tfune condition pour que la série (1)

soit convergente pour toutes les valeurs de l'argument sur les côtés du

premier quart du rectangle des périodes de la fonction ^J (m) , et que cette

condition est que *

(a) 9l> fi 27.16.32 66...

Plus tard, nous donnerons une démonstration théorique de ce théo-

rème important. — Nous n'avons fait le double calcul des valeurs (20)

et (21) que pour vérifier l'exactitude du résultat {a).

^*
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La condition (a) diffère si peu de la condition de réalité des trois

racines e^ ^ ^2 , e^ de l'équation As^ — (j.,s — g^ — Ü

,3 ^. -,2.97

qu'il ne sera que dans des cas exceptionnels que le développement ana-

lytique (1) de la fonction p (u) ne suffira pas pour calculer directement

la valeur de jK'^-Oi quelque grande que soit la valeur de l'argument it,

mais réduite, s'il le faut, en la valeur de l'argument du premier quart

du rectangle des périodes.

Les coefficients g<. et 73 étant réels, soit

2»
(/^ _ 27 //H <

de sorte que deux racines de l'équation 4s' — «/gS — (73 = soient com-

plexes.

Que la racine réelle soit désignée par e, . Pour employer les for-

mules de M. Weierstrass du calcul des périodes '), il faut choisir les

indices des autres racines de telle manière que e^ — e^ soit 'positivement

imaginaire.

Donc, la période 2 («2 est réelle et positive; ^^(tUä) = t'2 . L'autre

période 2 10^ est ')

o , ' , 2u>A
-i A /" 1

z («3 = (u., -)- 0)2 CÜ2 = — . log nat
I

—
7T ^ //2

OÙ w^ est positivement imaginaire. Ainsi, le sommet 2w2 du parallélo-

gramme des périodes est sur l'axe réelle, et le sommet 2 («3 est perpen-

diculairement au-dessus du point tu^ .

Ainsi, la dernière équation fait voir, que A, C 1 .

Pour que le développement (1) de la fonction p(u) suffise pour

le calcul direct des valeurs de p(ii) qui correspondent à des valeurs

réelles de l'argument u, il faut seulement qu'il soit convergent jjour

u = W.2 . — De la même manière que dans le cas 1°, on trouvera, que la

condition de la convergence de p (coj) est que

I

2^3
j
> ojä .

1) Voir: Schwarz: § 46 pp. 63, 64.
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Si l'on désigne 2^2' par 2u)i, de sorte que w > , la condition

de convergence de piy},,) sera que

I

CÜ2 -)- w i
I
> a>2

ou

ml -\- 10^ y ix)\

c'est å dire que

ce qui est toujours le fait.

Ainsi, chez les fonctions elliptiques ^>(«) au parallélogramme des

périodes, tout comme chez celles au rectangle des périodes, il \\y a plus

dune condition pour que le développement (1) de /»(m) suffise pour cal-

culer directement la valeur de ;>((0î si grande que soit la valeur de

l'argument u, mais réduite, s'il le faut, en la valeur de l'argument cor-

respondant du premier quart du parallélogramme des périodes. — Donc,

il ne nous reste qu'à chercher cette condition.

Chaque argument du premier quart du parallélogramme des pé-

riodes peut être représenté par u =v-\-w^ où v est un point du côté

0,co2, et w un point du côté 0,fO:j. — Donc, p{oi.^ étant convergent, il

faut seulement que pCwg) le soit aussi.

La condition théorique de ceci est que la longueur de la ligne

Ü,(ü3 soit plus petite que la longueur de la ligne 0,2wo, c'est à dire que

^(22) V'^ + ^<2c»2.

C'est la relation (22) qu'il faudrait transformer dans une relation

entre g.^ «t //3, analogue à la relation (a), p. 13.

La valeur w de chaque argument situé sur la ligne droite 0,2cw3 est

une quantité complexe. L'emploi du développement (1) de la fonction

j9(u) = —
^,—I

f^
— ^'^ -j- • • • n'étant pas commode, si l'on y substitue

Il ^ . D

une valeur complexe de u, il vaut mieux de remplacer la valeur de ^j(î»)

= j) (x -\- iy) , où < .! < cwo , et < y < co
,
par ')

p{x + iy) = - p'{x) — p'(iy) n2

p{x)—p{iij)
— Pix)-p(^iy)

1) Voir: Schwarz (5) p. 14.
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La valeur de p Qv) se donne immédiatement à l'aide du dévelop-

pement (1), ainsi que la valeur de j/(.ï) à l'aide du développement [(6)

p. 4] de p'(") = 3" "1 '^^ n -\- . . .
— Donc, la seule condition de la

u ^ • o

possibilité de calculer les valeurs de p[iy) et de p'{iy) à l'aide des

développements cités est que

(23) w<4w2 .

Ainsi, c'est la condition (23) que nous employerons au lieu de la

condition (22), seulement parce que les calculs des valeurs de ^^(.î') . . .

p'{iy) sont beaucoup plus commodes que le calcul de la valeur de

p(^x -\- iy); — quoique la relation (22) théoriquement soit la stricte con-

dition de convergence de j>(tO;i). — Du reste, la différence des conditions

(22) et (23) n'est que très-petite.

En comparant les relations

w < 4 £«2 wi = (»2' II}.; = '-^— . log nat (-— ) [p. 14]

la condition définitive de convergence de 2^(iy) devient

log nat (— ) <2n

ou

(24) h, >^ .

Sans la dernière réduction de la partie imaginaire de l'argument

complexe, la condition de convergence aurait été Aj > e
—^'^ selon (22).

— Donc, c'est bien la condition (24) qui jouit d'une Symmetrie formelle

complète avec la condition (7) h > f"" , p. 8.

Ainsi, il faut que (voir p. 9)

((9)) /ta = 0.0018 67442 . .

.

et (voir p. 9)

((11)) /2 = 0.0037 34884

afin que w = 4co2.
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De plus, on a ') généralement

^2 — Cg = iteV' , e.^ — e = Qe-r
, (0 < t/' < n)

(25) ^4 = -77 -7—=-- = ' ^^ ^
y/ <'2 — ''3 + \/ t'2 — ''1

d'où

(20) AziA = ^^ ~ ' y^' = ras^ 2 V - ? ^in 2 ^> = a - iß .

^2 — ^^3 (1 + '2)

A cause de ((11)), (25), (26) ou trouve -^ = 0M2'50",374, d'où

(27) log a = 0.9998 0612 — 1 log ji = 0.4753 0173 — 2

afin que w = 4a»sj.

Eu combinant la relation (26) et l'équation e^ -\- €2 -\- e^ = , on
trouve

2 + a~a'-ß' 3ß
l^2u + a.^-\-ß' 1 -^2a + a^ + jf

^ es

== — (- — ()'n 62

ou

^3 = — (^ + ^^i) (?2

(•28) â = ^ = -.tcjw
^ ^ 2(1 + rO 2 ''

^

Donc, on a, voir p. 11,

{l-2â')el

1) Voir: ScHWAEZ pp. 6.3, 64.

N0V.1 Acta Reg. Soc. Sc. ups. Ser. III.
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et

*- 2 2 2 2

^r^ ffB = ^l ^2 ^3

g + fiel

La combinaison de ces deux équations donne la relation générale

et la combinaison des équations (27), (28), (29), conduit à la condition

(30) ^? = ^^ 26.8378 44...

pour que a» = -icuj.

Parce que simultanément ') (/3 = Ü , ^2 ^ i W % —- ^t selon (29)
ut

d(gl : gï) ^ ^3^^ (1 — 3 tg^ipftgw

dif (1 4- d tg^ i/i)''' cos* y

la valeur de ^ diminue — de -^<27 jusqu'à^ = 26.8378 44.. ., et— de
</3 ^s .'/3

„3 ^,3

-^ < 26.8378 44... jusqu'à -ii|- = — 00
,
quand ip croît — de 1/' > jusqu'à

^3
'

ffl

-^ = 0" 12' 50", 374, et — de -^ > 0n2'50", 374 jusqu'à w .-= iL • simul-

tanémeut — diminue continuellement — de — < 00 jusqu'à — ^ 4
,

et — de — < 4 jusqu a — = 1 .

Ainsi, pour g^ > , la condition (23) est remplie, si

(31) gl < gl 26.8378 44 ... .'/s > O .

TT

Lorsque (/3<0, de sorte que -^ < 1/^ < tt , on a ^)

Li

k^tg^i^n-^,) , A3 = A + 2(|)V 15
(|)

'+ 150(|)'V... ,

(32)

(Ü2 = 1- log nat —1 = log nat —I .m ^ n^' TT ^/(3'

1) Voir Schwarz p. 66. 2) Voir Schwarz p. 65.
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Les équations (25) et (32) font voir : que, pour i/'

n
t

1^ = 1^, //3 = «2 et —^ = —
;

que, pour — < xi' < tt , c« < («2 ; de sorte
CD 0)2 2

que la condition (23) est toujours remplie, lorsque (/3<.0.

Le coefficient 26.8378 44... diffère si peu de 27, dans la condition

de la réalité (Pit7ie des racines e^ , 63 , eg
,

qu'il ne sera que dans des cas

exceptionnels que le développement (1) de p{ii) ne suffira pas pour cal-

culer la valeur de i){ii)., u étant un point quelconque du premier quart

du parallélogramme des périodes.

Le résumé de la recherche de ce paragraphe est:

1° si gl > 27 //3 , // faut aussi que

(a) gl > gl • 27.1632 66...

2° si gl < 21 gl , que

(b) g,<0 ,

ou (0 9l<yl • 26.8378 44 . . , (/3 >

2)0ui' que le dévelopjiement (1) de p(^u) suffise pour calculer directement la

valeur de p (w) > " étant un point quelconque du premier quart du paral-

lélogramme des périodes.

Si les coefficients g^ et 173 satisfont à l'une quelconque des condi-

tions (a), (6), (c), nous dirons que le développement (1) de p{u) est

complètement convergent; et les relations (a), (6), (c) seront appelées con-

ditions de convergence complète du développement (1) de p{u).

Plus le quotient g\: gl est > 27.1632 66 ... , lorsque gl:gl>21^
et que gl : gl est < 26.8.378 44 . .

.
, lorsque gl : g\<21 ,

plus le développe-

ment (1) de p(ii) est convergent, et plus il est commode pour le calcul

pratique; p. ex. pour gl = gl
• 26.8377 22, qui diffère si peu de la con-

dition (f), le développement (1) de p{;u) est très commode pour le

calcul pratique.
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§ 3.

Déterminer pour laquelle des valeurs w et œ' le déYeloppement

(1) »(«) =—+ * + ^l^ it' + Jl^ u' 4 '-^ u'+ ^Ml „8|...
K J i^J M^^ ^2^5 ^2^7 ^2^3.5^ ^ 2\ 5 . 7 . 11

^

n'est pas convergent, si les coefficients g.^ et .93 ne satisfont pas à l'une ou

â Tautre des conditions de convergence complète du développement (1).

Si (/2<27(/3, nous avons fait voir, que le développement (1) est

convergent pour 11= to^ 1 ^tug étant la période réelle. Donc, si les coef-

ficients (/2 et (/3 ne satisfont pas à la condition (6), ni à la condition (c)

non plus, p. 19, de convergence complète du développement (1), c'est

bien pour u = tu' que le développement (1) n'est pas convergent.

Ainsi, il ne nous reste qu'à déterminer pour laquelle des valeurs

w et tu' le développement (1) de p(^l) n'est pas convergent, si les coef-

ficients 1/2 et 93 ne satisfont pas à la condition de convergence complète

(a) p. 19 de /?(«), lorsque t/l>27 gl, les périodes 2co et 2a>' formant

un rectangle.

Dans ce cas, le développement est convergent ou pour « = co
,

ou pour n = œ'. — Car la valeur de ic' . p(u) ne devient infinie que

pour II = 2cü , ou pour u = 2 tu'. Donc, si |a)'| > 2tu, c'est néces-

sairement 2j{w) qui est finie. — Si, au contraire, tu>|2tu |, c'est la

valeur de 2^"^) q"i ^st finie.

Par conséquent, si gl > 27 i/l , sans que g'i > gl • 27.1632 66 . • •
, c'est

pour la plus grande des m et
|
to'

|

que le développement (1) de j;(?<)

n'est pas convergent. — Ainsi, il ne nous reste qu'à examiner, s'il soit

possible de juger des valeurs des coefficients g^ et 93, laquelle des quan-

tités to et |tw'| est la plus grande; ou, si l'on fait to' = itJj , laquelle des

to et tô;, est la plus grande.

Parce que e^ -\- e^
-f-

1-3 = , e^ > t'a > ^3 , deux des racines e ont

nécessairement le même signe. Si e^ et e^ sont positifs, le produit des

racines est négatif, de sorte que ,(/3 est aussi négatif. — De même, si

€2 est négatif, y^ est positif.

Si (/3 est positif, on a ') h < Ih ', si g-i est négatif, on a ') /; > /«^ ,

h et /ij étant définis par les équations ')

0/ , w „ 1— nt
]^

-711 l
h = e"' = —. /î, = e "' = .

—i5r —

1) Voir Schwarz § 45 p 63. 2) Voir Schwarz (2) p. 61.
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Par conséquent, si //^ est positif, on aura

1 < 1

(Uq VJ— It —n
e'" e"'^

d'où

to<tÜ3
;

mais, si ^/^ est négatif, on aura

CO > COj .

Résumé: Si (il>21gl^ mais gl<g\' 27.1632 66... de sorte que le

développement (1) de i:>{u) ne peut pas être convergent pour l'une et l'autre

des valeurs u = u> et u = œ' = iœ-^^ c'est pour

îi = CO

que le développement (1) de p{u') est convergent, lorsque

</3>o
;

et c'est pour

u = U)'

que le développement (1) de p(ii) est convergent, lorsque

y3<0 .

Si gl < 27 gl , mais gl > gl • 26.8378 44 . . ., les périodes étant désignées

par 2ü}^ et 2w^ = w^ -\- œ\ , c'est pour

u = CWj

que le développement (1) de p(ji) est convergent.
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§4.

Calculer la valeur de la fonction j(>'00, la valeur de l'argument u étant

donnée, si les coefficients g^ et c/^ ne satisfont pas à l'une ou â l'autre

des conditions de convergence complète du développement

(1) pCu) = - + * + -^'— ir + ^J'^ h' + -^ u' + ^^1M3 H«i
. .

.

^ ^ ' ^ ^ /r ^ ^ 2^ 5 ^ 2^ 7 ^ 2*
. 3 . S''' ^ 2*

. 5 . 7 . 1 1
^

Quelque grande que soit \i(i\, on en calculera immédiatement la

valeur correspondante de la fonction p(«J, si l'on connaît le dévelop-

pement de p(m) en série ordonnée suivant les puissances de (ii — à), et

que «1 soit situé en dedans du cercle de convergence de cette série.

Ce développement, de la forme

(2) p 00 = p (a) + ii^ j/fa) + ^''-f
pXa) + ...

dépend d'abord du terme p(a). Mais calculer la valeur de p(a) n'est

pas plus facile que de calculer la valeur de p(i<), si a est situé en de-

hors du cercle extérieur de l'espace de convergence du développement

(1) de ]){u)^ exceptées j5(cu,) = e^
-, 2^(102) = ^2 et p{u)i) =^- e-j.

Ainsi, c'est seulement en employant le développement (1) de j;(w),

le développement (6), p. 4, de p'(m),..-, en point de départ, qu'il sera

possible de développer la fonction p(^u) en une série de la forme (2),

c'est à dire, en en faisant une Mransforuiation analytiqueTi). Pour cela il

faut, que le point a soit situé en dedans de l'espace de convergence du

développement (1) de j){u) '). Si le point «i n'est pas situé en dedans

du cercle de convergence de la nouvelle série, il faut en faire une nou-

velle transformation analytique, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on aura

obtenu un développement de la forme (2) dans l'intérieur du cercle de

convergence duquel sera situé le point u^.

En faisant les transformations analytiques du développement (1)

de p{ti) le long de l'axe des arguments réels^ les coefficients des nouvels

développements de p{u) sont toujours réels.

En effet, une valeur réelle de îi, située dans l'intérieur de l'espace

de convergence du développement analytique (1) de p(ii), donne une

valeur réelle de p(u). Le développement analytique (6), p. 4, de p'(ii),

1) Comparer la dernière partie de ce paragraphe.
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ayant le inOnie espace de convergence que (1), donne aussi une valeur

réelle de y/(«)- — D'ailleurs, comme ^) chaque dérivée d'ordre pair de

j)(u) est une fonction entière de p(^u)^ '
^^^^

^ = !'].„,.
\ j>Oi)\ , on a

d^'"'^^ j) (lî)
^"^^^ — 2i+i = Pent, [pill-)] • P'C'O- — Ainsi, tous les coefficients de

Cltt

(2) sont réels, tout comme les quantités (v/ — a)
,

(it — af , . . . \ et ainsi

de suite.

Soit k un point sur l'axe positif des arguments imaginaires, et

qu'il soit en dedans de l'espace de convergence du développement (1)

de /^((0- Alors

;>(« , k) = p{k) + ^i^ p'ik) + ^''-^
p'Xk) + . . .

Les fonctions p^k)
,
p"(k)^ . . étant paires^ les valeurs en sont réelles.

Les fonctions p (Ji) ,
2>"'(^) i • étant impaires^i leurs valeurs sont imagi-

naires. — Ainsi, en substituant, dans le dernier développement, une va-

leur imaginaire de m, la valeur de pÇu , k) sera réelle. Car une puis-

sance paire de (u — k) est réelle et se multiplie par une fonction réelle;

une puissance impaire de (u — k) étant imaginaire est multipliée par une

fonction imaginaire, de sorte que chaque terme du développement de

p(ii , k) est réel.

En substituant, dans ce développement de p(ii , it), (u — l) -\- l pour

M, où / est imaginaire,
|

^
|
>

|

^'
|

, et / est situé en dedans du cercle de

convergence de la série de p(u , â;), on aura un troisième développement

de p(^u)
,

jj((i , i , /), en forme d'une série ordonnée suivant les puis-

sances de (it — /), dont les termes sont exactement de la même nature

que ceux de la série de p(ii , k); et ainsi de suite, tant qu'il soit pos-

sible de faire des transformations analytiques des développements déjà

obtenus de la fonction p{;u); ce qui est d'une grande importance pour

le calcul pratique.

Que a soit un argument en dedans de l'espace de convergence

du développement (1) de jjÇu). Que b soit la valeur de la fonction /»(a),

de sorte que

b =p{a) .

1) Voir: ScHWAEZ p. 12.
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Alors, a est aussi en dedans de l'espace de convergence de 7^ '(a).

Que c soit la valeur de //'(a), de sorte que

= _. 4 + ^^ a + J^a'+ fi a' + ^^^^ a' + . i .

a'^ 2.5 ^7 ^2^5=' ^2.5.7.11 ^

Alors, on trouve, après un calcul trop long à référer,

(3) 2<^0 = ^ + o{u ~a)+\ Sb' ~ ^^JC« - «)'' + 26<« - a)' +

+ î
7i'- ^t^-^/aè + gf^j (« - ar + \4b'c ^^Ibc^-J^ c\(u-ay +

^t 2' ^ 2^7 ^2'.5 ^ 2*.5.7 '^
^

L'espace de convergence de ce développement est un cercle, dé-

crit du point a comme centre et dont la périphérie ne surpasse pas le

plus prochain des pôles de la fonction jjÇu).

Si (/ est un point en dedans du cercle de convergence du déve-

loppement (3) de 'p(ii)
, (3) donne immédiatement les valeurs de p(d),

pXd) , . . . , de sorte que l'on pourra en déduire directement un nouvel

développement de jsCm) en forme d'une série ordonnée suivant les puis-

sances de (u — (i)
,
j)(u) = F(îi

\
d) ; et ainsi de suite.

De même, si

d = a = u)^ , («2 , a>3

on a ')

p(a) = e, , e, , e,

et

pXa) = .

1) Voir Schwarz: (16), p. 12, (12), p. 11.
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Ainsi, clans le voisinage d'un point w, on a pour la fonction j>(u)

le développement

(4) p(_u) = . + j

3.-^ _
||-j (« _ œy + j^ . + ^j („ _ eu)* +

Si le point correspondant à la valeur de l'argument u, étant en

dehors de l'espace de convergence du développement (1) de 2^(ti)i

est en dedans du cercle de convergence du développement (4) de

P(h), ou en dedans du cercle de convergence du développement (3),

ou enfin en dedans du cercle de convergence de quelqu'une des

transformations analytiques P(u
| (/) du développement (3) de 'p{ji)i ^^

valeur correspondante de la fonction pÇii) peut être immédiatement cal-

culée. — Mais, si la forme du parallélogramme des périodes de la fonc-

tion j){a} est telle, que le point u soit en dehors des cercles de conver-

gence de cliaqu'un des développements (1), (o), (4), cette méthode de

calculer la valeur de p{ii) n'est pas commode. Dans ce cas, on obtiendra

plus facilement la valeur de 'p{ii) de la manière suivante:

Quelque grand que soit u par rapport an rayon du cercle exté-

rieur de l'espace de convergence du développement (1) de p(m), il faut,

qu'en partant d'une certaine valeur du nombre entier n , le point — , et

• ' IL

tous les points suivants, à partir du point —^ ,

Li

u u u u

2 ' 4 ' ' ' ' 2" ' 2"+' ' • • •

soient en dedans de l'espace de convergence du développement (1)

de p(«) .

D'ailleurs, on a ')

(5) ;K2«)= -^

1) Voir ScHWAEZ: (15) p. 14.

Nova Acta Keg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.
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Le développement (1) de j^OOi ^^" besoin complété à l'aide de la

formule de recursion (7) p. 4, donne la valeur exacte de la fonction

2}{u)i si 'u est un point »dans le voisinage» de l'origine. La valeur de

2}{u) étant calculée, la formule (5) donne la valeur de p{2u), et ainsi

de suite.

Cette méthode n'exige que l'emploi répété de la formule (5); elle

dispense même du calcul pénible des périodes de la fonction j>(m).

§ 5.

Chercher le lieu des arguments u auxquels correspondent des valeurs réelles

de la fonction p(«<).

1° Soit 1/1-27ffl>0.

Dans le rectangle des périodes de la fonction p{u)^ aux côtés

0,2w et 0,2w', où co' = {io^^ œ^>0, des valeurs réelles de la fonction

p{iC) correspondent

1) aux valeurs réelles x de a (0<,r<2w)

2) aux valeurs imaginaires iy de u (Ç)<y<2w^.

S'il y a encore des valeurs de l'argument u dans le rectangle des

périodes auxquelles correspondent des valeurs réelles de la fonction p(m),

il faut que ces arguments soient complexes: u = x -\- iy (0<c7;<2tü,

< y < 2CÜ3). Alors, on a ')

(1) p{^x + iy)=^\-
p\x)--p \iy)

p{x)—p{iy)

1«

.jj(x)-p(iy) .

Les valeurs des fonctions p(x)
, jK^^) ? /^ G^O so"^* réelles. — />'(")

étant impaire")^ la valeur de p'Çiy) est imaginaire. Afin que la valeur

de [p'(x) ~ jj'(^l/)y ^*^'* réelle, il faut nécessairement que

pXx) =

ou que

pliy) = .

1) Voir Schwarz: p. 14. 2) Voir (6) p. 4.



De la convergence du développem. analyt. de la fonct. ELL. ;v(î<)etc. 27

En dedans du rectangle des périodes on a seulement ')

p\œ) = p'{œ") = p\w 4- (-/) = p\iü') = Ü .

Ainsi, il faut, ou que

a- — a

ou que

il/ = w' .

Donc, le lieu des points, appartenant au rectangle des périodes

principal de la fonction pQi)., auxquels correspondent des valeurs réelles

de p(n), est: le côté , 2(0 ; le côté , 2w'; le diamètre horizontal y = Wg;

le diamètre vertical x = lo . — Dans tous les points situés en dehors du

rectangle des périodes principal, mais homologues aux dits points, la

valeur de p(u) est aussi réelle.

Parce que |>(fy) = e^
,
p(io") = e.^

,
^^(cü') = eg , e^> e^ > e, , la va-

leur de 'p(iî) décroît de -j- oo à e,
,
quand u accroît de à w , et accroît

de f, à -)- oo, quand u accroît de w à 2u) . — Quand u se meut de

à w', la valeur de |j(m) accroît de — œ à e^ ^ et décroît de <?3 à — c»,

quand u se meut de lo k 2iu'. — iKu) décroît de e^ à e^
,
quand u se

meut de œ à to", et accroît de e^ à c
,
quand a se meut de w" à w -\-

2 w' . — Enfin, p(u) accroît de e^ à e^, quand u se meut de w' à a>",

et décroît de e^ à e^, quand u se meut de co" à 2cü -\- a .

2" Soit gl — '-ZlglKO.

Les côtés du parallélogramme des périodes sont 0,2cw2 (tyj > 0)

et 0,2(U3 (2 cWg = tü2 -j- { w , a> > 0). — Dans ce parallélogramme, aux

arguments réels u (0 < zt < 2 w^ correspondent des valeurs réelles de

piii). — Aux arguments i y (0 < i/ < uj) correspondent aussi des va-

leurs réelles de p(?0- Mais les arguments iy (0 < y < uj) sont situés

en dehors du parallélogramme des périodes principal. Les arguments

2 602 -|- iy (0 < y < '") étant homologues aux arguments iy et situés en

dedans du parallélogramme des périodes principal, il faut que des va-

leurs réelles de 2^^) correspondent aux arguments complexes u = 2co2
-f-

iy

(0<y<co).

1) Voir p, 26.
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Si u = ,)' -f iy (0 < X < iu)., ; < ^ < a»), on a ')

P (.1- + iy) -
2

j p {x)2){iy) — - (/2
j
j p (') + p iiy)\-g^ — p'Çi') p'{il/)

2{p{x)-p[iy)Y

Donc, p{x + iy) n'est réelle que si

p'if^P'^îf) =

c'est à dire, si p'(.r) = 0, ou }>{iy) = 0. — Parce que p'{i»i) -= 0, on voit,

que p(cu^. -(- i_y) est réelle pour tous les _C y < w . — Pour u = {y

(0 < y < tu) p{iy) ne peut pas être = ; car alors p'{ti) aurait un zéro

sur la droite de 2cw2 à 2u).,-\-iio^ où aucun des points w^ , co" , to'

n'est situé.

Ainsi, le lieu des arguments u, appartenant au parallélogramme

des périodes principal, auxquels correspondent des valeurs réelles de

p{u) est: le côté 0,2tO2, la droite verticale ui.,,2a)^ et la droite verticale

2 Wg , 2u)2 -\- il» .

p(ii) décroît de -(- oo à éai quand a accroît de à Wj, pour ac-

croître de (^8 à + oo
,
quand u accroît de cw^ à 2cü2- — i^C'O décroît de

^2 à — oo
,

quand a se meut le long de la droite verticale de cuj à

W2-\-iio. Enfin p{iC) accroît de — oo à f^, quand u se meut le long de

la droite verticale de 210^ à 2(x>^-\- iw .

§ 6-

Simplification de l'équation

p{it) = a

a étant une quantité réelle.

Dans le paragraphe 1 nous avons vu, que chaque intégrale

(1) J = r ^^ = r-^^
J,„ SAx^ + 4:Bx' + %Cx'-{.^J^^ + ^ ^-.S^Å^)

1) Voir Schwarz: (4) p. 14.
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par la substitution de M. Weierstrass

est immédiatement transformée en

cl s
(3) J=-

]/4:s'-ff^s-g.

ou

(4) g, = AE+3C'~åBn

</, = ACE+2BC])--AD'-B'E-C' .

et que la limite supérieure s, de l'intégrale / se donne par la substitu-

tion de X = .l'j dans la formule (2).

L'équation différentielle

dsV
(5) {^) = ^s^-.j,

donnant

du = ^

l'intégrale J se transforme en

J =
j

d u

«1 étant la valeur de l'argument u auquel correspond la valeur s^ de

Ainsi la résolution de l'équation ;>(;<) = « est une des questions

les plus importantes. — Dans ce paragraphe, nous supposerons que

a est une quantité réelle, comme l'est ordinairement le cas dans la

pratique.
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V Soit ffl— 27 gl> O .

Pour faciliter la question, nous traiterons distinctement les qua-

tre cas

1) + CO > a > tij (a > 0)

2) e, > a > gj

3) ^2 > a > ^3

4) e, > rt > — oo (a < 0) .

Dans le cas 1) la valeur principale de l'argument u est réelle, et

< « < w. — Dans les trois derniers cas u est complexe ou imaginaire.

Néanmoins nous ferons voir, comment les arguments complexes ou ima-

ginaires des cas 2), 3), 4) puissent être calculés de la même manière

que l'argument réel du cas 1).

2) Soit e^> a> e^. Donc, une valeur de l'argument est situé entre

ui et to". Ainsi u est de la forme

« = Wj 4- Ü {v = iy ,\v\ < \iOi\)

et

i^K +v)^ a .

D'ailleurs on a ')

(6) piu±oj)-e,= C^A-^^)fa-^0

d'où

p{ii}. + «) — e. = AJ 2Z-^J 8>L

2) (v) — e^

et

, . ae. -\-e\-\- e^e

e?i — a

Parce-que | u | < (
eu,

|
, e^> f{v) > — <x. . Ainsi le cas 2) peut

être traité de la môme manière que le cas 4).

1) Voir: Schwarz (5) p. 23.
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3) Soit (?2 > « > ^3 • Donc, une valeur de l'argument u est située

entre lo-^ et a»2 . Ainsi k est de la forme

u = CW3 -(- ,1- (0 < ^ < Wi) .

En vertu de l'équation (6), on a

a — é?3 = j) (W3 -f- .«) — e^

^ (<^i — e^) (ga — O
p{a:) — e,

d'où

Parceque < .x' < cwj
, + 00 > p(.i') > ^j . — Ainsi le cas 3) peut

être traité de la même manière que le cas 1).

i) Soit C3 > a > -- 00. Dans ce cas la valeur principale de u est

positivement imaginaire et <
|
m

|
< |

cwg
|

.

Posons ^

rt = iw .

Donc, l'équation différentielle (4) se change en

"dw'

Parceque on aura

s = a <

posons aussi

s =1 — a .

L'équation différentielle se change en

(7) [M = Ao^-g,a + g,
^ cl w '

avec

a = — <7
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Pour trouver, où est situé l'argument w dans le parallélogramme

des périodes de la nouvelle fonction elliptique

a = p{iv
; ffi ; —ffi)

on a d'abord à résoudre l'équation

Les racines de cette équation sont les mêmes que celles de l'équa-

tion 46.'^ — ^^2* — .'/s = , mais de signe contraire:

Les racines de io^ — ff,^o -\- ^/^ = étant îw//é;s, le parallélogramme

des périodes de o =^:»(h?
; ^^ ;

— g^) est un rectangle. — Parceque ?i>0,
et i?3 < , et ^1 > Êa > «'s ,

— <?3 est la plus grande des racines, et — fi

en est la plus petite; — e^ > - e^ > — e^ .

Parceque a < ^3, on a

^ + 00 > — c- > — ^s

et

< w < demi-période réelle.

Ayant fait voir plus haut, comment le cas 3) peut être traité de

la même manière que le cas 1), et le cas 2) de la même manière que

le cas 4); ayant fait voir maintenant, comment le cas 4) peut aussi être

traité de la même manière que le cas 1), les arguments de tous les

cas 1) . . 4) peuvent être calculés de la même manière que celui du

cas 1).

2" Soit gl — 21 gl <0.
Alors, nous aurons à traiter distinctement les deux cas

5) -f 00 > a > é'2

6) ^2 > a > — 00 .

Dans le cas 5) la valeur principale de u étant réelle, et <u <a>i^

elle se trouve de la même manière que l'argument u du cas 1).
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Dans le cas G) la valeur principale de u est située entre u . et

o)., -|- «ü'o . Donc, on a

u = Wg
-f-

V (v = /y , < ?/ < ) .

En vertu de l'équation (G) on a

a — f2 = p (a>2 4- v) — Cj,

P (u) — t'a

d'où

/ ~, (''2 — ''1) (^s — ^1) I

e.2 — a

6*1 , ^2 , e^3 ayant la forme

e^ = a -^ iß ^2 = — 2 a e^ = a — iß

le produit (^2 — ^1) («"2 — ^^a) est réel et positif, e.^— a étant positif, l'avant-

dernière équation donne

P(V)<''2

En faisant, comme dans le cas 4), v = iy et s = p{v) = — 0,

on aura

(8) (l^.y=4a'-r/2a + ./3

d'où

(9) (^ =p[y ;
- ''3

;
- ''2

; - '^i j
•

Parceque a = — I>(v)^ on aura aussi

p{y) >- e^

d'où

< y < W2

2 lüg étant la période réelle de y{y ;
— ^3 ;

— eg ;
— e^] .

De cette manière le cas 6) peut aussi être traité comme le cas 1).

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IH.
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Maintenant c'est à propos de revenir à ce que nous avons dit,

p 13, de la convergence complète du développement analytique de la

fonction s = p (?/-)

(10) 1} (m ;
^.,

; 93) = -i_ + *-^ u' + _^_ M- + â u'' <

K j i \ ,j.,yi^
M^ ^ 2\b ^ 2^7 ^ 2^3.5'

+ 2*. 5. 7. 11
^

Si les coefficients
ff.,

et (/3 satisfont à la condition gl > gl' 27.163267...,

(21), p. 13, la série est convergente pour 0<«<cü,-, 2(01 étant la pé-

riode réelle de i^iii ;
g.;,

; g^. De substituer, dans le développement (10),

une valeur imaginaire u = iy , c'est, en vertu des équations (8) et (9),

la même chose que de substituer l'argument réel u = y dans le déve-

loppement

(11) p (il ;</,;- ih) = J_ + * ^^ll- u' ^ u' + -^^^ m'+\ j i\ ,y^y jij ^, -r 2^5 2^ 7 ^ 2*. 3. 5' ^

3.(/2.V3

2^.5.7.11
«° +

les coefficients //j et c/s de la série (11) ayant les mêmes valeurs que les

coefficients 9, et g.^ de la série (10). — La condition de convergence

complète du développement de ^^(w)? !/t > f/l
' 27.163265.., (20) p. 13, ne

contenant que les coefficients de l'équation différentielle (—^) =is^—ij,s-g3,

et le coefficient g^ n'y entrant que par sa deuxième puissance, (20) est

indépendante du signe du coefficient gl. Ainsi, le développement (11)

est convergent pour u = ù)^.^ si le développement (10) est convergent pour

M = Wj , 2tôj et 2cüi étant les périodes réelles des fonctions ^j(m
; g^ ;

— g^")

et p (il
; g2 ; ^3) ; D'ailleurs

I
cws

(
de p(m

; g, ; g-,) = Wj de p(^u
; g^ ; —^3)

d'où il suit, que le développement (10) de p(;u
; ^2 ; ^3) est aussi con-

vergent pour M = t03 , si gl> gl
' 27.1632 67..., de sorte qu'il est conver-

gent pour II — œ^.

Ainsi, dans le cas ^2 > 27 (/3, la fonction p(ii) ayant un rectangle

des périodes, il ne peut y avoir plus d\ine condition de convergence

complète du développement de p(u').
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§ 7.

Calculer numériquement la valeur de l'argument ?t, la valeur de la

fonction ;>(«), et celle de ;/00, étant donnée.

La méthode de M. Weier.stkas.s de calculer la valeur de l'argu-

ment 11, la valeur de s = p(^u), et celle de p'(")î étant donnée, est si

soigneusement exposée par M. Schwarz dans »Formeln und Lehrsätze»*)

qu'il n'est nécessaire d'en citer que les formules capitales, nécessaires

pour le calcul pratique.

La méthode exige:

1° la résolution de l'équation

2" le calcul des quantités

7 e^ — e., ~ V 'V "i — "" V ^A ~ ^"

(1) ] _ ; J^— = I

v ^i - ^"' + v ^A — ^"

V / <?, — ev ./ s — eu — \/ ei — ^/^ ,,

(2) Y/ ^ \,^^^\^ = ^^ (^ = «)

\/ «A — ^" \/ s — e^c + \/ e^ — e„ ^/ .« - e,.

3° le calcul des quantités

r /1.3.5V„,

1) Voir: Schwakz pp. 67—73.
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4°
. . alors la formule

^^)
2 ( V '^-ï -''•'+ V '-'-'. - '>) •

'' = j ^o '/".'/
(« + « V l^- ^') +

2 4 . ,, ,
;

+ Vi - «^
j A.„ ^ + ^ A,.^' + 3—5 4,3«' + • •

.

donne toujours une valeur de u qui satisfait à l'équation s=p{u).
Certainement, cette méthode de calcul est toujours applicable, mais

elle est aussi un peu pénible, l'exactitude de la valeur définitive dépen-

dant de l'exactitude de toutes les quantités auxiliaires, intermédiaires.

D'un autre côté, la métliode de M. Weierstrass de transformer

une intégrale /' en l'intégrale—
/'' ^

- = ?/ (voir p. 29),

à l'aide de (2) p. 29 et des formules

//2 = AE+:iC'~4BD

ç/, = ACE+2BCD-AD'-B'i;-C'

étant la 2)lus conimode que l'on puisse désirer, on voit combien est d'im-

portance le calcul numérique de la valeur de l'argument u, la valeur de

la fonction s=p(^ii?)^ et celle de y> («)) étant donnée. Voilà pourquoi

nous nous sommes occupés de chercher une simplification du calcul

numérique de la valeur de l'argument u. Le but pratique de notre

recherche a été d'éviter le calcul de toutes les quantités auxiliaires; le

but théorique en a été de rendre le calcul indépendant de toutes autres

fonctions (les fonctions I(m), <9-(w)) que de la fonction p^u).

iSfoaveile méthode de calculer la valeur de a.

La méthode que nous proposons est basée sur les résultats ob-

tenus dans le § 2. Dans ce paragraphe nous avons prouvé, que le dé-

veloppement (1) p. 6 est convei'gent pour u = w et u = eu', si

(a) gl •> gl 27.1632 66...

quand gl>gl21 , et si

(c) ^^< 5»^ 26.8378 44.. g,>0

quand gl <gl21 ; ou si
,

(è) //3<0 .
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La méthode que nous proposons pour calculer la valeur de l'argu-

ment u est directement applicable, si les coefficients //.., et </;, satisfont à

l'une ou à l'autre des conditions (a), (Z;), ((;), ce qui est le plus souvent

le cas. — Nous ferons voir après, comment il faut opérer, si les coeffi-

cients c/2 et (/:, ne satisfont à aucune des conditions (a), (b), (c).

D'abord nous compléterons le développement de la fonction /;(«)

à l'aide de la formule de recursion (7) p. 4. On obtient

•

ou

+ ^•7.92<73"" + ^81. f/t + K^2 92gl)u'' + (A',,, ç/lg, + k^„gï)u''

+ ('^l0.1</2 + ^|0,:>//-','/3)«'** + (/*^1 1,1 /72/73 + ^ll,25'2/78)"^" + • • •

(5)

log L, = 0.6989 700 — 2

log k^ = 0.9208 188 — 4

log A:„,, = 0.8068 754— 6

log k-i = 0.5528 420 — 2

log k, = 0.6875 406 — 4

log Ä;,,2 = 0.9917 405— 5

log k^ = 0-7332 981 —6

log /t-^,j = 0.6733 364— 8 log Ä-g,^ = 0.1970 202 - 6

log yt^,j = 0.6780 603 — 8 log A.-^,, = 0.2658 289 - 7

/(7(/ ^,0,1 = 0.4972 452 — 10 log k^^,^ = 0.2850 667 — 8

log it'll,, = 0.5814 119 — 10 log ku,^ = 0.5672 628 — 9

Nous avons donné les valeurs de tant de coefficients k, quoique

ce n'est qu'en des cas exceptionnels qu'il faut employer plus de 6 à 7

termes du développement (4).

Pour le calcul de la valeur de l'argument u ou a, à l'aide du dé-

veloppement (4), si l'on y introduit les substitutions p(u) = a et u^ = x,

ax

d'où

1 - kjfls ^2 ^^ 9^9

9

,j.4 __ ^l9'iff3 ^6 kog^x^ ^k^glx* +

(6) X = 1 1 ^c,x' + c^x' + c,^x' +
a 1 -f c^x^ -f t'j X* \- c, a;" -f
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ou

r —I- n o — ^^^^
Cj — A-2y2

1 T '3 —

L'équation (6) est la formule qui donne la valeur cherchée de

X = II' , si l'on y introduit une valeur approximée de .v dans le membre
droit. — Comme par d'autres méthodes d'approximation, on obtient un

nouvel chiffre décimal exact, chaque fois que l'on emploie la formule (6).

Le plus simple est d'employer pour première valeur approximée de œ

1
^„ = - .

—
a

La méthode est très commode, quand a est grand, ou les coeffi-

cients c sont petits.

D'un autre côté, la méthode est aussi très avantageuse parce que,

en qualité de méthode d'approximation pure, elle n'exige pas un calcul

sans défaut au commencement du calcul, la valeur du départ - étant tout
a

à fait arbitraire.

Applications des deux méthodes.

1" Calculer par la méthode de M. Weierstrass la valeur de Uinté-

dcp
grale de Légendre ') F{c

, 7:)
= 1

-~i=
<? sin'' 90

. „.0 V2 + V3 , 1/ 2
c = sin 75" r^ -—XJ— tau = \ -^ .

2 *'^ ^
V3

En substituant dans cette intégrale sin ^> = z ^ on obtient

et eu comparant cette intégrale à ^)

X'V {1 - (e^ - e^-§i,{u)
} {1 - (... - o.)^^;.(«) }

= u

1) Voir: LÉGENDRE Traité de Fonct. Eli. I, p. 91, 92.

2) Voir: Schwaez p. 29.
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on voit, que l'on obtient immédiatement

F{c , <f.)
= u

par les substitutions

sinq) = 2 = ^„3 (m)

(^1 — t'a = 1 , e., — fc'3 = c^ , e^ -\- e^ -\. e^ = .

Parce que ')

1
^mC«)

p(iO — ^3

on voit, que la valeur de l'intégrale proposée est la valeur de l'argu-

ment u qui correspond à la valeur de

sîn (p

Donc, la formule (1) donne

log/ = 0.5126 939 — 1

et la formule (2)

1 _ V cos 75° \/i-I^^

1 + ^^^iW ]/' - ''

8 — 62

_ 1 — V 2 cos 75"

~
1 + V2 008 75"

d'où

log (/i) = 0.2125 834 — 1 log t = 0.6998 895 — 1

1) Voir: ScHWAEZ p. 28.
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Ainsi, on aura

log
( I

)" ^' = 0-i487 156-3 loy {^^ l' = 0.2496 137-5

% [-^-'-4-^} ^" = 0.1420 268 - 7
^2.4.6^

d'où (voir p. 35)

1
-I- ( )

/^ = 1.00281006 Z„, = 0.0028 2797

(-^) /' = 0.0000 1776 7 _ 4,2 = 0.0000179

1
•

• 1 /" = 0.0000 0013 868 4,, = 0.0000 001
^z . 4 . b'

4 = 1.0028 2796 568 .

Parce que

^

»0 cr'

i: ^/o^ (< + i y 1 _ f ) = arc tg lI^! =

T^ 59"'55'47',5 ,,

180"
on a K = "" '• •'"

n , d'où

- 4 'loq (t-{.i\jl ^ e) = 1.0489 315 .

i

Les valeurs calculées de t , L^ , 4n i
• • donnent

bg 4,j < = 0.1513 6428 — 3 Z„„ t = 0.0014 1698

2 '^

log - 4,2 <^ = 0.1764 302—6 ^ Z^,^ t^ = 0.0000 0150
Ö o

2
Xo,i « + - 4,2 <' - 0.0014 1848

O

De plus, on trouve % Vl — ^^ = 0.9372 2324 — 1 , d'où

Vl-<^J4n * + I A,2 <' + ...( = 0.00122757
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et, selon la formule (3) p. 36,

_ h -^ yjcos^fb^l • u = 1.0501 5907

d'où locj u = 0.9650 547 — 1 et

u = Fi^c , (f)
= 0.9226 877 .

Calculer la valeur de r intégrale
dx

3 -, 5 7
Parce que ^ = 1,5 = — -,C'=-,-D = -,£'= — 4, les for-

^ O ^

mules (4) p. 29 donnent

229 3437
9^ = -T^ ' 93

12 '

•

216

et la formule (2) p. 29 donne la valeur de la limite supérieure

83
s = V30 +

^ ^ 12

Donc, le résultat de la transformation est que

r^ dx _ I

'^* _
J, ix' - 6a;' +"57' + 14.c -^4

~ ^^
'
\/ ^^, 229 3437
^ ^^ 12 * "^ 216

où u est la valeur de l'argument qui rend

/ 229 3437\ .,^ ,
83

p[u ; ; = v30 H = a
,

^ V ' 12 ' 216/ * ^12 '

à calculer par la formule {x = w^)

(3) x = -. -J_+3''''' + ^^4 ^' + c« -^ ' + • •
_

a' 1 + Cg a;^ + Cj a;* + c, a;"* -|- . . .

K 9i
^2 = "2//2 ) • • • •

voir p. 38. —
Nova Acta Reg. Soc. Sc. Dps. Ser. III.

1
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Parce que log g.^ = 1.2806 543 ,
log

\ g^ \
= 1.2017 257 ,

log - =

0.9067 9229 — 2, on obtient immédiatement

log c^ = 0.9796 243 - 1 hg (\ = 0.4821 274 - 1 log c^ = 0.8413 052 - 2

log Cg = 0.6613 600 — 2 log c, = 0.0767 129-2 .

La première valeur approximée de .v étant par ex. a-^ = -
, on a

log
j'o
= 0.9067 923 — 2

de sorte que log c^4 = 0.7982101 — 3 , log c^xl = 0.4749 458 — 4

et

1 4- c^xl = 1.0062 12 1 + c^xl = 1.0002 99

d'où log (1 + Ci4) = 0.0026 89,36, log (1 + e^œl) = 0.00012762

•.• log a;, = 0.9093 540 ..— 2 .

De la même manière on trouve

1 + c^x', + c,.rt = 1.0062 99 1 + ^,4 = LOOOB 025

log (1 + c^ .1? + c^ x]) = 0.0027 2685

log - = 0.9067 9229 - 2
a

log - . (1 + c.,xl + c',,i'î) = 0.9093 8779 - 2
' a

log (1 + C3.rO = 0.0001 3 135

•
.

• log .T^ = 0.9093 8779 — 2

l^c,xl + c,xt = 1.0062 996 1 + c, 4 + c, 4 = 1.0003 026

log (1 4- dx; + c^xi) = 0.0027 2728

log - = 0.9067 9229 — 2
' a

log I . (I ^ c^xl + c,xt) = 0.9095 1957 — 2
a
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log (1 + c^.rl + r,,7*) = 0.0001 3139

•
.

• loij x-i = 0.9093 882—2 .

Corame cette valeur ne diffère de celle de log x.^ qu'au septième

chiffre, on a

log X = 0.9093 882 — 2 log a = 0.4546 941 — 1 .

Donc, la valeur de l'intégrale proposée est

f — '^

-_ = u = 0.2849 0111
-Jx V«* - 6*-' + b£' + lAx - 4

valeur dont le calcul a été aussi commode que simple.

Calculer numériquement les valeurs de V argument u qui satis-

font à l'équation

/•(« ; ff2 ; ,'/3) = « + 'è .

Aussi ce calcul se fait commodément en employant la dite mé-

thode de calculer la valeur de l'argument ti, lorsque la valeur de la

fonction p(;u) est réelle. Seulement, au lieu de l'équation (3) p. 41, il

faut employer la formule

, .. l -\- C2X' + c.x* 4- c„x^ + . . .

(4) X =
, . T^ 2 4 .6
(a -j- ib) — Cg .1'^ — c, X* — 0, x^

pour calculer la valeur de x = u^ . La valeur de l'argument u étant de

la forme m = u-j-üo, le calcul de u équivaut à la résolution de deux

équations piti) = c. Le x du premier membre de (4) étant une fonc-

tion rationelle de la valeur de x qu'on substitue dans le membre à

droite, la méthode ne donne qu'une valeur de a;, d'où deux valeurs de u,

dont la positive est la valeur principale, la seule valeur, dont on ait

ordinairement besoin. Si l'on a besoin des autres valeurs de l'argument,

on les trouve en calculant les périodes.
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Calculer la valeur de u qui satisfait h V équation

p(u ; 53 ; 47; =13 — 11 V—T ,

"

Comme dessus, on a

/5^ ^ 1 -^ c,.v^ + c,x* + c,a'' -\

^ ^
(13 - 1 1 - c„x^ — c^ x' - c, x'

loc] Ci = 0.4232 459 log c^ = 0.3693 705 log c^ = 0.2249 399 log c^ = 0.0839 143

En substituant comme première valeur approximée de x

1 13 , . 11
^0 = ^n, T^ = îjïï^ + *

13 -ai 290 ' 290

= 0.0448... + 2 0.0379. ..

on obtient

c^œl = 0.0015 . . . + ?' 0.0090 c^xl = 0.0009 6 + iO.O057 . .

.

d'où

1.0015... 4- «0.0090

' 12.999... — ? 11.0057

= 0,0444 7. . + /0.0383 99 .

En substituant cette nouvelle valeur de .; dans le membre à droite

de l'équation (5), on trouve de la même manière

,r. = 0.0445 3 . . + /0.0383 95

et, en répétant le calcul deux t'ois, on obtient

Xs = 0.0445 24 + «0.0383 94

x^ = 0.0445 236 + /0.0383 935 .

En comparant les valeurs de x^ et de x^ , on voit immédiatement,

que les six premiers chiffres des deux nombres de la valeur de x^ sont

corrects. Pour examiner, si les septièmes chiffres en sont aussi corrects.
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ou pour en obtenir les corrigés, il faut substituer la valeur x^^ ce

qui donne

x^ = 0.0445 236 + «0.0383 9.35

d"où

u = 0.22728293 + i 0.0844 6206

valeur principale de a qui satisfait à l'équation

jü(m ; 53 ; 47) = 13- 11 V- 1 .

Remarque: L'avantage le plus précieux de la méthode que nous

avons proposée pour calculer la valeur principale de l'ai-gument u qui

satisfait à l'équation p(ii) = c, applicable non moins lorsque c est une

quantité complexe que lorsque c est réelle, c'est que l'exactitude du

calcul n'est pas si indispensable que si l'on applique la méthode de M.

Weieestrass. Une erreur commise dans le calcul d'une des premières

valeurs approximées de x ne fait que retarder le calcul de la valeur

exacte de x^ une nouvelle approximation compensant l'erreur, taudis

qu'une erreur commise dans le calcul de Z, par exemple, rend tous les

calculs suivants complètement ill^isoires, quelque soigneusement qu'ils

soient faits.

§ 8.

Division de l'argument u qui correspond â une valeur de la fonction

elliptique p(u).

Le développement analytique de la fonction elliptique p{u)

(1) p(u) = — + * + t',a^ + c^ià 4- (>4 lâ -f . . .

u

est très commode à employer pour le calcul de la valeur de la fonction

p(ii) qui correspond à un argument dans la vicinité du point x = 0.

Si l'argument u n'est pas situé dans la vicinité du point zéro, la valeur
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correspondante de p (u) peut être calculée, comme nous l'avons fait voir

dans le § 4, à l'aide du développement (1) et à l'aide de l'équation

(2) p(2ic) =
4K«) —ihîKu) -9s

quelque grande que soit (le module de) la valeur de l'argument ?t, la

dernière équation employée une fois, ou plusieurs.

Dans le paragraphe précédent nous avons aussi fait voir, comme
l'équation (1) est commode à employer pour le calcul de la valeur prin-

cipale de l'argument u correspondant à une valeur donnée de la fonction

p(ii)i quand la valeur de p(^u) est grande et en conséquence la valeur de

u relativement petite. — Comme le calcul de l'argument «, la valeur

de jj(m) étant donnée, est la question inverse du calcul de la valeur de

p(u), la valeur de u étant donnée, on voit a }>i'ioi'i, que l'équation auxi-

liaire doit être l'inversion de l'équation auxiliaire pour le calcul de la

valeur de p(ii^: Hnversion de Céquation (2).

Parce que p(w) est une fonction analytique de u, il n'y a qu'une

valeur déterminée de p[a) qui corresponde à la valeur donnée de ?«,

ainsi qu'à la valeur de l'argument doublé 2u. Aussi l'équation (2)

donne-t-ellc la valeur de p{2u) en fonction rationelle de la valeur de 'p{u).

Si une valeur déterminée u de l'argument est donnée, la valeur

de la fonction pi-] est aussi déterminée que - . — Au contraire, soit

donnée seulement une valeur déterminée a de la fonction p{2u) , sans

que la valeur correspondante de u soit donnée. Alors, si la valeur a est

substituée à p{2it) dans l'équation (2), et qu'il soit demandé de cal-

culer la moindre valeur de m, à laide de la valeur de p{u)^ obtenue par

la résolution de l'équation (2), il faut prendre pour valeur de pixi) la plus

grande des quatre racines. — Quant à la résolution de l'équation (2),

elle est facilitée par le raisonnement suivant:

Toutes les valeurs de l'argument 2u qui correspondent à la va-

leur donnée a de la fonction p{2u), et à la valeur donnée de p'i2u),

se trouvent par la formule

2u = v -\- 2piü 4- 2qü)'

et toutes les valeurs de u par la formule

M =
^ + pw + qu/
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V étant 1111 point en dedans du parallélogramme principal des périodes^

et 2^ et q étant des nombres entiers. Pour que ces valeurs de u soient

situées dans le parallélogramme principal des périodes, il faut seulement

que j) et q aient les valeurs ou 1. Ainsi, les quatre valeurs de m,

qui appartenant au parallélogramme des périodes font pÇ^iî) = a, sont

rt ,?<-(- tu , ».
-f-
w -|- ty' , n -(- w'

,

M étant la valeur principale de l'argument.

La relation réciproque des valeurs correspondantes de p{u) se

donne par l'équation ')

(3) P(i< + <")-(^x = ~ ^^ —
;;(«) - 6)^

indiquant, qu'il faut transformer l'équation (2) en fonction rationelle de

p(u) — e^, ce qui donne

1/^(m) - <^xV + 2^a{p(«) - «aI + <^/ + |.'/2 + '^ffs{p(u)-ex}
I 2(/3^;i

d'où, pour

(4)

4

{

p {u) — e,} {p (u) - e^,\
{ p (m) _ ej

x = p(u) — e;^
,

œ* + 4:(ej^- a) x' + 6 e| + i g, - 12«?^ a x' +

Pa(4 + 4/72) - 4a(f^ - ef^X'^k - ''') + 2.9-3 ^ + [4 + ^^2) + ^y^e^ = .

Pour la réduction des coefficients de cette équation on a, à l'aide

de l'équation 4e| — g^ e^ — (/3 = 0,

d'où

(24-l<7,)44 = 2.^3^A ,

1) Voir ScHWAJiz: p. 23.
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d'où

(34 - - g^ = (4 + -
g)j + 2 //3 e^ ,

le membre à droite étant le terme absolu de l'équation (4).

D'ailleurs, ou a ')

d'où

Ainsi, on a

(5) {4 + ^92) + 2.93 e^ = {e^ - ef.y (e,_ - e;^' .

Quant au coefficient de x dans l'équation (4), on a, en vertu de

la relation 2ef^[2el— - g^ = g^ ,

^e,[e\ + \g)j + 2^3 = 4.,(.| + ^<;,) + 4.,(2.|_ ^,^,)

d'où, en vertu de la relation g^ = — 4{(e;i — e^) (ej. — e^ — 3^} ,

(6) 4 e^ (e'i + -g^j J^2g, = 4:6^ {e^ - e^) {e,_ _ O •

En substituant les résultats (5) et (6) dans l'équation (4), et en

y faisant

(7) X = y i{e^ — ef.) {e^ - O

1) Voir: SCHWAEZ (5) p. 22.
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l'équation (4) se change en

(8) y* + 4
* f -\ ,- y' +

+ 4 '

y + 1 =

OU

y' + by' + cy^- + /..7/ + 1 = O
,

dont les racines sont

_ _6 + V8 + 6='^ 4c ± V- {8-26^ + 4c±26V8 + fe'' — 4c}
y = -

4

Ainsi, les valeurs de p(;a) qui satisfont à l'équation

ri'(^o' + |.94 +2^3iK«)

4pOO —9iViu)-9

se trouvent à l'aide de la formule

où

(10) b= 4(., _^) _ ^^^ ^
2_

Appl.: Calculer la valeur de l"argument u qui satisfait h Véquation

p(u ; 47 ; —62) = 3
; ;/(«)< .

Parce que g^ = él et g^ = — 62 , on a

.«7^ = gl • 27.0091 . . .

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IIL 7
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Ainsi, le parallélogramme des périodes de la fonction p(ii ; 47 ;
— 62)

est un rectangle. En comparant la dernière relation à la condition de

convergence complète

(a) //|>^3 27.l632 6r3...

(p. 19), on voit, que l'espace de convergence du développement de la

fonction p(« ; 47 ;
— 62)

(11) o(îO = 4 + -"*-"' --*^ «' + •••
^ ^ ^ ^ ^ M^ ^ 20 28

^

ne peut pas comprendre les premiers demi-côtés du rectangle des pé-
'^ riodes. En vei'tu des critériums donnés dans le § 3 p. 21 on voit

aussi, que c'est pour u = w' que le développement (11) est convergent,

parce que

et partant que la droite , co est plus longue que le rayon du cercle

extérieur de l'espace de convergence du développement (11). La plus

grande racine de l'équation

4^'^- 47s + 62 =

étant 2, l'argument u qui satisfait à l'équation proposée

p(ii; 47 ; - 62) = 3
, /(^0 < ,

est situé entre et a», [ou en dehors du cercle de convergence du dé-

veloppement (11), ou] trop près de sa circonférence, pour que le déve-

loppement soit commode pour le calcul de la valeur numérique de u.

En vertu des formules (7) et (10) on a

V(ei - e,) {e,—e^)=- 6 = — 8 c = — 98

y8 + 6^ — 4c= 4V29 8 + 4c'-26' = -512

et

9.)

8±4 V29 + 8 V'8± V29
"•^2) = -+ 8
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Donc, la plus graude valeur do pi.^] est

l)\~j = 9.351156 .

Si l'on substituait cette valeur de /; (
'^

]
à a dans les formules

(10) et (9), on aurait la valeur de ^n-j , et ainsi de suite, jusqu'à ce

qu'on trouverait la valeur de p i—^j .

La méthode de calculer la valeur de l'argument ?< de la fonction

2j{u) — a étant d'autant plus commode que la valeur de a est grande,

nous avons essayé d'inventer une autre méthode de division de l'argument

— opération indispensable, si l'argument u est situé en dehors du cercle

extérieur de convergence du développement (1) de la fonction p (?<)
—

qui conduit à des formules moins compliquées que les formules (9)

et (10).

Nous en donnerons un bref exposé dans le paragraphe suivant.

§9.

Autre méthode nouvelle de divisioii de l'argument u de la fonction

elliptique p(u) .

Dans le memoir: Sur les fonctions elliptiques ^(m), nous avons dé-

duit l'équation ')

(1) ,,lu) + Uu) = ^

où l'on peut attribuer â chacun des indices X, fi^ v un des nombres

1, 2, 3.

1) Nova Acta Reg. Soc. Se. Ups. Vol. XH, fasc. U, p. 21.
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Ainsi, on a ')

d'où

P(|)--<'l

De la valeur donnée a = ^j (î<) on déduit immédiatement *)

d'où

(3) { ^^„(«) + ^.o(") }' = {V^-"^ + V« - e.Y = k

Ainsi, on a

f (I)
-{k- eÙP (|) + {e,e. + ke,) =

^2

d'où

(4) 2^ (-) = ^' — ^;t ± V^' + ^A — 6^g^ — 4ë/.ev
^

En donnant la valeur 1 kl, on trouve deux valeurs de Py-^j

Ainsi, la formule (4) donne apparemment six valeurs de ^^ f-j .

Appl. : Calculer la valeur de ]} [-
) , si

i^
(m ; 47 ;

— 62) = 2.01 ,
p'(:u) <

1) Voir: ScHWAEZ p. 28.
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On trouve, parce que i\ = 2 , e^ = -— 1*^3 = ~
,
que

Uu)=Y^^^ l.,(u) = \/'-^^
d'où

k = 6.02 + V 1-2404 .

Donc, la formule (4) donne immédiatement

-^,
fi'\ _ 4.02 + ^1-2404 + ]/ — 13.12399 + 12.04 \/l-2404

d'où

p[^^) = 2.833 9453 .

Maintenant, si l'on substitue cette valeur de p i-j à a dans les

formules (o) et (4), on trouve

p[j) = 8.507 6387

valeur très commode pour le calcul de la valeur de - .

Si l'on substitue, dans la formule (6) p. 37, ^2 = 47, ^3 = 62,

a = 8.507 6387, on trouve, après ti'oi'i approximations,

u = 1.439 4801 .

Comme [to, = 1.58515 .. .
et] 2^3 = ^ 1.28933 .. , u est situé en

dehors de l'espace de convergence du développement jjÇii) = h * +

+ §•'' +
Remarque: La résolution de l'équation ((2), p. 46)

i.'(i)+^..r+2,.,(|
a = p(it) =

4,. (ï) -,,,,(?)_,,
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donne quatre valeurs åe pi-) , comme l'exige nécessairement le pro-

blème de division de l'argument. — La valeur de Tindice l étant fixée,

la formule (4) ne donne que deux valeurs de ^;(-j . Mais, comme À

peut être 1, 2 ou 3, il semble, que la méthode donne six valeurs de

j)\-) 1 deux valeurs de trop, ce qui est aussi impossible. Cependant,

comme il n'y a pas de raisons, pourquoi la formule (4) donnera la va-

leur principale de ^j ( -
j

, si l'on y substitue <?; ^ e^ , mais non, si l'on

y substitue C). = e^ ou e;_ = e^ , on voit immédiatement, que la valeur

principale dep(-j doit provenir de la formule (4), soit qu'on y sub-

stitue e/^ = e^ , gj ou ^3 . Alors il faut, que les trois autres valeurs don-

nées par la formule (4) soient P [-^ + '-^) i J' [~ + '^j ^* j'''

( r + '"'
)

•

Comme il n'y pas, non plus, de raisons, pourquoi j;(--|- wj serait com-

binée avec fs plws qu'avec e^; ou ^>(- + tu" avec e, ou ^3; ou jA—h "^
)

avec e^ ou e.^^ on voit a priori, que la formule (4) donne les va-

leurs de p(-] et de pi--\-üjj , lorsqu'on y substitue é»; = e^; celles de

pi-j et depi~-]-u>"] , si l'on y substitue e?^ = e'g ; celles de p [^] et

de p i^J^wj pour g; = e^ .

D'ailleurs, si l'on suppose que

k — e}^—\llc'-\.el~^kej^ — 4:ef,e^ (u \

ou aura

P
(u\ _ _ Ä: —

36;i -i-
y/:^ ^ej—Qke^- 4e^e^

/u ~\ k — 3e^ — ]/k^ + el — Q/cej^ — 4:ef,e^
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d'où

d'accord avec la relation ')

(«A - ^^) (^A - O
;,(r + w)_t^^

PW - «A

Ainsi, c'est bien formellement prouvé, que la formule (4) donne

les valeurs de p [-) et de pi—|- œj pour ej^ = e^ ; celles de p (-) et de

Py-^ + ^') PO"i'
<^A
= ''2

;
celles de p (^-' j et de p (| + c«

)
pour e^ = ^3

§ 10-

Rectification de la courbe qui est le lieu d'un point mobile P, le rectangle

des distances duquel de deux points fixes F et F^ est égal au carré a-.

La rectification de cette courbe est un problème aussi intéres-

sant en général, qu'elle est spécialement une question de la plus haute

importance dans la théorie des fonctions elliptiques. En eifet, on sait

bien, quel rôle a joué dans la théorie de ces fonctions la rectification de

la courbe spéciale qu'on obtient, si l'on suppose la distance des deux

points fixes F et F^ égale à 2a, c'est à dire la rectification de la

lemniscate de J. Bernoulli.

Voilà, pourquoi nous avons jugé comme fort à-propos d'employer

en application des méthodes de calcul pratique que nous avons propo-

sées dans ce memoir la rectification de la dite courbe. Nous le ferons,

non seulement parce qu'on devrait croire, que la rectification de la

courbe générale conduirait à des intégrales abéliennes, mais parce que

les transformations que nous employerons pour le calcul font tant res-

sortir la merveilleuse flexibilité des formes des fonctions elliptiques de

M. Weierstrass.

1) Voir Schwarz: (5) p. 23.
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La distance des deux points fixes F et F^ étant désignée par

2c, l'équation de la courbe générale est

(1) r/ + 2(r^ + .-Oy^ + {,v' - c'f - a* =

d'où

(2) tf = -- .r' - c^ ± V4 c^ ir + a' .

En différentiant l'équation (2), on aura l'expression de ds

l/ 1
-f- (

—

-] dx , mais cette expression étant impossible à transformer,

il vaut mieux de transformer l'équation (1) en

(3) a* — c' = r' — 2 c' r' cos 2 &

d'où

(4) r- = (^ cos 2 ^ + Va* - c* siji" 2 0^ .

Si, dans l'équation (3), on fait a = c, on aura l'équation de la

lemiiiscate de J. Bernoulli, et dans l'équation résolue (4) il faudra em-

ployer le signe supérieur. De même, si l'on suppose a>c^ il faut em-

ployer, dans l'équation (4), le signe supérieur, la courbe ayant la forme

d'un ovale, dont les points les plus distants du centre correspondent

aux valeurs r = ^a^ -\- f* . — Si, au contraire, on suppose a < c, la courbe

consiste en deux courbes distinctes autour des points jP et F^. Dans

ce cas il faut employer l'un et l'autre signe dans l'équation (4).
—

D'abord, nous ne traiterons que le cas où a>c; ensuite, nous indi-

querons les changements nécessaires pour calculer la longueur de la

courbe, si a <c.

Donc, l'équation à employer sera

(5) r' = c' cos 2& + ia' — c* sin" 2 ^

11 s'ensuit de l'équation (3), que

(6) cos 2,'^ ='-1+4
2c'r'
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Eu différentiant l'équation (5), on trouve, après quelques réductions,

dr c'-r^ sin 2d^

d'oii

di^ ]/a'-c''si7i'2d-

âr sin 2S-

di)-
]/ a' ~ c' sin' 2 ."^

d»\' , . .fdd-
Parce que (—-j = l-\-r('--] , on trouve

dr' & sin' 2d

d'où

ds a 2

(7)
dr (fsin2i)-

f' l/l
Çr^ + c' — «')

\j{(^ci' 1- cy - r'\ {r" - {a' — cy\

le signe négatif étant emplo3'é, parce que nous voulons faire l'intégra-

tion du point où la courbe rencontre l'axe des a;, et où r a sa plus

grande valeur.

C'est l'expression (7) de ds qu'il faut transformer, d'une manière

ou d'une autre, pour éviter des intégrales abéliennes, dont elle a la

forme dans l'équation (7). — Nous faisons cette transformation, en intro-

duisant la formule de substitution

(8) r' = (a' + cj cos' (/> + (a' - c'Y sin'
(f.

.

On voit immédiatement de cette équation, que l'angle auxiliaire

([> a les valeurs et - simultanément avec l'angle t9-. Pour des valeurs
ù

intermédiaires, les angles & et ^ ne coincident pas.

Il résulte de l'équation (8), que

(9) (a^ + ej - 7-* = 4 a'â sin' if r* - (a^ — cj = Aa'c' cos^
(f .

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 8
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Par la substitution des expressions (9) dans l'équation (7), on la

transforme en

(10)
''^ '

dr 2c^ sin cp cos ip

En différentiant l'équation (8), ou aura

(11) r^ = — 2 a^c^ sin
<f>

co« (c .

d<p

Par la combinaison des deux expressions (10) et (11), on aura

''

,y(a' + cj cos' (p + (a^ - c')' sin' <p

d'où

(12) s = a2
{'f dip

y/ (a^ -f c^)- cos^ ^ _)_ (rt^ _ c'^y sin^ tp

En comparant les équations (7) et (12), on voit que celle-ci est

plus simple, la variable indépendante n'y figurant qu'au deuxième degré,

au lieu du huitième dans l'équation (7), tandis que la racine du dénomi-

nateur de l'expression (12) est du quatrième degré au lieu de la racine

carrée de l'expression (7). Mais cet inconvenient n'est pas de consé-

quence, comme nous le ferons voir après.

Avant de transformer l'intégrale (12) à l'aide des fonctions ellip-

tiques de M. Weierstrass, il faut exposer les transformations néces-

saires pour le calcul de la longueur de la courbe, si a<c. — Dans ce

cas, la courbe consiste en deux contours congruents autour des points

fixes F et F^. Pour les parties plus éloignées de ces contours on a à

employer l'équation (5) r^ = c^ cos 2 9- -\- yja^ — c* sin" Q t^ , dans laquelle 0-

peut parcourir les valeurs de 6*^ = jusqu'à 2 & = arc sin —- du côté

supérieur, et du côté inférieur, de l'axe des x.
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Mais pour la partie plus prochaine du contour il faut employer,

au lieu de l'équation (5), l'équation

(13) r' = c' cos 2ä — ]/a'- c* sin' 2 & .

Dans cette équation, on doit faire accroître l'angle d- de iV- =

jusqu'à 2 d- = arc sin —^ ,,
de l'un et de l'autre côté de l'axe des x.

Ainsi, pour la partie plus éloignée do la courbe, l'expression de

la longueur de l'arc est la même que dans le cas a > c. — Quant à la

partie plus prochaine du contour, on a

dr c'rsin2ô-

d^ ya*-c*si7i'2â-

d'où

2a'r^
(14) s= (-=

]l{(a' + c'y - r'} {r' - (c' - aj}
dr

la longueur s de l'arc croissant avec la valeur du rayon r.

Dans cette intégrale, on ne peut pas introduire la substitution (8).

En effet, pour yv = , on aurait r = ^c^ + d^ au lieu de r = Vc^ — a*. —
Au lieu de la substitution (8), on peut employer la substitution modifiée

( 1 5) r' = (c' - dj coy x + i<^ + «')' ««"' X

d'où

( 1 6) (c' + ay -r'= 4:a'c' cos' / ''* - (^^ - «')' = 4 a' c' sin' x

et

(17) r^ = 2a^c' sin X cos X
dx

Par les substitutions (16) et (17), l'intégrale (14) se transforme en

(18) s = a'
^' ^^

V (^^ + ^^/ *"*^ X + (<^^ — ^*)^ (^os' X

intégrale de la même forme que l'intégrale (12).
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Réduction de l'intégrale J = /
— — (a > c) .

Jy(a' + cy co.r if + (a^_ c')- sin^fp

D'abord on aura

^
(a' 4- cy ^

de sorte que c'est cette intégrale qu'il reste à transformer. Pour en

faire la transformation, nous employons la substitution

(19) sin(p = losCiO •

Pour fixer la fonction elliptique io-i(.u), il faut en déterminer les

constantes e^ — e^ ^ e^ — e^ et e^ — Cj , à condition que ') e^ -\- e^-\- e^ = .

Le calcul étant beaucoup plus simple à exécuter pratiquement, si les

racines gj , e^ , e^ de la fonction principale correspondante piiC) sont

réelles, et la transformation exigeant que f, — ég , ou e^ — e^ ^ soit égale à

4.a^c^

r»\i '
posons

(a" + (?f

(20) e, - <3 =
(fl^ + cj

Cette équation, et l'équation «j -j- <?, -|- t^g = 0, sont les seules aux-

quelles les quantités
(?i , e^ , e^ doivent nécessairement satisfaire. Ainsi,

une des racines e, , <'2 , e^ reste à disposition ; il faut seulement en fixer

la valeur de la manière la plus avantageuse pour le reste du calcul.

Par l'emploie des équations- (19) et (20), le dénominateur de l'inté-

grale se transforme en

Si l'on divise par al(u) l'équation^) al(u) — al(u) -f (e.^ — e3)ö^(u) = 0,

on en obtient ^)

1 _ (^2 — ^3)^03 00 = ê'U'O

1) Voir: Schwarz (18) p. 12. 2) Voir: Schwarz p. 28.
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Ainsi

(21) v/l -
, ^"'"W

'^"'
'P = ^^-^^ •

(a- _|_ r'^)^

Quant à la transformation de c/r/), on a ') de l'équation (19)

(22) cos cpd(p = §^/^ii)i23(u)du .

Ainsi, il ne s'agit que de transformer de la manière la plus

avantageuse la fonction cos cf en fonction de ^«(w), Ii3(w), S-ni^)- — Pour

cela, on a d'abord

(23) coscp = il-^i,(^u) .

Pour se défaire de la racine carrée de cette expression, on n'a

pas d'autres moyens que d'employer les équations analogues à l'équation

déjà citée ol{ii) — al{u) -\- {i'2 — Cs)a^(^u) = ^ c'est à dire l'équation*)

ollu) ~ al{u) -{- {e^ — e^)o\u) =0 , . . . . En la divisant par al{u)^ on ob-

tient') è'Ï3(w) = 1 — (i«, — 03)^03 (") Donc, on voit immédiatement que,

pour pouvoir enlever la racine carrée de l'expression (23), il ne faut

que poser

(24) 0, - ^3 = 1 .

Alors, on a

(25) cos (p = Si3{u) .

La combinaison des équations (22) et (25) conduit à la relation

(26) d(p = §23(1'') d^<'

et les équations qui déterminent les valeurs des racines e^ , e^ ^ e^ sont

^1 + ^2 + ^3 = e^ — é?3 == 1 gj — ^3 =
là' + cj

équations compatibles et donnant des valeurs l'éelles aux racines

<?, > 62 > t'a .

1) Voir: Schwarz p. 28.
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En introduisant les expressions (21) et (26), l'intégrale se trans-

forme en

(27) f ^

^^ = fiUv:)du - C ^-

J */ 4 (fe' ., J -^ Vl32(«)

Si l'on fait, dans l'équation ')

= {1 - ^!»}K - ^;. + (^;. - 0^>)}
( du

A = 1
, ^ = 3 , J' = 2 , on aura

l^l^f = (1 _ |^',(„)} {(., _ .,)§%(«) _ (., _ .,)} .

[au
)

En vertu des équations de condition (2U) et (24), cette équation

se transforme en

j-^-_j = {1 - ^3,(»)}
j: ^_^; ^3.(t0 - 1

j

d'où

diiîCu)du =

l/{l-^1^(")}i(-^)^1^(«)-l

Ainsi, à l'aide de la nouvelle substitution

(28) z = i,,(u)

l'intégrale peut être écrite

Vi dq) ["'' dzw "
, Z. -I

intégrale calculée par Legendre dans Fonctions Elliptiques (III pp. 334,...)

1) Voir: Schwarz (6) p. 29.
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Par la substitution de Legendre

(30) 1 + kr = zt

où

(31) k =
9 o

a* — c

l'intégrale proposée se transforme en

. V^rp^ • .7 = - J:^ p
d±—

+

1 r- rfi

"^
2 V^ Av^A v(f_2\/A){(i + Å0'-<'}

Si, dans la première de ces intégrales, on substitue

(32) t = a--^n

et dans la dernière

(33) * = . + 1 yi;

on obtient

(34) V«' + c' • J = -

1 r<" da

J^ p- rfs _
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Maintenant, les expressions sous les racines carrées ont la même

forme que celles de l'intégrale normale de M. Weierstrass ir}u = ±

r ds
I , fj + ^2 + ?3 = . Donc, on n'a qu'à substituer

a = p(v ;e^ e., ; e^) s = j)(itü ; ë, ; ê^ ; ê^)

afin que l'intégrale se transforme immédiatement en

(35) ]la' + c' • J" = L
i]/k

1

in
w

et il ne reste qu'à déterminer les limites de l'intégration. Nous suppo-

serons, qu'il s'agit de la longueur du quart de la courbe {a>c).

Selon les équations (1), (8), (12), les limites de l'angle q sont

et - . — L'équation (19) fait voir, que u doit varier, de sorte que èosÇu)
Li

accroisse de i^osC^o) = jusqu'à §(,3(1',) = 1. — Parce que') ^osC'O =

et, voir p. 61, e^ — gg = 1 , il faut que u varie continuellement de a^ =
jusqu'à M, = tw . — Alors, l'équation (28) fait voir, que') z = î^^(^

— |/
l^ I ~ '^ varie de ^„ = 1 jusqu'à Sj = -

, voir p. 61 et (31).

Maintenant, si dans l'équation (30), on fait successivement

-0=1 -' =i -.= '

on trouve selon l'équation (32)

et selon (33)

s^ = \j^k-\fk s' = I vä; ^ = 1 + ^- - - 1 V^ •00 o

1) Voir: Schwarz p. 28.
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Ainsi, dans la formule (o4), a^, = a, = Ci , et ^^ > 0' > e., ; et

.«g = s, = ëi , et .«' = t", . — Donc, les variables v et w partent de œ et de

(I) perpendiculairement à l'axe horizontale ; v retournant à w avant d'être

parvenue à oj", mais u' allant jusqu'à tô", avant de retourner à cô. Ainsi,

on trouve, selon l'équation (35), que

2 ,
. ^ . 2

(36) Va' + c" . J = ^ . (w + y _ w) +^ Tw + ci" — w)

_ _ 2ü W
/vâ; /yi'

où y; est la valeur de la variable qui rend

Q

(37) p(v ; e, ; e^ ; ^3) = ^ V^'

et ù) est

d)= la demi-période imaginaire de 'p(w ; ^1 ; ê, ; es) .

Appli cation n u mériq u e.

Calculer la longueur Q du quart de la courbe, si a = 7 et f = 3

Selon l'équation (31) on trouve

^ _ 20
"29

d'où pour la fonction p(v)

., = l + /fc + |Vl- e, = -^]/~k e, = -[l + k-^]lk

= 2.2432 917 = — 1.1072 731 = — 1.1360186

o' = _ V^• = 2.2145 462 =p(cu + v) .

Parce que (voir p. 30)

pCoj + y) -e, = y^ /-^ ^
p(ü) — «?i
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on trouve que

j)(v) = — 391.6477 719 = — 6

de sorte que v est une quantité imaginaire^ située entre et co'. — En
introduisant la substitution v^ = — w\ on trouve (voir p. 37)

^^, ^ 1
^

1 + ^V/2"-''H _ 1 1 + Cgw'^-l
_

b
'

1 hgz '2 b l + c^w"'' ^ . . .
'

X — —-— ZV — • • •

A cause des valeurs des e, on trouve (voir pp. 11, 12)

= 15.0979 002 = 11.28719

•
. log d = 0.8778 853 — 1 log c^ = 0.0125 322 — 3 .

En partant de la valeur iv\ = -
, d'où log w\ = 0.4071044 - 3

,

b

on trouve immédiatement

log w' = 0.4071 065 — 3

•. • log \v\== 0.7035 5325 - 2

^ = 0.0505 3046.
i

Parce que, selon l'équation (34), pour la fonction 2j(m^' ; êj ; êj ; ë,)

6l = ^3 ^2 = ^2 '^,1 = ^1

on a ')

1/2^' 1

^ ni 1-354;3543 892

1) Voir: Schwarz p. 62.
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et

^ = 0.8563 1394

^ = 0.0505 3046

0.8057 8348 .

Donc, les formules (12) et (36) donnent immédiatement

Q = -=- . 0.8057 8348
Vio

= 12.4857 465 .
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B.

rz ri. v.

''i + 1\ + ''3 =

ekanntlich wird die Gleichung

dz

\J4l{z— ï-j) {z — ?'») {z— r,)

durch die eindeutige doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung z = <p{u)

befriedigt. Werden die Perioden dieser Funktion durch w , w^ bezeichnet,

so hat man

Der Kürze wegen nennen wir die Grössen 1\ , r.^ , »'3 Wurzeln des

p-integrals.

Es sei iPi{u) eine andere p-funktion mit den Perioden 2w, vji. Es
gilt dann die Gleichung

n ) o(ul = [.<Pi {u)-pM] [pM -Pi(^ ±^)\_

wenn + a die beiden Nullstellen der Funktion p (u) sind.

Diese Gleichung kann folgendermassen geschrieben werden

(2) ^j(u) =. f,J,(u) + K +

Weil

lim

ist, muss

sein.
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Wird ferner u = io + ()' gesetzt und die Gleichung (2) mit J^ mul-

tiplicirt, so erhält man durch Grenzübergang für c)' = o

folglich

1 =

S"».' ("'O

2/.

= 9y («) + ^'A (" + w) - i^i (lo)
,

woraus

oder

2[Fi(")-Fi("^)]

p (|i) =
i..

(|i) + p, {w + 1«) + p, {w) - 2 p, (w)

w,
p[-^^-) = -2p,{n-).

Man hat demnach

P («) = Fi('0 + VA (« + "-) + Y P (y)

und folglich für u =

Schliesslich ist

10
also für n = —

-

ä.(|) + y(f)
lö

Setzen wir dann

(W + iüi

i^
2 .+Kî) = -Kf)-.
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so ergiebt sich

F(«) =P.(") +

s* — 4 ;?

16
"

s

'2F.(«)

und die Wurzeln des j.J>,-integTals werden

Pi{w) )

*>.©
4:

^ 4

Das Resultat der vorigen Untersuchung kann zu folgendem Theo-

reme zusammengefasst werden :

Durch die Substitution

Ap

(3) ^ = ti +
16
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und in beiden Fällen wird

n = — .5!

gesetzt. Dadurch werden immer die Wurzeln des ^^i-integrals eämmt-

lich reell. Werden diese Wurzeln durch i\ , r^ , r^ derart bezeichnet,

dass man

]\ > i\ > r.

hat, so wird

:-i-V?V =
2 s'' + p

Wird nun die Substitution wiederholt, indem man

sl — 4/Ji sl — Ajh

•r •' 16 „ ,. 16 c
Çl = ^2 H ,^2 = ^3 + — ' U. s. f.

Si
US- 2-

setzt, so wird

und

+ V'
2s' + p

,i.. = _ +y^l^Y

So = ^y^A±ii
,

4 ' ' 4

woraus durch Elimination von p und p^

Si

und im Allgemeinen

(4) Si.'

4 2

4 ' 2

Weil Sl immer positiv und s\ > 4j), ist, hat man

9 s?
2s\+p <

demnach
< Sj < s, .
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Wir haben folglich

«1 > «2 > .«.-3 >...,. . > Äj. > > .

Diese unendliche Zahlenmenge hat also einen Grenzwerth o. Aus
der Formel

folgt

lim [«Li — i}h-i] = .

Man sieht hieraus, dass die beiden grössten Wurzeln des p^-inte-

grals für unendlich wachsende k gegen einen gemeinsamen Werth, näm-

lich — , konvergiren. Gleichzeitig wächst die eine Periode der Funk-

tion i^iOO ins Unendliche, die andere bleibt = w^ , wenn s = ^4? f—'j ge-

setzt wird.

Um die Geschwindigkeit zu untersuchen, womit die St gegen ihre

Grenze konvergiren, bemerken wir, dass

Si > *~ .-. Si._i — St <—;—
4 4

ist, und dass man identisch

2 16 16

hat. Dann folgt aus der Formel (4)

(5) s*_i — s* =

^''''
^ [S,.,-St_,j

**+^

woraus

1
St-i — *t "^ 77 L**- « — *t-lj •
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Man zieht hieraus leicht

3 ^
4 4 '

folglich

o; .

Weil die beiden grössten Wurzeln des ^.^i'ltegrals gegen die ge-

meinsame Grenze - konvergiren, so leuchtet ein, dass man nach einer

endlichen Anzahl von Substitutionen ein j^^-integral erhalten muss, dessen

beide grössten Wurzeln positiv ausfallen. Dann wird ^y^ positiv und

d. h.

«i+i > -''-I-
0,9571067

und demnach

_(*î=Y=li^' = (s, -s,+0 (*|- + 6-.+, ) > (6-, _ s,+0 s, . 1,4571067

->i.s.-^.^.Yk'''''''
0,0428933

'

folglich

{s, - s,+,) < 0,043 (s,_, - .s-,)

Setzt mau

f dz j.

A V4 (^- rj (. _ r^) (c - ,-3)

so erhält dieses Integral bekanntlich verschiedene Werthe, jenachdem die

Integrationswege von k bis z verschieden gewählt werden. Wenn u^ irgend

einen Werth des Integrals bezeichnet, so ist der allgemeine Werth von

u mit der Bedingung, dass w, sein Zeichen behält,

71 = Ui±2l Jll ± 2m J'rl± 2 n j].] . l . m . ?* , = ganze Zahlen ,

wobei die Integrationswege der Integralen der rechten Seite willkürlich

gewählte, sich selbst nicht schneidende endliche Kurven sind, welche die
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Grenzpunkte der Integralen verbinden. Wählt man den Integrations-

weg des Integrals J,!^J willkürlich, so kann man immer die Integrations-

wege von J,!,' , J'.j derart bestimmen, dass

wird, wodurch der aligemeine Ausdruck von u zu

u = u,±2lj[\ ±2mf,l

vereinfacht wird. Wir können diesem Ausdrucke eine andere Form geben.

Wir denken uns nämlich zwei Wege von r^ zu i\ , welche zusammen eine

geschlossene Kurve bilden, die r-^ einschliesst.

Werden nun die diesen beiden Wegen entsprechenden Integral-

werthe mit j'/^ , jjj bezeichnet, so findet man leicht, dass

t''! t''' o t''3
Jr, —J,, = ±^Jr, ,

wodurch der allgemeine Werth von u sich folgendermassen schreiben lässt

oder ebensogut

u = Ui ± 2lj'.l ± m [/,!,'
-f- /,'J'J

.

Sind nun die Wurzeln ?•, , r., , r^ sämmtlich reell und ?-, > »'2 > /-3
,

so ist das Integral längs einer geschlossenen Kurve, die r, jj einschliesst,

vom Zeichen abgesehen, gleich dem doppelten Integral längs der reellen

Achse von — 00 nach r^ , und das Integral längs einer geschlossenen

Kurve um 7\ , rg gleich dem doppelten Integral von r, längs der reellen

Achse nach -j- 00 , also

2 j:: = ±2rj ,2 Jii = ±2j:^ .

Man hat also

u = Ui±2l y^ ± 2 m J
°

und die Ecken des Parallelogrammnetzes der Funktion s-^M werden
folglich durch

±2ir'±2mj:,

representirt, wobei j'' rein imaginär
, J^^ reell wird.
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Schreiben wir dann

tVj = i . pos. = ± 2 j"^'
, ?r = pos. = ± 2 J,' ,

so werden die Perioden von p(m)

?<? , w;, .

Sind aber die Wurzeln i\ , /g komplex, so werden J^' , J^^^' , vom

Zeichen abgesehen, gleich je einem der Integralen .f , J," , von welchen

das erste rein imaginär, das zweite reell ist.

Setzen wir

Wi = i . pos. = ± 2 J'' ; ?/; = pos. + 2 /* ,

so hat in diesem Falle jj (m) die Perioden

II) -j- U'iw
t 1

2

oder ebensogut

IV + 2Pi
?<;

Wir können folglich annehmen, dass j.> (w) eine reelle Periode

hat, sei es, dass sämmtliche Wurzeln reell oder dass zwei von ihnen

komplex sind. Im ersten Falle hat i^,? {u) ein Periodenrechteck, im
zweiten ein schiefwinkliges Parallelogramm, das von der kürzeren Dia-

gonale in zwei gleichschenklige Dreiecke getheilt wird.

In der nächstfolgenden Untersuchung nehmen wir an, dass das

Radikal unter dem Integralzeichen positiv oder negativ imaginär ist, wenn
sich z längs der reellen Achse bewegt.

Aus der Gleichuug

6* _ 4j0

2 = ti +

2

folgt
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weil nämlich u, gleichzeitig mit u = — oo sein soll. Bewegt sich 'Ç längs

der reellen Achse von — oo nach — .s- , so bewegt sich Ç, längs der reellen

Achse von — oo nach — .Sj ; folglich ist

w =; rfC 711

Haben nun ferner s , s^' , s./ . . . . a' dieselbe Bedeutung für

^ 4 (z + r,) {z + r,) (z -\- r^)

wie .s , 6!, ,
.<!., a für

/
dz

]/ A (z - i\) (z -^ r,) {z — r^)

so ist s' = r, oder s' = r^
,
je nachdem ;, , i'2 reell oder komplex sind.

Demnach hat man

w
f

di

2 .', ]/4:{z~r,){z-r,){z-r,)
= +1r

dz n

^4.{z+ r,){zJrr,)(zJ^v,) gV/^

Wir haben also folgende Ausdrücke für die Halbperioden gefunden:

a) 1\ , r.2 , ?•;( reell

Wi ni IC n

^ Là

b) /, , r.i konjugirt komplex , r^ reell

w n w -\- u'i n

2l/^
^ 2

4

1

l/3a'
^ 2
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Ehe wir zu den praktischen Anwendungen der im Anfang dieser

Abhandlung dargestellten Substitution schreiten, ist unsere nächste Auf-

gabe, theils auf eine eindeutige Weise das Integral als Funktion der

oberen Grenze zu bestimmen, theils ein Gesetz festzustellen, nach wel-

chem man bei jeder Substitution die obere Grenze des umgeformten

Integrals zu wählen hat.

Wir behandeln zuerst den Fall, wo die Wurzeln des ^.^-integrals

sämmtlich reell sind.

Wir ziehen von i\ aus durch 7'.^
, r^ nach — 00 eine Gerade und

stellen fest, dass die Integrationskurve diese Gerade nirgends schneiden

darf. Ferner nehmen wir an, dass der Ausdruck

dieselbe Bedeutung hat, wie

2 \/z _ r, V^ - »-2 V^ - /:, ,

und dass für k = 1,2,3

^-

]/z _ r„ = V^* «^
2

, TT > öi >— JT
,
]/R^ = pos.

Bestimmen wir endlich, dass die Integrationskurve ihren Anfangs-

punkt in — 00 hat, welcher Punkt als oberhalb der reellen Achse und

imendlich nahe an derselben liegend gedacht wird, so ist hierdurch das

Integral '

dz

j V4 (2 — ''0 (z - j's) {z - rg)

als eindeutige Funktion der oberen Grenze bestimmt. Was die Substi-

tution betrifft, schreiben wir sie folgendermassen

oder

Ci = Y -h ^ + yV^ — ''1 iz - n

z s . l

wodurch auch diese eindeutig bestimmt ist.



Eine Methode zur Berechnung des Integrals etc. 11

Wir wollen nun die Grenzen des durch die Gleichung (6) be-
stimmten Funktionszweiges Ui aufsuchen. Während z von — oo sich längs
der reellen Achse nach r^ bewegt, ist #, = Ö2 = tt , demnach

z . s 1

^' = y + X ~ ¥ ^^' ^^^

und 'Ç^ geht auf der reellen Achse von —00 nach !i 4- — , wobei 2 und

ti gleichzeitig die betreffenden Punkte — s ,
— s^ passiren. Bewegt sich

z von rj nach i\ , so beschreibt u, die obere Hälfte des Kreises

s )\ _ 2 _ s^ -4/;
16

W U'-4+'f =

und zwar in negativer Winkelrichtuug nach der Formel

z s i

Für z = ?'i hat man c, = - V + -L
. Wenn z , nachdem der Punkt

2 4
'

?', in einem unendlich kleinen Kreis herumgegangen ist, dem Weg auf

der unteren Seite der reellen Achse nach — cxj folgt, so beschreibt der

Punkt 'Çi die untere Hälfte des genannten Kreises um nachher ebenfalls

längs derselben Achse nach — 00 seinen Weg zu verfolgen.

Die beiden grössten Wurzeln des 'Ç^ entsprechenden pi-integrals sind

• Y '
- T + »^ ^^ ^

Wie man leicht findet, liegen diese Punkte innerhalb des Kreises

(7) , und es folgt aus der obigen Auseinandersetzung, dass der einem
gegebenen 2-werth entsprechende Punkt Çj immer ausserhalb dieses

Kreises genommen werden muss.

Wir schreiten nun zum Studium des Integrals. So lange sich z auf

der oberen Seite der reellen Achse und unendlich nahe an derselben

befindet, so ist

t TT'

V(^ - rO ( z-r,) ( z-,'^ = iR,R,R, e '
,

wo k.s= 3, 2, 1 ist, je nachdem man

z < ''3 , J'a < ^ < j'ä , ri<z < i\
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hat. Setzen wir dann

n dz

»V4(2-r,)(3 — r,)(^ -rg)

so erhellt, dass, während z auf die oben beschriebene Weise sich bewegt,

der Punkt u vom Koordinatenanfang ausgehend zuerst in positiv imagi-

närer Richtung nach nächstliegender Halbperiode, d. h. -^ , ferner in

negativer Richtung nach '

~— und dann in negativ imaginärer Rieh-

tung nach läuft. Gelangt nun z bis an die untere Seite der reellen

Achse, so wird das Zeichen des Integrals geändert und während der

Bewegung auf dieser Seite geht u successive und immer geradlinig nach

r—î^—i
, und .

2 ' 2

Das Parallelogramm

Wx Wx -- w iVi -\- w Ç.

Y ' ~2~ ' 2^ ' '

das die Hälfte des zur Funktion p(u) gehörigen Periodparallelogramms

ausmacht, ist also der Funktionszweig des auf die oben angegebene

Weise eindeutig bestimmten Integrals, und innerhalb desselben liegt

nothwendig ein jeder einem gegebenen Werth von z entsprechender

Punkt u .

Da ti weder in den Kreis (7) eindringen noch die reelle Achse

an der linken Seite des Punktes r^ schneiden kann, so leuchtet ein,

dass die den folgenden Substitutionen entsprechenden Werthe 'd /C» • • .

ebenso wie die Integralen sämmtlich eindeutig bestimmt sind, und dass

^2 uj . . . . gleichzeitig mit z den Werth — oo annehmen. Zwischen je

zwei nacheinander folgenden ^-werthen gilt die Beziehung

(C. - 1'*+0 ('Ç.+. -
'-f)

=^^ = (^. +
'-f)

(s, - ^*.0 •

Weil
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sein muss, hat man

13

tf

d. h.

16

woraus die Konvergenz der Zahlenreihe 'Ci 'C2 'Ca • • bewiesen ist.

Wir setzen dann

t = lim C*

und erhalten folglich

(8) u= i'-
dz

=/
d'C

V 4 (.- n) [z - r,) {z - r-s) J_^ .
(^ _ |)^=--

^Ä
log

woselbst Vt + ö positiv imaginär oder komplex mit reell positivem

Theil sein soll. Weil 'C die Gerade von — nach — 00 nie überschreiten
2

darf, wird der Logarithmus eindeutig. Für ç .= — 00 hat man a = 0;

folglich ist der Logarithmus principal.

Wir nehmen jetzt an, dass r, , r., komplex sind und dass r^ einen

reellen negativen Werth hat. Mit »-g als Centrum schlagen wir einen

Kreisbogen durch i\ und i\ und bestimmen, dass der Punkt z in

seiner Bewegung ebensowenig diesen Bogen wie die reelle Achse an der

konkaven Seite desselben schneiden darf. Ferner definiren wir

ö,*
2

yjz _ i\ = ^R,e' ,]/z - r, = V/?^ e

folgendermassen : jedesmal, wenn z die durch j-, der reellen Achse

parallel und in positiver Richtung gezogene Gerade von oben nach unten

passirt, geht der Winkel Oi durch Null und ändert das Zeichen von

-j- zu — , und jedesmal, wenn z die durch r^ der reellen Achse parallel
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und in positiver Richtung gezogene Gerade von oben nach unten pas-

sirt, geht der Winkel Ö2 durch Null und ändert das Zeichen von -\- zu

. Uebrigens sei wie zuvor

631

V^ — rg = V-ßs e
5 ^>Ö3 >

V'4 (z — 7-,) (2 — 5-2) {z — rs) =2]/z — 1\ p — r-,]/z — rs .

Wir wollen zuerst dem Integral, dessen W^erth mit u bezeichnet

wird, eine Untersuchung widmen.

Bewegt sich z an der oberen Seite der reellen Achse und der-

selben unendlich nahe von — 00 nach demjenigen Punkt c , wo der

Kreisbogen diese Achse schneidet, so bleibt di -j- 62 = 2n und Ö3 wird

anfcänglich =n , später =: . Demnach ist für — 00 < c < 7-3 und ?•;, < c < c

bezw. :

dz idz

V4 (c- r, ) {z - r,) (c - 7'3) V4 i?, /^2 ^3

dz dz

V 4 {z, - r,
) (2, - r,) (z, - i\) ]/ fi, B, K,

Der Punkt n bewegt sich also gleichzeitig vom Koordinatenanfang

zuerst in positiv imaginärer Richtung nach — und dann in negativer

Richtung nach einem Punkt, den wir vorläufig durch — — Å bezeichnen .

iL

Wir lassen jetzt z sieh zuerst von c nach r^ längs der konkaven Seite

des Kreisbogens, nachher von r, nach î-g längs der konvexen Seite und

endlich von t^ nach c längs der konkaven Seite bewegen. Bezeichnet

dz das Bogendifferential, so findet man diesen drei Theilen der von z zu

beschreibenden Bahn entsprechend

fli + flj_+_g3 ^ TT + Ö3 , f/s = (^

'
' 'di<

, 63 = pos .

2

»1 -f- 02 -t-^ = Ö3 , (iz = e (is
, Ö3 = pos. o. neg.

6i±j2_±Jz ^_jr + e, dz = e
'

'
'

(i.s , Ö3 = neg.
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und folglich immer

dz ids

\/4 (z-r,)(z- r,) {z - r,) \/4 R, R^ R,

Während des ganzen Verlaufs bewegt, sich demnach u beständig

in negativ imaginärer Richtung von -
i — A zuerst nach der Halbperiode

_ - 4- ^ , woraus man A = — findet , und dann der Reihe nach bis nach
4 4 4

—! und ^' .

4 4 4 2

Während : endlich längs der negativen Seite der reellen Achse

nach — oo läuft , kehrt u nach -^ und dann nach dem Koordinaten-

anfang zurück. Das Parallelogramm

W, W, W IV, w w.

2 ' 2 4
)

macht die Hälfte des Parallelogramms der Funktion j^(m) aus. Innerhalb

desselben fällt der einem gegebenen 2-werth entsprechende Punkt n.

Indem wir nun schliesslich zum Studium der Substitution über-

gehen, wollen wir zuerst untersuchen, welche Kurve von Çj beschrieben

wird, wenn sich der Punkt z auf dem Kreisbogen durch r, , r^ bewegt.

Setzen wir zu diesem Zweck

r, = a -\- ß i ^ r.2 = a — ß i •,
s = 2a

,

so wird die Substitution

(Ç, - z) (C, -«) = '-
,

woraus, wenn man ferner

'ii = S+ >l^ ,
z = X -^yi

setzt
,

(^_ ^) (§_«)- ,1 (/y-y) = -^'
,

(t; _y) (^_ ß) + n (§-x) =

und folglich
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Der Kreis durch r, r^ hat die Gleichung

Çx _ «)« -f 6 <x (.r — a) -\- i/ = ß^ .

Durch Elimination von x und y erhält man

"i? + 3ß (^- «) - i^J= (9ß^ + (?) {i - af

oder die Gleichung zweier Kreise, die einander in den beiden Punkten

schneiden. Der eine dieser Kreise

(9)
[,^_^4+r/.^lz_3£^

^ ^ ^ ^g^,-p^,
^

schneidet die Abscissenachse in den beiden Punkten

Setzt man nun Ç, = Pi («<) » ^o sind die Wurzeln des ^i -integrals

a Q

2 - 2
'

Die beiden grössten von diesen liegen zwischen A und B und folg-

Hch innerhalb des Kreises (9) ; die kleinste Wurzel liegt ausserhalb des-

selben Kreises.

Wir definiren wie zuvor

und setzen

^ z a \ —5— '

?i =2 + 2 + 2^^'^^'

Bewegt sich nun z von — 00 nach — 2c(-j-()(= Punkte) ober-

halb und unendlich nahe an der reellen Achse, so ist »j + ö^ = 27r und Ç,

bewegt sich gleichzeitig von — 00 an dem Punkt — s, vorbei nach B , weil
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fi Äg für c = — 2 « -f (> den Werth 2p (p — 3«) erhält , welcher Werth

der grösste ist, den i?, /?2 für Punkte auf dem Bogen ?• r^ efhalten kann.

Während der Bewegung des Punktes z auf diesem Bogen hat man

2W3' 0] -j- ös» / . ö-i
a ^ ne ,

'
~ " = A,' TT 4- -^

,TV '2 2

wobei k nacheinander die Werthe 1,0,-1 annimmt, während s um den

Bogen i\ r.j herumgeht.

Liegt z an der konkaven Seite des Bogens und unendlich nahe

an demselben , so hat man

?: =(-i + |Cos^,-lvïri^.Cos|) + i Sin^[2pCos^-V7?^ir,; .

Für die konvexe Seite gilt dieselbe Formel mit geändertem Zei-

chen vor der Wurzel \l R^R, . Weil 2(>> ]/ R^ R.2 ist, so leuchtet ein, dass

z und Çi gleichzeitig die reelle Achse verlassen , um nach derselben

Seite zu gehen. Für z = _2K-f-(>, wenn man sich diesen Punkt als an

der konvexen Seite des Bogens liegend denkt , hat man

_ p-« a/ q' — Squ
^'

2 ^ ^ 2

Hieraus folgt, dass, wenn z von — 2ot-fp nach )'j auf der kon-

kaven Seite, von da nach u auf der konvexen und endlich nach — 2a -\- q

auf der konkaven Seite läuft, der Punkt
'Çi währenddessen den Kreis (9)

in negativer Winkelrichtung beschreibt und auf diese Weise um die

beiden grössten Wurzeln des p, -integrals herumgeht. Kehrt endlich

z auf der unteren Seite der reellen Achse nach - 00 zurück, so thut

der Punkt u, dasselbe.

Aus der vorhergehenden Untersuchung folgt jetzt die Identität

/
d z r?i d'C

L]/4:{z- r,) (z - r,) [z - r,)
"
lj4. (Ç, - r, )(Ç,- r,) (Ç^ -r/)

'

wenn das rechte Integral auf die oben dargestellte Weise definirt wird .

Wir können jetzt auf das schon dargestellte die Fälle zurückfüh-

ren , wo a^O ist .

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Dps. Ser. III. 3
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Ist nämlich a negativ und setzen wir in das Integral — 'Ç statt z
,

so erhalten wir

±1
'-?

d'Ç = Il t

Wir können daher den Principalwerth des ersten Integrals derart

bestimmen, dass

f '''^ --if-
di

y4:(z + 2a)(z-a+ß') -L yå(z - 2a)[z + a + (?]

Ist « = , können wir auf dieselbe Weise

dz Cr e dzp dz _ n
]/4z (z' -\. ß') l^ Uz{z'-ß')

setsen.

Eingehende Untersuchungen über diese Fälle sind von weniger

Interesse. Sobald irgend ein Werth eines gegebenen Integrals definirt

und berechnet ist
,
erhält man ohne Schwierigkeit jeden anderen Werth.

Nachdem wir also die theoretische Seite der Methode auseinander-

gesetzt , bleibt uns nur übrig , eine Darstellung der praktischen Behand-

lung zu geben.

Will man also den Werth u des Integrals

/ = u

Li^z^ — g^z — gz

einem gegebenen Werth der oberen Grenze z entsprechend berechnen
,

so sucht man zuerst eine Wurzel der Gleichung dritten Grades

42*— ^2^ — </3 =

und zwar die reelle, oder, wenn deren mehrere vorhanden sind , die

kleinste unter ihnen. Diese Wurzel wird — * genannt .

Dann ist

— 4s' -{-(fiS — (/g = .
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Bezeichnet p das Produkt der beiden übrigen , so liat man

und folglich

p + 2^^^-^^ ^ 2 4,^

Nun sucht man mit grösster Genauigkeit den Werth von \jp -j- 2s^

und erhält so den Werth von s, nämlich

.'S 1

Wir können jetzt mit weniger Genauigkeit die Werthe von s^ , s,

u. s. w. mittelst der Formel (4) berechnen. Als Kontrolle und zur Ver-

besserung dient die Formel (5) ; im Nenner der rechten Seite derselben

kann mau statt s^ den soeben erhaltenen Werth dieser Grösse einsetzen.

Die Grösse —TI L kann folgendermassen geschrieben v?erden :

s^ — Ap AI

WO

Wir haben also

und im Allgemeinen

(=-n(c-5)=f

10) &-.-;-.)(&-M --%,

wo

A

folglich für k>2

U = 4 (.9._, -.,)(«, +M ,

At-x = - (s*_i -- Si_2) . (5)
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Dann ergiebt sich

+ '^ + 1 Vi}..., - ^- + A,_,) (:.. - îçi _ A,_.)

wobei das Zeichen der obigen Theorie gemäss gewählt wird .

Als Kontrolle hat man die Formel (10) , in deren linken Seite der

rechte Faktor als bekannt angesehen werden kann, wodurch man einen

besseren Werth von 'Q erhält.

Bezeichnen a und 'Ç die betreffenden Grenzen von s^ und 'Qt ,
so

erhält man den Werth des Integral mittelst der Formel (8) .

Beispiel I. Man suche die Perioden der durch die Gleichung

C dz = u

bestimmten Funktion z = (^^ (ii) .

Offenbar hat 42* _|- 2 _(- 3 = eine reelle und zwei komplexe Wurzeln.

Die reelle ist

- 0,81718264h = — s .

Ferner ist

2s^ + p ^ 2,25336242826 V2«^ +p = 1,501120391

.-. ,<ij = 0,954855857 .

Setzt man nun annähernd

Sj +1= 1,3634472 , Sj — ^ = 0,7505602 ,

so erhält man mit 7-stelligen Tabellen

log (sj + I)
= 0,1346383 , log (s^, —

j)
= 0,8753855—1 ,

woraus log (f^ - ^j = 0,8544969-1 .-. «2 = 0,9540283.

Ferner : log [s-^ + -) = 0,1557781 -• . log (sj — '^j = 0,8546225—1

und

.«g = Äg = 0,9540283
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und

Um genauere Werthe zu erhalten , setzen wir

1

16
{s - s,y

«Î+:
16

(0,1376732)

"1,4314563 J

•. log (s, — s,) = 0,9178001-4 .• . s, — «2 = 0,000827561

«2 = 0,954028296 .

Ferner

und

16 16

(0,000827561)^

1,4310424

. log (s, — «3) = 0,4758279—8 , s, — .% = 0,000000029910

S3 = Si = 0,954028266 = a

V'-^ 1,196261844

Des späteren Gebrauchs wegen werden hier die Werthe von At

angegeben .

Al = -A. 0,1877101487 , .4, = i (s, - «„) = -0,068836105 .

A^ = \ (s. - s,) = 0,00041378 , A^ = \ {s, - s,) = 0,0000000015 ,

Um nun auch g' zu berechnen , setzen wir s' = — 0,8171827 , wo-

bei V2«'^+2>' = 1,5011204 und s/ = 0,5462645 wird.

Man findet ferner

s/ = 0,3638676 , S3' = 0,3600310 , s.^ = 0,3600293

und

= s.-,' = o

n

V^
. = 2,1374965 .
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Die Halbperioden werden demnach

- = 2,1374965 ,
!L±J^ = 1,0687482 + 0,6565441 i .

Beispiel II. Man suche den Werth des Integrals

'•6 + 21

dz
n .

f

Wir haben dann

folglich

r, ' 2

2 _ - 4- ^„ = 5,5914087 + 2,8665106 i = R^e
'

z —^ -^Ao= 5,5914087 + 1,1334894 i = R^e
*'

6i = 27''8'33",1
, log Cos «, = 9,9498288—10

6»2 = 11°27'34",9
, log Cos «2 = 9,9912547—10

log 5,5914087 = 0,7475213

logVCoseCosö, = 9,9702918—10 , 5,5914087 ^iR^R^ V Cos «i Cos Ö2

log
2 Vä,/?j = 0,4761995

log Cos h±ll = 9,9748774-10 , log Sin h±^ = 9,5192144-10

I
V^TÄje ' ' = 2,825381 + 0,9894957 ^

und

Ci =1 + 1+2 V^^ï?^«
' = 6,029676 + 1,9894957 ^ .
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Zur Verbesserung :

«-w(ç.-|)=4--

0,187710 0,187710

5,621085+1,9894957 i~ çe^*
Z — U^-

» = 19''29'26",2 log Cos' » = 0,9487434-1 , log—-?-^ = 0,4976660-1

5- 0,187710 fp, an . Sin2.9l
Çi — z= ^ Cos' ^ — i — ,

5,621085'- 2 -I

woraus

u, = 6,02967636+ 1,98949641 i .

Ferner ist

Ci — -' + .4, = 5,483412+1,989496 i = R^e
''

Ui — '^ — ^, = 5,621084+ 1,989496 i ^ R^ e
''

log (ß, Cos ö,) = 0,7390509 , log (i?^ Cos ö,) = 0,7498201

ö, = IQ^öe'SO' ,6 log Cos ö, = 9,9731460—10

Bi = 19»29'26",2 log Cos 02 = 9,9748717-10

log
^ V^:^; = 0,4696467 , log Cos ^^^ = 9,9737627-10

log Sin Ël±ll = 9,5280959-10

^i BiR» e
* = 2,775936 + 0,9948157 i

und

'Çî = 6,029488 + 1,9895639 i .

Zur Verbesserung:

(0,0688361)^ _ (0,034418)'
Ç, - ^2 =

4 [5,552060 + 1,9895639 i] Qe^



24 Ernst Pfännenstiel,

» = 19° 42' 50",4 logCos^ & = 0,9475374-1 , log ^J^l^ = 0,5018176-1
iL

. _ .,^ ^ (0,034418)- r^^^. ^ _ Sin2^1

5,55206 L .2-1

ti — U2 = 0,000189084—0,000067754 t

und

'Qi = 6,02948727 +1,98956416 i = ^,

weil ^3 bis auf 7 Decimalstellen mit ^2 übereinstimmt .

Wir haben dann endlich

und

t = fQj^a = 2,668792 + 0,327649 i

1,472530+ 0,327649 i]
u =

2

1 , ^ rl^,£72530+_0^327649j'|

i/3_0 °^43,865054 + 0,327649 d

d. h.

^ — 0,410483 n^_ 7,6102
^
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DIE MAGNETISCHE INKLINATION IN ÜP8ALA UXD STOCKHOLM.

Als ich im Herbste vorigen Jahres (1888) einige Inklinations-

messungen mit dem bei der schwedischen Polarstation auf Cap Thord-

sen angewandten voi-züglicheu Inklinatorium Dover N:o 60 vornehmen

wollte, war ich im Anfang sehr betroffen zu finden, dass beide Na-

deln in der nämlichen Lage verschiedene Gleichgevvichtsstellungen zu

haben schienen. Mein erster Gedanke war, ganz natürlich, dass die Axen

beschädigt, etwa verbogen seien. Da aber eine wahrnembare Biegung

nicht vorhanden war, und die Axen auch unter dem Mikroskop keine

Unebenheiten zeigten, kam ich zuletzt glücklicher Weise auf die Idée

zu versuchen, ob der genannte Uebelstand auch da sich zeigen würde,

wenn die Nadel, anstatt mit dem Aufheber; durch Näherung eines schwa-

chen Beruhigungsmagnets in Schwingungen versetzt würde. Es zeigte

sich aber dann eine fast vollständige Uebereinstimmung der einzelnen

Ablesungen, und somit war auch dargelegt, dass der genannte Fehler

in der Aufhebevorrichtung zu suchen sei. In der That; es waren die

Zangen des Aufhebers nicht ganz rein (ich pflegte sie zuvor nur durch

Abpinseln zu reinigen) und dies muss bewirkt haben, dass die Nadel

beim Loslassen zufälliger Weise aus dem Meridiane gedreht wurde.

Durch eigens angestellte Versuche fand ich, dass die Abweichung zweier

konsekutiven Ablesungen in dieser Weise ungünstigsten Falles sogar

21',5 betragen konnte, was einer Abweichung von 11 ",5 vom Meridiane

entsprechen würde. Eine so grosse Drehung erscheint wohl kaum
wahrscheinlich; vielleicht wird die Bewegung der Nadel etwas unregel-

mässig, wenn sie dermassen gedreht wird, dass die Axe nicht mehr auf

den Achatscheiben senkrecht steht.

Nova .Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. . 1
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Es wurden nunmehr die Gabeln des Aufhebers durch anhalten-

des Reiben mit sämischem Leder gereinigt, und nachher konnte wieder

eine gute Einstellung erlangt werden, wenn man, wie es wohl immer
geschehen muss, die Nadel mehrmals aufhebt und wieder so sauft als

möglich niederlegt, bevor die definitiven Einstellungen vorgenommen wer-

den. Wenigstens wurde auf diese Weise für die Nadel N:o 1 eine gute

Einstellung erreicht; die Nadel N:o 2 will gern auch bei der sanftesten

Niederlegung in grössere Schwingungen gerathen und ist dann für ge-

wöhnlich aus der senkrechten Lage gedreht, was wahrscheinlich darauf

beruht, dass die dickeren Theile der Axen, welche von dem Aufheber

gefangen werden, nicht mit der gleichen grossen Sorgfalt wie die Axen

selber gearbeitet sind. Die beiden mitgetheilteu Bestimmungen mit die-

ser Nadel möchten doch wohl als brauchbare zu bezeichnen sein. Gut

wäre es, wenn eine Vorrichtung angegeben werden könnte, welche die

Nadel ganz automatisch genau senkrecht auf die Achatscheiben nieder-

legte, denn die Reibung übt gewiss einen viel geringeren Einfluss aus

als die mehrgenannte Drehung der Nadel.

Die Bestimmungen sind an drei verschiedenen Orten angestellt

worden; im magnetischen Observatorium zu Upsala; in dem kleinen

Magnethäuschen nördlich vom astronomischen Observatorium zu Upsala

und in dem kleinen magnetischen Observatorium zu Stockholm, nachdem

dasselbe von den vielen Eisennägeln und sonstigen Eisengeräthen, die

sich daselbst in neuerer Zeit angehäuft hatten, befreit worden war. Ein

Regenmesser aus Eisenblech von der in Schweden gewöhnlichen Kon-

struktion, welcher 16 Schritte vom Platze aufgestellt war, hat hoffent-

lich keine wahrnehmbare Veränderung der Liklination hervorgerufen.

Die Messungen sind theils im Meridiane, theils in zwei auf ein-

ander senkrechten Azimuthen vorgenommen worden; die letzteren sind

nach der allbekannten Formel

(1) cot H = cot -/, -|- cot H,

berechnet worden, wo i^ und «^ die in den bezüglichen Azimuthen beob-

achteten Neigungen bezeichnen. Sind i^ und i^ einander nahe gleich,

das heisst, werden diese Beobachtungen in (magnetischen) Azimuthen ge-

macht, welche nur sehr wenig von + 45° verschieden sind, so nimmt die

Formel (1), wie leicht zu beweisen ist, die einfachere Gestalt an:

(2) cot i = V2 cot ^ (^,
-f.

z,) = ^2 cot i'
,
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wo i' = I (/, -f /j) zur Abkürzung gesetzt ist. Im allgemeinen ist man
wohl geneigt, dergleichen Extrameridian-Bestimmungen, der grösseren

Zahl der Ablesungen halber, ein grösseres Gewicht beizulegen; verschie-

dene Umstände beeinträchtigen aber die Genauigkeit des Resultats. Neh-

men wir den einfachen Fall (2), so folgt zunächst durch Variation:

öi .- di^

—-r, = \/2 -~,,isin ^i

oder, da nach (2)

. ,., 2 2 sin'/sm -r = =
.
— ,

2 -|- cot ''i 1
-f-

sin H

V2

Setzt mann hier i= 70"52', so folgt

ai = 1 . 34 ()'?'
,

so dass ein Fehler bei der Bestimmung von i^
, in i nicht unbeträchtlich

vergrössert auftritt. Um weiter zu sehen, um wieviel eine fehlerhafte

Einstellung des Horizontalkreises die Bestimmung afficirt, variire man
die Gleichung

cos a cot i = cot /j ,

wo cf das Azimuth bezeichnet, nach u und i^ , woraus sich ergiebt,

d'i.

cot i sin « ()V/ =
sin \

Setzt man hier a = 45" und somit i^ = /'
;

folglich

. ,. 2 sin '/

so bekommt man

und für /= 70« 52'

1 -|- sin H

.,. sin 2 i
v>

Ol, = —^ ua .

V2 (1 -I-
sin 'i)

()'i, = . 23 (5^« .
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Ein Fehler von 1' in a, welcher bei einer einmaligen Einstellung

leicht zu begehen ist, verursacht somit einen Fehler von 0',23 in {,,

was einen Fehler von 0',31 in % entspricht. Dazu kommt noch, dass die

Direktionskraft ausserhalb des Meridians geringer und somit der Einfluss

der Reibung grösser wird. Dagegen wird der Einfluss einer eventuellen

Drehung der Nadel ausserhalb des Meridians in sofern geringer, dass sie

wohl mit gleicher Wahrscheinlichkeit bald nach Rechts, bald nach Links

vor sich gehen dürfte, und «, dadurch bald vermehrt, bald verringert

wird, wogegen bei einer Bestimmung im Meridian eine Drehung immer

die Inklinationsobservation vergrössert. Aus diesen Gründen lege ich

einer Extrameridianbestimmuug das gleiche Gewicht wie einer Messung
im Meridian bei').

In der folgenden Tafel gebe ich die Werthe von {, und /_ , und

in den gleichen Kolumnen die Mittelwerthe der bei Meridianbestimmungen

erhaltenen Ablesungen, wenn das Ende A, resp. B, der Nordpol ist. Diese

letzteren sind der Deutlichkeit wegen durch ein Sternchen bezeichnet.

Tafel der Inklinationsbestimmungen in Upsala und Stockholm
im Herbste 1888.

Datum
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Wie man sieht, sind einer Vergleichung der Instrumenten halber

in Upsahi auch einige Bestimmungen mit dem der Universität zugehöri-

gen Inklinatorium, Kousti-uktion Gambey, ausgeführt worden. Es zeigt

sich dabei, dass, ohne dass ein Fehler bei der Nadel zu entdecken ist,

die Bestimmungen im Meridian die Inklination etwas zu gross angeben.

Dies scheint aber zuvor nicht der Fall gewesen zu sein, denn da Prof.

Lundquist') im Jahre 1869 in Lund mit demselben Instrumente und

derselben Nadel beobachtete, erhielt er:

bei einer Bestimmung ausserhalb des Meridianes i = 69° 7'.S

» » » im Meridian « = 69° 7
'.2.

Ich hoffe daher, dass die früher mit diesem Instrumente ausgeführten

Bestimmungen mit denen mittels Dover N:o 6ü erhaltenen als völlig

comparabel anzusehen sind.

Die in der Tabelle angegebene Tageszeit enspricht so genau als

möglich der mittleren Ablesung; wenn an demselben Tage eine Bestim-

mung im Meridian und eine ausserhalb des Meridians ausgeführt wurde,

so wurden die Ablesungen absichtlicht so geordnet, dass diese mittlere

Zeit für beide die gleiche wurde. Im allgemeinen entspricht sie so

ziemlich der Zeit, da die Inklination dem Tagesmittel gleich kommt;
die tägliche Amplitude ist übrigens in dieser Jahreszeit nur sehr klein.

Bei den Bestimmungen vom 8 Nov. wurde die Nadel zweimal ummagneti-

sirt; es sind dies somit eigentlich 1 '/^ Bestimmungen. Rechnet man
sie jedoch zu zwei und nimmt von den Bestimmungen mit dem Inklina-

torium Dover im magnetischen Observatorium zu Upsala das Mittel, so

bekommt man i =70" 52
'.2. Die gleichzeitigen Variationsablesungen wa-

ren im Mittel:

Instrument für Vertikalintensität (Unifilar mit Eisenstäben)

n" = 188.2, bei einer mittleren Temperatur t = 2°.7.

Horizontalintensität, reducirt auf die Normaltemperatur -f 1.5" C,

n' _ n = 141.1.

Deklination, n = 199. S.

,-'.

9
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In gleicher Weise erhält man für das Magnethäuschen bei dem

astronomischen Observatorium zu Upsala die Inklination 71" 4'.
1, und in

Stockholm i = 70° 47'. 3. Gemäss einer Bestimmung von Prof. Thalén am
16 Sept. 1888 ist die dem Theilstriche 127 entsprechende Horizontalintensität

gleich 0.16226, was für den Theilstrich 141.1 //=0.16255 giebt'); die

Differenz zwischen dem Magnethäuschen am Observatorium und dem
magnetischen Observatorium beträgt — 0.00163 0- Wollte man hieraus

die Inklination berechnen, welche sich bei konstant angenommener Verti-

kahntensität für das Magnethäuschen am Observatorium herausstellen

würde, so ergäbe sich î= 71" 2.9; somit noch etwas kleiner als der ge-

fundene Werth. Doch ist die Inklinationsdifferfenz zwischen diesen Sta-

tionen grösstentheils dem Unterschied der Horizontalintensitäten zuzu-

schreiben; ganz anders verhält es sich aber mit der Differenz zwischen

Stockholm und Upsala, denn auch in Stockholm ist die Horizontal-

inteusität geringer als am magnetischen Observatorium zu Upsala.

Wir wollen nun die obigen Bestimmungen mit älteren an densel-

ben Orten vorgenommenen zusammenzustellen suchen. Viele von diesen

sind vom verstorbenen Prof. A. J. Angström gemacht, dessen umfas-

sende magnetische Messungen grösstentheils noch nicht veröffentlicht

sind; die unten stehenden sind mir vom Herrn Prof. Thalén gütigst

mitgetheilt worden und den Manuskripten Angstroms entnommen. Da
indessen einige von diesen Bestimmungen an den Tageszeiten des Maxi-

mums oder Minimums und daneben zu einer Jahreszeit, wo die tägliche

Amplitude eine grosse oder gar am grössten ist, gemacht worden sind,

so halte ich es für geboten hier zuerst eine diesbezügliche Korrektion,

wenigsten approximativ, ausfindig zu machen. Es liegt am Tage, dass die

Amplitude etwas zu klein ausfällt, wenn man sie dadurch zu finden sucht,

dass man die absolute Inklination vor- und nachmittags bestimmt, weil diese

Bestimmung eine nicht unbeträchtliche Zeit erfordert; aus eben diesem

Grunde ist es aber eben diese verkleinerte Amplitude, welche uns hier

am meisten interessirt. Derartige Bestimmungen in der Zeit des Ma-

ximums und des Minimums giebt es hier in Schweden nur sehr wenige;

dagegen hat Hansteen in Kristiania eine sehr beträchtliche Anzahl der-

gleichen ausgeführt, und da Kristiania auf nahezu derselben Latitude

1) Die vollständige Variatiousformel lautet:

ÔH= 0,00002-05 [n' - n - 1,:m (<» - 150)] .

2) R. Thalén: »Jordmaguetiska bestämningar i Sverige under aren 1869-

1871», in K. Svenska Vetenskapsakademiens Handlingar, Bd. 10, N:o 12,
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liegt, wie Stoc-kholm und Upsala, darf man wohl mit genügender Appro-
ximation seine diesbezüglichen Untersuchungen auf diese Städte aus-

dehnen. Eine nach Jahreszeiten geordnete Zusammenstellung seiner

aus vieljährigen Beobachtungsreihen abgeleiteten Tagesara plituden giebt

er in der »Uebersicht der Verhandlungen der Schwed. Akad. der Wissen-

schaften» (Ofversigt af K. Vetenskapsakademiens förhandlingar) XVI Jahr-

gang, 1859; und ich gebe sie hier wieder, nebst einer auf graphischem

Wege erhaltenen Ausgleichung (Kolumne »Interp.») ').

1) Obwohl diese graphische Interpolation für den vorliegeuden Zweck aus-

reichend ist, könnte es in theoretischer Hinsicht von Interesse sein die Tagesampli-

tude als eine Funktion der Jahreszeit analytisch zu berechnen. (Vergl. hierüber

W. Kind : Ein Beitrag zur Bestimmung der tägl. Var. des Erdmagnetismus. Program
des König-Wilhelms-Gymnas. zu Stettin 1887—1888.) Nach Fourier kann jede peri-

odische Funktion f {t) mit der Periode t in trigonometrischer Reihe entwickelt werden,

deren Aussehen sein wird:

/(0=3 f'n + n\ cos + «2 COS 2 . + . . .

, . 2?!^ , . „ 271^
+ 0, sm + bo sm 2 . + . . .

,

T -^

r.

> r 2 TT
wo (In = - I f (t) COS n .

—
2 r^ 2

bn = -
I f{t) sin n .

-

Erlaubt man sich, wenn nur discrete Punkte der Funktion gegeben sind,

eine Summation anstatt der Integrale zu schreiben, so werden die Coefficienten :

2
^- 2nt

Un = - 2f{t) cos It .- ^ . àt
T.

' X
Al

9 r 2nt
bn = -JS'/'(Osin W - —

. àt .

Ji

lu dem vorliegenden Falle ist der Monat als Zeiteinheit zu wählen; ferner

ist, da die Periode ein Jahr umfasst,

r. ~ 12' T
~ \2~ '

so dass schliesslich die Coefficienten werden

12

«n = ^^' /'(0 COS n . .so t

1

12

bn = l^tfit) sin« . 30 t

1
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Tägliche Amplitude der Inklination in Kristiania nach Hansteen.

Monat



Die magnetische Inklination in Upsala und Stockholm. 9

Offenbar können die nicht im Observatorium gemachten Bestim-

mungen zur Erörterung der säkularen Variation keinen Beitrag liefern,

da die lästige lokale Perturbation j^ich ebenso bei der Inklination als

bei der Horizontalintensitiü kund giebt, und eine etwaige Korrektion

nicht bestimmt ist, auch kaum mit genügender Sicherheit bestimmt wer-

den kann. Zieht man vom Mittel der am Vormittag des 28 Juni 1872

gemachten Bestimmungen die Hälfte der entsprechenden täglichen Ampli-

tude (somit r.6) ab und addirt dieselbe Grösse zum Mittel der Nach-

mittagsbestimmungen, so erhält man die mittlei-e Inklination 70"55'.0,

resp. 70''55'.4; ein Beweis, dass die tägliche Amplitude mit genügender

Annäherung bestimmt ist. In diesem Falle, wo gleich viele Beobach-

tungen am Vor- wie am Nachmittage gegeben sind, wird natürlich übri-

gens das Generalmittel (70" 55'. 2) ohne weitere Korrektion von der täg-

lichen Variation frei sein. Die Beobachtungen am 22 und 28 Juni 1886

sind mir freundlichst von Herrn Kand. Gyllenskiôld schriftlich mit-

getheilt worden; er bemerkt dabei: »Den 22 Juni Perturbation: in 2

Stunden änderte sich die Inklination um 10')x Ich habe daher, in

Ermangelung eines zuverlässigen Variationsinstrumentes, von seinen

drei Bestimmungen nur die vom 28 Juni beibehalten. Berechnet man,

um die Epoche des Minimums so genau als möglich zu erhalten, aus

den übrig gebliebenen Werthe nach der Methode der kleinsten Qvadrate

eine parabolische Formel für die Inklination, so ergiebt sich:

/= 7P0'.00- r.417(/ ^ 1869.0) + 0.05074 (; - 1869.0)',

was ein Minimum für die Epoche 1883.0 giebt. Die Uebereinstimmung

der beobachteten und berechneten Werthe der Inklination ersieht man

aus der folgenden kleinen Tabelle:

Jahr
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Die Uebereinstimmung entspricht wenigstens der Erwartung; ist doch in

Pawlowsk, wo kontinviirliche Beobachtungen statt finden, zu eben diesen

Zeiten die jährliche Variation bald positiv, bald negativ').

Im Magnethäuschen beim astronomischen Observatorium in Upsala

sind vorher folgende Bestimmungen gemacht worden ; die für die täg-

liche Variation korrigirten Werthe sind in oben angegebener Weise

erhalten:

Jahr
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dem späterhin von einigem Nutzen sein. Zu verzeichnen sind noch 43

Bestimmungen, welche Celsius am 19 Aug. und 20 Sept. 1743 in sei-

nem im innern der Stadt gelegenen Garten ausführte, nach denen für

1743.7 i = 75" 3 zu setzen wäre. (Siehe: »K. Vetenskaps-Akademiens

Handl.», VoL 5, 1744). Die einzelnen Bestimmungen weichen bis auf 45'

von einander ab; ausserdem hat er die Nadel nicht ummagnetisirt, so

dass der angegebene Werth mit einem Fehler in Folge der Lage des

Schwerpunktes behaftet sein kann.

Gehen wir nun auf Stockholm über, so finden wir bei Hansteen ')

eine Zusammenstellung der bis 1859 dort gemachten Inklinationsbestim-

mungen. Dabei ist nun folgendes zu bemerken. Was die erste Observation

von Wilcke betrifft, so sagt er, dass es unsicher ist, ob sie eine wirk-

liche Beobachtung sei oder nur auf Schätzung beruiie. Da es von be-

sonderer Wichtigkeit ist, zeitlich fernhegende Beobachtungen zu haben,

habe ich in den Abhandlungen Wilckes nachgeschlagen, und folgende

Aeusserungen gefunden . , . »iStockholm, wo die (Inklinations-) Nadel

zu dieser Zeit gegen 75° aufweist» . . -^) und neun Jahre später findet sich

eine ebensolche Aussage^); schliesslich in derselben (späteren) Abhand-

lung, bei Besprechung des Einflusses von Seiten des Nordlichtes: »Die

Inklinationsnadel hat durch bemerkenswerthe Aenderungen von 10, 15, 20,

ja sogar 60 Minuten zu erkennen gegeben, dass» . . . Aus diesen Aeus-

serungen geht hervor, dass Wilcke (mit dem von ihm konstruirten In-

strumente) die Inklination wirklich beobachtet hat; die letzte giebt uns

daneben über die Empfindlichkeit des Instrumentes einigen Aufschluss,

in sofern es Variationen von 10' deutlich angezeigt haben muss. Die

früheren Aussagen sind dann wohl so zu verstehen, dass die Bestim-

mungen bald einige Minuten mehr, bald einige weniger als 75° er-

gaben; die säkulare Aenderung in den neun Jahren scheint weniger als

10' betragen zu haben. Ich hotfe der Wahrheit am nächsten zukommen,
wenn ich annehme, dass die Inklination 75''0' der Zeit 1772.0 entspricht.

Ein Paar von Hansteens eigenen Beobachtungen sind vom ihm in einem

früheren Aufsatze "•) etwas abweichend angegeben; es mag dies wahr-

1) Öfversigt af K. Vetenskaps-Akad. HaotU., Jahrg. 16, 1859.

2) Wilcke: Försök till en magnetisk inklinatiouskarta. Svenska Vetenskaps-

Akademiens Handl. 1768.

3) Wilcke: Kön om magnetnålens årliga och dagliga ändringar i Stockholm.

Svenska Vetenskaps-Akademiens Handl., 1777.

4) Öfversigt af Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar 1844.



12 E. Solander,

scheinlich auf einer Korrektion der täglichen Variation beruhen; jeden-

falls ist wohl der späteren Angabe der Vorzug zu geben. Dagegen

müssen sich wohl in dem späteren Aufsatze bei der Wiedergabe von

RuDBERGS Beobachtungen einige Fehler eingeschlichen haben; in der

frühereu steht nämlich für 1832.62 /= 7V39'.5; für 1832.96 i = 7r'-ll'.l,

was im Mittel für 1832.79 i= IVaO'.S giebt; ferner ist 1838.20 ein of-

fenbarer Druckfehler für 1833.20. Ich habe übrigens nur die erste die-

ser Beobachtungen in Rudbergs eigenen Publikationen wiedergefunden.

Einer Aufzeichnung Ångströms zufolge schalte ich hier noch eine Be-

stimmung von RuDBERG ein, nämlich: für 1834.98 ^= 71°39'.6. Ferner

ergaben (18) Messungen von Lottin ') am 5, 6, 7 und 8 Juli 1839 im

Mittel Î = 71" 30'.7, wozu noch, da alle Messungen lO*" 0™ begannen,

eine Korrektion von — r.4 hinzukommt. In demselben Werke sind auch

einige (5) Messungen von Lilliehôôk am 3, 6 und 10 Juni 1843 ange-

führt, wonach im Mittel i = 71" 23.2; die mittlere Beobachtungszeit war

gegen 13''. Da aber diese Messungen offenbar dieselben waren, welche

nachher in Schweden publicirt sind ^), und zwar nach Angabe der Publi-

kation für das Jahr 1845 gelten, so hielt ich es für geboten, um siche-

ren Aufschluss zu erhalten, den Herrn Commandeur Lilliehôôk hierüber

zu befragen, und bekam in freundlichster W^eise die Antwort, es sei nach

den Originalaufzeichnungen 1845 das richtige Jahr; die Angabe Bravais'

müsse auf einer fehlerhaften Wiedergabe des Manuscriptes beruhen. Es
stimmt dies auch mit dem Verzeichniss Hansteens überein. Nun hat aber

auch SiLJESTRÔM in demselben Jahre Beobachtungen gemacht ^); behalten

wir von seinen Beobachtungen nur die mit der Nadel N:o 1 gemachten

bei, da er die mit der Nadel N:o 2 selber als wenig zuverlässig ansieht,

so ergiebt sich als Mittel aus 15 Beobachtungen für 1845.70 i= 71" 18.3.

Wenn man das Gewicht der Anzahl proportional annimmt, so erhält

man aus den beiden Serien als Generalmittel für 1845.63 ^= 71''19'.6.

Aus dem genannten Aufsatze Siljestrüms bekommt man ferner: für

1846.26 z=71"18'.4 (8 Bestimmungen) und für 1847.61 i = 71"20'.6

(2 Bestimmungen). Endlich sind zu verzeichnen die Bestimmungen

1) P. Gaimard: Voyages en Scandinavie, eu Laponie, au Spitzberg et aux

Feröe pendant les années 1838, 1839 et 1840, 23'' Livraison. Réd. par A. Bravais.

2) C. B. Lilliehôôk: Magnetiska observationer, gjorda i Stockholm och Ha-
paranda år 1845 oeh i Carlskrona är 1846, Öfversigt af K. V. A. Förhand!. 1883.

3) P. A. SiLJESTRÖM: Bestämningar af magnetiska inklinationen i Stockholm,

Sundsvall och Östersund. Öfversigt af K. V. A. Förhandlingar, 1888, s 563.
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LuNDQUisTs ') nach welchen für 1869.60 i=71*'0'.0 (5 Bestimmungen).

Die Bestimmungen Ångströms folgen hier in extenso; sie sind wie die

vorher genannten mit dem luklinatorium Gambey ausgeführt:

Jahr
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Die in der vorletzten Kolumne angeführten Werthe sind nach

der Formel

i = 7r49'.35 - {t - 1830) log-'0.32712 + (t - 1830)' log-'8.29404

berechnet*). Dieselbe ergiebt eine Minimalinklination von 70*'52'.0 für

t = 1883.96, was mit der für Upsala schon berechneten Epoche gut

übereinstimmt. Bei der Berechnung ist allen Elementen dasselbe Ge-

wicht beigelegt, weil ja doch ein Mittel zur Schätzung des Gewichts für

die meisten Elemente fehlt. Natürlich kann sich die Gültigkeit der For-

mel nicht weiter zurück erstrecken als die Beobachtungen reichen; giebt

sie doch für das Jahr 1772 eine jährliche Abnahme von 4'.4, was nach

den schon angeführten Aeussernngen Wilckes entschieden zu gross ist.

Trotzdem erschien mir die Berechnung einer vollständigeren Formel,

etwa einer sin — cos — Reihe, bei der jetzigen Lage der Sache nicht

sehr lohnend, da der hohe Werth der Inklination im Jahre 1772 darauf

deutet, dass die vorliegenden Bestimmungen immer nur einen geringen

Theil einer ganzen Periode umfassen. Uebrigens kann eine einfache

Formel nur im grossen und ganzen die säkulare Variation wiedergeben;

die wirklich stattfindende scheint gleichsam aus Schwingungen verschie-

dener Perioden zusammengesetzt zu sein. Wenigstens deuten die Beob-

achtungen eine relative Vergrösserung der Inklination um 1830 und

eine ebensolche um 1847 an.

Es ist zu bemerken, dass, obwohl alle Bestimmungen in Stock-

holm, vielleicht mit Ausnahme der Wilckeschen, auf der Anhöhe des

astronomischen Observatoriums gemacht worden sind, — nur die aus

dem Jahre 1828, heftigen Windes wegen, unterhalb des höchsten Punk-

tes — doch nur die Beobachtungen vom Jahre 1842 an inclusive auf

genau demselben Platze, dem magnetischen Holzgebäude, ausgeführt

worden sind. Da somit lokale Perturbationen, welche in Schweden sehr

häufig vorkommen, auf die früheren Bestinmiungen möglicher Weise

einigen Einfluss gehabt haben können, schien es von Interesse zu sein,

auch aus den übrigen zehn Elementen allein die säkulare Variation zu

berechnen. Man erhält in dieser Weise die folgende Tafel:

1) Das Symbol log "'a wende ich an um zu bezeichnen, dass die dem gege-

benen Logarithmus, a, zugehörige Zahl zu nehmen ist.
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UEBER DEN EINELüSS DER FADENTORSION BEI MAGNETISCHEN

ABLENKUNGSVERSUCHEN.

So weit mir bekannt ist, wird bis jetzt der Einfluss der Torsion

bei Deviationsbeobachtungen immer vernachlässigt, wenigstens wenn sie

nach dem Lamontschen, oder damit verwandten Verfahren angestellt

werden; in Lamonts Handbuch des Erdmagnetismus findet sich sogar in

einer Note die Behauptung, dass die Torsion auf das Endresultat gar

keinen Einfluss ausübt. Dass dem nicht so ist, wird die folgende Darle-

gung zeigen; ungünstigsten Falles kann im Gegentheil die Vernachläs-

sigung desselben erhebliche Fehler verursachen.

Es mögen die folgenden Bezeichnungen angewandt werden:

H = die Horizontalintensität des Erdmagnetismus,

M — magnetisches Moment des Ablenkungsmagnets,

f.1
= » » der Nadel,

e = der Abstand zwischen Nadel und Ablenkungsmagnet,

k = die Lamontsche Constante,

/ = das Torsionsmoment des Aufhängefadens für 1" Drehung,

V = die Drehung (in Graden) des oberen Endes des Fadens, relativ zum

unteren Ende,

(( = die dadurch enstandene Abweichung der Nadel vom Meridian,

(f^
= die Ablenkung der Nadel, wenn sie in der Richtung von a durch

den Magnet abgelenkt wird,

(p^ = die Ablenkung der Nadel, wenn der Magnet in die entgegengesetzte

Richtung wirkt,

V> = '/2 {'f'i + <u)\

^\ und (p.^ beide vom scheinbaren Meridiane ab nach beiden Seiten hin

gerechnet.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. Hl. •
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Wir setzen voraus, dass die magnetische Axe des. Ablenkungsmag-

nets verlängert die Nadel senkrecht in der Mitte schneidet. Bei der

Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen muss beachtet werden, dass

die beiden Enden des Fadens bei jeder Einstellung dieselbe relative Lage

haben.

Dann ergeben sich leicht folgende Gleichungen:

(1) /Li //sin a = /. ü,

/«\ u • / N 2 kuM
,

.

(2) fi H sm {if, + ß) = —^- +S-V ,

(3) fi. H sin
{(f>^
— a) = ^^- /. v .

Zieht man (3) von (2) ab, so erhält man:

ju H sin (ri- ~-^'2 _[- a
j cos (p = f.v ,

somit unter Zuhülfenahme von (1):

sin
[

^' ^ ^^
-f-

a) cos(p = sin«
,

und also:

cos
\ 2 ^ ^ ^ cos'99 * cosV

wenn höhere Potenzen von vernachlässigt werden.
cos^y

Ferner ergiebt die Addition von (2) und (3)

luHsmq) cos r^-^-rr-^ + « = 4— 1
^ z ' e

und somit:

(4) ^sin^(l_V,^^V) 2kM—3-

Will man die somit nothwendige Korrektion wegen Drehung aus

dem Meridian als Verbesserung bei (p anbringen, so hat man, wenn (p^

den verbesserten Ablenkungswinkel bezeichnet, zu setzen:

/, ,, sin'ßN

^ cos^cp'
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und somit

l . V 1 sin^a sin«)
sin H W" — V) =

2^'" " 4' ._ o 1
cosV cos -(«^0 +(p)o

oder mit hinreichender Genauigkeit, wenn die Korrektion in Minuten

ausgedrückt wird:^e^

(5) Ja(p = %-(p=^ - -^~-^-fr-^~ • sin'ß .

2 sin 1 cos (fi

Bei einer Intensitätsbestimmung nach der Lamontschen Methode

mit Schwingungen und Ablenkungen auf einem Abstände berechnet sich

die entsprechende Korrektion der Horizontalintensität, weil in der Schluss-

formel H gegen ]lsin(f' umgekehrt proportional ist, aus der Relation:

,„, J„H_ Binl' Ja (p_l sin^a

^ ^ H ~ 2 . tg<fi 4 '

cos'^cp
'

Die Korrektionen des Ablenkungswinkels pflegen wenigstens bis

auf 0,1 angegeben zu werden; der grösste Werth, den a dann erreichen

darf, ohne eine diesbezügliche Korrektion zu erfordern, berechnet sich

mithin aus:

. , 0,2sin l'cos^œ
sm ^a^ — ' ? .

tg</5

Setzt man (/> = 45", ein Ablenkungswinkel, der sich wohl als

zweckmässig bewährt hat, so wird diese Grenze ce„, = 18, 5. Macht man

es sich zur Regel, die Torsion vor jeder Intensitätsbestimmung möglichst

aufzuheben, so wird es wohl nicht schwierig sein, diese Grenze inne zu

halten. Manche Instrumente aber, wie die Lamontschen Theodolite und

Reisetheodolite, besitzen keine Vorrichtung zur Aufhebung der Torsion,

und dann kann es geschehen, dass der Winkel et im Laufe der Zeit, in

Folge elastischer Nachwirkungen, sehr beträchtliche Werthe erreicht.

Beispielsweise sei daran erinnert, dass bei dem Lamontschen Reisetheo-

dolit, welcher auf der schwedischen Polarstation in Spitzbergen 1882

—

1883 angewandt wurde, dieser Winkel vor der Aufhebung der Torsion

(im Beginne des April 1883) fast 3", und dass bei dem Edelmannschen

Theodolit, obschon die Torsion in Schweden durch tagelanges Anhängen

des Torsionsgewichtes aufgehoben war, am 12 Juli 1883 sogar, ein wenig
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mehr als 8" betrug. Da im Mittel (für den Theilstrich 100 des Variatious-

apparates) H = 0.08921 war und der Ablenkungswinkel beim Lamontscheu

Reisetheodolit im Mittel 46"12' betrug, so müssen nach Formel (6) die

vor April mit diesem Instrumente erhaltenen Werthe von H mit 0.00013

vermehrt werden. Natürlich ist diese Korrektion nur annäherungsweise

gemacht, da die Torsion wahrscheinlich nicht constant gewesen ist, und

ich bei den Ablenkungen die Mittelrichtung nicht zu beobachten pflegte,

so dass sie nicht für jede Beobachtung einzeln bestimmt werden kann.

Um die gewonnene Relation auch experimentell zu prüfen habe

ich im hiesigen magnetischen Observatorium einige Versuche angestellt

mit einem Theodolite englischer Konstruktion, welcher die in den Jahren

1851—1853 von Schweden unternommene Weltumsegelung mitgemacht

hat und später von den Herren G. Lundquist und L. A. Forssman bei

magnetischen Messungen in Schweden angewandt worden ist*). Sowohl

der Aufsatz für Schwingungen als auch der für Ablenkungen ist oben

mit kleinen Torsionskreisen versehen. Die Ablesung der Alhidade ge-

schieht vermittelst Loupe und Nonius, welcher bis auf 20" getheilt ist;

die Einstellung vermittelst eines Fernrohrs mit geringer Brennweite und

einer darüber befindlichen gekrümmten Scala, deren Theilstriche je zwei

Minuten abgrenzen und eine Abschätzung nach Zehntel bequem zulassen.

Was die übrigen Einzelheiten anbetrifft, so verweise ich auf die citirten

Abhandlungen. Nach einer Intensitätsbestimmung, auf die ich später

zurückkomme, wurde anstatt der Nadel ein Torsionsgewicht eingehängt.

Dabei wurde leider der Faden zerrissen und durch einen neuen ersetzt

von anscheinend derselben Dicke aber ein wenig grösserer Länge. Der-

selbe wurde mit drei Knoten versehen, um Bifilarsuspension zu vermei-

den. Das Torsionsgewicht blieb vom 30 Januar bis zum 7 Februar hän-

gen, und dann wurde am 7 und 8 Februar der Ablenkungswinkel im

Abstände von 0,6 englischen Fuss bestimmt. Aus der zweiten dieser

Messungen wurde in üblicher Weise die noch übrige Torsion berechnet ^)

1) A. J. Ängström: Voyage autour du inonde sur la frégate suédoise L'Eu-

génie. Observations scientifiques publiées par l'Académie royale des sciences à Stock-

holm 1858—1874. III. Physique;

G. Lundquist: Bidrag till kännedomen af den jordmagnetiska intensiteten och

inklinationen i mellersta och .södra Sverige. Svenska Vetenskaps-Akademiens Hand-

lingar 1871. Bd. 9. N:o 10;

L. A. Forssman: Observationer öfver den jordmagnetiska horizontalintensiteten

och inklinationen inom Westerbotten och Lappland. Svenska Vetenskaps-Akademiens

Handlingar 1872. Bd. 10. N:o 1,3.

2) Lamont: Handbuch des Erdmagnetismus, Seite 115.
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und gleich — 16'.5 gefunden '). Aus </- = 56° 20' berechnet sich dann

Ja<p = — 11", ^lud das um diese kleine Qvantität reducirte Mittel der ge-

nannten Bestimmungen ist als beobachteter Werth y„ angesehen worden.

Die Ablenkungswinkel müssen korrigirt werden

1) wegen der Ungleichheit der Winkel, ^„</>;

2) wegen unregelmässiger Variationen der Deklination. Da die

Kreistheilung von Nord über Ost wächst und die erste Ablenkung immer
nach Osten stattfand, erhalten wir bei der angewandten Angströmschen

Beobachtungsweise mit 7 Ablenkungen, von denen die 3 letzten eine

Wiederholung der drei ersten in umgekehrter Ordnung sind, folgende

Korrektion :

•^^¥' = +4 ("i + "2 — "3 — 2'*4 — "s + "g + ^h) '

wo f = 0'.677 der Winkelwerth eines Scalatheiles des Variationsinstru-

mentes bezeichnet;

3) und 4) wegen Variationen der Horizontalintensität und der

Temperatur. Dieselben sind :

sinl H sin 1

wo a den Temperaturkoefficienten des Magnets, k den Dilatationskoeffi-

cienten der Scheine bezeichnet. Es ist aber:

ÔH s . sin 1'
. , N= (n — 71) ,H tgî/^

wo 1// = 57° 17' der Ablenkungswinkel des Variationsinstrumentes bedeutet;

somit auch:

^H(p = -~^- {n - n)
;

tgip

ferner ist nach Ångströms Bestimmungen:

log (! + «) = 0.0000860 ')

für den angewandten Magnet, der mit B^ bezeichnet ist.

1) Ich habe a positiv gerechnet für den Fall, dass die Ablesung vemielirt

wird, somit von Nord über Ost, da die Kreistheilung des fraglichen Instrumentes in

dieser Richtung zunimmt.

2) Thermometer Celsius.
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Mithin wird, da die Schiene aus Kupfer ist:

{d„ + 4) (f
= 0'.653 {n — n) + 1'.29 t .

Es sind die Winkel auf (n' — ?0o = 130 reducirt, wo der Index

bezeichnet, dass die Variationsablesungen auf 0" reducirt sind. Da die

Temperaturkorrektion des Variationsinstrumentes — 1.37 (?— 15°) beträgt,

so ist dies dasselbe wie (n' — 7i)^^ = 150,5. Ferner wurden die Winkel

auf 0" Temperatur reducirt. Der Werth y der zweiten Colurane ist der

direct beobachtete. Der Torsionswinkel a. ist nach der Lamontschen

Methode berechnet.

Ablenkungen mit Magnet B, bei verschiedenen Torsionswinkeln.

Dat. <f
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der elastischen Nachwirkungen die Einstellungen etwas unsicher werden,

zumal da bei der Ablenkung ausserhalb des Meridians die Direktions-

kraft der Nadel erheblich verringert wird.

Kehren wir nun zu der oben genannten Intensitätsbestimmung

zurück ! In der citirten Abhandlung des Herrn Professor Lundquist

sind die bei dem Abstände von 0.7 engl. Fuss, welcher hier in Frage

kommt, anzuwendenden Formeln nach Angstroms Bestimmungen zusam-

mengestellt, und zwar sind es folgende :

für Magnet B^

log H = 9.74823 — - log sin y — log 1"+ 4.9 (tr — t^) — 0.67 t^ +

(9.0- //)- 228 (^ — 0.156)
;

und für Magnet R^ .

log H. = 9.76631 — - log sin ^ _ log jT + .5.6 (^^ — t^) — 0.67 t,f +
Li

.(9'.o -»;)- 166 (//- 0.1,56) ,

wo ich nur die formelle Aenderung eingeführt habe, H in C. G. S.

Einheiten zu rechnen und durch T die Zeit einer Schwingung zu be-

zeichnen anstatt hundert derselben. Will man direct log H auf die Nor-

malintensität reduciren, was vorzuziehen ist, so muss beiden Gleichungen

noch das Korrektionsglied

— Mod . in —n),r = — 5.50 fn' — n),,
tgyj

''

hinzugefügt werden, wo (ii' — n),g den mittleren Stand bei Schwingungen

und Ablenkungen bezeichnet. Die Korrektionen sind in Einheiten der

fünften Decimalstelle des Logarithmus angegeben. Es bezeichnet tj die

Torsion in Minuten für 360" Drehung beim Schwinguugsapparate. Eigent-

lich wäre wohl nunmehr für das Induktionsglied ein anderer und zwar

höherer Werth zu setzen. Denn nach Lamonts Definition ist der Induk-

tionskoeflScient, x, das Verhältniss des im Stahle durch eine Feld eins

inducierten Momentes, ju, zu dem Momente des Magnetes, somit:

Ji
'

woraus folgt:

J log X = — J log M .
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In der That habe ich bei einem neuen Edelmanuschen Magnete

eine beträchtliche Zunahme von x mit der Zeit gefunden '). Da es sich

aber nur um ein Korrektionsglied handelt, habe ich die obigen Angaben

als hinreichend genau angesehen. Die Induktionskorrektion bei den Ablen-

kungen ist bei der Constante mit eingerechnet, und dies ist auch immer

zulässig, denn es ist

TT 2kM f^•/cHsinw = y. . —-— = bonst .

e

und dies ist, beim gegeben Abstände, genau, auch wenn dass Moment
sich ändert. Bei der genannten Intensitätsbestimmung erhielt ich:

Januar 29: log T = 0.676864; (n' - 'Oii = 154.1 ; t = - l.\ ; ïj = .35,'2

.30: 9) = 32''ll'23";(n' = «),ä = 154.0;« = + 0.8 ,

woraus sich berechnet H^^^ — 0.16086. Aus den Ablenkungen in Verbin-

dung mit gleichzeitiger Ablesung der Mittelrichtung wurde aber o; = 6" 50,'6

berechnet, und daraus folgt nach (6) Ja H = 0.00080; somit Iïi3o= 0.16166.

Nach den beschriebenen Ablenkungsversuchen wurde der Faden wieder

in die untordierte Lage zurückgedreht und Bestimmungen mit beiden

Nadeln vorgenommen, und zwar mit Ablenkungen in zwei Abständen

«3 = 0.7; e, = 1.3 engl. Fuss. Es ergab sich dabei:

Febr. 13 ip^ = 31 ".50' 20"; (n' - «)|5 = IG 1.7; t = - 6.7 Magnet B^

» .. 9, = 4" 46' 20"; (n' - «),5 = 162.5; t = - 6.9 » »

» 14 loiî T = 0.677111 ; («' — »Oiô = 159.8; « = — 43; rj = 33'. o » »

i> 14 u. 15 log 7' = 0.6713.57; (n' - w),, = 159.8; « = - 3.5;
»J
= 27'.4 " A3

» 15 ^2 = 36" 2'7"; (n' - ?0,5 = 158.5; « = - 2.1 •> »

» » g), = 5"l0'4; (n' - )i)|ä = 159.1 ;«=- 2.0 » "

Benutzt man in erster Hand nur die Ablenkungen am kleineren Abstände,

so erhält man: mit Magnet B^ H^^^ = 0.16152, und mit i^g H^^^, = 0.16154.

Es geben diese Bestimmungen somit etwas kleinere Werthe als der oben

gefundene, was wahrscheinlich durch eine nicht hinreichend genaue Be-

stimmung der grossen Torsion (6" 50, 6) veranlasst worden ist.

Um nun auch die Ablenkungen in zwei Abständen verwenden zu kön-

nen, erinnere ich daran, dass Ablenkungsmagnete und Nadel aus ähnlichen

Hohlcylindern bestehen, deren Läagenverhältniss V^ : V^ ist, was zur

1) E. Solander : Observations faites au Cap Tordsen, Spitzberg, par l'expédi-

tion suédoise 1882—1883. T. I: 4. Magnétisme terrestre. Beiläufig sei hier ein

Felller berichtigt; es ist nämlich im Texte der luduktionskoefficieut iu Gaussischen

Einheiten ausgedrückt und die angegeben Werthe müssen daher mit 10 multiplicirt

werden.
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Folge bat, dass das zweite Glied in der Reiheiientwickelung verschwindet.

Vorausgesetzt, dass dies mit hinreichender Genauigkeit geschehen ist,

hat man von den Gleichungen auszugehen;

Wird aus diesen q eliminirt, so bekommt man:

H e\-e\

2M e'siny, — e^sin^j
'

und mit Hinzuziehung der Gleichung:

(7) H='ii2K'.y
^

. ^'-^i .
—

.

1 ' e[ sm 9)j — ßg sm tp^

Hierin müssen y, und y_, oder besser deren logsin auf gleiche

Intensität und Temperatur {z.B. mit einmal auf 0°) reducirt werden, wozu

noch die Korrektion für die Induktion hinzukommt, was den früheren

Angaben zufolge geschieht durch;

(z/^ + ^( + ^x) logsiny = 5,50 [n — u) -f ll,i « + sin^ . log^'1,8681 für B^
,

(z///+ J, + z/x) logsin 9) = 5,50 (n' — n) + 12,5 i + siny . log"''l,7307 für Äg ,

wenn in runder Zahl H = 0,162 gesetzt wird. Es versteht sich von selbst,

dass log T in entsprechender Weise korrigirt werden muss. Die Abstände

ej und (?2 sind von Ångström genau ausgemessen'), und es ist bei 0"

Temperatur :

t'i = 39,6132 cm
,

ßg = 21,3291 » .

Die Magnete waren früher beide mit Messingringen versehen um
horizontal schwingen zu können, und es ist, ebenfalls nach Ångströms

Bestimmungen, bei 0° Temperatur:

logA' = 7,19845.9 — 420 + 0.568 2' für B^

logÄ:= 7,22669.1 — 28 + 0.5822'für /?3 ,

1) A. .J. Ångström: 1. c
Nova Acta Reg. Snc. Sc. Ups. Ser. III.
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das Trägheitsmoment iu mgr.mm^ ausgedrückt. Hierin bezeichnet z den

Abstand in mm. der Mediansektion des Ringes von der Mitte des Mag-

nets. Die Zuzätze sind in Einheiten der fünften Decimalstelle ausgedrückt.

Der Ring des B^ ist später weggenommen worden; der des R^ befindet

sich nunmehr am Abstände z = 25,'"'"3, so dass man bekommt:

logÜL = 2,19425.9 für 5^
logÄ' = 2,22979.1 für R^

,

das Trägheitsmoment in gr.cm^ ausgedrückt. Die Berechnung der Beo-

bachtungen ergiebt mit Magnet B^ den Werth H^^^ = 0.16158 und mit

Magnet R^ H^^^ = 0.16163. Die so gefundenen Werthe diflferiren von den

obigen mit alleinigem Benutzen des Abstandes 0,7 erhaltenen so wenig,

dass man keinen Anstand nehmen kann sie mit diesen zu einem Mittel

zu vereinigen, und als wahrscheinlichste Nullpunktsbestimmung mit diesem

Instrumente zu setzen:

//jso = 0.16157 .

^
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I.

HISTORIQUE.

On sait qu'en général la température de l'air s'abaisse lorsqu'on part

du sol pour s'élever aux couches supérieures de l'atmosphère. Cepen-

dant cela n'a pas toujours lieu. Au contraire il y a souvent accroisse-

ment de température de l'air à mesure' qu'on s'élève. Cela a été prouvé

par plusieurs savants. Ainsi M. J. Hann ') a comparé la température

à des stations situées à différentes hauteurs dans les Alpes, et il a trouvé

que, dans certaines circonstances, la température croît rapidement avec

la hauteur. C'est particulièrement le cas lorsque, surtout en hiver, une

région de hautes pressions barométriques règne sur les Alpes. D'après

M. Hann l'accroissement est le plus grand à sept heures du matin avant

le lever du soleil, au moment où la température est la plus basse.

Les savants, qui ont en particulier récherché la variation de la

température avec la hauteur dans les couches inférieures de l'atmosphère

sont les suivants :

Marc-Auguste Pictet ), de Genève, qui en 1778 fit des recher-

ches de ce genre.

11 fit dresser deux mâts, l'un de 50 pieds, l'autre de 75 pieds de

hauteur. Au sommet de chacun d'eux il suspendit un thermomètre, qu'il

faisait descendre rapidement. D'autres thermomètres étaient suspendus

au-dessus de la terre à des hauteurs différentes, depuis 4 lignes jusqu'à 6

1) J. Hann. Zeitschrift cl. öst. Ges. f. Meteorologie, Baud Y, S. 513; Baud
XV, 1880, S. 76.

2) Essay sur le feu; dans Essais de Physique, Tom I. pag. 171.

Nova Acta Reg;. Soc. Sc. Ser. III. 1
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pieds. PiCTET fit ses observations un peu avant le coucher du soleil, à

onze heures du soir et le matin à l'aube. Il constata que, dans toutes

les saisons, par un ciel serein et avec un air calme, les températures à

5 pieds et à 75 pieds de terre variaient de la manière suivante. En-

viron deux heures après le lever du soleil les indications des deux ther-

momètres étaient les mêmes. Dans la journée, le thermomètre à 5 pieds

indiquait une température plus élevée que celui suspendu à 75 pieds de

terre. Peu avant le coucher du soleil leurs indications étaient encore les

mêmes, après quoi le thermomètre supérieur accusait une température

plus grande (d'environ 2°. 5 C.) pendant toute la nuit. Lorsque le ciel

était uniformément couvert ou qu'il faisait un vent violent la différence

des indications des deux thermomètres était presque zéro.

J. Six'), physicien anglais, fit en 1784—1785 des observations

analogues.

Deux thermomètres à minima étaient suspendus, l'un dans son

jardin à 9 pieds du sol, l'autre au sommet de la tour de la cathédrale

de Canterbury élevée de 200 pieds environ.

Six constata que par un temps pluvieux les deux thermomètres

indiquaient les mêmes températures et que dans les nuits couvertes le

thermomètre inférieur marquait quelquefois 1° à 2° Fahr, de plus que le

supérieur.

Pendant les nuits sereines c'était le contraire, c'est-à-dire que le

thermomètre supérieur indiquait jusqu'à 9" à 10° Fahr, de plus que le

thermomètre inférieur.

Six poursuivit ses recherches en 1786 et augmenta le nombre des

thermomètres. Il plaça un thermomètre à terre sur une prairie dans

une vallée, un autre à 3 pieds et un troisième à 6 pieds du sol. De

plus il plaça des thermomètres sur une colline à la même hauteur que

la tour de la cathédrale. Il trouva que la température est plus basse à

la surface de la terre et s'élève avec la hauteur, phénomène qu'on ob-

serve dans toutes les saisons, mais qui n'a lieu à un degré sensible

que par un ciel serein et avec un air calme.

Wells ^) remarqua qu'en général pendant les nuits sereines et

calmes un thermomètre, placé sur l'herbe, indiquait une température plus

bas.se, jusqu'à 9° Fahr., qu'un autre thermomètre suspendu de 1 pouce

jusqu'à 9 pieds de terre.

1) Experiments on local heat. (Phil. Transact, tom LXXVIII, pag. 103, 1786).

2) Essay on dew, (traduit dans les Annales de Chimie t. 93.; 1815).
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Mais pendant les nuits couvertes, surtout par un vent violent, la

température sur l'herbe était la même que dans les couches inférieures

de l'atmosphère et quelquefois même plus élevée encore.

Marcet'), professeur à Genève, reprit en 1837 les expériences de

PiCTET et de Six.

Il planta, au milieu d'une prairie, un nuit de 114 pieds de hauteur.

De dix en dix pieds il avait ajusté des liteaux en sapin de deux pieds

de long, portant chacun à son extrémité une petite poulie, au moyen de

laquelle on pouvait monter ou descendre les thermomètres.

Ceux-ci, à degrés très grands, avaient la boule recouverte d'une

substance non conductrice, telle que de la cire ou du coton.

Marcet trouva, que l'accroissement de la température avec la hau-

teur était un phénomène constant, au moins pendant la belle saison et

au coucher du soleil, quelque couvert que fût le temps.

Avec un ciel couvert l'accroissement était pourtant très faible, mais

il ne devenait nul que par les vents violents, surtout celui du NE.

L'accroissement de la température avec la hauteur commençait à

se faire sentir environ une heure avant le coucher du soleil par un temps

clair et serein; mais seulement au moment du coucher, par un ciel couvert.

Cet accroissement atteignait son maximum au moment du coucher,

ou peu de temps après; à partir de ce moment il restait stationnaire

toute la nuit, lorsque le temps ne variait pas.

D'après Marcet, la limite d'accroissement, par les nuits sereines,

se trouve souvent au-dessus de la hauteur de 108 pieds, mais en géné-

ral elle se trouve entre 90 et 105 pieds. Les plus grandes différences

s'observent pendant l'hiver, surtout quand la terre est couverte de neige.

La limite d'accroissement en hiver est au-dessous de 100 pieds par les

nuits sereines et calmes.

Lorsque le ciel était couvert, les différences entre les températures

des couches successives de l'atmosphère, aussi en hiver, étaient très

faible, et au delà de 50 pieds la température paraissait décroître avec

la hauteur.

De plus, Marcet observa que la différence entre la température

de la surface du sol et celle de la couche d'air immédiatement voisine

était plus grande pendant l'hiver que pendant les autres saisons.

1) Recherches sur les valuations qui ont lieu à certaines périodes de la journée

dans la température des couches inférieures de l'atmosphère. (Mémoires de la Société

de physique et d'histoire naturelle de Genève. T. VIII, 1838).
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Dans l'hiver de 1838 à 1839, Lottin et Bravais*), membres de

la Commission scientifique envoyée en Laponie par le roi Louis-Philippe,

entreprirent des recherches sur la distribution de la température dans

les couches inférieures de l'atmosphère, à Bossekop, par ßO^öS' de la-

titude Nord et 2m0' de longitude Est.

Ils employèrent des cerfs-volants et des ballons captifs. Ceux-ci

portaient des thermomètrographes à déversement de Walferdin. Les

plus grandes précautions furent prises par les observateurs afin qu'aucune

objection ne pût être faite à leurs expériences. Les instruments furent

examinés soigneusement et pour mesurer la hauteur à laquelle ils mon-

taient, deux théodolites étaient employés.

Pendant cinq mois, du 25 octobre 1838 au 22 mars 1839, que leurs

observations durèrent, trente-six expériences ont été faites. Dix-sept

d'entre elles tombent dans la nuit polaire et pendant les autres, le soleil

n'était élevé que de quelques degrés au-dessus de l'horizon. Les ballons

étaient lancés à des hauteurs variant entre 40 et 450 mètres.

Trente et une fois ils trouvèrent la température plus chaude dans

les couches élevées de l'atmosphère, et par conséquent croissant avec la

hauteur. Cinq fois seulement la température était plus froide en haut,

et par conséquent décroissante. Les plus grandes différences de ces

trente et une observations étaient -j- 6*'.54''), + 6°.03 + Q°-0 et des cinq

observations avec la température décroissante — 1°.10 et — l".!?.

Bravais dit qu'il y a, à une ^certaine hauteur une couche d'air de

température maximum. Cette couche est pourtant soumise à des fluc-

tuations incessantes. I! la place à une hauteur moyenne de 65 mètres.

Parmi les circonstances qui favorisent l'accroissement de tempé-

rature avec la hauteur, Bravais range la transparence de l'air. Néan-

moins, il remarque que la plus grande différence de température avait

lieu »par un ciel vaporeux ou sali par de légers cirrus». L'accroisse-

ment de température est encore beaucoup favorisé par une basse tem-

pérature et par la direction et la force du vent. Bravais analyse avec

soin et en détail la grande influence qu'avaient les vents, à Bossekop,

sur ce phénomène.

1) Gaimaed; Voyages en Scandinavie, eu Laponie etc. sur la corvette la Re-

cherche; Météorologie, T. III; pag. 94.

2) Dans ce mémoire, la température e.st indiquée en degrés centigrades, à

moins d'indication contraire.
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Plantamour'), à Genève, compara, en 1847, les indications de

deux thermomètres, dont Ynn était à 4 pieds et l'autre à 50 pieds au-

dessus du sol. Les observations, continuées de Juillet à Novembre,

étaient faites à 9'' du matin, à midi, à 3'', à 6'', à 8*" et à 9'' du soir.

Plantamour trouva qu'en été, par un temps clair, la température

était plus élevée, le soir, à une hauteur de 50 pieds que dans le voisi-

nage du sol. La différence était plus grande par un ciel serein que par

un ciel couvert.

Charles Martins ^), à Montpellier, en 1858, a recherché la va-

riation de la température avec la hauteur pendant les nuits. Autour d'un

mât, de 6 mètres de hauteur, des thermomètres à minima étaient échelon-

nés en hélice aux hauteurs suivantes: 0"'.0.5, 2"'.0, 4™.0, 6'".0. Au sommet
d'un arbre, distant du mât de' 60™, fut fixé un autre thermomètre à 13"

au-dessus du sol, et sur une vielle tour, à 211'" du mât, un autre fut

suspendu à 26"'.3 au-dessus du sol au pied du mât. Un dernier enfin

était placé à 49".4 au-dessus du pied du mât sur une plate-forme de la

tour de la cathédrale, éloignée du mât de 320".

Martins poursuivit ses observations de Décembre 1858 à Février 1860.

De toutes ses observations il n'en garde que 109, parce que pen-

dant les autres il avait plu ou que le vent avait été assez fort pour dé-

placer les index.

Martins remarqua que, pendant la nuit, l'accroissement de la tem-

pérature, du sol à une hauteur de 50", est un phénomène constant. Il

trouva que l'accroissement moyen de l'année, ou, en d'autres termes, la

différence moyenne entre le minimum à 0".05 du sol et à 49".4 était

3°.80. L'accroissement serait donc, en le supposant uniforme, de 1° pour

13". Il ne paraît pas varier beaucoup, d'après ce savant, d'une saison

à l'autre. La température croissait plus rapidement près du sol que

plus haut, notamment pendant l'hiver. Au printemps, Martins trouva la

limite de l'accroissement entre 26" et 49" au-dessus du sol.

Martins dit ^) : »C'est dans l'été que l'accroissement avec la hauteur

pendant la nuit parait être à la fois le plus fort et le plus régulier».

1) Résumé des observation.s météorologiques de 1847 de la Bibliothèque uni-

verselle (Archives des sciences naturelles T. VIII pag. 32; 1848).

2) Sur l'accroissement nocturne de la température avec la hauteur dans les

couches inférieures de l'atmosphère. (Extrait des Mémoires de l'Académie des Scien-

ces et Lettres de MontpelHer; T. V; pag. 47).

3) 1. c. pag. 14.
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et') »la chaleur ou le froid relatifs sont sans influence notable sur le

phénomène, qui est subordonné principalement à l'état du ciel et au

calme de l'air».

Martins trouva encore que l'accroissement de la température avec

la hauteur était cinq fois plus grand par les nuits sereines que par les

nuits couvertes, et que, dans les nuits couvertes, la température crois-

sait à peine avec la hauteur à partir de 6" environ, ce qui n'a pas lieu

dans les nuits sereines.

Martin observa de plus que la température était sensiblement la

même sur la plate-forme de la tour et sur une colline, située à la même
altitude.

11 compara encore la température de la surface du sol à celle

de l'air et trouva que le thermomètre à la surface du sol indiquait une

température plus élevée pendant la nuit. Le contraire avait pourtant

lieu en hiver. Ses observations montrent qu'en hiver, le sol n'étant pas

couvert de neige, les températures de la surface du sol et de la couche

d'air qui le recouvre immédiatement diffèrent peu.

Martins regarde le rayonnement et la sérénité de l'air comme les

causes principales de l'accroissement de la température avec la hauteur

pendant la nuit, quoiqu'il ne nie pas que le vent n'ait aussi une certaine

influence.

Prestel ^) a fait, pendant plusieurs années, de 1858 à 1867, des

recherches sur la variation de la température dans les couches infé-

rieures de l'atmosphère.

11 a suspendu trois thermomètres au mur septentrional de la

maison d'un quartier très peuplé de la ville d'Emden.

Le thermomètre le plus bas était placé, à 10 pieds du mur de la

maison et à 1 pouce du sol; l'autre à 1 pied d'une fenêtre et à 17

pieds et 3 pouces du sol, et le troisième à 28 pieds et 4 pouces au-

dessus du sol. Les observations étaient faites généralement à S^ du

matin, à midi et à 6'' du soir, mais au milieu de l'été et en hiver au

moment du coucher du soleil.

Prestel a trouvé que la température croit jusqu'à une certaine hau-

teur, variant avec les saisons, et les nombres, indiquant cet accroissement

pendant les divers mois forment une série croissante du commencement

de l'année à l'été et décroissante de l'été au nouvel an.

1) l. c. pag. 15.

2) Prestel; Der Boden, das Klima und die Witterung von Ostfriesland
;

Emden 1872.
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De plus il y a une variation diurne : l'accroissement de la tempé-

rature augmente du matin à midi et diminue tout l'après-midi; en outre,

la limite supérieure où l'accroissement se produit, s'élève le matin et

s'abaisse le soir. Mais pendant les nuits ainsi que pendant les journées

parfaitement sereines, lorsqu'il y a de la gelée blanche, la température

croît à mesure qu'on s'élève du sol.

Peestel dit que la direction du vent a une grande influence sur

l'accroissement de la température avec la hauteur.

Au Bureau central météorologique de Vienne des observations

analogues ont été faites de 1861 à 1863.

Les thermomètres étaient suspendus au nord-ouest de la maison,

à la distance de 6 pouces du mur, et aux hauteurs suivantes du sol: 12,

24, 42, 53, 63.5 pieds. Les observations étaient faites à 6'' du matin, à

midi et à 10'' du soir. Les résultats des observations ont été publiés

par Karl Fritsch').

J. Glaisher '), à Greenwich, a aussi fait des recherches sur ce

phénoniène du 26 Juin au 6 Août 1868.

Il avait fixé trois thermomètres à 4, 22 et 50 pieds au-dessus du sol.

Les observations étaient faites d'heure en heure de 1^ du matin à minuit.

H. WiLD^), estimant les recherches précédentes plus ou moins

défectueuses, fit exécuter des observations analogues à Pulkowa, de Sep-

tembre 1872 à Octobre 1874.

Il fit suspendre trois psychromètres enfermés dans les cages qu'on

emploie habituellement dans les observatoires météorologiques. Les
thermomètres étaient à 1.9, 15.9, et '26.9 mètres au-dessus du sol. Les

observations étaient faites, pendant les mois de l'été, à 8'' du matin, 1''

et 8'' du soir, mais pendant l'hiver seulement à 1'' de l'après-midi. Les

observations de M. Wild montrent qu'en moyenne, pendant la saison

chaude, le matin après le lever du soleil et dans toute la matinée, la

température décroît avec la hauteur, mais que le soir elle croît continuelle-

ment au moins jusqu'à 26™. 3 au-dessus du sol.

1) Kael Fbitsch; Ueber die mit der Höhe zunehmende Temperature der un-

tersten Luftschichten (Sitzungsber. der Wiener Académie; Band III, pag. 135; 1855).

2) J. Glaisher; On the Temperature etc. (Proceedings of the Meteorological

Society; Vol. V; London 1870).

3) H. Wild
; Ueber den Einfluss der Höhe der Thermometer über dem Boden

auf die Bestimmung der Temperatur und Feuchtigket der Luft. (Repertorium fiir

Meteorologie herausgeg. von d. Kaiser!. Akad. der Wissenschaften; T. V, N:o 2.
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A l'Observatoire de Montsouris *) on a fait des observations au

moyen de deux thermomètres enregistreurs, l'un à 2", l'autre, un ther-

momètre électrique, à 20"" du sol.

Les différences de températures à ces hauteurs sont publiées dans

l'Annuaire de 1876 et 1877.

M. H. E. Hamberg^) a fait à Upsal de belles recherches sur la

température et l'humidité de l'air à différentes hauteurs.

Il fit dresser deux poteaux, l'un sur la colline où sont installés les

instruments météorologiques de l'observatoire, l'autre au pied de la col-

line. Chacun des poteaux portait des psychromètres à 0, 1, 4, 10, 16

et 22 pieds au-dessus du sol. Ne pouvant employer des cages thermo-

métriques ordinaires, il fit faire pour chacun des cinq psychromètres su-

périeurs un abri, consistant en quatre planches; et le psychromètre in-

férieur, il l'entoura d'un cornet ou gaîne conique de papier.

M. Bamberg se fit aider de 20 étudiants de l'Université, et les

observations ont été faites toutes les demi-heures.

William Marriott *) a fait des recherches analogues pendant les

années 1882—1886.

Des thermomètres à maxima et à minima furent suspendus à 4

pieds et à 170 pieds au-dessus du sol.

Les moyennes mensuelles montrent que la température maximum
moyenne est toujours plus grande à 4 pieds qu'à 170 pieds du sol et

que les différences varient entre 3°.! et 0°.3 Fahr. La température mi-

nimum moyenne au contraire est plus basse à 4 pieds qu'à 170 pieds,

sauf pendant l'hiver, où le thermomètre supérieur indique une tempéra-

ture un peu plus basse.

Marriott fit encore suspendre un thermomètre électrique sur un

tour à 260 pieds au-dessus du sol et ce thermomètre et celui à 4 pieds

étaient observés toutes les deux heures, de neuf heures du matin à neuf

heures du soir. Les moyennes mensuelles de ces observations mon-

trent que, pendant le jour, la température moyenne à 4 pieds est tou-

jours plus élevée qu'à 260 pieds et la différence s'élevait, dans les mois

1) Annuaire de l'Observatoire de Montsouris pour l'au 1877; Météorologie.

2) H. E. Hamberg; La température et l'humidité do l'air à différentes hau-

teurs, observées à Upsal pendant l'été de 1875. (Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups.

Ser. in. Vol. X. 1).

3) Results of thermometrical observations made at 4 feet, 170 feet and 260

feet above the ground at Boston, Lincolnshire, 1882— 1886. (Quaterly Journal of the

Roy. Met. Soc. Vol. Xni, 1887).
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de l'été, à 4''.0 Fahr, pendant la partie la plus chaude du jour. Le soir

les différences étaient pourtant plus petites. En général, la température

pendant le jour se trouvait plus élevée à 4 pieds qu'à 170 pieds et 260

pieds au-dessus du sol. Dans quelques cas isolés on a fait des obser-

vations à chacune des 24 heures de la journée sur les deux thermomè-

tres à 4 pieds et à 260 pieds du sol. Il en résulte qu'en général la

température à 4 pieds est plus élevée qu'à 260 pieds. Le contraire se

produisit pourtant pendant deux nuits sereines.

M. Hamberg n'ayant étudié les variations de la température avec

la hauteur que pendant la belle saison, j'ai cru intéressant d'étudier ce

phénomène pendant les nuits d'hiver où la surface du sol est couverte

de neige. Quoiqu'on ait fait plusieurs recherches sur ce phénomène, on

n'a pas fait, à ce que je sache, des observations continuée à chaque

heure pendant les nuits d'hiver, la terre étant couverte de neige. C'est

ce qui me fait espérer que mes observations seront de quelque intérêt,

d'autant plus qu'elles sont destinées à être une continuation de celles de

M. Bamberg. Il aurait été bon de faire des observations continues pen-

dant un plus grande espace de temps, mais comme cela pour plusieurs

raisons a été impossible, j'ose pourtant présenter les résultats que j'ai

pu tirer de mes observations.

Je saisis ici l'occasion de présenter mes remerciements respec-

tueux à M. le professeur H. H. Hildebrandsson de la bienveillance qu'il

m'a prouvée dans mes recherches.

Je dois aussi exprimer ma profonde gratitude aux Messieurs, qui,

en me sacrifiant leur temps et leur repos, ont bien voulu m'aider à ces

observations fatigantes: D:r N. Ekholm, les candidats en philosophie

August Falk et K. A. Vallner.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ser. III.
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II.

EXPOSITION DES THERMOMÈTRES.

Sur vm terrain uni, à la distance de 19'° de l'Observatoire météo-

rologique, un mât, de T".5 de hauteur, fut dressé. Des anneaux de fer

d'un diamètre un peu plus grand que celui du mât pouvaient avec des

vis être fixés en quelque lieu du mât que ce soit. De ces anneaux par-

taient des bras de fer massif et à ces bras étaient fixées des planches

de l'".4 de longueur sur O^.IS de largeur. A la partie inférieure de ces

planches horizontales j'accrochais les thermomètres à 0'".22 de distance

de chaque bout. De la planche descendait un gros fil vertical d'acier

un peu plus bas recourbé en angle droit et se terminant par un boucle

qui enveloppait le thermomètre au-dessus de la boule. Grâce à cette

disposition les thermomètres ne branlaient pas et on pouvait, à volonté,

les faire monter ou descendre, ce qui était quelquefois nécessaire quand

il était tombé de la neige, afin d'avoir les thermomètres à la même
hauteur au-dessus du sol qu'auparavant.

Il fut pourtant impossible de maintenir les deux paires supérieu-

res de thermomètres à la même hauteur pendant toutes les observations

parce que, pendant l'hiver de 1888, il est tombé tant de neige que le

mât en devint trop court. Les thermomètres furent échelonnés en hélice

autour du mât, de façon à pouvoir rayonner dans tous les sens. -J'ai

examiné soigneusement chaque thermomètre en le comparant à dix points

environ, entre -f
15° et — 22", avec un thermomètre Ådekm^n. Pour

chaque thermomètre j'ai tracé des courbes et fait des tables de corrections.

Pour ses observations, M. Hamberg avait mis les thermomètres à

l'abri du soleil soit en les plaçant au-dessous d'une planche garnie

d'écrans verticaux au S., à l'E. et au W. soit en entourant leur boule

d'un cornet de papier. Pendant mes observations deux thermomètres

étaient fixés à la môme hauteur à chaque bout de la planche. L'un

d'eux était nu ot l'autre était entouré d'un cornet de papier d'environ

0™.12 de diamètre à la base. Pour d'autres observations l'un des ther-

momètres était abrité de l'autre manière par des écrans verticaux. II

s'est trouvé cependant que, pendant les nuits d'hiver, le dernier système

d'abri ne donnait pas des résultats sensiblement différents de ceux du pre-

mier. Les thermomètres nus et ceux abrités indiquaient alors la même
température.
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Les chiffres suivants, qui sont des moyennes de quarante observa-

tions, montrent que la différence entre les indications des thermomètres

avec ou sans abri est très petite.
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Tab. I.
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III.

OBSERVATIONS.

1. Température pendant les nuits sereines.

Ayant eu l'occasion de faire des observations non seulement pen-

dant l'hiver de 1887 où le sol était couvert d'une mince couche de neige,

mais aussi pendant l'hiver de 1888, qui se faisait remarquer par un grand

froid et par beaucoup de neige, et ayant trouvé une grande difference

dans l'accroissement de la température de l'air avec la hauteur dans ces

deux cas, je vais d'abord présenter les séries les plus caractéristiques

de ces deux années dans des nuits sereines (Tab. II, III, IV).

Tab. II.

1887 Mars
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Tab. III.

1887 Mars
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1888 Février T,0-5 T T4.S T,6.S n
5)

N

5^

o Ï,

o -o 2 <

o ft_ =r o-

Remarques

Le 22. 7- o soir

8.0

90
9-3°

10. o

1 1 o

Minuit

Le 23. I. ''o mat

2.0

30
4o
S-o

6.0

7 -o

8.0

9.0

lo.o

Le 23. 50 soir

5-3°

6.0

6.30

7.0

8.0

- 180
- 10.8

-'9 3
-22.4
- 13-1

- 20.8

- 24-2

I- 24-2

-25-1

-24-9
-25-7
- 25-2

-25-0
- 24-2

-25.2
-17-0
- I 2.g

- 18.4

- 20. g

- 21.0

- 21.7

- 22.1

-245

-16.3
- 9-9
— 16.9

- 18 9

-12.3
-19 I

- 21 2

— 20.4

— 20.4

— 22.0

-23.2
- 22.i

— 21.

- 22.0

- 14-6

- 12.2

-14.5
- 176
- 18.4

-19.5
- 20 2

- 22.2

16.0
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En calculant les températures moyennes qui correspondent à ces

différences moyennes, j'ai obtenu le résultat suivant:

Température Différence moyenne

- 3».8 + 0.6

- 7.8 + 1.1

- 11.8 + 1.6

- 17.8 + 2.4

- 21.8 + 2.9

Si l'on en construit une courbe en prenant les températures pour

abscisses et les différences moyennes de température pour ordonnées, on

aura une ligne droite. Il en résulte ainsi que, dans les limites d'obser-

vation, l'accroissement de température est une fonction linéaire de la

température, de sorte que plus la température est basse plus l'accroisse-

ment de température avec la hauteur est grand.

En regardant les Tab. II, III, IV on le voit vérifié dans les

exemples isolés. Sans doute le vent a une grande influence sur ce phé-

nomène. Plus le vent est faible, plus les différences de température à

des hauteurs différentes sont grandes.

2. Pendant les nuits couvertes et brumeuses^ les températures h des

hauteurs différentes sont -presque égales.

Les différences de température qui se montrent sont pourtant

toujours telles que la température près du sol est plus basse qu'au-

dessus (Tab. V).

Tab. V.

1887 Janvier T
0.0s
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Il résulte de la Tab. VIII que les différences de température entre

T'A et O^.S du sol suit très exactement la variation de la nébulosité, de

sorte que plus le ciel est couvert plus la différence est petite.

3. Quand le ciel, pendant une nuit sereine, se couvre rapide-

ment, la température aux hauteurs différentes s'élève en raison du chan-

gement des conditions du rayonnement. Cependant la température près

du sol s'élève plus qu'au-dessus, de sorte que les différences des tem-

pératures aux hauteurs différentes deviennent beaucoup plus petites et

se rapprochent de plus en plus de zéro. (Tab. VI, VII, VIII, IX).

Tab. VI.
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Tab. VIII.

1888 Janvier
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4. L'accroissement de la temperature avec la hauteur peut être

très grand môme pendant les nuits couvertes, lorsque le ciel est couvert

d'une mince couche de hauts nuages comme d'un mince voile de cirro-

stratus. La Tab. X en donne un bon exemple.

Tab X.

1887 Février
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ron 32™) en hiver par un temps serein. Bravais'), au contraire, dit

qu'elle est au-dessous de 100'" et il indique la hauteur moyenne à 65".

Martins ^) remarque que la limite d'accroissement est habituellement su-

périeure à SO"", mais qu'il l'a trouvée, au printemps, entre 26™ et 49"

au-dessus du sol. Mes observations ne me permettent pas de me pro-

noncer sur ce point. Je cite pourtant (Tab. XI) une série d'observa-

tions faites sur la tour de la cathédrale en même temps que celles faites

au mât. Un thermomètre à 46'" au-dessus du sol fut suspendu sur

l'échafaudage au NE en dehors de la tour septentrionale; l'autre, à 49"

du sol, fut fixé à 1" au-dessus de la môme tour un peu en dehors du
bord du toit.

Tab. XI.
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7. Ce qui distingue aussi l'hiver de la belle saison, c'est que le

sol, c'est-à-dire la surface même de la neige, pendant les nuits d'hiver,

est beaucoup plus froid que l'air près du sol ou plus haut.

Sur la surface de la neige près du mât j'ai placé un thermomètre

que j'ai observé en même temps que les thermomètres du mât. Les

nombres suivants étant des moyennes de 54 observations, pendant les

nuits sereines d'hiver, montrent clairement ce phénomène.

To
1
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IV.

INFLUENCE DU SOL SUR LA TEMPÉRATURE DE L'AIR.

La température sur les collines et sur les grandes hauteurs est plus

haute que dans la plaine pendant les nuits deliver.

Ce fait, ayant aussi lieu pendant la belle saison, est peut-être plus

marqué encore en hiver. Comme il a été dit plus haut, j'ai fait sur ce

point quelques recherches, dont je vais communiquer les plus intéressantes.

Près de la cloche, dite de Christine, à 1" environ d'un vieux mur
dans le voisinage du château d'Upsala le thermomètre indiqua, une nuit,

— 14°.2 à 0™.03 du sol, pendant que, au pied du mur, dont la hauteur est

d'environ 10", la température à la même hauteur au-dessus de la surface

de la neige fut au même moment de — 16". 6, c'est-à-dire de 2^A plus

basse. Sur la colline, dite »colline verte», tout près de l'aile sud du

château, la température fut de — 14". 2 pendant qu'elle était, au môme
moment, de — 20°.! dans la plaine devant la prison à quelques cents

mètres du château. Sur la hauteur près de la tour du sud du château

le thermomètre marqua, pendant la même nuit, — IS^.G, tandis qu'il

indiqua — 23''.8 au même moment dans la vallée, droit au-dessous, près

de l'hôpital académique. Sur la hauteur à l'est du château la tempéra-

ture fut de — 20".2, et au pied de la hauteur, près de l'établissement de

bains, de — 26''.0 au même moment, etc.

Pendant la nuit du 25 au 26 Février 1888 j'ai fait aussi une

série d'observations. -J'ai fixé des thermomètres à deux petites perches

que j'enfonçais dans la neige, de façon à ce que l'un des thermomètres

fût à la hauteur de 0'".02 et l'autre de O^.S au-dessus de la surface de

la neige. Voici quelques-unes des observations.

Au sud-ouest du château, au pied de la »colline verte» deux ther-

momètres, placés à 0°.02 du sol indiquaient une différence de -j- ô^.e pour

une différence d'altitude de 12"; placés à O^.ö du sol, la différence était

de -f 5°. 3. A une différence d'altitude de 7"" la différence de température

était de S'.S lorsque les thermomètres étaient à 0"'.02 du sol, et de

5°.! lorsqu'ils étaient à 0'°.5.

A la grande sablière au SSE de la ville j'ai fait quelques obser-

vations. L'un des observateurs se portait à diflerents endroits autour

du bord supérieur de la sablière tout près de la lisière de la forêt, peu-
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dant que l'autre se plaçait à difFérents endroits au fond de la sablière

et sur la pente de sable. Les chiffres suivants rendent compte du

phénomène.

Différence
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5. Pendant les nuits d'hiver couvertes et brumeuses les tempé-

ratures à des hauteurs différentes sont presque égales.

6. La variation de température suit très exactement la variation

de nébulosité.

7. Un voile mince et haut de nuages ne parait empêcher que

faiblement l'accroissement de température avec la hauteur.

8. Eu hiver la surface de la neige est plus froide que l'air

ambiant.

9. Le fait que les hivers abondants en neige se caractérisent

par un froid très fort et de longue durée s'explique très bien par les

propriétés physiques de la neige.

10. La température sur les collines et sur les grandes hauteurs

est plus haute que dans la plaine pendant les nuits d'hiver.

—=>S>Sêi«<S<=-
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iuur Bestimmung der Variationen der Vertikalintensität sind bis jetzt

zwei Hauptmethoden angewandt worden, deren Grundprincipien beide

von H. Lloyd angegeben worden sind. Die eine besteht bekannt-

lich darin, zwei (oder eventuell nur einen) weiche, vertikal gestellte,

Eisenstäbe auf die Nadel eines Unifilarmagnetometers einwirken zu lassen,

wobei die Ebene der Eisenstäbe auf der Axe der Nadel in der Gleich-

gewichtslage senkrecht steht. Dieser Grundgedanke ist später von La-

MONT aufgenommen und weiter ausgeführt worden; das Instrument wird

deshalb auch gewöhnlich »das Lamontsche Unifilar mit Eisenstäben» ge-

nannt. Sind bei einem solchen Instrumente die Eisenstäbe schon seit

vielen Jahren angehängt, so wird beinahe aller Magnetismus derselben

permanent; da andererseits bei neuen, frisch ausgeglühten Eisenstäben

die Veränderungen des Induktionsvermögens und des permanenten Magne-

tismus mit der Zeit ziemlich rasch vor sich gehen, so wird die Möglich-

keit das Instrument zu benutzen auf ziemlich enge Zeitabschnitte be-

schränkt. Dass das Instrument auch im übrigen jedenfalls kein zweck-

mässiges ist, braucht hier nicht weiter betont zu werden.

Die zweite Methode besteht nun darin, die Vertikalintensität auf

einen mit horizontaler Drehungsaxe versehenen Magneten ablenkend wir-

ken zu lassen, wobei in der Nulllage das Moment der Schwere dem der

Vertikalintensität eben das Gleichgewicht halten soll. Die Drehungsaxe

ist gewöhnlich aus Stahl; doch ist in neuerer Zeit vielfach der Versuch

gemacht, dieselbe mit Fadensuspension zu vertauschen, um die Fehler

einer etwaigen Reibung zu vermeiden. Der erste dieser Versuche ist

jedoch schon von Gauss und Weber angestellt worden; ein zu diesem

Zwecke abgesehener Magnet findet sich im hiesigen physikalischen In-

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. \
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stitut und wurde um das Jahr 1836 von prof. G. Svanberg aus Göt-

tingen herbeigeschaflft. Die erste diesbezügliche Publikation aber mag

wohl von Bravais herrühren, welcher die Axe einfach an vertikal herab-

hängenden Coconfäden befestigte, wodurch das Instrument einem Bifilar-

magnetometer ähnlich wurde, nur mit dem Unterschiede, dass die Axe

natürlich nahe am Schwerpunkte vorbei ging und die vertikalen Be-

wegungen der Nadel beobachtet wurden'). Später hat Wild eine ent-

sprechende Suspensionsvorrichtung durch zwei kurze, horizontal gespannte

Fäden zu erlangen versucht^). Da aber, wie er selber sagt, eben »die

kleinern Variationen beim neuen Instrumente durchgehends viel grösser

ausfielen und meistentheils denen der Lloydschen Wage gerade entgegen-

gesetzt waren», so scheint die von K. Schering^) ausgesprochene Be-

fürchtung, es treibe die elastische Nachwirkung der Drähte bei diesem

Instrumente ihr verderbliches Spiel, nur zu sehr begründet zu sein. Die

beste Konstruktion dieser Art ist wohl zweifelsohne das sogenannte

Quadrifilarmagnetometer von K. Schering^). Es wäre aber etwas schwie-

rig ein derartiges Instrument mit sehr langen Fäden in einem kleinen

magnetischen Observatorium, wie das hiesige, in genügender Weise auf-

zustellen. Auch scheint nicht einmal die sehr geniale Konstruktion Sche-

rings den lästigen Einfluss der elastischen Nachwirkung, wenigstens in

der ersten Zeit nach der Aufstellung, beseitigen zu können*). Dazu

kommt noch, dass dieses Instrument mit allen früheren die Ungelegen-

heit gemeinsam haben scheint, dass sie eine genaue Bestimmung des

Einflusses der Temperaturvariationen nach der Aufstellung des Apparates

nicht zulassen, und dies scheint mir doch eine notwendige Bedingung

für die Genauigkeit des Resultates zu sein. Ich will nur beiläufig daran

erinnern, dass am physikalischen Central-Observatorium zu St. Petersburg,

wo die Temperaturkorrektion der dortigen Lloydschen Wage dadurch

1) P. Gaimaed: Voyages eu Scaudinavie, en Laponie, au Spitzberg et aux

Feröe pendant les années 18.38, 1839 et 1840. 23« Livraison. Réd. par A. Bravais.

2) H. Wild: Über ein neues Variationsinstrument für die Vertikalintensität

des Erdmagnetismus. Bulletin de l'Acad. impér. des sciences de St. Petersbourg. 1872,

T. XVII.

3) K. Schering : Das Quadrifilarmagnetometer, ein neues Instrument zur Be-

stimmung der Variationen der vertikalen erdmagnetischen Kraft. Nachrichten der K.

Ges. d. Wiss. zu Göttingen 1884.

4) E. und K. Schering: Beobachtungen in Gauss' erdmaguetischem Observa-

torium der Königl. Universität Göttingen während der Polar-Expeditionen 1882 und

1883, Seite 103. Separat-Abdruck aus dem deutscheu Polarwerke.
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ermittelt wurde, dass das Beobachtungszinimer abwechselnd erwärmt und

abgekühlt wurde, diese Korrektion bald positiv, bald negativ ausfiel und

dabei einen so beträchtlichen numerischen Betrag wie 1,14 Skalateile für

1 " Fahrenheit beim Werthe 0.004114 C. G. S. eines Skalateiles erlangen

konnte '). Die genannten Umstände haben mich bewogen, zu der auf

Achatscheiben ruhenden Stahlaxe zurückzukehren und dabei dem In-

strumente eine solche Konstruktion zu geben, dass die Reibung möglichst

gering und die Temperaturkorrektion genau zu bestimmen sein würden.

Es seien :

H = die Horizontalintensität des Erdmagnetismus,

/f, = die auf die Schneide senkrechte Komposante von //,

r = die Vertikalintensität,

u = das magnetische Moment der Wage,

P = die Schwere ^) des beweglichen Systems,

a und b = die Koordinaten des Schwerpunkts in der auf die Schneide

senkrechte Ebene, mit Origo im Schnittpunkte; .t'-Axe die mag-

netische Axe des Magnets,

i9- = der Winkel der magnetischen Axe mit dem Horizonte.

Ohne Reibung wird dann die Gleichgewichtsbedingung sein:

(1) ^< Fcos^ = f^H^ sin.y- + P(acos& -\- bsind-)

Der Einfluss der Reibung wird sich nun darin äussern, dass die

Reaktionskraft der Achatscheiben, welche P entgegengesetzt gleich ist,

um eine kleine Strecke a von der Rotationsaxe entfernt sein kann, was

einen Maximalfehler + c)' F in der Bestimmung von F verursacht, gegeben

durch die Gleichung:

^( F + (V F) cos d^ = /uH^ sin .'> -j- P{a cos i> -)- 6 sin & -\- o) .

1) R. V. Traütvetter : Die magnetischen Beobachtungen am physikalischen

Central-Observatorium zu St. Petersburg in den Jahren 1870— 1877. Wilds Rejier-

torium für Meteorologie. Band VII, 1881.

2) Man muss, scheint es mir, nunmehr einen genauen Unterschied zwischen

der Schwere und dem Gewicht eines körpers machen, wobei dann die Schwere eines

Körpers zu definieren ist als die Kraft, mit der die Erde bei gegebener Lage den

Körper anzieht. Vielfach wird auch nach Einführung des C. G. S. -Systems das Wort
Gewicht in derselben Bedeutung angewandt; dies kann aber leicht Missverständnisse

verursachen, da ja doch wohl auch in Zukunft in der Industrie das Gewicht eines

Körpers die von demselben vorhandene Menge (in Gram, Kilogram, etc.), d. i. dessen

Masse bezeichnen wird.
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Führt man den Reibungskoefficient des Rollens, i], ein, ') vermöge :

a
rj = -

9

wo p der Krümmungshalbmesser der Schneide ist, so ergiebt sich somit:

âV =
u cos f^

Damit der Einfluss der Reibung gering werde, müssen somit, abgesehen

davon dass die Schneide gut gearbeitet (p klein) sein muss, die Schwere

der Wage klein, das magnetische Moment dagegen gross sein, welche

Bedingungen übrigens ziemlich einleuchtend sind.

Dem Instrumente wurde nun folgende Einrichtung gegeben. Als

Fussgestell dient eine schwere Bleiplatte, welche oben mit einer harten

Messingfeder versehen ist, an der eine kleine Messingscheibe, die vei--

mittelst durch die Bleiplatte hindurchgehende Schrauben befestigt wird,

fest andrückt und dadurch die Nivellierung der Achatscheiben ermöglicht.

Von der Mitte der Messingscheibe geht ein Stab aus galvanischem Kup-

fer vertikal nach oben. Oben ist derselbe zu einem U-förmigen Gabel

gespaltet, auf dessen Oberseiten die Achatscheiben, auf denen die durch

den Magnet hindurchgehende Axe ruht, befestigt sind. Der Magnet

bildet einen 16 cm. langen HohlcyHnder aus gehärtetem Stahl von 1.4

cm. äusserem und 1.2 cm. innerem Durchmesser. Oben an der Mitte

desselben befindet sich eine Messingschraube mit Laufgewicht aus dem-

selben Metall. Die Schraubenspindel kann mit Reibung um eine der

Schneide parallele Axe gedreht werden, so dass in dieser Weise die

Schwerpunktskoordinaten a, 6 innerhalb gevisser Grenzen beliebig ver-

ändert werden können. Der Magnet wurde zwischen den Polplatten

eines starken Elektromagnets bis zur Sättigung magnetisiert, und darauf

wurde der Spiegel am Südpole festgesetzt, wobei dann am Nordpole ein

kleiner Bleiring als Gegengewicht appliciert wurde. Sowohl der Bleiring

als der Spiegel wurden mit Asphaltfirniss gut befestigt. Die Masse des

beweglichen Systems beträgt 69.2 gr. Der Magnet ist von einer Hülle

umgeben, welche aus einem durch einen Längsschnitt in zwei Hälften ge-

1) Nach der Definition in Schells Tiieorie der Bewegungen und der Kräfte».

Im allgemeinen ist es eben die Strecke a welche der Reibungskoefficient des Rollens

genannt wird, weil a eben konstant ist bei grösseren ç-Werteu. Wird aber q < ffmai,

so mnss a dem q proportional abnehmen; d. h. - wird einer Konstante gleich.
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spalteten Hohlcylinder aus galvanischem Kupfer besteht von 18 cm.
Länge, 3.8 cm. innerem Durchmesser und 0.3 cm. Waiiddicke. Die bei-

den Hälften werden durch zwei kleine Messingschrauben an der unteren

Seite der U-förmigen Schenkel befestigt und ausserdem durch eine runde

Vertiefung im Kupferstabe gestützt; die Querflächen der Hülle werden
durch Plangläser tragende Hülsen aus galvanischem Kupfer verschlossen.

Eine excentrische Durchbohrung der Hülle gestattet die Einführung einer

Thermometerkugel im innern des Instruments. Zu erwähnen ist noch,

dass vor der definitiven Verschliessung des Apparates zwei kleine Glas-

schalen mit Chlorcalcium in demselben eingeführt wurden. Die Be-
wegungen des Magnets werden durch ein Fernrohr in Verbindung mit

einer vertikalen von hinten beleuchteten Glasskala in gewöhnlicher Weise
beobachtet. Der Apparat wurde für die hiesige physikalische Institution

vom Herrn Instrumentmacher P. M. Sörensen in Stockholm nach meinen
Angaben in ausgezeichneter Weise ausgeführt; bei der Herstellung des

Magnets haben sich einige Schwierigkeiten gezeigt in so fern als einige

schon fertige Stahlcylinder beim Härten zersprangen.

Wird die Gleichung (1) nach allen veränderlichen Grössen variiert,

so bekommt man:

cos iV-

Ist der Winkel & exakt oder wenigstens annäherungsweise gleich Null,

so kann das erste Glied der rechten Seite vernachlässigt werden, und
somit ergiebt sich, wenn zur Abkürzung

gesetzt werden :

wo für das letzte Glied auch — geschrieben werden kann. Die beiden
a

Glieder jliô'H^ und H^Ô/li könnte man auch dadurch zum Verschwinden
bringen, dass man die Schneide dem magnetischen Meridian parallel machte,

wobei dann auch cot z, gleich Null würde. Dies soll aber den Übelstand
mit sich bringen, dass das Drehungsmoment der Horizontalintensität,

welches dann ein Gleiten der Schneide hervorzubringen strebt, durch
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deu entstandenen Zwangszustand auf die Ablesungen nachteilig einwirken

soll. Direkte Versuche hierüber habe ich wegen Mangels an Raum nicht

anstellen können ; der einzige für das Instrument ledige Platz war ein

Pfeiler in der südlichen Ecke des Observatoriums. Da der Spiegel am
Südende des Magnets befestigt war, wurde also der Nordpol des Mag-

nets nach Süden gerichtet und i, sehr nahe — / gleich. In dieser Stel-

lung vergrössert das Moment der Horizontalintensität, bei gegebener

Lage des Schwerpunkts, die Empfindlichkeit des Instruments; dagegen

kann wohl eine der Magnetisierung entgegenwirkende Kraft für die

Konstanz des magnetischen Moments etwas nachteilig werden.

Um die Empfiudlichkeitskonstaute zu bestimmen wurde ein vertikaler

Magnetstab vertikal oben an der Mitte der Wage und zwar um eine horizon-

tale Axe drehbar angebracht, somit in der ersten Gaussischen Haupt-

lage. Diesen Magnetstab Hess ich dann auch die Nadel des Deklinations-

variometers in demselben Abstände e und in derselben Hauptlage ab-

lenken. Nennt man nun das magnetische Moment des Stabes M\ die

beiderseitigen Ablenkungen der Wage (V^Ö und 8.^^-^ sowie die ent-

sprechenden Ablenkungen des Deklinationsvariometers in Skalateilen n^

und n^ , wobei der Winkelwert eines Skalateiles t = 0'.677 ist, so erhält

man, wenn ferner k eine Konstante ist :'1

[
'^V+ ?ii^) cos (&+ â^9) = (Pb+^H,) sin (&^i\r9)+ Pa cos (&+ <y^») ,

^F- Hl^) cos (S-S^O-) = (Pb + ,u i/,) sin (.^-();,'>)+ Pa cos (&-â^&)
,

e '

und somit:

e

(Pb + f.H,)
^m(ô\& + ô\&)

^ ^^ ' cos(,^ + c)',.'^)cos(^-c);^)

Es ist aber.

cos (& + âi&) cos (& _ (5^3^) = cos \9- cos Jj.^ cos c^^-^ +
sin i9- cos & sin (â^S-— â^â-) — sin ^«9^ sin fV, .9^ sin â^9-

,

wo aber die beiden letzten Glieder der rechten Seite im Verhältniss zum
ersten vernachlässigt werden können. Somit wird:

ék/uM (Pb + uH,\,^ t a. , ^ V a\
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und bei hinreichender Kleinheit des ()\f> und des â^^'^'

2kM
„3

M jy fb 4- cot i, t, (,^ = V .
'- ^ . f) .V-

,

cos ^d-

1
wo (K9- statt ^ {^\!^ { <^i^-) geschrieljen wurde. Die Bestimmung der

Empündlichkeitskonstante geschieht somit in derselben Weise, sei es

dass die Wage in der Gleichgewichtsstellung vollkommen horizontal ist

oder nicht. Die Ablenkungen beim Deklinationsvariometer ergeben

^

Hj — n^ als klein vorausgesetzt:

2 k AI u- . n, — iu—r— = -" sin f . -^ 1

e^ 2

und somit:

Nun ist aber

fh + cot Zj

cos 'd^

" . . n, — n,,= cot i sin i -^—
i
—^

2âd-

â» =

wenn Uj und v^ die Ablesungen an der Wage, und t^ den wahren Bogen-

wert eines Skalateils bezeichnen; somit wird:

fb 4- cot i. ... n, — lu
' ' ' - f j = cot i sin t -^ ~ .

G0%^»

Somit wird, vorläufig von Temperaturkorrektionen abgesehen

F
cot i sin t

l\ — V2

CT "1
ii Sin f -L

Vi — Vi

Es braucht der Bogenwert «i folglich nicht bestimmt zu werden, was von

Vorteil ist, da er ausser vom Abstände a zwischen Spiegel und Skala

auch von der Neigung ^, vom Abstände zwischen Spiegel und Rotations-

axe, von der Kollimation des Spiegels und vom horizontalen Abstände

zwischen der Skala und der optischen Axe des Fernrohrs abhängig wird.

Ein angenäherter Wert ergiebt sich aus der Ausmessung von a allein;

es war
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Abstand von der geteilten RückHäche der Skala bis zur spiegelnden

Rückfläche des Spiegels = 241,57 cm.

Glasdicke der Skala = 0,17 cm.

» des Spiegels = 0,25 cm.

» des Planglases = 0,25 cm.

und somit der reducierte Abstand a = 241.35 cm. und der angenäherte

Wert t, = sin 0'.712. Natürlich muss dagegen f^ genau ermittelt werden,

wenn man die Empfindlichkeitskonstante durch Beobachtung von Schwing-

ungen in horizontaler und vertikaler Ebene bestimmen will.

Eine bei der Bestimmung erhaltene Beobachtungsreihe mag hier

in extenso wiedergegeben werden, um die Güte des Instruments beur-

teilen zu können. Es ergab sich, am 26:ten März:

513.9 469.2

513.8 4691

513.8 469-2

513.7 469.2

5139 469-3

514.0 469-5

514.0 469-5

513.9 469.4

514-1 469-7

.514-0 469-7

Mittel 513.91 469-38.

somit Vi — Vi = 44.53. Eine neue Reihe ergab den fast identischen Wert

Vi — V2 — 44.54; zwischen beiden liegt die Bestimmung von «j — 71.. = 29.90.

Ein von Reibung herrührender Fehler scheint somit gar nicht vorhanden

zu sein. Mit einem stärkeren Magnetstabe erhielt ich am folgenden

Tage in derselben Weise «1 — ^2= 199.26; «1 — «2 == 132.65. Nimmt man

// = 0.1618 an, so giebt die erstere Bestimmung (V F = 10~^.2.l4u.; die

letztere ôV= 10""'
. 2.12 u, oder im Mittel âV= 10"^ 2.13 v. Da bei der

letzteren die Ablenkungen etwas grösser waren, wurde vorerst eine kleine

Korrektion ei(vi — v-^Y; bez. — -- sin 'h (ji^ — 7i^y angebracht um die

'Ablesungen der Tangente des Winkels proportional zu machen. Die

grössere dieser Korrektionen beträgt übrigens nur — 0.08 Skalateile.

V TT

In gleicher Weise erhält man ferner im Mittel —— = 0.0000457 v.

Um die Temperaturkorrektion des nicht kompensierten Instru-

mentes zu bestimmen, wurde die Kupferhülle mit einem langen Bleirohre
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spiralförmig umwunden, eine freilich etwas schwierige Operation. Ver-

mittelst entsprechender Kautschukligaturen, eines Y-förmigen Glasrohres

und zweier langen geraden Glasröhren konnte das Bleirohr abwechselnd

mit einem kupfernen Behälter mit eiskaltem Wasser, welchem Kochsalz

zugesetzt wurde um Eisbildung zu verhindern, uud einer Glasretorte zum
Kochen vereinigt werden. Vor der eigentlichen Bestimmung wurde

mehrere Stunden lang ein Strom Wasserdampf durch die Röhre geleitet

um durch die Erwärmung einen konstanten Magnetisierungszustand her-

zustellen, wobei dann, wie vorauszusehen war, eine ziemlich beträchtliche

Abnahme des Moments stattfand. — Natürlich ging diese Bestimmung
die der Empfindlichkeitskonstante voraus, obwohl ich sie des Zusammen-
hangs wegen erst hier beschreibe. Nach der Abkühlung des Apparats

wurde nun ein kurzer Stoss Wasserdampf durch die Rohrleitung getrieben.

Dann stieg das Thermometer allmählich auf ein Maximum, welches je-

doch, wie die Ablesungen im Fernrohr zeigten, etwas früher erreicht

wurde als die Maximitemperatur des Magnets. Da aber die Temperatur

des Magnets nicht gern höher steigen konnte als die gleichzeitige Tem-
peratur im innern des Instruments, habe ich die kleinsten Ablesungen

der Skala mit den gleichzeitigen des Thermometers zusammengestellt.

Nachher wurde ein neuer Strom VVasserdampf durch die Röhre getrieben,

und so fort, bis zuletzt, bei den vollständigsten Reihen, der Apparat von

neuem durch kaltes Wasser abgekühlt wurde. Der Kontrolle wegen
wurde die letzte Beobachtungsreihe etwas anders ausgei'ührt, in so fern

als ich schwach erwärmtes Wasser anstatt des Wasserdampfes durch die

Röhre strömen Hess; die genaue Übereinstimmung mit den vorigen

Reihen beweist die Zulässigkeit meiner Annahme über die Temperatur-

variation im innern des Apparats.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.
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Tafel der Bestimmung der Temperaturkorrektion.

Dat.
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In dieser Gleichung kann aber oline merkbaren Fehler

Vl — Vj ^ v„ —V,

U — ti t

geschrieben werden, weil ti nur wenig von Null abweicht, und es ist

mithin

v^ = Vi-{. 5.934 t + 0.0153 t^ .

Wählt man auch bei diesem Instrumente wie beim Horizontalvariometer

zur Normaltemperatur 15" C, so bekommt man:

v^^ = V, + 5.9,34 (t — 15) + 0.0153 («^ — 15')
,

nach welcher Relation ich eine Reduktionstafel berechnete. Die voll-

ständige Variationsformel wird folglich:

(3) âV= 10-=
. 2.13 {v + 5.9.34 (t _ 15) + 0.0153 (f - W)] .

Die Temperaturkorrektion ist wie man sieht sehr beträchtlich, da eine

Änderung der Temperatur um 1" einer Variation von etwa 6 Skalateilen

entspricht. Um eine der Skalenablesung entsprechende Genauigkeit zu

erreichen, wäre es somit nötig die Temperatur bis auf — Grad anzu-

geben, was unmöglich ist, da das angewandte Thermometer wohl ein

sehr gutes ist (von Adermann in Stockholm) aber klein und nur in ganze

Grade geteilt. Vermittelst eines stark vergrössernden Ablesefernrohrs

habe ich versucht die Temperatur bis auf O'.OS abzuschätzen, was aber

noch einen Fehler von 0.3 Skalateilen oder 10"'=
. 0.6 C. G. S. entspricht.

Will man eine kleinere Fehlergrenze erreichen, so muss das Instrument

mit einer Kompensationsvorrichtung versehen werden, etwa nach der Art

eines Martinschen Pendelkompensators. Das Moment der nötigen rela-

tiven Verschiebung äs einer Masse p für 1° Temperaturänderung berech-

net sich leicht, wenn man beachtet, dass es dem Momente /uâ V einer

Variation von 6 Skalateilen gleich sein muss ; mithin

p.ff . äs = ,uâV=/u. 10-'
. 2.13 . 6 = 10-*

. 1.278 /u .

Wenn die Masse p durch Schrauben beweglich ist, wird es möglich sein,

durch Versuche eine vollständige Kompensation zu erlangen, wenigstens

wenn man vom quadratischen Korrektionsgliede absieht. Da mir aber
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die Mittel zur Herstellung einer derartigen Kompensation nicht zur Ver-

fügung standen, habe ich auch keine Bestimmung des ^ vorgenommen.

Nach Gleichung (2) hat man, mit Einführung der gefundenen

Zahlenwerte:

^ _L.^ _ ^_^ ^ 0.0000457 (y + 5.934 t + 0.0153 t')
,

V fjL a

und somit, wenn a und ß den mittleren Temperaturkoefficienten des

Magnets, bez. den mittleren Ausdehnungskoefficienten des Stahls zwi-

schen 0° und t" bezeichnen:

ß + /^ = 10-"
. 2.71 + 10-'

. 7.0 f .

Nach FiZEAUS Untersuchungen') ist aber für gehärteten französischen

Gussstahl:

der mittlere Ausdehnungskoefficient zwischen 0° und 40°= 10-^.1.322^

» » » » 0» » 50" = 10-*. 1.362
t

mithin

ß = 10-\ 1.162+ 10-^4i .

Nimmt man an, dass die beiden Stahlsorten dieselben thermischen Eigen-

schaften besitzen, was freilich nur approximativ richtig sein kann, hier

aber keinen wesentlichen Fehler mit sich bringt, so ergiebt sich:

a = 10-V2.59+ 10-'. 6.6 i .

Obschon die Temperaturkorrektion des Instruments sehr gross ist, besitzt

somit der Temperaturkoefficient des Magnets nur eine mittlere Grösse.

In der Gleichung (2) ändert sich aber /j, nicht nur mit der Tem-
peratur, sondern auch infolge Variationen der inducierenden Kraft; das

heisst, es ist noch ein Korrektionsglied

hinzuzufügen, wo ^ dem Lamontschen Induktionskoefficient gleich

kommt. Bestimmungen desselben habe ich nicht vorgenommen; setzt

mao ihn aber = O.Ol C. G. S., welcher Wert wahrscheinlich eher zu

1) Comptes Rendus 68 p. 1125 (1869).
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gross als zu klein ist, so ergiebt sich der Wert, den ô Hi nicht über-

schreiten darf, damit nicht der Fehler grösser als 0.3 Skalateile werde,

aus der Gleichung:

O.Ol âH, = 0.0000457 . 0..S

.-. öH^ = 0.00137 .

Man kann somit die besprochene Fehlerquelle meistenteils ohne

Bedenken vernachlässigen.

Es mögen nun hier einige von mir angestellten Variations-

ablesungen Platz finden, welche von dem regulären Gang der drei

Elementen während der Tageszeit wenigstens einen angenäherten Bild

geben. Die Ablesungen am Deklinations- und Horizontalintensitäts-Vario-

meter sind bezw. mit n und n' bezeichnet; an den letzteren ist die Tem-
peraturkorrektion — 1.37(« — 15) angebracht. Die Temperaturkorrektion

der Wage ist der oben erwähnten Tafel entnommen.

Variationsablesungen im magnetischen Observatorium zu Upsala.

Dat.
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Von den Ablesungen der gleichen Stunden wurden nun die Mittel

genommen; dieselben zu absoluten Werten reduciert und schliesslich als

Differenzen vom Tagesmittel angegeben. Die Reduktionsformeln mögen

hier zusammengestellt werden (n. b. die Temperaturkorrektionen schon

erledigt) :

âD'= 0'.677u;

âH = 10-\2-05 (n - n)
;

schliesslich hat man zur Berechnung der Inklinationsvariationen, ai, in

Minuten :

2^sjnj/^ _âV âH
Vsin 2 i H

oder nach Einsetzung der bezüglichen Zahlenkoefificienten :

ai = 0.049 V — 0.13.5 {n — n) .

Es mag dabei bemerkt werden, dass, da die Variationen der Vertikal-

intensität viel kleiner sind als die der Horizontalintensität und daneben

mit einem, in höheren Breiten, viel kleineren Faktor multipliciert werden,

die Wage in der That nur ein Korrektionsglied bei der Berechnung der

Inklinationsvariationen liefert. Dieser Umstand ist freilich für die Aus-

wertung der Inklinationsvariationen günstig, wird aber andererseits da-

durch nachteilig, dass er die Bestimmung des Nullpunkts der Wage ver-

mittelst eines Inklinatoriums, wäre es auch das allerbeste, völlig illusorisch

macht.

Tafel der Tagesvariation der magnetischen Elemente. April l.o 1889.

Stunde



MODIFICIERTE LlOYDSCHE WaGE. 15

Das Tagesmittel der Horizontalintensität entsprach der Ablesung

n — n = 150.0. Am 24 und 25 April machte ich eine Intentitätsbestim-

mung mit dem »Eugenie-Apparate», Magnet B^, wobei sich ergab Hy^ =
0.16149; somit H^^, = 0.1G190. Am 13 und 14 Februar hatte ich eine

Bestimmung mit demselben Magnet auf demselben Abstände (0.7 engl.

Fuss) gemacht, nach der Hi^^, = 0.16152; die Aufstellung der Lloydschen

Wage scheint somit die übrigen Instrumente nicht in merkbarer Weise
beeinflusst zu haben.

Wenn man von der einzelnen Ablesung 8''3™, bei der offenbar Hori-

zontalintensität und Inklination schwach perturbiert waren, absieht, so

findet man als Tagesamplitude der Inklination am 1 April 2'.12. Nach
Hansteens älteren Bestimmungen *) wäre die Amplitude für März = 0'.97

;

für April = 2'.19; Mittel = 1.58. Die Übereinstimmung wird eine gute,

wenn man bedenkt, dass mit Hansteens Beobachtungsmethode (abso-

lute Inklinationsmessungen Vor- und Nach-mittags) die Amplitude not-

wendig ein wenig zu klein ausfallen muss.

Am 2 Mai nahm ich einige Inklinationsmessungen mit dem Inkli-

natorium Dover N:o 60 unter gleichzeitigen Variationsablesungen vor.

Da indessen das Chlorcalcium der Lloydschen Wage so sehr ausge-

schwollen war, dass die Bewegung des Magnets gehemmt wurde, so

musste derselbe vorerst demontiert und neu justiert werden, was den

Nullpunkt natürlich etwas änderte.

Inklinationsbestimmungen im magnetischen Observatorium am 2. Mai.

Stunde
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X-iin grosser magnetischer Theodolit von Lamonts Konstruktion ') für

absohlte Intensitätsmessungen findet sich im hiesigen magnetischen Ob-

servatorium; demselben waren vier Magnete mitgegeben, zwei von 20

und zwei von 15 cm. Länge. Um aber beim grossen Theodolit, wie bei

seinem Reiseapparate dieselben Magnete verwenden zu können, hat Herr

Prof. Thalén seine Konstantenbestimmungen mit den dem letztern zuge-

hörigen Magneten gemacht ^), und so kommt es, dass die genannten vier

Magnete bis jetzt ohne Anwendung geblieben sind. Um dieselben von

einander zu unterscheiden, habe ich an der Mitte mit Salpetersäure ver-

mittels eines Glasstifts die Ziffern 1—4 eingeätzt und sodann mit dem

langen Magnet N:o 1 vollständige Konstantenbestimmungen vorgenommen.

1. Ermittelung des Temperaturkoefficienten. Um zunächst den

Temperaturkoefficienten zu bestimmen, versuchte ich zuerst ein dem We-

berschen sehr ähnliches Verfahren anzuwenden, indem ich die Nadel

eines Theodolits mit einem der übrigen Magnete als Hilfsmagnet um 90"

ablenkte — die Lage, wo das Gleichgewicht der Nadel eben aufhörte

stabil zu sein, schien mit grosser Genauigkeit bestimmt werden zu kön-

nen — und sie dann mit N:o 1 in den Meridian zurück führte, worauf,

während der Hilfsmagnet fortwährend in Eis eingebettet blieb, der Mag-

net N:o 1 abwechselnd mit Eis und mit warmem Wasser umgeben wurde.

Der so erhaltene Temperaturkoefficient, a = 0.000293, erwies sich aber

mit den folgenden Schwingungs- und Ablenkungsbeobachtungen unver-

einbar; vielleicht, weil der grosse Magnet viel später, als ich vermuten

konnte, eine gleichniässige Temperatur annimmt. Da es mir aber nach

vollzogener Konstantenbestimmung kaum ratsam erschien den Magnet den

1) S. Annalen d. K. Sternwarte in München, Suppl. B. IV.

2) E. Thalén: Jordmagnetiska bestämningar i Sverige under åren 1869—1871.

Sv. Vetenskaps-Akademiens Handl. B. 10 N:o 12 (1872).

Nova Acta Reg. Soc. Se. Ups. Ser. III. 1
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Eventualitäten einer neuen Bestimmung des Temperaturkoefficienten in

der gevvölinlichen Weise auszusetzen, wobei wenigstens eine beträchtliche

Verminderung des Moments stattfindet, so versuchte ich denselben aus den

Ablenkungsversuchen am kürzesten Abstände zu bestimmen. Die Schwin-

gungsversuche eignen sich nicht dazu, wie man bald sehen wird. Vor-

läufig musste aber nun untersucht werden, ob der Temperaturkoefficient

des Horizoutalvariometers genau genug bekannt ist, weil die Tempera-

turvariationen des Variometers denen des Theodolits natürlich ziemHch

gleich sind *). Zu dieser Untersuchung eignen sich die mit den Schwin-

gungsbeobachtungen gleichzeitigen Variationsablesungen am besten
;
bei

den Ablenkungen werden die Nadeln der Variationsapparate, in Folge der

wechselnden Lage des grossen Ablenkungsmagnets, in variierender Weise

beeinflusst. Zunächst wurden, um die tägliche Variation zu eliminieren,

die oben genannten Variationsbeobachtungen mit dem Temperaturfaktor

— 1.37 (t — 15) reduciert in 6 Gruppen nach der Tageszeit geordnet, wo-

bei erhalten wurde :

Tagesvariation der Horizontalintensität, Sept 1889.

Stunde
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Die übrig gebliebenen Divergenzen sind von der Temperatur unab-

hängig, und daher nehme ich an, dass der früher gefundene Tempera-

turkoefficient der richtige ist. Sodann habe ich die zu demselben Teil-

striche des Variometers reducierten Bestimmungen von log sin
(f , wobei

(f
der Ablenkungswinkel am kürzesten Abstände, als lineare Funktion

der Temperatur berechnet, wie folgt ') :

Dat.
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Horizontalvariometer mit 62°29' Ablenkungswinkel aufstellte, vergleichende

Ablesungen am Variometer machte und die um Deklinationsvariationen

korrigierten Ablesungen v des Theodolits als Funktion der Variation

(n' — ?i)jj. und der Temperatur berechnete.

Aus 30 Vergleichsbeobachtungen bekam ich in dieser Weise die

Formel :

V = 84M2'.76 + 0.692 (n' — n — 149.25) + 1.36 (t - 9°.2l).

Der Temperaturkoefficient, a, ergiebt sich nunmehr aus:

1 ^^ tg62''29'
,

„ .

1.36 = -2__— — (« + 3 m)
sm 1

zu 0.000150. Stellt man diesen Wert mit dem aus den Ablenkungsbeob-

achtungen berechneten zusammen, so wird im Mittel a = 0.000157. Als

definitive Korrektionsgleichungen erhält man alsdann:

4 log sin
(f,
= 10-*^

. 92.4 (t - 15)

4 log r = - ^^ (a + 2,s)(^ _ 15) = - 10-«
. 38.9 (t - 15) ,

Li

wo s der Ausdehnungskoefficient des Stahls ist. Bei Schwingungen mit

Belastung erleidet die letztere Korrektion eine Änderung, /;, die folgender-

massen gefunden wird. Bezeichnet K das Trägheitsmoment des Magnets

(mit Aufhängevorrichtung), R das der Belastung, T, die Schwingungs-

dauer des belasteten Magnets, y und /, Torsionskoefficienten bei unbe-

lastetem, bezw. belastetem Stabe, so ist:

MH{\Jrr)= -^ ,T

und somit, wenn nach der Temperatur variiert wird :

"^ T~Ka-R~Ka-R'k'^KM '

2\ K + R K + R K ' K+ R R

folglich :'ö

4 log T^=- ^^ [2as + 2 (1 - a)m + «](*- 15) ,
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woraus

r; = — Mod (1 — a) (m — s) {t — 15) ,

wo zur Abkürzung:

_ Â' _ r(i+r)
K + R Ti{\ + y,)

gesetzt wurde. Bei Belastung mit den Lamontschen Ringen war ri =
— 10-^3-2, somit J, log r, = — 10-«.42-l(i — 15). Für den Ring L (siehe

unten) wird dagegen n = — 10~''.2-4; somit 4 log T^= — 10~^41-,3(f— 15).

— Die Grösse ?y ist natürlich dadurch von einiger Bedeutung, dass sie die

Reduktion zur Normaltemperatur repräsentiert; für den übrigen Teil des

Reduktionsfaktors kommt nur die Differenz der Temperatur bei Schwin-

gungen mit und ohne Belastung in Betracht. — Ferner ergiebt sich :

z/^ log sin (p = Mod .^ = Mod .

^'"
-^^ . 0.692(n'- n) = 10-*.45-5(n - n) .

Der vorher angewandte Wert, den ich im Herbste 1888 in

der gewönlichen von Lamont angegebenen Weise bestimmt hatte, war

10~^.55'0(?i' — n). Die Differenz ist offenbar zu gross, um durch Beob-

achtungsfehler erklärt werden zu können ;
bekanntlich wird aber auch

beim Lamontschen Verfahren die schwer zu erfüllende Voraussetzung

gemacht, dass die Schiene des Horizontalvariometers auf der Nadel genau

senkrecht stehe. (Vergl. jedoch hierüber am Schlüsse des vorliegenden

Aufsatzes, wo eine Bestimmung der Empfindlichkeitskonstante nach der

Börgenschen Methode erwähnt wird).

2. Bestimmung des Trägheitsmoments. Zu diesem Zwecke

waren dem Apparate zwei Messingringe mitgegeben, der eine durch einen

Doppelstrich, der andere durch zwei entferntere Striche gemerkt. Ich

bezeichne den erstem als N:o 1, den zweiten als N:o 2. Ein paar mal

wurde noch ein dritter kleinerer, in Upsala verfertigter Ring, angewandt,

den ich zur Unterscheidung mit L bezeichne; ähnliche Bezeichnungen als

Indices wende ich für die die Ringe betreffenden Grössen an. Die Aus-

messung der äusseren und inneren Diameter D und d geschah mit einer

Teilmaschine, die mit einem Normalmaasstab verglichen wurde, und ergab

bei 15° Temperatur:

D, = lO^^OTöS ± 0.0010
,

cZi = 17.8172 ±0.0012 ,
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D^ = 19^9316 ± 0.0016
,

d^ = 17.8589 ±0.0014 ,

Di = 11.8045 ±0.0003
,

c?£ = 6.9985 ± 0.0005 ;

die verificierte Teilmaschine als richtig vorausgesetzt. Der Grund der

ziemlich beträchtlichen wahrscheinlichen Fehler bei den Lamontschen

Ringen liegt darin, dass dieselben unregelmässig geformt sind. Ich mass

daher auf jeder Seite die Diameter in vier je um 45° von einander ver-

schiedenen Lagen und glaubte bei der Berechnung die Ringe als ellip-

tisch ansehen zu können, was aber, wie es sich ergab, nicht gestattet

ist. Bezeichnen nämlich pj p^ und ç\(>\ zwei Paare zu einander senkrechte

Radii Vektores, so müsste sein:

^+^-^+^
Pi Q-2 ?1 Q 2

welche Bedingung aber nicht erfüllt war. Es blieb dann nichts übrig

als das Mittel aller Messungen als wahrscheinlichsten Wert der Diameter

anzusehen. Jede Messung wurde übrigens zweimal vorgenommen, so

dass das Mittel aus 16 Einzelmessuugen entstand. Den wahrscheinlichen

Fehler hätte man wohl durch Ausmessung noch mehrerer Diameter verrin-

gern können ; ob aber dadurch irgend ein realer Vorteil entstanden wäre,

ist zweifelhaft. Die Centrierung wurde dadurch erlangt, dass aus Papier

ein Kreis vom Durchmesser D ausgeschnitten, derselbe auf den Ring

aufgelegt und auf dessen Mittelpunkt eingestellt wurde. Der Einfluss

/1D eines eventuellen Centrierungsfehlers f, nämlich

D
wird in dieser Weise verschwindend klein. Um zu sehen, wie gross der

Einfluss der wahrscheinlichen Fehler, dD und Sd^ der Diametermessun-

gen auf das Endresultat ist, hat man -die Grösse zu berechnen:

2. Mod
âiog K ^ âiog R = ±^;-^'il^ ]/(DâDy + (dâdy ')

1) Die Berechnungen sind durchgängig so angestellt, dass für log H der wahr-

scheinlichste Wert erhalten wird. Dadurch wird der wahrscheinliche Fehler von H
selbst dem H proportional; denkt man sich also das Instrument in höhere Breiten

versetzt, wo die Bestimmung ungenauer sein muss, so wird der Einfluss des Konstaa-

tenfehlers hingegen verringert
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Für den unregelmässigsten Ring N:o 2 ergiebt sich in dieser Weise

â log R = ± 0.000049 .

Der Ring L, bei dem auf beiden Seiten nur zwei zu einander

senkrechte Diameter gemessen wurden, war wie man sieht, viel regel-

mässiger als die Lamontschen geformt.

Die Wägung mit verificiertem Gewichtssätze ergab für die Masse
folgende Werte:

Pj = 605?'363± 0.0011 (5 Wägungen)

P, = 611.719 ± 0.0019(7 »
)

P, = 265.9958 .

Infolge der Grösse der Lamontschen Ringe konnte beim Abwie-

gen derselben keine sehr empfindliche Wage angewandt werden. Zur

Kontrole wurde noch die Differenz Pj, — Pj bestimmt, nach folgendem

leichtverständlichem Schema:

p'a = rb ^

wo p und ]>' aufgelegte Gewichtsstücke, t dagegen Tara bezeichnen und

a und b die Länge der Hebelarme sind. (N. b. bei der letzten Wägung
beide Ringe weggenommen). Durch Elimination von t, a und b und

Vereinfachungen erhält man:

P. P + P

9
I

P-P
P.+i".

WO aber das letzte Glied im Nenner vernachlässigt werden kann. Als

Resultat eines dreimaligen Abwiegens ergab sich:

p^ — P^== e^'-sse
,

somit dieselbe Differenz, wie aus den obigen Zahlen. Der Ring L wurde
auf einer viel empfindlicheren Wage gewogen, wo die grösste Diflferenz

des dreimaligen Abwiegens 0.2 mgr betrug. Der Einfluss der Fehler

beim Wiegen auf das Endresultat wird übrigens verschwindend klein.
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Aue obigen Angaben erhält man die bezüglichen Trägheitsmomente:

log Ä, = 4.734132
,

log Äj = 4.738501
,

log i?i = 3.796694 .

Bei den Schwiugungsversuchen wurde ein grosser Holzkasten von

28 cm Länge, 27 era Breite, 145 cm Höhe, mit einem Glasrohre von

120 cm Höhe, inklusive Fassungen, angewandt, dessen Seitenflächen

abgeschraubt werden konnten, an dessen Vorderfläche ein Planglas be-

festigt wurde. Die Schwingungsdauer wurde jedesmal durch 3 bis 4

Reihen von je 10 Durchgängen bestimmt; zwischen diesen Reihen fallen

bei unbelastetem Magnet im allgemeinen 100, bei belastetem 50 Schwin-

gungen. Die Beobachtung geschah vermittelst Fernrohrs und Holzskala,

dessen Entfernung vom Magnetspiegel 1707.5 Skalateile betrug; somit

der Winkelwert eines Skalateils l'.OOT = 0''.ûl68. Wird durch Drehung

des Magnets oder des am obern Ende des Glasrohrs befindlichen Tor-

sionskreises die Spiegelnormale um h Skalateile — wenn nötig zu unend-

lich kleinen Bogen reduciert — abgelenkt, so wird somit die Torsions-

korrektion :

360
- log {l + Y) = - log (l +

Q-"^^^^'
) = 1 log

,2
öv T/y

2 &\ ^360-0.0168/«^ 2 '^ ^360 - 0.0168 A

nach welcher Gleichung eine Korrektionstafel berechnet wurde. Um die

Horizontalität der Ringe zu verificieren, wurden im Schwingungskasten

zwei Holztischchen mit Schraubenfüssen eingestellt und nivelliert; beim

Hinaufschrauben des Aufhängefade as wurde darauf geachtet, dass der

Ring die Tische in paralleler Lage verliess. Am 9 Sept. wurde kon-

statiert dass es bei der Torsionsbestimmung gleichgiltig war, ob man
den Faden um 360° oder 180" oder nur 90" drehte; es berechnete sich

nämlich, bei belastetem Stab, aus 360" Torsion h = 218.6; aus 180" h =
219.6; aus 90" h = 217.2. Grössere Abweichungen wurden im Nov. er-

halten, da die Drehung um 90" ein einige Skalateile grösseres h ergab,

sowohl bei belastetem als bei unbelastetem Magnet (das Mittel wurde zur

Reduktion angewandt). Im April 1890 fand sich sogar für 180" Drehung

ein sehr ausgeprägtes Maximum, so dass die erste Aufhängung excep-

tionell glücklich gewesen zu sein scheint.
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Schwingungsbeobachtungen zur Bestimmung des Trägheitsmoments

Dat.
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Schwingungsdauer des unbelasteten Stabs in beiden Fällen einander ziem-

lich gleich. Das berechnete Trägheitsmoment wird daher bei Benutzung

des gröberen Fadenbündels grösser als bei der des feinern. Ich habe

mir diesen Umstand in verschiedener Weise zu erklären versucht. Er-

stens schien es möglich — wenn auch nicht sehr wahrscheinlich — , dass

das Trägheitsmoment des Fadenbündels im Vergleich zu dem des Mag-

nets nicht ganz zu vernachlässigen sei. Ist (> die specitische Masse der

Fadensubstanz; ? der Radius des Querschnitts — das Fadenbündel als

cylindrisch vorausgesetzt —
(f>

der Schwingungswinkel im Abstände x

von oben, »V- der Schwingungswinkel des Magnets, l die ganze Länge

des Fadens, K das Trägheitsmoment des aufgehängten Körpers, so wird

die Bewegungsgleichung :

Es ist aber:

somit

und

,1- o

d-(f _x d'i^

oder endlich

'

K + e^y^^-^MHU+y)»,

wo p die Masse des Fadenbündels ist. Man muss somit das Trägheits-

moment K um das halbe Trägheitsmoment des Fadens um seine Axe

vermehren. Nun ergab sich im Mittel für das grobe Fadenbündel:

r = 0.047 cm ; p = 0.225 gr.

somit

P^ ^ 0.000104 (7r. cm^
,
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welche Grösse aber vernachlässigt werden kann. Mein nächster Gedanke

war, dass Ungleichheit der elastischen Nachwirkungen der beiden Fäden

vielleicht die besprochene Differenz verursachen könnte. Nach Boltz-

MANN ') nehme ich an, dass die zur Zeit r während des Zeitelements dr

durch elastische Nachwirkung entstandene »Kraftverminderung» propor-

tional sei 1) der dann stattfindenden Deformation, somit auch in unse-

rem Falle dem Torsionswinkel ^(j); 2) dem Zeitelemente (/r; 3) ein%r

gewissen Funktion if>{t — r) des Zeitabstandes bis zur Zeit t der Schwin-

gung; wonach die Bewegungsgleichung wird:

Um die Funktion (p zu bestimmen, drehe ich den zuerst ausge-

drehten Faden um den Winkel v und bestimme experimentell den Ablen-

kungswinkel des Magnets, «, als Funktion der nach der Drehung ver-

flossenen Zeit. Ist / das Torsionsmoment des Fadens, so wird dabei:

MH sin Ci = f(v — ß) — I (p(t — t){v — C((r))f/T .

Es ist aber

j '(fit-T)(V-a(T))dT = (v-a(kt)) j <f{t-T)dT
,

'o "o

wo >t einen echten Bruch bezeichnet. Nun ist aber a selber im Ver-

hältniss zu v klein; dessen zeitliche Änderungen können daher neben v

vernachlässigt werden, und man bekommt:

wit - T)di = t — MH = MH[ 5 = («o — «) »

v— a \v — a. v — cf/ v —

a

o

wenn sin c. mit a vertauscht und -^^— durch seinen Wert —"- ersetztMH v — a^

wird. Durch Dift'erentiation erhält man:

-, MH da
,
MH , .da

V — a rit [v — a) at

1) L. BoLTZMANN: Zur Theorie der elastischen Nachwirkung. PoggendortFs

Annalen, Ergänzungsband VII (1876).
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wo wiederum das letzte Glied verschwindet, und somit:

V(t) _ J da

~dt
11^
V dt

Ich habe es versucht log
da
'dt

als lineare Funktion der Zeit

darzustellen und teile hier als Beispiel die Beobachtungen mit unbela-

stetem Stab und gröberm Fadenbündel mit. Bei belastetem Stab waren

die Variationen in a oder /( kleiner — was sich wohl einfach daraus

erklärt, dass ein verhältnissmässig kleiner Drehungswinkel v angewandt

werden musste, um nicht über die Skala hinauszugehen — , wogegen die

Änderungen über viel längere Zeit sich erstreckten, so dass die Bestim-

mung auf keine Genauigkeit Anspruch machen konnte. Die Beobachtun-

gen bei Ablenkungen rechts und links sind der Symmetrie halber zusam-

mengezogen werden. Bei diesen Versuchen war der Abstand Spiegel —
Skala 2613 Skalateile; um aus log h log a, oder aus log (

—
-r-j log f —

in Graden zu bekommen, hat man demnach log = 8.0399 hin-
5226 sin 1"

zuzufügen. Die Ablesungen sind natürlich für Deklinationsvariationen ver-

bessert. Die Zeit t ist die seit der Drehung verflossene Secundenanzahl.

Nov. II. Tafel der Änderungsgeschwindigkeit des Drehungsw^inkels.

Unbelasteter Stab, gröberes Fadenbündel; i' = 720".

i
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Rechnungsgrösse, da die Differenzen dh höchstens zwei Ziff'eru enthalten.

Die Formel zur Berechnung ist:

log
(— V) ^ 8.087—0.000289 < .

Setzt man somit:

so wird in unserm Falle

log r = 3.270—10
,

log m = 6.882— 10 .

Setzt man noch zur Abkürzung:

MOl+Û = (^)

2

K
so wird die Bewegungsgleichung

î^+/^(0^.p^|V.-— ^(t)cZt .

Durch Differentiation erhält mau dann:

dt
Ç^p'"^ —fr&+mp' i re-""-'-'^9-(T)dT

,

und somit, wenn das Integral eliminiert wird :

df ^ de ^^ dt^^^ ^

Zur Lösung derselben hat man bekanntlich zuerst die Wurzeln

der Gleichung:

fÇv) = .r' + mx^ + p'x -{ p\m — r) =

zu ermitteln. Da das zweite und das letzte Glied kleine Grössen sind,

so sind, wie zu erwarten war,

X = ±pi
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zwei angenäherte Wurzeln; um eine Verbesserung zu erhalten, setze mau
in der Gleichung x -{- â statt x und erhält (vergl. die Newtonsche Ap-

proximationsmethode) mit Vernachlässigung von fV* und J"'', die Verbes-

serung:

jv _ _ .fC±pi) _ _ rp{p±mi)

f(±pi) 2(/ + »0

Neben p^ im Nenner kann aber m^ vernachlässigt werden, und somit

ergiebt sich:

X, I r (. rm\

2 p*

Es ist leicht zu sehen, dass die dritte, reelle Wurzel m und r in

erster Potenz enthalten muss; vernachlässigt man alsdann von vorn

herein Quadrate und Produkte von m und r, so wird

{x - x;){x — x^) = x' + rx + f .

Dies in f(x) dividiert giebt als Quotient .r -|- ui — r mit dem Rest-

term höherer Ordnung — r{m — 7')x. Mit hinreichender Genauigkeit ist

somit die Solution der Differentialgleichung:

& = Ae-^"'-'-^' + Be~^' cos
j 2^ ( 1 - i^'^] t + a\ .

I
^ zp '

\

Das erste Glied rührt offenbar davon her, dass die Anfangsbedin-

gungen nichts davon sagen, ob vor dem Beginn der Schwingungen der

Faden in der endgültigen Gleichgewichtstellung sich befand; ist dies der

Fall, muss A verschwinden. In der Tat, rechnet man die Zeit vom er-

sten Durchgang, so wird a = — i-
, und für t = Q &f, = A = die anfäng-

liehe Ablenkung von der schliesslichen Gleichgewichtslage. Der Aus-

druck für die beobachtete Schwingungsdauer ist nunmehr:

n

und somit die erheischte Korrektion < des Schwingungslogarithmus

f = — Mod. = — Mod. .

2/ 2 TÏ"
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Durch Einführung der bezüglichen Zahlenkoefficiente überzeugt

man sich aber, dass t verschwindend klein ist. Direkt übt die elastische

Nachwirkung also keinen bemerkbaren Einfluss auf die Schwingungsdauer

aus; wohl kann aber in indirekter Weise ein solcher vorhanden sein,

weil bei der Drehung des Fadens zur Bestimmung von y der Magnet in

Schwingungen versetzt wird, welche den ersten Ausschlag h nicht zu

beobachten gestatten.

Vor den Beobachtungen am 18—20 Nov. wurde das Fadenbündel

in Glvcerin getränkt; dies soll ') die Torsionskraft des Fadens vermin-

dern. Dabei wurde auch dafür gesorgt, dass die Bestimmung von h so-

bald als möglich nach der Drehung statt fand. In der Tat scheinen

diese Bestimmungen den mit dem feinern Fadenbündel gemachten näher

gerückt zu sein. Das feinere Fadenbündel wurde leider durch die Be-

netzung mit Glycerin zu spröde, so dass es nicht mehr die Last des

Lamontschen Ringes tragen konnte.

Man konnte schliesslich vermuten, dass die statische Methode zur

Bestimmung von y als solche, abgesehen von der oben genannten Un-

genauigkeit, irgend einen Fehler herbeiführe. Ich habe daher diesen

Koefficient auch dynamisch durch Torsionsschwingungen zu ermitteln

e'esucht. Hierzu bedarf man eines Torsionsstabs von demselben Gewicht

und Trägheitsmomente wie der Magnet. Ich Hess einen solchen von an

einander gelöteten Zink- und Kupfer-Lamellen verfertigen. Bezeichnet

d die Dicke des Magnets (Dimension parallel dem Faden); J, und d^ die

der Kupfer-, bez. Zink-Lamelle, endlich p, p und pg die specifischen

Massen der bezügUchen Metalle, so hat man hierzu nur zu setzen:

d = r/, + d^
,

f/p = rf, P; + C?gP2 .

Der Stab wurde aber ein bischen mehr als 1 gr. zu leicht; um

dies zu korrigieren, brachte ich im Abstände , wo / = 20 cm = die
^ '

vr2

Stablänge, von der Mitte einen Bleirahmen von dem fehlenden Gewichte

an. Wenigstens bei belastetem vStab wird dies eine völlig befriedigende

Approximation sein. Bezeichnet nunmehr t die Schwingungsdauer der

Torsionsschwingungen, / wie zuvor das Torsionsmoment des Fadens, so

erhält man:

1) Nach freundlicher Mitteilung des Herrn D:r M. Eschenhagen.
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f _ ^^-^

und somit

MH+f \+r T^
'

woraus :

hog(i+^) = -hog(i_?;

Die Beobachtungen ergaben, mit belastetem Stab (Ring N:o 1)

am 4 April t = 359.4 T = ST.7254: ^ log (1 -|- y) = 0.002406

» 5 » » 364.0 » 37.7280 » » 0.002346

Wie schon oben erwähnt, zeigten die gleichzeitigen Bestimmungen von

A, obwohl natürlich das Fadeubündel wie zuvor zur Vermeidung der

Bifilarsuspension mit Knoten versehen war, einen etwas befremdenden

Gano-. Unterscheidet man die bei verschiedenen Drehungen erhaltenen

Werte durch entsprechende Indices, so war

am 4 April h,, = 240.2
, K,, = 249..8

, K,, = 226.7

» 5 » » 230.8 , » 244.5 , » 224.7 .

Nimmt man als die wahrscheinlichsten Werte die Mittel aus /(„0

und /i36o an, so erhält man:

am 4 April - log (1 + ;') = 0.002380

» 5 » » 0.002322

Werte, welche beinahe mit den aus den Schwingungsversuchen erhaltenen

stimmen. Mit h^^o erhält man zwar etwas zu kleine Werte, dagegen mit

Also um etwa eben so viel zu grosse. Die dynamische Bestimraungsweise

wäre natürlich vorzuziehen, wenn man nur sicher sein könnte, dass beim

Vertauschen des Torsionsstabs und des Magnets keine Zustandsänderun-

gen des Suspensionsfadens eintreten, und dass auch bei unbelastetem
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Stabe der Torsionsstab und der Magnet genügend gleiche Trägheits-

momente besitzen.

Da nun jedenfalls die gemachten Untersuchungen keinen sichern

Aufschluss über den Sitz und Betrag des Fehlers geben, so sah ich mich

zuletzt gezwungen einfach das arithmetische Mittel aus allen Bestimmun-

gen — mit Ausnahme der am 10 Sept., wo die Variationen zu gross

waren — als den wahrscheinlichsten Wert von log K anzusehen, und

demnach zu setzen:

log A'i, = 3.379267 .

Schliesst man alle Bestimmungen mit dem gröbern Fadenbündel aus, so

wird das Mittel aus den übrigen 3.379077; die Differenz 0.000190 ent-

spricht bei vollständigen Restimmungen 7 Einheiten der fünften Deci-

malstelle der Horizontalintensität.

3. Der (Lamontsche) Induktionskoefficient. Zur Bestimmung

des Induktionskoefficienten versuchte ich zuerst eine von Mascart ') dar-

gestellte Methode, nach der man den Magnet teils bifilar in verschiedenen

Stellungen, teils unifilar schwingen lässt. Bei der Anstellung dieser Ver-

suche wusste ich noch nicht, dass ein Specialfall derselben Methode schon

vorher von Wild geprüft und, wegen mangelnder Genauigkeit, verworfen

worden war "). Auch mir wollte das Verfahren nicht gelingen, doch

glaube ich, dass dies hauptsächlich den angewandten Cocnnfäden zuzu-

schreiben ist; diese, welche sehr fein gewählt wurden, damit die eigene

Tf)rsionskraft des Fadens vernachlässigt werden könnte, änderten fortwäh-

rend ihre Länge; konnten auch nicht dadurch in einen konstanten Zustand

gebracht werden, dass ein Gefäss mit Schwefelsäure zum Austrocknen

in den Schwingungskasten eingestellt wurde. Hätten mir einige von den

neuerfundenen Quarzfäden zu Gebote gestanden, so wäre das Resultat

wahrscheinlich viel günstiger geworden. AVie dem auch sei, ich sah

mich nun genötigt zur Lamontschen Methode, die auch die einfachste ist,

zurückzugreifen. Wie Mascart beweist, müsste dann eigentlich, bei der

Anwendung zur Korrektion der Schwingungsdauer, ein entsprechender

Koefficient der Transversalinduktion in Abzug gebracht werden; da aber

1) E. Mascart: Recherches sur le magnétisme. Annales de Chemie ot de

Physique VI: 18 (1889).

2) H. Wild: Vollständige Theorie des Bifilarmagnetometers, etc. Bulletin de

l'Ac. im]>. des Sciences de S:t Petersbourg XXVI (1880). Derselbe: Bestimmung

der luduktionskoet^cienteu von Stahimagueten. Mémoires de l'Ac. imp. des Sciences

de S:t Petersbourg Vil: 34 (1886)

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. • ••*
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die Länge des benutzten Magnets 20 mal so gross ist als die Breite, so

dürfte diese Korrektion vernachlässigt werden können. Bei Bestimmung

des longitudinalen Induktionskoeffficieuten wurde ein englischer Theo-

dolit (der sogenannte Eugenieapparat) angewandt, welcher den Vorteil

gewährt, dass die Änderungen des Ablenkungswinkels, (hp, direkt an

einer Skala abgelesen werden können. Es ist dann:

rr sin 1'
.
âœ'

2 ig I. lg
(fj

Mit if = 28'0' und i= 1()°52' bekomme ich:

âcp y. . H
I 2.'52 0. 001 19

12.82 122

12.89 '23

12.08 115

12.82 122

und somit im Mittel y . H = 0.00120 .

4. Bestimmung der Ablenkungskonstante {k). Vor allem

musste dabei die Schiene verificiert werden. Dies geschah vermittelst

der schon erwähnten Teilmaschine; zur Kontrole befestigte ich noch den

Normalmaassstab direkt an der Scliiene und mass die Differenzen ver-

mittelst eines mit Okularmikrometer versehenen Mikroskops. Die Löcher

für den Stift des den Magnet tragenden Schlittens befinden sich in der

Mitte zwischen je zwei Teilstrichen, so dass die unten angeführten Zahlen

Mittel aus je vier Abständen sind. Es ergab die genannte Verifikation:

statt
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Die Temperatur- und Intensitätskorrektioueii sind oben angeführt;

die unten mitgeteilten Winkel sind wegen der Ungleichheit der Ablen-

kungen schon verbessert; die Torsion des Aufhängefadens war kleiner

als 10', die diesbezügliche Korrektion fällt mithin weg; die Induktions-

korrektion wird :

bei Ablenkungen in der ersten Hauptlage J log sim
(f
= -f Mod. ;f HsiiKf

,

» )) » » zweiten » J \og s'm cf' = — Mod. x H sin (f' ;

dabei ist in unserm Falle: log (Mod. ;; fl^) = 6.7170. Schliesslich müssen

noch vor der Anwendung die Variationsablesungen wegen des Einflusses

des Ablenkungsmagnets korrigiert werden, eine Korrektion, die freilich

kleiner ausfiel als ich es nach den bisweilen grossen Schwingungen, in

die sie gerieten, befürchtete. Die Komponenten der magnetischen Kraft,

die ein Magnet vom Momente M in dem grossen Abstände r, dessen

Winkel mit der magnetischen Axe tu ist, ausübt, parallel und senkrecht

zur magnetischen Axe, sind bekanntlich:

M ¥X = ^- (3 cos' o» ~ 1) , } = - - 3 sm w cos tu .

r r

Befindet sich hier eine bewegliche Nadel vom Momente ,u und ist

der Winkel (,u , r) = cw' , so ist das auf die Nadel ausgeübte (positive)

Drehungsmoment :

12 = ^''— [(3 cos^ cu — 1) sin (u/ — a>) -j- 3 sin w cos oj cos (w' — w)]

= ^
.- [3 sin {u)' -|- cw) -|- sin (u/ — w)] .

Nun kann man zuerst die Variationsablesungen, wenn der Ablen-

kungsmagnet zu beiden Seiten der freien Nadel, aber im übrigen in der-

selben Lage sich befindet, zu einem Mittel vereinigen; die erheischte

Korrektion desselben ist dann, von Gliedern höherer Ordnung abgese-

hen, dieselbe, wie wenn der Magnet sich selbst parallel auf den Platz

der freien Nadel des Theodolits versetzt wird. Die Totalkorrektion der

ganzen Reihe der Variationsbeobachtungen ist somit das Mittel aus zwei

Korrektionen, bei denen der Ablenkungsmagnet auf dem Platz der freien

Nadel in zwei zum Meridian symmetrischen Lagen gedacht wird. Es

sei nun:
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a und b die Abstände von der Theodolitnadel zu den Variationsin-

strumenten für Deklination und Horizontalintensität bezw.

« und ß die Winkel vom Meridian zu a und 6 gerechnet,

V der Winkel vom Meridian zur Richtung des Ablenkungsmagnets

gerechnet,

ip der Ablenkungswinkel des Horizontalvariometers,

alle Winkel positiv von Nord über Ost gezählt. Dann ist für den

Deklinationsvariometer w' = c< , w = a — v und das Drehungsmoment

.Q, =^[38in(2«-r) + sinr]
;

^ et

für den Horizontalvariometer lu' = ß — i/» , lu — ß — r, und das Dre-

hungsmoment

i>, = -^^f [3 sin {2ß _ <// - V) _ sin (y/ _ «)] .

Nun rechnete ich die Winkel positiv über Ost, die Skalaablesun-

gen wachsen aber für westliche Ablenkung, somit ist eben die gesuchte

Korrektion — da man die kleine Änderung der Direktionskraft ausser

Acht lässt — für den Deklinationsvariometer:

, il (4- ü) + ii, (_ y) 3.1/ • ^ ,.Jn = —' ^ ' ' ^—^»^ L = — . sm 2ß cos v = A cos v
;

2////sinf 2 a^H sine

für den Horizontalvariometer:

Jn S>,(+v-) + n^i-v) 3M
2 juH cos ip sin e 2 b'^ H cos ip sin e

= B cos V .

sin C2ß — 1/') —- sin i/'

o
C0SÜ=

Für V hat man bei Ablenkungen in der ersten Hauptlage zu setzen

1 -|- y ; bei Ablenkungen in der zweiten^ </>' , so dass man erhält:

bei der ersten Hauptlage: J(n' — 7i) = (A — B) sin if

» » zweiten » .J(n' — ii) = — (^4 — B) sin (f' .

Die einfachste Weise die Grössen A und B zu bestimmen ist, den

Magnet am Pfeiler der absoluten Bestimmungen dem magnetischen Me-
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ridian parallel anzulegen, und zwar zuerst mit dem Nordpol nach Süd,

sodann Nordpol nach Nord; A und B sind dann den halben Differenzen

der entsprechenden Variationsablesungen gleich (Vorzeichen vergl. oben).

. In dieser Weise bekam "ch A = -\- 0.70 , .ß = — 0.18. Zur Koritrole habe

ich noch A und B durch Ausrechnung bestimmt; es ist:

a = 438'""
, 6 = 427™

,

«= 77ni', i-i = 34''42'
,

ferner ist mit hinreichender Genauigkeit

>i =^ , ^ = 0.162 , ip = 57»] 7'
, . = 0.'677 .

Die Einsetzung in die obigen Formeln ergiebt die mit den obigen

gut übereinstimmenden Werte ^ =
-f- 0.58 , B — — 0.18. Bei der Berech-

nung der Korrektionen ist das Mittel der beiden ^i-Werte, 0.64, ange-

wandt. Speciell ist die diesbezügliche Korrektion der Variationsable-

sungen bei den Schwingungsversuchen einer absoluten Bestimmung
— (A ~ B) = — 0.8 Skalateile. Um aber die obigen einfachen Formeln

bei Ablenkungen anwenden zu können, muss man die Beobachtungen

ganz symmetrisch anstellen ; da ich nun hier wie immer die Ångströmsche

Beobachtungsweise mit 7 Einstellungen, von denen die 3 letzten eine

Wiederholung in umgekehrter Ordnung der 3 ersten sind — um Dekli-

nationsvariationen möglichst zu eliminieren — , angewandt habe, so muss
der vierten Variationsablesung das doppelte Gewicht beigelegt werden,

wie ja dies auch dadurch motiviert ist, dass die entsprechende Theodo-

liteinstellung bei Berechnung des Ablenkungswinkels doppelt verwendet

wird. Die unten neben dem grössten Ablenkungswinkel gegebenen Va-

riationsablesungen stimmen darum mit den zuvor, bei Herleitung des

Temperaturkoefficienten, angeführten nicht ganz überein.

Der Theodolit besitzt zur genauen Einstellung der Nadel, senk-

recht zur Schiene, bezw. parallel derselben, keine Vorrichtung; dagegen

kann man, da Nadel und Fernrohr fest verbunden, aber beweglich im

Verhältniss zum Limbus sind, die Nadel um genau 90" drehen, und dies

ist auch hinreichend, wenn nur nicht die Abweichung i- vom Parallelis-

raus so gross ist, dass man nicht Grössen von der Ordnung sin^ t in

den Korrektionsgliedern vernachlässigen kann, denn ist dies erlaubt, so
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wird man nur ^ cos f statt k bestimmen'); es ist aber eben die erstere

Grösse, welche man dann benutzen muss. Die Ablenkungen nach La-

MONTS Methode geschahen in den Abständen e =-. 37.484 und E= 72.476;

da die Nadel die Länge /' = 1.5 cm hat, ist also

log Q = log ,,^(l-r;- 7 + 3
/'S

1+7^
.1 9.953875

wo 7] das Verhältniss e : E bezeichnet. Ausserdem habe ich noch k aus

den Ablenkungen in der ersten Hauptlage allein in folgender Weise be-

stimmt. Da die Nadel klein ist, kann man zunächt in den höheren Glie-

dern deren Länge vernachlässigen; ferner ist es auch erlaubt in diesen

einen angenäherten Wert der Poldistanz des Magnets einzuführen; ich

setze nach Kohlrausch:

6 2
'

wo X die halbe Poldistanz, / die Länge des Magnets bezeichnet; und der

Restterm i?^, d. h. die Summe der Glieder mit Ausnahme der zwei er-

sten, würde sein:

R. 1 + 2

Von den dabei vernachlässigten Gliedern hat aber eins eine be-

merkbare Grösse, nämlich:

15 M,MJ __
e'

' MM' ~
t?K'

wird diese hinzugefügt, so bekommt man:

R. .(i-a-L(i+.^+ 15
2 l'-im

der entsprechende Restterm für den grössern Abstand entsteht durch

Vertauschung von e mit E. Die Grundgleichungen sind somit:

1) Vergl. C. BORGEN: Theorie der Lamontscheu Instrumente zur Beobachtung

der Variationen des Erdmagnetismus, etc Ann. d. Hvdr. und marit. Meteor. XIII

(1885).
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durch Elimination erhält man

e' sni \^i — /y sin i^ ^

imd dabei ist in iinserm Falle:

log [//(1 + Re->1{\ + Ä,))] = 9.004868 .

Es mag hier eine die Lamontsche Methode betreffende kleine Be-

merkung eingeschaltet werden. Die Summe der Glieder vierter und hö-

herer Ordnung ist bei der ersten Hauptlage

-^(i-^;r-(i-F2^;+3j;)=o.ooo5i,

und dementsprechend erhält man für die zweite Hauptlage

„-=(i+^:)-i(x_ä^:+!|^^;)_ 0.00025,
^ e ' ^ 2 e" 8 e '

dagegen werden die Reste für den grössern Abstand verschwindend

klein. Setzt man nun aber a und a' der ersten, bezw. dritten der La-

montschen Grundgleichungen an und macht die weitere Rechnung durch,

so findet man, dass am Schlüsse zur Grösse Q nur die Korrektion

_ /y'(3a -|- 4rT') hinzukommen würde; dies verschwindet aber ganz, in-

folge des Faktors /y'. Von wesentlicher Wichtigkeit ist es dagegen, dass

die grössere Distanz so gross gewählt wird, dass die zu ihr gehörigen

Korrektionsglieder verschwinden; dies führt aber andererseits den Übel-

stand mit sich, dass die Winkel )/' und i//, welche in der Schlussformel

log k = log Ü -\- log sin y — log [3 sin V + 8 sin i/'' — ry'(3 sin y^- -|- 8 sin y')]

von hervorragender Bedeutung sind, zu klein werden, um mit genügen-
der Sicherheit bestimmt werden zu können.
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Die Bestimmungen von y und ^i am 19 Sept. sind mit den Be-

stimmungen von (f'
und i/'' am 26 Sept. zusammengestellt; log k ist

nach der Lamontschen Methode berechnet, log k' aus den Ablenkungen

in der ersten Hauptlage allein.

Tafel der Bestimmung von log k.

Stunde
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Da ich bei diesem Resultat nicht stehen bleiben wollte, habe ich

noch eine Methode hinzugezogen, indem ich Ablenkungen in der ersten

Hauptlage auch an allen zwischenliegenden Abständen vornahm, um so

durch die Methode der kleinsten Quadrate eine direkte Bestimmung der

Glieder der Reihenentwickelung zu erhalten. Da aber Glieder mit nie-

driger Potenz als e~* mit zu kleinen Koefficienten multipliciert werden,

um genügend bestimmt werden zu können, habe ich es vorgezogen, für

diese doch die oben besprochene Berechnung mit dem angenäherten

Werte der Poldistanz vorzunehmen und als Korrektion anzubringen.

Ferner setze ich:

/.- 1
= y

e\ sin «/;,

und erhalte zur Bestimmung von >/ acht Gleichungen von der Form ;

e't sin (f„ . ?/ = d\, -j- i^ + 1.

mit den Definitionsgleichungen:

en sin (fn

i -• ~ '(5^n = l + ^«

~^) '^- +%1 + %1^ ' '-6-2-T2"

Die Normalgleichungen sind folglieh:

ei sin
(f^

1-^1 — (1 -t-2-^-1-3-) , ;i = ^ . - = ^^^cm .

y^e^ sin" ip = 2e^ sin q .d' -\- pJ^e sin q -f q

ylEe sin q = >-'- + ^;^ + r/^-
,

ê (^ ö

.^sin q ^ ^
, NT 1

, V 1

e e e e

V sin q

Ich verstehe den Einwand nicht, den Lamont gegen diese Me-

thode erhebt '). Je mehr Punkte man hinzuzieht, um so genauer muss

1) Siehe Lamont: Handbuch des Erdmagnetismus, Seite 24:6.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 4
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ja die Bestimmung werden; das Beispiel von der Parabel mit grossen

Dimensionen trifft ja gar nicht zu, da von einer Extrapolation nicht die

Rede ist.

Bestimmung von log k durch Ablenkungen an 8 Abständen.

Dat.
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Eine Tafel der früher angewandten, und der mit diesen Werten

von _v, p und q berechneten (V möge noch hier angeführt werden:

Index
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Fehler umgekehrt proportional angesetzt werden, dürfte bei dieser Lage

der Sache nicht viel zu bedeuten haben; auch schien mir dies speciell

darum nicht ratsam, weil eben die mit der kleinsten Anzahl Messungen

erhaltene und von der letzten am meisten abweichende Bestimmung da-

bei das grösste Gewicht bekommen würde. Dem letzten Werte aber

möchte ich in Folge seiner Entstehungsweise eine etwas hervorragende

Bedeutung beimessen; ich habe daher zuletzt den freilich etwas willkür-

lichen Entschluss gefasst, ein Mittel so zu bilden, dass ich diesem Werte

das Gewicht 2, den beiden erstem das Gewicht 1 zuteile und bekomme

dann log k = 0.046246 . Mit diesem Werte für log k und dem früher ge-

fundenen für lojj- K erhält man:^ö

log TT y —j— = 9.fj

log 77 y

99965.S

e^ K1-^ = 4.37391.5 .

2 k

Die vollständige Formel für Intensitätsbestimmungen wird dann sein:

log ^= 9.999653 - (log T+~ Mod.xH - SS.9{t - 15) -|-

-j- 22.8 (n' — n — 0.8) -|- 10
//j (log sin q -f Mod. y. H . sin if -\-

+ 92.4(f - 15) + 45. .5(«' — n + O.ö))
,

wo die in Zahlen ausgedrückten Korrektionsglieder in Einheiten der

sechsten Decimalstelle angesetzt sind; /; bezeichnet hier die Abweichung

des Magnets in Minuten bei oôO" Drehung des Suspensionsfadens, natür-

lich vorausgesetzt, dass dieser hinreichend fein ist. Was nun die Induk-

tionskorrektion bei Ablenkungen anbetrifft, so kann sie immer in die

Konstante eingerückt werden, wie auch die Intensität und das magne-

tische Moment eich ändern mögen ; dies kann auch bei einem ständigen

Observatorium, wenigstens für lange Zeit, mit der Induktionskorrektion

bei Schwingungen geschehen, zumal da ihre Veränderungen doch jeden-

falls klein sind im Vergleich zu den unvermeidlichen Unsicherheiten der

Konstantenbestimmung; ferner .kann man, so lange die Bestimmungen

an demselben Pfeiler geschehen, dasselbe auch mit den Korrektionen der

Variationsablesungen tun, so dass man einfacher erhält:
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log H = 9.1)99236 — (log T— 38.9Cf - 15) + 22.8(n' — n) + 10/;) -

— - (log sin (/ + 92.4 (? _ 15) + 4.5.5 («' - n)) .

Für das magnetische Moment erhält man in. gleicher Weise, wenn log T
und log sin q .schon nach der letzten Gleichung korrigiert vorausge-

setzt Verden:

log M = 4.373846 + - log sin qj — log T .

Die Bestimmung von k nach der letzten Methode ermöglicht über-

dies eine Reduktion der Hauptkonstante zu einer der übrigen angewandten

Abstände, wodurch eine Kontrole der Unveränderlichkeit von k mit der

Zeit erhalten wird, wie die.s aus der Zulässigkeit, wenigstens in theore-

tischer Hinsicht, der zweiten Bestimmungsweise folgt. Bezeichnet man
die fraglichen Konstanten mit C, und C„, so ist:

C. = C, + 1 log -"l^-^:^ + \ Mod . y.H (sin y- - sin (/.„) +
2 sin (/), 2

+ 0.000022.8(/^ - i))(sin if^ — sin y„) .

Als der vorteilhafteste Abstand in dieser Hinsicht dürfte der mit

Index 3 bezeichnete sein, bei dem der Ablenkungswinkel auf etwas we-

niger als die Hälfte abgenommen hat, dabei aber noch gross genug ist,

um mit Sicherheit gemessen werden zu können. Durch Einsetzung be-

züglicher Zahlenwerte erhält man C^ = 9.886407.

Fasst man die Bestimmungen der Schwingungsdauer am 15 Sept.

mit der Bestimmung von (f^
am 17 Sept. zusammen, so erhält man für

diesen Zeitpunkt:

H,,, = 0.16190
,

log M = 3.379295 .

Eine andere Intensitätsbestimmung wurde am 14 und 15 Januar

1890 vorgenommen; dabei waren

Jan. 14 100 T = 779.498 ; t = V.O
;

(«'-«),, = 155.2 ; r/ = 3.2

Jan. 15 ,[ ^ 38''41'20"
; t = 0".25

;
(n' - n\, = 161.3

,
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und daraus berechnen sich:

H,,, = 0.16188

log M = 3.378875 .

5. Vergleichung mit den Ergebnissen anderer Beobachter.

Es erübrigt eine Vergleichung zwischen den Werten der Horizontalin-

tensität nach der hier beschriebenen und den zuvor in Upsala ausge-

führten Konstantenbestimmungen vorzunehmen, was im Beginn des Juni

(1890) geschah. Vorerst möge aber eine bei dieser Gelegenheit ge-

machte Bestimmung der Empfindlichkeitskonstante des Horizontalvario-

meters nach der von Borgen in der oben citierten Abhandlung darge-

stellten Methode angeführt werden; sie ergab als Resultat, in Einheiten

der fünften Decimalstelle:

SH = 1.96(?/' — n) + 0.08n'

= 2.04(?/ — n) + O.mn
,

somit, wenn man von dem bei massigen Deklinationsäuderungen zu ver-

nachlässigenden letzten Korrektionsgliede absieht, bis auf eine Einheit

der letzten Decimalstelle die alte Konstante. Die am Anfang dieser Ab-

handlung vorgenommene Abänderung der Empfindlichkeitskonstante dürfte

mithin nicht berechtigt gewesen sein; wie man findet, habe ich aber bei

der Konstantenbestimmung die Reihenfolge der bezüglichen Beobachtun-

gen immerfort geändert, so dass durch die zu kleine Empfindlichkeits-

konstaute wohl kaum eine bemerkbare Änderung des Endresultats ent-

standen sein kann.

Zunächst machte ich nun Bestimmungen mit den beiden Magneten

des oben erwähnten Eugenieapparats im Abstände 0.07 engl. Fuss; die

bezüglichen Konstanten sind von Ångström bestimmt worden ').

Es ergab sich:

Am 1 Juni 10''44"
(fj
= 35M7'0" , t = ir.9 , n - n = 141.4 Magnet ^^3

» » » 11"40™ (^' = 31°37'18", ^= 12°05, n'-?i := 143.0 » B,

» » » 12''57'" 100 T = 476^44 , t = 12°.05 ,n' — n= 145.8
,

rj = 34'.0 y> B,

y> 2 » 12"2"' 100T=470^60 . < = 12°.7
,

71' — h = 140.2
,

/y = 31 '.8 » B,

1) Vergl. A. .1. Ångström: Voyage autour du monde sur la frégate suédoise

L'Eugénie. Observations scientifique publiées par l'Ac. roy. des sciences à Stockholm

1858—1874. III. Physique; und: G. Lundquist: Bidrag till kännedomen af den jord-

magnetiska intensiteten och inkhnationen i mellersta och södra Sverige. Svenska Vet.

Akademiens Haudl. Bd. 9 N:o 10 (1871).
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worauö ^,50 = 0.16284 mit Magnet B^ ; /f,^^ = 0.16233 mit Magnet R^.

Ferner ergaben die Messungen mit dem hier oben angewandten Magnet:

Am 3 Juni IPIS™ 100 7'= 780^92 , t = ll.V) , n' - n = 134.4 , /y = 3. 5

» » » 12"42"
(f^ = 38°31'15"

, t = 13U.5 , n' - n = 139.7
,

woraus ^,-„ = 0.16221 , log üf = 3.378.331. Am folgenden Tage machte

ich noch Ablenkungsbeobachtungen in den beiden oben erwähnten Ab-
ständen, wobei:

Am 4 Juni 12''39'"v, = SS-Sl'O" , t = 13".1.5
, 7i' — n = 139.0

» » » 13"10™(/'3 = n%'0" , t = 13".45 , n - « = 144.7 .

Kombiniert man diese Ablenkungen mit dem Werte der Schwingungs-
dauer des vorigen Tags, so erhält man für Abstand 1 //,,,„ = 0.16223; für

Abstand 3 //^p = 0.16221. Die seit Januar eingetretene Änderung des

Nullpunkts des Variometers rührt davon her, dass in der Zwischenzeit

der Faden des Deklinationsvariometers unbekannterweise abgerissen war
und mit einem neuen ersetzt werden musste, welcher vorerst zwei Wo-
chen lang mit Torsionsbelastung stehen blieb.

Somit erhält man:

nach den Angströmschen Konstantenbestimmungen mit dem Euge-
nieapparate: i:^ = 0.16233.5;

nach meinen Koustanteiibestimmungen mit dem grossen Lamont-
schen Theodolit und Magnet N:o 1: //ijo = 0.16221.7;

Differenz: i/l„gstrôm — ^Solander = 0.00011.8 .

Schliesslich hatte Herr Prof. Thalén die Güte auf mein Ersuchen

mit dem von ihm vorzugsweise benutzten Magnet und dem grossen La-

montschen Theodolit eine Reihe Messungen auszuführen; die zur Berech-

nung nötigen Data finden sich in seinem früher citierten Werke: »Jord-

magnetiska bestämningar i Sverige under åren 1869—1871». Die Beo-

bachtungen ergaben im Mittel:

Am 6 Juni, a.m. (^ = 25<'43'0"
, t = 15^03 , n ~ n = 126.2

,

» » » » 100^=482^732 , t= 15".7.5
, n -n= 139.3

,

» » » p.m. 100T= 482^288 , i = 15''.25
, n' — ?i = 151.4

,

ferner ist die Torsionskorrektion des Schwingungslogarithmus 0.000100;

und somit bekommt man aus den Vormittagsbeobachtungen H^^,^ = 0.16281
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und aus den Schwingungsbeobachtungen Nachmittags mit den Ablenkun-

gen Vormittags /7,g^, = 0.16283. Die früher in den Jahren 1869 und

1870 ermittelte Differenz zwischen den Angaben des Eugenieapparats

und des von Prof. Thalén benutzten Magnets war 0.00030; sie scheint

sich somit mit der Zeit um ein weniges vermehrt zu haben.

Zwischen Herr Prof. Thaléns Konstantenbestimmungen und den

meinigen wird nach dem obigen die Differenz :

"Thalén — -nSolander = 0. 00060 ü .

Bei den Berechnungen ist der Gang des Kronometers nicht be-

rücksichtigt, wodurch die Differenzen natürlich nicht beeinflusst werden;

nach späterer Bestimmung, im Mitte des Juni, betrug derselbe — 2".

2

pro 24 Stunden.

Welchen Bestimmungen man den Vorzug geben soll, muss natür-

lich unentschieden bleiben; die vorliegende Abhandlung dürfte im Gegen-

teil zu voller Evidenz beweisen, dass man den wahren Wert der Hori-

zontalintensität mit Ablenkungs- und Schwingungs-beobachtungen bis auf

wenige — oder gar eine! — Einheiten der fünften Decimalstelle gar

nicht zu ermitteln vermag. Relative Werte mit einer als bekannt voraus-

gesetzten Hauptkonstante kann man dagegen mit der obengenannten Ge-

nauigkeitsgrenze leicht bekommen; um dabei aber die Angaben verschie-

dener Länder und Observatorien unter sich in Übereinstimmung zu brin-

gen, erscheint es durchaus geboten, direkte Vergleichsbeobachtungen mit

einem und demselben Apparate zu machen. Dies wäre speciell darum

sehr wünschenswert, weil die Berechnung der Gaussschen Konstanten in

der Reihenentwickelung für das magnetische Potential der Erde sonst

mit für grössere Gebiete konstanten Fehlern behaftet wird.ö'

Nachtrag. Nachdem das obige geschrieben war, hat mir Herr D:r

van Rijckevorsel einem Separatabzug seines Aufsatzes: »An Attempt to

compare the instruments for absolute magnetic measurements at different

observatories» gefälligst zugesandt. Derselbe enthält eine sehr minutiöse

Vergleichung der Bestimmungen aller drei erdmagnetischen Elemente an

den Observatorien zu Kew, Parc S:t Maur, Wilhelmshaven und Utrecht,

wobei sich, wie zu erwarten war, ziemlich beträchtliche Unterschiede der

bezüglichen Werte der Horizontalintensität herausstellten. Binnen kurzem

hoffe ich eine etwas umfassendere Vergleichung der Bestimmungen der

Horizontalintensität an verschiedenen Observatorien vornehmen zu können.
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-L/ans ce mémoire je me propose, cii partant de la périodicité double,

d'exposer les propriétés principales de la fonction elliptique générale du

«econd ordre et, en particulier, les propriétés algébriques du polynôme

du quatrième ou du troisième degré, qui se trouve dans l'équation dif-

férentielle de cette fonction ').

§ 1-

INTRODUCTION.

Si Ton désigne par w, a/ deux quantités différentes de zéro, qui

jouissent de la propriété, que la partie réelle du quotient —, ne s'annule

pas, ce qu'on exprime par les inégalités

(1) \io\>i) ,|c'/|>0 , /?(^)^0 ,

la fonction a{u) de M. Weierstrass est définie par l'équation

(2) a{u) = u\\[l-")
in ''

e

u 1 ï»-

1

1) Les travaux sur ce sujet, (juc j'ai consultés, sont:

Bkiot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques. Paris liS75.

G. Mittag-Leffi.er, En metod att Uoninia i analytisk besittning af de oilii)-

tiska funktionerna. Helsingfors 1S7().

H. A. Schwarz, Formeln und Leiirsät/.e zum Gebrauche der elliptisclun l<"nnc-

tionen. Göttingen 1881.

A. Donner, Om uttrycken tor entydiga elliptiska ftmktioncr Helsingfors 1879.

G. H. Halphen, Traité des fonctions cliii>ti(jues et de ieiu-s applications. Paris

1886, 1888.
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où w = 2jU(ü -)- 2,u'cy' , et où /<
,

//' sont ('gaiix successivement à tous les-

nombres entiers, excepté que a . u ne soient nuls simultanément. Par

une transformation connue ou déduit de l'équation (2) la formule

(3) a{u) = — sin— e ||
2cü „^,

sin ^ (2/i(') — -M).sin-~(2??f« +zi) ^i^VâT;,/
2w 2tÜ sin=——

3T
sur

Les conditions (1) et l'équation (2) restant invariables en permu-

tant u) et a/, il est évidemment permis de permuter ces deux quantités

dans le second membre de l'équation (3), et par suite on en obtiendra

la formule

(4)ö(u)=—sm—-,e fl
71 Ii V)

sin ^7 (2h(o— Î«) . sm -^—, (2?7(o-|-u) ~ ^nw
2(0 2 OJ sin-

e

\>vi
'

sm271 nu)
7

(O

(5)

En posant

n'
'/ =

2w

1 rt=i&

„^j . 2,-Tnco

(.0

>i
= + 1

"=' sin'
71 n w

10

les quantités ij , \{ seront finies d'après les inégalités (1), et en appli-

quant ces deux formules aux équations (3) et (4), nous en tirerons

(6) o(iC) = e

et

YH, 2cy
sin - Il

71 2(0

sin -— (2«(u' — m) . sin -— (2 no/ 4- u)
2(0^ ^

2(;j ^ ^

11 = 1 sm 2 rr?i(y

(7) a(^) = .

sin -^, (2 n (o - «0 . sin -^ (2 n(ü + «0
2 (,/ 2 to . 71 U f, 2 (Ü 2 CO

71 ;(o
sm2 71 71 U)

7W

Remplaçons u par ?< -f 2(w dans l'équation (6) et par ?< -f 2(o' dan&

l'équation (7), nous en obtiendrons les formules

(8) o(u + 2(y) = — e^''("+'"^a(u)
,
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(9) a (a
-I-

2iu') = _ e'''''(-"+"'')n{t()
,

et en taisant u = w' — o dans l'équation (8) et u = v> — vj' dans l'cqua-

tion (9), nous aurons

(10) cr(w + (-/) = — e-''"'a(io' _ vi)

et

(11) o{v) + V)') = t'-'/"'fT(w — w')
;

de ces équations on déduit par division

(12) e5(,,,./-,/,.,)^ __ 1 _

et, par suite, on aura

(13) 1jW — 7y w = inm
2^ '

-en désignant par m un nombre entier impair. En remplaçant u par

n -[- 2 L'i dans l'équation (8) et en y appliquant l'équation (9), nous ob-

tiendrons

(14) 0{U -f 2('J -}- 2w') = e2('/ + '/)"+ -"/»' + 2;;W + 2;/<./f,(îj)

ou, d'après l'équation (13), m étant un nombre impair,

(15) o{ii + 2(r* + 2w') = - e-(''+'^'^("+''^+"'^ö(H) .

En définissant deux quantités w", /y" au moyen des formules

(16) ('/' = (') + (')'
, //' = /; + li ,

l'équation (15) peut s'écrire

(17) a{u + 2w") = - e'''"("+"")öOO .

Par differentiation logarithmique ou obtiendra des formules (8),

(9), (17)

^ -^ (T(it + 2(») a(îO
"^"

'
'

/iq^ "'("+ 2 a/) _ a'(w) ^ ,

^ ^
<^r:f.Ta7y

-
^) +^' '
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r-->m
a'{u + 2io") a'(;i)

, 9,,"

ö((i + 2 Cl» ) o(a)

et par les substitutions u = — in
, « = — w' , ;t = — co on tire de ces

trois formules, en observant que —V_^ est une fonction impaire de u ,

/on „_"'H ,/ _ '^'('"') /'_ö>")
a(io) fT(w

)
o(w

)

D'après cela nous déterminerons le nombre entier »i, qui entre

dans l'équation (13). Par differentiation logarithmique nous obtiendrons

de l'équation (6)

,-,„s o'(u) ri II n .nu
(22) —^^ = cot

^
a{u) w ^ 2(1) . 2 M

-J ^— 2i < — cot ~— (2 /at/ — it) -|- cot —— (2 nio + ^Oj ;

2u) „^, i 2('j 2 ty
)

en faisant 11 = u/ dans cette formule, on déduit d'après les équations (21)

(23) *; = J
! cot

I

w ' 2ii) 2 10

+ hm 2. -cot(2?i— 1)- ^eot(2»+ 1) -—
2a; s=» „=j (

2 w 2 o

ou, après quelques réductions,

(24) V = -^ +^ lim cot (2. + 1) 4^ .

Supposons désormais que les deux quantités i» ,
10' satisfassent à

l'inégalité

(25) fiK)>0,

nous obtiendrons de l'équation (24)

(26) 'il" — ij <'^ = ^- .

formule qui montre, que le nombre m est égal à 1. En introduisant dans

l'équation (26) les valeurs des quantités // , //, données par les équa-

tions (5), et en y faisant

(27) X = (. ,

IUI



Déduction des propriétés principales de la fonction etc. 5

on en obtiendra

(08) , (' + Y^^- .)

+
' n + "f--i_\ - i

,

\ P /

ce qui démontre la proposition suivante:

Si Von désigne par p une quantité, dont la partie réelle est jmsitive,

on aura

"=" 1 , i"v" 1 1 1/ ,
n

Q

Pour (j = 1 on en drduit la formule

De l'équation (2) on tire par differentiation logarithmique

(30) •iM = i + v.(^^-+i + ^),

et pour la fonction ;'(«), qui est définie par l'égalité

d u n{n)

on en obtiendra l'expression suivante

(32) ^ 00 = i-+T'r ^-1-^.-1)

.

?r „ \ (h — lu) w '

Des équations (18), (19), (20) on déduit par differentiation

(33) /;(m + 2w) = pilé)
,
p{u + 2w'} = ^(m)

, p(;< + 2aj") = p{u) .

En différentiant de nouveau nous obtiendrons des équations (32)

et (33)

(34) ^/(u) = -2Z-^^,^
„ (m — ji-y

ef

(35) j/(m -\-2uj) = p\u)
, pXu + 2(o') = ^/(/O ,

//(n + 2w") = j/(w) .
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En faisant ii = — lu , u = — lo , u == — m" dans ces trois formu-

les, on en obtiendra, ^:»'(m) étant nne fonction impaire de ?<,

(36) p'(w) = , //((//) = , ;/((//') = .

Des équations (2), (32), (34) on tire

(37) lim "!**) = 1 , liin u-p(u) = 1 , lim u'pX'i) = — 2 .

u = tl 11^0 u =

Dans ce qui va suivre nous nous servirons d'une fonction ^(w),

définie par l'équation

(38) 9(") = ^'00V(") ;

appliquons à cette formule l'équation (31), nous en obtiendrons

(39) q(u) = ö'(»)' - <a)a"(H)
,

formule qui montre, que la fonction q(u) est une fonction entière de la

variable u.

Au moyen de la fonction nÇu) on peut former toute fonction

elliptique d'après le théorème suivant, que nous supposons connu:

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une fonction

elliptique aux périodes 2a> ,
2io', qui a des zéros et des infinis donnés, sont

1) que les zéros soient incongrus aux infinis,

2) que le nombre des zéros et le nombre des infinis dans un j^araWeYo-

granivie des périodes soient finis,

3) que le nombre des zéros dans un parallélogramme des périodes soit

égal au nombre des infinis,

4) qu'en désignant les zéros par u, , Uj, , . . u, et les infinis par Vj
,

v„ , . . Vr , on ait

2 M^ — 2 ^;. = 2^' tu + 2Â:'a '

,

k, k' étant des nombres entiers réels,

et toute fonction elliptique f/'(u) ayant les périodes 2(ü, 2 a)' et admettant des

zéros et des infinis, qui satisfont à ces conditions, est donnée par la formule

„(„) = c,c^t,+2i',/)/jj'-oO^^^
^

OU c est une constante arbitraire.



Déduction des propriétés principalks de la fonction etc. 7

En choisissant les zéros et les infinis de la fonction </(«) de la

manière que

(40) Z"";.-Z'r, = ,

ce qui est toujours possible, eu ajoutant ù ces quantités des multiples

des périodes, on aura évidemment

(41) /; =. ,
/.' = U

,

et par suite on obtiendra dans ce cas pour hi fonction (f'{u) l'expression

suivante:

(42) voo-cn "^''-"'^
•

Désignons par v une constante, qui n'est pas une somme de mul-

tiples des périodes 2w, 2u)\ la quantité />(y) est évidemment finie, et

l'expression

sera une fonction elliptique du second ordre admettant les zéros v, — v

et l'infini double 0; appliquons la formule (42) à cette fonction, nous aurons

(43) p{ii) - p(v) = C .
—^

i ,

En multipliant les deux membres de cette équation par u^, nous

en obtiendrons pour ït =

(44) C=_ 1
,

a{v)-

et par suite nous déduirons de l'équation (43)

.... ,. y. a(-u -\-v)g(u — v)
(45) iKn) -P(v) = 4^_^__^^ ,

d'où l'on tire, en y appliquant l'équation (38),

(46) o {u -\-v)o{u — v) = —G {uf {o [vYp (u) — q(v)}
,

formule, qui subsiste évidemment pour toutes les valeurs de v.
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La fonction p'(m) est une fonction elliptique du troisième ordre

ayant les zéros uj ,
w , — o" et l'infini triple 0; en appliquant la for-

mule (42) à cette fonction, on aura donc

(47) p'(jii) _c ^('^- ^) "C'< - "^') <^C" + ^")

Multiplions les deux membres de cette équation par m^, nous en

obtiendrons pour ?< =

(48) C = - , ,Vr-^ '

et par suite on tire de l'équation (47)

, , , ^ _ 2ff(» -(o)a( // — t»>(» + (»j")

^ -^ ^^ ^
a(w)a(w')ö(w")a(M)^

En remplaçant m par — u, on en obtiendra

.„V,,^ _ 2<» + v})o (ii + (/jXm - gj ")
,

des équations (49) et (50) on tire par multiplication et en y appliquant

la formule (45)

(51) p'i^u; = 4(p(«) -P('»)) {iKn) -p(o>')) {pOO - pii,/')) .

Par introduction des notations

(52) e, = p(w) , e, = y<i-/') , e, = ;<w')

et

(53) .(/,
= 4 (e^ + e,-\- e^) , r/^ = - 4 (e', e, + (', (^3 + e, e,)

, g, =4:e,e^ e,

l'équation (51) peut être mise sous la forme

(54) pXuy = 4(K") - e,) (2<«) - e,) (p(«) - .3)

ou

(55) p'iuY = åp{uy - g, piiCf - g,p{u) - g, .

La fonction u^pQC)^ étant finie pour ti = 0, peut Être développée

en série ordonnée suivant les puissances croissantes de m, et par suite

nous aurons dans les environs de u = une égalité de la forme

(56) u^p{u) = /1„ + A^ u -f A^ v^ + ^Ig u^ -\- . . . .

1
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D'après l'équation (32) on a

(57) lim Un) - 4) = ;

par conséquent on aura, 2j{a) étant une fonction paire de »,

(58) A, = i , A.^ = , A,„+, = pour n^.O
,

et de l'équation (56) on tire

(59) p(u)^l, + Ay- + A,u'+. . . .

Introduisons cette expression de la fonction j;(m) dans l'équation

(55) et égalons les coefficients de u" , u~^ , u~'^ dans les deux membres
de l'égalité ainsi obtenue, nous en tirerons

(60) ,,=o,4=t,.J.=f ,

et des équations (53) et (55) nous déduirons

(61) e^+e,+e, = ,

(62) i/("J^ = 4M")'-.'/.K")-^3 •

Par differentiation on tire de l'équation (62)

(63) y/'(^0 = 6X«)^-|

et, en diflférentiant de nouveau,

(64) ;/"(«)= l^iK'O /''(«) •

En mettant l'équation (56) sons la forme

(65) p{i,) = "z A.v!'-'
,

nous eu obtiendrons, en différentiant deux fois,

(66) p'\a) = "Z [h-2)[h-?,)A,a"-' .

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 2
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De l'équation (56) on tire

(67) p(uf = T B,v'-'
,

Oil les coefficients Bf, sont donnés par la formule

(68) B,JZA,.A,,,.,
1=0

et les équations (63), (66), (67) donnent

(69) 'Y{h - 2) {h - 3) A,
u'-' = 6 "lB,u"-* -^

En égalant les coefficients de it.'''* des deux membres de cette

équation, nous en obtiendrons pour /< > 5

(70) {h-2)(h-:\)A, = 6B,

ou, d'après l'équation (68),

(71) (h _ 2) (A - 3) A, = 6 'i'a,. ^,_, ;

,•=0

pour /i ^ 8 cette formule peut s'écrire

(72) (/i + 1)(A - 6)/l, = 6 "i\4,.A li—r

Les coefficients A^, Ag étant donnés par les équations (60), on

peut calculer A^ ^ A^^ , A^^ , . . . . au moj^en de la formule (72). Pour

A = 8, 10, 12 on en déduit

/-7^> A _ ff^ A _ Alllh^ A — ^*
I(^<o; ^8 — ——— , ^10 - , ^,2 — ir<,nnn ^

1200 ' ^" ~ 6160 ' " 156000
"^ 10192 '

et de l'équation (59) on obtiendra

(74) ,(„)=_^ + |„. + |„. + ^..« + |^„. + ...

Des formules (60) et (72) on peut conclure, que les coefficients

A^ sont des fonctions entières à coefficients rationnels des quantités g^
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et ^3. On peut aussi exprimer les coefficients A,, au moyen des périodes

2 a» et 2 eu'. En effet, de l'équation (32) on tire

(75) ^^^")=^ + f^
i^^-^

ou, en développant en série,

(76) p(to = i^ + 2ur", + 3u^r-^ + 4"^r^-f • •

et des équations (56) et (76) on obtiendra pour A > 3

(77)

(78)

Pour /i = 4 et /t = 6 on déduit des équations (60) et (77)

^, = 6orA ,i/3 = i4orA •

10

Les coefficients A,, étant des fonctions entières à coefficients ra-

tionnels des quantités g-2 et (/3, on conclura des équations (77) et (78),

que toutes les séries

où /t > 3 , sont des fonctions entières à coefficients rationnels des deux

séries

y/ 1 y' ^

(79)

On trouvera par exemple, que

yi' 1 3 /y' ^ V y' ^ '' y •'• y '

w

25 (^. 11 _ 18
fy'

IV, 25 /y, IV
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Par là la proposition suivante est démontrée:

Si l'on désigne par lo et lo' ihux quantité'^ différentes de zéro, dont

le quotient n'est pas réel, et par li un nombre entier, la série

V ^__

sera pour h > 3 une fonction entière à coefficients rationnels des deux séries

y' 1 y' i

§2.

SUR LA FONCTION ELLIPTIQUE GÉNÉRALE DU SECOND ORDRE.

Soit ip{u) une fonction elliptique quelconque du second ordre, et

désignons par 7«^, U2 les zéros et par î', , r.j les infinis de la fonction

(f{u); supposons en outre, que l'on ait

(80) «1 + u.j = i\ + V.,
,

il s'ensuit par application des équations (40) et (42), qu'on peut mettre

(f{u) sous la forme

ce qui démontre ce théorème.

Théorème I. Soit q{n) une fonction elliptique du second ordre ayant

les périodes 2a>, 2co' et admettant les zéros u, , Uj et les infinis Vj , l'j, et

supposons^ que

M, + U.i = l\ + V.,
,

la fonction q{\\) peut être mise sous la forme

cf{u) = C .

<"-".)<"-".)
^

a(M — v^)o(u — V2)

en désignant par G une constante; et inversement cette expression sera une

fonction elliptique du second ordre, pourvu que la condition susdite soit rem-

plie et que les quantités n^ , Ug soient incongrues aux quantités Vj , Vg .
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En remplaçant u par i\ + v^ — u dans l'équation (81), on en déduira

(82) q(t\ + V, - a) = C . -) ?f-)
?-

,

et des équations (81) et (82) on tire

(83) (fiv, + r, - u) = ./(«) .

Théorème II. En désignant par (f(v\) une fonction elliptique quelconque

du second ordre ayant les infinis Vj , v^, on aura

(f{v, J^v, — u) = (f(u) .

Dans le cas, où (/(») a l'infini double w, , cette formule peut s'écrire

(84) cf(2v,-a)^,f(u) .

Soit maintenant P un parallélogramme des périodes quelconque,

et désignons par v^ et Ug l^s infinis de f/>(«)? situés dans le pai-allélo-

gramrne P. Distinguons les deux cas suivants.

1) Si la fonction (f{u) a les deux infinis simples î'i, ü^, on peut,

d'après un théorème connu, mettre cette fonction sous la forme

(85) <^(») =^— + -^^+z(u) ,

u — i\ u — l'i

où .4 et B désignent des constantes finies différentes de zéro, et où

x{u) désigne une fonction, qui est finie dans le parallélogramme P; par

suite /(i/'i) et /(l'a) seront des quantités finies. En remplaçant u par

u, _j_ u^ — u dans l'équation (85) et en y appliquant la formule (83), nous

en obtiendrons

(86) (/(m) = - -^ iL_ + xdh + i'2 - ») ,

u — l'i u — V.2

et des équations (85) et (86) on tire par soustraction

(87) (A + B) (-^_ + _J—) = /Xv, + ih - u) - /(«) .

Le second membre de cette équation étant fini pour u = u, et

n = l'i, il faut, que

(88) .4 + 5 = ,
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et, par conséquent, on obtiendra de l'équation (85)

(89) (fill) = A (-i L_) + x{u) .

2) Si la fonction (f>{u) a l'infini double Uj, cette fonction peut se

mettre sous la forme

(90) ,.(„) = __^_ + _A__ +,(„).

où 4 et jB sont des constantes finies, et où A n'est pas nul; la fonction

X{u) étant finie dans le parallélogramme P, il s'ensuit, que xi^^i) ^st une

quantité finie. En remplaçant dans l'équation (90) 11 par 2vi — ?«, et en

y appliquant la formule (84), on en obtiendra

(9 1) <p{u) = ,
^

.,
^— + Xi2 1\ - u)

,

et par soustraction on tire des équations (90) et (91)

(92) _l^^x{2v,-u)-x{u) .

u — Vi

Le second membre de cette équation étant fini pour i* = Uj, il

faut, que

(93) B = ,

et par suite on obtiendra de l'équation (90)

(94) ip{u)=
-^

+/(») .

Des formules (89) et (94) résulte ce théorème.

Théorème III. Soit (f'{u) une fonction elliptique quelconque du second

ordre; si la fonction (/»(u) admet les deux infinis simples Vi , Vj dans un

parallélogramme P des périodes^ (fj(u) est de la forme

cfiu-) = A (-^ ^—) +xiu) ;
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mais si la fonction a L'' infini double Vj dans le 2)arallélogranime P, ip{\i) est

de la forme

(« — Vl)

dans les deux cas on désigne par A une constante, différente de zéro, et par

/(«) une fonction, qui est finie dans le parallélogramme P.

D'après le théorème I toute fonction elliptique (p{u} du second

ordre peut s'exprimer au moyen de la fonction oÇu); maintenant nous

démontrerons, qu'on peut exprimer </(«) au moyen de la fonction ^:'(u).

Remplaçons à cet effet u par ii — Ij-Hl—: et v par -^~^—- dans la for-

mule (46), nous en déduirons

(95) (7 (m Uy)0{u -- U2) =

formule, qui subsiste pour toutes les valeurs des quantités iii et u.r, de
même nous trouverons

(90) a(u — i-j) a(u — 1^2) =

-<"-H^l
I"

(-^)V {" -^) - »(^)|
Appliquons ces deux formules à l'équation (81), nous en obtien-

drons, d'après l'équation (80),

(97) ^^«) = C-
.(^i^)',(_^)_,(i^)'

ce qui démontre le théorème suivant.

Théorème 1 V. Soit (f\u) une fonction elliptique du second, ordre ayant

le^ périodes 2ty , 2 eu' et admettant les zéros u,, Uj et les infinis Vj, v», et

supposons que

«i + «2 = î'i -I- î'e ,
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la fonction ç{u) peut se mettre sous la forme

9)(«) = c

ou l'on désigne par G une constante.

D'après ce théorème la fonction elliptique générale du second

ordre (p(^u) peut se mettre sous la forme

ap{u-^J^) + ß

où a, /?, ;' ,
()' désignent des quantités constantes, et où aâ — ßy ne

s'annule pas, car autrement la fraction du second membre se réduirait

à une constante. Cette formule subsiste, quels que soient les infinis

Wi et l'j. En choisissant ces infinis ainsi, que le quotient -^ ne soit

pas une somme de multiples des périodes, ce qui est toujours possible,

la quantité o f
^ —

j
ne s'annulera i)as, et par suite le coeôicieut ;' ne

s'évanouira pas. Dans le cas, où la fonction (f(^u) admet un infini double

«1, on peut aussi mettre cette fonction sous une autre forme; en effet,

faisons î'a
= v, dans l'équation (97), nous en obtiendrons

(99) </'(«) = ^'i^M - wi) + /? ,

où a
, ß sont des quantités constantes, et où a ne s'annule pas.

Par là nous avons démontré ce théorème.

Théorème V. Soit (/(u) une fonction elliptique du second ordre ayant

les périodes 2co, 2w' et admettant les infinis v, , Vg, la fonction (f(p) peut

se mettre sous la forme
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en dèsiijnant par « , ß , j' , d des (juantitcs constantes, qui jouissent de la

propriété, que aâ — ßy ne s'évanouit pas; en choisissant les inßnis v,, v^ ainsi

que la quantité ~- ne soit pas une somme de multiples des périodes, le

coefficient y sera différent de zéro. Dans le cas^ oh (/(u) a l'infini doidUe

V,, 0« aura aussi

ou a
, ß sont des constantes, et oh c. ne s'annide 2)as.

Soient (piii) et i/'(«) deux fonctions elliptiques du second ordre

aux mêmes périodes 2cy, 2tü', et désignons par i\ , v^ les infinis de q){u)

et par i\' , i^' les infinis de i/X")- Supposons de plus, que l'on ait

(100) V, + (-2 = ?',' + V.,' .

En appliquant le théorème précédent aux fonctions q{u) et i/'(m),

nous en obtiendrons

Vi + i\

(101) (/^(u) =
'^p(«--^^^'-J + /^'

,p(._^^J^) + .y

et

(102) ./'(«)

î^i 4- î^a 1 , V'

2

où ((()' — ßy et a\y — ß'y' ne s'annulent pas. De l'égalité (100) on tire

(103) p(„_".+Ji) = ,(„_'i4:ü'),

et en éliminant cette quantité entre les équations (101), (102), nous en

obtiendrons

/104)
öip{:u)—ß ^ ()"i//(;<) — /j'

_

y(p(u) — f y'yj(ii) — r/'

en faisant

(105) C, = y'â - yà^'
, C, = ß'y - r/.V

, C, = mV _ ßy' , C, = a'ß -aß'
,

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 3
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l'équation (104) pent s'écrire

(106) CMii) ipiu) + C^in) + CMn) + ^3 = .

Des équations (105) on déduit "

(107) C„ C, - C, C, = («,V - /?;')(r/'r _ /?';/)
,

et, par suite, la quantité C„ C, — 6'i fa i^c s'annulera pas .

Par là nous avons démontré ce théorème.

Théorème VI. Soient «/'(u) et >f'(_ui deux fonctions elllptique.t du se-

cond ordre aux mêmes périodes, et supposons, que la somme des infinis soit

la même pour ces deux fonctions.^ il e.ciste entre elles une relation de la forme

c,(p{u)xp(u) ^- c.f/oo + c.iiiu) + c; = o
,

oll C„ , Cl , C2 , C3 sont des constantes, qui jouissent de la propriété, que

Co Cg — Cl C2 ne s'annule pas.

De ce théorème nous déduirons quelques corollaires. Soient (p{u)

et ip(u) deux fonctions elliptiques du second ordre aux mêmes périodes;

en supposant que la somme des zéros soit la même pour ces fonctions,

les expressions

1 1

(p{u) ' yj{u)

seront évidemment des fonctions elliptiques du second ordre, et pour

ces fonctions la somme des infinis sera la même. En appliquant à ces

fonctions le théorème précédent, nous obtiendrons une égalité de la forme

(108) . f° .

^

+4~ + ~~ + Cs = ,

où CgC^ — C1C2 ne s'évanouit pas. Remplaçons Co, Ci, C2 1 C^ par C'3 ,

Ci, Cl, Co, nous déduirons de l'équation (108)

(109) CoCf(u)yj(u) + C\q{u) + CM'') + C3 = ,

où la quantité C0C3 — Ci C2 est différente de zéro.

De là résulte le corollaire suivant.

Corollaire 1. Soient y(u) et (//(u) deux fonctions elliptiques du second

ordre aux mêmes périodes.^ et supposons, que la somme des zéros soit la même

pour ces deux fonctions, il existe entre elles une relation de la forme
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Coip(u)i{j(;u) -f Ci(p(u) + CiXpiii) -f C's = ,

oa Cq , Cl , Ca , C3 (lésiçjnent des constantes^ qui jouissent de ta propriété,

que CflCs — Cl Co ne s'annule pas.

En supposant que les fonctions ^j(w/) et ip{a) admettent les mêmes
infinis, nous aurons d'après le théorème VI

(110) Co (/<»,) ip{i^) + C, ./ («) + 6, ^(w.) + t', = ,

où C0C3 — Ci_Ci ne s'annule pas, d'où l'on tire, en divisant par (p{ii) ip{u)^

(111) Co + -^ + -^+ .^], ,
=0 •

,(/;(m) (/-(m) (f\u) tpiii)

Désignons par i^i un infini commun des fonctions (/(w) et i/^(m), et

faisons u = Vi dans l'équation (111), nous en déduirons

(112) ^ Co = ,

et par suite l'équation (110) peut s'écrire

(113) CM>^) + ciip{in + c, =
,

où la quantité dC, est différente de zéro, ce qui démontre ce corollaire.

Corollaire 2. Soient (f.'{n) et ip{u) deux fonctions elliptiques du second

ordre aux tnènies piériodes et aux mêmes infinis^ il existe entre elles une rela-

tion de la forme

C,'K") + <^2V'(") + C3 =
,

ou Cl, C2 , C3 sont des constantes, qui jouissent de la propriété, que CjCj

ne s'annule pas.

Supposons, que les fonctions ([{u) et ip(_u) admettent les mêmes
zéros, nous aurons d'après le corollaire 1

(114) C'o'K«) </'(") + c\ <r{u) + a if>{u) + 1', = ,

où CoC-i — C1C2 ne s'évanouit pas. Soit »1 un zéro commun des fonctions

(p{u) et (/»(m), on obtiendra de l'équation (114) par la substitution u = Ui

(115) C, = ,
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et par suite la formule (114) se réduit à

(116) Co(p{u)ip{n) f Ciip{n) + C.,iliu) = ,

où CiC-i ne s'annule pas. De là résulte ce corollaire.

Corollaire 3. Soient y{u) et tp{u) deux fonctions elliptiques du second

ordre mix mêmes périodes et aux mêmes zéros, il existe entre elles une rela-

tion de la forme

Co(f>(u) ip{a) + Ci(f{u) + C'itpÇu) = ,

ou Co, Cl, Cg sont des constantes, qui jouissent de la propriété, que CiC^

ne s'annule pas.

Supposons enfin, que les fonctions 9>(m) et tp(u) aient les mêmes
zéros et les mêmes infinis, nous aurons d'après le corollaire 2

(117) C,f^(u) + C,ip(u) + Q =
,

où CiC2 ne s'évanouit pas. Désignons par î/j un zéro commun des fonc-

tions ^(m) , (/<(«), nous tirerons de l'équation (117), en y faisant m = z<i,

(118) Q = ,

et, par suite, l'équation (117) peut s'écrire

(119) C,(piu)-\-C_ip^u) = ,

ce qui démontre le corollaire suivant.

Corollaire 4. Soient y(u) et i//(u) deux fonctions elliptiques du second

ordre aux mêmes périodes et aux mêmes zéros et infinis, il existe entre elles

une relation de la forme

CMu) + C, ,1,0-1-) =
,

ou Cj , Cg sont des constantes, qui jouissent de la propriété, que CiCj ne

s annule pas.

Soit (f{u) une fonction elliptique du second- ordre aux périodes

2co , 2to', et supposons d'abord, que la fonction (p(u) ait les deux infinis

simples u, , v^ , il s'ensuit, que les quatre quantités

(120) ^ ~ ^
,

^ ~ '

-f-
0) ,

^ ~ "
-f w ,

' ^ ^

-f-
il)
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sont incongrues à i\ et à rj; puisque la fonction ^(m) ne devient infinie

que pour u^Vi et pour u^^v-j^ on en conclura, que les quatre quantités

(121) ,(^) , ,{^' + „,) . ,(^ + „")
, , (^JLli + .-)

seront finies.

Dans le cas, où f/(») admet l'infini double u, , les trois quantités

(122) ''i + '^ > ^'i + "j"
1 ''i + t"'

sont évidemment incongrues à ?',
;
puisque dans ce cas la fonction (p(uy

ne devient infinie que pour m^^Ti, nous en conclurons, que les trois

quantités

(123) (p(Vi + tw)
,

y,(l', + eu'")
,

y(f', + tu')

seront finies.

De là résulte ce théorème.

Théorème VII. Si la fonction elliptique y(u) du second ordre, ayant

les périodes 2u), 2co', admet les deux infinis simples v,, v^ , les quantités

9 (-^^) , . (^'- + <") . .(^ + "-')
. ,(^ + »')

seront finies; si la fonction y(u) admet l'infini double v,, les quantités

ffi^'i + ^) , f/'(t'i 4- t^")
> 9'("i + «^O

seront finies.

Supposons que la fonction (f.{H) ait les deux infinis simples u, , v^ ,

et désignons par a une quantité telle que la quantité

soit finie, l'expression

.00 - . (^f^ + «)

sera une fonction elliptique du second ordre a_yant les infinis simples

u, et v^. Cette fonction admet évidemment le zéro '

(124) w/ = ^^L±^ + a
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et puisque la somme des zéros est égale à la somme des infinis, le se-

cond zéro sera

(125) „/=!^L^_a.

En faisant successivement

(126) a = , a = co , a = w" , a = w
,

ce qui est permis d'après le théorème VII, nous en conclurons, que

chacune des quatre fonctions

(127) ^(u) - ,{^) , ,(.) -^[^ + .) , ,(.) _^{^ + o/)
,

admet les infinis, d, , v.^, et que la première de ces fonctions a le zéro

double '
"^—- , la deuxième a le zéro double ' ' ' -I- w , la troisième
2 2

a le zéro double '
~

-̂—- ~\- co" , la quatrième a le zéro double ^ '

^
-j-a>' .

Il s'ensuit, que ces quatre fonctions n'auront pas de zéro commun, et

par suite les quatre quantités

(128) , (ii±i^)
,

,, i^y^'- + „) .
,, [i-^ + „/•).

, » (ïL±u + ./)

serojit inégales entre elles.

Supposons, en second lieu, que la fonction y(»,) ait l'infini double

Vi, et soit a une quantité telle, que la quantité

yO'i + «)

soit finie, l'expression

9'(") — yO'i + «)

sera une fonction eljiptique du second ordre, admettant l'infini double üj.

Cette fonction a évidemment le zéro

(129) y/ = i\ + a
,
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et puisque la somme des zéros est égale ;\ la somme des infinis, le se-

cond zéro sera

(130) iii — V'i — a .

En y faisant successivement

(131) a = u) , a = ut" , n = œ'
,

ce qui est permis d'après le théorème Vil, nous trouverons, que chacune

des trois fonctions

(132) ç.(u) — q,{i\ + V))
, ^,((0 — y(r, + w")

,
^(ii) - (p(v, + w')

admet l'infini double Vi, et que la première de ces fonctions a le zéro

double ÜJ -|- CÜ , la deuxième a le zéro double y^ -j_ cw" , la troisième a le

zéro double t'i + a»'. Ces trois fonctions n'ayant pas de zéro commun,

on en conclura, que les trois quantités

(133) (f(vi + w) , (f(i\ + u)'") , (p(vi + o)')

seront inégales entre elles.

Théorème VIII. Si une fonction elliptique ^(u) du second ordre aux

périodes 2w, 2a»' admet les deux infinis simples Vj, Vj, les quantités

seront inégtdes entre elles; si la fonction y(u) admet l'infini double v,, les

quantités

seront inégales entre elles.

Choisissant les infinis u, et v^ de la fonction (p(ii) de la manière,

que le quotient ^ —- ne soit pas une somme de multiples des pério-

des, on peut d'après le théorème V mettre (f>[u) sous la forme

(134) y(u) =

7p[--'^) + ^
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ix
^ ß , y , â étant des constantes, qui jouissent des propriétés, que

aâ — ßy et y ne s'annulent pas. Remplaçons u par u
-\
—' ' " , nous

Li

en obtiendrons

V\.-\-Vi\ _a «()' — ßy 1
(135)

/ v,-\-v.,\ a

r

Maintenant nous développerons cette expression en série. Si l'on

désigne par a une quantité finie quelconque, l'expression

1

/'('0 + «

sera une fonction paire de «, qui s'évanouit pour u = 0; par suite on

aura dans les environs de a = une égalité de la forme

1
(136) —-^ = Ly — L,u' + Ly — 4"' H

En y appliquant la formule (74), nous en tirerons

(137) (L,«^ - L,u^ + Au« _ L,u- 4- • i^ + '^ + 1^
"^ + I "* + •

. •) = 1 •

Égalons les coefficients de iC\ m% m*, a^ dans les deux membres

de cette équation, nous en obtiendrons

(138) U=\ , L, = a , L, = n^-ll , L, = a^-'^+ '^^

et, par suite, l'équation (136) peut s'écrire

1

10 ' 28

(139) = u ^V 2(y v 10 ^28^ ^
P(m) + a

Par application de cette formule on déduit de l'équation (135)

(140) («y l " +
v^-^vA _a aâ — ßy , â

r f
a u

é

^ V 20/ V 10 j'
^2«/
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Nous mettons cette équation sous la forme

(141) V,[n+'^1"i + ''i + C,W* + C,U* + C,U^ + C^ll^ +

où les coefficients r„, Cj , c,, <?3, r^ sont donnés par les formules

(142) c„ = «
, ..= - «^^ , c,= '^^::^:/!

,

/' r y y

c = _ "^-ÊL (^ _ ^1 c = ""l^M^l _ '^>^ ^ -M
r V /' V 10;, 28^

De la deuxième de ces formules on peut conclure, que le coeffi-

cient q ne s'annule pas. En éliminant les deux quantités

aâ — ßy â

y y

entre les équations (142), nous en déduirons

(143)
Ca — <^I <^s _ ffi^ 2 Cl Cg 6'g — C^C^ — C2 _ Çg

cl 20
'

cl 28

Par là nous avons démontré le théorème suivant.

Théorème IX. Soit (p{u) une fonction ellijjtique quelconque du second

ordre aux j}ériodcs 2tw, 2w' ; en choisissant les infinis Vj, Vj, de cette fonc-

tion ainsi, que la quantité - * ~ ' ne soit pas une somme de multiples des

périodes, nous aurons dans les environs de u = une égalité de la forme

'( (" + ^''

^
^''

) = t-o + cy + i'2n* + c.u' + c^u^+ ....
,

oh les coefficients c^ , Cj , c^ , C3 ,. c^ jouissent des propriétés, que Cj ne s'an-

nule pas.1 et que

t'a — Cl Cj ^ 92 '^c^^c^ — Cl

g

«
— ^2 _ if

ci 2Ö
'

c\

3

28
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§ 3.

SUR LA DÉRIVÉE DE LA FONCTION ELLIPTIQUE GÉNÉRALE
DU SECOND ORDRE.

En désignant par gi(a) une fonction elliptique du second ordre

aux périodes 2io, 2w', la dérivée ^'(u) ^^^"^ évidemment une fonction

elliptique ayant les mêmes périodes, et la fonction (fi'{u) ne deviendra

infinie que pour les valeurs de u, qui rendent q)(ii) infinie. Si la fonc-

tion (p(ii) admet deux infinis simples y,, »21 SP'C") ^"i"^ 1^^ infinis doubles

Ü, , «2, et par suite (p'Çu) sera une fonction elliptique du quatrième ordre,

mais si la fonction y^(jt) a l'infini double t'i, la dérivée ^'(m) aura l'infini

triple l'i, et par conséquent (f>Xii) sera une fonction elliptique du troisième

ordre. Maintenant nous déterminerons les zéros de la dérivée y'OO-

Par differentiation on déduit de l'équation (83)

(144) <f.'(v, + V.2 — u) = — (f\a) .

Supposons, que la fonction y(«) ait les deux infinis simples «1,

f'2, et substituons dans l'équation (144) successivement

(145) u = «y 2
^ M = ' X ^ 4. to , « = -*

I +(« , u =: ^^ -fco ,

nous en tirerons, la fonction (f{a) admettant les j^ériodes 2œ , 2u}'
,

(146) ^'(^t~) = -^'(""t'^)'

(147) ,'p^+3_ + c«) = _,'(-^:L±j:.+a,),

(148) ,' (_«i + -^ + a,'') =_,'(^''-+^^ +.''),

(149) ^'(^ + c.') = _,/(^'_+«^+.'),

La dérivée <p'(u) étant finie pour toutes les valeurs de a, qui ren-

dent (fj{u) finie, on conclura du théorème VII, que les quantités, qui
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entrent dany les équations (146), (147), (148), (149) sont finies, et par

suite on en obtiendra

(150) ,•(• + ') = », ,/ (" + "• +.)=<), ,/("l±ii + ./') = ,

Supposons, en second lieu, que la fonction y(«) ait l'infini double

üj , la formule (144) peut s'écrire

(151) y/(2i., -«) = -y'(«)
;

en y faisant successivement

(152) u = i\ -(- OJ , u = i\ -f lo" , ti = i\ + u/
,

nous en obtiendrons

(153) <f.'(v, + ai) = — ^'(w, + w)
,

(154) g>'(v, + w") = — y'(üi + to")
,

(155) y'(«'i + "}') = - y'C^i + "^') •

Puisque les quantités, qui entrent dans ces équations sont finies

d'après le théorème VIL on en déduira

(156) cf.'iv, + w) = , ^X^\ + '«") = Ü
,

9)'(«, + to') = .

Des formules (150) et (156) résulte ce théorème.

Théorème X. Soit ^(u) une fonction elliptique du second ordre aux

périodes 2u) ,
2œ'; si la fonction y(u) a les deux infinis simples \\, v^, la

dérivée g)'(u) i^era une fonction elliptique du quatrième ordre ayant les zéros

simples

2 ' 2 ^ 2 2

et les infinis doubles v, , v^ ; mais si la fonction (fin) a l'infini double Vi,

la dérivée ^(u) sera une fonction elliptique du troisième ordre ayant les zéros

simples

i"i + "J
1 «'i + ^"

> î'i + "''

et rinfini triple v,.
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Corollaire. La dérivée d'une fonction elliptique du second ordre n admet

que des zéros simples.

D'après cela nous déduirons une relation entre une fonction ellip-

tique quelconque (p{u) du second ordre et sa dérivée; à cet effet nous

distinguerons les deux cas suivants.

1) Supposons, que la fonction (p[u) ait deux infinis simples Uj , Uj,

nous aurons d'après le théorèlne V

Vi + Vi

(157) 9>(") =

up[u-'^J±] + ß

OÙ uà— ßy et ;' ne s'évanouissent pas. D'après le théorème VII les

quatre quantités

(158) y (
' ^ '-) ,<p

[-'-f^
+ <») ^ V i-^f— + '^

) ^ f>[ ^- +^

sont finies, et des équations (157) et (52) on tire

(159) ,C^i-)..«,,(^+.)=^±f ,

et par suite les dénominateurs de ces fractions seront différents de zéro.

Des équations (157) et (159) on déduit

•(160) y Cu) - ^. (-^+i'_^
) = -J^dhL^^

,

y jypi^U 1^-
j + ''

\

(161) ^(u) - y. (^'i±^ + C«) =

2

iacJ-ßy)\p{u-'^^^±-'-^)-e,

(^e,+â)\yp{uZh±l-^) + ô^\

(aa-ßy)\p{u-'^±ll)-^e,\

(162) 9,(u) - <p -'-^ + ^ = —

—

7:rir\^T;
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(163) yOO _ y {'±±^ + c') =
^

(rn)^~ßr)\p{^^-'^)~e,\

(.y^s + <^')\rp{u-'^'^) + d^\

2

Par differentiation on tire de l'équation (157)

(aa-ßy)j/in-'^ + "^)

2 '
(164) y'(«)=

,
~, ^^-^—

et par application de la formule (54), on en obtiendra

j,,(„_"43)+.i'2

Des équations (160), (161), (162), (163), (165) on conclura

(166) y'OO^ = K jy(«) _ ^ (-^' + ''')\] y(u) _ ^ (-'^ti^ +

où l'on désigne par K une constante différente de zéro.

2) Soit supposé, en second lieu, que la fonction (f(u) ait l'infini

double Ui, nous obtiendrons d'après le théorème V

(167) tf(ji) = ap(u — i\)
-J- ß ,

où a ne s'annule pas. Les trois quantités

(168) y (y, + co) , (f(v, + w")
, çf (f, + w')

étant finies d'après le théorènje VII, lès équations (167) et (52) donnent

(169) y(u, + to) = ae^ + ß , y^i'i + w") = ue^ + ß ,
9(i'i + cw') = ae^ + ß ,

et des équations (167) et (169) on tire

(170) y («) __ ^ (r, + t».^ = «
{
/<,< _ i',) - ^J ,
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(171) (f{u) — (p(v, 4- m") = a{p(ii - u,) — (?,} ,

(172) (fill) — (f{vi -{- Vi') = a {p(ii — Vi) — e^] .

Par differentiation on obtiendra de l'équation (167)

(173) <fXti) = apXn - v,)
;

en y appliquant la formule (54), nous en tirerons

(174) y»' = ^n'{p{u - Vi) - ö,}{;<« — vO - e,}{p(_a — u.) — ^3} ,

et des équations (170), (171), (172), (174) nous obtiendrons

(175) (f'(ay = A'I^C«) — 9>(wi + t")}{»(") — <f{vi + w")}i^(«) — (f(vi + ">')}•

Des formules (166) et (175) résulte le théorème suivant.

Théorème XI. Soit g>{u) une fonction ellij)tique du second ordre aux

périodes 2 a», 2a',- si la fonction ^(u) admet les deux infinis simples Vj, v.^,

on aura

mais si la fonction y(u) a l'infini double v^ , on aura

ifXiCf = A'{y;(îO - (/)(?', + cw)] {y(yO — (f{i\ + w")} {9;(?0 - y(y, + w')}
,

en désignant par K î^nt' constante dans les deux formules.

I De ce théorème on peut conclure, qu'il existe entre une fonction

elliptique quelconque (f{u.) du second ordre et sa dérivée (fXu) une rela-

tion de la forme

(176) ^'O^y = ^0 9>(")* + 4ai^(M)^ 4- 6a.^ (f{iif + ^a^ (p{u) -f a^
,

où «(,, aj, a^, «3, a, désignent des constantes telles, que a„ et a, ne

s'annulent pas simultanément. Il est évident, qu'il n'existe qu'une seule

relation de cette forme entre (f{u) et ^'(m), car autrement deux fonctions

entières de <f(ii) du troisième ou du quatrième degré à coefficients inégaux
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coiucideraient pour toutes les valeurs de y('0? ce qui est évidemment
impossible.

En posant

(177; ^(«) = ~.
,

ip{ii) sera aussi une fonction elliptique du second ordre, dont les zéros

coïncideront avec les infinis de la fonction y(«), et dont les infinis coin-

cideront avec les zéros de y(«), et des équations (17G) et (177) on ob-

tiendra

(178) tpXuy = a, ip(ay + 4«, ,p(uy + 6a, xp^ii)' + 4a, ,//(«) + a„ .

Des équations (176) et (178) nous déduirons quelques propriétés

des coefficients a^, a,, a., a^, a^. En appliquant le théorème VIII au

théorème XI et à la formule (176), on trouvera, que le polynôme

(179) a, y/ + 4 a, ^
'^ + 6 a, 9)^ + 4 a, y- + a,

,

considéré comme fonction de
cf, , n'a que des zéros simples. Maintenant

nous distinguerons les cas suivants.

1) Si la fonction yi(a) admet deux infinis simples, la fonction ipijii)

aura deux zéros simples; par suite ip{ii) et ip'{u) n'auront pas de zéro

commun, et de l'équation (178) on peut conclure, que «„ ne s'annule pas.

2) Si la fonction ^(m) a un infini double, la fonction j/;(w) aura un

zéro double
;

par suite tp(u) et i//'(m) auront un zéro commun, et de

l'équation (178) on conclura, que a^ s'annule.

3) Si la fonction (p(u) admet deux zéros simples, les fonctions (f{u)

et (f)'(u) n'auront pas de zéro commun, et de l'équation (176) on peut

conclure, que a^ ne s'annule pas.

4) Si la fonction (p(ic) admet un zéro double, les fonctions if{uj

et q) {il) auront un zéro commun; par suite on conclura de l'équation

(176), que a^ s'annule.

Par là nous avons démontré ce théorème.
^

Théorème ÅII. Entre une fonction elliptique quelconque du second

ordre y(u) et sa d ''rivée y'(u) il existe une relation de la forme

9) '((/.)' = a„(f{uy + 4 a,(f.(uy + 6a.^ (f{uy -|- 4a:jf/,(«) + a^
,

ou ao, a,, a^, a;,, a4 ilésignent des quantités constantes, qui jouissent des

propriétés suivantes.
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/) Le polynôme

considéré comme fonction de y), est du quatrième ou du troisième degré^ et ce

polynôme rCa que des zéros simples.

2) Si la fonction y(u) admet deux zéros simples et deux infinis sim-

ples ao et »4 ne s'annuleront pas.

3') Si la fonction (p(;u) admet deux zéros simples et un infini double,

ao s'annulera, mais a^ ne s annulera pas.

4) Si la fonction <f{u) admet un zéro double et deux ivfinis simples,

Eq ne s'annulera pas, mais a^ sera égal à zéro.

5) Si la fonction y(u) admet an zéro double et un infini double, ao et

a^ s annuleront.

§4.

SUR LES INVARIANTS DE LA FONCTION ENTIÈRE
DU QUATRIÈME DEGRÉ.

Soit fix) une fonction entière de la variable .c, dont le degré est

au plus égal an, on peut mettre fÇx) sous la forme

(180) f(x) = a,x" + 'i a,x"-' + "^-^A^- a.c^'-' + . . . + ^ a„_,x + a„
,

en désignant par a,,, ay, . . . a„ des quantités constantes. Par les deux

substitutions

(181) x^iSy+y , a- =
,

où l'on désigne par y une nouvelle variable et par /?, / deux quantités

constantes quelconques, excepté que ß ne s'annule pas, la fonction f{x)

se transforme en

(182) f{ßy + y) = A,y" + 'i A,f'^ + <^=^ A^f'^ + + \ A.-.y + A„

et en

(18ä) /(i^) =^Ljs.,. + » ü„.-.+ <î^l) B„'-'+ ...+1 B.-,v + B.\ ,
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où les coefficients A„, .4, . . . A„ et iJ», ^i, . . . B„ dépendent de a«»

üi . . . n„ et des coefficients de substitution ß et ;'. Cela posé, nous

établissons la définition suivante.

Soit

w N „ n n-i nfn— 1) ,,_o
, ,

?i

une fonction entière, dont le degré est au plus égal à n , et supposons,

que par les substitutions

\r = ßy-\.y , ,v = —
ßy

cette fonction se transforme en

fißy + y) = Å,f + ^ .4,.v"-+^^ Å,f'^ + .-. + \ A„_,y + yl„

et en

Åp-) = „;.
!^.*" + 'î *."-+ -^r^^

^.*"-'+
• •

+

ï
^-.' + ^-1

'

s'il y a une fonction entière homogène

H{a^, , a, , «2 , . . . a„)

des coefficients a^ ^ a^ , a^ , . . . a„
,
qui satisfait aux égalités

H{Â, , A, , . . . A„)= ß"H{a, , a. , . . . a„)

et

H{B, , 5, ,...£„) = /9"^(a,. ,«,,... «,.) ,

?t' étant un nombre entier, l'expression

H{a,, , a, , . . . a„)

est dite invariant de la fonction f{x).

Cela établi, nous montrerons l'existence d'invariants de la fonction

entière

(184) f{x) = a^a-* + 4a, .r* + ^a^x^
-f-

4a3.7- -f a^
,

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III, 6
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dont le degré est au plus égal à 4. Par les substitutions (181) ce po-

lynôme se transforme en

(185) f{ßy + /) = A,y' + 4 J ,y^ + 6 A,f + 4 A,y + .4,

et en

(186) / Ç-1) = ^- {Boy* + 45./ + 6 B.y + lB,y + B,)
,

où les nouveaux coefficients sont donnés par les formules

(187) A, = a,ß' , A, = (a,,/ + a,)/^' , A., = {a,f ^2a,'/ + a,)i9 ,

^3 = («or' + 3a,/ -1- 3a,;' + as)/^' ,

At = a«;'" + 4a, ;'^ + 6a.,'/ + 403-' + a,

et

(188) £„ = a,ß' , B, = a,ß' , jB^ = a^/^'^ , B, = a,/? , B, = a„ .

Des équations (187) on tire

(189) Ao A, - Ai = ß' (a,a, - al) ,

et des équations (187), (189) on obtiendra

(190) AU, - ^î = 3ao/5>(aoa, - a?) + ß\ala, - a?)

et

(191) - 3A,(AoA, --Al) = - 3ao/?V(aoa, - a'O -Za,ßXa,a, - af)
;

en ajoutant ces égalités, on en déduira

(192) ^Us — 3^0^1^2 + 2^? = /î'(a^a3 — 3aoaia2 + 2ar; .

Des équations (187), (189), (192) résultent les trois formules sui-

vantes:

(193) AiA, -A\=. %ß'YaXa,a, - ar) + 4/5^'V«o(«o«3 - aï) + ß'Xala^-aX) ,

(194) - AA.^AIA^ - ZAoA.A^ + 2Aï) = ^ß''Y%{- ala, + 3a,a,a, - 2aO

— 4/?'='a,(aoa — 3 aoa,a2 -}- 2 a,) ,
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(195) - ßA'HAoA, -Ai) = - QiVyaXa^a, _ al) + 4/?'Va,( - Sa,a,a, + Sa])

— 6/î'^a?(aoa!2 — a'O ,

et en ajoutant ces trois égalités, on aura

(196) ^^4-4.45.41.43 + 6.4o^?^2-3^J = /:?''(«^a4—4aXa3 + 6ao«?ö»-3aJ) .

Des équations (189) et (196) on déduit

(197) 3(A,A, - Aiy + Ai A, - 4.4^.4^.43 + 6 A^Ä[A^ - SA\

= j3^-{3(a^a2 — a?)^
-f- alut — A^dia^üi + 6aoa?«2 — 3aî}

ou, d'après quelques réductions et en y appliquant la première des for-

mules (187),

(198) ^0^4 — 4^,/l3-|-3^"^ =/^*(aoö!4-4a,a3 + 3a0 .

Des formules (188) on tire

(199) . jB„ B.-AB, B, + SBl = /r (a, a^ _ 4 a. «3 + 3 at) ,

et des équations (198) et (199) on conclui"a, que l'expression

(200) » Jj = an«4 — 4 a, % + 3a2

sera un invariant de la fonction (184).

Des équations (189), (192), (196) on déduit

(201) {A,A, - A\){AIA, - 4AIA, A, + ^A.AiA^ - 3^*)

- (AU, - BA,A,A2 + 2 Al)' - (AoA, - AIY

= /:?"' {(ao«2 — af) («„«4 — 4:alaia.i -{ 6 avalai — 3aJ)

— (a^a, — 3 a, a, as + 2 alf — [a^a^ — aff] ;

en réduisant et en y appliquant la première des formules (187), on aura

(202) ^o-4j^4 + 2.4, .4,A - AUl - AlA^ — Al

= /'?''(«„ (72 04 -|- 2 «laga. — «„''''•1 — ^îo!4 — '"2)



36 A. Berger,

Des formules (188) on tire

(203) B,B,B,+ 2B, B, B, -B,Bl- B\ B, - 5?

= /3* (aoög «4 4-2«, aa^s — a,, «3 — ala^ — ai) ,

et, d'après les équations (202) et (203), l'expression

(204) Js = «0 0^8^4 + 2a,a2ag — cioal — aia^ — al

sera un invariant de la fonction (184).

Par là nous avons démontré ce théorème:

Théorème XIII. La fonction entière

a^x* -\- 4a,,i'* -)- 6 a^x' 4- 4as.c -[- 04 ,

dont le degré est au plus égal h 4, a les invariants

J2 = «0 ^4 — 4 «j «3 -}- 3 al

et

J3 = aQa2a^ -)- âaiaga^ — (/0^? — ^ï'^4 — '^l •

Soit x une fonction de la variable indépendante u, et supposons,

que l'on satisfasse à l'équation différentielle à coefficients constants

(205) (— )' = «0 ^^'* + ^ n,x^ + 6 «2 A-^ + 4 a^x + a,
^du '

dans les environs de ?< = en prenant

(206) X =
(.'o + 6', u^ + i\ u* -\- Csu'^ -(- fiu^ -1 ,

où le coefficient e^ ne s'annule pas. Par la substitution

(207) ^ = y+<-'o

on trouvera, que l'on satisfait à l'équation différentielle

(208) (4^Y= a„(y + c,y + åa,(>/ + Cof + &a,(y + cj + åa.iy + c«) + a,

par la série

(209) y = c. II' + c, u' + c, u' + i\u' -]
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Après quelques réductions l'équation (208) peut être mise sous

la forme

(210)
an'

où les coefficients 6g, 6,, b^, 63, b^ dépendent des coefficients a^, a,, agi

«3 , «4 et de la quantité (\. Mais puisque le second membre de l'équa-

tion (205) se transforme en le second membre de l'équation (210) par

la substitution (207), dans laquelle le coefficient de y est égal à l'unité,

on conclura du théorème XIII, que

(211)

et

«(,«4 — 4a,a3 4- 3(7^ = bç^b^ — 46,63 + ^^2

(212) a^^a^üi -\- ^a^a^ni — af,al — a'X — (i| = 606264 + 2bib2b3 — 6063— 6164— 6
3

2
•

Introduisons la valeur de y, donnée par l'équation (209), dans

l'équation (210), et égalons les coefficients de m", m*, u*^ u^, u^ dans les

deux membres de l'équation ainsi obtenue, nous en tirerons

(213)

64 = , 468fi = 4f? , 463f2 + 662C1 = Ißc-jCg
,

46,^3 + 12 b,c^c, + 4 6,cï = 24f,C3 + 16t|
,

468^4 -f 662(20163 + cl) + I2biclc2 + 6ocJ = 32 CjCi + éSCiCs

Le coefficient Ci ne s'annulant pas, nous obtiendrons de ces

équations

(214)

, 28 clci — 36ciC'2C3 -f- 12c2 , _ 5c^t'3 — 2 cl

°o
—

;,-5 1 "1 —
7i

'

6 - ^^^
Ü2

Cl

, 63 = (?, , 64 = ,

et, par conséquent, nous aurons

(215; 6064 - 46A + 36^ = 20M^_Çi^)
c\

et

(216) 606264 + 26,6,6, - 6065 - 6164 - 6^ = ^mh:^A<±=Z^
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Par application des équations (211), (212) nous en tirerons

(217) aoa,-åa,a, + Sa;i = ^-^^^l^=-^

et

(218) a^a^ui + 2 a^a^a^ — %ai — a\a^ — al=: -V_^_Li_^_i ?>

ou, d'après les formules (200) et (204).

(219)
20 c\ ' 28 .»

ce qui démontre le théorème suivant.

Théorème XIV. Soient ao, ai, a^ , â^ . a^ des quantités constantes, et

supposons que l'on satisfasse à l'équation différentielle

fdxV—'-] = a^x* -\- 4aiJ.'* + 6a.,,r* + éia^x -f ai
^du'

dans les environs de u = en prenant

X = t'o -(- Cyii^ -(- c'a'i* + C^u^ -\- c^u^ -\-

OÙ le coefficient c, ne s'annule pas; en désignant par J^ et J3 les invariants

du polynôme

a^x*' 4- 4 öio;' + 6 a^.i'^ -j- 4 a,,?- + a^
,

a savoir

J2 = a^^at — 4a,a3 -(- 3 a^
,

Jg = a^aja^ -}- 2a,a2a3 — «oöSs — '^i''!4 — 'A ?

2Ü^ ^î
' 28"

à,
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§5.

SUE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LA FONCTION ELLIPTIQUE
GÉNÉRALE DU SECOND ORDRE.

Si ron désigne par (f(u) une fonction elliptique quelconque du

second ordre aux périodes 2tu , 2a>', on aura d'après le théorème XII

(1^20) ipXuy = a,<f(uy + ia^<f{uy + 6a,(f(uy + 4a3y(M) + a,
,

formule qui subsiste pour toutes les valeurs de u. Par suite la fonction

(221) x = cf{u)

satisfait à l'équation différentielle

(222) (^) = ay + -iay + 6a,x' + -ia^.v + a, .

Désignons par k une quantité constante quelconque, et remplaçons

ih par u -f k dans l'équation (220), nous en obtiendrons

(223) </'(« \-kf = %(f'{u+ ky+ 4«, (/.(u + kf + 6a^(f{u _(- kf+ 4:a^(p{u+ A;)+ a^
^

formule qui montre, que la fonction

(224) X = <f{u + Â;)

satisfait à l'équation différentielle (222), quelle que soit la constante k.

En choisissant les infinis v^ et v^ de la fonction ^(m) ainsi, que la quan-

tité — L ne soit pas une somme de multiples des périodes, et en

faisant

(225) k = ''' + "^
,

nous trouverons, que la fonction

(226) x = ,,(u-\-
i\ + V.

2i

satisfait à l'équation différentielle (222).
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Par application du théorème IX il s'ensuit, que l'on satisfait à

l'équation différentielle (222) par une série de la forme

(227) « = <^o + «-'i"' + <'2^*' + <-V<-^ + '-V'-^ +

où
6'i

ne s'annule pas, et où c, , c^ , c, , c^ jouissent des propriétés, que

(228) ~ 20 '

~
cï c? 28

Mais puisque la série (227). où ri ne s'annule pas, satisfait à

l'équation différentielle (222), on conclura du théorème XIV. que

(229) 20^
t-î

' 28 <\

et des équations (228), (229) on déduit

(230) /2 = 92 , Ji = .'7. •

Par là nous avons démontré le théorème suivant.

Théorème XV. Toute fonction elliptique

.r = f/-(«)

dxi second ordre aux périodes 2w , 2 eu' satisfait a une équation différentielle

de la forme

(_) = a.x^ + 4aia;' + %a.,x^ + ^a^x + a^
,

^du'

ou 'A^ , aj , a^ , ag , a,^ sont des quantités constantes, et en désignant par Jj

et J3 les invariants du polynôme

a savoir

un aura

a^x* -|_ 4a,a;' + 6 a^a''' + éa^x -\- a^
,

J2 = a^a^ — 4 a-fii^ _|_ 3 a|
,

Ji = aoa^a^ -\- 2 aiaja, — agal — «^04 — ßg ,
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D'après le théurèine I la fonction elliptique générale <p(^u) du se-

cond ordre est de la forme

(231) <f{u) = <^vl("..-^Mt« -J^
^

a(u _'U,)fT(M —Vi)

où

(232) y/, + «., = i\
-f-

V, .

Conforniénieiit à la définition (2) la fonction n{u) contient les

deux constantes arbitraires 2a», 2co', et puisque les quatre quantités

M, , «2 , Vi ^ V2 ne sont liées entre elles que par la condition (232), la

fonction (f{a) renferme d'après la formule (231 six constantes, indépen-

dantes les unes des autres, à savoir

1) les deux périodes 2i« , 2w',

2) trois des quantités ii^ . n^ , i\ , v^
,

3) le facteur constant C.

et par ces six constantes la fonction (pÇu) sera parfaitement déterminée.

Puisque la fonction x = (f(ii) satisfait à l'équation différentielle

(233) (^V = «,, x' + 4 a, œ' + 6 a., .c' + 4 a, x + «, ,

mais ne satisfait pas à d'autres équations différentielles de la même forme,

les coefficients a^ , a^ , a^ , as , a« seront parfaitement déterminés par les

six constantes susdites, et en général ces coefficients dépendront de

toutes ces constantes. Quant aux invariants Jg 1 «^3 , ceux-ci sont égaux

à //2 , _</;. d'après le théorème précédent; donc on peut conclure des for-

mules (78), que J^ , Jz ne dépendront que des périodes 2co , 2cu' , et que

ces quantités seront indépendantes des zéros et des infinis de la fonction

i({u) et de la constante C.

Maintenant nous introduisons les racines du polynôme, ([ui se trouve

dans le second membre de l'équation différentielle de la fonction ifi(u).

1) Supposons, que la fonction ifi(ii) admette deux infinis simples,

le coefficient a„ ne s'annulera pas; le polynôme

(234) a^x^ -f 4 rt, x^ -f 6 a, ,r* j^ Aa^x -\. a^

sera donc du quatrième degré; en désignant ses racines par a-,,, .ï, , x^,

.rj
, nous aurons

4«
(235) ^0 -h X, + .V, + .i'3 = - -

'

,
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c n
(236) XüXi + x^x-2 + XiiXi + .fl .7-2 + a;ia:3 + x^x^ = — -

,

«o

(237) JTo-ria-a + x^x^ x^ + .to-r^Js + 'i.ï's.'s = — * ,

«o

(238) xoXiiCgaJs = — .

«o

Des équations (235) et (236) on tire

(239) 4 + Â + Å + x\ =
^^ "' - 12a„ a,

_

Pai' multiplication on déduit des équations (235) et (237), en y
appliquant l'équation (238),

(240) .ro(a;, x^ + Xi x% + ^'z^'») + .^i (•^o-''2 + -'o-^'s + x^xzi + Xa (x^Xi + xo^s + x, X3)

+ .r3(xoa;i + x^x^ + Xj 3-2) =
<

En élevant au carré on obtiendra de l'équation (237) par appli-

cation des formules (236), (238)

/'941 A 222, 222, 822, 222 ibaîs i^ûîgâ!^
\^'i.i.) X(3XiXi + X^XiX-i -j- »0X2^3 + XiXiXz = .

Cela établi, nous définissons trois quantités y^ , y^ , y^ au moyen
des égalités

C242) ^, = |_|(,,,, + ^,^3) ,

(243) .,y, = |_^(.^,,, + ,,,,) ,

(244) ^3 =|_^ (^„,3 + ,,.,,) ,

et nous nous proposons de former l'équation du troisième degré, dont

les racines sont y.^, y^ , y^ . Des équations (242), (243), (244) on tire

par application de la formule (236)

(245) y, + y, + .73 = ;



b

i
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ensuite on obtiendra de ces trois formules

(246) (ys, - "'^)(i/^ _ ^«) = ^ (^x,xi + 3^3-2X3 + .<i'o.'i + xlro.r,) ,

(247; (y3 - ^)(^, - Ç) = ^ (4x, ,/3 + .^!./o^-2 + x\xa, + xWr^) ,

(248) [i/i — -^)[l/i — J-J
= rf (•'O'''!';; + *'iJ^oa-'3 + .r2'.ro.r:i + xlx^Xi) .

En ajoutant les équations (246), (247), (248) et en y appliquant

les formules (240) et (245), on en déduira

(249) y.y, + y,V3 + ,.y. = - go,«^-4^;"3 + 3a|

4

ou, d'après l'équation (200),

(250) y^y, + yi^/s + y.ys = - ^ •

Des équations (242), (243), (244) on tire

(251) (y,
-

fj{y,
- ^){>/, _ |) = _ ^ {,,-oV!a-| + 4^4 + ^o^r.^^?

+ Xi a;-2X3 + xo Xi X2X3 {xâ + '^1 + *'« + ^sjf ,

et par application des formules (238), (239), (241) on en obtiendra

l'égalité

(252) [y,
-
|) {y,

-
I)

(^3 - f)
= - 2^oa^-gW. + 2a!a.

^

d'où l'on déduit, au moyen des formules (245) et (249),

(253) y y y = ^^^ ^'^^^ -\-2aya^ai — agal — a\a^ — aj

ou, d'après l'équation (204),

(254) .y,y3y3 = ^ •
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Il s'ensuit des équations (245), (250), (254), que les quantités y,,

y^ , y/;, sont les racines de l'équation du troisième degré

(255) 4:y' -J,i/-J, =
,

et par suite on conclura des équations (230), que i/i , y-,^ y^ sont les

racines de l'équation

(256) , 4/_y,^y_(/, = .

Mais d'après les formules (53) et (61) cette équation a les racines

^\ 1 <?2 1 <^3 ) donc les quantités y^ , y., , //3 coïncideront avec les quantités

f1
, ^2, *^i-i

et d'après les équations (242), (243), (244) nous pouvons poser

(257)
-J
-

I"
Ooxt + X2..V,') - e,

,

(258) ^-^Cco.r, + j:,x,) = e,
,

(259) Y - ^ U-i-3 + -^v<-2) = e, .

2) Soit supposé, en second lieu, que la fonction f/(a) ait un infini

double, le coefficient «o s'annulera. Les coefficients üq et a, ne s'éva-

nouissant pas simultanément, le polynôme

(260) 4 «1 x' + 6 rtj ,/ + 4 a^x + a,

sera du troisième degré, et en désignant ses racines par .;, , X2 , xs > on

aura

(261) o-'j + J"2 + .rg = — —^ ,

^ (t.

(262) a:i.r2 + x^x^ + ,«2X3 = -^ 1

(263) XiXiXi = — —^- .

4a,

Définissons dans ce cas trois quantités y,, y-i, y^ par les égalités

(264) 3/1 = y + «1^1 . ^2 = Y + «i-^-2 > .ys = Y + «i'^-^' ^



Déduction des propriétés principales de la fonction etc. 45

nous en obtiendrons au moyen des équations (261), (262) et (263)

(265) y^ + //2 + //3 = ,

(266) y. y. -^ U.U. + .'Ai/s
= _ - 4«.«^3 + 3a^

et

2
2 3

(tt cto ii'i — cti (Xa — cio

1^0'; u>u-^y^=
4

ou, d'après les équations (200) et (204), en observant que a„ = ,

(268) t/./y., + //,^3 + ya^o = -
-^

et

(269) UiUnUî =
4

D'après les équations (265), (268), (269) les quantités y, , 3/2 , y-i

sont les racines de l'équation

(270) 4f -J,y ~J, =
,

et, par conséquent, on conclura des équations ;230), que ces quantités

sont les racines de l'équation

(271) 4/-^2y-.'/s = 0.

Mais puisque cette équation a les racines e. , (?, , e^ , les quantités

y, , y2 ' Ui coïncideront avec les quantités <?i , e^^ (?., , et par suite nous

obtiendrons des équations (264)

(272) -^ + aiXf-= ei , ^ + a^ x^ = e^
, ^ + a.x^ = ea .

Des formules (257), (258), (259), (272) résulte ce théorème.

Théorème XVI. Soit (p{u) une fonction elliptique quelconque du second

ordre aux périodes 2 to , 2 eu , ei

(
-^

) = a,j
a-^ + 4 a, .c' + 6 as x^ + 4 rtj x + a,
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son équation différentielle. Si la fonction f/)(u) admet deux infinis simples,

le coefficient Eq tie s annulera pas^i et en désignant jjar x,, , x, , x^ , Xj les

racines du polynôme

aox* + 4 a, x^ + 6 aj-r" + 4 «g a- + «4 ,

convenablement rangées, on aura

a., a^ ,
\ „

«2 «0—- {x^Xi + .fi.ra) = ^'2 1

a^ a.fy , .

-g -j- Ca-'oa-a + xxXi) = e-i
;

SI la fonction <f(\i) admet un infini double, le coeßcient a^ s'annidera, mais

a^ sera différent de zéro^ et en désignant par Xj , Xa , Xj les racines du po-

lynôme

^a^x^ + Qa^c/ + 4 «sa; + a^
,

convenablement rangées., on aura

a» a.2 a,
,

§6.

DES RAPPOETS ANHARMONIQÜES.

Soient r« , Ti , r^, , 9-3 quatre quantités quelconques, le quotient

est appelé, comme on connaît, le rapport anharmonique des quantités

'"o ? ''1 ) '"25 ^'3- Si une de ces quantités, par exemple Tq, devient infinie,

nous trouverons, que le rapport anharmonique des quantités c» , î'i , »'2

,

rg sera égal à

'•
a — ^'s
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Dans ce paragraphe uous appliquerons la notion de rapport an-

harmonique aux quelques formules démontrées auparavant. Nous désig-

nons, pour cet effet, par if{a) une fonction elliptique quelconque du
second ordre aux périodes 2(u , 2cü', et nous distinguerons les deux cas

suivants.

1) Supposons que la fonction ip{u) ait deux infinis simples, nous

obtiendrons des formules (257), (258), (259), en combinant celles-ci

entre elles.

(273) -~ (xq — .i-i) {X2 ,) = ^2 — ^3 ,

(274) — (x'o — .c^{j:-i — i'i) = (?3

(275) 4- Cïo - i'3)C'i -- x-^ = «^1

et de ces équations on tire, par division,

(276)

(277)

(278)

{xq — xi) {xj — Xj) ^ ^2 — e-i

{Xo — X3)(_X-j — Xi) «2 — 6,

(xq — X2) (x3 — xi) ^ e^ — e^

(.ïo — .r,) (xi — .x's) e-i — e^

(xç) — x;!){,xi — X2) ^ ei—e^

(xo — X2){xi — .rs) ^i
— ^3

L'une quelconque de ces trois formules peut être déduite des

deux autres. Il s'ensuit de l'équation (276), que le rapport anharmo-

nique des quantités Xç, , x.^ , x^ , x^ sera égal au rapport anharmonique

des quantités 00 , (', , e-, , e-j, .

2) En supposant, que la fonction ((.{u) ait un infini double, nous

déduirons des équations (272)

(279) a,{xi —X3) = e, — e^ , a,{x,-

et, par conséquent.

.'1, = t?3 _
é^i , a, (a Xi J — ^1 — ^2 )

(280) ^?-=lf'
X2 — Xi

^i
— ^3 X-i — X'i

«2 — (?i Xs — Xi ^3 ^2 ^1 — ^3 es
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On peut déduire l'une quelconque de ces trois formules des deux

autres, et de la première formule on conclura, que le rapport anharmo-

nique des quantités oo , x^ . j-^
, x^ sera égal au rapport anharmonique

des quantités oc. , e^ , <?2 , ^3

.

Théorème XVII. Désignons par (/)(u) une fonction elliptique du se-

cond ordre aux périodes 2cu , 2 co , et soit

(d x\^
[, ]

-= a,oX^ 4- Aa^x^ -f ^a^x^ -\- ^^a^x + a^

Sun équation différentielle. Si la fonction <f(u) admet deux infinis simples,

le coefficient a^ ne s^anmdera pas, et en désignant par x^ , Xj . Xj , Xj les

racines du polynôme

a^.t* + 4ai ,r' -f 6 a,,x''' -\- 4a,,x -f a^
,

convenablement rangées, le rapport arliarmonique des quantités Xq , Xj , Xg , x^

sera égal au rapport anharmonique des quantités co , Cj , 62 . e^ . Si la

fonction y(u) a un infini double, le coefiicient &(, s'annulera, mais a^ sera dif-

férent de zéro, et en désignant par x, . Xa , X;, les racines du polynôme

AayX^ -\- ^a^x^ 4- 4a3^ + a^
,

convenablement rangées, le rapport anharmonique des quantité'< 00 , Xj , Xa ,

X3 sera égal au rapport anharmonique îles quantités 00 , e^ , e2 , 63 .

Soient maintenant v^ , v.^ les infinis de la fonction </)(u), nous aurons

d'après le théorème V

ap{u-'^l±^)+ß
(281) <ß(u) = =

rp (,« - -^"J + f'

a
, fi .1 y , â étant des constantes, qui jouissent de la propriété, que

aâ — ßy ne s'annule pas. En désignant par a, a", a' trois quantités

quelconques, nous obtiendrons de l'équation (281)

(282) cp(u + 3 + ^0 = ^^M+^
,
q.(u + !i±iï + a) = ^l/L("+ «)±/^

,

( ,
'«^1 + î'a , 'A o:w(M+ a")4-/3 / , u, + 1'2

, A o!/)(t<+ a')4-/5

'^ ^ 2 ^ / ;/;)(«+ a")+ <)^^ ^ 2 ^ ^ ;.p(?«.fa') + fy'

i

i
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et de ces égalités nous déduirons

(283) ——- - —^

M«+'^-')-'*(«+"'+''"+«')(jH»+"'+"'+«")-'f("+'''r+")i

{p(v-) —p(u + a')j (K« + «") —X« + «)}

formule, qui démontre le théorème suivant.

Théorème XVIII. Soit (f{u) une fonction elliptique quelconque du

second ordre ayant les périodes 2co, 2 to' et admettant les infinis Vj , Vj; en

désignant par a , a" , a' trois quantités quelconques, le rapport anharmonique

des fonctions

,, („ +"• + "),,{.,+ ". +i^ + a) ,,.(,. +^ + <.")
,

(f[u^ ^ ~ ^ + a

sera égal au rapport anharmonique des fonctions

P(.u) ,
p{u + a)

,
p{u + a")

,
^j(h + a') .

Faisons t* = dans ce théorème, nous en conclurons, que le rap-

port anharmonique des quantités

AH"'-) ' 'C' f" +") • "(H"+"") •

^("'-î-+"'
2 y ' TV 2 ' / '

' V 2

sera égal au rapport anharmonique des quantités

oo
,
p{a)

,
p{a")

,
p{a') .

En y introduisant

(284) a = cw , a" = co" , a' = co'
,

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III.
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nous trouverons, que le rapport anharmonique des quantités

sera égal au rapport anharmonique des quantités

Errata.

Page 12, ligne 18, au lieu de t\ , i\ lisez v, , v^

» 15, B 21, D » » (f{u) » (p(a)

» 24, » 17, » B « —)a'- » — (o' —
B 27, » 24, B B n ()b(u) b y'Cu)

B 32. B 6, B B : Simples a„ b sinqjhs, &„
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vJTrâce à la généreuse libéralité du conseil d'administration de la fou-

dation »Lars Hjertas Minne» à Stockholm, une somme d'environ 5000

francs était mise en 1884 à ma disposition afin d'être employée à la

construction d'un spectroscope d'une puissance aussi grande que l'on

pourrait obtenir. Cet instrument devait en outre avoir une construction

telle, qu'il pût être appliqué à un réfracteur parallactique et par con-

séquent pût servir à des recherches spéciales sur les propriétés spectro-

scopiques des différents points du disque solaire.

J'entrais aussitôt en correspondance avec différents opticiens bien

connus, ainsi qu'avec quelques-uns de mes collègues les plus expéri-

mentés dans cette sorte de recherches scientifiques. Je fus bientôt d'avis

que le spectroscope à réseaux de diffraction sur métal était indubitable-

ment l'instrument qui se prêtait avec le plus d'avantage aux recherches

qui réclamaient une très grande puissance dispersive. Je reconnus aussi

que les réseaux tracés au moyen de la machine à diviser de M. le pro-

fesseur Rowland à Baltimore étaient également les seuls préférables, M.

Hasselberg m'ayant communiqué les observations qu'il avait faites à ce

sujet avec le réseau de Rowland, qu'avait donné à l'observatoire de

Poulkowa l'université de John Hopkins k Baltimore.

Une difficulté cependant se présentait, c'était de savoir comment

acquérir ces réseaux. Les seuls qui existaient alors en Europe étaient

celui qui appartient à l'observatoire de Poulkowa, et un autre que

possède l'école polytechnique de Paris et qui a servi aux belles recher-

ches de M. Cornu sur les raies atmosphériques dans le spectre solaire;

tous deux avaient été donnés à ces institutions et aucun de mes corres-

pondants ne pouvait me donner des renseignements à cet effet. Je

m'adressai alors directement à M. Rowland, le priant d'excuser une dé-

marche que je faisais au nom de l'intérêt scientifique. Je reçus bientôt

une lettre très bienveillante de M. Rowland, dans laquelle, tout en, me

signalant les difficultés qui se présentaient pour la confection des réseaux

Nova Acta Reg. Soc. Se. Ups. Ser. III. 1
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de très grandes dimensions, il m'informait qu'il ferait de son mieux pour

m'en procurer un. Encouragé par sa lettre, je lui écrivis de nouveau, le

priant de vouloir bien me faire construire un réseau aussi grand et aussi

parfait que possible, surtout au point de vue de la possibilité de faire

des mesures dans les spectres d'un ordre assez élevé. M. Rowland me
répondit qu'il venait de confier à un excellent opticien de Pittsburg, M.

Brashear, actuellement à Allegheny le polissage des miroirs pour les

réseaux et que toute la confection était entre ses mains. M. Rowland

voulut lui-même en surveiller la fabrication et soumettre les réseaux à

de sérieuses épreuves afin d'en pouvoir garantir leur haute qualité et

M. Rowland m'exposait encore une fois les grandes difficultés que ren-

contrerait la confection des grands réseaux.

Par suite de cette lettre, j'entrai en correspondance avec M. Bra-

shear, et au printemps de 1885 il m'envoyait un réseau, mais de bien

moindres dimensions que celles que j'avais désirées, me disant que jusqu'

alors il lui avait été impossible d'obtenir des réseaux parfaits d'une plus

forte grandeur.

Ce réseau forme un carré de er""" de côté sur lequel se trouve

un plan rehaussé de forme circulaire et d'un diamètre égal au côté du

carré mentionné Ce plan est d'un haut poli et le réseau qui fait 35°"°

X 50""° y est gravé, et porte 29000 traits. Chaque 100™ trait ost pro-

longé en dehors du réseau proprement dit afin d'eu pouvoir examiner

la division et en déterminer les erreurs.

Cependant M. Brashear me promit de m'envoyer un autre réseau

plus grand aussitôt qu'on aurait pu l'obtenir. Ce dernier ne me parvint

qu'en l'été de 1886, et M. Brashear m'avertissait cette fois qu'il ne

voyait aucune possibilité d'en faire de plus grands avec la machine à

diviser qu'on employait alors. >

Ce réseau magnifique est tracé semblablement à l'autre, mais sur

une plaque de 100""° de côté et consiste en 46000 traits d'une longueur

de öS™", repartis sur une largeur de SI""".

Déjà bien longtemps avant l'obtention de ce second réseau j'étais

entré en pourparlers avec des mécaniciens au sujet de la construction

du spectroscope, et me décidai enfin à la confier à M. Jürgensen de

Copenhague. En mai 1886 M. Jürgensen m'avait déjà envoyé une es-

quisse de l'instrument faite d'après mes indications. J'avais examiné et

corrigé à fond cette esquisse, afin qu'on pût commencer la construction

de l'instrument aussitôt que le réseau me serait parvenu et que ses

dimensions et son poids me seraient connus. L'instrument et le statif
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étaient déjà prêts au mois de mars 1887, mais les contrepoids qui de-

vaient rétablir l'équilibre du réfracteur ne turent entièrement prêts qu'au

commencement de mai, à mon retour de la conférence astrophotogra-

phique de Paris.

Le spectroscope consiste en un tube en laiton d'un diamètre ex-

térieur de 84""" et de 98"" de longueur. Il porte, à des distances de
24"'° de chacun de ses bouts, deux anneaux en métal rouge qui reposent

dans les coussinets du statif. A son bout inférieur, pris dans le sens

où se trouve le tube quand le spectroscope est attaché an réfracteur et

celui-ci dirigé vers le ciel, il est entouré d'un autre anneau qui forme

une pièce avec deux bras, très forts et parallèles entre eux.

Ces bras vont d'abord dans une direction verticale contre les tan-

gentes entre le tube et les plans qui le touchent dans les deux points

diamétralement opposés l'un à l'autre où ils cohérent avec l'anneau.

Après avoir suivi cette direction sur une longueur de 9,
5"™ de l'anneau,

les bras se coudent et prennent une direction parallèle à l'axe du tube

principal jusqu'à 26,5"'" du coude où ils s'attachent aux deux côtés d'une

plaque circulaire d'un diamètre de 8""' et de 17 ^b'""' d'épaisseur. A cette

plaque est fixé à l'aide de trois paires de vis de correction, un cercle,

divisé de 10 à 10 minutes et à ce cercle un petit canon dans lequel

tourne un axe en acier, lequel porte le bras de deux microscopes, à

l'aide desquels on lit directement les 5 secondes. Sur ce bras, on appli-

que, à l'aide de deux grandes vis, qui ont chacune sur leurs deux côtes

des vis de correction, les cassettes au dedans desquelles sont fixés les

réseaux. Les cassettes consistent en deux boîtes quadrangulaires, l'une

ajustée au dédans de l'autre. La position de la boite intérieure peut être

changée à volonté à l'aide de trois paires de vis de correction. On peut

ainsi rendre les traits du réseau parallèles à l'axe de rotation. La cas-

sette intérieure est garnie de velours et le réseau y est retenue par

quatre ressorts très mous, également garnis de velours, et qui ne le

touchent à peine aux quatre coins, laissant ainsi la partie circulaire en-

tièrement libre. Il n'y a aucun danger, par conséquent, que ces ressorts

produisent trace de flexion dans les réseaux. Il y a, naturellement, une

telle double cassette pour chacun des réseaux.

Tout au commencement, nous avons dit que le tube principal

avait un diamètre de 84'°'". Ceci n'est pas tout à fait exact pour la partie

de 24°'° de longueur entre les deux anneaux inférieurs. Cette partie a
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en effet un diamètre de 96"""; au dedans d'elle il y a un tirage qui porte

à son bout inférieur un objectif de 81""° de diamètre et de US'"" de

distance focale ^). Cet objectif sert en même temps comme objectif de

collimateur et objectif de lunette d'observation. Pour prévenir les ré-

flexions sur les diff'érentes surfaces de cet objectif qui sans cela iraient

très gravement compromettre la vision, on a apposé sur sa surface su-

périeure une petite plaque de carton noirci d'un diamètre de 10°"".

Au bout supérieur, le tube principal est prolongé par un tube de

8™ de longueur et d'un diamètre de 61""", dans lequel il y a un tirage

qui porte la fente, dont les tranches sont fabriquées d'un alliage de

platine et d'iridium, et qui s'ouvre à l'aide d'une vis à tête divisée. 5

tours entiers de cette vis ouvrent la fente d'un millimètre; par consé-

quent, le tambour étant divisé en 50 parties égales, une division répond

à 0,004°"°". A une distance de 63"""" devant de la fentCj il y a une plaque

de laiton noirci, portée par quatre appuis. Cette plaque est pendant les

observations placée dans le foyer du grand réfracteur; elle est percée

de trois trous, dont l'un est pratiqué au centre de la plaque et les autres

des deux côtés sur une ligne parallèle à la fente et à une distance l'un

de l'autre égale au diamètre moyeu de l'image focale du soleil dans le

réfracteur.

Dans le trou du milieu est vissé un tube court en laiton, dans

lequel peut glisser un autre tube aussi court, qui, à son bout inférieur,

porte une lentille achromatique d'un diamètre de 5"°" et de 15™™ de dis-

tance focale. Cette lentille, étant placée au milieu entre l'image focal

et la fente, jette sur celle-ci l'image de la partie du soleil qui se pro-

jette sur le trou. Sur le côté inférieur de la plaque et des deux côtés

des trous latéraux, il y a des coulisses dans lesquelles on peut faire

glisser, à l'aide des vis, la partie supérieure d'une paire de tubes sem-

blables à celui du trou du milieu, à cette exception près qu'ils sont un

peu plus longs, et que la distance focale des lentilles qu'ils portent est de

20°'"'-. A l'aide du déplacement qui vient d'être décrit, on peut, quel que

soit le diamètre du soleil, faire entrer dans les axes optiques de ces

lentilles les images des parties opposées du bord solaire. Les rayons

sortant des lentilles rencontrent sur la plaque de la fente deux prismes

rectangulaires, également ajustables, aux hypothénuses desquelles elles

subissent une réflexion totale, de sorte qu'elles deviennent parallèles à

1) En 1887 il y était un objectif avec une distance focale de 121"™, mais qui

fut plus tard éciiangé contre l'objectif actuel.
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la l'eute. Au-dessus du milieu de la fente on peut à l'aide de deux vis

faire glisser deux autres prismes rectangulaires qui réfléchissent de nou-

veau les rayons et les font entrer par la fente dans une direction paral-

lèle à l'axe de l'objectif du spectroscope. A l'aide de cette disposition ')

on a, dans le spectroscope, tout près l'un de l'autre, les spectres de deux

points opposés du bord solaire. Quand on fait ainsi entrer la lumière

des bords du soleil, le trou du milieu est bouché par une plaque en laiton.

La pièce oculaire se trouve sur le côté du tube principal aussi

près que possible du bout supérieur de celui-ci. Elle consiste en un

tube d'une longueur de lOO"" et d'un diamètre de 50°"° et qui porte à

son bout intérieur un prisme rectangulaire, lequel se trouve tout près

de l'axe du tube principal, toutefois sans intercepter en aucune façon le

cone des rayons qui sortent de la fente. Ce cône rencontre l'objectif

qui rend les rayons parallèles, après quoi elles tombent sur le réseau

qui les disperse dans leurs rayons monochromatiques. Si l'on donne au

réseau une inclinaison suffisante, en tournant le bras des microscopes

autour de l'axe sur lequel il est fixé, il faut qu'une partie du spectre

d'un ou de plusieurs ordres en retournant par l'objectif, rencontre le

prisme qui vient d'être mentionné, y subit une reflexion totale et sort

du tube principal dans une direction sensiblement verticale contre l'axe

optique de l'objectif. L'image focale se forme à l'intérieur du tube qui

porte le prisme et on peut à l'aide d'un bouton à crémaillère faire glisser

le tirage du micromètre dans ce tube, jusqu'à ce que les fils se trou-

vent au même plan que l'image focale.

Quant au micromètre, il est construit de sorte que la vis amène

à la fois les fils et l'oculaire. Ces fils étaient, en 1887 et 1888, au

nombre de quatre et parallèles deux à deux; ils s'entrecroisaient sous

des angles de 60'', On avait donc, au milieu du champ, un rhombe dont

le plus grand diamètre était parallèle aux raies spectrales et qui avait une

longueur presque double de celles-ci. Avant de commencer les mesures

en 1889, je fis introduire un cinquième fil au milieu de l'une des paires

de fils et parallèle à eux. Le rhombe que nous venons de mentionner

devenait, par conséquent, coupé en deux rhomboïdes, et au lieu de quatre

points d'intersection entre les fils on en avait six. Un pas de la vis a

une hauteur d'un quart de millimètre, et le tambour a un diamètre de

1) C'est M. Langley qui l'a inventée. V. Schellen Die Spectralanalyse etc.

3™« édition, Tome II p. 224.
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40""° et est divisé en 100 parties égales. On lit les pas entiers sur une

échelle, qui se trouve sur l'une des coulisses latérales.

Le micromètre est muni de 5 oculaires achromatiques, fabriqués,

de même que l'objectif, les lentilles et les prismes par MM. Reinfelder

& Hertel à Munich. Ces oculaires ont les suivantes distances focales

équivalentes, savoir:

ulaire.
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lanciers dans la position que ceux-ci ont. dans la position verticale de

la lunette. Par conséquent on peut, dans cette position, fixer ces bras

^ux balanciers à l'aide de deux grandes vis, et on obtient ainsi une par-

faite stabilité du manchon par rapport à la lunette. Dans une position

plus ou moins horizontale, les balanciers exercent une très forte pression

en haut, et cette pression dévient encore plus grande par l'application

aux bouts supérieurs des balanciers des deux contrepoids qui sont néces-

saires pour redonner à l'instrument son équilibre. La partie la plus

étroite du manchon est de 32"" long; la partie la plus large n'a au con-

traire qu'une longueur de 36°"°. Deux anneaux très solidement fixés l'un

à l'autre tournent autour de cette partie du manchon à l'aide des rou-

lettes de friction, et on peut lire sur un cercle, gradué sur le bord in-

férieur du manchon, l'angle dont on fait tourner cette partie.

Par ces deux anneaux passent quatre tubes en laiton d'une lon-

gueur de Uô""" et d'un diamètre de 26""". Ces tubes portent à leurs

bouts inférieurs l'un des coussinets et 50"" plus haut l'autre coussinet

dans lesquels reposent les deux anneaux qui se trouvent sur le tube

principal du spectroscope. Aussitôt qu'on a placé le spectroscope dans

ces coussinets, on l'y retient à l'aide de deux arcs de cercle en laiton

qu'on fixe aux coussinets avec des vis.

MM. Reinfelder & Hertel avaient livré une serie de verres de

différentes couleurs et qu'on pouvait visser sur les oculaires. Cependant,

j'ai trouvé les couleurs de ces verres de beaucoup trop impures pour
qu'ils puissent servir avec avantage à séparer les spectres des différents

ordres. Ils affaiblissaient considérablement même les couleurs spectrales

qui étaient en apparence à peu près les mêmes que celles dont ils étaient

teints eux-mêmes. Pour éviter cet inconvénient, j'ai fait appliquer sur

les oculaires le prisme à vision directe qui appartient au petit spectro-

scope de la construction indiquée par Zöllner et qui est designé par

SsO dans mon mémoire sur les spectres des étoiles de la troisième

classe p. 11. Pour séparer les spectres des différents ordres, on fait

tourner ce prisme de sorte que son bord réfringent devient parallèle à

l'extension logitudinale des spectres. La hauteur des spectres étant fort

petite, les spectres des différents ordres deviennent ainsi tout à fait sé-

parés, à moins qu'on n'emploie les deux oculaires les plus forts, auquel

cas ils se touchent par la tranche.

Il me faut finalement remarquer qu'on peut fixer le bras des mi-

croscopes à l'aide d'une pince et lui faire subir de petits changements

en position par une vis micrométrique.
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Pour pouvoir faire des levés photographiques des parties du spectre

solaire, on enlève le micromètre, et on introduit "à sa place la chambre

noire. Celle-ci fait le prolongement d'un tube de même forme et de même
grandeur que le tirage du micromètre et muni d'une pareille crémaillère.

Ce tube contient un petit objectif antiplanétique de M. Steinheil. Der-

rière cet objectif, il y a un beau prisme à vision directe, également de

M. Steinheil. Ce prisme, qui sert à séparer les spectres des différents

ordres, se trouve déjà en dedans de la chambre noire proprement dite,

laquelle consiste en un tube quadrangulaire en forme de pyramide tronqué

et d'une longueur de 32™, fait en plaques de laiton très minces. Il

porte, à son bout extérieur, soit un cadre avec une plaque de glace pour

la mise au point, soit le châssis. Le châssis est muni de deux volets qui,

l'un et l'autre, ont 10™"" de largeur; par conséquent, les plaques photo-

graphiques ayant 8™ de longueur et 4™ de largeur, on peut faire deux

levés photographiques sur chacune. Pour ce but, on peut appliquer le

châssis dans deux positions différentes, de sorte que l'image du spectre

rencontre l'un ou l'autre des volets. On obtient ainsi des images for-

tement agrandies des parties du spectre; mais ces parties n'embrassent

qu'une très petite fraction du spectre entier, et ne sont donc que d'un

usage fort restreint. Les poses devant être fort longues, surtout quand

il s'agit des moins réfrangibles parties du spectre, il est indispensable

d'avoir un moyen de retenir sur la fente, pendant tout ce temps, la

même partie du disque solaire. Dans ce but, j'ai fait usage du chercheur

ordinaire du réfracteur, en y adaptant une pièce oculaire particulière,

fabriquée comme toute la chambre noire par M. Sandström, mécanicien

de l'université de Lund. Cette pièce consiste en un anneau en laiton

qu'on peut visser dans le tube du chercheur, au lieu de l'oculaire ordi-

naire. Cet anneau porte l'oculaire V du spectroscope, attaché sur deux

châssis, de sorte qu'on peut le déplacer dans deux directions verticales

l'une à l'autre. Sur un diaphragme dans l'anneau il y a deux fils d'arai-

gnée, s'entrecroisant sous un angle droit. Si l'on éloigne suffisamment

l'oculaire de ce réticule, après que celui-ci a été placé an foyer de l'ob-

jectif du chercheur, on obtient, sur un écran, à la fois l'image du soleil

et celle des fils. Cet écran est porté par une verge en laiton, fixée sur

l'anneau. Lors des photographies spectrales, on déplace l'oculaire à

l'aide des châssis sur lesquels il est ménagé, jusqu'à ce que le point

d'intersection des fils touche le bord précédant ou suivant du soleil, en

même temps que l'image du point voulu du disque solaire rencontre la

fente. On retient l'image du point d'intersection en contact avec celle

du bord solaire pendant tout le temps que dure la pose.
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De ce qui précède, on a vu que notre spectroscope a des dimen-

sions extraordinaires. Malgré cela, ce sont en première ligne les rares

qualités optiques du plus grand réseau qui le rendent incomparable.

Dans le but de faciliter l'emploi des spectres d'un ordre élevé, tous les

réseaux de Rowland, sont tracés de telle sorte, que les spectres d'un

côté sont plus brillants que ceux de l'autre côté. Dans mon réseau, un

heureux hasard a introduit une autre anomalie encore plus favorable pour

ce but. C'est que. tandis que le spectre du second ordre est assez

faible, celui du troisième ordre est au moins aussi brillant que celui du

premier ordre et même le spectre du quatrième ordre ne lui est pas con-

sidérablement inférieur. Encore le spectre du cinquième ordre est-il suffi-

samment brillant pour se prêter, du moins dans ses parties les plus brillan-

tes, avec avantage aux mesures. Pour cette raison, notre spectroscope

donne une dispersion vraiment énorme. Je donnerai quelques exemples

du dédoublement des raies doubles excessivement étroites, et dont la

duplicité, à mon su, n'a pas encore été annoncée. Commençons en di-

sant que la duplicité des 63, 64, de la raie de la couronne et même
celle de E^ est trop facilement reconnue pour être avancée comme une

preuve de la force optique de l'instrument.

Dans la liste suivante de ces nouvelles raies doubles ou multiples,

les longueurs d'onde sont données d'après l'atlas spectroscopique de M.

FiEVEZ^). On réduit ces longueurs d'onde à celles de M. Rowland^) eti

leur ajoutant 0,8 unités de Ångström.

Raie. Description.

5196.0 La plus refrangible est peut-être un peu plus forte; très facile.

5201.4 La plus refrangible est un peu plus faible que l'autre; difficile.

5203,3 Les deux raies sont de la même intensité; difficile.

5205,3 La moins refrangible est beaucoup plus faible que l'autre; trè.'i serrées.

5205,6 La raie la plus refrangible est lui peu plus faible que l'autre; facile.

5207,2 La moins refrangible un peu plus faible que l'autre ; assex difficile.

5214.5 La moins refrangible est plus faible que l'autre; très facile.

5215,5 La moins refrangible est la plus faible; très facile.

5224,2 La plus refrangible est un peu plus forte que l'autre; pas difficile.

5232.1 Triple; deux raies entourent la grosse raie principale. La raie la plus re-

frangible est un peu plus faible que l'autre. Une quatrième raie encore plus

1) Annales de l'Observatoire de Bruxelles. Nouv. Série. T. IV.

2) Philosophical Magaxine. V Sér. Vol. 23. Pp. 262—264.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. ups. Ser. III. 2
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Raie. Description.

réfraDgible se trouve daus le voisinage. La raie principale m'a parfois paru

double, mais je n'eu suis pas sûr.

5234.6 La raie la moins refrangible est beaucoup plus faible que l'autre; serrées.

5240.4 La plus refrangible est moius forte que l'autre; difficile.

5241.2 La raie la plus refrangible est faible; facile.

5241.7 La plus refrangible un peu plus faible que l'autre; facile. La longueur d'onde

est de 5242,2.

5242,7 La raie la moins refrangible est considérablement plus faible que l'autre.

5247,9 La moins refrangible est la plus forte; pas très difficile.

5249,7 La plus refrangible est faible; difficile.

5254,0 La moins refrangible est la plus faible; facile.

5254,6 Très serrée et difficile

5260.5 La moins refrangible est beaucoup plus faible que l'autre; assex facile.

5261,0 La raie la plus refrangible est plus faible que l'autre; très serrées.

5262.0 La raie la plus refrangible est faible; difficile.

5262.4 La plus refrangible est un peu plus faible que l'autre; très facile.

5273,9 Au milieu de cette raie double il y a une troisième raie plus faible; très

facile.

5275.1 La raie la moins refrangible est la plus faible; très difficile.

5282.6 La raie la plus refrangible est assez faible; difficile.

5298.3 Ija raie la moius refrangible est un peu plus faible que l'autre. Serrée et

difficile.

5340,0 La raie la moins refrangible est un peu plus faible que l'autre. Extrême-

ment serrée et difficile.

5352.4 La moins refrangible est faible; assex difficile.

5361,6 La plus refrangible est un peu plus faible que l'autre; pas très difficile.

5370.5 La raie la plus refrangible est considérablement plus faible que l'autre;

serrées.

5399.5 I^a moins refrangible est la plus faible; difficile.

Outre ces raies je citerai la duplicité des deux D. Eu eflfet, on

reconnaît déjà dans le quatrième spectre sans trop de difficulté au milieu

de la grosse raie D^ un mince filet de lumière, et quelquefois, bien que

rarement, j'ai vu la même apparence en D^. Au cinquième spectre tout

cela se présente avec une précision bien plus grande. Quant à ce trait

de lumière, je serais presque porté à croire qu'en analogie avec ce qu'on

a souvent vu dans les spectres des taches et des protubérances, cela

n'est qu'une double réversion, qui, avec un spectroscope suflfisamment

fort, se fait sentir sur tout le disque solaire. J'ai vu un autre phéno-

mène très curieux dans le groupe b, savoir l'affaiblissement très consi-
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dérable des trois grosses raies qui appartiennent au magnesium. Au
cinquième spectre cet affaiblissement est si considérable, que le compo-
sant le plus refrangible de b^ n'est reconnaissable qu'avec un peu de
difficulté, en effet plus difficilement que dans le quatrième spectre, tan-

dis que le composant moins refrangible de 6^ ainsi que les deux com-
posants de 63, tous les trois dûs au nickel et au fer, gardent toute leur

netteté. Quant à 6^, elle est comme on sait entourée de deux raies mé-
talliques. Avec une dispersion assez, mais pas trop considérable cepen-

dant, la raie 63 se montre de beaucoup plus forte que metne la plus re-

frangible de ces raies; mais au cinquième spectre de notre spectroscope,

la bo est sensiblement plus faible que la moins refrangible de ces raies.

Aussi 6, se montre excessivement affaiblie. Ces phénomènes semblent

pouvoir être expliqués par une réversion partielle, tandis que les raies

des métaux plus réfractaires ne subissent pas de changement pareil. Une
raison cependant pourrait se produire contre une telle supposition: la

raie de la couronne solaire, qui d'ailleurs présente, en général, les mêmes
phénomènes de réversion comme les raies du magnésium, n'est en aucune

façon affaiblie dans le spectre du cinquième ordre.

Le soleil se trouvant actuellement dans une époque de peu d'ac-

tivité, je n'ai pu que très rarement employer mon instrument pour l'exa-

men des taches et des protubérances. Cependant, j'ai profité de quel-

ques occasions où se laissaient voir des taches pas trop petites pour

examiner si l'observation très remarquable de M. C.-A. Young est réelle-

ment exacte, examen qui n'a pas été fait que je sache par aucun astro-

nome, aussi bien que cette observation ne semble avoir attiré que fort

peu l'attention.

M. Young dit^) avoir examiné les spectres de nombreuses taches

avec un spectroscope à diffraction d'une puissance au moins égale à celle

du mien, à condition qu'on y puisse employer des spectres d'un ordre

aussi élevé. Ce spectroscope était d'ailleurs attaché au réfracteur de 23

inches à l'observatoire de Halsted.

Le point principal dans l'observation de M. Young est que »m
certain regions the spectrum of the spot-nucleus, instead of appearing as a

mere continuous shade, crossed here and there by markings dark and light,

is resolved into a countless number of lines, exceedingly fine and closely

packed, interrupted frequently by lines as bright as the spectrum outside the

1) American Journal of Science. Third series. Vol. XXV Pp. 33.3—8.36.
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spot's). M. Young ajoute: »When seeing is at best and everything favorable,

close attention enables one to trace nearly all these lines out beyond the spot

and its penumbra. Bid they are so exceedingly faint on the suns general

surface that usually they cannot be detected outside the .^pot-spectruni» et

finalement: »T/te bright lines of which there are six between 6, and b^, are

generally about as wide as the components of 63. They are sharply defined

at both edges, and are brighter at the center than at the edge, a fact which

rather bears in favor of the idea that they are merely interruptions in the

dark line series and not really superposed bright lines». M. Young remar-

que aussi, que c'est surtout dans les parties verte et bleue du spectre

qu'il lui a été possible de décomposer de la sorte le spectre des taches.

Les observations que j'ai faites confirment amplement la justesse

des observations de M. Young. J'ai en efi"et vu le spectre des taches

perdant tout-à fait l'apparence d'une bande unie plus sombre que le reste

du spectre solaire, laquelle il présente dans un spectroscope d'une dis-

persion moyenne, et montrant de très nombreuses raies sombres, proje-

tées sur un fond du mômç éclat que le spectre général du disque solaire.

Ces raies ne sont pas cependant uniformément réparties et à la même
distance l'une de l'autre comme les lattes d'une grille. Au contraire, on

voit avec une pleine sûreté, surtout en portant son attention sur les

espaces qui dans le spectre solaire sont vides de toutes raies tant soit

peu fortes — je cite comme exemples les lacunes 5352 5361 et

5287,5 5292 — qu'elles sont agroupées en doublets, triplets etc.,

séparées par des interstices plus larges que ceux qui séparent les raies

constituantes de ces groupes. Tous les interstices, autant que j'ai pu le

voir, m'ont semblé être du même éclat que ceux qui se trouvent entre

les groupes des raies dans le spectre solaire. En examinant très atten-

tivement le spectre solaire, dans le prolongement d'un tel groupe dans

le spectre des taches, il m'est quelquefois arrivé de découvrir un trait

nébuleux excessivement faible. En un mot; tout ce que j'ai vu, me
semble prouver qu'il n'y a pas de diff'érence fondamentale entre le

spectre solaire général et celui des taches. Il est au contraire fort pro-

bable, que celui-ci se forme, pour ainsi dire, par l'exagération des carac-

tères essentiels de celui-là, les raies excessivement faibles, presque im-

perceptibles, devenant parfaitement visibles, et les raies qui, dans le

spectre solaire ordinaire, sont fortes devenant élargies et renforcées. La

couche absorbante dans les taches ayant, à de légères modifications

près, la même composition chimique que celle du photosphère, il est
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difficile d'imaginer une autre forme des taches que celle d'une cavité

remplie par des gaz métalliques soit tourbillonants comme le veut M.

Faye, soit en repos comme le croyait Secchi, bien que l'immobilité des

raies qui appartiennent au spectre des taches proprement dit, constaté

par M. YouNR et moi, semble plus en accord avec la théorie de Secchi.

Mais on ne saurait guère admettre que les taches aient la forme

d'un nuage planant dans l'atmosphère solaire. Car les nuages tels que

nous les connaissons en l'atmosphère de la terre sont composés de par-

ties demi-fluides, demi-gazeuses, par conséquent à peine demi-diaphanes.

Il faudrait donc que les nuages solaires eussent un spectre généralement

voilé. Un spectre composé de raies sombres, nombreuses, sur un fond

clair ne saurait être expliqué par cette hypothèse. M. Young a aussi,

dans la note que nous venons de mentionner, émis cette môme opinion.

Il dit: »0/ course the resolution of the spot-spectrum into lines tends to in-

dicate that the absorption which darkens the center oj a sun-spot is produ-

ced^ not by granules of solid or liquid matter, but by matter in the ga-

seous formf).

Si mes observations sur les spectres des taches solaires ne sont

pas très nombreuses, elles se sont portées encore plus rarement sur le

chromosphère et sur les protubérances. La raison en a été que les

opinions généralement émises sur les conditions de la visibilité des raies

chromosphériques et des protubérances ne sont pas très exactes. On
dit en général qu'une forte dispersion est indispensable pour les voir,

et que plus la dispersion est forte, plus on les aperçoit facilement. De

ces deux assertions celle-ci est très erronée, et l'autre n'est vraie que

jusqu'à un certain point.

Déjà, pendant les observations que j'ai faites, il y a quelques

années, dans le but d'établir la graduation du spectroscope universel de

Merz qui appartient à l'observatoire de Lund, j'ai été frappé du grand

éclat des raies chromosphériques quand on n'a introduit, dans cet in-

strument, que le système à vision directe le plus faible (dispersion

A—G = 5"). Pour cette cause, j'ai essayé, après avoir obtenu un autre

prisme encore plus faible (dispersion A—G = 2'',3) si ces raies pourraient

être vues encore avec cette dispersion très faible du spectroscope uni-

versel. La réussite fut si complète, même la raie D^ étant facilement

visible malgré l'éclat éblouissant de la partie jaune du spectre quand la

lumière solaire directe entrait dans la fente, que je résolus de pousser

mes essais encore plus loin en essayant deux spectroscopes tout faibles,
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savoir un des petits spectroscopes stellaires, construits par M. Heustreu

à Kiel, d'après les indications de M. Vogel et un encore plus petit spec-

troscope de M. HiLGER. Pour ces essais il me fallut opérer avec une

grande prudence, afin d'éviter que la lumière directe n'entrât dans la

fente. Cependant il m'arriva quelquefois, même sans emploi d'aucun

verre rouge d'apercevoir la raie C et même une fois la F et la i),.

S'il est prouvé par ces essais qu'on peut apercevoir les raies

chromosphériques à l'aide des plus faibles spectroscopes, mes observa-

tions avec le grand spectroscope semblent prouver qu'une dispersion et

un grossissement trop considérables peuvent totalement empêcher la vi-

sibilité des raies en question. A mes premières observations, j'ai fait

usage de l'oculaire II et du troisième spectre sans être en état de bien

voir seulement la raie C. L'observation réussissait à merveille au con-

traire, quand j'employais l'oculaire I et le spectre du premier ordre, et

j'ai pu voir, non seulement les raies spectrales, mais aussi l'image du

chromosphère avec ses points et ses filaments avec une netteté bien j^lus

grande que celle que donne le spectroscope de Merz.

Cet exposé ne serait pas complet si je négligeais entièrement les

inconvénients que présente notre instrument. Ils sont causés par ses

grandes dimensions et le poids considérable que ses parties différentes

ont dû obtenir. Ce poids est cause que des flexions se produisent dans

certaines parties de l'instrument. La plus fâcheuse de ces flexions est

celle dans le bras des microscopes et dans les autres parties qui suppor-

tent le pesant réseau. Ces flexions peuvent faire que parfois les spec-

tres n'entrent pas au champ de vision, ou du moins qu'ils ne coïncident

pas avec quelqu'un des points où les fils du micromètre se croisent, à

moins d'ajuster la position du réseau avant de commencer une observa-

tion; et si les observations durent longtemj)s, il devient parfois, bien

que seulement dans des cas exceptionels, nécessaire de la corriger encore

une fois, afin d'amener de nouveau cette coïncidence. La correction

dont je viens de parler est un grave inconvénient, les vis de correction

sur la cassette qui porte le réseau étant inaccessibles, lorsqu'on a l'œil

à l'oculaire de l'instrument, et par conséquent un assistant exercé dans

ces corrections étant indispensable à chaque observation.

D'ailleurs, l'instrument est assez compliqué et exige par consé-

quent une foule d'autres corrections, mais on n'a que très rarement à

s'occuper d'elles, après que l'instrument a été une fois dûment ajusté.

Jusqu'à présent, les seules mesures que j'ai faites avec le spec-

troscope ont consisté en mesures micrométriques des distances entre
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certaines raies du spectre solaire. Aussi les erreurs périodiques et pro-

gressives de la vis micrométrique sont-elles les seules erreurs dans les

appareils de mesure de l'instrument dont je me sois soucié.

A l'examen des erreurs périodiques, je me suis servi du même
instrument que j'ai employé pour déterminer les erreurs périodiques de
la vis micrométrique du réfracteur de Lund^). Cependant, la construc-

tion différente du micromètre du spectroscope, la vis entraînant aussi

avec elle l'oculaire, a nécessité un changement dans l'appareil. Il fallut

prolonger le microscope d'un tube qui descendait à peu près jusqu'à la

plaque supérieure du micromètre, et l'oculaire qui produisait l'image

agrandie des fils fut vissé dans ce tube au lieu de l'être dans le mi-

cromètre.

A cette recherche sur les erreurs périodiques, j'ai cru pouvoir me
limiter à celle des valeurs exactes, en parties décimales d'un pas entier

de la vis, des différents quatrièmes d'un tour lus sur le tambour. J'ai

trouvé, en 1887, ce qui suit:

0';o-0'-2S
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d'autant plus qu'aux différentes mesures de la distance entre deux raies

spectrales il arrive presque inévitablement que les mesures se portent

chaque jour sur des parties différentes de la vis, et que par conséquent

ces erreurs s'éliminent presque entièrement dans la moyenne d'un grand

nombre de mesures. Cependant j'ai préféré de rien négliger, et j'ai dé-

duit la formule suivante pour les corrections qu'il convient d'appliquer

aux lectures:

Corr. = + ©"^lOooö + o',ooi4 Sin (r — 36")

Cette formule donne pour
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micromètre de sorte que le ressort pût avoir presque la double longueur.

Ce travail, pendant lequel le micromètre fut complètement démonté, oc-

casionna naturellement aussi un changement très sensible dans les er-

reurs de la vis. J'ai donc, pendant l'été de 1888, entrepris une nou-

velle détermination aussi des erreurs périodiques, détermination qui a

donné les résultats suivants:

Tour

19

0'',00-0\2S
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Table des erreurs périodiques en i888 et i88g.
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!id.Fas moyen
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parabolique aussi près que possible des points ainsi dessinés. Par des

mesures sur cette courbe, j'ai obtenu des valeurs interpolées pour 0,1 etc.

Puis, j'ai divisé tous ces nombres par celui qui est valable pour 20,0 et

entin, j'ai interpolé au milieu. En partant du nombre valable pour 20,0

qui naturellement est 20,0000, j'ai, des deux côtés, soustrait resp. addi-

tionné les valeurs trouvées, et après avoir soustrait les nombres entiers

(0 jusqu'à 40) j'ai trouvé la suivante

Table des erreurs progressives de la vis en 1887.

Lecture Corr. Lecture Corr.

o',a
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Plis Moyen Sér. 1 Sér. 3, Séi: 2, Sér. 3 Scr. 4 Scr. 5 Sir. 6, .Sér. 6,

2,0 3,9282 3,9362 3,9346 3,9329 3,9404 3.9432 3.9341 3,9408

94016,0
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En m'accordant la somme dont j'ai parlé en commençant, le con-

seil d'administration de îiLars Hjertas Minne» avait exprimé le désir que

le spectroscope fût employé à une recherche aussi approfondie que possible

sur la question de savoir, si la longueur d'onde d'un rayon lumineux mono-

chromatique est altérée proportionellement au mouvement de la source

lumineuse selon le »principe de Doppler», dont la justesse a été si vive-

ment contestée. Cependant, avant de passer aux observations à l'aide

desquelles je crois avoir tranché la question, il me faut d'abord rendre

compte, au moins sommairement, des travaux antérieurs sur ce champ

de recherches si éminemment intéressant.

En 1842, Chrétien Doppler publia son fameux mémoire sur la

lumière colorée des étoiles doubles '). Dans ce mémoire, il soutient

d'abord") la thèse fondamentale que, quand on parle des ondes lumineu-

ses ou acoustiques comme les causes des perceptions de la lumière ou

du son, et non seulement comme des procès objectifs, il ne faut pas

demander dans quels intervalles de temps et avec quels dégrés d'inten-

sités ces vibrations se font en réalité, mais plutôt dans quels intervalles

de temps et avec quelle force elles sont reçues et perçues par l'œil ou

l'oreille d'un observateur quelconque. Car la couleur et l'intensité d'un

rayon lumineux, ainsi que la hauteur et la force d'un ton musical dé-

pendent de ces déterminations purement subjectives et non pas des pro-

cédés réels. Par conséquent, s'il arrive, en quelque sorte, qu'il y ait

une différence entre le procédé objectif et le résultat subjectif, il faut

indubitablement se tenir aux déterminations subjectifs.

Partant de ce théorème, qu'on peut bien avoir tout lieu de con-

sidérer comme axiomatique, Doppler passe à l'examen de l'influence

d'un mouvement soit de l'observateur, soit de la source lumineuse. Sa

manière de raisonner — abstraction faite de quelques inexactitudes, pro-

bablement des erreurs typographiques — est d'ailleurs la suivante:

Soit (Fig. 1) Q la source lumineuse, supposée en repos, A et

resp. le commencement et la fin d'une onde lumineuse et soit la po-

sition de l'observateur au moment, où la vibration est arrivée en A et

soit a la vitesse avec laquelle l'observateur est entrainé dans la direction

OQ; soit a la vitesse de la lumière, n le temps que la lumière emploie

1) Über das farbige Idcht der Doppekterne und einiger anderer Oestirne des

Himmels. — Versuch einer das Bradleysche AbeiraHonstheorem als integrirenden

Theil in sich schliessenden allgemeineren Theorie. Abliandlungen der königl. Böhmi-

schen Gesellschaß der Wissenschaften. V Folge Bd. 2.

2) 1. c. p. 469 § 2.
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pour passer de .4 à et x le temps qu'elle met à parvenir à l'obser-

vateur en 0'. Alors on a

OA^an, 0'A = ax, 00' = ax.

Par conséquent

ax -{- a:c = an

ou si le mouvement du point est dirigé dans le sens opposé

ax — ax = an ;

donc

an
X =

a -\- a (1)

Si au contraii-e le point d'observation est immobile, tandis que la

source lumineuse se rapproche ou recède avec une vitesse a , il faut,

avant tout, tenir compte de Tinfluence de ce mouvement sur l'onde la

plus rapprochée de la source lumineuse, les ondes déjà formées ne pou-

vant plus s'altérer par leur passage à travers l'espace jusqu'à l'observa-

teur éloigné.

Pendant que la première onde passe de Q à .4 (Fig. 2) en par-

courant un chemin égal k an , la source lumineuse même s'est trans-

portée à Q' en parcourant un chemin égal k an , et il faut que la se-

conde onde s'exécute dans le temps nécessaire à la lumière pour par-

courir l'espace AQ'. Ce temps étant égal à x , AQ' devient égal à ax

et l'on a :

an — ((n = ax
d'où

ou

(a — a\

^ = (l-«) '^ (2)

Si au lieu de s'approcher de l'observateur, la source lumineuse

s'en éloigne, la formule (2) se transforme en

= (l+3" (3)
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Dans les trois formules (1), (2) et (3) est compris le »principe de

Doppler». Doppler lui même croyait, à l'aide de ce principe, pouvoir

expliquer bien des phénomènes célestes jusque là inexpliqués, savoir, les

couleurs des étoiles doubles, les étoiles nouvelles et variables, etc., mais

les conclusions auxquelles il arrivait n'étaient pas justes. En effet, le

mouvement d'une étoile quelque rapide qu'il soit ne saurait produire un

changement de couleur ni d'éclat, que sous des circonstances exception-

nelles. Car la lumière de la plupart des étoiles semble consister en des

rayons de toutes longueurs d'onde possibles, les rayons visibles étant

bordés des deux côtés par des rayons invisibles dont les longueurs d'onde

sont resp. plus grandes ou plus petites. Si donc les longueurs d'onde

des rayons émanées d'une étoile étaient soit raccourcies, soit rallongées

par le mouvement de l'étoile, le seul effet serait que certains rayons d'un

des côtés du spectre visuel déviendraient invisibles, mais en même temps

remplacées par d'autres rayons qui, bien qu'eu réalité d'une longueur

d'onde plus grande ou plus petite, présenteraient à l'observateur absolu-

ment les mêmes couleurs que les rayons dévenues invisibles. Un chan-

gement de couleur ne pourrait se produire que dans le cas où l'un des

côtés du spectre serait réduit par de fortes absorptions dans l'atmos-

phère de l'étoile. Mais dans ce cas, ces absorptions seules suffisent am-

plement pour expliquer les couleurs de ces étoiles, sans qu'on ait besoin

de recourir à l'hypothèse peu probable d'un mouvement assez rapide

pour produire un changement considérable des longuers d'onde des rayons.

Peut-être le principe de Doppler doit-il sa célébrité en premier

lieu à la grande portée que son auteur croyait pouvoir y attribuer.

Autrement on n'aurait guère eu besoin de tant de persévérance et d'un

tel excès d'érudition pour chercher à renverser une théorie qui réelle-

ment était sans influence sur les mesures spectrales les plus raffinées

qu'on était alors en état de faire.

Le premier, qui porta un jugement sur la théorie de Doppler fut

Bolzano^) qui non seulement était un partisan de cette théorie, mais

qui aussi cherchait à écarter une difficulté à laquelle Doppler lui-même

la croyait sujette; savoir, qu'elle serait compromise sinon entièrement

refutée, si l'opinion était fondée que la lumière consiste en des vibra-

tions transversales. Bolzano fait en effet valoir, que les fondateurs de

cette hypothèse déduisent les couleurs exclusivement de la vitesse de la

lumière dans son mouvement progressif.

1) PoGGENDORFFS Ann. 1843 T. 60 p. 83 et suiv.
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Buys Ballot cherchait aussi à consoHder la partie physique de

la théorie en faisant des expériences acoustiques sur le chemin de fer

entre Utrecht et Maarsen '). Il examinait tantôt en se plaçant tout près

du chemin de fer le ton émis par un instrument musical joué par un

musicien placé sur une locomotive lancée à toute vitesse et il trouvait

toujours le ton le plus élevé quand la locomotive s'approche et le plus

bas quand elle s'éloignait; tantôt, en se plaçant lui-même sur la locomo-

tive, et mettant le musicien tout près des rails, il trouvait aussi des

élévations ou des abaissements du ton dans le sens voulu par la théorie.

Il va sans dire qu'il se déclara comme adhérent à cette partie de la

théorie et en outre trouva indiscutable qu'elle fût valable aussi pour les

ordres lumineuses.

Buys Ballot était au contraire un adversaire décidé de l'appli-

cation de la théorie Dopplerienne, sur l'explication des couleurs des

étoiles, et il allégua ^), entre autres raisons, contre elle, celle que nous

avons déjà exposée. Contrairement à Doppler, Buys Ballot croyait

que les couleurs des étoiles étaient causées par leur nature différente, et

cite à l'appui de son opinion les différences qu'avait trouvé Fraunhofer

entre les spectres de différentes étoiles et il conclut en disant qu'il se-

rait intéressant d'étendre les recherches spectrales de Fraunhofer aux

étoiles variables. On sait que ces voeux ont été réalisés, bien que

vingt années se fussent écoulées avant qu'aucun astronome n'embrassât

l'opinion qu'il y avait quelque chose à gagner à l'étude des spectres

stellaires.

Doppler cherchait à atténuer les objections de Buys Ballot *)

mais il faut reconnaître que sa défense n'est pas très heureuse. D'ail-

leurs, cette partie de sa théorie ayant été complètement réfutée par

l'analyse spectrale de la lumière des étoiles il n'y a aucune raison de

s'y arrêter.

M, FizEAU communiqua en 1848 à la Société Philomatique *) une

note sur cette question qu'il a plus tard fait réimprimer '^). Il commence

par la remarque que si l'on considère un corps émettant un son toujours

1) PoGG. Ann. 1845. ï. 66 pp. 321—351.

2) L. c. § 13.

3) PoGG. Ann. 1846. T. 68 p. 1.

4) Il ne m'a pas été possible de trouver un exemplaire du Bulletin de la

Société Philomatique pour 1848. Pas mémo la grande Bibliothèque Nationale de

France ne possédait nu seul des tomes de la première série de ce bulletin.

5) Annales de Chimie et de Physique IV Série ïome IX (1870) p. 211—221.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. *
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identique et si l'on suppose qu'on lui imprime un mouvement de trans-

latation rapide, il faut que, l'air environnant ne participant pas au mouve-

ment, les ondes sonores se propagent indépendamment du mouvement

du corps vibrant; de sorte qu'en avant les ondes successives soient plus

rapprochées, en arrière plus éloignées, et que leurs distances soient à

droite et à gauche les mêmes que si le corps sonore était en repos.

Alors un observateur placé dans ces diverses positions percevra des

sons plus aigus, s'il est en avant, plus graves s'il est en arrière. On
peut aussi considérer le cas inverse, celui où l'observateur est en mou-

vement et le corps sonore fixe; cette supposition conduit à des consé-

quences semblables.

M. FizEAU a aussi cherché à constater l'existence de ces phéno-

mènes par des expériences. Dans ce but, il a employé une roue tour-

nante de 0,5"" de rayon qui portait sur son bord et perpendiculairement

à lui une carte qui à la rotation de la roue rencontrait les dents de l'un

ou de l'autre de deux arcs de 20" qui se trouvaient au-dessus et au-

dessous de la roue. Chacun de ces arcs portait cinq dents. Lorsque la

roue fut mise en mouvement, le choc de la carte sur les dents fixes

produisit un son qui varia avec la position, de sorte que l'observateur,

placé à quelques mètres en avant de l'appareil entendit un son plus

aigu, tandis qu'eu arrière le son était plus gi-ave que celui qu'on enten-

dait en se plaçant près de l'appareil. L'expérience devenait encore plus

frappante par l'arrangement qu'avait pris M. Fizeau que pendant quel-

ques instants le son ne fût produit que par l'arc supérieur, puis aussitôt

après par l'arc inférieur et ainsi alternativement. De cette façon M.

FiZEAU pouvait constater les intervalles donnés par le calcul; le demi-

ton, le ton et la tierce mineur, et la tierce majeure s'obtenait encore.

La vérification de la théorie était donc parfaite.

Puis M. Fizeau passe aux variations de longueur d'onde que doi-

vent subir les raies spectrales du soleil et des étoiles. Il trouve que

l'énorme vitesse de la lumière est un grand obstacle à la vérification

des formules, mais il exprime cependant l'espoir qu'elle réussira.

M. Fizeau avait non seulement appuyé la théorie de Doppler par

son développement théorique, mais il en avait aussi donné une vérifica-

tion expérimentale relative aux ondes acoustiques. Sestini ') croyait

pouvoir faire de même pour les ondes lumineuses. Il donne d'abord la

démonstration suivante de la théorie.

1) GouLD: Astronomical Journal 1850. Vol. I pp. 88— 90.
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Soit E (Fig. 3) l'oeil et /-* le point lumineux. Soit t le temps qu'il

faut à une ondulation pour parcourir la distance PE et soit t
-f-

*/ le temps

pendant lequel la môme ondulation parcourt la distance P'E et soit n

le nombre des ondulations pendant une seconde. Si P se transporte

en P' dans T secondes, il faut que la première des nl^ ondulations qui

se sont formées pendant ce temps arrive en E après t secondes et

que la dernière d'elles y parvienne après le temps (t -{- 0-) -{. T ; donc,

(t -|- i'>) -f T— t étant égal à 7'+ .V- , il faut que ni" vibrations dans l'oeil

de l'observateur pendant le temps T -\- 3 correspondent au même nombre

de vibrations faites par le point lumineux dans T secondes. vSi, au

contraire, le point est immobile en P^ toutes les vibrations depuis la

première jusqu'à la dernière exigent le môme temps t pour arriver à E.

et par conséquent l'oeil est frappé par nT vibrations pendant le temps

T. Par conséquent, le nombre de pulsations qui rencontre la rétine

pendant un intervalle donné est différent si le point lumineux est en

i-epos ou en mouvement, et la relation est comme

1

^'

Si le point lumineux se meut vers E la relation dévient

T
1

T—t^

Sestini s'imaginait avoir trouvé une verification expérimentale

de cette théorie, ayant cru avoir constaté des variations dans la couleur

de certaines étoiles. Inutile de dire que les évaluations des couleurs

des étoiles sont trop peu sûres pour qu'on puisse admettre ces con-

clusions.

Doppler était cependant d'un avis tout différent. Il déclare *) qu'il

est maintenant prouvé que toutes les étoiles sont en effet blanches ou

blanc jaune clair et que les couleurs plus prononcées qu'on aperçoit dans

quelques-unes sont produites par leurs mouvements propres. Il est

même porté à regarder les différences qu'il y a entre les évaluations de

couleur faites par Sestini à Rome et à Georgetown comme ayant une

origine objective, par conséquent, comme étant causées par un change-

ment dans la direction ou dans la vitesse des mouvements. Il trouve

1) Sitximgsberichte der Wiener Akad. 1852 «/, T. VIII pp. 91—97.
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cet avis appuyé par la circonstance que Sestini avait en général vu les

étoiles doubles présenter des couleurs différentes à Rome et à George-

town. 11 croit par conséquent qu'on pourrait bien établir sur les chan-

gements des couleurs dans les étoiles d'importantes recherches sur leurs

mouvements.

Jusque-là Doppler avait eu la satisfaction de voir sa théorie

acceptée presque sans réserve, malgré l'étonnement qu'elle avait éveillé

d'abord; et de plus, toutes les expériences qu'on avait faites l'avaient

confirmé ou du moins n'avaient en aucune façon été en désaccord avec

elle. Mais dans le même fascicule des Sitzungsberichte où se trouve

la dernière note de Doppler, Petzval a publié un mémoire intitulé

Ueber ein allgemeines Princip der Undulationslehre : Gesetz der Erhaltung

der Schwingungsdauer '), dans lequel, sans faire d'ailleurs allusion à la

théorie de Doppler, il commence par faire une rigoureuse distinction

entre »la petite et la grande science». Pour celle-là, il compte entre

autres les observations p. ex. »celles qui conduisaient à la découverte

des lois de Kepler» pour celle-ci '»die riesigen Denkinethoden der mathe-

matischen Wissenschaften)-). Fidèle à ces principes, il passe ensuite à une

recherche mathématique sur les vibrations, produites par une source

lumineuse ou acoustique dans un milieu où les molécules se trouvent

en mouvement rectiligne. 11 parvient par l'intégration des équations dif-

férentielles auxquelles le problème le conduit à ce résultat, que, dans

tout mouvement oscillatoire la durée des oscillations est une constante qui ne

dépend, ni de la densité du milieu ni des courants qui peuvent se trouver au

dedans de lui. Il avoue, cependant, que l'amplitude des oscillations et

môme leur longueur d'onde pourraient bien être sujettes à des varia-

tions, causées par ces courants. Il croyait par cette déduction »avoir

érigé un phare, capable de protéger les moins expérimentés contre cer-

tains bancs et récifs qui se trouvent au milieu de l'océan de la science».

Doppler et von Ettingshausen, qui depuis ce temps se joignait

à lui comme allié, étaient cependant d'une opinion tout différente sur la

portée et l'importance du principe de Petzval pour la question dont il

s'agissait. Doppler^) fit valoir que Petzval s'était tenu exclusivement

aux procès intérieurs, purement objectifs et mécaniques. Mais quand on

s'occupe de ceux-ci, il ne faut pas — sous peine d'être mal compris —

1) Sitzimgsberichte der Wiener Akad. der Wissensch. 1852 Jan. 22 T. VIII,

pp. 134—156.

2) Sitxungsber. der Wiener-Akad. 1852. T. VIII pp. 587—593.
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identifier les notions corrélatives, mais qu'on ne peut pas directement sub-

stituer les unes aux autres, de ton et de couleur, lesquelles n'ont trait

qu'aux sentiments, on ne doit pas même employer de tels mots. Quant

à l'influence du mouvement sur le ton ou sur la couleur, Doppler fait

observer qu'elle peut être prouvée avec toute sûreté possible sans qu'on

ait besoin de faire des expériences. Si une source lumineuse A émet
dans chaque seconde n ondes, il est évident qu'un point B en reçoit n

dans chaque seconde, aussi longtemps que la distance AB est invariable.

Mais si cette distance augmente ou diminue par le mouvement de l'un

ou des deux points, il faut que le nombre des ondes reçues soit resp.

plus petit ou plus grand, les ondes ayant à parcourir un chemin qui

devient de plus en plus grand ou petit. Mais quand la vitesse est

constante, un chemin plus petit est parcouru dans un temps plus court

et un plus grand nombre d'ondes arrivées en B est la conséquence

nécessaire d'un temps de trajet plus court. Ces considérations sont

d'une nature purement phoronomique et n'ont rien à faire avec les procès

intérieurs de la formation des ondes. Suppose-t-on le point B remplacé

par un observateur, on voit que: quand une source lumineuse ou acoustique

et un observateur s'approchent ou s'éloignent Vune de l'autre, la coideur ou

le ton subit une variation correspondante. Cette thèse étant évidente par

elle-même, elle n'a pas proprement besoin d'être prouvée par des expé-

riences. De ce que Petzval néglige les expériences faites par Buys

Ballot et autres, il fait preuve du peu d'estime qu'il a en général pour

les observations. Mais aussi les équations différentielles peuvent tromper

si l'on ne les interprète avec jugement. En même temps que Doppler,

VON Ettingshauskn fit ressortir ') une thèse, reconnue depuis longtemps

par les mathématiciens, savoir que, quand il s'agit du mouvement im-

primé à un milieu élastique par l'influence d'un corps oscillant, pendant

un certain laps de temps, chaque impulsion exercée pendant un temps

infiniment petit offre un état initial spécial du milieu, lequel produit sa

propre action. Le mouvement dans chaque point du milieu, à un mo-
ment suivant, est le résultat de la réunion des mouvements individuels

qui se produisent au point en question au moment donné. Cette thèse

conduit, pourvu que le corps se trouve dans un mouvement progressif,

précis'ément à la théorie de Doppler. D'ailleurs, les ondes préliminaires,

remplissant toute l'espace qui forment l'objet des recherches de Petzval,

ne sont pas celles qui influencent nos organes en qualité de lumière ou

1) Sitzungsber. der Wiener-Akademie. T. VJII p. 593— 594.
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de sou, mais elles ne sont que des moyens pour parvenir aux ondes

réellement efficaces qui sont obtenues par leur composition.

Déjà, avant que Doppler et von Ettingshausen eussent présenté

à l'Académie des sciences de Vienne ces objections contre la critique de

Petzval, celui-ci avait dû remarquer, pendant des entretiens avec plusi-

eurs savants qu'on ne partageait nullement la réfutation de la théorie de

Doppler. A cause de cela, il publia encore deux mémoires sur le même
sujet *). Dans le premier, il commence par une attaque nouvelle contre

les »manières populaires de voir» en faisant des objections contre l'idée

que les ondes lumineuses ou acoustiques sont quelque chose de progré-

diant, de matériel qui fait sur l'oeil ou l'oreille l'impression de différents

couleurs ou de différents tons, par les chocs plus ou moins nombreux

qu'il exerce sur ces organes. Si l'on leur attribue en outre la réalité, il

est évident que l'oeil ou l'oreille accepte un nombre plus grand ou plus

petit d'ondes à mesure que l'observateur se rapproche ou s'éloigne de

la source d'oscillation. Mais selon Petzval il n'y a, dans les ondes, ab-

solument rien de matériel et de progressif, mais seulement une forme,

c'est à dire le lien géométrique où un certain cosinus a la valeur 1. On
ne peut non plus parler d'aucun choc ou coup. Ce qu'il y a d'ailleurs

d'incorrect, dans les »idées populaires», c'est qu'on a admis

1" que le milieu transmet l'oscillation, mais non pas le mouvement

progressif de la source:

2° que l'oscillation n'est pas communiquée au milieu et à l'oeil

ou à l'oreille pendant un certain laps de temps, mais soudaine-

ment par une sorte de choc ou d'explosion.

Chacune de ces suppositions suffirait à elle seule pour rendre

fausse la théorie du procédé qu'on voudrait y établir.

Pour mieux éclaircir la question, Petzval entreprenait une telle

recherche en partant de cette supposition qu'une oscillation est imposée

à un milieu, de telle sorte que les molécules qui se trouvent dans un

plan acceptent une phase d'oscillation, ceux qui se trouvent dans le plan

voisin, la phase suivante, etc., de sorte que le point où a lieu l'agitation

se déplace dans l'espace. Alors l'onde plane se divise en au moins deux

qui se meuvent avec la même vitesse constante dans des sens opposés.

Si donc le déplacement primitif du point est | = 2/(.t) où f(x) n'a une

1) Sitxungsber. der Wiener-Akad. (1852 21/. et '/e) VIII p. 567—586 et IX
p. 699—737.
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valeur qui diffère sensiblement de zéro que dans le voisinage de x = 0,

on a après le temps t

Cette expression ne diffère sensiblement de zéro que dans le voi-

sinage de

,v = -}- st ou ,c = — st .

S'il y a en outre une suivante agitation correspondante au temps
t = d- et qui a lieu dans un plan parallèle au premier et qui est à une

distance égale à 6 de lui, on a le déplacement

r = f[w -b-s(_t-»)]+ f[x - h + s(t - »)]

.

S'il y a enfin un nombre illimité de très petites agitations qui

ont lieu dans le laps de temps infiniment petit (19^, dont l'intensité est

proportionnelle à (1& et dont le lieu géométrique avance dans l'espace

avec la vitesse r; on a pour chacune d'elles

6 = c.^
,

et le déplacement ^ devient

Si, au contraire, l'agitation progressive était de nature périodique

et son intensité n'était pas proportionnelle à d&^ mais p. ex. au produit

SinkS-.dS-
, on aurait

^ = (f[x — c9 - t(t _ S-y] Sin kS- . d» + if[_x - c& + s(t _ »)] Sin k» . dd- .

Pour effectuer l'intégration, on fait les substitutions

.C — C&-!&-s(t-â-) = Ml

.x — cS- — s(t — â-) = u'\
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et l'on obtient

s = sin —— (st — A') sm (st -i- .?) .

s — c s — c s -^c s + c

Cette expression représente deux traits d'ondes dont les amplitu-

des sont proportionnelles à

s — e et s -{. c

et dont les longueurs d'onde sont

27J(S-C) ^^ 271(SJ._C)

k k

En outre, les mouvements de ces deux traits d'ondes se font,

dans l'espace, dans des directions qui sont diamétralement opposées

l'une à l'autre.

Petzval lui-même désapprouve absolument les résultats auxquels

il est parvenu, comme étant basés sur une fausse hypothèse. Cepen-

dant, si l'on a moins de préjugés que n'avait Petzval, on remarquera,

qu'en raison du peu de diamètre des corps sonores, le milieu ambiant

ne prendra qu'une très faible part à leur mouvement. Quand il s'agit

de la lumière, il semble indubitable, et même un adversaire aussi décidé

de la théorie Dopplerienne que l'était Van der Willigen le reconnaît,

que les corps célestes n'entraînent pas du tout l'éther avec eux. Par

conséquent, les formules de Petzval ne prêtent à aucune objection quant

à la lumière.

Si d'autre part on considère la portée de ces formules sur la

question qui nous occupe, on remarque qu'elles tranchent la question

précisément en faveur de la théorie Dopplerienne, c'est à dire qu'il y a,

en avant, des ondes raccourcies et en arrière des ondes prolongées.

Dans la suite de ce mémoire, Petzval continue ses attaques contre

la théorie de Doppler, et il fait aussi entrevoir ce qui lui déplaisait si

souverainement en elle, en demandant: »que d'utile pour le calculateur

peut d'ailleurs se trouver dans une déduction de huit lignes, basée seule-

ment sur la théorie des équations du premier degré avec un seul in-

connu?» Ce que Petzval regrettait, dans la théorie, était sans doute

l'emploi des équations différentielles sans lesquelles selon lui une théorie

ne peut jamais entrer dans la catégorie de la »grande science». En
passant ensuite à une recherche plus profonde. Petzval se propose de
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mettre en regard les unes des autres les conséquences de la théorie de

Doppler dans sa forme primitive, celles de la môme théorie ennoblie

par la recherche déjà citée de Petzval, par conséquent exempte de l'hy-

pothèse erronée de la communication explosive do la vibration au milieu,

et enfin celles de la sienne qui tiendrait compte aussi du mouvement
du milieu.

Petzval commence par la théorie »ennoblie» et parvient, en sup-

posant que la source de la vibration ait la forme d'un plan, aux résul-

tats déjà donnés ci-dessus. Mais il traite aussi les cas où la théorie de

Doppler semble conduire à des résultats absurdes, à savoir ceux quand
la source a une vitesse égale ou plus grande que celle du son ou de la

lumière. Dans le premier cas, il trouve en effet une longueur d'onde

nulle et par conséquent un ton infiniment haut, mais l'amplitude et par

conséquent l'intensité en est aussi zéro. Dans le second cas, comme il

est d'ailleurs facile à prévoir, la source laisse derrière elle l'un et l'autre

des deux traits d'ondes formés, mais toujours on obtient les mêmes va-

leurs des longueurs d'onde.

Finalemeut' Petzval prend en considération le cas où la source

lumineuse a la forme d'une sphère et il trouve:

t

(' Sin k i*)- . (1 l)- ^.[j-p 77—; = V , ,.x1

j\/(.v-c.'yy + r + =- ^

Sin k» . d .V

II recule cependant devant les difficultés de ces intégrations et se

limite de les effectuer dans la supposition que

r + ^^ = o
,

d'où en faisant successivement les substitutions

.r — .^t -\. f^)(j< — c) = li -^u

,1: -\-st — ^{s 4- r) = R + U
,

R étant le rayon de la sphère, on obtient

(4) . . S = ^^ ^^
-.Sink

six — et) — cR

H ; r . bin k .

sLv — et) -\- cR s -\-

e
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Les amplitudes sont resp.

(5) . . a — — et a =
six — cX) — cR s{x — et) -f cR

et les longueurs d'onde:

(6). .,. . A = ^^et å' = 2£KM^ .

Si au lieu de .s et de e, on introduit F et i\ celui-là étant la

vitesse de la lumière et celui-ci la vitesse de la source lumineuse et /^

la longueur d'onde vraie du rayon qu'on considère, et pour laquelle ork

a y = c = , donc

2.T V

on obtient:

m • • ^ = '.(i-f,) ; >-=K{' + jh

Ces formules sont précisément celles qui expriment le principes

de Doppler.

D'après ce qu'avait dit tout d'abord Petzval, il eût dû mainte-

nant passer aux deux autres théories. Mais il se limite à quelques ex-

pressions dédaigneuses sur la théorie non »ennoblie» de Doppler. Quant

à la sienne propre, il n'en dit presque mot. On serait tenté de croire

que tout en développant la théorie »ennoblie», Petzval a commencé d'en

reconnaître la vérité, et bien qu'un sentiment obstiné l'empêche de l'a-

vouer eu toute franchise, il finit son mémoire en déclarant que la que-

stion sur l'influence du mouvement de la source lumineuse sur les lon-

gueurs d'onde n'est pas entièrement tranchée. Dans un mémoire suivant,

Ångströms experimentelle Untersuchung über das Spectrum des electrischen

Funkens in Beziehung auf die Farbe der Doppelsterne ^), Petzval dit même
avoir trouvé »qu'avec les méthodes de la théorie de l'ondulation, suivies

jusqu'ici, on ne peut rien trouver qui serve à éclaircir la question».

Un pas de plus et il eût avoué que la théorie des ondulations con-

duit inévitablement à la théorie de Doppler. Mais c'eût été plus

qu'on ne pourrait demander d'un savant, si prompt à nier la possibilité

1) Sitzungsberichte der Kais. Akad. der Wissenschaften. Bd. XLI. 5 Juli 1860.
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<le découvrir, à l'aide des calculs élémentaires, un grand et fécond prin-

cipe de la physique céleste.

Nous nous sommes arrêtés, fort en détail, à ces mémoires de

Petzval, non pas parce que nous les regardons comme une importante

objection contre la théorie de Doppler, mais tout au contraire parce qu'on

y trouve une des plus belles démonstrations que nous connaissons de la

vérité de cette théorie, et contre laquelle il n'y a aucune raison bien

sérieuse de critique, tout au moins quand il s'agir des ondes lumineuses

et des mouvements lents de la source lumineuse. Nous passerons plus

sommairement sur les autres écrits polémiques de cette question.

Von Ettingshausen ') reconnut tout juste la portée du second

mémoire de Petzval, en remarquant que loin de réfuter la théorie de

Doppler il en prouvait la justesse.

Doppler-) fit ressortir les nombreuses expériences qui avaient été

faites, dans le but d'examiner la justesse de sa théorie, et qui toutes

avaient donné des résultats i\ sa faveur. Il remarque que Petzval sem-

blait les négliger avec intention et lui reproche cet horror experientiœ.

Il remarque, eu outre, que jamais des considérations théoriques ne peu-

vent réfuter des expériences bien conduites, et il déclare ne plus vouloir

entrer dans des controverses avec Petzval, à moins que celui-ci n'essaye

de réfuter les expériences déjà faites par d'autres faits encore plus nom-

breux et plus importants.

Parmi les adversaires de la théorie de Doppler et le seul qui a

cru pouvoir la réfuter par des expériences était Angstrom "'). Il énon-

çait contre elle qu'en faisant jaillir l'étincelle d'induction, dans une di-

rection oblique, au devant de la fente d'un spectroscope, il faudrait que

les raies spectrales d'une même substance eussent des longueurs d'onde

différentes dans les deux traits de feu qui sortent de l'une et de l'autre

électrode, dans des directions opposées et avec des vitesses relatives de

160— 180 kilomètres dans la seconde.

M. Mach qui était de ceux qui ont non seulement le plus claire-

ment compris la justesse générale de la théorie Dopplerienne, mais aussi

les imperfections qu'il y avait dans la méthode dont Doppler lui-même

avait cherché à la démontrer, traite la question dans plusieurs mémoires*).

1) Sit:\mt(jsber. der Wiener Akad. Bd. IX pp. 27— 30.

2) Sitzumjsber. der Wiener Akad. Bil. IX pp. 217—225.

3) PoGG. Ann. Bd. XCIY p. 141.

4) Réunis dans: E. Mach l>rifrii(/c uir Dopplersclicn Theorie der Tun- und

Färbendndcrn ne/ durtli Beicegunçj. Prag l!S74.



36 N. C. DuNÉR,

M. Mach commence par déclarex- que ce n'est pas son intention de dé-

fendre sans réserve les mémoires de Doppler. Au contraire, il trouve

bien fondées les critiques de Petzval contre la démonstration qu'a donné

Doppler de son principe. En effet, celle-ci s'appuie plutôt sur des ana-

logies que sur des recherches approfondies. On ne saurait non plus

nier l'excellence des déductions mathématiques de Petzval. Mais d'autre

part il n'est pas juste de rejeter une théorie, parce qu'elle est démon-

trée d'une manière imparfaite. Quant aux objections de Petzval contre

la théorie Dopplérienne, il n'est môme pas juste de lui reprocher comme
une erreur absolue qu'elle suppose une communication du son par ex-

plosions, car il y a en effet des tons explosifs, par exemple, ceux pro-

duits par une sirène à des trous petits et fort éloignés l'un de l'autre,

et aussi ceux qui sont émis par la roue dentée de Savart.

Encore moins fondée est la reproche que fait Petzval contre

Doppler de n'avoir pris en considération que la moyenne prenne part

au mouvement de la source sonore ou lumineuse. Car aussitôt que l'ob-

servateur et la source ne sont pas considérés ni comme des surfaces

infinies ni comme enfermés dans un tuyau, il faut que la condensation

produite par le mouvement s'égalise des deux côtés, et cela surtout quand

il s'agit des ondes lumineuses, et des vélocités modérées, telles qu'elles

le sont toujours en réalité.

M. Mach fait en outre observer que la demande souvent réitérée

de Petzval à Doppler d'appliquer à la question le principe de la con-

stance du temps d'oscillation n'a aucun sens; on ne saurait substituer

au mouvement relatif de l'observateur et de la source des ondes, un

courant dans le milieu. Cela ne serait pas plus raisonnable que de

croire que le vent pourrait changer un ton musical. D'ailleurs, M. Mach

rend pleine justice à la recherche théorique de Petzval dans laquelle il

voit une ample confirmation de la théorie Dopplérienne. Cependant, il

trouve tout comme Petzval lui-môme que cette recherche ne contient

pas la solution complète et rigoureuse du problème, et tout en indiquant

le chemin à suivre pour parvenir à ce but, il ose espérer pouvoir trouver

la solution des difficiles équations différentielles auxquelles on parvient.

Cet espoir ne semble pas s'être réalisé et je ne sache pas qu'un autre

savant ait été plus heureux.

Quant à l'expérience de Ångström, négative en apparence, M.

Mach croit que Ångström a confondu l'avancement de l'incandescence

avec celui des parts incandescentes, et il trouve une confirmation de

cette opinion dans la remarque de Ångström que, malgré la direction



Recherches sur la rotation du soleil. 37

oblique du trait de feu, les parties métalliques furent poussées en haut,

probablement par un courant d'air, ce qui eut été impossible, si elles

avaient été douées d'une vitesse de près de 1000 kilomètres.

Outre ces déductions théoriques, M. Mach a aussi, par des expé-
riences ingénieuses prouvé la justesse du principe Dopplérien pour le

son, et quant à la vérification experimentelle pour la lumière, il se pro-

nonçait, en 1860, comme suit: »L'image de chaque étoile doit être dé-

composée par le prisme en un spectre, dans lequel on observera deux
espèces différentes de raies sombres; celles qui ont l'origine dans notre

atmosphère et celles qui proviennent de l'étoile. Il faut que celles-ci

changent leur position en raison du mouvement de l'étoile, et par ce

déplacement on déterminera la vitesse de Tétoile».

Dans ce peu de mots est comprise l'application importante qu'a

fait l'astronomie moderne de la théorie de Doppler à l'étude des mou-
vements propres des étoiles le long de la raj'on visuelle.

Les discussions dont nous avons parlé jusqu'ici s'appuyaient d'une

part sur des considérations théoriques, d'autre part sur dos expériences

acoustiques. La vitesse énorme de la lumière, en comparaison de la-

quelle toutes les vitesses qu'on peut imprimer à des sources lumineuses

dans les expériences de laboratoire doivent être regardées comme nulles,

mettait un obstacle, insurmontable, semblait-il, à la vérification de la

théorie de Doppler pour la lumière. Mais à cette époque fut introduite

l'analyse spectrale dans la science, comme une des plus importantes

méthodes de recherche, et ce fut elle qui offrit un moyen facile et sûr

pour trancher la question. A mesure que la longueur d'onde d'un r-àjon

lumineux change, la raie spectrale qui lui correspond doit changer de

position, dans le spectre du corps céleste qui l'émet. Si donc on trouve,

soit dans le spectre solaire, que la position d'une raie spectrale prove-

nant d'une partie de la siuface solaire diffère de celle de la môme raie

dans d'autres parties, soit que, dans le spectre d'un corps céleste la

position d'une raie spectrale est autre que celle de la môme raie, émise

par le gaz de la substance chimique à laquelle elle est due, ces deux
changements doivent ôtre regardés comme une preuve de la Justesse du
principe de Doppler. Et à peine eut-on changé le spectroscope ordinaire

en téléspectroscope, en l'appliquant à des lunettes parallactiques, que les

preuves expérimentales de. la théorie de Doppler surabondaient. En exa-

minant comme le fit Lockyer et plus tard Young ') et beaucoup d'autres,

1) Young. The Sun p. 99.
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astronomes, les spectres des taches solaires, aux époques où elles pré-

sentaient leurs convulsions les plus violentes, on ne tardait pas à dé-

couvrir que souvent les raies spectrales de l'hydrogène, du magnésium,

du fer et d'autres substances se montraient courbées, entortillées, par-

fois même déchirées, pour ainsi dire. Pendant les observations des pro-

tubérances en plein jour, auxquelles conduisit la mémorable découverte

de M. Janssen, faite aussi indépendamment par M. Lockykr, observa-

tions probablement faites par tous les astronomes qui ont entrepris des

recherches dans l'astrophysique, presque tous auront à plusieurs reprises

observé des changements pareils dans les raies spectrales des protubé-

rances eruptives. Dans ces observations, le phénomène du déplacement

des raies spectrales des protubérances devient d'autant plus saillant que

la lumière d'une partie tranquille du chromosphère entre ordinairement

par la fente en même temps que celle de la protubérance eruptive. Par

conséquent, on a, côte à côte, la raie chromosphérique droite, non dé-

placée et la raie courbe et déplacée de la protubérance.

Déjà en 1868 M. Huggins ') fit la découverte que les raies spec-

trales de certaines étoiles ne coïncidaient pas avec les raies données par

des tubes spectrales contenant les mômes gaz, et qu'elles étaient dépla-

cées soit vers le rouge, soit vers le violet, par le mouvement de l'étoile.

Cette observation fut constatée par M. Vogel, alors à Bothkamp et par

d'autres.

Enfin M. Vogel -) constatait aussi que la longueur d'onde d'une

même raie spectrale n'était pas la même sur les bords est et ouest du

soleil et qu'elle variait à peu près de la quantité qu'exige le principe

de Doppler.

Il semble que tant de preuves données par des savants de premier

ordre devaient suifire pour convaincre les plus sceptiques. En effet, on

trouve désormais le principe de Doppler adopté partout comme une vé-

rité indiscutable. Une dernière et très violente attaque contre lui fut

cependant faite par le célèbre physicien Van der Willigen, qui dans son

mémoire Sur la fausseté de la proposition que la réfraction des rayons lu-

mineux est modifiée par le mouvement de la source lumineuse et du pri.wie '')

fait tous ses efforts pour renverser cette théorie. Dans ce mémoire

Van der 'Willigen met en doute la compétence de Petzval pour traiter

1) Phil. Transact. 1868 p. 529—564.

2) A. N. LXXXII 291.

3) ArcJnves du Musée Teyler. Vol. III pp. .305—376.
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les équations différentielles et celle de IIuggins, de Lockykr, de Vogel,

DE Seochi, etc. de se servir comme il convient de leurs spectroscopes;

il déclara enfin que »dût-il être seul de son avis, il ne croit pas qu'on

ait le droit de donner d'un phénomène aisément explicable une interpré-

tation arbitraire, l'ériger ensuite en loi naturelle inattaquable, et finale-

ment en déduire les conséquences les plus importantes sur les mouve-
ments des corps célestes». Mais c'était trop tard ; aucun des savants

attaqués dans ce mémoire ne se souciait mt'me de le réfuter.

Il faut cependant se rappeler que presque en même temps que parut

le mémoire de Van der Willigen, M. Ketteler donna une démonstra-

tion du théorème de Doppler ^), peut-être la plus irréprochable qui ait

été publiée jusqu'ici. Je me dispense cependant de rendre compte de

cette démonstration: elle est d'une telle nature qu'il n'est guère possible

d'en faire un extrait succinct et pourtant claire; et de plus elle vient

d'être réimprimée dans l'ouvrage bien connu de M. Scheiner sur l'analyse

spectrale des corps célestes.

D'autre part, les évidences en faveur de la théorie de Doppler
s'accumulaient fie plus en plus à mesure que les spectroscopes qu'on

construisait g-agnaient en force optique. A ce point de vue, les réseaux

de MM. RuTHERFURD et Rowland et aussi les prismes de M. Rutherfurd
et les prismes au carbone sulfuré de Thollon méritent d'être nommés.
Finalement, l'emploi qu'a fait la science de la photographie, à des plaques

de gélatinobroinure d'argent, a aussi fourni de précieuses confirmations

de la justesse du principe de Doppler.

Parmi les très nombreuses observations faites avant le temps où
j'ai commencé mon travail, je citerai les suivantes: L'observatoire de

Greenwich a publié annuellement de longues séries d'observations sur

le déplacement des raies spectrales des étoiles fixes, faites dans le but

de trouver la vitesse avec lac[uelle les étoiles se rapprochent ou s'éloig-

nent de la terre. Les résultats trouvés, dans les différentes années ont

en général présenté un accord assez satisfaisant.

En 1876 M. YouxG réussit, à l'aide d'un spectroscope très puis-

sant à mesurer le déplacement des raies spectrales sur les bords opposés
du soleil, entre l'équateur et 15" de latitude héliocentrique. M. Young
trouvait ainsi une vitesse de rotation à l'équateur solaire égal à 2,29

kilomètres ^), tandis que les observations de taches ne donnent que 2,oi.

1) Ketfeler, Astronomische Undiilatioiistliron'e, p. 6—16.

2) Young, The Sun p. 100.
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Toutefois l'observatiou de M. Young doit être considérée comme une

preuve très concluante de la théorie de Doppler. L'année suivante, M.

Langley ^) en faisant à l'aide d'un mécanisme inventé par lui entrer

simultanément dans la fente de son spectroscope des rayons venant des

bords opposés du soleil, trouvait qu'un déplacement tel qu'exige la théorie

de Doppler a véritablement lieu.

Nous citerons en outre une observation de Thollon qui est non

moins concluante '"). Eu examinant un groupe de quatre raies, dont deux

telluriques et deux solaires, il trouvait des variations très sensibles dans

les distances des deux couples, les deux raies d'un couple se confondant

même de façon à n'en former qu'une seule.

Enfin il y a un mémoire remarquable de M. Cornu ^) qui serait réduit

à néant si la théorie de Doppler n'était pas juste; car M. Cornu a distingué

les raies atmosphériques des raies solaires précisément par les déplace-

ments que celles-ci subissent quand on passe d'un bord solaire au bord

opposé, tandis que les raies telluriques gardent une position invariable.

Sans aucun doute, le travail de M. Cornu mérite toute confiance; il est

donc une preuve incontestable de la théorie de Doppler. Pendant ces

recherches, M. Cornu a aussi, un seul jour, fait une série de mesures

du déplacement des raies spectrales sur les bords opposés du soleil,

tandis qu'habituellement il s'est contenté de constater le déplacement

sans en déterminer la valeur, et il a obtenu un résultat qui s'accorde

très bien avec la valeur théorique.

La vérité de la théorie de Doppler pourrait donc être regardée

comme suffisamment prouvée tant par la théorie que par les expériences,

soit acoustiques soit optiques.

Cependant, on peut opposer aux expériences optiques une objec-

tion; c'est qu'on ne connaît pas en général la vélocité des mouvements

dont on voit les effets, dans le déplacement des raies spectrales. Tel

est le cas des gaz dans les protubérances et dans les taches solaires,

et aussi des mouvements propres des étoiles fixes, dans la direction de

la ligne visuelle. Par conséquent, on ne peut se convaincre si les varia-

tions qu'on a constatées, dans les longueurs d'onde des raies spectrales.

1) A7ner. Journal. T. XIV p. 140.

2) Comptes Fendus. T. CXI p. .368.

4) Cornu, Étude des Bandes Telluriques a., B et A du spectre solaire. Paris 1886.
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sont bi(?ii celles qui correspondent aux variations dans les distances entre

les gaz en mouvement et l'observateur. Parmi les observations citées

plus haut, les seules qui soient à l'abri de cette objection, sont celles de

MM. Vogel, Young, Langley et Cornu sur les déplacements causés

par la rotation du Soleil. Cependant, ces observations sont en partie

faites avec des instruments dont la force optique n'était pas suffisante

pour des recherches aussi déhcates, et d'ailleurs elles sont toutes sans

exception faites plutôt occasionnellement que comme des recherches ap-

profondies. Puis les résultats qu'elles ont donnés sont tous plus grands

que la valeur théorique, et enfin elles se sont portées presque exclusive-

ment sur l'équatenr solaire. Personne ne semble encore avoir cru à la

possibilité de vérifier, à l'aide du spectroscope, non seulement la vitesse

de rotation de la zone équatoriale, mais aussi le décroissement de cette

vitesse angulaire, dans les zones à une plus grande latitude héliocentrique,

déjà révélé par les observations des taches solaires. C'est pourquoi après

avoir reconnu par quelques essais la grande précision avec laquelle

on pouvait mesurer, avec mon spectroscope, les distances entre des raies

spectrales visibles en même temps, sans qu'on ait besoin de changer

l'inclinaison du réseau contre l'axe optique de la lunette. J'ai pri.s la

résolution de faire cette recherche avec toute l'exactitude qu'admet mon
instrument.

Dans ce but, il fallait prendre des mesures à des points diamé-

tralement opposés du bord solaire et à des différentes latitudes entre

l'équateur et le pôle du Soleil. Pour plus de simplicité à la réduction,

j'ai arrangé les mesures de sorte que les observations se sont divisées

en six groupes avec les latitudes héliocentriques 0", 15", 30", 45°,

60° et 75".

Pour diriger approximativement la fente du spectroscope sur ces

latitudes et aussi pour trouver la latitude héliocentrique exacte du point

sur lequel les mesures s'étaient portées, j'ai d'abord dirigé la lunette sur

le point nord ou sud du Soleil, de telle sorte qu'en faisant tourner l'in-

strument autour de l'axe polaire, le bord supérieur ou inférieur du spectre

atteignit précisément une des croix des fils du micromètre, et j'ai lu le

cercle de déclinaison. Puis j'ai additionné ou soustrait la différence de

déclinaison entre le point nord ou sud du Soleil et le point à observer,

et en regardant de nouveau par le microscope, j'ai fait déplacer l'équa-

torial en déclinaison de cet angle. Après la mesure, j'ai encore une fois

pointé sur le bord sud ou nord, et ainsi de suite.

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 6



42 N. C. DuNÉR,

Pour trouver la différence de déclinaison qui vient d'être men-

tionnée, j'ai employé la méthode suivante '). Soit J(i la différence

cherchée, r le rayon du disque solaire et P l'angle de position du

point, on a:

(8) Jrî = ,• _ ,• Co!^ P .

Soit (Fig. 4) AA l'équateur, EE l'écliptique, 6' le centre du disque

solaire, M le point en question, P le pôle de l'équateur et F celui de

l'écliptique. Alors :

PSM = P .

Mettons P'SM = p , PSP' = p ~ P ^ et soit ()' la déclinaison, l
,

ß la longitude et latitude d'un point du sphère céleste et * l'obliquité

de l'écliptique.

Une formule bien connue de l'astronomie sphérique donne:

Cos (i Cos n = Cos t Cos ß — Sin e Sin ß Sin l .

Or, dans le cas du Soleil on a ß = et l'angle parallactique 77

devient égal k p — P ^ donc:

d'où:

Cos{p-P) = ^^CosO

. Cos t

1 _ Cos (p-P) ~
CÖs~d Cos â-Cose

ou:

et

(9)

1 _|- Cos (p + P) , Cos e Cos â 4- Cos e

+ Cosâ

2 Sin"^ hp-P) 2 Sin ^ (* + f^) Sin 1 (* - .1)

2Cos'^(p-P) 2(7o.si(. + J)6vA(._,5>)

i^l(P - P) = ±V'.9l(^ + '^)i9U'~'^)

1) Quelques-unes de ces formules se trouvent dans nu mémoire de M.

LoRENZONi dans les ^Memorie délia Soc. degli Spettroscop. Ital.^. Tome I.
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La table suivante donne la quantité p — P avec â c

gument:
Table I.

23»27'
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Puis si l'on considère le triangle sphérique entre le point nord

du Soleil S, son pôle et le point M, on a: ^

OS = 2 = l'inclinaison de l'éqnateur solaire,

SM = - p , OM = n , OSM = _ (o - i2)
,

et par conséquent:

Cos n = Cos i Cos p - Sin p Sin i Cos (© — S2)
,

ou

.2 1
(11) Cos .1 = Cos (p + <)-)- 2 Sin p Sin i Sin^ (q _ i2) .

Cette équation donne la distance polaire héliocentrique du point

M. Le calcul d'une table de cette quantité peut être abrégé par la con-

sidération que

Cos ( jJ + + ^ S)in p Sin i Sin^ ~(q — S2) = Cos (p -\- /) +

+ 2 Sinp Sin i Siti^ ^ [360« - (q - i2)]

Cos i Cosp - Sin p Sin i Cos (O - i2) = _ [Cos i Cos (180 - p) —

— Sin i Sin (180 — p) Cos (180" + © — S2j] .

La première de ces équations apprend que les valeurs de n —p
sont les mêmes pour 360" — (q — -ß) que pour Q — £2

^
par conséquent

on n'a pas besoin de calculer n — p pour des valeurs de q — 12> 180".

La seconde équation prouve que les valeurs numériques de ti — p
sont les mêmes mais de signes inverses pour 180" — d et 180" + o — -^

que pour p et q — 12 . Par conséquent il ne devient pas nécessaire

non plus de calculer expressément n — p pour les valeurs de p entre

90" et 180".

Finalement, la valeur maximum de n étant 180", il ne faut pas

employer les valeurs de p qui dépassent 180"; il faut leur substituer

p _ 180". On obtient ainsi la distance polaire australe.

On voit donc qu'il suffit de calculer /r— j> pour les valeurs de p
entre 0" et 90", et pour q — i2 entre 0" et 180". A ces calculs j'ai em-

ployé les valeurs de /2 et i trouvées par M. Sporer. Réduites à Téquinoxe

de 1888,.5 elles sont:

(2 = 74",9 i = 7",o

Ainsi j'ai trouvé la table suivante.
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Table II. Valeurs de n — p.

45
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sur la ligne AB^ il est évident que le mouvement rotatoire dans le point

M ne se dirige pas contre la terre, mais qu'il est perpendiculaire au

plan qui passe par le pôle et le centre du Soleil et par le point M.

Par conséquent, il faut déduire l'angle entre ce plan et le plan ASB.
Cet angle est compris dans le triangle sphérique OSM. Dans ce triangle

on a les quantités données:

et l'angle cherché:

On a donc :

(12) . . .

SO = i ; OM = -n
; OSM .

OMS = ri .

(O - i2)

ibm /y = — Sin i Sin (0 — £2)

Sin n

Il faut multiplier le déplacement observé par la sécante de l'angle

//. A l'aide de cette formule, j'ai calculé la table suivante:

Table III. Valeurs de */.

71
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Le calcul de cette table a été considérablement abrégé, Sin n

étant égal a Sm (180" — tt) , et les valeurs de Sin (O — i2 ) ,

Sin [180° - (O - n)] , Sin [180° + (0 - il)] et Sin [360" _ (0 - 11)]

étant les mêmes sauf les signes.

A la rigueur, il faudrait encore prendre en considération que la

ligne TM n'est pas perpendiculaire au plan AB. Mais la différence ne

pouvant s'élever qu'à 16' au plus, on peut la négliger.

Outre ces corrections, il y en a encore une qu'il faut appliquer

si Ton veut atteindre l'exactitude la plus grande possible. C'est qu'en

faisant les pointés sur les raies spectrales, il est impossible, à moins de

perdre beaucoup en exactitude, de faire coïncider le bord du Soleil et

par conséquent celui de la bande spectrale avec une des croix des fils

du micromètre. Par conséquent, le point observé se trouve à une cer-

taine distance du bord solaire, de sorte qu'une bande spectrale d'une

largeur de 3" à 6" se forme entre la croix et le bord solaire. Certes,

on pourrait placer la fente tangentiellement, et ainsi rapprocher la croix

des fils beaucoup plus du bord solaire; mais on sait que sous ces cir-

constances le spectre devient instable, flamboyant, ce qui nuit à la pré-

cision des observations, et si l'on voulait éviter cet inconvénient en fai-

sant entrer la fente un peu pins sur le disque du soleil, on perdrait

totalement la possibilité de déterminer la distance entre le bord solaire

et le point qu'on observe. Il se pourrait même qu'une irrégularité acciden-

telle dans la marche de l'horloge de l'équatorial pût occasionner de très

graves erreurs. Je crois donc plus prudent de diriger la fente de ma-

nière à couper le bord du Soleil sous un angle plus ou moins aigu. Alors

on peut évaluer avec une assez grande exactitude, à l'aide des dimen-

sions connues du rhombe formé par les fils, la largeur de la bande

spectrale intermédiaire que je viens de mentionner, et puis calculer la

correction à appliquer, à l'aide des formules que je vais maintenant dé-

velopper.

• Soit (Fig. 6) AMBCD le bord visible du disque solaire, S son

centre, et M le point où le déplacement des raies spectrales doit être

mesuré. Soit MN la direction de la fente dont nous mettons l'angle de

position égal à 5, et soit enfin ME la tangente en M. Alors on a

ASM = SMO = P ; SMN = P-(f , et NME = 90^ - (P- (f) .

Soient 55 et S'S' (Fig. 7) les deux tranches de la fente, et BK
son milieu ; soit À' la croix des fils. HE la limite supérieure du spectre,

et HC le bord solaire, et mettons:
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HE = 2/-
; HA = h .

On voit que AHC est le même angle que NME dans la figure

précédente et que par conséquent

AHC=. 90"_(P- (/)) ;

On a donc:

HM=ftc,{P-ip)

et

BK= h-fti){P-ip) .

Si en outre KC est la même ligne que SE, SKC est le même
angle que MSE dans la figure précédente, et par conséquent DCK = P.

On a donc

DK= BK Cos {F -(f) ,

DK = h Cos (F- (f) - f Sin (P-cf) ,

CK = DK Coséc F ,

et si l'on met CK = y :

(13) 1/ = h Cos (F— (p) Coséc F-f Sin (F- (f) Coséc F .

Soit maintenant DEMB le parallèle sur lequel est situé le point

Jtf, et soit B le point sur lequel s'est portée l'observation; alors on a,

si .s est le sémidiamètre du soleil :

SB = SM = s Sin n ,

AM = y ; SA = * Sin n — y .

Il est évident que la tangente en M a la même direction que

BF, tandis que la tangente en ^ a la direction BG. Mettons GBF— i//

et l'on obtient, GBF étant égal 2. ASB:

CoB^^^'^'^'^'-y
,

.« Sin n

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. 7
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donc:
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spectroscope, la distance entre une raie solaire et une raie tellurique.

Si la distance entre ces raies sur le bord oriental est J, et si la me-

sure de la même distance à un point diamétralement opposé, donc sur

le bord occidental, a donné J„
, le déplacement mesuré de la raie solaire,

dû à la rotation du soleil, devient:

(15) rf = A(,<_^„)
,

ou bien

(16) H = ^(J,-J,) .

La première de ces formules est valable quand la longueur d'onde

de la raie solaire est plus petite que celle de la raie tellurique, la se-

conde quand le contraire a lieu.

Les formules (15) et (16) ont été employées à la réduction des

observations en 1887 et 1888, où je n'ai mesuré que deux raies seule-

ment, dont une atmosphérique et une solaire. Mais en 1889, j'ai, dans

chaque série d'observations, mesuré quatre raies, dont la première et la

troisième étaient des raies solaires, tandis que la deuxième et la qua-

trième étaient des raies telluriques. Ces observations ont été réduites

de la .manière suivante.

Soient ö!j , è, , c^ , d, les lectures sur le tambour du micromètre

pour les quatre raies, sur le bord oriental du soleil; a„ , 6^ , c» , d^ les

mêmes lectures sur le bord occidental ; supposons enfin ces lectures

exemptes des erreurs périodiques et progressives de la vis; on a:

^' =
2

^'^' — ^' + '^' — O '

•=^0 ==
2

(b, — a, + d,- ej
,

donc selon (15):

1
(17) d = -{a, - a, — b, + b, + c, -c, — d, + d,) .

Dans ce cas, il n'y a pas lieu d'employer la formule (16), la sup-

position que nous avons faite étant que la longueur d'onde de la raie a

est plus petite que celle de 6, et la longueur d'onde de c plus petite

que celle de d.
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La quantité d dans les formules (15), (16) et (17) est exprimée en

des parties décimales d'un tour de la vis micrométrique. Pour pouvoir

l'exprimer dans des unités d'ANGSTRÔM (dix millionièmes d'un millimètre

de la longueur d'onde), j'ai en outre mesui-é au micromètre plusieurs

distances entre des raies situées des deux côtés de la raie dont le dé-

placement fut mesuré, et j'ai choisi de telles raies dont les longueurs

d'onde sont très bien déterminées, et qui sont assez distantes entre elles.

Soit l' — k la différence des longueurs d'onde de deux raies spectrales,

et soit D la distance entre elles exprimée dans des parties décimales

d'un tour de la vis, et B le facteur de réduction valable pour le milieu

des deux raies, à l'aide duquel on peut réduire à des unités d'ANG-

STRÔM, une distance exprimée en des parties décimales d'un tour de la

vis on a:

(18) ü =^ .

Si l'on a, de la manière indiquée ci-dessus, mesuré les distances

entre plusieurs raies spectrales, et si l'on en déduit le facteur de réduc-

tion, les valeurs trouvées seront différentes entre elles, quand môme
on aurait fait ses mesures avec tant d'exactitude que les erreurs d'obser-

vation fussent entièrement négligeables. D'abord, les erreurs des lon-

gueurs d'onde acceptées contribuent à ce résultat, mais quand on emploie

les meilleures valeurs qu'on connaît actuellement, ces erreurs n'y sont

que pour une bien faible part. La cause des plus fortes différences est

que les facteurs de réduction varient d'une partie du spectre à l'autre,

même quand on emploie des réseaux de diffraction. Heureusement on

peut sans aucune difficulté réduire tous les facteurs à un même point

du spectre.

En effet quand le spectroscope est construit comme le nôtre, c'est-

à-dire quand on emploie un réseau métallique, et si la même lunette

sert à la fois de collimateur et de lunette d'observation, on a pour les

longueurs d'onde '/. et l' les formules:

z .^m a =
e

o c- '
"*^'

2 om et =

1
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où m est l'ordre du spectre, e la distance entre deux traits consécutifs

du réseau, a et a' les déviations des raies spectrales dont les longueurs

d'onde sont k et X' resp. Par conséquent on a:

2 {Sin Ci — Sin «) = — (à' — /)
e

ou

4 Sin - («' — a) Cos - (a -i- a) = — (l' — à.) .

Mais quand il s'agit des mesures différentielles, a! — a est une

petite quantité. Par conséquent, on peut sans aucune erreur sensible

introduire - {a — a) au lieu de Sin - («' — «) , donc:

2 [a — «) Cos - (a _(-«) = — (/,' — l)

2 e

et, a' — a étant égale à D, selon l'équation (18):

, 2 e Cos ~ (a + a)

p X -l 2 ^ ^ ^

Ji = -, = .

« — a m

De même manière, on obtient pour une longueur d'onde moyenne l„:

2 e Cos a.
Ä„ = 1

m

et par la division de ces deux équations:

i?„ , Cos a„

R
Cos - {a' -|- a)

ou

(19) . . . . B„= RCos a. Sec. \ («' + a) .

Les quantités a^ et-(«'-j-«) peuvent être calculées à l'aide des

équations suivantes :
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(20)

2 Sin «o =—

"

2Sin^-{o.' + a)^'^+^ .

Les formules (19) et (20) peuvent servir non seulement à calculer

le facteur de réduction pour la raie spectrale dont on mesure le dépla-

cement, mais comme je le montrerai bientôt, on peut avec leur aide

trouver des valeurs corrigées des longueurs d'onde des raies spectrales

qui ont servi à trouver R(y.

Nous sommes maintenant en état de développer les formules dé-

finitives qui donnent la vitesse en kilomètres, avec laquelle se meut un

point sur le bord du Soleil dans la direction de la ligne visuelle, en

fonction des lectures faites sur le tambour du micromètre.

L'équation (7) donne:

^ = ^(1-^,),

donc:

11 = ^
K

V .

Dans le cas en question, l^ est la longueur d'onde de la raie so-

laire mesurée, l — Iq le changement de sa longueur d'onde. Par consé-

quent on a d'après l'équation (18):

l — X, = ^Rd .

2

Si l'on introduit la valeur de l — 1„ dans l'expression de u, on a:

RVd

et finalement en appliquant le facteur de correction, Sec i] Sec ^>

(21) V = ^^dSécTiSécf .

Dans cette équation, V est la vitesse de la lumière en kilomètres.

J'ai adopté d'après les recherches de MM. Cornu et Michelson:

V = 300000 .
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Après ces déductions théoriques, je passe à l'exposé des opéra-

tions par lesquelles j'ai trouvé les valeurs des vitesses de rotation dans

les différentes latitudes héliocentriques.

Entre les différents groupes de raies atmosphériques qui se trou-

vent dans le spectre solaire, il y a un qui se prête avec un avantage

tout spécial à ces recherches. Il est situé dans la grande bande atmos-

phérique, due à l'oxygène et désignée par a. Ce qui rend ce groupe

si éminemment convenable, c'est qu'il consiste en des raies étroites et

assez fortes et qui, à une hauteur du soleil encore passablement grande,

sont d'une intensité presque égale. En outre, les raies dues à l'oxygène

ne s'affaiblissent pas à beaucoup près si considérablement, à une grande

hauteur du soleil, que les raies dues à l'eau. Et finalement, on a, dans

leur voisinage, beaucoup d'autres raies qui se prêtent à merveille à la

détermination du facteur de réduction. Les raies que j'ai employées à

la détermination de la vitesse de rotation, sont les suivantes:

Longueurs d'onde Origine des raies

d'après Cornu ') d'après Dunée
6300.10 6301.72 Fer, solaire,

6300.66 6302.21 Oxygène, tellurique,

6301. II 6302.72 Fer, solaire,

6301.43 6302.97 Oxygène, tellurique.

Dans mes recherches sur la valeur du facteur de réduction, j'ai

fait des mesures des raies suivantes:

Longueur d'onde Longueur d'onde

6252.780^) 6301.720^)

6256-573^) 6302.717 a)

6261.315 2) 6314.871')

6265.348^) 6318.240^)

6270.440^) 6322.911^)

6278.297^) 6335.5532)

6291.22 ') 6337.044 2)

Les mesures de ces raies ont été faites d'une façon un peu différente,

en 1887 et en 1888— 1889. Dans la première année on ne pouvait me-

1) Cornu A, »Étude des bandes telluriques a, B et A du spectre solaire».

2) Rowland H. A. Standard Wave-lemjths in ordinary air at 2(P C. and

76U min. pressure; dau.s Jolm, Hopkins University circulars. Vol. VIII N:o 73,

Mai 18S9.

3) Déterminée par N. C. Dunér.
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surer à la fois qu'une étendue de 30 révolutions environ. Par consé-

quent, ne pouvant faire des mesures qu'entre des raies peu distantes,

je n'ai fait porter mes mesures que sur un petit nombre de raies.

Les résultats immédiats des observations de cette année sont les suivants:

Jour 62ß2.y8o 626^.148 62Ç1 22 6ji8.240 6335.553

ctobservation - 6265.348 - 62Ç1.22 - 6302.JIJ — 6302.217 - 6318.240

Juin 17 — i9l'209 — — 17.717 + 23.949 + 26.766

18 197 -39-555 695 927 725

20 201 603 687 888 724

22 211 584 696 888 716

30 — 539 670 889 707

Juillet 3
— 633 728 933 755

4 — 589 720 926 748

4 — 578 722 — —
13 — 552 691 901 714

15 — 589 705 888 735

22 187 555 671 862 698

26 195 526 712 882 711

28 203 530 685 898 673

30 143 524 686 836 687

Août 14 166 521 639 838 689

Moyennes — 19.1902 _ —395627 — 17.6963 + 23.8932 + 26.7177

En 1888 j'ai obtenu les valeurs suivantes des distances entre les

raies mesurées:
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62S2.jSo à2joj/j 626/j/j 6263.3^8 62-J0440 6278.297
Jour - 6278.2Ç7 - 627S.2Ç7 - 6278.297 - 6278.297 - 6278.297 - 6302.717

Aofit 7 -37.849 -32.238 -25.218 -19.230 -11.680 -36.310

9 789 184 1S9 232 700 225

9 — — _ _ _ 254

II 792 191 200 223 692 259
~ — _ _ _ 257

805 200 204 225 694 211

736 — — — — 208

755
,

158 172 184 630 287

784 188 190 208 651 293

1

1

I 2

1

2

1

2

I j

13 — — — — — 276

20

20

20

800 196 211 231 691 276
— — _. _ — 230

Sii 211 216 260 694 312

20 — — — — — 308

Moyennes -37.8004 -32.1925 -25.1952 -19.2235 -11.6765 -36.2743

6314.871 631S.240 6322.911 6333.333 6337.044
Jour — 6302.717 — 6302.717 — 6302.717 — 6322.911 — 6322.911

Mai 10 + 1S.142 + 23.181 + 30.182 + 18.928 + 21.165

16 ii6 145 134 84s 105

16

16

070

172

19 094 132 116 920 175

29 139 146 106 894 133

Juin 10 156 175 167 942 191

21 096 118 112 904 161

Juillet 20 088 113 103 880 134

Août 3 120 157 167 931 182

7 '66 189 199 939 194

9 '23 147 140 906 145

9
— — 119 _ _

II 130 147 136 925 156

1

1

144

12 146 155 139 916 162

1

2

097
12 130 167 137 952 198

13 140 170 164 917 154

Kova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. III. g
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Jour

Juin
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Soit maintenant dl^ l'erreur de 1;\ valeur adoptée de l^ et clR^

celle de i?0 7 on obtient:

(22) Â - Âo
- DR, Séc «0 Cos

I
(« + «o) = dl, + clR,. D

;

car dans le second membre on peut, sans faute appréciable, remplacer le

coefficient Cos - (a -\- a,) Séc u„ de la petite quantité d Rq par 1.

Li

J'ai donc calculé d'abord la distance D entre chacune des raies-

mesurées et la raie 6302,717 et j'ai trouvé

1

Raie
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qui a été emploj'é plus tard. Mais aussi entre les années 1888 ot 1889

il y a "des différences constantes causées probableuieut par une autre

orientation du réseau dans l'une et dans l'autre année. Par conséquent,

il faut traiter séparément les observations de chaque année.

En appliquant donc l'équation (22) aux observations des trois

années, j'ai adopté les valeurs approximatives suivantes:

et pour

K = 6303.716

7SS7 1888 i88ç

log R^ 9,813275 9826689 9.826689

En partant de ces valeurs, j'ai trouvé, par la méthode des moin-

dres carrés, les résultats finals suivants:

1SS7 /888 ' i88p

lo 6302.718 6302.714 6302.719

lof/ /?o 9813275 9826902 9.8271 II

La valeur de '/.^^ étant nécessairement la même dans les trois an-

nées, j'ai pris la moyenne des trois résultats différents et j'ai trouvé:

Xg = 6302.717

Ensuite, j'ai calculé avec cette valeur de Ig et les différentes valeurs de

Rg, les longueurs d'onde des raies mesurées, et j'ai trouvé les valeurs

suivantes, à côté desquelles je cite aussi leur moyenne et, pour compa-

raison, les longueurs d'onde trouvées par M. le professeur Rowland.

1887
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On observe que non seulement l'accord entre mes observations

est très satisfaisant, mais aussi l'admirable exactitude des longueurs d'onde

déterminées par M. Rowland.

A l'aide des valeurs trouvées pour le facteur de réduction R et

pour la longueur d'onde Iq = 6302,17 j'ai calculé la quantité

VR
2lo

et j'ai trouvé:

/c?c?7 iSSS i88ç

log r 1.18983 1,20346 1.20367

Pour la longueur d'onde Â = 6301,721 on obtient en 1889:

log r = 1.20374 .

L'une et l'autre de ces raies ayant été mesurées en 1889, j'ai

adopté pour les mesures dans cette année

log r = 1.20370 .

Si l'on introduit la quantité r dans l'équation (21), on obtient:

(23) V = r d Sec ij Séc If/ .

Pour réduire les observations sur le déplacement des raies, j'ai

d'abord calculé les latitudes héliocentriques des points opposés l'un à

l'autre sur lesquels se sont portées les mesures. Soit â la lecture sur

le cercle de déclinaison aux mesures sur l'un des bords solaires, â^, la

lecture au pointé sur le bord solaire le plus prochain, boréal ou austral,

â — â^ corrigé de la réfraction est la différence en déclinaison entre le

point observé et le bord solaire, et si s est le sémidiamètre du Soleil:

â — do±s

est la différence en déclinaison entre le centre du Soleil et le point en

question. Par conséquent, l'angle de position est calculé à l'aide de

l'équation

(24) tgP= '^-^o±'
.
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Le signe supérieur est valable, si <)' — d\, est négatif; l'inférieur,

si â — Jo est positif. Quant an quadrant auquel appartient i', on

voit immédiatement que, pour des observations sur le bord est, on a

toujours

180» > P>0" ,

tandis que pour des observations sur le bord ouest

180o<P<360o .

Après avoir calculé P, pour le bord oriental et P^ pour le bord

occidental on a:

(25) P=iCF, + Po-180») .

Puis on calcule j^—P à l'aide de la Table I et ti à l'aide de la Table II.

Pendant les observations sur les raies spectrales, j'ai aussi porté mon atten-

tion sur la partie de la bande spectrale qui se trouvait entre la croix des fils

qui servit aux mesures et le bord de cette bande qui correspondait au bord

solaire, et j'ai évalué la relation entre la largeur de cette partie et une

des diagonales des parallélogrammes formés par les fils du micromètre.

J'ai en outre déterminé à l'aide du cercle de déclinaison la valeur angu-

laire de cette diagonale. Enfin, j'ai lu le cercle de position du spectro-

scope. En général cette lecture du cercle de position a été la même
pendant un assez long temps pour toutes les observations sur une même
latitude héliocentrique, prises avant midi, et aussi constante mais d'une

autre valeur pour les observations du soir. La partie du spectre dont

je viens de parler a eu aussi en général une largeur constante, mais un

peu variable d'une année à une autre. Par conséquent, j'ai pu faciliter

le calcul des i/' par de petites tables.

D'abord, j'ai déduit pour chacune des six distances polaires hélio-

centriques 15*^, 30°, 45'-, 60°, 75° et 90'- sur lesquelles se sont portées

mes mesures, la constante

(26) y. = .

2 * Sin 71
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Puis j'ai calculé pour les valeurs différentes de P, en intervalles

de 4°, l'angle xj.' à l'aide de l'équation (14) dans laquelle j'ai mis /" =
et introduit la constante y. par où elle devient :

(27) Sin - 1/'

Sin F

La détermination de l'angle (p présente quelques difficultés. Je

l'ai effectuée en plaçant la fente tangente au bord boréal ou austral du

Soleil, et en m'assurant qu'un point donné de la chromosphère se tenait

au milieu de la fente entr'ouverte, tandis que je déplaçais l'instrument en

angle horaire. A la vérité, cette determination du point zéro du cercle

de position ne pouvait être faite que très grossièrement; or une grande

exactitude n'est pas nécessaire pour obtenir l'angle i// avec toute exac-

titude désirable, et cette circonstance est par conséquent sans influence

sur les résultats. •

Les différentes séries d'observations ne sont pas d'une valeur

tout-à-fait égale. Dans les années 1887 et 1888 je n'ai mesuré, dans la

même série, qu'une paire de raies, 6301,72 et G302,2] ou bien 6302,72

et 6302,97, tandis qu'en 1889 j'ai toujours mesuré toutes les quatre raies.

D'ailleurs, chaque série comprend entre 12 et 24 pointés sur chaque

raie, dont la moitié sur l'un des bords du soleil, la moitié sur l'autre bord.

Jamais je n'ai pris deux séries dans la même latitude héliocentrique pen-

dant le même matin ou le même soir. J'ai ainsi obtenu les valeurs

suivantes de la vitesse v avec laquelle le bord oriental s'approche de la

terre. Cette vitesse est exprimée en kilomètres; n est la distance po-

laire héliocentrique sur laquelle se portaient les mesures.

.-7 = po"

1887
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71 = 73^

1887
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1888

Juin 24

24

25

26

27

Juillet 16

20

20

21

27

28

30

I

3

3

4

7

7

9

1

1

12

12

13

20

20

21

2T

Aoiit

V
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1SS7

Juillet 28

30

30

31

Août 4

5

5

6

6

Mai 5

10

1

1

1

2

16

16

IQ

19

20

20

22

22

23

24

24

29

6

6

12

'3

13

20

2

1

2

1

22

22

24

24

25

26

27

27

Juin

<7

+ 1.04

1.20

1.24

0-59

1.63

0.97

1-25

0-95

1.28

71

44':«

45

44

45

45

45

44

45

44

0.87
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71=30''

1887
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Le résultat de ces 8 séries de mesures est en effet zéro. Eu

examinant les vitesses de rotation trouvées pour les différentes latitudes

liéliocen triques, on voit qu'en général l'accord en est excellent. Cepen-

dant, il y a quelques mesures qui présentent des écarts si considérables

de la moyenne des autres qu'on est porté à croire qu'elles ont été alté-

rées par quelque cause particulière. Pour les observations dans le voi-

sinage de l'équateur, on pourrait penser à l'influence des éruptions des

gaz de l'intérieur du Soleil. Pour les observations dans le voisinage

des pôles, on pourrait au contraire suspecter qu'il y a eu, dans les ob-

servations, confusion des bords solaires, de la sorte que des observa-

tions qui devaient être prises sur le bord est se sont en effet portées

sur le bord ouest ou vice versa, erreur qui ne se trahit pas par l'appa-

rence seule du groupe des raies mesurées que quand on observe dans

ime latitude de 45" et au dessous. Mais bien qu'il est fort possible que

des erreurs de cette espèce puissent avoir arrivé, j'ai cru, cependant,

qu'il vaudrait mieux ne pas faire des suppressions ou altérations arbi-

traires des observations, d'autant moins que le grand nombre des séries

d'observations rend peu sensible l'influence de ces erreurs, ü'autre part,

pour ne pas donner aux observations l'apparence d'avoir une exactitude

exagérée, j'ai pris des moyennes séparées des observations de chaque

année, et j'ai calculé les erreurs probables de chacune de ces moyennes.

J'ai trouvé:

y



74 N. C. DuNÉR

Ici (p est la latitude héliocentrique, donc égal à 90'^ — n , e est

l'erreur probable des résultats, et n le nombre des séries de mesures que

j'ai prises dans les différentes années.

Quand même les erreurs probables de ces moyennes ont des gran-

deurs assez différentes, je n'ai pas cru devoir les prendre en considéra-

tion à la formation des positions normales, les erreurs systématiques

dans les années particulières étant plus fortes que les erreurs acciden-

telles. J'ai donc tout simplement pris les moyennes des trois valeurs

qui appartiennent à la môme latitude héliocentrique. Cela fait, j'ai trans-

formé les vitesses en ^ Cos <f
où S est l'angle de rotation en 24 heures.

Soit R le rayon equatorial du Soleil en kilomètres,

D un jour moyen exprimé en secondes = 86400 .

Il est donc évident que, 2nR étant la périphérie de l'équateur

solaire, et Dv étant le chemin parcouru en un jour moyen, il faut

que pour l'équateur solaire

f = ^^'
- . 360'^ .

2nR

Or pour une latitude égale à (f
on a:

(28) S= ^,^ 360»
,

où V est la vitesse qui correspond à la latitude if. C'est par ces calculs

que j'ai trouvé les valeurs normales suivantes.

<p
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entier dans le temps le plus court, et que le temps de rotation aug-

mente avec la latitude. Mais les taches qu'on a pu observer pendant

plus d'une révolution, et qui par conséquent se prêtent avec avantage

aux recherches sur la rotation du Soleil, ne se sont présentées que très

exceptionnellement au delà de 35" de latitude et jamais au delà de 45'^;

la latitude la plus élevée où l'on a vu une tache n'atteint pas les 55*^.

On n'a donc rien su jusqu'à présent sur la rotation des deux calottes

entre 55" et les pôles. Mes observations étendent notre connaissance

de ces faits jusqu'à la latitude de 75'\ donc jusqu'au voisinage immédiat

des pôles.

J'ai employé les valeurs de $ Cos ifj pour déduire les formules qui

donnent les valeurs de l'angle de rotation en fonction de la latitude

héliocentrique. On sait que M. Faye a adopté, dans les recherches qu'il

a faites sur ce sujet, la forme:

I Cos (p = [a — h Sin'^ (f] Cos (p ,

ou ce qui revient au même:

4 Cos ip = [a' -j- 6' Cos^ y] Cos (p .

J'ai d'abord adopté la formule:

I Cas (p = 9*^,85 Cos (p + 5*^,00 Cos^ ip
,

ce qui donne les équations de condition suivantes :

o = + 092094 + [9.99999] f/ß' + [9 99997] (^6'

o = + 0.3472 + [9.98494I f/rt' + [9.95482] <Z^'

o = + 00349 + [9-937531 '^«' + [9-81259] rf6'

G = — 0.1007 4 [9.84949] rf«' + [9.54847] dZ>'

O = — 0.0 100 + [9.69897] f/«' + |9 0969i]fZ6'

o = + 0.0915 + [9.4186T] f/ft' + [8.25583] rf/y'
,

OÙ les quantités entre crochets sont des logarithmes. Ces équations,

traitées d'après la méthode des moindres carrés donnent les formules

corrigées suivantes :

(29) . . i' Cos ip = 9'',56306 Cos <p + 4'',53874 Cos^ (f ,

ou bien:

(30; ... I Cos <p = [H^io - 4»,54 Sin^ (p] Cas (p .
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M. Spôeer au contraire donne la préférence à la forme très simple:

§ Cos (f = [a -{. b Cos q)] Cos cp
,

déjà proposée par C.-H.-F. Peters.

J'ai d'abord accepté:

I Cos q> = T^'^QOO Cos (f + 7",1900 Cos- (p .

La comparaison de cette formule avec les valeurs normales de

I Cos (p donnent les équations de condition suivantes :

o = + 0O2395 + [9.99999] f/a + [9.99998] fl?6

o = + 0.4633 + [9.98494] f/fl + [9.96988] rfè

o = + 0.3192 + [993753] f/« + [9.87506] c/(!*

o = —0.1992 + [9.84949] rfa + [9.69898]«?//

o = — 0.0825 1- [9.69897] c/a + [9.39794] e?/>

9 = + 0.0700 + [9.41861] f/r? + [8.83722] rf6 .

Trois solutions successives de ces équations conduisirent à la formule

suivante:

(31) . . . §= 70,27538 Cos (p + 6^72488 Cos^ (p ,

ou bien:

(32) . . . . ^ = [7^275 + 6^,725 Cos (p] Cos (p .

M. Sporer a aussi proposé la forme un peu plus compliquée:

I Cos (p = [a -{. b Cos (p -\- c Si7i (p] Cos cp
,

ou, ce qui revient au même:

§ Cos q) — [a -\- b Cos (p] Cos (p -\- c Sin 2 (p .

J'ai adopté:

S Cos (p = 8*^,596 Cos (p + 5*^,522 Cos'- cp — 0*^,380 Sin 2 (p .

Cette formule m'a donné les équations de condition suivantes:

o = — 0^0276 + [9.99999] c?« + [9.99998] </6 + [8 14495] rfc

o = + 0.0752 + [9.98494] o!a + [9.96988] (Z6 + [9.69897] rff

o = - 0.0532 + [993753] da + [9.87506] dû + [9 93753] de

o = — 0.0205 + [9.84949] f^« + [9.69898] (/6 + [0.00000] rfc

o = + 0.0394 + [9.69897] da 4 [9.39794] rf/y + [9 93753]*'

o = - 0.0089 + [9.41861] rfa + [8.83722] f/6 + [9.70418] A- .
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La solution de ces équations s'est montrée encore plus incertaine

que celle des équations précédentes. Cependant, j'ai trouvé après quel-

ques essais la formule suivante :

(33) ^Cosif = 8'\59137 Cos cp + 5'V52544 Cos'^ (f
— 0'\37835 Sin 2 cp

,

ou

(34) ^ Cos <p = [8«,591 + 5^525 Cos cp — 0^757 Sin y] Cos y .

En comparant les formules 29, 31 et 33 avec les observations,

on obtient les erreurs résiduelles suivantes:

t
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et en se rappelant que les observations des taches contredisent catégo-

riquement la supposition d'un angle § plus petit que 14*^,14, on obtiendrait

§Cos<f = 14°,14 Cos
(f> ,

par où l'on obtient:

oV iS^o 3cf>.o 7j?o 6c^o j^'^S

Ç Oos ^i Calculé 14^14 13^66 i2?25 lo^oo 7907 3';7i

Observation-Calcul 0.00 - 0.47 - 0.94 - 1.52 - 1.76 - 1.26

ou:

V Calculé 1.98 1.92 1.72 1.41 i.oo 0.52

Observation-Calcul 0.00 — 0.07 — 0.14 — 0.22 — o 26 o.

On voit que ces écarts surpassent de beaucoup les erreurs pro-

bables des mesures qui n'atteignent pas en moyen 0,02, môme avec les

suppositions les plus défavorables. Les séries qui ont donné des valeurs

de V plus petites ou plus grandes que les vitesses calculées sont:
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