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Про ріжні узагальнення Ritz ового методу та методу найменших квад

ратів для наближеного інтегрування рівнань математичної фізики.

Академика М. КРИЛОВА.

Докладено 29 січня 1926.

Sur differentes généralisations de la méthode de VV. Ritz et de la mé

thode de moindres carrès pour l'intégration approchée des équations de

la physique mathémathique.

Р a r Рr o / 1) r. V і с о / a s li r y / o //, тетbre de l'Асаастіе.

Рrésenté le 29—1—1926.

ПЕ РЕДМ О ВА.

В відомому мемуарі під заголовком: „Uеber eine neue Methode zur Loesung

gewisser Variationsprobleme der mathern. Physik“ славний швайцарський фізик

Walter Ritz запропонував для інтегрування диференціяльних рівнань математич

ної фізики метод, що його можна так резюмувати: при відповідних граничних

умовах Ritz розглядає певний інтеграл, що відповідає задачі так, що рівнання,

зване Еuler'овим, яке дістанемс, коли будемо варіювати цей інтеграл "), є якраз дане

диференціяльне рівнання. Його можна тим самим уважати за неодмінну умову

того, щоб можна було скласти інтеграл, який ми далі зватимемо „стаціонарним“.

Отже в Ritz'овому методі, як і взагалі в методах, що основуються на прин

ципі мінімуму шукаємо інтеграл даного диференціяльного рівнання у виді ряду,

що йде до функції, яку легко обчислити (напр., до тригонометричних функцій,

поліномів і взагалі до функцій званих „фундаментальними“, що відповідають ріж

ним випадкам вібрації системи) і підпорядковані певним обмежним умовам, що

пізніше будуть вияснені; взагалі ці умови такі: функції системи в задачі повинні

відповідати граничним умовам, наложеним на шуканий інтеграл даного диферен

ціяльного рівнання, і між иншим ці функції повинні бути такі, що функції— звані

„довільними“ в математичній фізиці, можна розвивати в ряди за функціями ви

браної системи.

Принагідно замітимо, що Ritz'ів метод, маючи кільки спільних точок з мето

дом, якого вживав ще лорд Rayleigh 2) зводить врешті решт питання до певної

задачі варіяційного числення; отже вихідна точка Ritz'ового методу є ідентична

з тією, на якій грунтується відомий „Dirichlet'ів принцип“, в Riemann'овому

розумінні.

") Зазначимо до речі, що цей інтеграл можна скласти на підставі даних задачі, як це

відомо в прикладній механіці, далі ставиться питання про minimum цього інтегралу і доказується,

*о функції, що мінімізують його, ідуть до якоїсь грани-ної функції, що вдоволяє диференціяльне

Різнання, яке відповідає даній задачі.

*) „Philosophical Magazine“. vol. 22, sèrie 6.
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Відомі міркування, які висловив опісля Weierstrass, поставили під сумнів

сам принцип, а також докази, що грунтуються на йому.

Пізніші досліди Агzela ) Нibberta“), Заремби °), Hadamard'a, Lebesgueа,

Fubini і других сучасних геометрів присвячені „регабілітації“ Dirichlet'ового прин

ципу. Суть і головна заслуга Ritz'ового мемуару лежить не тільки у виборі ряду,

який приводить до мінімуму і який славний геометр зумів вибрати шляхом йому

властивим, але також в доказі, в деяких випадках на підставі фактичного обчи

слення, існування прийнятого для задачі мінімуму і розв'язки, що справді вдово

ляє дане диференціяльне рівнання.

Наближені вирази, які складають в Ritz овому методі для шуканого інтегралу,

звичайно даються у виді означених рядів (що походять в д функцій вибраної си

стеми), що їх коефіцієнти визначаються на підставі звичайних правил диферен

ціяльного числення; напр., для лінійних диференціяльних рівнань визначення цих

коефіцієнтів зводиться до системи лінійних рівнань, що її завжди можна розвя

зати відносно шуканих коефіцієнтів в тих випадках, які розглядав сам Ritz.

З допомогою глибокого і красивого аналізу W. Ritz строго доказує можли

вість переходу до границі, встановлюючи одноманітну збіжність даних наближень

до суцільної функції, що має похідну і справді вдоволяє дане диференціяльне

рівнання.

В цій роботі подамо инший доказ “), відмінний від Ritzового, що не тільки

дозволяє встановити збіжність способу, але дає можливість оцінити порядок по

хибки, яку робимо, коли спиняємося на m ому найближенні; на нашу гадку це є

істотне доповнення до Ritzового методу і його можна узагальнити на випадок

системи диференціяльних рівнань °), на рівнання з частинними похідними і т. и.

Цоб як слід оцінити вартість Ritzºового методу, треба тільки нагадати не .

забутні слова Н. Рoincaré, сказані в передмові до „повного видання Ritzºових

творіз“ "), які подаємо у витязі: „Майже всі питання математичної фізики зво

дяться до спільного типу “... „Freedholmºова заслуга та, що він знайшов загальний

і строгий метод, який можна приложити до всіх цих задач“. „Розвязка предста

вляється у виді частки двох аналогічних виразів з визначниками. Самі-ж виз

начники визначаються рядами“.

„Хоч і всі ряди збіжні, хоч і правило творення членів є красиве й просте,

але при числовому вирахуванні натрапляємо майже непоборимі труднощі“.

„Отже Freedholm'ів метод дуже зручний для строгого доказу можливости

задачі"... „не вживається для числових вирахувань і взагалі в даній формі його

вживати не можна“. „Ritzів метод краще надається до числових вирахувань “...

„це геніяльний метод“... „Але чи цей метод можна прикладати до всіх аналогіч

них задач: напр., до Fourier'ової задачі? Ritz вірив в це, я також вірю, але йому

бракувало часу, щоб це перевірити“.

Ця думка одного з найбільших сучасних геометрів ясно показує всю важливість

Ritzºових дослідів і виразно ставить деякі гідні досліду питання, що витікають

з них. Досліди в напрямку, який вказав W. Ritz, являються тим більше потрібні,

що в останні часи багато видатних вчених, як С. Тимошенко, Катmann, Pöschl

(для багатьох питань технічних наук) та Love (для деяких питань небесної меха

ніки), прикладаючи Ritzів варіяційний алгоритм, однодушно заявляють про його

") „Rendiconti della R. Accademia delle scienze dell Instituto di Bologna“ 1896—97.

*) „Mathem. Annalen“ т. 59,

*) „Rendiconti del circolo Matematico di Palermo“ 1906—7.

*) N. Кryloff: „Sur l'estimation de l'erreur commise dans l'application de la methode

de W. Ritz pour l'intégration approchée des équations differentieles“. Сomptes Rendus de l'Acad. des

scien. de Paris, т. 180 стор. 1816.

*) М. Крилов: „Про визначення ступня похибки при застосуванні способу W. Ritz'а до

систем диференціяльних рівнань математичної фізики“. Записки Фізично-математ. Відділу Україн

ської Акаемії Наук. Т. I, вп, 4.

*) С. Villars 190.
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безперечну перевагу з точки погляду фактичного вирахування розвязки. В де-яких

роботах цих авторів є числові вирахування, хоч не звертається уваги на збіж

ність наближень; прикладається без попереднього теоретичного дослідy Ritz'ів

спосіб до важних випадків, де квадратична форма під знаком інтегралу, яку треба

міняти, напр., не є означена і додатня, тоб-то, зовсім не сповняється умова

істотна в Ritzºових міркуваннях.

Отже питання, що тут повстає, заслуговує особливої уваги, тим більше,

що воно звязане з фактичним обчисленням особливих вартостів параметру (а також

особливих розвязок) в математичній фізиці, і вище наведені слова Рoincarè заоохо

чують до цього. |-

Уваги, що відповідають випадкові, коли розвинення шуканого інтегралу від

буваються по особливих функціях, які відповідають задачі, зробив я в своїх по

передніх замітках “), коефіцієнти наближень Ritzºового алгоритму визначаються

кожний окремо тоді, коли їх вирази ідентичні з тими, які дістаємо, прикла

даючи основні методи математичної фізики, розвинені в дослідах Schwarzºа,

Н. Рoincarё, Е. Рicardºа, В. Стеклова, Заремби; ці уваги будуть використані

Далі в ЦlИ poості.

Випадок диференціяльних рівнань, що їх не охоплює Ritz'ів метод, розі

брання в низці статтів з допомогою методу, що істотно ріжниться від Ritzового

методу; тут можна назвати хочаб метод нескінчених визначників; ці міркування

основані на дослідах Нelge von Koch, знайдуть широке приложення на протязі

цього мемуару.

Одна з наших попередніх статтів °) обнімає поширення Ritzºового методу

на систему двох спряжених з собою рівнань; узагальнення на випадок п рівнань

розвинене тут з потрібними доповненнями.

Ця робота представляє спробу систематичного узагалення Ritzового методу

в ріжних напрямках; між иншими розбірається далі кільки випадків інтегро-ди

ференціяльних рівнань, а також інтегральних рівнань 1-го роду.

Врешті, автор, основуючись на нових дослідах “), дає доказ збіжности методу

найменших квадратів не тільки для випадку одного диференціяльного рівнання,

але також і для випадку системи рівнань; цей метод найменших квадратів, як і

узагалення, на які ми вказуємо, здобуде собі, в цьому ми певні, законне місце

між другими методами наближеного інтегрування диференціяльних рівнань ма

тематичної фізики. Ріжні, незалежні обставини, про які не варт тут говорити,

не дозволили зовсім повно розвинути де-яких частин цієї роботи, як цього вима

гала-б важливість предмету; з тих самих причин де-які частини цієї роботи, що

повині були раніше появиться, появляються тепер, з запізненням на 8 років;

деякі результати опубліковані в згаданих уже увагах.

Зміст, поданий на початку кожного розділу дає ясну ідею змісту мемуару. На

кінці роботи йде список робіт, шо відносяться до цього предмету.

1) N. Kryloff: „Sur l'application de la méthode de W. Ritz au problème des oscillations con

traintes“. Сommunications de la Soc. Маth. de Kharkoff, N. Кryloff „Sur les Méthodes de W. Ritz

et de M. Roussinesq“. Ann. de l'Ecole Sup. de mines de Petrograd 1915.

2) N. Kryloff; „Sur les généralisations de la methode de W. Ritz“. Сomptes Rendus de l'Аса

demie des Sciences de Paris 1917.

N. Кryloff et J. Тапmarkine: Sur la méthode de W. Ritz pour la solution approchée de problemes de

la physique mathématique. Записки Петроградської Академії Наук. 1918.

*) N. Кryloff: „The application of the method of W. Ritz to a system of differential ёquations“.

Записки Петроградської Академії Наук. 1917.

4) N. Kryloff: „Sur une méthode basée sur le principe de minimum pour l'intégration appro

chée des équations différentielles“. Сomptes Rendus de l’Acad. des Sciences de Paris. т. 181, 1925.

М. Крилов: Про поширення методу найменших квадратів на наближену інтеграцію системи

диференціяльних рівнань. Записки Фізично - Математ. Відділу Української Академії Наук. т. I

вип. 3.
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РОЗДІЛ I.

Покажчик змісту.

$ 1. Приложення Ritzºового методу до інтегро-диференціяльного рівнання, що

походить від варіяції подвійного інтегралу, який розглядав G. Fubini.

$ 2. Про приложення методу найменших квадратів до інтегро-диференціяль

них рівнань та про порядок похибки, що повстає при цьому методі, коли зупи

нитися на n-ім наближенні.

$ 3. Виклад Ritz'ового методу (властивого) в приложенні до диференціяль

ного рівнання другого порядку.

$ 4. Другий спосіб викладу Ritzºового методу.

$ 5. Про оцінку похибки, яка допускається при Ritzовому методі, коли зу

пинитися на n-ім наближенні.

$ 6. Про можливість приложення Ritzºового методу до диференціяльних

рівнань, не спряжених поміж собою.

$ 7. Приложення Ritzового методу до деяких нелінійних диференці

яльних рівнань; оцінка похибки.

$ 8. Метод найменших квадратів для наближеного інтегрування загального

диференціяльного рівнання другого порядку з оцінкою порядку похибки, коли

зупинитися на n-ім наближенні.

$ 9. Про новий метод наближенного інтегрування, що є узагаленням Ritz'ового

методу, а також методу найменших квадратів.

$ 1. Інтегро-диференціяльні рівнання, які стрічалися вже у Duhamel'я")

при досліді де-яких термомеханічних задач, в останні часи були предметом грун

товних дослідів Vito Volterra “) та його наслідників; ці роботи звернули на себе

увагу геометрів через свою особливу вагу, яку вони мають в ріжних питаннях

математичної фізики, особливо там, де виступають явища „спадковости“. Guido

Fubini досліджував ці рівнання знов з точки погляду задачі мінімуму, але метод

ученого туринського геометра, виложений в його мемуарі °), обмежується тільки

доказом існування розвязки, а не дає способу фактичного обчислення, отже

повстає задача знайти цю розв'язку на підставі Ritz'ової ідеї, що буде предметом

першого $-у. -

Мавши на оці створити новий розділ функційного числення „alla constru

tione del quale“ на підставі Fubini'євих слів „tanti sforzi sono ora dirette“, в наз

ваному мемуарі, автор уважає інтегро-диференціяльне рівнання з звичайними

похідними за Еuler'ове рівнання, яке дістаємо, коли варіюємо певний подвійний

інтеграл. Нехай ас, Х—дві змінні; зазначаючи великими літерами абетки результат

заміни ас та Х, розглянемо подвійний Fubini'їв інтеграл:

11 11

() () (г, Хуатах = jjlay + 2ыу — су“+ 2 уy +2 уу+ 2°уу-+
) () () 0

— А Y* + 2В Yy' + CY*+ 2HYy'] dхdХ.

де в квадратичній формі, поміщеній під знаком інтегралу а, b, c, е—функції

ас і Х, які, на підставі принятої умови, зазначаються А, В, С, Е, коли х і Х

поміняються між собою; ) та р. згідно припушенню— симетричні відносно ак і Х,

і всі коефіцієнти a, b, c, е мають обмежені перші похідні. Коли так, то замінімо

задачу, поставлену Fubini і сформульовану так: шукають таку функцію у(ас),

1) Journal de l'Ecole Polytéсnique t. 15.

*) Див. численні роботи цього автора в „Rendiconti dell Accad. dei Lincei“, Асta matema

tica і т. д. частково повторені в його „Lecons sur les équations intégro difflrentielles“ та „Lecons

sur les fonctions des lignes“.

*) „Alcuni nuovi problemi di calcolo di variazioni, Annali di Matematica, Serie III. vol. ХХ.
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скінчену і суцільну разом з своєю першою похідною, яка на межах с = 0; а = 1

приймає наперед дані вартости М i N і робить нулем першу варіяцію інтегралу 1.

Нехай квадратична форма під знаком інтегралу 1 буде скінченна і додатня;

поміняймо змінні:

у = x(N — М) — М + и(x); Y = Х (N — М) + М + C(Х);

тоді гранічні умови будуть:

|и(0) = 0; и (1) = 0;

(2) |U(0) = 0; I (1) = 0;

а подвійний інтеграл нашої задачі виразиться такою формою:

1 1

(3) 1 = |Лии — 20ии — си“ + 2еиU' + 27 иU + 29 и U' +
() ()

+ АU* + 2 ВUU' + СС” + 2EUи" + / и + НUTaxdХ + const.,

де F і Н зовсім означені значіння.

Цоб знайти функцію, яка робить інтеграл I „стаціонарним“, поступимо

згідно з Ritz'овими ідеями відповідно пристосованими до даного випадку.

Нехай

*(а), 29/a), 2803). . . . . . . ºn(x)

безконечна система функцій, дійсної змінної, що відповідає умовам, про які гово

рилося в передмові, і нехай:

(11, (12, (13 . . . . . . (In

ряд чисел, що їх треба визначити на підставі умов задачі мінімуму.

Прийнявши

* . * , , ,

(4) ит = º art:(x); („ = º a;" (Х),
1 1

зазначимо I, результат підставлення в I замісць и(a) i U(а) обмежних рядів (4);

визначаючи тоді невідомі коефіцієнти а, на підставі звичайних правил диферен

ціяльного числення, приходимо до такої системи лінійних рівнань:

1 1

д1„ | | | dºn , , */ d"I „
—---- с. ", l) { // . ، ", ",

(5) да» | | гана bя — 2h (ит. dа: + и т. п.)+2|- m + ит* +

(/\[' , d?»
— 27. || и&."Г„— ("...". І— 2o I и „ º“— U”... ..." " |

+ 2) *************+г. ºg|+загл.н.

2ыр." і г.г.) +2сс.": 2plг.“ и „т— |- ºn ax + и т. — и ахт "" " " ах — и „"Г„ | +

+ Fº» — Н"Г„ | (lºr (lХ = 0

Через те, що квадратична частина I„ є означена, додатня (по принятій

умові), легко впевнитися, що рівнання (5) можна розвязати, і вони дають для

шуканих коефіцієнтів а, систему величин однозначно означених, тому що визнач

ник системи (5), відмінний від нуля, як дискримінант означеної додатньої квад

ратичної форми.
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Системі (5) можна надати инший вид, зручний на далі; справді, зазначивши

знаками А1, А., А. . . . . . , А„ довільні числа, приймім:

??а i = т.

|-

*

|- } *
|-

1("т = }. Аº И ті= > А,\! * .

і — 1 i = 1

Помноживши кожне з рівнань системи (5) по черзі на відповідне А, і про

сумувавши, дістанемо:

1 1

| | dит , „: „. , dи т. , / /

(6) }} галыгы— 20 | и»,º+ 11 т 11 * — 2си dx + 2e | и„U„—

(l И d И” d10
т }, } } „| 11" " " " т. , ““т || || 7. || || ||

— и„ d Х |+2 и-"-нтлынат. dХ + U „ º|тлыг-+

d }} |- d }{ dи:
1 “ т } т т, ч . т. * т , , " r

т гига d Y + И „L * —+ 2CU"т. d Х +28|- dir — и „И -|+

— Fи „ —+ 11 И т. | (lºr:dХ = 0.

Опісля приймім:

и = иття — ит: U = Uття — Uт

і візьмім ріжницю двох величин, що не меншають:

(7) 1„4 я — Іт = } | {a(и + и„)*+ 20 (и+ ит)(и -+ и „)+ с (и"-+ и „)° —

U ()

+ 2e (и + и„)(U“ i U „)+ 2) (и — ил)(U+ U„) + 2p (и — и „)(U"+ U"„)—

+А (U+U„)*+2В (U+U „)(U+U„)+е (U'+U „)*+2Е (U+U„)(и"+ и „)+

+ F (и + и„) + Н (U„ + U) — аи„“— 20или „— си „“— 2сит Uт —

— 27 ил Ст — 20 ил U „ — А lºn— 2В U „ U„— С0 „“— 2EU„и"т — Fит —

— Н (, ) dx dХ.

а для вартости значка (т — п) система (6) напишеться, як відомо:

11

dи: / r

ff | 2а (и + ит) и т. н. я + 20 |и+ и.т.)* + (и' + и"т) И т. 4 я |+
()

|-

+2ын н. е.) ***+ 2| И т. н. „ (U' + U „) + (и + ит)*д ||

+ 2) (и + и„) И „ + я + иот 4 „ (U+ U„)] + 29. | (и" — и т.** —

+a^+ г.)",* —2А (U— U„) И „ + „ — 2В | (74 г.) ****+

|- / * ** / l И „ 72 * d И”„ *

— И „ + * (U +--| — 2С (U” — U „)"днакон U„) ***+

+ (и —+ и „) И „ + | + Fиот 4 . — НИ m + я } dа:dХ = 0,

а що коефіцієнти А; —довільні, то можна написати и = И „ + „; U = И „ + „:

8
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Виконавши цю підстановку і скомбінувавши одержаний результат з вира

зом для ріжниці 1„ + n — 1„, легко впевнитися, що

11

(8) 1"т + я — 1"т - — ]]* + „—ит "+20(ит. н. „— ит)(и тъ я — и т.) +
|-

()

— с(и"т + т г и „)*— 2e(ит. + n- ит) (U"т. + n — U „)—

—+ 2), (ит. + n и „) (U„ + n U„ )— 21 (и т. + n и „)(Uт + n U"„)—

+ -4 ( („ + т г Л„)? — 2В (U„ +- т г U„)(Uºn, + n U „) + С (U"„ + n г. U”„)? +-

+ 2E (Гл. т я — Uт) (и т. н. „ — и т.) | dx dХ,

де покажчик нуль показує, що умову мінімуму вже прийнято на увагу. |-

Згідно зі зробленим припущенням про квадратичну форму під знаком інте

гралу, всі інтеграли 1°, обмежені знизу, а що на підставі залежности (8) вони

зменшуються по величині, коли їх значок збільшується, то можна напевне ска

зати, що вони йдуть до означеної границі, отже для кожної величини и і для

ДОСИТЬ ВeЛИКОГО 711 МаєМо:

(9) (1", + n 1"„)< S,

Дe s — довільно мале число.

Тому що на підставі припущення означена, додатня форма, зробимо при

пущення більш загальне, що & — додатнє і відмінне від нуля, коли принаимні

одна з величин и", U” не нуль; ця властивість буде мати місце очевидно, коли

відняти від с і С досить малу додатню величину (l, тоб-то:

(10) & & z и“ + U“):

після цього припущення комбінація залежностів (8), (9), (10) дає очевидну нерівність

11

() 1) }} (т. + 7° и т. * + (U", + n г., агах< ",

() ()

с

Де т1 = }

G|

Зазначивши, що и, залежить тільки від а, а I і від Х, можна вивести такі

нерівности:

1 — 9 1 |- | || || 2

(12) | (fит + п |- ": | dºc З т: |* |- d т | dХ < т:

() 1- 0
d.c (lac d Х d \

звідкіль при допомозі відомої нерівности Буняковського —Schwarza, легко

дістаємо завдяки граничним умовам, правдивим для и, i Uf:

- |-

(13) | in = n — ит | < Ит, ; | Un = n — („ < } т, ,

а це показує на одноманітну збіжність и„(x) до суцільної функції и(ас), а тим

самим Uºn(Х) до U(Х).

Щоб розібрати питання про існування похідних цієї граничної функції и(а)

і щоб скласти інтегро-диференціяльне рівнання, перевірене для и(x), почнемо

9
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з системи (6), звідкіль на підставі інтегрування частями після деяких перетворів,

користуючись з граничних умов, дістанемо таку залежність:

11 т: 2: ar

(14) frº |— 2 | alt, dx+2) b" и „d.c +2си „ +2U„ } cºx dx +

() () () {

+2E U, — 20, jaа — 20, а у — | Faа. |a. dХ —|-

() t}

11 V.} * Х Х |-

+]]* | — 2) А tº ax + 2) в у глах--200 м-н гид I Е, dx =
( ) () * 4 () () ( )

М Y

+ 2сит — 2ып, jax— 2ито — } нах dir d \ = ().

U ()

На підставі властивости інтегралу, що його обсяг інтегрування є квадрат,

помінявши змінні х та Х, можна другий інтеграл (14) представити в такому виді:

11 22 ºr „С

(15) ||* | — 2 | ии», dx — 2 f b', и, фи, —+ 2си"„ -+ 2 („ f y.da.+
} U () () ()

— 20.j da — 20,9 м — 1 мая
t} |-()

(l.r (l V.

Коли ввести додаткові умови для у; (ас), (i = 1,2 . . . . . т.), то не тільки

(2), але також граничні умови

dº (ас)

(16) dir.
= () (для с = a; с = 0),

справджуються, отже проінтегрувавши частями та взявши на увагу (15), з (14)

ЛегКО ДicТанемо: |-

ºr: r" от:
11 , , ", ,

Ifºr | — 2 }} а и», daº — 2 йил- dcº — 2си», — 2} с и„da —

| || || || t} } U () | }

.r" cr: ºr а т" „т"

+20„IJear +21, I Бах — 21, If ya: — 20, je da —
() ()() 1) () 41

|- ja + ола) (lºg dХ = 0;

() ()

виконавши перше інтегрування по Х, дістанемо звідціль:

1 ar 1 |-

} бах da:" + 2| --| |тах da +

:r:* ээ . а:

(17) і "، — 2 Тіп,
() (lºr:2 | ( ) ( ) {} t} - ( )

1 а: |- ага і 1 , ,

+ 211, || сах |- 2 || („u", dХ |аніі || | || || ах ага. —
() t} ( ) ( ) ()

10
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Ясно, що і в цьому виразі можна перейти до границі під знаком інтегралу,

бо на підставі вище доказаного ит, одностайно збігаються до граничної функції,

а коефіцієнти А; , як довільні, можна так підібрати:

|- |- * * |- 2 , , , 2,1)
lim и „ = lt; |im die, — dи. } |im d“и „— (1 и

три —> ос ті — 2 (lºr: d.c т —- 2 dx= (l 22 '

де и залишаючись довільним, має другу похідну (друга похідна є скінчена та

суцільна) і може стати нулем з своєю першою похідною в граничних точках.

Коли перейдемо до границі в (17) та нагадаємо лему, що ії подав Ніibert")

і вживав уже W. Ritz в своїх дослідах, то легко дістанемо:

1:r" cr: r 1 1

---- 2 || }{ | | ad Х |a= + 2| }{ |fках dx+ 2и || cal c | |-

() - 0 - {}() () 1 0

ºr" — 1 ,r ºr 1 „г 1

— 2) и | | cºах | de + 2 || | je. гах dх — 2|| | Ерах | d.c —

t:1 — 1) - () () ( ) () ()

x x - 1 |-

ай і рахt} | }

а: r x .1 1

d.cº — | | Uа ах |a —й | || * h ах (lage =

1) () {} - \ }

= А+Ва,

а звідціль на підставі простого міркування можна впевнитися, що и(с) справджує

таке інтегро-диференціяльне рівнання:

1

d dи (x) -- , - * 7 Yºr

(18) }| p(x) * |+мене+) К(x, Х) U Х)dХ = Н(r).

де прийнято:

1

(*** ax = fон 2 |е", - h — о ", Х— Е“, | = К(r, Х);

1

2 | сdХ = p(x); — 2

()

|- 1

} adx= j b, ах | = g(x).

Пригадаємо до речі, що до інтегро-диференціяльних рівнань типу (18) зво

диться задача інтегрування інтегро-диференціяльних рівнань з частинними похідними:

1 2 1/*

д°и:(Х, t) ) ****) — рос, р.
| ко, хо“ º ax+ 4°мес, он || p(x)º

коли вжити методу виділення змінних.

Так само у випадку

F(x, t) = В(a) sinfт (1 + a)

досить підставити

и:(x, t) = u (r) sinт (t — а).

Резюмуючи зміст цього $-у, можна сказати, що мінімізація подвійного ін

тегралу (1) приводить до мінімізаційного ряду ит, що збігається (для т — со)

1) нlbert „Uеber das Dirichletsche Prinzip“. Math. Annalen 59,

11
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одностайно до граничної функції и, яка має дві перші похідні і вдоволяє інтегро

диференціяльне рівнання (18).

Справді, це так сказати, обернена задача — задача інтегрування даного

інтегро-диференціяльного рівнання, що має велике значіння, і ми розглянемо її

пізніше з допомогою инших методів.

$ 2. Fubini ) та L. Lichtenstein *) займалися в своїх мемуарах такою си

стемою інтегро-диференціяльних рівнань

|- 1

(19) | L(и) == }, |ме* + иодисы— Кога) ау) dy =f(a)

и (0) = u(1) = 0

з погляду існування розвязки.

Ми постараємося для системи (19) розвинути метод наближеного інтегру

вання, основаного на мінімізації середнього квадрату похибки, тоб-то, на задачі

прийнятого для інтегралу мінімуму:

1

(20) |L (и) — f(x)Рас.
{

Нижче виложений мотод вимагає де-яких обмежних („restrictif“) умов, нало

жених на дані задачі, які ми пізніше виложимо.

Візьмім мінімізаційний ряд у виді обмежного ряду:

т.

и„(x) = Х. а,": fa),

2 — 1 *

що йде до функції і (ас), яку легко вичислити і яка сповняє граничні умови (19);

напр., в даному разі за ، (ас) можна взяти sinus.

Цоб визначити невідомі коефіцієнти а,"", маємо на підставі правил, ужи

ваних в диференціяльному численні, таку систему лінійних рівнань

1

} |L(и„)— f| L(,) dx = 0; (де i = т)

які в даному разі можна розвязати відносно а,“).

З другого боку на підставі теореми про існування інтегралу (19) наперед

доказаної (а це має силу в даному разі, тим більше, що справа йде про вироб

лення методу наближеного інтегрування, а не про теорему існування розвязки),

буде також

1

ji Lи) — 1)Lсдаг = 0;
{ }

ОТЖе

1

(22) | |L(и — ит), Lсы) dx = 0; i < т)
()

Коли помножимо рівнання системи (22) відповідно на А, (") — а;") і про

сумуємо по значку і, то з (22) легко дістанемо:

1

(23) } L(и — и „) L (U„ — и„) dx = 0;

1) Гл. 14.

2) Lichtenstein: Uеber eine Integro-Differentialgleichung und die Entwickelung willkürlicher

Funktionen nach deren Еigenfunkionen, Festschrift Schwarz 1914.

12
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тта

де знаком Uºn = }. А;", (ас) зазначена сума L. Fejer'а порядку т (або сума
1

D. Jackson'a), яку дістанемо, коли до інтегралу (19) прикладемо спосіб сумування

L. Fejer'a (або D. Jackson'a).

Коли так, то замітимо, що

Uт — ин —= и — и т. — Ст — и;

отже з (23), виведемо

1 1

| (Lи — и.т.)]* dx= | L(и — ит) L(Uт — и) dx,

*) ()

а звідціль на підставі відомої нерівности Буняковського —Schwarz'а легко дістати

1

(24) | |L и — и т. ||° dx < smº
|-

4)

порядок єт, підібраний відповідно до обмежень, наложених на коефіцієнти даного

інтегро-диференціяльного рівнання (19); напр., коли р(x), q(ас), К(x,y), f(x) від

носно х сповняють Lipschitzºову умову першого порядку, то порядок мализни ет,

1 |- |-

як легко впевнитися, буде „ на підставі відомих теорем про наближення

функцій *)

На підставі інтегрування частями маємо:

d(и — и „) |“ |- "la.
dа: | — q(ас) и — и „| | dа:—(25) J Lси — ими,— и] dx = || p(x) |

0 ()

|- || К(x,y) (и(ас) — и „(ас)] [и(y) — и „(y)| d:cdy

() ()

отже, коли p(x) > p, 2 0; q(x) < 0, а ядро К(x,y) на підставі термінології інте

гральних рівнань є означене й від'ємне, з то (25) виводимо

1 |- -

| dи — и „) || - . | .} /*(2) | dх | dx < Изт | и — и т. || .

звідкіль

|- |- Изт
(26) и — и.т. З //1

Це доказує збіжність способу й одночасно дає спосіб оцінити порядок по

хибки, коли обмежитися т — им наближенням.

На підставі нерівностів (24) і (26) з допомогою (25) легко встановити

порядок

1 1

| |rºw of dх та | |rºwан ая,
* * ()

1) Гл. Vallée—Рoussin: Leçons sur l'approximation des fonctions. Paris. С. Villars. 1919.
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де прийнято

, , „y dи(ас) dит (ас), „ d°и(x) d*ия (а).

rºw{a) =º—º r"„(x) = ºf ——º

досить скористуватися з такої очевидної тотожности

|rºm(?)]* = [r"„(x)]* — 2 } r"„(x)r“„(ас)d.c,

& |-

|тут х та і дві довільні точки з (0,1)], щоб на підставі нерівности Буняковського—

Schwarz'а дістати *

1 1 1

|rº„(&)]* < jºrºla)P dx + 2 } |rºla)P dx. | (r"„(x)Р dх
| ||

() 0

і звідціль дістанемо зразу не тільки збіжність першої похідної мінімізаційного ряду

до похідної інтегралу даного інтегро-диференціяльного рівнання, але одночасно

dи dи»,

можна встановити порядок , — — — , .

dac da:

Обмеження наложені на дані задачі залежать очевидно від способу доказу

і їх можна в деякій мірі зняти;—над цією справою ми спинимося довше далі,

а тут обмежимося на підставі того, що сказано висловом такої теореми: „Кол и

p(x) > p, 2 0, — q(x) < 0 і К(x,y) — означе не від'ємне, то до на бли

же н о го і н т е гр у вання си с тем и і н т е гро - диференціяльних рів

на нь (19) м о ж на п р ил о ж и т и метод основан и й на м і нім і з а ції

і н т е грал у, і це й метод, що й о го с п р а в ед л и во можна назват и

ме то до м н а й менш их квадрат і в, не тіль к и да є з бі ж ний с по с і б,

але також дозволяє оці н и т и порядок до пуще ної похибки У

в и раз і і н т е грал у й його похідної, кол и обмеж и тися m - им на

бл и ження м.

Цей метод дає причину до ріжних узагальнень і добре надається до число

вих вирахувань як це легко пересвідчитися. Тому, як нам здається, метод най

менших квадратів займає законне місце поміж другими методами наближеного інте

грування диференціяльних і інтегро-диференціяльних рівнань математичної фізики.

$ 3. В свойому основному мемуарі, про який уже була мова, W. Ritz зай

мається диференціяльними рівнаннями з звичайними похідними, що походять від

прирівнання нулю першої варіяції інтегралу, що під його знаком є задана оз

начена й додатня квадратична форма. Прикладаючи свій метод, Ritz доказує, що

функції - мінімізаційного“ ряду, які він творить, збігаються до суцільної функції,

що має похідну і справджує певне диференціяльне рівнання другого порядку, що

його коефіцієнти очевидно залежать від квадратичної форми під знаком інтегралу,

який ми повинні міняти.

Поруч з цією задачею, на підставі того, що сказано в передмові, особливе

значіння має задача наперед заданого диференціяльного рівнання. Ми думаємо,

що читачам буде корисно, коли ми коротко, крім деяких незначних змін, накрес

лимо доказ збіжности способу, так як його розумів його славний автор, бо це

дозволить лекше відзначити важливість змін та узагальнень виложених в наступ

них $$-ах.

Обмежуючись для короткости викладу, як і взагалі пізніше, найпростішими

випадками, розгляньмо диференціяльне рівнання 2-го порядку *) само з собою

*) Коли помножити на відповідний чинник всяке рівнання 2-го порядку, при відповідних

припущениях, то його можна зробити спряженим з собою.

14
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спряжене, на яке наложені так само найпростіші граничні умови, тоб-то дифе

ренціяльну систему:

dy

(27) cla) º
— В(x)*— А(ас)y = f(x); де С"(x) = В(x); С(x) > 0;

А(x) < 0; у(a) = y(0) = 0.

З допомогою інтегрування частями безпосередньо впевнюємося, що в даному

разі інтеграл, який треба мінімізувати такий:

* 2 |-

(28) 1 = } *() |-* у° + f(x)y |dх

Невідомі коефіцієнти мінімізаційного ряду

или

-

1/m = У. а, т.) }(x)

t = 1

(де ['t:(a:)) ортогональна, нормальна і замкнена система функцій, які легко обчис

лити і які сповняють граничні умови (27), як, напр. sinus) визначаються для

всякої вартости т. з системи лінійних рівнань відносно а,"):

al, . dу„ d:0 1 ", |-

(29) да„")— | | С, ас) }, —º —я онъ —re | dа:— 0, (т < т)

де I, = I (у„); на підставі припущення визначник системи (29), як дискримінант

додатньої й означеної квадратичної форми, відмінний від нуля, отже рівнання (29)

можна розвязати і воно має тільки одну розв'язку. *

Коли приймемо

1//

—n |-

и „ =X А, "",",

і - 1

де А,") довільні коефіцієнти, то з (29) дістанемо: ,

b ул аты.

(30) } | С(x) * º — А(x)ут от-+f(x)^т | dx = 0,

си

звідкіль, приймаючи три ги = } = yя +» — ут:

b -

"l d(и», — Y) d Y |- \ \ x.

Коли знайдемо ріжницю двох вартостів І з значками т— п та т, то ді

СТа.НеМО

|- |- b *) — 1:0

|- =— Г | * d(у» і я — — і/т) — * /

(32) 2 |-+п г |-|- | се dа: A(x) уття — ут | dх,

СЕ

де знак О означає, що умови мінімуму вже взято на увагу.

З (32) видно, що I", спадають з зростом значка i, отже коли покажемо, що

існує нижня межа I„, то з (32) можна зробити висновок, що буде можна знайти

досить велике число М, що для т. > Мі всякого п буде

(33) | 1"ття — "т | <з,

15
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звідкіль, з уваги на знак С(а), нерівність Буняковського— Schwarz'а та граничні

умови, наложені на ф„(ас), дістанемо:

| уття — ул. || = }
си

d(ут +-т /n) d.c

dа: * ********

< И b — а 71, „ º—9.

а це доказує одноманітну збіжність у„ при т — со до суцільної функції.

Існування нижньої межі 1 можна доказати шляхом, який вказав сам

W. Ritz, коли вийти з інтегралу (27), що справджує умови Сашchу і завжди

існує, або ще простіше впевнитися з допомогою інтегрування частями, що наша

задача мінімуму є ідентична з задачею зробити стаціонарним такий інтеграл:

"| || || f fic)dx |* |

(34) { Иcº +º— — А(а у* { dr.

} |
|-

|

де функція під знаком інтегралу додатня.

Щоб перевірити, що границя так складеного мінімізаційного ряду, тоб-то,

(35) іim yp = y

тъ —- 20

вдоволяє дане диференціяльне рівнання (27), досить проінтегрувати частями за

лежність (30), вибравши довільні числа А, так, щоб

lim r„ = ºr : lim dтіп, — dº —; lim d**т. — d*т,

??? —ъ- со (т. | • *? — со dх d:: * 71 —> оо (lºr:2 (l r= *

dir.(а: dт (а:

т, (а) = ºr (b) = * — * = 0;
сга. „С--

Коли перейти до границі під знаком інтегралу, а це можна зробити на під

ставі залежности (35), то легко дістанемо:

* d*т º dС :r ar

} }}| — С(x)y + fи* dс — } }|до |- лон ае d x = 0,

(и. *

звідкіль, на підставі леми варіяційного числення, яку ми вже раніше вживали,

ЗНаХОДИМО

(36) С(r)у — } t/* dа:— | }|- |-лет da“— С. — С., с,

d c

де С, і С, сталі. Права сторона (36) має похідну, отже у(a:) можна диференці

ювати; коли продиференціюємо другий раз, то пересвідчимося, що у" існує і

справджується дане диференціяльне рівнання (27), щ. т. б. п.

Принагідно варто зазначити, що коли функції ºn(x), по яких розвивається

шукану розвязку, є „фундаментальні“ функції („особливі"), що відповідають за

дачі, то коефіцієнти Ritz'ових розвинень визначаться кожний окремо і як я до

казав в цитованій в передмові статті, загальний вираз цих коефіцієнтів буде іден

тичний з тим, який дістанемо, прикладаючи основний метод математичної фізики,

створений в роботах А. Schwarz'а, Е. Рicard'а, Н. Рoincaré, В. Стеклова, С. За
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ремби; з цього виходить, що окремий доказ збіжности Ritzºового способу в да

ному разі зайвий.

$ 4. Нам здається, що інтересно представити ще інакше Ritz'ів метод, спи

раючись на досліди G. Fubini, про що ми скажемо кілька слів.

Коли введемо зазначення

b

11 (и, r) = |
(*

dи (lр |-

- - - - —1—| dir dx А(r) и с —= fy | d r,

то досить розглянути очевидну залежність

1 (и + l:r) = 1 (и) + 2k II (н, г) + l:° 1, (с),

Де

br / 2 - b - , N 2

ги –ji º) —яеттер на юг () - леги.

щоб упевнитися, що

(37) II (и, о) < И 1,(с) И 1 (и)— а ,

КОЛИ |- I I и т- l:r) > d.

Коли положимо послідовно и = l/m +п, 11 = l/т, то легко дістанемо:

b

d('/„ п — 1/л, (ll: ---- - |-|| l/ º // . : — долл. — това било | || || || d' +

+ И 1 о-)— а ||

для r = y„+» — ут, виводимо:

(38) И Му,ъ, yº)< | || утъ») — d + И 1(у„) — d |

Коли невідомі коефіцієнти а;" в у„ означені на підставі умови мінімуму

і коли I(у„) = d„ , то ясно, що d„ не може рости з зростом свого значка,

з другого боку на підставі (34) ряд (а») обмежений з низу, отже d„ при т— со

ідуть до границi d і легко бачити, що d є одночасно нижчою межею I, бо легко

пересвідчитися, що противне припущення веде до суперечности; справді, коли

тті |-

2(x)=X a, b(x) на підставі припущення таке, що 12) < d, то на підставі

1

одноманітної збіжности ряду можна взяти т таке велике, що 1(2„) < d < dя,

771

* - -
|- |- |-

|-— У. а : " ( ) | , звідкіль суперечність очевидна.

1

Отже з (38) дістанемо:

11 (уття |- ут) < ёт , lim *— 0,

//* —- СО

звідкіль на підставі міркування докладно розвиненого в попередньому $-і впев

нюємося, що lim y„ = 0. Цей спосіб представляти збіжність Ritz'ового способу
ті —» ОО
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основується на старіших дослідах *) за Fitzºові і має перевагу за ту загальність,

на яку він дозволяє з точки погляду вибору мінімізаційного ряду.

$ 5. Але мимо своєї безумовної важливости Ritz'ів метод так часто приклада

ний в останні часи до ріжних задач математичної фізики і інженірних знаннів,

все таки не дає способу оцінити ступінь точности, коли обмежимося наближен

ням, вичисливши дану кількість членів. Отже, щоб оцінити практичну вартість

методу, його прикладалося кілька разів до досліду задач вже інакше розвязаних

і порівнювалося результати “).

Цобусунути цю хибу, яка являється справжньою незручністю Ritz'ового методу,

повстає потреба досліду справжнього ступіння наближення і ми в даному разі

уживемо способу викладу, якого ми вжили в нашій замітці в Соmptes Rendus,

яку ми цитували в передмові, і розглянемо для короткости випадок диференці

яльної системи (27), бо з того вийде, що розвинені нижче міркування за винят

ком незначних змін, можна безпосередньо прикласти до загальних випадків.

Нехай y(x) буде інтеграл системи (27), що його існуванни встановлено на

тта

підставі методу, вживаного в математичній фізиці, у„(z)=X. а;" }(x) — мінімі

* — 1

тті

заційні ряди Ritz'ового методу, Y„(x) = } А,"": f(x)— суми порядку т, скла

і - 1

дені з допомогою відомих сумаційних методів (напр., Fejёrºа або D. Jackson'a)

з функцій %, (х), які легко обчислити (напр., sinus'ів) для наближення назва

ного інтегралу у(x) так, що можна визначити не тільки порядок (у— Yº), але

| d°y d? Y, d°у |- |- |-

º,— , º" , коли , º сповняє додаткові обмежні умови (напр. Lip
(lºr:2 dir? (lºc?

schitzºові), а це, напевно, матиме місце, коли тільки коефіцієнти даної диференці

яльної системи справджують ці умови.

Коли так, то представмо умови мінімуму Ritzºового методу з допомогою

інтегрування частями в такій формі:

b

(l | |- cl(у — у„) 19 ста, — ----} | |ce dºc +яети-и- у»(ас)dx = 0, де т < т,

а звідціль, помноживши на а»") — А„" і просумувавши одержані вирази по

71 = 1, 2,... т, виведемо:

Та. КОЖ

(1

| d ºу „Ф(у — ут) — , ) су и а» —
| d:c С(x) dа: |+леми *0. ут міс = 0,|

b

а що Yº, — у„ = Yºа— у— у— у„, то проінтегрувавши частями, з допомогою

граничних умов наложених на удас), легко дістати:

bb

| "1", If y |- /т) 2 о- 2| * ** ---- |- | (l і г., (l{ Ya.— y)

} (со | do | А(x) ( / -– 1/л) dx = | dr С(ас) - - -- |+
| dа:

— А(ас) (Y, — т) (ут — у) dx,

1) Fubini. Ibid.

2) М. Раєchoud: Sur l'application de la méthode de W. Ritz a l'étude de l'équilibre éle

stique d'une plaque carrée mince (thèse). Рагis G. Villars 1914 р. 33.
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а звідціль, згідно з знаком 1(x), рівністю Буняковського— Schwarzºа та увагою,
•) « ».

зробленою вище про наближення у та* з допомогою Yºа та * без

посередньо дістанемо:

// — 1/т. | < Кет,

де К числова стала, lim s„ = 0 і ще більше, порядок єт, можна встановити згідно
тіі —}- ОО

з обмежними умовами, наложеними на f(x) А(ас), С. х); напр., коли беремо на

|- • 1 - . |- 1

увагу Lipschitzºові у мови, то порядок єт, рівний п ").

Попереднє являється так само иншим способом доказу збіжности Ritzºового

способу й його можна узагальнити в ріжних напрямках.

$ 6. Можна вказати спосіб, що його приложення дозволяє поширити метод

мінімуму на рівнання не тотожні з їхніми спряженими; на цей раз для короткости,

щоб показати тільки шлях, яким треба ити, обмежимося рівнанням другого порядку,

яке можна звести до спряженого з собою з допомогою множення на відповідний

чинник: міркування лишається те саме для рівнань вищих порядків і тим самим

Метод можна поширити на загальний випадок.

Цоб показати, як можна дістати диференціяльний вираз, не тотожній з своїм

спряженим, коли розглядати варіяцію відповідно збудованого інтегралу, то досить

у випадку рівнання 2-го порядку:

L(и) = гссе)"* + В г.) d// — А сли = 0

(l.cº. dа:

розглянути варіяцію інтегралу:

b b

S (и, с = jela и мla= I к. и, глас,

** а

коли прийняти такі граничні умови

(39) и(а) = u b) = r(a) = w(b) = 0;

проінтегрувавши тоді частями, пересвідчимося, що:

b

д SI и, y) = | |дсL и) — ди М. с.)]dх,

**

де М(с) диференціяльний вираз, спряжений з L(с); тому, що величини до та ди

довільні, то з рівности дS и, г) = 0 безпосередньо виводимо:

(40) L(и) = 0; М(v)= 0

Цоб показати звязок цієї задачі з загальнішими задачами мінімуму, візь

мемо простий випадок, коли під знаком інтегралу є вираз

Ти, с) — Ри) + Q(*) + =Z(и, г):

де Р(и) та Q(v) квадратичні форми, а Z и, г)—дволінійна форма від и; * та

їхніх похідних; при досить малому є форма Т. и, г) означена й додатня, коли й

") Принагідно завважимо, що це число можна зменшити, з допомогою де-яких перетворів,

як ми пізніше побачимо.
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b -

форми Р.и) та 0 0) такі самі, варіюючи інтеграл | Т(и, глах, доходимо до

аг

СИСТеМИ

p(и) + e L(и) = 0

|- qºr) + є J/ r) = 0,

де L(и) та М(б) дістаємо способом (40), a p(и) та q(r) походять відповідно
b b

від варіяції інтегралів | Рondº та і фала. Отже, взявши форму другого

порядку си

Т(и, г, и“, c') = аи? + 2фии — си“ + dr“ + 2err' + fr“ + 2дис - 2hн с —

+ 2іи"p' + 2kиг" + 2іи – 2те

завжди додатню, згідню з припущеннями зробленими про Р(и), Q(r) та є, поста

раймося знайти функції и, и, що справджують граничні умови (39) і роблять

}}

| Ти. 1", и", v')dx стаціонарним Коли візьмемо на увагу аналітичну підготовку

а

1-го $ у відповідно пристосовану для даного випадку, то легко пересвідчимося,

що границі мінімізаційних рядів

та }}

и„ = У ау":(а), г, — X bº" (x)
і — 1 і — 1

справджують систему диференціяльних рівнань, яку легко скласти, і тим са

мим поширюють обсяг приложення Ritzового методу. Зараз обмежимося цією

простою вказівкою, щоб в наступних розділах повернутися до оберненої за

дачі —задачі інтегрування системи даних диференціяльних різнань.

$ 7. З уваги на важливість питання про інтегрування нелінійних диферен

ціяльних рівнань, особливий інтерес представляє задача їхнього наближеного

інтегрування.

Отже розгляньмо, як приклад, нелінійне диференціяльне рівнання:

d*у 1
|- ()
41 |- fi = 0 fº . 1 — |-{ ) (l.cº. 2 ду f(x, y) , де /(ас, у) > 1 СОnSt

3 граничними умовами

(42) y(a) = y(0) = 0.

Інтегрування рівнання (41) з умовами (42) з точки погляду задачі мінімуму

прийнятого для інтегралу

" { / dl \* . .

(43) 1 (y) = } | ( *) —+ /(x, и |-
*/

було предметом дослідів L. Lichtenstein a ) ta L. Тоnelli “).

1) Lichtenstein: „Uеber einige Еxistenzprobleme der Variationsrechnung“ journal de Crelle 1914.

*) Tonelli: „Sulle soluzioni periodiche del Calcolo delle Variazioni“. Rendiconti dell R. Асса

demia dei Lincei. 1915.
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Постараємôся прикласти до наближеного інтегрування даної диферен

ціяльної системи спосіб доказу, який ми вже вживали в 5-ому $-і і який дозво

ляє оцінити порядок похибки, яку ми допускаємо, коли обмежимося т-тим

наближенням.

Невідомі коефіцієнти а,"), що трапляються у виразах мінімізаційних рядів,

знаходяться на підставі умов, уживаних тоді, коли роблять стаціонарним інте.

грал (43), тоб-то, з такої системи:

},

(44) д1(у„) — |- dул *+ дf(x, ya)* dx = 0, т < т.

да „") da da: дут

ги

нелінійної в даному разі; одначе на підставі припущення зробленого для f(x,y),

I(у„) для всіх дійсних вартостів а;") має нижню межу і досягає її при скінче

них вартостях а;" (; < т), бо I(у„) стає безконечним додатнім, коли таким

стає одна з величин а, "". Отже система (44) має розв'язку, що її наближене

визначення робиться на підставі звичайної алгебри. Цоб доказати, що існує роз

вязка (44), необхідно, розуміється, поробити відповідні додаткові умови про

f(x, y) 1).

Прийнявши Y = y„+я — ут, представмо ріжницю двох не змінімізованих

вартостів інтегралу I в такому вигляді:

*

|- — ( , , dº dул. || d} | | у д/ y, Gºf(45) /(Yта „) I('/т) —y 2 dºr (lх — dа: — Y дур. — 1.2 Y ду„“

ги

1 м, а д°f ук дер |
— V3 “ || || || - - |- , (1. "*— 1.2.3 Y ду„“ +...+ l:! º|-+ b(Y и || | d.c;

помноживши кожне рівнання системи (44) відповідно на довільні коефіцієнтиА;")

і додавши, дістанемо

b

dут атра і дf(x, y„)
46 . . . . . . . . * \", и т. */ dºc = О,

(46) || º ºf ду„ "

си.

Де

тті

Тlт = Х. А:("),

i = 1

Коли в (46) візьмемо значок рівним (т + п), то при довільних коефіцієнтах

А;") та три 4 „ = Y виведемо рівність

},

| | 2 °Cºya) * + */**+ 1) у а, — о.
) | d.c dх д(Y + y„) " |

b

|- |- |- д*/
комбінуючи цей вираз з (45), дістанемо, напр., для k = 5 та ду? = О, тоб-то, для

(47) f(x, y) = A(x) + В(x)y + C(x)y“ + D(x)y“ + s(x)y:

*) Легко бачити, що умова ºьо. тоб-то, (44) достатня.
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такий вираз для ріжниці I(ут 4 „) — I(у„):

b

(l Y ||2 , Y 2 02 Y3 д3

(48) 1"(у, — „) — тоо-–|| || + º º= º º
ніі

у4 д*/ |

+ в ар. "

де значок нуль показує, що вже взято на увагу умови мінімуму.

Вираз під знаком інтегралу (48) буде додатній, коли, напр., сповняються

такі обмежні умови:

д°f - 2 1 0°f of 1 0°f

(49) aj - “ , а му го оф — ?

(друга з цих умов є наслідок першої, коли f(x, y) має вигляд (47)). Коли так,

то з допомогою міркування, подібного до того, що вже вжито в 3-му $-і, можна

легко пересвідчитися, що мінімізаційні ряди у„(ас) одноманітно збігаються до

суцільної функції у(x), яка вдоволяє диференціяльне рівнання

(l“) ()/(.r, 1

(50) *и — "Да, y) — о
dir? ду

|- |- д*/ |-

Ясно, що підчас міркування обмежну умову ду? = О можна би замінити

}н

иншою, загальнішою: } = О, що виконується, напр., у випадку, коли f(x, y)
72

є многочлен (т — 1) ступіня відносно у; відповідно міняються також і обмежні

умови (49).

Зараз, бажаючи оцінити порядок у — у», , де у(x) є інтеграл (50), що

сповняє граничні умови (42) і існує на підставі дослідів L. Lichtenstein'а, про які

була мова, станьмо на точку погляду 5-го $-у; у„(ас), де т = 1, 2, 3,.... є міні

мізаційні ряди, визначені з умов, які роблять Інтеграл (43) стаціонарним і які,

як легко бачити, можуть прийняти такий вигляд:

b

} | d’(у — ум) |- !/т) ***|| ",dx = 0; i < т.
г„(1,1 = * SS * *

| (ll:2 2 ду дун |

Сы.

тоб-то,
b

/* у — п 1 ()*

****-- -- - (у |- !/т) |- | | ºnda = ()

) | da 2 "Wºly + лу — ум) |
*

д*/ д*/
Коли ду? > 0 або з другого боку, коли oj º 1 = const., то, повторивши

аналіз 5-го $-у, дістанемо

(5 1) | !/ — l/т. | — (**** (la: < | (/\ //ди. (la: <

, - /*| dly —y) || . . . . . . . . /*ла (Y,—y) . . . . . . .

-то у dr } |a = (l)---a) ) у— у„ Wi dir? на у иди.
º, "- а * |
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|-

де Y„ суми L. Féjer'a (або D. Jackson'a) порядку т, створені для тригонометрич

ного розвиненя інтегралу (50)

З (51) безпосередньо дістаємо

| !/ — 1/т | < Кет,

де К= const. a limsºn = 0; порядок єт, можна встановити згідно з обмежними

т—+ Co

1

умовами, наложеними на f(x, y), при Lipschitzовій умові порядок єт, буде т

Це є другий спосіб доказу збіжности Ritzºового альгоритму для нелінійних

рівнань типу (50). Звідціль виходить, що з допомогою цього методу можна роз

бирати в багатьох випадках звичайну задачу варіяційного числення, коли накла

сти на функцію під знаком інтегралу відповідні обмежні умови.

$ 8. Тепер вернемося до методу найменших квадратів в такому вигляді,

як ми його виложили в 2-му $-і і постараємося прикласти його до загального рів

нання другого порядку:

d / dу\ , , , ,

(52) dх (р *) + (q — ) k)у — f= L(y) — f= О,

дер, q, k, f, — дійсні функції від іх, що сповняють обмежні умови, перечислені

пізніше, але такі, що на підставі відомих теорем математичної фізики існує інтеграл

(52), який сповняє граничні умови

(53) y(a) = y(0) = 0,

за винятком окремих вартостів ) — коренів певної цілої функції (Freedholmºової

трансцендентної). |-

*а

З , “ У" а п). * * - - -

азначивши, як і перед тим, знаком у„ = а;"у, мінімізаціині ряди,

і — 1

створені для мінімізації інтегралу

b

ji Ly) — ГРda
ги

і повторивши дослівно аналіз, ужитий в 2-му $-і, легко пересвідчимося, що

|- b

ЛІлу — тона» ----
ги

де порядок ея можна встановити відповідно до обмежних умов, наложених на

коефіцієнти (52). |-

Звідціль з допомогою інтегрування частями дістаємо:

b b 2

(54) || Ly— уму,— у да = } (р *— у„) ": 1. ||
си (и. (l c |- () — }l:) |y |- ун | (l.r,

отже, коли p(x)> p1 = 0 i q + ):l; < 0, то з (54) легко виведемо, що

у — ул. З КИ sº), (де К = const),

а це показує не тільки збіжність способу найменших квадратів, але також дає,

що особливо важно, с по с і б оц і н и ти по ря до к по хиб ки, як у м и ро

би мо, кол и обм е ж у є м о с я т-им на бл и ження м.
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|- |- d

Цю саму примітку, що в 2-му $-і можна зробити й про збіжність -º-

dy dутdy
О —º - ( ПОИ 7) а П |- |-° dz (при т — со) т ро можливість указати порядок га, d3;

Порядок похибки, яку допускаємо, можна повищити, коли на коефіцієнти

(52) накласти додаткові обмежні умови, як це виходить з того, що вище сказано.

Обмеження наложені на дані задачі істотно залежать від способу доказу

і їх до деякої міри можна зняти; напр., для випадку q + ):l; < 2 з (54) дістанемо:

f I aа — ) |- /5

(55) | р | ", "- | dx< | a + kму — у„]* dс—

а.

b/ b |-

+ // III (у т.)га, Лу — ул. ая,
си

коли p(x) > р; ~ о, то звідціль легко дістанемо:

b

р, fiy—y-Paа - Lф - а)
*

|у — у„|* dx +

}
}, -5—

+"— 0 \/ ра — тона. И уш — т.нар.
ОТЖе

b / b

jiy— у„Fa (p, — 0 — а)}<\b— а)} ] [Ly—ya)Fаг,
си си

коли вартість параметру ). така, що ")

|- p, — x(l) — а) > о,

то тим самим збіжність способу буде забезпечена, як що тільки ф— ) k i < 2.

(12

Цим самим способом можна безпосередньо впевнитися, що для L(y) = º —

1

— ЖАСх)у збіжність буде забезпечена при ) < ), — — —

(l) — а) | Аллах

Поки перейдемо до досліду загального випадку, зробимо примітку, що від

носиться до поліпшення збіжности уп до шуканої розвязки у даного диференці

яльного рівнання. Зазначимо при цьому, що метод найменших квадратів, що його

виложено, врешті решт представляє метод спеціяльного сумування, приложенного

до розвинення у в ряд sinus'ів, який граничить з збіжним способом, отже, щоб

поліпшити збіжність, а також досягнути збіжности других похідних, то можна

до у„ прикласти инші, вже відомі способи сумування, напр., Riemann'ів, який

1) Тоб-то менша за першу особливу вартість параметру, як легко пересвідчитися.
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ас+ ) a + 7,

проводить до досліду 472 у, dxг“, або середньої вартости, тоб - то,

" ас–т т-- 7,

л: + 7,

2 , уm dх, або L. Féjeriºв, або D. Jackson'ів і т. и. ").

ас— 7,

Цоб розглянути загальний випадок, тоб-то, випадок, де не сповняється

умова () — Ul; < о, можна поступити кількома способами. Коли розглянемо ближче

формулу (55), що на ній основується доказ збіжности, то пересвідчимося, що все

*)b

зводиться до ограничення інтегралу fан ю| // — 1/n | dх і щоб цього досягти,

ги

то можно вийти, напр., з очевидної тотожности

b

(56) j 0,— окty— уы= L(у у)„) у„da = o, т = 1, 2, 3, . . . . co,
ги

де 7 т та от е відповідно фундаментальні функції відносно рівнання (52), отже

такі, що

al

dа:

dгт

1) dас
| + (ф + ) „l:)?т = 0.

Для означеної вартости т, у — у„ є функція, що має похідну і стає нулем

на межах а та 0; отже помноживши рівнання (56) відповідно на Ат (де у — у„ =
GC

—1 |- |-

— Х. Англ.) і просумувавши, дістанемо:

1

b і 2 ЛС b

-- 1 |-

(57) } у — уя | d.c= Х. 7. — ) | (L (у — у»)]Атът dx <

(т. 1- |- 1 от — , ,

ЭС |- с ~ , , , , . . . . . . .

у Ка 1 º 2 ( (L(у — у„)]*

< } Х. () - })? Ал } lt (1,1)

п + 1 т +1 *

тим самим, коли вартість ), відріжняється від найближчої особливої вартости

принаймні на 31 і коли k & k, С» о, то з (57) дістанемо:

},

(58) Му-улах<* (де М= const.),

* 1

|- - - - 1 |- |-

бо як відомо з теорії рівнання (52), рлах }* збіжний.

1 “

b

З (58) дістанемо ограничення інтегралу | a + ºk) (у — у„]*dх, що на під

гг.

ставі зробленої вище примітки дозволяє оцінити порядок допущеної похибки,

*) Це буде предметом докладної статті мого приятеля проф. д-ра М. Кравчука, якого я

познайомив з рукописом цієї роботи.
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коли в приложенні методу найменших квадратів до даного диференціяльного рів

нання обмежитися т-им наближенням 1). |-

$ 9. Умова мінімуму в Ritz'овому методу, а також методу найменших

квадратів, як ми бачили, можуть прийняти відповідно такий вигляд:

bb

| Lу- уи) &ndx= o та | L(у — у„)L(гл.)dx = 0, (т = 1, 2, . . . . т.)

ги

Отже ясно, що можна виробити цілу низку методів наближеного інтегру

*

вання диференціяльних рівнань, визначаючи коефіцієнти виразу у =>а, &, на

i=1

підставі умов

},

(59) | L(у— у„) М(?т) dx = 0, (т < п)

а.

де М (2„) оператор (навіть інколи диференціяльний) лінійний відносно тя, який

дозволяє встановити збіжність ут до у для т — со і сповняє умову

b

(60) | la= М(с)dx > о,

достатню, як легко пересвідчитися, для того, щоб розвязати систему (59) від

носно (, , .

Як приклад візьмім:

/*и(r /*//(а: |-

lay = º" +лото му — "º" +пето.

щоб в даному разі сповнялася умова (60), досить, напр., допустити, що

272 1 л.

(61) () — r< 0, } д*() + r) — фr> 0,

да:2

а це, з уваги на довільність т(ас), можна здійснити багатьома способами для тої

самої функції (/(ас) <0. Легко бачити, що умови визначення а, можуть прийняти

такий вигляд:

b

(62) L(у— у„)М(у — у„)dir = | L у у„)М(у — Yº, dir.

*/

де }'я суми т-го порядку складені з допомогою відомих сумаційних способів (напр.

L. Fejer'ового або D. Jackson'ового) для інтегралу у(ас) даного диференціяльного

рівнання L(x) = f(x).

*) Один з моїх учнів, Н. Боголюбов, розбирав цей випадок з допомогою вдатного при

ложення „рівнання замкнення“, (éqnation de fermeture) виробивши спосіб міркування, що для

Ritzºового методу дає можливість оцінити похибку для похідних вищого порядку від інтегралу

даного диференціяльного рівнання.
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— 37 —

Коли взяти на увагу умови (61), то з (62) легко вивести:

b |- } |- b - —1) }, |- •) - - -- г, |-

"| d“ у — у„) |“, „ I a r v , , , Гл . "| d“ у — у„) ||! |", | dir </. |му и (la:И } | (lºr:2 | d.c —

а

—„—

+|max () | fly — ракае |
а. }

}, 1 b ---- ": "dºу у„)]* , ,

у улlºdic-Зг , , , , 2. . . . . . |- /. | 1/() „—y}}°dir / |- * 71 | dºc—|-

| || || || || || || ||2 (lºr:2 (*

°. . . . .

+ imax, a | | | |y yarda |

звідціль дістаємо

* d“ у — у„) Р

(63) | %), "| da < К.л.

де К = const., а порядок мализни є„ можна встановити згідно з обмежними умо

вами наложеними на фt.r) та f(x).

Тому, що у та у„ сповняють граничні умови у(a) = y(0) = y„(a) = y„(b) — О,

то уживши Green'ової функції, впевнюємося, що

и — 1 /f d“ у ул) Р., ..

и - "", "|",
а

Комбінуючи цю формулу з формулою (63), дістаємо:

у — уя < КИ=я (де Кt = числовій сталій).

тоб-то, не тільки з бі жність способу, але також оцін к у по x и б ки,

як у з р о би мо при кла да ю ч и цей метод, кол и с п и н и мося на n-о му

на бл и жен ні.

Цей метод, як нам це здається. заслуговує, щоб його розвинути, та коли

є можливість, уживати в ріжних випадках із за скорочення, яке дає вираз опе.

ратора М(y). Не треба й казати, що попередні міркування можна узагальнити

в ріжних напрямках, а обмежні умови наложені на фta:) та r(а) у великій мірі

залежать від способу викладу.

(Далі буде).
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RESUМЕ.

L'auteur traite dans ce mémoire les differentes méthodes de l'intégration ap

prochée rélatives aux problèmes de la physique mathématique (équations differentielles

avec les conditions frontières, ёquations intégrales et intégro-differentielles). Оutré

les differentes généralisations de la méthode de W. Ritz, l'auteur étudie la conver

gence du procedé des moindres carrès ainsi que ses généralisations. La table des

matières (Sommaire) ci-dessous indiquée donne un aperçu du contenu de ce premierr

chapitre.

SОММА IRЕ.

$ 1. L'application de la méthode de W. Ritz a l'équation intégro-différentielle

provenant de la variation d'une intégrale double, considerée par G. Fubini.

$ 2. Sur l'application de la méthode des moindres carrès aux équations intégro

differentielles et sur l'ordre de l'erreur qu'on commet dans cette méthode en s'arrétant

a n-me approximation.

$ 3. L'exposition de la méthode de W. Ritz (proprement dite) a l'équation dif

férentielle du 2 d ordre.

$ 4. Аutre manière d'exposer la méthode de W. Ritz.

$ 5. Sur l'éstimation de l'erreur qu'on commet dans la méthode de W. Ritz en

s'arrétant a n-me approximation.

$ 6. Sur la possibilité d'appliquer la méthode de W. Ritz aux ёquations diffé

rentie les non adjointes a elles mёmes.

$ 7. L'application de la méthode de W. Ritz a certaines équations differentiel

les non linéaires; l'éstimation de l'erreur.

$ 8. La méthode des moindres carrès pour l'intégration approchée de l'équation

differentielle générale du 2-е ordre avec l'estimation de l'ordre de l'erreur commise

en sarrétant a n-me approximation.

$ 9. Sur une nouvelle méthode de l'intégration approchée qui présente la généra

lisation de la méthode de W. Ritz ainsi que celle des moindres carrès.
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