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Р а з с ч е т ъ  ш а р н и р н ы х ъ  к о л е ц ъ  и з ъ  ж е с т к и х ъ  
э л е м е н т о в ъ .

Н. А. Р ы н и н а .

А. Опредѣленіе оеновныхъ понятій.

Г л а в а  1.

Введен іе.

Со времени улучшенія техники добыванія и обработки 
желѣза возникъ особый родъ сооруженій, служащихъ для 
той или иной цѣли и имѣющихъ въ виду облегченіе и 
улучніеніе жизни человѣка. Эти еооруженія, благодаря зна
чительной прочности примѣняемаго для ннхъ матеріала— 
желѣза, по своей формѣ довольно рѣзко отличаются отъ 
сооруженій каменныхъ и деревянныхъ.

Главнѣйшее отличіе первыхъ отъ послѣднихъ заклю
чается въ томъ, что сооруженіе довольно большихъ размѣ- 
ровъ можетъ быть сдѣлано не сплошнымъ и не со сплош
ными стѣнками, а сквознымъ, составленнымъ изъ отдѣль- 
ныхъ болѣе или менѣе длинныхъ элементовъ, соединенныхъ 
между собою въ извѣетныхъ мѣстахъ. Примѣрами такого 
рода сооруженій могутъ служить металлическіе мосты, по- 
крытія, башни, маяки, подъемные краны, различнаго рода 
механизмы и т. п. Чѣмъ лучше сортъ желѣза, тѣмъ длин
нее могутъ быть отдѣльные элементы сооруженія и тѣмъ 
легче и ажурнѣе оно выглядитъ.

Въ желѣзномъ мосту элементами его будутъ — стойки,



раскосы, пояса, различныя связи. Въ подъемномъ кранѣ — 
ноги, струны, стрѣлы и т. д.

Если оси всѣхъ элементовъ сооруженія лежатъ въ одной 
плоскости, то такое сооруженіе называютъ плоским ъ со- 
члененіем ъ. Примѣромъ является одна изъ главныхъ 
фермъ раскоснаго металлическаго моста (черт. 1). Если же 
элементы сооруженія не лежатъ въ одной плоскости, то со- 
оруженіе называется пространственны м ъ сочленен іем ъ  
Напримѣръ, остовъ металличе
ской башни (черт. 2). Каждое 
сочлененіе должно имѣть одну

N M X l / И

Черт. 1. Ч ерт. 2.

или нѣсколько точекъ опоры на землѣ или на особыхъ фун- 
даментахъ.

Иногда каждая опора сооруженія прикрѣпляется къ 
своему отдѣльному фундаменту (черт. 3), 

Иногда же опоры связываются между 
собою при помощи особыхъ элементовъ» 
образуя вершины нѣкотораго многоуголь
ника, сторонами котораго служатъ соеди- 
няющіе элементы (черт. 2). Такой много- 
угольникъ носитъ названіе опорнаго 
кольца. Если всѣ опоры, ихъ реакціи и 

элементы кольца находятся въ одной плоскости, то кольцо 
будетъ плоскимъ. Если же опоры ихъ реакціи и элементы 
кольца въ одной плоскости не лежатъ, то кольцо будетъ 
пространственны м ъ.

Въ плоскомъ кольцѣ опоры могутъ лежать или а) на 
одной прямой линіи (черт. 4 а) или Ъ) не 
на одной прямой линіи 
^черт. 4b).

Щ Ш, Ш Какъ будетъ видно
Ч ерт. 4 а. изъ дальнѣйшаго рас- Ч ерт. 4 ъ.

Черт. 8.



положеніе сооруженія на опоры по черт. 3 какъ бы не свя- 
занныхъ между собою является только кажущимся. Въ дѣіі- 
ствительности всегда можно провести нѣкоторое замкнутое 
пространственное кольцо ABCDEFA, связывающее эти опоры.

Какія бы силы не передавались на опоры извнѣ или отъ 
самого сооруженія, каждую изъ нихъ всегда можно разло
жить на двѣ составляющихъ — одну перпендикулярную къ 
плоскости двухъ элементовъ, сходящихся въ опорѣ, а дру
гую—лежащую въ плоскости этихъ элементовъ. Если кольцо 
плоское, то тогда всѣ составляющая второго рода будутъ 
лежать въ одной плоскости съ кольцомъ; если же кольцо 
пространственное, то получится нѣкоторое пространственное 
еочлененіе, на которое будутъ дѣйствовать силы, не лежа- 
щія въ одной плоскости. Въ первомъ случаѣ, т. е. когда 
внѣшнія силы и элементы кольца лежатъ въ одной плос
кости, получатся отъ дѣйствія внѣшнихъ силъ нѣкоторыя 
давленія на опоры кольца; эти давленія должны уравновѣ- 
ситься опорны м и р еак ц іям и , при чемъ послѣднія, оче
видно, должны лежать въ плоскости кольца. Во второмъ 
случаѣ, т. е. когда кольцо является пространственнымъ, 
давленія на опоры, усилія въ элементахъ, внѣшнія силы и 
опорныя реакціи не будутъ лежать въ одной плоскости.

Можно представить еще случай, когда кольцо плоское, 
но какъ плоскости опорныхъ реакцій, такъ и внѣшнія силы 
не совпадаютъ съ плоскостью кольца.

Такого рода кольца мы будемъ причислять къ простран
ственнымъ кольцамъ.

Основнымъ условіемъ для многихъ сооружены ставится 
неизмѣняемость ихъ системы. Въ зависимости отъ этого и 
опорное кольцо ихъ должно быть неизмѣняемы мъ. Если 
же сооруженіе кромѣ того должно быть неподвижнымъ, то 
и опорное кольцо его должно быть неподвижнымъ. Въ даль- 
нѣйшемъ всегда будемъ предполагать, что элементы кольца 
соединены между собою при помощи шарнировъ.



Г л а в а  2.

Опоры разныхъ типовъ и ихъ кинематическія свойства.

Внѣшнія силы, передаваясь при помощи элементовъ 
сооруженія на опоры, вызываютъ въ послѣднихъ опорныя 
реакцін. Для опредѣленія опорной реакдіи каждой опоры 
необходимо знать слѣдующія ея три элемента: точку ирило- 
женія, направленіе и величину.

Предположили», что черезъ точку приложенія равнодѣй- 
ствующей всѣхъ дѣйствующихъ на опору силъ прове
дены три взаимно перпендикулярныя оси координатъ. Такъ 
какъ мы разсматриваемъ опоры и силы въ пространствѣ, 
то для опредѣленія упомянутыхъ элементовъ необходимо 
знать:

1. Три прямо уголь ныя координаты х, у  и s  точки А  при- 
ложенія опорной реакціи (черт. 5).

2. Два угла а н р между 
линіей AB  дѣйствія опорной 
реакціи и осями координатъ.

3. Три прямоугольныхъ 
проекдіи p, q, ѵ на оси коор
динатъ величины AB  опор
ной реакхци.

При этомъ слѣдуетъ упо
мянуть, что изъ 5 величинъ: 
“э Р> Ъ г  одновременно 
можно задаваться только тре
мя, такъ какъ оетальныя двѣ

Выберемъ въ качествѣ элементовъ, опредѣляющихъ опор
ную реакцію, три координаты х, у  и s  точки приложенія ея 
и три проекціи p, q, г  ея на оси координатъ.

Комбинируя между собою эти 6 элементовъ различнымъ 
образомъ, мы получимъ всѣ возможные типы опоръ, которыя 
только могутъ быть въ различныхъ соооруженіяхъ и меха- 
низмахъ. Въ таблицѣ I указаны эти типы.

опредѣляются тремя первыми.



Въ столбдѣ 5-мъ этой таблицы указаны числа разныхъ 
опоръ одного типа. Опоры такого рода отличаются другъ 
отъ друга лишь комбинаціями однородныхъ элементовъ. 
Напримѣръ, въ опорахъ типа 6-го при возможныхъ комби- 
націяхъ осу, xz, г/з—-получаемъ три разныхъ опоры. Въ опо
рахъ типа 9-го возможны комбинаціи хур, xyq, x yr, хгр, 
xzq, хзг, yzp, ysq , ysr— всего 9 разныхъ опоръ и т. д.

Столбцы 6—9 показываютъ знаками X кинематическія 
свойства опоръ при заданной комбинаціи элементовъ, опре- 
дѣляюіцихъ опорную реакцію. При этомъ замѣтимъ, что если 
одна изъ проекцій (p, q, г) опорной реакціи, напримѣръ (г) 
равна опредѣленной величинѣ, то это означаетъ, что напра- 
вленіе линіи скольженія опоры совпадаешь съ направленіемъ 
этой проекціи (г), какъ это видно изъ черт. 6. На осп (с) 
вращается горизонтальный рычагъ ао. На одномъ его концѣ 
(a) укрѣпленъ грузъ равный (г). Неподвижныя части при

бора устроены такъ, что рычагъ можетъ только колебаться 
въ вертикальной плоскости около оси сс, но двигаться взадъ 
и впередъ, влѣво и вправо, т. е. параллельно линіямъ ох и 
оу, — не можетъ. При такомъ устройствѣ какая бы сила В  
не дѣйствовала на опору о, часть ея, именно вертикальная 
составляющая г' можетъ быть уравновѣшена силою г, если 
г'= .г; если же г ' Х г ,  то опора о начнетъ двигаться по 
линіи oz (опора № 13 таблицы 1-й).

Какъ частный случай опоры № 13 можно разсматривать 
опору на одномъ рядѣ катковъ (черт. 7). Такая опора ітред- 
опредѣляетъ величину (р) — проекціи опорной реакціи на 
ось ж-овъ (р= о).

Ч ер т . 6. Ч ер т . 7.
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Если двѣ изъ проекцій (p, q, г) опорной реакціи, напри- 
мѣръ р  и г, равны опредѣленной величинѣ, то это означаешь, 
что опора имѣетъ плоскость скольженія, определяемую за
данными направленіями р  и г. На черт. 8 въ точкѣ о изо-

Ч ерт. 8.

бражена опора съ плоскостью скольженія ZOX.
Рычагъ ао можетъ вращаться во всѣ стороны около ша

ровой опоры е. Движенію точки о вдоль оси F -новъ препят- 
ствуютъ закрѣпы тт. Точка (о) находится въ равновѣсіи, 
если проекціи давленія на нее г' и р ‘ еоотвѣтственно равны 
грузамъ, приложеннымъ къ концу а, т, е. если г ' — г и 
р ‘ = р . Вели же такого равенства не существуешь, то точка 
начнетъ перемѣщаться въ плоскости ZOX. (Опора № 15 
таблицы 1-й.

Частный случай такой опоры представляетъ опора на 
двухъ рядахъ катковъ (черт. 9) или на рядѣ шаровъ

Черт. 9. Черт. 10.

(черт. 10). Въ этомъ случаѣ предопредѣляются величины 
р  — г =  о.

Примѣромъ опоры съ пространствомъ скольженія можетъ



служить конецъ о рычага, изображенная на черт. 11 . Ры
чагъ ао опирается на шаръ с. Къ концу a  прикрѣплены 
двѣ веревки, перекинутая черезъ блоки t и s. На концахъ 
веревокъ подвѣшены грузы р  и q. На концѣ а рычага рае- 
положенъ грузъ г. Если на конецъ о рычага будетъ дѣй- 
ствовать какая-нибудь сила В, то равновѣсіе точки о будетъ 
возможно только тогда, когда проекціи р‘, q г' силы В  бу-

г. Если же такого равенства не будетъ, то точка о начнетъ 
двигаться въ пространствѣ (опора № 16 таблицы 1-й).

Въ случаѣ, если р ‘= q ‘= r '= p = q — r= o , точка о будетъ 
свободной.

Примѣрами опоры съ центральной передачей усилія мо
гутъ служить опоры, изображенныя на черт. 7 , 9, 10. При- 
мѣромъ. опоры съ линейной передачей усилія можетъ слу
жить примѣняемая часто въ моетахъ балансирная опора 
(черт. 12) (опора № 6 табл. 1-й). Примѣромъ опоры съ плос
костной передачей усилія можетъ служить подвижная опора 
въ моетахъ и стропилахъ небольшого пролета (черт. 13). 
(опора № 8 табл. 1-й).

Примѣромъ опоры съ пространственной передачей уси-

дутъ соотвѣтственно 
равны грузамъ p, q,

с&лсадъ сЬск'о̂ои

Черт. 11. Черт. 12.



лій можетъ служить мѣсто закрѣпленія балки, наглухо за- 
дѣланной въ стѣну (черт. 14) (опора № 1 табл. 1-я). Комби
нируя между собою вышеописанные типы опоръ, получимъ 
всѣ остальные типы опоръ таблицы 1-й.

Гл а в а  3.

Шарнирныя кольца разныхъ типовъ.

Независимо отъ того, будетъ ли опорное кольцо, при по
мощи котораго сооруженіе опирается на фундаментъ, плос
кимъ или пространственнымъ, само сооруженіе, въ зависи
мости отъ взаимнаго расположенія опоръ, ихъ устройства и 
отъ характера внѣшнихъ дѣйствующихъ силъ, можетъ обла
дать различными свойствами. Въ этомъ отношеніи всѣ со- 
оруженія можно подраздѣлить на двѣ главныя группы:

А. Сооруженія, не измѣняющія своей формы при дѣй- 
ствіи внѣшнихъ силъ.

Б. Сооруженія, измѣняюхція свою форму при дѣйствіи 
внѣшнихъ силъ.

Первую группу можно раздѣлить на слѣдующіе три 
класса:

I. Сооруженія, которыя при всякомъ дѣйствіи внѣшнихъ 
силъ остаются неподвиж ны м и.

II. Сооруженія, которыя при случайномъ дѣйствіи внѣш- 
нмхъ силъ приходятъ въ движеніе и двигаются до тѣхъ 
поръ, пока не возстановится устойчивое равновѣсіе между 
внѣшними силами и опорными реакціями. Условимся назы
вать такія сооруженія врем ен н о-п одви ж н ы м и .

ПІ. Сооруженія, которыя при нѣкоторомъ дѣйствіи внѣш- 
нихъ силъ приходятъ въ движеніе и двигаются во все время 
дѣйствія этихъ силъ. Будемъ называть такія сооруженія 
подвижными.

Вторую группу можно раздѣлить на два класса:
Сооруженіе съ однимъ неподвижнымъ элементомъ. Такое



сооруженіе при дѣйствіи внѣшнихъ силъ начинаетъ мѣнять 
свою форму до тѣхъ поръ, пока не наступить равновѣсіе 
между внѣшними силами и опорными реакціями.

II. Сооруженія безъ неподвижнаго элемента. Такое соору- 
женіе подъ дѣйствіемъ внѣшнихъ силъ сначала измѣнитъ 
свою форму до нѣкотораго устойчиваго положенія, a затѣмъ 
начнетъ двигаться по направленію равнодѣйствующей внѣін- 
нихъ силъ, приложенныхъ къ нему.

Въ дальнѣйшемъ мы будемъ предполагать, что сооруже- 
ніе можетъ мѣнять свою форму или обладать тѣми или 
иными кинематическими свойствами въ зависимости отъ того, 
обладаетъ или нѣтъ этими свойствами опорное кольцо (исклю- 
ченіе см. текстъ, относящійся къ чертежу 55). Поэтому мы 
раздѣляемъ опорныя кольца на такіе же группы и классы, 
какъ и сооруженія.

А. Кольца, не измѣняющія своей формы.

I. Неподвижныя кольца.
II. Временно-подвижныя кольца.

III. Подвижныя кольца.

Б. Кольца, измѣняюіція свою форму.

I. Кольца съ однимъ неподвижнымъ элементомъ.
II. Кольца еъ подвижными элементами.

Примѣромъ неподвижнаго сооруженія съ неподвижнымъ 
опорнымъ кольцомъ можетъ служить металлическій остовъ 

пирамидальной крыши (черт. 15). Здѣсь 
имѣется треугольное опорное кольцо ABC. 
Опоры ABC  могутъ двигаться въ плоскости 
ABC  по- нѣкоторымъ направленіямъ,. при 
чемъ эти направленія подобраны такъ, что 
при любомъ дѣйствіи на сооруженіе внѣш- 
нихъ силъ опорное кольцо остается непо
движнымъ, Примѣромъ временно подвиж- 

наго сооруженія съ временно-подвижнымъ кольцомъ неизмѣ- 
няемой формы можетъ служить то же покрытіе 8ABC (черт. 15), 
но съ инымъ устройствомъ опоръ. Оставляя опору В  неподвиж



ной, устроимъ ее такъ, что сооруженіе можетъ вращаться 
около неподвижной точки В  этой опоры. (Опора № 10 табл. 1). 
Опоры же А  и С расположимъ на шарахъ, которые могутъ ка
таться въ плоскости ABC , сохраняя свое положеніе подъ узлами 
А  и С опорнаго кольца (опора № 15 табл. 1). При случай- 
номъ направленіи силы вѣтра, дѣйствующаго на сооруженіе, 
опоры А  и С будутъ двигаться въ плоскости ЛВС  до тѣхъ 
поръ, пока усилія отъ вѣтра, приложенный въ А я С не 
уравновѣсятся сопротивленіемъ стержней, сходящихся въ 
А  и въ С (черт. 16 и 17). Наконецъ, если устроить всѣ три

опоры А, В  и С на шарахъ, то получимъ подвижное соору- 
женіе съ подвижнымъ опорнымъ кольцомъ. Примѣромъ 
кольца, измѣняющаго свою форму съ неподвижнымъ элемен- 
томъ можетъ служить шарнирный четыреугольникъ A B  CD 
(черт. 18). Если сдѣлать неподвижнымъ элементъ его AD, 
то точки В я С будутъ двигаться при случайномъ дѣйствіи 
силъ Р  и Q, и форма кольца будетъ измѣняться. Примѣ-

ромъ кольца, измѣняющаго евою форму съ подвижными эле
ментами можетъ служить шарнирный четыреугольникъ ABGD 
(черт. 19), въ узлахъ котораго приложены силы. При тѣхъ

Ч ерт. 16 и 17.

Черт. 18.
Ч ерт. 19.



силахъ, которыя указаны на чертежѣ, четыреугольникъ бу
детъ сплющиваться до тѣхъ поръ, пока всѣ его четыре сто
роны не совпадутъ почти въ прямую линію, послѣ этого онъ 
будетъ двигаться по направленно «и -си лы  въ 20 кгр. Въ 
дальнѣйшемъ мы будемъ изслѣдовать вопросъ о равновѣсіи 
и движеніи колецъ слѣдующимъ образомъ.

Сначала разберемъ условія равновѣсія и движенія про
странственныхъ колецъ вышеописанныхъ пяти типовъ, а за- 
тѣмъ—плоскихъ колецъ.



В. Разсчетъ пространственныхъ шарнирныхъ
колецъ.
Г л а в а  4.

Общія данныя.

Пространственнымъ шарнирнымъ кольцомъ мы называемъ 
систему прямолинейныхъ стержней, соединенныхъ концами 
другъ съ другомъ при помощи шарнировъ и образующихъ 
непрерывную замкнутую ломаную линію, не лежащую въ 
одной плоскости.

Точки соединенія концовъ стержней называемъ узлами и 
предполагаем^ что подъ каждымъ узломъ расположена 
опора, обладающая извѣетными кинематическими свойствами.

Въ зависимости отъ кинематическихъ свойствъ опоръ, 
послѣднія могутъ оказывать тѣ или иныя реакціи при дѣй- 
ствіи на кольцо различныхъ силъ.

Будемъ предполагать, что внѣшнія силы приложены 
только въ узлахъ кольца и разсмотримъ, какимъ образомъ 
опредѣляются усилія въ стержняхъ (элементахъ) кольца и 
опорныя реакціи его опоръ.

Предварительно разсмотримъ, когда кольца будутъ ста
тически определимыми и геометрически неизменяемыми при 
дѣйствіи внѣшнихъ силъ.

Выведемъ условіе статической опредѣлимости кольца 
(черт. 20) Условіе равновѣеія каж
даго угла кольца заключается въ 
томъ, чтобы всѣ силы, приложенныя 
въ этомъ узлѣ, удовлетворяли з-мъ 
уравненіямъ статики.

Пусть число узловъ кольца рав
но к. Тогда число (г) стержней его Черт. 20.



также равно к. Назовемъ число всѣхъ опорныхъ реакцій 
черезъ п. Тогда условіе статической опредѣлимости кольца 
выразится уравненіемъ:

Sk — r +  n .  . . . . . . (1)

или
2/с —1 1 ...............................................(2)

Если число п  опорныхъ реакцій будетъ меньше на одну 
противъ того числа, которое требуется для удовлетворенія 
равенства (1), то всѣ точки кольца будутъ, при дѣйствіи
внѣшнихъ силъ, описывать опредѣленныя траекторіи, и
кольцо превратится въ пространственный механнзмъ, кото
рый будетъ опредѣляться условіемъ:

Bk =  г  -f n +  1 ......................................... (3)
Въ виду вышесказаннаго пространственное кольцо можно 

разсматривать, какъ частный случай положенія пространст- 
веннаго механизма, находящегося въ состояніи покоя при дѣй- 
етвіи всѣхъ дѣйствующихъ на него силъ, т. е. когда меха- 
низмъ находится, какъ говорятъ, въ мертвомъ положеніи.

Разсмотримъ теперь, когда кольцо будетъ геометрически 
неизмѣняемымъ.

Если веѣ опоры кольца 2-й категоріи, т. е. если всѣонѣ 
обладаютъ двумя степенями закрѣпленія, то ръ общемъ слу- 
чаѣ кольцо будетъ геометрически неизмѣняемымъ.

Въ частномъ случаѣ такое кольцо можетъ обладать безко- 
нечно-малой подвижностью. Разсчетъ такихъ колецъ будетъ 
подробно разсмотрѣнъ позже, такъ какъ представляетъ нѣ- 
которыя затрудненія.

Теперь же только разсмотримъ случаи, когда разсчетъ 
кольца затрудненій не представляетъ и сводится къ задачѣ 
на разложеніе силы по тремъ направленіямъ, не лежащимъ 
въ одной плоскости. Кольца въ этихъ случаяхъ будемъ на
зывать простейшими. Предположимъ, что только одна изъ 
опоръ кольца — третьей категоріи, т. е. совершенно непод
вижна. Тогда, для того, чтобы существовало равенство (1), 
необходимо, чтобы какая-нибудь опора кольца была или
а) съ одной степенью закрѣпленія или Ь) совершенно свобод



ной. Въ послѣднемъ случаѣ необходимо, чтобы существовала 
еще одна опора 3-ей категоріи. Этотъ случай разсмотримъ 
позднѣе. Теперь же остановимся

Слѣдовательно кольцо статически одредѣлимо. Разсчетъ 
начинаемъ вести съ опоры ІѴ5, у которой опредѣляемъ три 
неизвѣстныя величины г4, г5' и nJ, т. е. усилія въ элементахъ 
ІѴ4 N. и Д. jV0, и неизвѣстную опорную реакцію ns'. Для 
опредѣленія неизвѣстныхъ слѣдуетъ разложить данную 
внѣшнюю силу Ръ, приложенную въ этомъ узлѣ, на 3 напра- 
вленія *). Опредѣливъ величины rv  г5 и n.J, переходимъ къ 
любой изъ сосѣднихъ' опоръ, напримѣръ къ опорѣ N e. Въ 
этой опорѣ неизвѣстными являются двѣ опорныхъ реакціи 
п с' и п ' ' и усиліе гв въ элементѣ N t— N 6. Разложивъ равно- 
дѣйствующую извѣстныхъ силъ г5 и Р 6 на эти три напра- 
вленія, опредѣлимъ п е', п е" и ге. Подобнымъ же образомъ 
опредѣляемъ неизвѣстныя величины у всѣхъ опоръ второй 
категоріи (ІѴ4, N 3 и ІУ2). Наконецъ у поелѣдней опоры ІѴ, 
имѣемъ извѣстныя величины rv r e, внѣшнюю силу Р г и 
3 неизвѣстныя составляющая опорной реакціи л /, п и п '" , 
равнодѣйствующая которыхъ будетъ равна и прямо проти
воположна равнодействующей силѣ rv r e и P v

Теперь предположимъ, что въ кольцѣ будетъ двѣ опоры
3-ей категоріи, т. е. совершенно неподвижныхъ. Тогда этими

1) Р ѣ т е н іе  этой задачи см. В . К и р п и ч е в ъ  „О снованія графической  
статики“1 изд. 1908 г .  стр. 265. Р азл ож ен іе  силы на 8 направленія не 
леж ащ ихъ въ одной плоскости можно весьма быстро и достаточно точно 
производить графическивъ стереограф ическихъпроекціяхъ. См. главу 7-ю.

лишь на случаѣ (а). На черт. 21 
изображено пространственное коль
цо, отвѣчающее этому случаю. Циф
ры, поставленныя у опоръ, показы- 
ваютъ число неизвѣстныхъ опор
ныхъ реакцій каждой опоры.

Число опорныхъ реакцій удовле
творяешь равенству:

Ч ерт. 21.

3 - 6  =  6 +  12.



опорами кольцо разобьется на два совершенно самостоятель- 
ныхъ незамкнутыхъ кольца, разсчеты которыхъ можно вести 
независимо одинъ отъ другого. Для кольца, изображеннаго 
на черт. 22, равенство 1-ое удовлетворено, такъ какъ 3. 8 =  
=  8-)-16. Однако кольцо это обладаетъ слѣдующими особен
ностями: одна часть его №№ 1, 8, 7, 6, 5, 4 между непо
движными опорами геометрически измѣняема, т. к. свободная 
опора № 7 при дѣйствіи на нее. внѣшней силы или подъ 
вліяніемъ равнодействующей силъ приложенныхъ въ этомъ 
узлѣ, можетъ придти въ движеніе. Другая же часть кольца 
между неподвижными опорами, именно №№ 1 ,2 ,3 ,4  является

Черт. 22. Ч ерт. 23.

статически неопределимой, такъ какъ въ каждомъ изъ узловъ 
ея №№ 1, 2, 3, 4 по 4 неизвѣстныхъ. При иномъ распредѣле- 
ніи числа опорныхъ реакцій, нежели на черт. 22, можно бы 
разбить кольцо на двѣ части геометрически неизмѣняемыя и 
статически опредѣлимыя, какъ это и показано на черт. 2В.

Разсчетъ каждой изъ двухъ частей этого кольца, заклю- 
ченныхъ между неподвижными опорами ведется такъ же, какъ 
и ранѣе упомянутаго кольца (черт. 21), при чемъ разсчетъ 
начинается съ опоры № 7 для одной части кольца и съ опоры 
№ 7—для другой, т. е. съ опоръ, гдѣ являются только з не- 
извѣстныхъ элемента.

Для каждой изъ этихъ двухъ частей кольца очевидно 
удовлетворяется условіе (1) т. е.
3 . к =  т +  п  или 3 -6  =  5 + 1 3  для части №№ 1, 8, 7, 6, 5, 4 

и 3 • 4 =  3-1-9 для части №№' 1, 2, 3, 4.
На основаніи вышеизложеннаго мы можемъ сказать слѣ- 

дующее:
Пространственное шарнирное кольцо будетъ статически



опредѣлимымъ, и въ общемъ случаѣ геометрически неизмѣ- 
няемымъ, если:

a) всѣ его опоры второй категоріи,
b) одна его опора третьей категоріи, одна—первой, a всѣ 

остальныя—второй,
c) двѣ его опоры третьей категоріи, и если каждая часть 

кольца между этими опорами удовлетворяешь условію (1),
d) нѣсколько его опоръ—третьей категоріи, и если каждая 

часть кольца между сосѣдними такими опорами удовлетво
ряешь условію (1).

Разсчетъ шарнирныхъ колецъ съ опорами 2-ой категоріи.

Предположимъ, что дано пространственное шарнирное 
кольцо съ опорами 2-ой категоріи (черт. 24). Слѣдователь- 
но, каждая опора кольца

величины слѣдующимъ 
образомъ.

И звѣ стн ы я  величины:
Равнодѣйствующія внѣшнихъ силъ, приложенныхъ въ 

узлахъ:

Г л а в а  5.

имѣетъ свою плоскость 
опорныхъ реакцій и мо
жетъ двигаться перпен
дикулярно къ этой плос
кости.

Условимся обозначать 
извѣстныя и неизвѣстныя Ч ерт. 24.

ІѴ7 — черезъ и т. д.



При этомъ предполагаем^ что извѣстны и направленія 
этихъ силъ относительно какой-нибудь произвольно выбран
ной системы координатныхъ осей. Какъ выбирать эти оси— 
будетъ указано позднѣе.
Обозначимъ плоскости опорныхъ реакцій опоръ:

— черезъ Qt
Я , -  » Q,

N 7 — черезъ Q, и т. д.
Расположеніе этихъ плоскостей также даны.
Далѣе даны положенія опоръ и направленія опорныхъ 

реакцій каждой опоры.
Н еи звѣ етн ы я величины:
Усилія въ стержняхъ кольца:

iVjiV2 — черезъ 
Nç.Nз „  Tl.2
В Д  —  „

N ÜN 7 — черезъ В е 
N 7N t — „ В 7 и т. д.

Итого к неизвѣстныхъ. 
Опорныя реакціи опоръ:

N t — черезъ N /  и ІѴ/
N .2 -  „ N ’ и n ;
N 3 -  „ N z' и N ;

N 7— черезъ N 7' и N 7 и т. д.

Итого 2 к неизвѣстныхъ.
Хотя число неизвѣстныхъ к-\г 2к =  Ьк и равно числу 

уравненій равновѣсія Bn (п =  к ), которыя можно составить 
для всѣхъ узловъ кольца, однако рѣшеніе совокупности 
3п  уравненій при кольцѣ съ болыпимъ числомъ опоръ пред
ставляетъ нѣкоторыя затрудненія, благодаря массѣ выкла- 
докъ. Поэтому приведемъ способъ, который значительно 
упрощаетъ эти вычисленія.



Воспользуемся примѣненіемъ начала возможныхъ пере- 
мѣщеній.

Для каждаго узла (опоры) кольца возможнымъ перемѣ- 
щеніемъ его является движеніе по нормали къ плоскости 
опорныхъ реакцій. Опредѣлимъ для каждаго стержня кольца 
ту ось, относительно которой возможно вращеніе этого 
стержня. По аналогіи съ механизмами, условимся называть 
эту ось мгновенною ото вртцетя даннаго стержня. Оче
видно, что для какого-нибудь стержня NA. N/f+/, заключен
н а я  между двумя сосѣдннми опорами N7. и £ГЛ,+/ мгновен
ною осью будетъ являться линія сѣченія JÄ. JA,+/ плоскостей 
QÄ. и Q^+/ опорныхъ реакцій опоръ îsTÂ и NA.+/ (черт. 25). 
Отсѣчемъ отъ кольца три стержня R^_r, и RÄ+7 съ двумя 
опорами и (черт. 25) и разсмотримъ условія равно-

I

Ч ерт. 25.

вѣсія стержня R/:. Зная направленія возможныхъ перемѣще- 
ній концовъ этого стержня и имѣя въ виду, что стержень этотъ 
долженъ быть неподвижнымъ, т. е., что ' не должно быть вра- 
щенія вокругъ мгновенной оси его J Ä Зх ^  мы можемъ на
писать уравненіе, выражающее, что сумма моментовъ всѣхъ 
силъ, дѣйствующихъ на этотъ стержень относительно его 
мгновенной оси должна равняться нулю.



Стержень RA. подвергается дѣйствію слѣдующихъ силъ: 
„ въ узлѣ — внѣшняя сила Р я?

усиліе сосѣдняго стержня 
двѣ опорныхъ реакціи W g и W Jh 

лежащихъ въ плоскости QI:,
„ въ узлѣ І$ГД+/— внѣшняя сила P Ä+/j

усиліе сосѣдняго стержня Rir+/, 
двѣ опорныхъреащш№ я+/и № ^(_/} 

лежащихъ въ плоскости QÄ+/. 
При составленіи выраженія суммы моментовъ силъ отно

сительно оси будемъ имѣть въ виду, что моменты
силъ ïTA-, N '/i:+/) N 'a.+/ относительно этой оси равны 
нулюІ; такъ какъ эти силы пересѣкаютъ ось

Обозначимъ проекціи всѣхъ величинъ на плоскость TÄ 
перпендикулярную къ оси J K JK+J слѣдующимъ образомъ: 

Проекцію Rk_ t черезъ r*_x =  B k_ x cos (Rk_v Тк)

» Л = £ Äcos (RkyTJ.
» Â+l C0S (̂ к+Ѵ Â)Ar—{—1 W A’-|-l Jt—j— Ï >■ к

* « P** =  J°a-Cos(Pa,
^ А + І  Я Pk+1 "^А +І C0S (^k+V ^l)

Разстоянія этихъ проекцій до точки пересѣченій мгно
венной оси съ плоскостью Т* обозначимъ слѣдующимъ обра
зомъ:

Разстояніе до Jk черезъ p*_j

< 9У » Я
к

Ра

Гк+1 Я » я
а

Рл-fi

Рі » » я
к

Рі+1 » 9> ЧУ
к

^A-fl
Составляемъ выраженіе суммы моментовъ всѣхъ силъ отно
сительно оси 3x JK+l:

Гк-1 ‘ Рк-1 Гк+1 * fJA-+l Рк ‘ ~h■ Рк+ 1 ‘  ~А-Н ' • • (4)



или

Для каждаго стержня кольца можно составить подобное 
уравненіе моментовъ относительно его мгновенной оси. Если 
въ кольцѣ п  стержней, то мы будемъ имѣть п  уравненій, въ 
которыя входятъ п  неизвѣстныхъ (R , , R2 . .  . R, . . . .  RB), 
каковыя и можно опредѣлить. При обычномъ же способѣ 
разсчета, если бы мы составляли ур-ія равновѣсія для 
каждаго узла кольца, мы имѣли бы 3п  уравненій съ з п 
неизвѣстными. При п  четномъ число уравненій, какъ это

будетъ видно изъ дальнѣйшаго, еще меньше, именно *. Опредѣ-

ливъ хотя бы одно R, нетрудно определить и остальныя 
неизвѣстныя, примѣняя способъ разложенія силы на 3 напра- 
вленія въ пространствѣ. Опредѣлимъ аналитически величину 
усилія въ какомъ-нибудь элементѣ RÄ кольца. При этомъ 
послѣдовательно будемъ вести разсчетъ въ двухъ предпо- 
ложеніяхъ, именно:

a) что кольцо съ нечетнымъ числомъ стержней,
b) „ „ съ четнымъ „ „

а) Кольцо съ нечетнымъ числомъ стержней.
Составимъ уравненія моментовъ для кольца съ п  стерж

нями, при чемъ будемъ предполагать, что » —нечетное число. 
Схематически такое кольцо изображено на черт. 26.

Ч ерт. 2 6 . . . . . . .

Уравненія моментовъ относительно соотвѣтственныхъ 
мгновенныхъ осей будутъ (составляя ихъ по типу уравне- 
нія 5-го): ............................... ...



Для стержней

В 2  JB, cos ( В Д )  . р/' +  В 3 cos (Р 3Т2) Рз" +
4- Р 2 cos (Р3Т2) - 2Н +  Р 3 cos ( В Д  я,“ =  О

В 3  В , cos ( В Д  раш +  i î 4 cos (В4Т )І р4ш +

  -Ь Рз cos (P 3T3) 7i3'n *Ь P 4 COS-(P4T3) тг4ш — О
в 4 . . . . .  Л3 cos ( В Д )  Р," +  Р 5 cos ( В Д )  p" +

+  Р 4 cos (Р4Г<) <  +  P 5 cos (Р5Т4) < v =  О

в к_х . .  в к_, cos (р&_, г ^ )  c i + в * cos ( а д -i) Г Г +
+  P/c—i cos ъ~_\ +  Р* cos ( Р Л - і )  "Г ' =  0

Я* - - Я*-і cos ( Л ^ Г ^ р ^  +  Л н , cos {Вм Тк) Р:+1+
+  Р4 cos (P*TJ ** + Р ,+1 cos (Pk+lTk) *J+1 =  О 

B t+1 . . P ;c cos ( В Д +1) p f 1 +  P /i+2 cos (P fc+2T,+1) pj+2 +  

+  Pk+l cos (PA.+1T,+1) < £  4  Pk+, cos (РЛ+3ГЙ+1) * $ = 0

• • й »-з cos(Än_ 3r B_ 2) С Л + Я п- ^ ( Я » - і Т п- * ) ^  +

+  P —  2 c o s  ( р » - 2 Т и- 2 )  C !  +  J>» -1  COS ( Р ^ т ^  -  0

.. P„_2 cos ( 2 ^ ,2 ^ )  + л . cos а д . , )  рГ Ч

+РЯ_, cos (P ^ T V J C l  + cos (PnTn-ù  V 1 =  0
Я  Я » - !  C 0 S  < 3 , - A )  p « - l  +  R 1 C 0 S  (Ä lT « )  P i* +

+  P„ cos (PnT )  <  +  P t cos (P ^ ,)  <  =  О 

Pi . . . . . .  Bn cos (ВпТ г) +  P 2 cos (P 2TJ P3 +

+  P, COS (Pjï^) “J +  P 2 COS (P2T\) ~2' =  0

всего и уравненій съ n  неизвѣстными.

Эти уравненія очевидно можно выразить въ такой формѣ:



a lR l + bR3 +-4=0 1
Ъ2В 3 -h cRb + В = 0 
cxR b 4" dR 7 +  С — 0

^ А - а ѣ ^  +  я ^ о 1)
Vf-2+  m B k̂ a +  L  —  О

-P А  +  « А  +  P  — О *)[ • . . . (7)
ÇjPj +  rB i +  Q =  0

" А - і+ ^ + і+ ^ О Ч
^ в к+1+ ^в к+3+¥=о

* . ^ + ^  + 1=0
Уі^п-і +  а-̂ 1 + F = о

Здѣсь к и п  нечетныя.
Нетрудно видѣть, что при рѣшеніи этихъ уравненій и 

при п —нечртномъ числѣ получаемъ значеніе для Rt:
^    АЬ̂ с̂ . . • f c j . . ÿ (  4” Sbc .̂ >. . . . M j < . . Æj ■ • . U j t n ÿ j -{—•*,

1—  a&crf...æy -+- « ! & ! .. .x1y l ' . —

• ■ f  Ibc...kt — ЕЪс ..Mlml ...ui ...y1-\-Lbn.. Im,щ ..щ . . .ÿ ,-| - .. .  —

—  'l'bc...l...ui ...y1-\-Ubc..uvi . уг— Vbc...vwi...y1 - f - ... —  Ybe...xy ^

На основаніи этой формулы опредѣляется величина R7, 
такъ какъ она ‘выражается черезъ извѣстныя величины.

Ъ) Кольцо съ четнымъ числомъ стержней.

Въ этомъ елучаѣ число уравненій, необходимыхъ для 
опредѣленіе какого-нибудь неизвѣстнаго усилія В ѵ будетъ

Это ясно видно на частномъ примѣрѣ. Пусть, напримѣръ, 
имѣется пространственное кольцо на 8 опорахъ, схематически

*) Ж ирвы мъ шрифтомъ обозначены  величины, зависящ ія отъ поло- 
ж енія плоскости Qk опорны хъ реакцій опоры ІѴ .̂



изображенное на черт. 27. Обозначимъ схематически мгно
венный оси для элементовъ В 2, В ѵ Д., R s черезъ I 2I2,

3»
I I  I IJ-aJ-69 J-8-L8m

Составимъ уравненія моментовъ отно
сительно этихъ осей по типу уравне- 
ній (7):

а1В1 +  ЪВг + 4  =  0 относительно оси І 2І,г, 
bxB z +  сВъ +  В  =  О „ „
с^ іъ +  dB7 +  С —  0  „  j,

d1B 7+ a R 1+ D  =  0  „ І 8І 8,

т. е. для опредѣленія величины какого- 
нибудь неизвѣстнаго, напримѣръ В 1У необходимо рѣшить всего 
8—  =  4 уравненія.

Для кольца съ п  стержнями («—четное) будемъ имѣть 
систему уравненій, составленную по типу (7):

(tjjRt + ЪВ3 + А — О 
ЪгВг + сВь -\т В =  О 
CjjB5 +  dB7 -j— О == О

ХіК -3 + УВп-1 + х ' О
(9)

Уі Rn- i + а^ і +  y  —0

(всего уравненій).

Рѣшая эти уравненія относительно Вѵ получаемъ:
J t  — A b j C ^ e ,■•■у, — В Ь с ^ в і . . . f f t +  C bcd&  .■ y x — ■. . +

1 a b e d ., x y  —
- \-X b e d  ..% ÿj — Y b c d e .. .x y  ^

Опредѣливъ R 1 по уравненію (8) или (10), нетрудно опре
делить и остальныя неизвѣстныя Jü2.... Вп а также и опор- 
ныя реакціи кольца, ведя разсчетъ съ узла Nt и послѣдо- 
вательно разлагая равнодѣйствующую извѣстныхъ силъ, 
приложенныхъ въ данномъ узлѣ, на 3 данныхъ направленія. 
(два направленія для двухъ опорныхъ реакцій и одно—для 
неизвѣстнаго усилія въ стержнѣ кольца).

На основаніи уравненій 7 и 9 можно сказать, что примѣ-



неніе начала возможныхъ перемѣщеній къ опредѣленію уси- 
лія въ какомъ-нибудь элементѣ пространственнаго кольца 
позволяешь сократить число уравненій, необходимыхъ для 
этого опредѣленія по условіямъ статики, в т |р о е  для кольца 
съ нечетнымъ числомъ сторонъ и въ ш есть  разъ для кольца 
съ четнымъ числомъ сторонъ.

с) Опредѣленіе усилій въ элементахъ кольца, какъ функцій 
положенія плоскости опорныхъ реакцгй какой-нибудь опоры.

Найдемъ, по какому закону будетъ измѣняться- усиліе въ 
какомъ-нибудь стержнѣ кольца, напримѣръ въ В ѵ если мы 
будемъ измѣнять положеніе плоскости Qk опорныхъ реакцій 
какой-нибудь опоры, напримѣръ Nk Для этого мы должны 
въ уравненіяхъ (7 или 9) отдѣлить величины, которыя не 
измѣняются отъ измѣненія положенія QK отъ тѣхъ, которыя 
съ измѣненіемъ QK —измѣняются.

Подставляя значѳнія всѣхъ этихъ величинъ въ формулы 
8 или 10, мы выразимъ Ä, въ функціи перемѣнныхъ, опре- 
дѣляющихъ положеніе плоскости QK и такимъ образомъ най
демъ законъ, по которому измѣняется величина усилія R t 
при измѣненіи положенія QK Законъ измѣненія всѣхъ осталь- 
ныхъ неизвѣстныхъ пока усилій въ элементахъ кольца и 
опорныхъ реакцій будетъ одинаковъ съ закономъ, найден- 
нымъ для В ѵ такъ какъ всѣ эти величины связаны между 
собою линейною зависимостью.

Выдѣлимъ часть кольца (черт. 28) между его опорами 
N K_ 3 и N K+ä и отнесемъ его къ прямоугольной системѣ плос
костей координатъ, при чемъ за вертикальныя плоскости 
координатъ выберемъ: плоскость опорныхъ реакцій QK+lt 
и плоскость V, перпендикулярную къ ней и проходящую че
резъ лйнію OZ сѣченія QK_ 1 съ Qk +1 и за горизонтальную— 
плоскость Н, проходящую черезъ точку N M. и перпендику
лярную къ QK_rI и V.

Такимъ образомъ заданными являются: точки N K_ Si



N , N  Д, j ,  N  длины и наііравленія стержней В , . ,Н  1, Ä; Л +  А *

в к_ и В кі В к+Іі плоскости Qk_ ^  Q k+1< величины и на- 
правленія внѣшнихъ силъ Р к_^  Р 4_А Р к_ P * +v P K+S,

г

Черт. 28.

Разсчетъ будемъ вести въ слѣдующемъ порядкѣ:

1. Составимъ уравненія мгновенныхъ осей J K JK+i и

Jk J к-U
2. Опредѣлимъ 8 произведеній величинъ, которыя въ каче- 

ствѣ коэффиціентовъ при R входятъ въ уравненія 6:

cos (Іік_ѵ Тк) plc_v cos (Rk+V-T,) pft+1J cos (Pj._2̂ _ i)  Рй_г> 

cos (ßk, Tk_ t) pk- \  cos (Pk, T,) «*, cos (Pk+V T})  4 +l, 

cos (P ,_p Tk_J  cos (P„ Тк_і} u';-1.

3. Подставимъ найденныя величины въ формулу 8 или 10. 
Предварительно выразимъ на основаніи формулъ 6, 7 и

8 В 1 въ функдіи вышеупомянутыхъ величинъ, измѣняющихся 
при измѣненіи положенія плоскости Qk

Кромѣ того обозначимъ произведенія различныхъ постоян- 
ныхъ величинъ, входящихъ въ формулу 8 черезъ буквы Мѵ 
Мѵ . . . Мѵ



Такимъ образомъ получаемъ:
Mi cos(JSft_22’;._j) р*_* . cos

іѴ

+  М, cos (Д,П_і) P*"1 • cos (ДА_Х, Г*) Р ^  +

+  Жз cos ( Е к Т к_ , )  р* " 1 . co s ( іг ,+1; У ,)  Р*+ 1  +

+  Ж Л Р ,_ ,  c o s ( P ft_ 1^ _ 1) * £ + Р * с о в  ( P j T ^ ^ J c o s ^ ,  П ) р " _ і+

ль cos а д ^ )  p;;-1. cos (aA:+1t,;) p̂ +1 +
&-1+  M5[P,cos(P,T)i)^ + P t+1cos(P,+ir 7;)^ +i].coS(J?/cr,_ 1)p̂

+  M7 . cos (E/£_2, T ^ p ^  cos (Bk_v ï\) p*_j (8,)

или, принимая во вниманіе уравненія 6 и 7, именно, что:

К =  oos

u t =  cos (Rk_lt Тк) 9кк_і 
I — cos (Rk, Tk_x )pk~1 

V cos (Rk+V Tk) рл+1

; K = P h_l cos(Pk_v Tk_1) C l+ P ^ o H r k, T k_1)*l7 l
U =  Pk cos {PkTk) +  P ft+1 cos (Pft+Ir k) T ^ t ,

и подставляя эти величины въ формулу 8', получаемъ:
тг>  -f~ M 3lv  -}- 3£^К ііі ~{“ -М5 ï/£  /ц 7

1—' Щ Щ  ~ : • • ‘ j
Подобнаго же вида выраженіе получится, очевидно, для 

усилія въ элементѣ кольца съ четнымъ числомъ стержней 
(сравн. формулы 9 и 10).

Переходимъ теперь къ опредѣленію различныхъ вели
чинъ, зависящихъ отъ положенія плоскости опорныхъ реак- 
цій Qk опоры N k.

1. У р ав н е н ія  м гн овен н ы хъ  осей.

Пусть координаты точки Nk будутъ: 

х - Ь к \ точки N k_ x x  = ïk_ x л точки N k+i • я  =  0

У =  \ - і  У =  \ + 1У = \  
о



Уравненіе всякой плоскости Qk проходящей черезъ точку 
Nk, будетъ: •

А  (х~  У  +  Вк (V — \ )  +  С,? =  0 .................... (И)
Уравненіе оси J k J k^  получимъ, полагая въ уравненіи 

(11) х — 0

î ,- , ‘  (12)- С к -  в к . . . . . . . . . . . . .
Уравненіе оси Jk Jk_ 1 получимъ, составивъ уравненіе 

линіи сѣченія плоскостей Qk_ 2 и Qk
Уравненіе плоскости Qk_ 1 должно удовлетворять двумъ 

условіямъ, именно, что а) плоскость Qk_ 2 должна прохо
дить черезъ данную точку Nk _  ; и в) плоскость Qk_ 1 должна 
заключать въ себѣ линію OZ. При такихъ условіяхъ уравне- 
ніе плоскости Qk _ } будетъ:

)У=°- • • • ... - аз)

Уравненіе оси J k J k_j получаемъ, рѣшая совмѣстно два 
уравненія (13 и il) .

_  А к Ус +  B ,:%

X У и  к
ht—1 \ - і  А Іс̂ к_ 1+  Б кгік_ 1

- с к
(14)

2. О п редѣ лен іе  8 п рои звед ен ій  въ  ф ун кц іи  отъ 
Лк, Вк и С,

Составляемъ ур-ія стержней (черт. 28)
Х—Чк У-Vi-



Выписываемъ ур-ія мгновенныхъ осей

А ,

ЛЛ+,- •  <12>— Ск Лц
g _

J J .  t . . _У . .  = ____ __ __ *2____  ( h )Л і- 1—  6Й_, ъ_х • 1141
- о ,к

Задаемся уравненіями линій внѣшнихъ силъ — Рк_р Р к, 
Р к+1, принимая во вниманіе, что силы эти приложены въ 
точкахъ N k_p Nk и N k+1.

Ур-ія линій силъ будутъ:

P , ........................................................... (19)
тРк *>* Р,к

X» ^ _  У %fl  ^ Ц̂-І /9А̂
■ ^ +1-- пРк+1 -

p  х  ~  g* ~ x — У ~~ — г  ~  ^ * -1 . С21)
А_1 ” /̂.-1 и**-і ^рл- і

гдѣ 1П у 71 ■ ■ ■ Р„ величины извѣстныя.У к & к -Рк— 1
Прежде чѣмъ составлять вышеупомянутая произведенія 

величинъ косинусовъ на соотвѣтственныя величины разстояній, 
замѣтимъ, что каждый косднусъ угла между какою-нибудь 
линіей (въ нашемъ случаѣ, напримѣръ, стержнемъ R k+J), выра
женной уравненіемъ вида:

x — a t _ y  — h _  g — с, , ,
Щ, ns J)2 .........................  ’

и плоскостью, перпендикулярною къ линіи, выраженной 
уравненіемъ:

x - a 1 _ y  —  bl _ s - c t п л
щ рг ............................’

(въ нашемъ случаѣ, напримѣръ, плоскостью Тк перпендику
лярной къ мгновенной оси J k J k+I), можно замѣнить сину- 
сомъ угла между данными линіями (а и д).



Кромѣ того изъ аналитической геометріи извѣстно 1), что 
произведенія синуса угла между двумя линіями (а и Ъ) на 
разстояніе между ними выражается формулой:

sin {а, Ъ) . Ря4 =
_  (Wiffü—  p tm )  ( а , - а д  +  (Р іпЬ — т іР і ) ( Ь і - Ъ г) +  {m tn.t — n xm t) ( с ,— c t ) , . 

Ѵ т ,г w, 2 -f- p t - . +  w, 2 - |-

Зная это, нетрудно написать выраженіе искомыхъ про
изведешь пользуясь ур-іями стержней кольца (15—18), урав- 
неніями силъ (19—21) (эти уравненія типа а) и уравненіями 
мгновенныхъ осей 12 и 14 (эти уравненія типа Ъ):

cos (Rk_v Тк) Р*_І =

_  И» <6*-і -  6*> +  д* „

V̂ A- 1  + (Ѣ: - 1  -  ъГ +  • у в / +  ск* '1
(на основ, ур-ій 15 И 12) . . . . (22)

cos (Ek+V Tj) p*+1 =

 _____ [A- %k H~ (']/, — l) ~ Ok ̂ A+l] +̂2____ _qj
”  v/̂ -+22+(̂ +2-  w s+(CA+2- ci+1)2 • j / ^ F R V  ”

(на основ, ур-ій 16 И 12) . . . . . (23)

COS ( В к _2, рд'_2 “ “

— H" -Вк (уік—і %) "H Cjĉ k-1] fe—а̂ІА—1 “ А̂г—l̂ A;—g)
/<*А-2 -  SA-l)2 + (Ч*-2 -  W  + (CjSb-B -  ÎA-P2 •

• j / Â W  +  Bk?i\k—i +  <V (t ; r +W H 24*2?*Ç *_A _T ~
(на основ, ур-ій 17 и 14) . . . . . (24)

cos (Rk, Гы ) p̂ _1 =
  [A ~b (•>)/; ІлЦ-і') Oft ’A-j-l] ~ ̂ A-lV

]/ ’// + ("'I* — Ift+l)’ + 5*+12 *

• l / W  -I- В**Ч*_1* + о** (6*_,* +  4k-12) +  2AkBk ъ_1Ь= =  1
(на основ, ур-ій 18 и 1 4 ) ........................ (25)

J) См. „О сновной кур съ  аналитической геом етр іп “ К. А н д р е е в а  
„Харьковъ“ 1888 г. часть I I , стр. 88.



P k cos (Рк, Tk) ~к Р ,.^  . cos T,) Jj!+, —

-  Р {А’;тр Л ВьпР,Л СкРр,) ч

к V  тн  +  V + ѵ  • +

+  Р Л,^ кт^  В,; ~  трц+ 1 ~  _  Г7

А+1 v ' W + W + W '  ' V w  “
(на основ, ур-ій 19, 12 и 20, 12) . . . . (26) 

р ь -і cos (Рл-р Тк-г)  < î  + р* 60S (Р„ Г*̂ ) 
p  [A Ç ïfc  — Î x - i )  + # *  ( ъ —  Ъ - l )  -  < ? Ä - i ]  -  Ъ - і Ю р ^ )

V mP)i—i^~ nPk-i~^*Pk-i '

+  p ^*”** Д*”** +  Gj>n) ^к~іЪ ~  ^* "1*
i / V + V + V  • ~

l/Л ^л-і2 + Я Л -!3 +  ot* «*_',* +  W H -  2АЛА_ 1-'),~7 =  *

(на основ, ур-ій 21, 14 и 19, 14).......................(27)

Подставляя выраженія, полученныя по формуламъ (22—27), 
въ формулу 8", дѣлая сокращенія и приведете, получимъ 
слѣдующее значеніе

R -  аА* +  ЪВ* +  СС* +  ***** + eAkGk + fBkC>: fOftï
1 "  «'A* + Ы*** + с'су +  <*'4 *2?* +  ̂ 0 , - к а д  • •

гдѣ а, Ъ, с, d, e , f  и а ’, Ъ', с, d', ё, f  являются величинами по
стоянными, не зависящими отъ силъ положенія плоскости Q,., 
при чемъ первыя шесть величинъ являются линейными функ- 
ціями внѣшнихъ силъ, дѣйствующихъ на опоры кольца.

На основаніи формулы 28 для каждаго даннаго кольца 
можно изслѣдовать измѣненіе усилій въ элементахъ его при 

-измѣненіи положенія плоскости Çk опорныхъ реакцій любой 
его- опоры N h.

ІІримѣчаніе. Опредѣливъ по формулѣ 8 или 10 величину Ми можно  
и зъ  ур ав н ен ій  7 или 9 легко опредѣлить усилія въ д р у г и х ъ  элемен
тахъ кольца.



Частные случаи разсчета.

Подъ частными случаями разсчета пространственныхъ 
колецъ мы будемъ подразумѣвать опредѣленіе усилій въ 
ихъ элементахъ при частномъ случаѣ расположенія плоско
стей опорныхъ реакцій.

1. К ольца безкон еч но-м алой  подвиж ности.

Подъ таковыми кольцами будемъ подразумѣвать такія, 
которыя. при дѣйствіи на нихъ любой системы силъ, спо
собны .допустить безконечно-малое передвиженіе своихъ 
опоръ,

Аналитически условіе безконечно-малой подвижности 
кольца можно выразить слѣдующимъ образомъ (форм. '8 
или 10),

abed . . .  х у ± а 1Ъ1. . .  x xy t=  0 . . . . (а)

т. е. знаменатель дроби, опредѣляющей усиліе В г въ какомъ- 
нибудь элементѣ долженъ быть равенъ нулю, иными сло
вами усилія въ элементахъ кольца будутъ безконечно-боль- 
шими.

Какъ частный случай такого заданія можетъ служить 
условіе, что плоскость Qk какой-нибудь опоры N k заключаетъ 
въ себѣ три смежныхъ опоры Nk_p N k и N k+r

На основаніи ур-ія И получаемъ при такомъ заданіи 
слѣдующія равенства:

У + -B*(Y]*_i — • • (29)
Вк (̂ * ^Æ+l) Q&k— 1 =  ® • * (30)

Подставляя эти выраженія въ формулы 22—27, получимъ 
значеніе для B t вида:

F (A k, B h Gk,F )
— ---------- Q----------  — 00

Что очевидно и- должно быть,. такъ какъ сила Рк, прило
женная въ опорѣ N k должна уравновѣшиваться силами, ле
жащими въ одной плоскости Qk, не проходящей черезъ Рк.



2. Е сл и  п лоскости  опорны хъ реакц ій  п ар ал лельн ы  
одной к а к о й -н и б у д ь  линіи , то о ки н ем ати чески хъ  
св о й ств ах ъ  ко л ьц а  можно судить по кин ем атически м ъ  
свой ствам ъ  его п р о екц іи  на п лоскость  п е р п ен д и к у 
лярн ую  къ  данной линіи.

Дѣйствйтельно, въ этомъ случаѣ всѣ мгновенный оси бу
дутъ параллельны данной линіи, и поэтому въ ур-ія типа 
7-го и 9-го войдутъ выраженія только проекцій всѣхъ силъ 
на плоскость перпендикулярную къ данной линіи, т. е. ки- 
нематическія свойства кольца будутъ тѣ же, что и у его 
проекціи на эту плоскость.

Разсмотримъ нѣсколько частныхъ заданій случая 2.

2а. Е сл и  п лоскости  опорны хъ р еак ц ій  п ар ал лельн ы  
д р у г ъ  д р у гу , то кольцо будетъ двигаться въ направленіи 
перпендикулярномъ къ этимъ плоскостямъ, не измѣняя своей 
формы (черт. 29).

и пусть плоскости опорныхъ реакцій параллельны W  (илиф4).

Ч ер т . 29.

Пусть координаты точекъ будутъ опоръ:

N I ,— 3; — 5; Cj— о>
;Л 2; ?2 —  8; 0 ; С2 =  3;
N . $3 =  16; гіз =  18; 4;
Д ,; 0; іі4 =  іо; C* =  l l ;

з



Тогда ур-ія этихъ плоскостей будутъ:

^  x —  В = 0 ,
Qj... x — 8 =  0,
Q3. . . x — 16 =  0,
Qi . . . x ^ z  0.

Въ этомъ случаѣ условія неподвижности кольца равно
сильны съ условіемъ неподвижности его проекцій на плос
кости Н  и V  J_ къ W, такъ какъ ур-ія 7 или 9 (черт. 30). 
придется составлять для проекцій силъ на плоскости J_ къ 
плоскости W.

Изъ черт. 30 нетрудно видѣть, что опорньтя реакціи будутъ 
параллельны пл. W. Равиодѣйствующая же внѣшнихъ силъ 
въ общемъ случаѣ не парал
лельна этой плоскости. Поэтому 
кольцо будетъ двигаться по 
направленію J_ къ W.

2b. Е сли  плоскости опорны хъ р е а к ц ій  п е р е с ѣ к а . 
ются по одной прямой линіи , то кольцо  б у д етъ  в р а 
щ аться  в о к р у гъ  этой линіи .

Пусть на черт. 31 изображено пространственное кольцо 
ABCDE  въ о ртогональ ны хъ  проекціяхъ, при чемъ верти
кальная плоскость (V)  проекцій выбрана перпендикулярно 
къ линіи J J  сѣченія плоскостей опорныхъ реакцій. Слѣды 
этихъ плоскостей изобразятся на V  въ видѣ прямыхъ линій, 
проходящихъ черезъ проекціи на V узловъ кольца и черезъ 
точку і ‘г'—проекціи на V оси JJ.



Разематривая уеловія равновѣсія проекціи кольца на V, 
видимъ, что всѣ опорныя реакціи проходятъ черезъ точку /'■/', 
проекціи же данныхъ внѣшнихъ силъ черезъ эту точку не 
проходятъ.

Поэтому, составивъ выраженіе суммы моментовъ всѣхъ 
внѣшнихъ, дѣйствующихъ на кольцо силъ, относительно 
оси JJ, увидимъ, что эта сумма въ общемъ случаѣ не бу
детъ равна нулю, т. е. что кольцо имѣетъ возможность вра
щаться около оси JJ.

3. Е сл и  п л о ско сти  опорны хъ р еак ц ій  кольц а за
даны  сл уч ай н о , то о к и н ем ати ч еск и х ъ  св о й ствах ъ  
к о л ь ц а  въ н ѣ к о то р ы х ъ  с л у ч а я х ъ  можно судить, р а з 
ем атр и в ая  совм ѣ стн о  к и н е м а ти ч е с к ія  свой ства про- 
екц ій  на д вѣ  взаим но п е р п ен д и к у л яр н ы я  п лоскости  
п р о ек ц ій .

Каково бы ни было движеніе въ пространствѣ каждой 
опоры кольца, его всегда можно разложить на два соста- 
вляющихъ движенія: одно параллельное одной плоскости 
проекцій, напримѣръ, горизонтальной—Н, и другое — па
раллельно вертикальной плоскости проекцій— V. Если мы 
въ отдѣльности опредѣлимъ возможныя паправленія движе- 
нія каждой опоры относительно плоскостей проекцій Н  и Р, 
то мы будемъ знать и возможныя движенія каждой опоры

въ проетранствѣ. На черт. 32 плоскости опорныхъ реакцій 
каждой опоры опредѣлены двумя линіями—горизонталью и

Черт. 32,



фронталыо. При случайномъ направленіи горизонталей и 
фронталей кольцо будетъ неподвижнымъ и неизмѣняемымъ 
(исключеніе см. формулу (а) главы 6-й).

Разсмотримъ эту теорему въ рядѣ частныхъ случаевъ.

За. Возмож ное вр ащ ен іе  кольца около  оси п ер п ен 
д и к у л я р н о й  къ  Я  (черт. 33).

перпендикулярны къ ff.
Разсмотримъ, какое движеніе допускаютъ горизонтали 

опорныхъ плоскостей. Такъ какъ на горизонтальной проекціи 
кольца всѣ проекціи горизонталей пересѣкаются въ одной 
точкѣ и, то горизонтальная проекція кольца, a слѣд. и само 
кольцо можетъ вращаться около оси JJ . Разематривая верти
кальная проекціи горизонталей, видимъ, что ихъ располо- 
женіе не препятствуетъ движенію опоръ кольца въ плоеко- 
етяхъ параллельныхъ Я. Кромѣ того обѣ проекціи на Я  
и на 7  горизонталей допускаютъ движеніе кольца перпен
дикулярное къ Я. Обращаясь теперь къ разсмотрѣнію про- 
екцій фронталей, видимъ, что ихъ горизонтальныя проекціи 
допускаютъ движеніе опоръ кольца въ плоскостяхъ | |  Я. 
Вертикальная проекціи же только это движеніе и допускаютъ. 
Сопоставляя всѣ эти данныя, заключаемъ, что единственнымъ 
возможнымъ движеніемъ кольца будетъ вращеніе около оси 
JJ  I къ Я.

f  f
Пусть дано 5-ти уголь

ное пространственное кольцо 
ABODE.

Черт. 33.

Плоскость опорныхъ реак
ции каждой^ опоры задана дву
мя линіями — горизонталью и 
фронталью ея. При этомъ го
ризонтали 11, 22, 38, 44, 55 
всѣхъ этихъ плоскостей парал
лельны Я  и Пересѣкаютъ ли- 
нію J J  перпендикулярную къ 
Я. Фронтали же 66, 77, 88, 
99 и 10,10 всѣхъ плоскостей



3b. В озмож ное в р ащ ен іе  ко л ьц а  около оси п ер п ен 
д и к у л я р н о й  къ  V (черт. 34).

Этотъ случай аналогиченъ предыдущему.
Ось J J  _|_ V. Доказательство то-же, что и для случая За, 

только разсужденія относимыя раньше къ горизонталямъ, 
теперь будутъ относиться къ фронталямъ и наоборотъ.

Зс. В озм ож ное п рям оли н ей н ое движ ен іе  кольц а 
п а р а л л е л ь н о  Я  (черт. 35).

Разематривая горизонтальныя и вертикальныя проекціи 
горизонталей, видимъ, что опоры кольца могутъ двигаться 
въ плоекостяхъ перпендикулярныхъ къ Я  и въ частности 
перпендикулярныхъ къ направленію этихъ горизонталей.

Разематривая вертикальныя проекціи фронталей, кото
рыя перпендикулярны къ Е, видимъ, что опоры кольца мо
гутъ двигаться въ плоскостяхъ, параллельныхъ Я. Сопо
ставляя оба полученныя движенія, заключаемъ, что напра- 
вленіями возможныхъ движеній опоръ кольца будутъ линіи 
параллельныя Я  и перпендикулярныя плоскостямъ опор
ныхъ реакцій, т. е. кольцо можетъ двигаться параллельно Я.

3d. Возмож ное п р ям оли н ей н ое дви ж ен іе  к о л ьц а  
п а р а л л е л ь н о  V (черт. 36).

Доказательство аналогично предыдущему. Движенія кольца 
Il F  и перпендикулярно къ линіямъ фронталей.

Черт. 34. Черт. 35.



Зе. Возмож ное д ви ж ен іе  кольца п а р а л л е л ь н о  оси 
п роекц іи  ОХ  (черт. 37).

Этотъ случай является комбинаціей случаевъ Зс и 3d. 
Плоскости опорныхъ реакцій будутъ _]_ къ ОХ.

3f. Безконечно-малая подвижность кольца въ плос- 
костяхъ параллельныхъ V  (черт. 38).

Пусть плоскости опорныхъ 
* реакцій всѣхъ опоръ перпен

дикулярны къ F и пусть слѣ- 
ды ихъ на V  будутъ 1' 1', 2' 2', 
3' 3', 4' 4', 5' 5'. Если на этихъ 

•я слѣдахъ въ проекціи на V 
можно построить замкнутую 
картину движенія *), то кольцо 
будетъ обладать безконечно- 
малой подвижностью, т. к. его 
вертикальная проекція обла- 
даетъ этимъ свойствомъ, а го
ризонтальная проекція кольца 
показываетъ, что опоры кольца 

могутъ двигаться параллельно V.

>—5

—А

Ч ерт. 38.

]) О картинахъ двияеѳнія см. дальше, главу 10;



3g. Б езк о н еч н о  м ал ая  п о д ви ж н ость  к о л ь ц а  въ плос- 
к о с т я х ъ  п а р а л л е л ь н ы х ъ  Я  (черт. 39).

Случай аналогичный предыдущему.

Примѣчаніе 1. Замкнутая картина движенія, построенная 
только для одной проекціи горизонталей или фронталей еще, 
конечно, не указываете на безконечно-малую подвжиность 
кольца, если этому иротиворѣчатъ другія ироекціи горизон
талей или фронталей плоскостей опорныхъ реакцій, напри-

мѣръ, кольцо, изображенное 
на черт. 40, не измѣняя своей 
формы можетъ двигаться X  къ

9î.

Черт. 39.

V, хотя для ироекцій горизонталей и фонталей и возможно 
построить замкнутыя картины движенія. Это происходитъ 
потому, что возможныя движенія, допускаемыя каждой карти
ной ихъ, не совпадаютъ.

Прилтчаніе 2. Методъ изученія условій движенія колецъ 
въ ортогональныхъ проекціяхъ можно примѣнить и къ слу
чаю, когда заданы для каждой опоры только по одной линіи 
опорныхъ реакцій. Изученіе сложнаго движенія опоръ такого 
кольца облегчается картинами бго, получаемыми въ двухъ 
проекціяхъ. Н-апримѣръ, случай такого движенія опоръ 
кольца вокругъ оси J J  J_  къ Я  изображенъ на черт., 41. Всѣ 
линіи опорныхъ реакціи пересѣкаютъ ось J J  J_  къ Я  и парал
лельны Я. Движеніе каждой опоры можетъ происходить въ

-  №  -



плоскости J_ къ Н и _1_ къ нанравленію линіи опорной 
реакціи этой опоры, т. е. каждая опора можетъ совершать

два движенія: одно вокругъ оси JJ, другое—параллельное 
этой оси.

Разсчетъ кольца въ стереографическихъ проекціяхъ.

При опредѣленіи величины усилія въ какомъ нибудь эле- 
ментѣ пространственнаго кольца при дѣйствіи на послѣднее 
внѣшнихъ силъ, приходится составлять ур-ія, выражающія 
условія равновѣсія стержней кольца (ур-ія 6, гл. 5). Какъ 
было показано раньше, неизвѣстное усиліе въ какомъ-ни- 
будь элементѣ выражается формулой вида (фор. 8 или 10, 
гл. 5, стр. 23 и 24)

гдѣ величины А, В... М, а,Ь,с... т, а1Ъ1... т 1 являются функ- 
ціями величинъ данныхъ внѣшнихъ силъ и взаимнаго рас- 
положенія плоскостей опорныхъ реакцій, стержней кольца 
и направленія дѣйствія силъ. Всѣ эти величины обозначаютъ 
собою коэффиціенты уравненій 6 (стр. 22). Разематривая эти 
коэффиціенты, видимъ, что они являются произведеніемъ слѣ- 
дующихъ величинъ: 1) косинусовъ нѣкоторыхъ угловъ, 
2) разстояній между нѣкоторыми направленіями и 3) для

'5
Ч ерт. 41.

Г л а в а  7.

В ,= A  b1c1d{ . . .  —  В  bCj_ dt . . .  -f- Çbcdj cx . . .  —  Mhçde .. hn 
abcd .. Im —  aijbjCj . . .



нѣкоторыхъ коэффиціентовъ и величинами данныхъ внѣш- 
нихъ силъ. Послѣднія величины всегда являются данными, 
и поэтому не требуютъ опредѣленія. Въ виду этого прихо
дится опредѣлять лишь рядъ косинусовъ нѣкоторыхъ угловъ 
и рядъ разстояній между двумя линіями, въ общемъ случаѣ 
не параллельными и не передаю щ имися.

Ранѣе (глава 5) былъ изложенъ пріемъ аналитическаго 
опредѣленія этихъ косинусовъ и разстояній. Теперь мы из- 
ложимъ оиисаніе графическаго способа опредѣленія этихъ 
величинъ. Такъ какъ при рѣшеніи этой задачи приходится 
имѣть дѣло съ точками, линіями и плоскостями, располо
женными случайно въ пространствѣ, то примѣнимъ одинъ 
изъ извѣстныхъ методовъ изображенія пространственныхъ 
фигуръ.

Существуетъ цѣлый рядъ методовъ изображеиія простран
ственныхъ тѣлъ на плоскости, именно:

1. Методъ ортогональныхъ проекцій.
2. „ аксонометрическихъ.
3. „ перспективныхъ проекцій.
і. „ проекцій съ числовыми отмѣтками.
5. „ проекцій векторіальныхъ.
6. „ линейныхъ (и гномоническихъ).
7. „ (граммо- и гномо) стереографическихъ.
8. картографическихъ проекцій и т. д.
Среди всѣхъ этихъ проекцій, одна, именно стер ео гр а

ф и ч еск ая  проекція имѣетъ для нашей цѣли преимущество 
передъ другими, такъ какъ при помощи ея весьма легко опре- 
дѣлять углы между линіями и плоскостями. Зная же углы, 
легко по таблицамъ опредѣлить и косинусы ихъ О- Пользе - 
ваніе стереографическими проекціями еще болѣе облегчается, 
если примѣнять стереографическія сѣтки (діам. 20 сант.), 
имѣющіяся уже въ продажѣ въ Спб., особый, такъ называв-

х) На удобство примѣненія этихъ проекцій для графическаго рѣ- 
шенія задачъ механики въ иространствѣ указалъ недавно профессоръ 
В. JI. К и р п и ч ев ъ  въ своемъ сообщеніи 4 марта 1908 г. въ СПБ. Бо- 
литехническомъ Йнститутѣ, опубликованиымъ въ Вѣстникѣ Общества 
Технологовъ за 1908 г.

— 41 —    _
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мый, трехножныи циркуль, стереографическую линейку и ли
нейку для вычерчиванія иологихъ дугъ É. Ф е д о р о в а 1). При 
неимѣніи подъ рукой готовыхъ стереографическихъ сѣтокъ 
можно пользоваться приспособленіями П ен ф и льда для чер- 
ченія стереографической проекціи и для производства на 
ней измѣреній графическимъ путемъ, именно: а) окружности 
(діам. 14 сант.), раздѣленныя на градусы, Ь) транспортиръ 
№ 1 для опредѣленія угловыхъ разстояній между точками,
с) транспортиръ №  2 для измѣренія дугъ большихъ кру^" 
говъ, с) транспортиръ № 3 для быетраго приблизительна го 
измѣренія разстоянія между двумя точками и d) транспор
тира № 4 для нахожденія дугъ большого круга, проходя- 
щаго черезъ двѣ точки -).

Не останавливаясь на описаніи извѣстныхъ свойствъ сте
реографической проекціи, каковое можно найти въ разныхъ 
сочиненіяхъ по кристаллографіи 3), переходимъ къ рѣшенію

*) Описаніё и способы употребленія этихъ инструментовъ и сѣтки 
можно найти въ соч. Е. Ф едор ова „Новая геометрія—какъ основа 
черчѳнія“ Спб. 1907 г.

2) Описаніе и способы употребленія приспособлешйііенфильда можно 
найти въ соч. 5,Exercices de cristallographie par A .  C h e v a ll ie r “ avec 
une préface de M. L T boxilet. Paris 1898. Имѣется русскіі переводъ 
этой книги съ некоторыми измѣненіями—Ф. Л е в и н с о н а - Л е с с и н г а и 
Н. К ул таш ева.

в) Изъ многочисленныхъ учебниковъ ж сочнненій, въ которыхъ 
описываются свойства стереографическихъ проекдій, мы можемъ ука
зать на слѣдуюіція:

1) E. О. Ф е д о р о в ъ. „Новая геометрія, какъ основа черченія“, Спб. 
1907 годъ» Въ сочинеши этомъ описывается стереографическая проекція 
съ геометрической точки зрѣнія. Указываются способы ея вычерчива
ния. Опредѣяяетея ея положение въ рядѣ совокупностей геометриче- 
скихъ элементовъ, ученіе о которыхъ составляетъ главное содеря*апіе 
этой книги.

2) В. В и т к ов ск ій . „Еартографія“ Спб. 1907 г. Въ противополож
ность предыдущему сочиненно авторъ изслѣдуетъ свойства стереогра
фическихъ проеісдій аналитически, разематривая разные виды ихъ.

3) Ф. Ю. Л евин с онъ-Л есси н гъ . „Наставленіе къ черченію сте
реографической проекціи кристалловъ“. Юрьевъ 1900. Въ сочинен іи 
этомъ авторъ указываетъ способы рѣшенія въ стереографическихъ ироек- 
ціяхъ задачъ, съ которыми приходится имѣть дѣло при изслѣдованіи 
свойствъ кристалловъ.

4) Е, С. Ф едор овъ . „Курсъ криеталлографіи“ Спб. 1901 г. Помимо



поставленной нами задачи, причемъ разсчетъ будемъ вести 
по елѣдующему плану:

1. Заданіе элементовъ кольца, направленій силъ и поло- 
женія плоскостей опорныхъ реакцій въ стереографическихъ 
проекціяхъ.

2. Опредѣленіе положенія и направленія мгновенныхъ 
осей.

3. Опредѣленіе угловъ между направленіями мгновенныхъ 
осей и направленіями внѣшнихъ силъ и стержней кольца.

4. Опредѣленіе разстояній мгновенныхъ осей отъ внѣпг 
нихъ силъ и соотвѣтственныхъ стержней кольца.

Данныя, полученныя на основаніи этихъ опредѣленій, 
позволять вычислить коэффиціенты въ ур-іяхъ 6 (главы 5, 
стр. 22) и по формулѣ 8 или 10, значеніе усилія въ одномъ 
изъ элементовъ кольца. Опредѣленіе усилій въ другихъ эле
ментахъ кольца, а также величинъ опорныхъ реакцій сво
дятся къ задачѣ на разложеніе силы по тремъ даннымъ 
направленіямъ. Поэтому нами и будетъ показанъ примѣръ 
рѣшенія задачи:

5. Разложеніе силы на три направленія не лежащихъ въ 
одной плоскости.

При рѣшеніи вышеупомянутыхъ задачъ мы будемъ поль
зоваться стереографическою сѣткою (діаметромъ 20 сант. ') 
Ф едорова, а также приборами: стереографическою линей
кою, линейкою для пологихъ дугъ и трехножнымъ цирку-

рѣш енія цѣлаго ряда задачъ въ стереограф ическихъ дроекціяхъ въ 
соч. этомъ приводится примѣръ примѣненія метода врагценія проетраи- 
ственнаго тѣла для приведен ія  его въ наглядное п ол ож ен іе  (стр. 164).

5) А . Ш е в а л ь е .  „П о со б іе  для уир аж ненш  по кристаллограф ий  
Ю рьевъ 1902 г. В ъ  этомъ сочиненіи  помѣщ ена статья Ф. Л е в и н с о н а -  
Л е с с и н г а ,  указанная раньш е подъ №  3, Вдѣсь же находится одисан іе  
п р и сп о со б л ен !! П е н ф и л ь д а  для черченія  стереограф ической проекціи.

6) П . Г р о т ъ .  „Ф изическая кристаллограф ія“ Спб. 1897 г. Описы
вается стереограф ическая проекція въ примѣненіи къ лзобр аж ен ію  и 
вы численію  угловы хъ величинъ кристалловъ.

7) F . W i l l s o n .  „ D e sc r ip tiv e  g eo m etry  pnre and a p p lied “ .N ew -Y ork. 
1898. Описываются главнѣиіпія свойства стереограф ическихъ проекцій.

*) Н а  черт. 42 сѣтка, для удобств а  помѣщ енія е я ’ въ книгѣ, у м ея -  
ш ена въ 2 раза по линіи.



лемъ. Въ зависимости отъ удобства рѣшенія будемъ примѣ- 
нять какъ граммо-, такъ и гномостереографическую проекцію.

1. З ад ан іе  элем ентовъ кольца, н ап равлен ій  си л ъ  
и п олож ен ія  плоскостей  опорны хъ р еак ц ій  въ сте
р ео гр аф и ч еск и х ъ  п роекц іяхъ .

Предположимъ, что дано пятиугольное пространственное 
кольцо ABCDE ; которое на черт. 42 изображено въ ортого- 
нальныхъ проекціяхъ *). Положеніе плоскости опорныхъ 
реакцій каждой опоры задано двумя пересѣкающимися ли- 
ніями : горизонталью и фронталыо каждой плоскости. На 
черт. 42 части этихъ плоскостей заштрихованы. Къ каждой 
опорѣ кольца приложено по одной внѣшней силѣ данной 
величины и направленія. Перейдемъ отъ заданія кольца въ 
ортогональныхъ проекціяхъ къ заданію его въ стереографи
ческихъ проекціяхъ. Расположимъ центръ С проектированія 
послѣднихъ такъ, чтобы все кольцо расположилось выше 
экваторіальной плоскости. Наложимъ теперь стереографиче
скую сѣтку на горизонтальную проекцію кольца и построимъ 
вертикальную проекцію главнаго меридіана, параллельнаго 
плоскости V.

Построимъ гномоетереографическія проекціи плоскостей 
опорныхъ реакцій. Для примѣра покажемъ, какъ построить 
таковую проекцію для плоскости N a опорныхъ реакцій опоры 
А. Проведемъ изъ центра шара О линію перпендикулярную 
къ плоскости N a, найдемъ точку N a ея пересѣченія съ по
верхностью шара и соединимъ полученную точку съ полю- 
сомъ G линіей NaC. Точка n j ,  па пересѣченія этого луча съ 
плоскостью экватора и будетъ гномостереографической проек- 
ціей плоскости Na. Въ дальнѣйшемъ намъ придется поль
зоваться лишь точкою па. Подобнымъ же образомъ строимъ 
гномостереографическія проекціи пь, пс, nd, пе плоскостей 
опорныхъ реакцій и другихъ опоръ.

*) М асш табъ пзображ епія для удобств а  иостроѳнііі выбереыъ такъ, 
чтобы горизонтальная проекдія кольца могла быть вписана въ кругъ  
діаметра 20 сант., а вертикальная проекція— въ п ол ук р угъ —діаметра  
20 сант.





вленій стержней кольца и внѣшнихъ силъ. Покажемъ, на- 
примѣръ, какъ построена таковая проекція для стержня AB  
кольца.

Проводимъ изъ центра О шара радіусъ параллельный 
лнніи A B  и находимъ точку А0В 0 его перееѣченія съ по
верхностью шара. Соединяемъ эту точку съ полюсомъ С и 
находимъ пересѣченіе ab, а'Ъ'!) этого луча съ экваторіальною 
плоскостью. Точка ab и будетъ искомою граммостереографи- 
ческою проекціею прямой AB. Подобнымъ же образомъ най
дены траммостереографическія проекціи прямыхъ: стержней 
кольца ВС, CD, DE, ЕА, именно точки Ъе, cd, de, еа и силъ 
J\> р ъ> р с> р а> р е — именно точки р а, рь, р е, р іР р е. Такимъ 
образомъ получена полная стереографическая проекція за- 
данныхъ элементовъ кольца, направленщ силъ и положенія 
плоскостей опорныхъ реакцій.

2. О предѣлен іе полож енія и н а п р ав л ен ія  мгно
венны хъ осей.

Каждая мгновенная ось определяется, какъ линія сѣченія 
двухъ сосѣднихъ плоскостей опорныхъ реакцій. Покажемъ, 
напрпмѣръ, какъ опредѣлить мгновенную ось для стержня 
А Е  кольца. Плоскости реакцій опоръ А и Е  опредѣляютея, 
какъ было выше найдено, ихъ гномостереографическими 
проекциями па и пе. Пайдемъ линію Мпе сѣченія этихъ плос
костей. Вмѣсто того, чтобы строить граммоетереографическія 
проекціи плоскостей Na и Ne, и, найдя точку пересѣченія 
дугъ большихъ круговъ, опредѣляющйхъ эти плоскости, вос
пользоваться ею для опредѣленія направленія мгновенной оси, 
мы поступимъ слѣдующимъ образомъ. Такъ какъ искомая 
мгновенная ось должна быть перпендикулярна къ плоскости, 
опредѣляемой точками па, пе и О, то граммостереографиче- 
ская проекція ея опредѣляется, какъ полюсъ плоскости, про
ходящей черезъ точки па, пе и О. При помощи трехножнаго

. . *) П ри обозначеніяхъ точекъ въ ортогонапьныхъ проек діяхъ  у е л о -
вимся называть точки въ пространствѣ большими буквами алфавита, а 
ихъ и р оек д іи —-малыми буквами того ж е иаименовапія.



циркуля ‘) перемѣщаемъ точки па и пе такъ, чтобы онѣ 
очутились на одномъ изъ главныхъ меридіановъ. Напримѣръ, 
пусть онѣ придутъ въ положеніе пш и пеі (уголъ поворота 3°). 
Замѣчаемъ точку пае пересѣченія этого меридіана съ осью дд. 
Соединяемъ точку 18 съ точкою пае и продолжаемъ линію 
пае 18 до пересѣченія съ кругомъ контура въ точкѣ п'ае. От- 
считываемъ вправо отъ этой точки по дугѣ контура 90°. На
ходимъ' точку naes Соединяя эту точку съ точкою 18, полу
чимъ искомый полюсъ п  плоскости п п О въ точкѣ

Ut '* ЦК f:i

паы. Теперь остается повернуть обратно полюсъ паел на тотъ же 
уголъ (3°), на который мы вращали плоскости пи, п е, О. По
лучимъ точку тае граммостереографическую проекцію иско
мой мгновенной оси.

Совершенно подобнымъ же образомъ можно опредѣлить 
направленіе и другихъ мгновенныхъ осей.

з. О п ред ѣ лен іе  у гл о в ъ  м еж ду н ап равлен іям и  мгно
вен н ы хъ  осей и н а п р ав л ен ія м и  внѣш нихъ, си л ъ  и 
стерж н ей .

Разсмотримъ для примѣра, какъ опредѣлить уголъ между 
направленіемъ силы р а и осью- тт. При помощи трехнож
наго циркуля приводимъ точки р а и гпш, на одинъ мери- 
діанъ въ положеніе p j ,  m j ,  и тогда по параллелямъ можно 
прочитать значеніе угла между этими линіями, именно, 59°. 
Подобнымъ же образомъ мы опредѣлшш углы между диніяміі

Ре и тае . . .  63°
ab и т ае. . .  38°
ed и етг . . .  60°ае

*) Вмѣсто трехнож наго циркуля для перемѣщ енія точекъ па л  п е 

можно пользоваться хорош ей прозрачной калькою, наложивъ ее  на чер- 
теж ъ и вращ ая ее  на ш пинькѣ, воткнутомъ въ точкѣ С . Н а матовой  
сторонѣ кальки легко карандаш ем ъ отмѣчать точки тг поворачивать  
кальку до тѣхъ поръ, пока онѣ не расположатся на, одномъ меридіапѣ.



4. О предѣленіе разстояній мгновенныхъ осей отъ 
внѣш нихъ силъ и соотвѣтетвующ ихъ стерж ней  
кольца.

Въ виду того, что въ стереографической проекціи опре- 
дѣленіе разстояній требуетъ сравнительно много построеній, 
мы воспользуемся смѣшаннымъ методомъ стереографическихъ 
и ортогональныхъ проекцій (черт. 42) и покажемъ на при- 
мѣрѣ всѣ требуемыя построенія. Предположимъ, что тре
буется опредѣлить разстояніе силы Р а до оси тпе. Если мы 
проведемъ въ пространствѣ черезъ дѣйствительную мгно
венную ось плоскость параллельную силѣ Р а, то искомое 
разстояніе, очевидно, будетъ равно разстоянію линіи силы 
Р„ до этой плоскости. Если, кромѣ того, удастся повернуть 
эту плоскость и точку А такъ, чтобы плоскость стала пер
пендикулярна къ V, то искомое разстояніе на V спроекти- 
руется безъ искаженія, т. е. будетъ равно разстоянію проекціи 
точки А въ ея повернутомъ положеніи до слѣда повернутой 
плоскости проходящей черезъ мгновенную ось т ае и парал
лельную силѣ Р а.

Задачу эту можно расчленить на слѣдующія части:
a) Найти направленіе слѣда вышеупомянутой плоскости 

(назовемъ ее буквою S) въ положеніи S  J_ къ V.
b) Найти положеніе хотя бы одной точки Qu дѣйствитель- 

ной плоскости, когда послѣдняя _|_ къ V.
c) Провести черезъ вертикальную проекцію q0' точки Q 

слѣдъ Sv0 плоскости 8.
d) Повернуть точку А на тотъ же уголъ, что и плос

кость S.
e) Опустить изъ вертикальной проекціи а0' повернутаго 

положенія точки А перпендикуляръ на слѣдъ 8ѵ0.
Длина этого перпендикуляра между точкой а0' и слѣдомъ 

Svü и будетъ выражать искомое разстояніе силы Ра до мгно
венной оси тае.

Въ проекціяхъ эти построенія выразятся слѣдующимъ 
образомъ:

а) Плоскость, параллельная линіямъ тае и Ра, опредѣ-



ляется точками ра и тас. Поворачиваемъ эту плоскость до 
положенія J_ къ V. Тогда точки р а и таЬ займутъ положеніе 
Рт тае,г Замѣчаемъ точку t пересѣченія меридіана съ ли- 
ніей 99 и находимъ ея вертикальную проекцію f .  Опредѣ- 
ляемъ, пользуясь точкой t' и полюсомъ, точку Т, черезъ 
которую и пройдетъ линія ОТ, параллельная направленію 
слѣда Sv0 плоскости 8, когда послѣдняя будетъ J_ къ V. 
Замѣтимъ, что уголъ поворота былъ равенъ 114°.

b) Замѣчаемъ точку Q (q, q') пересѣчеяія горизонталей 
плоскостей Na и N e. Поворачиваемъ точку Q вокругъ той же 
оси, на тотъ же уголъ (114°) и въ томъ же направленіи, что 
и плоскость р атае. Находимъ проекціи qe q0' точки послѣ 
поворота.

c) Проводимъ черезъ точку q0’ слѣдъ 8ѵ0 плоскости S  
параллельно линіи ОТ.

d) Поворачиваемъ точку А  такъ же, какъ и точку Q. 
Пусть новыя проекціи точки А  будутъ а0 а 0'.

e) Разстояніе точки а0 до линіи Svn и будетъ искомымъ 
(=39 единицамъ длины въ масштабѣ чертежа). Вели пред
положить, что зритель расположенъ надъ экваторомъ и смо- 
тритъ на центръ О вдоль оси m j,  то нетрудно видѣть, что 
моментъ 'силы Р № будетъ положительнымъ, такъ какъ сила 
направлена по движенію часовой стрѣлки относительно оси 
тае'. Такимъ образомъ разстояніе силы Р а до мгновенной 
оси Мае равно 39.

Подобнымъ же образомъ нами были опредѣлены: 
разстояніе силы Р е до мгновенной оси Мае . — 67

„ стержня" d e ...........................Мае . . 5
я » . a b ........................ М„ ■ ■ 23

Теперь извѣстны всѣ коэффициенты для составленія пер- 
ваго изъ ур-ій 6 (стр. 22 ).

Подставляя найденныя величины въ это уравненіе, по
лучимъ:
ВаЬ sin. 38u. 23-]-B ile sin. 60°. 5 -f- Р а sin. 59°. 39 — Ре sin. 63°. 67~ 0;



или полагая Р ,= 3 0  килогр.; Р е=Ю 0 килогр., а масштабъ 
чертежа 1 сант. =  1 м етру получимъ:

14,168 ДвЬ 8,33 В йе — 26,274 =  О.

Составляя рядъ такихъ ур-ій и рѣшая, ихъ какъ было 
указано въ главѣ 5, получимъ значеніе МаЪ.

Дальнѣйшее опредѣленіе усилій въ элементахъ кольца 
и величинъ опорныхъ реакцій производится весьма просто 
при помощи стереографическихъ проекцій (черт. 42) и сво
дится къ задачѣ на:

5) Р азл о ж ен іе  силы на три  н а п р а в л е н ія  не леж а
щ ихъ  въ одной плоскости .

Для примѣра, предположимъ, что мы .опредѣлили ранѣе 
указаннымъ способомъ величину усилія въ эленентѣ cd. 
Требуется опредѣлить теперь усиліе въ элементѣ de и ве
личину опорной реакціи опоры В. Для рѣшенія проведемъ 
въ пространствѣ черезъ центръ О плоскость Т  параллель
ную ED  и СВ и найдемъ ея пересѣченіе TN d съ плоскостью 
Nd опорныхъ реакцій опоры В. Тогда въ плоскости Т  бу
дутъ лежать линіи: СВ, B E  и TNd. Разложивъ силу CD по 
наиравленіямъ B E  и TNd! получимъ искомыя величины силъ. 
Въ стереографическихъ проекціяхъ (черт. 42) даны напра- 
вленія линіи cd точкою cd, линіи de точкою de и плоскости 
N d точкою nd. Находимъ полюсъ Pcde большого круга, про- 
ходящаго черезъ точки cde (при помощи треножнаго цир
куля находимъ сначала полюсъ P'cde, а потомъ уже и Pcde). 
Очевидно, что направленіе линій сѣченія плоскости N d и 
плоскости СВЕ  опредѣлится полюсомъ большого круга, про- 
ходящаго черезъ точки Pcde и пл.

Опредѣляемъ этотъ полюсъ (Р ) при помощи треножнаго 
циркуля (предварительно получивъ точку Р ' ). Итакъ,, те
перь въ одной и той же плоскости лежатъ линіи Р  , cd и de. 
Повернемъ эту плоскость вокругъ вертикальной оси, проходя
щей черезъ центръ О такъ, чтобы слѣдъ ея на плоскости эква
тора совпалъ съ линіей о—18 (точки Рху1 cd, de займутъ поло- 
женіе—C0d0, d e o и Р я д ) ,  и затѣмъ совмѣстимъ эту пло



скость съ плоскостью экватора, вращая ее вокругъ оси о—18. 
Точки C d o и Рхоуо займутъ тогда положенія cUV, P ' ; 
точка же d eo, какъ лежащая на оси вращенія, останется 
безъ перемѣны. Теперь на плоскости чертежа мы имѣемъ 
3 направленія, пересѣкающіяся въ одной точкѣ С. По одному 
направленію — Cd ' — С дѣйствуетъ данная сила erf—которая 
пусть въ масштабѣ силъ изображается отрѣзкомъ Cl. По- 
строивъ параллелеграммъ со сторонами 23= Cl и Сз =  12 по
лучимъ значеніе С‘2 и Сз двухъ другихъ неизвѣстныхъ 
силъ. Сз — усилію въ элементѣ DE, а С2 — велгічинѣ опор
ной реакціи. Направленіе этой реакціи въ стереографиче
скихъ проекціяхъ опредѣляется точкою Р  .

Если бы вмѣсто плоскости опорныхъ реакцій въ опорѣ D 
были бы два элемента, то усиліе въ нихъ мы могли бы 
опредѣлить такъ же, какъ и въ предыдущемъ случаѣ. За
дача тогда заключалась бы въ томъ, чтобы разложить силу 
Рху на два направленія, причемъ Р  и эти два направленія 
лежатъ въ одной и той же плоскости.

На основаніи изложеннаго въ этой главѣ. можно сказать, 
что примѣненіе метода стереографическихъ проекцій является 
весьма удобнымъ для быстраго и достаточно точнаго графи
ч еская  опредѣленія угловъ между различными направле- 
ніями линій и плоскостей. Что же касается до опредѣленія 
разстояній между элементами, не лежащими въ одной пло
скости, то въ этомъ случаѣ удобно пользоваться одновре
менно ортогональными и стереографическими проекціями.

Г л а в  а 8..

Примѣненіе колецъ къ образованію новаго типа пространственныхъ

формъ.

Каждое пространственное статически определимое, не- 
измѣняемое и неподвижное кольцо можетъ быть развито пу- 
темъ прибавленія въ извѣстномъ порядкѣ и въ извѣстномъ 
направленіи новыхъ стержней въ пространственное стати
чески опредѣленное, неизмѣняемое и неподвижное сочлене- 
ніе произвольной формы. Въ частности оно можетъ быть



вписано въ шаръ, призму и пирамиду и послужитъ такимъ 
образомъ для образованія куполовъ, мостовъ, шпицовъ и др. 
пространственныхъ фермъ.

1-й способъ. Общій и наиболѣе удобный способъ обра- 
зованія изъ пространственнаго кольца съ опорами 2-й кате- 
горіи пространственной фермы будетъ заключаться въ слѣ- 
дующемъ.

Предположимъ, что дано пространственное кольцо ABGD 
(черт. 43). Задаемся въ пространствѣ случайными точками

(не менѣе чѣмъ тремя E, F, G, Н). Соединимъ теперь каждую 
опору кольца съ двумя изъ выбранныхъ точекъ, напримѣръ 
А еъ Е  я F, В  съ F  я G, С съ G n H, D съ Н и Е.

При такихъ условіяхъ плоскостью опорныхъ реакцій для 
опоры А будетъ служить плоскость AEF, для опоры В—BFG; 
для опоры C— CGH и для опоры D—DHE.

ѳ



Замѣняемъ теперь плоскости опорныхъ реакцій каждой 
опоры двумя стержнями, перееѣкающимися въ этой опорѣ, ле
жащими въ этой плоскости и проходящими черезъ ранѣе 
выбранныя точки,

т. е. плоскость A E F  замѣняемъ стержнями А Е  и AF
BFG „ „ B F и BG
CGH „ „ CG и СИ

и DHE  „ „ DH  и DE
Предположимъ, что точки EFGH  являются опорами но

ваго неподвижнаго пространственнаго кольца. Повторимъ для 
него тѣ же построенія, что и для перваго кольца. Тогда по
лучимъ новыя точки, напримѣръ I, J, К, L  и т д. ,

Остановимся иа одной изъ группъ полученныхъ точекъ, 
напримѣръ на группѣ IJKL. Пусть требуется соединить ее 
съ нѣкоторыми заданными неподвижными точками M, N, О; Р  
(въ общемъ слуѣаѣ не лежащими въ одной плоскости). По- 
ступаемъ слѣдующимъ образомъ. Каждую изъ точекъ J ,J ,K ,L  
соединяемъ тремя стержнями съ остальными, Т. е.

I  соединяемъ съ M, L, J  стержнями IM, IL, I J  
L  „ ' „ M, P , К  „ LM, LP, LK
К  „ „В,  0 , 3  ,, K P ,K O ,K J
j  „ „ O, N, M  „ JO, JN, JM

Полученное сочлененіе будетъ статически опредѣлимымъ, 
потому что удовлетворяетъ условію

$ k ~ r - \-n ,
гдѣ к — число узловъ = 4 .4  =  16,

j ПОЯСОВЪ 4.3 =  12 
я г — „ стержней] стоекъ 4.3 =  12

 ̂ раскосовъ 4 .3=12 
я п — п опорныхъ реакцій = 3 .4 = 1 2 .

2-й сп особъ . Можно также не строить второго проетран- 
ственнаго кольца IJKL, а каждую изъ точекъ EFG E  соеди
нять съ одной изъ остальныхъ и съ точками IJK L  тремя 
стержнями и т. д. На черт. 46 показано сочлененіе образо
ванное такимъ образомъ:

3 .16  =  36-{-12.

36,



Можно было бы соединить опоры MNOP кольцомъ (черт. 44); 
тогда возможны такія условія закрѣиленія этихъ опоръ 

f Двѣ опоры неподвижныхъ (М  и Q).
\  Двѣ опоры съ плоскостью скольженія N  и Р.

II. Всѣ опоры имѣютъ по одной линіи скольженія.
III. Одна опора неподвижная, одна съ плоскостью положе- 

иія и двѣ—съ линіями скольженія.

Г Ірим ѣчаніе. При заданныхъточкахъ E ,F ,G , l l , I ,J ..........
можно было образовать вышеуказаннымъ способомъ рядъ дру
гихъ пространственныхъ сочлененій. Напримѣръ, на черт. 45 
показанъ варіантъ образованія первой зоны сочлененія. Мѣсто 
перееѣченія двухъ раскосовъ, обозначенное дугою, показы- 
ваетъ, что раскосы въ этомъ мѣстѣ не соединены.

Разсчетъ пространственныхъ фермъ, образованныхъ вы- 
шеуномянутымъ способомъ, ведется такъ же, какъ и про
странственныхъ колецъ. Напримѣръ, для сочлененія, ука- 
заннаго на черт. 43, слѣдуетъ начинать разсчетъ съ верх
няго кольца,

Отсѣчемъ его к. н. поверхностью отъ остального сочле- 
ненія, произведя сѣченіе по ребрамъ АЕ, AF, BF, BG-, CG, 
CH, ВН, BE. Усиліе въ к. н. элементѣ полученнаго кольца 
опредѣляемъ или аналитически, по способу, указанному въ 
главѣ 5, или графически, при помощи метода стереографи- 
чеекихъ проекцій, какъ указано въ главѣ 7. Опредѣливъ 
усиліе въ к. н. элементѣ кольца, остается въ дальнѣйшемъ 
для разсчета верхняго кольца производить рядъ разложеній 
силъ на 3 напратзленія, что весьма быстро дѣлается въ сте
реографическихъ проекціяхъ. Второе кольцо разсчитываемъ 
такъ же, какъ и первое.

Описанный способъ разсчета удобно примѣнять въ осо
бенности тогда, когда число граней пространственнаго со- 
члененія велико, и разложеніе послѣдняго на рядъ плоскихъ 
фермъ затруднительно.

Разсмотримъ теперь нѣсколько примѣровъ образованія 
изъ пространственныхъ колецъ пространственныхъ еочле- 
неній.



1. К у п о л ъ  (черт. 47 и 48). Начальное кольцо взято че- 
тыреугольнымъ (1, 2, 3, 4).

Второе кольцо будетъ соединять концы опорныхъ стержней 
1-го кольца. На черт. 47 и 48 оно обозначено числами 13— 
20. Опорные стержни второго кольца обозначены числомъ 
21—36. Наконецъ тѣ изъ концовъ этихъ опорныхъ стержней, 
которые не попадаютъ на экваторіальную опорную плоскость 
кольца въ мѣста назначенный для опоръ, тѣ соединены съ 
послѣдними при помощи стержней (каждый конецъ тремя), 
Напримѣръ, конецъ а стержня 36 соединенъ стержнями 37, 
■*8 съ опорами Ъ и с и стержнемъ 39 съ неподвижнымъ 
узломъ г1 Неподвижность же послѣдняго достигается соеди- 
неніемъ его съ "узлами с, e, f. Узелъ / ‘—соединенъ съ е, д, К. 
Узелъ h соединенъ съ ледсонецъ узелъ к соединенъ
съ неподвижными узлами г, I, F.

Куполъ, изображенный на черт. 47—48 статически опре- 
дѣлимъ, т. к. удовлетворяется равенство:

Опредѣленіе усилія въ одномъ к. н. элементѣ является 
очень простымъ, если начать съ разсчета 4-хъ угольнаго 
пространственнаго кольца 1234. Чтобы опредѣлить усилія 
въ какомъ-нибудь элементѣ его, достаточно составить и.рѣ- 
іпить всего 2 уравненія изъ числа тѣхъ (6), которыя были 
составлены въ главѣ 5. Опредѣленіе остальныхъ усилій въ 
элементахъ верхняго кольца и его опор

ÿk =  r - \ - n  или 3 , 25 =  51 —[—24-



ляется весьма простымъ въ стереографическихъ проекціяхъ. 
Для опредѣленія усилія въ к. н. элементѣ второго кольца 
D H IJK LM E  слѣдуетъ составить и рѣшить всего 4 уравне- 
иія. Дальнѣйшій разсчетъ можно вести въ стереографиче
скихъ проекціяхъ.

Если куполъ былъ образованъ по второму способу, т. е. 
но типу сочлененія, показаннаго на черт. 46, то слѣдовало 
бы только при помощи уравненій опредѣлить усиліе въ 
элементѣ 1-го кольца 1234, составивъ всего 2 уравненія. 
Остальной разсчетъ можно вести въ стереографическихъ 
проекціяхъ.

Куполъ, показанный на черт. 47—48 имѣетъ вершину 
въ точкѣ А. Этотъ узелъ опирается на куполъ въ четырехъ 
діаметрально противоположныхъ точкахъ. Кромѣ того въ 
куполѣ имѣются двѣ панели BCDE  и B E G F — безъ ра-ско- 
совъ. Въ зтихъ панеляхъ удобно устроить окна. Вообще 
образованіе фермъ для покрытій по вышеизложенному спо
собу представляетъ то преимущество, что можно въ данной 
панели всегда избѣгнуть раскосовъ, закрывающихъ окна.

На черт. 49—50 изображенъ куполъ безъ вершины. Раз

счетъ èro слѣдуетъ вести, начиная съ верхняго кольца 1234. 
Для опредѣленія усилія въ элементѣ і достаточно соста
вить и рѣшить всего два уравненія типа №  6 (стр. 22). 
Столько же уравненій надо рѣшить для опредѣленія усилія 
въ к. н. стержнѣ второго кольца (кольца показаны толстыми 
линіями).

Ч ер т . 49. Черт. 50.



Если основное пространственное кольцо для образованія 
пространственной фермы выбрать треуголыіьшъ (см. стр. 3), 
то для опредѣленія усилія въ какомъ-нибудь элементѣ та
кового кольца придется составить и рѣшить всего три урав- 
ненія типа 6-го (стр. 22). Въ этомъ елучаѣ плоскости опор
ныхъ реакцій не должны совпадать съ плоскостью кольца, 
въ особенности, если внѣшнія силы не совпадаютъ съ плос
костью кольца.

2. Ш пицъ. На черт. 51—53 изображены два шпица— 
одинъ съ вершиною (черт. 51—52), другой безъ вершины

(черт. 53). Разсчетъ ихъ ведется такъ же, какъ и куполовъ. 
Для опредѣленія усилія въ к. н. элементѣ кольца ABCD  
гппица достаточно рѣшить всего 2 уравненіятипа 6 (стр. 22).



Для опредѣленія же усилія во 2-мъ кольцѣ необходимо со
ставить и рѣшить 4 уравненія.

Если шпицъ образованъ не изъ двухъ а изъ одного 
пространственнаго кольца, то требуется составить и рѣшить 
только 2 уравненія (черт. 54—числа обозначаютъ порядокъ 
нроведенія стержней); условіе статической опредѣлимости

Вк =  /  -j-  П =  3 .16 =  33 - f  15 =  48.

На черт. 55 изображена еще одна пространственная ферма 
ABCDEFG A 'B 'G 'D 'FE1. Вся ферма вписан0 пг^рчдтдіѵю 
усѣченную шестигранную.' пирамиду съ горизонтальными 
основаніями. На оси пирамиды выбрана случайная точка G, 
еъ которой соединены всѣ углы фермы. Если устроить всѣ 
узлы нижняго кольца такъ, чтобы они могли сопротивляться 
только вертикальнымъ передвиженіямъ, узелъ G сдѣлать не
подвижнымъ, то прн такихъ условіяхъ нетрудно замѣтить, 
что, какъ верхнее ABCDE , такъ и нижнее Ä B 'C 'D 'E 'F  кольца 
будутъ геометрически подвижными, т. е. онѣ могутъ вра
щаться около оси пирамиды. Если исключить элементъ А 'В ' 
нижняго кольца, a опорѣ А! придать еще линію опорныхъ 
реакцій, не проходящую черезъ ось пирамиды, то нижнее 
кольцо будетъ неподвижнымъ. Наконецъ, если какой-нибудь 
узелъ верхняго кольца, напримѣръ А, мы соединимъ не 
съ точкою G, а съ точкою, напримѣръ, В ' нижняго кольца,



то и верхнее кольцо, a слѣдовательно и вся ферма будутъ 
геометрически неизмѣняемыми.

Нетрудно видѣть, что пространственный фермы, которыя 
принято называть простѣйшими '), можно образовать изъ 
пространственныхъ колецъ, разсмотрѣнныхъ въ главѣ 4-й 
и названныхъ нами п р о стѣ й ш и м и .

Напримѣръ, на черт. 56 изображена пространственная 
ферма; опоры начальнаго кольца 
ея cibcdef имѣютъ слѣдующее чи
сло степеней закрѣпленія:

а — 3 
b, d, e, f — no 2 

с — 1

Порядокъ проведенія новыхъ 
стержней для образованія фермы 
показанъ на черт. цифрами; фер
ма укрѣплена на неподвижныхъ 
опорахъ. Разсчетъ такой фермы 
не представляетъ затрудненія.
Начинать разсчетъ слѣдуетъ съ 
узла с.

Въ зависимости отъ комбинацій опорныхъ закрѣпленій 
въ опорахъ простѣйшихъ пространственныхъ колецъ (зам- 
кнутыхъ или незамкнутыхъ) можно образовать различныя 
виды простѣйшихъ фермъ.

Г л а в а  9.

Общій обзоръ колецъ другихъ типовъ.

Въ главѣ 3-ей мы подраздѣлили пространственныя кольца 
на слѣдующія группы и классы:

г) См. С обраніе соч и н ен ій  Я  с и н е к  а г о , Т. 2 стр. 130. И зд а н іе  
1902 года. „ П р о с т ѣ й ш и м и -  назы ваются сочленѳнія, образованны й по- 
слѣдовательны мъ соедн н ен іем ъ  къ неподвижны мъ точкамъ или къ вер- 
ш инамъ кольца новы хъ узл о в ъ  помощью трехъ не леж ащ ихъ въ одной  
плоскости ст ер ж н ей “.



А. Кольца, не измѣняюіція своеіі формы.
I. Недодвижныя кольца (уже разсмотрѣны выше).

II. Временно подвижныя кольца.
III. Подвижныя кольца.

Б. Кольца, измѣняющія свою форму.
I. Кольца съ однимъ неподвижнымъ элементомъ.

II. Ко'льца съ лодвежными элементами.
Въ этой главѣ мы разсмотримъ нѣкоторыя общія свой

ства колецъ классовъ II и III (группы А) и I и II (группы Б)

Временно подвижныя кольца постоянной формы.

Пространственными временно подвижными кольцами 
постоянной формы мы условились называть такія кольца, 
которыя при дѣйствіи на узлы ихъ внѣшнихъ силъ прихо
дятъ въ движеніе,- и двигаются, не измѣняя своей формы, 
до тѣхъ поръ, пока не возстановится равновѣсіе между 
внѣшними силами и опорными реакціями. Такъ какъ форма 
кольца должна оставаться нейзмѣненной, то это движеніе бу
детъ эквивалентно движенію нѣкотораго твердаго тѣла, съ 

которымъ, ^неподвижно связаны опоры 
кольца. Пусть, напримѣръ дано про- 

s. странственное кольцо ABCDEÄ  (черт. 57). 
Соединимъ узлы его между собою такъ, 
чтобы образовалась неизмѣняемая жест- 

V кая система (линіи, соединяющія узлы,
Ч ерт. 57. обозначены двойной чертой). Движеніе 

кольца ABODE А  будетъ эквивалентно дви- 
женію неизмѣняемой фермы ABODE А. Движеніе же послѣд- 
ней будетъ вполнѣ опредѣлено, если будутъ извѣстны дви- 
женія трехъ узловъ ея, не лежащихъ на одной прямой.

Въ общемъ случаѣ всякое перемѣщеніе нашей фермы 
эквивалентно винтовому (теорема Mozzi).

Условіе равновѣсія при винтовомъ движеніи около нѣко- 
торой оси z  выражается, какъ извѣетно уравненіемъ

р  я , + м ж =  о . . . . . . . (1)



гдѣ p — параметръ винтовой скорости,
R2 — проекція на ось z  равнодѣйствующеіі R  всѣхъ дан- 

ныхъ внѣшнихъ, дѣйствующихъ на кольцо, силъ.
М . — слагающая по оси г момента М  пары равнодей

ствующей съ R  системѣ внѣшннхъ силъ.

Для того, чтобы ферма могла повернуться около нѣко- 
торой оси z, необходимо, чтобы плоскости реакцій всѣхъ 
опоръ ея проходили черезъ эту ось.

При неподвижной оси и при равномѣрномъ движеніи ве
личина р  въ уравненіи (1) будетъ постоянной.

Пусть напримѣръ (черт. 57) осью вращенія будетъ ли- 
нія zs. Для случая временно подвижныхъ колецъ уравне- 
нія (1) обратится въ слѣдующее:

Ms =  О .............................................(2)

Примѣромъ временно подвижного кольца можетъ слу
жить пространственная ферма, вращающаяся около неко
торой оси подъ дѣйствіемъ вѣтра (или тяжести). Этими 
краткими соображеніями мы пока ограничимся и перейдемъ 
къ разсмотрѣнію слѣдующаго класса.

Подвижныя кольца постоянной формы.

Въ этомъ случаѣ уравненіе равновѣсія будетъ (1)

р я , + м ,  =  °.

Измѣняющее свою форму кольцо съ однимъ неподвижнымъ эле-

ментомъ.

Къ этому классу относятся всѣ пространственные ме
ханизмы.

Кинематическое еуществованіе механизма, какъ было ука
зано въ главѣ 4, заключается въ томъ, чтобы было удовле
творено равенство

3* =  г n  -f- 1,

гдѣ le—число его узловъ,
„ г— „ „ стержней,
„ п— „ „ опорныхъ реакцій.



Въ виду того, что условія дѣйствія силъ на пространствен
ные механизмы весьма сложны, въ особенности если прини
мать во вниманіе вліяніе скоростей и ускореній, мы пока только 
ограничимся вышесказаннымъ. Изслѣдованіе же простран
ственныхъ механизмовъ будетъ предметомъ особаго труда.

Кромѣ механизмовъ къ этому же классу относится цѣ- 
лый рядъ другихъ колецъ удовлетворяющій неравенству

3/с >  г -}- «  + 1  •
Всѣ такія кольца, измѣнивъ свою форму подъ вліяніемъ 

внѣшнихъ силъ. будутъ находиться въ покоѣ опираясь на 
неподвижный элементъ, или будутъ вращаться вокругъ него 
въ зависимости отъ расположенія и величины внѣшнихъ 
силъ.

Измѣняющія свою форму кольца съ подвижными элементами.

Подъ этимъ названіемъ мы будемъ подразумѣвать такія 
кольца, которыя подъ дѣйствіемъ внѣшнихъ силъ сначала 
измѣнятъ свою форму до нѣкотораго устойчиваго положенія, 
a затѣмъ придутъ въ движеніе по направленію равнодѣй- 
ствующей всѣхъ внѣшнихъ силъ.

Пространственный кольца съ безконечно-большимъ числомъ опоръ.

Подъ такимъ названіемъ мы подразумѣваемъ простран- 
ственныя кольца, состоящія изъ жесткихъ прямолинейныхъ 
элементовъ безконечно малой длины. Чтобы представить себѣ 
такое кольцо, вообразимъ гибкую замкнутую нить, изогну
тую по кривой, двоякой кривизны; при этомъ всѣ точки 
такой нити подчинены извѣстнымъ кинематическимъ уело- 
віямъ, и на нихъ дѣйствуетъ рядъ внѣшнихъ силъ. Подо- 
біемъ пространственнаго кольца съ безконечно-болынимъ 
числомъ опоръ могутъ служить- ободъ и ступица велоси- 
наго колеса. Картиною движенія здѣсь можетъ служить раз
вертка очертанія ступицы (въ предѣлѣ—эвольвента круга).



С .  Разсчетъ плоскихъ шарнирныхъ колецъ.

Г л а в а  10.

Обзоръ существующихъ методовъ разсчета неподвижныхъ колецъ.

Плоскія шарнирныя кольца можно, конечно, разсматри
вать, какъ частный случай пространственныхъ колецъ и 
примѣнять ко вторымъ выводы, сдѣланные для первыхъ. 
Однако, въ дальнѣйшемъ, часто мы дѣлаемъ выводы для 
плоскихъ колецъ, пользуясь иными методами, нежели раньше, 
потому что примѣненіе послѣднихъ значительно упрощаетъ 
рѣшеніе различныхъ вопросовъ.

Въ настоящей главѣ мы будемъ предполагать выполнен
ными слѣдующія условія:

1. Плоское кольцо должно быть неизм ѣняем ы м ъ.
2. Въ кольцѣ не долж но возн и кать  доп олн и тель- 

ны хъ  н а п р я ж ен ій  при  и зм ѣ н е н ія х ъ  тем п ературы . 
Таковыхъ напряженій не будетъ, если всѣ элементы кольца 
могутъ свободно удлиняться.

3. Въ узлахъ кольца мы предполагаемъ ш арни ры . 
Опорная реакція предполагается приложенной въ центрѣ 
этого шарнира.

4. Кольца мы предполагаемъ стати ч еск и  оп редѣ ли - 
мыми въ отношеніи опорныхъ реакцій, т. е. опорныя реак- 
ціи должны быть опредѣлены при помощи методовъ статики.

Условіе статической опредѣлимости плоскаго неподвиж
наго неизмѣняемаго кольца заключается въ слѣдующемъ:

Если мы обозначимъ черезъ 1с — число узловъ кольца,



черезъ г —число его элементовъ, а черезъ п —число опор
ныхъ реакцііі, то должно существовать равенство:

2 к =  г  -)- п.

Напримѣръ, если мы имѣемъ кольцо изъ 8 стержней 
(черт. 58), то мы можемъ устроить или 4 неподвижныхъ 
опоры (черт. 58) и 4 свободныхъ, или всѣ 8 опоръ скользя
щими по нѣкоторымъ линіямъ (черт. 59), или часть опоръ 
устроить неподвижными, часть скользящими по линіямъ и 
часть свободными (черт. 60).

Разсмотримъ различныя способы разсчета колецъ.
1. Способъ Я си н скаго  ‘). Ясинскій далъ способъ раз

счета плоскаго опорнаго неподвижнаго кольца съ опорами, 
обладающими одной степенью закрѣпленія и съ силами дѣй- 
ствующими въ узлахъ кольца и въ его же плоскости. Спо
собъ этотъ, который можетъ быть названъ способомъ лож- 
наго положенія, заключается въ общихъ чертахъ въ слѣдую- 
щемъ.

Предполагаемъ, что одна изъ неизвѣстныхъ опорныхъ 
реакцій—извѣстна, строимъ діаграмму М аксвелля  (Кре
моны) которая очевидно не замкнется. Величина невязки 
показываетъ величину той внѣшней силы, которую нужно 
приложить къ данному узлу, чтобы онъ былъ въ равновѣсіи. 
Но такъ какъ этой внѣшней силы нѣтъ, то и усиліе и 
реакціи должны быть соотвѣтетвенно меньше. Опредѣливъ 
при помощи особаго построенія (с) усиліе въ данномъ эле- 
ментѣ при дѣйствіи на кольцо только одной силы, равной 
вышеупомянутой невязкѣ и приложенной въ томъ же узлѣ,

*) Я син ск ій , „П олное Собр. Соч.“. Т. 2 стр. 172.



вычитаемъ или прикладываемъ его, смотря по знаку, къ ра- 
нѣе опредѣленному усилію и получаемъ тогда окончатель
ное усиліе въ данномъ элементѣ. Послѣ этого снова строимъ 
діаграмму М аксвелля , которая должна теперь замкнуться.

Результаты, къ которымъ приходить Я си н скій , слѣ- 
дующіе:

1. Если линіи скольженія опоръ не перпендикулярны къ 
стержнямъ кольца, т. е. если опорныя реакціи направлены 
не по стержнямъ, то признакомъ неподвижности (неизмѣ- 
няемости) кольца служить уеловіе, чтобы 'опредѣлитель 
уравненій равновѣсія не былъ бы равенъ нулю. (Если при 
поетроеніи (с) діаграмма получится замкнутою, то опредѣли- 
тель равняется нулю).

2. Если всѣ реакціи, совпадающія съ направленіемъ стер
жней, расположены по направленію движенія часовой стрѣлки 
или же всѣ—противъ движенія часовой стрѣлки, то кольцо 
будетъ неподвижнымъ.

3. Если часть реакцій направлена по движенію часовой 
стрѣлки и часть — противъ, то кольцо будетъ поДвижнымъ.

4. Если кольцо представляетъ собою правильный много- 
угольникъ съ четнымъ числомъ сторонъ, то оно будетъ под- 
вижнымъ, если линіи скольженія направлены по бііссектри- 
самъ угловъ (Я синскій . Т. 2 стр. 126).

Весьма полезными при изученіи вопроса о равновѣсін 
плоскихъ колецъ являются нѣкоторыя положенія изъ гео- 
метрическаго ученія о движеніи ‘), а также нѣкоторыя по- 
ложенія кинематики механизмовъ.

*) В опросам и о примѣненіи кинематики къ теор іи  рѣш етчатыхъ  
фермъ занимались:

Д роф . В . К и р п и ч е в ъ .  „О снованія графической статики“ и „За- 
мѣтка о рѣш етчатыхъ фермахъ“.

П роф. F r a n k e l  (C iv ilin gen ieu r . 1875 г. стр. 515). Статья подъ  
заглавіем ъ „ A n w en d u n g en  der T heorie  d es au gen b lick lich en  D reh p u n k 
te s  a u f d ie  B estim m u n g  der F orm än deru ng von  E a ch w erk en “.

П роф. G r ü b le r  (JRiga’isc h e  In d u str ie ze itu n g  1887 г. Ш  4 и 5).
П роф. M ü l l e r - B r e s l a u  „D ie  (Graphische S ta tik “.
П роф. О. M o h r . „A b handlungen  aus dem  ’G eb iete  der tech n isch e»  

M ech an ik “. B er lin . 1906 r.

б



Напомнимъ нѣкоторыя теоремы, относящіяся къ движенію 
плоскихъ механизмовъ. Эти теоремы пригодятся намъ при 
дальнѣйшемъ изученіи равновѣсія плоскихъ колецъ ').

1. Механизмъ есть система съ полными связями, т. е.
a) каждая точка его движется по опредѣленной траекторіи и
b) какъ только назначено перемѣщеніе одной точки, всѣ 
остальныя получаютъ опредѣленныя перемѣщенія.

2. Число мгновенныхъ центровъ для плоскаго механизма

изъ п  элементовъ равно п '

3. Три мгновенныхъ центра вращенія трехъ элементовъ 
механизма {а, Ъ и с), при условіи неподвижности по по
рядку каждаго изъ этихъ элементовъ, лежатъ на одной пря
мой линіи.

4. Для равновѣсія механизма необходимо и достаточно, 
чтобы равнодѣйствующая всѣхъ силъ на него дѣйствую- 
щихъ проходила черезъ мгновенный центръ того звена, къ 
которому она приложена.

5. Каждый механизмъ можетъ быть обращаемъ, причемъ 
число обращенныхъ механизмовъ равно числу его звеньевъ.

Помимо вышеприведенныхъ теоремъ намъ придется вос
пользоваться изъ ученія о движеніи механизмовъ еще поня- 
тіемъ о такъ называемыхъ „к р и ти ч е ск и х ъ  ф и г у р а х ъ “.

Критическая фигура есть одна изъ картинъ, изображаю- 
щихъ движеніе даннаго механизма 2), именно, критическая 
фигура есть картина, всѣ линіи которой параллельны соот- 
вѣтствующимъ элементамъ механизма (или фермы).

Заимствуемъ изъ графической статики слѣдующія дан
ныя о значеніи критическихъ фигуръ:

1. Если картина является фигурой, подобной данной 
фермѣ, то ферма будетъ двигаться, какъ неизмѣняемая фи

3) В . К и р п и ч е в ъ .  „Графическая статика“.
F. R e n i e  а а х  „Lehrbuch der "Kinematik“ B ra u n sch w e ig  1875. L  B d.
H , Д е л о н е  „Л екціи по практической механикѣ“. С -.П етер бургъ .
1906 г.

2) О картинахъ движ енія, объ изображ аю щ ихъ фигурахъ и точкахъ  
и о критическихъ ф игурахъ см. М іііе г -В г е в іа г г е  „D ie  g rap h isch e  S ta tik “ 
и В. К и р п и ч е в ъ  „Основанія графической статики“ С .-П етербургъ . 
1908 г.
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Ч ер т . 61.
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гура. Пусть дана, напримѣръ, ферма ABCD (черт. 61). Если 
картина A 0B0DnC0, изображающая движеніе фермы ABCD 
имѣетъ всѣ стороны сѳотвѣтственно параллель
ными данной фермѣ, напр. А 0В 01| AB, ВпС01| ВС и 
т. д., и кромѣ того картина подобна фигурѣ 
фермы, то послѣдняя, не измѣняя своей формы, 
начнетъ при дѣйствіи внѣшнихъ силъ, вра
щаться около мгновеннаго центра О.

2. Если картина будетъ 
имѣть всѣ стороны параллель
ными данной фермѣ, но фи- 
ГУРУ — не подобной фигурѣ 
фермѣ, то ферма, при дѣйствіи 
внѣшнихъ силъ будетъ измѣ- 
нять свою форму. Напримѣръ, 
на черт. 6 2  изображена ферма Ч ер т . 62.

ABCD  и картина движенія ея 
A0B aC J){V Всѣ стороны картины параллельны соотвѣтствен- 
нымъ сторонамъ фермы. Но фигура картины не подобна 
фигурѣ фермѣ. При дѣйствіи на ферму внѣшнихъ силъ, она 
будетъ измѣнять свою форму, причемъ элементы ея AB, ВС, 
CD, DA начнутъ вращаться около мгновенныхъ центровъ 
Оѵ 0„ Ог, Оѵ

3. Если, картина будетъ имѣть п  — 1 сторонъ параллель- 
ныхъ соотвѣтственнымъ сторонамъ фермы, а п-ю сторону не 
параллельную n -ой сторонѣ фермы, то это будетъ елужить 
признакомъ, что при дѣйствіи на ферму внѣшнихъ силъ, 
послѣдняя будетъ неподвижна и геометри- А
чески неизмѣняема.

Напримѣръ, если (черт. 63) картина 
A 0B 0C0D0 движенія фермы ABCD будетъ 
имѣть стороны А 0В 0 К AB, A0D0 ||,  AD,
DoCo D DG, но В 0Со не будетъ параллель- / '
НЫМЪ ВС, ТО ЭТО СЛуЖИТЪ ПрИЗНаКОМЪ, ЧТО Черт. 63.

ферма ABCD  при дѣйствіи на нее внѣш-
нихъ силъ будетъ неподвижна и геометрически неизмѣ-
няема.

«Яо /
'60



Воспользуемся еще нижеслѣдующішиея данными графи
ческой статики относительно опредѣленія усилій въ элемен
тахъ плоской рѣшетки при дѣйствіи внѣшнихъ силъ. Пусть

рѣшетка образована слѣдующимъ 
образомъ *). Данъ шарнирный четы
реугольникъ ABCD  (черт. 6 4 ) . Ву- 
демъ присоединять къ нему новые 
узлы такъ, чтобы каждый изъ но- 
выхъ узловъ соединялся съ двумя 
прежними не принадлежащими од
ному и тому же элементу. Такимъ 
образомъ соединяемъ Е  съ В  и D, 

Черт. 64, р  съ Е  и  С, G съ F  и D. Такъ
какъ начальный четыреугольникъ 

ABGD подвиженъ, то и полученная рѣшетка будетъ под
вижна. Соединимъ G съ А  и построимъ картину движенія 
для рѣшетки ABUDEFGA. Для этого, задавшись точкою Dn 
на линіи DD0 проводимъ D0C0 | |  DC.

Далѣе проводимъ С0Е0 | |  СЕ и D0E 0 \\ DE до пересѣ- 
• ченія въ точкѣ Е 0. Изъ точки Е0 проводрмъ E0F0 \ \ EF, а 

изъ Со — CoFo 11 СЕ до пересѣченія съ EBFe въ точкѣ F . 
Изъ Р  проводимъ FoG-o | |  FG, а изъ Do — DoGo | |  DG.

Наконецъ соединяемъ А  съ G(. Полученная фигура 
C0D0E0FBG0A  будетъ картиною движенія данной фермы, если 
A B —неподвижно.

Если AGo не параллельно AG, то ферма при дѣйствіи слу- 
чайныхъ внѣшнихъ силъ будетъ неподвижна и неизмѣняема.

Пусть на рѣшетку дѣйствуютъ внѣшнія силы Р с, Pd, Р е} 
Pf,P g, которыя вызываютъ въ узлахъ А я В  опорныя реак- 
ціи Ра и Р ь. Опредѣлимъ эти реакціи и усилія въ элемен
тахъ рѣідетки. Если мы найдемъ усиліе въ какомъ нибудь 
элементѣ рѣшетки, то тогда нетрудно будетъ при помощи 
діаграммы Максвеля-Кремоны опредѣлить и всѣ осталь- 
ныя неизвѣстныя величины. Для опредѣленія усилія въ эле- 
ментѣ AG  примѣнимъ начало возможныхъ перемѣщеній.

1) В  К и р п и ч е в ъ . „Основагіія графической статики“. С.-Петѳр- 
бургъ. Стр. 225.



Составимъ уравненія равновѣсія узловъ рѣшетки. Условія 
равновѣсія выражаются въ томъ, что сумма моментовъ силъ, 
дѣйствующихъ въ узлѣ, должна равняться нулю относи
тельно любой точки фигуры.. Въ качествѣ такихъ точекъ 
примемъ изображающая точки C0,D 0,E 0,F 0 и GB. Условимся 
обозначать усилія въ элементахъ рѣшетки тѣми же бук
вами, какими обозначены концы этого элемента, напримѣръ 
усиліе въ элементѣ CD будемъ обозначать CD; плечо этого 
усилія относительно точки Со обозначимъ тѣми же буквами, 
но малаго алфавита. При этомъ замѣтимъ, что разстояніе 
силы CD до точки С равно разстоянію CD до точки D0, то же 
можно замѣтить и относительно другихъ элементовъ. Далѣе 
обозначимъ разстоянія внѣшнихъ силъ Р с, РіГ . . до соот- 
вѣтственныхъ изображающихъ точекъ черезъ Р с, Ра и т. д.

Составляемъ уравненія равновѣсія:
1. Узла С относительно точки С0 P ep c-\-CDcd0-\-CFcf0= 0 .
2. Узла D ■■ ,, D0 Pap d — GDcd0 -f- EDed0 -f-

-{- DGdgn =  0 .
3. Узла E  относительно точки E a P epe -f- EFef0 — EDed0 =  0.
4. Узла F  „ „ F0 Pf p f — EFef0 — CFcfa +

-f- FG fg0 =  0.
5. Узла G относительно точки G0 p  p  -\-A G agü -  ï)Gdg0 — 

-  FG fg0 —  0.
Складывая эти уравненія и сокращая одинаковыя члены, 

получаемъ усиліе въ элементѣ AG

AG  РсРс 4~PdVd +  РсРс +  Pfvf +  Р"р‘>
ад»

Зная же AG, опредѣляемъ при помощи діаграммы Мак- 
свеля-К рем оны  усилія въ остальныхъ элементахъ и опор- 
ныя реакціи Р а и Р ь.

Величину A G  можно построить и графически при помощи 
веревочнаго многоугольника, принимая силы Р  параллель
ными *). Позднѣе будетъ указано это построеніе.

*) М ю  л л е р ъ -Б р  е с л а у .  „Графическая статика сооруж ений“ . С .-Д е- 
т ер бур гъ . 1899 г. T. I , стр. 37.

L. H e n n e b e r g .  „ D ie  g ra p h isch e  S ta tik  der starren. K örp er“. L e ip z ig . 
1903. (E n c y k lo p ä d ie  der m athem . W issen sch a ften . B d. IV ^  H e ft  3).



Въ заключеніе обзора существующихъ способовъ раз
счета плоскихъ колецъ приведемъ еще оригинальный спо
собъ оиредѣленія неизмѣняемости формы кольца, узлы ко
тораго могутъ скользить по прямымъ линіямъ.

Способъ этотъ предложенъ профессоромъ В. К ирпиче- 
вымъ и заключается въ слѣдующемъ *).

Предположимъ, что требуется найти условія, при кото
рыхъ кольцо ABCDE будетъ жесткимъ. Узлы А, В, С, D, Е  
могутъ скользить соотвѣтственно по линіямъ аа, ЪЪ, се, сісі, ее 
(черт. 65). Приведемъ перпендикуляры А А 0, В В о и т. д. къ 
линіямъ скольженія аа, ЪЪ и т. д. На этихъ перпендикуля-

Ч ерт. 65.

рахъ будутъ лежать мгновенные центры возможныхъ вра- 
щеній сторонъ пятиугольника. Строимъ картину движенія 

нашей фермы, задавшись на АА0 произвольною 
точкою А0 и 'проводя линіи А оВд 11 AB  до пересѣченія съ 
ВВо, В 0С0 И ВС  до пересѣченія съ СС0 и т. д.

■ Если линія скольженія (ее) опоры Е  выбрана такъ, что 
перпендикуляръ къ ней ЕЕй не. проходитъ черезъ точку пе- 
ресѣченія сторонъ А оЕ1 и DûE 1 картины, то ферма A B  CD бу
детъ жесткой; въ противномъ же случаѣ ферма при дѣй- 
ствіи внѣшнихъ силъ будетъ подвижной.

*) В . А. К и р п и ч е в ъ . „Замѣтка о рѣшѳтчатыхъ фермахъ“ жутшалъ 
„К в ж ен ер ъ “. 1889-г.



Разсчетъ неподвижныхъ колецъ.

Разсужденія, изложенныя въ предыдущей главѣ, позво- 
ляютъ сказать, что:

„В сякое п лоское н еподвиж н ое кольцо можно р аз
см атр и в ать  к а к ъ  п л о ск ій  ш арн и рн ы й  м ехан изм ъ , ко 
торы й д о л ж ен ъ  н а х о д и тьс я  въ покоѣ  п р и з а д а н н ы х ъ  
н а п р а в л е н ія х ъ  опорн ы хъ  р е а к ц ій  и при любомъ на
п р а в л е н а  вн ѣ ш н и х ъ  с и л ъ “.

Это положеніе является весьма важнымъ потому, что 
разъ выяснится сходство кольца съ механизмомъ, мы можемъ 
воспользоваться указаніемъ профессора В. J1. Кирпичева, 
приведеннымъ въ его „Бесѣдахъ о механикѣ“, именно, на 
основаніи ан алогіи , примѣнить къ кольцу выводы, относя
щееся къ механизму.

Разсмотримъ, можно ли считать плоское неподвижное и 
неизмѣняемое кольцо частнымъ случаемъ механизма, т. е. 
примѣнимы ли къ нему уеловія, характеризующая меха
низмъ (стр. 66).

Первое требованіе всегда удовлетворяется, такъ какъ 
каждая точка кольца движется по вполнѣ определенной 
траекторіи (линіи скольженія), при чемъ а) для неподвижной 
опоры эта траекторія обращается въ точку; Ъ) для опоры, 
скользящей по линіи, траекторія задается направленіемъ 
этой линіи и с) для опоры, скользящей по плоскости, дви
ж е т е  ея определяется длинами элементовъ, соединяющихъ 
ее съ сосѣдними опорами.

Что же касается второго условія существованія меха
низма, то для кольца его можно перефразировать такъ: „какъ 
только назначена неподвижность любой точки кольца, всѣ 
остальныя дѣлаются неподвижными“.

Въ этой главѣ мы будемъ разсматривать только:
а) кольца, не испытывающія дополнительныхъ напряже- 

ній при измѣненіяхъ температуры;



b) кольца статически опредѣлшшя и
c) кольца, не измѣняющія своей формы при дѣйствіи 

внѣшнихъ силъ.
Первое условіе удовлетворяется, если удовлетворено вто

рое, на основаніи известной теоремы.
„Опорныя давленія и усилія въ стержняхъ, возбуждаемый 

въ статически опредѣлимомъ плоскомъ или пространствен- 
номъ шарнирномъ сочлененіи отъ измѣненія температуры, 
одинаковаго или неодинаковаго для всѣхъ стержней, равны 
нулю“ *).

Условіе статической опредѣлимости кольца было приве
дено ранѣе и заключалось въ елѣдующемъ:

2 T s= r-\-n . . . . . . . . . . .  (1)

гдѣ It — число узловъ кольца, 
и г — число его элементовъ,
„ n — число опорныхъ реакцій.

При этомъ необходимо соблюдать условіе, чтобы каждый 
отдѣльный стержень могъ изменять свою длину не испыты
вая дополнителышхъ напряженіи.

Такъ какъ въ кольцахъ всегда 1с=г, то условіе первое 
можно переписать такъ:

■ г z=lc =  n,
т. е. для статической опредѣлимости кольца число узловъ 
его должно равняться числу его элементовъ или числу 
опорныхъ реакцій.

Условіе неизменяемости формы кольца определяется, на 
' основаніи предыдущей главы, следующимъ образомъ:

„Если все стороны картины, изображающей движеніе 
даннаго кольца, параллельны соответственнымъ сторонамъ 
кольца, за исключеніемъ одной, то кольцо будетъ геометри
чески неизменяемым!“.

Эта теорема справедлива для колецъ съ различнымъ 
устройствомъ опоръ, т. . е. опоры могутъ быть или неподвиж
ными, или съ одной линіей скольженія.

*) См. Собр. соч. Ф. Я с и н с к а г о  1902 годъ Т. 2, стр. 137.



Разсмотримъ восьмиугольное кольцо съ разными комби
натами опоръ (черт. 58—60). Строимъ для нихъ картины 
движенія (черт. 66—70).

Черт. 68.

Ч ерт. 69.

Для кольца, всѣ узлы котораго скользятъ по прямымъ 
линіямъ, картина строится такъ, какъ было указано ранѣе 
(стр. 70).

Если же кольцо имѣетъ часть неиодвижныхъ опоръ, то 
тогда примѣняемъ слѣдующій способъ. Разсматриваемъ части 
кольца (Н А В — черт. 66) между двумя 
неподвижными опорами, какъ самостоя
тельное кольцо.

Вычертимъ его отдѣльно (черт. 67).
Условія неподвижности точки В  не измѣ- 
няются, если мы ее соединимъ съ точ
кою Н  и устроимъ подъ нею катки.
При такихъ условіяхъ опорная реакція 
точки В  будетъ перпендикулярна къ НВ.
Опорная же реакція узла А  должна идти 
по АН . На основаніи этихъ данныхъ 
можно построить картину движеыія, начи
ная, напримѣръ, съ точки В. Въ данномъ 
случаѣ картина получилась не замкнутой 
(Ъа НВ), что показываетъ на неизмѣ- 
няемость фигуры Н АВ. Подобнымъ же образомъ можно раз- 
смотрѣть по порядку и другія части того же кольца, заклю- 
ченныя между неподвижными опорами. На черт. 69 — 70



показано построеніе для части кольца GH ABC жежду непод
вижными опорами NN . Какъ видно изъ чертежа 70, часть эта 
неизменяема, потому что критическая фигура не замкнулась.

На основаніи предыдущаго мы можемъ 'сказать, что въ 
п —угольномъ плоскомъ кольцѣ произвольной формы мы мо- 
зкемъ задаться направленіемъ п — 1 реакцій. Для условія 
неизмѣняемости формы кольца направление пой реакціи сле
дуетъ выбрать такъ, чтобы картина, изображающая дви
ж ете точекъ фигуры, была незамкнутой. Если же картина 
будетъ замкнутой, то кольцо будетъ обладать подвижностью. 
Наконецъ, если п ой узелъ можетъ свободно скользить по 
плоскости, то кольцо обращается въ механизмъ. Следова
тельно условіе существованія механизма выразится такимъ 
образомъ (стр. 72):

2 к =  г - \ - п - \ - 1 ...........................   . . (1)

Здесь- к—число узловъ, г—число жесткихъ подвижныхъ • 
элементовъ механизма, я —число опорныхъ реакпіп.

На черт. 71 и 72 показаны примеры механизмовъ, кото
рые, какъ видно, удовлетворяютъ условію ( 1).

Ч ер т . 71. '

На-черт. 71 изображенъ механизмъ, соедішяющій штыкъ 
поршня паровой машины съ валомъ. Здѣсь

V : ** =  4; s„ =  4; s r =  4

и условіе (1) выражается такъ:

2 .4  =  4 +  8 -j- 1



На черт. 72 показана схема переводнаго механизма паро
вой машины съ кулисеою Г у ч а  *). Здѣсь

~к —14; Ч- =  19; = 8 ;
2 .1 4 = 1 9  -— 8 4- 1

На черт. 73—77 показано одно и то же кольцо въ четы
рехъ случаяхъ: 1) когда оно неизмѣняемо, но подвижно 
(черт. 73 и 77). Въ этомъ случаѣ картина движенія подобна

Ч ерт. 73. Ч ерт. 74.

кольцу, 2) когда оно неизмѣняемо и неподвижно (черт. 74). 
Въ этомъ случаѣ картина движенія не замыкается (невязки 
пт), 3) когда оно измѣняемо и обладаетъ безконечно малой

*) О характер^ траекторш  описы ваемыхъ точками механизм овъ см. 
А) IL  Л. Ч е б ы ш е в ъ  „Сочиненія“ T. I , стр. 111 и  583. С .-П етер бургъ  

1899 г.
а) Н . P o i n c a r é  „C iném atique e t  m éca n ism es“ P a r is . 1892.
3) F . R e l e a u x  „L eh rb u ch  der K in em a tik “ B ra u n sch w e ig  1875.
4) H . Д е л о н е  Д ек ц іи  по практической механикѣ. Спб. 1901 г.



подвижностью (черт. 75). Въ этомъ случаѣ картина движеиія 
будетъ диніей сомкнутою, 4) когда оно будетъ представлять

механизмъ, т. е. когда при дѣй- 
ствіи внѣшнихъ силъ всѣ точки 
его будутъ описывать опредѣ- 
ленныя траекторіи (черт. 76). 
Въ этомъ случаѣ одна изъ 
опоръ будетъ свободной.

Фигуру черт. 75 можно 
также назвать механизмомъ, 

если задаться линіей скольженія одной изъ опоръ такъ, чтобы 
эта линія была какъ разъ той траекторіей, которую будетъ 
описывать эта точка, если кольцо будетъ механизмомъ.

И зслѣдован іе р асп р ед ѣ л ен ія  уси л ій  въ элем ен
тахъ  неподвиж н аго  кольца п р и и зм ѣ н е н іи  направле- 
нія опорныхъ его р еак ц ій .

Случай дѣйствія на кольцо одной силы, приложенной въ узлѣ.

Пусть дано кольцо ABCDEF произвольной формы. На- 
нравленія реакцій опоръ B,0,D,E,F заданы. Предположимъ, 

что на основаніи картины движенія най
дено направленіе линіи M N  опорной 
реакціи узла А, при которомъ кольцо 
будетъ обладать безконечно малой под
вижностью (черт. 78)..

Назовемъ линію MN— крити ческою  
ли н іей . Чтобы кольцо было неизмѣ- 
няемымъ, необходимо опорную реакцію 
узла А  направить по какой-нибудь ли- 
нію АА', не совпадающей съ MN. Пусть 
на кольцо въ узлѣ A  дѣйствуетъ сила 
Р. Требуется определить, какъ будутъ 
измѣняться усилія: Q — въ оиорномъ 

стержнѣ АА' и въ оетальныхъ опорныхъ стержняхъ—g, h, i, 
j, U и элементахъ а, Ь, с, d, e, f  — кольца, если мы будемъ:

оЧ



1) мѣнять уголъ наклона « реакціи Q къ м к  н 2) мѣнять 
уголъ наклона ß силы Р  къ M N -

Изслѣдованіе основываемъ на извѣстной теоремѣ кинема
тики механизмовъ: „для равновѣсія механизма необходимо и 
достаточно, чтобы равнодѣйствующая внѣшнихъ силъ прохо
дила черезъ мгновенный центръ того звена, къ которому она 
приложена“.

Данное кольцо мы можемъ разсматривать какъ меха
низмъ, который долженъ находиться въ равновѣсіи, т. е. 
сила Q должна быть такова, чтобы при дѣйствій силы Р  ме
ханизмъ находился въ покоѣ. Иными словами, равнодействую
щая R  силъ Р  и q должна проходить черезъ мгновенный 
центръ узла А, т. e. R  должна совпадать съ линіей MN. 
Зная это, а также зная Р  и направленіе q опредѣлимъ по 
правилу параллелограмма силъ q и  R:

  sill о P  sin (а +  ß)
sin (y +  о )  ‘ sin а  

P  sin (a -f  ß) 
sin а

Разематривая измѣненіе величины опорной реакціи Q при 
разныхъ а и при данныхъ ß и Р  можно сказать: чѣмъ меньше 
уголъ между направленіемъ опорной реакціи и критической 
линіей въ п-мъ узлѣ, тѣмъ больше эта опорная реакція. 
Maximum Q равно при « =  0; Minimum Q равно при а —90°.

При данномъ углѣ ß усилія въ элементахъ кольца и ве
личины остальныхъ опорныхъ реакцій будутъ увеличиваться 
съ уменыпеніемъ угла а, достигая maximum’a при а — о и 
minimum’а при а =  90°.

Въ таблицѣ 2-й показаны значенія Q и а при разныхъ 
значеніяхъ а и р .

На основаніи ряда 2-го мы можемъ сказать. При дан
ныхъ направленіи и величинѣ силы Р, приложенной въ 
одномъ узлѣ кольца, выгоднѣе всего выбирать линію сколь- 
женія этого узла совпадающей съ критической линіей, по
тому что тогда опорныя реакціи и усилія въ элементахъ 
кольца достигаютъ mimmum’a.

j P  s i n  ß  . 

s i n  a  ’ 

s i n  y  

s i n  ( y  +  5 )
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На основаніи же столбца 2-го можно сказать, что при вы- 
бранныхъ направленіяхъ линій скольженіявсѣхъ опоръ непо
движнаго кольца усилія въ элементахъ и величины опор
ныхъ реакцій будутъ m inimum при дѣйствіи одной силы Р, 
приложенной въ одномъ узлѣ, когда она совпадаетъ съ кри
тической линіей этого узла.

Случай дѣйствія на кольцо нѣсколькихъ силъ, прилоокт- 
ныхъ въ разныхъ узлахъ.

Изслѣдованія этого § раздѣлимъ на 2 части.

1) Сначала покажемъ, какъ опредѣлять усилія въ любомъ 
элементѣ кольца при заданныхъ внѣшнихъ силахъ и напра- 
вленіяхъ опорныхъ реакцій.

2) Затѣмъ будемъ изслѣдовать распредѣленіе этихъ уси- 
л ій  при различныхъ измѣненіяхъ заданія.

1. Опредѣленіе усил ій въ любомъ элементѣ кольца при 
заданныхъ внѣшнихъ силахъ и направленіяхъ опорныхъ 
реакцій.

Предлагаемый ниже способъ является развитіемъ способа, 
приведеннаго на стр. 68. Условіе образованія кольца, раз- 
сматриваемаго нами, отличается отъ таковыхъ же кольца, 
разсматриваемаго на стр. 68. Действительно, въ нашемъ слу
чае каждый новый узелъ кольца соединяется однимъ стерж
немъ съ к. н. точкою неподвижнаго 
элемента, а другимъ стержнемъ 
съ предыдущимъ узломъ кольца 
(черт. 79), между темъ какъ кольца, 
разсматриваемыя на стр. 68 образо
вывались такъ, что каждый новый 
узелъ получался соединеніемъ его 
съ двумя, не принадлежащими 
одному элементу. Зададимся четыреугольнымъ кольцомъ про
извольной формы (черт. 80), 1234. Пусть въ узлахъ его 
приложены силы Р ѵ Р 2, Р 3, Р 4.

Зададимся произвольно направленіями реакцій опоръ 2-й, 
3-й: и 4-й. Вводимъ следующее упрощеніе въ поетроеніе кар



тины движенія. Продолжаемъ опорныя реакціи N a и N i до 
пересѣченія въ точкѣ 3'4'. Изъ этой точки проводимъ па
раллельно сторонѣ 32 линію 3'2' до иересѣченія съ JV2 въ 
точкѣ 2'. Изъ 2' проводимъ 2'1' И 21, а изъ 3 '—линііо 
4'1' II 41. Линіи 4 'Г  и 2'1' пересѣкутся въ точкѣ 1', кото

рая вмѣстѣ съ точкою 1 опредѣляетъ критическую линію 11'. 
Выбираемъ направленіе. N1 реакціи 1-й опоры такъ, чтобы 
N l не совпадало съ 11'. Такимъ образомъ картина движенія 
для четыреугольника является тр еугол ь н ой , т. е. имѣетъ 
сторонъ на одну меньше, нежели при обычномъ способѣ по- 
строенія.

Обозначимъ далѣе разстояніе силъ:

Pj до точки 1' черезъ p t

Ч ерт. 80.

Разстояніе опорныхъ реакцій:

N t — до точки 1' -  черезъ щ
~~ » W  ̂ j] о

N , n » 3 о
я n 4 » 0

Обозначимъ усилія въ элементахъ кольца:

12 — черезъ А
23 -  „ В

3 - 4 -  „ С
4 - 1  _  „ D



А  до 1' или до 2' черезъ а 
В  2' Ч1 h

?7 ^  77 71 ^

D „ 4' „ „ 1' „ d.

Опредѣляемъ условія равновѣсія каждаго изъ узловъ 
1—4. Беремъ сумму моментовъ силъ, дѣйствующихъ въ каж- 
домъ узлѣ, относительно точки, изображающей движеніе 
этого узла. Такъ какъ предполагается, что узлы находятся 
въ покоѣ, то и суммы моментовъ силъ будутъ соответственно 
равны нулю.

Складывая уравненія (1) другъ съ другомъ, іі сокращая 
одинаковые члены, получаемъ:

Ч~ -РзРз ~4~ -P iPi 2̂)

Величину JVj нетрудно построить графически, на основа- 
ніи правилъ графической статики (черт. 81). Для этого про
водимъ произвольную ось M N  и параллельно ей проводимъ

силы Р ѵ Р2, Р я, Р 4 въ разстояніяхъ пропорціональныхъ пле- 
чамъ Р —Рі, напримѣръ, увеличенныхъ противъ этихъ зна- 
ченій въ 5 разъ. Строимъ планъ силъ (Р) при полюсномъ

Для угла 1. . Р $ л -|- А . а -(- Bd  — N ji, — О
„ „ 2. .P jß 2 — А .а -\-В Ъ  =  0
п » 3 . . Р гр.л -f-Сс — ВЪ =  О

„ 4 .  . РАрА — Сс — Dd =  0

• (1)

Черт. 81.



разстояніи кратномъ' п 1 въ то же число разъ, что и для 
плечъ р. Строимъ веревочный многоугольникъ. Пусть первая 
сторона его пересѣкаетъ ось M N  въ точкѣ 1, a послѣдняя— 
въ точкѣ 5 . Тогда N t будетъ равно въ масштабѣ силъ от
резку 1—5.

Действительно, изъ подобія А-ковъ 12а (черт. 81а) и 
1о2о0 (черт. 8іЪ) имеемъ

разематривая далее подобные треугольники чертежей (81а
и Ь) получаемъ: __

F t . Ьрі =  12. Ші 
Р 2.5р 2 =  23 . 5«!
P , . 5pz =  34. Ьпх 
Р4.бр4 =  4б . 6»,

Складывая, получаемъ
(12 +  23-1-34 +  45) Ьпх =  ЬРр

или

что и требовалось доказать. На основаніи этого параграфа 
мы можемъ заключить, что:

„Построеніе критической фигуры для кольца можно упро
стить въ томъ смысле, что число ея сторонъ сокращается 
на одну", и

„Примененіе способа опредЬленія усилій въ элементахъ 
решетки, образованной такъ, какъ указано на стр. 68, можно 
распространить и на разсматриваемыя нами кольца“. Зная ве
личину N u нетрудно аналитически, или при помощи диа
граммы Кремоны-Максвеля определить усилія въ остальныхъ 
элементахъ кольца и величины остальныхъ реакцій.

2. й з с л е д о в а н іе  р а с п р е д е л е н ія  у с и л ій  въ эл ем ен 
тахъ  кольца и опорны хъ р еак ц ій  при разн ы хъ  ли- 
н іяхъ  ск ол ь ж ен ія .

Такъ какъ определеніе усилій въ опорныхъ стержняхъ 
и въ элементахъ кольца производится при помощи діаграммы



Кремоны-Максвеля по данной величинѣ N x и силѣ Р, то 
можно заключить, что „При данныхъ направленіяхъ силъ Р  
и реакцій N  неизвѣстныя усилія суть линейныя функціп 
данныхъ величинъ Р  и N “.

Поэтому: усилія въ элементахъ кольца и въ опорныхъ 
стержняхъ пропорціональны величинамъ внѣшнихъ силъ и 
величинѣ опорной реакціи N t (черт. 80).

Изслѣдуемъ, какъ будетъ измѣняться величина ІѴ, при 
разныхъ н а п р а в л ен ія х ъ  ея.

Обращаясь къ формулѣ 2-й (стр. 81) мы видимъ, что 2Ѵ, 
будетъ тѣмъ больше, чѣмъ меньше » , и тѣмъ меньше, чѣмъ 
больше п ѵ Но максимумъ щ  можетъ быть только равенъ 
величинѣ 11 ' (черт. 80); при этомъ должно быть J_ къ 
линіи 11 '. Minimum же n, будетъ равенъ 0; при этомъ ІѴ, 
совпадаетъ съ линіей 11 '. Поэтому:

„Во всякомъ п —угольномъ кольцѣ произвольной формы 
при заданныхъ внѣшнихъ силахъ и направленіяхъ опорныхъ 
реакцій n — 1 опоръ, усилія въ опорныхъ и кольцевыхъ эле
ментахъ будутъ minimum, когда направленіе опорной реак- 
ціи п ой опоры перпендикулярно къ критической линіи этой 
опоры“.

Обозначимъ въ уравненіи (2) стр. 81 P 1̂ I+ P 2pä+ P ;tp 3+ P 4p 1 
черезъ А; тогда

N l n 1 =  A

Это есть уравненіе гиперболы (равнобокой), отнесенной 
къ ассимитатамъ, перпендикулярнымъ другъ къ другу: 
(черт. 82). Такъ какъ м, измѣняется 
отъ 0 до величины И ' (черт. 80), то

jVj будетъ измѣняться отъ — до со.

Отсюда вытекаетъ, что „при вращеніи 
опорной реакціи N -то узла кольца 
вокругъ послѣдняго, усилія въ элемен
тахъ кольца и въ опорныхъ стержняхъ 
измѣняются по закону гиперболы, Ч ер т . 82.

т. е. линіями вліянія такихъ усилій 
будутъ гиперболы“.

dfi



Если на черт. 81а провести ось MN  черезъ точку (к) пе
р е с ч е т а  лучей I съ V, то получимъ новыя разстоянія силъ 
Р до соотвѣтетвенныхъ узловъ картины движенія. При этихъ 
разстояніяхъ опорная реакція N t =  0. Для этого надо силы Р  
на черт. 80 вращать около точекъ ихъ приложенія до тѣхъ 
поръ, пока разстоянія ихъ до соотвѣтствугощихъ узловъ 
картины не будутъ соответствовать новымъ разстояніямъ 
этихъ силъ до новой оси W N ' (черт. 81а). Опредѣлимъ те
перь, какъ нужно направить п— 1 линій скольженія, чтобы 
усиліе въ я-мъ опорномъ стержнѣ равнялось нулю.

Обратимся къ чертежу 80 и къ формулѣ 2-й стр. 81.
Для того, чтобы ÏT, въ формулѣ 2-й равнялось о необхо

димо, чтобы или
» !  =  с о  ......................................... (а)

или
Р>Рі +  РцРі +  P'iPj~ЬРіРі — 0 .......................(Ь)

Разсмотримъ оба эти случая (а и Ъ).

а) п х =  оо. Какъ нужно направить реакціи п  — 1 опоры 
для того, чтобы реакція N, равнялась нулю.

Зададимся направленіемъ реакцій N, и N 3 опоръ 1-ой и
3-ей (черт. 83). Если мы выберемъ направление реакцій опоръ 
2 и 4 такъ, чтобы точка к — пересѣченія сторонъ картины

движенія двигалась не по линіи N x и не по линіи %х к1 | | 
N v  а по какой нибудь случайной линіи. /с2, то, при уда- 
лент точки к2 въ безконечность, разстояніе N t до нея—т. е. 
щ будетъ равно оо. Очевидно тогда опорная реакція 2-ой



опоры пойдетъ по линіи 23, а 4-ой опоры — по линіи 34. 
Однако съ удаленіемъ точекъ к2 въ безконечность, удаля
ются въ безконечность и точки 12 и т2 т. е. тогда выраженіе 
ІѴ, принимаетъ слѣдующій вѣсъ.

Замѣтимъ, что съ измѣненіемъ п г будутъ измѣняться и 
Рі> Рг> Рі по закону прямой линіи, т. е. всегда можно пред
положить, что

Подставляя значенія (b) въ уравненіе (2) стр. 81 и дѣлая 
приведете, получаемъ:

т. e. iVj получаетъ вполнѣ опредѣленное значеніе не равное 
нулю. Поэтому для того, чтобы ІѴ, равнялось нулю, условіе 
(а) стр. 84 не оказывается иолезнымъ.

Разсмотримъ теперь условіе (b) стр. 84 т. е. пусть

. Построимъ картину движенія, 1'2'3'4' (черт. 84), верши- 
намъ которой пусть совтвѣтствуютъ плечи р ѵ р 20, р 30, p é. 
Пусть этой картинѣ соотвѣтствуютъ направленія реакдій 
N 2, N v N v  Выберемъ N L такъ, -чтобы она не проходила 
черезъ точку 1, а отстояла отъ нея въ разстояніи п{. Тогда 
будемъ имѣть величину ІѴ,

Оставляя теперь безъ измѣненія точки 1' и 4' картины 
движенія, опредѣлимъ, на какое разстояніе х  надо перенести 
сторону 2'3' картины отъ стороны 23 данной фигуры парал-

N  =  -Рі • °° +  -Рг • со +  -Р» • Р» +  • со1 Г’ГЧСО

p1 =  «1n1-[~!51 j
(b) Рз — I 

Pi — аіп  1 ~f~ J

! гдѣ a„ «3, «4. ßj, ß.„ ß4 нѣкоторыя опре- 
I дѣленныя числа.

-РА +  fig,4-РзР.+РА

РіРі +  Р »Рг +  РзРз ■+ Р іРі =  О-

N  ■= Р,Рі + РіРм Р *Рз" + РіРі1 п. (1)



лельно самой себѣ, чтобы плечи р2 и р3 силъ Р , и Р 2 иріоб- 
рѣли значенія, обращающія въ нуль числителя дроби (1).

Обозначимъ разстояніе 2'3' до 23 черезъ х0. Обозначимъ 
также углы между различными данными направленіями 
такъ, какъ указано на чертежѣ 84.

Проектируя отрѣзки 8'3" и 2'2" на направленіе хх0, полу
чаемъ.

З 'З 'sin ß =  2'2" sin у ................................... (2)
Но изъ прямоугольныхъ треугольниковъ З'З" т и 2'2" п 

имѣемъ:
0'0" .Рз Рао . 2'9w =  (ЪЛ

sin(P — а) ’ sin (у — о ) ..............................  ̂ '

Подставляя значенія (3) въ уравненіе (2), получаемъ.
_  sin  (у о )  sin ß r sin (Y - 6 )  s in  ß , I

2 sin (ß — a) sin Y * 3 L sin (ß — °0 siü Y 30 I *

. Выражаемъ дальше уеловіе, что должно равняться 
нулю (при картинѣ 1'2"3"4')-

P l P l  —  Р 2Р 2 +  Р 3Р 3 +  Р 4Р і  =  О
или

=   . . ( 5 )

Изъ уравненій (4) и (5) легко опредѣлить р 2 и р 3, а зная 
Рі и р 3 легко построить и точки 2 "3" картины, которыя опре- 
дѣлятъ направленія N \  и N \  реакцій опоръ 2 и 3, при



которыхъ реакція N "t первой опоры будетъ равна нулю.
Исходя изъ разсужденій, приведенныхъ выше, мы можемъ 

высказать слѣдующее.
„Если въ те-угольномъ плоскомъ кольцѣ задаться напра- 

вленіями опорныхъ реакдій п — 2 опоръ и кромѣ того усло- 
віемъ, чтобы одна изъ (п—2) опорныхъ реакцій равнялась 
нулю, то послѣднее условіе опредѣляется выборомъ напра- 
вленія двухъ послѣднихъ реакцій (re—Iй и п й).

Разематривая уравненія (4) и (5) мы видимъ, что р 2 и р 3 
не зависятъ отъ п г Слѣдовательно направленіе ІѴ, не играетъ 
значенія для условія, чтобы величина N x была равна нулю. 
Поэтому:

„При заданныхъ направленіяхъ и величинахъ внѣшнихъ 
дѣйствующихъ на кольцо силъ всегда можно оставить 
одну опору свободной, выбравъ соотвѣтственнымъ образомъ 
направленія реакцій двухъ к. н. опоръ и задавшись случай
ными направленіями реакцій остальныхъ (п—3) опоръ.

Г л а в а  12.

Примѣненіе колецъ къ образованію новаго типа плоскихъ формъ.

Имѣя плоское неподвижное кольцо, всегда можно его 
преобразовать въ плоскую ферму. Общій способъ такого 
преобразованія аналогиченъ тому, который примѣнялся нами 
для преобразованія пространственныхъ колецъ фермы и 
заключается въ слѣдующемъ:

l -й способъ . Задаемся линіями опорныхъ реакційкаждой 
опоры кольца такъ, чтобы кольцо было неподвижнымъ и 
геом.неизмѣняемымъ. Пршшмаемъэтилиніизанаправленіе но- 
выхъ элементовъ фермы. Затѣмъ выбираемъ произвольныя точки 
наэтихъновыхъэлементахъисоединяемъ ихъ последовательно 
между собою, образуя новое кольцо. Задаемся линіями реак- 
цій новаго кольца такъ же, какъ и для перваго и выбираемъ 
на нихъ новые углы и т. д. Наконецъ, остановившись на к. 
н. кольцѣ, можемъ укрѣпить его узлы, соединяя каждый 
изъ нихъ двумя стержнями съ двумя случайно выбранными 
неподвижными точками. Эти точки будутъ служить опорами



фермы. Если соединять опоры между собою, то одну изъ нихъ 
можно сдѣлать подвижною въ ыаиравленіи соединяющей линіи.

2 -й с'пособъ Вмѣсто того, чтобы строить промежуточныя 
кольца, можно задаваться на линіяхъ опорныхъ реакцій 
даннаго кольца точками и считать ихъ неподвижными, а 
затѣмъ соединять ихъ последовательно между собою такъ, 
чтобы каждая была соединена съ двумя новыми другими. По- 
слѣднія ея двѣ точки слѣдуетъ соединить каждую двумя стер
жнями съ двумя точками, данными въ качествѣ опоръ фермы.

Разсмотримъ примѣры образованія фермъ по каждому 
пзъ двухъ упомянутыхъ способовъ.

l -й примѣръ. 1-й способъ. Пусть дано кольцо abc . . .  т п , 
(черт. 85). Линія опорной реакціи ее' выбрана не проходящей 
черезъ точку о /  для того, чтобы можно было бы получить 
незамкнутую картину движенія ’).

Принимаемъ линіи реакцій опоръ а о Ъ о ‘, с о ', .. . еои , foL‘ 
и т. д. за стержни фермы. Задаемся на нихъ узлами а4, Ь‘, 
с '. .. т', п '. Выбираемъ двѣ точки о и за опоры фермы 
и соединяемъ съ ними узлы, новые узлы, какъ показано 
на черт. 85. Опору о, можно сдѣлать накаткахъ, соединивъ ее 
съ опорой о,.

Затѣмъ помѣщаемъ опору о, на катки, соединивъ ее съ 
опорой о стержнемъ оог

При пом ощ и діаграммы V illio t  всегда можно убѣдится, насколько  
деформированный видь фермы отвѣчаетъ условіямъ ея неподвиж ности. 
Для обѳзпечен ія  послѣдней елѣдуетъ выбирать направяеніе опорной  
реакціи к. н. узла основного кольца по возможности перпѳндикуларны мг,ь 
къ критической линіи этого узла (стр. 83).



2-й тір имѣръ. Пустьданы двѣ опорныя плоскости (черт. 87), 
на которыя опираются два кольца abc ..  .h i  и а'Ь'с/ . . .  иЧ,— 
первое въ неподвижныхъ точкахъ а и /, второе—въ точкахъ 
а'г1, (объ условіяхъ геом. не из. и неподвижности такого 
кольца см. главу 11).:

Выберемъ между кольцами двѣ точки і и Г, которыя 
будемъ пока считать за неподвижныя. Соединимъ еъ ними 
узлы d, e , f a  d \  е ',/\ какъ показано на черт. 87. Выберемъ двѣ 
новыя неподвижныя точки 2 и 2'. Условія неподвижности 
точекъ 1 и 1' не измѣнятся, если мы каждую изъ нихъ соеди
нимъ съ двумя точками 2 и 2'. Выбираемъ въ лѣвой части 
фермы еще двѣ неподвижныя точки 3 и 4 и соединяемъ 
узлы Ъ и с фермы съ точкою 3 и узлы Ь'с‘ съ точкою 4. 
Кромѣ того соединяемъ точку 2 съ точками 3 и 4. Тогда

точка 2 будетъ неподвижна. Далѣе соединяемъ точки 3 и 4 , __
между собою и съ вновь выбранными неподвижными точками J (
5 и 6. Тогда точки 3 и 4 будутъ неподвижны. Узлы же 5 и
6 соединяемъ между собою и съ заданными неподвижными 
точками а  и а '. Тогда точки 5 и 6 будутъ неподвижными." 9 *  
Тѣ же построенія дѣлаемъ и для правой половины фермы. ~І

Разсчетъ полученной фермы слѣдуетъ начинать съ раз- —
счета колецъ abc и Ы и а‘Ъ‘ . . .1 і4і‘ отдѣльно для каждаго 
такъ, какъ было указано во главѣ И. -

Пространственныя фермы для мостовъ можно было бы 
получить такимъ же способомъ, опирая лишь каждый узелъ 
пространственнаго кольца уже не на 2, а на 3 неподвиж
ныхъ точки, или же строя промежуточный пространствен- 
ныя кольца, какъ было указано въ главѣ 8. -



Кольца съ безконечно-большимъ числомъ опоръ.

Разсмотримъ теперь кольца, прямолинейные элементы кото
рыхъ безконечно малы, а число опоръ которыхъ безконечно 

велико. Подобіемъ такихъ колецъ можетъ 
служить веревочное кольцо, надѣтое на два 
блока (черт. 88).

Реакція опоръ кольца въ точкахъ сопри- 
косновенія его съ блоками нормальны къ 
окружности послѣдняго и проходятъ черезъ 
центры ихъ О и О,.

Строимъ картину движенія веревочнаго 
кольца. Для частей его, ABCDE — картина 
движенія будетъ дугою круга—abcde. Далѣе 
a f  и ёк будутъ параллельны AF  и Е К  и 
наконецъ fghijk будетъ также дугою круга. 

Такъ какъ картина получилась подобной данному кольцу, 
то очевидно послѣднее, на основаніи заключенія, приведен- 
наго на стр. 75 , будетъ или обладать безконечно малой 
подвижностью, или будетъ механизмомъ.

На основании того же заключенія нетрудно видѣть, что 
кольцо будетъ представлять собою механизмъ, т. е. при дѣй- 

ствіи на него любой силы Р  кольцо придетъ 
въ опредѣленное движеніе и будетъ вращать 
блоки О и 0 {. Разсмотримъ при какомъ 

1 устройстве кольцо при действіи любой внеш- 
\ ней силы будетъ неподвижнымъ. Для этиго, 

очевидно, необходимо, чтобы картина дви- 
женія не представляла замкнутой фигуры, 
построенной на линіяхъ действія опорныхъ 
реакцій. На черт. 89 показана система двухъ

Черт. 89. блоковъ—ОДНОГО КруГОВОГО, ДРУГОГО ЭЛЛИПТИ-

ческаго, не допускающихъ вращенія другъ  
друга, если вокругъ нихъ будетъ накинуто веревочное 
кольцо.

Я -Ä.-
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Черт. 88.



Въ этомъ случаѣ картина движенія не замыкается. 
Разсмотримъ, какъ опредѣляются усилія въ элементахъ 

и опорныя реакдіи въ неподвижныхъ кольцахъ съ безконечно 
большимъ числомъ опоръ. Пусть, напримѣръ, дана дѣпь BCD—

TUV, подобная вышеупомянутымъ кольцамъ перекинутая че • 
резъ зубчатое колесо, которое можетъ вращаться около цен
тра О. Концы цѣпи В и F  соединены жесткими элементами 
съ узломъ А .

Чѣмъ больше будетъ зубьевъ у колеса, тѣмъ больше бу
детъ кольцо ABGD— TU VA  имѣть опоръ.

Въ предѣлѣ цѣпь обратится въ канатъ, огибающій блокъ. 
Реакціи для цѣпи, огибающей блокъ будутъ направлены по 
радіусамъ послѣдняго въ точку О. Строимъ картину движе- 
женія. Для части кольца BG— T U V  картина будетъ дугою 
въ bed— tiw. круга съ центромъ въ точкѣ О. Проводимъ изъ 
точки b линію bei параллельную В  А, а изъ ѵ—линію va 
параллельную VA. Точка пересѣченія этихъ линій опреде
лить вмѣстѣ съ точкою А  критическую линію Аа. Если опор
ная реакція точки А  пойдетъ по линіи Аа, то система будетъ 
обладать безконечно малой подвижностью. Для избѣжанія 
этого направимъ опорную реакцію узла А  по какой нибудь 
другой этого линіи,—напримѣръ, по линіи PQ.

Пусть на узелъ кольца ѵ дѣйствуетъ к. н. сила Р. На осно- 
ваніи начала возможныхъ перемѣщеній находимъ величину 
реакцій Q:

Р ' а

"і

5 J U X

Ч ер т . 90.

Q =  -JP. p

Y  J

— m  —



гдѣ j)-—плечо силы Р  относительно узла ѵ картины движе
ния, a q—плечо сили Q относительно точки а.

Зная величину силы Q строимъ діаграмму Кремоны- 
М аксвеля (черт. 905). Разематривая многоугольникъ силъ 
ÿ—опорныхъ реакцій, нетрудно видѣть, что онъ, начиная съ 
реакціи q2 и кончая qn образуетъ фигуру подобную фигурѣ 
кольца U— B, но повернутую относительно ея на 90°= Такія 
фигуры въ проективной геометріи называются взаимными  
или соответственными, т. е., если въ одной изъ нихъ извѣ- 
стныя линіи пересѣкаются, въ одной точкѣ, то въ другой 
линіи имъ соотвѣтствующія и параллельныя образуютъ непре
рывную линію и обратно :).

Остановимся нѣсколько на разсмотрѣніи колецъ съ безко
нечно большимъ числомъ опоръ и съ безконечно малыми сто
ронами. При этомъ будемъ имѣть въ виду слѣдующую тео
рему графической статики (приводимую и доказываемую проф. 
S a v io tt i въ его прибавленіяхъ къ соч. L. C rem ona „Les figu
res réciproques en Statique Graphique“ 2). „Если веревочный

*) Теорія взаимныхъ фигуръ разрабатывалась какъ въ проективной
геометріи, такъ ж въ графической статикѣ. ІІроф, В. К и р п и ч ев ъ  въ 
своемъ сочиненіи „Графическая статика“ приводитъ краткій нсториче- 
скхи очеркъ развитая ученія о взаимныхъ фигурахъ и указываетъ какъ 
на піонеровъ этого ученхя, на Т эйлора, М аксветая, К р ем о н у  и 
М ар и с а Л е в и На русс. яз. наиболѣе изящно изложена теорія взаим- 
ішхъ діаграммъ-въ у  помяну томъ соч. В. К и р п и ч е  ва. По ясности изло- 
шенія зто сочинеше заслуживаетъ особаго вниманія. Действительно, 
теорія взаимныхъ фигуръ М акевеллемъ была выведена на основаніи 
изслѣдованія фигуръ полярныхъ одна другой по отношенію къ парабо
лоиду врахценія (См. 1. С. M a x w e ll „The scientific papers“ Стр. 169. 
Т. 2-ж). К рем он а при изслѣдованіи свойствъ взаимныхъ фигуръ поль
зуется данными проективной геометріи, а также ученіемъ М об іуоа , 
о нулевой системѣ (См. L. Сгеихода „Les ligures réciproques en stati
que grpahique“ Paris. 1885 г.). Т э йло ръ  открылъ свойства взаимнхяхъ 
фигуръ чисто практически — путемъ построенія многихъ діаграммъ. 
Наконеп;ъ Морис  ъ Л ев и  дришелъ къ тѣмъ же выводамъ на основанін 
данныхъ Кинематической Геометріи. (М. Levy „La Statique Graphique“. 
Paris. 1874 г.). К и р п и ч е в ъ  же излагаете въ своей Графичесіюіі Отатикѣ 
теорхю взаимныхъ фигуръ исходя изъ понятш элементарной геометріи.

2) L. Сгепіола „Les iiqures réciproques en Statique Graphique“. 
Appendice: „Nouvelles méthodes pour le calcul der travures réticulaii’esa: 
Paris. 1885. Стр. 42.



многоугольникъ для силъ, пересѣкающихся въ одной точкѣ, 
является въ предѣлѣ кривой коническаго сѣченія, то соот
ветствующей планъ силъ будетъ такъ же кривой коническаго 
сѣченія“.

Въ упомянутомъ своемъ сочиненіи S a v io tti изслѣдуетъ 
формы кривыхъ, какъ плана силъ, такъ и веревочнаго много
угольника, и указываетъ на основаніи данныхъ проективной 
геометріи, зависимости между кривыми плана силъ и вере
вочной кривой. Изъ его изслѣдованій вытекаетъ, что кривыя 
плана силъ и веревочная—относятся къ взаимнымъ фигурамъ 
и подчиняются законамъ взаимныхъ фигуръ. Для насъ вы
воды S a v io tti  являются весьма цѣнными приизученіи колецъ 
съ безконечно болыпимъ числомъ опоръ и съ безконечно 
.малыми сторонами. На основаніи черт. 90 и разсужденій къ 
нему относящихся можно сказать:

„Если часть очертанія кольца является кривою формы 
коническаго сѣченія, то часть картины его движенія является 
кривой подобной фигурѣ кольца, а часть плана силъ является 
кривой взаимной съ кривого очертанія кольца.

Замѣтимъ при этомъ, что при построеніи діаграммъ силъ 
для колецъ ограниченныхъ кривыми второго порядка можно 
замѣнять построеніе гиперболическаго, параболическаго и 
эллиптическаго плана силъ круговымъ планомъ силъ, поль
зуясь методомъ соотвѣтственныхъ фигуръ ‘).

Г л а в а  14.

Разсчетъ временно подвижныхъ колецъ неизмѣняемой формы.

а) Случай дѣйствія силъ постоянныхъ: величины и напрсшленія.

Пусть дано кольцо ABCDEFGOA  (черт. 91). Опредѣлимъ, 
какъ должны быть выбраны линіи скольженія его опоръ, 
чтобы кольцо, не измѣняя своей формы, перемѣетилось въ 
новое положеніе OAlB l . . .  F XQV причемъ такъ, чтобы

а) У чен іе о соотвѣтственны хъфигурахъ см. 1) К. К у п ф е р ъ :  ^Н ачер
тательная Геом етрія“ . Р ига 1898г. 2) F , E n r iq n e s  „L ezioni di geom et- 
ria des crittiv a “. B ologna 1902. 3) E. G e y  g  er. „Die angew andte darstel
len d e  G eom etrie‘c. L eip zig . 1906. 4) E . Ф е д о р о в ъ :  „Н ов ая Г ео и е т р ія какъ  
основа черчеыія“. С .-П етербургъ. 1907 г.



опора О. оставалась неподвижной. Очевидно, кольцо должно

Разематривая картину движенія для одного изъ неустой- 
чнвыхъ положеній кольца (черт. 92), мы видимъ, что кар
тина будетъ подобна кольцу. Это, какъ мы видѣли раньше,

показываетъ, что кольцо неизмѣняемо, но подвижно (стр. 75). 
Кольцо придетъ въ устойчивое положеніе тогда, когда мо
менты внѣшнихъ силъ относительно точки опоры О будутъ 
равны нулю (черт. 93).

Пусть, напримѣръ, на кольцо дѣйствуютъ силы тяжести, 
а опоры его могутъ катиться по круговымъ желобамъ съ 
центромъ въ точкѣ О.

Опредѣлимъ, какъ будутъ измѣняться усилія въ его эле
ментахъ и величины его реакцій при вращеніи до положе- 
нія равновѣсія (черт. 94).

вращаться, какъ неизмѣняемое тѣло,

\  O B — ОВѵ 0 0 =  OCt и т. д. Иными
\  ' j j / j  словами, такое кольцо можно замѣ-

J<y нить сквозной фермой (черт. 92),

\ ;

а.
Ч ерт. 91.

которая должна вращаться вокругъ 
центра О до тѣхъ поръ, пока между 
реакціями опоръ и внѣшними си
лами не наступитъ равновѣсія.

Ч ерт. 92. Ч ерт. 93.



Пусть начальное положеніе узловъ будетъ 0123 . . .  7 . 
Выберемъ оси координатъ такъ, чтобы онѣ проходили че
резъ центръ вращенія, и ОХ была перпендикулярна къ си- 
ламъ Р, а ОТ—  параллельна. Пусть равнодействующая всѣхъ 
внѣшнихъ силъ Р  будетъ R  и О'—ея точка придоженія. 
Будемъ отсчитывать углы а между радіусами вращенія

узловъ 1, 2, з . . . отъ ОХ  по направленію движенія часовой 
стрѣлки; обозначимъ длины радіусовъ вращенія узловъ кольца 
черезъ р ѵ Pz . . . р ѵ а точки O' — черезъ г. Предположимъ, 
что кольцо повернулось на нѣкоторый уголъ р по часовой 
стрѣлкѣ, тогда моменты внѣшнихъ силъ въ любомъ узлѣ 
относительно точки О выразятся формулой вида

Когда «кольцо придетъ въ положеніе равновѣсія, то сумма 
моментовъ внѣшнихъ силъ относительно точки О будетъ 
равна нулю. т. е. *

Черт* 94.

РпР» C0S к  +  Р)*

откуда

t o -  з  —  —  p±Pl CQS а * ^  + -  +  P7P1 CQS g 7
”  • PtPi s i u  a i  +  P 2p 2 № .  a 2 +  • • • +  РіѴч s i n  a 7



Er cos Ск 4- Й -  0; откуда ß =  -j- (2n  -f 1) — h
или

Опредѣливъ положеніе устойчиваго равновѣсія, изслѣ- 
дуемъ, какъ будутъ нзмѣняться усилія въ отдѣльныхъ эле
ментахъ при вращеніи кольца.

Разематривая какой-нибудь узелъ, напр. 2-й, нетрудно 
замѣтить, что при вращеніи его сила Р 2 разложится по на
правленно радіуса 02 и по направленію перпендикулярному 
къ нему, не вліяя на усилія въ элементахъ кольца а3 и аг 
Если же разсматривать к. н. узелъ съ другой стороны, 
напр. 6-й, то здѣсь сила Р(. разложится по радіусу и по 
элементу а0, не вліяя на усиліе а7, т. к. если бы въ до
было к. н. усиліе, то тогда узелъ 7 не былъ бы въ равно- 
вѣсіи. Послѣ этихъ предварительныхъ замѣчаній опредѣ- 
лимъ усилія.

Начнемъ вращать кольцо отъ положенія равновѣсія об
ратно до заданнаго положенія.

Разсмотримъ измѣненіе усилій въ элементѣ «s (черт. 95).

Такъ какъ кольцо стремится придти изъ положенія 076 
въ положеніе 07'б' то, при этомъ сила Р 7 производить ра-. 
боту обратную работѣ силъ вращающихъ кольцо.



Д ля положенія у зла въ  точкѣ Т  уе.илія въ  элементахъ 
будутъ:

<  =  +  Р 7 • — . . . . (1)8 7 SmÏ7
а> ~ р  . 3*п [270°  —  ( ° 7~ Ь ßo)] .-9 ч

7 7  Sin f 7 ....................................

Все время, пока у зел ъ  7 будетъ слѣва отъ оси у, въ 
элементахъ а , и аё будутъ усилія, опредѣляемыя форму
лами (1 и  2).

Разсмотримъ измѣненіе усилія въ элементѣ а,..
Во все время вращ енія узелъ 6' будетъ находиться подъ 

вліяніем ъ силъ: 1) Р 2 и 2) а г
Р азлагаем ъ каждую изъ нихъ по направленіямъ «'О и 

б'5'. Пусть составляю тся

Р 2 по б'о будетъ п!
6'5' „ m!

а 7 по 6'0 „ п ”
6'5' „ m"

Окончательныя усилія:

въ  б'о будетъ n' +  n" =  п  
„ 6'5' „ m" +  m" =  а 6'

/ _  P «  S in (a 6 +  ßo ~  Т » - 9 0 ° ) . P 6 S b  [270° ~ ( ° 6  4 - ßo)] .
s in  чв ’ s in  Ye ’

_  f l7' . S in  ( а 7 -  a ,  +  Те —  Т т ) . m»._ < V -  s in ( g ,  — g7 - f  Tr)  

n  -  s i n (180°"—  t e) ’ ~  S in (180°-Te)

Окончательно
P e . s m ( = e  +  ß - T e - 90° )  

п _  +

, Р 7 ■ Sin [270° — (g7 +  ß ) ] .s m  (а7 —  ав +  Та —  Ті)
' s in  т 7 • s in  Те

П реобразуемъ это выраженіе

п  =  s i n  [ ( « ,  -  Ye -  9 0 ° )  +  й  +

4- Vsin4eî - “« +  Ï6~ b ) . sin [(270° —  a,) —  ß] ИЛИ,
s in  y7 srn

обозначая,



получаемъ

w ^ s i n ^  +  ßj +  ^ s i n ^  — ß) — an sin on cos ß +•

+  an cos on sin ß +  bn sin l 'n cos ß -  bn cos o'n sin  ß =  (an cos 3?i — 

— \  cos S' J  sin ß 4  O,, sin 3„ +  bn sin o 'J  cos ß;

или, обозначая,

a  cos 3. — 6 cos о' =  Аn n n n
a  sin S +  i  sin  S Вn n ' % n

получимъ
»  =  ^S iilß + jB cO S ß . .

Величина n  мож етъ быть разсматриваем а какъ  проекд ія  
гипотенузы прямоуг. Д -ка,катеты  котораго Аж  В  (черт. 96) т. е.

п =  ÿ A *  +  В2 silt ^90° — ß +  a rc tg  . . . (3)

eAjinß.jbceiji 

Черт. 96.

a \  =  m‘ +  m" = f 6 sin f27Q°~ (ae + ß)J +6 sm Yg ^

'sinYj.siaYs 6 7

Это вы раж еніе можно представить такъ  ж е, какъ  и п ред ъ - 
идущ ее въ  видѣ:

а \ — ]/Af2+B'3 sin j^90° — ß +  a rc tg  . . .  (4)

формулы 1—4 позволяю сь высказать, что:

„При вращ еніи  кольца вокругъ  неподвижнаго у зл а  при 
дѣйствіи  постоянныхъ и одинаково направленны хъ силъ,



линіи вл іянія усилій въ элементахъ и опорныхъ реакц ій  
являю тся с и н у с о и д а м и “ .

Теперь разсмотримъ вліяніе иныхъ силъ, напримѣръ 
силъ  вѣтра. При этомъ предположимъ, что давленіе вѣтра 
можетъ дѣйствовать лиш ь нормально къ  линіи элемента 
кольца.

Ъ) С лучай  дѣйствія силъ гт т н яю щ и хъ  свою величину и
направленге.

Пусть на кольцо дѣйствую тъ силы вѣтра (или воды). 
О предѣлимъ давленія, нормальныя къ  
элементамъ кольца въ  каждомъ узлѣ.
Пусть давленіе вѣтра на 1 пог. ед. 
длины элемента нормальнаго къ  на- 
правленію дѣйствія вѣ тра будетъ P .

Тогда при  поворотѣ элемента изъ  
начальнаго положенія его (подъ 
угломъ 90° +  «1) къ  дѣйствію вѣтра 
(черт. 97) на уголъ (3 давленіе нор
мальное к ъ  элементу будетъ

ч і  п , і  Р а .  c o s ’ (а , •+• Р)на у зел ъ  1 отъ 0 1 ------- ——

1 ' „ 1 '2' Р а 2  c o s 2 (а, +  Ті +  ß) 
2

Составляющей, параллельной элементамъ, мы пренебре- 
гаемъ.

У силія въ  элементахъ будутъ

w  — Раі 0082 (“1 +  ß) I Fa*cosa (“> + І І . + І ІM —   -----------2 --------------- C O tg  Y +  - 2 ~ s in  r

N >  —  Р й і  c o sa (° i +  ß) i P a 2 c o s 3 (g, + T ,  c  ,
2  s in  y 2  °

Эти выраж енія нетрудно привести къ  виду 

М ' =  m  eos2 (at +  ß) 4- ѣ cos2 (54- ß)

или к ъ  виду

M '= ^A  cos3 ß 4- В  sin ß cos ß 4- C sin2 ß



или, наконецъ, полагая tgJ3 =  æ; М ' — у, къ  виду 
ах"у  +  Ьх2  ̂ сх +  dy  +- е =  0.

А это есть уравненіе параболы 3-го порядка (см. Г р а в е  
„Аналитич. геом.;і стр. 360).

Слѣдовательно, при условіяхъ дѣйствія силъ, указанны хъ 
выше:

„Линіями вл іянія усилій въ  элементахъ кольца будутъ 
параболы 3-го п орядка“ 1).
• П р и м ѣ ч а н іе .  Всѣ тѣ выводы, которые были сдѣланы  

въ этой главѣ для временно подвижныхъ колецъ съ  ко- 
нечнымъ числомъ опоръ, можно распространить и на кольца 
съ безконечно болыпимъ числомъ опоръ.

Г л а в а  15.

Разсчетъ подвижныхъ колецъ.

Подвиж ныя кольца неизмѣ няю щ ія своей формы.

Если плоское неизмѣняемое кольцо будетъ двигаться 
подъ вліяніемъ внѣш нихъ силъ въ  своей плоскости, то его 
движеніе всегда можно разложить для каж даго промеж утка 
времени на два: а) поступательное и Ь) вращ ательное.

Д ля  этого случая  картина движенія долж на быть подобна 
кольцу (черт. 73 и 77, стр. 75).

Разберемъ р яд ъ  случаевъ:

1. Пусть кольцо Â B C D E  (черт. 98) падаетъ  внизъ. К ар
тина его Ä t В х — Bj подобна А В — Е.

*) ПримЬръ такого распредѣлѳнія усипій можетъ быть въ элемѳн- 
тахъ горизонтальной фермы шлюзныхъ воротъ при открываніи или за- 
крываніа дослѣднихъ.



2. П усть кольцо движ ется параллельно само по себѣ 
черт. 99.

Пусть равнодѣйствую іцая внѣш нихъ силъ равна R  и не 
параллельна направленію линій скольженія. Не трудно замѣ- 
тить, что въ  этомъ случаѣ  д ля  опредѣленности движ енія до
статочно знать движ еніе (п  - 1 )  точекъ кольца, т. к. движеніе 
п- ой точки будетъ опредѣлено двпженіемъ остальныхъ. 
Напр, достаточно знать движ еніе точекъ АВС Е, движеніе ж е 
точки D  будетъ тогда извѣстно. Разлож еніе си лъ  начинаемъ 
съ  точки D. Если  окончить разлож еніе въ  т. А , то мы полу
чимъ силу, двигающую кольцо (паралл. линіям ъ сколь- 
женія).

При прямолинейномъ равномѣрномъ движеніи плоскаго 
м-угольнаго кольца д л я  сохраненія неизмѣняемости его 
формы достаточно задаться направленіемъ движ енія n —  l  
его опоръ. N -я же опора можетъ оставаться свободной. У си- 
л ія  въ  элементахъ и опор, реакц іи  сохраняю тъ во все время 
постоянныя величины. При криволинейномъ равном, движе- 
ніи плоскаго п -уг. кольца достаточно задаться направленіемъ 
движ енія д ву х ъ  его опоръ. Д виж енія остальныхъ опоръ тогда 
опредѣляю тся сами. П ри этомъ движ еніе будетъ или вре- 
меннымъ, если  заданныя двѣ линіи не параллельны  д р у гъ  
д р у гу , или неопредѣленно продолжительнымъ, если обѣ 
линіи параллельны  д р у гъ  д р у гу  (черт. 100), или  заключаются 
между предѣльными кривыми (черт. 101).

Построейіе траекторіи двнясенія опоръ сводится къ  по

Черт. 100. Черт. 101.



строе нію картинъ движенія точекъ механизма но способу, 
напр., шаблона

Зная ур-ія данныхъ кривыхъ, всегда возможно опредѣлить 
ур-ія другихъ линій скольженія. Въ частномъ случаѣ, если

П одвиж ныя кольца и злт няю щ ія  свою форму.

Если кольцо можетъ измѣнять свою форму, то оно должно 
удовлетворять условію

2Æ г  -)- то - j - 1 (стр. 74, глава 11).

Если одинъ изъ элементовъ кольца неподвиженъ, то усло- 
віе 2k =  r  -f- n-\~  1 выражаетъ, что кольцо обращается въ ме
ханизмъ, разсчетъ которыхъ не входить въ нашу задачу. 
На черт. 103 изображенъ механизмъ, для котораго:

Если же при этомъ 2Æ> r - j - » - f - l ,  то каждый узелъ 
кольца при дѣіствіи внѣшнихъ силъ будетъ описывать не-

*__ _ двѣ опоры Е  и D двигаются по концентри-
/  ческимъ кругамъ, то и остальныя опоры

~/  \  будутъ двигаться по концентр, кругамъ.
✓ V 'p r - 'i /  Линіи вліянія аналогичны съ линіями

вліянія при вращеніи кольца около непо-
Черт. 102. движнаго центра (черт. 102).

к  =  5 
п  — 5

Г — 4,

и упомянутое условіе выразится такъ:

2 '.5  =  5 + 4 - f l .

'И'* 2

Черт. 1-03. Черт. 104.



опредѣленны я траекторіи. Н а черт. 104 изображено такое 
кольцо. П ослѣднее мож етъ принять р яд ъ  формъ, образованіе 
которы хъ соверш енно случайно. Подъ дѣйствіемъ внѣш нихъ 
си лъ  это кольцо прим етъ въ  концѣ концовъ устойчивое по- 
ложеніе.

Н аконецъ, кольца безъ неподвиж наго элемента подъ дѣй- 
ствіемъ вн ѣ ш н и хъ  си лъ  сначала измѣнятъ свою форму, а 
потомъ будутъ  двигаться въ  направленіи  равнодѣйствую щ ей 
всѣ х ъ  внѣ ш н ихъ  си лъ .

1 марта 1908 г. Я . Р и ш т .


