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Biindel, Garben und Kohomologie
Vorlesung 3

Lineare Konstruktionen von Vektorbiindeln

Fiir Vektorrdume gibt es eine Vielzahl von Konstruktionen wie die direkte
Summe, das Tensorprodukt, den Dualraum. Wir wollen fiir Vektorbiindel
entsprechende Konstruktionen einfiithren, die faserweise mit den Konstruk-
tionen aus der linearen Algebra iibereinstimmen, aber auch die Abhéngigkeit
der Fasern von der Basis mitberiicksichtigen. Wir werden dabei mit Verkle-
bungsdaten fiir Vektorbiindel arbeiten und die Tatsache heranziehen, dass
es zu zwel Vektorbiindeln auf einem topologischen Raum X stets eine (hin-
reichende feine) offene Uberdeckung von X gibt, beziiglich der beide Biindel
Trivialisierungen besitzen. Insbesondere kann man sich auf den Fall zuriick-
ziehen, wo beide Biindel durch Matrixbeschreibungen gegeben sind. Die Kon-
struktionen spielen sich dann auf der Ebene von Matrixmanipulationen ab.

DEFINITION 3.1. Zu reellen Vektorbiindeln £ und F' auf einem topologischen
Raum X mit Trivialisierungen

Qe E|Uz — Uz x R™
und

/Bil F|U1 —>UZ x R"
nennt man das Vektorbiindel zum Verklebungsdatum

G; = U; x R™ x R"
und
Pij - Gi|UmUj — Gj|UmUj
mit
gol-j(x,v,w) = (l‘, Oéj(Oé;l(w,’U)), 6](5;1(5571”)))
die direkte Summe der Vektorbiindel F und F'. Es wird mit £ @ F bezeichnet.

Wenn E durch die Matrixbeschreibung

wi;: UiNU; — GL,,,(R)
und F' durch die Matrixbeschreibung

Yii: UyNU; — GL,(R),

so erhélt man die Matrixbeschriebung von F @& F', indem man die beiden
Matrizen diagonal zu einer (m + n) x (m + n)-Matrix zusammensetzt und
mit Nullen auffiillt.
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DEFINITION 3.2. Zu reellen Vektorbiindeln £ und F' auf einem topologischen
Raum X mit Trivialisierungen
(o7 E‘U, — Ul x R™

und
51': F’Uz —>UZ x R"
nennt man das Vektorbiindel zum Verklebungsdatum

G; = U; x (R"®@R")
und

vij: Gilvnu, — Giluiny;
mit

pij = (aj00;7") ® (Bj0B")
(dabei wird fiir jeden Basispunkt das Tensorprodukt der linearen Abbildun-
gen genommen) das Tensorprodukt der Vektorbiindel £ und F'. Es wird mit

FE ® F bezeichnet.

Bei gegebenen Matrixbeschreibungen erhélt man die Matrixbeschreibung des
Tensorproduktes durch das sogenannte Kroneckerprodukt. Dabei wird jeder
Eintrag der einen Matrix mit jedem Eintrag der anderen Matrix multipliziert.

DEFINITION 3.3. Zu einem reellen Vektorbiindel £ vom Rang m auf einem
topologischen Raum X mit Trivialisierungen

(07 Ei‘UZ — Uz x R™

und » € N nennt man das Vektorbiindel zum Verklebungsdatum

-

und

vij: Gilv,no, — Giluiny;

mit
T

Pij = /\ (ajoa;t)

(dabei wird fiir jeden Basispunkt das r-te &ulere Produkt der linearen Abbil-
dungen genommen) das r-te duflere Produkt des Vektorbiindels E. Es wird
mit /\" E bezeichnet.

Bei einer gegebenen Matrixbeschreibung von £ erhdlt man die Matrixbe-
schreibung des r-ten dufleren Produktes, indem man sdmtliche Determinan-
ten der r x r-Untermatrizen zu einer Matrix zusammenfasst.

DEFINITION 3.4. Zu einem reellen Vektorbiindel £ vom Rang m auf einem
topologischen Raum X nennt man das m-te dufiere Produkt A™ E das De-
terminantenbiindel von E. Es wird mit det E bezeichnet.
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Das Determinantenbiindel ist ein Geradenbiindel. Die Matrixbeschreibung
ist durch die Determinante gegeben.

DEFINITION 3.5. Zu reellen Vektorbiindeln £ und F' auf einem topologischen
Raum X mit Trivialisierungen

(o7 E|Uz — Ul x R™

und
Bi: Fly, — U; x R"

nennt man das Vektorbiindel zum Verklebungsdatum

Gi = Uz X HOHI]R (Rm,Rn)

und

vij: Gilvnu, — Giluiny;
mit

¢ij(0) = (BioBi") 000 (aioas’)
die Homomorphismenbiindel der Vektorbiindel E und F. Es wird mit
Hom (F, F) bezeichnet.

DEFINITION 3.6. Zu einem reellen Vektorbiindel E auf einem topologischen
Raum X nennt man das Homomorphismenbiindel Hom (£, X x R) das duale
Biindel von E. Es wird mit E* bezeichnet.

Auf einer Mannigfaltigkeit ist das duale Biindel zum Tangentialbiindel das
sogenannte Kotangentialbiindel.

Pragarben

DEFINITION 3.7. Es sei X ein topologischer Raum. Unter einer Prdgarbe F
auf X versteht man eine Zuordnung, die jeder offenen Menge U C X eine
Menge F(U) und zu je zwei offenen Mengen U C V eine Abbildung

pvU: ./T"(V) —)./T"(U)

zuordnet, wobei diese Zuordnung die beiden folgenden Bedingungen erfiillen
mMuss.

(1) ZuU =V ist
pou = ldrw).
(2) Zu offenen Mengen

1st stets

PwUu = PV,U © PW,V-
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Die Abbildungen pyy heiflen dabei Restriktionsabbildungen. Die Mengen
F(U) nennt man auch die Auswertung der Prégarbe an der offenen Men-
ge U.

Grundbeispiele fiir Priagarben (und Garben) sind die folgenden Konstruktio-
nen.

BEISPIEL 3.8. Es seien X und Z topologische Rdume. Jeder offenen Teilmen-
ge U C X kann man die Menge der auf U definierten stetigen Abbildungen
nach Z zuordnen, also

CUU,Z) = {¢:U — Z | ¢ stetig}.

Da man eine stetige Abbildung ¢: U — Z auf jede offene Teilmenge V' C U
einschranken kann und da man zu U C V C W die Einschrankung von W
auf U in einem Schritt oder in zwei Schritten machen kann, erhéilt man eine
Pragarbe.

Ein Spezialfall hiervon wird im folgenden Beispiel formuliert, in dem eine
zusétzliche Struktur, ndmlich ein beringter Raum vorliegt.

BEISPIEL 3.9. Es sei X ein topologischer Raum. Jeder offenen Teilmenge
U C X kann man die Menge der auf U definierten reellwertigen stetigen
Funktionen zuordnen, also

C(U) = C°(U,R) = {f:U — R | f stetig}.

Da man eine stetige Funktion f: U — R auf jede offene Teilmenge V' C U
einschranken kann, erhédlt man eine Prégarbe.

BEISPIEL 3.10. Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Jeder offenen
Teilmenge U C X kann man die Menge der auf U definierten reellwertigen
differenzierbaren Funktionen zuordnen, also

C(U) = CYU,R) = {f : U — R | f stetig differenzierbar}.

Da man eine differenzierbare Funktion f: U — R auf jede offene Teilmenge
V' C U einschrianken kann, erhédlt man eine Prigarbe.

BEISPIEL 3.11. Auf einem topologischen Raum X und zu einer fixierten
Menge M ist die Zuordung, die jeder offenen Menge U C X die Menge
M und jeder Inklusion die Identitdat auf M zuordnet, eine Prigarbe, die die
konstante Prdgarbe heif3t.

Im folgenden Beispiel denke man an ein Vektorbiindel iiber der Basis X.
BEISPIEL 3.12. Es seien X und Y topologische Rdume und es sei
p:Y — X

eine fixierte stetige Abbildung. Diese Situation induziert fiir jede offene Teil-
menge U C X eine stetige Abbildung

Y =p'(U) — U.
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Somit kann man zu U die Menge der auf U definierten stetigen Schnitte zu
p Y (U) — U zuordnen, also

S(U,Y) = {s:U — p '(U) | s stetiger Schnitt zu p}.

Da man einen stetigen Schnitt auf jede offene Teilmenge V' C U einschrianken
kann, wobei der Bildbereich entsprechend auf p~'(V) eingeschrinkt wird,
erhédlt man eine Préagarbe.

Aufgrund dieses wichtigen Beispiels nennt man ein Element s € F(U) auch
einen Schnitt der Pragarbe F {iber U. Fiir die Einschréinkung eines Schnittes
auf eine kleinere offene Menge V' C U schreibt man auch suggestiver

slv = puv(s).
DEFINITION 3.13. Zu einer Prigarbe F auf einem topologischen Raum X

heifit eine Priagarbe G eine Unterprdagarbe von F, wenn G(U) C F(U) fiir
jede offene Teilmenge U C X ist.

Da differenzierbare Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit insbesondere stetig
sind, bildet die Priagarbe der differenzierbaren Funktionen eine Untergarbe
der Pragarbe der stetigen reellwertigen Funktionen.

Prigarben mit Strukturen

DEFINITION 3.14. Eine Priagarbe F auf einem topologischen Raum X heifit
Prigarbe von Gruppen, wenn zu jeder offenen Menge U C X die Menge
F(U) eine Gruppe und zu jeder Inklusion U C V die Restriktionsabbildung

pvu: F(V) — FU)
ein Gruppenhomomorphismus ist.

DEFINITION 3.15. Eine Priagarbe F auf einem topologischen Raum X heifit
Prdgarbe von kommutativen Ringen, wenn zu jeder offenen Menge U C X
die Menge F(U) ein kommutativer Ring und zu jeder Inklusion U C V die
Restriktionsabbildung

pvu: F(V) — F(U)

ein Ringhomomorphismus ist.

BEMERKUNG 3.16. Eine Prigarbe F auf einem topologischen Raum (X, 7))
kann man als einen kontravarianten Funktor

F: T — MEN

auffassen, wobei 7 im Sinne von Beispiel Anhang 1.11 als Kategorie aufge-
fasst wird. Eine Pragarbe von kommutativen Gruppen ist entsprechend ein
kontravarianter Funktor in die Kategorie der kommutativen Gruppen, eine
Pragarbe von kommutativen Ringen ist ein kontravarianter Funktor in die
Kategorie der kommutativen Ringe, u.s.w.
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DEFINITION 3.17. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die zugleich
ein topologischer Raum ist derart, dass die Verkniipfung

GxG— G, (g,h) —> goh,
und die Inversenbildung
G—G,g— g1,

stetige Abbildungen sind.

Topologische Gruppen sind (R, +), (R \ {0},-), (C,+), (C\ {0},-), (R",+),
(S, mit der Winkeladdition), die allgemeine lineare Gruppe GL,(R) bzw.
GL,(C). Man kann jede Gruppe mit der diskreten Topologie zu einer topo-
logischen Gruppe machen.

Zu einem topologischen Raum X ist die Mengen der stetigen Abbildungen
von X in eine topologische Gruppe G mit der natiirlichen Verkniipfung selbst
eine Gruppe. Die Einschriankung auf eine offene Teilmenge von X ist dabei
ein Gruppenhomomorphismus. Daher ist die Zuordnung

U CU,G)

eine Pragarbe von Gruppen auf X.

Halme von Pragarben

Eine grundliegende Idee von Vektorbiindeln und Prégarben ist, lokale und
globale Eigenschaften von geometrischen Objekten sinnvoll zu trennen und
ihr Wechselspiel zu verstehen. Eine lokale Eigenschaft ist beispielsweise eine,
die auf ,kleinen“ offenen Mengen gilt. Oft mdchte man aber kleine offene
Mengen durch noch kleinere offene Mengen ersetzen, insbesondere, um das
Verhalten in einer beliebig kleinen Umgebung eines Punktes verstehen zu
konnen. Dafiir fithren wir die folgenden Konzepte ein.

DEFINITION 3.18. Sei X ein topologischer Raum. Ein System F' aus offenen
Teilmengen von X heiBt Filter, wenn folgende Eigenschaften gelten (U, V
seien offen).

(1) X eF.
(2) Mit U € Fund U C Vist auch V € F.
(3) Mit U € Fund V € Fist auch UNV € F.

Die wichtigsten Filter sind fiir und die Umgebungsfilter zu einer Punkt, der
aus allen offenen Mengen eines fixierten Punktes besteht.

DEFINITION 3.19. Eine geordnete Menge (I, <) heifit gerichtet geordnet oder
gerichtet, wenn es zu jedem i,j € I ein k € I gibt mit 7,7 < k.

Wir fassen einen topologischen Filter als eine durch die Inklusion geordnete
Menge auf. Aus der Durchschnittseigenschaft eines Filters ergibt sich, dass
eine gerichtete Menge vorliegt (Es ist dabei ,,x=2%).



DEFINITION 3.20. Sei (I, <) eine geordnete Indexmenge. Eine Familie
M;,1el,

von Mengen nennt man ein geordnetes System von Mengen, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Zu i < j gibt es eine Abbildung ¢;;: M; — M;.

Ist die Indexmenge zusétzlich gerichtet, so spricht man von einem gerichteten
System von Mengen.

Wenn die beteiligten Mengen M; allesamt Gruppen (Ringe) sind und alle Ab-
bildungen zwischen ihnen Gruppenhomorphismen (Ringhomomorphismen),
so spricht man von einem geordneten bzw. gerichteten System von Gruppen
(Ringen).

DEFINITION 3.21. Es sei M;, i € I, ein gerichtetes System von Mengen. Dann
nennt man

colim ;e; M; = WiefM;/ ~

den Kolimes (oder induktiven Limes) des Systems. Dabei bezeichnet ~ die
Aquivalenzrelation, bei der zwei Elemente m € M; und n € M; als dquivalent
erkldrt werden, wenn es ein k € I mit ¢, j < k£ und mit

pir(m) = @jr(n)
gibt.

Bei dieser Definition ist insbesondere ein Element s; € M; dquivalent zu
seinem Bild ¢i(s;) € My fir alle i < k. Wenn ein gerichtetes System
von Gruppen (Ringen) vorliegt, so kann man auf dem soeben eingefiihrten
Kolimes der Mengen auch eine Gruppenstruktur (Ringstruktur) definieren.
Dies beruht darauf, dass zwei Elemente in diesem Kolimes, die durch s; €
M, und s; € M; représentiert seien, mit ihren Bildern in My (i,j < k)
identifiziert werden konnen. Dann kann man dort die Gruppenverkniipfung
erklédren, siehe Aufgabe 3.13. Unser Hauptbeispiel fiir ein gerichtetes System
ist das durch einen topologischen Filter gerichtete System zu einer Priagarbe
F auf X, also das System

F(U),U€F.

DEFINITION 3.22. Zu einer Priagarbe F auf einem topologischen Raum X
und einem Punkt P € X nennt man

Fp = colim pepT'(U, F)
den Halm der Pragarbe im Punkt P.
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Insbesondere gibt es zu jedem Schnitt s € F(U) und jedem Punkt P € U
ein eindeutig definiertes Element sp € Fp, das der Keim von s im Punkt P
heifit. Die Abbildung

]:(U) —>]:p, S +—— Sp,
heifit Restriktionsabbildung und wird mit py p bezeichnet. Zu P € V. C U
kommutiert das Diagramm
FU)y "% Fw)
pup N\ 4 pv,p
Fp .

Etwas allgemeiner ist die folgende Definition.

DEFINITION 3.23. Zu einer Prigarbe G auf einem topologischen Raum X
und einem topologischen Filter F' nennt man

Gr = colim yepl'(U, G)
den Halm der Pragarbe im Filter F.

Homomorphismen von Prégarben

DEFINITION 3.24. Es seien F und G Prégarben auf einem topologischen
Raum X. Ein Homomorphismus von Prigarben
p: F—G

ist eine Familie von Abbildungen

v F(U) — G(U)
fiir jede offene Menge U C X derart, dass zu jeder offenen Inklusion U C V
das Diagramm

FU) 25 G(U)

puy { puv
F(V) 25 G(v)

kommutiert.

DEFINITION 3.25. Ein Homomorphismus von Pragarben ¢: F — G auf X
hei3t Isomorphismus, wenn fiir jede offene Teilmenge U C X eine Bijektion

F(U) — G(U) vorliegt

LEMMA 3.26. Es sei X ein topologischer Raum und seien F,G,H Pragarben
auf X. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Die Identitdt
F—F

st ein Homomorphismus von Prdgarben.
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(2) Wenn ¢: F — G und: G — H Homomorphismen von Prdagarben
sind, so ist auch die Verkniipfung 1) o ¢ ein Homomorphismus von
Prigarben.

(3) Zu einer Unterprdagarbe F C G ist die natirliche Inklusion ein Ho-
momorphismus von Prdgraben.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.17. O

LEMMA 3.27. Ein Morphismus von Prdgarben
p: F—¢G
auf einem topologischen Raum X definiert fir jeden Punkt P € X eine
Abbildung
op: Fp—> Gp
zwischen den Halmen, die mit den Restriktionsabbildungen vertrdaglich sind.
Das heifit, dass zu P € U die Diagramme
FU) 5 GU)
pu,p b pu,p
Fp =5 Gp

kommutativ sind.
Beweis. Sei s € Fp. Das bedeutet, dass es eine offene Umgebung U, P €
U C X, und ein s € F(U) mit pyp(s) = sp gibt. Wir setzen

pp(s) = pup(eu(s))
an und miissen zeigen, dass dies wohldefiniert, also unabhéngig vom gewéhl-
ten Représentanten s (und U) ist. Sei t € F(V) ein weiterer Repréasentant.
Wegen sp = tp gibt es eine offene Umgebung

PeWCUnNnV
mit sl = t|w. Somit ist
ou(s)lw = ew(slw) = pw(tlw) = wv(t)|w
und somit ist erst recht

pu.pr(pu(s)) = pvr(pv(t)).
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