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Vorlesung 41

So gerne Vorli als Vorlesungshund arbeitet, hinterher ist sie doch ganz schén
ausgepowert von all der Energie, die sie zum Flielen gebracht hat. Da braucht sie
erstmal ein Nickerchen um zu regenerieren.

Differentialgleichungen héherer Ordnung

Viele physikalische Bewegungsprozesse sind nicht dadurch determiniert, dass
zu jedem Zeit- und Ortspunkt die Bewegungsrichtung (also die gerichtete
Geschwindigkeit) vorgegeben wird, sondern dadurch, dass zu jedem Zeit-
und Ortspunkt eine Kraft auf ein Teilchen wirkt, die dieses beschleunigt. In
diesem Fall kann die Bewegung also nicht durch die erste Ableitung (Ge-
schwindigkeit) modelliert werden, sondern durch die zweite Ableitung (Be-
schleunigung). Typische Beispiele hierzu sind die durch die Gravitation oder
eine Federkraft hervorgerufenen Bewegungen.

BeispiEL 41.1. Ein Gegenstand der Masse m wird im Vakuum aus einer
Hohe 0 zum Zeitpunkt 0 losgelassen und fallt unter dem Einfluss der Gra-
vitation zu Boden (freier Fall im Vakuum). Dabei wirkt auf den Kérper die
Gravitationskraft gm (die Erdbeschleunigung g nehmen wir fiir diesen Be-
wegungsvorgang als konstant an), die ihn nach dem Gesetz ,, Kraft ist Masse
mal Beschleunigung® beschleunigt. Die Beschleunigung ist also konstant und
unabhéngig von der Masse. Dies bedeutet, dass die Geschwindigkeit v(t) des
Korpers die Differentialgleichung

Vi(t) =~y
erfiillt (die Wahl des Vorzeichens bewirkt, dass der Korper ins Negative fillt).

Die durch die Anfangsbedingung (der Gegenstand ruhe zum Zeitpunkt 0)
v(0) = 0 festgelegte Losung fiir die Geschwindigkeit ist daher

v(t) = —gt.



2

Der zuriickgelegte Weg y(t) des Korpers ergibt sich wiederum aus der Diffe-
rentialgleichung

y(t) = v(t) = —gt,
die besagt, dass die Ableitung des Weges nach der Zeit die Momentange-
schwindigkeit beschreibt. Die Losung davon ist

g .2
t) = —2¢2.
y(t) 5

Den Gesamtvorgang kann man durch die Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

Yy = —g
ausdriicken.
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BEISPIEL 41.2. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes auf einer Gera-
den, wobei die auf den Punkt (in Richtung des Nullpunkts) wirkende Kraft
(bzw. Beschleunigung) proportional zur Lage des Punktes sein soll. Wenn der
Punkt sich in R, befindet und sich in die positive Richtung bewegt, so wirkt
diese Kraft bremsend, wenn er sich in die negative Richtung bewegt, so wirkt
die Kraft beschleunigend. Mit der Proportionalitatskonstante 1 gelangt man
zur Differentialgleichung (zweiter Ordnung)

!

Yy =Y,
die diesen Bewegungsvorgang beschreibt. Als Anfangsbedingung wéhlen wir
y(0) = 0 und ¢/'(0) = v, zum Zeitpunkt 0 soll die Bewegung also durch den
Nullpunkt gehen und dort die Geschwindigkeit v besitzen. Man kann sofort
die Losung
y(t) = v-sint
angeben.

BEISPIEL 41.3. Ein Gegenstand der Masse m wird aus der Hohe losgelassen
und fallt unter dem Einfluss der Gravitation zu Boden. Dabei wirkt auf den
Korper einerseits die Gravitationskraft gm (die Erdbeschleunigung ¢ neh-
men wir fiir diesen Bewegungsvorgang als konstant an), die ihn beschleunigt,
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andererseits wird diese Beschleunigung durch den Luftwiderstand verringert.
Nach einem physikalischen Gesetz ist die Reibung (bei relativ kleinen Ge-
schwindigkeiten) proportional und entgegengesetzt zur Geschwindigkeit des
Korpers. Es sei g der Reibungswiderstand, also dieser Proportionalitatsfak-
tor. Die auf den Korper (nach unten) wirkende Gesamtkraft ist daher

F(t) = gm — By'(t).
Wegen
F(t
i~ FO
m
gilt daher fiir diesen Bewegungsvorgang die Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

y// _ _ﬁy/ +g.
m
Die Losungsfunktionen dazu sind
m s, gm
y(t) = —c—e m' +=—t+d
5 g

mit beliebigen Konstanten ¢, d € R. Siehe Aufgabe 41.4.

DEFINITION 41.4. Es sei I C R ein offenes Intervall, U C R"™ offen und
h: IxU—R

eine Funktion. Dann nennt man den Ausdruck

y™ = h(ty gy Y)
eine Differentialgleichung der Ordnung n.
Unter einer Ldsung einer Differentialgleichung héherer Ordnung versteht
man eine n-mal differenzierbare Funktion

y: J— R, t — y(t)
(wobei J C I ein offenes Teilintervall ist) derart, dass
y(n) (t) = h(t,y(), y/<t>? y//(t>7 e 7y(n_l)(t))

fiir alle t € J gilt.

Differentialgleichungen beliebiger Ordnung kénnen unter Inkaufnahme von
neuen Variablen auf ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung zuriick-
gefiihrt werden.

LEMMA 41.5. Es sei I C R ein Intervall, U C R" eine offene Menge und
h: IxU—R
eine Funktion. Dann ist die Differentialgleichung héherer Ordnung

y" =ht,y vy, y"Y)

tiber die Beziehung
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dquivalent zum Differentialgleichungssystem

Vo U1
(%1 V2
Up—2 Up—1
Up—1 h(t,vo,v1, .., Vn-1)
Beweis. Wenn
y: J—R

eine Losung der Differentialgleichung héherer Ordnung

y" = bty v,y ..y )

ist, so sind alle Funktionen v; = y® fiiri = 0,...,n— 1 differenzierbar, und
es gilt v, = v;4q fiir i = 0,...,n — 2 nach Definition und schliellich
n—1)\/
) = (") @)
= y"(1)

= h(ty),y®),y" (1), ...,y V(1))
= h(t, Uo(t), Ul(t), Ug(t), c. ,?}nfl(t)).
Wenn umgekehrt
v: J—R"

eine Losung des Differentialgleichungssystems zum Vektorfeld

F:IxU —>Rn,<t,1}0,...,’l}n,1) l—)F(t,Uo,...,Unfl)
= (Ula v 7vn—17h(ta1}0av17 v 7Un—1))7

ist, so ergibt sich sukzessive aus den ersten n — 1 Gleichungen, dass y = vy
n-mal differenzierbar ist, und die letzte Gleichung des Differentialgleichungs-
systems besagt gerade

y ™M (t) = hty@t),y'(0).y"(1t),...,y" (1)),
0

Mit dieser Umformung ist auch klar, wie sinnvolle Anfangsbedingungen fiir
eine Differentialgleichung héherer Ordnung aussehen. Man muss nicht nur
einen Startwert y(ty) = wy, sondern auch die hoheren Ableitungen v'(to) =
wy, Y (tg) = we, usw. festlegen.

Es ist im Allgemeinen schwierig, eine Differentialgleichung explizit zu lésen.
Wir besprechen daher zunéchst zwei approximierende Verfahren, ndmlich das
eulersche Polygonzugverfahren und den Potenzreihenansatz.



Polygonzugverfahren

Mit dem (eulerschen) Polygonzugverfahren wird die Losungskurve einer Dif-
ferentialgleichung diskret approximiert.

A
A, A3 A,
A;

Ag

VERFAHREN 41.6. Es sei ein Vektorfeld

F: G— R
auf einer offenen Menge G C R x R? und eine Anfangsbedingung y(ty) =
P € R? gegeben. Das eulersche Polygonzugverfahren funktioniert folgen-

dermaflien: Man wahlt eine Schrittweite s > 0 und berechnet rekursiv die
Punktfolge P,, n € N, durch Py = P und

P,y = P, + sF(to+ns, P,).

Zu einem schon konstruierten Punkt P, wird also das s-fache des Richtungs-
vektors zum Zeitpunkt ¢y + ns an diesem Punkt hinzuaddiert. Dies funktio-
niert nur, solange die Punkte im Definitionsbereich des Vektorfeldes liegen.
Der zu dieser Punktfolge gehorende Streckenzug oder Polygonzug

5: Rsyy —> RY
ist die lineare Interpolation mit §(tg + ns) = P,, d.h. fiir ¢t mit ¢ty + ns <
t <ty+(n+1)sist

t—1ty —ns

it) = P, + (Poy1 — P).

Dieser Streckenzug o stellt eine stiickweise lineare Approximation der Lo-
sungskurve des Anfangswertproblems dar. Fiir eine kleinere Schrittweite wird
die Approximation im Allgemeinen besser.

BEISPIEL 41.7. Bei einer ortsunabhéngigen Differentialgleichung
y = g(t)
ergibt sich y einfach als eine Stammfunktion zu g. Wendet man in dieser

Situation Verfahren 41.5 zum Startzeitpunkt ¢y, zum Startpunkt ¢ und zur
Schrittweite s an, so ergibt sich die rekursive Beziehung

Py=cund P,;1 = P, + sg(ty + ns) .
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Dabher ist offenbar
P, = c+s(g(to) +g(to +5) + g(to +25) +--- + g(to + (n — 1)s)).

D.h. dass man zu dem Ausgangswert ¢ das Treppenintegral zur dquidistanten
Unterteilung to, to+s, to+2s, . . ., to+(n—1)s (und zur durch g(tp+ks) auf dem
Teilintervall [to+ ks, to+ (k+1)s] gegebenen Treppenfunktion) hinzuaddiert.
Der zugehorige Streckenzug ist die (stiickweise lineare) Integralfunktion zu
dieser Treppenfunktion.

BEISPIEL 41.8. Wir wollen fiir das Differentialgleichungssystem
o\ (2P —ty\

gemafl Verfahren 41.5 einen approximierenden Streckenzug berechnen. Wir
wihlen die Schrittweite s = %. Somit ist

und

1 2
Py = P+ —=F—,P
3 2+ 10 (107 2)
1211 1 (1211)2 _ 2 1011
= (i89?) + 10 ( 10907 1511 1010111000)

1000 10 ~ 1000 = 1000

1211 1/ 1264321
_ (@) L (%223828)
1000 10 10000000
133743210
_ <i88828829) |

100000000




Potenzreihenansatz

Nicht alle Differentialgleichungen sind explizit l6sbar, und selbst wenn es ei-
ne explizite Losung gibt, so ist es hdufig schwierig, diese zu finden. Statt
der vollen Information einer Losungskurve begniigt man sich haufig mit der
Teilinformation, die in der Taylor-Entwicklung der Kurve (bis zu einem be-
stimmten Grad) enthalten ist, d.h. man bestimmt gewisse Ableitungen der
Kurve zu einem bestimmten Zeit- und Ortspunkt. Diese Information kann
man héaufig direkt aus der Differentialgleichung ablesen, ohne die Losungs-
kurve zu bestimmen. Diese Vorgehensweise setzt voraus, dass das Vektorfeld
durch ,analytische® (beispielsweise polynomiale) Daten gegeben ist.

VERFAHREN 41.9. Es sei ein Anfangswertproblem
' = F(t,z) mit 2(0) = (cq,...,¢,) €ER"
zu einem Vektorfeld
F: I xR"—R"
gegeben, wobei die Komponentenfunktionen F;, ¢ = 1,...,n, polynomial
(oder durch Potenzreihen gegeben) seien. Dann lésst sich ein Potenzreihen-
ansatz fir die Losung durchfithren. Das bedeutet, dass man den Ansatz

T, = Z;io ap;t* mit unbestimmten Koeffizienten a;; macht, und diese Ko-
effizienten (bis zu einem gewiinschten Grad) aus den n Gleichungen

z(t) = Fi(t,z1(t),...,2,(t))
sukzessive bestimmt. Die Anfangsbedingung
2;(0) = ap; = ¢

legt dabei die konstanten Koeffizienten fest. In das Differentialgleichungssy-
stem werden die Potenzreihen links und rechts eingesetzt und ausgewertet,
wobei die Ableitung links formal zu nehmen ist und rechts die Reihen formal
zu addieren und zu multiplizieren sind. Dies ergibt Gleichungen fiir Potenz-
reihen in ¢, die durch Koeffizientenvergleich, beginnend mit den Koeffizienten
von kleinem Grad, gelost werden konnen.

BEISPIEL 41.10. Wir betrachen das Anfangswertproblem
Y = y*t —y + 4+ €' mit y(0) =0

und wollen es mit einem Potenzreihenansatz losen. Sei also

y(t) = Zaktka
k=0

die auszuwertende Potenzreihengleichung ist somit

00 ! 00
(Z aktk> = Z k?(lktk_l
k=1

k=0



oo 2 o0 o
_ (Z aktk) t— ;aktk +43 4 kz:% %tk.

k=0

Die Anfangsbedingung legt ag = 0 fest. Fiir den konstanten Term (also zu
t%) ergibt sich aus der Potenzreihengleichung

a; = —Qo + 1 =1.
Fiir ¢! ergibt sich
209 = a3 —ay; +1 = 0.

Fiir ¢? ergibt sich

1
3az = 2 — - = =
as apay — az + 5 5
also ist a3 = %. Fiir 3 ergibt sich
9 1 1 1
day = 2apa0+a7 —az+1+—- =1—=-+1+- =2,
6 6 6
also ist ay = 3. Fiir t* ergibt sich
5 2 +2 + L + ! =
as = 2apa Gy — Gy + — = —— + — = ——
5 0a3 102 = g+ 57 5 T o1 o1
also ist a5 = —%. Die Taylor-Entwicklung der Losungskurve bis zur Ord-
nung 5 ist demnach
1 1 11
t+ =+ ot — —1°.
* 6 i 2 120

BEISPIEL 41.11. Wir betrachten das Anfangswertproblem
! .2
<§) = (tmqg; _%) mit £(0) = 0 und y(0) =1

und machen den Potenzreihenansatz () = > -, axt” und y(t) = S22, bit".
Aufgrund der Anfangsbedingung ist

ap=0und by =1.

Das Differentialgleichungssystem fiihrt auf die beiden Potenreihengleichun-
gen

iaktk)/ = f:k:aktk_l = t(f: aktk) — <§: bkt’“)Z
k=0 k=1 k=0 k=0

und

oo / o o o
Zbktk> =Y kiytt = (Z a,ﬁ) (Z bkt’“) — £,
k=0 k=1 k=0 k=0

die wir gradweise auswerten. Fiir den Grad 0 (der Potenzreihengleichungen)
ergeben sich daraus die beiden Gleichungen

aq :—b%:—l und b1 :aobozo.



Fiir den Grad 1 ergeben sich daraus die beiden Gleichungen

2@2 = ag — 2b0b1 =0 und 2b2 = CL()bl + a1b0 =-1 s

also ist as = 0 und by = —%. Fiir den Grad 2 ergeben sich daraus die beiden
Gleichungen
3a3:a1 —2b0b2—b%: —14+1=0und 3bgza0b2+a1b1+a2bo—1 = —1,
also ist az3 = 0 und b3 = —%. Fiir den Grad 3 ergeben sich daraus die beiden
Gleichungen

2 1
4CL4 = Q9 — 2b0()3 — 2[)1()2 = 5 und 4b4 = (Iobg + a1b2 + Clgbl + agbo = 5 s

also ist a4 = % und by = %. Die Taylor-Entwicklung der Lésungskurve bis zur
Ordnung 4 ist demnach
1 1 1

1
S [t e I
( +6’ 2 3 +8

BEMERKUNG 41.12. Eine Differentialgleichung hoherer Ordnung

y" = gty vy y"Y)

kann man entsprechend Bemerkung 41.8 mit einem Potenzreihenansatz, also

mit einem Ansatz der Form
o

y(t) = > at*

k=0

mit unbestimmten Koeffizienten ay, (bis zu einer gewissen Ordnung) l6sen.
Dazu muss die Funktion g polynomial (oder durch eine Potenzreihe gegeben)
sein. Damit die Losung eindeutig ist, miissen zusétzlich Anfangsbedingungen

y(0) = bo,y/(0) = by, ...,y "(0) = b,y

vorgegeben sein. Die Koeffizienten a; werden sukzessive unter Verwendung
der Differentialgleichung und der Anfangsbedingungen gelost.

BEISPIEL 41.13. Wir betrachen das Anfangswertproblem
y" =9y +sint mit y(0) =0 und ¢'(0) =1

und wollen es mit einem Potenzreihenansatz losen. Sei also

[e.9]

y(t> = Z aktkv

k=0
die auszuwertende Potenzreihengleichung ist somit

< E aktk> = k?(k? — 1)aktk_2
k=0
oo (0. ] oo 1
_ k—1 . k _1\n 2n+1
- (E kait > (1;_0 axt ) +n§ (—1) —(2n+ 1)!15 )

k=1 =0
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Die Anfangsbedingung legt ag = 0 und a; = 1 fest. Fiir den konstanten Term
(also zu t°) ergibt sich aus der Potenzreihengleichung
2@2 = ai1ag9 = 0,
also ist as = 0. Fiir ¢! ergibt sich

6as = a3 + 2axa9 +1 = 2

—_

also ist a3 = 3. Fiir t? ergibt sich
12@4 = aias + 2@2@1 + 3&30,0 = 0,

. Fiir #® ergibt sich

e}

also ist a4 =

2 4 1 7
20a5 = ajaz + 2a5 + 3asay + 4aqgap — 63 6" &
also ist a5 = %. Die Taylor-Entwicklung der Losungskurve bis zur Ordnung

5 ist demnach
t+ 11&3 + ! o
3 120
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