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1 Summa- ja tuloperiaate

Summaperiaate
Oletetaan, etta
tehtava 1 voidaan suorittaa n, tavalla,
tehtava 2 voidaan suorittaa ng tavalla ja etta
tehtavia ei voi suorittaa samanaikaisesti.
Silloin on
ny + ny tapaa suorittaa joko tehtava 1 tai 2.

Huom. Summaperiaate piatee my0s useampaan kuin kahteen tehtavaan.

Huom. Joukko-opin merkinnoin summaperiaate voidaan kirjoittaa muodossa
|Ay U AU -~ UA,| = AL + |As| + -+ + |As],
missd A; N A; = () aina, kun i # j.

Tuloperiaate
Oletetaan, etté tarkasteltava tehtdva voidaan jakaa 2 osatehtavaan.
Edelleen oletetaan, etta
osatehtavista 1. voidaan suorittaan n; tavalla
ja
osatehtavista 2. voidaan suorittaan my tavalla sen jalkeen, kun 1. osatehtavéa on
suoritettu.
Silloin koko tehtava voidaan suorittaa ng - ny tavalla.

Huom. Tuloperiaate voidaan yleistaa jaoksi useampaan kuin kahteen osatehtavaan.

Huom. Joukko-opin termein tuloperiaate voidaan kirjoittaa muodossa

IAy % Ay X -+ x Ay| = |Ay] - [As] -+ | Ay

Erotusperiaate
Oletetaan, etta tehtdva voidaan suorittaa n tavalla, joista r (0 < r < n) tapaa ei ole
sallittua. Silloin sallittuja tapoja on n — r kpl.

Huom. Erotusperiaate joukko-opin termein: Jos B C A, niin |A\ B| = |A| — |B|.



2 Permutaatiot ja kombinaatiot

2.1 Joukon permutaatio

Maaritelma Joukon A permutaatio on joukon A bijektio itselleen.

Permutaatiota merkitddn usein symbolilla 7. Esimerkiksi kuvaus 7 : Z — Z, 7(i) =
141 on joukon Z permutaatio. Yleensa tutkitaan aarellisten joukkojen permutaatioita.

Esimerkki 2.1.1 Jos A= {1,2,3}, niin7m: A— A, n(l)=1, n(2) =3, 7(3) =2 on
joukon A (yksi) permutaatio.

Olkoon nyt X = {x1,29,...,2,} ja 7 joukon X jokin permutaatio. Silloin merkinnén
7 ohella kdytetaan myos merkintoja

(o )

(m(@1), m(@s), - (@)

ja

Esimerkin 2.1.1 permutaatiot voidaan siis kirjoittaa myos muodoissa
1 2 3
13 2

(1,3,2).

ja

Maaritelma Jos |A| = n ja 0 < k < n, niin joukon A k-permutaatio on joukon A
k-alkioisen osajoukon permutaatio. Erityisesti n-permutaatio on permutaatio.

Esimerkki 2.1.2 Jos A = {1,2,3,4}, niin (4, 1,3) on joukon A (yksi) 3-permutaatio.
Huom. Permutaatiota voidaan pitaa

i) jarjestettyna joukkona,

ii) lukujonona, jossa mikdén jonon jésen ei esiinny yhté kertaa useammin.

Merk. P(n,r) on n-alkioisen joukon r-permutaatioiden lukumééra.

Lause 2.1.1 P(n7r) = n(n - 1)(” - 2) T (TL —r+ 1)7 ts. P(n,r) - (nTr)!‘
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Tod. Kaytetaan tulosaantoa. Jaetaan r-permutaation muodostus r osatehtavaan.

Valitaan 1. alkio, jolloin on n vaihtoehtoa.
Valitaan 2. alkio, jolloin on n—1 vaihtoehtoa.

Valitaan 3. alkio, jolloin on n—2 vaihtoehtoa.

Valitaan r. alkio, jolloin on n — (r —1) vaihtoehtoa.

Tulosdannon mukaan saadaan vaite.

Huom. Lause 2.1.1 antaa vastauksen seuraaviin kysymyksiin.

1) Kuinka monella tavalla n eri esineestd voidaan valita r kpl, kun sama esine
voidaan valita vain kerran ja kun valinnan jarjestyksella on merkitysta?

2) Kuinka monella tavalla r eri esinettd voidaan asettaa n erilaiseen laatikkoon, kun
kuhunkin laatikkoon asetetaan korkeintaan 1 esine?

Harj. Todista, etta n-alkioisen joukon kaikkien jarjestettyjen osajoukkojen lkm on
le-n!].

2.2 Joukon kombinaatio

Maaritelma Kombinaatio on synonyymi joukon kéasitteelle. Jos joukossa S on n
alkiota ja 0 < k < n, niin joukon S k-kombinaatio on joukon S k-alkioinen osajoukko.
Erityisesti n-kombinaatio on joukko S itse ja 0-kombinaatio on tyhja joukko ().

Esimerkki 2.2.1 Joukko {1,3,4} on joukon {1,2,3,4} (yksi) 3-kombinaatio.
Merk. C(n,r) on n-alkioisen joukon r-kombinaatioiden lkm.

Lause 2.2.1 |
Cln,r) = ——

- ri(n—r)V
_ /n e fn : : :
ts. C(n,r) = (T), missa <T) on binomikerroin.

Tod. n-alkioisen joukon r-permutaation muodostaminen voidaan jakaa 2 osaan:

1) muodostetaan r-kombinaatio, C/(n,r) tapaa,

2) jérjestetdan r-kombinaatio, P(r,r) tapaa.
Tuloséénnon mukaan r-permutaatioita on C'(n,r)- P(r,r) kpl. Toisaalta Lauseen 2.1.1
mukaan r-permutaatioita on P(n,r) kpl. Siis

C(n,r)- P(r,r) = P(n,r),
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joten
P(n,r) nl/(n—7r)! n!

Cln.r) = P(r,r)  rl/(r—7)  rlln—7r)

Huom. Lause 2.2.1 antaa vastauksen seuraaviin kysymyksiin.

1) Kuinka monella tavalla n eri esineestéd voidaan valita r kpl, kun sama esine
voidaan valita vain kerran ja kun valinnan jarjestyksella ei ole merkitysta?

2) Kuinka monella tavalla r samanlaista esinettd voidaan asettaa n erilaiseen laatik-
koon, kun kuhunkin laatikkoon asetetaan korkeintaan 1 esine?

2.3 Multijoukon permutaatio

Multijoukolla tarkoitetaan sellaista joukon yleistysta, jossa sama alkio voi esiintya
monta kertaa ja jossa alkioiden esiintymiskerrat otetaan huomioon. Sen sijaan alkioiden
jarjestyksella ei ole merkitysta.

Multijoukko M = {ry - 1,79 - 9, ..., - ,,} on multijoukko, jossa alkio x; esiintyy r;
kertaa, missd 1 < r; < 0o ja r; on alkion x; ns. toistoluku (i = 1,2,...,n).

Olkoon r € Z*. Silloin multijoukon M r-permutaatio on r alkion jono, jonka elementit
ovat joukon {zi,z,...,x,} alkioita ja jossa alkio z; esiintyy korkeintaan r; kertaa
(t=1,2,...,n). Esimerkiksi jono (x1, z3, 1) on multijoukon {3 -z, 2 x5,00- x3} yksi
3-permutaatio. Huomaa, ettd esimerkiksi jono (x3,z1,2;) on multijoukon {3 - 1,2 -
Tg9,00 - T3} eri 3-permutaatio kuin (xy, x3,x1).

Lause 2.3.1 Multijoukon {cc - 1, ...,00 - x,} r-permutaatioiden lukumddrd on n'.

Tod. r-permutaation jokainen elementti voidaan valita n tavalla.

Huom. Lause 2.3.1 antaa vastauksen seuraaviin kysymyksiin.

1) Kuinka monella tavalla n eri esineestd voidaan valita r esinettéd, kun sama esine
voidaan valita useammin kuin kerran ja kun valinnan jarjestykselld on merki-
tysta?

2) Kuinka monella tavalla r eri esinetta voidaan asettaa n erilaiseen laatikkoon, kun
yhteen laatikkoon voidaan laittaa useampi kuin yksi esine?

Lause 2.3.2 Multijoukon {ry - x1,...,7ry - T} r-permutaatioiden lukumddrd on

rl

rilrgl oyl

miss@ r =11+ 19+ -+ 1y, (jar; it ovat ddrellisid).
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Tod. Permutaatiossa on paikkoja r kpl. Paikkojen tayttaminen voidaan jakaa n osaan:

1) Sijoitetaan alkiot 1 (r; kpl) vapaisiin paikkoihin (r kpl):

T
( )tapaa.
1

2) Sijoitetaan alkiot xo (9 kpl) vapaisiin paikkoihin (r — r; kpl):

r—nr
( )tapaa.
)

Jatketaan néin kunnes paastaan viimeiseen osaan.

n) Sijoitetaan alkiot z,, (r, kpl) vapaisiin paikkoihin (r — 7y — .-+ —r,_1 kpl):

(T—h—~~—7’n_1>
tapaa.
Tn

Tulosdannon mukaan tapoja on

() )

eli
rl

rilrgl oyl

2.4 Multijoukon kombinaatio

Olkoon r € Z*. Multijoukon M = {ry - zy,...,7, - x,} r-kombinaatio on multijoukko
{s1-21,...,8p-x,}, missd Y1 18, =rja0<s; <r; (1 =12,...,n). Jos toistoluku
s; on = 0, niin alkio x; ei kuulu multijoukkoon {s; - z1,...,s, - x,}.

Esimerkki 2.4.1 Multijoukko {2-x9,7 23} on multijoukon {3-z1,2 9,00 23} (yksi)
9-kombinaatio.

Lause 2.4.1 Multijoukon {co - 1, ...,00 - x,} r- kombinaatioiden lukumddrd on

)



Tod. n-alkioisen multijoukon jokaista r-kombinaatiota vastaa lista, jossa on n — 1
pystyviivaa ja r tahted, ja painvastoin. Pystyviivat erottavat listasta n solua ja 7. solun

tahtien lkm ilmoittaa ¢. alkion lkm:n kombinaatiossa. Tallaisia listoja on (H:*l) kpl.

Huom. Lause 2.4.1 antaa vastauksen seuraaviin kysymyksiin.

1) Kuinka monella tavalla n eri esineestd voidaan valita r esinettd, kun sama esine
voidaan valita useammin kuin kerran ja kun valittujen esineiden jarjestyksella ei
ole merkitysta?

2) Kuinka monella tavalla r samanlaista esinetté voidaan asettaa n erilaiseen laatikkoon,
kun yhteen laatikkoon voidaan laittaa useampi kuin yksi esine?

3) Mik4 on yhtélon zy + xo + -+ - + x, = r, z; > 0 ratkaisujen lkm?

Huom. Aérellisen toistoluvun multijoukkojen r-kombinaatioiden lukumésra voi tarkas-
tella seulamenetelmélld (ks. §5.3).



3 Binomikerroin

3.1 Kombinatorisia tulkintoja

Esimerkki 3.1.1 Jo aikaisemmin on todettu, ettd C'(n,r) kertoo n-alkioisen joukon
r-kombinaatioiden lukumaéaran.

Esimerkki 3.1.2 Sellaisia n bitin jonoja, joissa on r ykkostéd, on C'(n,r) kappaletta.
(Téssé bittijono voidaan korvata milld tahansa 2 eri symbolia kdyttavélla jonolla.)

Esimerkki 3.1.3 On hyvin tunnettua, ettd polynomin (z + )" termin 2"y"" kerroin
on C(n,r), ts. (x+y)"=>r_oC(n,r)z"y"".

r=0

Esimerkki 3.1.4 Lyhimpia reitteja pisteesta (0, 0) pisteeseen (n,r) hilan Z? pisteiden
kautta on C(n + r,r) kappaletta.

Esimerkki 3.1.5 Joukossa {(i1,42,...,%,) | 1 < i3 < ip < --- < i, < n} on C(n,r)
alkiota.

Esimerkki 3.1.6 Aidosti kasvavien funktioiden f : {1,2,...,7} — {1,2,...,n} lkm
on C(n,r).

Harj. Olkoot A = (z,y) ja B = (z +1,y) hilan Z? pisteita. Kuinka paljon on sellaisia
lyhimpié reittejd origosta pisteeseen (n,r), jotka kulkevat — a) pisteen A kautta, b)
pisteiden A ja B kautta?

Harj. Kuinka paljon on erilaisia lottoriveja?

3.2 Identiteetteja
Lause 3.2.1 C(n,r) = C(n,n —r).

Tod. Valitaan n ehdokkaan joukosta r pelaajaa joukkueeseen. Tehtava on sama kuin
n — r pelaajan jattaminen pois joukkueesta.

Lause 3.2.2 (Pascalin kaava) C(n+ 1,7) = C(n,r — 1) + C(n,r).

Tod. Oletetaan, ettd n+ 1 pelaajan joukossa on 1 tahtipelaaja. Joukkueeseen voidaan
valita r pelaajaa C'(n+ 1,r) tavalla. Néista vaihtoehdoista C'(n,r — 1) kpl on sellaisia,
joissa tdhti on mukana, ja C'(n,r) kpl sellaisia, joissa hén ei ole mukana.

Lause 3.2.3 C(n,r)r =nC(n—1,r —1).
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Tod. Valitaan n ehdokkaan joukosta r pelaajaa joukkueeseen ja néista r pelaajasta
1 kapteeniksi. Sama valinta voidaan suorittaa niin, etta ensin n ehdokkaan joukosta
valitaan 1 kapteeniksi ja sen jalkeen valitaan n — 1 jaljella olevasta pelaajasta loput
r — 1 pelaajaa joukkueeseen.

Lause 3.2.4 C(m+n,r) =>1_,C(m,k)C(n,r — k).

Tod. Valitaan r pelaajan joukkue. Kéaytossa on m pelaajaa joukkueesta A ja
n pelaajaa joukkueesta B (AN B = 0). Joukkueesta A voidaan valita k pelaajaa
(k=0,1,...,r), jolloin joukkueesta B valitaan r — k pelaajaa.

Huom. Lauseet 3.2.1 — 3.2.4 voidaan tulkita my6s binomikaavan (z + y)" =
"o C(nyr)z"y" " kielella:

1) @+ )" =1 +2)",

2) (z+ )" = (z+ 1)+ 1)",
3) &g Cn,r)a” = Lz +1)",
) (x4 1)™" = (z+ 1)™(z + 1)™

w
l\.’)
w

3.2.4

Harj. Todista lauseet 3.2.1 — 3.2.4 algebrallisesti.
Harj. a) Todista, ettd >, C(n,r) = 2". b) Tulkitse a-kohta osajoukkojen kielell4.

Harj. a) Todista, etta

Z C(n,r) = ZCnr

s pmrllllnen r parlton

b) Tulkitse a-kohta osajoukkojen kielella.

Harj. Tulkitse lause 3.2.4 lyhimpien reittien kielella.

3.3 Newtonin binomilause

Vuonna 1676 Newton kehitti sarjakehitelmén lauseelle (z + y)®, missd a € R. Téma
tulos yleistaa tavanomaisen binomilauseen, missia o =n € Z™.

10



Lause 3.3.1 Olkoon o € R.. Silloin

(03 o Q T, o—"Tr
=3 (e e <1,

r=0

mMissa

Tod. Perustuu Taylorin kaavaan (ks. analyysin kirjat). Sivuutetaan.
Esimerkki 3.3.1 Kun o = n € Z™, niin
<n> :{ ol 0Sr<n,
r 0, T > n.
(Toteal!) Talloin lauseesta 3.3.1 tulee tavallinen binomilause.

Esimerkki 3.3.2 Kun o = —n, missa n € Z™, niin
—n n+r—1
= (=1 .
()= ()

Huom. Kun asetetaan z = z/y, niin lause 3.3.1 saadaan muotoon

142 =Y <(:>z ) < 1.

r=0

(Toteal)

Erityisesti, kun n € Z*, niin

© —1
s = e (T e e
r=0 r
© —1
(I1—2)" = Z(n—l—?“ )zr, |z] < 1.
r=0 r

Harj. Todista, etta

r22r—=1 \ r —1

T = Hi (—1)-1 <27’ - 2>'
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4 Laatikkoperiaate

4.1 Yksinkertainen muoto

Lause 4.1.1 Jos n+1 esinetta asetetaan n laatikkoon, niin ainakin yhteen laatikkoon
tulee enemmdn kuin yksi esine.

(Tod. Jos kaikissa laatikoissa on korkeintaan yksi esine, niin esineitd on yhteensé
korkeintaan n.)

Huom. Lause 4.1.1 voidaan esittd& muodossa 'Jos | X| =n+1 ja |Y| = n, niin ei ole
olemassa injektiota f: X — Y.

Esimerkki 4.1.1 13 henkilon joukossa on ainakin 2 henkiloa, joilla on syntyméapaiva
samassa kuukaudessa.

Esimerkki 4.1.2 Olkoon « irrationaaliluku. Silloin on aareton maéaré sellaisia ratio-
naalilukuja p/q, etta
o —p/gl < ¢ (4.1)

Tod. Osoitetaan, etté

(i) jokaista positiivista kokonaislukua n kohti on olemassa sellainen rationaaliluku p/q,
etta

1
la —p/q| < d (4.2)

missa ¢ < n.

Huomaa, ettd talloin (4.1) pitdd paikkansa. Valitaan mielivaltainen n. Tarkastellaan
n+1lukua {ia} jai=1,2,...,n+1. Huomaa, ettd {ia} = ia — [ia|. Jokainen néista
luvuista kuuluu johonkin véleistd (j/n,(j + 1)/n), missd j = 0,1,...,n — 1. Vileja
on siis n kpl ja lukuja n + 1 kpl. Laatikkoperiaatteen mukaan jokin véleista sisaltaa 2
lukua, sanokaamme luvut {i;a} ja {ira}. Néin ollen |[{ija} — {ira}| < . Asetetaan
q = |11 — i2]. On olemassa sellainen kokonaisluku p, etta

1
lga —p| < —.
n

Nyt kaava (4.2) saadaa jakamalla yo epayhtélo puolittain luvulla g. Koska ¢ = |i; —is],
missa 41,42 = 1,2,...,n 4+ 1, niin ¢ < n. Néin ollen véite (i) pitdd paikkansa.

Huom. Tulos (i) antaa rationaalisen approksimaation p/q irrationaaliluvulle . Ap-
proksimaatiota voidaan parantaa seuraavasti. Koska a on irrationaalinen ja p/q ratio-
naalinen, niin « # p/q eli |« — p/q| > 0. Niin ollen on olemassa sellainen positiivinen

12



kokonaisluku ny, ettd |a — p/q| > 1/n,. Lukua n; vastaa tuloksen (i) nojalla luvun
« jokin rationaalinen approksimaatio, sanokaamme p;/q;. T&méa approksimaatio on
parempi kuin lukua n vastaava approksimaatio, silla

la —pi/a] <1/(mq) < 1/m <|a—p/ql.
Jatkamalla prosessia saadaan aareton maara paranevia approksimaatioita.

Harj.1 Asetetaan 10 pistetta nelioon, jonka sivun pituus on 3 yksikkoa. Osoita, ettéa
on 2 pistetté, joiden etdisyys on < v/2.

(Chen p. 121)

4.2 Yleistettyja laatikkoperiaatteita

Lause 4.2.1 Jos kn+1 esinetta asetetaan n laatikkoon, niin ainakin yhteen laatikkoon
tulee enemmdan kuin k esinettd.

Lause 4.2.2 Jos k1 +ko+---+k,+1 esinetta asetetaan n laatikkoon, niin on olemassa
sellatnen v =1,2,...,n, etta v. laatikkoon tulee enemman kuwin k; esinetta.

Esimerkki 4.2.1 Viiden henkilon joukossa on ainakin 3, jotka ovat samaa sukupuolta.

Harj. Olkoon {ay, as, ..., as} joukko kokonaislukuja ja olkoon 7 jokin sen permutaatio.

Todista, etta tulo
5

H(@i — m(a;))

i=1
on aina parillinen. (Sovella esimerkkia 4.2.1.)

(Chen p. 123)

4.3 Ramseyn luvut

Ramseyn tyypin probleemissa kéytetaan usein hyvaksi laatikkoperiaatetta. Aloitamme
tarkastelun esimerkilla.

Esimerkki 4.3.1 (i) Kuusi pistettd A, B,C, D, E, F ja ne pareittain yhdistavat 15
janaa piirretaan tasoon. Osa janoista varitetdan sinisiksi, loput punaisiksi. Silloin
jonkin kolmion kaikki sivut ovat samanvérisia

(ii) Viidelle pisteelle tulos ei pida valttdmatta paikkaansa.

Tod. (i) Tarkastellaan janoja AB, AC, AD, AE, AF. Niistd ainakin 3 on samaa
véarid, sanokaamme sinisid. Symmmetrisyyden nojalla voimme olettaa, ettda AB, AC,
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AD ovat sinisid. Tarkastellaan nyt janoja BC, BD ja CD. Jos kaikki ovat punaisia,
ne muodostavat halutun (punaisen) kolmion. Jos niistd ainakin 1 on sininen, saadaan
haluttu kolmio sinisené tarkastelemalla kutakin janaa janojen AB, AC, AD kanssa.

(ii) Annetaan vastaesimerkki.

Huom. Esimerkki 4.3.1 esitetaan kirjallisuudessa usein myos seuraavin termein.

1) Kyseesséd on 2 henkilén peli. Toisella pelaajalla on sininen kyné ja toisella
punainen. Pelaajat varittavat janoja vuorotellen. Peli paattyy, kun toinen pelaa-
jista saa aikaan varinsa mukaisen kolmion.

2) Pisteet ovat henkil6ita, jotka ovat pareittain toisilleen tuttuja tai outoja.

Tarkastelemme esimerkin 4.3.1 tilannetta yleisemmin.

Maérittelemme, ettd n-klikki (engl. n-clique) on sellainen kuvio, jossa on n pistetté
ja jossa kaikkien pisteparien valilla on viiva. Merkitsemme n-klikkia symbolilla K.
Graafiteorian kielella n-klikit ovat taydellisia graafeja. Erikoisesti 1-klikki on yksi piste,
2-klikki on kaksi pistetta ja ne yhdistava jana ja 3-klikki on kolmio. Esimerkin 4.3.1
(i) kuvio on 6-klikki ja (ii) kuvio on 5-klikki.

Maaritelma Olkoon p,q € ZT. Merkitddn symbolilla R(p, ¢) pieninta sellaista lukua
n, ettd jokaisella n-klikin viivojen vérityksella (kahdella vérilla siniselld ja punaisella)
saadaan joko sininen p-klikki tai punainen ¢-klikki. Lukuja R(p,q) sanotaan Ramseyn
luvuiksi. Erityisesti R(1,q) = 1.

Esimerkki 4.3.2 Esimerkin 4.3.1 mukaan R(3,3) = 6.
Esimerkki 4.3.3 Suoraan mééritelmén perusteella R(p,q) = R(q,p).

Esimerkki 4.3.4 R(2,q) = q. Tarkastellaan (¢ — 1)-klikkid. Véritetaan kaikki viivat
punaisella vérilla. Silloin ei ole sinisté 2-klikkid eikd punaista ¢-klikkiéd. Siis R(2,q) >
q — 1. Tarkastellaan g¢-klikkia. Jos ainakin yksi viiva on sininen, niin saadaan sininen
2-klikki. Jos mikaan viiva ei ole sininen, niin saadaan punainen g-klikki.

Lause 4.3.1 (Ramseyn lause) Jokaista p,q € ZT kohti on olemassa R(p,q).

Tod. Sivuutetaan.

Huom. Lause 4.3.1 on tarkkaan ottaen Ramseyn lauseen erikoistapaus. Yleisempiin
tuloksiin ei tassa puututa.

Lause 3.5.1, Chen p. 133

Harj.1 Todista, ettd R(p,q) < (p+q_2>.

p—1
(Vihje: Sovella Lausetta 3.5.1 ja induktiota luvun (p + ¢) suhteen.)

14



5 Seulaperiaate

5.1 Alkeistapaus

Kun lasketaan joukkoihin A tai B kuuluvien alkioiden lkm, voidaan toimia niin, etta
ensin lasketaan yhteen joukon A alkioiden lkm ja joukon B alkioiden lkm ja sen jalkeen
véhennetédén yhteisten alkioiden lkm (nimittdin ensimméisessé vaiheessa yhteiset alkiot
lasketaan kahteen kertaan). Matemaattisin symbolein ilmaistuna

|JAUB| = |A|+ |B| - |ANBj.

Jos A ja B ovat perusjoukon S osajoukkoja, niin joukkoihin A ja B kuulumattomien
alkioiden lkm on o
|ANB| =S| —|A|—|B|+|ANB|.

Esimerkki 5.1.1 Kuinka paljon on sellaisia n (> 4) bitin jonoja, jotka joko alkavat tai
paattyvat kahteen ykkoseen? Enta sellaisia, jotka eivit ala kahdella ykkosella eivatka
paaty kahteen ykkoseen?

5.2 Yleistys

Lause 5.2.1 Olkoot Ay, As, ..., A, perusjoukon S osajoukkoja. Silloin

ATUA U UA,| = S JAI= > JANnA+--

i=1 1<i<j<n

+(_1>k+1 Z |Ai1ﬂ“'mAik|+"'

1< << <n

()" A N AN - N A,
<_1)k+1 Z ’All NN Alk|

1<i1 << <n

+
= 2
k=1

Tod. Olkoon =z € A; U Ay U --- U A, mielivaltainen. Oletetaan, ettd x kuuluu
m joukkoon, missa m = 1,2,...,n. Symmetrisyyden vuoksi voidaan olettaa, etta
x € Ay, ..., A,,. Silloin oikealla puolella k. summassa = lasketaan mukaan

o ()

kertaa, kun £ < m, ja ei yhtaan kertaa, kun k£ > m. Siis yhteensa x lasketaan mukaan

S ()

k=1
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kertaa. On helppo todeta, etta
> (—1) <m> -1
St (7

Néin ollen oikealla puolella jokainen alkio z € A; U Ay U ---U A, lasketaan mukaan
kaiken kaikkiaan tdsmaéalleen kerran.

Josx & Ay UAyU---U A, niin sité ei lasketa mukaan kertaakaan.

Seuraus Olkoot Aq, As, ..., A, perusjoukon S osajoukkoja. Silloin

AN A= =DM Y AN nAy.

k=1 1<i1 << <n

Tod. De Morganin kaavojen mukaan

ANAN---NA,=A,UAU---UA,.

Erotusperiaatteen mukaan

Ay UAU---UA,| =S| -4 UAU---UA,

Yhdistamalla yo. kaavat ja lause 5.2.1 saadaan seuraus.

Huom. Lause 5.2.1 antaa niiden alkioiden lkm:n, joilla on jokin joukkojen Ay, As, ..., A,
ilmaisemista ominaisuuksista. Seurauksessa taas lasketaan niiden alkioiden lkm, jotka
eivat toteuta mitaan joukkojen Aj, As, ..., A, ilmaisemista ominaisuuksista.

Harj. Kuinka paljon on sellaisia kirjainten MATHISFUN permutaatioita, joissa ei
esiinny mikaan sanoista MATH, IS, FUN.

Brualdi, p.159
Harj. Sellaisia joukon {1,2,...,n} n-permutaaatioita m, jotka toteuttavat ehdon

7(i) # i Vi, sanotaan sekoituksiksi (engl. derangement). Todista, ettd niiden lkm
D,, toteuttaa kaavan

Harj. Todista, ettd D,, on lukua n!/e 1&hinné oleva kokonaisluku.

Harj. Maarita
D,

vy P(n,n)’
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Harj. Sijoitetaan n henkil6lle tarkoitetut henkilokohtaiset, erilaiset viestit sattuman-
varaisesti kirjekuoriin. Kuinka paljon on sellaisia vaihtoehtoja, joissa kukaan henkilo
ei saa oikeaa viestia?

5.3 Multijoukon kombinaatioista

Pykélassa 2.4 todettiin, ettd multijoukon {oco - ay,...,00 - a,} r-kombinaatioiden lkm

on (T:’Zl) Tarkastelemme nyt esimerkin avulla tapausta, jossa toistoluvut ovat

aarellisia. Itse asiassa olennaista on se, etta toistoluvut ovat < r.

Esimerkki 5.3.1 Mikd on multijoukon {5-a,6-b,7 - c} 15-kombinaatioiden lkm?

Ratkaisu Merkitddn M = {5-a,6-b,7-c}, M' = {c0-a,00-b,00 - c}. Edelleen
merkitaan

S = {joukon M’ 15-kombinaatiot},

A = {joukon M’ 15-kombinaatiot, joissa ainakin 6 a:ta},
B = {joukon M’ 15-kombinaatiot, joissa ainakin 7 b:td},
C' = {joukon M’ 15-kombinaatiot, joissa ainakin 8 c:ti}.

Kysytty lkm on siis |[ANBNC)|.
Lauseen 5.2.1 seurauksen mukaan

IANBNC|=|S|—|Al = |B| = |C|+|AnB|+|ANC|+|BNnC|—-|ANnBNC|.

Voidaan todeta, etta

5| = (1 3_1)_136 Al = ((15—6)2+3—1>:55’
B - (15— 1)245’ ‘C|:<(15—8)2+3—1>:367
(

(1 - —1 15— 6 — —1
5—6—7)+3 >:6,|AHC|:<(5 628)+3 >:3,

|ANB| =
(15— 17— 8)

|IBNC| = ( 5

1
3 >:1, |JANBNC|=0.

Nain ollen
|JANBNC|=136—-55—-45—-36+6+3+1—0=10.

Esimerkki 5.3.2 Yhtalon z; + xo + 23 = 15, 1 < 5, 29 < 6, x3 < 7, ratkaisujen lkm
on sama kuin edellisen tehtdvan vastaus.
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Harj. Maaritd multijoukon {3 -a,4-b,5 - ¢} 10-kombinaatioiden lkm
a) lauseen 5.2.1 seurauksen avulla, Brualdi, s.163
b) luettelemalla ne.

Harj. Tutki multijoukon {t¢; - a,ts - b} r-kombinaatioiden lkm:&a4.

5.4 Surjektioiden lkm

Lause 5.4.1 Olkoon |X| = m ja |Y| = n, missi m > n. Silloin surjektioiden lkm
joukolta X joukolle Y on

n

S (-1t () (o=

k=0
Tod. Merkitddn X = {z1,22,...,2m} ja Y = {y1,%2,...yn}. Olkoon

S = {flf:X-Y}
A = {feS|fla)AyVee X}, i=1,2,...,n.

Silloin A; N Ay N --- N A, on kaikkien surjektioiden joukko, joten surjektioiden lkm
saadaan lauseen 5.2.1 seurauksen avulla. Nyt

5] =n",

A, NA,N---NA;, | =(n—k)™aina, kun 1 <y <iy < -+ <i < n.
Summassa yli joukkojen {iy,dg,... i}, missd 1 < i3 < dp < --+ < 4 < n, on (Z)
yhteenlaskettavaa. Siis saamme lauseen 5.4.1.
Harj. Miké on injektioiden lkm joukolta X joukolle Y, kun |X| = m, |Y| = n ja
m < n?
Harj. Miki on bijektioiden lkm joukolta X joukolle Y, kun | X| = |Y| = n?
Harj. Mikéi on kuvausten lkm joukolta X joukolle Y, kun | X| =m ja |Y| = n?
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6 Rekursiiviset jonot

6.1 Maaritelma

Lukugjono on ei-negatiivisten kokonaislukujen joukon reaaliarvoinen funktio. Lukujonon
jasenet ovat funktion f arvot f(0), f(1), f(2),...

Usein tulkitaan, ettd lukujono on numeroituva déreton jéarjestetty joukko (reaalilukuja).
Sita merkitaan mm. seuraavilla tavoilla:

agp, a1, a9, ...,

(an)no;

(an),

an, n=123,..,

{an oo
Lukujonon indeksi n ei aina kidy lapi juuri arvoja n = 0,1,2,... Esimerkiksi usein
n=123,...
Lukujono (a,) on rekursiivinen, jos on olemassa sellainen ng, ettd luvut a, (n > ng)
saadaan lukujen a,_1,a, o, ..., aq ja n funktiona, ts. a, on muotoa

ap = f(an—ban—Z)"'aaOan) (n Z n0)~ (61)
Yhtélod (6.1) sanotaan rekursiiviseksi relaatioksi tai differenssiyhtéloksi. Esimerkiksi
lukujono (a,) on rekursiivinen, kun ay = 2,a; = 1,a, = ba,_1 +a3_, (n>2).

Lukujono (a,) on k. kertaluvun lineaarinen vakiokertoiminen rekursiivinen jono, jos

Ap = C1ap_1 + C2Gp o+ -+ Cpay_r + b, (n>k), (6.2)
missé ¢, ¢a,...,c, € R ja (b,) on lukujono. Jos b, = 0, niin jonoa (a,) sanotaan
homogeeniseksi. Jonon jasenia ag, ay, ..., a1 sanotaan alkuarvoiksi. Esimerkiksi jono

ag =1,a1 = 3,a3 = 4,a, = a1 + 2a,_3 (n > 3) on 3. kl lineaarinen homogeeninen
vakiokertoiminen rekursiivinen jono.

Yhtalod (6.2) sanotaan k. kl lineaariseksi vakiokertoimiseksi differenssiyhtdloksi. Yhtélon
(6.2) karakteristinen polynomi on

k- clxk_l — Cka_2 — s = Ck.

Karakteristisen polynomin juurten ja alkuarvojen avulla saadaan jonon (a,) termeille
a, eksplisiittinen lauseke (edellyttden, ettd b, on sopivaa muotoa). Tata lauseketta
sanotaan yhtélon (6.2) ratkaisuksi.

Tarkastelemme esimerkkind 2. kl lineaarisen homogeenisen vakiokertoimisen differ-
enssiyhtalon
ap = C1ap_1 + C20y_o (N >2)
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ratkaisua. Olkoot « ja § karakteristisen polynomin juuret. Jos «, 8 € R, o # 3, niin

ratkaisu on muotoa
a, = Aa™ + BpB" (n>0),

ja jos a = (8 € R, niin ratkaisu on muotoa
a, = Aa"™ + Bna™ (n >0).

Kertoimet A ja B 10ydetaéan alkuarvojen avulla. Tapaukseen «, 5 € C\ R emme téssé
puutu.

Esimerkiksi olkoon
ap =4a,1 —4a, o (n>2), a9=2a =—2.
Silloin karakteristinen polynomi on x? — 4x + 4, joten a,, on muotoa
a, = A2" + Bn2".
Alkuarvojen perusteella A = 2 ja B = —3, joten

a, = 2"t — 3n2".

6.2 Rekursiiviset jonot malleina

Rekursiivisia jonoja voidaan kayttaa monien ilmioiden mallintamisessa. Tassa pykalassa
esitetdan muutama esimerkki kombinatorisen probleeman mallintamisesta. Lisaksi
pykalissa 6.3 - 6.5 esitellaan kolme klassista kombinatorista esimerkkia.

Esimerkki 6.2.1 Merkitkoon a, niiden tapojen lukumaéaraa, joilla luku n voidaan
esittad lukujen 1, 2 ja 3 summana, kun lukujen jérjestys otetaan huomioon. (Esim.
5=3+1+4+1jab=1+3+1 ovat eri esityksid.) Etsitaan rekursiivinen relaatio jonolle

(an).

Ratkaisu Voidaan todeta, ettd a; = 1,ay = 2, a3 = 4. Tarkastellaan termia a,, (n >
4). Luvun n summaesitykset voidaan jakaa kolmeen erilliseen tapaukseen: 1. yhteen-
laskettava on 1, 2 tai 3.

Jos 1. yhteenlaskettava on 1, niin n on muotoa n = 1+ x, missa x on luvun n — 1 sum-
maesitys. Esitys x voidaan muodostaa a,_; tavalla. Sellaisia summaesityksia, joissa 1.
yhteenlaskettava on 2 (vastaavasti 3) on a,_o (vastaavasti a,_3). Siis summaperiaat-
teen nojalla

Up = Qp1+ ayo+a,_3 (n>4).
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Esimerkki 6.2.2 Olkoon a,, sellaisten n pituisten numerojonojen lkm, joissa on par-
illinen maéra nollia. Etsitdan rekursiivinen relaatio jonolle (a,,).

Ratkaisu Selvésti a; = 9. Tarkastellaan, milla tavalla (n — 1)-numeroisesta jonosta
saadaan oikeanlainen n-numeroinen jono lisaamalla jonon alkuun yksi numero.

Tapaus 1. Olkoon (n — 1)-numeroinen jono oikeaa muotoa. Silloin lisdttdvan numeron
on oltava # 0. Siis talla tavalla saatava numerojono voidaan muodostaa 9a,,_; tavalla.
Tapaus 2. Olkoon n — 1-numeroinen jono vaaranmuotoinen. Silloin lisattavan numeron
on oltava = 0. Vaardnmuotoisia (n — 1)-numeroisia jonoja on 10"~! — a,_; kpl. Siis
talld tavalla saatavia jonoja on 1-(10""! —a,_;) kpl.

Kaikki jonot saadaan joko tapauksesta 1 tai tapauksesta 2 ja lisaksi tapaukset 1 ja 2
ovat erillisia. Siis summaperiaatteen nojalla

an = 9,1 + (10" —a,_1) = 8a,_1 + 10" %

Harj. Ratkaise yhtélo a, = ba,—1 +c¢ (n>1), ag=d.

Harj. (Hanoin torni) Kéytossési on tangot A, B ja C sekd n kiekkoa, joissa on reika
keskelld ja joiden halkaisijat ovat 1,2,...,n pituusyksikkod. Kiekot ovat tangossa A
suuruusjarjestyksessa niin, etta isoin on alimpana. Kiekot on siirrettava tankoon B
yksitellen siten, ettd missaan vaiheessa isompi kiekko ei saa olla pienemman paalla.
Olkoon H,, tarvittavien siirtojen lkm. Maérita rekursiivinen relaatio jonolle (H,,).

Harj. Ratkaise edellisen tehtavan differenssiyhtalo.

Harj. Todista, etta sekoitusten lkm D,, toteuttaa differenssiyhtalon
a) D, =(n—1)[Dp_1+ Dp_s], n >2,

b) D, =nD,_1+ (=1)", n > 1.

6.3 Fibonaccin jono

Tarkastellaan probleemaa, jonka alunperin asetti Leonardo di Pisa (tunnetaan mydos
nimelld Fibonacci) 1200-luvulla. Oletetaan, ettd kanipari synnyttdd uuden kaniparin
kahden kuukauden ikaisena, ja sen jalkeen kuukausittain taas uuden kaniparin. Nuori
kanipari asetetaan saarelle 1. kuukauden alussa. Kuinka monta kaniparia saarella on
n. kuukauden alussa? (Oletetaan, etté kaneja ei kuole.)

Ratkaisu Merkitaan kaniparien lkm:aa n. kuukauden alussa symbolilla F;,. Silloin
Fy = 0,F; = 1. Yleisesti n. kuukauden alussa saarella olevat kanit voidaan jakaa 2
erilliseen luokkaan: vastasyntyneet kanit (F,_» kpl) ja vdhintdén kuukauden ikaiset
kanit (F,_; kpl). Siis kaneja on yhteensd F,_1 + F,,_o kpl eli

Fn = Fn—l + Fn_g (’I’L Z 2), FO = O,Fl =1. (63)

21



Tama on 2. kl. lineaarinen homogeeninen vakiokertoiminen differenssiyhtalo. Ratkaisu
on n_ g
a JR—
Fn = 5
a—p

missd a = (1 ++/5)/2, B = (1 —+/5)/2.

Maaritelma Jonoa (F},)0°, joka toteuttaa ehdon (6.3), sanotaan Fibonaccin jonoksi.
Lukuja F,, sanotaan Fibonaccin luvuiksi.

Esimerkki 6.3.1 Kuinka paljon on sellaisia n bitin jonoja, joissa ei ole 2 perakkaista
nollaa?

Ratkaisu Olkoon a,, kysytty lkm. Silloin a; = 2, a = 3. Olkoon n > 3. Esimerkin
bittijonot voidaan jakaa 2 erilliseen luokkaan: bittijonot, jotka paattyvat ykkoseen
(an—1 kpl), ja bittijonot, jotka padttyvét nollaan (a,—o kpl). Siis a, = ap_1+a,—2 (n >
3), joten

ap = Fryo.

Harj. Kuinka monella tavalla voidaan n (> 1) askelman raput kdyda yloés, kun kulkija
voi astua joko yhden tai kaksi askelmaa kerralla?

Harj. Kuinka monella tavalla positiivinen kokonaisluku n voidaan esittaa ykkosten ja
kakkosten summana, kun ykkosten ja kakkosten jarjestys otetaan huomioon?

Harj. Kuinka paljon on sellaisia joukon {1,2, ... n} permutaatiota, jotka toteuttavat
ehdon 7(i) = j = w(j) =?

Esimerkki 6.3.2

Z Fk = Fn+2 - 1L
k=0
Tod. Kaytetaan induktiota luvun n suhteen.

Jos n = 0, niin kaava on oikein. Oletetaan, ettd kaava on oikein, kun n = m —1. Silloin

m m—1
ZFk:ZFk+Fm: m+1_1+Fm: m+2_1-
k=0 k=0

Harj.1 Todista, etta

Fo B — F2=(=1)"" (n>1).
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Harj.2 Todista, etta

]

k=0

Harj.3 Todista, etta

6.4 Catalanin luvut

Tutkitaan, kuinka monella tavalla tuloon z;zs - - - x,, voidaan asettaa sulut. Merkitaan
tata lukumaaraa symbolilla C,. Lukuja C),, sanotaan Catalanin luvuiksi belgialaisen
matemaatikon Eugene Catalanin (1814-1894) mukaan.

Selvisti Cy = 1. Jos n = 3, niin sulut voidaan asettaa 2 tavalla: ((z122)xs), (z1(x223)).
Siis C3 = 2. Jos n = 4, niin sulut voidaan asettaa 5 tavalla: (((x122)x3)zs), ((x1(z223))74),
((z122)(2324)), (21(22(2374))) Ja (21((2223)24)).

Yleisesti jokainen tulon xjzex3z4 sulkujen asettaminen voidaan kirjoittaa muodossa
(X;Y,_i), missé X; on tulon z; - - - z; jokin sulkuesitys ja Y,,_; on tulon z;;; - - - 2, jokin
sulkuesitys. Kun ¢ kay lapi luvut 1,2,...,n — 1 ja X; ja Y,,_; kayvat lapi sulkue-
sityksensa, saadaan kaikki tulon xixzs - - -z, sulkuesitykset tasmalleen kerran. Tulon
x71 - - - x; sulkuesityksia on C; kpl ja tulon x4 - - -z, sulkuesityksia C,_; kpl. Tulo- ja
summaperiaatten mukaan saadaan rekursio

n—1
Co=3 CiCp_.

i=1
Voidaan todistaa, etté
1 (2n-1
@:—(“1 U.
n\ n—1
Esimerkki 6.4.1 Olkoon aq,as, ..., as, jono, jossa on n kpl lukuja 1 ja n kpl lukuja

—1 ja jonka osittaissummat ovat ei-negatiiviset, ts.,
ap+---+a, >0 (k=1,2,...,2n). (6.4)
Tallaisten jonojen lkm on C), ;.

Tod. Tarkastellaan jonoja aj,as,...,as,, joissa on n kpl lukuja +1 ja n kpl lukuja
—1. Kutsumme jonoa aj,as, ..., as, luvalliseksi, jos kaava (6.4) on voimassa, ja ei-
luvalliseksi muulloin. Merkitadn symbolilla L,, luvallisten jonojen lukumaaraa ja sym-
bolilla F),, ei-luvallisten jonojen lukuméaaraa. Kaiken kaikkiaan jonojen aq,as, ..., as,
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lkm on % Néin ollen
(2n)!
L,+ FE,=-—"—. (6.5)
n!n!
Lasketaan lkm F,. Tarkastellan ei-luvallista jonoa aq,as,...,as,. Olkoon ky pienin

sellainen luku, etta
ay +ag + -+ ag, < 0.

Silloin
ay+as+ -+ ag,—1 =0, ag, = —1.

Nain ollen kg on pariton kokonaisluku.

Korvataan nyt termi a;, 1 = 1,2, ..., kg, termilla —a; ja jatetaan loput temit enn