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Ubungsaufgaben

AUFGABE 22.1. Zeige, dass fiir ' = N die beiden Reprisentierungskonzepte
zusammenfallen.

AUFGABE 22.2. Es sei
T =N2CN
die Menge der geraden natiirlichen Zahlen. Es sei I' die Ausdrucksmenge, die
besagt, dass + eine assoziative, kommutative Verkniipfung mit 0 als neutra-
lem Element ist. Es sei
= Fylr=y+y)
Zeige, dass T' durch ¢ in I' schwach représentiert wird, aber nicht stark.

AUFGABE 22.3. Es sei

T=N2CN
die Menge der geraden natiirlichen Zahlen. Es sei [ die Ausdrucksmenge, die
besagt, dass + eine assoziative, kommutative Verkniipfung mit 0 als neutra-
lem Element ist. Es sei

o =ylr=y+y > Ver(z+1=2+42)
und
A =TU{p}
Es sei
= ylz=y+y)
Zeige, dass T durch v in A représentiert wird.

AUFGABE 22.4. Zeige, dass eine widerspriichliche Ausdrucksmenge I' C LAY
Représentierungen erlaubt.

AUFGABE 22.5. Es sei I' C L* eine Ausdrucksmenge, die Représentierungen
erlaube. Zeige, dass jede groflere Ausdrucksmenge IV O T" ebenfalls Représen-
tierungen erlaubt.
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AUFGABE 22.6. Zeige, dass die Gleichheit von natiirlichen Zahlen (also die
Diagonalrelation in N?) durch den Ausdruck x = y in der erststufigen Peano-
Arithmetik reprisentierbar ist.

AUFGABE 22.7. Es sei I' C LAT das Axiomensystem eines kommutativen
Halbringes. Zeige, dass die Gleichheit von natiirlichen Zahlen (also die Dia-
gonalrelation in N?) durch den Ausdruck x = y in I nicht repréisentiert wird.

AUFGABE 22.8. Es sei I' C L”" das Axiomensystem eines kommutativen
Halbringes. Zeige, dass I' keine Représentierungen erlaubt.

Insbesondere erlauben die erststufigen Peano-Axiome ohne das Induktions-
schema keine Représentierungen.

AUFGABE 22.9. Sei k£ € N und sei
= Jyly+- - +y=u1),

wobei k-mal der Summand y vorkommt. Zeige, dass Nk C N, also die Menge
der Vielfachen von k, in der erststufigen Peano-Arithmetik durch « représen-
tiert wird.

AUFGABE 22.10. Zeige, dass die Menge der Quadratzahlen in der erststufigen
Peano-Arithmetik repriasentiert werden kann.

AUFGABE 22.11. Es sei ' C L* eine widerspruchsfreie und R-entscheidbare
Ausdrucksmenge.

a) Zeige, dass jede in I" reprasentierbare Relation R C N” R-entscheidbar ist.
b) Zeige, dass jede in I" reprisentierbare Abbildung

p: N'— N°
R-berechenbar ist.

AUFGABE 22.12.*

Es sei I' C LA* eine arithmetische Ausdrucksmenge ohne freie Variablen und
R C N eine Relation. Es seien a, 3 € LA* Ausdriicke in einer freien Variablen
x. Zeige, dass aus

'Fa+ g

folgt, dass av in I' die Relation R genau dann représentiert, wenn S in I' die
Relation R reprasentiert.



AUFGABE 22.13.*

Essei I' C LA eine arithmetische Ausdrucksmenge und R C N eine Relation.
Es seien «, B € LA" Ausdriicke in einer freien Variablen z. Zeige, dass aus

'Fa+ g

nicht folgt, dass o in I' die Relation R genau dann représentiert, wenn 3 in
I' die Relation R représentiert.

AUFGABE 22.14. Es sei s, S9, 83, . . . eine Aufzéhlung einer abzihlbar-unend-
lichen Symbolmengen. Berechne die zu Wortern iiber diesem Alphabet zu-

gehorige Zahl im Sinne der Primzahlkodierung und umgekehrt.
(1) 5159851535352,

(2) 51351251548454,
(3) 528289828252,
( ) 2133517717
(5) 213517111
(6) 23335373113,
(7) 1728.

AUFGABE 22.15. Es sei n € N eine fixierte natiirliche Zahl und
alz) ==z =n,

wobei n durch die n-fache Summe der 1 mit sich selbst realisiert werde. Zeige
direkt, dass es Sitze p,q € L™ mit

Fa(GN(p) < p

und mit

F—a(GN(q)) < g
gibt.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 22.16. (4 Punkte)

Zeige, dass die Menge der Primzahlen in der erststufigen Peano-Arithmetik
repréasentiert werden kann.

AUFGABE 22.17. (4 Punkte)

Es sei s1, s9, 83, . . . eine Aufzéhlung einer abzéhlbar-unendlichen Symbolmen-
gen. Berechne die zu Wortern iiber diesem Alphabet zugehorige Zahl im
Sinne der Primzahlkodierung und umgekehrt.



535251515253,

21325374115,

(
(
(
(4) 101

1)
2) 5205175154519,
3)
4)

AUFGABE 22.18. (4 Punkte)

Zeige, dass in der erststufigen Peano-Arithmetik die Addition von natiirlichen
Zahlen repréasentierbar ist.

AUFGABE 22.19. (6 Punkte)

Es sei

fi N—N
eine Polynomfunktion mit f(n) = agn? + ag_1n®! + -+ + a;n + ap mit
Koeffizienten a; € N. Zeige, dass f durch den Ausdruck y = agz?+ag_2% '+
-+ 4 ayx + ag in der erststufigen Peano-Arithmetik repriasentiert wird.



