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Biindel, Garben und Kohomologie

Vorlesung 28

Eine projektive Varietdt X iiber einem Korper K ist nach Definition (reali-
sierbar als) eine abgeschlossene Untervarietéit X C PJ.. Hierbei konkurrieren
zwei Sichtweisen:

Einerseits (und dies nennt man den extrinsischen Standpunkt) erlaubt die Re-
alisierung von X als Teilmenge eines projektiven Raumes, Konzepte, Struk-
turen, Eigenschaften des umgebenden Raumes durch Einschrankung auf X
zu verwenden, man kann das Schnittverhalten von X mit anderen Unter-
varietdten Y untersuchen, man kann nach Beziehungen zum offenen Kom-
plement P% \ X Ausschau halten. Ferner nimmt jede Visualisierung von X
Bezug auf einen umgebenden Raum.

Andererseits (und dies nennt man den intrinsischen Standpunkt) kann man
sich fragen, welche Eigenschaften von X der Varietét selbst inhdrent und
unabhéngig von einer gewissen Realisierung zukommen. Die Varietdt X ist
typischerweise isomorph zu einer ,,anderen® Varietdt X', die als eine abge-
schlossene Teilmenge X' C P% gegeben ist. Welche Eigenschaften von X
bzw. X’ sind unabhéngig von den jeweiligen Einbettungen?

Die beiden Standpunkte iiberschneiden sich, wenn man folgende Fragen be-
trachtet: Wie viele Einbettungen fiir ein gegebenes X gibt es? Kann man sich
eine Ubersicht iiber alle moglichen Einbettungen von X in einen projektiven
Raum verschaffen? Gibt es eine beste Einbettung, wo etwa die Dimension
des umgebenden Raumes klein ist oder wo die Beziehung zu ihm besonders
ibersichtlich ist. Gibt es eine besonders natiirliche Einbettung, die mit cha-
rakteristischen Objekten auf X zusammenhéngt?

Betrachten wir beispielsweise die abgeschlossene projektive Kurve
C=V({Y*-XZ) C P

Dies ist eine Kurve vom Grad 2, ihr Durchschnitt mit einer jeden Geraden
besteht aus zwei Punkten (gezéhlt mit Vielfachheiten). Die Abbildung

Pl — P2, (s,1) — (52, st, t2) ,

induziert einen Isomorphismus P}, — C' C P%, d.h. die Kurve ist isomorph
zur projektiven Geraden und somit eine ,,unnétig gekriimmte Version der
projektiven Geraden. Allerdings sind Kurven vom Grad zwei (Quadriken,
Kegelschnitte) natiirliche Objekte in der Ebene, und, von der projektiven
Geraden aus gesehen, bilden die Elemente s2, st,t? eine Basis der zweiten
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homogenen Stufe K|s, t] des homogenen Koordinatenringes Ks, t| der pro-
jektiven Geraden. Diese treten wiederum als globale Schnitte der invertierba-
ren Garbe OP}{(2) auf. In der Tat werden wir sehen, dass die verschiedenen
Einbettungen von X in einen projektiven Raum mit globalen Schnitten auf
invertierbaren Garben auf X zusammenhéngen.

Invertierbare Garben und Morphismen in den projektiven Raum

LEMMA 28.1. Es sei X ein Schema tiber einem kommutativen Ring R, es sei
L eine tnvertierbare Garbe auf X und es seien

S0,81,---,5, € I'(X, L).
Es set U C X die Vereinigung der offenen Mengen X,,. Dann ist durch
U— PL, x> (so(x), s1(z), ..., su(x)),

ein Morphismus gegeben.

Beweis. Wir betrachten zunéchst die Situation auf X; = Xj,. Es ist
Ox|lv — Ll|v, 1 — s,
nach Lemma 13.22 ein Isomorphismus von Ox-Moduln. Dabei entsprechen
unter diesem Isomorphismus die s; den Funktionen
fri € T(U, Ox).
Dabei gilt

Sk
fki =
Si

und dieser Quotient ist wohldefiniert. Diese Funktionen f;, k # i, definieren
wiederum nach Korollar 10.13 einen Morphismus

Insgesamt liegt das kommutative Diagramm

X; BAE D, (z;) = A
N /! N\
% | N ,
X; = D, (x;) = Aj

vor, da links so verklebt wird wie im projektiven Raum rechts. Somit setzen
sich diese Morphismen zu einem Morphismus auf der Vereinigung der X;
zusammen. U

DEFINITION 28.2. Es sei X ein Schema iiber einem kommutativen Ring R,
es sei L eine invertierbare Garbe auf X und es seien s, s1,...,s, € I'(X, L)
globale Schnitte auf X. Dann nennt man den nach Lemma 28.1 auf U =
Uiy X, definierten Morphismus

U— P, x— (so(x), s1(z), ..., su(x)),
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den durch die Schnitte sq, . . ., s, gegebenen oder den durch das lineare System
50,-..,5n gegebenen Morphismus. Er wird mit ¢y, . . oder mit ¢ .5 s,
bezeichnet.

n

DEFINITION 28.3. Es sei X ein Schema iiber einem kommutativen Ring R
und es sei L eine invertierbare Garbe auf X. Man nennt einen R-Untermodul

T C I'(X, L) ein lineares System auf X.

Wegen Aufgabe 28.9 hingt der durch eine Familie von Schnitten gegebene
Morphismus in erster Linie von dem davon erzeugten Untermodul ab (ins-
besondere, wenn die Schnitte linear unabhéngig sind, was man oft ohnehin
fordert). Bei T' = TI'(X, £) spricht man von einem vollen linearen System. Ein
lineares System hat eine geometrische Bedeutung. Jeder Schnitt s € T defi-
niert den Invertierbarkeitsort X und das Nullstellengebilde Z(s) = X \ X,.
Bei s # 0 ist Z(s) eine abgeschlossene Teilmenge von X der Kodimension
1, eine Hyperfliche von X (man denke an integres X). Die Familie Z(s),
s €T, s # 0, ist somit eine Familie von Hyperflichen, die dem linearen Sy-
stem zugeordnet ist (oft nennt man dieses System das lineare System). Wenn
X normal ist, so kann man die Z(s) als eine Familie von zueinander linear
dquialenten Divisoren auffassen.

BEISPIEL 28.4. Auf der projektiven Geraden

P}, = Proj (R[X,Y])
tiber einem kommutativen Ring R und das (volle) lineare System (X,Y) C
F(]P’}%, Opg(l)) ist der zugehorige Morphismus die Identitét.
BEISPIEL 28.5. Auf der projektiven Geraden PL = Proj (R[X,Y]) iiber ei-
nem kommutativen Ring R und das (volle) lineare System (X? XY,Y?) C
F(]P’}%, OPE(2)> ist der zugehorige Morphismus ausgeschrieben gleich

Pp — Ph, (2,y) — (2%, 2y, 9%).
Dem Punkt auf der projektiven Geraden mit den homogenen Koordinaten
(x,y) wird also der Punkt in der projektiven Ebene mit den homogenen Ko-

ordinaten (22, zy,y*) = (u,v,w) zugeordnet. Das Bild erfiillt die Gleichung
vw = v?, d.h. das Bild liegt in der ebenen Kurve

Vi (uw —v?) C P5.
In der Tat liegt eine Isomorphie P}, = V, (uw — v?) vor.
DEFINITION 28.6. Es sei X ein Schema {iber einem kommutativen Ring
R und es sei L eine invertierbare Garbe auf X. Ein lineares System T C

(X, £) heiit basispunktfrei, wenn es zu jedem Punkt x € X ein s € T mit
r € X, gibt.

Dies wird hauptséchlich fiir Schemata {iber einem Korper verwendet. Man
sagt dann auch, dass die Schnitte sg, s1, ..., s, basispunktfrei sind, wenn das
von ihnen erzeugte lineare System basispunktfrei ist.



4

LEMMA 28.7. Es sei X ein Schema tber einem kommutativen Ring R, es
sei L eine invertierbare Garbe auf X und es seien sg, S1,...,s, € I'(X, L)
globale Schnitte auf X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Bsist X = Uiy X,

(2) Der durch das lineare System (S, s1, ..., S,) definierte Morphismus
nach P, ist auf ganz X definiert.

(3) Das lineare System (sg, S1, ..., Sp) ist basispunktfrei.

Beweis. Siehe Aufgabe 28.14. O

SATZ 28.8. Es sei X ein Schema tiber einem kommutativen Ring R. Dann
entsprechen sich die folgenden Konzepte.

(1) Eine invertierbare Garbe L auf X zusammen mit basispunktfreien
Schnitten

S0, 81, .-, 8, € I'(X, L).
(2) Ein Morphismus
p: X — Py
iiber Spek (R).
Dabei wird den Schnitten der zugehdrige Morphismus @s, s,....s, und dem

Morphismus ¢ die invertierbare Garbe p*(Opn (1)) zusammen mit den Schnit-
ten ©*(z;), 1 =0,1,...,n, zugeordnet.

Beweis. Es sei zuerst die invertierbare Garbe £ mit den Schnitten s, s, .. .,
s, gegeben. Es ist zu zeigen, dass

@*Opﬁ(l) = L
ist. Auf dem projektiven Raum gibt es Oprn-Modulhomomorphismen
v, Opr}% — Opﬁ(l), 1+— z;,

die eingeschrankt auf D (z;) [somorphismen sind. Dies induziert Ox-Modul-
homomorphismen

Ox — 9" Opn (1), 1 — " (7y),

und Isomorphismen

Ox|x., — ¢ Opp(1)]x.,,
die in Verbindung mit den Ox-Isomorphismen
Ox|x,, — Llx,,, 1 — s,
zu Ox-Isomorphismen
¢ Opn(1)|x,, — Llx,,
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fithren, bei denen sich ¢*(z;) und s; entsprechen. Die Einschrénkungen dieser
Isomorphismen auf X, stimmen iiberein, daher gibt es nach Korollar 4.10
einen globalen Isomorphismus

QO*Opﬁ(l) — L.

Wenn umgekehrt ein Morphismus ¢: X — P gegeben ist, so definiert dies
Schnitte s; = ¢*(z;), 1 = 0,1,...,n, und dies wiederum den dadurch festge-
legten Morphismus ¢'. Es ist zu zeigen, dass diese beiden Morphismen {iber-
einstimmen. Ein Morphismus ist lokal festgelegt. Unter der Einschriankung

o N (Dy(x)) — Dy(w;) = A

werden aber die zugehdrigen Variablen 75 auf 2t zuriickgezogen, und mit

diesen Briichen wird ¢’ definiert. l l O
LEMMA 28.9. Es sei X ein Schema tber einem kommutativen Ring R, es
sei L eine invertierbare Garbe auf X und es seien sg, S1,...,8, € I'(X, L)
globale Schnitte auf X und ¢: X — P der zugehérige Morphismus. Dann
st das Urbild der Hyperebene

Vi(apXo + a1 Xy + -+ a,X,) C P
(mit a; € R, nicht alle gleich 0) unter ¢ gleich der Nullstellenmenge
Z(aOSO +ay1s1+---+ ansn) =X \ Xagso+a151+-~+ansn

des zuriickgezogenen Schnittes agsy + a181 + « -+ + apSy.
Beweis. Dies folgt aus Lemma Anhang 4.3. O

Zur getwisteten Strukturgarbe Opr (1) gehért {iber die Familie aller globalen
Schnitte # 0 die Familie aller Hyperebenen im projektiven Raum. Ebenso
gehort zu einer invertierbaren Garbe auf einem Schema {iber die Familie ihrer
globalen Schnite # 0 die Familie ihrer Nullstellengebilde. Unter der in Satz
28.8 beschriebenen Korrespondenz sind die Urbilder der Hyperebenen gleich
den Nullstellengebilden. Wenn ¢ durch eine abgeschlossene Untervarietit
faktorisiert, also X — Y C P} vorliegt, so sind auch die Nullstellengebilde
Urbilder von Durchschnitten Y N H mit einer Hyperebene H. In Beispiel 28.5
etwa stimmt die Familie der Nullstellengebilde zum vollen linearen System
aus Opt (2) mit der Familie der Durchschnitte V. (uw — v?) N H, H Gerade,
iiberein.

Sehr ample Garben

DEFINITION 28.10. Es sei X ein Schema iiber einem kommutativen Ring R
und sei £ eine invertierbare Garbe auf X. Man nennt £ sehr ampel, wenn es
eine Einbettung ¢: X — P% (fiir ein gewisses n) derart gibt, dass

¢ (Op (1)) = L

ist.
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LEMMA 28.11. Es sei X ein Schema tiber einem kommutativen Ring R und
sei L eine invertierbare Garbe auf X. Dann ist L genau dann sehr ampel,
wenn es basispunktfreie globale Schnitte

80,81, --+,8, € (X, L)

derart gibt, dass der zugehdrige Morphismus @ s, . s, €ine Einbettung ist.

Beweis. Dies folgt aus Satz 28.8. ]

BEISPIEL 28.12. Auf dem projektiven Raum P} iiber einem kommutativen
Ring R sind die invertierbaren Garben Ogx (k) fiir k& > 1 sehr ampel. Es ist
(P, Op%(kﬁ)) = R[Xo, X1,..., X0k
und wir betrachten das durch samtliche Monome aus R[Xy, X, ..., X,]| vom
Grad k erzeugte lineare System und den zugehdrigen Morphismus

p: P — Py,

wobei m die Anzahl dieser Monome weniger 1 bezeichne. Auf D, (X,) =
(P%) xp st die Abbildung durch

S

ATIL%—>D+(YV)QP7£5 (X())"'?YO

XH
<ﬁ’ i Monom vom Grad k inn + 1 Variablen)
0

gegeben (und entsprechend auf den anderen D, (X;)). Auf der Ebene der
Polynomringe ist dies der Einsetzungshomomorphismus

R[S,, p€ Iy] — R[Ty,...,T,], S, — T*,
wobei [;, die Indexmenge aller Monome in n Variablen vom Grad < k (!)
bezeichnet. Diese Abbildung ist surjektiv und somit liegt eine abgeschlossene
Einbettung vor.

Bei £ < 0 und n > 1 sind die Ops (k) nicht sehr ampel.
DEFINITION 28.13. Es sei X ein Schema iiber einem kommutativen Ring R

und sei £ eine invertierbare Garbe auf X. Man nennt £ ampel, wenn L™ fiir
ein n > 1 sehr ampel ist.
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