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Einfiihrung in die mathematische Logik
Vorlesung 22

Reprisentierbarkeit in einer Theorie

Wir haben schon in der zwanzigsten Vorlesung davon gesprochen, wann ei-
ne arithmetische r-stellige Relation R (bzw. Funktion) in N arithmetisch
reprasentierbar ist, wann es also einen arithmetischen Ausdruck ) mit r
freien Variablen derart gibt, dass dieser Ausdruck fiir jede Belegung genau
dann wahr wird, wenn die Relation auf das Belegungstupel zutrifft. Da N-
vollstéindig ist, ergibt sich daraus die Aquivalenz, dass (n4,...,n,) € R dqui-
valent zur Nichtgiiltigkeit N E ¢ (nq,...,n,) und somit auch zur Giiltigkeit
der Negation N E —)(ny,...,n,) ist. Bei nichtvollstindigen Ausdrucksmen-
gen bzw. Theorien wollen wir auch von Représentierungen sprechen, wobei
wir diese zweite Figenschaft explizit fordern miissen.

DEFINITION 22.1. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Eine
Relation T C N" heifit reprasentierbar in I', wenn es einen LA™-Ausdruck v
in r freien Variablen derart gibt, dass fiir alle r-Tupel (nq,...,n,) € N" die
beiden Eigenschaften

(1) Wenn (nq,...,n,) € T, soist I' - ¢(ng,...,n,.),
(2) Wenn (nq,...,n,) €T, soist '+ —(ng,...,n,.),

gelten.

DEFINITION 22.2. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Eine
Funktion

F: N — N°
heifit reprisentierbar in T', wenn es einen LA™-Ausdruck @ in r + s freien
Variablen derart gibt, dass fiir alle (r 4+ s)-Tupel (nq,...,n,1s) € N’ die
folgenden Eigenschaften

(1) Wenn F(ny,...,n.) = (Mpi1, ..oy Ngs), so ist T'E(ng, ... npps),
(2) Wenn F(ny,...,n.) # (Mgt ooy Nygs), s0 ist T'E =h(ng, ..o npss),
B) Tk Aapyy ... ANy sb(na, .o Ny Tpgy e oy Trs)

gelten.

Die dritte Eigenschaft besagt, dass die Theorie beweisen kann, dass es sich
um eine Funktion handelt. Diese Eigenschaft folgt nicht aus den beiden ersten
Eigenschaften. Der Ausdruck 3!za bedeutet die eindeutige Existenz und ist
eine Abkiirzung fir 3z (a(z) A Vy (a(y) — y = 2)). Hierbei ersetzen wir die
freie Variable von « durch z bzw. durch y.
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Gelegentlich werden wir mit dem folgenden schwécheren Repréasentierungs-
begriff fiir Relationen arbeiten.

DEFINITION 22.3. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Eine
Relation 77 C N’ heifit schwach repréisentierbar in T', wenn es einen L**-
Ausdruck ¢ in r freien Variablen derart gibt, dass fiir alle r-Tupel (n, ...,
n,) € N" die Aquivalenz

(n1,...,n,) € T genau dann, wenn I' - ¢ (ny,...,n,)

gilt.

Im widerspruchsfreien Fall folgt aus der obigen (starken) Représentierung fiir
eine Relation auch die schwache Représentierung.

DEFINITION 22.4. Es sei I' eine Menge von arithmetischen Ausdriicken. Man
sagt, dass I' Reprasentierungen erlaubt, wenn I' jede R-berechenbare Relation
und jede R-berechenbare Funktion représentiert.

KOROLLAR 22.5. Die natiirliche Arithmetik, also die Menge der in N wahren
Ausdriicke N°, erlaubt Reprdsentierungen.

Beweis. Es sei T" C N" eine R-entscheidbare Relation und es sei P ein Regi-
sterprogramm mit den Registern Ry, Ry, ..., R,, das diese Relation entschei-
det. Aufgrund von Lemma 21.1 gibt es einen arithmetischen Ausdruck ¢ p in
2m freien Variablen, der den Programmablauf arithmetisch modelliert. Es gilt
also (nq,...,n,) € T genau dann, wenn P, angesetzt auf (nq,...,n,) (streng-
genommen angesetzt auf (1,nq,...,n,,0,...,0), wenn man die vollstindige
Registerbelegung angibt) anhélt mit der Ausgabe 0 (d.h. (h,0,n},...,n);

andernfalls wird mit der Ausgabe 1 angehalten), genau dann, wenn N F
Yp(ni,...,n.,0,...,0,0,n5,...,n ) gilt.

Wegen der Vollsténdigkeit von N bedeutet dies, dass
Op = Jya... ym¥p(z1,. .., 2,0,...,0,0,y2, ..., Ym)
die Relation représentiert. Es sei
F: N — N°
eine R-berechenbare Abbildung und es sei P ein Registerprogramm, dass F’
berechnet. Aufgrund von Lemma 21.1 gibt es einen arithmetischen Ausdruck

Yp in 2m freien Variablen, der den Programmablauf arithmetisch modelliert.
D.h. fiir jedes (r 4+ s)-Tupel nq, ..., n.. gilt

F(ni,...,n.) = (Mya1, oy Nygs)
genau dann, wenn das Programm P bei jeder Eingabe anhélt und angesetzt
auf (n1,...,n,) (in den ersten r Registern, die Eingabe ist also (1,n4,...,n,,
0,...,0)) die Ausgabe (n,41,...,n.45) (also (A, g1,y Nts, bngsity - - -

la1)) besitzt, genau dann, wenn

NE w(nl,...,nr,(),...,O,nrH,...,nr+s,€m+s+1,...,Egm)



gilt. Von daher ist der Ausdruck (in den freien Variablen z1, ...,z x, 11, ...,
xr+s)
O = Fzpasat - F2nVU(xy, oo, 20,0, 0 @iy, e Tty Zitstly - - -y Z2m)

Da eine Funktion vorliegt und N© vollstindig ist, gilt auch
NEz 1. A2 Oy, o ey Tpi1y ooy Tgs) -
0

BEMERKUNG 22.6. Man kann zeigen, dass auch die erststufige Peano-Arith-
metik Représentierungen erlaubt. Dazu muss man zeigen, dass die in der De-
finition 20.3 und in Lemma 21.1 konstruierten Ausdriicke, die die Wirkungs-
weise von Registerprogrammen beschreiben, nicht nur in N gelten, sondern
aus den erststufigen Peano-Axiomen ableitbar sind. Es ist noch nicht einmal
selbstverstiandlich, dass die Addition der natiirlichen Zahlen in der Peano-
Arithmetik repriasentierbar ist, obwohl dafiir direkt das Additionssymbol zur
Verfiigung steht, sieche Aufgabe 22.18.

Der Fixpunktsatz

Schon beim Halteproblem haben wir die Programmcodes durch eine natiirli-
che Zahl effektiv reprisentiert, was uns ermoglichte, in ein Programm die
eigene Programmnummer einzusetzen und so eine Selbstbeziiglichkeit abzu-
bilden, die zur Unlésbarkeit des Halteproblems fithrte. Ahnliches haben wir
mit der Arithmetik vor, wobei die arithmetische Sprache durch die Symbole
0,1, 4, - gegeben sei.

Den Ausdriicken der Sprache ordnen wir eine natiirliche Zahl, ihre soge-
nannte Gédelnummer zu. Die Godelnummer eines Ausdrucks a bezeichnen
wir mit GN(a). Wichtig ist dabei nicht die konkrete Gestalt, sondern allein
ihre Effektivitéit in dem Sinne, dass diese Zuordnung durch eine Registerma-
schine ausfiihrbar sein muss. Bei einem endlichen Alphabet ist die einfach-
ste Moglichkeit, die Symbole mit Ziffern durchzunummerieren und die Aus-
driicke durch die Hintereinanderschreibung der Ziffern in einem hinreichend
groflen Ziffernsystem zu realisieren. Da wir die Anzahl der Variablen nicht
beschranken wollen, ist dies nicht direkt durchfithrbar. Im Falle von Pro-
grammen konnten wir die Register, deren Anzahl ebenfalls nicht beschréinkt
war, durch R/ .../ benennen. Es ist auch moglich, in einem Zwischenschritt
die Variablen x, xo, x5 ... mit x,z/, x//, ... zu benennen und so ein endliches
Alphabet zu erhalten. Eine andere Moglichkeit besteht darin, abzdhlbar un-
endlich viele Symbole mit den natiirlichen Zahlen durchzunummerieren und
einen Ausdruck der Form s; s;,...s;, (i; sei die Nummer des j-ten Sym-
bols im Ausdruck) durch das Produkt plf p? .- p'» wiederzugeben, wobei die
D1, D2, D3, - - - die Folge der Primzahlen sei.
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BEISPIEL 22.7. Zu einer Ausdrucksmenge I'" kann man die Menge
{GN(a)|T' F a}

betrachten, also die Menge der Gédelnummern von Ausdriicken, die aus I’
ableitbar sind. Dies ist eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen, daher kann
man auf diese Menge den Begriff der Représentierbarkeit anwenden. Eine
natiirliche Frage ist, ob diese Menge in I' selbst reprasentierbar ist und welche
Konsequenzen das hat.

Wir legen im Folgenden eine algorithmische Godelisierung zu Grunde. Der
folgende Satz heifit Godelscher Fixpunktsatz.

SATZ 22.8. Es sei I' C LA eine Menge von arithmetischen Ausdriicken,
die Reprisentierungen erlaube. Dann gibt es zu jedem o € L einen Satz
q € LyT mit

'k q+— a(GN(q)).

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
F: NxN-— N, (m,n) — F(m,n),
die durch

F(m. n) GN(a(n)), falls m die GN eines o € Ly ist,
m,m) =
’ 0 sonst ,

festgelegt ist. Bei der Berechnung von F' wird also zuerst geschaut, ob das
erste Argument, also m, die Godelnummer eines arithmetischen Ausdrucks
mit genau einer freien Variablen ist. Falls nicht, so ist F(m,n) = 0, un-
abhiingig von n. Falls ja, so ist also m = GN(a) mit o € L. In diesem
Ausdruck wird dann die einzige freie Variable durch das zweite Argument der
Abbildung, also n, ersetzt, wobei man einen Satz a(n) erhélt. Dessen Godel-
nummer ist nach Definition der Wert der Abbildung F'(m,n). In diesem Fall
ist also F/(m,n) = GN(a(n)). Diese Erlauterungen zeigen zugleich, dass F
berechenbar ist.Da I nach Voraussetzung Représentierungen erlaubt, gibt es
einen Ausdruck ¢(z,y, z) mit drei freien Variablen, der diese Abbildung re-
préasentiert. D.h. es gilt fiir jede Belegung der Variablen mit natiirlichen Zah-
len m,n, k die Bezichungen (wir kénnen annehmen, dass I widerspruchsfrei
ist, da andernfalls das Resultat trivial ist)

F(m,n) = k genau dann, wenn I' b p(m,n, k),

F(m,n) # k genau dann, wenn I' b =p(m, n, k)
und (fiir jede Belegung m,n fiir  und y)

['EJzp(m,n, z).
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Den Fixpunkt zu einem vorgegebenen o € L erhalten wir nun durch eine
trickreiche Anwendung von ¢. Wir setzen
s = Vz(p(z,z,2) = alz)).
Der Ausdruck s besitzt die Godelnummer GN(s). Wir behaupten nun, dass

der Satz aN
q:=s () = Vz(p(GN(s),GN(s),z) = a(z))

die zu beweisende Ableitungsbezichung I' - ¢ <» a(GN(q)) erfiillt. Der Aus-
druck s besitzt die einzige freie Variable x, daher gilt

F(GN(s),GN(s)) = GN <5GN—<S>> — GN(q).

x
Aufgrund der Reprisentierungseigenschaft ist daher
[' o(GN(s),GN(s),GN(q))-

Aus der Allaussage ¢ erhdlt man durch Spezialisierung (man ersetzt die Va-
riable z durch den Term GN(q))

Fq— (p(GN(s), GN(s),GN(q)) = a(GN(q)))
Da das Antezedens der rechten Implikation aus I" ableitbar ist, folgt
I'q— a(GN(q)).

Dies besagt also die Ableitbarkeit der Hinrichtung. Die aufgrund der Re-
préasentierbarkeit oben angefiihrte eindeutige Existenzaussage fiithrt zu

['FVYz(p(GN(s),GN(s),z) = (z=GN(q))) .
Durch Substitution ergibt sich
- (2= GN(q)) = (a(GN(q)) = a(2))
und somit nach einer préadikatenlogischen Umformulierung
F'EVz(e(GN(s),GN(s),z) Na(GN(q)) = a(z)) .
Da hierbei a(GN(q)) keine freie Variablen besitzt, ist auch
I'F a(GN(q)) = (Vz(p(GN(s), GN(s),2) = a(z))) ,

und das Sukzedens ist gerade ¢, so dass auch die Riickrichtung ableitbar ist.
O



