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Analysis 1
Arbeitsblatt 6
Ubungsaufgaben

AUFGABE 6.1.*

Es sei K ein angeordneter Korper, es sei (z,),y eine Nullfolge in K und
(Un)pen cine beschrénkte Folge in K. Zeige, dass dann auch die Produktfolge
(ZnYn)nen eine Nullfolge ist.

In den folgenden Aufgaben werden die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma
6.1 bewiesen.

AUFGABE 6.2.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (), und (yn),cy kon-
vergente Folgen in K. Zeige, dass die Summenfolge (2, + yn),cy ebenfalls
konvergent mit

lim (x, +y,) = <1im :Un> + (hm yn)

n—oo n—oo n—,oo

ist.

AUFGABE 6.3. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei (x),.y €ine
konvergente Folge in K. Sei c € K. Zeige, dass die Folge (¢ x,),, .y ebenfalls
konvergent mit

lim (¢c-z,) = c- (hm :L‘n>

n—oo n—oo
ist.

AUFGABE 6.4. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (), und

(Un)nen konvergente Folgen in K. Es sei lim,, o0 #,, = # # 0 und x,, # 0 fiir

n

alle n € N. Zeige, dass (z—“> ebenfalls konvergent ist mit
neN

Yo im0 yn

g
|
|

AUFGABE 6.5. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (), und
(Un) ey Folgen in K, wobei (z,,), . gegen x konvergiere. Die Differenzenfolge
T, — Yn sei eine Nullfolge. Zeige, dass (y,),,cy ebenfalls gegen = konvergiert.
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Fiir die folgende Aufgabe brauchen wir den Begriff der Polynomfunktion.
Es sei K ein Korper und seien ag, aq,...,aq € K. Eine Funktion
P: K — K, x+— P(x),

mit

d

P(z) = Zaixi = ap+ax + -+ agx?

=0

heifit Polynomfunktion.

AUFGABE 6.6. Essei K ein angeordneter Korper und es sei P(x) = Zj:o a; "
eine Polynomfunktion. Es sei (z,,), . eine konvergente Folge in K mit Grenz-
wert x. Zeige durch Induktion iiber d, dass dann auch die durch

Yn = P(xn)

definierte Folge konvergiert, und zwar gegen P(z).

AUFGABE 6.7.*

Entscheide, ob die Folge

3nd —n?—7

Mt n+8

in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty —

AUFGABE 6.8. Bestimme den Grenzwert der durch
™3 —3n?+2n —11
Ty, =
13n3 —5n+4

definierten Folge.

Fiir die folgende Aufgabe konnen Sie bekannte Eigenschaften der Sinusfunk-
tion verwenden.

AUFGABE 6.9.*

Bestimme den Grenzwert der Folge
sinn

,n€N+.

AUFGABE 6.10.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (zy),cy und (yn), oy zwel
konvergente Folgen mit z,, > y, fiir alle n € N. Zeige, dass dann lim,, ,, x,, >

lim,, o ¥, gilt.



AUFGABE 6.11.%

Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (2y,),,cn, (Un)pen U (20),en
drei Folgen in K. Es gelte z, < y, < z, fiir allen € N und (z,), .y und
(%n)en konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann
auch (y,),cy gegen diesen Grenzwert a konvergiert.

AUFGABE 6.12. Man gebe ein Beispiel fiir eine Cauchy-Folge in Q, die (in
Q) nicht konvergiert.

AUFGABE 6.13.*

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass eine Cauchy-Folge (z,,), oy in
K beschrankt ist.

AUFCABE 6.14.*%

Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei (), .y eine Cauchy-Folge in K,
die eine konvergente Teilfolge enthalte. Zeige, dass die Folge konvergiert.

AUFGABE 6.15.*
Es sei (z,,),cy eine reelle Folge. Es gelte

1
|xn - xn—1| S -
n

fiir alle n € N,.. Folgt daraus, dass (z,),,cy eine Cauchy-Folge ist?

AUFGABE 6.16. Es sei (x,),.y eine Cauchy-Folge in einem angeordneten
Kérper und es sei (y,),,cy eine Nullfolge in K. Zeige, dass die Summenfolge
Zn = Tn+ Yn

ebenfalls eine Cauchy-Folge ist.

AUFGABE 6.17. Es sei (xy),y eine Cauchy-Folge in einem angeordneten
Korper. Zeige, dass es eine Teilfolge x,,, i € N, derart gibt, dass folgende
Eigenschaft erfiillt ist: Zu jedem k € N, gilt fiir alle ¢, j > k die Abschéitzung

1
’xm _x”j‘ < E
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AUFGABE 6.18. Es sei a € R>q eine nichtnegative reelle Zahl und z, € R;..
Zeige, dass die rekursiv definierte Folge mit
Ty +ajzy,

2

Tpy1 =

gegen +/a konvergiert.

AUFGABE 6.19.*

Untersuche die Folge
T, = Vn-vn+1l—n

auf Konvergenz.

AUFGABE 6.20. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir die Folge
der Stammbriiche die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

(1) Die Folge - ist eine Nullfolge.
(2) Die Folge - ist eine Cauchy-Folge.
(3) Der Korper K ist archimedisch angeordnet.

1
n
1
n

AUFGABE 6.21. Es sei K ein angeordneter Korper und sei T C K eine
Telmenge, die das Supremum = € K besitze. Zeige, dass es eine Folge (z,,)
in T gibt, die gegen x konvergiert.

neN

AUFGABE 6.22. Es sei K ein angeordneter Kérper und (z,,), .y €ine wach-
sende Folge in K. Zeige, dass die Folge genau dann konvergiert, wenn die
Menge {z,, | n € N} ein Supremum besitzt.

Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.

Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Teilmenge T C K heifit ein Abschnitt,
wenn fiir alle a,b € T"mit a < b und jedes x € K mit a <z < bauchz €T
ist.

AUFGABE 6.23. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass jedes Intervall
(einschliefllich der unbeschrinkten Intervalle) in K ein Abschnitt ist.

Man gebe ein Beispiel fiir einen Abschnitt in Q, der kein Intervall ist.

Zeige, dass in R jeder Abschnitt ein Intervall ist.

AUFGABE 6.24. Es sei K ein archimedisch angeordneter vollstéindiger Kor-
per. Zeige, dass x € K genau dann nichtnegativ ist, wenn x eine Quadrat-
wurzel besitzt.



Die folgende Aufgabe setzt Kenntnisse in linearer Algebra voraus.

AUFCABE 6.25.%

Es sei K ein angeordneter Korper und sei
V=K%

der Vektorraum aller Folgen in K (mit komponentenweiser Addition und
Skalarmultiplikation).

a) Zeige (ohne Sétze tiber konvergente Folgen zu verwenden), dass die Menge
der Nullfolgen, also

U= {(xn)nem | (xn)nen, konvergiert gegen 0}
ein K-Untervektorraum von V ist.

b) Sind die beiden Folgen
(1/n)nen, und (1/n2)n€N+

linear unabhéngig in V7
Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 6.26. (3 Punkte)

Berechne den Grenzwert der Folge

on+1\° on 4+ 1\2 om+ 1
xn:5<n+)_4(n+>+2<n+)_3
n n n

fiir n — oo.

AUFGABE 6.27. (5 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und seien P(z) = Z?:o a; "
und Q(z) = Y ;_, bz’ Polynome mit agq, be # 0. Man bestimme in Abhéngig-
keit von d und e, ob die durch

P(n)

T Q)

(fiir n hinreichend grof}) definierte Folge konvergiert oder nicht, und bestim-
me gegebenenfalls den Grenzwert.
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AUFGABE 6.28. (4 Punkte)
Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und sei P(z) = Zj:o a;
ein Polynom mit d > 1 und ay # 0 . Zeige, dass dann die durch

d

Yn == P(n) = Zami

i=0
definierte Folge bestimmt gegen +oo divergiert, falls a; > 0 ist, und bestimmt
gegen —oo divergiert, falls a; < 0 ist.

Man folgere, dass die Folgenglieder
1

Yn
fiir n hinreichend grof3 definiert sind und gegen 0 konvergieren.

AUFGABE 6.29. (3 Punkte)

Es seien (2n),cny (Un)pey Und (2n),,cn Folgen in einem angeordneten Kérper
K derart, dass

fiir alle n € N gilt. Es seien (z,,),cy und (2,),,cy Cauchy-Folgen und es sei
die Differenzfolge 2, — x,, eine Nullfolge. Zeige, dass dann auch (y,),,.y €ine
Cauchy-Folge ist.

AUFGABE 6.30. (3 Punkte)

Es sei (2,),cy eine Cauchy-Folge in einem angeordneten Korper K, die so-
wohl unendlich viele positive als auch unendlich viele negative Folgenglieder
besitzt. Zeige, dass es sich um eine Nullfolge handelt.
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