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Zahlentheorie

Vorlesung 26

Gitter und konvexe Mengen

Hermann Minkowski (1864-1909)

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass die Klassengruppe eines quadratischen Zahl-
bereichs endlich ist. Zu dem Beweis benotigt man Methoden aus der konvexen
Geometrie und einige topologische Begriffe, die im folgenden aufgefiihrt wer-
den. Man spricht in diesem Zusammenhang von der Geometrie der Zahlen,
die mit dem Namen von Minkowski verbunden ist. Der grundlegende Satz
ist der Gitterpunktsatz von Minkowski, den wir in dieser Vorlesung vorstel-
len und beweisen wollen. Im Fall eines quadratischen Zahlbereichs bilden
die ganzen Zahlen ein zweidimensionales Gitter, ndmlich Z @ Zw, das wir in
einem zweidimensionalen reellen Vektorraum auffassen werden. Im imaginér-
quadratischen Fall bietet sich die Einbettung in die komplexen Zahlen an.
Der Gitterpunktsatz macht eine Aussage dariiber, dass gewisse Teilmengen
mit hinreichend grofem Flécheninhalt (oder allgemeiner Volumen) minde-
stens zwei Gitterpunkte enthalten miissen. Wir erinnern zunéchst an einige
Grundbegriffe aus der konvexen Geometrie, der Topologie und der Mafitheo-
rie.

DEFINITION 26.1. Es seien vy,...,v, linear unabhingige Vektoren im R".
Dann heifit die Untergruppe Zv, & - - - & Zv,, ein Gitter im R™.
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Manchmal spricht man auch von einem vollstéindigen Gitter. Als Gruppen
sind sie isomorph zu Z™, hier interessieren aber auch Eigenschaften der Ein-
bettung in R". Ein Gitter heiflt rational, wenn die erzeugenden Vektoren zu
Q™ gehoren.

DEFINITION 26.2. Eine Teilmenge 7' C R”™ heifit konvezr, wenn mit je zwei
Punkten P,QQ € T auch jeder Punkt der Verbindungsstrecke, also jeder
Punkt der Form

rP+ (1 —7r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.
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Der Durchschnitt von konvexen Teilmengen ist wieder konvex. Daher kann
man definieren:

DEFINITION 26.3. Zu einer Teilmenge U C R"™ heifit die kleinste konvexe
Teilmenge T, die U umfasst, die konvezre Hiille von U.
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Die konvexe Hiille ist einfach der Durchschnitt von allen konvexen Teilmen-
gen, die U umfassen.

Im zweidimensionalen kann man sich die konvexe Hiille so vorstellen, dass
man eine Schnur um die fixierten Punkte aus U legt und die Schnur dann
zusammen zieht.

DEFINITION 26.4. Zu einem durch linear unabhéngige Vektoren vy,...,v,
gegebenen Gitter bezeichnet man die konvexe Hiille der Vektoren ejv; +
<o 4 €,v, mit €; € {0,1} als die Grundmasche (oder Fundamentalmasche)
des Gitters.

Die in der vorstehenden Definition auftauchenden Vektoren sind die Eck-
punkte des von den Basisvektoren vy,...,v, erzeugten Parallelotops. Die
Elemente der Grundmasche selbst sind alle Vektoren der Form

MU+ e+ v, mit v € [07 1]

Wir werden die Grundmasche hiufig mit 91 bezeichnen. Zu einem Gitter-
punkt P nennt man die Menge P+901 eine Masche des Gitters. Ein beliebiger
Punkt () € R™ hat eine eindeutige Darstellung @Q = tjv; + - -+ + t,v, und
damit ist

Q = (o + -+ [tnon) + (= [T )or + -+ (0 = [a])vn),

wobei der erste Summand zum Gitter gehort und der zweite Summand zur
Grundmasche. Insbesondere haben zwei verschiedene Maschen nur Rand-
punkte, aber keine inneren Punkte gemeinsam.
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DEFINITION 26.5. Eine Teilmenge T" C R"™ heifit zentralsymmetrisch, wenn
mit jedem Punkt P € T auch der Punkt —P zu T" gehort.

Der Begriff der Kompaktheit sollte aus den Anfangervorlesungen bekannt
sein.

DEFINITION 26.6. Ein topologischer Raum X heiit kompakt (oder 1iber-
deckungskompakt), wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

X = U U; mit U; offen und einer beliebigen Indexmenge
i€l

eine endliche Teilmenge J C [ derart gibt, dass

X =Ju

ieJ

ist.

Fiir eine Teilmenge im R” ist eine Teilmenge T" genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrénkt ist (Satz von Heine-Borel). Die endliche Ver-
einigung von kompakten Mengen ist kompakt. Abgeschlossene Teilmengen
von kompakten Mengen sind wieder kompakt. Zu zwei disjunkten kompak-
ten Mengen X und Y in einem metrischen Raum Z gibt es einen Minimal-
abstand d, siche Aufgabe 26.8. D.h. zu je zwei Punkten x € X und y € Y ist
d(z,y) > d. Wir stellen einige Grundbegriffe aus der Mafitheorie zusammen.
Nicht jeder Teilmenge des R™ kann man sinnvollerweise ein Maf3 zuordnen. In
der Mafitheorie werden die sogenannten Borelmengen eingefiihrt, und diesen
Borelmengen kann ein Maf}, das sogenannte Borel-Lebesgue Mafl A zugeord-
net werden. Die Borelmengen umfassen unter anderem alle offenen Mengen,
alle abgeschlossenen Mengen (insbesondere alle kompakten Mengen). Borel-
mengen sind unter abzahlbarer Vereinigung und abzéhlbaren Durchschnitten
abgeschlossen, und mit einer Borelmenge ist auch deren Komplement eine Bo-
relmenge. Das Borel-Lebesgue Maf§ A hat seine Werte in R>g = R U {oo0}
und ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert (der Nachweis der Exi-
stenz erfordert einigen Aufwand):
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(1) Fiir einen Quader @ mit den Seitenldngen sy,...,s, ist A(Q) =
S1 -89-S

(2) Fiir eine abzdhlbare Familie von disjunkten Borelmengen T}, i € I,
ist A(Uie; i) = Yies MT2)-

(3) Das Borel-Lebesgue Ma$ A ist translationsinvariant, d.h. fiir eine Bo-
relmenge 7" und einen Vektor v € R" ist auch die um v verschobene
Menge v + T eine Borelmenge mit A(v +7T) = A(T).

Weitere wichtige Eigenschaften sind:
oFir U C Tist A(U) < XNT).

e Teilmengen, die in einem echten linearen Unterraum des R"™ liegen, haben
das MaB 0, siche Fakt *****,

e Ein einzelner Punkt und damit auch jede abzdhlbare Ansammlung von
Punkten hat das Maf 0.

e Unter einer linearen Abbildung L: R™ — R" verhilt sich das Borel-Lebesgue
Maf so: Zu einer Borelmenge T ist auch das Bild L(T) eine Borelmenge mit
AML(T)) = |det(L)| - N(T), siehe Fakt **##*,

Eine Basis vq,...,v, von R" liefert ein Gitter I' C R" zusammen mit der
Grundmasche 91, namlich das durch die v; aufgespannte Parallelotop. Dessen
Volumen (also dessen Borel-Lebesgue-Mafl) wird im Folgenden eine Rolle
spielen. Das Volumen berechnet sich wie folgt: man schreibt die Vektoren v;
(die ja jeweils n Eintrége haben) als Spalten einer quadratischen n x n-Matrix
M. Dann ist
Vol(IM) = |det M| .

Dies folgt aus (bzw. ist dquivalent mit) der oben zitierten Aussage, wie sich
das Borel-Lebesgue-Maf3 unter linearen Abbildung verhélt, wenn man sie auf
die lineare Abbildung anwendet, die die Standardektoren e; auf v; schickt. Zu
einem Gitter I' C R”™ gibt es keine eindeutig definierte Gitterbasis und da-
mit auch keine eindeutig definierte Grundmasche. Wenn beispielsweise v1, vy
eine Basis eines zweidimensionalen Gitters bilden, so ist auch vy, vs + tvy
(t € Z) eine Basis desselben Gitters. Wenn man also von einer Grundma-
sche eines Gitters spricht, so meint man in Wirklichkeit die Grundmasche zu
einer fixierten Basis eines Gitters. Wichtig ist dabei, dass das Volumen einer
Grundmasche nur vom Gitter selbst abhéngt, nicht aber von der Gitterba-
sis! Sei namlich wy, ..., w, eine weitere Gitterbasis. Dann gibt es zunéchst
eine quadratische invertierbare reellwertige Matrix A, die den Basiswechsel
beschreibt. Da die w; zum Gitter gehtren muss diese Matrix ganzzahlig sein.
Aus dem gleichen Grund muss die inverse Matrix ganzzahlig sein. Damit
muss die Determinante von A aber entweder 1 oder —1 sein. Nach der For-
mel fiir das Maf} unter linearen Abbildungen haben also die Parallelotope zur
Basis v und zur Basis w das gleiche Volumen. Man spricht daher auch vom
Volumen (oder Kovolumen) des Gitters.



Der folgende Satz heifit Gitterpunktsatz von Minkowski.

SATZ 26.7. Es sei I' ein Gitter im R™ mit Grundmasche 9. Es ser T eine
konvexe, kompakte, zentralsymmetrische Teilmenge in R"™, die zusdtzlich die
Volumenbedingung

Vol(T)) > 2" Vol(9n)

erfille. Dann enthdlt T mindestens einen von 0 verschiedenen Gitterpunkt.

Beweis. Wir betrachten das verdoppelte Gitter 2I'. Ist v,...,v, eine
Basis fiir I'; so ist 2vy, ..., 2v, eine Basis fiir 2I". Wir bezeichnen die Grund-
masche von 2I" mit I, fir ihr Volumen gilt Vol(91) = 2" Vol(IM). Zu jeder
Masche g = Q + N, @ € 2I', betrachten wir den Durchschnitt

TQ = Tﬂ‘ﬁQ.

Da T kompakt und insbesondere beschrénkt ist, gibt es nur endlich viele Ma-
schen derart, dass dieser Durchschnitt nicht leer ist. Es seien diese Maschen
(bzw. ihre Ausgangspunkte bzw. ihre Durchschnitte) mit 0; (bzw. Q;bzw. T;),
i € I, bezeichnet (da der Nullpunkt aufgrund der Konvexitéit und der Zen-
tralsymmetrie zu 7' gehort, umfasst / zumindest 2" Elemente). Die in die
Grundmasche 9 verschobenen Durchschnitte bezeichnen wir mit

Ti =T, — Q.
Wir behaupten zunéchst, dass die T, nicht paarweise disjunkt sind. Es sei
also angenommen, sie wéren paarweise disjunkt. Mindestens eines der 7;
(und damit der 7;) hat positives Volumen, sagen wir fiir ¢ = 1. Wegen der
angenommenen Disjunktheit sind insbesondere

X:le und Y := U TZ
il i1
disjunkt zueinander. Wir haben also zwei disjunkte kompakte Teilmengen,
und diese besitzen einen Minimalabstand d (d.h. zu jedem Punkt aus X
liegen in einer d-Umgebung keine Punkte aus Y, siehe Aufgabe 26.9). Sei
r € X ein innerer Punkt (den es gibt, da X konvex ist und ein positives
Volumen besitzt) und sei y € Y. Mit S sei die Verbindungsstrecke von x
nach y bezeichnet, die ganz in I verlduft. Wir wéhlen einen Punkt s € S,
der weder zu X noch zu Y gehort (solche Punkte gibt es wegen des Minimal-
abstandes). Da s sowohl zu X als auch zu Y einen Minimalabstand besitzt,
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gibt es eine e-Umgebung B von s, die disjunkt zu X und Y ist. Wir kénnen
ferner annehmen, dass B ganz innerhalb von 9t liegt (wegen der Wahl von
x). Als eine Ballumgebung hat B ein positives Volumen, was zu folgendem
Widerspruch fiihrt.

Vol(M) > Vol(XUY UB)

= Vol (UT) + Vol(B)

icl

> Y Vol(T)
= ) Vol(T})

\i/goII(T)
21 Vol (901)
Vol(M).

Es gibt also Indizes i # j und einen Punkt z € T;NT} (z muss selbst nicht
zu T gehoren). Sei

1V Il

Zzii=24+Q;€Tiund z; =2+ Q; €Tj.
Wegen @;,Q; € 2I' ist auch Q; — Q; € 2I" und daher

0# Q’L;Q] e

Aus z; € T folgt (wegen der Zentralsymmetrie) auch —z; € T und wegen
der Konvexitiat von T ergibt sich

Q: — Q; 1 1 1 1

T] = §(zi—z)—§(zj—z) = 5% 5% € T.
Wir haben also einen von Nullpunkt verschiedenen Gitterpunkt in 7" gefun-
den.

r.

g

Wir zitieren abschliefend ohne Beweis den Hauptsatz iiber endlich erzeugte
kommutative Gruppen. Der anschliefende gegebene Spezialfall fiir die tor-
sionsfreie Situation besagt insbesondere, dass Untergruppen von Gittern als
(abstrakte Gruppe) wieder (nicht vollstéandige) Gitter sind.

SATZ 26.8. FEs sei G eine endlich erzeugte kommutative Gruppe.Dann ist G
das Produkt von zyklischen Gruppen. D.h. es gibt eine Isomorphie

G =27 xXZ/(ny) X xXZ/(ng).

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
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DEFINITION 26.9. Eine kommutative Gruppe G heifit torsionsfrei, wenn fiir
jedes Element z € G, x # 0, und n € N, gilt nx # 0.

Die additiven Gruppen Z,7Z",Q, R, C sind torsionsfrei, die Restklassengrup-
pen Z/(n) bei n # 0 nicht.

SATZ 26.10. Es sei G eine endlich erzeugte torsionsfreie kommutative Grup-
pe.Dann ist G eine (endlich-erzeugte) freie Gruppe, d.h. es gibt eine Isomor-
phie

G=17.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
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