Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick SS 2022

Analysis 11

Arbeitsblatt 58

Ubungsaufgaben

AUFGABE 58.1. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
fi Rx[a,b] — R, (z,y) — 2"y’
Wir setzen \
p(z) = / w'ydy .

Berechne ¢'(x) auf zwei unterschiedliche Weisen.

AUFGABE 58.2. Bestétige Satz 58.3 fiir die Funktion
fi[1L,2] xR — R, (t,z) — ™.

AUFGABE 58.3. Es sei
f(z,y) = 2° — yx* + Tsiny.

Berechne die Integrale zum Parameter y € [0, 7] iber z € [0, 1] und zum Pa-
rameter « € [0, 1] iber y € [0, 7]. Bestimme jeweils die extremalen Integrale.

Die Himmelsscheibe von Nebra. Ist die Mondsichel darauf sternférmig?
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AUFGABE 58.4. Betrachte zu r,s € Ry mit r +s > 1 und s < r + 1 die
»sichelformige Menge

Mo = {(a) B | VTR < VP47 25}

Fiir welche r, s ist diese Menge sternférmig?

AUFGABE 58.5. Zeige, dass eine sternformige Teilmenge 7" C R™ zusam-
menhéngend ist.

AUFGABE 58.6. Es sei T' C R eine Teilmenge. Zeige, dass T genau dann ein
(nichtleeres) Intervall ist, wenn T sternférmig ist.

AUFGABE 58.7. Es seien Py,..., P, (k > 1) endlich viele Punkte im R™.
Zeige, dass R™ \ {Py, ..., P} nicht sternformig ist.

AUFGABE 58.8. Man gebe ein Beispiel fiir eine sternformige Teilmenge T° C
R? an, die nur beziiglich eines einzigen Punktes sternférmig ist.

AUFGABE 58.9. Man gebe ein Beispiel fiir eine offene, sternférmige Teilmenge
T C R? an, die nur beziiglich eines einzigen Punktes sternférmig ist.

AUFGABE 58.10. Man gebe ein Beispiel fiir zwei sternférmige Mengen S, T° C
R? mit der Eigenschaft, dass ihr Durchschnitt S N 7T nichtleer und nicht
sternformig ist.

AUFGABE 58.11. Uberpriife, ob das Vektorfeld

—22% + 294 Sxy?
(a2 + 91 (22 + y4)2> ’
die Integrabilitdtsbedingung erfiillt oder nicht.

G: R\ {(0,0)} — R?, (z,9) —> (

AUFGABE 58.12. Uberpriife, ob das Vektorfeld

—2% + 2% 813
(@3 +9%)° " (2% + y3)2> ’
die Integrabilitatsbedingung erfiillt oder nicht.

G: R*\ {(0,0)} — R?, (z,9) —> (



AUFGABE 58.13. Zeige, dass das Vektorfeld
G: R — R? (z,9) — (2z — ycosx, —sinz),

ein Gradientenfeld ist und bestimme ein Potential dazu.

Ob ein Vektorfeld auf U C R3 die Integrabilititsbedingung erfiillt l4sst sich
dquivalent mit der sogenannten Rotation ausdriicken.

Zu einem partiell differenzierbaren Vektorfeld
G:U—R
auf einer offenen Teilmenge U C R3 nennt man

23(p) — 962 (P)

rot (G)(P) = %(P) _ §—§(P)
52(P) — 52(P)

die Rotation von G.

Die Rotation ist ebenfalls ein Vektorfeld.

AUFGABE 58.14. Es sei G: U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld
auf einer offenen Teilmenge U C R3. Zeige, dass G genau dann die Integra-
bilitdtsbedingung erfiillt, wenn rot (G) = 0 ist.

AUFGABE 58.15. Berechne zum Vektorfeld
G {(2.9.2) €RY | 2,y.2 £ 0} — R, (5,9, 2) > (— T i)
z

die Rotation.

AUFGABE 58.16.*
Wir betrachten das Vektorfeld
G: R® — R?
mit
G(z,y) = (y,—2°)
Zeige auf zweifache Weise, dass G kein Gradientenfeld ist.

(1) Mit der Integrabilitdtsbedingung.
(2) Mit Wegintegralen.
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AUFGABE 58.17.%*
Wir betrachten das Vektorfeld
G: R — R (2,9,2) — (y —cos (v + 2), ¥, 22 — cos (x + 2)) .
a) Zeige mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingung, dass G ein Gradientenfeld
ist.

b) Bestimme ein Potential zu G.

AUFGABE 58.18.*
Wir betrachten das Vektorfeld
G: R* xRy — R, (2,y,2) — (ye’”y +Inz, ze™ — 2yz, T y2> :
z

a) Zeige mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingung, dass G ein Gradientenfeld
ist.

b) Bestimme ein Potential zu G.

AUFGABE 58.19.*

(1) Es sei U C R™ eine offene Menge und sei G: U — R" ein Gradien-
tenfeld auf U. Zeige, dass das Potential zu G bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt ist.

(2) Esseien S, T C R" offene sternférmige Mengen mit der Eigenschaft,
dass S N'T zusammenhéngend ist. Es sei

G: SUT — R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das die Integrabilitdtsbedin-
gung erfiillt. Zeige, dass GG ein Gradientenfeld ist.

(3)

AUFGABE 58.20.*

Es sei
F: G—R?
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge G C R? und
es sei OF OF
P) = —2(P) - —(P).
pP) = AP = TP

Zeige
1 . 1
p(P) = — - lim.g - | F
T e /..

wobei 7. den einmal gegen den Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreisweg um P
mit Radius € bezeichnet.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 58.21. (3 Punkte)
Bestimme, ob zur Funktion
f: R—R, z+— 2%

der Subgraph und ob der Epigraph sternférmig ist.

AUFGABE 58.22. (6 Punkte)

Es sei T' C R" eine sternférmige Teilmenge. Zeige, dass auch der Abschluss
T sternformig ist.

AUFGABE 58.23. (3 Punkte)
Zeige, dass das Vektorfeld
G: R —R? (2,9,2) — (yez — 3a%z, xe®* + 2yz, xye® + 1y — w3) ,

ein Gradientenfeld ist und bestimme ein Potential dazu.

AUFGABE 58.24. (3 Punkte)

Berechne zum Vektorfeld

3z __ 1
G: {(z,y,2) ER* |2,y #0,2> 0} — R?, (2,y,2) — (6 S nz)
y 2wy

die Rotation.
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