Andrés Zarabozo Martinez

Aerodinamica de los Anos 20. Problemas

Ingenieria Aeronautica
ETSEIAT
2012



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Acerca de estos apuntes

Estos apuntes se han realizado para cubrir el temario de la asignatura “Aerodinamica Bdsica”, que se
imparte en el tercer curso de Ingenieria Aeronautica en la Escola Técnica Superior d’Enginyeries
Industrial i Aeronautica de Terrassa, de la Universitat Politecnica de Catalunya (ETSEIAT — UPC). Esta
asignatura también es conocida como aerodindmica de los afios 20 y, ya que en aquella época no
existian calculadoras, se recomiendan usar tablas de logaritmos para realizar posibles operaciones
matematicas.

Licencia

Esta obra estd bajo una licencia Attribution-ShareAlike 3.0 Unported (CC BY-SA 3.0) de
Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia, visite:

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es_ES
En lineas generales:
Es libre de:

e Compartir — Copiar, distribuir y comunicar publicamente la obra.
e Transformar la obray crear obras derivadas.
e Hacer un uso comercial de esta obra.

Bajo las condiciones siguientes:

e Reconocimiento — Debe reconocer al autor de la obra original (pero no de una manera que
sugiera que tiene su apoyo o apoya el uso que hace de su obra).

e Compartir bajo la Misma Licencia — Si altera o transforma esta obra, o genera una obra
derivada, sélo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

©@®O



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

0. indice

0. IAICE ettt ettt a ettt ettt s et ettt et e e s et ettt e e et et et et enranaetns 3
O ol Yol fo a1 E =T o 1=T = | (=TT 5
Problema 1. Calculo de la resistencia mediante la exploracién de la estela........cccceeeevieeeeciieeecnneen. 7
Problema 2. Calculo de la sustentacion utilizando la circulacion ...........cccoeeeeviriniiincncnecee 11
Problema 3. Volumen de control siguiendo linea de corriente. .......ccceeeeecieeeeciiee e, 13
2. Movimiento potencial bidimensioNal...........coooiiiiieiiii e e e 16
Problema 1. Flujo alrededor de una pared con UNa €SQUINA........cccccuviieeeeeeeicciiiiieeeee e e eeecrrreeeeee e 18
Problema 2. Flujo generado por cuatro torbellinos...........ccueiiiiiie i 21
Problema 3. Manantial en presencia de dos Paredes ........ccceeeecuieeeeciieeecciiee e e 25
Problema 4. Torbellino situado en el interior de un Circulo .......cccoeviiiriiiiiiieriee e 28
Problema 5. Torbellino SOBre €l SUBIO ......coueiuiiiiiiiiiceee et 31
Problema 6. Dos torbellinos, un sumidero y una fuente ........cccccveeeiecieeeicciee e e 35
3. Perfiles en régimen iNCOMPIresible ........oii i e 38
o] o] 1=Y 0 T Tt N I T o T<T o 1 1= SRS 40
Problema 2. Perfil delgado con curvatura CUDICa .........ceeeeeiiiii i e e 43
Problema 3. Angulo de SUStENTACION NUIA ........vvvviieieeeeceeeeeeeeceeeeeeee sttt eenena 46
Problema 4. Perfil con funcion polindmica de cuarto orden.........ccccccveeeeciieeeccciiee e, 49
Problema 5. Obtencidn la curvatura de un perfil .........coooeiiiiicie e 53
Problema 6. Angulo de ataque de eqUIlIDIIO .........c.ovvvieieeeieeeeececeeecceeeeeee st 57
Problema 7. Perfil CON flap.....ue ettt et e e e e e e e rae e e e 59
Problema 8. Perfil con articulacién en el borde de salida .........oocueeiiiiiiiiiiieeeeee 62
4. Perfiles en régimen COMPIESIDIE ......coiiiiiii i e e e e e e e e s srae e e e ssnraeeesnes 65
Problema 1. Perfil con forma parabolica .........ccccuuviiiiiii i e 68
Problema 2. Fuerza de succidn en régimen incompresible ........ccccovecieeiicciee e, 71
Problema 3. Sustentacion de un perfil en régimen compresible .........cccovvieiiiicieiecccee e, 73
Problema 4. Variacidon de los coeficientes debido al pardmetro a........cccccveeieccieiieciiee e, 75
Problema 5. Centro de presiones de un perfil en vuelo supersénico.........ccccceeecvveveevcieeecrcieeeeennen. 78
Problema 6. Angulo de equilibrio de un perfil SUPErSONICO ......c.cveveuevieieiieiieee et 81
Problema 7. Angulo 8 de equilibrio de un perfil SUPEISONICO .......ccveviveueiieeeeeeeeeeee et 83
Problema 8. Perfil supersdnico volando sobre el SUelo.........ccccccveiiiiieeiiciiee e, 85
Problema 9. Perfil supersénico en un tlnel POroSO ........ccccveiiiiciiieiicciee e 90



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Problema 10. Perfil supersdnico volando sobre el SUelO.........ccccuviiiicciiiiiciee e, 95
5. Flujo potencial tridimensional .........ooccuiiiiiiiieic et e e e e e e 99
Problema 1. Comparacidn entre configuracidn axisimétrica y bidimensional ...........ccccccccvverenneen. 99
Problema 2. Velocidad debida a dos anillos de torbellinos ...........cooceeiiiiiiiieniiiinieeee e 103
Problema 3. Herradura de torbellin0s..........coceiiieiieiieneeeee e 106
Problema 4. Movimiento axisimétrico definido por una funcidn de corriente.........ccccceeeecvveeennns 108
6. Alas de gran alargamiENtO .....cciicuiiii it e s st e e sate e e e serraeeesanes 111
Problema 1. Ala de gran alargamiento con perfiles Sin @SPeSOr ........cccveeeecieeeieciiee e 114
Problema 2. Resistencia inducida mediante la exploracién de la estela.......ccccoccvveeivciveeeiiiieennnns 119
Problema 3. Ala con distribucién de sustentacion medida para dos O ......cccceeevcvieeiiciieeecciieeeens 121
Problema 4. Ala larga con torsion anti SIMELIiCa........cccveeieciiieeeecieee et aree e e 126
Problema 5. Forma en planta reCtanguIar..........cueivoiiiii it 129
Problema 6. Nimero de Mach de vuelo de un ala eliptica......ccccoveeivciiiiinciiee e 132
Problema 7. Angulo de ataque del ala @ Mach 0.6 ........c.ceeueviuieieiieeeeeieeeeeee et 135
Problema 8. Ala con ley de distribucidn de la cuerda.........cceeeeeeeecciiieiiee e 138
0oV N o T - Y PPN 141
Problema 1. Avidn con ala recta y eliptica en tinel de viento .......cccccuveeeeciiee e 141
Problema 2. Polar de un perfil con entrada en pérdida .........ccooeviiiiviiiiiicciiee e 145
8. MELOAOS B PANEIES......eeei ittt et e et e e e s ebte e e e sbteeeeebteeeesstaeeesaseaeassnnes 148
Problema 1. Método del potencial CONSTANTE ........cccvcuiiieieciiee et e 150
Problema 2. Método de los torbellinos diSCretos..........cocveeerieniinienicieeee e 154
Problema 3. Punto de control para el método de torbellinos discretos ........cccccovveeevciveeiicieeennns 156
Problema 4. Método de potencial constante en una placa plana......c.cccceecveeeeeciieeccciiee e 158



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

1. Ecuaciones generales

Este tema es de los mas importantes dentro de los estudios aerodindmicos y es el mas util. En este
tema se estudian las ecuaciones generales de la mecdnica de fluidos. Estds ecuaciones son muy
simples pero es muy dificil llegar a una solucién analitica en la mayoria de los casos reales.

Se deben de tener en cuenta algunos puntos:

e Se suele trabajar en dos dimensiones por lo que las fuerzas y momentos estan definidos por
unidad de distancia asi como las superficies de control son lineas y los volimenes de control
son superficies por unidad de distancia.

e En este tema para escribir vectores se utilizan las letras negritas.

e Se trabaja en casos estacionarios por lo que cualquier derivada respecto al tiempo es nula.

Se estudian las siguientes cuatro ecuaciones:
e Conservacion de la materia o continuidad

Esta ecuacidn se basa en el principio bésico de que la densidad en un volumen de control solo varia
debido a los flujos entrantes y salientes. La ecuacién integral es:

d
—jpdV+fpv-ndS=0 (1.0.2)
dt J, s
En forma diferencial queda:
d
a_’; LV (pV) =0 (1.0.2)

e Conservacion de la cantidad de movimiento.

Esta ecuacién se suelen escribir las ecuaciones definidas en una direccién concreta, pudiendo
escribir tantas ecuaciones como dimensiones se tengan. Esta ecuacidon se basa en el segundo
principio de Newton, es decir, la variacidn de la cantidad de movimiento es debido a los cambios en
las fuerzas que se ejercen sobre el volumen de control. Existen tres fuerzas que pueden actuar:

Las fuerzas de presidén, normales a la superficie
Los esfuerzos viscosos, tangenciales a la superficie
Y las fuerzas de volumen como pueden ser la masa o fuerzas electromagnéticas

Si el Reynolds es alto se suelen despreciar los esfuerzos viscosos y las fuerzas de volumen. Los
esfuerzos viscosos en ningln caso se puede despreciar si se estudia la capa limite (aunque no es el
caso en este tema). Las ecuaciones integral y diferencial son:

d
—fpudV+jpu(u-n)dS= —fpndS+jn-r’dS+prde (1.0.3)
de Jy s S s 4

DV u

o= Pt pAvV + §V(V V) + pFp, (1.0.4)
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e Conservacién de la energia.

La ecuacidn de conservacién de la energia esta basada en el primer principio de la termodinamica. La
ecuacion diferencial es:

De_

S =V (VD) 4V V+ @y~ Vg, + Qg (1.0.5)

p

e Segundo principio de la termodinamica.

El segundo principio de la termodindmica forma una relacidn entre la energia interna especifica, la
presion, la densidad, la tempera y la entropia especifica.

(1.0.6)

P

De D (1) Ds
Dt PDt

— T_
Dt
Ademads de estas cuatro ecuaciones se suelen usar otras ecuaciones como por ejemplo la ecuacidn

del gas perfecto p = pRT (donde R = 287 m? - s~2 - K~ ! para el aire).

También es importante conocer la ecuacién de Bernouilli. Esta ecuacion solo se puede usar si: no hay
viscosidad, el flujo es incompresible y estacionario y solo se puede usar a lo largo de una linea de
corriente o en un flujo irrotacional.

1
EpU2 +p = cte (1.0.7)
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Problema 1. Calculo de la resistencia mediante la exploracién de la estela

Se desea determinar la resistencia de un objeto mediante el método de exploracion de estela

La Figura 1.1.1 muestra un obstaculo bidimensional sometido a una corriente incidente de densidad
p, velocidad Uy, y un nimero de mach alto. A una cierta distancia del obstaculo (donde la presion
vuelve a ser uniforme y de valor p,,) se mide el perfil de velocidad que tiene la siguiente forma:

U="Uy,w—uy(x,2) (1.2.2)

Donde u, es la pérdida de velocidad en la estela y es mucho menor que U,. Se puede expresar

como:
| —=cosmz |z| = @

ug(x,z) = v ’ (1.1.2)
b(x
0 |z] > %

Siendo A una constante conocida y b(x) el ancho de la estela viscosa del obstaculo.

Mediante la aplicacion de la ecuacién de cantidad de movimiento a un volumen de control
adecuado, se pide:

a) Calcular la resistencia aerodinamica d del obstaculo en funcion de A y de b(x).
b) Deducir la expresidn de la ley de ensanchamiento de la estela lejana b(x) en funcion de la
resistencia d, del pardmetro A y de la distancia x.

Uoo—ud

Y l YyYyYyYvy L«’l/\l\l Yy l Yyvey
S
&

Figura 1.1.1. Diagrama del problema.
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Resolucion
a) Resistencia aerodinamica

El método de exploracidn de estela es utilizado en tuneles de viento para determinar el coeficiente
de resistencia de perfiles. Es posible obtener el perfil de velocidades en el plano perpendicular a la
estela utilizando una sonda de hilo caliente o una sonda pitot. Una vez obtenido el perfil de
velocidades se utiliza la ecuacién de la conservacidn de la cantidad de movimiento para obtener el
coeficiente de resistencia ya que la pérdida de cantidad de movimiento en la estela es debida a la
resistencia del obstaculo.

Lo primero que se debe hacer es seleccionar un volumen de control apropiado. Para simplificar los
calculos se selecciona un volumen de control cuadrado con una superficie perpendicular al viento
incidente, otra perpendicular al perfil de velocidades aguas abajo y dos superficies horizontales. Para
que el volumen de control sea simplemente conexo se debe tener el obstaculo fuera del volumen de
control y se debe conectar esta superficie que rodea el obstaculo a la descrita antes. En la Figura
1.1.2 se puede ver el volumen de control con las siete superficies definidas y el sentido de
integracion para la formulacién integral.

_— 54 _,":’

YYYVYUVY L/L \ll YYYVYY

S3 <«—

Figura 1.1.2. Volumen de control y sentido de integracion.

Se utiliza ahora la ecuacidn de conservacion de la cantidad de movimiento en el eje x. Esta ecuacién
es una transcripcién de la segunda ley de Newton a un movimiento de fluido. Es decir, la variacién
de la cantidad de movimiento de un fluido en un volumen de control es debido a las fuerzas que
actuan sobre el mismo. Pueden haber tres tipos de fuerzas actuando sobre el fluido: la presién sobre
la superficie del volumen de control (fuerza normal), la friccion sobre la superficie de control (fuerza
tangencial) y las fuerzas masicas dentro del volumen de control. En forma integral la ecuacién es:

d
— pudV+jpu(u-n) ds = —fpndS+jn~c’dS+prm dv (1.1.3)
de Jy s s s v



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Como el niumero de Reynolds es suficientemente alto se pueden despreciar las fuerzas masicas y los
efectos viscosos frente a los esfuerzos de presion. Ademas si se considera flujo estacionario se
elimina también la dependencia del tiempo. La ecuacién simplificada es:

f pu,(u-n)ds = —f pn, dS (1.1.4)
S+C+s S+C+s

La resistencia generada por el obstaculo esta situada légicamente en la superficie que lo rodea y se
puede definir como una caida de presidn a través del obstaculo. Esto es debido al principio de accion
y reaccion es decir, el esfuerzo que ejerce el obstaculo sobre el fluido es contrario al esfuerzo que
ejerce el fluido sobre el obstaculo (debido a la diferencia de presidn).

d= f pn, dS (1.1.5)
N

Como se indica en el enunciado la presion en S; es la misma que aguas arriba del obstaculo, y
ademds para S, y S, se tiene n,, nulo.

fpnxd5=fpoodz+0—fpoodz+0=0 (1.1.6)
S 51 53

Las superficies C; y C, no contribuyen a la fuerza sobre el obstaculo ya que al integrar se recorre dos
veces pero en direccidén opuesta y las dos contribuciones se cancelan entre si.

En las superficies alejadas S, y S, la velocidad se define como u = (U, + u,w) donde u y w son
perturbaciones debidas al obstaculo y son muy pequefas en respecto a U,. Como ejemplo se
desarrolla la integral de la cantidad de movimiento sobre S,, para las demds superficies el
procedimiento es idéntico. El vector normal sobre esta superficie es el vector unitario que apunta
hacia afuera de la superficie n = (0, 1).

|

La ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento, habiendo introducido todas las

pu,(u-n)dx = L p(Ug + uy) [(UOo +u, wy)- ((1))] dx = fs pUs +ux)w,dx  (1.1.7)

2

simplificaciones queda:

—f pU&dz +f p(Ue + uz)w, dx +f p(Ueo — ud(Z))zdz —f pUep +ugwydx = —d  (1.1.8)
S1 S, S3 Sy

Se tiene que tener en cuenta que las velocidades u, w y u; son muy pequefias respecto a U, por lo
que cualquier multiplicacion entre ellas es despreciable.

—j prodz+f pUpwy dx+f p(UZ = 2Uxuqy(2))dz —f pU,w,dx = —d (1.1.9)
S1 S, Ss S4
Las integrales sobre las superficies S, y S, tienen pardmetros desconocidos que se deben encontrar.
Las velocidades w no pueden ser nulas ya que si lo fueran violarian la ecuacion de continuidad sobre
el volumen de control. Se utiliza la ecuacién de continuidad para obtener una relacién entre las
integrales de flujo masico a través de las superficies. La ecuacién de continuidad dice simplemente
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que la variacion de la densidad de un fluido en un volumen de control es igual a los flujos entrantes y
salientes a través de las superficies del volumen.

d
—fpdV+fpv-ndS=0 (1.1.10)
dt J, P

El flujo es estacionario por lo que no hay variaciéon de densidad en el volumen de control. La
ecuacion usada en el volumen de control del problema queda:

—f pUy dz +f pw, dx +f p(Uoo — ud(z)) dz —f pw, dx =0 (1.1.11)
Sl 52 53 54.
Se multiplica la ecuacién por U, y ademads se simplifica sabiendo que S; = S;.
f pUx,w, dx —f pUxw, dx =f pUxuy(2) dz (1.1.12)
S S S3

2 4

Se introduce esta resta en la ecuacion (1.1.9).

g

Volviendo a introducir la condicidn S; = S5 la resistencia queda finalmente:

pUgodz+f p(UZ — 2Uxuqy(2))dz +f pUspuy(2)dz = —d (1.1.13)

1

d =f pUxuy(z)dz (1.1.14)
S

3
Ahora ya solo falta hacer la integral. Se debe introducir la variable u;(z) y poner los limites de
integracion.

b(x)
2

d = _%x) onoﬁcos(nz) dz =

Al b(x)/2
pUs — [— sin(nz)] =
Vx lm —b(x)/2

2pU, A | mh(x)
= —sin

1.1.15
o sin (1.1.15)

b) Ley de ensanchamiento b(x)

Simplemente hay que manipular la expresidn obtenida en la ecuacién (1.1.15) para obtener b(x).

dnvx mh(x)
20U A 22
dnx

(1.1.16)

=>b = —asi
(x) naSIHZonoA

-10 -
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Problema 2. Calculo de la sustentacion utilizando la circulacion

Considere un perfil bidimensional volando en régimen incompresible a través del aire en calma con
velocidad Ug. En el caso Re > 1 relacione la sustentacion del perfil [ con la circulacién de la
velocidad I' medida experimentalmente a lo largo de la linea ABCD mostrado en la Figura 1.2.1.
Suponga que la velocidad en la estela es horizontal.

szVdSzf Udx + Wdz+f Udx+ | Wdz (1.2.1)
AB BC CD DA
A B
| Az
U i i
> X A
b c

Figura 1.2.1. Perfil bidimensional volando en régimen incompresible.

-11 -
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Resolucion

La circulacion es la integral realizada en sentido horario de la proyeccién de la velocidad a lo largo de
cualquier linea cerrada.

En las superficies AD y BC no se tiene velocidad tangencial a la superficie por lo que la integral en
esos tramos es nula (nota, en el enunciado dice que la velocidad en la estela es horizontal). En las
superficies horizontales se tiene una pequefia perturbacion en la velocidad (para poder cumplir la
ecuacion de continuidad). La velocidad por ejemplo en la superficie AB se modeliza como Uy, + u4
donde u; es mucho menor que U,. La circulacidn queda:

I'= (Up +u)dx — | (Ugp +usz) dx (1.2.2)
AB DC

Como las superficies son iguales se puede combinar las integrales y se define la diferencia de
velocidades u; — u3; como Au.

r =f Au dx (1.2.3)
AB

Se utiliza la ecuacion de Bernouilli entre el intradds y el extradds para encontrar la diferencia de
presion.

1 2 1 2
E.D(Uoo +u)+p = EP(Uoo +u)* +p; (1.2.4)

Se debe recordar que las velocidades u; y u, son muy pequeiias en comparacién con U, por lo que
los cuadrados se pueden considerar despreciables. Se define la diferencia de presiones entre el
intradds y el extradds como Ap.

1 1
EP(UoZo +2Upuy) +p1 = EP(Ugo + 2UsUy) + P2

= pUy,Au = Ap (1.2.5)

La fuerza de sustentacion por unidad de envergadura del perfil es igual a la diferencia de presiones
sobre el volumen de control (aplicacién de ley de conservacion de cantidad de movimiento).

l= pr dx = prooAu dx = onofAu dx (1.2.6)

Introduciendo la circulacion obtenida en la ecuacion (1.2.3) se obtiene finalmente:

l = pU,T (1.2.7)

-12 -
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Problema 3. Volumen de control siguiendo linea de corriente.

La Figura 1.3.1 muestra los perfiles de velocidad medidos aguas arriba (superficie 1) y aguas abajo
(superficie 2) del volumen de control. El flujo es incompresible, bidimensional y estacionario. Si las
superficies 3 y 4 corresponden a lineas de corriente, se pide:

a) Calcular la semilongitud de la superficie de control 1 H,,.
b) Calcular la resistencia d que aparece sobre el perfil.

9 o

o -
—.T ---------- HD UOO (i)
IH“ . HD

@ x @ _Z
T “ E C2 ) (H_D)

\/

Figura 1.3.1. Perfiles de velocidades y volumen de control.

-13 -
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Resolucion
a) Semilongitud H,,

Se considera Hp conocida ya que cuando se busca la resistencia de un perfil mediante el método de
exploracién de la estela lo que se mide es el perfil de velocidades aguas abajo.

Debido a que las superficies 3 y 4 del volumen de control dado en el enunciado son lineas de
corriente no se tiene velocidad normal a esas superficies. Por lo tanto segun el principio de
continuidad y considerando flujo estacionario se llega a la conclusidn de que el flujo entrante por la
superficie 1 debe de ser igual al flujo saliente por la superficie 2. La ecuacién de continuidad dice
simplemente que la variacién de la densidad de un fluido en un volumen de control es igual a los
flujos entrantes y salientes a través de las superficies del volumen.

d
—fpdV+fpv~ndS=0 (1.3.1)

= —ono dz+qu dz=0 (1.3.2)
1 2

La integral sobre la superficie 1 se hace facilmente y es 2H,,U,. La segunda integral queda:

Hp VA U ZZ Hp
up dz = zf Us (—) dz = 2—°°[—] = U, H (1.3.3)
fz ? 0 Hp Hp[2], P

Finalmente volviendo a la ecuacidn (1.3.2) se puede obtener la semilongitud.
Hp
—2H, U, +U,Hp, =0 = H, = > (1.3.4)

b) Resistencia que aparece sobre el perfil

Para obtener la resistencia sobre el perfil es necesario plantear la ecuacién de conservacidn de la
cantidad de movimiento en el eje x. Esta ecuacion es una transcripcion de la segunda ley de Newton
a un movimiento de fluido. Es decir, la variaciéon de la cantidad de movimiento de un fluido en un
volumen de control es debido a las fuerzas que actuan sobre el mismo. Pueden haber tres tipos de
fuerzas actuando sobre el fluido: la presidon sobre la superficie del volumen de control (fuerza
normal), la friccidn sobre la superficie de control (fuerza tangencial) y las fuerzas masicas dentro del
volumen de control. En forma integral la ecuacion es:

d
—jpudV+fpu(u-n)dS:—fpndS+fn-r’dS+prde (1.3.5)
dt J,, S S S v

Como el numero de Reynolds es suficientemente alto se pueden despreciar las fuerzas masicas y los
efectos viscosos frente a los esfuerzos de presion. Ademas si se considera flujo estacionario se
elimina también la dependencia del tiempo. La ecuacidn simplificada es:

fpux(u‘n) ds = —jpnx ds (1.3.6)
s S

-14 -
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La resistencia generada por el obstaculo esta situada l6gicamente en la superficie que lo rodea y se
puede definir como una caida de presidn a través del obstaculo. Esto es debido al principio de accidn
y reaccion es decir, el esfuerzo que ejerce el obstaculo sobre el fluido es contrario al esfuerzo que
ejerce el fluido sobre el obstaculo (debido a la diferencia de presidn).

d= f pn, dS (1.3.7)
S

Las superficies C; y C, no contribuyen a la fuerza sobre el obstaculo ya que al integrar se recorre dos
veces pero en direccidén opuesta y las dos contribuciones se cancelan entre si.

Si las superficies de control estan suficientemente alejadas se puede considerar que la presidn en las
superficies de control 1,2,3 y 4 es la misma. Como se puede considerar que estas superficies generan
una linea cerrada la integral de la presidn es nula. Ademas en las superficies 3 y 4 la velocidad nunca
es normal a la superficie por lo que el producto escalar es nulo. La ecuacion (1.3.6) simplificada
queda:

—ijozo dz + fpu% dz = —d (1.3.8)
1 2

La primera ecuacién es facil de hacer y es 2pUZ2 H,,. Se calcula la segunda integral.

Hp Z \?2 2pUZ% [z
2f pUZ, ( ) dx = p [ ] pHDU2 (1.3.9)
0 Hp 3

Finalmente la resistencia es:

Hp\ 2
d=2pU020(7D> ZpHpUZ = 3pHDU2 (1.3.10)
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2. Movimiento potencial bidimensional

En este tema se estudia el movimiento potencial bidimensional, necesario para determinar el campo
de velocidades de un fluido. El potencial se obtiene a base de superponer soluciones basicas de la
ecuacién de Laplace: manantial, torbellino y doblete. También se puede modelar el campo de
velocidades sobre un obstdculo sélido encontrando una distribucién de singularidades que produzca
una linea de corriente analoga al contorno del obstaculo.

Para definir el potencial se utiliza un sistema de coordenadas cartesiano en forma de numeros
complejos donde las posiciones se suelen denominar con la letra t. La funcién potencial compleja
f(t) es la suma de la funcion potencial @ y de la funcion de corriente .

FO) =d+i¥ (2.0.1)

El potencial complejo existe si existen ® y W y ademds la derivada del potencial complejo es la
velocidad conjugada.

df (t)

= u—iw (2.0.2)

Las lineas de corriente son lineas que siguen a los puntos tangentes al vector velocidad de las
particulas del fluido. Por lo tanto dos lineas de corriente no se pueden cruzar a menos que ese punto
sea un punto de remanso (donde la velocidad es nula). Para obtener la posicidon de los puntos de
remanso simplemente es necesario obtener los puntos t que cumplan df /dt = 0.

Las soluciones elementales, donde ¢t representa la posicién del elemento, son:

e Corriente uniforme que forma un angulo a con el eje x

f(t) = Upe %t (2.0.3)
e Manantial o sumidero
f(t) = %ln(t —ty) (2.0.4)
e Torbellino
i’
£ = ;—nln(t “ty) (2.0.5)

e Doblete que forma un angulo 8 con el eje x

Meif
t—t,

(2.0.6)

f@ =

En algunas configuraciones, cuando aparecen contornos rectos infinitos, como por ejemplo una
pared, se debe utilizar el método de las imagenes. Consiste en transformar la pared por una linea de
corriente y un eje de simetria, afladiendo del otro lado de la pared los elementos que aparecen en el
problema. Por ejemplo si se tiene un torbellino sobre una pared se introduce otro torbellino de
intensidad opuesta al otro lado de la pared.
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En el caso de tener un circulo en vez de una pared se puede utilizar el teorema del circulo. Consiste
en calcular el potencial complejo con la siguiente férmula:

_ (R?
f(&) = foc(©) + foc (T) (2.0.7)

Donde R es el radio del circulo y f(R?/t) es el conjugado de la funcién potencial en el punto R?/t.

En general en los problemas se da una configuracién de elementos y se pide dibujar las lineas de
corriente. También se puede pedir la fuerza ejercida sobre alglin elemento. Los pasos a seguir son:

1. En el caso de tener paredes se debe utilizar el método de las imagenes para tener todos los
elementos que generan el movimiento potencial.

Sumando las contribuciones de todos los elementos se obtiene la funcién potencial compleja f(t).

Si se usa el teorema del circulo se debe aplicar la ecuacion (2.0.7) y manipular la expresién para
tener una suma de logaritmos donde se puedan diferenciar los diferentes elementos y sus
posiciones.

2. Se deriva esta funcidn para obtener la conjugada de la velocidad.

Como se ha dicho antes los puntos de remanso son puntos donde la velocidad es nula, por lo que
simplemente hay que resolver la ecuacién df (t) /dt = 0 y obtener los valores de t.

Una vez se tienen las posiciones de los puntos de remanso se pueden ya dibujar las lineas de
corriente. Hay que recordar que en los puntos de remanso pueden cruzarse mds de dos lineas de
corriente y que el dngulo entre las lineas es equidistante por lo que si del punto de remanso parten
cuatro lineas todas estaran separadas de /2 rad.

3. Para obtener la fuerza sobre un torbellino o una fuente se debe resolver el potencial
complejo sin el elemento.

Se obtiene la velocidad en el punto del elemento derivando el potencial complejo y sustituyendo t
por la posicion del elemento. La fuerza sobre los elementos es:

e Torbellino (fuerza perpendicular a la velocidad)
F =iplU (2.0.8)
e Fuente o sumidero (Fuerza en la direccidn de la velocidad)

F =pQU (2.0.9)
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Problema 1. Flujo alrededor de una pared con una esquina

La funcion compleja f(t) = At™, con A real y n > 0, sirve para estudiar problemas de liquidos
potenciales alrededor de una pared como el representado en la Figura 2.1.1. Calcule el valor del
exponente n, para que las rectas 8 = 0 y 8 = a sean lineas de corriente, teniendo en cuenta que
ninguna otra recta con 8 = 6, (0 < 6y < a) debe serlo. Estudie también el campo de velocidades y
el campo de presionesenloscasosa >, a =nya < 7.

Mediante la aplicacién del principio de conservacion de la cantidad de movimiento a un recinto
circular, demuestre que la fuerza de succién en el borde de la placa que se obtiene en el caso
a = 2mvale F = —mpA? /4, donde p es la densidad del fluido.

Figura 2.1.1. Flujo alrededor de una pared con una esquina de dngulo a.

-18 -



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Resolucion
a) Valorden

El potencial complejo se puede escribir en forma cartesiana como f(t) = ®(t) + i ¥(t) donde ®
define el campo de velocidades y W las lineas de corriente. Por lo tanto la funcidn t debe de ser un
numero complejo.

t =7re'? =r(cos +isinH) (2.1.1)
Se introduce esta expresion en la funcién f(t).
f(£) = A(rel®)" = Armei® = Ar™(cosnf + isinnd) (2.1.2)
De modo que la funcion de lineas de corriente ¥ es:
Y = Ar™sinné (2.1.3)

El valor de la linea de corriente en la pared horizontal (8 = 0) es W = 0. Este valor debe ser el
mismo si se quiere que la otra pared (8 = a) sea la misma linea de corriente.

Ar™sinna =0 (2.1.4)

Se debe cumplir que sin na sea cero por lo que la solucion de esta ecuacién es:

n=-—_, parak =1,2,3... (2.1.5)

Para que ninguna que ninguna otra recta con 8 = 8, (0 < 8, < a) sea también linea de corriente, se
toma lasoluciénparak =1yn =mn/a.

b) Campo de velocidades y campo de presiones

Para obtener el campo de velocidades se debe derivar la funcion potencial compleja.

%(tt) = Ant™ ! = Anr™ {cos[(n — 1)0] + isin[(n — 1)6]} (2.1.6)
Comon = m/a se tiene:
ft)=4 gr”/“‘l {cos [(g — 1) 9] +isin [(g — 1) 9]} (2.1.7)

Para obtener el campo de presiones se utiliza la ecuaciéon de Bernoulli utilizando como velocidad el
mddulo del nimero complejo del campo de velocidades.

1 1 .o 1 7\2
- 4o = pt=py (41) r2m/a-D
Po 590U =P+ 2pu|f (O = p +5pen (4—) r2/a?

1 1 Ty 2
SP =Pt EpooUozo ~ 5P (A E) r2(m/a-1) (2.1.8)

Se debe estudiar la solucion para los tres casos propuestos en el enunciado.
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e a>msetienen < 1yporlotanto f(t) > wyp - o
e a<msetienen > 1yporlotanto f(t) = 0yp = pe + 0.5 po, U2
e a=m:setienen = 1y porlotanto f(t) = A(cosf —isinB) yp = pe + 0.5p,[UZ + |f|2]

Se puede ver que para valores de a entre 0 y 7 se obtienen valores reales mientras que para valores

de a entre Ty 21 no se obtienen.

¢) Fuerza de succién de una placa plana

Se debe utilizar la teoria de cantidad de movimiento para obtener la fuerza de succién de una placa
plana. Se puede observar en la Figura 2.1.2 la forma del volumen de control que se utiliza para la

ecuacion integral. Para formar una placa plana se utiliza @ = 2m.

__________
- ~
- ~~

=

b
S /
2 /
< 7
/
\ R /
\ ’
N, /
\, /
\ /
\\ ,I
\\ ,’
~, ~, S ® ’/
1 -

~,
~ -
"""""""""

Figura 2.1.2. Placa plana con el volumen de control.

La ecuacidn integral de conservaciéon de cantidad de movimiento se estudia en la direccion x.

|

La parte de la integral de los esfuerzos de presion sobre la segunda superficie es directamente la
fuerza de succién y es la contribucion de la zona del borde de ataque de la placa. Ademas el
producto sobre la segunda superficie ¥ - i es nulo haciendo la integral nula.

pu(ﬁ-ﬁ)d5=—f p-nxldS—f P-n,, dS (2.1.9)
S S

2

pu(v - f) dS+f
S

1 2

F = —f pu(v-#)ds —f p Ny dS (2.1.10)
Sl 51
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Problema 2. Flujo generado por cuatro torbellinos

Considere el campo fluido generado por dos torbellinos de intensidad I situados en los puntos t = i
yt = —1y otros dos torbellinos de intensidad - I" situados en los puntost = 1yt = —i. Se pide:

a) Calcular el campo potencial complejo.

b) Calcular el campo de velocidades conjugadas.
c) Calcular la posicidn de los puntos de remanso.
d) Esquematizar las lineas de corriente.

Superponga ahora una corriente incidente de intensidad v2I'/7 en la direccién de la bisectriz del
primer cuadrante. En estas condiciones se pide:

e) Calcular el nuevo potencial complejo.
f) Calcular la posicidn de los puntos de remanso.
g) Esquematizar las lineas de corriente.
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Resolucion
a) Campo potencial complejo

Se sabe que el potencial de un torbellino es:

il
) =—In(t—t (2.2.1)
ftorb( ) 2T ( 0)
El campo potencial completo es la suma de las contribuciones de los cuatro torbellinos.

f) = % [Int—i)+In(t+1)—In(t+1i)—In(t—1)] = %ln % (2.2.2)

b) Campo de velocidades

El campo de velocidades se obtiene derivando es campo potencial complejo.

df(e) 1T

dt  2m

1 1 1 1 irft?-1)-(G+1
( -+ - ):—— (-D-0+D (2.2.3)
t—i t+1 t+i t—1 T t*—1
c) Puntos de remanso

Los puntos de remanso son puntos de velocidad nula. Se deben obtener los valores de t en los que
se cumple que el campo de velocidades es nulo.

ir [t2G-1D) -G+ D] _

21 th—1
i+l _—1+2i+1 .
= = = = —] =
i—1 —2 1=e
. \/§+\/§_
T prl__7 71
f= teif = (2.2.4)
B V2 V2,
tpr2_7_71

d) Esquematizar las lineas de corriente

Debido a la disposicién de los torbellinos y como tienen todos igual intensidad se forman un eje de
simetria y un eje de antisimetria.

Se pueden ver en la Figura 2.2.1 las lineas de corriente esquematizadas. Los puntos de remanso se
han esquematizado por un cuadrado. Estos puntos son los Unicos que permiten un cruce entre lineas
de corriente. A través del eje de antisimetria las lineas de corriente cruzan con un angulo de noventa
grados respecto al eje, a menos que el punto de remanso esté situado sobre el eje. El eje de simetria
es también una linea de corriente.
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Eje de simetria

Eje de antisimetria

Figura 2.2.1. Lineas de corriente esquematizadas para el primer caso.

e) Potencial complejo con corriente incidente

Se afiade ahora una corriente de intensidad v2I'/m en la direccién de la bisectriz del primer
cuadrante. Se debe sumar la contribucidn de la corriente incidente al potencial complejo obtenido
en la ecuacion (2.2.2).

f@®) = {\/_e“_ t+= [ln(t —i)+In(t +1) — In(t +1i) — In(t — 1)]} (2.2.5)

f) Puntos de remanso

Para obtener los puntos de remanso se debe primero encontrar el campo de velocidades.

df(t) _V2r m il t2i—1)—({+1)
it m _;[ t*—1

r r tAi-1)-(+1)
=E[\Ee o th—1

= [(4—1)\/_<£+1£>—t2(1—1)—(1+1)

[*—DA+D)—-t*(—-1)—-(>(+ 1]

Tt —1)
=L[(1+i)t4—t2(i—1)] (2.2.6)
n(t*—1) o
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Los puntos de remanso se obtienen cuando la velocidad es nula. Se debe resolver la siguiente
ecuacion:

A+Dt*—t?(i—-1) =0 (2.2.7)
Se puede obtener la solucién trivial (t = 0).

Ci-1 -1-2i+1

t* = = =i = t=4i 2.2.8
it1 —1-1 o (2.2.8)
V2 V2 V2 V2
Slpr = 0, tpr2 = > + 17, tpr3 = -5 17 (2.2.9)

g) Esquematizar las lineas de corriente

Se vuelve a tener un eje de antisimetria (perpendicular a la corriente incidente) y un eje de simetria
(paralelo a la corriente incidente). Se debe tener en cuenta que los puntos de remanso pueden tener
varias lineas de corriente que pasen por ese punto (incluso mas de cuatro lineas).

Eje de simetria

Eje de antisimetria

Figura 2.2.2. Lineas de corriente esquematizada para el sequndo caso.
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Problema 3. Manantial en presencia de dos paredes

Dibuje las lineas de corriente divisorias y los puntos de remanso correspondientes a un manantial de
intensidad Q situado en el punto genérico (a, b) en presencia de unas paredes, como se puede ver
en la Figura 2.3.1.

>< Q(a, b)

x

Figura 2.3.1. Manantial en presencia de dos paredes.
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Resolucion
a) Lineas de corriente

Al haber dos paredes, se debe usar el método de las imagenes colocando hasta tres manantiales mas
como muestra la Figura 2.3.2. Esto es debido a que si primero se aplica el método de las imagenes
en una pared se tienen dos manantiales, pero al aplicarlo a la segunda pared se deben duplicar los
dos manantiales.

Q Q
X A
—to = —a + bi to = a+ bi
Q Q
et X
—ty = —a — bi to = a— bi

Figura 2.3.2. Cuatro manantiales resultantes de usar el método de las imdgenes.

La funcién potencial compleja es la suma del potencial de los cuatro manantiales.

f@) = % [In(t — to) + In(t — &) + In(t + to) + In(t + £,)] (2.3.1)

Para obtener la velocidad se debe derivar la funcidn potencial compleja.

df (t 1 1 1 1
f()=£( . + _) (2.3.2)
dt  2m\t—t, t—1t, t+t, t+1,

Los puntos de remanso son puntos donde la velocidad es nula, por lo tanto para obtener las
posiciones de estos puntos hay que igualar la velocidad a cero y obtener los valores de t.

1 1 1 1
+ — + + — =0 (2.3.3)
t—t, t—f, t+ty t+L
= (t—to)(t +to)(t +1tg) + (t —to)(t +to)(t +tg) + (t —to)(t — to)(t + o) ( )
2.3.4

+(E—t)t—E)(E+t)=0
= (t2+2ibt—a? —b?)(t+tg+t—ty) + (t? —2ibt—a? —b?)(t+ty+t—1£t,) =0 (2.3.5)

= (t? + 2ibt — a? — b?)(t — ib) + (t? — 2ibt —a? — b?)(t +ib) =0 (2.3.6)
=2t3+2(b*—-a®>)t=0 (2.3.7)
La primera solucién trivial es t = 0.

>t2+(bh?*-a®)=0 (2.3.8)
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Se debe resolver el polinomio. Hay que recordar que t es un nimero complejo por lo que es posible
gue aparezcan términos negativos en la raiz, los nimeros a y b son reales puros.

4. 2 _ 42
P o i il N oy (2.3.9)

Pese a que hay dos soluciones de t solo se tiene un punto de remanso ya que con los ejes de
coordenadas seleccionados solo se tienen puntos de remanso en el primer cuadrante. Por lo tanto:

t =+ a2 — b2 (2.3.10)

Se pueden tener tres casos genéricos, que sean iguales o que uno sea mayor o menor que el otro. Se
puede ver en la Figura 2.3.3 Se pueden ver las lineas de corriente para los tres casos.

o o ]
a>b a=>» a<b

\ b
e

Vel e

Zes 7 B 77 TR %
Figura 2.3.3. Lineas de corriente para los tres casos.

TR
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Problema 4. Torbellino situado en el interior de un circulo

Considere la configuracién bidimensional formada por un torbellino de intensidad I situado en el
interior de un circulo de radio R, tal como se esquematiza en la Figura 2.4.1. Se pide:

a) Determinar el potencial complejo, identificando las distintas singularidades que aparecen.

b) Calculary representar cdmo varia la velocidad en el origen con la distancia x,.

c) Calculary representar en funcién de x, la fuerza ejercida por el torbellino sobre le contorno
circular.

)

Figura 2.4.1. Torbellino situado en el interior de un circulo.
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Resolucion
a) Potencial complejo

Se aplica el teorema del circulo.

f®) = foc® + f5c (O =

t

_ (R?
zfsc(t)'l'fsc< ):

_irl il"l to R*\] _
- geinte == goin| () (e )] -

_ir | | | R? In(—f
—E[n(t—toﬂ n(t) — n<t—a>— n(—tp) (2.4.1)

El dltimo logaritmo que aparece en la funcidn potencial es un valor constante, por lo tanto se tienen
tres torbellinos de igual intensidad I

)
U

Figura 2.4.1. Posicion de los tres torbellinos.

Sumar un torbellino en el centro del circulo no cambia la configuracion del problema, pero al estar
estudiando el interior del circulo no puede aparecer una singularidad adicional en el interior, por lo
tanto se elimina esta singularidad.
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b) Variacién de la velocidad en el origen

Para conocer la velocidad en el centro del circulo se debe derivar el la funcién potencial. Como se ha
dicho en el apartado anterior no se tiene en cuenta el torbellino centrado en el circulo.

df| ) —i (0)_iF 1 1 _ il x§ —R? "
el -~ TR Eon 0=, 0 _R2| T2 TR (24.2)
X0

Como los numeros x y R son reales, la velocidad solo tiene componente compleja.

©=0 w() =il K %0 (2.43)
W= W = o TR, "
\"'

\\

\
\
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/R

Figura 2.4.1. Velocidad vertical en funcion de la distancia.

c) Fuerza ejercida sobre el torbellino

Utilizando la teoria de Kutta-Yukovsky la fuerza ejercida sobre un torbellino debido a una corriente
incidente es:

L=pUT (2.4.4)

Esta fuerza es perpendicular a la corriente incidente y por eso se llama sustentacién. En caso e tener
una fuente la fuerza es en la direccién de la corriente y se denomina resistencia.

La velocidad ejercida por el torbellino exterior sobre el punto x, es:

df” ir 1 il X
= —— = ——— (2.4.5)
dt ly, 2w xo— R?/xy 2m R? — x§
La velocidad es vertical y en direcciéon del eje z (R > x;). La fuerza que recibe el torbellino interior es
igual a la fuerza que ejerce este torbellino sobre el contorno (accion y reaccién), y es igual a:

Xo

I
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Problema 5. Torbellino sobre el suelo

Considere una configuracién fluida formada por un torbellino potencial de intensidad I" situado a
una altura h sobre el suelo en presencia de una corriente incidente de velocidad U,. Calcule la
fuerza sobre el torbellino para el siguiente caso:

I['=12m?/s, h=3/m m, p=12kg/m3, Uy =11m/s (2.5.1)

Determine para qué valor de U, se presenta un punto de remanso sobre el suelo, justo en la vertical
del torbellino (suponga los mismos valores que antes para I', hy p) y esquematice para este caso,
las lineas de corriente divisorias, indicando los valores de los angulos que forman con el suelo.

Esquematice también las lineas de corriente divisorias para otros valores de U,.

y=

Figura 2.5.1. Torbellino sobre el suelo.
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Resolucion
a) Fuerza ejercida sobre el torbellino

Al tener un suelo se utiliza el método de las imagenes situando un torbellino de intensidad opuesta.

VA
r
U, h
e
x
—_— h

r CT;
Figura 2.5.2. Resultado de aplicar el método de las imdgenes.

Para calcular la fuerza sobre el torbellino se debe de obtener la velocidad del flujo incidente sobre el
torbellino. La funcién potencial compleja sin tener en cuenta el torbellino es:

ir _
f(t) = Uyt — %ln(t + hi) (2.5.2)

La velocidad se obtiene derivando la funcién potencial en el punto t = hi.

df (t) il 1 r
=u—iw=U, ——- =Uy, — — 2.5.3
a oV 21 hi+ hi 4rth (2:53)
La velocidad es por lo tanto:
U r 11 12 10
L T 2.5.4
4mh 42 ( )
T
Se utiliza el teorema de Kutta-Yukovsky para calcular la fuerza ejercida:
F = pl'u = pl'U, sz—12 12-10 = 144N (2.5.5)
=plu=pllUe Atth - 4 - =

Esta fuerza es perpendicular a la velocidad incidente por lo tanto es una fuerza vertical.
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b) Valor de U, donde se tiene un punto de remanso sobre el suelo

La funcién potencial considerando ahora todos los elementos es:
il ) il .
f(t) = Upt —=—1In(t + hi) + —In(t — hi) (2.5.6)
21 2m

Se deriva la expresién para obtener la velocidad.

df (t) ir, 1 1 il / 2hi
S f _ — By il 2.5.7
dt U ¥ Zn(t—hi t+hi> Ueo +2n (t2 +h2> ( )

Se quiere que el punto de remanso esté situado en el punto t = 0 + 0i, por lo tanto en ese punto la
velocidad es cero y la derivada de la funcidn potencial también lo es.

U F( h )—o
“ 7\0+0i+h2)

r 12
—_ ——— — 2.5.8
o == 4m/s ( )

C

7

Figura 2.5.3. Lineas de corriente y punto de remanso (cuadrado).

Como hay seis lineas de corriente (contando dos debido al torbellino que aparece tras utilizar el
método de las imagenes) el angulo entre las lineas de corriente es de 2m/6 = /3.

c) Esquematizar el flujo para otros valores de U,.

Se vuelve a utilizar la ecuacién (2.5.7), pero esta vez se buscan las posiciones de los puntos de
remanso para el valor dado de velocidad.

df(t)_U F( h )=O

dt ~ ® rw\t+h?
Th
St2+hi=—0
Uy
Th
>t=+ |— — h2 (2.5.9)
Uy

Se pueden tener tres casos, uno ya se ha estudiado en el apartado anterior:

Th
——h?=0 > t=0 (2.5.10)
Uy
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Los otros dos casos dan como solucidon un nimero real puro o un nimero complejo puro para las
posiciones de los puntos de remanso.

e I'>hnU,

Para este caso t es un numero real y tiene dos posiciones sobre el suelo.

Figura 2.5.4. Lineas de corriente para el primer caso.

e I'<hnU,

Para este caso t es un niumero complejo puro. Solo se tiene un punto de remanso ya que el segundo
estd situado por debajo del suelo.

P

—

iz Z
Figura 2.5.5. Lineas de corriente para el segundo caso.
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Problema 6. Dos torbellinos, un sumidero y una fuente

Considere la configuracion fluida formada por dos manantiales de igual intensidad Q y signo

contrario situados a una distancia a del origen sobre la bisectriz del primer y tercer cuadrante y dos

torbellinos de igual intensidad I" y signo contrario situados a una distancia a del origen sobre la

bisectriz del segundo y cuarto cuadrante, tal como se muestra en la siguiente figura. Se pide:

a) Potencial complejo f(t) del campo fluido resultante.
b) Hallar la posicidn de los puntos de remanso en funcion de la relacion entre las intensidades T’

yQ.
c) Describir como es el campo fluido en funcién de la relacién entre las intensidades I' y Q.
z
|
r
C\ Q
~
N 7
N
a . a
N i
N 7
N '
ZE L
A RN X
a , g a
7
/
N

Figura 2.6.1. Configuracion de torbellinos y manantiales.
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Andrés Zarabozo Martinez

Resolucion
a) Potencial complejo f(t)

El potencial complejo es la suma del potencial de todos los elementos.
1 5T i ;37 7T
fzz—[an<t—a-e14)—an(t—a-e‘4)+Filn<t—a-e'4)—I‘iln(t—a-e'4)] (2.6.1)
T

b) Posicién de los puntos de remanso

Para obtener la velocidad se deriva el potencial. Es importante recordar que e'™ = —1

T
i Q Q r-e2 [-e2
-~ + —— I (2.6.2)

fl:% i i
t+a-e4 t—a-e4 t—q-e %

Las posiciones de los puntos de remanso se obtienen igualando la derivada del potencial a cero.

.TT T i3_7'1,' i3_7'1:
(t—a-elz)—(t+a~elz) _,T(t+a-e 4)—(t—a-e 4)
Q N T +I-e2 37T Tz = 0
(t—a-e‘4)(t+a-e‘4) (t+a~e‘T><t—a-e‘T)
e 4 e 4
= —-0Q —=+7T =7 =0
t2—a2-e'2  t2_g2.e2
Q r
> + == =0

tz—az-eig t2—q2-e2
T T
>0 (2 +a?e2)+T(12 —a?-e'2) = 0
R
>t2(Q+DN—a?-e2('-Q)=0

[ —
e matot L g (2.63)

Por lo tanto los dos puntos de remanso son:

7 | — 5t " —
t,=a-e's F+g' t,=a-e'% % (2.6.4)

c) Describir el campo fluido en funcién de larelacién de T'y Q.

Se pueden definir tres casos:

e I'>Q
En este caso la raiz cuadrada es real y los puntos de remanso se sitlan sobre una recta con

pendiente /4.
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o I'<(Q

De forma opuesta la raiz es negativa y se tiene que multiplicar y por lo tanto la pendiente es
n/4+m/2 =5mn/4.

[} F:Q

Los dos puntos de remanso se sitian en el origen de coordenadas t; = t, = 0.

-37-



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

3. Perfiles en régimen incompresible

En este tema se trabaja con la teoria potencial linealizada en perfiles en régimen incompresible. Se
estudian las principales caracteristicas de los perfiles:

e Los coeficientes aerodindmicos ¢; y ¢y cq-

e ladistribucion del coeficiente de sustentacién o del coeficiente de presion.
e El centro de presiones.

e El angulo de ataque ideal y el angulo de ataque de sustentacién nula.

Se define el centro de presiones como el punto de aplicacién de las fuerzas aerodindmicas, por eso
respecto a ese punto no existe momento aerodindmico. Este punto no resulta muy util ya que no es
un punto fijo y cambiando por ejemplo el angulo de ataque se mueve este punto. Existe otro punto
denominado centro aerodindmico en el que el momento aerodindmico respecto a ese punto no
cambia (o cambia poco). Se suelen centrar los esfuerzos aerodinamicos a ese punto y al desplazar la
fuerza de sustentacién desde el centro de presiones hasta el centro aerodindmico se debe introducir
el momento aerodinamico.

Se deben de tener en cuenta algunos puntos:

e El centro aerodinamico se stla a un cuarto de la cuerda desde el borde de ataque.

e El dngulo de ataque y el momento aerodindmico se miden positivos cuando el borde de
ataque se levanta respecto al borde de salida.

e Al ser un estudio bidimensional se utilizan fuerzas y momentos por unidad de longitud. Las
adimensionalizaciones por lo tanto son para fuerzas g..c y para momentos q,c2. Las fuerzas
y momentos se escriben en mindscula.

Los problemas mas tipicos de este tema son los problemas sustentadores. El procedimiento bdsico
suele ser el mismo pero el desarrollo puede variar mucho entre problemas. Normalmente la pauta a
seguir es la siguiente:

1. Se debe obtener la funcién de la curvatura del perfil z.(x). Una vez obtenido la funcion de la
curvatura se deben obtener los coeficientes de la serie de cosenos.

Si la funcidn es continua se deriva la funcién respecto a x y se hace el siguiente cambio de variable,
donde a es la posicion del borde de ataque y b es la posicién del borde de salida:

x b+a b-—a
+

cos 6 (3.0.1)

c 2

Una vez introducido este cambio se deben hacer manipulacion trigonométricas para dejarlo como
una serie de cosenos.

dzc(6) _

e Ay + Zl A, cosné (3.0.2)
by

Se debe afiadir ahora la contribucién del dngulo de ataque por lo que los coeficientes para obtener
los coeficientes aerodinamicos se obtienen de:
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dz.(6)
dx

= (a— Ap) — Z A, cosné (3.0.3)
n=1

Si en cambio la funcidn no es continua se deben obtener los coeficientes directamente con la
formulacion integral.

1 f: dz,.(6)

Ay = 6, A, =-2 fﬂdZC 6 do 3.0.4
0=a I , n= no dxcosn (3.0.4)

2. Elangulo de ataque ideal se obtiene resolviendo el angulo de ataque para el caso que 4, sea
cero.
3. El coeficiente de sustentacién se obtiene con la siguiente ecuacion:

A
c=2r (AO + 71> (3.0.5)

El coeficiente de momento respecto al centro aerodindmico es:
T
Cmca = — 2 (A1 +A3) (3.0.6)

4. La distribucidn del coeficiente de presidn se calcula gracias a los coeficientes de la serie de

Fourier.
u(x,0%) u(x,07)
Cpe = —ZT, Cpi = —ZT (307)
0., .. 0., ..
Cpe(0) = =2 Ay tanE + Z A, sinnf |, cpi(0) = 2| A tani + Z A,sinnf | (3.0.8)
n=1 n=1

Para acordarse siempre la presién en el extradds es menor que en el intradds. Se debe hacer el
cambio de variable inverso para volverlo a dejar en funcion de x.

5. Ladistribucion del coeficiente de sustentacidn se obtiene a partir del coeficiente de presion.

9 o]
c(0)=4 (AO tani + Z Ay, sin n9> (3.0.9)

n=1

De forma similar, hay que hacer el cambio de variable inverso para obtener la distribucion del
coeficiente de sustentacién en funcién de x.

6. Elangulo de ataque de sustentacidn nula se obtiene igualando la sustentacidn a cero.
7. Llasustentacion y el momento aerodinamico respecto al centro aerodinamico son:

1 1
L= EpooUgOC “C Meq = EPOOUEOCZ " Cmca (3.0.10)

-39 -



Andrés Zarabozo Martinez

Problema 1. Tres perfiles

Aerodindmica de los Afios 20

En las siguientes figuras estan definidas las distribuciones del coeficiente de sustentacidon a lo largo

de la cuerda (¢ = x/c) medidas en tres perfiles diferentes, todos de cuerda ¢ = 1.2 m. Se pide para

cada perfil:

a)

Calcular el valor del coeficiente de sustentacion global del perfil, la posicion del centro de

presiones y el coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico.

b) Calcular la sustentacion y el momento respecto al centro aerodindmico suponiendo que los
perfiles vuelan a través del aire en calma (p = 1.2 kg - m~3) con una velocidad de 80 ms™1.
c
9] q l 9 e
L - - G =—(1—
3 ‘T 16
— 9
4 -
1 16
2
1 ¢ 3 T g

Figura 3.1.1. Distribucion del coeficiente de sustentacion para los tres perfiles.
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Resolucion

a) Coeficiente de sustentacion global del perfil, posicién del centro de presiones y coeficiente
de momento respecto al centro aerodinamico

Lo primero que se debe obtener es la funcidn de la distribuciéon de sustentacion en funcion del

parametro adimensional . En el caso de ponerlo en funcién de una distancia dimensional esta

distribucién de sustentacién tendria que tener unidades de m™?.

3
cw@=70-9 0=¢<1

0<&<05

05 (3.1.1)
O L .

qﬂ@=igﬂ—f% 0<é<1

Para obtener la distribucidn de sustentacién hace falta integrar la distribucion sobre toda la cuerda.

211 3
cn —f -(1-8d = [f—f— =3 (3.1.2)
0.5 1 115 [ &t 3
CQ=L aaﬁ+0;1—8df=bﬂo _5—3L5=§ (3.1.3)
fl [ (3.1.4)
3= | =1 —¢2) g__g__ =— 3.14
13 I 8

El centro de presiones se obtiene igualando el momento causado por la distribucidon de coeficiente
de sustentacion al momento generado por el coeficiente de sustentacion del perfil.

: L) €d
lecp = J;) a)-¢dé = Ecp = foc%lfg (3.1.5)
8 62 53]1 1
¢c —(1=-8¢dé=2|=——| =3 (3.1.6)
p1 = f 3],73
8 0.5 1 53 1 7
%ﬂ=§<ﬁ 0%d§+0;1—@§®> <L ] L—-§L)=i§ (3.1.7)
8 (1 # 511 3
$epz3 =5 —(1 EEdE = |=— = = (3.1.8)
p3 3] 4l "8

Como el flujo es subsénico el centro aerodindmico se sitda a un cuarto de la cuerda (¢., = 1/4). El
momento se define positivo en el sentido del eje y, por lo que un momento positivo hace que el
borde de ataque se levante.
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El momento se obtiene multiplicando cada diferencial de coeficiente de sustentacién por el brazo de
palanca entre el punto y el centro aerodinamico. O bien conociendo la posicidon del centro de
presiones (punto en el que el no hay momento aerodinamico) se obtiene el coeficiente de momento
respecto al centro aerodindmico calculando el momento generado por el coeficiente de sustentacion

del perfil.

[0 (-2 =a-)

C. = — C . _—— =C _— <L,

mca o 1 4 l 4 cp

_ 3 (1 1) _ 1 (3.1.10)

‘meat =5\373) 7 732 o

31 7 5

_o( o\ 2 3.1.11
Cmcaz 8(4 18) 9% ( )
_ 3 (1 3) _ 3 (3.1.12)

“meas =5\378) " " 64 o

b) Sustentacion y momento respecto al centro aerodinamico

Para obtener la sustentacion y el momento simplemente hay que volver a dar dimensiones a los
coeficientes. El coeficiente de sustentacién se adimensionaliza con la presién dindmica y la cuerda
mientras que el coeficiente de momento se adimensionaliza con la presién dindmica y la cuerda al

cuadrado.
1 1
4o = 5PU% =5+ 12 807 = 3840 Pa (3.1.13)
l=quwC-C, Mg = qoC? Cmea (3.1.14)

Las fuerzas y los momentos para cada perfil son:

3 1

I, =3840-1.2 3= 1728 N/m, Megr = 3840 -1.22 - 33 —172.8Nm/m (3.1.15)
5

I, =1, =1728 N/m,  my, = 3840-1.22- ~9¢" —288 Nm/m (3.1.16)

3
I; =1, =1728 N/m, Meqs = 3840 - 1.22 - = —259.2 Nm/m (3.1.17)
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Problema 2. Perfil delgado con curvatura ctibica

La ecuacidn de la linea de curvatura de un perfil delgado es:
z x X X
—(X)=€x(1——)(2——), £<1, 0<-<1 (3.2.1)
c c c c

Se pide:

a) Determinar en primer lugar el valor del dngulo de ataque ideal del perfil.

b) Suponiendo que el perfil vuela con angulo de ataque ideal, calcular el coeficiente de
sustentacion, el coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico, la distribucion de
sustentacion a lo largo de la cuerda y la abscisa del centro de presiones.
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Resolucion
a) Angulo de ataque ideal

El dngulo de ataque ideal es el angulo de ataque que hace que no haya singularidad en el borde de
ataque. Al ser un perfil con curvatura se debe usar el método Glauert para problemas sustentadores.
Al tener un perfil con una ecuacidn facil de derivar se deriva antes de hacer el cambio de variable.

x?  x3
z(x) = £<2x— 3—+—2>
c c

dz(x) x  x?
dx =& 2—6E+3C—2 (3.2.2)

Se hace el siguiente cambio de variable teniendo como pardametrosa =0y b = 1:

x_b+a+b—a
c 2 2

1
cosf = 5(1 + cos 0) (3.2.3)

dz(8) 3 5
i —5[2—3(1+c059)+z(1+c050) ]—

= (2 3-3 (9+3+3 0+3 29)—
=& CcoSs 4 2COS 4-COS =

= L3 9+3(1+ 20) =
=¢[ 7~ 708 3 cos =

1 3 3
— ___ — 3.24
€<8 2c059+8c0529) ( )

Se pueden obtener los coeficientes de la serie de cosenos.

dz(6) S
=—(4p—a) — Z A, cosnf (3.2.5)
dx ]

1 3 3
A0=a_§€, Al:zg’ A2=_§€, Anzo vn > 2 (3.2.6)

El angulo de ataque ideal se obtiene igualando el coeficiente A a cero.

1 1
aid_§£=0 > g =§g (327)

a) €}, Cimae, distribucidn de sustentacidn y abscisa del centro de presiones.

Como ya se tienen los coeficientes de la serie de cosenos y el dngulo de ataque de vuelo es facil
obtener los coeficientes aerodindmicos, se recuerda que para este caso A es cero.

A 3
c =2m (71) = 76 (3.2.8)

T T
Cmacz_Z(A1+A2)=_Z(—E——E =——c (3.2.9)
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La distribuciéon del coeficiente de sustentacion en funcidn del angulo 6 es:

0 < 3 3
c(0) = A, tani + Z A, sinnf = h sinf — gssin 26 (3.2.10)
(n=1)

El centro de presiones es el punto en el que las fuerzas aerodindmicas no generan momento
respecto a ese punto. Por lo tanto el momento respecto al centro aerodinamico es igual a la
sustentaciéon multiplicada por la distancia entre el centro aerodindmico (un cuarto de la cuerda) y el
centro de presiones. Al usar coeficientes adimensionales las distancias deben de ser también
adimensionales.

c
gz~ Xer
¢ - = Crca (3.2.11)
c
= Xev _ 1_ Cmac _ 1 — __9n8 i = l (3.2.12)
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Problema 3. Angulo de sustentacién nula

Dentro de la validez de la teoria potencial linealizada de perfiles en régimen incompresible,
considere una linea de curvatura como la representada en la Figura 3.3.1. La corriente incidente esta
alineada con la cuerda. Determine el angulo de sustentacion nula agy y represéntala sobre el dibujo.

Figura 3.3.1. Perfil del problema
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Resolucion

El angulo de sustentacién nula es el dngulo en el que el perfil no sustenta. Si en vez de medir los
angulos respecto a la horizontal se miden respecto a la linea que forma este angulo la ecuacién del
coeficiente de sustentacion queda ¢; = ¢, .

Se debe utilizar el método de Glauert para problemas sustentadores para obtener el coeficiente de
sustentacion y obtener el angulo para el cual el coeficiente es nulo.

Se debe primero obtener la funcién de la curvatura del perfil.

4 c< < c >9>27T
&x Z_x_ 7 T > Z3
C c 21 T
Z. =3 4 ——<x<-, —>0== 3.3.1
¢ &x 1S =y 3 3 (331)
c <c T -
L —4ex Z<x_§, §>9_0

Al ser una funcion discontinua se debe obtener la serie de cosenos utilizando la ecuacion integral.

1 (™dz,(x 1 (™dz.(x
Ao=——f p )d9=a——f Ze( )dH (3.3.2)
m), dx m), dx
2 (Tdz,(x 1 (™d
Ay = _Ef o )cosnG do =« _E_f 2 (%) cosné db (3.3.3)
0 0

Al necesitar obtener solo el c; solo es necesario obtener los dos primeros coeficientes de la serie.

2
Ay = 1%4d9 Tn4d{9 sedo|=a— (LTI DY gt (334
O_Q_E_[O_ € +f£ € +f2_n— £ —a—?(—§+§—§)—a+§e (3.3.4)
T 2
21 (3 3 T
Ay =—— f —4&cos 6 d9+f 4ecosb d9+f —4ecosf dO| =

= —?{—[sin H]g/3 + [sin 9],21%3 — [sin 9]§n/3} =

8¢ V3 V3 V3 V3
T 2 2 2 2
Ya se tienen los dos coeficientes necesarios para calcular el coeficiente de sustentacién.
Aq 4
¢ =2m (AO + 7) =2m (a + §£> (3.3.6)

Para obtener el angulo de sustentacion nula se debe igualar el coeficiente de sustentacion a cero.

4
a=— §g (3.3.7)
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El angulo de ataque es positivo cuando el giro es horario. Este angulo es el giro desde la posicién
horizontal del perfil por lo que se debe girar el perfil 4e/3 de forma anti horaria.

Z
Us
—_—
-
4¢ ( x
Asp = ?

Figura 3.3.2. Perfil con el dngulo de sustentacion nula.
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Problema 4. Perfil con funcién polindmica de cuarto orden

Considere la linea de curvatura de ecuacion:
2x\* 2x
z(x) = ec|1- (7) , ek |T| <1 (3.4.1)

Dicha linea de curvatura se encuentra en presencia de una corriente incidente de velocidad U,.
Dentro de la validez de la teoria potencial linealizada de perfiles en régimen incompresible, se pide:

a) Calcular el angulo de ataque ideal

b) Obtener el coeficiente de sustentacion cuando el perfil vuela al angulo de ataque ideal

c) Obtener el coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico

d) Encontrar la posicion del centro de presiones

e) Determinar la distribucion del coeficiente de presion a lo largo de la cuerda si el angulo de
ataque es el ideal.

f) Calcular el angulo de sustentacion nula y representarlo mediante un esquema
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Resolucion
a) Angulo de ataque ideal

El perfil se define mediante un polinomio de cuarto orden y por lo tanto no es un perfil simétrico. Se
debe utilizar el método de Glauert para problemas sustentadores y obtener los coeficientes de la
serie de cosenos.

Como la funcién es continua y derivable no hace falta utilizar la formulacién integral para la
obtencidn de los coeficientes de cosenos. Se deriva primero la funcién de la curvatura y luego se
hace un cambio de variable.

dz.(x) x\3
= —64¢e(— (3.4.2)
dx € (c)
Segun el enunciado el barde de ataque estd en a = —¢/2 y el borde de ataque estd en b = ¢/2. El
cambio de variables queda entonces:
x b+a b-a cos 6
-= 6 = 343
cT Ty oo 2 3.43)

Se introduce el cambio de variable en la derivada de la funcién de la curvatura. Se debe dejar como
una serie de cosenos.

dz.(6
ch(c ) = —8ec0s30 = —4ecos O (1 + cos20) = —4&(cosB + cosf cos20)  (3.4.4)

Se debe desarrollar cos 6 cos 26, para ello se utiliza una combinacién de la ecuaciéon de suma y de
resta de dngulos en el coseno.

cos(20 + 6) = cos 208 cos — sin 20 sin @
(3.4.5)
cos(280 — 6) = cos 208 cos B + sin 20 sin @
= c0s 360 + cosf = 2cosf cos26 (3.4.6)
Por lo tanto la derivada de la funcidn de la curvatura queda:
dz.(6 cos 8 + cos 360
dz.(6) = —4¢ (cos 0+ —) = —6ecos @ — 2 cos 36 (3.4.7)
dx 2
Se pueden obtener ahora los coeficientes de la serie de cosenos.
dz,(6) N
v —6ecosf —2ecos30 = —(4y—a) — Z A, cosnb (3.4.8)
x n=1
AO =aQ, A1 = 65, A2 = 0, A3 = 28, ATL =0 vn>3 (349)
El angulo de ataque ideal se obtiene cuando el coeficiente A, es cero por lo que:
aig =0 (3.4.10)
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b) Coeficiente de sustentacion cuando a = a;4

El coeficiente de sustentacidn cuando el angulo de ataque es ideal es:
Ay
=21 (AO + 7) = brme (3.4.11)

c) Coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico

El coeficiente de momento respecto al centro aerodindmico es:

T 3
Cmca = _Z(A1 +4;) = —78 (3.4.12)

d) Posicién del centro de presiones

El centro de presiones se obtiene a partir del momento respecto al centro aerodindmico ya que esté
se obtiene cuando se mueve la sustentacién del centro de presiones al centro aerodinamico. Al no
indicar que el perfil vuela con angulo ideal se debe primero obtener el c;.

Ay
c =2m (AO + 7) = 2n(a + 3¢) (3.4.13)
Xep  Xca)
Cmca + Cre (T — T) =0 (3414)
x c x 3me 1 1 1
b _ _Mmea vea_ T = —F—1 (3.4.15)
c C c 2 2n(@+3s) 4 4 1+5
€

e) Distribucion del coeficiente de presion a lo largo de la cuerda

Se utilizan los coeficientes de la serie de cosenos para obtener la distribucién del coeficiente de
presiones. El enunciado dice que se vuela con angulo de ataque ideal por lo que 45 = 0.

u(x,0%) u(x,07)
Cpe = ~2—5— =2 (3.4.16)
o, | .
Cpe = =2 Ao tanE + Z A, sinnf | = —2(6¢esin 6 + 2¢esin 30) (3.4.17)
n=1

Hay que deshacer el cambio de variable x/c = cos 8/2.
3sinf + sin360 = 3sin 6 + sin 20 cos 8 + cos 20 sinf =
= 3sinf + [2sin 6 cos? O + (cos? @ — sin? B) sinf] =
=sinf@ (3+2cos?0 +2cos?0 —1) =

=+1—cos26 (2 + 4cos?0) (3.4.18)
2x\2 2x\2
>c..=—8¢ |[1— i 142 i (3.4.19)
pe c c
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Al ser un problema de curvatura la distribucidn del coeficiente de presion en el intradds es igual pero
de sentido contrario que el del extradés.

Cpi = 8¢ [1— (Z?x)z <1 +2 (?)2) (3.4.20)

f) Angulo de sustentacién nula

Se utiliza la expresion del coeficiente de sustentacion obtenido en la ecuacidn (3.4.13) para obtener
el angulo de ataque en el que el ¢; es nulo.

2n(ag, +3e) =0 = ag, = -3¢ (3.4.21)

ag, = —3¢ / >

Figura 3.4.1. Perfil con dngulo de sustentacion nula.
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Problema 5. Obtencion la curvatura de un perfil

Dentro de la validez de la teoria potencial linealizada de perfiles en régimen incompresible,
determine la ecuacion de la linea de curvatura que satisfaga las siguientes condiciones:

e El coeficiente de sustentacidon c¢; debe valer /24 cuando el perfil vuela con angulo de
ataque nulo @ = 0 y /8 cuando vuela con dngulo de ataque ideal «;.

e El coeficiente de momento respecto del punto medio del perfil ha de ser ¢, = /32
cuando el dngulo de ataque es el ideal.

Suponga que la ecuacién de la linea de curvatura en variables adimensionalizadas con la cuerda es
un polinomio de grado m:

Z, = Z ax™ (3.5.1)

Se pide

a) Determinar el valor minimo de m compatible con las ligaduras enunciadas.

b) Calcular la ecuacion de la linea de curvatura.

c) Obtener el valor del angulo de ataque ideal y la posicidn de la linea de sustentacién nula,
dibujando la linea de curvaturay la linea de sustentacidn nula.
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Resolucion
a) Valor minimo de m compatible con las ligaduras

Con los dos valores de sustentacién que se dan en las condiciones del enunciado se pueden obtener
los dos coeficientes Ay y A4;.

A
¢ =2m (AO + 71) (3.5.2)

s 1

Se define el parametro Ay como 4y = a + Ay,.

n 2 (A’+1) Al ! (3.5.4)
_— —_ = = —_-— .
24~ “T\MoT g 0= T og

y ! (3.5.5)
= = —— oD

0 24

Se utiliza ahora condicidn de coeficiente de momento respecto al centro del perfil. La funcién de
curvatura de perfil tiene forma parabdlica por lo que la posicién del borde de ataque estden —c/2,
el borde de salida c/2 y el centro estd en el origen de coordenadas.

Cmo =Cr- (0 - xca) + Cmca (3.5.6)
= i~ (0 + 1) +
32 g\ 'g) T Cmea
= Cmea =0 (3.5.7)

Se obtiene el coeficiente A, gracias al coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico.

1 1
_+A2) =4y = -3 (3.5.8)

A s
Cmca = _Z(Al +A2) =>0= __(8

4

Ya no quedan mas condiciones por lo que no se pueden obtener mas coeficientes. Se tienen tres
parametros donde el mayor es no. Ademas se tiene que imponer la condicidn geométrica del perfil.
Por lo tanto se tienen cuatro ecuaciones siendo n,,;;, = 3 ya que n empieza en 0.

b) Funcidén de la linea de curvatura

Al tener que obtener la funcion de la curvatura del perfil se debe usar el método de Glauert para
problemas sustentadores. Se deriva la funcién de la curvatura.

3
Z, = Z ap,x™ = ag + a1 x + ax? + azx3 (3.5.9)
n=0
dz.(x
(fb(c ) _ a; + 2a,x + 3azx? (3.5.10)
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Se hace el cambio de variable, al tener una funcidn polindmica se sabe que el perfil estd centrado en
x =0.

cos 6

= 3.5.11
x=— ( )
dz.(6) 4+ cosf (cos 9)2 B
R R W
3a;
=a, +a,cosf +?(c0529 +1)=
3 3
= (a1 +§a3) + a,cosf +§a3 cos 26 (3.5.12)
Los parametros de la serie de cosenos son entonces:
Aoza—(%afﬁ) A =a, A =>a (3.5.13)
8 8
Utilizando los valores obtenidos de Ay, A3 y A, se pueden obtener los valores de a4, a, y as.
1 1 1 1 1
= —— =— = 4+ —=— 3.5.14
as 3’ a, g’ aq 24 + 24 12 ( )
De momento la funcién de la curvatura es:
1 1 1
— il a2 43 3.5.15
Ze =g+ 5x +gx’ —ox ( )
Se imponen ahora la condicién geométrica.
1 11 1 1
z.(05)=ap+—=+-=——=0 = aqay= (3.5.16)

32

Este coeficiente se puede obtener también utilizando la posicidon del borde de ataque y da el mismo
resultado. La ecuacion del perfil es finalmente:
1 1 1 1

i 2 _ 43 3.5.17
Z: 32+12x+8x 3x ( )

a) Angulo de ataque ideal y de sustentacién nula

Para obtener el angulo de ataque ideal se utiliza la ecuacidn (3.5.5), se debe obtener el valor de a
para el cual 4, es cero.
1
Aig = — (3.5.18)
id 24
El dngulo de sustentacidn nula es el angulo para el cual el ¢; es nulo. Se debe obtener primero el
coeficiente de sustentacion del perfil.
2 ( L, 1) ! (3.5.19)
g=2n|la——+— Asp = —— .S,
! 24 ' 16 ST 48
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Se pueden ver, en la siguiente figura, las lineas que forman el angulo de sustentacién nula y el
angulo de ataque ideal.

Uoo ald - 1/

= 1/48

Figura 3.5.1. Linea de sustentacion nula y dngulo de ataque ideal.
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Problema 6. Angulo de ataque de equilibrio

Considere un perfil volando en régimen incompresible con velocidad U,,. Su linea de curvatura en
variables adimensionalizadas con la cuerda c es:
1

- (1 —4x3)(1 - 2x), lx] < 1/2 (3.6.1)

Zc:2_

Siendo k el coeficiente de peso (peso por unidad de envergadura dividido por la cuerda del perfil y
la presidn dinamica de la corriente incidente). Se supone que el centro de masas del perfil coincide
con el punto medio de la cuerda y que éste esta articulado, en su borde de ataque, a un puno fijo.

Utilizando la teoria potencial linealizada de perfiles en régimen incompresible, calcule el dngulo de
ataque de equilibrio.
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Resolucion

Para que el perfil esté en equilibrio debe de cumplirse que el sumatorio de momentos desde
cualquier punto es nulo. Se deben por lo tanto obtener los coeficientes aerodinamicos y hacer un
sumatorio de momentos respecto al borde de ataque (podria ser cualquier otro punto).

Se utiliza el método de Glauert para problemas sustentadores. Como la funcién es continua se puede
derivar la ecuacidon de la curvatura y luego aplicar el siguiente cambio de variable:

b+a b-—a cosf
x = > + > cosf = > (3.6.2)
La derivada de la linea de curvatura respecto a x es:
dz 1 d 1
—=——(1-2x—4x2+8x3)=—(-2-8 24x? 3.6.3
m 27de( x — 4x? + 8x3) 2n( x + 24x?) ( )
Se aplica el cambio de variable para dejarlo como una serie de cosenos.
dz 1 1
—=—(—2—4c0s0 + 6c0s?’0) =—(1—4cosf + 3 cos26) (3.6.4)
dx 2m 21
La velocidad vertical adimensional es:
WO i v L so 4 cos20 = -4 iA 6 (3.65)
U. = a i a o 27Tcos chos = 0 n COST .6.
n=1
Por lo tanto los coeficientes de la serie de cosenos son:
Ay = ! A—4 A, = > A, =0vn=>3 (3.6.6)
0= T o Y 27 no n= o
El coeficiente de momento respecto al centro aerodindmico es:
=T, +4)= ”(4 3)— ! (3.6.7)
Cmea = = MV T ) =T o T 2n) T T 8 >
El coeficiente de sustentacion del ala es:
Ay
c =21 (AO + 7) =2na+1 (3.6.8)

Se hace el sumatorio de momentos respecto al borde de ataque y se iguala a cero para obtener el
angulo de ataque de equilibrio.

1 1
cmca—cl-Z+cw-§=0

1 1 1
=>—§—(2naeq+1)-z+kn-§=0

3
= g = k=1 (3.6.9)
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Problema 7. Perfil con flap

Considere un perfil sin curvatura de cuerda ¢ = 3 m volando en régimen incompresible a velocidad
U, = 60 m/s. El perfil tiene un flap simple de cuerda c¢/2. Sabiendo que, con el flap sin deflectar, el
coeficiente de sustentacion es ¢; = 1/3, y que la velocidad de despegue es U, /2, calcule el angulo
de deflexidn del flap en el despegue, suponiendo que la parte fija no varia su posicion respecto a la
del vuelo de crucero. Desprecie el efecto suelo en el despegue.

V4
v - at -
X
Um/zl-— at -
X

Figura 3.7.1. Perfil con las dos configuraciones de flap.
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Resolucion

El perfil sin curvatura es simplemente una placa plana. La Unica contribucidon al problema
sustentador es el angulo de ataque, por lo tanto solo hay un coeficiente de la serie de cosenos de la
velocidad vertical adimensional.

Ap = «, A, =0vn=>1 (3.7.1)

El coeficiente de sustentacidn es por lo tanto:

Ay
c =2m (AO + 7) = 21ma (3.7.2)
El angulo de ataque es por lo tanto:
(o] 1
aQ=—=— 3.73
2 6w ( )

Se estudia ahora la segunda configuracion. El perfil ahora tiene curvatura, estda compuesto de dos
placas planas como se puede ver en la Figura 3.7..

Zc
' 6/2 8/2 . >
—-1/2 1/2 x/c
Figura 3.7.2. Funcion de la curvatura del perfil.
La funcién de curvatura es:
6 x 1 1 < X <0
2 ¢ 2 -
z.(x) = (3.7.4)
L § x 1 x 1
—— ==, 0<-<+-=
2 ¢ 2 c 2

La derivada de esta funcidn respecto a x es:

o) 1<x<0
dzc(x)_ 2’ 2 ¢
— (3.7.5)
d(x/c) 5 1
2 c 2

Se debe aplicar la ecuacién integral para obtener la serie de Fourier de la velocidad vertical
adimensional.

1 ("dz, 1( ("6 76 5 o
Ay=a' —=| —ZLdo=a' —- f —de—f ~do)=a' -—(n-5-5)=a  (376)
s %2 0 2 T
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Se calcula ahora el segundo coeficiente de la serie.

2 (Mdz,
Ay =——| ——cos6df =
m), dx

2( ("6 )
—— f —cos 6 de—f —cos 0 dO | =
s %2 0 2

5(. T sin® 4 i 0)_
- SIn1 Sin ) Sin ) Sin =

_20 (3.7.7)
A

El coeficiente de sustentacion para el segundo caso es:
I Al ’
c =2m (AO + 7) =2na’ + 26 (3.7.8)

Se tiene que calcular cual es el dngulo de ataque a' y dejarlo en funcién de a (dngulo de ataque para
el primer caso). En la Figura 3.7.2 se puede ver que el perfil se gira un angulo §/2 para poder
obtener la ecuacién de la curvatura, por lo tanto el dngulo de ataque a’ es:

6
a =a+ E (3.7.9)

El coeficiente de sustentacion del segundo caso es por lo tanto:
, 1
¢ =2na+6(m+2) = 3 +6(m+ 2) (3.7.10)

Finalmente para obtener la deflexién del flap se debe igualar la sustentacion del primer caso con la
del segundo, nota no se pueden igualar los coeficientes de sustentacion porque la presidon dinamica
del aire en los dos casos no es la misma pero el peso que debe generar el ala si.

1 1 (Un\®
EPUEOC . Cl = Ep (7) C - Cl (3711)
! 1F+5(+2ﬂ (3.7.12)
>-—=-|= 7.

3437V

1
=6 = (3.7.13)

T+ 2

-61-



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Problema 8. Perfil con articulacion en el borde de salida

Considere una linea de curvatura, de cuerda c, formada por tres tramos rectos, como se muestra en
la Figura 3.8.1. Dentro del marco de la teoria potencial linealizada de perfiles en régimen
incompresible, se pide:

a) Angulo de ataque de equilibrio del perfil cuando se articula en el borde de salida.
b) Posicién del punto en el que se debe articular el perfil para que el angulo de ataque de
equilibrio coincida con el angulo de ataque ideal.

“A

ekl

0 c/4 3c/4

Figura 3.8.1. Diagrama del perfil.
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Resolucion
a) Angulo de ataque de equilibrio del perfil cuando se articula en el borde de salida

Para obtener el angulo de ataque se debe obtener el coeficiente de momento respecto al centro
aerodindmico y el coeficiente de sustentacion. Para ello lo primero es obtener los coeficientes de la
serie de cosenos. La funcién del perfil, en variables adimensionales, es:

£X 0<x<1/4
z, ={¢/4 1/4<x<3/4 (3.8.1)
—ex+1 3/4<x<1

Como la funcién estd definida a trozos se debe usar la formulacidn integral para obtener los
coeficientes de la serie. Primero se obtiene la derivada de la funcion.

£ 0<x<1/4
0 1/4<x<3/4 (3.8.2)
—& 3/4<x<1

dzp B
dx

Para utilizar la formulacién integral se debe hacer el siguiente cambio de variable:

b+a b-—a 1 cosé
= = — 3.8.3
x st cos 8 5+ ( )
La derivada del perfil queda:
q I3 2n/3<0<m
z
d—;’(e) =10 n/3<6<2n/3 (3.8.4)
—& 0<6<m/3
Los coeficientes quedan:
do=a—2[ 9 4o = 1( Sten)= (3.8.5)
0 =Q 7), & =a - 53 53 =a .8.
2 ("dz 2 ] 3 ) 2¢V3
A = ), d—;cosﬁ do = —E{[—e sin6]%/° + [e sin 9]72171/3} =— (3.8.6)
2 (Tdz 2¢ sin207™%  [sin 207"
A2=——f —Lcos26 df = —— [— ] +[ ] =0 (3.87)
), dx /[ 2 Jo 2 lanys

El coeficiente de sustentacidn y el coeficiente de momento respecto al centro aerodindmico son:

A eV3
c =2m (AO + 71> =2r (a + T) = 2na + 2&V3 (3.8.8)
T eV3
Cmca = _Z(Al +4;) = T (3.8.9)
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Para obtener el angulo de equilibrio si el perfil esta articulado en el borde de salida se debe igualar el
coeficiente de momentos respecto al borde de salida a cero.

3 3 3 V3
Cmbs = Cmca T C1 * Z = Enaeq + EE 3—- T =0 (3.8.10)
S @ = - z?/§ (3.8.11)
T

b) Posicién de la articulacion para que @q = ;g

El dngulo de ataque ideal es aquel que cumple que Ay = 0, por lo tanto a;4 = 0. La posicién de la
articulacion se calcula igualando el coeficiente de momento respecto a ese punto a cero.

1 V3
Cm = Cmea T C1° (xeq - xca) = 2¢eV3 (xeq — Z) - = 0 (3.8.12)
1
= Xeq = 2 (3.8.13)
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4. Perfiles en régimen compresible

En este tema se sigue trabajando con la teoria potencial linealizada para perfiles pero esta vez el
régimen ya no es incompresible. Se tienen tres casos de régimen compresible: subsénico, transénico
y supersonico. En este tema se estudian el régimen subsoénico (M < 1) y el supersénico (M > 1).

Para el caso subsdnico se utiliza la analogia de Prandtl-Glauert por lo que la resolucion de los

problemas no dista tanto de los problemas en régimen incompresible. Se define 8 como V1 — M2,

Los problemas supersénicos son distintos a los subsdnicos. Se diferencian dos tipos de problemas,
los que se tiene un perfil aislado y los que no (por ejemplo en el caso de que el perfil esté en un

tunel de viento). Se define f como VM?2 — 1
1. Problema subsénico

La metodologia de calculo de los coeficientes aerodindmicos es el mismo que en el caso
incompresible.

El coeficiente de sustentacion en régimen compresible se puede obtener a partir de la analogia de
Prandtl-Glauert.

Cii 1

Cec =0 = F7—=Ci

g vi—mz "

Una vez calculada la distribucidn de la sustentacidn, se puede calcular directamente el coeficiente de

(4.0.1)

momento para el problema compresible.
2. Problema supersdnico para perfiles aislados

En régimen supersénico, las perturbaciones no avanzan aguas arriba por lo que un perfil compuesto
por varias placas planas se pueden considerar cada una por separado. El coeficiente de sustentacién
de una placa plana aislada o de un perfil es:

ta (4.0.2)
Cp = — .U.
B
La distribucion del coeficiente de sustentacidn en un perfil es:
4 dz,
Cl(X) = E (Of - a) (403)

El centro aerodindmico en régimen supersdnico se sitia en el punto medio de del perfil. El
coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico es:

b
Cmca = f c;(x) - (xpq —x)dx (4.0.4)

También se puede obtener el coeficiente de momento si se divide el perfil en placas planas y se
calcula la sustentacion de cada una, pudiendo luego hacer un sumatorio de momentos respecto al
centro aerodinamico.
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El coeficiente de resistencia de onda es:

ca= 4%2 + % f ’ [(‘iix)z t (‘%)2] dx (4.0.5)

a

3. Problema supersdnico para perfiles con condiciones de contorno

Para resolver este tipo de problemas se deben analizar como cambian las propiedades siguiendo las
lineas caracteristicas. Las lineas caracteristicas que se consideran en este problema son:

§=x—Pz, n=x+pz (4.0.6)
La solucion del potencial ¢(x, z) es:

@(x,2) = F(§) + G(m) (4.0.7)

Donde F(§) representa una perturbacién que se propaga sin amortiguarse a lo largo de las lineas
& =ct y G(n) representa otra perturbacién que se propaga a lo largo de n = ct. En la teoria
potencial linealizada en régimen supersonico se considera que las perturbaciones no se amortiguan.

El angulo que forman las lineas caracteristicas, medido desde el eje vertical, es:

1
sind = — 4.0.8
e (4.08)
Lo primero que se debe hacer es identificar la configuracién de las lineas caracteristicas y numerar
las distintas zonas. En la Figura 4.0.1 se puede ver un ejemplo de configuracién para el caso de un
perfil sobre el suelo.

#
#
-
#
P 4
- P
P 4
o,
-
4 A 4
- Vi
e 4
/ #
7 #
# rd
. #
5 #
# X rd
e p ra
P 4
i <
V\l‘ N s,
-~
~, o ., ,
\\‘ ’l, b D b
*, ~,
\\‘ B '/' b A
*, ~,
#
AN # C AN .
b s ’ . \
-, 4 ., .
, * ~, .,
S d B ",
~, ,
~, s Sy ~

Figura 4.0.1. Ejemplo de definicion de las lineas caracteristicas y de las distintas zonas.

Para las distintas zonas se tiene que encontrar el potencial ¢. Siempre se tiene alguna zona que se
comporta como un perfil aislado, en el caso del ejemplo se tiene que tanto la zona A como la zona B
estdn aislados. En la zona B se podria indicar directamente que Fz (&) es cero ya que el intradds estd
aislado. Esto permite saber que:

Uco

g = Gg(n) = 5 z;(m) (4.0.9)
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La linea caracteristica que parte del borde de ataque llega hasta el suelo. Desde ese punto parte otra
linea caracteristica que comparten las zonas B y C, por lo que Gg(n) = G-(n). En el caso de la linea
comun entre C y D se cumple que Fq(§) = Fp ().

En cada zona se tienen tres variables ¢, F y G y normalmente de la zona anterior solo se conoce una.
Para obtener otra ecuacién es necesario introducir una condicion de contorno. En el ejemplo
anterior se puede introducir una condicidon de contorno en el punto de contacto con el suelo entre
las zonas B y C para obtener el valor de F.(n). Normalmente las condiciones de contorno son sobre
paredes o sobre el propio perfil.

Las condiciones de contorno dependen del contorno de estudio. Si se sabe cual es la velocidad
vertical se deriva ¢ respecto a z, mientras que si lo que se conoce es el coeficiente de presiones se
deriva ¢ respecto a x. Los casos mas usuales son los siguientes:

d d dz d
o9 o, X —y, 2, 2 =0 (4.0.10)
0Z | ;= suelo 0z z=perfil dx 0X | ;=qire libre
Se utiliza la regla de la cadena en la derivada de ¢ respecto a z.
d I(F+G dFd¢ 0Go JdF aG
op 0F+G) 0F0L dGon __,oF  ,0G (4.0.11)
0z 0z 0é 0z o0Onoz 0¢ an

Como siempre se tiene una de las dos funciones (F o G) se puede resolver la otra y luego obtener el
potencial de la zona de estudio.

El coeficiente de presion sobre el perfil se calcula con el potencial para cada zona.

2 dp

Cp = —Ea " (4.0.12)

Y la sustentacidn se obtiene de la diferencia de los coeficientes de presidn del intradds y extrados.

c(x) = cpi(x) — cpe(x) (4.0.13)

El coeficiente de resistencia de onda es:

f b( dze dz") d (4.0.14)
Cqg = Cpe — — Cpi — | dx 0.
o VP€dx  Pldx
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Problema 1. Perfil con forma parabdlica

Considere un perfil de cuerda ¢ que vuela con un angulo de ataque nulo a@ = 0, siendo M, = 0.6.
Dicho perfil tiene forma de arco de pardbola, de manera que la flecha maxima de valor &c se alcanza
en el punto medio de la cuerda. El perfil presenta una articulacidn situada en este ultimo punto, en
torno a la que puede girar su parte posterior.

Calcule el momento que es preciso ejercer sobre dicho timén para que éste no sufra deflexion
alguna.

‘Z

Moo &C

—c/2 c/2 x

Figura 4.1.1. Perfil del problema.
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Resolucion

Se debe obtener la funcion del perfil. Como no hay angulo de ataque en el problema z, = z. La
funcidn de la curvatura tiene forma parabdlica:

z. =Ax*+Bx +C (4.1.1)
El maximo de la funcién estda en x = 0:
%%:mu+3::3=0 (4.1.2)
En esta posicidn z, = ec.
C =¢c (4.1.3)

La funcidn tiene sus raicesen —c/2 vy c/2.

2
c 4e
0=A-—+ec > A=—— (4.1.4)
4 c
Por lo tanto, la funcidn de la curvatura es:
4¢
Z. = —7x2 + &c (4.1.5)
Se deriva la funcion de la curvatura.
dz.(x) 8¢
=——x (4.1.6)
do c
Se hace el siguiente cambio de variable:
x a+b (b—a) cosf
A = 4.1.7
. 5 + 5—cos 0 5 ( )
dz.(6)
- = —4ecosf (4.1.8)
do
Los coeficientes de la serie de cosenos son:
AO = O, Al = 46, An = 0 vn> 1 (4.1.9)

Se calcula ahora la distribucién del coeficiente de sustentacion. Como es régimen subsdnico pero
compresible, se utiliza la analogia de Prandtl-Glauert.

(e
®) ' (agtanl+ S 4, sinne 10 Gin6 = 20esin6  (4.1.10)
o) =———| Aptan— Z sinnf | = ———=sinf = 20¢sin 1
J1—MZ 2 4" V1-1062
Se debe calcular ahora el momento que generan las fuerzas en la mitad trasera del perfil respecto al
centro del perfil y asi saber el momento que se debe ejercer sobre la articulacién. Esto es distinto a
calcular el momento aerodinamico respecto al centro ya que en ese caso se calcula usando todo el
perfil.

-69 -



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

1/2
e = f e TR (4.1.11)
0 c ¢

Como se tiene la distribucion de sustentacion en funcion de 8 se debe hacer el cambio de variable
en la integral.

dx _ _sinb (4.1.12)
2
J‘O © sinf cos® ”
Cm = — (o} . =
m e 2 2

0
= —5£f sin? 0 - cos O dO =

/2

c [sin3 9]0
= —5¢ =
3 /2

==

(4.1.13)

Se debe poner dimensidn a este momento, se multiplica el coeficiente de momentos por c? y por la
presion dindmica.

1

5
m= Epngocz S gponzocze (4.1.14)
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Problema 2. Fuerza de succion en régimen incompresible

Una placa bidimensional, de cuerda ¢ = 2 m, vuela en régimen incompresible a una velocidad
Us, = 100m/s en el seno de una atmdsfera de densidad p,, = 1.2kg/m3, proporcionado una
sustentacién de valor [ = 6280 N/m. Considérese que esa misma placa vuela a idéntica velocidad y
angulo de ataque en el seno de un fluido compresible que tiene la misma densidad, aguas arriba del
obstaculo, que en el caso anterior, siendo ahora el nimero de Mach no nulo y de valor M, = 0.6.
Determine, en este caso, el valor de la fuerza de succidn que actla en el borde de ataque de la placa.
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Resolucion

La sustentacion en régimen incompresible es:

1
l; = EpooUozoc T (4.2.1)

Al ser una plaza plana la funcién de la curvatura es z, = 0 por lo que ¢; es:
Ci = 2ma (4.2.2)
Se puede obtener el angulo de ataque de vuelo en régimen incompresible.

L 6280
a = =
pouscmr  1.2-100%2-2-7

= 0.0833 rad (4.2.3)

La sustentacién en régimen compresible se obtiene utilizando la analogia de Prandt| Glauert.

L 6280
J1-MZ V1-0.62

Le = 7850N/m (4.2.4)

La sustentacién es la fuerza aerodindmica vertical pero el perfil estd inclinado por lo que la
componente de la sustentacidn en la direccion del perfil es:

7
poougon\/ 1- Mgo

Esta es la fuerza de arrastre provocada por la sustentacion, la fuerza de succién es la misma pero en

F=I, -sina= = 653N/m (4.2.5)

sentido opuesto.
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Problema 3. Sustentacion de un perfil en régimen compresible

Considere un perfil de ala de cuerda ¢ = 1 m, como el que se muestra en la Figura 4.3.1. Calcule la
sustentacién del perfil cuando vuela con dngulo de ataque nulo a una velocidad U,, = 180m/s. A la
altitud de vuelo, la densidad del fluido es p,, = 1 kg/m3 y la velocidad del sonido es a,, = 300 m/s.

AZ

A
3ec
|
Uy &y
E—— |
—c/2 c/2 f X

Figura 4.3.1. Perfil del problema.

-73 -



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Resolucion

En este problema se pide encontrar la sustentacién de un perfil en régimen subsdnico compresible.
El procedimiento a seguir es obtener primero la solucién del problema incompresible y luego utilizar
la analogia de Prandtl-Glauert.

Se debe primero obtener la funcién de la curvatura del perfil. La curvatura es similar al perfil de la
Figura 4.3.1 pero el mdximo estd en 2¢. Por lo tanto la funcién de curvatura es:
4ex + 2¢, —c/2<x<0
Z, = (4.3.1)
—4ex + 2¢, 0<x<c/2

Como la ecuacion del perfil esta definida a trozos se tiene que obtener la serie de cosenos utilizando
la formulacién integral. La contribucion del angulo de ataque no se pone porque el enunciado ya
dice que a = 0.

1 ("dz, 1/ (/2 ™ 4e , T
Ag=—= —d9=——j —4ed9+f 4edo)=-—(-s+m-2)=0 (432
m), dx T /2 T

0
2 ("dz,
A1=——f ——cos6 df =

m), dx

8¢ /2 T
——(f —cosfO d9+f cos@d@)z
n 0 /2

88( ) n+ 00 + si ) T[)
= ——|(—sin=+ sin sinm — sin—=) =
T 2 2

=_- (4.3.3)
T
La sustentacion que tendria el perfil en régimen incompresible es:
Ay

Cii = 21 (AO + 7) = 16¢ (434)

La sustentacion en régimen compresible se obtiene utilizando la analogia de Prandtl-Glauert.

Cii l6¢ 20
Cc = = = &
Le \/1 _ Mgo \[ 180\ 2 (4.3.5)
1~ (300)
La sustentacion es finalmente:
1 1
l= Epoonoc G =5 1-180%-1-20e = 324ekN/m (4.3.6)
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Problema 4. Variacion de los coeficientes debido al parametro a

En la ecuaciéon (4.4.1) se muestra la expresién de la linea de curvatura de un perfil en variables
adimensionalizadas con la cuerda.

z. = (1 —4x%)(a — x), |x] < 0.5 (4.4.1)

Donde a es un parametro comprendido entre —0.5 y 0.5 y £ es una constante muy pequefia.
Suponiendo que el perfil vuela en régimen supersénico y dentro de la validez de la teoria potencial
linealizada de perfiles en régimen supersdnico, calcule y represente la variacién con el pardmetro a
de:

a) El coeficiente de sustentacion
b) El coeficiente de momento respecto del punto medio del perfil
c) El coeficiente de resistencia de onda
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Resolucion
a) Coeficiente de sustentacion

Como el perfil estd volando en régimen supersdnico y sin angulo de ataque el coeficiente de
sustentacién es nulo. Esto es debido a que sea cual sea el perfil que esté volando la sustentacion
viene dada por:

4o
Cl=?=

El ¢; no depende del pardmetro a por lo que siempre es nulo, como se puede ver en la Figura 4.4.1.

0 (4.4.2)

]

, I ! >
—0.5 05 a

Figura 4.4.1. Coeficiente de sustentacion en funcion de a

b) Coeficiente de momento respecto al punto central del perfil.

Se debe calcular la distribucién del coeficiente de sustentacion en el perfil y obtener el momento
aerodindmico.

c(x) = %(a — %) = —%(ux2 —8ax—1) (4.4.3)

En régimen supersonico el centro aerodinamico se sitlia en el punto medio del perfil. Se calcula el
coeficiente aerodindmico respecto al punto medio integrando esta distribucién de sustentacion.

1/2 4e (172
Cmca = _f c(x)-xdx = _f (12X3 — 8ax? — x) dx (4.4.4)
~1/2 BJ) 1

Cuando se tiene una integral con limites de signo opuesto (como es el caso) se puede eliminar todas
las funciones cuadraticas de exponente impar. Al integrarlas se convierten en exponentes pares y al
poner los limites de integracién se anulan.

S Y] e

El ¢;ncq €5 linealmente dependiente de a como se puede ver en la Figura 4.4.2.

Figura 4.4.2. Coeficiente de momento respecto al centro aerodindmico en funcion de a.
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c) Coeficiente de resistencia de onda

Se calcula el coeficiente de resistencia de onda utilizando la ecuacidn integral.

1/2 2 dZC
Cq = ) dx (4.4.6)
1/2

Se considera que el espesor no varia en el perfil ya que no se indica lo contrario en el enunciado.

1/2
cq = f e2(12x% —8ax — 1)? dx =
BJ 1)z

482 1/2

=3 [144x* — 192ax3 + (64a? — 24)x? + 16ax + 1] dx =
-1/2

x>+

8| 3

iy ey

4e?[144 _  (64a® —24) ]1/2
x°+x

-1/2

88 (2+8 2)
~ 3 \5 3¢

2

8¢ )
= ﬁm + 40a?) (4.4.7)

Esta ecuacion tiene forma parabdlica, con un minimo absoluto y ese minimo estad centrado en el
origen. El valor del c¢; en ese minimo es 16&2 /5.

A

Ca

16£2/58

' + >
—0.5 05 a

Figura 4.4.3. Coeficiente de resistencia en funcion de a.

-77 -



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Problema 5. Centro de presiones de un perfil en vuelo supersonico

Considere un perfil de cuerda c, intradds plano y extradds formado por dos planos que se unen en el
punto medio de éste, como se puede observar en la Figura 4.5.1. El perfil vuela en régimen
supersénico y con angulo de ataque «a. Calcule la posicién del centro de presiones del perfil.

—c/2 aﬁ,/"| c/2 x

Figura 4.5.1. Perfil en vuelo supersonico.
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Resolucion

En este perfil para encontrar la distribucion del coeficiente de sustentacidon se tienen que tener en
cuenta las contribuciones del espesor, de la curvatura y del angulo de ataque.

La funcidn del espesor se compone de dos rectas como se puede ver en la Figura 4.5.2 donde el
maximo esta en el centro y vale ec/2.

{ex+€c —C<x<0
2’ 2- 7
E(x) = (4.5.1)
+£c 0 < <C
(merrg 0sxs3
E(x)
ec/2
| ’
c c x
2 2

Figura 4.5.2. Funcion del espesor del perfil.

La funcién de la curvatura esta también compuesta por dos rectas y tiene la misma funcién que la
del espesor. La Figura 4.5.3 muestra la funcién de curvatura del perfil.

c
|ex+7, —ESXSO
C(x) = { (4.5.2)
L— +Z o0<x<s
HrR TR
hc(x)

/SC/Z\
f >
c c X
2 2

Figura 4.5.3. Funcion de la curvatura del perfil.

La funcién del dngulo de ataque es siempre la misma sea cual sea el perfil y vale - ax como se puede
ver en la Figura 4.5.4.

A(x)

a
+ >

—¢/2 | :C/Z X

Figura 4.5.4. Funcion del dngulo de ataque del perfil.
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La distribucién del coeficiente de sustentacidn teniendo en cuenta la contribucion del angulo de
ataque y de la curvatura es:

c(x) = i (a — d—C) (4.5.3)

B dx
Se pueden separar las contribuciones del coeficiente de sustentacion de los distintos tramos de la
curvatura y del angulo de ataque como se puede ver en la Figura 4.5.5

ClA(x)“ 4a cie(x) 4e

T 1 1 18 1 l|l 18
—c/2

—c/2 c/2 c/2
_de

B

Figura 4.5.5. Distribucidn del coeficiente de sustentacion.

Como las distribuciones de sustentacidn son lineales se pueden dejar en funcidn de una sola fuerza
situada en medio de la distribucidn.

;|
2 v %
B

Figura 4.5.6. Fuerzas resultantes delas distribuciones del coeficiente de sustentacion.

N

Se calcula ahora el coeficiente de momentos respecto al centro de presiones. Como se sabe que
debe ser nulo se puede resolver la ecuacién y obtener asi la posicién del centro de presiones.

2¢ cy 4a 2¢ c
Cmep = _F(xcp + Z) + Fxcp + ?(xcp - Z) =0 (4.5.4)
ce f ce (4.5.5)
Xep B 4a 4da

Se puede ver la dependencia que tiene la posicion del centro de presiones con el angulo de ataque.
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Problema 6. Angulo de equilibrio de un perfil supersénico

Un perfil, cuya masa es despreciable, estd formado por dos placas planas rigidamente unidas
formando entre si un dngulo §. Dicho perfil se sitda en el seno de un flujo supersénico de densidad p
con My, = /2. El perfil permanece sujeto mediante una articulacién rigida al borde de ataque.
Dentro de la validez de la teoria potencial linealizada de perfiles y alas en régimen compresible,
determine el dngulo a de equilibrio.

=Y

Figura 4.6.1. Perfil del problema.
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Resolucion

El problema pide encontrar el punto de equilibrio en el que el momento en la articulacién es nulo. Se
debe por lo tanto buscar la distribucidon del coeficiente de sustentacién. Al estar volando con

M = /2 el pardmetro B es la unidad.
La funcién del perfil es:

—ax 0<x<c/2

Zp (%) = {—(a + &)x c/2<x<c (4.6.1)

Se puede dividir el perfil en dos tramos y calcular la distribucién de sustentacién que genera cada
tramo.

F“, cp(x) = —4(“; %) (4.6.2)

La Figura 4.6.2 muestra las fuerzas resultantes de las distribuciones. Al tener distribuciones lineales,

cn(x) =

el punto de aplicacién e la fuerza es el centro del tramo.

2a A2(a+0)

IB. B

0 1/4 3/4 1

Figura 4.6.2. Distribucidn de las fuerzas resultantes.

Se iguala ahora el coeficiente de momento respecto al borde de ataque del perfil para obtener el
angulo de ataque de equilibrio.

20 1 2(a+96) 3 (4.63)

=>aeq =——0 (464)
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Problema 7. Angulo 6 de equilibrio de un perfil supersénico

Considere un perfil sin masa ni espesor como se observa en la Figura 4.7.1. El perfil tiene una cuerda
de 2m y estd situado en el seno de una corriente supersénica de velocidad U, = 200m/s y
densidad p., = 0.1kg/m3, cuyo nimero de Mach es M, = V/5. El perfil esta sujeto a un soporte por
medio de una articulacién y hay ademas un muelle de torsion de constante eldstica k = 100w N/rad
por unidad de envergadura que se opone a su giro. Se sabe que, en ausencia de fuerzas
aerodinamicas, dicho dngulo tiene por valor 8, = 0 rad.

Bajo la hipdtesis de que ni la articulacién ni el mulle perturban el flujo, y dentro de la validez de la
teoria potencial linealizada de perfiles y alas en régimen compresible, determine el angulo de ataque
de equilibrio del perfil 6.

Figura 4.7.1. Perfil del problema.
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Resolucion

El problema consiste en encontrar el momento aerodindmico respecto al centro e igualarlo al
momento generado por la torsidon del muelle.

Se debe por lo tanto obtener la funcidn del perfil en sus distintos tramos. El angulo de ataque «a es
igual al angulo de giro del muelle 6.

_(—(6+d)x —c/2<x<0
7p(x) = {—(9 — &)x 0<x<c/2 (4.7.1)
La distribucion de sustentacidn que genera cada tramo es:
40+ 6) 46 —6)
c1(x) = T, cp(x) = T (4.7.2)

La Figura 4.6.2 muestra las fuerzas resultantes de las distribuciones. Al tener distribuciones lineales,
el punto de aplicacién e la fuerza es el centro del tramo.

2(0 +6) 2(0 —6)
|75 177

~1/2 —1/4 0 1/4  1/2

Figura 4.7.2. Distribucidn de las fuerzas resultantes.

Se iguala ahora el coeficiente de momento respecto al centro del perfil al momento generado por el
muelle para obtener el angulo de ataque de equilibrio. El coeficiente de momento respecto al centro
del perfil es:

_2(9+6) 1 206-6)1 6 (4.73)
Cmo = B 2 B i B 7.
El momento aerodindmico es:
o)
My = o€ - — (4.7.4)
B

Igualando al momento generado por la torsion del muelle se encuentra el angulo 6 de equilibrio.

25
g = I=¢ (4.7.5)
Bk
Se introducen los valores numéricos dados en el enunciado.
0.1-2002% - 22 17
= 0.222 rad (4.7.6)

6= :
2-V5—-1-100-7 180
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Problema 8. Perfil supersoénico volando sobre el suelo.

Considere un perfil de intradds y extradds parabdlicos como el que se puede ver en la Figura 4.8.1.
La ecuacidn del perfil adimensionalizada con la cuerda es:
) 1
z = +&(1 — 4x?), x| < L K1 (4.8.1)
Dicho perfil vuela en régimen supersénico con M., = v/2 a una altura h sobre un suelo plano, siendo
1/4 < h/c <1/2. Dentro de la validez de la teoria potencial linealizada de perfiles en régimen
supersoénico se pide:

a) Calcular la variacion con h/c de los coeficientes de sustentacién, resistencia de onda y
momento respecto de x = 0.
b) Calcular el coeficiente de presion sobre el suelo.

|

N -
als
=Ry

Y

Figura 4.8.1. Perfil supersdnico volando sobre el suelo.
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Resolucion
a) Coeficientes de sustentacién, resistencia de onda y momento respecto de x = 0

Como se vuelaa My, =2 el pardmetro § y también el angulo del cono de Mach son:
(4.8.2)

Se considera un caso genérico en el que las lineas caracteristicas rebotan en el suelo y luego vuelven
a rebotar en el perfil en el punto x,, como se puede ver en la Figura 4.8.2.

-
rd i
~ 4
e e
P4 A -
e -
# rd
4 -
4 #
- -
d d
#
-~
#
s /4 Xp g
Pt 4
' sl <
. N b
by
LY ’ ~, *,
#
\\\ Vi AN D .
) .,
#
\\\ B o . *
L) .
#
*a - C . ™,
., ~ g AN .,
., o4 LY ,
, s , ~,
h # . ",
£y #
v 4 s, S
/\l A b

Figura 4.8.2. Lineas caracteristicas y distintas zonas.

La distancia entre x,, y el borde de ataque es igual a dos veces la altura, por lo tanto:

1 h
=—_42.= 48.3
Xp > + c ( )

Se debe ahora ir calculando las propiedades del fluido para las distintas zonas.
e ZonaA

En esta zona el flujo se comporta como un perfil aislado, se puede calcular directamente el
coeficiente de presiones del extradds.

dz,

dx

g 2(8 ) 16&x
= —8ex - (pe =5(—8ex) =—
B B

(4.8.4)

e /ZonaB

En esta zona el flujo también se comporta como un perfil aislado pero se necesita obtener el valor
de @g para las demas zonas.

pp = Fg(&) + Gg(n) (4.8.5)

Se sabe que Fz (&) es cero ya que el intradds esta aislado.

[ee)

pp =Gg(n) = B

Uo
zi(n) = a [-e(1 —4n?)] (4.8.6)
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e ZonaC

Esta zona empieza cuando la linea caracteristica toca el suelo. De la zona B se sabe el valor de Gz (1)
que es el mismo que G.(n).

@0c = F,(&) + G.(n) = F.(§) + Gg(m) (4.8.7)
La condicion de contorno es que en el suelo la variacion de ¢ respecto a z es nulo.

g
0z

_OF.0¢

dGg 0
Z:_% 0¢ 0z

h W@Z
c

- 0 (4.8.8)

Z=—
C

z=—

Se sabe que 0§ /0z = —f y que dn/dz = BB, por lo tanto se puede obtener ahora dF,/d¢.

JdF. 0Gg 88U 8Uwe( ,[)’h) 8Uxe (f 2,[>’h>
_—— = }7 = X —— = —_— 8.
0 aml,_n B "l,_n "B cN,_n” 7P c ) (489
[ [ [
Se integra ahora respecto a ¢.
8Uxe 2Bh 8Uxc (E2 2Bh
F, = ( ——) dé = —_——— 4.8.10
(0= [ (e - L) ae = (5 -2 (4.810)
Por lo tanto ¢, es:
8UO°$ 52 Zﬁh Uoo
_ s _zPht 2R _e(1 — 4n? 4.8.11
v 3(2 c>+ﬁ[£( ) (4.8.11)
e ZonaD
La zona D empieza en el punto sobre el perfil x,,. En este punto Fp () es igual a F;(§).
¢op =Fp(§) +Gp(n) = F.(§) + Gp(m) (4.8.12)
La condicion de contorno es:
d JdF. 0 dGp 0 JF, aG dz;
ﬂ — _C_f _D_n — _B_C _D — oo_l (4813)
0z l;=0- 0§ 0zl,_,-  0n 0zl,_ - 91, - onl,_,- dx
Se calcula la derivada dz; /dx.
dz;
Up — = 8Uyex (4.8.14)
dx
Se debe encontrar la expresion de Gp. Se aisla primero la expresién diferencial.
daGp _ JF, 4 8U&x B 8U°o£< 2,8h> 4 88U &x B
on 081, B B ¢ oo B
8U ¢ 2(h 8U,ex 16U ¢ h
S gt
B c B B c
_ 16Uooe( h)
=3 n—p - (4.8.15)
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Se debe integrar ahora para obtener la funciéon Gp.

G _ 16Uz (" ok 4.8.16
v=—p \zF2 i

Por lo tanto ¢, es:

(4.8.17)

_ 8Uye (62 2Ph 8U € 2Bh
‘/’D—T<T ¢ f)* 5 (7 ==)

Para calcular las fuerzas aerodindmicas se debe obtener el coeficiente de presiones en las zonas del
intradds y del extradds. El coeficiente de presiones del extradds ya estd calculado ya que es el
equivalente a la zona Ay es igual a un perfil aislado. El intradds se divide en dos tramos: el tramo en
contacto con la zona B y el tramo en contacto con la zona D. La zona B se comporta como un perfil
aislado por lo que el coeficiente de presiones es:

16ex (4.8.18)
CpB = — ‘8 .0.
Se calcula ahora el coeficiente de presiones en la zona D.
2 a(pD
Copy = — ——— (4.8.19)
pD UOO ax z=0"

Hay que dejar la expresion de ¢ en la ecuacién (4.8.17) en funcidn de x y de z.

_ 8Ue[(x—B2)* 2Bh
$p = B 2 -

(x — Bz) + (x + Bz)? — @(x + ,BZ)] (4.8.20)

Se puede introducir la condicidn de contorno z = 0™ antes de derivar.

_ 8Uqe (x* 2pBh 2 2Bh \ _ 8Uce (3x* 4Bh (4.8.21)
$p = B > p x+x x| = 5 > p x 8.
Por lo tanto el coeficiente de presién en la zona D es:
16¢ 4Bh
Cpp = 7 (3X - T) (4.8.22)
La distribucién del coeficiente de sustentacién es:
1
( 0 3 Sx<Xp
(%) = cpi(x) — cpe(x) = { (4.8.23)
16¢ 4Bh 1
——(2x——> Xp S X <o
B c 2

El coeficiente de sustentacion es por lo tanto la integral del tramo comprendido entre x,, y ¢/2.

1

e [ ) i L L )
X 2
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Se calcula ahora el coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico. En vuelo supersénico
el centro aerodinamico se situa en el centro del perfil.

1
2
Crnca = — f 1xcl(x) dx =

166 /1 Bh 2 2h
- (g___gxg +—xp) (4.8.25)
Finalmente se calcula el coeficiente de resistencia de onda.
1
2 dZe le'
cao = [ (ene e — i) 5 =
1
*p dz, dz; z dz, dz;
=f1 (%ea‘%ia)d“f (oo e o) 0 =
- X,
1
*p 16ex 16ex 2[l6ex 16¢ 4Bh
=8£f ( + )xdx+8$f [ +—(2x——>]xdx=
A\ B B bt BB ¢
128¢2 | (% 3 4Bh
= flzxzdx+f <3x2——x) dx| =
Bl - ¢
1282 |12 * 2Bh 3
& p 2
s B R
ﬂ —7 c Xp
128¢2 /2 1 1 pBh 2Bh
= 2 3 —-m .2
5 (3 Xp G + 8 2¢ Xp + p xp> (4.8.26)

b) Coeficiente de presion sobre el suelo

Se calcula el coeficiente de presidn sobre el suelo de forma parecida que en el perfil salvo que la

condicion de contornoes z = — h/c.
16¢ 2ph 1
(L L) R .
Cps __iaﬂ = A ¢ 2 (4.8.27)
Up Ox l,=_1t 16¢ 58h 1
k—7(3x—7> xp+—<x<5
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Problema 9. Perfil supersoénico en un tunel poroso

La Figura 4.9.1 muestra la seccidn de ensayo de un tunel supersénico, en cuyo interior se ha situado
una placa plana a un dngulo de ataque a < 1. Parte de las paredes estan hechas de un material
poroso que descarga a una camara de tranquilizacién. La velocidad de succidén es proporcional a la
diferencia de presiones entre los lados de la pared porosa mediante la ley:

Vs _ PP
U, 1 (4.9.1)
7.000Ugo

Se pide:

a) Estudiar la condicién de contorno en la pared porosa.
b) Calcular los valores de c;, Cpgc Y €4 €n funcidn del pardmetro k.

Nota: considérese que 3fh > ¢ > 2fh

y 1=, | ! 2h
b

Figura 4.9.1. Perfil dentro del tunel.
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Resolucion
a) Condicién de contorno en la pared porosa

Al estar situado el perfil dentro de un tunel se debe analizar como van cambiando las lineas
caracteristicas y las condiciones que se tienen en las distintas zonas. Lo primero que hay que saber
es cuantas zonas se tiene en el perfil. Para que se tenga una sola zona por la parte del intradds se
debe cumplir que ¢ = 2h. Pero se sabe que la cuerda es mayor que 2h por lo que se tienen dos
zonas distintas en el intradds. En cambio como se sabe que ¢ < 3Bh se sabe que la linea
caracteristica que rebota en la parte superior del tunel no llega a alcanzar el perfil. El caso genérico
se puede ver en Figura 4.9.2.

VSIS IGIIIII IV IIIIIIII ISPV IS IV IS

- .

.

W"l“*“‘i“l‘"i"l‘ 'l"l‘;"‘l‘bZZZZZZZ
Figura 4.9.2. Lineas caracteristicas de un caso genérico.

El perfil vuela con un cierto angulo de ataque a por lo tanto la ecuacién del perfil es:
Z, = —ax (4.9.2)
La zona B se comporta cono un perfil aislado de forma que Fz () es nulo.

Uso

5 an (4.9.3)

o)

g = Gg(n) = B ze(n) = —

Para calcular las condiciones de la zona C se tiene que aplicar la condicién de contorno en la pared
porosa. En esta zona se tiene que Gg(n) = G-(n), por lo tanto:

@c =Fc(§) + Gg(m) (4.9.4)

La condicidn de contorno es que la velocidad vertical en el punto de la pared es igual a la que se da
en la ecuacion (4.9.1). Esta velocidad es linealmente dependiente del coeficiente de presidon que
también se puede expresar en funcidn de la velocidad horizontal.

1 99 P~ P 2 ¢
— %@ = kU, —2 = —kU,c,p = —kUy, (___ )
Ueo 0z z=—h %pooUozo pD Uy ox J=—h (495)
0 0
>2E ~ 2k =0 (4.9.6)
aZ Z=—h ax z=—h
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Se utiliza la regla de la cadena para desarrollar las derivadas parciales sabiendo que d¢é/dx =1y
on/ox = 1.

JdF, 0 dGg 0 JdF. 0 dGg 0
0F 9§ 94U N — 2k 0F. 9§ al-pll =0 (4.9.7)
0¢ ozl,__, on ozl __, 0¢ oxl,__,  on oxl|___,
JF, dGpg (aFC dGpg )
Sop=fl  +p=E| —o2k(=f +=Z =0 (4.9.8)
af z=—h ﬁ 67] z=—h ag z=—h 67’] z=—h
Finalmente la condicién de contorno queda:
(—B — 2k) als + (B 2k)aGB =0 (4.9.9)
af z=—h 67’] z=—h .
L, _ P2k ( U°°a> (4.9.10)
ol,__, B+2k B o

Se debe integrar ahora la expresién para obtener F.

B —2k Uooad _2k—ﬁ Uy

F.=- . = . 49.11
¢ B+2k B 2k+p B ( )
Con esto ya se puede calcular ¢,.
_2k—[3 Uma€ Uy (4.9.12)
= %+p B g o
b) valores de ¢, Cinac Y €4 €n funcidn del parametro k
Se calculan ahora las condiciones en la zona D. En esta zona Fp (&) = F.(). Por lo tanto:
@p = Fc(§) + Gp(n) (4.9.13)
Se debe imponer la condicion de contorno sobre el perfil igualando las velocidades verticales.
d d
L] ] (4.9.14)
aZ z=0" dx z=0"
JdF. 0 dGp 0
0k 98 9% 9N = —Upa (4.9.15)
0¢ 0zl,_,-  0n ozl,_,-
daGp Uy 4 JF, Uy, N 2k—f Uypa (4.9.16)
> — = —-— —_— = - . 9.
o l,_y- B 05, - B 2k+p B
Se integra esta expresion para obtener Gp.
G —fU""“( 1+2k_’6))d e 20 (4.9.17)
>=]7p 2k+8) TT B 2k+p" -
Y por lo tanto @ es
2k — Uy, Uo,a 2
®p k p (4.9.18)

“2%k+B8 B ° B 2k+pB"
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Se deben calcular ahora los coeficientes de presidn de todas las zonas. La zona A se comporta como
un perfil aislado por lo que el coeficiente de presidn es:

2dz, 2a (4.9.19)
Copp =——— = —— 9.
PAT B dx B
El coeficiente de presiones en la zona B es el mismo.
2dz; 2a
- _=z (4.9.20)

P P

La zona C no afecta a la distribucion de presiones en el intradds por lo que se puede pasar
directamente a calcular el coeficiente de presidn en la zona D.

2 dop
=——— 4.9.21
CpD Uoo ox 7=0" ( )
Se debe dejar primero la expresién de ¢, de la ecuacion (4.9.18) en funcidn de x y de z.
2k — ﬂ Uo a( 2) 2 (x + B2) =
=% +p B pz ,6’ krpr D=
(4.9.22)
S [k = 36)x + (2K — B)2]
X z
T BRk+B)
Por lo tanto el ¢, es:
2a(—2k + 3
Cpp = Za(—2k +36) (4.9.23)
B2k + B)
La distancia entre x,, y el borde ataque, en unidades adimensionales es:
2
x, = 2P0 (4.9.24)
c

El coeficiente de sustentacion es igual a la diferencia del coeficiente de presiones entre el intradds y

el extradds.
0 0<x<ux
a(x) = cpi(x) — cpe(x) = 2a (—2k + 3B (4.9.25)
\7<W+1) Xp<x<1

Para encontrar el coeficiente de sustentacion se debe integrar la expresiéon sobre toda la
envergadura. Como la distribucion es constante el coeficiente de sustentacion total es simplemente
multiplicar la constante de la distribucion por la distancia entre x,, y el borde de salida.

a= %a(% * 1) (1 B iih) Zﬁa <2k4-|ﬂ- ﬁ) (1 — 2k g) (4.9.26)
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Se calcula ahora el coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico. En vuelo supersdnico
el centro aerodinamico se situa en el centro del perfil.

1
Crnca = —f xc(x) dx =

-1

L:x%a(zk4f ﬁ) dx =

a/ 4
=2 () b7l =
B\2k+p P
a/ 4B h?
== 1-4p%—
5 (Zk n ﬁ>< B c2> (4.9.27)
Se calcula finalmente el coeficiente de onda mediante la formulacidn integral.
1 dZe dZi 1
Cpo = J;) (Cpea - Cpiﬁ) dx = aj;) (Cpi - Cpe) dx = ag (4.9.28)

Esta ecuacidn es valida siempre que se trate de una placa plana.

con = =20 () (1~ 267) (49.29
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Problema 10. Perfil supersoénico volando sobre el suelo

Considere una linea de curvatura de cuerda ¢ formada por dos tramos rectos, como se muestra en la

Figura 4.10.1. Esta se encuentra sometida a una corriente supersénica de Mach \/§/2 y situada a
una distancia ¢/2 de un suelo plano y horizontal. Ademas se encuentra a un angulo de ataque de
valor a. Dentro del marco de la teoria potencial linealizada de perfiles en régimen supersénico, se
pide:

a) El coeficiente de sustentacién
b) El coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico

Z A

eK1

€ e(

—c/2 c/2

=¥

Figura 4.10.1. Diagrama del perfil.
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Resolucion
a) Coeficiente de sustentacion

Al tener el suelo suficientemente cerca del perfil se deben resolver el problema siguiendo las lineas
caracteristicas y obtener los coeficientes de presidn de las distintas zonas. El angulo que forman las
lineas caracteristicas, medido desde el eje vertical es:

1 2
ind = —=-—==6343° 4.10.1
sin Mo = ( )
Se calcula también el pardmetro f5.
1
B=Ms-1=3 (4.10.2)

Se deben identificar las lineas caracteristicas y las distintas zonas. El perfil tiene una discontinuidad
en el punto medio, por lo tanto el extradds tiene dos zonas diferentes.

Como el angulo 6 > /4 y la distancia al suelo es de tan solo ¢/2, se tienen por lo menos tres zonas
distintas en el intradds. Ademas al saber que f = 0.5, la linea caracteristica que rebota en el suelo
vuelve al perfil en el punto medio de éste, y de forma similar vuelve en otra vez al borde de salida.
Como desde el punto medio del perfil ya sala una linea caracteristica no se genera una nueva debido
a la discontinuidad del perfil

Figura 4.10.2. Definicion de las lineas caracteristicas y zonas.

La funcién del perfil es:

E—a
((e—a)x+T —05<x<0
z, = (4.10.3)
Et+a
k—(s+a)x+T 0<x<05

La derivada de la funcion de perfil es:

dzp E—a —05<x<0
—2 ={ (4.10.4)

dx —£—a 0<x<05

Una vez definido el problema se calculan los coeficientes de presidn de las distintas zonas.
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e Zonad

En esta zona el perfil se comporta como un perfil aislado. Se puede calcular directamente el
coeficiente de presién del extradds.

Us 2
pu=F, = 726 = Cpa = [—?(s —a) (4.10.5)

e ZonaB

De forma similar, el perfil se comporta como un perfil aislado.

Uo 2
pp =Fg = 726 = Cpp = E(—s —-a) (4.10.6)

e ZonaC

Empezando ahora con la parte del intradés, la zona C se comporta como un perfil aislado.

Uy 2
oc =Gc = 721- = Cpc = —E(s —a) (4.10.7)

La funcidon G.(n) se necesita para calcular la siguiente zona.

Uo

Ge(m) = B

Us
zi(n) = 7(6 —a)n (4.10.8)

e ZonaD
En esta zona no es necesario obtener el coeficiente de presidn. La solucién potencial de esta zona es:

Uso

B

La condicion de contorno es que en el suelo la velocidad vertical es nula, es decir:

op =Fp+ G, =Fp + (e—a)n (4.10.9)

00 _ OFp 0¢ 9G. an

0z l,=—o5 ?& 05 Waz =0 (4.10.10)

z=-0.5
Se sabe que ¢ /0z = —f y que dn/dz = B, por lo tanto se puede obtener dF./d¢.

ofp  9Ge _ _0fp  Us (e—a)=0 (4.10.11)
— = — — I\ &E—a) = . .
¢ 0n i@ B

Se obtiene la funcidén F integrando.

Fp = U—oo (e—a)dé = U—°° (e —a)é (4.10.12)
|7 ;

El potencial en la zona es:

Uco

_ Uy E—a
Qp = 5 (e—a)é+ ?[(E —a)n+ T] (4.10.13)
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e 7Zonak

El potencial de esta zona es:
Us

La condicidn de contorno se aplica en el perfil. Al estar la zona E por debajo de la segunda mitad del
perfil, se utiliza la derivada del perfil para 0 < x < 0.5.

9 9Fp 0 3Gy 0 dz
43 _0Fp 9 L 2beon Uy P =U,(—c—a) (410.15)

9z |,o o5 0€ 0zl,__ . on ozl __,. dx

Se sabe que 0§ /0z = —f y que dn/dz = B, por lo tanto se puede obtener dF;/0¢.

op 96y U (e—a)+ 9 __Ue (e +a) (4.10.16)
=——(c—a = ——(& a -1U.
& ' an B an B

Se obtiene la uncidn G integrando.

G “U‘”( ) U°°( + )] d p Ut (4.10.17)
= — I\ &E—a) —— & a 77 = — n . .
¢ B B B
Por lo tanto el potencial es:
Us
o =Fp+ Gy = a [(e —a)é — 2an] (4.10.18)
El coeficiente de presiones en esta zona es:
20 2
Cpr = _U__a";E =3 (e — 3a) (4.10.19)
oo z=0"
Ya se puede calcular la distribucidn del coeficiente de sustentacion.
4
cpc—cpA=E(a—e) -05<x<0
alx) = (4.10.20)
8
lcpE—ch=Ea 0<x<05

Integrando la funcién entre —0.5 y 0.5 se obtiene el coeficiente de sustentacion del perfil.

o) =E(a—£)+ia =6_a_§= 12a — 4¢ (4.10.21)
B B B B

b) Coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico

El coeficiente de momento se puede calcular directamente sumando la contribucidon del momento
de las dos mitades del perfil respecto al centro del perfil.
a £

1 4
(a_g)_Z.[_?a:_ﬁ_ﬁ:_(a-l_g) (4.10.22)

Cmca =

2
B

B
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5. Flujo potencial tridimensional

Problema 1. Comparacidn entre configuracion axisimétrica y bidimensional

Considere dos configuraciones bidimensional y axisimétrica compuestas por un cilindro y una
superficie esférica respectivamente, de radio a y en presencia de una corriente incidente de
velocidad U,. Para simular la influencia en las fuerzas ejercidas por el fluido sobre dichos cuerpos
del desprendimiento de la corriente, se supone que la distribucion de ¢, en ambos casos responde al
modelo potencial en la cara del obstaculo situada a barlovento, y que es ¢, = — 1/2 en la cara
situada a sotavento. Calcule para cada configuracién el coeficiente de resistencia del obstaculo y
comprar ambos valores.
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Resolucion
e Bidimensional

Se considera un perfil circular bidimensional como el que se ve en la Figura 5.1.1. Se sabe que el
coeficiente de presiones en barlovento sigue la ley de la teoria potencial y que en sotavento es un

medio.
i 1
cpp =1 —4sin“ 0, Cps = —3 (5.1.1)
1z

a

9 -
X

cpp = 1 —4sin® 0 Cps = —1/2

Figura 5.1.1. Perfil circular bidimensional.

Utilizando la ecuacidn de la teoria de conservacién de la cantidad de movimiento la resistencia se
calcula como la integral de las fuerzas de presién sobre el eje horizontal.

T
d = [ @u(®) = pocosods =
2

T
=1PU§OJ-2 (1—4sin29+1>c059ad9 =
2 T 2

T
=1 U2 J‘z [§—4sin20]c050ad0=
2PY | 2[2
2

/2

— 1 UZ [3 in 6 4 : 39] —
= 2'0 0 2 Sin 3 Sin ) =
— 1 UZ (3 8) —
= 2’0 sa 3 =

1 1
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El coeficiente de resistencia se adimensionaliza con el didmetro (que seria equivalente a la cuerda si
eso fuese un perfil).

d 1

Ca=71T ~— _ ~% 5.1.3
%pUOZ0 2a © ( )

e 3D Axisimétrico

La metodologia a seguir para el caso de una esfera tridimensional es similar. En este caso el
coeficiente de presidn en barlovento es:

9
cp(p) =1- Zsin2 ) (5.1.4)

La resistencia se calcula también mediante la teoria de conservacion de la cantidad de movimiento.

D= f 0y (@) — o) do, (5.1.5)

Donde da, es el diferencial de superficie proyectada en la direccién x.

Si se mira la esfera de frente, como en la Figura 5.1.2, se pueden ver que en los anillos proyectados
sobre la superficie y centrados en el origen se tiene una presién constante.

AT

Figura 5.1.2. Esfera vista por adelante.

La distancia entre el eje de coordenadas y la proyeccién del anillo es r = a sin ¢. El diferencial es
dr = acos ¢ dg y por lo tanto el diferencial de superficie proyectada sobre la direccién x es:

do, = 2nr dr = 2ma? sing cos @ dg (5.1.6)

Se puede ya integrar para obtener la resistencia.

1 z 2 o
D = EpUOOJ;) (cpb(q)) - cps)Zna sing cos@ do =

1 (2 9 ., 1 2 .
=§onof (I—Zsm (p+§> 2ma” sin¢g cos @ do (5.1.7)
0
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Para hacer esta integral se debes utilizar las igualdades trigonométricas sin2¢ = 2sin¢@cos¢@ y

2sin® ¢ =1 — cos 2¢.

1 (P 9 |
D=—ono-7raf [———(1—c052<p)]sm2<p do =
0

2 2 8
T
Lo o [F(3 2 :
= 2pU°° na 8sm 29 + 8cos 2¢psin2¢ | de (5.1.8)
0

La integral de la multiplicacion entre el coseno y el seno es igual a cero debido a los limites de

integracidon y porque tienen el mismo angulo.

D=~ Uozo oo
p 8

2 /2 2
1 3ma cos 2<p] _ lpUz ' 3ma (5.1.9)
2 8 2 1y 2

Para adimensionalizar la resistencia se utiliza como superficie de referencia la proyeccidén en x de la

superficie, es decir Sref = ma?.

‘b=1T — 73 (5.1.10)
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Problema 2. Velocidad debida a dos anillos de torbellinos

Determine la velocidad en el punto (0,0) debida a los dos anillos de torbellinos representados en la
Figura 5.2.1, de radio a, intensidad I', paralelos, coaxiales y separados entre si una distancia d.
Considere los casos d = 4v2a y d = 2+/3a.

Figura 5.2.1. Distribucidn de los dos anillos de torbellinos.
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Resolucion

La ley de Biot Savart permite calcular la velocidad inducida por un hilo de torbellino tridimensional.

< (5.2.1)

r f dxXo AT
c

Se empieza calculando la contribucidon de solo un anillo. Se cambia también el eje de referencia

centrandolo en el centro del disco. Se utiliza un sistema de referencia cartesiano como se ve en la

Figura 5.2.2.

=

Figura 5.2.2. Un solo anillo de torbellino con el origen en el centro del anillo.

El punto donde se quiere calcular la velocidad inducida es ¥ = (x,0,0). La posicién de un diferencial
de anillo es ¥, = (0,a cos 8, a sin @) por lo tanto su diferencial es:

dxX, = (0,—asin@ df,acos df) (5.2.2)
El vector 7 que une el punto de estudio con el punto del diferencial es:
7=X—%X,=(x,—acosf,—asinh) (5.2.3)

El producto vectorial entre el diferencial y 7* es:

dXy A7 = (a? df,xacos @ df,xasinf do) (5.2.4)
Por lo tanto la velocidad es:
R 1 a? do
il e o o2

Se sabe que las integrales las siguientes integrales son nulas:
2m 2m
_[ cosf df =0, f sind d6 =0 (5.2.6)
0 0

Por lo tanto la velocidad solo tiene componente no nula en la direccién del eje x.
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r (a2 - 21) r a?
V., = a” - T)=-—
Y 4m(x? + aq2)3/2 2 (x2+ a?)3/2
Como la velocidad inducida no cambia si x es positivo o negativo significa que los dos anillos inducen

(5.2.7)

una velocidad en el mismo sentido. Por lo tanto la velocidad es simplemente la suma de los dos.

a
=t 372 (5.2.8)
— + a2
(F+e)
Se deben de considerar ahora dos casos.
e d=4/2a
La velocidad queda:
VT a? _r a? _r a? T
T (3242 3/27 7 (9a2)3/27 " (3a) " 27a (5.2.9)
-+ )
e d=2V3a
La velocidad queda:
N a? _r a? _r a? T
x (12a2 , 3/2° " (4a2)3/2  (2a)3 8a (5.2.10)
+a )
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Problema 3. Herradura de torbellinos

Considere una herradura de torbellinos como la representada en la Figura 5.3.1. Calcule el punto o
puntos del eje x en los que la velocidad inducida por la herradura de torbellinos es nula.

A7
D L c
Y :
‘ 92/'
1 ’ f
A r B SN 6y
crrm - — A » R R

Figura 5.3.1. Herradura de torbellinos.
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Resolucion

Para resolver este problema se debe encontrar la velocidad inducida por el hilo de torbellinos en
funcion del angulo 64 y luego encontrar la posicidn del punto donde ésta velocidad es nula.

La velocidad inducida por un torbellino rectilineo es:

r

=1 h(cos Qa; — CoSay) (5.3.1)

Estd claro que si existe un punto donde la velocidad es nula tiene que ser en la parte positiva del eje
¢ ya que la velocidad inducida por el tramo BC tiene sentido opuesto a la de los tramos CD y AB.

La velocidad inducida por el tramo AB sobre un punto &, positivo es:
r r
Vap = - (cos0 — cos B,) = pp (1 —cos6,) (5.3.2)

Por simetria del problema, la velocidad inducida por el tramo CD es igual a la del tramo AB.

Se calcula ahora la velocidad inducida por el tramo BC. Se sustituye el angulo 6, por/2 — 6;.

Vsc =7 Fg [cos (E - 91) — cos (n —3 + 01)] = 47;0 (sin@; + sin6,) (5.3.3)

La posicion &, es igual a tan 6,, y por lo tanto también es igual a 1/tan 6,. La velocidad inducida por
éste tramo es:

2T _
Vpe = Etan 6, sin 6, (5.3.4)

La suma de las contribuciones debe ser nula.

Vag +Vep —Vpe =0 (5.3.5)

= 1—cosf; —tanf;sinf; =0 (5.3.6)
= cosf; — cos?H; —sin?6; =0 (5.3.7)
=cosf; —1=0 (5.3.8)

Como el valor de 6, solo puede ir de 0 a /2, la Unica solucién es 8; = 0. Por lo tanto la posicion &,
es oo (ya que 1/tan 0 = o0).

- 107 -



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Problema 4. Movimiento axisimétrico definido por una funcion de corriente

Considere el movimiento axisimétrico de un liquido definido por la funcién de corriente ¥ = Ar™x,
siendon > 1.

Calcule el potencial de velocidades para aquel o aquellos valores de n para los que exista dicho
potencial.
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Resolucion
Conociendo la funcidn de corriente se puede sacar la velocidad en la direccién del eje x.

1 ¥ 1 Anr™2
- I gl = (5.4.1)
v 2nr O0r  2mr e 2T X

Esta velocidad se puede también calcular derivando el potencial respecto de x.

0P
u=— = d= fu(x) dx (5.4.2)
0x
Por lo tanto el potencial es:
Anr™? An
= f x dx = —7r"2x? (5.4.3)
2 4
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Resolucion

Para resolver este problema se debe encontrar la velocidad inducida por el hilo de torbellinos en
funcion del angulo 64 y luego encontrar la posicidn del punto donde ésta velocidad es nula.

La velocidad inducida por un torbellino rectilineo es:

r

=1 h(cos Qa; — CoSay) (5.4.1)

Estd claro que si existe un punto donde la velocidad es nula tiene que ser en la parte positiva del eje
¢ ya que la velocidad inducida por el tramo BC tiene sentido opuesto a la de los tramos CD y AB.

La velocidad inducida por el tramo AB sobre un punto &, positivo es:
r r
Vap = - (cos0 — cos B,) = pp (1 —cos6,) (5.4.2)

Por simetria del problema, la velocidad inducida por el tramo CD es igual a la del tramo AB.

Se calcula ahora la velocidad inducida por el tramo BC. Se sustituye el angulo 6, por/2 — 6;.

Vsc =7 Fg [cos (E - 91) — cos (n —3 + 01)] = 47;0 (sin@; + sin6,) (5.4.3)

La posicion &, es igual a tan 6,, y por lo tanto también es igual a 1/tan 6,. La velocidad inducida por
éste tramo es:

2T _
Vpe = Etan 6, sin 6, (5.4.4)

La suma de las contribuciones debe ser nula.

Vag +Vep —Vpe =0 (5.4.5)

= 1—cosf; —tanf;sinf; =0 (5.4.6)
= cosf; — cos?H; —sin?6; =0 (5.4.7)
=cosf; —1=0 (5.4.8)

Como el valor de 6, solo puede ir de 0 a /2, la Unica solucién es 8; = 0. Por lo tanto la posicion &,
es oo (ya que 1/tan 0 = o0).
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6. Alas de gran alargamiento

La teoria de ala larga de Prandtl sirve para predecir el comportamiento aerodindmico de alas de gran
alargamiento. A principios del siglo XX, los aviones se componian normalmente de alas rectas con
grandes alargamientos. Solian tener alas de forma en planta rectangular o eliptica. Las ventajas de
las alas elipticas es que son las que tienen menos resistencia inducida (debido a la distribucion de la
circulacidon alo largo de la envergadura), pero son mas dificiles de construir y de mantener.

Los siguientes pardmetros son importantes:

e Alargamiento A = b/, donde ¢ es la cuerda mediay b es la envergadura.
e Cambio de variable 6:

2
% = cos @ (6.0.1)

e Cuerda adimensional k(8) = ¢(6)/b, depende de la forma en planta.
Rectangul -(49)—1 Elipti -((9)—4 ing (6.0.2)
ectangular: x(6) = -, fptica: k(6) = —=sin .0.

e Torsion del ala (8), funcion que expresa el dangulo que foma la linea de sustentacién nula
del perfil situado en 6 con la linea de sustentacion nula del perfil central.

£(0) = a(0) —a (g) (6.0.3)

En la teoria se estudian una serie de funciones que se pueden desarrollar en series de senos. Las
funciones son:

e Circulacién adimensional G(8) = T'/bU,,, los coeficientes de la serie son A4,,.

- 1 dc
G(O) = Z A, sinnf = ZK(Q) d—l (a(Q) — —Z nd, sin n@) (6.0.4)
n=1 *
e Circulacidn inicial G;(8), los coeficientes de la serie son I,,.
Ge—il i 9—1(9)dcl 9 ! i] inng 6.0.5
1(0) = nSinn —ZK P £(6) P nl, sinn (6.0.5)
n=1 n=1
e Circulacién adicional unitaria g(8), los coeficientes de la serie son a,,.
©) = i o1 OF dcl i inno (6.0.6)
g = 1ansmn —2K Y na, sinn .0.
n= n=

e Sustentacion basica Gz (8), los coeficientes son B,,. El primer coeficiente B; es nulo.

Gg(6) = Z B,, sinnf (6.0.7)
n=2
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e Sustentacién adicional unitaria g, (8), los coeficientes son b;,.

gp(0) = Z b, sinnd (6.0.8)
n=1

Se deben cumplir ademas las siguientes igualdades:
T
A=, +«a (E) a, =B, +a,a, =B, +c.b, (6.0.9)

Donde «a,, es el angulo de ataque del ala.

En general cualquiera que sea el angulo de ataque el problema queda reducido al calculo de la
distribucion de sustentacion inicial, donde esta incluida la informacion sobre la forma del ala (forma
en planta y torsion), y al de la adicional unitaria (que es la misma para todas las alas de la misma
forma en planta).

Conocidos de los coeficientes B, y los a,, se puede también calcular la distribucién de sustentacion
para cualquier angulo de ataque geométrico del ala (medido respecto a la direccion de sustentacion
nula del ala).

Una vez se conocen todos los coeficientes de las series de senos se pueden empezar a calcular los
coeficientes aerodinamicos.

El coeficiente de sustentacion es:

A
c, = 7,41 (6.0.10)
El coeficiente de resistencia inducida es:
A ct o A2
AN g2 Gy Z fn 6.0.11
‘i =7 Z" n nA( T a (6.0.1)
n=1 n=2

Los coeficientes de momento de balance y el de guifiada son:

A A -
CMx = ?AZ' CMZ = —E (21’1 + 1)ATLATI+1 (6012)

n=1

La pendiente del coeficiente de sustentacién se puede calcular conociendo el pardmetro T que solo
depende de la forma en planta del ala, aunque en general se usan valores tabulados.

Ax n
T= ZZ nanf k(8)sinnf do (6.0.13)
n=2 0

dcy, dc;/da

—=———nA(1l - 6.0.14
da nA+dcl/dan( R ( )
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En caso de que el problema sea compresible se debe hacer un procedimiento similar al del tema 4.
Se calcula el coeficiente de sustentacion para el caso incompresible y luego se transforma utilizando
la analogia de Prandtl Glauert al problema compresible.

Al ser un tema tridimensional, la analogia de Prandtl Glauert no se puede aplicar directamente sobre
el coeficiente de sustentacién calculado para el caso incompresible. Se debe hacer el cambio de los
distintos parametros del ala. Entre ellos se destacan el dngulo de ataque y el alargamiento.

A;
fe \/T—Mé Aye = 1/1 — M3 - ay, (6.0.15)
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Problema 1. Ala de gran alargamiento con perfiles sin espesor

Un ala de gran alargamiento A = 8 y de envergadura b estad formada por perfiles sin espesor cuya
ecuacion es la siguiente:

1 /2
B@=fO)A-0x,  0sxs1  [O)=5—(2) (6.1.1)

Donde las longitudes z, y x estdn adimensionalizadas con la cuerda c(y). El ala tiene forma en
planta eliptica. Se pide:

a) Torsién del ala.

b) Distribucion de circulacion adicional unitaria.

c) Distribucidn de circulacion inicial.

d) Angulo de ataque del ala cuando ¢; = 1.

e) Angulo de ataque del perfil central cuando el ala no sustenta.
f) Coeficiente de resistencia inducida.

g) Coeficiente de momento de balance.
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Resolucion
a) Torsidon del ala

La torsidon se mide como el angulo de ataque que tiene el perfil en referencia al perfil medio.

£(0) = a(0) — a (g) (6.1.2)

Se hace el siguiente cambio de variable:

2
2y _ cos® (6.1.3)
b
1
> f(8) =5, -cosf (6.1.4)

El angulo de ataque a(8) se mide en referencia al angulo de sustentacién nula. Se debe por lo tanto
encontrar cual es el ag, de los perfiles en funcién de 8. Como la funcidn de los perfiles es
directamente la funcidn de la curvatura y ademas es una funcién continua se puede derivar primero
respecto a x.

dze(x) _
= (- 20) (6.15)

Se hace el siguiente cambio de variable para conseguir una serie de Fourier:

b+a b-a 1 1
= = — 4 — 6.1.6
x St 5 Cosg =5 +-cosg (6.1.6)
dz. () 11
= —2(=+= = - 6.1.7
®Tix f@) [1 2 (2 + 5 cos <P>] f(y)cosg (6.1.7)

Por lo tanto la derivada del perfil respecto a x es:

dz,(p) dz
P v/ _ _ B 6.1.8
o a+ e a—f(y)coso ( )

Los términos de la serie de Fourier son:
Adp=a, A =f@) A,=0 vn>1 (6.1.9)

El coeficiente de sustentacidn de los perfiles es:

@> (6110

Ay
cl=2n<A0+7)=2n a+ >

El dngulo de ataque de sustentacion nula se obtiene igualando el coeficiente de sustentacién a cero.

Aoy = —@ (6.1.11)
2
= agp(0) = — C::: (6.1.12)
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El angulo de ataque a(8) es por lo tanto:

a(8) = (6.1.13)

La torsion es finalmente:

cos cos(m/2) cos6

0) = — = (6.1.14)
€0) = 30r " "20m " 4ox
b) Distribucion de la circulacién adicional
La distribucion de la circulacion adicional unitaria se calcula mediante una serie de senos.
> 1 dCl - i
Ja = Z a, sinnf = EK(Q) 2\ " 75 Z na, sinnf (6.1.15)
n=1 n=1
Como se tiene un ala en forma de planta eliptica se tiene:
4
k(0) = —sinf (6.1.16)
A

La derivada del coeficiente de sustentacién se obtiene derivando la ecuacion (6.1.10) y es igual a 2.

[o¢]

=— — 6.1.17
Z sinnf = sm 7] (1 S Z na, sin n9> ( )

Agrupando los términos en a,, se obtiene:

Z ( )an sinnf = sin@ (6.1.18)

Se puede que ver que los coeficientes a,, deben ser nulos paran > 2.

1 A
(—+—)alsin9 =sinf

2 4
4 (6.1.19)
= = — .1
“ETA
Por lo tato la circulacién adicional es:
4
9a =57 ASlnH (6.1.20)

Esta expresidn indica que si la forma en planta es eliptica la distribucion de circulacion unitaria es
también eliptica.

c) Distribucidon de circulacidn inicial.

Los pasos a seguir para calcular esta circulacién son similares a los del apartado b). La circulacién
inicial también se define como una serie de senos donde los coeficientes son I,,.
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Se tiene la siguiente igualdad que permite encontrar los coeficientes de la serie:

< 1 de 1 < _
G; = Zln sinn@ = EK(Q)E (e(@) ~sinp ann sin n9> (6.1.21)
n= n=

Sabiendo que el ala es de planta eliptica, que el ¢, es 2m y usando la expresidon de la torsion
calculada en el apartado a) se tiene:

il ) 9_4 - cos 6 1 il -
1 nSinn —Ksm 200  2snd nl, sinn
n= n

=1

L.
n=1

Se puede ver que el Unico coeficiente que se puede tener es I, ya que para n # 2 no se cumple la
ecuacion.

(A+1>I in260 = L 20
2 25in 26 = o—sin

1

= S0m T D (6.1.23)

=1,
Por lo tanto la circulacion inicial es:

G =—— sin26 6.1.24
T T R ( )

d) Angulo de ataque del ala cuando ¢; = 1.

El coeficiente de sustentacidn se obtiene de la siguiente expresidn (sabiendo que B; es cero):

A A 4
— = — 6.1.25
€L = o @way = — @y 5 ( )
Cuando el coeficiente de sustentacidn es uno el angulo de ataque del ala es:
24+ A
Q. = 6.1.26
Yo 2na ( )

e) Angulo de ataque del perfil central cuando el ala no sustenta.

Se puede obtener el coeficiente de sustentacidn en funcion del dngulo de ataque del perfil central
utilizando la ecuacion de la circulacion adimensional.

G=G/(0)+a (g) 9a(0) = sin26 + a (g) sin 8 (6.1.27)

1
20m(A + 4) 2+A

Esta circulaciéon también se puede poner en forma de serie de senos donde los coeficientes son:

4 T 1
M=—a(3), Ay=s——\  4,=0 W¥n>2 6.1.28
=@ a0 v (6.1.28)
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El coeficiente de sustentacion es:

A A 4 T

€= A =g (E) (6.1.29)

Por lo tanto cuando el coeficiente de sustentacidn es nulo el angulo de ataque del perfil medio es
nulo también.

f) Coeficiente de resistencia inducida
El coeficiente de resistencia inducida es:

_nAi Az_nA[ 16 2 (T) + 2 ] 61,30
i =7 1" "2+ 2% \2) T 200n2(A + 4)2 -
n=

g) Coeficiente de momento de balance
El coeficiente de momento de balance es:

A A

iy W 6.1.31
“Mx =g 2 T T50(A + 4) (6.1.31)

-118 -



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Problema 2. Resistencia inducida mediante la exploracion de la estela

La exploracidn de la estela lejana de un ala larga, plana, de forma en planta eliptica, con A =10y
S§ =100/ m? y que se mueve a través del aire en calma con U, = 100m/s indica que la
velocidad vertical en la estela, lejos del ala es constante y de valor w = 2 m/s. Calcule la resistencia

inducida del ala.
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Resolucion

Se considera que se tiene una serie de hilos de torbellino en forma de herradura que generan el
potencial provocado por el ala.

La velocidad inducida por un hilo recto de torbellino, en un punto que dista h y que las rectas que
parten desde los extremos del hilo hasta el punto tienen un angulo 6,y 8, es:

v= ﬁ(cos 0, — cos6,) (6.2.1)

La velocidad vertical de la estela provocada por un hilo de intensidad dI', sabiendo que x > b es:

dr

— —27T(y ~50) (6.2.2)

dw; (y,y0) = — (cos 0 — cosm) =

dr
4n(y — o)
Por lo tanto la velocidad vertical de la estela es la integral de todos los hilos que parten por toda la
envergadura del ala.

b
1 2dl'(yo)
wi(y) =—o— Y,

dy, (6.2.3)

Conocida la velocidad vertical inducida se puede definir el angulo de ataque inducido como:

Yo (6.2.4)

b
0 = — 1 fZ dr(}’o)d

2T[Uoo -g}’_}’o

Este angulo de ataque inducido se puede poner en forma de serie de senos si se hacen los cambioa
de variable 2y /b = cos 6y 2y, /b = cos 6.

oo

1

a;(0) =— ZnA sinnf 6.2.5

(0)=—=—> n4, (6.25)
1

La tangente de este angulo es la relacién entre la velocidad vertical y la horizontal.

W.
a; = tanaq; = U_l = —-0.02 (6.2.6)

[oe]

Por lo tanto para que se cumpla la serie de senos solo se tiene un coeficiente.
A; =0.02, A, =0Vn<2 (6.2.7)

El coeficiente de resistencia inducida es:

A - ) A )
cpi =— ) nA; =—A7 =0.001n (6.2.8)
4 4
1
La resistencia es finalmente:
1 2
D; =5 pUSS - cp; = 500p (6.2.9)
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Problema 3. Ala con distribucion de sustentacion medida para dos a

Considere un ala de gran alargamiento A = 8 cuyos perfiles tienen una pendiente de la curva de
sustentacién dada por la expresién dc;/da = 2mrad™!. Se ha medido la distribucién de
sustentacion a lo largo de la envergadura b de éste ala a dos angulos de ataque distintos
obteniéndose los valores siguientes:

L(8) 4 : . :
a = =y = ;(0.2 sin 6 + 0.04 sin 36 + 0.05 sin 56) (6.3.1)
L) 4 : .
a, = 07 = E(sm@ + 0.04sin 36 + 0.05sin 50) (6.3.2)

En las expresiones anteriores se ha tomado 2y/b = cos 6. Se pide:

a) Calcular la distribucion de sustentacion adicional G(8) en uno y otro caso, asi como los
coeficientes de sustentacion del ala y los coeficientes de resistencia inducida asociados a
cada distribucién.

b) Calcular las distribuciones de sustentacidn bdsica y adicional unitaria (¢, = 1).

c) Determinar la forma en planta del ala y la distribucion de torsion.

d) Calcular los dangulos de ataque del ala en uno y otro caso, indicando claramente respecto de
qué direccidn estan medidos dichos angulos de ataque.

e) Calcular la pendiente de la curva de sustentacion.
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Resolucion
a) G(H)I CLI CDi

La circulacion adimensional se define como:

I

Se puede remplazar I' por la definicidn del teorema de Kutta-Yukovski.

1,
I 1)) (6.3.4)

GO =+ =_L=
©® bUy - pUs 2A 16

Se remplaza el coeficiente de sustentacidon para los dos casos, obteniendo dos circulaciones
adimensionales.

1
G1(0) = i (0.2sin 6 + 0.04 sin 36 + 0.05 sin 56) (6.3.5)

1
G,(0) = = (sin@ + 0.04sin36 + 0.05sin58) (6.3.6)

Se pueden obtener los coeficientes de las series de senos.

0.2 1 _0.04 _ 0.05

= A =— - - 6.3.7
17 4 27 an’ 37 4g 57T 4g ( )

El coeficiente de sustentacidon se puede obtener utilizando el primer coeficiente de la circulacion
adimensional.

A A
Ci1 = 71411 = 02, Cip = 74412 =1 (6'3‘8)

El coeficiente de resistencia inducida también se obtiene usando los coeficiente de G (8).

A ¢ )
Cpi =~ ) Mhn (6.3.9)
n=1
1 7.1625-1073
Cpi1 = g(O.Z2 +3-0.04%2+5-0.05%) = — (6.3.10)
1 0.127162

b) Distribuciones de sustentacidon bésica y adicional unitaria

La distribucidon de sustentacién bdsica es la distribucién de sustentacion que se tiene sobre el ala
cuando la corriente no perturbada incide segun la direccidn de sustentacidn nula del ala, siendo:

Gg = Z B, sinnf (6.3.12)
n=2
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Se puede igualar la distribucién de sustentacion adicional con la distribucién de sustentacién basica
de la siguiente forma:

G(O)=Gg(O)+c-9g,(0) (6.3.13)

Donde g, () es la distribucidn de sustentacién unitaria. También se puede expresar como una serie.

gp = Z b, sinnf (6.3.14)
n=1

Las distribuciones de sustentacion adicional para los dos casos son:

G1(80) = Gg(8) + c11 - gp(6), G2(0) = Gg(0) + 12 - gp(0) (6.3.15)

Hay que destacar que tanto Gz como g, no varian cuando se cambia el angulo de ataque del avion,
la distribucién de sustentacion basica esta definida respecto al angulo de ataque de sustentacion
nula y la distribucion de sustentacidn adicional unitaria es la distribucidon de sustentacién cuando
¢, = 1. La informacidén sobre el efecto del cambio de angulo de ataque estd en el coeficiente de
sustentacion.

Se restan las dos distribuciones de sustentacion adicional.
G, — Gy = (cpp — €12)9p (6.3.16)
108' 6 =0.8 (6.3.17)
- —0.8sin8 = 0. 3.
an Ib
Por lo tanto la distribucidon de sustentacion adicional unitaria es:
) L 0 (6.3.18)
= —sin 3.
v 4T !

Se encuentra ahora la distribucidn de sustentacion basica utilizando por ejemplo la distribucion de
sustentacién adicional del segundo caso.

GZ = GB + Ci2 9B (6.3.19)

1 1
= Gg = -—(sin@ + 0.04sin 30 + 0.05sin50) ——sinf =
4r 4r

1
= ;- (0.045in36 + 0.055in 56) (6.3.20)

c¢) Forma en planta del ala y distribucion de torsion
Se miran los coeficientes de la distribucidon de sustentacion unitaria.
b, =1/4m # 0, b,=0Vn=2 (6.3.21)

La forma en planta del ala es eliptica porque la distribucién de sustentacién adicional unitaria lo es.

4 1
k(@) = —sinf = —sind (6.3.22)
A 21

-123 -



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

La torsidn del ala se obtiene gracias a la ecuacidn de la distribucion de sustentacidn adicional.

6(0) = 29 % aco ! iA inno 6.3.23
()_ZK()da a(0) Y 1n nSinn (6.3.23)
n:

Tomando por ejemplo el primer caso (G, (6)):

1 1 1 <
—(0.2sinf + 0.04sin 36 + 0.05sin50) = —sin 6 | a(6) — — Z nA, sinnf (6.3.24)
4 2 2sin6 ]

n=

0.2 0.04 0.05
= (0.2 + T) sin@ + (0.04 +3 T) sin360 + (0.05 +5 T) sin50 = 2msin 6 a(6) (6.3.25)

1
= a(f) = —d (0.125sin @ + 0.035sin 36 + 0.05625 sin 50) (6.3.26)

La torsion es la diferencia entre este dngulo a(8) y el angulo de en el perfil central.

£(0) = a(0) — a (g) (6.3.27)

El angulo de ataque del perfil medio es:

m1 3 Smy 117
a(5)= (0 125 sm2 +0.035sin=- + 0.05625 sm—) soon (63.28)

2 2
7Tsm2

Finalmente la torsion es:

1 _ _ 0.02125
€(0) = ——(0.035sin30 + 0.05625sin50) — —— (6.3.29)
msinf 8

d) Angulos de ataque del ala para los dos casos
El dngulo de ataque del ala se puede obtener gracias a la siguiente igualdad:
A1 = O.’Wa1 (6330)

Donde a, es el primer coeficiente de la serie de senos de la distribucidn de la circulacion adicional
unitaria. La distribucién de la circulacidn adicional unitaria se calcula mediante la siguiente ecuacion:

—i 61 edcl i inng (6.3.31)
Ja = a, sinn ZK( ) ~Tsind nSinn 3.
n=1 n=1
i inn@ * i o1 ! i innd 6.3.32
- = — - 0.
a, sinn 7 sin S na, sinn ( )
n=1 n=1

Agrupando los términos en a,, se obtiene:

Z ( )an sinnf = sinf (6.3.33)

n=1
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Se puede que ver que los coeficientes a,, deben ser nulos paran > 2.

1 A
(—+—>alsin9 =sinf

2 4
4 2 (6.3.34)
>0 =——=- 3.
Ry
Los angulos de ataque de las alas son:
A 1 Ay 5
===_ =% =_ 6.3.35
Qw1 a 87T Aw2 a, 87 ( )

Estos angulos de ataque del ala estdn medidos respecto a la direccién de sustentacién nula del ala.
e) Pendiente de la curva de sustentacion

La pendiente de la curva de sustentacién se puede obtener calculando la pendiente que hay entre
los dos casos, teniendo primero que calcular el coeficiente de sustentacidn.

A
c,=—4,; (6.3.36)
2
A A
Ci1 = 71411 = 02, Cip = 71412 =1 (6337)
Y por lo tanto la pendiente de la curva de sustentacion es:
Ci2 —Ci1 0.8 8w
cr = = =— 6.3.38
e = oy —ay, 4/8m 5 ( )
Otra forma de obtener esta pendiente es utilizando el coeficiente a;.
A 8r
CLa = 7‘11 =7 (6.3.39)
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Problema 4. Ala larga con torsién anti simétrica

Un ala de forma en planta eliptica y alargamiento A = 16/m, tiene una torsién anti simétrica
e(y) = —&(—y). Sabiendo que en cierta situacién de vuelo tanto el coeficiente de sustentacion
como los coeficientes de momento de guifiada y de balance son no nulos, y bajo la hipétesis de que
en esta situacion el coeficiente de momento de guifiada tiene por valor ¢y, = 25/252, con § K 1,
determine, dentro de la validez de la teoria del ala larga de Prandtl, los valores de los coeficientes de
sustentacién y de momento de balance, con la condicién de que el coeficiente de resistencia
inducida se minimo.
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Resolucion

Si el coeficiente de sustentacién y los coeficientes de momento de balance y de guiada son no nulos
se sabe que al menos los coeficientes A; y A, no son nulos.

A A

A <
C, = 7141, Cvmx = ?AZ' Cymz = —EZ(ZTL + 1)AnAn+1 (641)
n=

Como el coeficiente de resistencia tiene que ser minimo se deben tener cuantos menos coeficientes
A, posibles. Porlotanto A, =0 VYn >3

Se sabe que la torsién es anti simétrica y eso afecta a la distribucidn de circulacidn inicial, en especial
a los coeficientes I,,.

6= S 1 sinnd = 1105 e0) - —— S ni. sinno 6.4.2
,—Znsmn _ZK()da £(6) ZSinGZnnsmn (6.4.2)
n= n=

Para que la torsion sea anti simétrica se debe cumplir que n sea un nimero par como se puede ver
en la Figura 6.4.1.

L,=0 vn=2p—-1 p=123,.. (6.4.3)

g W
n=3 n=2

Figura 6.4.1. Distintas formas de la torsion con valores distintos de n.
Se sabe que en cierta condicion de vuelo el coeficiente de momento de guifiada vale 25/252,

A

Cuz = —=—* 34,4, = 25/2§2 (6.4.4)
16
16 o,.,  2°%8° (6.4.5)
! 3mAA, 34,
La resistencia inducida es:
A 2 _TA 2 2 2
CDi - T nAn == T(Al + 2A2) == 4(141 + 2A2) (6.4.6)
n=1
Se introduce la expresién de A, obtenida en la ecuacién (6.4.5).
25 64
_ 2
CDi =4 <3A—% + 2A2> (647)
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Para que cp; sea minima se debe cumplir que la derivada parcial respecto a A, sea cero.

aCDi—4( 6484A‘3+4A>—0 (6.4.8)
04, 9 72 2) - o
64
= —?54 + 443 =0 (6.4.9)
A, =+ 2 5 (6.4.10)
= = Tr— B
2 V3
Y por lo tanto 44 es:
25/282 23/2
A = — S 5 (6.4.11)
! 34, V3

Ya se tienen todos los coeficientes de la distribucidn de circulacidn adimensional. Ya se pueden
encontrar los coeficientes que se piden en el enunciado.

El coeficiente de sustentacidn para la condicidn de vuelo con minima resistencia es:

A 23/2 2
=—A,=8-{+—6|=+16 |= 6 (6.4.12)
a=oh (- V3 ) =3
El coeficiente de momento de balance es:
—HAA =2 (+26)—+46 (6.4.13)
CMX —_ 8 2 — o 3 - 3 e
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Problema 5. Forma en planta rectangular

Dentro de la validez de la teoria del ala larga de Prandtl se desea disefiar un ala de forma en planta
rectangular con alargamiento A > 1, tal que en ciertas condiciones de vuelo el coeficiente de
sustentacién del ala valga ¢, =1 y el coeficiente de momento de balance sea ¢y, = 1/8,
ofreciendo ademas minima resistencia inducida. Se pide:

a) Determinar la distribucion de sustentacion a lo largo de la envergadura compatible con las
condiciones anteriores.

b) Determinar la torsion del ala £(@) y angulo que forma la linea de sustentacion nula del perfil
central con la corriente incidente no perturbada a(m/2).

c) Coeficientes de resistencia inducida y de momento de guifiada.
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Resolucion
a) Distribucidon de sustentacion

Para obtener la distribucidn de sustentacidn se necesita obtener la circulacién adimensional y sus
coeficientes de la serie de seno.

C 1 dc 1 <
G = ZlAn sinnf = EK(G)d—al<a(9) ~sind ZlnAn sinnH) (6.5.1)
n= n=

Conociendo los coeficientes se pueden obtener los coeficientes aerodindmicos.

A A A s )
= 7141; Cmx = ?Az; Cpi = 4 nAy (6.5.2)

1

Se debe cumplir que la resistencia inducida es minima por lo que A, =0 Vn > 3. En cierto
momento se tiene ¢, = 1y ¢y, = 1/8, por lo que se pueden obtener los coeficientes de serie de la
circulacién adimensional.

A : A ! A 0vn=>3 (6.5.3)

=—, = —, = n= o
L7 A 27 A n

Segun la definicién de la circulacién adimensional G(68) =T /(bU,) y el teorema de Kutta Yukovsky
l = pl'U,, se puede relacionar la distribucién de circulacién adimensional con la distribuciéon de
sustentacion.

1
1(8) = pU2b - G(0) = pUZb -E(Z sin@ + sin 20) (6.5.4)

b) Torsiony angulo a(m/2)

Se debe buscar lo primero la distribucion del dngulo de ataque de los perfiles para éste caso. Se
introducen los coeficientes en la ecuacién (6.5.1) para encontrar a(6).Al tener una forma en planta
rectangular k = 1/A, ademas se considera que todos los perfiles tienen la pendiente ¢;, = 27.

< 11 1 - ,
ZAnsmnH =55 271(0((9) ~Zsing ElnAnsmn9>
—_ n=

n=1

A(Z '9+1 '29) ) (2 '6+2 '29)
=>—(— — = - — —
T nAsm nAsm * sin @ nAsm nAsm
2 1 2 4
:F51n9+F51n29=a(9)—(ﬁ+n—Ac059>
2 4 2 1 o5
=>a(9)=E+H—Ac059+ﬁsm9+?sm29 (6.5.5)

Con ésta funcidn se puede obtener el valor del dngulo de ataque del perfil medio

a(g) = 1'[2_A+%COS (g) +%sin (g) +%sin(n) = %+% (6.5.6)

-130-



Andrés Zarabozo Martinez Aerodindmica de los Afios 20

Ya se puede obtener la torsidn del ala.

T 4 2 1 2
e@)=af)—«a (E) = Hcos@ + ?sme + psm 20 — = (6.5.7)

c) Coeficiente de resistencia inducida y coeficiente de momento de guifiada

El coeficiente de resistencia inducida es:

A", mh( 4 2 3
P LT T(nZAZ " nZAZ) " 2mA (6.38)
El coeficiente de momento de guiiiada es:
_ nAi(2 DA = nA( 6 )_ 3 659
Mz = " 76 . " nfnit = 77 \72az) T T gra >
n=
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Problema 6. Numero de Mach de vuelo de un ala eliptica

Calcule el nimero de Mach de vuelo M, al que debe volar un ala de alargamiento A = 10, planay
con forma en planta eliptica para que proporcione un coeficiente de sustentacion ¢; = 0.20m
cuando vuela a un angulo de ataque a = 5.7°.
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Resolucion

Se considera que el vuelo es subsénico pero compresible. Considerando valida la analogia de
Prandtl-Glauert se debe primero calcular el problema con la teoria incompresible y luego
transformarla a compresible.

1
Xe =X, Yo = ﬁyir ac=v1-M?*q (6.6.1)

Por lo tanto el alargamiento del ala para el caso incompresible es:

A =1-M2A, (6.6.2)

Se empieza calculando el problema incompresible. Se calcula la circulaciéon adimensional. Debido a
que el ala es plana el angulo a (@) es constante.

6—5}1' 6 = 20 %% ao) - — §:A innd (6.6.3)
= 1 nsinné =sx(0) | a ZSing 1n nSinm 6.
n= n=

Se tiene una forma en planta eliptica y se considera que todos los perfiles tienen una pendiente de
sustentacién igual a la de una placa plana.

@) = —sing, a_, (6.6.4)
K = 7h, sin@, P T .6.
OOA'9—4'6? 1iA'9 (6.6.5)
nSinn —Aism a; S nA, sinn .6.
n=1 n=1
o (A n . .
= Z (Z + E) A, sinnf = a;sin@ (6.6.6)
n=1
Solo puede haber un coeficiente en esta serie.
A 1 4
(Z + E) Al =a; = Al = mai (667)
El coeficiente de sustentacién del ala es:
CLi = ) 1—Ai+2ai .0.
Se calcula hora el coeficiente de sustentacidon en compresible.
2nV1 — M2A, 1
(6.6.9)

Cc = a
VT M2ZA, +2VI— M2 €

Se sabe que para @, = 5.7° = 0.0995 rad el coeficiente de sustentacién es ¢; . = 0.2m.

0.2 2m - 10 0.0995
LTT = < U.
VI—MZ2-10 + 2
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=>y1—-M?-10+2 =995
=41-M?=0.795

=>M=+1-0.7952 = 0.6 (6.6.10)
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Problema 7. Angulo de ataque del ala a Mach 0.6

Considere un ala plana de forma en planta eliptica, con una superficie en planta S = 10 m? y una
envergadura b = 10 m, volando a través del aire en calma con una trayectoria horizontal, rectilinea
y uniforme, con una velocidad U, = 200m/s, siendo Mo, = 0.6 y de peso W = 2.4-10*N.
Suponiendo que la densidad del aire es p = 1.2 kg/m3, calcule el valor del 4ngulo de ataque del ala.
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Resolucion

Al ser un problema compresible se debe usar la analogia de Prandtl Glauert. Se calcula primero la
sustentacién necesaria para poder compensar el peso del avidn, esta sustentacion es la sustentacion
del problema compresible ya que es la que realmente ejerce sobre el avién.

1
L=W= EPUOZOS “Cpe (6.7.1)

2w 2-2.4-10*

= =0.1 6.7.2
pUZS 1.2-2002-10 (6.7.2)

:CLC:

Debido a que se estudia un caso tridimensional no se puede utilizar directamente la analogia de
Prandtl Glauert para calcular directamente el coeficiente de sustentacidn para el caso incompresible.
Se debe calcular el coeficiente de sustentacién para el problema incompresible en funcién del
angulo de ataque y transformarlo al caso compresible una vez identificado todos los pardmetros de
la ecuacidn. El coeficiente de sustentacion es:
T[Al'

CLi = —2 a0 (673)
El coeficiente a; pertenece a la serie de senos de la distribucién de circulacién adicional. Esta se
puede calcular ya que se sabe que la forma en planta es eliptica.

4
k(0) = —sinf (6.7.4)
A

Utilizando la siguiente igualdad se pueden obtener los coeficientes de la serie. Se considera que
todos los perfiles tienen una pendiente de sustentacion ¢;, = 2.

i innf = = (e)dcl 1— 1 i inné (6.7.5)
a, sinnf = > K e S na, sinn 7.
n=1 n=1
N . .
> Z (Z + E) a, sinnf = sin 0 (6.7.6)
n=1

Solo puede existir un coeficiente de la serie.

(Ai + 1) 1 4 (6.7.7)
—_ —_ frd = = of .
4 Tg)% NEN 2

El coeficiente de sustentacidn para el problema incompresible es por lo tanto:

Cri = a 7.
Li Ai + 2 wit
Se transforma este coeficiente de sustentacién para el problema compresible.
27 (AC 1-— MZO) Qe 2mA,
= “ Qe (6.7.9)

CLC_(AC 1—M§o)+2' 1—M§o=(AC 1-MZ)+2
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El alargamiento del ala es:

A= —10 (6.7.10)

Finalmente el angulo de ataque del ala es:

(A 1—M§o)+2_01 10V1I-062+2 1

= . ) = ~ 0.0159 rad (6.7.11)
Fwe = CLe 27, 21 - 10 207 ra
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Problema 8. Ala con ley de distribucion de la cuerda

Sea un ala de envergadura b = 10 m volando horizontalmente con una velocidad de 80 m/s a
través del aire en calma (p = 1kg/m3). Sabiendo que su peso es de (2m/3) - 10* N y que la ley de
cuerda es la siguiente:

b 2
c(9) = E(sin 6+ 6sin30), cosf = Ty, 5«1 (6.8.1)

Calcule el dngulo de ataque del perfil central y la torsidon del ala necesaria para que el ala tenga
resistencia inducida minima.

Determine el valor de 6 sabiendo que la torsidn en las puntas del ala vale — 1/32 rad.
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Resolucion
a) Angulo de ataque del perfil central y torsién del ala.

Conociendo la distribucién de la cuerda se puede conocer la cuerda adimensional x(6).

k(6) = ? = % (sinf + &sin30) (6.8.2)

Se puede igualar la sustentacidn del avidn al peso para obtener el primer coeficiente A;.

qooS CL = |14 (683)
L2 m, _w (6.8.4)
= — —_— = .0.
2.0 (%) A 2 1
21 4
AW 4->5-10 1 (6.8.5)

ﬁA = = [ —
YT mpUZb? T mw-802-102 24

Como la resistencia inducida debe ser minima, la distribucién de circulacién adimensional debe ser
eliptica.

La distribucién de angulos de ataque de los perfiles se obtiene utilizando la ecuacidn de la circulacion
adimensional. Se considera que todos los perfiles tienen una pendiente de sustentacioén igual a 2.

iA inn6 = 210 % a(6) — — i A sinng (6.8.6)
; nsinng =-k(6) | a sing 2, Mnsinn 8.
n= n

=1

Como la resistencia inducida debe ser minima, la distribucién de circulacidn adimensional debe ser
eliptica, es decir:

G(O) = A;sin6 (6.8.7)
Por lo tanto la ecuacién (6.8.6) queda:
. 1 . Ay
A;sinf = 5 (sinf + §'sin 30) (a(@) - 7) (6.8.8)
1 sin @ 1
N R 6.8.9
= a0 =17 Gno+ 5530 18 (6.8.9)

El angulo de ataque del perfil medio es:

B E . sin (%) + § sin (3%) " E B m * E (6.8.10)

. (E) 1 sin (%) 1 1 1

La distribucion de torsién es la diferencia entre la distribucion del dngulo de ataque y el angulo de
ataque del perfil medio.

©) = a®) ~ a(3) = 5 (s’ =) (6.5.11)
g =a “\2) " 12\Gino +6sin30  1-05 e
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b) Valorded

En los extremos la torsién debe ser igual a —1/32 rad. Se debe por lo tanto hacer uno de los dos
limites siguientes:

1
lime(@) = —— (6.8.12)
0-1m

jime(0) = — 32

ﬁ;

Tomando el primero caso (el segundo da el mismo resultado):

1 sin @ 1 1
e B __1 6.8.13
S [12 (sine f6sin30 1— 5)] 32 ( )

El limite es indeterminado ya que queda una divisién del tipo 0/0. Se utiliza la regla de I'Hopital para
encontrar el limite de la fraccidon que causa la indeterminacion.

sin @ cos @ 1

lim— X —=1i = 6.8.14
6905in0 + 5sin30  650cosd +30cos30  1+35 ( )

Volviendo a la ecuacidn (6.8.13) se tiene:

1( 1 1 )_ 1
12\1+36 1-6/ 32
1-6-1-36 3
= = ——
(1+38)(1-9) 8

3
> —48 = —= (1 -6 +35 —367)

9 13 3
=252+ 25—2=0 6.8.15
3 + 2 g ( )

Resolviendo este polinomio se tienen las dos soluciones:

1
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7. Curva polar

Problema 1. Avidn con ala recta y eliptica en tunel de viento

Un avién estd provisto de un ala recta, plana, de forma en planta eliptica, con una superficie
S =180 m? y un alargamiento A = 10. Se ha ensayado en un tlnel aerodindmico un modelo a
escala 1: 10 de este avidon, en condiciones tales que la velocidad en la cdmara de ensayos es de
60m/s, la densidad del aire 1.2kg/m3 y su viscosidad dindmica 1.983 - 107> kg - m~'s~ . Del
analisis de los resultados se deducen los siguientes valores para los pardmetros de la polar del
modelo: cpo = 0.0265, k = 0.0400. Durante los ensayos se ha podido determinar, ademas que el
punto de transicion de la capa limite en el ala esta situado en el 50% de la cuerda. Las graficas que
se muestran en la Figura 7.1.1 y en la Figura 7.1.2 representan el coeficiente de resistencia de una
placa plana sin dngulo de ataque en funcidn del nimero de Reynolds.

Determine la polar del avidn en las mismas condiciones ambientales que en la cdmara de ensayos
suponiendo que en éste la transicién de la capa limite se produce en el 30% de la cuerda

0010
i a.
< h )
0.008 SRR
-
b M~ -
P - —
\‘ ™ - -
\ o -
= S ~ = Sow Fully turbulent
0006 = F == 0.1c \
e = = 02¢
Fe [t e |
c b — o = — 1= e lojc ;
DO EERT & == 0.4c =
= 1 §'
0.004 ] SSmENEEE 0.5¢
P ™o 6o > S
s = e 8
— = et 0.7¢ g
- Y -
— 5 - 0.8¢
0.002 Suu ==
E=RENE 09¢ /
Fullyl
0000
1 2 3 4 5 6 7
Rx107°

Figura 7.1.1. Coeficiente de resistencia de una placa plana sin dngulo de ataque en funcidn del
numero de Reynolds.
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¢.008
b.|
N
0.006 N
‘\ o=
NELE =~ i =
N P et
3 =
B - ——— Fully turt
0.004 = S = 01c \
Cpo T AaN 10.2¢
N . o - }03(:
~ My - -=0.4¢‘ a
oy =l 10.5¢ S -
0.002 = s R
07¢ g
0.8¢ :g
3 03 / &
in Pally lainar
¢.00¢
0 20 40 60 80 100 120
R x 1075

Figura 7.1.2. Coeficiente de resistencia de una placa plana sin dngulo de ataque en funcién del
numero de Reynolds.
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Resolucion

Se considera que el coeficiente de resistencia sigue una ley parabdlica de la forma:

1
cp = Cpo + kc?, k=— (7.1.2)
D DO L The
Donde e es el factor de Oswald o de eficiencia, al tener forma en planta eliptica este factor es uno,

aunque al haber interacciones con el fuselaje el factor no es uno.

El avidn real tiene un alargamiento A = 10 y una superficie de S = 180 m2. Por lo tanto la
envergadura y la cuerda media son:

b
b =+vAS =v1800 m ~ 42.43 m, c= 1= 18m =~ 4.24m (7.1.2)

Por lo tanto el nimero de Reynolds para del avidn real, utilizando una velocidad U,, = 60 m/s, es:

pUsCc 1.2-60-v18

~ . 7
g 1.983-1075 ~ 1.54-10 (7.1.3)

Re =

La escala del modelo es 1: 10, por lo tanto la cuerda media del modelo es:

¢ /18
¢ = 0= 10 ™~ 0.424 m (7.1.4)

Y por lo tanto el nimero de Reynolds con una velocidad U, = 60 m/s es:

pUsC’ 126018
u  1.983-105-10

Re = ~ 1.54 - 10° (7.1.5)

Se determinan los coeficientes de resistencia polar para los dos casos. La transicidn de la capa limite
ocurre en el 30% ¢ en el avidn real y en el 50% ¢’ en el modelo.

0.008 T
11
|
b.|
0.006 N
NEA F -
NEI N ™~ L] = L]
- = ] Fully turbalent
0.004 BT FH ] e
Cpo =S L] 0.2
- = 03¢
b -
- L] 04c P
==l .S¢ a2
3
0.002 N = .6c -4
Tc g
H 0.8 k]
a5 Fully Laminar
0.000
0 20 40 60 80 100 120
Rx16°°

Figura 7.1.3. Obtencion del coeficiente de resistencia polar para el avion real.
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0.008
{v]
0.006 N
N
AN B -
N ZSREN i Iy turbralent
0.004 b RSB R = 0lc
Cmo = AaBBRNE s=a i 0.2
] 03¢
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Figura 7.1.4. Obtencion del coeficiente de resistencia polar para el modelo.
Los coeficientes de resistencia polar son:
cpo = 0.0044, ¢po = 0.0056 (7.1.6)

Con esta solucion para placas planas se han elaborado los gréficos, por eso la resistencia dada por las
gréficas es diferente a la obtenida en el tunel cpg,, = 0.0265. Por lo tanto se puede estimar el
coeficiente de resistencia del avidn real extrapolando.

Cpo

Cporeal = Cpom * = = 0.0265 - 0:0056 =0.021 (7.1.7)

Para determinar k,.q; se debe considerar que solo depende de pardmetros geométricos de forma
que Kyeqr =k, = 0.04.

Finalmente la curva polar del avién es:

Cpreal = Cporeal + krealcgreal =0.021 + 0.04 - Clz.real (7'1'8)
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Problema 2. Polar de un perfil con entrada en pérdida

Estime la polar de un ala plana de forma en planta eliptica, de 12m de envergadura y
alargamiento 6, formada por perfiles simétricos de espesor medio y que vuela a través del aire en
calma con una velocidad de 80m/s. La viscosidad cinematica y la densidad del aire valen
1.45-107°m?/s y 1.2kg/m? respectivamente. Suponga que el nimero de Reynolds critico es
Re,, =5-10°.

Compare el resultado obtenido con el que se obtendria si la capa limite fuera en todo momento
laminar.

A continuacion, considere que el perfil entra en pérdida por el borde de salida, de modo que
alcanzando un dngulo de ataque ag = 16° la corriente queda desprendida en la mitad posterior del
perfil. En esta zona la presidn sobre el extradds puede considerarse constante p — p,, = —300 Pa.
Estime la nueva polar y compare el resultado con el que se tiene antes de la entrada en pérdida.
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Resolucion
a) Estimar la polar

Conociendo la envergadura del ala y su alargamiento se puede conocer la cuerda media del ala
necesaria para calcular el nimero de Reynolds.

C=—=—=2m (721)

Hay que tener cuidado al calcular el nimero de Reynolds ya que el enunciado da la viscosidad
cinematica v y no da informacion de la viscosidad dindmica p.

pUsC Upé  80-2

— — 7
=y =145 105 - 110310 (7.2.2)

Para calcular el punto de transicion de la capa limite se debe usar el niumero de Reynolds critico
dado en el enunciado. Si el nimero de Reynolds calculado con la cuerda media fuese menor que el
de transicidn significaria que toda la capa limite es laminar.

UsoXt Re.v 5-10°-1.45-107°
Re. = — = X = U:o = 50 =0.09m (7.2.3)
Adimensionalizando este valor con la cuerda media queda:
Xy
== 0.045 = 4.5% (7.2.4)

La transicion esta suficientemente adelantada para poder suponer que la capa limite es
completamente turbulenta. Al tener una forma en planta eliptica el factor de Oswald o de eficiencia
es igual a la unidad. El factor k es:
1 1
k=——=—=10.0531 (7.2.5)
e 6m
Se utiliza la solucion de Blasius para calcular el coeficiente de friccion y con este calcular el
coeficiente de resistencia de resistencia parasita.

_ 1.328 _ 0.073
Cflam = K;/z' Crturb = K;/S (7.2.6)
0.073

— — -3

El coeficiente de resistencia parasita es igual a dos veces el coeficiente de friccion ya que hay que
contar con la fricciéon que ocurre en el intradds y en el extradds (consideradas iguales).

Cpot = 2 Crryurp = 0.0057 (7.2.8)
Finalmente la curva polar es:

¢pr = 0.0057 + 0.053 - ¢? (7.2.9)
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b) Polar con capa limite laminar

Lo Unico que cambia respecto al apartado anterior es que el coeficiente de resistencia es menor.

1.328

c =——————=399-10"* (7.2.10)
flam = 1103 - 107
d CDOl = 2Cflam = 0.0008 (7211)

Este coeficiente de friccion es 14 veces menor. La curva polar es:
cp; = 0.0008 + 0.053 - ¢? (7.2.12)
c) Con perfil en pérdida

En este caso también hay que buscar el coeficiente de resistencia pardsita cpgs:- Como la corriente
gueda desprendida a partir de la mitad del extradds, la resistencia pardsita en la primera mitad es
debida a la friccién y en la segunda es debida a la diferencia de presion.

1 Cf S .
Dost = E‘DUOZ"S (Cﬂ + 76) + |AP]| ~§sm Qg (7.2.13)
3 |AP|sina 3 _5 . 300sin16°
Cpost = chturb + ,DTOZO = E -2.85-107° + W = 0.015 (7214)

La resistencia parasita es bastante mayor que en el caso de tener capa limite turbulenta. La curva
polar queda:

Cpst = 0.015 + 0.053 - Cg (7.2.15)
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8. Métodos de paneles

Los métodos de paneles son métodos numéricos de calculo de la dindmica del fluido alrededor de
alas. En este tema se ven solo dos métodos, ambos se utilizan para flujos bidimensionales:

e Método de los torbellinos discretos

El primer método se emplea Unicamente para lineas de curvatura. Consiste en discretizar el perfil en
paneles y sustituir cada panel por un torbellino colocado situado normalmente a un cuarto del borde
del panel. El punto de control se suele situar a tres cuartos del borde del panel.

e Método del potencial constante

Para este método se pueden tomar perfiles con espesor. De forma similar se discretiza el perfil en
paneles y en cada panel se supone que la intensidad de los dobletes es constante. El potencial
generado por estos dobletes se puede sustituir por dos torbellinos de misma intensidad pero sentido
opuesto situados uno en cada extremo del panel. Los puntos de control para este método se suelen
situar en el punto medio del panel. A parte de los paneles que forman el perfil se debe introducir un
panel extra que es el que pertenece a la estela, parte desde el borde de salida y se considera infinita.
Debido a que se afiade una incégnita mas (la intensidad del potencial del panel de la estela) se debe
anadir una ecuacion, que viene dada por la condicién de Kutta.

La metodologia de calculo para ambos métodos es muy parecida, se deben seguir los siguientes
pasos:

1. Se discretiza el perfil situando los torbellinos de cada panel y los puntos de control.

I, l—‘3

rz@?/§ \'\c)rs
)

Figura 8.0.1. Ejemplo de discretizacion y numeracion de paneles.

2. Para cada punto de control se impone la condicién de velocidad normal nula, ya que cada
panel simboliza una porcién del perfil y no puede haber fluido pasando a través del perfil. Para
facilitar el calculo se suele considerar que los angulos son pequefios.

Se debe calcular la contribucién de los torbellinos de todos los paneles, incluyendo el panel de
estudio y en el caso de utilizar el método de potencial constante se debe incluir la contribucién del
torbellino de la estela. La velocidad inducida por un torbellino sobre un punto es:
r
u=— (8.0.1)
2nr

Donde TI' es la intensidad del torbellino y r es la distancia entre el torbellino y el punto. Hay que
tener en cuenta que la velocidad inducida por un torbellino es perpendicular a la linea que une el
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punto con el torbellino por lo que a veces es necesario descomponer esta velocidad en una
componente tangencial al panel y otra normal al panel.

Hay que acordarse también de sumar la contribuciéon de la velocidad incidente Uy, a; donde «; es el
angulo que forma el panel con el viento incidente.

3. En caso de que se esté utilizando el método de potencial constante se debe cumplir la
condicion de Kutta.

La circulacion en ese punto debe ser nula, por lo que la suma de los torbellinos de la estala y del
primer y ultimo panel debe ser nula.

4. Una vez se tienen ya todas las ecuaciones ya se pueden encontrar todas las incdgnitas que
son las intensidades de todos los torbellinos. Para calcular la sustentacién se debe utilizar el teorema
de Kutta-Yukovsky.

l=pl'U, (8.0.2)

Donde I es la circulacién alrededor del perfil, es decir la suma de todos los torbellinos situados sobre
el perfil.
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Problema 1. Método del potencial constante

Se desea obtener el coeficiente de sustentacion de un perfil con forma de triangulo isdsceles, de
cuerda c y altura h, que vuela en régimen incompresible en el seno de una corriente uniforme de
velocidad U,. Se define un sistema de ejes centrado en el punto medio del intradds tal como se
muestra en la Figura 8.1.1. Para resolverlo se utiliza el método de paneles del potencial constante,
discretizando el perfil en tres paneles, coincidiendo cada uno de ellos con una cara del tridngulo.
Como puntos de control se toman los puntos medios de cada panel.

‘Z

h

—c/2 c/2 x

Figura 8.1.1. Perfil del problema.
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Resolucion

El método de potencial constante se basa en distribuir un potencial constante de intensidad m(t,) a
lo largo del panel. El potencial generado es andlogo a colocar dos torbellinos de sentido opuesto en
cada punta del panel de intensidad 2mm.

m(ty) y =2mm —y = —2mm
456005 - C D

Figura 8.1.2. Transformacion de la distribucion de potencial constante a dos torbellinos.

Al hacer esta conversidn se debe introducir un panel mas que es el de la estela. Este es un panel
infinito que empieza en el borde de ataque. En el punto de contacto de los tres paneles en el borde
de salida se debe de cumplir la condicién de Kutta:

Y1~ Vn = Va1 (8.1.1)

Se discretiza pues el perfil como se muestra en la Figura 8.1.3. Los puntos de control se situan en el
centro de cada panel.

2 36: 3
@/ \)
( 1 DQ w

Figura 8.1.3. Numeracion de los paneles con sus torbellinos.

Se debe imponer ahora la condicién de velocidad normal nula en los puntos de control. Ademas la
condicién de Kutta impone que el potencial en el borde de ataque sea nulo. Por lo que simplemente
se tienen que considerar los torbellinos definidos en la

) I, (M“a
3 /3 3
G

I 1

Figura 8.1.4. Torbellinos después de imponer la condicion de Kutta.

Se empieza en el punto de control del primer panel. Hay que tener en cuenta que al ser un perfil con
mucha simetria los torbellinos situados entre el panel 2 y 3 no contribuyen a la velocidad normal.

1 ( s +—F2) 0 T, =T (8.1.2)
| — = = = L.
2n\ c¢/2 c/2 ! 2
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Para el segundo punto de control se debe primero calcular el dngulo con el que incide el viento y la
longitud del panel.

— 24 (8.1.3)
L= |h2+

Se puede decir que ¢ es mucho mas grande que h y simplificar la expresiéon a L, = ¢/2. El dngulo de
incidencia del viento, considerando que es un dngulo pequefio, es:

a, = ? (8.1.4)
Se impone la condicién de velocidad normal nula en el segundo panel.
2 1 /T 2T I
—UooTh E(c/_14_c/_i+c/_34) =0 (8.1.5)
Simplificando, la segunda ecuacion queda:
[0 =20, + T3 =nUxh (8.1.6)

Para el calculo del tercer punto de control se necesita saber la distancia entre el borde de ataque y el
tercer punto de control.

(8.1.7)

Por simetria la longitud del panel es la misma que el segundo y el angulo de incidencia del viento
tiene es el mismo pero positivo. Se impone la condicidon de velocidad nula en el tercer punto de

control.
2h 1 /T I I I
Ugp — —(—1——2——2——3>= (8.1.8)
¢ 2m\3c/4 3c/4 c/4 c/4
Simplificando la tercera ecuacidn del sistema queda:
_Fl + 4'F2 + 3F3 = 37TUOOh (8.1.9)

Ya se tiene por lo tanto el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas. Escrito en forma matricial
queda:

1 -1 01(Ih 0
1 =2 1L }=nUs,h<1 (8.1.10)
-1 4 31\I3 3
La solucidn de este sistema es:
Fl = 0, Fz = 0, F3 = 3T[U°oh (8111)
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El coeficiente de sustentacion del perfil esta generado por un torbellino de igual intensidad pero de
sentido contrario al que se tiene en el infinito en la estela. La intensidad del torbellino de la estela se
obtiene de la ecuacién que dada por la condicion de Kutta.

Por lo tanto el coeficiente de sustentacion es:

I'pUy _ 6mh

a= c (8.1.13)

%pUOZoc

También se puede calcular el coeficiente de sustentacion sumando todos los torbellinos sobre los
paneles del perfil. En este caso solo hay un torbellino de intensidad 37U h.
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Problema 2. Método de los torbellinos discretos

Se ha representado mediante un modelo de dos torbellinos discretos el perfil cuya linea de
curvatura se muestra en la Figura 8.2.1. Los segmentos corresponden con los paneles a utilizar. Los
torbellinos se sitdan en los puntos 1/4 de cada panel y los puntos de control en los puntos 3/4.
Sabiendo que h/L = 0.1, se pide:

a) Escribir el sistema de ecuaciones que permite calcular la circulacion de los torbellinos
discretos.
b) Determinar el coeficiente de sustentacidn del perfil

Figura 8.2.1. Perfil con los paneles elegidos.
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Resolucion
a) Sistema de ecuaciones

Se definen a4 y a, el angulo que forman los paneles 1 y 2 respectivamente con la horizontal. Se
consideran que son angulos pequefios.

h 1 h 1
tana; =a; = ——= tana, = a, = —

_— = (8.2.1)
4L 40 8L 80

Se empieza con el primer panel. Se impone que la velocidad normal al punto de control es nula. Se
recuerda que se consideran los angulos pequefios.

Us 1([‘1 Fz)

= 8.2.2
40 2m\2L 3L 0 ( )

Se calcula ahora el segundo panel. Se impone también que la velocidad normal en el punto de
control es nula.

Uo 1 (E E) —0 (8.2.3)

80 2n\or T 1L

Se tiene ya el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Si se pone en sistema matricial queda:

i

2 31("M) w2

| = (8.2.4)
|

1| 40
b) Coeficiente de sustentacion

O| =

Se debe primero obtener los valores de los torbellinos. Se multiplica la primera ecuacién por dos y la
segunda por nueve.

[_ 2]
|71 3[(1 nLU. (4 62s
| ollp.| 40 (823
I

4

5
—I,=—nllU, = TI,=-—nLU, (8.2.6)

Se utiliza ahora la segunda ecuacién para obtener [3.

I, = LU (9 2 39)— i LU (8.2.7)
1= e300 724350/ = 35077 -

La sustentacion se calcula con la suma de los torbellinos de cada panel. La cuerda es 12L.

L +0)plUs 30 2 w
¢ = (G + ol 30 2 7 (8.2.8)
Goo12L 350 12 70
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Problema 3. Punto de control para el método de torbellinos discretos

Determine la posicién del punto de control para el método de torbellinos discretos. Para ello utilice
un perfil en forma de placa plana compuesto de un solo panel. Considere también que el angulo de
ataque es pequefio.
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Resolucion

El perfil es una placa plana compuesta de un solo panel. Como el centro aerodinamico se sitta a un
cuarto de la cuerda del borde de ataque es légico colocar ahi la posicion del torbellino ya que es ahi
donde se produce la sustentacion. El problema que se va a estudiar es el de la Figura 8.3.1.

Us
—_——
Figura 8.3.1. Perfil compuesto de un solo panel.

Se considera que el punto de control estd en el punto x,,. medido desde el torbellino. Imponiendo la

condicién de velocidad normal a la superficie nula se tiene:

r
Upa — =0 3.
a T (8.3.1)

De aqui se aisla la intensidad del torbellino.
['=2naUxxcp (8.3.2)
El coeficiente de sustentacion generado por este torbellino es:

_ pULT  4maxy

GooC c

a (8.3.3)

Considerando vaélida la teoria potencial linealizada para régimen incompresible, el coeficiente de
sustentacién de una placa plana es ¢; = 2na.

Arax
2ma = ——2
1
= Xep = EC (8.3.4)

La distancia de x., esta medida desde el torbellino que se situa a un cuarto de la cuerda. Por lo
tanto el punto de control esta situado a tres cuartos de la cuerda desde el borde de ataque.
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Problema 4. Método de potencial constante en una placa plana

Se elabora un modelo de una placa plana utilizando dos paneles de dobletes distribuidos de
potencial constante. Cada panel tiene una longitud ¢/2. Suponiendo que el dngulo de ataque es
pequefio (@ «< 1) se pide:

a) Plantear el sistema de ecuaciones que permite resolver el problema. Hagase uso de la
hipotesis de pequeiios angulos de ataque para simplificar las expresiones.

b) Determinar las intensidades de los paneles.

c) Calcular el coeficiente de sustentacién del perfil (usando el modelo propuesto)

d) Determinar el coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico.

e) Discutir la validez de los resultados obtenidos en los apartados c) y d) y proponer alguna
manera de mejorarlos.
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Resolucion
a) Sistema de ecuaciones

El método de potencial constante se basa en distribuir un potencial constante de intensidad m(t,) a
lo largo del panel. El potencial generado es andlogo a colocar dos torbellinos de sentido opuesto en
cada punta del panel de intensidad 2mm.

m(ty) y = 2mm —y = —2mm
4030003 - G >

Figura 8.4.1. Transformacion de la distribucion de potencial constante a dos torbellinos.

Al hacer esta conversidn se debe introducir un panel mas que es el de la estela. Este es un panel
infinito que empieza en el borde de ataque. Se discretiza la placa plana utilizando solo dos paneles.

— E—C -

Figura 8.4.2. Numeracion de los paneles con sus torbellinos.

En el borde de ataque se debe cumplir la condicién de Kutta, se deben cancelar mutualmente los dos
torbellinos del borde de salida.

r,=T, (8.4.1)

Se puede por lo tanto reducir el problema a encontrar la intensidad de Unicamente dos torbellinos.

Crl <F3=F2_F1

Figura 8.4.3. Reduccion del problema a dos torbellinos.

Se impone la condicidn de velocidad normal nula en el primer panel, el punto de control se situa en
el centro del panel.

U +1( L +F3) 0 =1 T, = et (8.4.2)
—_— —_— —_— = = —_ = S
> T o\ /4 c/a 170 2
Se impone ahora la condicién de velocidad normal nula en el segundo panel.
U ! ( h L ) 0 =T, +3r, = 2t (8.4.3)
© —_— ) = = = L
¢ 2r\3c/4 c/4 1 3 2
b) Determinar la intensidad de los paneles
Se resta la primera ecuacioén a la segunda para obtener 5.
nalyc
4; = nmal,ec = I3 = 2 (8.4.4)
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Por lo tanto:

nalyc _ 3nal,c

=03 > = ) (8.4.5)
Se calcula ahora la intensidad I;.
Ib =1+ =rals,c (8.4.6)
c) Coeficiente de sustentacion
El coeficiente de sustentacion se calcula a partir de la fuerza que ejercen los torbellinos.
pU (T +T3)  pUpmalUy,c
€ = = = 2ma (8.4.7)

1
GooC 7pU§OC
d) Coeficiente de momento respecto al centro aerodinamico

Se calcula el momento generado por los torbellinos respecto al centro aerodinamico situado en c/4.

c c
_ PUw (Hz — I Z) 1 (37m na) na

Cmac = = (8.4.8)
%puécz 2\ 4 4 4

e) Comentar los resultados

El resultado del apartado c) es el mismo que predice la teoria potencial linealizada y por tanto puede
considerarse aceptable. Sin embargo, el valor obtenido en el apartado d) no es razonable puesto que
en un perfil simétrico el coeficiente de momentos respecto al centro aerodindmico debe ser muy
pequefio (nota: no es nulo, contrariamente a lo que predice la teoria potencial linealizada, salvo para
incidencia nula). La mala calidad del resultado se debe a lo grosera de la discretizacién, que no
puede capturar correctamente la distribucién de sustentacion a lo largo de la cuerda del perfil. Para
obtener un mejor resultado es preciso aumentar considerablemente el nimero de paneles.
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