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О НАИБОЛЬШИХЪ И НАИМЕНЬШИХЪ ВЕЛИЧИНАХЪ СУММЪ, СО¬ 

СТАВЛЕННЫХЪ ИЗЪ ЗНАЧЕНІИ ЦѢЛОЙ ФУНКЦІИ II ЕЯ ПРОИЗ¬ 

ВОДНЫХЪ. 

§ 1. Наибольшія и наименьшія величины интеграловъ опре¬ 

дѣляются помощію Варіаціоннаго Исчисленія только въ томъ 

случаѣ, когда видъ неизвѣстныхъ Функцій, заключающихся въ 

интегралахъ, предполагается совершенно произвольнымъ; если же 

по свойству вопроса видъ неизвѣстныхъ Функцій чѣмъ нпбудь 

ограниченъ, опредѣленіе ихъ подъ условіемъ наибольшей и наи¬ 

меньшей величины интеграла или вообще какой либо суммы, со¬ 

ставленной изъ ихъ значеній, требуетъ особенныхъ пріемовъ. 

Здѣсь мы займемся изслѣдованіемъ простѣйшаго изъ этихъ слу¬ 

чаевъ, а именно: когда неизвѣстная Функція предполагается цѣ¬ 

лою, данной степени, и черезъ эту Функцію, ея производныя и 

независимую перемѣнную всѣ члены разсматриваемой суммы вы¬ 

ражаются цѣлою Функціею даннаго вида. Случай этотъ особенно 

замѣчателенъ по своимъ приложеніямъ, такъ какъ имъ, между 

прочимъ, разрѣшается вопросъ о параболическомъ интерполиро¬ 

ваніи по способу наименьшихъ квадратовъ. 

§ 2. Пусть будетъ 

Р (Я, у, у', у",.) 
какая нпбудь данная цѣлая Функція незавпспмой перемѣнной я, 

неизвѣстнаго полинома 

у = А0-+- А^х.ч~ А;Х -+- . . . -+- Ат _ іх 
і 
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и производныхъ его 
/ п 

у, У у • 

Изображая черезъ 

рядъ какихъ нибудь величинъ независимой перемѣнной х (для про¬ 

стоты будемъ предполагать всѣ эти величины х различными меж¬ 

ду собою) и черезъ 

Уг> Уі> Уі' • • * • ) 

сумму значеній Функціи 

Р(Х) у, у, у, ... .) 

при этихъ величинахъ перемѣнной ж, мы замѣчаемъ, что величина 

этой суммы будетъ зависѣть отъ коеФФиціентовъ 

Л Л А А •^О’ * • * * * • * * -т — 1 

полинома 

2/= Л0^4, ж-+-. . . -+- Агх1 -+- Ат_1хт— 

и что значеніе этихъ коеФФиціентовъ, при которыхъ сумма 

^ Р(ѵ, Уѵ Уѵ У г" • • • • ) 

имѣетъ тахішит или тіпітит, опредѣляется но началамъ Диф¬ 

ференціальнаго Исчисленія такими уравненіями: 

И 2 IX (,%іі У г-, Ух ? Ух ?•••*) л 

ІА0 — °> 

сі 2 IX (хф*, Уіі Уі і Уі •,.... ) 

ал, ” 

• •••••••в 

а 2 IX (х^, 2/^, , Уі і • • • •) л 

ЙЗІ — °> 



У
\ 
и
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^ >2 Р* УУі і Х$ , ... , ) 

— 1 = о. 

А такъ какъ величины 

А? А>.Аі • • • Ап—1 

въ выраженіи 

Аз Уі> Ур • • • • ) 

не находятся отдѣльно отъ Функцій у, у, у, .... ; то, вообще, 

опредѣляя производную этого выраженія по мы получаемъ 

й -2 -Р1(^2) 2/^ Уі і Уі'> • • • • ) 

^г 

й Р1 2/і* 2/і ? 2/® ?••••) ду- 

ЛУі ЯАі 

уь у{, Уі , .... ) 
аль 

ЛУі . V ал, ^ 
аг(хі, Уі, УІ, Уі\. . , . ) «ад 

йу/ йЛ* 

й Р* 2/*» Уі і Уі і • • ° ) &Уі 
йуі ЛАі 

По выраженію-же Функціи 

у = А0 -н А1 х -ь . . .чгАіХ1-*-. . • Ап—Хх *П —1 

ТП — 2 

и ея производныхъ 

у = 1. -4^ -ь-. . . -+- ІАгх1 1 •+*. {ш 1) Ат__1 х , 

у"=1.2А2-*-...-*-і(і—і)А1х1 2-*-.. (ш— 1) (ш— 2) Аѵп^т^х , 

мы находимъ, что 

<%Уі _~ I йУг 
Щ ~ ** 5 йАі 

ІХ‘ 
*—1 йУі 

йАі = 1(1- 

Внося эти величины производныхъ 

СІУі ^Уі_ йУі 
йА^ йА^ ИАі' 

въ вышенайденное выраженіе производной 
і* 



4 п. чебышевъ: о наибольшихъ и наименьшихъ величинахъ 

сі 2 Р (%() Уі, Уі іУі }»•••) 

ІАі 

и изображая, для сокращенія, значенія производныхъ 

сі 1Г(ос, У,У ,У ?••••) & 2?УчУ чУ >■«♦•) & "I?(х, УіУ іУ , »»»» ) 

сіу 5 сіу' ? йу" 

при какомъ нибудь ж, черезъ 

ж; іѵ, р,, 
а при х = хі} черезъ 

М N Р 1Г±г > •1Уі 5 х г » 

имѣемъ 

^ 2 (#Ъ Уі) Уі у Уі )••••) 

= 2 ^ */ -+- 2 иѵ; */-’ +2((г-1)Р, я/-2 -н. 
Выводя по этой Формулѣ значеніе производной 

(I 2 ТР (х^ Уі, Уі, Уі 

при 

I — О, 1,2,.т— 1, 

мы находимъ, что вышепоказанныя уравненія, опредѣляющія ко 
еФФиціенты полинома 

У — 4) Л\ х ^гп — 1 ^ 
т —1 

* 

при которыхъ сумма 

Уц УІ ч У г ? • • • ) 

имѣетъ тахішиш или тіпітит, приводятся къ слѣдующему 
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"Е Ж, ж,2 г ъ 
X1 2 N. х. г г 1.2Р.ж.° = 0, 

N (т—1)Жіх.т 2-+-2(ш— 1)(т—2)Рл.т 3-*-....=0. 

3. Полагая для сокращенія 

{х — х,) (х — Х2) (х — х3)-(х — хт_}) -- 

и изображая черезъ 

ѵ, ѵ, ж,. 
цѣлыя Функціи, получаемыя при дѣленіи произведеній 

Жф'(я), ІѴф'(ж), Рф'($), .... 

на ф (ж), мы замѣчаемъ, что дроби 

Жф' (ж) Щ' (х) Рф'(ж) 

<р(ж) 

* • • 

ф (#) ’ ф (#) ’ ф и ’ 

по разложеніи на простѣйшія, представляются такъ: 

Жф' (х) 

фИ 
Рф 

= II -+- 2 Жѵ 
/у»_пг* • 5 

ДѴ (О — 7 V К: 

фИ /у> /у» . ^ 

ѵм = 1^-ь \А;.; ф(ж) ^Х-Х.і> 

гдѣ, по нашему знакоположенію (§ 2), 

М(-) Рц. 

означаютъ величину Функцій 

М, К, Р,. 

при х — Хі; суммированіе же распространяется на всѣ величи¬ 

ны: ж = I, хѵ *„.хт. Опредѣляя по этимъ Формуламъ 

значеніе выраженія 

Жф; (ж) 

Ф(ж) 

СІ 
Щ' (х) 
фИ 

сі 
2 Рф' (^) 

ф(#) 
йх йх2 
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мы находимъ, что оно равняется слѣдующему: 

п ОѴ №\Ѵ 
йх ах2 

гдѣ члены 

2(Лі 
\х— 

N4 2 Рі 
Х/ф [х~“Хі)2 (х—х^)2 

тт аѵ а2тѵ 
йх ах2 

представляютъ цѣлую Функцію, а сумма 

N4 У (Лк. + 
*ляші \ Х—Х$ {Х—Хі)2 

по разложеніи дробей 

2 Рі 

(Х—Хі)ъ 

въ ряды 

Мі ■1 

йГ 2 Рф 
Х—Хі1 {х—Хі)2 5 {Х-Хі)'6’ * 

Мі х^ М-і Хі Мі х#2 
-5— *■+“ 

X X2 

я* 

2 ІѴі Хі 3 Щ хі2 

• Рі хг . 2. 3 Рі Хі ш 3. 4 Рі Хі2 

• і • • » 

• • • 

хй хч X* • • • 

); 

и по соединеніи подобныхъ членовъ приводится къ такому ряду: 

2 Мі ж/> + 2 Міхі2+22^хі-і-2і.2РіХіѵ 
X & ' & *-. 

Откуда видно, что суммы 
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^,міхіт 1)Уг^т '+2((т-1)(т-2)Р(х{т~3 

равняются коеФФиціентамъ при 

ііі і 
х і хг ? хъ ?. хш 

въ разложеніи выраженія 

л N4)' (х) іу {х) 
МУ (ж) <р (ж) ер (х) 

Ф (о?) йх сіх2 

по нисходящимъ степенямъ перемѣнной х; а такъ какъ эти сум¬ 

мы, по § 2, составляютъ первую часть уравненій, опредѣляю¬ 

щихъ значенія коеФФиціентовъ полинома 

У А.. Аі х А л х т— I 
т — 1 

при которыхъ сумма 

^ Уіч Уі9 Уі> * * * * ) 

имѣетъ тахітиш или тіпітит, мы заключаемъ, что эти уравне¬ 

нія сводятся на обращеніе въ нуль коеФФиціентовъ при 

і і 1 у 
я » я* ’ ж3 ’ • * * * Хт 

въ разложеніи выраженія 

, ЬТУ(Х) 1}У(х) 

МУ(х) а Ф) ф)   

Ф (х) йх Лх2 

по нисходящимъ степенямъ перемѣнной ж, и слѣд., приводятся къ 

такому условію: 

Выраженіе 

МУ(х) 
л 

<«) • • • • 
Ф(ж) 

іѴф'(ж) 

У (а?) 

сіх 

Л 

съ точностію до степеней х 
— т 

2 Рф'(ж) 

Ф) _ 

сіх2 .. 

включительно, равняется функ- 
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ціи цѣлой. Здѣсь , какъ видѣли (§ 2), Ж, ІѴ, Р, . . . . суть про¬ 

изводныя Функціи Р (х, у, у\ у, . . . ) но 2/, У>. 

§ 4. До сихъ поръ мы предполагали, что коеФФиціенты по¬ 

линома 

у = А0 -ь- Ахх -+- А2 х2 •+*... -н 

были совершенно произвольны; теперь мы разсмотримъ тотъ слу¬ 

чай, когда выборъ этихъ коеФФИціентовъ ограниченъ нѣскольки¬ 

ми уравненіями такого вида: 

гдѣ 

/* У> У> У} • • • ) і /* (*^> У: У> У> • • • ) і • * • • 
# 1 # 2 

какія нибудь цѣлыя Функціи независимой перемѣнной ж, полинома 
у и его производныхъ у\ у” . . . Мы предположимъ сначала, что 
здѣсь всѣ суммированія распространяются на тѣ-же величины 
перемѣнной 

ХѴ хѵ хѵ.Хт—\у 

какъ и сумма 

^ , , 
Г (хи Уі) Уі> %>•••)? 
* о 

которой ищется тахішит пли тіпітиш. 

По свойству наибольшихъ и наименьшихъ величинъ относи¬ 
тельныхъ, значенія количествъ 

которыя даютъ тахгтит или тгпгтит суммы 
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/ 

подъ условіями 

какъ извѣстно, опредѣляются тѣмъ, что они обращаютъ въ нуль 
производныя по А{0, Аѵ Л2, . . . . Ат суммы 

/* (%р Уі) Ур Ур • • • ) \ / ^р Ур У г 5 Ур * • • ) 

^2 Ур Уі > Ур * * * ) .. 

гдѣ \ѵ Х2, . . . . постоянные множители. Сумма-же эта приво¬ 

дится къ виду 

[ (Хр Уо уУр ...)-*-\/\ (Хр Ур УІ УІ . . .) -ь ~ 

Ч/* УІ УІ •••)-*-.• • 
' 2 

что можно представить такъ: 

2 ^ (ж<> 2/,-> 2//» 2/Д • • • ) > 

полагая здѣсь 

Р (х, 2/, 2/', 2/">•••) = Т (ж> 2/, 2/'> 2/",•••) •+■ 
' О 

X, Г (х> 2/> У > 2/,,; • • • ) ■+■ ^2 /‘ 2/) У) 2/ > • • • • ) **~ • • • • 

А потому, на основаніи показаннаго въ §§ 2 и 3 относительно 

уравненій 
^ 2 (Д'і) 2/і > • • •) _ /-ч 

~ ДЛ ““ ’ 
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сі 2 Г у{, у/, у{\ . . . ) 

Иа1 

^ ^ Уѵ Уі і Уі» • • • ) л 

— і ’ 

мы заключаемъ, что въ настоящемъ случаѣ уравненія, опредѣ¬ 

ляющія коеФФиціенты полинома 

у —■ А^ —ь- А у х А^2 •+■ . . . —і— Аіт |$т *, 

приведутся также къ условію, выведенному въ концѣ § 3, и что 
въ этомъ случаѣ за Функцію 

ІР^ч Уч У ч У ч • • • • ) 

должны взять сумму 

/* (р^ч Уч У ч У ч • • • ) \ / ір^ч Уч У Ч У Ч • • • ) *“*■“ 
# О # 1 

^2 /* ір^Ч У ч У Ч У Ч • * * ) .Ч 
» 2 

гдѣ Х2,.неизвѣстные постоянные множители. Опредѣ¬ 

ляя по этому условію коеФФиціенты полинома 

у — А0 А] х -г- А> х1 -*- . . . -+- Ат _ і хт \ 

мы найдемъ ихъ выраженія въ Функціи множителей Хр Х2, . . . ; 

впося-же эти выраженія коеФФиціентовъ полинома у въ условія 
(2), мы получимъ столько уравненій, сколько множителей X, Х2....; 

откуда и найдется ихъ величина. 

§ 5. Переходимъ теперь къ тому случаю, когда требуется 
сдѣлать тахітиш или шіпітиш сумму 

Ф0 Уч У Ч У Ч • ’ * ) 

распространенную на величины 

X = Сір (1>2) йд, . . . . , 
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а выборъ коеФФиціентовъ полинома 

У = А о н- і, ж -ь і2 ж2 + . . , + Ап-1 

ограничивается условіями 

2Л У і У ? • • • • ) :-= 

.«■ші ^2 (р&і Уі у ? у ) • • • • ) - 

• • • * * • • • • • • ^ 

гдѣ суммы распространяются на величины х 

X — ^2} Ъ3, • • • • , 

Ж = С1? С2) Сз, . . . . , 

различныя и между собою и съ величинами 

00 ' ' ^ ^2^ ^3 7 • • • • 

Чтобы свести этотъ случай на случай, разсмотрѣнный въ 

предыдущемъ параграфѣ, мы замѣняемъ всѣ вышепоказанныя 

суммы, распространенныя на различныя величины перемѣнной х, 

суммами, распространенными на однѣ и тѣ-же величины перемѣн¬ 

ной. Для этого, полагая 

(ж—а,) (ж —а2) (ж—а3).= ф0 (ж), 

(Ж—ь,) (Ж—62) (ж—&з).= <р, (ж), 

(ж—с,) (ж—с2) (ж — с3).= <р2(ж), 

.. 

и 

?о(х) ?,(ж) 92(ж).= 

(х—а}) (х—а2) (х—аг).(х—\ 

(х—Ь2) (х—Ь2).(ж—с,) (ж—с2) | = 9 (ж), 

(х—с2).5 
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опредѣляемъ цѣлыя Функція 

52>.’ 

Т0, Тѵт2,., 

удовлетворяющія уравненіямъ 

ф'(*) = Ф) Т0 -+- <р0'(ж) 9,0*0 ф,(*0 

ф'0*0 6’, = ф(сс) Г, ч- «р/(ж) <р0(ж) <р2(а?) 

ф'(«0 = <р(ж) Т2 ч- <р2'(ж) <р0(ж) <р,(ж) 

Эти уравненія будутъ имѣть рѣшеніе; ибо, по положенію, корни 
уравненія ф(ж) = О, равные аѵ а2і . . , Ъѵ Ъѵ . . , с,, с2, . . . , 

всѣ различны между собою, а потому Функція <р (х) не имѣетъ 
общаго множителя съ своею производною <р'(я). На основаніи 
этихъ уравненій не трудно показать, что суммы 

^ Ф0 (^0 У ? У ? У Э • * • • ) ) ^ині (Яо У > У э У : • • • • ) 5 

ІЯН ^2 (^5 Уі У ? У 5 * • * • ) ?.*.> 

распространенныя на всѣ величины ж 

Ж - 0^, $2, ^3, . . , &2, &3, • • • > Ср * * * * 5 

приведутся къ суммѣ 

ф0 (*^> УуУчУ ••••)> 

распространенной только на ж = а1? а2, «3, . . ., — къ суммѣ 

(^) Уі У •> У і • •••)? 

распространенной только на ж = Ь2, &3, . . . . , — къ суммѣ 
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распространенной только ня х = с^, с0, с3.Чтобы поки¬ 

вать это относительно суммы 

ф0 У ") У 1 У 1 • • * •') > 

мы замѣчаемъ, что по уравненію 

ф'(*) = Ф(ж) То Фо'(ж) Фі (х) %(х). 

и составу Функцій 

<?(*)> %(*)> 'р2(ж). • • • •, 

Функція #0 будетъ обращаться въ нуль при х = Ъѵ &2, Ь . . . , 

сі? с2, с3, . . . . , корняхъ общихъ уравненіямъ 

ср(ж) — О 

и 

?,(«) ф2(*) ■ ■ ■ ■ — 

такъ какъ при этихъ величинахъ перемѣнной х производная <р' (х) 

не будетъ нулемъ; ибо, по замѣченному выше, Функціи <р(х) и 
<р' (х) не имѣютъ общаго множителя. 

Съ другой стороны, при 

ОС • (X ^ СХ2^ • • • • у 

корняхъ общихъ уравненіямъ 

?(Я) = 0, %(х) = 07 

мы находимъ, что производная 

<р'(ж) = 
сі Ур(ж) 9р(ж) ср2(ж) .... _ 

сІх 

фс'(я) Ф|(ж) ?2(ж) • • • • 

ф2' (х) 90 (*)■ Фі (*)•••• 

ф/ (ж) 90 (ж) ф2 (ж) .. • 
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приводится къ <р0'(а?) ср1 (х) <р2(х)., и вслѣдствіе того, 
уравненію 

фФ) #0 = ф(ж) То Фо'О») Ф,(ж) Фг(ж).. 

при такихъ величинахъ перемѣнной х, получится 

1- 

Откуда ясно, что сумма 

2 5. 2/, Ур У"у ■ ■ ). 
распространенная на всѣ величины перемѣнной х 

X СІц] Сі2, , Ъ^2) ^ * * • ? ^2) • • • ? 

приводится къ суммѣ 

Ф0 (#, 

распространенной только на 

Подобнымъ образомъ находимъ, что суммы 

{^1 УчУчУч%*')ч 4<на! $2 ^2 (^) У1 У 1 У 5 * * * ) 7 * 

распространенныя на однѣ и тѣ-же величины перемѣнной х 

X — > ^1? ^2? ^3? * * 5 ^2? ^з? 

приводятся къ суммѣ 

у ф, (ж, У, 2/', у", ■■■) , 

распространенной на 

ж ^2? ^з? • • • > 

къ суммѣ 
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^ ф2(ж> У, У, 
распространенной на 

ж С37 • • • • , 
И Т. д. 

Замѣняя на основаніи вышесказаннаго суммы 

> Уі у'> У'\ • • • ) , 

фі Уі У і У і • ■ • ) і 

Ф2 У: У •) У : • • • ) > 

распространенныя на различныя величины перемѣнной ж, суммами 

2 Я0фоК 2/, у', у" ... .) , 

фі {Х) Уі У і У • • • ) 7 

Уі У і У •) • • • •)» 

распространенными на однѣ и тѣ-же величины перемѣнной ж, опре¬ 

дѣляемыя уравненіемъ 

9 (я) = О, 

мы заключаемъ, что въ настоящемъ случаѣ коеФФиціенты полинома 

У = -40 -+- А1 х -+■ Л2х~ н- . . . -+- Ат_]хт 

опредѣлятся по сказанному въ предыдущемъ параграфѣ, когда 
въ Формулахъ этого параграфа за Функціи 

/* (я, У, 2/', /, • • •), Г (я, 2/, 2/', /, • 
#о 7і 
примемъ произведенія 

• 0,/^ (х,у,у\у\---)>--- 
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и слѣд., они найдутся по условію, выведенному въ концѣ пара¬ 

графа 3-го, когда положимъ тамъ 

Р(*,У,У ?••••) ~ 80Ф0(хм $ ,... •) ■+* $•>•••') 

-Ь Х2 $2 ^2 {ХчУчУ,чУ >••••) “+■. 

Здѣсь Х1? Х2, . . . . постоянные неизвѣстные множители. 

Опредѣляя для этой величины Функціи Р (,х, «/, у , у", . . . .) 

выраженіе производныхъ 

М — ^ У’ У і у"і —) 
’ 

Д7 _ сІР {х,у,у',у",-) 

“ щ ’ 

Т) _ (^)УіУ іУ ?••••) 

х ар7 ’ 

.? 

и изображая производныя Функцій 

фо (ж> 2/. 2/’) 2/". 

по 

черезъ 

•), ф, (я, 2/, 2/', /,•••)> фі(ж, У, 2/', 2/", • • О,- • • 

2/, 2/', 2/", . 

Ж, Ж,, Ж,., 

., 
С>> Сі)., 

находимъ 

—: б0 ІУГ0 —і- Х^ -н— Х2 б2 ЛГ2 ■+■ 

ІѴ — б0 2У”0 -ч- Х1 б1 н-- Х2 б2 ІѴг -г-., 

Р = б0 Р0 -ь Х1 б1 Ру -+- Х2 б2 Р2 н-., 
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и выраженіе (1), которое для искомаго значенія полинома 

У = Л0 -+- Л9 х -ь Л2 х2 -+- . . . . -+- 

по § 3, должно равняться, съ точностію до степеней %~т вклю¬ 

чительно, функціи цѣлой, въ этомъ случаѣ напишется такъ: 

#0^0 Ф» у ДіДГ| фЦж) . 8гМ2у'(х) 
ф(ж) 1 ф(ж) 2 ф(ж) 

д / ^оІУоф'(ж) . Д^ф'И Г #2#2ф'И 
\ ф(ж) і ф(гс) 2 ф(гс) 

йх 

^2/ ^0р0^) 
I ф(ж) 

. ф'(а?) у 8грг^{х) 

і ф(аг) 2 ф(а?) 

йхг 

Но по уравненіямъ (3), опредѣляющимъ Функціи #0, 8Ѵ $2, —, 

мы находимъ 

#0 ф'(ж) __ гр ф'оИ фЦж) ф2(а?) 

ф(ж) ± о ф(я?) 

#і Ф'(ж) _ гр ф'і(д?) ФоИ ф2(я) 

фИ 1 фИ 

$2 ф'(«0 _ гр ф'гМ Фо(«0 Ф[И 
ф(ж) 2 фИ 

по вставкѣ же во вторыя части этихъ равенствъ произведенія 

<р0(я) <р}(х) ф2(я?) .... на мѣсто <р(#) получаемъ 

#0 ф (X) _ гр Ф оИ 
Ф(аг) 0 Фо(ж)7 

8\ ф (ж) _ гр Ф і(,г) 
фИ 1 ~ ФіИ 7 

Да ф (ж) _ '71 . Ф 2^~) 
Ф(ж) 2 ФгИ’ 

2 
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Откуда видно, что Функціи 

#о ф'И #1 у И #2 ф'И 
ф(ж) 7 ф(ж) 5 ф(ж) ’ 

И 

Фо'0*0 Фі' И Ф2'И 
ФоИ ’ Уг'И’ 

разнятся между собою только цѣлыми частями; а потому, замѣ¬ 

няя первыя послѣдними въ выраженіи (4), мы измѣнимъ только 
цѣлую часть этого выраженія; степень-же точности, съ которою 
это выраженіе представляетъ Функцію цѣлую, останется безъ из¬ 

мѣненія; и слѣд. оно по прежнему будетъ служить для опредѣле¬ 

нія полинома 

у — А^ —і— А^ х ~ і— -4 2 х" —I— . . . —і— Ат ,) х 

Дѣлая такую перемѣну въ выраженіи (4), мы получаемъ слѣдую¬ 

щую Формулу: 

м0 ф'оИ 
Фо0*0 

С1 / іУо Уо'И 
\ ф0(ж) 

А Ж1 Фі'0*0 , ^ ж2 Фа'И . 
1 Фі0*0 2 Ф20*0 

\ ФіѢ*0 } ^2 Ф2'0*0 . \ 
1 ФіИ_>2 Ф2(ж)_ / 

СІХ 

\ Р1 ф'іИ \ Р2 ф40*0 
1 Фі(а?)_2 Ф2(ж) 

сІх2 

которая, по вышесказанному, съ точностію до степеней х т вклю¬ 

чительно, должна привестить къ Функціи цѣлой, если полиномъ 

у — А -+- А. х -и Ао х“ -+- . . . -+- ,4 .х \ ° о 1 -1 т— і ' 

имѣетъ тѣ коеФФііціенты, съ которыми сумма 

ф„ (*, У, у', у", 
подъ условіями 

• • 
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^1 0^5 У Э У ч У 5 • • • • ) 1 ОС.р 

2 Ф2 (х, у, у\ = а2, 

имѣетъ наибольшую или наименьшую величину. Мы это вывели, 

предполагая, что въ рядахъ 

а^ есэ) $3} • • • • , 

^15 ^2? • . . . , 

^2} ^3) . . . . , 

• ••••• 

нѣтъ одинакихъ членовъ; но по способу предѣловъ это легко рас¬ 

пространяется и на тотъ случай, когда въ этихъ рядахъ есть об¬ 

щіе члены. 

§ 6. Въ предыдущихъ параграфахъ мы показали условіе, 
опредѣляющее то значеніе полинома у данной степени, съ кото¬ 

рымъ сумма 

Ф0 (%) у-, у , у., . . . ) 

достигаетъ наибольшей или наименьшей величины. При этомъ мы 
предполагали, что коеффиціенты его или совершенно произвольны 
или должны удовлетворять уравненіямъ такого вида: 

2 ф,(ж, У> у'і у", ■ ■ ■) = аѵ 

\ Ф2(ж, у, у, у", . . . ) = «2, 

Въ послѣднемъ случаѣ, условіе, опредѣляющее искомый поли¬ 

номъ у содержитъ неизвѣстныя постоянныя Хъ Х2,.Вели¬ 

чина этихъ постоянныхъ найдется по вышеприведеннымъ уравне¬ 

ніямъ, которымъ долженъ удовлетворять искомый полиномъ у и 
которыхъ столько-же, какъ и неизвѣстныхъ количествъ Х1 Х2,.... 

2 * 
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Опредѣленіе полинома у подъ условіемъ наибольшей пли наи¬ 

меньшего величины суммы 

2Е ф„(*, 2/, 2/', У і • ■ ■) і 

имѣетъ аналогію съ рѣшеніемъ подобныхъ вопросовъ въ Варіа¬ 

ціонномъ Исчисленіи, и въ частномъ случаѣ, когда эта сумма при¬ 

водится къ интегралу, полиномъ у, опредѣляемый по вышесказан¬ 

ному, можетъ быть разсматриваемъ, какъ приближенное выра¬ 

женіе той Функціи, которую находятъ помощію варіацій. Но въ 
Варіаціонномъ Исчисленіи искомая Функція, опредѣляясь диффе¬ 

ренціальнымъ уравненіемъ, получается интегрированіемъ его по 
извѣстнымъ способамъ; здѣсь-же опредѣленіе искомаго полинома 
у требуетъ особенныхъ пріемовъ; такъ какъ онъ опредѣляется 
условіемъ, которое не приводится къ уравненіямъ какого либо 
изъ извѣстныхъ видовъ. Чтобы показать какъ могутъ быть опре¬ 

дѣляемы полиномы на основаніи такихъ условій, мы разсмотримъ 
теперь тотъ простѣйшій случай, когда Функціи 

ф,К У, У, /,-•••), 

Ф2 Уі У : У т • • • )> 

содержатъ у въ степеняхъ нс выше второй, а производныя его 

У і У у. 

въ степени не выше первой и съ коеФФиціентами, зависящими 
только отъ перемѣнной х. Въ этомъ случаѣ производныя 

м — г?фо • • • • ) 71/Г _ а фі 2Л у\ У\ • • . •) 
0 сіу ’ т\ — ' Щ.». 

не заключаютъ у, у' .... п содержать у только въ первой сте¬ 

пени; ироизводныя-же 
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\Г (I Ф0 (ж, у, у, у,....) д, _ (I Ф,(ж,у, у', у",.... ) 

0 сіу' ’ 1 й?/' ?••••? 

р __ ^фо (Ж, У, «л у',"") ѵ _ ЯФ ііХ'УіУ^у",....) 
о сіу" ’ Уу> 

не содержатъ совсѣмъ у, у, у”,.; а потому выраженіе 

М0 <?о(х) 

9о(я) 
ѵ І^ф/Ог) ч М2у'2{х) 

1 Фі(ж) 2 Ф2(ж) 
• • • • 

^ / ^оФо'И ^ ^ Я2<?2{х) 
\ Ф0(#) * Ф,(ж) 2 ФоЫ і фДж) ФгИ > 

Г12 (Рр9о'(х) «ч -Рі9і'(*0 . N -Р2У2>) \ 
\ ФрЙ 1 ФіИ 2 ФгЙ ./ 

Ух2 

которое по § 5, съ искомымъ полиномомъ 

У — А0 -+- Аі х -+-. . . -+- ^т_і \ 

вѣрно до степеней х~т включительно, должно равняться цѣлой 

функціи, приведется къ двучлену 

и у — ѵ, 

гдѣ щ ѵ Функціи одной независимой перемѣнной х. Слѣд. въ 
этомъ случаѣ задача наша объ опредѣленіи полинома 

У — Л0 -+- Лхх -+- . . . -+- Ат_,хт~' 

подъ условіемъ наибольшей млн наименьшей величины суммы 

Ф„(ж, У, У, у\ • • • ) 

приводится къ опредѣленію полинома у степени т—1, съ кото¬ 

рымъ разность 

иу — ѵ, 
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вѣрно до степеней х~~т включительно, равняется Функціи цѣлой. 

Полиномы-же, представляющіе такое свойство, какъ мы пока¬ 

жемъ, легко получаются при помощи ряда, даннаго въ Мему арѣ 
нашемъ подъ заглавіемъ: Разложеніе функцій въ ряды при по¬ 

мощи непрерывныхъ дробей. (* (**)) 

§ 7. Въ вышеупомянутомъ Мему арѣ мы показали, что раз¬ 

лагая какую нибудь Функцію и въ непрерывную дробь 

& 
і 

~оі 
і 

0-2 

опредѣляя ея подходящія дроби 

Рі р. 
Яі ’ 

и изображая черезъ 

разности 

Яг Яг • • • • • 

В |, Во 5 Вг} • • • • • 

и(^\ — В\, и 2 7*2} мф8 — 7^ 3? 

а черезъ 

6)1? ^2) 6)з?. 

цѣлыя Функціи, получаемыя по Форзіулѣ 

ЫП = (— О"-1 — Е 

для разложенія функціи г; по величинамъ 

7?], 77, 7?3,. 
имѣемъ такой рядъ: 

ѵ = ■+• 0>2 В2 Л (Од 7і3 -+■ 

(*) IV томъ Записокъ Императорской Академіи Наукъ, 

(**) Знакомъ Е обозначаемъ цѣлую часть Функцій. 
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При этомъ предполагается, что Функціи и и ѵ способны разла¬ 

гаться по цѣлымъ нисходящимъ степенямъ перемѣнной х. 

Приступая къ опредѣленію при помощи этого ряда полинома 

у = Л0-§-Л1хч- А2х2 -+- . . . ч- Ат__ххт~\ 

съ которымъ разность 

иу — ѵ, 

вѣрно до членовъ степени х~~т включительно, приводится къ 

Функціи цѣлой, положимъ, что 

есть послѣдній изъ знаменателей подходящихъ дробей 

і\ р3 
~0Г’ Яг ’ Яг '-’ 

котораго степень ниже т, и что 

К, Р 2' С 

Г [Л.— 1 5 

суть частныя и остатки, получаемые при дѣленіи полинома у на 
ф , перваго остатка на втораго остатка на 
и т. д. Приравнивая дѣлимыя произведеніямъ частнаго на дѣли¬ 

теля, сложеннымъ съ остаткомъ, мы получаемъ такой рядъ 

уравненій: 

Г3 = Р2 д2 -+- г2, Г2 = Р, <?, ■+■ гг 

Исключая изъ этихъ уравненій остатки 

Г|Л) гѵ—\ 1.гЫГг 

и замѣчая, что послѣдній остатокъ г,, получаемый при дѣленіи 

на = 1, есть нуль, мы находимъ, что 

у = Р^ѵ. -+- -+■ • • • 
<?2 -Ь К, <2,. 
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Искомый полиномъ 

у = А0 ■+• А^ х А2 х2 . . . -+- Аж 

будетъ во всякомъ случаѣ степени не выше т — 1 , а потому 
Функція Р^ получаемая при дѣленіи у на ф , будетъ степени не 
выще чѣмъ 

хт-' 
Я\х 

и слѣд. степени ниже 

Фц.ч-1 . 
Я^ ’ 

такъ какъ ф |? по положенію, будетъ степени выше т — 1. 

Функціи-же 

р р Р Р 
{А— Р Х (А — 2 > * * * * 5 Х 2’ Х 1 

будутъ степеней ниже чѣмъ 

Я іх Яіх—і Ял Яг . 

Яр— і ? Я[х—27 5 Яг; ? $і 5 

такъ какъ онѣ получаются при дѣленіи остатковъ 

?іо.) 9(л—р • • • • 

на 

— 1 ? ^|А —2> • • * * ) ^2’ ^Р 

а эти остатки, получаясь отъ дѣленія на 

$[А’ ^ * * * • » «2. б|) 

будутъ степеней ниже чѣмъ 

${А> ^[А—Р ' • * ' ) б2’ 

Для опредѣленія множителей 

Р Р Р Г [А ? Х [А— р ' * * * » Х 2 Э Х 1 

въ разложеніи искомаго полинома у по Формулѣ 
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<6>.РѴ-|Ѵ Р2 (І2 Р, Я, , 

мы замѣчаемъ, что разность 

иу — ѵ, 

по внесеніи въ нее этого выраженія у и величины ѵ по Формулѣ 
(5), представляется такъ: 

иу — ѵ-Р^и-*- ^ѵ__, и Ъ\ <1 и Ъ\ и 

— Е ѵ — 0,2?! — о, В2 — о3і?3., 

что по вставкѣ величинъ 

получаемыхъ изъ равенствъ 

Я*» —у и Р,—р.> 

приводится къ такому виду: 

иу-ѵ= -Е+ ■ • н-Р^Р^-н^Р, 

■+“ (Р1 ^і) Р* “+■ (Р2 «2) Р2 -Ь."+" 

(^—і—''ѴА-*-і— • • 

Разсматривая это выраженіе разности 

иу — ѵ, 

мы замѣчаемъ, что здѣсь члены 

- Е» -ь Р,Р, -Н Р2Р2 + Ра_,Р,_, р,р, 

составляютъ Функцію цѣлую;.остальные-же, какъ не трудно убѣ¬ 

диться, всѣ степеней отрицательныхъ и степени ихъ идутъ пони¬ 

жаясь. Въ самомъ дѣлѣ, по нашему знакоположенію 
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.й| — Ц В'2 — ^2’ * * * 5 ^_| и ^ |Х— 1 ’ 

Й|Л = ^(ЛМ — Ру, — $ц-ММ “ ^Н-1 >.’ 

а эти разности, по свойству подходящихъ дробей, однихъ степе- 

ней съ дробями 

ііі іі і_ 
Яг ’ «3 ’ «4 ’.’ Яр ’ «ІХ—і ’ ^-2 ’ * * * ’ 

по сказанному-же въ предыдущемъ параграфѣ относительно 
Функцій 

V 7Д Т7 ГР 

и въ вышеупомянутомъ Мсмуарѣ относительно Функцій 

^р °з’ ' * * ’ ’ %-Р °{х’ 6Ѵ-ьр. 

видно, что въ членахъ 

С^І - 6),)Е1 -+- (хР2- 0)2)Е2 -+- (^_і ^-І^іх-І н* 

- V ^ - °}ХЧ-1 Ѵі .. 

множителями при 

-^2’ ^. 

стоятъ цѣлыя Функціи степеней ниже чѣзіъ 

Яг 9з Я\к 9|М-1 ТИ+2 

е, ’ Яг ’.’ 9^-1 ’ ’ 9ц-ні ’••••’ 

а потому первый членъ степени ниже чѣмъ , и 
1 у (X 1 1 

не ниже , второй членъ степени ниже чѣмъ ^ и 

не ниже чѣмъ членъ степени ни¬ 

же чѣмъ . —-— = — и не ниже чѣмъ — ит. д. 
Ѵи-Н Ѵ[Х-+-3 Ѵ(Х-Н1 «(Х-4-2 

Откуда видно, что въ вышенайденномъ выраженіи разности 

и у — ѵ 
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дробная часть представляется рядомъ 

(Ц аі)^і •+■ (Р2 .(Цл_, — 
(Р — сь )В — о В . —. 
V |Х {А [ЛЧ-1 |ЛЧ-1 .5 

гдѣ степени членовъ идутъ понижаясь, а потому степень точно¬ 

сти, съ которою эта разность приводится къ Функціи цѣлой, 
опредѣлится степенью перваго изъ членовъ его, не обращающа¬ 

гося въ нуль. 

На основаніи этого не трудно найти значеніе Функцій 

Р Р Р Р 
х Р х 2’ * * * * * ’ х |Л—Р х |х з 

входящихъ въ выраженіе (6) искомаго полинома или убѣдиться 
въ невозможности его. 

Члены 

(-^1 С^2 • • • • ’ (^-1 ’ 6V— V 

какъ видѣли, будутъ степеней не ниже чѣмъ 

і і і 
& ’ «з ’.’ V 

и слѣд. не ниже чѣмъ 

—т-ьі. 
ѵб 5 

ибо по нашему знакоположенію въ ряду знаменателей 

ни одинъ не будетъ степени выше т—1; а потому разность 

и у — ѵ 

можетъ привестись къ Функціи цѣлой съ точностію до х т только 
въ томъ случаѣ, когда всѣ эти члены сокращаются, что предпо¬ 

лагаетъ такія уравненія: 

і • • 
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изъ которыхъ мы находимъ 

<*)• • • ..Ъ\ = р2 = «Іі. 

При этихъ величинахъ Функцій 

р Р 
х 1 5 2’ Р. ѵ-— • 

вышепайденное выраженіе дробной части разности 

и у — ѵ 

приводится къ ряду 

ВР- — Ѵ-1 — Ѵ-2 Я.Ч-2 —.; 

гдѣ, какъ видѣли, члены 

<Ѵ-1 Ѵі ’ °Ѵ-*-2 ^РЧ-2 ’. 
степеней ниже чѣмъ 

і і 
$|Л-Н1 ’ Ф(А-Ь2 ’ ’ 

п слѣд. ниже чѣмъ 
г— І/Ѵ ^ 

ибо, по нашему знакоположеиію, знаменатели 

5 ^(І.Ч-2 ’. 

степеней не ниже т. А потому, чтобы привести найденное вы 
ражепіе разности 

иу — ѵ 

къ Функціи цѣлой съ точностію до степеней х~т включительно 
необходимо и достаточно, давши Функціямъ 

р. 7Д Р Х * ) Х 2 5.)х р,— \ 

вышенайденныя значенія (7), сдѣлать степень члена 

(Р — о ) В 
' Ц, |і/ Ц 

ниже —т. 
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Но, съ другой стороны, чтобы искомый полиномъ ?/, опредѣ¬ 

ляемый Формулою 

У = РіЯі Я 2 .-+- <Д,_, -I- Ру. Яц, 

оставался, согласно съ требованіемъ задачи, степени не выше т, 

необходимо и достаточно, при Ри К2, . . . . Р вышенайденныхъ 

(7), сдѣлать членъ Р ($ степени не выше т—1; ибо остальные 

члены, какъ не трудно убѣдиться, будутъ степеней ниже т—1. 

Въ самомъ дѣлѣ, по замѣченному выше множители 

: -^2 7 • • * 7 _1 =^ ^_у 

будутъ степеней ниже 

$2 _ 
Яі 7 Яг 7.7 7 

а потому произведенія 

^?\^\^) -^2^2’ * * ‘ * ’ 

будутъ степеней ниже чѣмъ 

$2? $3? * * * * ’ ^[А> 

и слѣд. ниже чѣмъ 

«А/ у 

такъ какъ по нашему знакоположенію всѣ эти знаменатели под¬ 

ходящихъ дробей и степеней ниже т— 1. 

Па основаніи этого мы заключаемъ, что искомый полиномъ у 

найдется по Формулѣ 

У — Ру -§- Р2 ^2 * * * Н ^А— 1 Ф[А—1 ^А ^}А’ 

гдѣ 

Р\ — ? ^2 ~ М2 ? • • * 7 ^—I 6)(А—1’ 

а множитель Р есть цѣлая Функція, опредѣляемая такими усло¬ 

віями : 
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Степень произведенія Р 0. не выше т—1, а степень про¬ 

изведенія (Р — 6) ) Д( не выше — т—1. 

Такъ какъ по нашему знакоположенію 

а по свойству подходящихъ дробей разность 

О и — Р (А 

будетъ одной степени съ дробью 

і . 
Ф|аЧ-1 ’ 

то при опредѣленіи по вышесказанному множителя Р^ можно 
взять эту дробь вмѣсто Р^; вслѣдствіе чего условія, опредѣляю¬ 

щія множитель Р, можно представить такъ: 
г 

Степень произведенія Р () не выше т—1, а степень частнаго [л [і. 
Р'и—Мц і іа—іа. не выше — т — 1. 
Ѵ(А Н1 

Что касается до Функцій 

о,,, о2, б>2., 

то онѣ, какъ замѣчено было въ предыдущемъ параграфѣ, вооб¬ 

ще выражаются такъ: 

ып = (—1)"“' Езп (дпѵ — 

Опредѣлья по этой Формулѣ значеніе Функцій 

> 
} ^2} • • • 

и по (7) внося ихъ въ выраженіе искомаго полинома у вмѣсто 

Д 5 Д 5 • • • • Ч Р^_ 

мы для опредѣленія у находимъ такую Формулу: 

У = «| <?, •+• «2^2 ГО 
Ц-1 н“ К. 
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гдѣ множитель Р^ долженъ быть выбранъ согласно съ вышеио- 

казанными условіями. Опредѣленіемъ Р подъ этими условіями 
мы и займемся въ слѣдующемъ параграфѣ. 

§ 8. По нашему знакоположенію 

Я ^р 

есть послѣдній знаменатель въ ряду 

степени ниже ш, а потому знаменатель 

^р-Ы 

будетъ или степени т или степени выше т. Въ первомъ случаѣ, 

какъ не трудно показать, вышенайденнымъ условіямъ, ограничи¬ 

вающимъ выборъ множителя Р^, будетъ удовлетворять только 

одна такая величина Р : 
г 

Р = (д ; 
р р 

во второмъ-же случаѣ пли ни одна величипа Р не будетъ удо¬ 

влетворять этимъ условіямъ, или имъ будетъ удовлетворять Функ¬ 

ція съ нѣсколькими произвольными коеФФиціентами. 

Въ самомъ дѣлѣ, по условіямъ, опредѣляющимъ Функцію Р , 

произведеніе Р () должно быть степени не выше т — 1 , а 
р р 

частное ■ степени не выше —ш — 1. Но если знамена- 
Ѵр-4-1 

тель ф ^ степени т, то при дѣлимомъ Рѵ—цѣломъ, отлич¬ 

номъ отъ нуля, частное 

-Ер — ыр 

$р-ні 

будетъ всегда степени выше — ш — 1. Слѣд. въ этомъ случаѣ 

необходимо принять 

о 
р 
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откуда выходитъ 

р = (д . 
V- и- 

Такъ какъ Функція о , по замѣченному выше, степени ниже чѣмъ 

4У-+-1 

Яр ’ 

то при этой величинѣ Р произведеніе 
г 

Р (Э 

будетъ степени ниже чѣмъ 

я. И- 1- я* = <3 (Л-1—1 

и слѣд. ниже чѣмъ хт\ ибо въ разсматриваемомъ случаѣ знаме¬ 

натель ф , степени ш. 

Изъ этого видно, что при ф , степени т можно взять 

Р = со , 
(Л и’ М- 

и что никакая другая величина множителя Р не можетъ удовле¬ 

творять условіямъ, выведеннымъ въ предыдущемъ параграфѣ. 

Слѣд. въ этомъ случаѣ для искомаго полинома у будетъ воз¬ 

можна одна только величина и она получится изъ вышенайденной 

Формулы 

у = о, ф, ч- б)2 

когда примемъ въ ней 

о О и—і & (Л—1 —1 
Р О , 

Р н- 

Переходимъ къ тому случаю, когда знаменатель ^ ь1 степени 

выше т. По условіямъ, опредѣляющимъ множитель Р , произве¬ 

деніе Р ф должно быть степени не выше т—1, а частное 
г г** 

степени не выше —т—1, или, что одно и то-же, мно¬ 

X т—т 
житель Р„ долженъ быть степени не выше чѣмъ —~—, а разность 

^ Ѵ|Л 
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Рѵ.—% степени не выше , а это приводится къ такимъ 

уравненіямъ: 

.— 6’, х1 -+- 1 -+-. 

(9).= (?Ѵ< -+- С"х“'~' -+- 

хт—1 О 
гдѣ ѵ означаетъ степень Функціи —, ѵ1 степень Функціи 

а Сѵ С2, . . . , С\ С\.неопредѣленные коеФФиціенты. 

Эти уравненія, по исключеніи Р' даютъ 
Г*' 

% = °і с.гх ,ѵ —1 
-н . . . . — СѴ1 — СѴ<“! 

что не можетъ быть удовлетворено никакими величинами (7,, С2,..., 

Су Су ...., если степень Функціи превосходитъ и показателя 

ѵ и показателя ѵг Откуда видно, что при сои степени выше ѵ и ѵ1 

нельзя удовлетворить условіямъ, опредѣляющимъ множитель Р 
въ выраженіи искомаго полинома, и слѣд. въ этомъ случаѣ рѣ¬ 

шеніе нашей задачи невозможно. Въ противномъ-же случаѣ, ког¬ 

да степень не превосходитъ по крайней мѣрѣ одного изъ чи¬ 

селъ: ѵ, ѵі5 значеніе множителя Р легко найдется, и, какъ не 

трудно замѣтить, оно будетъ опредѣляться или однимъ уравне¬ 

ніемъ (8) или однимъ уравненіемъ (9), смотря по тому будетъ-ли 

ѵ < ѵ1 

или 

ѵ не < ѵг 

Въ самомъ дѣлѣ, взявши значеніе Р^ по уравненію (8) и 

внеся его въ уравненіе (9), мы находимъ, что послѣднее приво¬ 

дится къ слѣдующему: 

С'Х* С/"1 = Ѵх*' -+- С"х*'~' . 

Если показатель ѵ меньше ѵ1, первая часть этого }равненія бу¬ 

детъ степени не выше чѣмъ вторая; ибо при ѵ < ^ степень 
з 
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Функціи не можетъ быть больше ѵ,; такъ какъ иначе, въ про¬ 

тивность положенія, она превосходила бы оба числа ѵ и ѵг А по¬ 

тому въ этомъ случаѣ всегда удовлетворится уравненіе 

С У -н С2х'-' -ь . . . — = СѴ1 -н 

приличнымъ выборомъ коеФФііціентовъ 

С\ С''. 

во второй части его, каковы бы ни были коеФФііціенты СѴС2:.. 

въ первой части. 

Точно также при ѵ не < ѵ,, взявши по (9) 

и оставляя здѣсь всѣ коеФФііціенты произвольными, мы полу¬ 

чаемъ значеніе і*7 , удовлетворяющее уравненію (8) при величи¬ 

нахъ С,, С2,.приличнымъ образомъ выбранныхъ. 

Изъ этого видно, что всякій разъ, когда степень Функціи 
не превосходитъ по крайней мѣрѣ одного изъ чиселъ ѵ, (сте- 

хт—\ 

пеней Функцій —ъ—, 
Ѵі 

Я Ц.Ч-1 

X г/г-нк-і ), значеніе множителя Р по уело- 
л М* 

віямъ предыдущаго параграфа можетъ быть найдено, и что ве¬ 

личина Р опредѣлится или Формулою г*’ 

Р^ = су ч- су-' ч-. 

или Формулою 

Р„ — о ч- С’хн ч~ СѴ1”1 +-., 
Г— Г“ ' 

смотря по тому будетъ-ли ѵ < ѵ1 или ѵ > ѵг КоеФФПціенты-же 

оѵ с2, 

С, С",. 

остаются произвольными. 
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§ 9. Для примѣра мы разсмотримъ теперь опредѣленіе по¬ 
линома 

У = А 0 н- Л,# А2х2 + . . . + і ,хѵ'~] 

подъ условіемъ наибольшей или наименьшей величины суммы 

2 І( уі ~~ Г (аД2 Ѳ{хг), 

распространенной на 

/у» - /У» /У* /У» 

^ '"х : ^2 5 ?. 

Сначала мы предположимъ, что выборъ коеФФиціентовъ 

А А А А 
0> Р 2?.лт-і 

искомаго полинома у ничѣмъ не ограниченъ, а потомъ мы перей¬ 

демъ къ тому случаю, когда дана величина одного изъ коеФФи¬ 

ціентовъ 

А А А А 
Ы 2?.Лт— Г 

Въ первомъ предположеніи, при хѵ х21 хз:.дѣйстви¬ 

тельныхъ п Функціи Ѳ(х) не мѣняющей знака, мы получимъ извѣ¬ 

стную уже Формулу, которая рѣшаетъ вопросъ о параболиче¬ 

скомъ интерполированіи ко способу наименьшихъ квадратовъ въ 
обыкновенныхъ случаяхъ; во второмъ предположеніи, при тѣхъ- 

же значеніяхъ количествъ хѵ х2, х3, ... . и Функціи 0{х), мы 
найдемъ Формулу для параболическаго интерполированія по спо¬ 

собу наименьшихъ квадратовъ въ тѣхъ исключительныхъ слу¬ 

чаяхъ, когда одинъ изъ коеФФиціентовъ выраженія у долженъ 
имѣть требуезіую величину. 

Полагая въ Формулахъ § 2 

Р(х, у,у, у", ••••) = У ѳ(х\ 

мы находимъ 
3* 
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М 

N 

Р 

= ={у- №)в(*)> ау 

йГ(х, з/, у?/", . . . . ) 
Сіу' 

аг{х, 2/, 2/', у", ■ ■ • ■ ) _ 
йу' 

= О. 

о, 

При такихъ значеніяхъ Функцій 

^ Р,. 
и въ предположеніи, что нѣтъ никакихъ условій, ограничиваю¬ 

щихъ выборъ коеФФИціентовъ полинома у, для опредѣленія его, 

по § 3, имѣемъ такое условіе: 

Выраженіе 

( У — П?) ) Ѳ (ж) Ш, 

гдѣ <р (ж) = (х — х}) (х — х2) (х — хг)., должно, съ 
точностію до степеней х~т включительно, привестись къ функ¬ 

ціи цѣлой. 

Изображая черезъ 

Ф»(ж). Ых), • • • > Ф^-,04 ФД*), Ф |Х-*-1 (ж),. 

знаменателей подходящихъ дробей, получаемыхъ разложеніемъ 
выраженія 

въ непрерывную дробь 

і 

Ѳ (я) ф' (а?) 

ф(ж) 

1 
2{х—і 1 

2У.-+*1 

и полагая, что въ ряду 

Ф,(ж), Ф2(«), • • • • , Ф[Х_, (ж), Фи(я), ф [Х-Ы (ж), . . . . 
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послѣдняя Функція степени ниже т есть 

% (*)> 

мы, по параграфу 7, находимъ, что полиномъ 

У — А0 -і- Л}х -+- Л2х2 . . . -+- Лт__ххт 1 

удовлетворяющій такому условію, опредѣляется Формулою 

у == О, 4», (ж) -+- «,ф2(ж) -Ф- ... Н- 

гдѣ множители 

о 

найдутся по Формулѣ 

/ ФМАх) Ф) СрЧж) 
V ф(я) 

фп(аг)/(а?)ѳ(а?) с?'(х) 

Ф) 

а множитель Р , по параграфу 8, будетъ имѣть одну опредѣлен¬ 

ную величину 

ру. = 6Ѵ 

если Функція 4*а_,_|(ж) степени ш; въ противномъ-же случаѣ, если 

только задача наша имѣетъ рѣшеніе, т. е. если сумма 

Г(ф 0{хг) 

имѣетъ тахітиш или тшішиш, множитель 1^(Х содержитъ нѣ¬ 

сколько произвольныхъ коеФФііціентовъ и найдется по одной изъ 

Формулъ: 

^ = н- н- . . . 

Р — 6) нн С' хіх -+- СѴ1-1 
р. р- 

гдѣ ѵ. ѵ, означаютъ степени Функцій 

хт—I 

Фа!*) 
Ф[Л-І—1(*^) 
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и первая изъ этихъ Формулъ будетъ имѣть мѣсто при ѵ < ѵ1? 

вторая при ѵ ^ ѵг Что касается до признака, по которому мы 
узнаемъ, имѣетъ-ли наша задача рѣшеніе или нѣтъ, то, какъ ви¬ 

дѣли (§ 8), множитель Р удовлетворяющій условіямъ нашей за¬ 

дачи, возможенъ только въ томъ случаѣ, когда степень Функціи 
о не превосходитъ по крайней мѣрѣ одного изъ чиселъ ѵ, ѵг 

Въ томъ случаѣ, когда величины 

имѣютъ дѣйствительныя значенія и Функція 

О (%) 

не мѣняетъ своего знака, непрерывная дробь, происходящая отъ 
разложенія выраженія 

Ѳ{х) ср» 

(?{х) ’ 

какъ извѣстно, будетъ такого вида: 

і 
~+~ Аѵх -4- В1 

Л2х Б, 

гдѣ Аѵ Вѵ А2, В2,.величины постоянныя (*). Въ этомъ 
случаѣ Функціи 

11 ? $2 ’ * * * * 1 Я-ПІ. 

имѣютъ такія значенія: 

(1\ Ахх *+■ с[2 Л.2Х -+- і>2, . . . . , дп = Апх 13п,. . . . 

(*) См. Мемуаръ подъ заглавіемъ: О непрерывныхъ дробяхъ. (Ученыя за¬ 

писки Академіи, Томъ X).. Въ этомъ-же мы убѣждаемся на основаніи того, 
что при хѵ х2, #3, . . . дѣйствительныхъ и Ѳ(х) не мѣняющемъ знака, наша 
задача имѣетъ всегда одно рѣшеніе, каково бы ни было т; такъ какъ это по 
§ 8 предполагаетъ, что въ ряду ф^ж), ф2(ж),.найдется всегда знамена¬ 
тель степени т, и слѣд., что здѣсь найдутся знаменатели всѣхъ степеней, 
что возможно только при вышепоказанномъ видѣ непрерывной дроби. 
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а 

Фі(*)> Фі(*)і-I Фт-,(Ж)> Фт(ж)» Фям-Д*). 

знаменатели подходящихъ дробей выраженія 

О (х) С?'(х) 

ф) ’ 

будутъ степеней 

О, 1, ... , т — 2, т — 1, т,. 

Такъ какъ здѣсь послѣдній знаменатель степени ниже т есть 

ір (#), а слѣдующій за нимъ, фт_+_] (ж), степени т, то, по выше¬ 

сказанному, искомый полиномъ въ разсматриваемомъ случаѣ най¬ 

дется по Формулѣ 

У — 6)іФі(ж) н~ ®т—і ^т—№ °т^т (ж)* 

Внося-же въ вышепоказанное (§ 7) выраженіе множителей 

• • • • °т—V 63 т 

величину ^п = -+- І5П, мы найдемъ, что они будутъ опре¬ 

дѣляться такъ: 

Е(Л.*-*-дя)—е фИ ) 

Изображая черезъ Л цѣлую Функцію, получаемую при дѣле¬ 

ніи произведенія 

фп (ж) /» 0 (ж) ?' (ж) 

на ф (мы, по нашему знакоположенію, имѣемъ 

П Фп (#) / (ж) о (ж) ф' (ж) _ ТТ 
Ь-’ 

II 
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Ф пИ/И ѳ(х) у; 0*0 
ф0*0 

27 Фп^ОЛ^і) ѳ(а?і) 
ж—а?! 

Фп М/М Ѳ(х2) 
Х—Хп 

== С/н- V1 /(*<)«(*<) >М*«) 
/ I /У» /у* • 

И/ іѵ* 

что, для величины разности 

даетъ 

Фп (ж) / (а?) О (х) ф' (ж) 

ф0*0 

7 (Д'і) ^ ^,уг) Фп (жг) 
I /у»_/у» , 

іЬ ІА/ ^ 

Вслѣдствіе этого вышенайденное выраженіе множителя оп при¬ 

водится къ слѣдующему: 

«„ = (-і)п-,Е (лпх + вп) 

что иначе можно написать такъ: 

.,= (-ГЕ(4н-і) 

X' 70*4') в 0*4) Фп (хі) 
Х—Хі 

V /0*4) 0 0*4) Ф„0*4) 

а; 

Выраженіе, стоящее здѣсь надъ знакомъ Е, есть нулевой 
степени, а потому, дѣлая х=оо, мы получимъ цѣлую часть этого 
выраженія. Такимъ образомъ мы находимъ но предыдущей Фор¬ 

мулѣ, что 

«» = (— И"-' 2 А» А*<) 0 (Хі) Ф„(*|) 

= (- и—ия 2 /г*,) «(**) ф„(^) • 

Опредѣляя по этой Формулѣ значеніе множителей 

6) р 2> «т-1) «т 
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въ вышенайденномъ выраженіи искомаго полинома у, мы полу¬ 

чаемъ такую Формулу: 

у=А, 2 /К> ѳ(хі)Фі(жг)- Ф,(ж)—■Л2 2 А^)%*Ж(^).Ф2(ж) 

.н-(~іг-мт_, 2гыф>)^(х). Фт_,(^) 

1)т_1Ат 2 йхі) Щ) Фт(Я,.). ЫХ)- 

Такъ опредѣляется полиномъ у степени т — 1, съ которымъ 
сумма 

2|(% — Къ))2 в(хі), 
распространенная на дѣйствительныя величины ж, при .множите¬ 

лѣ 6(х) не мѣняющемъ своего знака, имѣетъ тахішит или тіпі- 

тит. Эта Формула и служитъ для параболическаго интерполиро¬ 

ванія по способу наименьшихъ квадратовъ, когда относительно 
коеФФііціентовъ искомаго полинома нѣтъ никакихъ особенныхъ 
условій. 

§ 10. Переходимъ теперь къ тому случаю, когда въ иско¬ 

момъ полиномѣ 

У = 4) "+~ ^\х н .лт-\хГП 

коеФФііціеытъ при х\ гдѣ I одно изъ чиселъ о, 1, 2,., 

т—1, предполагается даннымъ. 

Условіе, что въ полиномѣ у коеФФііціентъ при х долженъ 
равняться какой нибудь данной величинѣ, .можетъ быть представ¬ 

лено равенствомъ 

2 Ф, іх, У> У’ у" • • ) = > 

если принять, что здѣсь сумма распространяется только на одну 
величину перемѣнной х — 0, и что Функція 
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Фі У) У> У у • • • • ) 

т Л_ й1У приводится къ одному члену у 
йх1 

. Въ этомъ случаѣ, по зна¬ 

коположенію 5-го параграфа, будемъ имѣть 

?.(*) = ж; -|Л = х 

и всѣ производныя функціи 

ф, (Ж, У, у', ?/,■■■) = у' 

но ?/, у, у",.обратятся въ нуль, кромѣ производной по 

у\ которая будетъ равна 1. 

Предполагая-же, что сумма, которой желаютъ имѣть пгахі- 

штг или тіпітит, есть, по прежнему, 

V 1 т \ У — С(х) Г °(х) 

и что она распространяется на величины 

/У1 /у1 /у* 
^у9} ^2? • • • • • 7 

мы, по знакоположенію параграфа 5, имѣемъ 

У, У\ у", • • • ) = і ( У — /» У 0(я) 

Ж 

лт 

__ л Ф0(ж, у, у', у", . . . ) 
йу 

_ ^Фр(ж, у, у\ у", • . • ) 
сіу 

= (у — А%)) ° (х) 

о, 

Г = с7 Ф0(ж, у,у',у,...) 
сіу" 

= о 

и 

(ж — ж,) (х — х2) (х — Хг) .... = Ф0(а?). 
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При такихъ значеніяхъ Функцій 

ІѴ0, Р0, . . . , ф0(ж), 9, (х) 

и по замѣченному выше относительно производныхъ Функцій 

ф, (ѵ, У, у', у", ....) = у1 

по у, у', у1', у1, , искомый полиномъ, на основаніи § 5, 

опредѣлится такимъ условіемъ: 

Выраженіе 

([у - ля))ѳ іх) ф'о (х) (_і! с1 сг 
ср0(ж) йх1 

вѣрно до степеней х~т включительно должно привестись къ 

функціи цѣлой. 

Такъ какъ это выраженіе, по выполненіи дифференцированія 
и по раскрытіи скобки приводится къ разности 

0(я) Ф'о0») 1/{х) Ѳ{х) ф'о(ж)   1» 2. • I ^ \ 

9о(ж) ^ \ ФоИ х1^1 ) ’ 

то по § 7, для опредѣленія полинома у, должно разложить въ не¬ 

прерывную дробь выраженіе 

О (я) ф'о(аО 

ФоИ 

Ограничиваясь тѣмъ случаемъ, когда всѣ величины 

х2, х3: 

дѣйствительныя и Функція 
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не мѣняетъ своего знака, мы, 

параграфѣ, будемъ имѣть 

Ѳ(х) 9» ___1 

Ф0(ж) А\х -+• Вх 

по замѣченному въ предыдущемъ 

А0х Вс 

гдѣ А}, Ви Л2, В2,.постоянныя величины, и изъ этого 

разложенія выраженія 

б(ж) ф о(а?) 

<РоИ 

найдется рядъ подходящихъ дробей, которыхъ знаменатели 

Ф'2;(«), .... Фт_,(ж), фт(ж), ф.тч_,(ж), .... 

будутъ степеней 

О, 1, ... . т—2, т — 1, т,. 

Такъ какъ здѣсь послѣдній знаменатель, степени ниже ш, есть 

фт(ж), и слѣдующій за нимъ, фт_ьі(ж), степени т-*-1, то иско¬ 

мый полиномъ 

У = Л0 -+- Ахх Ат_, хт~' 

представится по § 8 Формулою 

У = о, ф,(ж) -+- ы2<ух) -+-.-+- «т_, фт_,(ж) -+- Ыт У(х). 

Замѣчая-же, что въ настоящемъ случаѣ 

= Ахх -+- Ви — А2х а- В2, . . . , 

Я\ — $2 — .? 

И 

/(х) Ѳ(х) ф о(а?) _ 1. 2 .... 7. X! 

Фо И х1+' 
V 
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мы для опредѣленія множителей 

6)1 ’ .°т-О 0т 

по § 7 находимъ такую Формулу: 

(/(%) ^0*0 Ф о(ж) 1. 2.... I. \ ^ 
\ ф0(ж) ~1-4-т ) ТПСТ Ж 

Е //(ж)0(ж)ф'о(ж) 1.2...Л.Х! 

V ад /-и )фп(ж) 

что иначе можетъ быть написано такъ: 

0 _і)П-і ^(ж)Ѳ(ж)ф'0(ж)фп(ж)_^ /(х)Ѳ{х)^0{х)^п 

9о(х) ФоИ 

-(-1 Г"11.2...IЕ(Апх+Вп) (І 
> ос> 
ФпИ 

7-4-1 Е Фп(ж) 

Ж 7-нт 

Но, по сказанному въ предыдущемъ параграфѣ, выраженіе 

'/(х)Ѳ(х) Фо(ж) фп(ж) 

ФоИ -Е 
/(ж) 0(ж)фо(ж)фп(ж) 

Фо(ж) 

приведется къ 

А 2 Ахі) Щ) Ф„(жі)- 
Разлагая-же Функцію фп(ж) по Маклореновой строкѣ, мы нахо¬ 

димъ, что 

ФпИ _ Фп(°) 

Ж 7-+-І ж 7-4-1 
I Ф'п(О) 

1 x^ 
1 ф„'(0) 

1. 2 ... 7 ж 

ФЛ2(0) • * 7 

а потому 

ЕФп(ж) _ 
~7-4-і 7-4-1 1.2...г(г-+-і) Тп (0) - Г2ГСТГЙ) ^ (0) 
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и разность 
Фп(я) 
X 1~\~ I - Е Фп (я) 

X /-+-1 

приводится къ слѣдующему: 

К1 (0) 1 Фп'-,(0) 

1.2_I х 1.2...(I—1) х2 

Умножая это на Апх н- В г0 и въ полученномъ произведеніи 

•^пФп^(О) . / ^пФп^(О) 
1. 2.... I 

^пФпг~Т(0) \ _1_ 
1.2 (I—1) / х \ 1.2_I 

откинувъ члены съ отрицательными степенями перемѣнной х, мы 
находимъ, что 

Е (А00 -+- вп) 

имѣетъ такую величину: 
А»Фп*(0) 

/ Ф пИ 7 7 Фп(ж) \ 
V 1 л / 

1.2_I 

Вслѣдствіе этого предыдущее выраженіе множителя оп приво¬ 

дится къ такой Формулѣ: 

о. п = (—1)" ' А ( 2 /К> 0(хг) — X, ф„г(0) )• 

Опредѣливши но этой Формулѣ величину множителей 

Оі, 6)9, ..... СИЛ (О и ^25.'"т—О '"т» 

и внеся ихъ въ выраженіе искомаго полинома 

2/ = 6)|ф|(ж)-но2ф2(ж)-+- .... -+- «т_, фт_,(ж) 

мы находимъ, что оно приводится къ слѣдующему: 

V У = АЛ-1 А*«) Ф<) — >-| ф/(0) ) Ф,(ж) 

Д* I У ^0*0 <М**) — Фзг(о)) ф2(ж) 
• • 

(-0 т—і А» (2 ГА) о{Хі) ^тА) - \ Оо)) <|»т(*) 
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гдѣ X, постоянная неизвѣстная величина, которая опредѣляется 

тѣмъ, что здѣсь коеФФиціентъ при х1 долженъ имѣть данную ве¬ 

личину. 

Подобнымъ образомъ найдется выраженіе полинома у и въ 
томъ случаѣ, когда дано нѣсколько изъ коеФФиціентовъ его, а 
остальные опредѣляются тѣмъ условіемъ, что сумма 

^ \ ( у — Я»)) ѳ(х)> 

распространенная на данныя величины перемѣнной имѣетъ 
наибольшую или наименьшую величину. 



; 


