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Einfiihrung in die mathematische Logik

Vorlesung 9

Freie Variablen

In einem Ausdruck @ € L® iiber einem Symbolalphabet S nennt man die
Variablen, die (und zwar fiir jedes Vorkommen) innerhalb der Reichweite
eines Quantors stehen, gebunden, die anderen frei. Dies wird streng iiber den
Aufbau der Ausdriicke definiert.

(1)
Frei (t; = ty) = Var (t;) U Var (ts).
(2)
Frei (Rty ...t,) = Var(t;) U Var (t3) U...U Var (t,)

fiir ein n-stelliges Relationssymbol R und n Terme tq,t,,...,t,.
(3)
Frei (—a) = Frei ()
fiir einen Ausdruck a.
(4)
Frei (« — f) = Frei(a) U Frei (B)
fiir Ausdriicke a und . Ebenso fiir <+, A, V.
(5)
Frei (Vxa) = Frei(a) \ {z}
fiir einen Ausdruck o und eine Variable z.
(6)
Frei (3za) = Frei(a) \ {z}
fiir einen Ausdruck o und eine Variable z.
Einen Ausdruck ohne freie Variablen nennt man einen Satz, auch wenn diese
Bezeichnung nicht ganz gliicklich ist, da ,,Satz“ die Giiltigkeit einer Aussage
suggeriert. Die Menge der Sitze wird mit L5 bezeichnet, die Menge der Aus-

driicke mit genau einer freien Variablen (die aber in dem Ausdruck beliebig
oft vorkommen darf) mit LY.

Beispielsweise ist in
Ve(Jy(fr = 2)) Vv Iz (Ryzx)
die Variable x gebunden, wiahrend die Variablen y, z frei sind, wobei die

Freiheit von y auf dem freien Vorkommen im hinteren Ausdruck beruht.
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Das Koinzidenzlemma

Die folgende Aussage, das Koinzidenzlemma, zeigt, dass der Wert eines Terms
und die Giiltigkeit eines Ausdrucks unter einer Interpretation (bei einer fixier-
ten S-Struktur) nur von den in dem Term vorkommenden Variablen bzw. in
dem Ausdruck vorkommenden freien Variablen abhéingt. Ihr Beweis ist ein
typisches Beispiel fiir einen Beweis durch Induktion iiber den Aufbau der
Terme bzw. Ausdriicke.

LEMMA 9.1. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und U C S eine
Teilmenge. Fs sei t ein U-Term und o ein U-Ausdruck. Es seien zwei S-
Interpretationen Iy und Iy in einer gemeinsamen Grundmenge M gegeben,
die auf U identisch seien. Dann gelten folgende Aussagen.

(2) Es ist I; E o genau dann, wenn Iy E « (dazu geniigt bereits, dass
die Interpretationen auf den Symbolen aus U und auf den in o frei
vorkommenden Variablen identisch sind).

Beweis. (1). Wir fiihren Induktion iiber den Aufbau der U-Terme. Fiir den
Induktionsanfang miissen wir Variablen und Konstanten aus U betrachten.
Fiir eine Variable = (oder eine Konstante) aus U ist nach Voraussetzung
Ii(x) = Iy(x). Im Induktionsschritt kénnen wir annehmen, dass ein n-
stelliges Funktionssymbol f aus U gegeben ist sowie U-Terme tq,...,1,, fir
die die Interpretationsgleichheit schon gezeigt wurde. Nach Voraussetzung
wird f in beiden Interpretationen durch die gleiche Funktion f interpre-
tiert. Daher ist

fM([l(tl)a ce 7[1(tn))
M(I(t), ..., Ix(t,))

(2). Wir fithren Induktion iiber den Aufbau der U-Ausdriicke, wobei die zu
beweisende Aussage iiber je zwei Interpretationen zu verstehen ist. Fiir die
Gleichheit und ein Relationssymbol R aus U folgt die Aussage unmittelbar
aus (1), daja R in beiden Interpretationen als die gleiche Relation zu interpre-
tieren ist. Der Induktionsschritt ist fiir Ausdriicke der Form —a, aAfB, a —
aufgrund der Modellbeziehung unmittelbar klar. Sei nun ein U-Ausdruck der
Form dza gegeben, und es gelte I; F dza. Dies bedeutet aufgrund der Mo-
dellbeziehung, dass es ein m € M derart gibt, dass ;2 F « gilt. Die beiden
umbelegten Interpretationen I; % und ;% stimmen auf den Symbolen aus U
und den in « frei vorkommenden Variablen iiberein: Die Variable x wird so
oder so als m interpretiert und die anderen freien Variablen aus « sind auch
in dza frei. Nach Induktionsvoraussetzung gilt I~ F o und daher wiederum

I, F Jxa. O
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Der Zusatz bedeutet insbesondere, dass bei einem Satz, also einem Ausdruck
ohne freie Variable, die Giiltigkeit nur von der Struktur, nicht aber von der
Variablenbelegung abhéngt.

Substitution

Wir besprechen nun die Variablensubstitution, wobei wir weitgehend der
Darstellung von Ebbinghaus, Flum, Thomas folgen.

Variablen repréisentieren verschiedene Werte (in einer Grundmenge M), die
man fiir sie einsetzen kann. Auf formaler Ebene bedeutet dies, dass eine
oder mehrere Variablen durch gewisse Terme ersetzt werden. Im semanti-
schen Kontext wird dies durch die Uminterpretation von Variablen bei einer
Interpretation prézise gemacht. Im syntaktischen Kontext spricht man von
Substitution, die wir nun definieren werden. In der Ersetzung macht es einen

groflen Unterschied, ob gebundene oder freie Variablen vorliegen. Der Aus-
druck

x>0—3Jylz=y-y)

bedeutet in einem angeordneten Korper interpretiert, dass die nichtnegative
Zahl z als Quadrat darstellbar ist (also eine Quadratwurzel besitzt), was fiir
R wahr ist, fir Q im Allgemeinen (das hingt von der Interpretation fiir x
ab) nicht. Gleichbedeutend (bei einer inhaltlichen Interpretation) mit diesem
Ausdruck ist

r>0—dz(xr=2-2),
aber nicht
r>0—3Jzx(zr=2-2),

das nur bei x = 0 oder z = 1 wahr ist. Von daher wird die weiter unten
zu gebende Definition fiir die Substitution von Ausdriicken beriicksichtigen,
ob Variablen frei oder gebunden sind. Ferner wird es wichtig sein, in einem
Ausdruck neue Variablen einzufithren. Damit diese Konstruktion eindeutig
definiert ist, legen wir entweder eine durchnummerierte (und abzéhlbare)
Variablenmenge vy, vg, v3, ... zugrunde, oder aber eine beliebig grofie Varia-
blenmenge, die mit einer Wohlordnung versehen sei. Insbesondere setzen wir
eine unendliche Variablenmenge voraus.

DEFINITION 9.2. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe
gegeben. Es seien zq, ...,z paarweise verschiedene Variablen und tq,...,
fixierte S-Terme. Dann definiert man rekursiv iiber den Aufbau der Terme

die Substitution SH fiir jeden S-Term s.

(1) Fiir eine Variable x ist

t1, ..., t x, falls x # x; fiir alle 7,
r— =
T1yenny Tp t;, falls x = x; .



(2) Fiir eine Konstante c ist

oo te
c— = ¢
T1y...,Tk
(3) Fiir ein n-stelliges Funktionssymbol f und n Terme sy, ..., s, ist
tyentn oo te oo e
fsi...p—— = fs;————— .. .5, ——.
T1y.o., Tk T1y..., Tk T1y..., Tk

BEISPIEL 9.3. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, x,y, z,v
Variablen, p ein einstelliges und f, g, h zweistellige Funktionssymbole. Wir
betrachten den Term

t = fprgcy
und die Substitution

d, hvx, v

x? y’ Z .

Die Substitution wird durchgefiihrt, indem man die kleinsten Bestandteile
des Termes, also x,y, ¢, ersetzt und ansonsten den funktionalen Aufbau des
Termes iibernimmt. Fiir diese gilt

d, hvx, v
'I‘—

= d7
x7 y’ z
d, h
y 2 W U s
x7 y7 'Z
und
d, hvx, v
c——— =c.
'7:7 y7 Z
Also ist ik
fpxgcyw = fpdgchvzx.
x? y? Z

Man beachte, dass das letzte x nicht zu ersetzen ist.

DEFINITION 9.4. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe
gegeben. Es seien x4, ..., x, paarweise verschiedene Variablen und t4,..., %
fixierte S-Terme. Dann definiert man rekursiv iiber den Aufbau der S-Aus-

driicke die Substitution aﬁ fiir jeden S-Ausdruck a.

(1) Fiir Terme s1, so setzt man’

bt bttt
(s1=8y)————— 1= §———— = S§g———.
T1y..., Tk L1y, Tk Ty, Tk
(2) Fiir ein n-stelliges Relationssymbol R und n Terme sy, ..., s, setzt
man
t1,..., t1,..., 0 t1,..., 0
(Rsy...8,)——————— = Rsj———— ... 8————.
T1y..., Tk T1y..., Tk T1y..., Tk

IDie Klammern unterstreichen hier lediglich den Gesamtausdruck, fiir den die Substi-
tution durchgefiihrt wird



(3) Fiir einen Ausdruck « setzt man

ot ot
(na)—/———"— = a———"—.
L1y, Tk L1y, Tk
(4) Fiir Ausdriicke a und § setzt man
ot to ot ot
(04/\6)1 B0 kA gt k
T1ye.., Tk T1yeoo, Tk T1yeo., Tk
und ebenso fiir die anderen zweistelligen Junktoren.
(5) Fiir einen Ausdruck « seien x;,,...,z; diejenigen Variablen (un-
ter den z1,...,xy), die in Vza frei vorkommen. Es sei v = z, falls
x nicht in ¢;,,...,t; vorkommt. Andernfalls sei v die erste Varia-

ble (in einer fixierten Variablenaufzihlung, falls es abzdhlbar viele
Variablen gibt, bzw. in einer fixierten Wohlordnung der Variablen-

menge), die weder in « noch in t;,...,t;, vorkommt. Dann setzt
man
t, ot oot
(Vza)—"— = Voo
L1y, Tk LigyeooyLipy L

und ebenso fiir den Existenzquantor.

BEMERKUNG 9.5. Die sonderbare Bedingung in Definition 9.4 im Quanto-
renfall mit der ,,Hilfsvariablen“ v bedeutet insbesondere: Wenn in Vxa keine
der Variablen xy,...,z, frei vorkommt, so ist die Indexmenge {i1,...,7.}
der ,relevanten Variablen“ leer und damit auch die Menge der ,relevanten
Terme®. In diesem Fall kommt x auch nicht in dieser Menge vor und somit
ist als Hilfsvariable v = x zu nehmen, und es ist

t1,...,¢
CARERAL A Vm(az) = Vzo
Ty,. .., T T

(Vza)

nach Aufgabe 9.7.

BEISPIEL 9.6. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, z,y, z, u
Variablen (so geordnet), f, g einstellige Funktionssymbole und R ein zwei-
stelliges Relationssymbol. Wir betrachten den Ausdruck

a = Ve Ryfx
und die Substitution
u, gc
T, Yy

Von den zu substituierenden Variablen ist x gebunden und y frei. Die Variable

z kommt in den substituierenden Termen nicht vor. Also ist
(V:zc—nRyfx)M = Vx (ﬂRyfx%) = Vo Rgcfx.
Yy Yy

T,

Bei der Substitution
u, gx

T, Yy
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kommt jetzt die gebundene Variable x in dem substituierenden Term gz vor.
Es ist v = z die néchste Variable in der gegebenen Reihenfolge. Somit ist

u, gr

y =Vz (ﬁRyfa:gx’

Y,

(Vz=Ryfz)

Z) = Vz-Rgxfz.
x

z,

Die folgende Aussage, das Substitutionslemma, stiftet eine Beziehung zwi-
schen Substitutionen und Uminterpretationen.

In Verallgemeinerung der Schreibweise I”* fiir eine Uminterpretation schrei-
ben wir Tx—;’:“ fiir die sukzessive Uminterpretation der untereinander ver-
schiedenen Variablen z1, ..., z) (dabei seien my, . .., my Elemente der Grund-

menge M der Interpretation). Es werden also die x; als m; interpretiert und
alle anderen Variablen werden geméafl I interpretiert.

LEMMA 9.7. Es set ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-
ben und es seien xq,...,x paarweise verschiedene Variablen und tq, ..., t;
fixierte S-Terme. Es sei eine S-Interpretation I gegeben. Dann gelten folgen-
de Aussagen.

(1) Fir jeden S-Term s gilt

1 -
[(S i1, 7tk) _ (I (tl)v ) (tk)>(8)
T1y..., Tk T1y..., Tk
(2) Fir jeden S-Ausdruck o gilt

t1,...,t I
LR genau dann, wenn (I (

T1y...,Tk

tl),...,l(tk)>':a

T1y..., Tk

Beweis. Dies wird iiber den induktiven Aufbau der Terme bzw. der Aus-
driicke bewiesen. (1). Fiir eine Konstante ¢ ist die Aussage richtig, da ihre
Interpretation unveréndert ist. Fiir eine Variable x macht man eine Fallun-
terscheidung. Wenn

r = I;
mit einer der an der Substitution beteiligten Variablen ist, so ist

[<xu> I = ([I(tl),...,l(tk))(mi)‘

T1y..., Tk Ti1y..., Tk

Bei einer an der Substitution nicht beteiligten Variablen z ist

t1,...,t I(ty),..., I(t
](x 1 ) k) _ I(.T) _ (I ( 1)’ ) ( k'))(x)
L1y Tk T1y.eoo Tk
Wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und sq,...,s, Terme sind, fiir
die die Gleichheit schon bekannt ist, so ist

I((fslsn)m)

Tlyeoo sy Tk

t o te T
= I(fslx ... S

1y.--9Lk Tlye. Tk




_ I(f)<1<51 tl""’t’“),...,f(sn t1, ..t ))
T1y..-, Tk T1ye-- Tk
(t1)

L1y Tk

I(t1),..., I(t I(t1),..., I(t . I(t),..., I(t
1ye++9 Lk Llyeoo 3y Tk T1y..., Tk
_ (IM)U&W%)_
L1y, Tk
(2). Fiir einen Ausdruck der Form s = ¢ bedeutet
]':(S:t)tl,...,tk
L1y Tk
einfach
[':Stla 7tk :ttla 7tk
xy, y Tk I, y Tk

Dies ist dquivalent zu

](Stl,...,tk) _ ]<tt1,...,tk)7
Tiyeo.o, Xy Tiyeoo, Xy
was nach dem ersten Teil einfach
I(t1),.--,f(tk)(s> _ g

L1y Tk L1y, Tk

I

bedeutet. Dies wiederum ist dquivalent zu

I(th), ..., I(tg)

1 Fs=t.
T1y..., Tk
Sei nun R ein n-stelliges Relationssymbol und seien sq,...,s, Terme. Die
Giiltigkeit
t1,...,1
IE (Rsy.. sy)——%
T1y.o 3 Tk
bedeutet y . y ;
[E Rsy—rk b ...sn—l"”7 k
L1y Tk L1y Tk

und dies bedeutet, dass

t1,...,¢ t1,...,¢
([(81 1, ) k>’...’[(8n 1, ’ k))
Tiy.eooy, Tk Ti1y...,Tk
zur Relation I(R) gehort. Nach dem ersten Teil ist dieses Tupel gleich

(Il(tl), ) I, .,](tk)(sn)) .

T1y.ooy, Tk L1y, Tk

Wegen R(I) = R(I Lft”) ist dies dquivalent zu

I(ty),... It
](1)’ ’ (k)#Rsl...sn.
L1y, Tk

Fiir die weiteren Aussagen beweist man die Aquivalenz durch Induktion iiber
den Aufbau der Ausdriicke, und zwar iiber alle Interpretationen simultan;
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dies ist fiir die aussagenlogischen Junktoren unmittelbar klar. Betrachten
wir also einen Ausdruck der Form Vza. Die Giiltigkeit

t1,...,1
I E (Voa) 20k
T1yeoo, Tk
bedeutet geméf der Festlegung in Definition 9.4, dass
I E Voo til?' - 7tir7,0
LigyeroyLjpy L
gilt, wobei v in t;,...,t; nicht vorkommt. Dies bedeutet, dass fiir jedes
m € M der Grundmenge der Interpretation die Beziehung
[m Ea tim s 7tir7U
v Ligyeooy Ljpy T

gilt. Nach Induktionsvoraussetzung (angewendet auf die Interpretation I77)
bedeutet dies

Fa

<1@> (I2) (tiy), - (I2) (8,), (12) ()
v Ligyeooy iy T

fiir alle m € M. Aufgrund des Koinzidenzlemmas ist dies dquivalent zu
<IT> I(t”), . ,I(tir),m E o

(% LigyeroyLipy L

Dies ist dquivalent (fiir alle m € M) zu
I(tz‘l), c. ,I(tir),m

LigyeooyLjpy T

1 Fa,

was bei v = z klar ist und bei v # x aus dem Koinzidenzlemma folgt, da
dann v nicht in o vorkommt. Dies bedeutet wiederum

I(t), o () |,

Ligyoo oy Ty

I

.
und damit, wiederum nach dem Koinzidenzlemma, da die von x;; verschie-
denen Variablen in Vza nicht frei vorkommen,

I(ty), ..., 1(tx)

T1y..., Tk

I EVzro.
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