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ELENCO
DEGLI

ACCADEMICI RESIDEINTI, NAZIONALI NON RESIDENTI

STRANIERI E CORRISPONDENTI

AL I GENNAIO MDCCCLXXXV

Presidente

Fabretti (Ariodante), Professore di Archeologia greco-romana nella Regia

Università, Direttore del Museo di Anticliità, Socio Corrispondente deiristi-

tuto di Francia (Accademia delie Iscrizioni e Belle Lettere), Socio della Reale

Accademia dei Lincei, Membro Corrispondente del R. Istituto Lombardo di

Scienze e Lettere, del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, del-

l'Accademia di Archeologia, Letteratm^a e Belle Arti di Napoli, della R. Ac-

cademia della Crusca, dell'Accademia Lucchese di Scienze, Lettere ed Arti,

e dell'Istituto di Corrispondenza archeologica , Professore Onorario dellUni-

versità di Perugia, Presidente della Società di Archeologia e Belle Arti per

la Provmcia di Torino, Uftiz. *, Comm. ©; #, Cav. della Leg. d'O. di Francia,

e C. O. R. del Brasile.

Vice - Presidente

N. N.

Tesoriere

Manno (Barone D. Antonio), Membro e Segretario della R. Deputazione

sovra gli studi di Storia Patria , Membro Corrispondente del R. Istituto Ve-

neto di Scienze, Lettere ed Arti, * e Comm. ©.

Seeie n. Tom. XXXVI. 2



CLASSE DI SCIE^ZE FISICHE, MATEMATICHE

E NATURALI

Direttore

N. N.

Segretario Perpetuo

SoBRERO (Ascanio) , Dottore in Medicina ed in Chirurgia , Professore

emeritò di Chimica docimastica nella Scuola d'Applicazione per gli Ingegneri

in Torino, Membro del Collegio di Scienze fisiche e matematiche della Regia

Università, Presidente della R. Accademia di Agricoltm'a di Torino, Corri-

spondente dell'Accademia delle Scienze dell' Istituto di Bologna, dell'Ateneo

di Venezia, dell'Ateneo di Brescia, della Società di Agricoltura Storia na-

turale ed Arti utili di Lione, della Società di Farmacia di Parigi, Socio onorario

della Società degl'Ingegneri ed Industriali di Torino, ecc., Comm. *; ^,
Uffiz. ©.

ACCADEMICI RESIDENTI

SoBRERO (Ascanio), predetto.

Genocchi (Angelo), Professore di Calcolo infinitesimale nella R. Università

di Torino, Uno dei XL della Società Italiana delle Scienze, Socio della

R. Accademia dei Lincei, Comm. *, UiEz. ©; #.

Lessona (Michele), Dottore in Medicina e Chirurgia, Professore e Direttore

de' Musei di Zoologia , Anatomia e Fisiologia comparata della R. Università

di Torino, Socio delle RR. Accademie di Agricoltura e di Medicina di To-
rino, Ulìiz. *, e Comm. ©.
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DoRNA (Alessandro), Professore d'Aslroiioini;» nella R. Uiiiversilà, e di

Meccanica razionale nella R. Mililare Accademia di Torino, Socio Corrispon-

dente del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, della R. Accademia

dei Lincei, Direttore del K. Osservatorio astronomico di Torino, *, UOìz. ©.

SAt.vADORi (Conte Tommaso), Dottore in Medicina e Chirurgia, Vice-

Direttore del Museo Zoologico della R. Università di Torino, Professore di

Storia naturale nel R. Liceo Cavour di Torino, Socio della R. Accademia di

Agricoltura di Torino, della Società Italiana di Scienze Naturali, dell'Acca-

demia Gioenia di Catania, Membro Corrispondente della Società Zoologica di

Londra , delfAccademia delle Scienze di Nuova-York , della Società dei Na-

turalisti in Modena, della Società Reale delle Scienze di Liegi, e della Reale

Società delle Scienze Naturali delle Indie Neerlandesi, Socio Straniero della

Bridsh Ornithological Union, Socio Straniero onorario del Nuttall Ornitho-

logical Club, deW American OrnithoIogis£s Union, Membro onorario della

Società Ornitologica di Vienna, e Membro del Comitato ornitologico interna-

zionale ©.

CossA (Alfonso), Dottore in Medicina, Professore di Chimica docimastica

nella R. Scuola d'Applicazione degli Ingegneri in Torino, e di Chimica mi-

nerale presso il R. Museo Industriale Italiano , Socio della R. Accademia dei

Lincei , Uno dei XL della Società Italiana delle Scienze, Corrispondente del

R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, del R. Istituto Veneto di Scienze,

Lettere ed Arti, dell'Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, del-

l'Istituto d'Incoraggiamento alle Scienze naturali di Napoli, Socio della Reale

Accademia di Agricoltura di Torino, e dell'Accademia Gioenia di Catania,

Comm. *, ©, e dell'O. d'I. Catt. di Sp.

Bruno (Giuseppe), Dottore aggregato alla Facoltà di Scienze fisiche, ma-

tematiche e naturali, e Professore di Geometria descrittiva nella R. Università

di Torino , * .

Berrdti (Giacinto), Direttore del R. Museo Industriale Italiano, e del-

l'Officina governativa delle Carte-Valori , Comm.*, m, dell'O. di Francesco

Giuseppe d'Austria, della L. d'O. di Francia , e della Repubblica di S. Marino.

CuRio>'i (Giovanni), Professore di Costruzioni e Vice-Direttore della Scuola

d'Applicazione degli Ingegneri, Dottore aggregato alla Facoltà di Scienze fisiche,

matematiche e naturali della R. Università di Torino, Socio della R. Ac-

cademia di Agricoltura di Torino, Socio Corrispondente della R. Accademia di

Scienze, Lettere ed Arti di Lucca, Socio Corrispondente della R. Accademia

di Scienze, Lettere ed Arti di Palermo, Comm, *, ©.

SiAcci (Francesco), Maggiore nell'Arma d'Artiglieria, Professore di Mecca-

nica superiore nella R. Università di Torino, e di Matematiche applicate nella
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Scuola d'Applicazione delle Anni di Artiglieria e Genio, Uno dei XL della

Socielìi Italiana delle Scienze, Socio Corrispondente della R. Accademia dei

Xiincei, del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, e dell'Accademia delle

Scienze dell'Istituto di Bologna, *, Ulliz. ©.

Bellardi (Luigi), Conservatore delle collezioni paleontologiche presso il

Museo di Geologia della R. Università di Torino, Prof, di Storia naturale al

Liceo Gioberti, Uffiz. *, Cav. ©, e dell'O. di Cristo del Portogallo, Membro

di varii Istituti scientifici, ecc.

Basso (Giuseppe), Dottore aggregato alla Facoltà di Scienze fisiche e

matematiche, Prof, di Fisica matematica nella R. Università di Torino, &.

D'Ovidio (Dott. Enrico), Prof. Ordinario d'Algebra e Geometria analitica,

incaricato di Geometria superiore, e Rettore della R. Università di Torino,

Uno dei XL della Società Italiana delle Scienze, Socio Corrispondente della

R. Accademia dei Lincei, della R. Accademia delie Scienze di Napoli, dei

R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, e Socio dell'Accademia Ponta-

niana , ecc. , * , Comm. & .

BizzozERO (Giulio), Professore e Direttore del Laboratorio di Patologia

generale nella R. Università di Torino, Socio della R. Accademia dei Lincei,

delle RR. Accademie di Medicina e di Agricoltura di Torino, Socio Corrispon-

dente del Regio Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, e del R. Istituto

Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, ecc., *, ©.

Ferraris (Galileo), Ingegnere, Dottore aggregato alla Facoltà di Scienze

fisiche, matematiche e naturali della R. Università di Torino, Socio delia

R. Accademia di Agricoltura di Torino, l^rof di Fisica tecnica nel R. Museo

Industriale Italiano, e di Fisica nella R. Scuola di Guerra *, ©.

Naccari (Andrea), Dottore in Matematica, Socio Corrispondente deli Istituto

Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, Professore di Fisica sperimentale nella

R. Università di Torino , ©

.

Mosso (Angelo), Dottore in Medicina e Chirurgia, Prof di Fisiologia nella

R. Università di Torino, Socio nazionale della R. Accademia de' Lincei, della

R. Accademia di Medicina di Torino, e Socio Corrispondente del R. Islituto

Lombardo di Scienze e Lettere, e del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere

ed Arti, * , ©.

Spezia (Giorgio), Ingegnere, Professore di Mineralogia, e Direttore del

Museo mineralogico della R. Università di Torino, ©.

Girelli (Giuseppe), Dottore in Medicina e Chirurgia, Professore di Bo-

tanica, e Direttore dell'Orto botanico della R. Università di Torino, ©.
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ACCADEMICI NAZIONALI NON RESIDENTI

S. E. MÉNAnRÈA (Conte Luigi Federigo), Marchese di Val Dora, Senatore

del Regno, Professore emerito di Costruzioni nella R. Università di Toi'ino,

Dottore in Leggi nella R. Università di Oxford e di Cambridge, Luogotenente

Generale, Ambasciatore di S. M. a Parigi, Primo Aiutante di campo Generale

Onorario di S. M., Uno dei XL della Società Italiana delle Scienze, Socio

della R. Accademia de' Lincei, Membro Onorario del Regio Istituto Lombardo

di Scienze e Lettere, del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, ecc.;

C. 0. S. SS. N. , Gr. Cr. e Cons. *, Cav. e Cons. &, Gr. Cr. s:-, ©, dee.

delia Med. d'oro al Valor Militare e della Medaglia d'oro Mauviziana; Gr. Cr.

dell' O. Supr. del Serafino di Svezia, dell' O. di S. Alessandro di JNewski di

Russia^ di Dannebrog di Dan., Gr. Cr. delTO. di Torre e Spada di Portogallo,

dell' 0. del Leone Neerlandese , di Leop. del Belg. (Categ. Militare), della

Probità di Sassonia, della Coi'ona di Wurtemberg, e di Carlo III di Sp. , Gr.

Cr. deirO. di S. Stefano d'Ungheria, dell' O. di Leopoldo d'Ausi ria, di quelli

della Fedeltà e del Leone di Zòhringen di Baden , Gr. Cr. dell' Ordine del

Salvatore di Grecia, Gr. Cr. dell'Ordine di S. Marino,. Gr. Cr. degli Ordini

del INisham yéhìd e del Nisliam Iftigar di Tunisi, Comm. dell'Ordine della L.

d' O. di Francia, di Cristo di Portogallo, del Merito di Sassonia, ecc., ecc.

Brioschi (Francesco), Senatore del Regno, Professore d'Idraulica, e Di-

rettore del R. Istituto tecnico superiore di Milano, Uno dei XL della Società

Italiana delle Scienze, Corrispondente dell'Istituto di Francia (Accademia

delle Scienze, Sezione di Geometiia) , e delle Reali Accademie delle Scienze di

Berlino, di Gottinga, ecc.. Presidente della R. Accademia dei Lincei , Socio delle

Società Matematiche di Londra e di Parigi, dei R. Istituto Lombardo di Scienze

e Lettere, della Reale Accademia delle Scienze di Napoli, dell'Accademia delle

Scienze di Bologna, ecc., Gr. Uffiz. ^, ©; ^, Comm. dell'O. di Cr. di Port.

Govi (Gilberto), Professore di Fisica sperimentale nella R. Università di

Napoli, Membro del Comitato internazionale dei Pesi e delle Misure, Uno
dei XL della Società Italiana delle Scienze , Socio della R. Accademia dei

Lincei, della R. Accademia delle Scienze e dell Accademia Pontaniana di Na-

poli, della R. Acpademia d'Agricoltura di Torino, Uffiz. *; #, Comm. ©, e

della L. d'O. di Francia.

Moi.EscHOTT (Jacopo), Senatore del Regno, Professore di Fisiologia nella

R. Università di Roma, Professore Onorario della Facoltà Medico-Chirurgica

della R. Università di Torino, Socio della Pi. Accademia di Medicina di Roma,
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(leirAccademia Cesarea Leopoldino-Carolina germanica dei Naturalisti, Socio

Corrispondente delle Società per le Scienze mediche e naturali a Hoorn,

Utrecht, Amsterdam, Batavia, Magonza, Lipsia, Cherbourg, degli Istituti di

Milano, Modena , Venezia, Bologna, delle Accademie Medico-Chirurgiche in

Ferrara e Perugia, Socio Onorario della R. Accademia di Medicina di Torino,

della Medicoì'um Societas Bohemicorum a Praga, della Société medicale alle-

mande a Parigi, della Società dei Naturalisti in Modena, dell'Accademia Fisio-

medico-statistica di Milano, della Pathological Society- ài S. Louis, della 5'ocfeJari

antropoloiica Espahola a Madrid, Socio dell'Accademia Veterinaria Italiana,

del Comitato Medico-Veterinario Toscano, della Société R. des Sciences Médi-

cales et Naturelles de Bruxelles, Socio Straniero della Società Olandese delle

Scienze a Harlem, Socio fondatore della Società Italiana d'Antropologia e di

Etnologia in Firenze, Comm. *, © e dell'Ordine Vandalico di Casa Mecklenburg,

Cav. dell'Ordine del Leone Neerlandese.

Cannizzaro (Stanislao ), Senatore del Regno, Professore di Chimica ge-

nerale nella R. Università di Roma, Uno dei XL della Società Italiana delle

Scienze, Socio della Reale Accademia dei Lincei, Comm. *, UOlz. ©; kb.

Betti (Enrico), Professore di Fisica matematica nella R. Università di Pisa,

Direttore della Scuola normale superiore, Uno dei XL della Società Italiana

delle Scienze, Socio della R. Accademia dei Lincei, Comm. *, Or. Uffiz. ©; #.

Scacchi (xircangelo). Senatore del Regno, Professore di Mineralogia nella

R. Università di Napoli, Presidente della Società Italiana delle Scienze detta

dei XL, Presidente del R. Istituto d Incoraggiamento alle Scienze naturali di

Napoli, Segretario della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche

di Napoli, Socio della R. Accademia dei Lincei, Comm. *, Gr. Uffiz. ©; ^.

Ballada di S. Robert (Conte Paolo), Uno dei XL della Società Italiana

delle Scienze, Socio della R. Accademia dei Lincei.

ScHiAPARELn (Giovanni), Direttore del R. Osservatorio astronomico di

Milano, Uno dei XL della Società Italiana delle Scienze, Socio del R. Istituto

Lombardo di Scienze e Lettere, della R. Accademia dei Lincei, dell'Accademia

Reale di Napoli e dell'Istituto di Bologna, Socio Corrispondente dell'Istituto

di Francia (Accademia delle Scienze, Sezione di Astronomia), delle Accademie

di Monaco, di Vienna, di Berlino, di Pietroborgo, di Stockolma, di Upsala,

della Società de' Naturalisti di Mosca, e della Società astronomica di Londra,

Comm. *, ©; ^; Comm. dell'O. di S. Stanislao di Russia.



XV

ACCADEMICI STRANIERI

Helmholtz (Ermanno Luigi Ferdinando), Professore nella Università di

Berlino, Socio Corrispondente dell' Istituto di Fr-ancia (Accademia delle Scienze

Sezione di Fisica generale).

Dana (Giacomo), Professore di Storia naturale a New Haven, Socio Cor-

rispondence deli Istituto di Francia.

Hofmann (Guglielmo Augusto), Prof di Chimica, Membro della R. Acca-

demia delle Scienze di Berlino, della Società Reale di Londra, Corrispon-

dente dell'Istituto di Francia (Accademia delle Scienze^ Sezione di Chimica).

Chevreul (Michele Eugenio), Membro dell'Istituto di Francia, Gr. Cr.

della L. d'O. di Francia, ecc.

Hermite (Carlo), Membro dell'Istituto di Francia, Uffiz. della L. d'O. di

Francia, ecc.

JooLE (James) Prescott , della Società Reale di Londra.

Weierstrass (Cai'lo), Professore di Matematica nell'Università di Berlino.

Thomson (Guglielmo), dell'Istituto di Francia, Professore di Filosofia

naturale nell'Università di Glasgow.

Gegenbaur (Carlo), della R. Accademia Bavarese delle Scienze, Pro-

fessore di Anatomia nell Università di Heidelberg.
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CORRISPONDENTI

SEZIONE

DI MATEMATICA PUEA E ASTKONOMIA

De Gasparis (Annibale), Professore d'Astronomia nella

R. Università di Napoli

Tardy (Placido), Professore emerito della R. Univer-

sità di Genova

BoNCOMPAGNi (D. Baldassare), dei Principi di Piombino . Roma

Cremona (Luigi), Professore di Matematiche superiori

nella R. Università di Roma

Caktor (Maurizio) , Professore di Matematica nell'Uni-

versità di Heidelberg

ScHWARz (Ermanno A.) , Professore di Matematica nel-

l'Università di Gottinga

Klein (Felice), Professore di Matematica nell' Uni-

versità di Lipsia

Pergola (Emanuele), Proiessore di Analisi superiore nella

R. Università di Napoli

Beltrami (Eugenio), Professore di Fisica matematica e

di Meccanica superiore nella R. Università di Pavia

Casorati (Felice) , Professore di Calcolo infinitesimale e

di Analisi superiore nella R. Università di Pavia

DiNi (Ulisse), Professore di Analisi superiore nella R. Uni-

versità di Pisa

Tacchini (Pietro), Direttore dell'Osservatorio del Collegio

Romano Roma

Battaglini (Giuseppe), Professore nella R. Università di . Roma

Catalan (Eugenio), Professore emerito dell'Università di . Liegi



XVII

SEZIONE

DI MATEMATICA APPLICATA

E SCIENZA dell'ingegnere CIVILE E MILITARE

CoLLADON (Daniele), Professore di Meccanica .... Ginevra

LiAGRE (J. B.), Segretario Perpetuo della R. Accademia

delle Scienze del Belgio; alla Scuola militare à la Cambre /ireZZe5 (Biiiiellfts)

TuRAzzA (Domenico) , Professore di Meccanica razionale

nella R. Universi tà di Padova

Narddcci (Enrico) , Bibliotecario della Biblioteca Ales-

sandrina di . Roma

PisATi (Giuseppe), Professore di Fisica tecnica nella

Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Roma

Sang (Edoardo), Socio e Segretario della Società di

Scienze ed Arti di Edimborgo

Clausids (Rodolfo), Professore nella Università di . . Bonn

Fasella (Felice), Dirett, della Scuola navale Superiore di Genova

SEZIONE

DI FISICA GENEEALE E SPEKIMENTALE

Weber (Guglielmo), della Società Reale delle Scienze di Gottinga

Fechner (Gustavo Teodoro) Lipsia

Wartmann (Elia), Professore nelI'Univerità di . . . Ginevra

Blaserna (Pietro), Professore di Fisica sperimentale nella

R. Università di Roma

KoHLRAuscH (Federico), Professore nell'Università di . Wùrtzburg

Jamin (Giulio Celestino), dell'Istituto di Francia . . . Parigi

CoRNu (Maria Alfredo), dell'Istituto di Francia . . . Parigi

Felici (Riccardo), Professore di Fisica sperimentale nella

R. Università di Pisa

Rossetti (Francesco), Professore di Fisica sperimentale

nella R. Università di Padova

Serie II. Tom. XXXVI. i
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ViLLARi (Emilio), Professore nella R. Università di . . Bologna

RoiTi (Antonio), Professore nell'Istituto di studi superiori

pratici e di perfezionamento di ... Firenze

WiEDEMANN (Gustavo), Professore nell'Università di . Lipsia

SEZIONE

DI CHIMICA GENEKALE ED APPLICATA

BoNJEAN (Giuseppe) Chambérj

Plantamour (Filippo), Professore di Chimica .... Ginevra

WiLL (Enrico), Professore di Chimica Giessen

BuNSEN (Roberto GugUelmo), Professore di Chimica . Heidelberg

Marignac (Giovanni Carlo), Professore di Chimica . . Ginevra

Péligot (Eugenio Melchiorre), dell'Istituto di Francia . Parigi

Berthei,ot (Marcellino), dell'Istituto di Francia . . . Parigi

Paterno (Emanuele), Professore di Chimica nella Regia

Università di Palermo

KòRNER (Guglielmo), Professore di Chimica organica nella

R. Scuola superiore d'Agricoltura in Milano

Friedel (Carlo) , dell' Istituto di Francia Parigi

Fresenius (Carlo Remigio), Professore a ff^iesbaden

SEZIONE

DI MINEEALOGIA, GEOLOGIA E PALEONTOLOGIA

Meneghini (Giuseppe), Professore di Geologia, ecc. nella

R. Università di Pisa

Studer (Bernardo), Professore di Geologia .... Berna

KoNiNK (Lorenzo Guglielmo di) Liegi

De Zigno (Achille) , Uno dei XL della Società italiana

delle Scienze Padova

Favre (Alfonso), Professore di Geologia . . . . . Ginevra



XIX

KoKSCHAROw (Nicola di), dell'Accademia Imperiale delle

Scienze di Pietroborgo

Ramsay (Andrea), della Società Reale di Londra

Strììver (Giovanni), Professore di Mineralogia nella Regia

Università di Roma

RosENBUSCH (Enrico), Professore di Petrografìa nell'Uni-

versità di Strasborgo

NoRDENSRiÒLD (Adolfo Enrico)j della R. Accademia delle

Scienze di .... Stoccolma

Daubrée (Gabriele Augusto), dell' Istituto di Francia, Di-

rettore della Scuola Nazionale delle Miniere a Parigi

ZiRKÉL (Ferdinando), Professore di Petrografia a . . Lipsia

Des Cloizeaux ( Alfredo Luigi Oliviero Legrand) , del-

l'Istituto di Francia Parigi

Capellini (Giovanni), Professore nella R. Università di Bologna

Stoppani (Antonio), Professore nell' Istituto di studi su-

periori pratici e di perfezionamento in Firenze

SEZIONE

DI BOTANICA E FISIOLOGIA VEGETALE

Trévisan de Saint-Leon (Conte Vittore), Corrispondente

del R. Istituto Lombardo Milano

Candolle (Alfonso De), Professore di Botanica . . . Ginevra

BoissiER (Pietro Ed.), Botanico, della Società di Fisica

e Storia naturale di Ginevra

Gennari (Patrizio), Professore di Botanica nella R. Uni-

versità di Cagliari

Tdlasne (Luigi Renato), dell'Istituto di Francia . . . Parigi

Caruel (Teodoro), Professore di Botanica nell'Istituto di

studi superiori pratici e di perfezionamento in Firenze

Ardissone (Francesco) , Professore di Botanica nella Regia

Scuola superiore d'Agricoltura in Milano



XX

SEZIONE

DI ZOOLOGIA, ANATOMIA E FISIOLOGIA COMPAKATA

De Selys Longchamps (Edmondo) . i Liegi

BuRMEiSTER (Ermanno), Direttore del Museo pubblico di Buenos Aires

Philippi (Rodolfo Armando) Santiago (Chili)

De Cigalla (Conte Giuseppe), Protomedico onorario, nel-

l' isola di Santorino

OwEN (Riccardo), Direttore delle Collezioni di Storia na-

turale al British Museum Londra

KoELLiKER (Alberto), Professore di Anatomia e Fisiologia Wùrtzhurg

De-Siebold (Carlo Teodoro), Professore di Zoologia e

Anatomia comparata nell'Università di Morzaco (Baviera)

MiLNE Edwards (Henri), dell'Istituto di Francia . . Paiigi

Golgi (Camillo), Professore di Istologia, ecc., nella Regia

Università di Pavia

Haeckel (Ernesto), Professore nell'Università di . . . Jena
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CLASSE DI SCIENZE HORAII, STORICHE E FI10L06ICHE

Direttore

Peyron (Bernardino), Professore di Lettere, Bibliotecario Onorario della

Biblioteca Nazionale di Torino, Comm. *.

Segretario Perpetuo

GoRRESio (Gaspare), Senatore del Regno , Prefetto della Biblioteca Na-

zionale, già Professore di Letteratura orientale nella R. Università di Torino,

Membro dell'Istituto di Francia, Socio ordinario della R. Accademia de' Lincei,

Socio Corrispondente della Reale Accademia della Crusca, e della R. Acca-

demia di Scienze e Lettere di Palermo, ecc. , Membro Onorario della Reale

Società Asiatica di Londra, Vice-Presidente della Società di Archeologia e

Belle Arti per la Provincia di Torino, Comm. *, Or. Uffiz. ©; #, dell' 0.

di Guadai, del Mess., e dell' O. delia Rosa del Brasile, Uffiz. della L. d'O.

di Francia , ecc.

ACCADEMICI RESIDENTI

GoRREsio (Gaspare), predetta.

Fabretti (Ariodante)
,
predetto.

Peyrox (Bernardino)
,
predetto.

Vallauri (Tommaso), Senatore del Regno, Professore di Letteratura

latina nella Regia Università, Membro del Consiglio Superiore dell' Istruzione

pubblica , Membro della R. Deputazione sovra gli studi di Storia Patria

,

Socio Corrispondente della R. Accademia della Crusca , del R. Istituto Ve-

neto di Scienze, Lettere ed Arti, e dell'Accademia Romana di Archeologia,

Comm. * e s , Gav. dell'Ordine di S. Gregorio Magno.

Flechia (Giovanni), Professore di Storia comparata delle lingue classiche

e neolatine e di Sanscrito nella R. Università di Torino, Socio della R. Ac-

cademia dei Lincei, UlJiz. *, Comm. e; #.
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Claretta (Barone Gaudenzio), Dottore in Leggi, Socio e Segretario della

R. Deputazione sovra gli studi di Storia Patria, Membro della Società di

Archeoloaia e Belle Arti e della Giunta conservatrice dei monumenti d'Anti-

chità e Belle Arti per la Provincia di Torino, Comm. #, e ©.

Bianchi (Nicomede) , Senatore del Regno , Soprantendente degli Archivi

Piemontesi, Membro della R. Deputazione sovra gli studi di Storia Patria delle

antiche Provincie e della Lombardia , Membro Corrispondente delle Deputa-

zioni di Storia Patria delle Provincie Modenesi, delle Provincie delia Toscana,

dell'Umbria e delle Marche, Membro Onorario della Società storica Svizzera,

della R. Accademia Palermitana di Scienze e Lettere, della Società Ligure di

Storia Patria, della R. Accademia Petrarca di Scienze, Lettere ed Arti in

Arezzo, dell Accademia Urbinate di Scienze, Lettere ed Arti, del R. Ateneo

di Bergamo, e della R. Accademia Paloritana di Messina, Gr. Uffiz. *,

Comm. ©, e Gr. Uffiz. dellO. di S. Mar.

Promis (Vincenzo), Dottore in Leggi, Bibliotecario e Conservatore del

Medagliere di S. M., Membro della R. Deputazione sovra gli studi di Storia

Patria, Membro e "Segretario della Società d'Archeologia e Belle Arti di To-

rino, *, Comm. ©, Gr. Uffiz. dell'O. di Francesco Giuseppe d'Austria, Comm.

deirO. di S. Michele di Baviera e della Corona di Rumenia.

Rossi (Francesco), Adiutore al Museo d'Antichità, Professore d'Egittologia

nella R. Università di Torino, Membro ordinario dell'Accademia orientale di

Firenze, &.

Makìso (Barone D. Antonio), predetto.

Bollati Barone di Saint-Pierre (Federigo Emanuele), Dottore in Leggi,

Direttore dell'Archivio di Stato, detto Camerale, Consigliere d'Amministrazione

presso il R. Economato generale delle antiche Provincie, Membro della R. De-

putazione sopra gli studi di Storia Patiia per le antiche Provincie e la Lom-

bardia , Socio Corrispondente della Società Ligure di Storia Patria, della

Società Colombaria Fiorentina, della R. Deputazione di Storia Patria per le

Provincie della Romagna, e della Società per la Storia di Sicilia, Uffiz. *, ©.

ScHiAPARELLi (Luigi), Dottore aggregato, Professore di Storia antica, e

Direttore della Scuola di Magistero della Facoltà di Lettere e Filosofia nella

R. Università di Torino, Uffiz. *, Comm. ©.

Pezzi (Domenico), Dottore aggregato e Professore straordinario nella

Facoltà di Lettere e Filosofia della R. Università di Torino, @.

Ferrerò (Ermanno) , Dottore in Giurisprudenza, Dottore aggregato alla

Facoltà di Lettere e Filosofia nella R. Università di Torino, Professore di

Storia militare nell'Accademia Militare, Membro della Regia Deputazione sovra
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gli studi di Storia Patria per le aiiticlie Provincie e la Lombardia , e della

Società d'Archeologia e Belle Arti per la Provincia di Toi-ino, Membro Cor-

rispondente della R. Deputazione di Storia Patria per le Provincie di Ro-

magna, e dell' Imp. lustitulo Archeologico Germanico,©, fregiato della Me-
daglia del merito civile di i° ci. della Rep. di S. Marino.

Carle (Giuseppe), Dottore aggregato alla Facoltà di Leggi, Professore

della Filosofia del Diritto nella R. Università di Torino, Socio Corrispondente

della R. Accademia dei Lincei, Comm. ©.

Nam (Cesare), Dottore aggregalo alla Facoltà di Giurisprudenza, Profes-

sore di Storia del Diritto nella R. Università di Torino, Membro della Regia

Deputazione sovra gli studi di Storia Patria, ©

.

Berti (Domenico), Deputato al Parlamento nazionale, Professore emerilo

delle R. Università di Roma, Torino e di Bologna, Socio della R. Accademia

dei Lincei, Socio Corrispondente della R. Accademia della Crusca e del Regio

Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, Gr. Uffiz. *, Gr. Cord. ©; #.

ACCADEMICI NAZIONALI NON RESIDENTI

Carl'tti di Caxtogno (Barone Domenico), Consigliere di Stato, Presidente

della R. Deputazione sovi'a gli studi di Storia Patria, Socio e Segretario della

R. Accademia dei Lincei, Socio Straniero della R, Accademia delle Scienze

]Neerlandese, Socio Corrispondente della R. Accademia delle Scienze di Mo-
naco in Baviera, della R. Accademia Lucchese, dell'Istituto Veneto, della Pon-

taniana di Napoli, Socio Onorario dell'Ateneo di Scienze, Lettere ed Arti

di Bergamo , ecc. Membro del Consiglio degli Archivi, Membro del Consiglio

e del Comitato del Contenzioso Diplomatico, Gr. Uffiz. *, Comm.©, Cav. e

Cons. #, Gr. Cord. dell'O. del Leone Neerlandese e dell'O. d'is. la Cali, di

Sp. e di S.Mar., Gr. Ufliz. dellO. di Leop. del B., dell'O. del Sole e del

Leone di Persia, e del Mejidié di 2^ ci. di Turchia, Gr. Comm. dell'O. del

Salv. di Gr., ecc.

Amari (Michele 'j. Senatore del Regno, Professore emerito dell'Università di

Palermo e del R. Istituto di studi superiori di Firenze; Dottore in Filosofia

e Lettere delle Università di Leida e di Tubinga; Socio nazionale della Reale

Accademia dei Lincei in Roma, Socio delle RR. Accademie delle Scienze in

Monaco di Baviera e in Copenaghen; Socio Straniero dell'Istituto di Francia

(Accademia delle Iscrizioni e Belle Lettere), Socio Corrispondente dell'Acca-

demia delle Scienze in Palermo, della Crusca, dell'Istituto Veneto, della Società

Colombaria in Firenze, della R. Accademia d'Archeologia in Napoli, delle Acca-

demie di Scienze, Lettere ed Arti in Lucca e in Modena, della R. Deputazione
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di Storia Patria per le Provincie Parmensi, di quella per le Provincie Toscane,

dell'Umbria e delle Marche, delle Accademie Imperiali di Pietroborgo e di

Vienna e dell'Ateneo Veneto; Socio Onorario della R. Società Asiatica di Londra,

della Società orientale di Germania, della Società geografica italiana , delle

Accademie di Padova e di Gottinga, dell'Accademia di Storia in Madrid; Pre-

sidente Onorario della Società Siciliana di Storia Patria e Socio Onorario della

Ligure, della Veneta e della Società storica di Utrecht; Gr. Uffiz. *, e Gr.

Cr. ©, Gay. e Gens. #, Cav. deWOrdre poui- le Merite di Prussia; dell'Ordine

imperiale della Rosa nel Brasile; Cav. di Gran Croce dell'Ordine di N. S. della

Guadalupa nel Messico.

Reymond (Gian Giacomo), già Professore di Economia politica nella

Regia Università, * .

Ricci (Marchese Matteo) , Socio Residente della Reale Accademia della

Crusca , Ulliz. * , a Firenze.

MiNEiiviNi (Giulio), Bibliotecario e Professore Onorario della Regia Uni-

versità di Napoli, Segretario generale Perpetuo dell'Accademia Pontaniana,

Socio Ordinario della Società R. di Napoli , Socio della R. Accademia dei

Lincei, Corrispondente delT Istituto di Francia (Accademia delle Iscrizioni

e Belle Lettere), della R. Accademia delle Scienze di Berlino, ecc., Ufliz. *,

e Comm. ®, Cav. della L. d O. di Francia, dell'Aquila Rossa di Prussia, di

S. Michele del Merito di Baviera, ecc.

De Rossi (Comm. Giovanni Battista), Socio Straniero dell'Istituto di Francia

(Accademia delle Iscrizioni e Belle Lettere), e della R. Accademia delle

Sciente di Berlino e di altre Accademie, Presidente della Pontificia Acca-

demia Romana d'Archeologia.

Canonico (Tancredi), Senatore del Regno, Professore, Consigliere della

Corte di Cassazione di Roma e del Consiglio del Contenzioso diplomatico,

Uftìz. *, e Comm. ©.

Cantò (Cesare), Membro effettivo del R. Istituto Lombardo, Direttore

dellArchivio di Stato di Milano, e Soprantendente degli Archivi Lombardi,

Socio delle Accademie della Crusca, dei Lincei, di Madrid, di Bruxelles, ecc.
;

Corrispondente dell'Istituto di Francia e d'altri, Gr. Uffiz. *, e Comm. e,

Cav. e Cons. #, Comm. dell' O. di C. di Port. , Gr. Ufiìz. dell' O. della Gua-

dalupa, ecc.. Officiale della Pubblica Istruzione e della L. d'O. di Francia, ecc.

Tosti (D. Luigi), Abate Benedettino Cassinese, Socio Ordinario della Società

Reale delle Scienze di Napoli, Sopraintendente generale dei monumenti sacri

del Regno d'Italia, Vice-Archivista della S. Sede.
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ACCADEMICI STRANIERI

MoMMSEN (Teodoro), Professore di Archeologia nella R. Università e

Membro della R. Accademia delle Scienze di Berlino, Socio Corrispondente

dell'Istituto di Francia (Accademia delle Iscrizioni e Belle Lettere).

MtJLLER (Massimiliano), Professore di Letteratura straniera nell'Università

di Oxford, Socio Straniero dell'Istituto di Francia (Accademia delle Iscri-

zioni e Belle Lettere).

Renier (Leone), Membro dell'Istituto di Francia (Accademia delle Iscri-

zioni e Belle Lettere), Uffiz. della L. d'O. di Francia.

Egger (Emilio), Professore alla Facoltà di Lettere di Parigi, Membro del-

l'Istituto di Francia (Accademia delle Iscrizioni e Belle Lettere), Uffiz. della

L. d"0. di Francia.

Bancroft (Giorgio), Corrispondente dell'Istituto di Francia (Accademia

delle Scienze morali e politiche).

De 'Witte (Barone Giovanni Giuseppe Antonio Maria), Membro dell'Isti-

tuto di Francia (Accademia delle Iscrizioni e Belle Lettere).

Gregorovius (Ferdinando) , Membro della R. Accademia Bavarese delle

Scienze in Monaco.

Ranke (Leopoldo), Membro della R. Accademia delle Scienze di Berlino,

e Membro Straniero dell'Istituto di Francia (Accademia delle Scienze morali

e politiche).

Meyer (Paolo), Professore delle lingue e letterature dell'Europa meri-

dionale nel Collegio di Francia, Direttore àeWEcole des Charles, Cav. della

L. d'O. di Francia.
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CORRISPONDENTI

I. — SCIENZE FILOSOFICHE.

JouRDAiN (Carlo), dell'Istituto di Francia Parigi

Rendu (Eugenio) Parigi

Mamiani (Terenzio), Senatore del Regno Roma

BoNATELLi (Francesco), Professore di Filosofia teoretica

nella R. Università di Padova

Ferri (Luigi), Professore nella Regia Università di . Roma

II. — SCIENZE GIURIDICHE E SOCIALI.

Lampertico (Fedele), Senatore del Regno Roma

Serafini (Filippo) , Professore di Diritto romano nella R.

Univeisità di Pisa

Serpa Pimentel (Antonio di) Madrid

RoDRiGUEz DE Berlanga (Manuel) Madera

HI. — SCIENZE STORICHE.

Michel (Francesco) Bordeaux

Reumont (Alfredo Di), Corrispondente dell'Istituto Ve-
j Borcette

neto di Scienze, Lettere ed Arti i
(presso Aquisgrana)

Krone (Giulio) Vienna

Sanguinetti (Abate Angelo), della R. Deputazione sovra

gli sludi di Storia Patria Genova

Champollion-Figeac (Amato) Parigi

Adriani (P. Giambattista), della R. Deputazione sovra gli

studi di Storia Patria Cherasco

Daguet (Alessandro) 1
Neuchàtel

' ' (Svizzera)
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Perrens (Francesco) . Parigi

Campori (Marchese Giuseppe) Modena

Haulleville (Prospero De) Brusselle

ViLLARi (Pasquale), Professore nell' Istituto di studi su-

periori pratici e di perfezionamento in ........ Firenze

GiESEBRECHT (Guglielmo), dell'Accademia Bavarese delle

Scienze in Monaco

De Leva (Giuseppe), Professore di Storia moderna nella

R. Università di Padova

Sybel (Enrico Carlo Ludolfo Di), Direttore dell'Ar-

chivio di Stato in Berlino

Gachard (Luigi Prospero), Socio della R. Accademia delle

Scienze del Belgio Brusselle

Wallox (Alessandro), Segretario perpetuo dell'Istituto di

Francia (Accademia delle Iscrizioni e Belle Lettere) . . . Parigi

Taine (Ippolito), dell'Istituto di Francia Parigi

RiANT (Conte Paolo), dell'Istituto di Francia . . Parigi

IV. — ARCHEOLOGIA.

Henzen (Guglielmo) Roma

BoissiEu (Alfonso De) . .
' Lione

ingaWieseler (Federico) Gotti

Palma di Cesnola (Conte Luigi) New-York

GozzADiM (Giovanni), Senatore del Regno Bologna

Rawlinson (Giorgio), Professore nella Università di . Oxford

Garrucci (P. Raffaele), della C. d. G Roma

FioRELU (Giuseppe), Senatore del Regno Roma

CuRTiDS (Ernesto), Professore nell'Università di . . . Berlino

BiRCH (Samuele), Conservatore delle Antichità orientali, ecc.,

e delle Collezioni etnografiche del Museo Britannico in . Londra
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V. — GEOGRAFIA.

Negri (Barone Cristoforo), Console generale di i* Classe,

Consultore legale del Riinistero per gli atTari esteri . . . Torino

KiEPKRT (Enrico), Professore nell'Università di . . . Lipsia

PiGORiNi (Luigi), Professore di Paleoetnologia nella Regia

Università di Roma

VI. — LINGUISTICA E FILOLOGIA ORIENTALE.

KREHr. (Ludolfo) Dresda

Renan (Ernesto), dell'Istituto di Francia Parigi

SouRiNDRO MoHUN Tagore Calcutta

Ascoli (Isaia Graziadio), Piofessore nella R. Accademia

scientifico-letteraria di Milano

Weber (Alberto), Professore nell'Università di . . . Berlino

WiTHKEY (Guglielmo), Professore nel Collegio Yale . New Haven

Kerbaker (Michele), Professore di Storia comparata delle

lingue classiche e neolatine nella R. Università di . . . . ISapoli

VII. — FILOLOGIA, STORIA LETTERARIA E BIBLIOGR.IFIA.

Franceschi-Ferrucci (Caterina), Corrispondente della

R. Accademia della Crusca Pisa

Silorata (Pietro Bernabò), Prof., Comm Roma

LiNATi (Conte Filippo) Parma

CoMPARETTi (Domenico), Professore nell'Istituto di studi

superiori pratici e di perfezionamento in Firenze

Curtius (Giorgio), Professore di Filologia greca nell'Uni-

versità di Lipsia
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MUTAZIONI
avvenute nel Corpo Accademico dal \° Gennaio 4 884

al i' Gennaio i885

ELEZIONI

SOCI.

Spezia (Giorgio) , eletto Socio Nazionale residente della Glasse di Scienze

fisiche, matematiche e naturali il i5 Giugno i884-

GiBELn ( Giuseppe) ,
id. id. id.

WiEDEMANN (Gustavo), clctto Corrispondsnte della Classe di Scienze fisiche,

matematiche e naturali (Sezione di Fisica generale e sperimentale), id. id.

Tacchini (Pietro), eletto Corrispondente della Glasse di Scienze fisiche,

matemaliche e naturali (Sezione di Matematica pura e Astronomia) il i4 Di-

cembre 1884.

Battaglini (Giuseppe), id. id. id.

Catalak (Eugenio), id. id. id.

Fasella (Felice)

,

id. id. (Sezione di Matematica

applicata e Scienza dell'Ingegnere civile militare).
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MORTI

11 Gennaio 1884.

Giuliani (P. Giambattista), Corr-ispondente della Classe di Scienze mo-

rali, storiche e filologiche (Sezione di Filosofia, Storia letteraria e Bibliografia),

17 Gennaio 1884.

Schlegel (Ermanno), Con'ispondente della Classe di Scienze fisiche,

matematiche e naturali (Sezione di Zoologia, Anatomia e Fisiologia comparata.

11 Marzo 1884.

Sella (Quintino), Socio Nazionale non residente àeWst. Classe di Scienze

fisiche, matematiche e naturali.

24 Marzo 1884.

MiGNET (F. A. Alessio), Socio Straniero della Classe di Scienze morali,

storiche e filologiche.

11 Aprile 1884.

Dumas (Giovanni Battista), Socio Straniero della Classe di Scienze fisiche,

matematiche e naturaU.

12 Maggio 1884.

WuKTz (Adolfo), Con'ispondente della Classe di Scienze fisiche, mate-

matiche e naturali (Sezione di Chimica generale ed applicata).

18 Maggio 1884.

Delponte (Giovanni Battista), Direttore della Classe di Scienze fisiche,

matematiche e naturali.
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2 Giii-no 1884.

Franceschi (Giovanni), Corrispondente della Classe di Scienze fisiche,

malematiclie e nalurali (Sezione di Zoologia, Anatomia e Fisiologia comparata).

11 LuL'lio 1884.-p

Lepsius (Riccardo), Corrispondente della Classe di Scienze morali, sto-

riche e lìlologiche (Sezione di Archeologia).

13 Luglio 1884.

RicHELMY (Prospero), Socio della Classe di Scienze fisiche, matematiche

e natm'ali, e Vice-Presidente dellAccndemia.

la nolle del 30 Agosto 1884.

Odorici (Federico), Corrispondente della Classe di Scienze morali, sto-

riche e filologiche (Sezione di Scienze storiche).

25 Ottobre 1884.

Castigliano (Alberto) , Corrispondente della Classe di Scienze fisiche,

matematiche e natm'ali (Sezione di Matematica applicata, e Scienze dell'Inge-

gnere civile e militare).

.... Ottobre 1884

Begmer (Adolfo), Corrispondente della Classe di Scienze morali, storiche

e filologiche (Sezione di Filologia, Storia letteraria e Bibliografia).

Dicembre 1884.

RuppEL (Guglielmo Edoardo), Corrispondente della Classe di Scienze

fisiche, matematiche e naturali (Sezione di Zoologia, Anatomia e Fisiologia

comparata).

Pt-ANTAMOUR ( Emilìo) , Corrispondente della Classe di Scienze fisiche,

matematiche e naturali (Sezione di Matematica pura e Astronomia).
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STUDIO SULLE (JUADRICBE

IN UNO SPAZIO LINEARE

AD UN NUMERO QUALUNQUE DI DIMENSIONI

MEMORI A

DI

CORRADO SEGRE

Approvata nell' adunanza 18 Novembre 1883

PREFAZIONE"

Die mathemalìschen Untersuchungeii iiber Mannigfallig-
keiten mit belifbig vielen Dimensìonen wùrden allerdings

sofoct geometcische Verwentlung tinden, wenn die Vorslellung

ric'hUg ^^àl•e, — aber ihr Werlh und ihre Absìchl rubt gànzlìch
unabhàngig von dieser VorstelluDg, in ihrem eigenen matbe-
malischen lohalte.

(Felix Klbin. — yergleicTiende Berlrachtungen liiber neuere
geomelrische Forschungen.— Erlangen, H872, S. 43).

nie Liniengeomelrie ist wie die Geometrie aut einer M^ u)
des Ks.

(Klein. — Ueber Liniengeomelrie und metrische Geometrie.
Malhemalische Jnnaien, Bd. V, S. 261).

Il presente lavoro è diviso in tfe parti distinte : le prime due riguardano

la geometria di uno spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni

e studiano in un tale spazio la prima le proprietà proiettive di una qua-

drica, la seconda quelle di un fascio (o schiera) di quadriche, delle loro

quartiche d'intersezione, e di quei sistemi di quartiche su una quadrica,

che ho chiamato quartiche omofocali, e che provengono dall'intersezione

di questa quadrica colle quadriche di una schiera a cui essa appartenga.

La terza parte poi riguarda l'applicazione delle teorie così svolte al caso

in cui il numero delle dimensioni dello spazio considerato sia uguale o

(*) Questa prefazione non riguardava soltanto la presente memoria, ma anche quella che verrà

pubblicata in seguito in questo stesso volume e che conterrà le applicazioni dei risultati qui ottenuti

alla geometria della retta e specialmente delle sue serie quadratiche. Queste due memorie costituivano

dapprima, un unico lavoro, presentato dall'autore come dissertazione di laurea alla R. Università di

Torino il 29 Maggio 1883.
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minore di 5, e più precisamente a quelle quadriche rispettivamente a 4, 3j 2

dimensioni con le quartiche in esse contenute, che costituiscono Tordinario

spazio di rette, il complesso lineare e la congruenza lineare di rette, coi

complessi quadratici, congruenze quadratiche e rigate biquadratiche, che in

essi rispettivamente sono contenuti.

La geometria degli spazi ad un numero qualsiasi n di dimensioni ha

preso ormai il suo posto tra i rami della matematica ; e, anche quando la si

consideri all' infuori delle importanti applicazioni alla geometria ordinaria di

cui essa è capace, cioè anche quando l'elemento o punto di un tale spazio

non si consideri come un ente geometrico dello spazio ordinario (e neppure,

il che poi fa lo stesso, come un ente analitico costituito dai valori di n quan-

tità variabili), ma bensì come un ente a sé, la natura intima del quale si lascia

indeterminata, non si può rifiutare di ammetterla come scienza, in cui tutte

le proposizioni sono rigorose, perchè dedotte con ragionamenti essenzial-

mente matematici; la mancanza di una rappresentazione pei nostri sensi

degli enti che essa studia non ha molta importanza pel matematico puro.

Sorta, si può dire, colla celebre memoria del 1854 di Riemann « Ueber

die Hyjìoihesen , welche der . Geometrie zu Grunde liegen » (*) , la geo-

metria ad n dimensioni va sviluppandosi secondo due vie diverse: l'una

riguarda la teoria della curvatura degli spazi e si connette quindi alla

geometria non-euclidea, l'altra invece studia la geometria proiettiva degli

spazi lineari (cioè di curvatura nulla, « ebene Mannigfaltigkeiten » di

Riemann) ed è appunto questa ch'io mi propongo di seguire in questo

lavoro. Essa apre ai cultori della matematica un campo sconfinato di

ricerche piene d' interesse, le quali comprendono come caso particolare

tutta la geometria ordinaria; e si può affermare con sicurezza che da

queste ricerche più generali anche questa trarrà un giovamento immenso.

Le relazioni principali che legano tra loro gli spazi lineari contenuti

in uno spazio lineare ad n dimensioni furono già date completamente da

Clebsch, Jordan, D'Ovidio, e recentemente in modo meno analitico

(*) Bisogna però notare che già prima il Grassmann nella sua « Ausdehnungslehre » del 1844

aveva svolto insieme con altri concetti importanti anche questo; ma la sua opera s'incomincia a stu-

diare solo da poco tempo. li seguente passo assai notevole che si trova in uno scritto del Grassmann

pubblicato nel 18-15 nel o Grunerl's Archilo » (V. la 2" edizione à%\Wi. Ausdehnungslehre von 1844 »,

pag. 277) mostra come nel concetto di quell'acuto scienziato VAusdehnungslehre « fosse appunto

quella clie oggidì chiamiamo « geometria ad n dimensioni « : « Heine Ausdehnungslehre bildet die

« abstrahle Grundlage der Raumlehre {Geometrie), d. h. sie ist die von alien ràumlichen Anschauungen

« gelosie rein mathematische Wissenschaft, deren specielle Anwendung auf den Raum die Raumlehre

« ist a perocché, aggiunge « die Raumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes , nàmlich den

« Raum, zuruchgeht, ist kein Zweig der reinen Mathematìh, sondern eine Anvendung derselben auf

<i die Natur ».
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dal Veronese. Quindi in una breve introduzione mi limito a ricavare

quelle tra queste proprietà, che mi saranno necessarie in seguito. Invece è

incompleto lo studio che finora è stato fatto degli spazi di 2" grado o

quadrìche contenute in quello spazio lineare, specialmente per alcune

questioni, di cui parlerò tra poco. Il lavoro del Veronese, a cui ho fatto

allusione, è una memoria assai importante pubblicata nel voi. xix dei

a Maihematische Annalen^^ (pag. 161-234) e intitolata: ^i Behandlung

« der projeclìvì'schen Verhàltnissen der Rimine von verschiedenen Di-

(( mensìone?i durch das Princip des Projicirens und Schneidens » , nella

quale l'autore apphca il metodo della proiezione centrale in uno spazio ad

Il dimensioni allo studio di molte questioni riguardanti questo, partico-

larmente alla ricerca delle equazioni che legano i caratteri di una curva

(spazio ad una dimensione) algebrica contenuta in quello spazio. Quel

metodo di ricerca era stato introdotto in questa geometria (specialmente

per lo studio della geometria su una quadrica) dai lavori che il Klein

negli anni 1871-1872 pubblicò nelle (>. Nachrichten '>•> di Gottinga e nei

« Mathematische Annalen ^^ , lavori di grande importanza, che avremo

ancora occasione di citare. Già, prima del Veronese, il Clifford aveva

fatto qualche applicazione dei concetti di Klein nella bella memoria del

1 878 a Ori the classification ofLoci » {Philosophioal Transactions, voi. 1 69)

in cui sono scoperte intorno alle curve di uno spazio ad n dimensioni delle

proposizioni generali notevolissime. Ma in essa non sono punto studiate le

quadriche; queste compaiono invece nella memoria del Veronese, ove

hanno però importanza secondaria, sicché vi è toccata solo qualcuna delle

questioni a cui esse danno luogo. Io, in questa dissertazione, non intendo

certamente esaurire la teoria delle quadriche nello spazio ad un numero

qualunque di dimensioni, che questa teoria ha già da se sola una vastità

immensa; ma soltanto di risolvere parecchie delle questioni che si pre-

sentano più spontanee, e specialmente quelle che più m'importano per

le applicazioni che poi intendo farne alla geometria della retta.

Nel § 1 della 1^ parte studio la teoria della polarità rispetto ad una

quadrica dello spazio ad n—\ dimensioni, il che conduce naturalmente

alla considerazione delle quadriche aventi discriminante nullo, cioè spe-

cializzate una più volte come luoghi [coni di varie specie), ovvero come

inviluppi. Nel § 2, prendendo una n upla polare per sistema di riferimento,

dimostro, che ogni quadrica si può in infiniti modi trasformare proietti-

vamente in un'altra, purché siano entrambe ugualmente specializzate, e

ne deduco che le specie di quadriche considerate nel § 1 sono le sole
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specie che, dal punto di vista proiettivo, vi siano da considerare. Nel § 3

stabilisco le proprietà degli spazi lineari tangenti alia quadrica, le varie

equazioni tangenziali di questa, ed il numero e la distribuzione degli

spazi lineari di punti delle varie dimensioni contenuti in una quadrica.

Noto, a proposito del numero di questi spazi, che non è esatto quello

dato dal Veronese, e nel § 4 ottengo di nuovo lo stesso numero di prima,

facendo uso precisamente del metodo usato dal Veronese e che già dissi

esser stato introdotto dal Klein, cioè della proiezione {stereografica) della

quadrica da un suo punto su un piano (vale a dire, su uno spazio lineare

ad w — 2 dimensioni). Nel § stesso approfitto di questa rappresentazione

della quadrica su un piano per cercare le relazioni che passano tra i due

sistemi diversi di spazi lineari a p dimensioni che sono contenuti nella

quadrica ad un numero pari 2 /) di dimensioni. Queste relazioni presentano

diversità tra i due casi di p pari ed impari, diversità che risalta pure in

un importante teorema, che credo nuovo, e che dà il numero dei punti

comuni a due spazi algebrici hp dimensioni contenuti nella quadrica stessa;

questo teorema comprende quindi come casi particolari il teorema di

Ghasles sul numero dei punti comuni a due curve algebriche segnate su

una quadrica ordinaria, ed il teorema di Halphen sul numero delle rette

comuni a due sistemi algebrici di rette. Finalmente nel § 5 dimostro la

possibilità di generare una quadrica ad ?i — 2 dimensioni, mediante le in-

tersezioni degli elementi corrispondenti di due sistemi lineari reciproci di

piani più volte infiniti, proposizione a cui io ero già giunto indipenden-

temente, e che credevo nuova, ma che poi ho trovata, enunciata soltanto,

nella memoria del Veronese.

Viste così le principali proprietà di una quadrica, passo nella 2^ parte

a dedurne le proprietà relative a fasci e schiere di quadriche. Nel § 1

studio la teoria della polarità rispetto ad un fascio di quadriche, il che

conduce a considerare un sistema di spazi lineari ad n— 3 dimensioni

polari dei punti dello spazio, il quale gode di proprietà analoghe a quelle

del complesso tetraedrale di rette nello spazio ordinario. Nel § 2 cerco gli

spazi quadratici e lineari contenuti nella quartica d'intersezione di un fascio

di quadriche, e dalle cose dette nel § 5 della 1' parte deduco il modo di ge-

nerare ogni quartica su una data quadrica mediante le intersezioni di questa

con sistemi reciproci di piani , donde potrò poi dedurre nella 3* parte la

possibilità di generare ogni complesso quadratico mediante due stelle re-

ciproche di complessi lineari. Nel § 3 passo alla classificazione delle quar-

tiche, intersezioni di quadriche; e qui voglio entrare in qualche dettaglio.
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Il problema della riduzione simultanea di due forme quadratiche a

somme di quadrati fu risolto, com'è noto, pel caso più generale da Cauchy

e da Jacobi. Risultava però da questa soluzione che vi sono dei casi in

cui quella riduzione simultanea a somme di quadrati non si può effettuare.

Nasceva quindi la questione se vi fossero forme {canoniche) da sostituire

in tali casi alle somme di quadrati, ed anche quest'altra domanda (a cui

nel caso di due forme quadratiche riducibili a somme di quadrati già si

poteva rispondere): quali condizioni occorrano perchè si possa con una

sostituzione lineare trasformare una coppia data di forme quadratiche in

un'altra coppia data , cioè perchè queste due date coppie si equival-

gano dal punto di vista dell'algebra moderna. Ora il Weierstrass (che

già aveva studiato quest'argomento in una memoria del 1858 dei <.< Mo-
nutsbenclìle » dell'Accademia di Berlino) risolveva completamente queste

questioni anahtiche nella memoria « Zur Theorie der hilinearen und

quadralisichen Foì^men » del 1868 {Monat'^b. di Berlino). Ivi :n fatti con-

siderando i divisori elementari {« Elementartheiìer «) del discriminante

di una forma bilineare o quadratica ottenuta combinando linearmente ad

arbitrio due forme date, il Weierstrass dimostra il seguente importan-

tissimo teorema: « la condizione necessaria e sufficiente afQnchè una

« coppia di forme bilineari o quadratiche si possa trasformare in un'altra

« coppia, e che queste due coppie abbiano gh stessi divisori elementari ».

E per via, nel dimostrare questo teorema, egli è condotto a trovare e ad

usare in luogo di quelle forme certe espressioni più semplici, che si

possono chiamare forme canoniche e godono della proprietà di avere

per coefficienti precisamente le costanti dei divisori elementari, vale a

dire quantità che sono invarianti simultanei della coppia di forme bili-

neari quadratiche (*). Subito dopo la pubblicazione della memoria del

Weierstrass, il Klein nella sua dissertazione inaugurale « Ueber die

« Traìisfoìvnation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades zwischen

« Linien-Coordinaten auf cine kanonische Form « mostrava come essa si

potesse applicare ad una classificazione dei complessi quadratici, e sei anni

dopo (1874) il Weiler faceva completamente questa classificazione basata

sul lavoro di Weierstrass nella memoria: « Ueber die verschiedenen

« Gattimgen der Complexe zweiten Grades « [Mathematische Annalen

(*) I rapporti di queste quantità danno gì' invarianti assoluti della coppia di forme. In parti-

colare se si tratta di forme quadratiche e l'una delle due si considera come assoluto dello spazio

ad n

—

I dimensioni, quegl' invarianti assoluti danno il numero dei parametri che determinano la /'orma

di una quadrica di specie qualunque in quello spazio.
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Bd. VII). Finalmente il Gundel finger nelle sue note alla 3' edizione

(1876) delle « Vorksungen uber Analytifiche Geometrie des Raumes « di

Hess e (F. specialmente pag. 498-525) esponeva con qualche modificazione

la teoria di Weierstrass e l'applicava per ultimo alla classificazione della

qaartica d'intersezione di due qnadriche nello spazio ordinario (*).

Ma tutte queste applicazioni geometriche fatte finora del naetodo ana-

litico di Weierstrass hanno, a mio avviso, un grave difetto: quello di

usare per ciascuno dei casi che può presentare la coppia di forme rispetto

ai divisori elementari una nuova coppia di equazioni canoniche (quelle

incontrate, come dicemmo, dal Weierstrass, e che variano da caso a

caso), studiando sempre su queste, e non su equazioni generali, le pro-

prietà che distinguono il caso che si considera. Insomma, mentre nel

concetto di Weierstrass sembra che il teorema che abbiamo riportato

fosse quello a cui egli dava principalmente importanza, e che le equazioni

canoniche non furono che un mezzo per giungere ad esso, gli scienziati

suddetti hanno posto queste equazioni in prima linea e non hanno cercato

di approfondire invece il significato geometrico di quel teorema analitico.

Ne nasce che le loro classificazioni sono lunghe e penose, e più analitiche

che geometriche. 11 Weiler, particolarmente, dovendo vedere per ciascuna

coppia di forme canoniche delle equazioni di un complesso quadratico

quali siano le particolarità che distinguono questo, è costretto, volta per

volta, a cercarsi nuovamente le equazioni delle rette singolari, l'equazione

in coordinate di punti della superficie singolare mediante una trasforma-

zione ausiliaria di quella coppia di equazioni canoniche tale che il sistema

di riferimento diventi un tetraedro, e così via; cose queste, che sono

gravi difetti per un lavoro, il cui scopo è principalmente geometrico, anzi

è di geometria della retta.

.
Ora, nel § 3 della 2' parte del mio studio, io ho appunto cercato di

approfondire dal lato geometrico quel teorema di Wei ers trass e di dedurre

dalla parte di esso riguardante le forme quadratiche il modo di fare una

classificazione geometrica completa delle quartiche e dei fasci di qnadriche

(*) Uso dei divisori elementari per una classificazione del gruppo di due quadriche ordinarie,

considerate però dal punto di vista della geometria della retta è pure fatto nella interessante me-
moria del Voss " Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flàchen sweiten Grades » (Math.
Ann. Bd. X, 187G). Finalmente il metodo di Weierstrass è ora applicato dal mio carissimo amico
Gino Loria nella sua dissertazione di laurea alla classificazione delle ciclidi, o superficie di quarto
ordine a conica doppia dello spazio ordinario, basandosi sul fatto che una tal superficie si può
rappresentare mediante due equazioni quadratiche tra cinque variabili omogenee (coordinate di sfere),

sicché quella classificazione si può far dipendere dalla classificazione del gruppo di due tali forme
quadratiche.
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in uno spazio ad n—l dimensioni (""). A tal (ine mi baso sulle cose che

prima ho svolto in generale intorno alle qnadriche specializzate e trovo

che ogni specie di fascio di qnadriche (cioè ogni distribuzione di divisori

elementari) è caratterizzata : T dal numero delle qnadriche specializzate

1, 2, 3,... volte che esso contiene; 2° dalla posizione che ognuna di queste

quadriche ha rispetto alle altre quadriche del fascio. Il riconoscere questa

posizione dal solo esame dei gradi dei divisori elementari relativi alla

quadrica specializzata che si considera è forse la cosa più difficile ; tuttavia

io ho trovato alcune regole generali che bastano per quello scopo, come

mostrano poi le applicazioni che ne faccio nel § 4 ad una classificazione

completa della quartica intersezione di quadriche nello spazio ordinario,

e nella 3^ parte del mio lavoro ad una nuova classificazione dei complessi

quadratici. Nello stesso tempo che ho trovato che cosa siano le varie specie

di quartiche nello spazio ad n—\ dimensioni, il teorema di Weierstrass

mi dà per ciascuna specie gl'invarianti assoluti ad essa relativi, dei quali

assegno un'interpretazione geometrica semphcissima ('*).

Nel § 5 studio la schiera di quadriche e la sviluppabile ad essa cir-

coscritta; le singolarità a cui questa può dar luogo nello spazio ad ìi — l

dimensioni, sono un primo esempio della estensione immensa che deve

prendere la teoria delle singolarità delle superfìcie quando dallo spazio

ordinario si passerà allo spazio ad un numero qualunque di dimensioni.

Finalmente, nel § 6, studio la geometria delle quartiche segnate su

una quadrica fissa, e particolarmente i sistemi di quartiche omofocali ;

questi sistemi danno luogo a vari spazi si?igoiari sulla quadrica fissa, i

quali per lo spazio ordinario sono costituiti soltanto dalle 8 generatrici

tangenti comuni di tutte le quartiche, mentre nella geometria della retta

forniranno le rette singolari (dei vari ordini) di una serie omofocale di

complessi quadratici.

(*) Applicando invece il teorema di Weierstrass in tutta la sua generalità, cioè per le forme

bilineari, si ottiene una classificazione delle coppie di connessi bilineari, vale a dire delle omografie

in uno spazio ad «. — 1 dimensioni. Di questa classificazione mi occuperò forse in un altro lavoro,

mostrando come anche per essa si possa evitare l'uso delle forme canoniche. Per lo spazio ordinario,

e basandosi appunto su queste forme canoniche, questa classificazione insieme con quella del complesso

tetraedrale relativo all'omografia stessa è già stata fatta da Loria.

(") Dalla classificazione delle quadriche in uno spazio ad n— 1 dimensioni si può trarre imme-
diatamente la classificazione di quelle superficie di 4° ordine in uno spazio ad w — 2 dimensioni, che

sono dotate di conica (spazio quadratico ad w— 4 dimensioni) doppia, poiché per avere una tal super-

ficie basta proiettare da un punto qualunque dello spazio ad n— 1 dimensioni una quartica su uno

spazio ad n— 2 dimensioni, come risulta dalle cose che vedremo nel 5 4 della 1^ parte. Una serie

di quartiche omofocali su una quadrica viene in questo modo proiettata da un punto di questa, secondo

un sistema ortogonale di superficie di 4° ordine. Questo si riattacca ancora ai lavori citati del Klein

ed anche agli studi noti del Darbocx sulle ciclidi.

Serie H. Tom. XXXVI. B
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Nella 3' parte di questa dissertazione io applico, come già dissi, i

risultati delle prime due parti alla geometria della retta (*).

L'idea di considerare la geometria della retta come quella di una

quadrica a 4 dimensioni in uno spazio lineare a 5 dimensioni si trova,

possiamo dire, in tutti i principali lavori che dalla « Neue Geometrie des

Raumes n di Pliicker (1868-69) in poi si scrissero sulla geometria della

retta, e più particolarmente negli importanti lavori del Klein e del Ve ss.

Quanto al Klein basti ricordare quel bellissimo scritto « Uebe?' Linien-

geometrie und metrische Geometrie » {Math. Ann. Bd. V), che in poche

pagine contiene un gran numero di concetti fecondi, di cui alcuni già

abbiamo citati. Però, sebbene Tidea non sia nuova, pure si può dire, se

ben si osserva, che essa non fu ancora posta sistematicamente ad effetto.

Si noti inoltre che la teoria dei complessi quadratici svolta dal Klein

nella sua memoria , ormai classica : « Zur Theorie der Complexe erslen

und zweiten Grades » {Math. Ami. Bd. Il) si basa quasi sempre sulla

possibilità della riduzione delle due equazioni di un complesso quadratico

a somme di quadrati, cioè sulla esistenza di 6 complessi lineari fonda-

mentali pel complesso quadratico e a due a due involutori ; e quindi ces-

sano di valere nella massima parte dei casi le dimostrazioni ivi date,

quando il complesso quadratico non sia più quello generale. In particolare

non si conosce più nulla intorno alla serie (omoFocale) dei complessi qua-

dratici aventi la stessa superGcie singolare, intorno ai complessi lineari

fonda^mentali, cioè rispetto ai quali il complesso quadratico corrisponde a

se stesso, e via dicendo.

Ora a me è riuscito, considerando appunto la geometria della retta come

quella di una quadrica a 4 dimensioni in uno spazio lineare a 5 dimensioni,

di fare la teoria generale del complesso quadratico , della sua superficie

singolare, della sua serie omofocale, dei suoi complessi Uneari fondamen-

tali, ecc., qualunque sia la specie del complesso quadratico; ed anzi così

facendo io trovo parecchie proprietà che distinguono tra loro le varie specie,

mentre il Weiler si era quasi soltanto occupato nella sua classificazione

delle proprietà che distinguono le superficie singolari : io ottengo pure

queste proprietà, ma colla pura geometria della retta e non col cercare,

come fa il Weiler, ogni volta l'equazione di quella superficie in coor-

dinate di punti. Insieme con questo studio faccio pure quello analogo per

(") È questa terza parte della nostra dissertazione che, come già avvertimmo, verrà pubblicata

in un'altra memoria — ^Gennaio 1884).
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le congruenze quadratiche e per le rigate biquadratiche, considerando il

complesso e la congruenza lineari di rette, come quadriche risp. a 3 ed

a 2 dimensioni.

Nel § I
,
partendo dalla definizione della retta, giungo alle proprietà

più semplici di questa e del punto e piano dello spazio ordinario. Questi

due enti, punto e piano, compaiono nella geometria della retta come l'ana-

logo dei due sistemi di generatrici di una quadrica ordinaria, e su ciò

appunto si bàsa la legge di dualità. Punti e piani sono cioè le due specie

diverse di sistemi lineari doppiamente infiniti di rette, come i fasci sono

i sistemi lineari semplicemente infiniti ; e questo modo d' introdurre i

punti e i piani nella pura geometria della retta presenta molti vantaggi,

ed è il solo che sia veramente logico. Nel § 2 ottengo come caso parti-

colare della geometria di una quadrica nello spazio ad n — \ dimensioni

la teoria dei complessi e congruenze lineari e delle rigate quadriche, i

loro casi speciali e la relazione d' involuzione tra essi. Nel § 3 do un breve

cenno sulla teoria generale delle rigate e considero specialmente le rigate

cubiche e quartiche, come quelle che sono importanti anche nel seguito

del lavoro. Nel § 4 entro finalmente nella teoria del complesso quadratico,

della congruenza quadratica e della rigata biquadratica, le cui proprietà si

ottengono come casi particolari da quelle delle quartiche ad un numero

qualunque di dimensioni. Sono subito condotto in questo modo a consi-

derare rispettivamente i complessi lineari, le congruenze lineari e le

rigate quadriche che sono fondamentali per quelle serie quadratiche

di rette. Inoltre, il § 2 della it parte, conduce immediatamente alla gene-

razione del complesso quadratico mediante stelle reciproche di complessi

lineari, della congTuenza quadratica e della rigata biquadratica mediante

fasci proiettivi risp. di congruenze lineari e di rigate quadriche. Cosi

trovo pure le rigate quadriche contenute in un complesso ed in una

congruenza quadratici (in numero risp. di oo* e di oo') ed i risultati

ottenuti, concordano perfettamente con quelli ottenuti per tutt' altra via

dallo Schur nella sua importante ^^ Inauguro Idissertation » (1879) « Geo-

metrische Untersuchungen iiber Sirahlencomplexe 1 und 2 Grades ».

Ottengo anche immediatamente quaH sono i complessi quadratici gene-

rabili con fasci proiettivi di complessi lineari. Nel § 5 studio la polarità

rispetto ad un complesso quadratico e sono condotto assai semphce-

mente ad alcune proposizioni dovute allo Schur e ad altre del Berti ni

e di Klein. Cito particolarmente il teorema sulle rette che sono polari

delle loro polari: il Klein nella memoria citata lo aveva solo enunciato
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pel complesso quadratico più generale : a me riesce di darne una dimo-

strazione semplicissima colle solite considerazioni della pura geometria

della retta, dimostrazione che si estende anche a tutti i casi che può pre-

sentare il complesso. Nel § 6 considero le rette singolari dei vari ordini

di un complesso quadratico qualunque, la superficie singolare e la serie

omofocale. I complessi quadratici di questa serie hanno tutti la stessa

superficie singolare, ma, com'io noto, non in tutti i casi questa basta a

determinare la serie. Quello che importa veramente considerare in una

serie omofocale sono, più ancora che la superficie singolare, quelle che io

chiamo focali e che possono essere congruenze quadratiche o rigate biqua-

dratiche, quaterne di rette. Esse danno tutte le principali proprietà della

serie omofocale di complessi quadratici, la classificazione di questi, i loro

invarianti assoluti, ecc., e sono l'analogo in un certo senso delle coniche

doppie della sviluppabile circoscritta ad una schiera di quadriche nello

spazio ordinario e dei vertici di coni quadrici in cui questa sviluppabile

può degenerare. Per ogni specie di complessi quadratici e quindi di loro

serie omofocale mostro , come si ottenga immediatamente il grado di

questa serie, cioè il numero dei complessi di essa passanti per una retta

arbitraria dello spazio (numero che è ^ 4) ed anche il numero degl'in-

varianti assoluti di ogni complesso e della serie omofocale, e quale sia

il significato geometrico di questi invarianti assoluti. Tutti questi risultati

sono nuovi. Indi, considerando la superficie singolare dimostro in due modi

diversi, che mi paiono assai notevoli, il teorema di Klein sull'uguaglianza

dei rapporti anarmonici dei 4 punti e 4 piani singolari passanti per una

retta arbitraria, ed anche un teorema semplicemente enunciato dal Voss,

che lo completa. Poscia mostro in quali relazioni stanno le rette singolari

dei vari ordini dei complessi quadratici omofocali colla superfìcie singo-

lare di questi, qualunque ne sia del resto la specie.

Indi faccio le ricerche analoghe a quelle dei §§ 5 e 6, nel § 7 per le

congruenze quadratiche e nel § 8 per le rigate biquadratiche. Nel § 7 ,

dopo la teoria della polarità rispetto ad una congruenza quadratica, teoria

già svolta in parte dallo Schur nel lavoro citato, passo a considerare la

superficie focale della congruenza quadratica, la quale, qualunque sia la

specie di questa è sempre (come io ho dimostrato) superficie singolare

per una serie omofocale di complessi quadratici. E qui si presentano le

rette singolari di 1° e 2° ordine di una congruenza quadratica, la curva

singolare di questa (analogo della superficie singolare di un complesso

quadratico), e la serie omofocale di congruenze quadratiche contenute iu
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un complesso lineare, colle sue focali (rigate biquadratiche, o, per ecce-

zione, quaterne di rette). La teoria di questa serie omofocale è nuova ;

io la ottengo direttamente e quindi da essa si potrebbe ottenere colla

rappresentazione di Noether e di Li e del complesso lineare nello spazio

di punti tutta la teoria del sistema omofocale di ciclidi studiato da Dar-

boux, Moutard, ecc., ed anche i casi particolari di questo sistema. Per

ultimo ritrovo e completo alcune proprietà della congruenza quadratica

dovute al Caporali. Nel § 8 studio la rigata biquadratica, i suoi punti e

piani cuspidali e le sue generatrici singolari, e considero una serie {omo-

focale) di tali rigate, le quali hanno la proprietà di aver comuni punti e

piani cuspidali : tra esse vi sono in generale 4 rigate quadriche doppie,

che sono precisamente le rigate quadriche fondamentali di tutte quelle

rigate biquadratiche. Ognuna di queste ha comuni colle 4 rigate quadriche

fondamenlah 4 quaterne di rette, che sono generatrici iperboliche di

quella rigata biquadratica; già il Voss aveva dimostrato che il numero

di queste generatrici è 16, ma io mostro pure in tal modo come esse si

raggruppano.

Finalmente, nel § 9, tratto la classificazione dei complessi quadratici,

la quale comprende quella delle congruenze quadratiche e rigate biqua-

dratiche, e viceversa è data (quasi completamente) dalla classificazione di

queste. Da tutta la teoria svolta nei §§ precedenti risultano varie proprietà

caratteristiche delle diverse specie di complessi quadratici, e queste specie

vengono ad avere una divisione in classi assai naturale, e che s'accorda

sia colla pura geometria della retta, sia colle particolarità della superficie

singolare come luogo di punti e inviluppo di piani. Evito così i difetti

che ho rimproverato alla classificazione del Weiler, e correggo alcuni

errori che sfuggirono a questo. Così , ve n' è uno importante che egli fa

sempre per tutta la classe di complessi quadratici, la cui superficie sin-

golare è una quadrica doppia (generale o degenerata) e di cui si sarebbe

accorto se avesse considerato, com'io faccio, la serie omofocale di com-

plessi quadratici e la loro comune quaterna focale. Finisco col notare come

la considerazione degli invarianti assoluti (i quali danno luogo a diversità

tra complessi quadratici di una stessa specie) conduca a trovare le prin-

cipali proprietà che appunto possono distinguere tra loro i complessi qua-

dratici di una stessa specie, mostrando ciò sul complesso di Battaglini,

la cui superficie singolare {teiraedroide di Cayley) ha proprietà, che si

deducono con quella considerazione, da quelle note della superficie di

K u mm e r.
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Quanto al metodo seguito nella presente dissertazione esso è alterna-

tivamente sintetico ed analitico. Avrei potuto seguire puramente il metodo

sintetico, ma così avrei incontrato alcuni inconvenienti, principalmente

quello di non poter piìì cercare del teorema analitico di Weier Strass,

r interpretazione geometrica per la classificazione delle quartiche
; poiché

in questo lavoro la mancanza di tempo non mi consentiva di affrontare

la ricerca sintetica diretta del teorema geometrico, che equivale al detto

teorema analitico, ricerca che si presenta come assai difficile, ma nello

stesso tempo attraentissima, e che farò probabilmente altrove. Così pure

ho dovuto limitarmi in questo studio, salvo qualche breve cenno, alle

quartiche segnate su una quadrica e quindi alle applicazioni ai complessi

quadratici ; ma i metodi svolti si possono applicare -a spazi algebrici qua-

lunque contenuti in una quadrica a più dimensioni e quindi in particolare

ad una teoria sintetica dei complessi, algebrici di rette, dei sistemi di rette

e delle rigate di gradi qualunque; ed anche queste teorie potranno for-

mare oggetto di nuovi lavori. Il campo che rimane da coltivare è immenso,

ma l'interesse che esso presenta non è inferiore alla sua vastità: basti

questo solo esempio della geometria su una quadrica ad un numero qua-

lunque di dimensioni, la quale, quando sia completa, darà come caso par-

ticolare tutta la geometria della retta, ossia la geometria proiettiva dello

spazio ordinario, e darà pure mediante una proiezione (come ingegnosa-

mente notarono Klein e Darboux) tutta la geometria metrica, euclidea

e non-euclidea, dello spazio ordinario.

Torino, 27 Aprile 1883.



15

INTRODUZIONE

1. TJn insieme continuo qualunque di enti, il cui numero sia m volte infinito

(cioè tra i quali ve ne sia in generale un numero finito che soddisfino ad m condi-

zioni semplici qualunque date), dicesi formare uno spazio ad m dimensioni, di cui

quegli enti diconsi elementi.

Uno spazio qualunque ad m dimensioni dicesi lineare quando si possono attri-

buù-e a ciascun suo elemento i valori numerici (reali od imaginari) di m quantità in

modo che, senza alcuna eccezione, ad ogni gruppo arbitrario di valori di queste cor-

risponda un solo elemento di quello spazio, e viceversa ad ogni elemento di questo

corrisponda un solo detei-minato gruppo di valori di quelle. I valori di queste quantità

corrispondenti a quell'elemento si dicono coordinate di questo. Eappresentandole coi

rapporti di m altre quantità ad una (jw+ l)esima, queste costituiranno le m-\-l

coordinate omogenee dell'elemento dello spazio considerato, cosicché ogni elemento di

questo, senza eccezioni, sarà individuato dai rapporti mutui di queste coordinate omo-

genee e servirà viceversa ad individuare questi loro rapporti (*).

In uno spazio lineare ad ni dimensioni è chiaro, che a determinarne ogni elemento

si potranno prendere, invece delle m + 1 coordinate omogenee, altre m + 1 quantità

che siano proporzionali a date funzioni lineari omogenee indipendenti di quelle coor-

dinate, poiché date quelle m -\- 1 quantità saranno pure determinate in modo unico

le w+1 coordinate omogenee o meglio i loro rapporti. Dunque, per definizione, anche

quelle m + 1 quantità si potranno assumere come coordinate omogenee dell'elemento

di quello spazio ; cioè, dato un sistema di coordinate omogenee per gli elementi di

uno spazio lineare, si possono assumere in loro vece come altro sistema di coordinate

omogenee degli stessi elementi delle quantità proporzionali a funzioni lineari omogenee

delle coordinate primitive. Questa sostituzione dicesi trasformazione di coordinate.

Ma, se si considerano invece quegli elementi dello spazio considerato i quali hanno

(*; Va solo fetta eccezione pel caso in cui tutte le coordinate omogenee date sono uguali a 0,

oppure uguali ad « : allora la definizione stessa delle coordinate omogenee prova che non vi è piii

un elemento determinato dello spazio corrispondente a quei valori delle coordinate.
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per coordinate precisamente nel primitivo sistema i valori delle funzioni lineari omo-

genee considerate in cui si sian sostituite le coordinate degli elementi dello spazio, si

ha cosi una corrispondenza univoca, che diremo proiettività, tra questi elementi. Dei

raggruppamenti di elementi dello spazio lineare noi considereremo solo quelle pro-

prietà, che non mutano per una trasformazione qualunque di coordinate, cioè (poiché,

come vedemmo, le due cose si equivalgono) che valgono pure per i raggruppamenti di

elementi che corrispondono a quelli in una proiettività qualunque dello spazio ; vale

a dire noi ne considereremo soltanto le proprietà proiettive.

2. Consideriamo uno spazio lineare qualunque ad n— 1 dimensioni. Chiameremo

punto ogni suo elemento, qualunque ne sia la natura (la quale per noi non ha as-

solutamente importanza). Ogni spazio ad m — 1 dimensioni, i cui elementi siano punti,

sarà perciò contenuto in quello spazio lineare, sicché sarà m ^ n. Tra questi spazi

di punti contenuti nello spazio lineare dato sono notevoli quelli che soddisfano anch'essi

alla condizione della linearità. Indichiamo con x,, x^ ... x„ le n coordinate omogenee

di un punto dello spazio dato ad w— 1 dimensioni, e con y^, y^, ... y^ le ni coor-

dinate omogenee di un punto in uno spazio lineare qualunque ad m— 1 dimensioni

contenuto in quello: è chiaro che per tutti quei punti le coordinate x saranno fun-

zioni omogenee determinate delle y. Noi restringeremo ora il significato dato prima

alla parola lineare e intenderemo per spazio lineare ad m— 1 dimensioni contenuto

nello spazio di punti l'insieme di tutti quei punti le cui coordinate Xi, considerate

in quest'ultimo spazio sono funzioni lineari omogenee date di m parametri </, , y^, ... y^

(mentre nel senso più generale dell'espressione spasio lineare, potrebbe essere lineare

lo spazio costituito dall' insieme di quei punti, anche quando queste funzioni omogenee

date delle y fossero di un grado qualunque). Di qui segue immediatamente che af-

finché le X siano coordinate dei punti di uno spazio lineare ad m — 1 dimensioni oc-

corre e basta che esse soddisfino a certe n —m equazioni lineari omogenee.

Eisulta così come lo spazio lineare ad n — 1 dimensioni dato contenga altri spazi

lineari ad un minor numero di dimensioni, e in qual modo tutti questi si ottengano.

Ogni spazio lineare di punti ad n^l dimensioni, che chiameremo pure per brevità

piano, sarà costituito dai punti le cui coordinate x soddisfano ad una data equazione

lineare omogenea, che dicesi eq;uazione del piano, ovvero dai punti le cui coordinate

si possono rappresentare come funzioni lineari omogenee di altre n — 1 quantità va-

riabili (coordinate dei punti sul piano) . Ogni spazio lineare , ad w — 3 dimensioni

,

si comporrà dei punti le cui coordinate x si possono rappresentare come funzioni

lineari omogenee di altre n— 2 variabili , ossia soddisfano a due date equazioni

lineari omogenee, e quindi anche a quelle oo' che si hanno componendo queste li-

nearmente. E di qui segue che un tale spazio lineare ad m — 3 dimensioni è l' insieme

dei punti comuni, od intersezione, di oo' piani aventi appunto risp. quelle equazioni. In

generale uno spazio lineare ad n— k— 1 dimensioni di punti si comporrà di quei punti

le cui coordinate x si possono rappresentare come funzioni lineari omogenee di n — Zc

nuove variabili, ossia le cui coordinate x soddisfano a k equazioni lineari omogenee

e quindi a quelle c5o*~' che se ne deducono componendole linearmente, donde segue

che un tale spazio lineare di punti può riguardarsi come l'intersezione di co*~' piani.
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3. Indiclieremo con <?"„, ogui spazio lineare di punti ad m dimensioni, cosiccliè

tutti i punti costituiscono un S '„_, , die rappresenteremo semplicemente con S. Un

piano di punti sarà rappresentato da S'„__^, ed un S\ sarà un punto unico. Un

piano qualunque è individuato, come vedemmo, dalla sua equazione 2,- ^j a;, = 0, nella

quale le e,- sono n coefficienti dati. Il piano è dunque individuato da queste n quan-

tità o meglio dai loro rapporti e serve viceversa ad individuarli. Ne segue, per de-

finizione, che i piani di punti dello spazio S lineare ad n — 1 dimensioni si possono

a loro volta considerare come gli elementi di uno spazio 2 pure lineare e ad n — 1

dimensioni; le ^,- saranno allora le coordinate omogenee di un piano considerato come

elemento di 2. Un'equazione lineare omogenea qualunque tra le coordinate S, di un

piano assoggetta questo a passare per un punto fisso, le cui coordinate omogenee sono

i coefficienti delle =, in quell'equazione. Si potrà dunque in questo senso chiamare

quella Vcquasione del j)unto in coordinate di piani. Idue spazii lineari S q 1, aventi

per elementi il 1" i punti, il 2° i piani stanno dunque tra loro in questa mutua

dipendenza che gli spazi lineari ad n— 2 diarensioni contenuti nell'uno sono gli ele-

menti dell'altro spazio e viceversa. Questo dimostra la legge di dualità, cioè da qua-

lunque proposizione dimostrata se ne deduce un'altra che è pur vera facendo in quella

lo scambio delle parole punto e piano.

In particolare valgono dunque ancora le proposizioni dedotte con quello scambio

da quelle del N° precedente. Indicheremo con 2'„ ogni spazio lineare di piani ad

m dimensioni, ed avi'emo allora:

Ogni S\ di punti .è V intersezione comune ad un 2'„_^_j di piani.

Due tali spazi lineari S\ , 2'„_^_j di punti e di piani si diranno spazi congiunti.

4. Dati /^ + 1 punti di un S\_ risulta dal N° 2 che questo è determinato. Se

si indicano con a;/' , a;,'''', ... a;/*"^'^ (dove ^ = 1, ... w) le coordinate di quei punti, è

chiaro che quelle di un altro punto qualunque del S\ sì potranno rappresentare con

dove le quantità l'"\ ?'^\ ...
?''''"'''' varieranno dall'un punto all'altro e si potranno

considerare come le h+ 1 coordinate omogenee di un punto nello spaziò a h dimen-

sioni S' i; considerato.

Similmente dati n— 1—lc piani '£,'
, 'S," , ... ^'"~'~''',

, essi determinano un l'„_^_^

di piani tale, che uno qualunque di essi avrà coordinate che si possono rappresentare con

dove le ),', X ", ... )J"
-'"')

si potranno assumere come coordinate di un piano qualunque

in quel 1'„_^_^. li'S\ di punti congiunto a questo 2'„_^_4 di piani è evidentemente

costituito dai punti x che soddisfano alle n— 1 — h equazioni :

2, r,- x,= , 2,1",- ^,= , . ..
, 2, l,'--''^a;,= .

Dati k-\-\ punti x^'\ yi-'^^, ... a;^*"^'^ soddisfacienti a queste equazioni, cioè

appartenenti al S\, tutti gli altri saranno determinati nel modo detto.

Serie II. Tom. XXXVI.
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Come di o^ni piano od S'„_^ di punti si possono considerare le coordinate e

prendere tutti gli S'„_^ come elementi di uno spazio , diverso da quello di punti

,

così si può fare per gli 3',^ di punti, qualunque sia /; (purché minore di n—1).

Clehsch mostrò in fatti (*) come si possano prendere per coordinate del S\ deter-

minato dai lc-\-l punti a;''\ a;'^^

colla matrice

c'''+'' i determinanti d'ordine /; + ! formati

CO

x,^

{')

{^)

7.'.')

(^)

(*-+) (*+') (*+)

e analogamente si possono avere le coordinate degli spazi lineari di piani determinati

da piani dati. E come ogni tale spazio ha uno spazio congiunto di punti e viceversa,

Clehsch dimostrò che se lo spazio 2\_^_^ di piani congiunto al suddetto S\ è de-

terminato dagli w — 1 — it piani |', B," , ... ^C"- '-*-)^ sicché questi hanno quel S\.

per intersezione, i determinanti della suddetta matrice sono proporzionali ai comple-

mentari della matrice

I'
£'

. . S'

5 2 '^ Z .•••?«

(n

—

I—k) '^ [n—I— A) r («-1-A-)

cosicché le coordinate di un S\ e quelle del 2'^_^_^ congiunto si possono conside-

rare come uguali.

Però queste coordinate di spazii lineari, il cui numero è 1 ) , non sono

più indipendenti tra loro, come le coordinate ' di punti e quelle di piani. Ed invero

il numero degli S\ si riconosce facilmente essere soltanto oo'-*"'"''^""'"''. Quelle coor-

dinate sono effettivamente legate tra loro da certe relazioni quadratiche di cui

(
)^('''+l) (w— ^— 1) — 1 sono indipendenti (**). Di qui segue che lo spazio

costituito dagli St'^ non è lineare, salvo che pei casi di /;= (spazio di punti) e di

Jc=^n—2 (spazio di piani).

5. Due spazi lineari S'^, S'^,, di punti essendo determinati rispettivamente da

«1+1 e m'-\-l punti appartengono, quando sia m-\-ìn'S.n — 2, al ^S '„,^„,._^, de-

terminato da quegli «*+ 5»'4-2 punti, e non hanno evidentemente in generale alcun

punto comune. Ma può accadere in ogni caso, qualunque siano m, m , che quegli

S'„, S'^, abbiano comune un S'^ (essendo a minore di in, m) : siccome allora si

(*) V. Veber eine Fundamentalaufgahe der Invariantentheorie (Abhandluagen der koa. Gesellsohaft

der Wisaenscbaftea zu Gòttingen, XVII Band, 1872) §§ 1 e 2.

{**) Queste relazioni quadratiche furono date dal Prof. D'Ovidio nella memoria « Ricerche sui si-

stemi indeterminati di equazioni lineari a (.'Vtti d9ll'Acc. d. Scienze di Torino, voi. Xll IS77).
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possono prendere su questo w+ 1 tra quegli ni + 1 e tu' + 1 punti die individuano

gli S',„, S'„,,, ,il numero dei punti che detei-minano questi si ridurrà ad vì+m'+l— a,

e pei- essi si può far passare un S'„^^,_^ , il quale conterrà evidentemente quegli S'„^ , S'„,.

Vicevei-sa, se per due spazi lineari qualunque risp. ad m e m' dimensioni si può far

passare uno spazio pure lineare ad m+m'—a dimensioni, quelli si taglieranno (qua-

lunque siano w, m') in uno spazio lineare ad a dimensioni. Ponendo a—m+m'—n+l
potremo dunque dii-e che, in generale, nello spazio S ad n— 1 dimensioni due spazi

lineari S'„,, S'„,, non hanno punti comuni se m+m'<w — 1, altrimenti hanno

comme un S',„+„,,_„+, . In casi particolari però potranno aver comune uno spazio

a maggior numero di dimensioni, ma allora saranno contenuti in uno spazio li-

neare di punti a numero di dimensioni inferiore d'altrettanto ad n—1 (*).

Queste considerazioni si trasportano immediatamente per dualità agli spazi li-

neari di piani contenuti in 2,.

Il Veronese chiama nello spazio S duali due spazi lineari i cui numeri di di-

mensioni m, ni siano tali che m+»»'=:w — 2. Tali sono in particolare il punto

(«; = 0) ed il piano di punti (»;'=« — 2). Quando « è un numero pari esiste uno

n—2
spazio lineare duale a se stesso : quello ad —-— dimensioni. Due spazii lineari duali

di punti non hanno in generale, per quanto dicemmo, alcun punto comune. Possono

però aver comune per eccezione uno spazio lineare (S''^ , ed in tal caso sono contenuti

in un S\_^_^, cioè in uno spazio lineare duale a questo; e viceversa.

6. Xello spazio di punti S ad n— 1 dimensioni diremo che uno spazio qua-

lunque di punti ad m dimensioni S„^ è uno spazio algebrico d'ordine g, quando ogni

spazio lineare di punti ad n— 1—m dimensioni ha in generale comuni con esso g punti.

Indicheremo un tale spazio algebrico, quando vorremo porne in evidenza l'ordine, con

S^^, cosicché gli spazi lineari, essendo di 1° ordine, saranno rappresentati da S'^,

come appunto facemmo finora. Similmente diremo che uno spazio ad ni dimensioni

di piani 2^ è uno spazio algebrico di classe g , ossia è un 3^,„ , se in generale

sono g quei suoi piani che appartengono ad uno spazio lineare qualunque di piani

ad n— 1

—

m dimensioni, cioè che passano per uno spazio lineare qualunque ad m -1

dimensioni di punti. In particolare cliiameremo superficie-luogo o superficie-inviluppo

uno spazio ad n— 2 dimensione di punti o di piani, cosicché il piano sarà una su-

perficie-luogo di 1° ordine ed il punto una superficie-inviluppo di l'' classe. Un'equa-

zione di grado g in coordinate di punti rappresenta una superficie-luogo d'ordine g;

un'equazione di grado g tra le coordinate di un piano rappresenta una superficie-

inviluppo di classe g. Un numero qualunque Jc di equazioni dei gradi g, , g^, . , g^

xa coordinate di punti (o di piani) determinano uno spazio algebrico di punti (o piani)

ad K— 1— A- dimensioni dell'ordine (o classe) g,g^---g^., come si scorge immediata-

mente aggiungendo a quelle equazioni altre n— 1—k equazioni lineari. Tuttavia

(*) Per le considerazioni svolte in questo numero, v. yEaoNESE « Behandlwng der projeciivischen

Yerhdllnissen der Rdume Eon verschiedenen TJimensionen durch das Princip des Projicirens und

Schneidens » Mathematische Annalen, Bd. XIX (V. pag. 163-165).
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TÌ sono spazi algebrici di varie dimensioai non rappresentabili in questo modo con

equazioni.

Due spazi algebrici S„ , S„,, di ordine qualunque non si tagliano in generale se

jj; _l_ )»,'<; ji_ 1 , ma quando in + m'^n — 1 si tagliano in generale in uno spazio al-

gebrico ($'„,+„,/_„+, , il cui ordine sarà il prodotto degli ordini di quelli (*). Di qui

si passa facilmente al caso di un numero qualunque di spazi algebrici.

7. Uno spazio algebrico ad vi dimensioni d'ordine g ha solo comune in generale

con un S'/. un S^^^i,_„+, (supposto m+k^n— 1) ; se quel S',; ne contenesse an-

cora un punto fuori di questo /S'^„+;^_„^_, , taglierebbe 1' S^^ in uno spazio ad una

dimensione (almeno) di più, cioè ad m+ k— n + 2 dimensioni.

Ciò posto cerchiamo quale sia la condizione necessaria e sufficiente affinchè un

(S''„ (che supponiamo non si scinda) sia contenuto in un S'i, essendo i>m e <Cn.

Ogni /S"„_,_„ taglierebbe in tal caso V S^^ in g punti contenuti nel >S'';_,„ in cui

taglierebbe l'^*';. Viceversa, se supponiamo che ogni S" '„_,_„, tagli V S^^ in g punti

di un S\_,„, ne seguirà per le cose premesse che ogni S'^_^ taglierà V S"^ in un

S^, di un 6''i_„^., , che ogni S'„_^_f., lo taglierà in un S^^ di un S\_„,_^.^, e cosi

via; e finalmente che VS^,„ sta in un S\. Dunque la condizione cercata, perchè

questo accada, è che ogni S '„_,_„ tagli 1' ^'^ in g punti di un /S* ',_,„. Ora, siccome

g punti stanno sempre in un S'^_, , così quella condizione è sempre soddisfatta quando

i—m^g— 1, cioè i'^m+g— 1. Possiamo dunque conchiudere la seguente impor-

tante proposizione ('*) :

Ogni S^^ è sempre contenuto in uno spasio lineare ad m+g— 1 dimensioni

(ma può anche stare in uno spasio lineare ad un numero qualunque compreso tra

m ed m + g di dimensioni).

Questo teorema ha molta importanza nello studio degli spazi algebrici a più

dimensioni, perchè fornisce un primo criterio di classificazione per gli spazi di ordine

g dato. Da esso segue immediatamente ponendo 5» = 2 :

Ogni spazio di 2° ordine ad m dimensioni è contenuto in uno spazio lineare

ad m+1 dimensioni.

Ponendo invece m =1 si ha :

Ogni S^^ è contenuto in uno spazio lineare ad un numero di dimensioni non

superiore a g.

Quindi gli 8^, si possono distinguere in g— 1 specie a seconda che stanno in

un S\j, od in un S'g_,, od in un S'g_^, finalmente in un 3\.

(') L'Halphen dimostrò, credo pel primo, questo teorema sull'ordine dell'intersezione di due spazi

algebrici ad un numero qualsiasi di dimensioni , che costituisce un' importante generalizzazione del

teorema di Bézout (V. H.vlphbn, Recherches de geometrie à n dimensions. BuUetin de la Société ma-
thématique de France, tome II, année 1873-74, pag. 40).

(") Questo teorema si trova enunciato senza dimostrazione nel lavoro citato del Veronese, p. 167;

il caso particolare corrispondente ad m= 1 era già stato dato prima dal Clifford nella sua importante

memoria « On the classification of Loci » {Philosophical Transactions 1878, voi. 169, pag. 663-681) alla

pag. 6J4 con una dimostrazione sintetica riprodotta dal Veronese (ibid. pag. 166).
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Ad esempio vi sono 2 specie di /S^ : quella che sta in un S'j e quella che

sta in un S\. Nello spazio ordinario di punti esse sono la cubica sghemba e la cu-

bica piana. — Invece vi sono 3 specie di S\: quella che sta in un S\ ,
quella

che sta in un S\ e quella che sta in un S\. Nella geometria della retta vedremo
,

che esse danno rispettivamente le 3 specie di rigate di 4° grado: quella che sta in

un complesso lineai-e (ed ha una cubica doppia), quella che sta in una congruenza

lineare (ed ha due rette doppie) e finalmente il cono di 4" ordine o la curva piana

di 4' classe.

8. Tutti gli spazi lineari ad uno stesso numero di dimensioni, qualunque siano

i loro elementi , si possono riguardare come identici tra loro, poiché , come già no-

tammo, nello studiarli non si considera la natura di quegli elementi, ma si tien solo

conto della proprietà di linearità e del numero di dimensioni dello spazio formato

dagli elementi stessi. Ne segue, che la teoria delle forme lineari di 1", 2" e 3' specie,

p. e., della retta, del piano e dello spazio ordinario considerati come punteggiati,

essendo già nota, si può farne uso senz'altro per tutti gli spazi lineari ad 1, 2, 3

dimensioni contenuti nello spazio lineare ad n— 1 dimensioni che si vuol studiare in

generale. Quindi si potrà far uso, ad esempio, della teoria della proiettività, dei gruppi

armonici, dell'involuzione, ecc., nelle forme di 1^ specie.
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PARTE PRIMA

GEOMETRIA DI UNA QUADRIGA

§ I-

Polarità. - QuadricTie generali e specialissate.

9. Un'equazione quadratica tra le n coordinate omogenee x, , . .. x^ di punti

(f
{x) = 2,-;t ««. x^Xi^— d (i,Jc— 1,2, ...n), («,,(.= a^,)

rappresenta un -S'\_^ o quadrica nello spazio ad n — 1 dimensioni di punti S.

n (n+ 1
)

Come i coefficienti di quell'equazione sono , così le quadriche dello spazio

V ;, 1 ^- •
'•

• n(n+l) (n—l){n+ 2) .

lineare ad n— 1 dimensioni sono m numero — 1 = ^ volte m-
2 2

[n—1^ (w+ 2)
finito, sicché per ^- punti arbitrari di quello spazio passa in generale una

quadrica determinata (*). •

10. Due punti qualunque x, x diconsi coniugati rispetto alla quadrica y se

sono armonici coniugati rispetto ai due punti in cui 1' S\ che li congiunge taglia y.

La condizione, perchè ciò accada, è che l'equazione

9 (^•+ )w'r')= ,

che determina quei due punti, abbiale due radici uguali e di segno contrario (V. n" 8),

vale a dire è:

(*) In generale soltanto. Per = — — h punti arbitrari dello spazio passano co* quadriche

formanti un sistema lineare h volte infinito di quadriche aventi comune un 5''„_j_j, , che è perfetta-

mente determinato da h-\-\ di quelle quadriche. Quindi gli '-^ — punti, che individuano in

generale una quadrica passante per essi, non devono stare su uno di questi spazi S'„_jt_j altrimenti

la quadrica che li contiene diventa tante volte indeterminata quante sono le unità contenute in h.

Queste sono generalizzazioni di teoremi ben noti sulle quadriche, anzi sulle supei-fioie algebriche, dello

spazio ordinario e si dimostrano come queste.
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Se poniamo

quell'equazione si potrà scrivere :

Quindi dato un punto qualunque x dello spazio, i suoi punti coniugati x rispetto

alla quadi-ica 9 costituiscono un piano, le cui coordinate §, sono date da:

(1) fÌ=^?,(^) (»•=!,...«)
,

e che si dirà piano polare del punto x rispetto a y. Ogni punto x di questo piano

avendo x per un punto coniugato, U suo piano polare passerà per x.

Dalle definizioni date segue pure immediatamente che qualunque spazio lineare S'„

passante per un punto x taglia la quadrica 9 ed il piano polare di x rispetto a 9
secondo una quadiica S'-„_, ed un S'„_, tali che nel S'^x ha quel >S'„,_, per po-

lare rispetto al <S'^„,_,

.

1 1 . Poniamo che il punto x descriva uno spazio lineare qualunque S '„
. Po-

tremo rappresentare le coordinate Xi come funzioni lineari omogenee di m+1 nuove

variabili, e sostituendole nelle equazioni (1) si vede che anche le coordinate ^^ del

piano polare | saranno rappresentate da funzioni lineari omogenee di quelle m+

1

variabili. Dunque i piani polari dei punti di vm S'^ formano un 2'^. Essi hanno

> quindi comune un S',^^_^ di punti (V. n° 3), ed è chiaro che questi sono i punti

coniugati simultaneamente a tutti i punti di quel S'^. Viceversa, i piani polari di

quel S '„_;,_„ di punti formeranno un 1 ',^^_,n composto di tutti i piani passanti per

quel S'^ , sì che i punti del S'„_^_^ avranno per punti coniugati comuni i punti

del S'„. Due tali spazi lineari (duali) di punti S'^, S\_^_^ si diranno polari Vuno

dell'altro rispetto alla quadrica 9.

12. Dalla definizione data del piano polare di un punto x e dalle proprietà

note dei gruppi armonici risulta, che se x giace sulla quadrica 9, il suo piano po-

lare I dato daUe formide (1) passerà pure per x e sarà il piano tangente in ^z; a 9

,

cioè sarà rm piano i cui S\ passanti per x sono quegli S \ che hanno comuni con 9

due punti coincidenti in x, cioè che toccano 9 in questo punto. Viceversa dalle (1)

risultando :

segue che quando un punto ed il suo piano polare sono in posizione unita, il punto

giacerà sulla quadiica s ed il piano sarà quello tangente nel punto a 9.

Ciò posto , se consideriamo un punto qualunque x dello spazio , il suo piano

polare taglierà la quadrica data cu ad n— 2 dimensioni in una quadrica ad n—

3

dimensioni S^,^^ : i piani tangenti a 9 nei punti x di questa passeranno per x, e

viceversa tutti i piani passanti per x e tangenti a 9 la toccheranno in punti di

quel '5^,_3. E più in generale, considerando due spazi lineari di punti S'^, /S''„_i_„,

polari l'uno dell'altro rispetto a 9 ; lisulta, dalle cose dette, che i piani tangenti a 9
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nei punti di questa quadrica
,

posti sull'uno qualunque dei due , sono precisamente

quei piani tangenti di © i quali passano per l'altro. Così un <S''„_3 avendo per po-

lare un ;S'', , e questo tagliando o in due punti, segue che per quel -S'„_3 passano

due soli piani tangenti a (p
(aventi appunto quelli per punti di contatto). Dunque,

in generale, una quadrica oltre a dare coi suoi punti una supei-ficie-luogo di 2° or-

dine , forma co' suoi piani tangenti una superficie-inviluppo di 2^ classe.

13. Vedemmo che ogni punto x dello spazio ha sempre rispetto a a? un piano

polare ^ perfettamente determinato dalle equazioni (1). Viceversa supponiamo che sia

dato il piano ^ e vogliasi vedere se esiste un punto x dello spazio, il quale abbia

I per piano polare. Le equazioni (1), se le ^, si suppongono date e si suppongono

incognite le x^ , formano un sistema di n equazioni lineari omogenee nelle n+1
quantità x^ e o , e servono quindi nel caso più generale a determinare perfettamente,

a meno di un fattor comune, le x^ , cosicché nel caso generale esiste sempre un

punto determinato x avente rispetto a © per polare il piano dato ^, qualunque questo

sia, cioè esiste sempre un determinato ]]olo del piano ^ rispetto a (p. Dicendo Ah, il

subdeterminante complementare dell'elemento a^ nel discriminante

A=

della forma quadratica y, è chiaro che la risoluzione delle equazioni (1) rispetto

alle Xi come incognite condurrà alle formolo :

(2).
P

le quali determineranno nel caso più generale il polo x del piano dato S rispetto

a a. E se poniamo inoltre :

ed in particolare poi:

. $(?)= 2,,4,*,?,=

allora dalle equazioni (1) e (2) seguirà:

7

«1» ?i

l„

<p(x)^pE^^f^^{^);

per cui, se il punto x sta sulla quadi'ica f , cioè se | è piano tangente a questa,

si ha :

$(?) = ,
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laonde quest'equazione quadratica è quella a cui soddisfano tutti i piani tangenti

a o. Quindi ritroviamo che questi piani costituiscono uno spazio di piani ad n— 2

dimensioni di 2' classe 2 „_j

.

14. Però, come notammo, queste cose valgono solo nel caso più generale. Invero

il sistema (1) di n equazioni lineari omogenee nelle n+1 quantità a;, e p, cioè:

(1) P ?.= «,. a;, + ... + «,„ a;,,
,

può dar luogo a casi speciali, i quali si otterranno tutti dalla considerazione dei de-

terminanti d'ordine « formati dalla matrice dei coefficienti :

(3)

?nni

L'annullarsi di uno qualunque di questi determinanti non dà nulla di notevole, salvo

quando quello sia precisamente , cioè il discriminante A ài
f.

Quando questo si annulla, la risoluzione delle (1) dà (== 0, cioè quelle equazioni

verranno a mancare del 1° membro, vale a dire ad essere un sistema di n equa-

zioni omogenee nelle n incognite Xi , sistema però avente il determinante nullo, e che

quindi determinerà un sistema, unico in generale (od infiniti sistemi, in casi pivi spe-

ciali) di valori pei rapporti mutui delle a;, ; ma questo sistema sarà indipendente

dalle §i ,
poiché queste non compariranno più in quelle equazioni. Dunque quando

A^O ad un piano qualunque dello spazio corrisponde in generale come polo ri-

spetto a 9 un punto fisso y determinato dalle n equazioni lineari omogenee:

(i) fl,-.y, + - • • +«,>,2/«= '

(ovvero tutti i punti determinati da queste equazioni se esse formano un sistema in-

determinato) sicché questo punto sarà il solo punto dello spazio pel quale il piano

polare rispetto a o non sia individuato, anzi sia ogni piano dello spazio; come del

resto esprimono appunto le (4) dicendo che le coordinate del piano polare di y hanno

tutte valori nulli.

15. Come già notammo, il sistema delle n equazioni omogenee (4) può anche

essere indeterminato e quindi avere infinite soluzioni. Però ogni punto y soddisfacente

ad esso godrà sempre delle proprietà dette, ed inoltre di quella di essere punto

doppio della quadrica e, cioè di esser tale che qualunque S', passante per esso

taglia o in due punti coincidenti con y. In fatti, dicendo x un punto qualunque dello

spazio, saranno y^+lx^ le coordinate di un punto qualunque del S', che congiunge

X a,à y, e quel punto starà su e se:

=s {ij+ lx)^l'-(p{x) + 2 X» {x, y) +(D (y) .

Serie II. Tom. XXXVI. d
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Ma dalle (4) segue, qualunque sia x:

(D (x
, y) = , ed in particolare <p («/) =r ;

quindi quella condizione diventa semplicemente

ed è quindi soddisfatta soltanto da X^= , se il punto x non è stato preso su (p

.

Ora a ).= corrisponde appunto y neL>S'', rappresentato da y+lx. È dunque pro-

vato l'asserto.

Se il punto X fosse stato preso su y, sicché ffl(a;)=0 , si vede che la condizione

perchè il punto y + 'kx stia su (p sarebbe stata soddisfatta per ogni valore di X .

Dunque abbiamo la seguente importantissima proprietà delle quadriche aventi il di-

scriminante nullo; che congiungendo un punto doppio qualunque della quadrica, ad un

suo altro punto qualunque, si ottiene sempre un S\ tutto contenuto nella quadrica.

16. Ritornando ora alle equazioni lineari, che determinano il punto x avente

un dato piano polare ^ rispetto a o, supponiamo che nella matrice (3) sia nullo

oltre ad A uno qualunque degli altri determinanti d'ordine m; saranno allora nulli

tutti, ed il sistema d'equazioni lineari (1) sarà indeterminato, cioè al piano ^ cor-

risponderanno infiniti poli. Però in tal caso questo piano non è più qualunque, nello

spaziò in generale: dall 'annullarsi di tutti quei determinanti segue che, se le quan-

tità
2/i

si determinano in modo da soddisfare le equazioni (4) sarà pure (finché non

si annullano i subdeterminanti Ai/, di A) :

cosicché il piano | passa pel punto doppio y Ai f .

Viceversa se ^ è un piano qualunque passante per y e quindi soddisfacente a

quest'equazione, esso avrà infiniti poli x. A determinare tutti questi poli basterà

sopprimere una delle equazioni (1) come superflua, e allora rimarranno n— 1 equa-

zioni tra cui eliminando p si hanno »i— 2 equazioni lineari omogenee tra le x^.

Dunque quei poli x formano un S'
, , H quale naturalmente passerà per y, poiché

questo è sempre uno dei poli del piano |. Del resto, che i punti posti su un S\

passanti pel punto doppio y abbiano comune il piano polare rispetto a p si vede

subito notando che le coordinate del piano polare del punto y +'kx sono :

2* «.-A (Vk+ ^%)= ^k «,* yk-\-'^^ai,,X/,=l^' ,

dove ^,- sono le coordinate del piano polare di x. Dunque questo è pui-e il piano

polare di tutti i punti y + lx. Quindi conchiudiamo che una quadrica avente un

punto doppio, e per conseguenza di discriminante nullo, gode della proprietà che

ogni piano dello spazio ha per polo il punto doppio, ma che i piani passanti per

questo hanno infiniti poli costituenti degli S', passanti pure per quello, e viceversa

tutti i punti posti su un S\ passante pel punto doppio hanno rispetto a quella

quadi'ica lo stesso piano polare.
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• In particolare i pirntì della quadrica <p essendo distribuiti, come redemmo, su

degli S\ passanti per y, in tutti i punti di un tale S', la quadrica 9 avrà lo stesso

piano tangente passante per quel S\ e quindi anclie per ìj. I piani tangenti a © in

punti diversi da >/ sono dunque in numero infinito non più n — 2 volte , ma n— 3

volte. Essi formano un 2;\,_3 di piani nel 2'„_^ formato dai piani che passano per y.

Ma anche tutti questi piani , cioè i piani passanti pel punto doppio y , si potranno

evidentemente considerare come tangenti in questo a (p . L'equazione <1)(|)= nel

caso in cui A è nuUo si riduce, per un teorema notissimo, a ^^ = , e rappre-

senta quindi tutti i piani passanti pel punto doppio y, sicché l'inviluppo di 2° classe

formato in generale dai piani tangenti a 9 si riduce appunto in questo caso al-

l'inviluppo di 1" classe, contato 2 volte, dei piani passanti per y. Ciò conferma le

cose dette.

17. Una superficie di 2° ordine può essere più volte specializzata. Noi diremo

che una quadrica è /( volte specializzata come luogo (od anche cono quadrica di

specie li-esima) quando sono nulli il suo discriminante ed i subdeterminanti di questo

degli ordini n— \, n — 2 , ... n— h + 1. Quando la quadrica
(p goda di tal pro-

prietà (e per questo basta che si annullino i subdeterminanti d'ordine n—h+1, il

che si vede facilmente equivalere ad ^ /»(/*+ 1 ) condizioni) allora delle n equazioni

lineari omogenee (4), che determinano il punto doppio y da 9, h saranno conseguenza

delle rimanenti e quindi vi saranno infiniti punti doppi y giacenti nell'intersezione

di n — Ji piani e formanti quindi uno spazio lineare S\_^. Prendendone h qua-

lunque, i quali siano y', y", ..., 2/""^ sarà per i=l , 2 , ... n:

?,(2/') = 0, ?.(/)=0, fi{ì/"")= 0,

e quindi :

. |-.^(x+V2/' +r/ + ...+).'*' 2/(*^) = y,(x), -

il che prova che tutti i punti di un S\ qualunque passante pel S',^_, dei punti doppi

hanno lo stesso piano polare rispetto a 9. Questo piano polare poi passa pel S ,,_,

,

come risulta immediatamente dalla espressione delle sue coordinate ^i ,
giacché, qua-

lunque sia il punto doppio y, sarà :

^i li Vi= 2i yt fi (x) = 2,. X, (pi{y) = .

Un piano qualunque | dello spazio vedemmo avere per poli soltanto i punti y

che soddisfanno le equazioni (4), cioè tutti i punti doppi di 9 , e viceversa ogni punto

doppio ha per piano polare ogni piano dello spazio. Soltanto quei piani § , i quali

passano per tutto lo spazio lineare doppio S\_, della quadrica, hanno poli diversi

dai punti doppi : questi poli formano un S\ passante per quel S ^_, .

18. Se y', y"
, ... z/'*' indicano ancora h punti doppi^qualunque della qua-

drica o h volte specializzata, si ha:

f(x+l'y+ry"+...+ }.""yn = ? (^) >
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e quindi se il punto x sta sulla quadrica (p vi staranno pure tutti i punti

x+l'y+Vy" + +)^^''' 2/^'''
. cioè vi starà tutto YS',, di punti che congiunge

yS\_, doppio di (p al punto x . Tutti questi punti poi avranno comune
, per quanto

vedemmo, il piano tangente, cosicché ogni piano che tocchi o in un punto non doppio

la tocca in un S\ appartenente a © e passante pel S\_^ doppio. Del resto, quando

Zi> 1 ogni piano ^ dello spazio va considerato come piano tangente di o , imperocché

allora è soddisfatta identicamente l'equazione $ (^)^ . Ciò dipende dal fatto che

per 7*> 1 ogni piano contiene un S\_^ di punti doppi, quello cioè in cui esso taglia

VS\-^ ; e quei punti doppi essendo suoi poli
, quel piano sarà tangente in essi a s.

19. Ogni spazio lineare di punti taglia una data quadrica (d, h volte spe-

cializzata secondo una quadrica a minor numero di dimensioni, la quale potrà

essei'e o non specializzata, come meglio vedremo in seguito. In particolare un S'„_,_/,

qualunque taglia w in una quadrica S''„_^_,^, ma non taglia in generale VS\_, doppio

(sicché questa S\,_^_i^ non è in generale specializzata) ; bensì taglia in un punto

unico determinato ogni S\ di f passante per questo <S'',,_, . Quindi dalle cose dette

segue che il cono di specie li dato 'i si può considerare come costituito dagli in-

finiti (oo"~^~*) S\ che congiungono i singoli punti di un S\_^_^ ad un S'i,_, che

non tagli VS'„_,_^ in cui questo è contenuto. Si può dire che esso proietta da

quel S'i,_, , costituito dai suoi punti doppi, la quadrica S\_^_,^ considerata. Vice-

versa ogni S„_^ ottenuto proiettando un S'„_-,_,, di un S'„_,_i^ da un S\_, non

avente alcun punto comune con questo è facile vedere essere una quadrica h volte

specializzata come luogo avente quel 'S''^_, come doppio.

Ora in ogni fascio di S'„_^_/, posti in quel S'„_,_,^ ve ne sono in generale due

soli tangenti alla quadrica S\_^_i^ considerata. Dunque, proiettando dal S '/,_,, si

vede che in ogni fascio di piani passanti per questo S',^_, ve ne sono in generale

due soli i quali tocchino z> in punti non posti su quel S\_, (e quindi la tocchino

ciascuno in un S'/^). Quindi i piani passanti pel S\_, formano un 2
'„_,_,, nel quale

i detti piani tangenti a f costituiscono uno spazio di piani di 2^ classe 2^„_j_,,

.

Esempi di coni quadrici di varie specie furono già da noi incontrati. Se è data

una quadrica qualunque (non specializzata) f nello spazio di punti S, e consideriamo

due spazi lineari di punti polari rispetto a questa, S\_^ e ^'„_,_/, , noi vedemmo

che i piani tangenti ad /'nei punti del S „_,_/, , ad esempio, passano tutti per VS\_,

.

Orbene questi piani costituiscono un 2^„_j_/, nello spazio lineare 2
'„_,_^ dei piani

passanti per l'S',,_,, e sono i piani tangenti di una quadrica di punti ad m— 2 di-

mensioni specializzata h volte, cioè del cono quadiico di specie h che proietta da

quel S\_, la intersezione S\_^_^ di f col S '„_,_/, .

20. Ci rimane a vedere in modo più completo come si riduca la polarità ri-

spetto ad una quadrica <p quando questa è specializzata un numero qualunque h di

Tolte. Già vedemmo che a tutti i punti di un S\ passante pel S\_, doppio di o

corrisponde come polare uno stesso piano passante per questo. Di qui segue imme-

diatamente la seguente proposizione generale: lo spazio lineare di punti S'„_^_,„ polari
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di un S',,, qualunque, per »»<»— 1— A è un S '„_,_„, passante pel S',,_, doppio

è polai-e non solo di quel S'„,, ma di tutto VS'„,^,, che lo congiunge al ^S*';;,, doppio.

Per ìu ^ K — 1 — /; un S'„^ qualunque dello spazio ha solo per spazio polare costante

l'S\_, doppio. Tuttavia quando il dato S'^ ha una posizione speciale rispetto al

S'h-i doppio, giacendo con questo in uno spazio lineare di punti di dimensioni

m'<:vi + h, il suo spazio polare si ridurrà ad un -S''„_,_„.,^,, passante per VS',,_^

doppio. Questo caso si verificherà quando il dato S'^ tagli r^'/,_, doppio in un

S'„,^,_„,_, (V. n" 5).

21. Tra le quadi-iche specializzate, quella semplicemente specializzata corrispon-

dente all'annullai'si del discriminante e non dei suoi subdeterminanti, ci si è presen-

tata prima: essa ha un solo punto doppio. Quelle 2, 3, ... h volte specializzate

hanno risp. un S', , S\, ... S',,_, di punti doppi. Quella specializzata n—é volte ha

un S'„_s doppio e si ottiene proiettando da questo un *S"^ qualunque giacente in

un S'3 non avente punti comuni con quello. Dalle proprietà note di un *S'\ in un

jS"3 , cioè di una quadrica nello spazio ordinario a 3 dimensioni, si potranno dunque

avere colla sola proiezione le proprietà dei coni quadrici di specie n— i nello spazio

ad n— 1 dimensioni. Cosi la quadiica specializzata n — 3 volte si avrà proiettando

dal S'„_^ doppio un /S^, di un /S''^ e se ne avranno immediatamente le proprietà

da quelle delle coniche nel piano ordinario. La quadrica specializzata n — 2 volte si

avi'à proiettando dal <S''„_3 doppio un <S'\ di un S\ , vale a dire una coppia di

punti; e quindi si comporrà di una coppia di piani tagliantisi appunto in quel *S''„_3

doppio. Questo scindersi di una quadi-ica n—2 volte specializzata in una coppia di

piani si potrebbe anche dimostrare analiticamente colla definizione analitica data delle

quadriche specializzate un numero qualunque di volte. Finalmente la quadrica spe-

cializzata n— 1 volte avendo un 5
'„_^ doppio si comporrà tutta di questo piano

contato due volte. Ciò risulta anche dal fatto che allora si annullano tutti i subde-

terminanti di 2° ordine del discriminante della quadrica considerata (p^lai^x^Xf,

,

donde segue immediatamente , che si può porre in genere : «; /t
= e,- c^. , e quindi

^^(ICiXiY , cosicché (D si riduce veramente ad un piano doppio. Non esistono

superficie di 2° ordine ulteriormente specializzate.

22. n principio di dualità stabilito al n° 3 ci permette di enunciare imme-

diatamente le seguenti proposizioni sulle quadriche, come superficie-inviluppi di 2" classe,

corrispondenti a quelle stabilite sulle quadriche come superficie-luoghi di 2° ordine :

Per una quadrica-inviluppo non specializzata vale la teoria della polarità sta-

bilita per le quadriche-luoghi non specializzate. Ma una quadrica può, come inviluppo,

specializzarsi un numero qualunque h di volte (essendo 7j<n) corrispondentemente

all'annullarsi di tutti i subdeterminauti d'ordine n— h+1 del discriminante della

sua equazione-inviluppo. Una quadrica-inviluppo h volte specializzata $ ha un2^_,

di piani doppi, cioè di piani tali che in un fascio 2', qualunque, che ne contenga

uno, coincidano in questo i due piani tangenti di $ che appartengono in generale

ad un fascio qualunque dello spazio. Questi piani doppi hanno per poli rispetto a

tutti i punti dello spazio, e viceversa ogni punto dello spazio ha quei piani per
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polari. Quindi, se ìi =1 i poli dei piani stessi di $ , cioè quelli che diremo punti

dì contatto dei piani stessi formano una quadrica-luogo o, corrispondente all'inviluppo "l",

la quale si riduce ai punti del piano doppio di questo ; e per /» 5> 1 quella quadrica-

luogo comprende tutti i punti dello spazio, cioè ogni punto va considerato come gia-

cente su o (ed avente per piani tangenti quel l'i,_., del 2',,_, doppio di piani che

passa pel punto stesso). Ma ogni piano di <I>, clie non sia doppio, ha un determinato

punto di contatto, il quale è tale per tutto il 1'/, di piani che congiunge quello al

2'/,_, doppio, e sta quindi sul ^'„_,_/, che costituisce lo spazio di punti comune ai

piani doppi. Tutti questi punti del S'„_,_^ , i quali sono punti di contatto di piani

qualunque dello spazio con $, formano nel S'„_,_^ una quadrica di punti /5^„_j_j ,

che diremo micleo di $. I piani di $ costituiscono oo"~^~'' spazi lineari 2',, di piani,

ciascuno dei quali ha comune il punto di contatto e taglia VS'„_,_,, in un S' „_i_,, ,

che è precisamente nel <$'
'„_,_,, quel S',^_^_^ che toccala quadrica-nucleo >S^„_j_a,

in quel punto. La quadrica $ h volte specializzata come inviluppo si può dunque otte-

nere semplicemente fissando nello spazio un S'„_,_,^ e su esso un S'„_^_i^ non spe-

cializzato (per le ragioni che vedremo in seguito)
;
per ogni S'„_^_i, giacente in quello

e tangente a questo passano infiniti piani formanti un 1\: questi oo""^"* 2\ costi-

tuiscono appunto la quadrica $ .

Ogni piano dello spazio , all'infuori dei piani doppi , ha un determinato polo

rispetto a $ : questo polo sta sul S'„_,_/^ ed è su questo il polo dell'intersezione

S'„_^_i, di quel piano rispetto al nucleo S^„_^_j^ di <1>
;

quindi quel polo è lo stesso

per tutto il 2'j di piani che congiunge il piano dato al 2^_, di piani doppi, cioè

-che passa per uno stesso S'^^^_,, del <S"„_,_,, . Quindi, mentre ad un punto qualunque

dello spazio corrispondono come polari rispetto a $ i soli piani doppi di questo,

formanti un 2',,_, , ai punti posti sul S '„_,_,, in cui questi si tagliano corrispondono

dei 2^ (contenenti quel 2',,_,) di piani polari.

La quadrica semplicemente specializzata come inviluppo si riduce come luogo ad

un piano doppio ed ha per nucleo un S\_^ giacente su questo piano. La quadrica

specializzata n— 3 volte come inviluppo ha per nucleo un S"", in un S\; quella

n— 2 volte specializzata si riduce ad una coppia di punti (suo nucleo ) come invi-

luppi di piani ; e finalmente quella n — 1 volte specializzata si riduce ad un punto

contato due volte.

23. Confrontando coi risultati prima ottenuti per le quadriche considerate come

luoghi di punti noi vediamo che: Una quadrica semplicemente specializzata come

luogo (come inviluppo) è specializzata n — 1 volte come inviluppo (luogo) riducendosi

come tale al suo punto (piano) doppio. Una quadrica, luogo od inviluppo, specia-

lizzata un numero di volte > 1 non dà origine risp. ad un inviluppo o ad un luogo

determinato.

Può nascer l'idea che, oltre alle specie così considerate di quadi'iche specializzate,

se ne possano ancora distinguer altre , facendo per esempio , che il nucleo di una

quadrica specializzata come inviluppo venga a specializzarsi a sua volta come luogo.

Ma ciò non può accadere, come ora abbiamo visto, senza che il nucleo stesso si specia-

lizzi pure come inviluppo, e quindi la quadrica stessa (che dal nucleo è perfettamente
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determinata) si specializzi ulteriormente come inviluppo. Del resto
,

per esser certi

di non avere altri casi speciali di quadriche da considerare, all' infuori di quelli già

visti, noi affronteremo ora direttamente la questione.

§ 2.

G-ruppi di punti coniugati rispetto ad una guadrica.

Invarianti di questa.

fk^. Un gruppo di m punti a due a due coniugati rispetto ad una data qua-

drica y , che considereremo soltanto come luogo di punti, si dirà formare una m upla

polai'e rispetto a <s . Esistono sempre infinite n uple polari rispetto ad una quadrica
(f

di uno spazio lineare ad « — 1 dimensioni. In fatti prendasi un punto arbitrario x

dello spazio (il che si può fare in oo"~' modi) e nel suo piano polare rispetto

a o si prenda un punto arbitrario x" (d che si può fare in oo""^ modi) e nella in-

tersezione dei piani polari di x , x" , si prenda un nuovo punto arbitrario x" (oo"""''

modi), e così via, finché su un S\ si prenderà ad arbitrio (oo' modi) un punto a;'"~" il

cui piano polare taglierà quel S\ in un punto x^"'' determinato. Dalla costruzione

fatta risulta chiaramente che gli n punti così ottenuti x , x" , . . . , x^"^ formano una

« upla polai'e rispetto a o, e che viceversa tutte le n uple polari si otteiTanno in

questo modo. Il numero di queste «uple polari è dunque infinito un numero di

M l'ir __ 1 \

voltei=(«-l) + (»-2) + (n-3)+ +1= ^

^
^ .

25. In questo ragionamento si è implicitamente supposto che la superficie di

2° ordine g; non fosse specializzata. Supponiamola ora specializzata h volte, sicché

essa abbia un S\_, di punti doppi. Si possono ancora come dianzi prendere il gruppo

degli n— h punti x , x" , .. . x'-"~'''> nel modo detto, e di tali gruppi ve n'é un nu-

mero (n— 1)+ {n— 2)+ ... +h= -^ volte infinito. Ricordando

che il piano polare di un punto qualunque dello spazio passa pel S\_^ doppio ,
i

piani polari di quegli n— h punti si taglieranno precisamente in questo e non avranno

altri punti comuni. D'altra parte i punti doppi sono coniugati rispetto a (p a tutti

i punti dello spazio. Quindi prendendone h ad arbitrio sul S'/,_, , cioè a;^""*"*"^ , • . • ,

x^"\ ed aggiungendoli ai primi n— h si avrà appunto una n upla polare. Gli ultimi

Ji punti si possono prendere in oo'''-''~'^ modi. Vi è dunque un numero

(„_7i)(n + A_l) ^^_ n{n-l)
,

h{h-l)
2

+h(n-i)-
2 + 2

volte infinito di n uple polari rispetto ad una quadrica /* volte specializzata, tenendo

solo conto di quelle n uple polari che contengono il minor numero possibile di punti

doppi della quadrica, cioè h.
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Se dal S'i,_, doppio si proiettala (n — h) upla polare x'
x'

... a;'""*' che non

comprende alcun punto doppio, si avranno n — h spazi lineari S\ a due a due

coniugati rispetto alla quadi'ica , sì che prendendo ad arbitrio un punto (non doppio)

su ciascuno di essi si avi'à di nuovo una (n — h) upla polare.

26. Dalle cose dette segue, che per qualunque superficie di 2° ordine si può

costrun-e una n upla polare tale, che i suoi n punti si possano prendere come punti

fondamentali (cioè di coordinate tutte nulle , meno una) nel sistema di riferimento

delle coordinate. Allora nell'equazione

(p^la^x^x^^O
,

di quella superficie essendo p. e. coniugati i due punti di coordinate tutte nulle, salvo

risp. la Xi e la X/, , sarà a,;t = ; e questo per tutte le combinazioni possibili ih.

Dunque l'equazione della quadrica riferita a quella sua n upla polare avrà la forma:

a, x\ + a^x\+ . . . + a„x\=0 .

I subdeterminanti d'ordine n— 7i -f- 1 del discriminante di questa forma quadratica

saranno tutti, o nulli, ovvero uguali a prodotti delle quantità «; prese a combinazioni

di n— 7j + 1 . Afiinchè tutti questi subdeterminanti siano nulli, dovranno dunque

annullarsi h di quelle quantità a^ , e ciò sarà pure sufficiente. Dunque la condizione

necessaria e sufficiente perchè la quadrica rappresentata da quell'equazione sia h volte

specializzata è che in quella siano nulli li sufficienti.

27. Siano ora date in due spazii qualunque, l'uno di punti x, l'altro di punti y

,

entrambi lineari ad n — 1 dimensioni, due quadriche qualunque, e riferiamo ciascuna

di esse ad una sua n upla polare , sì che siano rappresentate risp. dalle, equazioni :

a,x\ + a:,x\+ . . . +a„x\= ,

e :

Se stabiliamo tra i punti dei due spazii le relazioni lineari

y'a. X,= \/b,y,
, Ya, x,= yKif, , ... \/a„ x„= ]/'f„ ìj„ ,

dove pei radicali si prendono valori determinati, avi-emo determinata una prolettività

(V. n" 1) tra i due spazi, nella quale le due quadriche si corrisponderanno tra loro;

pui-chè però ninno dei coefficienti «, o &,. sia nullo. Se ve ne fossero anche di quelli

nulli, allora quelle relazioni si accorderebbero con una proiettività solo quando vi fosse

un ugual numero h di a, nulle e di &, nulle e si attribuissero ad esse gli stessi indici,

p. e. , 1 , 2, . .. h . In questo caso poi le relazioni scritte si ridun-ebbero a sole n— h
,

e aggiungendo ad esse altre /; relazioni arbitrarie tra le a;, , ... , ^r^ e le ?/, , ...
, y^,,

p. e. :

a:.= 2/, , ... , x^—y^, .. . , x,, = y^ ,
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sarebbe ancora determinata una proiettività tra i due spazi, la quale farebbe corrispon-

dere ancora le due quadi-iche considerate, cbe ora siu-ebbero entrambe h volte specia-

lizzate. Dunque :

Due superficie di 2" ordine in spazi lineari ad ;? — 1 dimensioni si possono sempre

ti-asformare proiettivamente l'una nell'altra, colla sola condizione, che ove una di esse

sia specializzata, siano entrambe specializzate un ugual numero di volte. Si può stabilire

in infiniti modi la proiettività tra i due spazi, cbe fa corrispondere tra loro le due

superficie; si può trasformare nello stesso tempo una data n upla polare dell'una in

una n upla polare qualunque dell'altra. Fissando queste due n uple polari, la trasforma-

zione proiettiva considerata è determinata (benché non individuata). Dunque (V. n° 25),

le due supei-fìcie di secondo ordine si possono far corrispondere proiettivamente in un

«{«—1) hih-l) , . , .

numero —- -\ — volte mfimto di modi.

In particolare una quadi-ica h volte specializzata di un dato spazio lineare di

punti ad « — 1 dimensioni si può trasformare proiettivamente in se stessa in un numero

,. ,. n{n-\) h{li-l)
, . ^ .

di modi
1 volte mfimto ; e, se la quadrica non è specializzata, in

ni" — )

oo i modi.

28. Segue da quelle proposizioni che due quadriche qualunque ' S'^„_^ generali

si equivalgono dal punto di vista della geometria proiettiva (V. n° 1). Dunque:

« Una quadi'ica non ha invarianti assoluti »,

poiché questi stabiliscono una differenza proiettiva tra gli enti geometrici cui appar-

tengono.

Ma il discriminante di una quadrica è invariante (relativo) di questa : ciò risulta

dal significato geometrico che abbiamo visto avere il suo annullarsi, e del resto costi-

tuisce una proprietà algebrica notissima del discriminante di una forma quadratica ad

un numero qualunque di variabili. D'altronde non essendovi invarianti assoluti non

può esservi più di un invariante relativo. Quindi :

« Una quadi'ica ha solo un invariante, che è il suo discriminante ».

L'annullarsi di quest'invariante esprime soltanto che la quadrica è semplicemente

specializzata, cioè ha un punto doppio. Vedremo presto come anche l'essere una qua-

drica h volte specializzata si possa esprimere con forme invariantive , e precisamente

coll'annullarsi identico di certi contravarianti. Notiamo, per ora, che dal teorema

dimostrato che due quadriche h volte specializzate come luogo si possono sempre

trasformare proiettivamente l'una nell'altra, segue ciò che notammo nel § precedente

(V. n° 23), cioè cbe una tal quadrica non può avere una specializzazione nel 2\_^_4
dei piani tangenti propriamente detti (cioè tangenti in punti non doppi) senza dege-

nerare in una quadrica specializzata un numero di volte maggiore di /*.

« Le quadriche luoghi od inviluppi, considerate nel § 1, costituiscono tutte le

superficie di 2° ordine o di 2" classe che occorra considerare dal punto di vista

proiettivo ».

Era questo il teorema che c'importava stabilire nel presente §.

Serie H. Tom. XXXVI. e
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Spazi lineari contenuti in una quadrica o tangenti ad essa.

Varie equazioni tangenziali della quadrica.

29. Proponiamoci ora di cercare quanti e quali spazi lineari di punti siano

contenuti in una supei'ficie di 2° ordine S^„_^ dello spazio di punti ad n— 1 dimen-

sioni S . Supporremo anzitutto che quella superficie di 2° ordine non sia specializzata,

e diciamola ©. Dalla definizione e dalle proprietà viste del piano tangente a as in un

suo punto qualunque segue che qualunque spazio lineare S'^ contenuto in © dovrà

pure appartenere al piano tangente a © in un punto qualunque dello spazio lineare

stesso. In fatti è chiaro che nel piano tangente a a in un suo punto x prendendo

un altro punto y dell'intersezione di » con esso, V S\ che congiunge y ad x starà

tutto su y , cosicché quell'intersezione si compone di infiniti S\ passanti per x; vice-

versa poi è pure evidente che ogni S\ passante per x e giacente su ^d starà pure

sul piano tangente in a; a w . Quindi, siccome tutti i punti di un S'^ passante per x

e contenuto in o si possono congiungere ad x con S\ contenuti in ©, tutto V S'

^

starà sul piano tangente in a; a © , come si voleva provare. Ora la stessa cosa vale

per tutti i punti x del S' „^, cioè tutti i piani tangenti a y in quei panti conterranno

VS\. D'altronde questi piani tangenti a
(f

formano un 2'„ di piani, avente per

intersezione comune a tutti questi un S'„_^_^, che non è altro che lo spazio di

punti polare rispetto a <p dello spazio S'^ . Quel 'S"„_j_„, dovrà dunque contenere

questo 'S''„, , cioè:

Affinchè uno spazio lineare di punti S' „ sia contenuto in una quadrica f

generale dello spazio ad n— 1 dimensioni è necessario e sufficiente che esso sia

contenutQ nel suo spazio lineare {S'„_.,_„) polare rispetto a w .

H, — 2
Ora perchè ciò sia possibile dev'essere m'^n — 2 — m , cioè tu ^ —-— . Dunque :

Una quadrica generale noti contiene spazi lineari di punti per cui il numero

di dimensioni superi la metà del numero di dimensioni della quadrica.

H —

2

30. Per in ^ ——— è facile vedere che realmente la quadrica 'p contiene infiniti

S'^ . Si prenda infatti im punto arbitrario x di f e nel suo piano tangente un altro

punto arbitrario x' dell'intersezione con f. VS,' congiungente x' ad x apparterrà a o . Il

piano tangente a f in x' passerà per x e quindi taglierà quello tangente in x secondo

un /S"„_3 contenente quel S,' : ivi si prenda fuori di questo un nuovo pu&to x" di © e lo

si congiunga al S,' stesso. Si avrà un Sj tutto contenuto in a e passante inoltre pei

punti X, x' , x". Il piano tangente a ip in x" taglierà VS'„_^ in un S'„_f^ (intersezione

dei piani tangenti in x, x', x") che conterrà quel S^. Sull'intersezione di quel S'„_,^

con y, fuori di quel Sj si prenda un nuovo punto arbitrario x" e lo si congiunga al

S\ con un S^ : questo sarà tutto contenuto in is e passerà pei punti a;, x , x" , x .
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Contiuuando si ottengono spazi lineari contenuti in aj e di numei'O crescente di dimensioni.

Vogliasi avere in generale il nnmero ilegli S',„ di (p, ì quali passano per un dato S\
di o, essendo A" < w. Noteremo che nella costruzione precedente il punto x si può

prendere su 9 in oj"~^ modi, il punto x' dell'intersezione di (p col piano tangente in

X si può prendere in co"-' modi, il punto x" dell'intersezione di cp coi piani tangenti

in X e x' si può prendere in oo"-< modi
, il punto a;'''' in oo""""'-' modi,. . . .,

e finalmente il punto a; '"'in 00"-'-'" modi. I punti x, x',. . ., a;'*' determinano un S^'

contenuto in o e che supporremo dato
; quei punti, insieme con a;'''"*'", . . . ., a;'"' de-

termineranno un S'„ contenuto pure in o e passante per quel S^'. Ora a.'*"^'\ , . . ,

X "" saranno punti qualunque del 3',,, ed in questo si potrebbero prendere in oo'"'""'''
"*

modi
;
quindi sebbene nella costruzione precedente quei punti si possono prendere, come

vedemmo, in 00-^-*- X °o"-''*-' X X ~"-'-'"= o^^
'"~*^ '"""'"*"''

modi di-

versi, pure questo numero va diviso per oo''"-''' "' se si vogliono avere degli S'„ distinti

tra loro, cosicché di questi ve ne saranno oo~ t"'-'') (zn—ìm-k-s) •

q^^^^ passino pel S'^

dato. In particolare ponendo k=zO noi vediamo che per un punto qualunque x della

quadrica passano ool "" (^"-S'"-^) g'^ contenuti in questa. Ne segue immediatamente che

in tutta la quadrica vi sono oa^^"''^'
"-"""•'

g'^^ poiché vi sono 00 "~^ punti x, ma
tra questi oc"' danno lo stesso S'„

.

Però la stessa costruzione che si é seguita mostra che essa può solo continuare finché

ogni punto a;''"' si ha da prendere in uno spazio il cui numero di dimensioni n— 2 — r

non è inferiore ad m, cioè finché n — 2 — m^m, ossia m^ — -, come già prima

^i 3
trovammo. Se n è numero impari, la costruzione può spingersi solo fino ad m= —-—

,

cioè gli spazi lineari di num.° massimo di dimensioni contenuti in a sono gli S'„_,, , i quali

sono in numero di 00* '""' '"'"''

. Se invece n è pari, la costruzione si può spingere fino

n — 2
ad m = —-— , cioè gli spazi lineari contenuti in e; a numero massimo di dimensioni

sono gli S'„_^, i quali saranno in numero di 00 s"^""''- In tal caso si finisce eviden-

temente per dover prendere un punto a;^ " ' di e , trovare l'intersezione S „ del

2

suo piano tangente coi piani tangenti nei punti prima costrutti e nella intersezione

S^ „_^ di quel S'„ con © (la quale passerà per V S'„_^ determinato da quei vari
2~ T 2

punti) prendere un punto x ^ che sarà congiunto ai precedenti da un S'„_^ con-
2

tenuto in o. Questo mostra che quell'intersezione S''„_^ di cui questo spazio Uneare

dovrà fax parte, si scinde in due tali spazi lineari S'^^ di e. Quindi per n pari vi

2

sono due. sistemi distinti di S'„_^ contenuti in o ; e su questi ritorneremo tosto. Notiamo

2

intanto i seguenti risultati ottenuti :
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In una quadrica generale nello spazio ad n — 1 dimensioni stanno solo degli

spasi lineari il cui numero delle dimensioni è al più, uguale ad o ad

secondo che n è impari o pari; nel 1° caso vi sono oa~^ "
'

"*'
S'„_} , nel 2"

2

caso vi sono co* S'„_^ formanti due sistemi (*).

2

Fer m ^ —-— esistono sulla quadrica oo^
"' ^" '""'' 3'„ , sì che per

7 •
- m (i n — 3 m— 5)

ogni punto della quaanca ne passano oo e più in generale per ogni

„,,-,, , . /7 ^ \
^(m— fr)(2n—3m— A: — 5)

S k della quaanca {h<.m) ne passano oo^

31. Si può pure trovare analiticamente il numero degli /?',„ contenuti in © , e ciò

seiTirà a confermare le cose dette. Siano x, x . . . . , a;''"' m+1 punti i quali de-

terminano un S'^ . Affinchè questo sia tutto contenuto in y dorrà essere
,
per valori

qualunque delle X:

y(Xa;+ X'a;'+ . . . + XWa;''"')=:0
,

ossia :

\'-(^{x) + X\{x)-\-.. . + X"")'9(a;""^)+2XX>(;^,a;')+ = 0.

Dunque sarà :

9(x) = 0, (p(:r') = 0, 9(«('"') = 0,

(f{x,x') = ij)(x('"-", a;t'"') = 0.

... -,. (»» + l) (m* + 2) , . , ,

Queste equaziom sono m numero di ed esprimono che gh m-\-\

punti X , x, . . . , a;*"^ devono stare su co ed inoltre essere a 2 a 2 coniugati rispetto

a <p , cioè stare nei piani tangenti in essi a y ; il che va d'accordo coi risultati avuti

dai ragionamenti sintetici. Ora ciascuno di quei punti potendosi prendere ad arbitrio

sul S'„, cercato, lo si può assoggettare ad vi equazioni di condizione, sicché avremo

in totale - (?» + l) (in+ 2) -\- m (m -{- 1) equazioni, mentre le incognite, cioè le coor-

dinate di quei punti saranno (m + 1
)
(w — 1 ) . Il sistema è dunque indeterminato un

numero di volte uguale a

(m + 1) \{n-l) - - (m + 2)-m] = -(m + 1) (2«- 3m - 4) ,

od in altri termini la quadrica y contiene oo^ ' S'„^ , come appunto

avevamo già trovato.

(*) Anche il Veronese nella memoria citata nota esservi quella differenza tra i due casi di n
impari ed n pari (V. loc. cit. pag. 191, 192), ma incorre in un'inesattezza nell' assegnare i numeri

di S'n—3 od S'n—1 contenuti in y a seconda dei due casi. Così egli trova che in un .5% vi sono
2 2

co' S'j , mentre dalle formule da noi trovate (m= 7) risulta che ve ne sono solo co^. Nel § seguente

ritorneremo sull'argomento.
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Se poi si nota che per /.<)» ogni 5
',„ contiene oo(* + '> '"*-*' S\ , e che la

quadrica (p conten-à pure oo^'
"*"' '""' ~'

S\. , segue che per ogni ;5'j di y passerà

un numero di S'„, contenuti in e uguale a

^>. + i; in—3m— 4
— jiA-+i) (2n— 3A-— 4) + (fr+ii m— kì - m— Al > n— 3m—*— 5)

come pure trovammo per altra via.

32. Le ricerche conispondenti per dualità a quelle dei numeri precedenti con-

ducono allo studio dei sistemi lineari di piani tutti tangenti ad una data quadrica

non specializzata o . Ma noi vedemmo che uno spazio lineare S'^ ài punti è tutto

contenuto in f quando è tutto contenuto nel sistema lineare l'„, dei piani tangenti

a p in quei punti. Questa condizione corrisponde per dualità a se stessa, cosicché

possiamo conchiudere :

I piani tangenti a o nei punti di un S',„ contenuto in essa formano un 1'^

di suoi piani tangenti ; e viceversa.

Tralasciamo per brevità di enunciare per questi 2'„ le proposizioni corrispondenti

a quelle trovate per gU /S'^ di a? .

33. Ogni S'^ dello spazio ha per polare rispetto a p un S'„_^_^ , col quale

non ha in generale alcun punto comune, ne sta in un piano comune (Y. n° 5).

Supponiamo però di prendere in modo quei due spazi lineari polari che essi abbiano

comune un S'^ e quindi (V. n° 5) stiano in un S'„_^_^ , cioè in un 2
'„ di piani. Allora

tutti i punti di quel S'^ staranno su questi piani , che sono i loro piani polari ri-

spetto a e , e quindi staranno su y ed avranno questi per piani tangenti. Dunque

ogni qual volta uno spazio lineare qualunque di punti taglia in un S'^ n suo spazio

polare rispetto ad una data quadrica © , sempre quel S'^ è uno spazio lineare con-

tenuto in questa quadrica, ed il 1'^ dei piani che allora passano pei due spazi lineari

polari è il sistema lineare dei piani tangenti alla quadrica in quei punti.

Caso particolare di questa proposizione è quella vista che ogni spazio lineare di

punti contenuti nella quadiica è pure completamente contenuto nel suo spazio polare

rispetto a questa.

34. Diremo che uno spazio lineare S'^ qualunque è tangente a ^ in un punto x ,

quando la quadrica ad m — 1 dimensioni S^^_^ secondo cui esso taglia o è specia-

lizzata , avendo un punto doppio in x (*). Diremo poi che un S'^ è tangente di

specie (o + l)*^'"^ quando l'intersezione S'-„_, con a? è a+ 1 volte specializzata, cioè

ha un S'^ di punti doppi. Ciascuno di questi punti doppi (punti di contatto del S'Jj

è in tal caso coniugato a tutti i punti di quel S'„ rispetto a quel 5'^„_,
, e quindi

anche rispetto a g , sicché tutto quel S\ di punti doppi starà sul S'„_^_^ polare

del S'^ rispetto a p , onde V S'^ tangente di specie a + 1 a y si trova precisamente

(') Questa definizione, per -/n=n-2, concorda, come vedemmo, colla definizione già data del

piano tangente.
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nella condizione di cui parlammo nel numero precedente , cioè di aver comune col

'S''„_j_„ polare i-ispetto a o un S'^, il quale sta in conseguenza su (p. Viceversa,

se questo accade, r^''„_, , in cui quel S'^ taglierà cp , sarà tale che rispetto ad

esso i punti del S'^ saranno coniugati a tutti i punti del S'^ , e quindi saranno

punti doppi del 'S'^„_, , sicché V S'„, sarà tangente di specie a+1 a o. Conchiu-

diamo che :

Uno spazio lineare di punti S'^ tangente di specie a + 1 alla quadrica o è

uno spazio lineare avente comune col suo polare un S\ [contenuto perciò in cp).

Due spazi polari S'^ , S'„_^_^, sono tangenti della stessa specie a (p e in uno

stesso S'a di <D , che è quello che essi hanno comune, e sono contenuti nel 2'„ dei

piani tangenti a w nei punti di quel S'^ . Dato m , il numero a non può crescere

al di là del minore tra i due numeri w, ed n— 2

—

m.

In particolare vi è una sola specie di piani tangenti S\^_^ (m = w — 2 , n— 2—m=Q
e quindi a= 0); vi sono due specie di 'S"„_3 e di S' , tangenti, cioè l 'una avente un

solo punto di contatto {rt=:0), l'altra corrispondente agli S\ che son contenuti in

(p
[a^l) ed agli S'„_^ che toccano (p in S! \ vi sono 3 specie di S^- e di S'„_^ tangenti,

la l'' specie (a=0) ha un solo punto di contatto, la 2'' specie (a= l) ha un Si di

contatto, la 3' finalmente {a ^=2) comprende gli S^ contenuti in y e gli ^S",,^ che

toccano o in un tale Sj ; e così via.

35. Considerando lo spazio lineare S'„_, determinato dagli m. punti :r', x" , ..., a;'"'',

possiamo facilmente trovare le condizioni analitiche perchè esso sia tangente di una data

specie a o. Infatti, in quello spazio, la quadrica ^\,_j d'intersezione con cp avrà

per equazione nelle variabili )v,- (coordinati di punti sul '$'',„_,) :

o{\x"+\x"+...+l,„x^'"^)= ,

ossia:

Ora la condizione di un contatto di data specie equivale allo speciahzzarsi di questa

quadrica, il cui discriminante è :

(p{x' x') (f{x x") . (p{x' a;'*"^)

(p{x" x') (p{x" x") . (p{x" x^""^)

(p(a;f"'W) f(x^'"h") . (p{x^"'>x'""^}

Dunque uguagliando a zero questo determinante si ha la condizione perchè lo spazio

S'„_,x x' , ... , a;''"' sia tangente (semplicemente) a y, ed è facile vedere che in essa le

coordinate x compaiono solo in quei raggruppamenti, che costituiscono le coordinate

del *§„,_, considerato (V. n" 4), sicché essa potrà riguardarsi come \xa equazione

tangenziale di tp in queste coordinate.

Annullando inoltre i suhdeterminanti d'ordine m —a di quel determinante si hanno

le condizioni necessarie e sufficienti perchè 1' S\,_^ considerato sia tangente di specie

a+1 affi.
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36. Ma la condizione di semplice contatto si può anche ottenere sotto un'altra

forma importante, supponendo V S'„,_, determinato, invece che da in suoi punti, da n—m
piani passanti per esso, i quali siano |', ^", ...

,

^C"-"). Affinchè l'S',„_, comune a questi

piani sia tangente alla quadrica

(f^la,^XiX, ;

in un suo punto x vedemmo esser necessario e sufficiente che esso sia contenuto nel

piano tangente in a; a o e che esso passi per x. Quel piano tangente in x deve dunque

avere coordinate della forma ,u, B-+ . . . + /:/„_„, ^.("-") * cioè dev'essere:

a„x,+ a,^x,+ . . .+«,„.r„=p.,i;+.. . +/:;.„_„ |
.^"-"^

a» x,+ a,,x,+ . . . +a,„x,=ij., S;+ . . . 4-f;.^_^| J»-'")

Inoltre dev'essere per ipotesi:

Dunque, affinchè si possano determinare le a;,- e le
f;,;

in modo che, senza annullarsi

tutte, verifichino queste equazioni, basterà che sia:

«M a,n ?/ l^(n-m)

• . . •

««. ann V C (n—m)

1/ V .

'=1
?„'"- ")

.

Questa è dunque un'altra forma dell'equazione tangenziale della quadrica ip, essendo

ancora S'„^^ gli spazi tangenti (*). Sotto questa forma si vede immediatamente come

in essa non compaiano che le coordinate del <$''„_, , le quaU inoltre vi compaiono solo

al 2° grado (**).

(*) Del resto si può dimostrare con trasformazioni analitiche che il' 1° membro di questa nuova

equazione è identico (a meno di un fattor costante) al 1° membro dell'equazione prima ottenuta, cioè

al discriminante della intersezione della data quadrica col S'm—i determinato dai piani ?'..., |(n—^).

V. D'Ovidio : o Le funzioni rael'rìche fondamentali negli spazi di quante si vogliano dimensioni e di

curvatura costante n. (Memorie dell'Acc. d. Lincei i877, V. pag. 21). In questa memoria trovai, dopo

che il presente •; era scritto, alcuni dei risultati che esso contiene (con denominazioni diverse), e che

credevo nuovi (V. Memoria citata, pag. 46, 47).

(**) La forma polare

a ni ann
t

', n

r, l^n-m)

n ("—'»)

col suo annullarsi significa che i due S'm~\ determinati risp. dai piani ? ed >! godono della proprietà

che vi è un punto dell'uno avente il suo piano polare passante per l'altro. Ciò si dimostra in modo

identico a quello usato sopra.
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Il primo membro di quell'equazione rappresenta le principali forme invariantive

della quadrica o. Per m= n essa ci dà il discriminante di (p; per ìn= n — 1 la forma

aggiunta di 5, cioè l'equazione della quadrica in coordinate di piani tangenti; per

w= w — 2 l'equazione in coordinate di S'„_^, e cosi ria; per w? = 2 l'equazione in

coordinate di S,' tangenti; per m= l si ha di nuovo l'equazione di f in coordinate

di punti. Per m r= si avrebbe un invariante identico.

Quella forma d'equazione, avendo per coefficienti delle coordinate del 'S"„,_, i sub-

determinanti d'ordine m del eliscrimiuante dico, è chiaro che essa sarà soddisfatta identica-

mente quando questi sono tutti nulli, cioè per le quadriche specializzate n—m + l volte

(od un numero maggiore). Ciò significa che per tali quadriche ogni S'^_, dello spazio va

considerato come. tangente. E ciò si capisce, poiché una tal quadrica ha un S'„_^ (od

ancor più) di punti doppi, cosicché ogni <S'',„_, contiene almeno un punto doppio della

quadrica stessa e quindi la tocca almeno in un punto. Quindi ora siamo in grado di

esprimere la proprietà proiettiva dell'essere una quadrica specializzata un dato numero

di volte mediante la condizione dell'annullarsi identico di un controvariante (cosa a cui

alludevamo nel n° 28). Cosi la condizione perchè una quadrica sia due volte specializzata

sarà che si annulli identicamente la sua forma aggiunta.

37. I ragionamenti fatti sul principio del presente § (V. n" 30) per trovare gli spazi

lineari di punti contenuti in una data superficie di 2° ordine non specializzata si possono ap-

plicare perfettamente al caso in cui questa sia specializzata un numero qualunque h di

volte, cioè abbia un /$''/,_, doppio : basterà tener conto del fatto che nei vari punti x, x , x" ...

che in quel ragionamento si prendono sulla quadrica i piani tangenti andranno tutti

in questo caso a passare per quel -S''/,_, doppio. Ma possiamo anche valerci dei risultati

ottenuti per le quadriche non specializzate ricordando che una quadrica /* volte spe-

cializzata si può sempre ottenere proiettando dal *?/,_, doppio una quadrica S\_^_i, non

specializzata contenuta in un 5"„_,_,, ; il quale non abbia alcun punto comune con quel

S'i,_, (V. n° 19). Quindi applicando a questi S^„_^_ì, i teoremi visti perle quadriche

non specializzate, solo ponendo n — h in luogo di n, abbiamo:

In una quadrica li volte sjpecializsata dello spazio ad n— 1 dimensioni stanno

solo degli spazi lineari (passanti per quello doppio della quadrica) il cui numero di

dimensioni è uguale (o minore) a od a secondo che n-\-h

è impari o pari. Nel 1° caso vi sono oo»
"~' >""'+'

^'^^^_, , nel 2° caso

^^s "~' " '
^ o n+k—^ formanti due diversi sistemi.

n+ Jl— 2 • ^„^-k+,){^H-3,n+h~!,)
,

l'cr m ^ esistono sulla quadnca co S ^ , si che

per ogni punto (non doppio) di essa e quindi per tutto V S\ che lo congiunge

r ogni S',^. della qua-

' {m ~k)(in—3m— A+ 2 A—5).

al S'i,_, dei punti doppi ne passano oo ^
, e per ogni S\. della qua-

drica passante pei punti doppi (/* — 1 < /.; < m) ne passano oo "
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Applicazioni della proiezione centrale alia geometria su una quadrica.

Nuovi teoremi riguardanti questa geometria.

38. Per lo studio della geometria su uoa quadrica a più dimensioni è di grande

utilità il metodo della proiezione centrale. Sia data una quadrica y ad « — 2 dimensióni,

che potremo supporre non specializzata (altrimenti basterebbe considerarne una sezione

fatta con un conveniente spazio lineare). Nello spazio lineare ad m— 1 dimensioni ^in cui

essa sarà contenuta (T. n° 7) si prenda ad arbitrio un piano, o spazio lineare ad n— 2

dimensioni S, e da un punto fisso P di quella quadrica preso fuori di S si conducano gli

Sj ai vari punti 21 di o: essi andranno a tagliare S nei suoi punti IVI , e cosi si avrà su

S la proiezione centrale di o, in modo che ad ogni punto M dà m corrisponderà un punto

M di S, e viceversa ad ogni punto IVI di S corrisponderà in generale un solo punto

ilf di e. In questa corrispondenza però vi saranno elementi eccezionali. Consideriamo

infatti il piano r. tangente in P a z e consideriamo V intersezione I ad « — 3 dimensioni

di esso con S e poi la quadrica C ad n — 4 dimensioni in cui I taglierà «p . Dalle

proprietà viste del piano tangente ad una quadrica segue che un S,' qualunque condotto

per P nel piano - (cioè ad un punto qualunque di I ) taglia (p in due punti coin-

cidenti con P, esclusi gli S,' che vanno da P ad un punto qualunque dell'intersezione

di n con a, poiché questi S,' sono tutti contenuti in questa intersezione ; essi tagliano

S nei punti di C . Di qui segue che nella corrispondenza tra i punti della quadrica

ad «— 2 dimensioni 'j e quelli dello spazio lineare
,
pure ad n— 2 dimensioni , S al

punto P di o corrispondono in S tutti i punti dello spazio lineare ad n— 3 dimensioni

I (i quali punti rappresentano in certo qual modo le diverse direzioni, che sulla qua-

drica G vanno pel punto P), mentre tra questi punti di I quelli posti sulla quadiica

C ad n — 4 dimensioni di S sono tali che a ciascuno di essi corrisponde in g non un

solo punto, ma tutti i punti di un S/ passante per P. Quindi se consideriamo su f

uno spazio algebrico di dimensioni ed ordine qualunque S^„ non passante per P, gU

corrisponderà in S uno spazio algebrico S''^ (dove il segno S è usato per indicare uno

spazio contenuto nello spazio ad ti— 2 dimensioni S ) delle stesse dimensioni e dello

stesso ordine, il quale però godrà della proprietà di tagliare I in un S^„_, tutto con-

tenuto in G, perocché l'intersezione con I non è altro che la proiezione della inter-

sezione del S *^ con - , e questa stando su a; e tì avi-à la proiezione posta su C , se

,

come noi supponiamo, l'S^„ considerato di e; non passa pel centro di proiezione P.

In particolare se m:=n— 3 e consideriamo su e; la sua intersezione 'S""„_3 con una

superficie algebrica qualunque ad »— 2 dimensioni di ordine ^ , siccome ogni Sj ài nf

taglierà questa superficie in i punti di quel S^'„_^ , così potremo conchiudere che

in S l'imagine di questo /S'"„_3 è un S^'„_3 passante i volte per C .

Seeie II. Tom. XXXYI. r
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39. Questa rappresentazione univoca dei punti di una quadrica a più dimensioni nei

punti di uno spazio lineare ad altrettante dimensioni ha una grandissima importanza (*).

Noi veliamo ora applicarla al caso in cui n sia numero pari per ritrovare il numero

deli S' _ contenuti nella quadiùca non specializzata e, vedere come vi siano realmente

2

due sistemi distinti di tali spazi lineari ed in quali relazioni essi stiano tra loro, e

finalmente trovare una proposizione assai importante per la geometria degli spazi algebrici

contenuti in una tal quadrica.

Poniamo dunque w— 2 = 2^; . Allora nello spazio S a 2p + l dimensioni conside-

riamo la quadrica (p a, 2p dimensioni, e su essa un S'^ : la sua proiezione dal punto

P su S sarà un S'^, il quale, per quanto vedemmo al n° precedente più in generale,

taglia I in un S" contenuto completamente in C . Viceversa se in S consideriamo

un S' , il quale passi per un S'^_, di C, gli corrisponderà in y (oltre ad un S'^

giacente su ti e passante per quel S'^_, ) un S'^ . Di qui segue che il numero degli

S' contenuti in ij; è uguale al numero di quegli S'^ dello spazio lineare a 2j; dimen-

sioni S , i quali passano per degli S'p_, contenuti in C . Ora in S quegli S '^ che passano

per un dato S' sono in numero di oo''. Quindi se indichiamo con X^ l'ordine d'infinità

del numero degli spazi lineari a p dimensioni contenuti in una quadrica a 2p dimen-

sioni, cosicché s essendo a 2p dimensioni conteiTà c>o'^''jS"p, e C essendo a- 2 (p — 1)

dimensioni conterrà oo p-' S'p_,, sarà oo ''= oo''Xo= ''"'
, ossia avremo:

donde, applicando p volte questa formula e notando che Ng= (), avremo:

(*) La rappresentazioae comprende come caso particolare quella data dal Nothek nella memoria

« Zur Theorie der algebraischen Functionen mehrerer complexer Yariabeln » (Gòttinger ^'aehrichten,

Juli 1869) e trovata pure dal Lie, che ne fece applicazioni nell'importante sua memoria « Ueher Com-

plexe , insbesondere Linieri- und Kugelcomplexe , u. s. w. » ( Math. Ann. Bd. V}, rappresentazione

nella quale alle rette di un complesso lineare (formanti un S^, sicché qui w= 5) si fanno corrispon-

dere i punti dello spazio ordinario (S'j) essendovi però nel complesso una retta fissa, a cui corrispon-

dono tutti i punti di un piano (il piano all'infinito), e nello spazio di punti essendovi su questo piano

una quadrica ad ) dimensione, cioè una conica (assoluto) ad ogni punto della quale corrispondono

nel complesso tutte le rette di un fascio contenente la retta fissa. In seguito a questo lavoro di Lie,

il Klein nella memoria « Ueber Liniengeomutrie und metrische Geometrie » (Math. Ann., V, pag. 257)

(V. anche la dissertazione « Vergleichende Betrachtungen uber neuere geométrische Forschungen »,

Erlangen, 187J) generalizzò la rappresentazione, estendendola ad uno spazio a quante si vogliano di-

mensioni, dando le formule corrispondenti e mostrando che essa si può considerare, come noi facciamo,

come una proiezione centrale, o, com'egli la chiama, proiezione stereografica. Notò pure il Klein come
essa renda equivalenti tra loi'O la geometria proiettiva di una quadrica a più dimensioni (con un suo

punto fisso) e la geometria metrica (euclidea) di uno spazio lineare ad altrettante dimensioni. Egli fece

inoltre un'applicazione molto importante delle formule di quosta rappresentazioae dimostrando con

esse nella memoria « Ueber einen liniengeometrischen Satz: n [Gòttinger Nachrichten, 20 Marz 1872) un
notevole teorema, di cui piìi tardi faremo uso, e che nel linguaggio da noi adoperato si può enun-

ciare così :

Data in uno spazio lineare ad n — 1 dimensioni [dove w>5) uno, quadrica ad m -2 dimensioni^

la quale non sia specialisiala come luogo più di n— 5 volte, ogni spazio algebrico ad n — 3 dimen-

sioni contenuto in essa si può rappresentare con un'equazione algebrica da aggiung<irsi all'equazione

della quadrica stessa.

Il Veronese, nel suo lavoro già altre volte citato, applicò appunto, come noi sopra facciamo, questo

metodo della proiezione stereografica di una quadrica a trovare il numero degli .S'p contenuti in un

S',p; ma, come già notammo (V. la nota al n° 30', il suo risultato discorda da quello che noi già

ottenemmo nel S precedente con altri metodi e che qui ritroviamo con questo.
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n—2
Questo è dunque il numero degli 5" contenuti in (o, e, se si ricorda che j)= -

2 '

si vede che questo risultato è identico a quello ottenuto ai n. 30, 31 per tutfaltre

vie. Lo stesso metodo ora usato si applica del resto perfettamente a dare gli spazi lineari

di vai-ie dimensioni contenuti in qualunque quadrica, poiché consiste in sostanza nel

ridiu-re la questione a quella identica per una quadrica (C) a, 2 dimensioni di meno
che la data (;).

40. Ma ritorniamo al caso in cui © sia a 2 j) dimensioni nello spazio Sa. 2j) + l

dimensioni. Xello spazio S due spazi lineari S'^ non si tagliano iu generale : perchè

essi abbiano uu punto comune dev'essere soddisfatta una coudizione. Ila se quei due

S'p stauuo su s e non si tagliano, allora conducendo per uno di essi un ^S'
,
qualunque,

questo taglierà Taltro S'^ in un punto, il quale starà necessariamente su un terzo S'

di y , in cui quella è tagliata oltre che nel primo dal /S p^, . Si vede così come un /S'

di y sia tagliato da uua serie di altri S'^ di y e non sia tagliato dai rimanenti. Ora

per veder meglio come ciò accada facciamo uso del nostro metodo: consideriamo cioè

su o due S'p qualunque, e le loro proiezioni S'^ su S . Lo spazio S essendo a 2p
dimensioni, i due S'^ hanno sempre comune un punto (uno spazio lineare di punti per

eccezione, ma a noi non importa questo caso), il quale potrà stare o non su G . Se questo

punto non sta su C , esso sarà la proiezione di un punto determinato di y , il quale

dovrà esser comune ai due S'^, considerati; se invece quel punto sta su C, siccome non

sarà più immagine di un punto determinato di y, quei due S'^ non avranno alcun punto

comune in generale. Ora le proiezioni S'^ di questi contengono due S'p_, di C , i quali

corrispondono così in un certo senso agli *S"^ e noi vediamo che in generale due

S' della quadiica e a 2j) dimensioni hanno ovvero non un punto comune secondo che

non hanno od hanno un punto comune i due corrispondenti S'p_, della quadrica C a

2 (_p
— 1) dimensioni. Ora anche per questi possiamo ridurci a due S'p_, di una quadrica

a 2 (p— 2) dimensioni, ecc.; finché finiremo per giungere ad una quadrica a 2 dimensioni

(quadiica ordinaria), nella quale, quando pure fosse ignoto, si dimostra ancora collo

stesso metodo della proiezione di essa da un suo punto su un piano (con che gli S',

rette che essa contiene si proiettano in due fasci distinti dir ette di quel piano) che

esistono due sistemi ben distinti di S\ tali, che due di questi si tagliano soltanto ove ap-

partengano a sistemi diversi. Di qui segue adunque la seguente importante proposizione:

In ogni S\p vi sono due sistemi ben distinti di S'^ . Se p è numero impari si

tagliano in generale soltanto due S'p di diverso sistema. Se invece p è pari, si tagliano

in generale soltanto due S'^ se sono dello stesso sistema (*).

Questa proposizione stabilisce una differenza essenziale tra le quadriche, il cui

munero di dimensioni è pari semplicemente e quelle per cui è doppiamente pari, dif-

(') Questo vale, come diciamo, in generale, cioè par due S'p presi comunque; ma anche la dimo-

strazione data, prova ciò che si vede direttamente senza difficoltà, cioè che si possono sempre costrurre-

degli S'p dello stesso o di diverso sistema ad arbitrio, i quali si taglino in un S'q , essendo j <p— ì.

In particolare, dato un S'p qualunque di una quadrica a 2.p dimensioni, e conduceudo per esso un.

S'p+i. ad arbitrio, questo taglierà ancora la quadrica in un S'p appartenente all'altro sistema.
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fereuza che non credo sia stata avvertita sinora (*). Essa risalterà ancora di più in

un teorema generale che ora dimostreremo.

41. Consideriamo sulla quadrica a 2j9 dimensioni cp uno spazio algebrico qualunque

a p dimensioni. Ogni <S"^_^, dello spazio S lo taglierà in un numero di punti uguale

al suo ordine, e siccome tra questi S'p_,_, ve ne sono, come sappiamo, di quelli che

tagliano la quadrica © secondo due S ^ di diverso sistema, così conchiudiamo che ciascuno

di questi taglierà quello spazio algebrico in un certo numero di punti, sì che la somma

di questi due numeri sarà uguale all'ordine di quello. Indicheremo con -S^''"'' un tale

spazio algebrico contenuto nella quadrica co e tale che ogni S' di <p di un 1° sistema

lo tagli in generale in 1 punti, mentre ogni S'^ del 2° sistema lo tagli in in punti,

essendo l + m l'ordine di quello spazio. Ciò posto noi vogliamo risolvere la questione

se due tali spazi algebrici hanno punti comuni in generale, e quanti ne hanno.

P^r questo notiamo anzitutto che l'imagine su S di un S^^' ""^ di y è un S '"^"^

che taglia I in un S^_, giacente su C e proiezione su S dell'intersezione di n col

jS*
''"'. Ogni S'p del 1° sistema di

f,
il quale passi per P, starà su t: e taglierà quel

g (.'"') in l punti: esso poi taglierà S in un S'^_, del 1° sistema di C , il quale taglierà

adunque 1' S^_, di cui si tratta negli J punti imagini di quelli. Considerando pure il

2° sistema di S' di y e di S'^_, di C , si vede così come la proiezione del S^'-'
""'

di (p su S è un S^''^" che passa per un Sp_/' ""'di C .

Ciò premesso, consideriamo sulla quadrica © un ^S*^^'
'"' ed un S^'-''

'"''
: le loro pro-

iezioni dal punto P su S saranno un S^'"^"' ed un S^"''"'"', che si tagliei'anno in generale

in (l + m) (l + m) punti (V. n° 6). Però tra questi corrisponderanno a punti comuni

del Sj-'
"'^ e del S^^^'

"^'^ solo quelli che non stanno su C , cioè che non sono i punti

d'intersezione di quegli S^_/''"', Sp_, <'''"'' in cui, dietro quanto fu premesso, i suddetti

8 '*"" e <S"'
''"'"' tagliano C . Quindi se diciamo X^ il numero cercato dei punti comuni ad

un SJ-' '"^ e un S^^''
"''' di una quadrica a 2p dimensioni, numero che, supponendo l m

e V m' fissi , è ima funzione di p , avremo
;

X^={l + vi){l'+m')-X^_, .

Da questa relazione segue immediatamente : Xp= Xp_^ . Per avere X^ notiamo che esso

sarà il numero relativo ad una quadrica S^^, cioè una coppia di punti nell'uno dei quali

stanno 1 punti del Sj-' ""' ed l' punti del Sj'''"'^ e nell'altro risp. m punti ed ni' punti;

cosicché il numero X^ dei punti comuni a questi Sj-'"'\ Sj''""'^ va considerato come

uguale ad W -+- mm . Dunque sai'à, ricordando le relazioni trovate :

Xp^=ll' -\-mìn' per p pari

Xp^=lm'+l'ìH per p impari ,

e cosi otteniamo il seguente teorema :

(*) Però il Cayley in una nota intitolata n On the superlines of a quadric surface in fivedi-

tnensional space > (Quarterly Journal, voi. XII, 1873) fu condotto dalla considerazione delle rette dello

spazio, come formanti una sup3rflcie quadrica in uno spazio a 5 dimensioni, a notare la differenza

suddetta, ma solo tra le quadriche ordinarie dello spazio a 3 dimensioni e le quaJriche dello spazio

a 5 dimensioni.
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In ogni S\p il numero dei punti comuni a due spazi algebrici a p dimensioni

Sj-'""^ e Sp^''"''^ è eguale a ìm' gl'ili se p è impari, ed è uguale a ll' + mm' se

p è pari.

Quest'importante teorema comprende evidentemente come caso particolare (corri-

spondente a valori particolari di 1, m, V , m') quello trovato al n" precedente. Ponendovi

poi anzitutto jj= 1 , abbiamo per la geometria su d'una quadrica ordinaria a 2 dimensioni

un teorema dovuto allo Chasles (*). E ponendovi poi p= 2 abbiamo la proposizione

relativa ad una quadrica a 4 dimensioni , e vedremo a suo tempo cbc considerando

la retta dello spazio ordinario come l'elemento di una tal quadi-ica, quella proposizione

costituisce l'importante teorema di Saìphen sul numero delle rette comuni a due

sistemi doppiamente infiniti di date caratteristiche.

Generazione delle quadricJie con sistemi reciproci.

42. Lo studio fatto nei §§ precedenti degli spazi lineari di punti contenuti in

una data quadrica ha stretta relazione colla questione della generazione di questa

mediante foime proiettive. Questa è appunto la questione che ora risolveremo.

Abbiansi due sistemi lineali m — 1 volte infiniti di superficie algebriche nello spazio

di punti ad n— 1 dimensioni, sistemi taU che ad ogni superficie dell'uno ne conisponda

un sistema lineare m— 2 volte infinito dell'altro, e viceversa ad ogni sistema lineare

ni — 2 volte infinito di superficie contenuto in questo corrisponda una sola superficie

del primo sistema; diremo allora che essi sono reciproci. Ci proponiamo anzitutto di

determinare il luogo dei punti dello spazio comuni ad una superficie del 1° sistema,

ed a tutte le corrispondenti superficie del 2° (**).

Siano :

(1) \U,+KV^+ ... +KU^=:0 ,

(2) ,a. r, + p., v^+ ... +p.^r„ = o

,

le equazioni dei due sistemi lineari di superficie, nelle quali i simboli U, V rappresentano

funzioni date delle coordinate di punti risp. dei gradi dati l, Jc, e le X, p, sono i pa-

rametri variabili delle superfìcie dei due sistemi. Affinchè questi parametri appartengano

{*) u Propriélés générales des courbes gauches tracees sur Vhyperholoìde » (Comptes-rendus , Dee.

1861, t. 53, pag. 10T7). — Anche altri teoremi conteauti in questa memoria si potrebbero estendere

alle quadriche a più dimeasioni, facendo uso del nostro metodo. Però non lo facciamo per non di-

lungarci troppo.

(") 11 Padova, nella memoria « Della generazione delle superficie mediante reti proiettive tt (Gior-

nale di Battaglini, voi. 9], fece pel primo questa ricerca analiticamente. Però egli considerò solo il

caso delle reti di superficie nello spazio ordinario ; inoltre il ragionamento , di cui noi qui facciamo

uso, pare preferibile per eleganza e semplicità a quello usato in quel lavoro.
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a superficie corrispondenti dovi-anno, per la definizione data della reciprocità, soddisfare

ad un'equazione bilineare fissa tra le due serie di variabili X e fi.. Sia :

(3). y,.,A.>..-F.A=0

quest'equazione, in cui le a,;^ siano costanti date. Consideriamo un punto qualunque

X del luogo cercato ; vi sarà per ipotesi un determinato sistema di valori delle X pei

quali X soddisferà l'equazione (1) e pei quali inoltre tutti gl'infiniti sistemi con-ispon-

denti per la (3) di valoii delle [j. saranno tali che, sostituiti nella (2), questa sarà

sempre soddisfatta dal punto x. In altri termini le equazioni (2) e (3) lineari nelle

u. devono equivalersi se vi si pongono il punto considerato x ed il sistema considerato

di valori delle X. Dunque dev'essere:

(4). P n ^2j"-*-^'. '
(^ = 1, .VI

essendo o costante rispetto a k, ed essendosi nelle V/, sostituite le coordinate del punto x.

Ma le X devono pur soddisfare la (1), cioè:

=y\ u,k.

dove nelle U^ si sia fatta la stessa sostituzione. Dunque, eliminando tra queste m + 1

equazioni omogenee |3 e le X,-, il punto x dovrà soddisfare l'equazione:

(5).

F. a,. =

Viceversa se il punto x soddisfa quest'equazione si potranno determinare le X in guisa

da soddi=;fare la (1) e le (4), e queste mostrano che allora quel punto starà su una

superficie determinata (X) del sistema (1) e su tutte quelle (/j.) corrispondenti del

sistema (2). Dunque l'equazione (5) è quella del luogo cercato. Essa essendo simmetrica

rispetto alle Z7, V ci mostra che questo luogo è una superficie d'ordine l-\-'k (*)

,

la quale è pure luogo dei punti comuni ad ogni superficie del 2° sistema ed a tutte

le corrispondenti del 1° sistema. Se le superficie di un sistema hanno punti comuni,

l'equazione (5) mostra pure che essi apparterranno alla superficie così generata.

(") La trattazioae del problema qui considerato si può pur fare siateticameate senza difficoltà.

Così questo risultato si dimostra brevemente come segue col principio di corrispondenza. Consideriamo

un 5', qualunque: per ogni suo punto passa un sistema lineare m'— 2 volte infinito di superficie del

primo sistema, cui corrisponderà nel 2° una determinata superficie, che taglierà quel 5', in k punti;

viceversa se prendiamo uno di questi vi passerà un sistema lineare m— 2 volte infinito di superficie

del secondo sistema, cui corrisponderà una sola superficie del 1", la quale taglierà 1*5', in l punti. Vi

è dunque su questo una corrispondenza {l , rn) i cui l-\-m punti uniti staranno sul luogo cercato, che

è quindi di ordine l-^m .
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43. Poniamo in particolare ?= /i:= 1, cioè che i sistemi lineari reciproci considerati

(1) e (2) di superficie siano sistemi lineari di piani. Allora la superficie (5) da essi

generata sarà una quadrica: vediamo se sia specializzata o generale. Indicando con Aif,

il subdeterniiuante complementare di a^f. nel determinante

dell'equazione di reciprocità (3), l'equazione (5) della quadrica si potrà scrÌTere:

ik

Annullando le derivate parziali di quest'equazione rispetto alle n coordinate, si hanno

n equazioni tutte omogenee lineari nelle 2 m espressioni U e V. Quando 2 tn ^ n è

facile persuadersi che in generale non vi saranno punti soddisfacenti quelle n equa-

zioni derivate, cioè non vi sai'anno punti doppi. Ma quando 2 m < n, allora quelle n

equazioni sai-anno soddisfatte dai punti comuni ai piani U, V dei due sistemi reciproci

(1), (2), punti che in tal caso formano un S'„_^^_,, pel quale passano i sostegni

S'„_^_, dei due sistemi reciproci. Dunque nel caso in cui 2jm < «, la quadrica generata

da questi è in generale specializzata n — 2 m volte, avendo per punti doppi i punti

comuni ai sostegni dei due sistemi reciproci. Conchiudiamo dunque:

Due sistemi lineari reciproci ad m— 1 dimensioni di piani generano colle inter-

sezioni dei.piani dell'uno contutti quelli corrispondenti delValtro una quadricapassante

n
pei sostegni dei due sistemi; quando m<i— questa quadrica è specializzata

n

— 2m

volte, avendo per punti doppi quelli comuni a quei due sostegni. In particolare due

fasci proiettivi di piani {m^ 2) generano colle intersezioni dei piani corrispondenti

una quadrica avente per punti doppi l' S'„_^ che è in generale comune ai sostegni

dei due fasci.

La condizione m ^— affinchè la quadrica generata non sia specializzata è ben

naturale, giacché i sostegni sono S'„_^_^ e stanno sulla quadrica: quindi perchè questa

non sia specializzata dev essere n— in — 1 ^—-— , cioè appunto «? S — .

44. Possiamo ora invertire il risultato ottenuto ricordando la proposizione a cui

giungemmo nel § 2 (n" 25), che due quadriche specializzate uno stesso numero h di

volte si possono trasformare l'una nell'altra in oo ^ ^ modi. Di qui segue infatti

che se una quadrica h volte specializzata è generabile con sistemi reciproci di piani

di una certa specie, tutte le quadriche h volte specializzate saranno generabili a quel

modo, ed inoltre si potranno mutare in infiniti modi i sistemi reciproci (ed i loro sostegni)

atti a generare una stessa quadrica. Invero, considerando anzitutto una quadrica generale,

essa contiene ;V. n° 30) co i
^"-"''> '^'"~""^ S'„_„,_,, e quindi le condizioni perchè i
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sostegni di due sistemi reciproci generanti un'altra quadrica, che si può in oo» "
"

modi trasformare in questa, si trasformino appunto in due dati S'„_^_, di questa saranno

^w — ,b) (3 7H —n— 1), sicché di parametri disponibili nella trasformazione ne ri-

mangono :

i n(w— l) — {n — m) (Sm—n — l) = S ìu''— {i n + 1) m + l(3n''+n) ,

numero che è sempre positivo, qualunque siano in ed n (purché n > 1), e che esprime

l'ordine d'infinità del numero di modi in cui i 2 sistemi lineari di piani aventi i sostegni

scelti si possono ancora riferire reciprocamente tra loro sì da generare la data quadrica.

Dunque :

Ogni qiiadrica si ^uò generare come luogo delle intersezioni dei piani corri-

spondenti di due sistemi reciproci di piani, i cui sostegni si possono prendere ad

arbitrio sulla quadrica; la specie dei due sistemi atti a questa generazione può

esser qualunque, purché tale che la quadrica data, specializsata o non, sia capace

di contenerne i sostegni (*).

Ad esempio una quadrica generale dello spazio ad n — 1 dimensioni può generarsi

con due sistemi lineari reciproci di piani ad « — 1 dimensioni (niz=n), cioè con una

correlatività tra due spazi sovrapposti, come luogo di. quei punti dello spazio che stanno

sui piani corrispondenti. Può generarsi con due sistemi lineari reciproci ad n—2 di-

mensioni di piani (mì = m— 1) aventi per sostegni due punti arbitrari della quadrica

e nei quali ad un piano dell'uno corrisponde un Sj nell'altro. E così via. Se n è

n — 1
impari si può solo andare fino ai sistemi lineari di piani ad —-— dimensioni ; se

Li

n—2 .

invece n é pari, si può solo andare fino ai sistemi lineari di piani ad —-— dimensioni.

Se invece la quadrica data é specializzata h volte, e si prendono i sostegni dei

due sistemi lineari reciproci si, che passino pei suoi punti doppi, allora si può prendere

/Vi 1 7i

il numero delle dimensioni di quei due sistemi da n— 1 fino a oppure

n— 2—h
secondo che 1 uno o 1 altro dei due numeri è intero. Del resto, questo caso si

Li

deduce da quello di una quadrica non specializzata, considerando in luogo della data la

sua intersezione con un (S"„_,_/, , che sarà una quadrica non specializzata, e proiettando

tutto dal 'S"a_, doppio della data quadrica. Gli è chiaro che proiettando sistemi lineari

reciproci di S'„_^_,, posti in quel *S"„_,_,, si hanno sistemi lineari reciproci di piani

nello spazio S.

45. Per ultimo osserviamo che quando si ha una quadiica a numero pari di di-

mensioni S^^p , essa è generabile con sistemi reciproci di piani aventi per sostegni due SJ

contenuti in essa, e siccome gli S^' della quadrica formano in tal caso due diversi sistemi,

(') Questo teorema si trova già, senza dimostrazione, nella memoria citata del Veronese (loc.

cit., pag. 11^2).
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come vedemmo nel § precedente, si può domandare se quei sostegni devono essere S^,'

dello stesso oppure di diverso sistema. Notiamo che quando si prendano ad arbitrio

nello spazio a 2^) -h 1 dimensioni due sistemi lineari reciproci di piani, i quali siano p volte

infiniti, cioè abbiano per sostegni degli SJ, la quadiica che essi generano è generale,

perchè i due sostegni SJ non hanno in generale punti comuni. Ma, se questi avessero

punti comuni, la quadi-ica generata ne riceverebbe dei punti doppi. Dunque, se la quadrica

data non ha, come noi supponiamo, punti doppi, per generarla con sistemi reciproci

di piani jj volte infiniti, bisognerà prendere ad arbitrio per loro sostegni due Sp della

quadi-ica, i quali non abbiano punti comuni, e quindi, in virtù dei risultati del §

precedente, siano di uno stesso sistema se p è impari, di diverso sistema se j) è pari.

I casi più semplici jp = 1 e "
j)= 2 corrispondono alla quadrica ordinaria a 2 di-

mensioni ed alla quadrica a 4 dimensioni. La quadrica ordinaria è generabile con due

fasci proiettivi di piani, i cui sostegni si possono prendere ad arbitrio sulla quadrica

stessa, purché siano generatrici dello stesso sistema. La quadrica a 4 dimensioni invece

è generabile con due stelle reciproche di piani aventi per sostegni degli S^', sì che ad

ogni piano S,' dell'una stella ne corrisponde nell'altra un fascio, o, se si vuole, VS^'

comune a questo fascio, e le intersezioni Sj dei corrispondenti ^S*^' ed S^' delle due

stelle baimo per luogo la quadi'ica ; orbene i sostegni delle due stelle si possono prendere

ad arbitrio sulla quadrica, purché siano Sj di diverso sistema (i quali non abbiano

posizione particolare Tuno rispetto all'altro, cioè non abbiano punti comuni).

Serie H. Tom. XXXVI.
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PARTE SECONDA.

FASCI E SCHIERE DI QUADEICHE
;
QUARTICHE OMOFOCALI

§ 1-

Fascio di quadriche e polarità rispetto ad esso.

46. Abbiansi nello spazio di punti S a,d n— 1 dimensioni due quadriche

Tutte le quadriche, che si ottengono dall'equazione

lo + iJ.f=0,

dando al rapporto X : jU tutti i valori possibili, diconsi formare un fascio di quadriche.

È chiaro che esse si possono anche definire come quelle quadriche che contengono tutti

i punti comuni alle due date (p, f. Questi punti comuni formano (V. n° 6) un S,^_^, che

costituisce la base del fascio e che noi chiameremo quartica (mentre non daremo tal

nome a quegli S\_^, che non si potessero ottenere in questo modo).

47. Consideriamo i punti in cui le quadi'iche del fascio sono tagliate da uno spazio

lineare qualunque di punti, p. e. da un S'^_, rappresentato dalle equazioni :

a;;=2X"-'a;;f'-' (r= l, . . . , m){i = l, ...,«) ,

r

in cui gli x'-''^ sono m punti dati che determinano 1' S'„_, , e le X'""^ sono variabili, che

si possono considerare come coordinate di punti sul S'^_^. Facendo questa sostituzione

nell'equazione del fascio

l(p{x) + iJ.f{x) = ,

essa diventa :

rs rs

e quindi nelle m coordinate omogenee X^'"' sullo spazio S',„_, rappresenta un nuovo fascio

di quadriche ; sicché ogni spazio lineare di punti di S taglierà il dato fascio di quadriche

secondo un nuovo fascio di quadriche a minor numero di dimensioni : base di questo

nuovo fascio sarà l'intersezione di quello spazio lineare colla quartica base del dato

fascio. In particolare, ponendo w*= 2, ogni <§/ dello spazio S taglia il fascio di quadriche

dato nelle coppie di punti di un'involuzione quadratica.
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48. Volendo vedere quali tra le quadriche del fascio dato siano tangenti al

S'„_, considerato basta far uso del criterio generale dato al n" 35. I loro parametri

X ,a saranno dunque dati dall'equazione :

I

lf{x^'-^x^''^) + iJ.f(x'-'x^'^)
1
= 0.

Notando che quest'equazione è del grado ni in X : fx possiamo dunque conchiudere :

Ogni S'„_, dello s^asio è toccato in generale da m quadriche di un dato fascio.

In particolare per un punto qualunque dello spazio passa una sola quadrica di

questo, un Sj è toccato da due, un S^' da tre, ecc. ; un piano /S"„_^ dello spazio

è toccato da n — 1 quadriche del fascio.

49. La stessa cosa si dimostra supponendo che r^',„_, di punti sia determinato

mediante n—m piani £', |", . . .,
^'"~"'' passanti per esso. In tal caso la condizione

di contatto colla quadiica {'>, y.) del fascio diventa (V. n° 36):

Xa,,+p.c., . Xa,„ + //.c,„§/ . I/"-"'

Xa„,+ p.c„,

1/

(n

—

m)

=

equazione che, imaginata svolta secondo le ultime n — m orizzontali e verticali, non solo

si mostra del grado m in X : p. , a conferma del risultato già avuto, ma inoltre contiene

questo X :,u. solo nei subdeterminanti d'ordine m del discriminante della quadrica Xy -+-
fi-f.

Ciò prova che, se vi è un valore di 1 p. al quale corrisponda una quadrica specia-

lizzata (come luogo) un numero di volte che sia ^ n —m -+- 1 ,
quel valore di X : fi

annullando per conseguenza quei subdeteiminanti d'ordine m sarà una radice dell'equa-

zione scritta in X : /;. , e precisamente una radice, in generale , del grado stesso a cui

esso è radice simultaneamente di tutti quei subdeterminanti. Dunque :

Una quadrica li volte specializzata di un dato fascio di quadriche conta tante

volte tra le m quadriche tangenti ad un /S"^_, qualunque dello spazio {^essendo

m —l^ìi— h) quante sono le unità contenute nell'ordine di multiplicità a cui la

radice corrispondente X : p. del discriminante di una quadrica indeterminata If -i- [xf

del fascio entra come radice simultaneamente in tutti i subdeterminanti d'ordine m.

Questa proposizione importante verrà completata nel seguito.

50. Un punto qualunque x dello spazio ha per polare rispetto alla quadrica

X c) -^ [i.f del fascio il piano di coordinate

|,= X©; {x)-]rp.fi {x) .

Dunque, variando \: p. ,
quel piano descrive un fascio. I piani polari di un punto

rispetto ad un fascio di quadriche formano pure un fascio. L' S'^_^ comune a questi

è dunque il luogo di quei punti che sono coniugati di x rispetto a tutte le quadriche

del fascio. Del resto è chiaro, anche senza ricorrere ad equazioni, che i punti comuni
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ai piani polari di x rispetto a due quadriche del fascio saranno coniugati di x rispetto

ad entrambe e quindi anche rispetto a tutte le quadriche del fascio, e quindi staranno

in tutti i piani polari di x, onde questi formeranno pure un fascio. In particolare tra

i piani di questo fascio quello che passa pel punto x sarà il piano tangente all'unica

quadrica del fascio dato, la quale passi per x. Se il punto x stesso su quel 'S''„_3

,

che diremo suo polare rispetto al fascio di quadriche, allora starebbe pure sui suoi

piani polari rispetto a tutte queste, e quindi anche su queste, cioè il punto x starebbe

sulla quartica base del fascio, e quel S'„_^ passante per esso sarebbe tangente a tutte

le quadriche di questo, e quindi anche, come si vede facilmente , a quella quartica.

Considerando una quadrica h volte specializzata del fascio, il piano polare di x

rispetto ad essa passerà per tutto 1' 8 /,_^ doppio di essa, e quindi 1' S'„_^ polare di

X rispetto al fascio giacendo su quel piano taglierà quel »S"/,_, secondo un S'/,_^ (per

7i>l), e non soltanto secondo un 'S''/,_3 come accade per un ^'„_3 qualunque dello

spazio S. Diremo allora che yS'„_j è secante del S\_,. Quindi conchiudiamo che:

Gli 'S"„_3 polari dei punti dello spazio rispetto ad un dato fascio di quadriche

sono secanti dei sistemi di punti doppi delle quadriche del fascio specializzate più

d'una volta.

51. Le espressioni date nel n" precedente delle coordinate del piano polare di

x rispetto alla quadrica (X, p.) del fascio dato mostrano che :

Il fascio dei piani polari di un punto rispetto ad un fascio di quadriche cor-

risponde proiettivamente a questo fascio.

Se consideriamo in particolare quelle quadriche fisse del fascio le quali sono

specializzate, i piani polari corrispondenti sono determinati dal dover passare pei sistemi

di punti doppi appartenenti a quelle quadriche specializzate, e noi vediamo che gli

/S"„_3 polari di punti dello spazio rispetto al fascio di quadriche godono della proprietà

che i gruppi degli r piani passanti per essi e per i sistemi di punti doppi delle r

quadriche specializzate del fascio sono tutti tra loro proiettivi. Nel caso più generale

si ha r= Ji, poiché in generale l'equazione

di grado n in X : /y, ha w radici distinte, che corrispondono ad n quadi'iche semplice-

mente specializzate del fascio. Orbene si considerino gli n punti doppi di queste. Ogni

/S''„_3 dello spazio, il quale sia polare di un punto rispetto al fascio di quadriche gode

della proprietà che gli n piani che lo congiungono a quegli n punti fissi formano un

gruppo che rimane sempre proiettivo a se stesso mutando quel S\,_^ , cioè un gruppo

che è proiettivo al gruppo delle n quadriche specializzate, o delle n radici di quel-

l'equazione di grado n in ). : (j. (Viceversa la condizione che quel gruppo rimanga sempre

proiettivo ad uno dato equivalendo ad « — 3 condizioni semplici ed essendo co^'"~^' il

numero di S'„_^ dello spazio, segue che, assoggettando questi a quella condizione, il loro

numero si riduce ad co"~', quale è appunto il numero degli <S''„_3 polari di punti dello

spazio rispetto al fascio di quadriche; cosicché questo sistema di /S"„_3 equivale a

quello assoggettato alla prima condizione).
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Se supponiamo n= 4 otteniamo così il teorema noto che nello spazio ordinario

a 3 dimensioni le rette polari dei pimtì dello spazio rispetto ad una coppia di quadi'iche,

od al loro fascio sono tali che da esse i vertici dei 4 coni di questo sono proiettati

con 4 piani aventi un rapporto anarmonico costante, cioè sono le rette di un complesso

tetraedrale. L'analogo di questo in uno spazio ad n—1 dimensioni qualunque è dunque

l'insieme di quegli S'„_3 che, congiunti ad « pimti fissi dello spazio danno n piani

foi-manti un gi'uppo di dati rapporti anarmonici (od invarianti assoluti).

52. Un S,' qualunque dello spazio ha, come sappiamo, per spazio polare rispetto

ad ogni quadi-ica del fascio dato xm S'„_^, , che è l'intersezione dei piani polari rispetto

ad essa di due punti fissi qualunque del S,'. Dicendo x', x" questi punti ed indicando

in generale con Z^, e Mf. i primi membri delle equazioni dei piani polari del punto

dato 0.-'*' rispetto alle quadriche o ed f, i piani polari di x', x" rispetto alle quadriche

del fascio la-^-fJ. f avranno per equazioni :

IL, ^iJ.M, = ,

IL, -+- u. M, = ,

e quindi gli S'„_. d'intersezione dei piani che corrispondono ad una stessa quadrica

avranno per luogo la supei-ficie d'equazione:

L, M,

L, M, =

Ora, questa rappresenta una quadrica generabile con fasci di piani proiettivi (ed avente

quindi in generale un S'„_^ doppio) avente un secondo sistema di (generatrici) S'„_^

,

che risultano dalle equazioni

K L, + \ i, =

facendovi variare A-, : h^, e sono gli 'S''„_3 polari dei punti Qc^x -+ \x") del Si conside-

rato rispetto al fascio dato di quadriche.

L'5'/ taglia quella quadrica in due punti, i quali staranno in conseguenza risp.

sugli 'S"„_3 polari del S^ rispetto a due certe quadriche del fascio e quindi saranno

punti di contatto del S' con queste due quadriche. Così vediamo confermato il fatto

che ogni S' tocca due quadriche di un fascio.

53. Un ;S'^' qualunque ha per polare rispetto ad ogni quadrica del fascio un

'5'„_4 , cosicché il luogo di questi sarà un >S„_3 , di cui cerchiamo l'equazione. Sia VS^

rappresentato da Ic^x'-'r h^x'+'k^x" 'dove £, , \, Tt^, variano, mentre i punti od, x" , x"

sono fissi. L' S'„_,^ polare di quel S^ rispetto alla quadrica ).<p + iJ.f sarà rappresentato

dalle equazioni lineari (litenendo le notazioni precedenti i* e M^) :

1L, + jJ.M, =

IL, + IJ.M, = ,
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e quindi, variando la quadrica nel fascio, il luogo di quel 'S''„_^ avrà per equazioni:

L. A Ì3

Jf
,

M, M, = .

ed è quindi uno spazio cubico Sl_^^ che taglierà V S^ in 3 punti comuni a questo ed

ai suoi S'„_, polari rispetto a 3 quadiiche del fascio, laonde quelli saranno i punti

di contatto del S^ con queste 3 quadriche. Ma la forma di quell'equazione mostra

che essa è soddisfatta da quei punti pei quali le due equazioni

sono identiche tra loro, cioè da quei punti pei quali passano solo piani corrispondenti

tra loro di questi due sistemi proiettivi doppiamente infiniti, ossia passano 'S''„_3 cor-

rispondenti di quei due sistemi. È chiaro che i piani corrispondenti di questi sistemi

si tagliano secondo gli «S''„_3 polari dei punti del >S'^' dato rispetto al fascio di quadriche,

e ciascuno di questi S'„_3 taglia r'S'^_3 precisamente nel S^_^ in cui (escludendo la

parte L, = L^= L}=^ 0) questo è tagliato dal piano JCjL, + Jc^L^-\-J{^L^=^0.

Quindi quegli S'„_^ sono secanti del Sl_^, cioè, invece di tagliarlo in spazi di 3°

ordine ad w— 5 dimensioni, lo tagliano in 'S'\_^

.

54. In generale consideriamo r5"„_, di punti rappresentato da

Jc,x'+ Kx"+ . .. + Z-„a;('"' :

il suo <?'„_„,_, polare rispetto alla quadrica \x + (j.f del fascio dato sarà determi-

nato dalle equazioni

ed il suo luogo avrà quindi per equazione :

M. M„ = ,

sicché sarà, com'è facile vedere, un <S""„_„, (*). Questo taglia in generale VS'^_, dato

in m punti, che saranno i punti di contatto di questo colle m quadriche ad esso

tangenti. Quell'equazione rappresenta pure il luogo di quei punti pei quali passano due

iS"„_„ corrispondenti dei due sistemi lineari proiettivi :

K L, + K i,+ ...+^,„i,„=0

(*) La teoria dei luoghi generati da sistemi proiettivi di piani, il loro doppio modo di genera-

zione e la considerazione degli spazi lineari secanti, si trovano svolti in modo completo nel lavoro del

Veronese, che ne fa pure importanti applicazioni (V. memoria citata, pag. 215 e seg.).
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i cui piani corrispondenti si tagliano negli <S'„_3 polari dei punti

del S'„,_, rispetto al fascio di quadriche. Uno qualunque (k,. . ./,•„,) di questi S'„_3

taglia r S"'„_„ di cui ti-ovamnio le equazioni precisamente nella sua intersezione con

^'. L, + k^L^ + . . . + /.-,„ L,„= , dalla quale però si escluda i, = 0, i^= 0, . . . .

,

Z„ = , cioè taglia V S '"„_„, in un <S ;"",',_, (invece che in un aS '"„_,„_J e quindi

è uno spazio lineai-e secante di quello.

55. Finalmente (per m = n— 1) un piano S'„_^ dello spazio ha per polo rispetto

alla quadi-ica lcp-\- p.f del fascio il punto determinato dalle n—ì equazioni :

e quindi il luogo del suo polo rispetto alle quadriche del fascio stesso è dato da

M. . 3T =

cioè è un S"~' (curva d'ordine n—1) razionale, i cui n~l punti d'intersezione col

piano dato sono i punti di contatto di questo colle w — 1 quadi'iche del fascio, che

toccano quel piano. Quell'iS*,""' (il quale gode di molte proprietà notevoli) è pure il luogo

dei punti per cui passano due S\ corrispondenti dei sistemi lineari proiettivi (stelle) :

k,M, + KM,+. . . + K-, M„_, = ,

i cui piani corrispondenti si tagliano negli 'S''„_3 polari dei punti del dato piano rispetto

al fascio di quadriche. Ognuno di questi <S''„_3 è secante del S"~', cioè lo taglia in

n— 2 punti.

La teoria così svolta della polarità rispetto ad un fascio di quadriche si esten-

derebbe facilmente alla polarità rispetto ad un sistema lineare qualunque di quadriche.

Ma non lo facciamo per non uscire dai limiti, che ci siamo imposti.

§ 2.

Sjoasi quadratici e lineari contenuti in una quartica.

Generazione di questa con sistemi reciproci.

56. La ricerca degli spazi quadratici di punti ad m— 1 dimensioni xS'^„_, con-

tenuti nella quartica Q d'intersezione di due date quadriche f e <p è assai semplice

dopo quella, che abbiamo fatto nel § 3 della 1^ parte, degli spazi lineari S'^ con-

tenuti in una quadrica. È chiaro in fatti che ogni 8'^ contenuto in una quadrica

del fascio fo taglierà un'altra di queste quadriche in un S^„_, contenuto nella quar-
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tica Q. Viceversa poi, se un 'S'^,„_, è contenuto in Q, esso sarà determinato dall'in-

tersezione di un S',„ contenuto in una determinata quadrica del fascio con qualunque

altra, o, in casi più particolari, starà in un S'^ contenuto in Q; invero ogni xS'^„,_,

sta in un S'„^ (V. n" 7) e se si considera un punto esterno al -S",„_, , ma posto su

questo S'^, per esso passerà una determinata quadrica del fascio (oppure tutte, e

quindi anche la quartica Q), la quale, tagliando r>S"„, in quel punto oltre che nel

S'^„_, , conterrà tutto V8'^. Quindi noi vediamo che ad ogni quadrica del fascio cor-

risponde un sistema di 'S'^„_, contenuti nella quartica Q, cioè gli S\,_, pei quali gli

;S''„, che li contengono sono gli ^S* „ contenuti nella quadrica considerati. Diremo

dunque che ad ogni quadrica passante per la quartica Q corrisponde una generazione

di questa, sicché questa ha infinite generazioni corrispondenti a quelle infinite qua-

driche; in particolare essa ha delle generazioni specializzate corrispondenti alle qua-

driche specializzate del fascio. Ad ogni generazione corrispondono, secondo che n è

impari o pari (V. n° 30)

Un—i] [n+iì l 7i(«-2)

oo'^ ò „_, ovvero oo" "^ n-4

(formanti in questo caso due sistemi) , né le appartengono in generale spazi quadratici

di maggior numero di dimensioni, l.'er un punto qualunque della quartica passano di

ogni generazione a seconda dei due casi :

oo" 'J „_,; ovvero oo» S\_^ .

57. Fanno solo eccezione quelle generazioni (in numero finito ^ n) della quar-

tica, le quali sono specializzate. Consideriamo una quadrica h volte specializzata del

fascio: avi'à un S\_, doppio, il quale o taglierà un'altra quadrica del fascio secondo

un /S'*/,_^ (purché 7t>l), oppure vi sarà tutto contenuto; si avi'anno così sulla quar-

tica un S\_^ oppure un S'/^_, tutto composto di punii doppi di questa, cioè di punti

tali che ogni S\ passante per uno di essi taglia la quartica stessa in 4 punti, di

cui due sempre coincidono in quello. In fatti ogni tal S\ (piano, nello spazio ordi-

nario) taglia la quadrica specializzata considerata secondo una coppia di >S' ', (rette,

nello spazio ordinario) tagliantisi in quel punto e taglia un'altra quadrica del fascio

in un S^^ (conica) passante pel punto stesso, onde in questo coincidono appunto due

dei 4 punti d'intersezione di questo 8^ con quella coppia di 8\ , cioè dei punti

d'intersezione del S\ colla quartica. Diremo sistema di punti doppi della quartica

tutti quelli così ottenuti da una stessa quadrica specializzata del fascio.

Viceversa ogni punto doppio della quartica, come fu dianzi definito, apparterrà

ad im gruppo, cioè sarà un punto doppio di una quadi'ica specializzata del fascio. In

fatti se si proietta la quartica da un suo punto doppio, siccome ogni 8\ uscente da

questo la taglia, per definizione, soltanto in altri due punti, così è chiaro che il cono

che la proietta sarà quadrico (mentre quello che la proietta da un suo punto qua-

lunque è di 3° ordine), cosicché quel punto è veramente punto doppio di questa

quadrica specializzata.

Kicordando i risultati trovati (V. n" 37) sugli spazi lineari contenuti in una

quadrica specializzata avremo :
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Ad ogni geìicratìone h volte speciaìissata di una data qiiartica corrisponrfono

secondo che n -\-Ji è inijìon' o j)rr)-/

~ S „+^_s ovvero o=»'
^'•i±!--'<

(formanti in questo 2° caso f?«e sistemi diversi) contenuti nella quartica e pas-

santi tutti pel gruppo di punti doppi di questa corrispondente a quella genera-

zione: per ogni punto della quartica ne passano a seconda dei due casi

i|,i_/i_3i n—/i— i;
i n—A— Vi (ii-A— 2)

00 ovvero 00°

lu particolare, una f^enerazione semplicemente specializzata della quartica pre-

senta, riguardo alla specie degli spazi quadratici corrispondenti della quartica una

diflerenza dalle generazioni non specializzate solo'quando n è impari, e non quando

è pari. In fatti, se n è impari le generazioni ordinarie della quartica danno luogo

solo a degli S\_-^ contenuti in questa, mentre una generazione semplicemente spe-

cializzata dà luogo a degli S^„_^ della quartica. Invece, se n è pari , tanto le ge-
2

nerazioni qualunque quanto quelle semplicemente specializzate danno luogo a degli

/S^i^j contenuti nella quartica.

58. Considerando una quadrica qualunque del fascio, essa si può generare,

come vedemmo (Y. n° 44), in infiniti modi mediante due sistemi lineari reciproci di

piani ad nt— 1 dimensioni, i cui sostegni si possono prendere ad arbitrio su essa,

ni

cosicché deve essere : m'^— , a meno che quella quadrica fosse specializzata un certo

numero di volte, nel qual caso si può diminuire il numero di dimensioni dei due

sistemi, prendendo i sostegni di questi ad arbitrio, purché tali che siano contenuti

nella quadrica. Ciò posto noi abbiamo immediatamente il modo di generare proiet-

tivamente una quartica. Ad ogni quadiùca di questa corrisponderà una serie di modi

di genei'are la quartica: basterà prendere i sostegni di due sistemi lineari reciproci

ad arbitrio su quella quadrica (in modo però che non abbiano punti comuni) e ima-

ginare tagliati tutti i piani dei due sistemi con una quadrica fissa qualunque del

fascio: la intersezione poi di un piano dell'un sistema con tutti i piani corrispondenti

dell'altro e con questa quadrica fissa avrà per luogo la quartica considerata. Se la

generazione che si considera di questa è h volte specializzata , si potranno prendere

per sostegni dei due sistemi reciproci , secondo che n+ h è impari pari, due /S'^„+,,_5

ovvero due S^„^^_^ di queUa generazione della quartica.
^

59. Gli spazi quadratici di punti contenuti in una quartica possono servire alla

costruzione del >S''„_3 polare di un punto qualunque dello spazio rispetto a quella

quartica od al fascio di quadriche da essa determinato. In fatti un S'^ qualunque

passante per quel punto taglia ogni quadrica del fascio in un >S'*„^, rispetto al quale

prendendo r<S''„_, polare del punto stesso, esso starà sul piano polare del punto ri-

Serie II. Tom. XXXVI. h
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spetto a quella quadiica; ma se l'^',,, sta su una delle quaclriche del fascio, r'S'^„_,

d'intersezione sarà lo stesso per tutte le altre quadriche, appartenendo esso alla quar-

tica comune, e quindi VS'„_, , polare del punto rispetto a quello, apparterrà al

S'„_i polare del punto rispetto alla quartica. Adunque si consideri la quadrica del

fascio passante pel dato punto, e nella sua intersezione col suo piano tangente in

questo e con un'altra quadrica qualunque del fascio si prendano i vari <S'^^_, ap-

partenenti per conseguenza alla quartica e posti su S',^ passanti per quel punto: gli

'S'm—3
polari del punto stesso rispetto a questi avranno per luogo r'S''„_3 polare del

punto rispetto alla quartica.

60. Gli spazi quadratici di punti contenuti in una quartica data possono anche

specializzarsi acquistando uno od infiniti punti doppi. Consideriamo quella generazione

che corrisponde ad una quadrica cp h volte specializzata del fascio, provenendo dagli

spazi lineari S'„ contenuti in questa quadrica e passanti pel suo S',^_, doppio (sicché

m^ h, ma < "+^'-^
) . Uno di questi spazi S\^ avrà con un'altra quadrica data

del fascio (e quindi colla quartica) un contatto d'ordine A-, cioè la taglierà in un

S^„_, h volte specializzato, se saranno soddisfatte certe condizioni determinate, tra

cui quelle indipendenti sono — h {h-\-l) (V. n" 17). Dunque, ricordando il numero
di

degli 8'^ contenuti in 9, conchiudiamo (n" 37):

Tra gli 00^ *->„,-. della quartica corrispondenti ad una ge~

nerastone li volte specializzata ve ne sono 00 ^ che sono k

volte specializzati.

In particolare, per le uguale ad m — 1 ad m, sappiamo che un 'S'^„,_, m—

1

volte specializzato si scinde in due <S''„,_, (V. n" 21) , e che un 'S'^„_, m volte

specializzato si riduce ad un i?'„,_, contato due volte. In questo modo si po-

trebbe ottenere il numero degli S\^ contenuti in una data quartica. Ma esso si

può anche avere direttamente ricordando che uno spazio lineare di punti S'^ di-

pende da (»«+ 1) (m — m — 1) quantità indipendenti, e che d'altra parte le condizioni

affinchè esso stia su una data quadrica, che ad esempio supporremo generale , sono

- ()H + 1) [m-\-2), e perchè stia su due date quadriche {ni-\-l) (wi + 2) , laonde il

ò

numero degli /S',,, contenuti in queste, e quindi nella loro quartica d'intersezione sarà

j^{ni+il («—m— i} — ,in+i)(m+2)
Qggjg^

^m-ì-i) {n—i.m—ì)

Dunque :

Una quartica qualunque contiene nel caso f/e«era?e oot^+'i >"~^"'~''5",„
_

61. Questi spazi lineari contenuti in una quarticd, si possono anche costrurre

effettivamente in modo analogo a quello tenuto (V. n" 30) per gli spazi lineari con-

tenuti in una quadrica. Sia dato un punto x della quartica: se ne costruisca VS'„_^

tangente a questa e sul *S'^„_5 in cui esso taglierà la quartica stessa (il quale ^''„_5
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sarà un cono di ccrtice x e di 4° online) si prenda ad arbitrio un punto x' : VS',

che lo congiunge ad x starà sulla quartica data. Indi si consideri VS'„_3 tangente

in x' alla quartica: esso taglierà VS\,_- suddetto in un S\,_. {cono di 4° ordine

avente per asse \'S\ xx') di cui uu punto qualunque x" si congiungerà ad xx' con

xm S\ contenuto tutto in esso, e quindi sulla quartica data. Similmente VS'„_3 tan-

gente a questa in x" taglierà quel S\,_. in un S^„_^ , di cui ogni punto si con-

giungerà ad X x' x" mediante un S\ contenuto nella quartica data. E così via di-

cendo. Come si vede, questa costruzione dà un /?',„ mediante un 5'*„_3_^„, in cui

esso è contenuto, e quindi serve finche wSn— 3 — 2)« cioè m <: "~'^
p^-a^ j~ 3

punti X della quai-tica ve ne possono tuttavia essere di quelli eccezionali i quali

stiano in spazi lineari S'^ della quartica pei quali m superi anche quel limite.

§ 3.

Cìassifìcasione dei fasci di quadriche e delle quartiche mediante i divisori elementari.

Teorema di Weierstrass e sua inter;pretazione geometrica.

62. Abbiamo già notato nei §§ precedenti come tra le quadriche del fascio

determinato da due date

<f^la,^XiX^=0

f^lc^x^x^^O ,

ve ne siano di quelle specializzate un certo numero di volte, cioè aventi dei punti

doppi. Se la quadrica ). s + ,u f del fascio è specializzata , dovrà esser nullo il suo

discriminante :

(1) |À«,*+ ,"-c,-,.
1

= 0.

Ora questa è un'equazione di grado n, la quale determinerà nel caso più generale n

valori per X : /l;. , ai quali corrisponderanno n quadriche semplicemente specializzate del

fascio. Ciascuna di queste avrà un punto doppio x, il quale sarà determinato da w— 1

delle n equazioni lineari:

(2) )..o,-(^)+p-/;(^) = o ,

in cui per ). ra si ponga il corrispondente tra i suddetti n valori.

63. Però può presentarsi il caso particolare che una di quelle quadriche sem-

plicemente specializzate corrisponda ad una radice multipla dell'equazione (1), e più.

in generale può accadere che ad una radice multipla X' : rj.' di quest'equazione corri-

sponda una quadrica del fascio specializzata più d' una volta
, p. e. Ji volte. In tal

caso quel valore di ). : u annullerà non solo il discriminante '

). a^,. + pi C;^
|

, ma anche

i suoi subdeterminanti d'ordine n— h-\-l. E siccome i subdeterminanti di un ordine
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qualunque hanno evidentemente le loro prime derivate rispetto a l-.p. espresse linear-

mente mediante i subdeterminanti d'ordine immediatamente inferiore, cosi quella radice

X' : u.' comune ai subdeterminanti d'ordine n — ]i-\-l apparterrà pure secondo gradi di

multiplicità crescenti ai subdeterminanti d'ordine superiore. Indicando dunque con

1, l', l", . . . ,

?'''"'' gl'indici di multiplicità secondo cui entra il divisore lineare \
p. p.

rispettivamente nel determinante
\
X a,j + p-c,j. |, in tutti i suoi subdeterminanti d'ordine

n— 1 , in tutti quelli d'ordine n — 2,. . . , in tutti quelli d'ordine n—h+1; e suppo-

nendo che quel divisore lineare non entri più in tutti i subdeterminanti d'ordine n — h,

cosicché la quadrica Vf+jj.'f del fascio sia specializzata appunto h volte, e non

h+1 , sarà :

i>i'>i" >;(''-'>o,

cosicché le differenze

e= l-l' , e=l'-l", , e<*-'= ;(*-'

saranno positive; si può anzi dimostrare che esse sono in questa serie ordinate secondo

la loro grandezza, cosicché e''*' ^ e
'*''"'

.

l 1'

La potenza l esima del divisore lineare
, , la quale è contenuta nel discri-

p- y-

minante
|

)• «ìa+P-c,/; j

si può quindi rappresentare con

(-/—,)

,1 ^>.e(''

e perciò queste singole potenze |
, ) furono chiamate dal Weierstk.\ss clivi-

sori elementari ( Elementartheiler ) del discriminante stesso (*). Ve ne sono diversi

gruppi corrispondentemente alle diverse radici distinte di questo.

Ad ogni quadrica specializzata del fascio X © + /j.
/' corrisponde adunque un gruppo

di divisori elementari ed il numero h di questi coincide col numero delle volte che la

quadrica stessa è specializzata. Il gruppo dei numeri interi positivi decrescenti, e e' e\

. . ., e'''~'^, rappresentanti i gradi dei divisori elementari di quel gruppo lo chiameremo

per brevità gruppo àe^'indici caratteristici, o semplicemente gruppo caratteristico,

corrispondente a quella radice del disci'iminante, ossia a quella quadrica specializzata

del fascio. La somma degl'indici caratteristici di un gruppo darà l'ordine di multiplicità

della corrispondente radice pel discriminante, e la somma degl'indici stessi a partire

dal k esimo darà l'ordine di multiplicità a cui questa radice entra nei subdetermi-

nanti d'ordine ii — A; + 1 di questo.

L'insieme poi degli r gruppi caratteristici corrispondenti alle r radici distinte

(r ^ n) X, : p., , ).^ : u.^ , . . . , X,. : u.^ del discriminante , cioè alle r quadricbe specia-

(*) V. Weierstbass « Zur Theorie der bilinearen und quadralischen Formsn » (Monatsberichte

der kònigl. preussischen Akademie der Wisseaschafteri zu Bei'lia, 18 Mai 1868).
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lizzate, si dii'à la carafteristica del fascio di quadriche , oppiu-e della loro quartica

d'intei-sezione, e la indicheremo colla seguente notazione introdotta dal Weiler :

La somma di tutti gl'indici compresi nella caratteristica dovrà uguagliare n.

64. Ciò premesso, si ha il seguente importantissimo teorema di Weierstrass :

^^ La condizione necessaria e sufficiente affinchè le due forme quadratiche cp, f
di n vai-iabili si possano rispettivamente trasformare in altre due forme quadratiche

y', /' pure di v. variabili mediante una sostituzione lineare il cui determinante non

sia nullo è che i determinanti delle due forme quadratiche l(p-\-tj.f e lf'+ fxf

(dove X e u. sono indeterminate) abbiano gli stessi divisori elementari (*) ».

Questo teorema, dato dal Weierstrass sotto questa forma analitica , esaurisce

completamente, dal punto di vista dell'algebra moderna, ogni questione che si possa

fare sui vari casi che può presentare il sistema di due forme quadratiche e sugli

invarianti di questo sistema corrispondenti ai casi stessi, dando una classificazione,

completa da quel punto di vista , di questi sistemi di forme. Vediamo di tradurlo

geometricamente.

Per questo notiamo anzitutto che, ritenendo le n variabili omogenee che entrano

in o ed /', e quelle che entrano in o' ed f' come coordinate omogenee di punti in

due spazii lineari ad n— 1 dimensioni (i quali spazii possono anche coincidere), le

forme quadi'atiche (p , f e 9', /' rappresentano due coppie di quadriche poste rispet-

tivamente in quei due spazi. La sostituzione lineare (di modulo non nullo) di cui si

parla nel teorema si traduce in una trasformazione proiettiva (non specializzata) dei

due spazi l'uno nell'altro, e questo teorema ci dà la condizione perchè vi sia una tale

proiettività tra i due spazi che in essa si corrispondano le quadriche o e (p'. f ed f.

Quella condizione si può decomporre in due parti distinte : essa ci dice anzitutto che

i due fasci o/" e o'f di quadriche debbono avere la stessa caratteristica, e poi che

i gruppi caratteristici che entrano in questi devono corrispondere agli stessi valori

per la radice l-.u. sia nell'uno sia nell'altro fascio (È chiaro però che, potendosi

moltiplicare ad arbitrio una qualunque delle forme quadratiche considerate per un fattore

costante arbitrario senza che esse cessino di rappresentare le stesse quadiiche, non occorre

precisamente che i valori delle radici \ : p.^ corrispondenti ai due discriminanti di X o + ^
e di "/.o -\-u.f' siano uguali, ma solo che siano proporzionali). Le quadriche dei due

fasci \tp -\-p.f e }.o'-\-ij.f' corrispondenti allo stesso valore di l-.p. si corrispondono

proiettivamente, come formanti due forme di 1' specie, e in questa corrispondenza ©

corrisponde a o', ed /" a /''. La condizione che le due quadriche specializzate dei due

fasci corrispondenti ad uno stesso gruppo caratteristico corrispondano allo stesso valore

di Aitj. (radice del discriminante) significa dunque che queste quadriche specializzate

(*) 11 Weierstrass , dando questo teorema nella memoria citata , esclude il caso in cui tutte le

forme quadratiche j.o-ì- ij.f, qualunque sia >-:/i, abbiano discriminante nullo. Quindi nelle applica-

zioni che noi faremo dì quel teorema al fascio di quadriche sarà escluso il caso in cui questo sia tutto

composto di quadriche specializzate. Ci riserviamo di ritornare altrove su questo caso.
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si corrispondano in quella corrispondenza proiettiva tra i due fasci. Due fasci di qua-

driche (o le due quartiche corrispondenti) aventi la stessa caratteristica si dii-anno delia

stessa specie. Ciò posto, il teorema di Weierstrass si traduce nel seguente teorema

fondamentale per la geometria delle quartiche e fasci di quadriche:

La eondizione necessaria e sufficiente affinchè si possano trasformare proiet-

tivameìite l'imo nell'altro due spasi lineari ad, n — 1 dimensioni in guisa che due

date quadriche cp , f delVtmo si trasformino rispettivamente in due date quadriche

'o' , f dell'aìiro è che le loro quartiche d' intersezione siano della stessa specie ed

inoltre che i due fasci (ff e <d'f da esse determinati, considerati quali forme di

prima specie, si passarlo far corrispondere proiettivamente sì che si corrispondano:

a e a', f e /"', ed inoltre quelle quadriche specializzate dei due fasci, le quali cor-

rispondono allo stesso gruppo caratteristico nella caratteristica comune ai due fasci.

E siccome le particolarità proiettive a cui può dar luogo una figura qualunque

di uno spazio lineare (considerata in questo) sono appunto quelle, e solo quelle, che

si conservano passando alla figura corrispondente di uno spazio lineare proiettivo a

quello, così possiamo conchiudere che il sistema di due quadriche dà luogo, dal punto

di vista proiettivo, a queste sole particolarità : l°la specie della quartica in cui quelle

si tagliano, specie che è determinata dalla caratteristica, 2" gì' invarianti assoluti del

sistema, i quali sono i rapporti anarmonici che colle due quadriche date formano le

diverse quadriche specializzate del loro fascio.

Dicendo r il numero di queste quadriche specializzate (cioè il numero dei gruppi

d'indici che entrano nella caratteristica corrispondente alla specie considerata), questi

rapporti anarmonici saranno evidentemente determinati da r — 1 di essi e quindi r — 1

saranno gl'invarianti assoluti indipendenti del sistema delle due quadriche.

65. Quando poi si vogliano solo le condizioni perchè la quartica d'intersezione

di ffi e /" si possa trasformare in quella di q e /'', cioè il fascio tof nel fascio ffl'/'j

ma senza che occorra che © si trasformi precisamente in tf' ed f in /"', allora dovranno

coincidere nei divisori elementari i determinanti delle forme \o-\-p.f e \{g-J+hf')

+ [j.{g,f'-\-h,f'), essendo g, h, g^, h, costanti qualunque. Quindi le due quartiche

dovranno avere la stessa caratteristica, ed inoltre, corrispondentemente ai gruppi carat-

teristici che entrano in questa, esser contenute in quadriche specializzate corrisjjondenti

a radici dei discriminanti di Af + [j.f e Xf'+^.'f, le quali si corrispondano me-

diante le formule:

P À— 9'^+ g.!J-
, p ,"-' = hl-jr h, u ,

che formano una trasformazione lineare binaria. Questo prova che gì' invarianti assoluti •

della quartica d'intersezione di due quadriche (p, /'sono precisamente gl'invarianti assoluti

della forma binaria in \, jx che costituisce il determinante della forma y.w+p.f, sicché:

gl'invarianti assoluti di una quartica di data specie sono griuvarianti assoluti o rapporti

anarmonici del gruppo delle quadriche specializzate passanti per essa, sicché se queste

quadi'iche specializzate sono r, saranno r — 3 gl'invarianti assoluti indipendenti della

quartica.
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66. Finalmente, può presentarsi il caso intermedio (come ci accadrà appunto in

seguito) in cui si vogliano le condizioni perchè si possa trasformare proiettivamente

una data quadrica 9 ed una quartica of giacente su essa in una quadrica
(f'

con una

sua quartica o' f , senza che si richieda che /' si trasformi precisamente in /"'. Allora

siccome nella sostituzione lineare binaria considerata al n" precedente si richiederà che

sia 7(=0, così è cliiaro che gl'invarianti assoluti di una quartica di data specie su

una quadrica data saranno i rapporti anarmonici (tra cui r — 2 indipendenti) delle r

quadriche specializzate passanti per la quartica colla quadrica data.

67. Quanto ai rapporti anarmonici delle quadriche di un fascio, essi si possono

sempre avere, non solo analiticamente dai valori di X : jU che corrispondono a quelle

quadriche, ma anche geometricamente mediante il teorema già dimostrato : « Il fascio

dei piani polari di un punto qualunque dello spazio rispetto alle quadriche di un fascio

corrisponde proiettivamente a queste » (V. n° 51). Quindi la proprietà importante, notata

allora, degli S'„_.^ polari dei punti dello spazio rispetto alla quartica, di proiettare gli

r grappi di punti doppi delle r quadriche specializzate del fascio mediante r piani,

i cui mutui rapporti anarmonici sono costanti, riceve ora la sua spiegazione completa

nel fatto che questi rapporti anarmonici non sono altro che gl'invarianti assoluti della

quartica che si considera.

68. La classificazione delle quartiche (sia che si considerino da se, sia che si

considerino insieme con una due delle quadriche passanti per esse) è così ridotta

dalla nostra interpretazione del teorema di Weierstrass al riconoscere in che cosa si

distinguano tra loro le varie specie di quartiche, quali noi le abbiamo definite, cioè

quale sia il significato geometrico della caratteristica di una specie data di quartiche.

Di questo appiinto ci occuperemo ora.

Consideriamo un punto doppio di una quadrica specializzata qualunque del fascio :

il suo piano polare rispetto ad un'altra qualunque quadrica di questo si potrà pure

considerare come polare rispetto a quella (poiché il piano polare rispetto ad una quadrica

specializzata di un sno punto doppio è affatto indeterminato) e quindi sarà piano polare

del punto stesso rispetto a tutte le quadriche del fascio. Ciò è pure provato dal fatto

che, se diciamo x un punto doppio qualunque della quadrica specializzata /^ 2> + p.^ f,

si ha:

).,?a^)+/^-./;-G^)=o ' {i = i,...n)

le quali n equazioni esprimono pure che il piano polare di x rispetto alla quadrica X cs+ ju.
/'

qualunque del fascio non dipende da ). : p., poiché le sue coordinate X -p,- (a;) + p. /] (a;)

sono tutte, in virtù di quelle equazioni, divisibili per kp^— p.\, ed i loro quozienti,

indipendenti da X, p., si possono assumere come coordinate del piano stesso. Viceversa

se si cercano quei punti x dello spazio, ciascuno dei quali ha lo stesso piano polare

rispetto a tutte le quadriche del fascio, è chiaro che per questo basterà che siano pro-

porzionali le coordinate s^ {x) , /|- (x) dei piani polari rispetto a due quadriche distinte,

e , f del fascio, cioè che vi sia un tal valore per ). : p. che :

).',,{x)+iJ.f,ix) = .
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Ora queste n equazioni lineari omogenee nelle x permettono di eliminare queste im-

mediatamente, e cosi si ottiene l'equazione:

1

>. «,* + P-
e,,, 1=0.

Ogni radice distinta di questa, sostituita in quelle equazioni lineari, darà im punto x

od infiniti formanti un sistema lineare; e, come si vede, questi punti saranno preci-

samente i punti doppi di quella quadrica specializzata del fascio, la quale corrisponde

a quella radice. Quindi il problema di cercare le quadriche specializzate di un fascio,

e quello di cercare quei punti dello spazio che hanno lo stesso piano polare rispetto

a due date quadriche od a tutte le quadriche del loro fascio si equivalgono, cioè :

Ogni punto doppio di una quadrica specializzata del fascio ha uno stesso piano

polare rispetto a tutte le quadriche di questo, e viceversa ogni punto avente lo stesso

piano polare rispetto a queste è punto doppio di tina di esse.

S9. Considerando un'altra quadrica specializzata del fascio, siccome ii piano polare

di un punto qualunque dello spazio rispetto ad essa passa pel sistema dei suoi punti

doppi, così passerà per questo sistema il piano polare di un punto doppio della prima

quadrica specializzata rispetto a tutto il fascio. In altri termini, due punti doppi appar-

tenenti a quadriche specializzate distinte del fascio sono coniugati rispetto a tutto il

fascio. Ciò si vede pure immediatamente dalle equazioni, che caratterizzano due tali

pimti X, x'

:

\ ^, (x) + y., /;. (x) = Q

dalle quali si trae :

\ (0 {x, x) + ,u., f (x, x)—
Itf {x , x')+!J.i f{x , x') =

donde finalmente, supponendo ).^ : p.^ e )., : [J.t distinti tra loro :

X
'f

{x, X ) + [j. f{x, x) = ,

qualunque sia ). : u. ; e quest'equazione prova appunto che x. x sono punti coniugati

rispetto a tutte le quadriche del fascio.

Di qui segue un raggruppameuto notevole dei punti doppi delle quadriche specia-

lizzate del fascio. Diciamo s^, , li^, . . . , di^ queste quadriche, A., , h^, . . . , h,. il numero

delle volte che sono risp. specializzate, sicché i loro spazi lineari doppi siano S\_,,

S\ _, , . . . , S\ _,. Alloi'a i punti di uno di questi, p. e. del S'/, _, , hanno ciascuno uno

stesso piano polare rispetto a tutte le quadriche del fascio, e tutti questi piani polari

dei punti del S'/,_, formano un 2'/, _, di piani, la cui intersezione S'„_^ _, costituisce

lo spazio polare del S',, _, rispetto a tutte le quadriche del fascio. Orbene questo S'„_^ _,

conterrà tutti gli spazi doppi delle altre quadriche specializzate del fascio, cioè i suddetti

S'i, _,,... ., S',, _, . Similmente lo spazio polare comune S'„_i,^_, del S\_^ rispetto

a tutte le quadriche del fascio contiene gli S'/, _, , S',, _, , . . . , S',^ _, , e via dicendo.

70. In particolare, se supponiamo di essere nel caso più generale in cui le n

radici ).: p. dell'equazione
|
Xa^^ +p. Cjj.

|
= sono tutte distinte, e quindi per la



PI COKRAIXI SEGEE 65

quartica data passano n quadiùche semplicemente specializzate, i punti doppi di queste

sai-anno i soli punti aventi lo stesso piano polare rispetto a tutte le quadriclie del

fascio, e questo piano polare per ciascuno di quegli n punti sarà il piano che con-

giunge gli altri w— 1, cosicché essi costituiranno una «. upla polai'e (V. n" 24)

comiiue a tutte quelle quadriche. In questo caso, più generale, la caratteristica è

[1 1 1 ... 1 1],

e se si riferiscono tutte le quadriche del fascio a quella n upla polare comune come

sistema di riferimento, le loro equazioni saranno della forma (V. n° 26):

ed in particolare le equazioni delle due quadriche 's
,

/' saranno rispettivamente :

iij.,x;=o , i\x;^() .

Si vede dunque come il problema della riduzione simultanea di due quadriche ad

equazioni di questo tipo coincida con quello che stiamo studiando.

71. Più generalmente supponiamo soltanto che tutti gl'indici caratteristici siano

uguali ad I (e quindi in numero di n), ma raggruppati comunque, cioè si abbia la

caratteristica
;

[(11. .1) (1..1) .... (1..1) (1..1)],

dove siano h, , h^, . . . , /(,._, , /;,. i numeri d'indici compresi rispettivamente negli r gruppi

cai'atteristici. Allora se consideriamo il gruppo (11..1) composto di A, indici, esso

corrisponderà ad una quadrica A, volte specializzata del fascio, anzi al caso più generale

di una tal quadrica, poiché ad una quadi'ica /*,• volte specializzata vedemmo dover

coriTspondere una radice /<,- upla (almeno) di
|
Xa^^^+zv. Ci^j , la quale entri pure nei

subdeterminanti d'ordine n— Ji^ + l , e quindi se, come accade nel caso più generale,

quella radice entra solo al grado 7f, in quel discriminante, darà necessariamente il

gi'uppo caratteristico (11..1); e solo ove vi entrasse un maggior numero di volte

darebbe un altro gruppo caratteristico. Dunque, il caso più generale in cui vi siano

quadriche specializzate é, , (i, , . . . , d/^ aventi risp. un S\ _, . S\ _, , . . . , S\
,

doppio è appunto (nel senso detto) quello corrispondente a questa caratteristica. In

questo caso lo spazio polare di uno qualunque di quelli rispetto a tutto il fascio di

quadriche è perfettamente determinato dal dover passare per gli altri.

72. Già dimostrammo (V. n° 57) che ogni (S"/,._, doppio di una quadrica del

fascio ha comuni con un'altra quadi'ica qualunque di questo dei punti che sono doppi

per la quartica che si considera, e che anzi tutti i punti doppi della quartica si hanno

in questo modo. Ora in generale quei punti comuni costituiscono un S\._^ e questo

spazio quadratico giacerà adunque sulla quartica, e vi figurerà come doppio. La quartica

avrà dunque r sistemi di punti doppi (di cui però possono scompaiire quelli che cor-

rispondono a quadriche semplicemente specializzate del fascio, per le quali ^^ = 1),

Seeie II. Tom. XXXYI. i
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cioè /S'a _i , S*/, _i ,. . , aS"/, _i (esclusi i casi, sui quali ritorneremo, in cui tutto VS\_,

considerato è composto di punti doppi della quartica) tali che due punti doppi appar-

tenenti a due sistemi diversi saranno coniugati rispetto a tutte le quadriche del fascio,

cioè saranno congiunti da un S\ tutto contenuto nella quartica. Ma col variare della

caratteristica variano il numero e la disposizione di questi sistemi di punti doppi della

quartica, e questo costituisce appunto la diversità nella specie della quartica.

Così nel caso dianzi considerato in cui la caratteristica contiene solo gì' indici

caratteristici 1, quei sistemi di punti doppi della quartica S\_^, S\^._^, . . .,S\^_^

non soddisfano ad altre condizioni che quelle dette, e queste caratterizzano perfettamente

in tal caso la specie della quartica per ogni sistema di valori dati pei numeri h,

,

h^, . . . , /v ^^ '^'^^ somma in questo caso deve uguagliare w).

73. Più. difficile è riconoscere quali singolarità della quartica corrispondano in

altri casi ad una data caratteristica. Daremo però alcune regole generali che possono

poi servire in ogni caso speciale a risolvere completamente la questione. Ed anzitutto

notiamo che quando si è già riconosciuto il significato di due gruppi caratteristici

(e,, e,', e,", . . ., e,"'-'^), e (e,, e,', e,", . . . , e^''^—' ) , si avrà pure il significato

del gruppo proveniente dal sommare gì' indici corrispondenti di quei due, cioè :

(e,+ e, , e,'+ e,' , e,"+e/', ) ,

poiché questo corrisponderà ad una quadrica specializzata del fascio, la quale provenga

dal coincidere le due quadriche specializzate corrispondenti ai due gruppi primitivi, come

si vede immediatamente supponendo che i due valori di \ : p. corrispondenti a questi

divengano infinitamente vicini, e considerando i gradi di multiplicità in cui così ten-

deranno a comparire come radici del discriminante e dei suoi subdeterminanti. Se

supponiamo 7*,^ h^, la nuova quadrica che si otterrà sarà ancora li, volte specializzata:

il suo S'^ _, doppio proverrà dall'esser venuto 1' S\ _, doppio dell'una quadidca a stare

sul S\_, doppio dell'altra. Ma notiamo che gli ultimi due spazi S\_, e <?'/,_, sono,

come vedemmo, coniugati rispetto a tutte le quadriche del fascio. Quindi, venendo

l'uno di essi a stare sull'altro, questo diverrà (se ancora non era tale) tangente di

determinata specie a tutte le quadriche (V. n" 34). Otteniamo così questo importante

risultato :

Se in un gnippo caratteristico (e, e , e", . . . , e'*~'') composto di li indici, gli

ultimi h soltanto sono uguali ad 1, V S'i^_^ doppio della quadrica specializzata cor-

rispondente del fascio sarà tangente di specie li— la a tutte le quadriche del fascio,

cioè le taglierà in un S''^_^ [composto di punti doppi della quartica) specialissato

li— le volte.

Il caso piii semplice in cui ciò accada è quando :

e= e'=:e"= ..., ef*-*-' = 2
; e

'*-*'= «'''-*+"=
. . . =e(*-"=l .

Ma lo stesso accadrà ancora quando tra i primi li — k indici caratteristici alcuni, od

anche tutti, superino il valore 2.
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74. In pai'ticolare, ricordando come accada il degenerare di una quadrica S^,^_^

col suo specializzarsi, avremo come casi particolari dal u" precedente che : Se il numero

h degl'indici caratteristici uguali ad 1 di un gruppo caratteristico si riduce a due soli,

allora il sistema S^i,_^ corrispondente di punti doppi della quartica si scinde in due

S\_^\ se vi è un sol indice uguale ad 1, allora r'S"/,_, doppio della corrispondente

quadi'ica specializzata del fascio tocca tutte le quadriche di questo lungo un S \_^

,

al quale, contato due volte, si riduce il sistema corrispondente di punti doppi della

quartica. Finalmente quando nel gruppo caratteristico considerato non vi è alcun indice

uguale ad 1, tutto quel S\_^ sarà contenuto nelle quadriche del fascio, e si comporrà

completamente di punti doppi della quartica. In questo caso adunque non è solo uno

spazio ad /; — 2 dimensioni del S'/, _, che si componga di punti doppi della quartica ;

bensì tutto 1' »S"j_,

.

Ponendo ancora in quest'ultimo caso, oltre a Z;= , /« ^ 1 , noi vediamo che

un gruppo caratteristico composto di un indice solo e rappresenta una quadrica sem-

plicemente specializzata del fascio, il cui punto doppio unico quando quell'indice e supera

1 (e solo allora) sta sulle quadriche del fascio (le quali hanno comune in esso il piano

tangente) ed è punto doppio della quartica. Questo del resto si dimostra pure facil-

mente in modo diretto.

75. Abbiamo già visto (V. n" 47) come lo spazio lineare S'^_, rappresentato

dàlie equazioni

a;,= 2 >.''"'
a;,."-' (r=l , . . . , m) (i=l, ... ,

n)
,

r

tagli il fascio di quadriche

nel fascio di *S^„,_i avente per discriminante

I

).p(:c<'-'a;M)+/7./'(xM^^^')
|

.

Imaginando scritto un suhdeterminante qualunque di dato ordine di questo determi-

nante, si vede che esso può esprimersi come somma di prodotti di tre determinanti,

di cui due formati colle x/''' e l'altro è un subdeterminante di quello stesso ordine

del discriminante del dato fascio

Di qui segue, che ogni divisore lineare in X
, [j. comune ai subdeterminanti di un dato

ordine ^ m di quest'ultimo discriminante entra pure in generale allo stesso grado nei

subdeterminanti dello stesso ordine del discriminante dell'intersezione di un *S"„,_, qua-

lunque dello spazio col fascio di quadriche. Quindi, ricordando la definizione degl" indici

caratt-eiistici, segue che, se uno qualunque dei gruppi caratteristici relativi al fascio

dato è

{e, e', e", ..., e'*-),

dove Jì>n— m, l'intersezione di quel fascio con un iS"„,_, qualunque dello spazio
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avrà, corrispondentemente al ^^„_^ d'intersezione della quadrica specializzata relativa

a quel gi'uppo, il gi'uppo caratteristico

e
("-"') g'n—m+i)

_ _ _

g(/i-i)\

Così in particolare l'intersezione con un piano {m = n — 1) otterrà, in generale, il

gruppo caratteristico (e'e", . . ., e''*"'^); l'intersezione con un S'„_3 il gruppo carat-

teristico (e" e'", . . . , e'*~'^), e cosi via.

Questa proposizione è importante, e completa un'altra che avevamo trovato al n° 49.

Essa ci permette di ridurre la ricerca che stiamo facendo del significato geometrico

dei gruppi caratteristici al caso in cui il numero degl'indici contenuti in un gruppo

vada diminuendo fino a ridursi ad un solo. Inoltre da essa scaturisce come tra le m
quadriche, le quali toccano in generale un >S"„_, qualunque dello spazio (n° 48), ne

coincidono

e
'"-""'' + e

("-'"+''+ + e'*-'
,

colla quadrica specializzata h volte del fascio già considerata, cosicché, se si prescinde

da queste quadriche fisse, le quadriche mobili del fascio, le quali toccano un S'^_,

qualunque, sono in numero di *

m— 1 e/"--"'— 1 e;"-'«+0 _ . . . ,

od anche, ricordando che la somma di tutti gl'indici caratteristici è n:

le,-hlej+lej'+ . . .+le,'-'-"'-'^+m-n .

In particolare il numero delle quadriche mobili del fascio, le quali toccano un piano

dato qualunque è (poiché diventa m= « — 1) :

76. Finalmente una nuova osservazione ci darà il modo di vedere in ogni caso

quale sia il significato geometrico di un gruppo caratteristico, se si terrà pur conto

delle osservazioni precedenti. Il punto doppio di una quadi'ica semplicemente specializzata

del fascio, alla quale corrisponda un indice caratteristico (isolato) ^ 2 , sta, come ve-

demmo, su tutte le quadriche del fascio e costituisce un punto della quartica d'inter-

sezione. Ma ci resta a vedere quali particolarità introduca in questo punto doppio il

crescere di quell'indice caratteristico; cioè qual difierenza vi sia tra i punti doppi della

quartica provenienti dai gruppi caratteristici 2, 3, 4, ecc. Consideriamo anzi più in

generale, per questo scopo, un punto doppio qualunque x della quartica, il quale ap-

partenga come punto doppio a quella quadrica, specializzata un numero qualsiasi di

volte , del fascio sf-\-f\ che corrisponde al valore s=^c del parametro indetermi-

nato s . Noi vedemmo che in tal caso il punto x ha uno stesso piano tangente § per

tutte le quadriche del fascio, e che si possono prendere per coordinate di questo piano

le quantità costanti
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dove 5 rimane indeterminata (V. n" 68). Ciò posto noi vedremo che le particolarità

del punto doppio x dipendono dalle intei-sezioni di quel piano col fascio di quadriche.

Queste intersezioni sono <S''„_3 aventi in x comune un punto doppio : esse formano un

fascio, la cui base è un 'S'*„_^ giacente nella quartica considerata e composto di infi-

niti Sj uscenti dal punto doppio x (cioè un cono quartico di 1^ specie di vertice x).

Potremo riconoscere come si particolarizzi quel fascio di -S''„_3 , o questo S''„_^ , con-

siderandone rintersezione con un piano qualunque ^ dello spazio
,
poiché basterà poi

proiettare quesfintei^sezione dal punto x per ottenere di nuovo quel fascio e quel S^„_,

.

Ora l'intersezione di e e ^ colla quadi-ica sf+f si specializza (V. n° 36) per:

=

ossia, ponendo per le e,- i loro valori, indipendenti da s come vedemmo:

= .

•> "il "T ''li ^".nT-l'in s. s,

sa„,+ c„. Sann+C„„ ?, L
?. ?.

?. L

(s-cy

-'"il T^'^.I •^ t^,„-r o,„ bi ^ yl T^/I

sa„,+ c„. sa„„+c„„ ?. so„+f„

?. ?„

s ?,+ /, Sfn +fn

Moltiplicando in questo determinante le prime n verticali risp. per x,, . . . , x„ e sot-

traendole dall'ultima, e similmente per le orizzontali, e ricordando che ^= 0, f=:0,

quell'equazione diverrà :

1

{s-cr
sci„,+c„. Sa„„+Cnn ^n

?. 'Cn -?.

-?.

= ,

ovvero, finalmente, ponendo

sa,, +c„

diverrà:

sa,„+ c,„

. A(s)

= A (s) ;

{s-cf
=

Dunque, notando, che noi dobbiamo sempre supporre che il piano arbitrario ? non

passi per x e quindi non sia ^^ := , e ricordando che l'equazione

A(s) =
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ha per radici i valori di s corrispondenti alle quadriche specializzate del fascio dato,

noi vediamo che nell'intersezione del dato fascio con § ^ si ha un fascio di S\_,

in cui sono specializzate appunto quelle che sono intersezioni con quadriche specializzate

del fascio dato, e contano tra le specializzate uno stesso numero di volte che queste;

esclusa solo quella quadrica specializzata del dato fascio , la quale corrisponde ad

s = e
,
poiché l'equazione trovata

àis)

(s-cy
=

mostra che se questa conta e volte (essendo e ^ 2), cioè ha per indice caratteristico

corrispondente e (se ora supponiamo che la quadrica specializzata considerata del dato

fascio sia semplicemente specializzata), la sua intersezione con | (^ avrà per indice ca-

ratteristico e — 2. Quindi, se si conosce il significato geometrico di una radice multipla

d'ordine e— 2 del discriminante, si conoscerà pure quello di una radice multipla di

ordine e. Ora noi conosciamo il significato di una radice semplice o doppia: dunque

conosceremo pure quello di una radice avente un ordine qualunque di multiplicità.

77. Possiamo dare un'altra forma a questo risultato. A tal fine notiamo che,

mentre in un punto qualunque della quartica vedemmo (n° 50) esservi un /S"„_3 tan-

gente, cioè luogo degli S^' , che congiungono quel punto ad uno infinitamente vicino

della quartica stessa, invece per un punto doppio x vi è un cono quadrico S-„_^

tangente, cioè luogo di questi ;S'/ (*). Infatti ogni tale S,' dovrà stare evidentemente

nel piano tangente comune in a; a tutte le quadriche del fascio dato, e d'altra parte,

siccome congiunge il punto doppio x di una certa quadrica specializzata <// del fascio

ad un altro punto di é, dovrà esser contenuto in questa quadrica; esso avrà dunque

per luogo r S^„_i (specializzato una o più volte con x per punto doppio) in cui quel

piano tangente comune in j; è tagliato da é, sicché questo 'S'^„_3 è appunto lo spazio

tangente alla quartica nel punto doppio x di questa.

Ciò posto il risultato del n" precedente, limitandoci ancora al caso di un indice

caratteristico unico, si può enunciare così:

Ad fin indice caratteristico isolato e ^ 2 corrisponde un punto doppio x della

quartica dotato di cono quadrico S^^_^ tangente, il quale nel fascio di coni qua-

drici passanti pel S''„_, {cono quartica) costituito dagli S' , uscenti da x della

quartica considerata corrisponde in generale all'indice caratteristico isolato e— 2.

Quindi, quel cono quadrico tangente in x è di 1* specie se e=:2, ma ha un S',

doppio, cioè è cono di 2" specie, quando e ^3, e quel S', doppio viene a stare

su quel S''„_^ , cioè sulla quartica considerata
,

quando e ^ 4 , ed è in tal caso

doppio per quel S'>„_,^ con un cono di 2* specie «^^^^ tangente, contenuto nel /S"„_3 .

Per e^ 5 questo S\_^ tangente nel Sj doppio dal S''„_^ diventa cono di 3' specie,

cioè acquista un S^ doppio passante per questo <?;', e per e ^ 6 quel S' viene

a stare sul S''„ ,
• E così via dicendo.

(*) In generale, qualunque siano l'ordine ed il numero delle dimensioni di uno spazio algebrico

di punti, sempre in un sud punto doppio lo spazio tangente, invece ohe lineare, è quadrico; la pro-

posizione si estende anzi a punti multipli qualunque (V. Veronese, loc. cit., pag. 167).
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Così noi abbiamo precisamente quello die cercavamo, cioè in cbe cosa si distin-

guano tra loro i punti doppi della quai-tica provenienti dagl'indici caratteristici isolati

2, 3, 4, 5, G, (•).

78. Si potrebbe usai-e un metodo analogo per studiare i casi di gruppi carat-

teristici composti di più indici, ila qui per brevità ci limiteremo a considerare solo

più il caso, in cui il precedente è incluso, nel quale si abbia il gruppo caratteristico

h

essendo e > 2, e quindi (n° 73) una quadrica ^ del fascio h volte specializzata, avente

V S\_, doppio tangente di 1° specie in un certo punto x ed in un piano ^ ad ogni

quadrica del fascio. Allora, applicando il risultato del n" 76, se si considera su ^ un

jS'„_3 qualunque |^, esso taglierà quel fascio in un fascio di S\„_,^, in cui l'inter-

sezione con li (quadrica corrispondente ad una radice (e+A— 1) upla del discrimi-

nante del fascio) corrisponde ad una radice {e-\-h — 3) upla del relativo discriminante.

Se questa intersezione con 6 fosse, come nel caso di e= 2, specializzata soltanto 7* — 1

volte, avendo l'intersezione di |C col S\_, doppio di (|/ per S',^_^ doppio, allora

questo dovi-ebbe necessariamente (n° 73) esser tangente a tutto quel fascio di /S'^„_^

,

e ciò qualunque sia C, e quindi V S\_^ doppio di tp sarebbe tangente di specie su-

periore alla 1" al fascio dato di quadriche, il che non è. Ne segue che la intersezione

di I3 con o è specializzata h volte (cioè che q è piano tangente propriamente detto

di ò ) , donde segue che in generale la sua caratteristica sarà :

h

(e-2.1 ... ì)

79. Per ultimo avvertiamo, ricordando come degenerino le quadriche n— 2 od

n— 1 volte specializzate (V. n° 21), che, allorquando un gruppo caratteristico contiene

n—2 indici, allora, e solo allora, la quartica -S'^„_3 si scinderà in due S ^„_3 giacenti

nei piani in cui si è scissa la corrispondente quadrica specializzata del fascio ; e che,

allorquando un gruppo caratteristico contiene n — 1 indici, allora, e solo allora, la

quartica si riduce ad un S";^^ doppio giacente nel piano doppio a cui si riduce la

corrispondente quadrica specializzata del fascio e nei punti di quel /S'^„_3 si tocche-

ranno tutte le altre quadriche di questo. Non può esservi un gruppo caratteristico di

n indici (i quali avendo per somma n dovrebbero allora esser tutti uguali ad 1 )

,

poiché, se vi fosse, dovrebbe esservi un valore ài 1 : [j. tale che

cioè tutte le quadriche del fascio dovrebbero coincidere.

(*) Questo risaltato ci dà alcuni esempi delle specie di punti doppi che si incontreranno quando
si farà uno studio delh singolarità che può presentare uno spazio algebrico qualunque contenuto in

uno spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni. Una prima distinzione dei punti doppi
in specie (corrispondente alla distinzione dei punti doppi delle superficie dello spazio ordinario in

punti conici, biplanari ed uniplanari) sarà data appunto dal cono quadrico tangente, che potrà es-

sere specializzato un numero qualunque di volte. Entro ciascuna di queste specie poi vi saranno
delle sottospecie.
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§ 4.

Applicazione alla classificazione dei fasci di quadriche

nello spazio lineare a tre dimensioni (*).

80. Per applicare le cose dette nel § precedente alla classificazione delle quartiche

intersezioni di quadriche in uno spazio lineare a 3 dimensioni terremo conto di tutte

le osservazioni, che ivi facemmo. Le varie specie di fasci di quadriche o le specie di

tali quartiche corrispondono dunque alle seguenti 13 caratteristiche:

1111]

,

[211], [31], [22], [4];
[(11)11] , [(21)1], [(11)2]. [(31)], [(22)];

[(ii)(ii)];

[(111)1] . [(211)].

Abbiamo anzitutto cinque specie di quartiche per cui non passano coppie di piani,

cioè che non si scindono in coniche. La specie [1111] è quella generale (V. n° 70) :

questa quartica sta su 4 coni quadrici, i cui vertici formano una quadrupla polare

rispetto a tutte le quadriche del fascio. La [ 2 1 1 j ha un punto doppio per la quartica

con due tangenti distinte (n° 77), intersezioni del piano tangente in quello al fascio

di quadriche col cono del fascio corrispondente all' indice caratteristico 2 ; oltre a

questo vi sono solo più due coni nel fascio. La quartica [31] ha un punto doppio, nel

quale la coppia di tangenti (il cono 'S'^„_3 tangente , che si considerava al n° 7 7
)

acquista im S^' doppio, cioè coincidono, ha cioè una cuspide ; oltre al cono che ha

questo punto per vertice, il fascio di quadriche ne contiene solo un altro, corrispon-

dente all'indice caratteristico 1. La quartica [22] sta su due soli coni, i cui vertici

sono suoi punti doppi (ordinari); ma questi sono congiunti (V. u" 72) da una retta

faciente parte della quartica, sicché questa si scinde nella retta stessa ed una cubica.

La quartica [4] poi, caso particolare delle precedenti, contiene (V. al n° 77 il signi-

ficato generale dell'indice caratteristico isolato 4) la tangente nel punto cuspidale che

si aveva per la specie [31] e quindi si scinde in quella retta ed una cubica che la

tocca in quel punto.

Poi troviamo quei fasci di quadi'iche, in cui vi è un gruppo caratteristico con-

tenente 2 iadici al quale quindi corrisponde una coppia di piani (V. n° 79). Il caso

generale [(11) 11] dà una quartica scissa in 2 coniche che si tagliano in 2 punti.

(*) La classificazione dell'intersezione di due quadriche nello spazio ordinario fu data per la prima
volta in modo completo (anche tenendo conto della distinzione tra gli elementi reali e gl'imaginari)
dal Painvin nel 1868 {Nouvelles Annales, 2' serie, t. VII) e nello stesso tempo dal Luroth [Zeitschrift

furM. u. Ph. 1868), e fu data più tardi (1876) dal Gl'ndelfinger nelle sue pregevoli note alla 3" edizione
AeW li Analytische Geometrie des Raumes » di Hesse (V. pag. 518), dove auch'egli la deriva dalla
memoria di Weierstrass; con questa differenza però da quanto io qui faccio, che, mentre egli dal
Weierstrass prende le forme canoniche delle due forme quadratiche, e da queste forme canoniche,
che servirono a questo per stabilire il suo teorema, e che mutano dall'una caratteristica all'altra, egli
deduce le proprietà geometriche corrispondenti, io ho invece dedotto queste proprietà geometriche da
considerazioni generali prima fatte su quel teorema, basate non su una forma particolare d'equazione,
ma bensì sulla teoria geometrica delle quadriche.
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Corrispontlenteraente ai gruppi caratteristici 1 e 1 vi sono duo coiii propriamente detti nel

fascio ;
i loro vertici hanno lo stesso piano polare rispetto a tutte le quadriche del fascio.

Ma questa proprietà spetta pure (e soltanto) ai punti della retta doppia della coppia

di piani die corrisponde ad (11) ed in particolare ai due punti in cui essa taglia tutte

le altre quadriche. Così dalla teoria generale si ottengono tutte le proprietà note di

questo fascio. La specie [(21) 1] corrisponde al coincidere dei due punti suddetti, cioè

al toccai-si delle due coniche (V. n" 73); per queste passa solo più un cono. Per

[(11)2] invece si ottiene nella coppia di coniche, fuori della retta d'intersezione dei

loro piani, un punto doppio proveniente dal 2, sicché si hanno (V. anche n" 72) una

conica e due rette che la tagliano e si tagliano mutuamente: il loro punto d'interse-

zione è vertice del cono (2) che rimane nel fascio. Se pòi supponiamo che questo cono

s'avvicini indefinitivamente alla coppia di piani ahhiamo il caso [(31)], nel quale il

punto comune alle due rette nel caso precedente è venuto a coincidere coi due punti,

che questi avevano comuni colla conica. Del resto, questo significato del gruppo carat-

teristico (31) risulta pure direttamente dal teorema dimostrato al n° 78. Nel caso

[(22)] ogni punto della retta doppia della coppia di piani è punto doppio della

quartica, cioè sta su tutte le quadriche del fascio ed è un loro punto di contatto

(V. n° 74), sicché il fascio si compone di quadriche raccordate lungo una loro gene-

ratrice comune e tagUantisi quindi ancora in due generatrici dell'altro sistema.

Nel caso [(11) (11)] vi sono nel fascio due coppie di piani, e quindi la quartica

si compone di 4 rette, formanti un quadrilatero sghembo, le cui diagonali, rette doppie

di quelle coppie di piani, saranno luogo dei punti aventi lo stesso piano polare rispetto

a tutto il fascio di quadriche, e pei punti dell'una diagonale i piani polari faranno

fascio intorno alFaltra. Eitroviamo così un teorema noto.

Finalmente, vi sono due casi in cui il fascio di quadriche contiene un piano contato

due volte, cioè le quadi-iche si toccano lungo una conica (V. n° 79). Il caso generale

è [(111) 1]: la conica non è in tal caso specializzata, e nel fascio di quadriche vi

è un cono conispondente al gruppo caratteristico 1. Caso particolare è [(211)]: la

conica si scinde (V. n" 73) in due rette, generatrici di diverso sistema, lungo le quali

le quadriche del fascio sono raccordate.

Così si è visto con quanta semplicità le considerazioni generali da noi prima svi-

luppate si applichino al caso di w = 4 ; ed avremo più tardi occasione di applicarle

ai valori 5 e 6 di «. Qui vogliamo ancora notare come la formula generale data al

n" 75 ci dia immediatamente nelle varie specie di fasci di quadriche quante siano

quelle mobili che toccano un piano qualunque dello spazio. Nei fasci [1111], [211],

[31], [22], [4] esse sono sempre in numero di 3; nei fasci [(11)11], [(21)1],

[(11)2], [(31)] sono solo 2; negli altri fasci, cioè [(22)], [(11)(11)], [(111)1],

[(211)] vi è una sola, quadrica (mobile) che tocchi un piano dato qualunque. Quella

stessa formula generale citata dà il numero delle quadriche mobili che toccano una

retta data qualunque: esso è 2 per tutte le specie di fasci, salvo per le specie [(111)1 ],

[(211)], per le quali esso è 1.

81. Se poi si domandassero gl'invarianti assoluti dei fasci di quadriche o delle

loro quartiche d'intersezione, noi vediamo che ve n'è uno solo nel caso generale [1111]

Seeie ir. Tom. XXXVI. k
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ed è il rapporto anarmonico dei quattro coni che allora vi sono nel fascio. XegU altri

casi la quartica non ha invarianti assoluti, in Tirtfi dell'interpretazione geometrica da

noi data del teorema di "Weierstrass, e se si prendono due quartiche della stessa specie,

che non sia però qiiella generale, si può sempre stabilire una proiettività tra due spazi

tale che in essa quelle due curve si corrispondano. Se »• < 4 è il numero di gruppi

caratteristici (quadriche specializzate) corrispondenti a quella specie di quartiche, si

potranno prendere ad arbitrio 3— >• quadriche dell' un fascio come corrispondenti a

3_.,- quadriche fissate ad arbitrio nell'altro, in una proiettività tra due spazi, nella

quale ì due fasci di quadriche si corrisponderanno, cosicché, se il numero dei gruppi

caratteristici di una specie di quartiche è r < 4, vi saranno almeno oo^~'' proiettività

tra due spazi , nelle quali due quartiche date di quella specie si corrispondano. In

particolare una tal quartica si trasformerà in se stessa con (almeno) oo^~'" proiettività.

Due quartiche [211] a punto doppio possono servire a determinare (se non indivi-

duare ) una proiettività tra due spazi ; una di esse si trasforma proiettivamente in

se stessa in un numero determinato di modi, ila ogni quartica della specie [31],

oppure [22] , ecc. si trasforma proiettivamente in se stessa in co' modi, ed ogni quar-

tica della specie [4] in oo^ modi. Xoi riconosciamo in questo modo come le cubiche

sghembe e le quartiche dotate di cuspidi siano della specie di quelle curve che furono

studiate da Klein e Lie (*) sotto il nome di curve F, mentre non sono tali le quar-

tiche a punto doppio, e tanto meno le quartiche generali. Benché su ogni- quartica

a punto doppio si possa stabiKre una corrispondenza proiettiva tra i suoi punti in

infiniti modi, pure questa non farà parte in generale di una comspondenza proiettiva

tra due spazi. Invece, con qualche riflessione sulle ultime cose dette, si vede che una

corrispondenza proiettiva ti'a i punti di una cubica fa sempre parte di una corrispon-

deiKa proiettiva tra i punti dello spazio , e che lo stesso vale per la quai-tica a

cuspide, purché la proiettività stabilita tra i suoi punti soddisfi a due condizioni, di

cui una è, che la cuspide corrisponda a se stessa.

Come dicemmo, solo le quartiche della specie più generale [1111] hanno un inva-

riante assoluto, e due tali quartiche si possono trasformare proiettivamente l'una nel-

l'altra solo quando quell'invariante abbia lo stesso valore. Questo invariante assoluto non

è altro (V. n° 67) che il rapporto anarmonico costante dei 4 piani che proiettano i ver-

tici dei 4 coni del fascio dalla retta polare di un punto qualunque dello spazio rispetto

al fascio stesso. Questo rapporto anarmonico essendo costante, noi vediamo che quelle

polari formano un complesso tetraedrale, avente appunto quel rapporto anarmonico.

Quando si studiassero le quartiche come poste su una data quadrica, cosicché si

doTesse sempre soddisfare nelle proiettività alla condizione che questa si trasformi in

se stessa, od iu un'altra pure assegnata, allora (Y. n" 66) agrinvarianti assoluti già

considerati se ne aggiungerebbe uno , cioè il rapporto anarmonico che quella quadrica

determina con 3 delle quadriche specializzate del fascio (ove il numero di queste qua-

driche sia ^3, cioè nei casi [UH], [211]. [(11)11]).

(*) V. Klein et Lie; « Sur une certame famille de courbes et de surfaces ». Coraptes-rendiis de

l'Ac. des S. Ia70, l" seiu. (voi. 70, pag. 1222 e 1275). I.t questo lavoro sono appunto notate tra le

più semplici curve sghembe di quella famiglia le cubiche e le quartiche dotate di cuspide (V. pag. 1224).
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§ 5.

Schiere di quadrìche.

82. Abbiamo definito il fascio di qiiadriclie considerando il punto come elemento

dello spazio lineare «S ad n — 1 dimensioni , e considerando per conseguenza le qua-

di-iche come luoghi di punti di 2° ordine. Se consideriamo invece il piano come ele-

mento dello spazio lineare 2 pure ad n — 1 dimensioni, dorremo considerare le quadriche

come inviluppi di piani di 2' classe, e la teoria svolta nei §§ precedenti sarà ancora

applicabile perfettamente con pochi scambi di parole, essendo i due spazi Sei per-

fettamente scambiabili tra loro (e in ciò sta, come già notammo, la vera causa della

dualità). Ennncieremo dunque senz'altro le proposizioni che c'importano.

Date due quadriche come inviluppi di piani

F=1C,,^ ?, = ,

l'insieme di tutte le quadriche che toccano i piani comuni a queste formano un sistema

semplicemente infinito rappresentato dall'equazione

dove al rapporto / : in vanno dati tutti i valori possibili ; diremo questo sistema una

schiera di quadriche. I piani tangenti comuni formano un 2 \^_^ , che diremo sviliq>-

pabile di 4' classe, e che costituisce la base della schiera. Per ogni spazio lineare

di punti S'i passano dei 2^„_,_3 appartenenti alle quadriche della schiera, e questi

2\_,_3 nello spazio 2 n-i-2. <iei piani passanti pel S \ formano una schiera, avente per

sviluppabile di base il 2 \,_,_^ dei piani appartenenti alla base della schiera data. In

particolare per ogni 5''„_^ i piani, che vi passano, delle quadriche della schiera for-

mano una nuova schiera di 2,'' aventi comuni 4 piani tangenti, che sono piani della

sviluppabile di 4" classe, e ciò giustifica questo nome. Per ogni S'^^^ poi passano infinite

coppie di piani tangenti alle quadriche date , e queste coppie formano un' involuzione

quadratica in un fascio di piani.

83. Ogni 2',_, , cioè ogni S'„_i_, , è toccato in generale da i quadriche della

schiera. In particolare ogni piano dello spazio (« =: 1 ) è toccato da una sola quadrica,

mentre per ogni punto [i= n— 1) ne passano n— 1. Ma ogni quadrica h volte spe-

cializzata come inviluppo , la quale stia nella schiera , conta almeno i-\-h — n volte

tra le i quadriche suddette.

Per un punto x qualunque passano, come dicemmo, n— 1 quadriche della schiera.

Se dal punto stesso conduciamo i piani tangenti a tutte le quadriche di questa, notammo

che essi formeranno una schiera di 2\_3: ora tra queste ve ne saranno in generale

n — 1 specializzate , cioè aventi un piano doppio e questi n— 1 piani doppi saranno

i piani tangenti in x alle n— l quadriche della schiera passanti per x. Ora essi
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formano una (n— 1) upla polare rispetto a quella schiera di 2i^„_3 e quindi anche

rispetto alla schiera data di quadi'iche, cioè: I piani tangenti in un punto quaìimque

dello spazio alle quadriche della schiera passanti per esso sono coniugati tra loro

rispetto ad ogni quadrica della schiera.

84. I poli di un piano rispetto alla schiera di quadriche formano un *S", pro-

iettiyo alla schiera stessa; lo diremo VS\ polare del piano rispetto alla schiera.

Esso taglia il piano dato nel suo punto di contatto con quella quadrica della schiera

che lo tocca. Ma se questo piano fa parte della sviluppabile comune alla schiera di

quadriche, allora quel S\ vi giace sopra e costituisce la serie dei punti di contatto

di quel piano colle diverse quadriche. Ora tra le quadi-iche di una sclùera ve ne sono

in generale n semplicemente specializzate come inviluppo, e ridotte quindi come luogo

ad un piano doppio su cui sta il nucleo 'S'^„_3 della quadrica stessa; e si hanno

così n piani formanti una n upla polare rispetto a tutte le quadriche della schiera.

L';S", polare di un piano qualunque dello spazio rispetto alla schiera taglia quei

piani fissi nei poli di quello rispetto alle corrispondenti quadriche specializzate. Dunque,

in virtù della corrispondenza proiettiva tra quegli S\ e le quadriche della schiera,

vediamo che il gruppo degli n punti d'intersezione di un S\ polare colla n upla

polare di piani si mantiene proiettivo a se stesso col mutare del /S , . In particolare

tra questi S\ corrispondenti proiettivamente alle quadriche della schiera e conte-

nenti tali gruppi di n punti vi sono gli S\ di contatto dei piani della sviluppabile.

85. Questi piani essendo in numero di oo"~"'
,

quegli S\ di contatto avranno

per luogo una oo"~'^ di punti formanti una superficie-luogo che è assai importante

di considerare. È facile vedere che il nucleo di ogni quadrica specializzata della

schiera è contenuto in quella superficie come spa.no doppio. Ciò è analogo a quanto

accade nel fascio di quadriche. Se in questo si considera un piano tangente (pro-

priamente detto) ad una quadrica specializzata un numero qualunque h di volte, esso

la taglierà in un *S'^„_3 specializzato h-\-l volte, avente per S'i^ doppio un S' i,
pas-

sante per VS\_^ doppio di quella: quel S',, taglierà le altre quadriche del fascio

in un 5"'/,_,
,
parte della quartica d'intersezione , in ciascun punto del quale questi

avrà un S\_^ tangente il quale giacerà nel piano stesso. In particolare, per h^=l vi

saranno in ogni piano tangente alla quadrica semplicemente specializzata del fascio

due punti della quartica (posti sul S\ di contatto) nei quali VS'„_^ tangente alla

quartica sta nel piano stesso. Se il punto doppio della quartica specializzata stesse

sulla quartica (come punto doppio), allora di quei due punti uno sarebbe sempre

fisso in esso. Ciò posto, passando allo spazio 2 di piani , noi abbiamo :

Ogni quadrica-inviluppo semplicemente specializzata di una schiera ha per nucleo

un /S'^„_3 , i cui punti sono doppi per la superficie considerata, in quanto che per

un 'S''„_3 tangente di questo nucleo in un suo punto qualunque passano due diversi

piani della sviluppabile i cui 5', di contatto si tagliano nel punto stesso, sicché v'è

ragione di considerare questo punto come doppio in quella superficie. Piii general-

mente siavi (per eccezione) nella schiera una quadrica-inviluppo h volte S23ecializzata,

avente quindi per nucleo un S''„_^_J^ giacente in un 5
'„_,_/,. Allora per ogni 5^_i_a
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giacente in questo e tangente a quel nucleo in un punto qualunque x passerà un

^\-, di pifuii della sviluppabile aventi gli S', di contatto passanti per x, sicché per

ogni punto .f di quel nucleo passerà un cono 5'^ composto di oo''~' S\ passanti per

esso ed appaitenenti alla superficie considerata. I punti di contatto degli S\ di

questo S\ con una quadrica qualunque della schiera formano un 5'\_, che varia con

quella. Si poti-ebbe chiamare quel nucleo S\_^_,, di quadrica h volte specializzata

come inviluppo della schiera s:pazio doppio di specie li esima per la superficie-luogo

considerata.

8G. Non stiamo ad enunciare le proposizioni corrispondenti per la sviluppabile

di 4' classe e la schiera di quadriche a quelle dimostrate nei §§ 1 e 2 sulla po-

larità rispetto ad una quartica od un fascio di quadriche , sugli spazi quadratici

e lineali contenuti nella quartica e sulla generazione di questa mediante sistemi re-

ciproci. Facciamo invece qualche osservazione sulla classificazione delle sviluppabili

stesse analoga a quelle fatte nel § 3 sulla classificazione delle quartiche.

La considerazione del discriminante dell'equazione tangenziale

e dei suoi subdeterminanti permetterà di applicare ad una coppia di quadriche-invi-

luppi <!> , i^ ed alla schiera da loro determinata il teorema di Weierstrass. E notiamo

che la trasformazione proiettiva dei piani dello spazio $ che si considera, coincide

con una trasformazione proiettiva dei punti dello spazio 5, cosicché otterremo di

nuovo dal teorema di Weierstrass interpretato geometricamente le condizioni neces-

sarie e sufficienti perchè due quadriche (luoghi di punti od inviluppi di piani) si

possano trasformare mediante una proiettività in altre due quadriche date. Di qui

segue che, classificando la posizione mutua che possono avere due quadriche, consi-

derandole prima come luoghi di punti, poi come inviluppi di piani, si dovranno ot-

tenere gli stessi casi. Anzi si può dimostrare (*) che se A e B sono i determinanti,

supposti non nulli, delle due forme f , f di cui $, F sono le forme aggiunte, il

determinante di l'^+ mF avrà gli stessi divisori elementari che il determinante di

Alf-i-Bmf; quindi non solo la quartica d'intersezione di due quadriche e la svi-

luppabile dei loro piani tangenti comuni avranno la stessa caratteristica, ma inoltre

le quadriche specializzate, risp. come luogo e come inviluppo, del loro fascio e della

loro schiera , le quali corrispondono agli stessi gruppi caratteristici, si corrisponde-

ranno proiettivamente , e in questa comspondenza proiettiva così determinata tra il

fascio e la schiera le due quadiiche date si corrisponderanno inversamente.

87. Consideriamo un piano doppio di una quadrica-inviluppo specializzata della

schiera: esso avrà lo stesso polo rispetto a tutta la schiera di quadriche, e quindi,

ove sia tangente all'una di esse, le toccherà tutte nello stesso punto. In questo caso

adunque ogni .S", passante per quel punto e giacente in quel piano si potrà consi-

(*) V. una nostra nota nel prossimo fascicolo del Giornale di Matematiche. — (Gennaio 1884)
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derare come faciente parte di quella superficie, che dianzi considerayamo, luogo degli

S', di contatto dei piani della sviluppabile di 4" classe colle quadriche della schiera;

laonde quel piano (contato due volte almeno) si separerà dalla superficie stessa.

88. Alla caratteristica [11 ... Il] corrisponde la schiera più generale di

quadriche con n quadriche semplicemente specializzate come inviluppi, i cui nuclei

stanno sugli n piani formanti la n upla polare comune. In generale, ad un gruppo

caratteristico qualunque contenente h indici corrisponde nella schiera una quadrica h

volte specializzata come inviluppo, di cui soltanto la posizione rispetto alla schiera

stessa dipende dal valore di quegli indici. Il caso in cui questi sono tutti uguali ad 1

è quello più generale. Se Jc tra essi sono uguali a 2 e gli altri tutti uguali ad 1
,

allora il 2',,_, di piani doppi della quadrica, ossia yS'„_,^_, che ne contiene il

nucleo, sarà tangente di specie Jc esima a tutte le quadriche della schiera. Per valori

degl'indici maggiori di 2 si hanno posizioni particolari del nucleo di quella quadrica

rispetto a tutta la schiera. Così, mentre il gruppo caratteristico 2 significa solo che il

piano doppio (contenente il nucleo) di una quadrica semplicemente specializzata tocca

in un punto tutta la schiera, il gruppo caratteristico 3 significa che inoltre il nucleo

di quella quadrica passa per questo punto, ed il gruppo caratteristico 4 che r5'„_3

tangente a quel nucleo in quel punto è pure tangente, ma di 2' specie, a tutta la

schiera di quadriche. E cosi via.

89. Per un S"„_/,_, qualunque dello spazio conducendo i piani tangenti alle

quadriche di una schiera , vedemmo che essi formano nel 2 ',,_, dei piani passanti

per quel S'„_^_, una schiera di 2'),^.^. Se in particolare quel S'„_/,_, ha rispetto a

tutta la schiera di quadriche uno stesso S\_, polare, questo taglierà tutte quelle

quadriche precisamente nei luoghi dei punti di contatto della suddetta schiera di

2^A-2 colla schiera data di quadriche , sicché potremo dire che le intersezioni di

quel S'i,_^ colla schiera di quadriche faranno ancora una schiera di quadriche S^/,_, .

Ora un S'/,_, siffatto, che goda cioè della proprietà di avere uno stesso S"„_/,_j po-

lare rispetto alla schiera di quadriche, si ottiene sempre in quello che contiene il

nucleo di una quadrica della schiera specializzata n— Ji volte. Dunque, noi vediamo

che ogni tale spazio taglia la schiera di quadriche data in una nuova schiera di

quadriche (a numero minore di dimensioni), della quale fa parte, come risulta dal

ragionamento tenuto, il nucleo di quella quadrica specializzata. Della stessa proprietà

godrà evidentemente ogni spazio lineare intersezione di quelli che contengono i nuclei

di due più quadriche specializzate qualunque della schiera.

90. Della superficie luogo degli S\ , in cui i piani della sviluppabile toccano

le quadriche della schiera, si trova facilmente l'equazione, e per conseguenza l'or-

dine. Per questo notiamo che l'equazione locale della quadrica avente per equazione

tangenziale

l^ + mF—0
sarà della forma :

pi!"- + ©, r-^m+. . . +<P„-, m"-=0 ,
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dove f <p, , , f„_, sono fanzioni quadratiche delle coordinate di punti. Facendo

variare / : m si hanno così le equazioni locali delle quadriche della data schiera.

Ora è chiaro che la superficie suddetta non è altro che il luogo delle intersezioni

di ogni quadrica della sclùera colla infinitamente vicina e che essa tocca appunto

ogni quadrica della schiera lungo questa quartica d'intersezione con quella infinita-

mente vicina. Quindi, mentre per un punto qualunque dello spazio passano n — 1 qua-

driche della schiera, i cui parametri 1 : m sono radici dell'equazione dianzi scritta,

in cui si siano poste le coordinate di quel punto, invece per un punto di quella

superficie due di quelle quadriche (o di quei valori di l : m) verranno a coincidere.

Ne segue che l'equazione locale di essa sarà data dal discriminante di quell'equa-

zione. Questo discriminante essendo di grado 2 (« — 2) nei coefficienti, e questi di

grado 2 nelle coordinate di punti, si avi'à cos'i un' equazione di grado 4 (n — 2) in

queste, cosicché conchiudiamo che questa superficie , cui dà luogo la sviluppabile di

4* classe, è di ordine i(n— 2), ossia è un 5* """^
.

91. Più, in generale, consideriamo un punto pel quale coincidano /e delle n — i.

quadriche della sclùera che vi passano. Dovranno soddisfare a quell'equazione ed alle

sue prime Jc— 1 derivate, cioè ad un sistema di k equazioni che si vede facilmente

potersi ridurre ad esser tutte di grado n—Jc nel parametro l:m e che sono di grado 2

nelle coordinate di punti. Ora, da ima formula generale, che dà Yordine di un si-

stema qualunque di equazioni, risulta che quel sistema è dell'ordine 2*~'
. ^ {n— lì).

Quindi conchiudiamo che i punti pei quali passano h quadiiche della schiera infini-

tamente vicine formano (nel caso più generale) uno spazio algebrico S l_^
'

• Si

potrebbero chiamare tutti questi spazi algebrici, cui dà luogo la sviluppabile consi-

derata, spazi cuspidali di questa dei vari ordini. I casi estremi corrispondono a /!;= 2
,

che dà appunto VS''
"~^

di cui parlammo al n" precedente, ed a 7c= n— 1, che

T"-" - il
"

^

dà un Sy " '-' per ogni punto del quale coincidono tutte le quadriche della schiera,

che vi passano.

Nello spazio lineare a 3 dimensioni, ?«^ 4 , noi vediamo così che la sviluppa-

bile di 4' classe , base di una schiera di quadriche , dà per luogo una superficie

d'ordine 8 , e per linea cuspidale una curva d'ordine 1 2 ; e queste sono proprietà

note di quella sviluppabile.

92. Consideriamo una quadrica qualunque <p della schiera: la sua intersezione

con quel S^_'^^ conterrà, come già notammo, una quartica di contatto, la quale

quindi conta due volte. La parte rimanente dell'intersezione sarà dunque dell'ordine

2 .4(h— 2) — 2 . 4^8 («

—

3), cioè sarà un ^^_~^^ D'altronde ogni 5', di quel

S^" ^ essendo già tangente a p non può tagliarla in un altro punto, senza gia-

cervi completamente. Adunque quel S "~
, che è la parte rimanente dell'interse-

zione di p col S*_^" ^
si compone tutto di >S'/ , ciascuno dei quali è formato dai

punti di contatto della schiera di quadriche con un piano, pure tangente a p. Con-

sideriamo in uno di quegli S\ il punto di contatto con una quadrica qualunque f
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della scliiera: questo punto apparterrà alla quartica in cui f taglia la quadrica fissa
f,

e VS'„_i tangente nel punto stesso a quella quartica dovrà stare sui piani tan-

genti in esso ad /"e m
,

piani , che passano entrambi per c[uel S\ , cosicché quel

S'„_s tangente alla quartica sarà tangente di 2^ specie a <p , cioè la toccherà lungo

quel S\ . Un tal punto di una quartica giacente su f si dii-à punto singolare di

quella quartica rispetto a m. Noi giungiamo dunque a questa conclusione: L'S "~ '

iti cui m è tagliata (non toccata) dalla superficie-luogo S''" " della sviluppabile

è composto di oo"~'' 5,' ciascuno dei quali contiene un punto singolare {rispetto

a p) di ogni quartica d'intersesione di f colle altre quadriclie della schiera, ansi

tocca quella quartica in quel punto singolare.

Come tutti gli S\ polari dei piani dello spazio rispetto alla schiera di qua-

driche, così anche questi S\ composti di punti singolari delle quartiche che queste

determinano su p corrisponderanno proiettivamente alla schiera di quadriche e quindi

saranno proiettivi tra loro. Ognuno di essi contiene un punto di ciascun nucleo di

quadriche specializzate della schiera, punto che va considerato come singolare per la

corrispondente intersezione di p colla quadrica specializzata.

Notiamo poi che viceversa ogni punto singolare della quartica in cui p è ta-

gliata da un'altra qua'lrica qualunque f della schiera è compreso nel cS ^, sud-

detto; in fatti per definizione il suo 5'„_3 tangente alla quartica toccherà p secondo

un S\ , che sarà luogo dei punti di contatto di P col fascio dei piani passanti pel

5'„_3: tra questi piani ve n'è uno tangente nel punto considerato ad f, e questo

piano sarà in conseguenza tangente ad /'e p , cioè farà parte della sviluppabile con-

siderata, ed inoltre V S\ considerato sarà appunto quello che congiunge i punti di

contatto di quel piano con quelle quadriche. È dunque provato l'asserto.

93. Come abbiamo considerato l'intersezione di una quadrica qualunque p della

schiera col S , così si può in generale considerarne l'intersezione col S^^
/i-(n-*)j

che vedemmo (n" 91) essere luogo dei punti d'intersezione di h quadriche infinita-

mente vicine della scliiera. Se consideriamo con p le h— 1 consecutive, avremo h

k

quadriche tagUantisi in un 5'^_^_^ ^ fl quale giacerà su p : in ogni suo punto vi

r *-' 1

sarà contatto Zìi-punto, com'è facile vedere, col suddetto S \ '
'"" '

, cosicché l'in-

r * -

1

*

tersezione S ^._" '

, di questo con p si comporrà di quel S"^ _ contato k volte

r j 1

ed inoltre di un 5^_^^__" ' , sicché questo si può riguardare come l'intersezione

propriamente detta che cercavamo. Facendo crescer ìi a partire da 2 si hanno così

vari spazi algebrici su p , ciascuno contenuto nei precedenti. I punti di quello che

corrisponde ad un dato valore di li godono della proprietà che per ciascuno di essi

passano oltre a p altre n— 2 quadriche della schiera, di cui Ti, sono infinitamente

vicine.
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§. 6.

Quartìche sa una quadrica e serie di quartiche omofocali.

94. Consideriamo una quartica qualunque Q giacente su una quadrica data f

,

cioè intersezione di un fascio di quadriche, di cui questa fa parte. L'5'„_3 tangente

in un suo punto qualunque x alla quartica Q taglierà quel fascio di quadriche se-

condo un fascio di 5\_, (coni di vertice x), tra cui ve ne saranno in generale w—

3

aventi un 5', doppio passante per x ; orbene rispetto alle n—3 corrispondenti qua-

di-iche del fascio dato quel punto x si dirà siugoìare (di 1° ordine). In particolare

un punto singolare x di Q rispetto a f sarà, come appunto già definimmo al n° 92,

un punto nel quale VS'„_^^ tangente a ^ è tangente di 2'' specie a p, cioè la tocca

secondo un 5', . Questo S\ di contatto si dirà composto dei punti corrispondenti al

punto singolare x. I piani tangenti in essi a p sono tangenti in x rispettivamente

alle varie quadriche che passano per Q (V. n° 92).

Sia /' una qualunque di queste quadriche. Il punto considerato x di /' e p , avrà

per piano tangente ad f un piano tangente a f . Dunque starà sulla quadrica che è

polare di <p rispetto ad /'; e viceversa, cosicché VS^_^ dei punti singolari della quar-

tica f f (rispetto a p ) è determinato dall'intersezione di questa colla quadrica polare

di f rispetto ad f, e forma quindi un 5'*„_j determinato dalle equazioni;

f=o, /•=o, $(/;) = 0.

95. Chiameremo punto singolare di 2° ordine della quartica Q un punto

singolare (rispetto a f), il cui S I di punti corrispondenti appartenga a Q ,
punto

singolare di 3" ordine un punto singolare il cui S \ corrispondente si componga di

punti singolari di 1° ordine, ed in generale punto singolare d'ordine h un punto

singolare il cui ^S", corrispondente si componga di punti singolari d'ordine h— 2.

È facile vedere che basta che sia singolare d'ordine li— 2 uno solo dei punti cor-

rispondenti perchè siano tutti tali. Si trova inoltre senza difficoltà, partendo dalle

equazioni, che abbiamo date, dei punti singolari di 1° ordine, che le equazioni dei

punti singolari d'ordine Ti saranno :

p=o, f^o , $(/;.)-o, /(-i',(/-,)) = o , $|/;.(<p,(/;))] = o ,

f]%[f,{^.{ù))\\ = ^
,

dove intendiamo che in genere s'indichi :

e dove l'ultima equazione contiene Z;+ 1 simboli tra $ ed /", cosicché secondo che h

è pari od impari, essa comincia con f oppure con $. Quelle equazioni mostrano

che i punti singolari d'ordine h formano un 5 „_3_j , e che si possono ottenere me-

diante la successiva costruzione di quadriche reciproche polari rispetto alle due qua-

driche date (D, f.

Seeie il Tom. XXXVI. l
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Xel caso in cui queste siano nella posizione più generale, ed anzi in tutti i

casi in cui la caratteristica della schiera o del fascio da esse determinato contiene

solo indici uguali ad 1, si possono porre le loro equazioni sotto la forma:

(p^lx^ =0

Sarà per conseguenza $ (?)^ 2 § ,^ , e quindi le equazioni precedenti che determi-

nano i punti singolari d'ordine le della quartica f<p su f prendono la forma sem-

plicissima :

1 x,"= , 2 s,. x;= , 1 s.'a-, = , 1 s^x-= 2 s, ''+'x\=Q .

96. In ciascun punto singolare x della quartica Q abbiamo visto che i piani

tangenti a f nei punti del 5", corrispondente ad x non sono altro che i piani tan-

genti in x alle varie quadriche passanti per Q , cosicché queste quadriche del fascio

fanno comspondere proiettivamente tra loro i punti di quegli S\ . Consideriamo una

qualunque, f, di queste quadriche e la schiera di quadriche che essa determina con f.

Questa schiera taglierà f secondo un sistema di quartiche (tra cui è compresa Q'),

che diremo serie di quartiche omofocali. Le principali proprietà di una tal serie di

quartiche poste su p furono già trovate alla fine del § precedente (n' 92, 93). Queste

quartiche godono cioè della proprietà di aver comuni gli S\ corrispondenti ai punti

singolari, sicché tutti questi S\ formano su f un S ^^"~ ' che é perfettamente deter-

minato da una di quelle quartiche, p. e. da Q. Su ogni tale 5", un punto qua-

lunque é singolare per una determinata quartica della serie, la quale tocca VS\ in

esso ed é cori'ispondente ad un punto singolare per tutte le altre quartiche, e si ha

in tal modo una corrispondenza proiettiva tra i punti di questi S\ e le quartiche

della serie aventi quei punti per punti singolari. L' S'„_^ tangente a m lungo un tale

S , è tangente a tutte le quartiche del sistema rispettivamente nei loro punti sin-

golari posti su questo S\ e di qui segue* che ogni spazio lineare di p passante per

quel S' , e contenuto per conseguenza in quel 5''„_3 è tangente a tutte le quartiche

della serie nei punti singolari , cioè le taglia secondo spazi quadratici specializzati

aventi questi punti doppi. In particolare ogni S' , della serie considerata taglia ogni

quartica del sistema in due punti che coincidono nel punto singolare ; ed ogni S\
di f passante per un tale S\ taglia ciascuna quartica in un ^S'", che si scinde in

due S\ aventi comune il punto singolare conispondente.

97. Dalle cose dette nel § precedente , risulta come ogni punto del S _^"~ '

considerato goda della proprietà che due delle n— 2 quartiche omofocali che in ge-

nerale passano pel punto stesso coincidono. Più in generale si può dimostrare che gli

r *
/ 1

spazi S 'j ^" ' che ivi (n° 93) considerammo come luoghi di quei punti pei quali

coincidono k delle n— 2 quartiche omofocali , che vi passano , sono i luoghi degli

oo 5\_j._i di punti singolari d'ordine /— 1 appartenenti alle oo quartiche omofocali;
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r * 1

e precisamente ogni punto del 5 ^._"
~'

suddetto è singolai-e d'ordine Z; — 1 per

quella quartica nella quale coincidono appunto Jc delle n — 2 quartiche omofocali

che vi passano.

Di qui poi segue che se indichiamo, come al n° 90, con

f /"-•+p, 1"-^w+ +p„_,,»"-:=0

la forma aggiunta nelle x della forma l ^^ {q) + ììi F (B) , sicché questa equazione-

e le sue prime Jc derivate rispetto ad vi
, ponendovi poi 1=0 diventano :

p„_,(=/') = 0, p„_,= 0, p„_3= 0, ..., p„_^_. = ,

queste insieme colla^
p =

determineranno i punti siiigolai'i d'ordine k della quartica f f su f . Esse hanno-

forma divei-sa da quella data al n° 95 per la determinazione degli stessi punti sin-

golari. Però i due sistemi di equazioni si equivalgono.

98. Quelle proprietà di un sistema di quartiche omofocali che furono viste al

n" 96 ed in particolare il fatto che tutti gli 5', di p considerati formano un

5 '^7^'
j che è perfettamente determinato da una qualunque di quelle quartiche,

mostrano che queste formano un sistema semplicemente iniinito, che è completamente

determinato da una qualunque di esse. La quartica Q è determinata come interse-

zione di un fascio di quadriche di cui fa parte p; orbene qualunque sia la qua-

drica /" che si prende in questo fascio, la schiera di quadriche determinata da /" e p
taglierà sempre p nello stesso sistema semplicemente infinito di quartiche omofocali,

sicché variando f nel fascio suddetto questo sistema di quartiche non muta e quindi

ogni quadiica della schiera ftp descriverà a sua volta un fascio avente per base

una delle quai'tiche omofocali ('").

Si ha cosi un sistema doppiamente infinito di quadriche, il cui studio non

sarebbe privo d'interesse. Esso si compone di oo' fasci di quadriche, poiché ogni qua-

drica del sistema determina con p un fascio, che fa parte di quello. Esso è pure

composto di oc' schiere di quadriche, poiché la schiera che una quadrica qualunque

(*) Questo teorema interessante si può anche enunciare così : Siano date oltre ad una quadrica f
altre due quadriche feg; se queste son tali che il fascio di quadriche /"y e la schiera gf abbiano,

oltre a j , un' altra quadrica comune, anche il fascio di quadriche ^y e la schiera fo avranno comune,

oltre a y , una quadrica diversa da y . — La dimostrazione che ne ho dato sopra basta pel mio scopo j

sarebbe però desiderabile una dimostrazione diretta di questo teorema, ma non mi è riuscito di tro-

varne una tale che, oltre ad essere diretta, valga ancora per una posizione mutua qualunque di quelle

quadriche. Nel caso, in cui la caratteristica del fascio o della schiera /"y abbia tutti gl'indici uguali

ad 1, la dimostrazione è assai semplice, poiché si potrà^ assumere : y= Sa;-
, f=2k^x.^ e quindi le

forme aggiunta saranno: ^ = 11.', F=2— . Una quadrica del fascio f<f sarà 2(^^.-1-^)0;;^ e la sua

r «

forma aggiunta S^—^—
-,

. La quadrica g per ipotesi determina con y una schiera, in cui suppongo stia

precisamente quella quadrica del fascio fy (oltre a y), cosicché g sarà della forma 2|;' (''4-pxi) »
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del sistema determina con p è tutta contenuta nel sistema. Tutti i fasci del sistema

si corrispondono proiettivamente, essendo in essi corrispondenti quelle quadriche che

stanno in una stessa schiera del sistema, e analogamente si corrispondono proiettiva-

mente le schiere del sistema. Due sclùere qualunque , ovvero due fasci qualunque di

quadriche del sistema non hanno alcuna quadrica comune, salvo <p, mentre un fascio

ed una schiera hanno sempre comune una quadrica oltre a p (la qual quadrica può

però venir a coincidere con p).

99. Il sistema di quadriche considerato è polare reciproco di se stesso rispetto

alla quadrica p. In fatti, si consideri un suo fascio qualunque, e in questo sia f la

quadrica infinitamente prossima a <p. La schiera f <p appartiene pure al sistema, ed

è facile vedere con considerazioni infinitesimali che essa è appunto polare di quel

fascio rispetto a f. Cosi si vede come i fasci e le schiere del sistema si corrispon-

dano gli uni alle altre, essendo polari reciproci rispetto a. (p. Ed è appunto un fascio

ed una schiera del sistema, i quali si corrispondano in questa polarità, che avranno

comune oltre a p solo una quadrica infinitamente vicina a questa. Questa polarità

poi mostra che vi è una corrispondenza proiettiva non solo tra i fasci di quadi'iche

del sistema o tra le scliiere del sistema stesso, ma anche tra quelli e queste.

100. Si ha una rappresentazione molto semplice di questo sistema doppiamente

infinito di quadriche considerando il luogo dei poli di un piano dello spazio (o l'in-

viluppo dei piani polari di un punto) rispetto alle quadriche del sistema. Se P è

il polo rispetto a p , il luogo dei poli relativi ad un fascio di quadriche del sistema

ossia in coordinate di punti S — . Nel fascio che questa quadrica g determina con y una qua-
/-

1

k,+ l

drica qualunque sarà ^x^ 1 ij.-\
— \ , mentre nella schiera ff una quadrica qualunque e

S ?j.8 |ot+ —
j

, ed il teorema consiste in questo, che si possono sempre determinare m e
ij.

in modo

che questa quadrica coincida con quella
,
pel che basta che sia :

1\ / 1 \ (»"A,-t-1)[ /''-l-))/£,-4-//.(n4-l)+;]
cost, = (hi 4" 7 /i""*"

^

h] [ ,, L_ [/A, + n, + i].ft,-

ki+ ll

Di qui (trascurando l'ipotesi TOt=co
, iì.-=^ , che conduce solo alla quadrica comune y) si traggono

le due equazioni: m(i/-j-l)— / = U, ,«(7/ -|- 1 )-t-i= , ossia: w = //.=— -., formule

che determinano perfettamente to e // . Si ha così una dimostrazione diretta del teorema. Di più

queste formule mostrano che solo quando n=— 1 la quadrica considerata comune alla schiera /"y ed
al fascio £ry viene a coincidere (m= /i= c») con quella quadrica che questi hanno sempre comune,
cioè con y. Inoltre, considerando in esse come fissa l'uaa delle due quantità l, l, e l'altra come
variabile , esse stabiliscono una con-ispondenza proiettiva tra questi parametri ed i parametri m e //.,

dalla quale si ha una verificazione delle proposizioni che sopra si esporranno.

Noterò finalmente, che il teorema di cai si tratta fu per lo spazio a 3 dimensioni enunciato, credo

per la prima volta dal Darboux nella sua opera " Sur une. classe remarquahle de courbes et de surfaces

algébriques etc. » (1873) a pag. 59, ma dimostrato pel solo caso appunto in cui le quadriche considerate

si possono rappresentare con somme di quadrati.
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passante per p è un S,"~' (V. n° 55) passante per P: gli S', che congiuugono

P ai punti di quel S,"~' saranno luoghi dei poli relativi alle schiere di quadriche

che congiungono f alle quadriche del fascio considerato. 11 luogo di questi Sj sarà

un cono di vertice P a 2 diuiensioni e d' ordino « — 2 , nel quale esisterà un

sistema semplicemente infinito di S"'', luoghi dei poli relativi a fasci di quadriche

del sistema. Ed il fatto che in quel cono ogni S,' taglia ogni S"~' in un punto

determinato oltre a P, mentre due 6',' ovvero due S,"~' non si tagliano che in P,

conferma quanto dicemmo sul sistema di quadriche. Così pure si vede che gli S,'

saranno punteggiati proiettivamente dagli S"~'' e questi da quelli. Finalmente pos-

siamo far corrispondere ad ogni 5,
"~^ l'5/ che lo tocca- in P e viceversa, ed allora

le punteggiate poste su un iS', e su un 5,"~^ si potranno far corrispondere proietti-

vamente mediante risp. gli S"'"^ e gli 5,' corrispondentisi. — Viceversa, da questa

raijpresentazione su quel cono, si potrebbe facilmente dedurre" una dimostrazione del

teorema del n° 98 e della nota relativa.

101. Tutti i fasci e tutte le schiere contenuti nel sistema hanno la stessa ca-

ratteristica. Consideriamo in fatti una schiera passante per p : se in essa prendiamo

un'altra quadrica qualunque, il fascio che essa determinerà con p avrà la stessa ca-

ratteristica della schiera (V. n° 86), anzi gli stessi invarianti assoluti, e quindi

avranno la stessa caratteristica tutti i fasci così ottenuti; e similmente si scorge che

quella caratteristica e quegl'invarianti assoluti apparteugono pure alle schiere del si-

stema. Quegl' invarianti assoluti dipendono dalle quadriche specializzate risp. come

luoghi e come inviluppi dei fasci e delle schiere. Ora le quadriche specializzate, come

luogo e quelle specializzate come inviluppo, si corrispondono nella polarità rispetto

a p. — Se consideriamo una quadrica /* volte specializzata, come inviluppo di una

schiera passante per p, il suo nucleo S^^_,^_^ godrà rispetto alla sviluppabile di base

delle proprietà viste al n° 85, e quindi taglierà (p in un S''„_i,_^ , i cui punti sa-

ranno doppi di specie h esima per quella sviluppabile, cioè saranno punti per cia-

scuno dei quali passerà un cono S^ tutto composto di S\ della sviluppabile, i quali

staranno tutti su p e saranno perciò composti di punti singolari delle quartiche

omofocali; anzi in questo modo si avranno tutti questi punti singolari. Tutti quegli

S^,^/,-3 contenuti in f si diranno quartiche focali o semplicemente focali di quella

serie di quartiche date (e di qui il nome dato a queste di quartiche omofocali).

Poiché essi dipendono solo evidentemente da questo sistema di quartiche, il quale

non muta cambiando la schiera di quadriche, così potremo concliiudere che i nuclei

delle quadriche specializzate delle varie schiere formano fasci insieme coll'intersezione

di f cogli spazi lineari in cui i nuclei stessi sono contenuti (spazi lineari, che sono

gli stessi per tutte quelle scMere).

102. Data la caratteristica di una quartica su p e quindi anche di tutte le

quartiche omofocali, gl'invarianti assoluti di quella quartica saranno dati dagl'inva-

rianti assoluti del gruppo composto di p e delle quadriche specializzate del fascio

che determina quella quartica. Invece, se si vogliono gl'invarianti assoluti del sistema

di quartiche omofocali (cioè quelle quantità, che occorre e basta abbiano lo stesso
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Talore per due serie omofocali di quartiche aventi la stessa caratteristica, affinchè

queste serie si possano trasformare proiettivamente l'una nell'altra) non occorrerà con-

siderare anche p in quel grappo.

Da un risultato avuto al n° 75 ricaviamo per dualità che, se nella caratteri-

stica di una serie di quartiche omofocali poste su <p s'indicano con e i primi indici

dei vari gruppi caratteristici, il numero delle quartiche (variabili) della serie che

passano per un punto qualunque di f è :

103. Noteremo finalmente che, ponendo w=4 nei risultati degli ultimi §§,

otteniamo per lo spazio lineare a 3 dimensioni le seguenti proposizioni :

La sviluppabile circoscritta ad una schiera di quadriche è in generale di A^ classe

d'ordine 8 ed ha uno spigolo di regresso d'ordine 12. Essa tocca una quadrica qua-

lunque della schiera secondo una quartica e la taglia secondo 8 rette, cioè 2 qua-

terne di generatrici dei due sistemi , le quali sono precisamente le generatrici tan-

genti a quella quartica (*). In ogni quadrica f della schiera le altre determinano

come intersezione un sistema di quartiche omofocali, cioè tangenti a due quaterne

fisse di generatrici di © : gli 8 punti di contatto con queste sono per ciascuna quar-

tica i punti singolari rispetto a p {singolari in quanto che hanno per tangente non

una tangente ordinaria di p, ma una sua generatrice). Sulle 8 generatrici di p si

hanno così 8 punteggiate dei punti singolari, tutte proiettive tra loro ed al sistema

di quartiche omofocali. In particolare vi sono, nel caso più generale, nella schiera 4

quadriche specializzate, i cui nuclei sono 4 coniche doppie della sviluppabile, le quali

tagliano p in 4 quaterne di punti, le quali non mutano cambiando la schiera ma

lasciando fisso il sistema di quartiche omofocali e godono delle proprietà che per

ogni punto di una di esse passano due delle generatrici dei punti singolari, sicché

quei 4 . 4 punti non sono altro che i 16 punti d'intersezione delle 8 generatrici

suddette. In ognuna di queste stanno 4 di quei punti , uno per ogni quaterna ; e

,

come dicemmo, questi gruppi di 4 punti sono proiettivi al gruppo delle 4 quadriche

specializzate della schiera, sicché possiamo aggiungere alle proposizioni enunciate dallo

Chasles quest'altra: che i rapporti anarmonici delle due quaterne di generatrici

singolari di p sono uguali. Essi costituiscono l'invariante assoluto della serie di quar-

tiche omofocali su p. Se ad esso aggiungiamo un rapporto anarmonico in cui entri

un punto singolare di una data quartica del sistema, avremo i due invarianti asso-

luti di questa quartica.

(*) V. Chasles « Proprietés des courbes à doublé courbure du 4" ordre provenant de V intsrseclion

de deux surfaces du second ordre ». Coraptes-reudus, 18fc2 (voi. 04, p. 317 e 418). Ivi sono pure dati

altri caratteri per la quartica e la sviluppabile di 4' classe; si potrebbe cercarne gli analoghi per uno

spazio a più dimensioni.

"^Cs--
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SULLA

GEOMETRIA DELLA RETTA

E DELLE SUE SERIE QUADRATICHE <'^

CORRADO SEGRE

Approvala noli' adunanza del 30 Dicembre 1883

Die Liniengeomeirie isl wie die Genmeirie auf

eioer M^ '^^ des R^.

(Klbin. — Ueber Liniengeomeirie und melrische

Geometrie. — Malhematische /Innalen, Bd. V, S. 26i).

§ 1.

Generalità sulla geometria della retta.

104. Dicesi retta l'elemento di una quadrica non specializzata a 4 dimen-

aoni (**). Una tal quadrica E è sempre contenuta, come sappiamo, in uno spasdo li-

neare a 5 dimensioni S , il cui elemento a noi non interessa se non è contenuto nella

quadrica B. Per non avere ambiguità con ciò che diremo in seguito noi non chia-

meremo più punto l'elemento di S, uè piano ogni spazio lineare a 4 dimensioni con-

tenuto in yS^, ma li indicheremo rispettivamente col nome generico di elemento (Sj),

(*) Questa Memoria costituiva la 3^ parte della nostra dissertazione di laurea, di cui le due prime

parti riguardanti la geometria delle quadriche in uno spazio lineare ad n dimensioni formano una

prima ^lemoria intitolata : Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualunque di

dimensioni, la quale è pure stampata (prima di questa) nelle Memorie di quest'Accademia. Siccome in

questa seconda Memoiia si fa continuo uso dei risultati della prima, abbiamo creduto bene lasciarvi

inalterato l'ordine dei vari numeri: ordine che fa seguito a quello dei numeri della prima. Per un rias-

sunto poi del contenuto di questa 2' Memoria si legga la prefazione della 1^. (Marzo 1884).

(**) Questa definizione è la più conveniente per uno studio della geometria della retta indipen-

dente da quella del punto e del piano ; essa permette, come vedremo, di giungere a questi nel modo
più naturale da quel punto di vista. Essa ha anche il vantaggio che, con soli mutamenti di parole,

la geometria che fondiamo su questa definizione darà la geometria di qualunque spazio quadratico a

4 dimensioni, in cui l'elemento sia diverso dalla retta ordinaria.

Ho poi preferito ritenere l'elemento dello spazio lineare a 5 dimensioni in cui sta la quadrica di

rette come a33olutara9nte incognito (rispetto alle rette), anzi che dire, come talvolta si fa, che quel-

l'elemento è il complesso lineare di rette , il quale diventa speciale quando sta su quella quadrica.

Jion vi è differenza sostanzialo tra i die concetti; ma il primo mi sembra più conveniente .
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e colla notazione S,' . Ed in generale la lettera S accompagnata da indici secondo

il solito metodo rappresenterà uno spazio qualunque contenuto in 8, mentre quegli

spazi speciali che sono contenuti nella quadrica B, , cioè che sono tutti composti di

rette, s'indicheranno spesso colla lettera R accompagnata da indici.

105. La prima domanda importante che si presenta per lo studio delle rette

come elementi della quadrica i? è se vi siano in questa spazii lineari ed in qual nu-

mero. Ora dai risultati generali ottenuti nella Parte 1'' del presente lavoro, nei quali

si ponga 11= Q , si vede (V. n° 30) che in i? vi sono oo^ spazi lineari semplice-

mente infiniti J?,', i quali noi diremo fasci di rette, sì che per ogni retta passano

oo^ fasci; e inoltre vi sono co^ spazi lineari doppiamente infiniti Pt,' tali che ogni

fascio jR,' è contenuto in due di essi, ed ogni elemento di J?, cioè ogni retta, in oc'

di essi. Névi sono in II sistemi lineari di numero di dimensioni maggiore di due. Eisulta

inoltre da quella teoria generale che questi spazi lineari a 2 dimensioni formano due

sistemi ben distinti : chiameremo punti (di rette) quelli dell'un sistema, e piani (di

rette) quelli dell'altro sistema. La quadrica B, di cui si tratta, lia per numero di

dimensioni (4) un multiplo di 4, e quindi (V. n° 40) due J?/ in generale hanno un

elemento comune soltanto se sono dello stesso sistema.

Dunque :

Due punti hanno sempre comune una retta. Due piani hanno sempre comune

una retta. Un punto ed un piano non hanno in generale comune alcuna retta.

Per ogni retta passa un numero semplicemente infinito di punti e di

piani.

Converremo di dire che due rette si tagliano (od anche che si appoggiano l'una

sull'altra) quando appartengono ad uno stesso fascio i?,'. Allora dalle cose dette in

generale ai n." 29, 30, segue:

Due rette qualunque non si tagliano in generale. Se due rette si tagliano,

esse individuano un fascio nel quale sono contenute, e questo fascio a sua volta

è contenuto in un punto di rette ed in un piano di rette perfettamente individuati,

cosicché ogni retta, die tagli le prime dtte è contenuta o in questo piano od in quel

punto (*), vale a dire: tre rette che si taglino o stanno in un piano o stanno in

un punto.

Come si vede, benché in generale un punto ed un piano non abbiano rette co-

muni, pure, per eccezione, possono averne comune un fascio. In tal caso diremo che

il punto ed il piano sono uniti. Ciò posto si ha il seguente teorema :

Tre punti sono in generale uniti ad un piano e tre piani uniti ad un punto.

(*) Mi permetto di dire, che una retta è contenuta in un punto, e che un punto passa per una
retta, quando nel linguaggio ordinario si usano al contrario le parole passare e contenere; ma,

così facendo , risalta meglio la dualità perfetta tra punto e piano , che nella nomenclatura della

geometria ordinaria è affatto trascurata.
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In fatti consideriamo tre punti qualunque: avranno comuni in generale a due a due

tre rette distinte, le quali si taglieranno mutuamente (quelle che stanno in uno stesso

punto), determinando a due a due dei fasci di rotte contenuti rispettivamente in quei

punti : ora ciascuno di questi fasci è pur contenuto in un piano, il quale coinciderà

con quel piano che è individuato dal contenere quelle tre rette , e sarà, unito ai

tre punti , come si voleva dimostrai-e. — Analogamente scambiando le parole punto

e Ilia no.

Questo ragionamento mostra però come possa accadere che non sia individuato

il piano unito ai tre punti
,
od il punto unito a tre piani) , e precisamente che ciò

accade sempre quando questi tre punti hanno comune una retta, nel qual caso ogni

piano passante per questa è unito ai tre punti, anzi a tutti gli altri punti che pas-

sano per la i-etta. Insomma gli oo' punti, e gli oo' piani, i quali passano per una

data retta sono tra loro uniti, ed hanno comuni gli oo* fasci di rette, che vedemmo

passare per la retta data.

106. Le cose viste al n." precedente mostrano come la geometria della retta

conduce in un modo natui'alissimo alla considerazione del punto e del piano, alle -rela-

zioni che passano tra punti, piani e rette, ed alla dualità perfetta che passa tra punti

e piani. Questa dualità si basa ora sul fatto che gli oa^ punti e gli c<} piani costi-

tuiscono i due sistemi distinti di spazi lineari doppiamente infiniti di rette, che solo

esistono. Ora, come nella quadrica ordinaria i 2 sistemi di generatrici hanno proprietà

identiche, così nella H , spazio di rette, quei due sistemi di spazi lineari doppiamente

infiniti si equivalgono perfettamente, sicché ogni proposizione, che vale per l'uno, vale

pure per l'altro. Donde precisamente la dualità tra le proposizioni che riguardano i

punti e quelle che riguardano i piani.

107. Da quel modo di concepire i punti ed i piani segue anche immediata-

mente una proposizione importante per tutta la geometria piu'a della retta. Conside-

riamo una trasformazione proiettiva qualunque dello spazio Suo dimensioni : essa

ti-asformerà piu'e ogni spazio lineare di questo in altro tale spazio lineare. Dunque,

se essa è tale che la quadrica i2 a 4 dimensioni si trasformi in se stessa, gli spazi

lineari a 2 dimensioni che essa contiene si trasformeranno pure in spazi lineari a 2

dimensioni contenuti in essa, e la trasformazione proiettiva o sarà tale che ognuno dei

due sistemi di tali spazi contenuti in H si trasformi in se stesso, oppure tale che cia-

scuno di essi si trasformi nell'altro. Però in entrambi i casi due tali BJ di diverso

sistema i quali siano uniti, cioè abbiano comune un Bj, conserveranno la stessa pro-

prietà dopo la trasformazione. Dunque si ottengono in tal modo due specie di trasfor-

mazioni per lo spazio (ordinario) di punti e piani : entrambe sono univoche , ma l'una

trasforma i punti in punti, i piani in piani, un punto ed un piano uniti in un punto

ed un piano uniti; mentre l'altra trasforma i punti in piani, i piani in punti, un

punto ed un piano uniti in un piano e4 iact nunto uniti. Ora questi caratteri mostrano

che nello spazio ordinario la prima di queste è una coIUneazione od omografia , l'altra

una reciprocità. Dunque : Ogni trasformazione proiettiva dello spazio S a 5 diwn-

Serie II. Tom. SXXYI. m
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sioni tali che la quadrica Bai dimensioni si trasformi in se stessa è per Io

spazio ordinario una coìlineazionc ovvero una reciprocità. E viceversa. — Questo

teorema è dovuto al Klein {*).

108. Per gli spazi contenuti nella quadrica II a 4 dimensioni si usano le se-

guenti denominazioni: quelli a tre dimensioni H^ si dicono complessi di rette, quelli

a due dimensioni J?^ sistemi di rette, quelli ad una dimensione iJ, rigate. In virtù

di un teorema del Klein enunciato nella nota al n" 39, ogni complesso algebrico di

rette e determinato come intersezione di R con un altro spazio algebrico, pure a 4

dimensioni, di S : l'ordine di questo spazio algebrico si suol chiamare grado del com-

plesso (bencliè la denominazione sia impropria, perocché è chiaro che appunto il doppio

di quel numero dovrebbe dirsi grado di quell'intersezione; tuttavia quel teorema di

Klein dà un carattere di opportunità a quella denominazione). Di qui segue che ogni

fascio di rette contiene tante rette di un complesso algebrico quante sono le unità

contenute nel grado di questo.

Per un sistema algebrico di rette B^ bisogna dare, coniL' si è visto più. in ge-

nerale per le quadriche a numero pari di dimensioni (Y. n" 41), due numeri diversi:

il numero cioè degli elementi (rette) che esso ha comuni con ogni piano, il qual nu-

mero dicesi classe del sistema, ed il numero degli elementi che esso ha comuni con

ogni punto cioè Vordine del sistema. Un sistema di rette d'ordine p. e classe -j s'in-

dica più brevemente con [p. v).

Due complessi di gradi m, m' hanno comune un sistema di rette di ordine e

classe uguali ad mm': questo sistema dicesi congruema di grado mm.
Dicesi grado di una rigata iì, il suo ordine come spazio algebrico ad 1 dimen-

sione di S. Yedremo che ciò equivale a dire che il grado è il numero di quelle rette

contenute nella rigata (cioè generatrici di questa), le quali tagliano una retta qua-

lunque. Un punto ed un piano qualunque non contengono in generale alcuna retta

di una data rigata. I punti ed i piani che contengono rette della rigata sono co^ e

diconsi punti e piani di questa ; sicché essa, mentre avendo riguardo alle sue rette

costituisce appunto una rigata, avendo invece riguardo ai suoi punti ed ai suoi piani

costituisce rispettivamente una superficie-luogo ed una superficie-inviluppo, nel senso

ordinario di queste parole.

109. Se nel teorema generale dimostrato al n" 41 sul numero degli elementi

comuni a due spazi algebrici a p dimensioni di una quadrica a numero pari 2p di

dimensioni poniamo j)= 2 abbiamo immediatamente il seguente teorema dovuto ad

Halphen (**) e importantissimo per la risoluzione di molte questioni anche all'infuori

della geometria della retta :

Due sistemi di rette {u. y) , (fj., y,) hanno comuni ^aa, + vv, rette.

{) Lo enunciò neUa memoria « XJeber cine geomeirische Reprasentalion der Resohenlen alge-

braischer Gleichungen « del 'i" voi. dei Mathematische Anualen, a pag. 356 , e lo dimostrò poi nella

bellissima memoria a Liniengeometrie und melrische Geometrie n del 5" voi. dei Math. .Vnn. a pag. 262.

[*') V. Halpeien 1 Sur les droites qui satisfont à des conditions donnèes » Comptes-rendus, 1871
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Di qiù segue imine liatainente coni? corollario che : Un sistema di rette
( ij.,

v ) ha

comune con un complesso di grado m una rigata di grado in (ju. 4-y). Ma è più

naturale dimostrare questa proposizione osservando che un sistema di rette (fJt,v) è

un J?/"^' e quindi è tagliato da un «S','" (la cai intersezione con E determina un

complesso di grado m) secondo un 7?,"'<'*"*''\

§ 2.

Complessi <• (OiìfirHen.vr ìmpari: rigaio quaclriche.

1 10. Nello spazio <S' a 5 dimensioni un S^ qualunque determina su R un R^^

che dicesi complesso lineare di rette, un S^' qualunque contiene un R/' che dicesi

congruenza lineare, od un -S"^' contiene un jR/ che diremo rigata quadrica (« Eegel-

schaar »).

Dalla teoria generale (V. n° 30) segue che un complesso lineare R^'' contiene

in generale oo' fasci di retto, si che ogni punto ed ogni piano dello spazio ne con-

tengono un fascio, e che per ogni retta del complesso ne passano co'. — Segue pure

da quella (u° 40) che una congruenza lineare generale, come quadrica a 2 dimen-

sioni R^^. contiene due sistemi diversi di co' fasci tali che due fasci dello stesso si-

stema non hanno rette comuni, mentre hanno una retta comune due fasci di diverso

sistema : dunque i piani ed i punti in cui stanno i fasci clell'un sistema saranno uniti

rispettivamente ai punti ed ai piani dei fasci dell'altro sistema, il che mostra che

quei piani e quei punti passano per due certe rette, direttrici della congruenza, sì

che i fasci dell'un sistema appartengono ai punti dell'una direttrice ed ai piani del-

Taltra, mentre l'altro sistema di fasci è costituito dai fasci, che appartengono ai punti

di questa seconda direttrice ed ai piani della prima. Quindi la congruenza lineare &

costituita dalle rette, che ne tagliano le direttrici. — Finalmente una rigata qua-

drica, considerata come una quadrica R,^ in uno spazio a 2 dimensioni (conica), non

contiene evidentemente spazi lineari.

111. Un complesso lineare R^ dicesi .Sjijec/a7e quando V S,^ in cui esso è con-

tenuto è tangente ad R (cioè quando ha un elemento doppio). In tal caso sappiamo

dalla teoria generale che l'elemento R^ di contatto è congiunto agli altri elementi

del J?/ mediante degli i?,' (contenuti in R,). Dunque un complesso lineare speciale

è costituito dalle rette che ne tagliano una fissa (l' R^ di contatto)
;

questa dicesi

asse del complesso speciale.

Mentre un /S'/ non può essere che semplicemente tangente ad R, un S^' può

avere con questa 2 specie di contatto, e un S^ 3 specie di contatto (V. n° 34).

Una congruenza lineare dicesi semplicemente speciale quando sta su un S^ sempli-

e 187? (il teorema è dimostrato a pag. 4) del voi. 74). Lo stesso teorema fu dimostrato più tardi dallo

Zedthen mediante il principio di corrispondenza sul piano, da esso trovato (Comptes-rendus , 1874,

1° sem.
,
pag. 1555). Ma si giudicherà, credo, che la dimostrazione presente di quel teorema è più

semplice delle precedenti, ed anche più naturale dal punto di vista della pura geometria della retta.
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cernente tangente ad R : in questo caso segue dalla teoria generale die la congruenza

lineare consta di oo' fasci di rette passanti per una retta fissa (l'elemento di con-

tatto), in cui coincidono in questo caso le due direttrici, sì che ogni piano (ed ogni

punto) passante per questa contiene \vù. fascio determinato di rette della congruenza.

Di qui segue immediatamente che considerando i piani ed i punti contenenti una retta

fissa come formanti due forme di prima specie , nella congruenza speciale composta

di oo' fasci passanti per una retta fissa r questi fasci corrispondono proiettivamente

sia alla serie degli co' punti in cui stanno, sia a quella degli oo' piani in cui stanno,

cosicché anche queste 2 serie di punti e piani si corrisponderanno proiettivamente ; il

die costituisce una proprietà importante della congruenza lineare speciale , che

può anche servire per definizione. — La congruenza lineare è doppiamente specializ-

zata quando l' S^ che la contiene ha un contatto di 2' specie con li ; in tal caso

essa si scinde in un punto ed un piano uniti aventi comune il fascio di rette che

è l'i?,' di contatto di quel S^

.

Una rigata quadrica i?,^ può specializzarsi come nel piano ordinario si può spe-

cializzare una curva di 2" ordine. La rigata semplicemente specializzata si scinde in

due i?,' distinti, cioè in 2 fasci aventi comune una retta (elemento di contatto di

R col Sj che contiene la rigata). Quando 1" S'^ contenente la rigata ha un contatto

di 2" specie con B., allora la rigata quadrica si riduce ad un fascio doppio, che è

quello di contatto. Quando l' S.^ lia un contatto di S"" specie con R , allora vi è con-

tenuto completamente, cioè è un punto od un piano di rette (*).

112. Come la geometria della retta nello spazio si considera da noi come geo-

metria di una quadrica 7? a 4 dimensioni in uno spazio (S a 5, così la geometria

delle rette di un complesso lineare si potrà considerare come quella di una quadrica

R^ a 3 dimensioni in uno spaziò lineare a 4 dimensioni S, , la qual quadrica però

sarà specializzata, cioè avrà un elemento doppio, quando il complesso lineare sarà spe-

ciale. E la geometria delle rette di una congruenza lineare sarà la geometria di una

quadrica R^^ nello spazio lineare a tre dimensioni, cioè coinciderà perfettamente colla

geometria su una quadi'ica nello spazio ordinario ; se la congruenza è speciale, questa

quadnca avrà un punto doppio (sarà cioè un cono quadrico ordinario), e se la con-

gruenza è doppiamente specializzata, quella quadrica si scinderà in una coppia di piani.

Finalmente la geometria delle rette di una rigata quadrica si può considerare come

quella di una quadrica R,'' ad una dimensione nello spazio lineare a 2 dimensioni

(p. e. una conica nel piano ordinario), la quale si scinderà quando la rigata qua-

drica si scinda in due fasci.

(*) Se introduciamo coordinate per gli elementi dello spazio ò' a 5 dimensioni, e una equazione

quadratica qualunque, di discriminante non nullo, per rappresentare E, avremo immediatamente,

come caso particolare da quelle generali date ai numeri 35, 36, le equazioni, che esprimono le condi-'

zioni perchè un complesso od una congruenza lineare , od una rigata quadrica si specializzino , sia

che essi siano dati mediante rette in essi contenute, sia che siano dati come intersezioni di complessi

lineari. Queste condizioni furono date dal Klein colla sua solita eleganza nella memoria « Ueber

gewisse in der Liniengeometrie aufiretende Differentialgleichungen • (Math. Ann. Bd. V, pag. 278 e

seg.). Simultaneamente furono trovate, ma solo pel caso in cui il sistema di riferimento è un tetraedro,

dal Pasch (« Zur Theorie der linearen Complexe », Crelle's Journal, Bd. 75).
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Soltanto il fascio di rette ed il punto e il piano di rette sono spazi di rette

essenzialmente lineari (rispettivamente ad 1 e 2 dimensioni). Quindi la' geometria

nel fascio di rette e la geometria sul punto e sul piano di rette sono le teorie delle

forme lineari di V e 2° specie.

113. Una serie lineare di S^ dello spazio S determina come intersezioni su R
una serie, che diremo pure ìinrare di complessi lineari. In particolare un fascio di

complessi lineari sai'à formato da co' complessi aventi comvme una congruenza lineare;

una serie lineai-e doppia sarà composta dai complessi lineari aventi comune una ri-

gata quadrica ; una serie lineare tripla dai complessi lineari aventi comuni due rette.

Quanto alla serie lineare quadrupla, essa sarebbe determinata dagli *S',/ che passano

per un elemento fisso S^ di S. Ma questi elementi di S quando non stanno su JR

dobbiamo farli sparire dai nostri enunciati; ciò si può ottenere, come ci accadrà spesso

di fare in seguito, sostituendo alla considerazione degli elementi di S quella dei com-

plessi lineali di rette, in cui gli S^ polari degli elementi stessi rispetto ad R ta-

gliano questa quadrica. Così facendo ed introducendo anche la denominazione di in-

voìidorì per due complessi lineari, i quali stiano in S,^ coniugati rispetto ad R (cioè

passanti l'uno pel polo dell'altro), è chiaro dalla teoria generale della polarità rispetto

ad una quadrica che la definizione data delle serie lineari di complessi lineari con-

duce immediatamente a questa conclusione:

Una serie lineare m upla di complessi lineari comprende tutti i complessi

invohdori a tutti i complessi di una serie, lineare (4— m) upla. — Due tali serie

diconsi involutorie. In particolare adunque una serie lineare quadrupla comprende

tutti i complessi lineari involutori ad uno fisso.

Se un complesso lineare è speciale, i complessi lineari che sono in involuzione

con esso sono quelli che passano pel suo asse. Se due complessi speciali sono invo-

lutori, i loro assi si tagliano, e viceversa. Da queste proposizioni, che sono solo casi

particolari di teoremi generali visti nella 1" parte di questo lavoro, segue immedia-

tamente :

Due serie lineari involutorie di complessi lineari godono della proprietà che

le rette comuni ai complessi dell'una sono gli assi dei complessi speciali dell'altra

serie, e viceversa.

In particolare: Tra i complessi lineari involutori ad un complesso fisso quelli

speciali hanno per assi le rette di questo
;
quella serie quadrupla di complessi lineari

non ha rette comuni, salvo quando il complesso a cui è involutoria sia speciale, nel

qual caso tutti i complessi, della serie passano per l'asse di questo. — Una serie tripla

di complessi lineari è involutoiia ad un fascio di complessi: essa comprende tutti i

complessi lineari passanti per 2 rette fisse, sicché queste saranno gli assi dei 2 soli

complessi speciali del fascio; e la congruenza delle rette comuni ai complessi di questo

si compone di rette appoggiate su quelle due fisse (che sono le 2 direttrici della con-

gruenza), cioè degli assi dei complessi speciali appartenenti alla serie tripla. Questa

congruenza lineare però può essere speciale : in tal caso coincideranno i due com-
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plessi speciali del fascio, ossia le 2 rette comuni ai complessi della serie tripla. Se

poi la congruenza è doppiamente specializzata, cioè scissa in un punto ed un piano

uniti, allora tutte le rette del fascio doppio di questa congruenza saranno assi di com-

plessi speciali costituenti in tal caso tutto il fascio di complessi, mentre la serie tripla

si comporrà dei complessi lineari che contengono quel fascio di rette. — Finalmente

ad ogni serie doppia di complessi lineari è invohitoria un'altra serie doppia in guisa

che gli assi dei complessi speciali dell'una serie costituiscono la rigata quadrica che

comprende tutte le rette comuni ai complessi dell'altra serie, e la rigata quadrica

delle rette comuni ai complessi della prima serie si compone degli assi dei complessi

speciali della seconda serie. Quindi queste due rigate quadriche sono tali che ogni

retta dell'una taglia ogni retta dell'altra; i punti ed i piani delle rette delle due

rigate sono perciò gli stessi e formano quindi una stessa stijicrficie di 2° grado, nel

senso ordinai'io di questa parola. Tali due rigate si diranno rigate quadriche coniugate

e noi vediamo che esse sono caratterizzate nella geometria ordinaria del giacere su

ima stessa superficie di 2° grado. — Una delle due serie doppie di complessi lineari

può essere speciale, cioè avere per rigata quadrica degli assi dei suoi complessi spe-

ciali una rigata quadrica specializzata, cioè degenerata in una coppia di fasci aventi

una retta comune ; in tal caso è chiaro che le rette comuni a quei complessi spe-

ciali e quindi anche a tutta la serie costituiscono quei 2 fasci che stanno rispetti-

vamente negli stessi piani e negli stessi punti dei 2 fasci precedenti ma presi in modo

inverso (poiché devono tagliare tutte le rette di quelli). Quindi questi nuovi fasci co-

stituiscono gli assi dei complessi speciali della serie involutoria a quella, la quale

dunque sarà pure speciale. Cos'i vediamo come le due rigate quadriche coniugate si

scindano simultaneamente in coppie di fasci ed in quale posizione mutua questi stiano.

Può poi una delle due rigate quadriche essere doppiamente specializzata, cioè com-

porsi di due fasci coincidenti ; in tal caso risulta tosto dalla teoria generale clie

anche l'altra sarà tale e che le due serie doppie involutorie avranno comune questo-

fascio di complessi lineari speciali, che è pure fascio di retto comuni a tutti i com-

plessi delle due serie.

114. Ahbiamo visto come in un fascio di complessi lineari ve ne siano in ge-

nerale due speciali : ciò del resto risultava tosto dal fatto che nello spazio S in un

fascio qualunque di S". ve ne sono due tangenti ad B. Notiamo inoltre che due S'

di quel fascio sono coniugati rispetto ad B quando sono armonici coniugati rispetto

a quei due S'^ tangenti. Quindi possiamo anche definire due complessi lineari iiwo-

lìttori come quelli che sono armonici coniugati rispetto ai due complessi speciali

del loro fascio.

Se consideriamo le rette di un complesso lineare non speciale come formanti

una quadrica B"". in uno spazio lineare a -! dimensioni, è chiaro che il complesso

lineai'e contiene oo'' congruenze lineai'i , di cui due qualunque hanno comune una

rigata quadrica, per la quale passano oo ' congruenze lineari del complesso, le quali

diremo formare un fascio. Tra esse ve ne sono in generale due speciali (semplice-

mente specializzate) ; le direttrici delle congruenze del fascio costituiscono la rigata

quadrica coniugata a quella considerata del complesso lineare, e per ciascuna delle
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due congruenze speciali esse coincidono. Diremo clie due congruenze lineari del com-

plesso lineare sono iiivoliitorie
, nuaudo sono coniugate armoniche rispetto alle due

congi'uenze speciali del loro fascio. È chiaro dalla considerazione della quadrica R
nello spazio •S' a 5 dimensioni che per due congruenze lineari iiivolutorie di un dato

complesso liueai-e si possono sempre far passare (e in modo perfettamente determinato)

due complessi lineari involutori tra loro ed al dato.

Similmente nella geometi-ia delle rette di una congruenza lineare considerata

come una quadiica iJ\ in uiio spazio lineare a 3 dimensioni si trova che la congruenza

contiene oo^ rigate quadriche, le quali si tagliano a 2 a 2 in coppie di rette. Quelle

rigate che passano per una stessa coppia di rette diremo formare un fascio (e con-

siderate come luoghi di punti od inviluppi di piani formano realmente nel senso

ordinario delle parole un fascio ed una schiera di superficie quadriche); tra esse ve

ne sono due speciali, cioè scisse in coppie di fasci. Quando due rigate quadriche di

ima congruenza lineare sono coniugate armoniche rispetto alle 2 rigate speciali del

loro fascio, diremo che esse sono involutorie.

Fmalmente. tra le rette eli una rigata quadrica si è condotti a considerarvi le

coppie di un'involuzione: in ogni involuzione vi sono due coppie speciali, cioè due

rette doppie. Due coppie di rette della rigata quadrica si potrebbero chiamare invo-

lutorie, quando sono coniugate ai'moniche rispetto alle due coppie speciali della in-

voluzione da esse determinata ; del resto è noto che in tal caso gli elementi di quelle

2 coppie sono tra loro coniugati armonici, sicché 2 coppie involutorie di rette di

lina rigata quadrica formano un gruppo armonico.

115. Dalle proposizioni generali ottenute nel § 2 della P parte segue imme-

diatamente :

Esistono nello spazio R di rette co'" gruppi di 6 complessi lineari tali che due

complessi qualunque del gruppo sono involutori. Esistono in un complesso lineare di

rette o^'" gruppi di 5 congruenze lineari mutuamente involutorie. Vi sono in una con-

gruenza lineare generale oc" gruppi di 4 rigate quadriche tra loro involutorie. Vi

sono in una rigata quadrica generale oo^ gruppi di 3 coppie di rette a due a due

involutorie, cioè armoniche.

In un gruppo di complessi lineari involutori uno qualunque di essi è tagliato

dagli altri secondo 5 congruenze lineari involutorie ; la congruenza determinata da

due di essi è tagliata dagli altri 4 secondo 4 rigate quadriche involutorie ; e final-

mente la rigata quadrica determinata da tre di essi è tagliata dagli altri 3 secondo

3 coppie di rette formanti 3 gruppi armonici. Queste propiietà potrebbero servire

come punto di partenza per lo studio della notevole figura, a cui dà luogo il gruppo

di 6 complessi lineari involutori, studio che è dovuto al Kleix (').

116. Consideriamo una quadrica qualunque -^ in uno spazio a più dimensioni;

preso fuori di essa un punto qualunque P di questo ed il suo piano polare - rispetto

(*) Klei.n. Zui-Theorie dir Linieucomplexe 1 v.nd 2 Grades. Math. Aun. lid. 2, S. If
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a o, essi determinano una trasformazione proiettiva notevole di quello spazio in se-

stesso, facendo cioè corrispondere tra loro due punti che stiano in un S\ passante

per F e siano coniugati armonici rispetto a P e al punto d'intersezione del S',

stesso con n. È facile vedere che si corrisponderanno i punti di due piani i quali

facciano fascio con n e siano coniugati armonici rispetto a tt ed al piano del loro

fascio passante per P. Dalla definizione del piano polare rispetto ad una quadrica

risulta poi rDimediatamente che in quella trasformazione la quadrica o si trasforma

in se stessa. Uno spazio lineare qualunque (contenuto in quello considerato) avrà per

corrispondente un altro spazio lineare ad altrettante dimensioni, il quale coinciderà

col primo sia quando passi pel punto P, sia quando stia nel piano n. In particolare

gli spazi lineari di w si corrisponderanno tra loro e se il numero delle dimensioni

di 9 è numero pari 2j) si corrisponderanno l'uno all'altro i due sistemi distinti di

S' che sono contenuti in co, si che due S' corrispondenti si taglieranno in un S'^_,

giacente su - (*). — Ciò premesso abbiamo particolaiizzando :

Un' complesso lineare di rette e determina una corrispondenza nello spazio in

cui sono coniugati a coppie : le rette dello spazio, in modo che le rette che tagliano

una coppia di rette coniugate appartengono al complesso; i punti ed i piani dello

spazio in modo che un punto ed un piano corrispondenti hanno comune un fascio

di rette del complesso ; i complessi lineari qualunque in modo che due complessi cor-

rispondenti fanno fascio col complesso dato e sono coniugati armonici rispetto a questo

ed a quel suo complesso involutorio che sta nel fascio stesso ; e via dicendo. In par-

ticolare corrispondono a se stessi rispetto al complesso lineare le sue rette e i com-

plessi lineari, che gli sono involutori.

In un complesso lineare di rette considerando una congi'uenza lineare qualunque,

essa determina una corrispondenza tra le rette del complesso a due a due , essendo

corrispondenti due rette del complesso tali che quelle che le tagliano costituiscono

una rigata quadrica contenuta nella congruenza lineare. Si vede facilmente che questa

definizione dell' rette corrispondenti equivale a quest'altra: siano date le direttrici

della congruenza considerata e per esse e la retta di cui si vuole la corrispondente

rispetto a questa congruenza si conduca una rigata quadi'ica , nella quale si prenda

quella generatrice che è coniugata armonica della retta data rispetto a quelle diret-

trici : la retta così ottenuta sarà la corrispondente di quella. In tal modo si fanno

corrispondere tra loro i fasci di rette del complesso lineare e quindi anche i punti

ed i piani dello spazio, poiché ogni punto ed ogni piano dello spazio contengono un

tal fascio. Questa corrispondenza involutoria nello spazio ordinario non è altro clie

la involuzione cliiamata dai Tedeschi « geschaart », la i|uale si può anche consi-

derare indipendentemente da quel complesso lineare.

In una congruenza lineare considerando una rigata quadrica qualunque , essa

determina una corrispondenza tra le rette di (juella congruenza, in modo che ai suoi

(•) Si può considerare una corrispondenza in cui invece di un punto P ed un piano tt si ado-

perano due spazi lineari qualunque fissi, polai'i l'uno dell'altro rispetto a y. Sugli S\ che li tagliano

si prendono come corrispondenti i punti coniugati armonici rispetto ai 2 punti in cui si tagliano. Si

ha così una corrispondenza proiettiva involutoria, nella quale la quadrica » corrisponde a se stessa.
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fasci dell'un sistema corrispondono quelli dell'altro, essendo corrispondenti due fasci

aventi comune una retta di quella rigata. Allora ad una retta qualunque della con-

gruenza ne corrisponde un'altra che si determina come retta comune ai due fasci che

coriispondono rispetto alla data rigata a quei due clic contengono la prima retta.

Da questa costruzione segue che due rette corrispondenti così costrutte sono le dia-

gonali di un quadrilatero sghembo, di cui 2 lati opposti sono le direttrici della con-

gruenza , e gli altri 2 appartengono alla rigata quadiica , e quindi sono , nel senso

ordinario della parola, polari reciproche rispetto a questa, considerata come superficie

quadi'ica. Quindi la corrispondenza considerata si riduce alla polarità rispetto ad una

quadrica ordinaria.

§ 3.

Cenno siilìr rigati',, specialmente 'cubiche e quartiche.

117. Le rigate non sono altro, come vedemmo, che spazi ad una dimensione

sullo spazio quadratico 7? a 4 dimensioni. Tutte le loro principali proprietà si pos-

sono ottenere considerandole come tali. Cos'i un it°, su R ha degli S\ osculatori che

si ottengono congiungendone 3 elementi consecutivi ; alcuni di questi S\ in numero

finito taglieranno II in un -S"", speciale, cioè scisso in due S\. Per eccezione poi

ri2°, può esser tale che in un suo elemento vi sia un S\ stazionario , cioè con-

giungente quell'elemento non solo a due, ma a tre elementi consecutivi. Dunque:

Ogni generatrice di una rigata qualunque ha una rigata quadrica osculatrice (*),

la quale congiuuge quella generatrice alle 2 consecutive ed ha quindi la rigata qua-

drica coniugata composta delle tangenti principali (usando i termini della geometria

dello spazio ordinario di punti) della superficie aventi in quella generatrice i punti

di contatto. Vi sono poi in generale alcune generatrici
,
per ciascuna delle quali la

rigata quadrica osculatrice si scinde in due fasci, di cui uno passante per le gene-

ratrici stesse. Una tale generatrice sarà una generatrice singolare , cioè sarà carat-

terizzata dal tagliare la generatrice consecutiva , donde segue immediatamente che i

suoi punti avranno uno stesso piano tangente. Per eccezione poi può la rigata avere

una generatrice tale che la rigata quadrica osculatoria sia stazionaria, cioè contenga

anche le 3 generatrici consecutive: le rette della rigata coniugata sono allora tan-

genti quadripunte della superficie. Queste generatrici, i cui punti sono punti di con-

tatto di tangenti quadripunte, furono dal Voss, che prima le considerò (**), chiamate

« hyperholische Erzeugende », cioè generatrici iperboliche.

Similmente di un jR", su It possiamo considerare in ogni elemento VS ^ oscu-

latore, il quale lo congiunge ai 3 elementi consecutivi , e l'-S'',^ osculatore , il quale

lo congiunge ai 4 elementi consecutivi ; sia quello sia questo possono divenire sta-

zionari pel contenere ancora un altro elemento consecutivo {r>S"3 soltanto per degli

B^^ speciali), e possono divenire tangenti alla quadrica R. Dunque :

(*; V. PLUCK.ER. TIléorie generale des surfaces réyléis. — Annali di matematica, T. 1°, serie ^'^

(1867;, alla pag. 163.

(") V. Voss. Zur Theorie der loindschiefen Flrichen. — Mathematische Annalen, Vili a pag. 94

Serie II. Tom. XXXVI. x
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Ogni generatrice di una rigata ha una congruenza lineare osculatrice, la quale

la contiene insieme colle tre generatrici consecutive, e un complesso lineare osculatore,

che la congiunge alle 4 generatrici consecutive. È chiaro che le due direttrici di

quella congi'uenza sono tangenti quadripunte della superiicie, cosicché vi sono su ogni

generatrice in generale 2 punti di contatto di tangenti quadripunte, e quindi la curva

delle tangenti quadripunte è tagliata da ogni generatrice in 2 punti. Vi sono alcune

generatrici particolari tangenti a quella curva
;

quelle cioè per cui la congruenza

lineare osculatrice è speciale. Vi sono poi anche rigate speciali aventi qualche gene-

ratrice in cui la congruenza lineare osculatrice è stazionaria; allora le direttrici di

questa congi'uenza hanno contatto 5 - punto colla superficie. — In ogni rigata vi

sono in generale generatrici per le quali il complesso lineare osculatore diventa spe-

ciale: allora l'asse di questo è tangente 5 -punto della superficie. Vi sono poi anche

generatrici in cui il complesso lineare osculatore è stazionario, cioè congiunge 6 ge-

neratrici consecutive.

118. È pure facile dimostrare l'esistenza e le proprietà della cui'va doppia

•della rigata. Consideriamo l'i?", su M ed in un suo elemento qualunque si prenda

r^''^ tangente ad H: taglierà l'jR', in altri g — 2 elementi. Dunque:

Ogni generatrice di una rigata di grado g si appoggia su altre g—2, cosicché

la crtrva doppia della superficie taglia ogni generatrice in ^ — 2 punti.

Ed altre proposizioni ancora si otterrebbero col nostro metodo colla stessa fa-

cilità, ma le lasciamo da j)arte per non dilungarci troppo.

119. Dai teoremi dimostrati al u° 7 risulta che un modo natui-ale di classi-

ficare le rigate di dato grado ^ è di distinguerle anzitutto a seconda che non stanno

in un complesso lineare, o stanno in un complesso lineare, o stanno in ima congruenza

lineare (Si potrebbe aggiungere il caso in cui stanno in un piano od in un punto

di rette, ma allora si hanno inviluppi piani di classe g e coni d'ordine g, e di queste

rigate speciali è'^più conveniente occuparsi a parte, come spazi algebrici ad una di-

mensione contenuti in spazi lineari a 2 dimensioni). In pai'ticolare lo studio delle

rigate di una congruenza lineare è lo studio degli S, su un S\ , vale a dii'e equivale

perfettamente alla geometria delle curve su una quadiica ordinaria; dove questa qua-

drica si specializzerà in im cono quando la congruenza lineare, che si considera, di-

venti speciale per venire ad essere infinitamente vicine le sue direttrici. Questa equiva-

lenza perfetta tra la geometria delle rigate di una congruenza lineare e la geometria

delle curve su una quadiica ordinaria è assai importante, come vedremo tosto.

120. Dalle cose dette alla fine del ii° 7 segue che una rigata cubica sta

sempre in una congruenza lineare, generale o speciale ('•), sicché la geometria delle

rigate cubiche equivale alla geometria delle cubiche su una quadrica . la quale si

(*) Questa semplicissima dimostrazione diretta di questo teorema sulle rigate cubiche si trova

nella memoria del Clifford « On the dassificaiion of Loci «, che già avemmo occasione di citare

(Philosoph. Trausact., voi. 169. V. pag. 6(34}.
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liduce ad un cono quando quella congruenza lineare è speciale. Ora è noto che una

cubica sghemba nello spazio linoai-e a 3 dimensioni non può presentare altra parti-

colarità che lo scindei"si ; inoltre considerando la cubica su una quadiica è noto che

essa è tagliata da ogni generati-ice di un sistema di questa in un punto solo e da

ogni generatiice dell'altro sistema in 2 punti e clie in quest'ultimo sistema vi sono

2 generatrici tangenti alla cubica. Considerando invece la cubica su un cono quadrico,

essa passa pel vertice di questo , taglia ogni generatrice in un altro punto e tocca

nel vertice una sola generatrice. Dunque:

Vi sono (ine specie di rigate cubiche (*) : la 1' s}ìccie appartiene ad una

conynienza lineare generale, cioè ha due direttrici di cui una doppia come luogo-

e semplice come inviluppo, Valtra semplice come luogo e doppia come inviluppo
,

vale a dire pei punti della V direttrice nei piani della 2^ passano due genera-

trici della rigata, mentre pei punti della 2' direttrice nei piani della P passa

una sola generatrice della rigata; vi sono due pienti sulla V direttrice coi due

piani che li congiungono alla 2", j;c»' ciascuno dei quali accade che le due gene-

ratrici della rigata cuiica coincidono {punti e piani cuspidali delle due direttrici).

— La 2^ specie di rigate cuhiche comprende quelle appartenenti ad una congruenza

lineare speciale, la cui direttrice è non solo direttrice, ma anche generatrice della

rigata, si che in ogni punto ed in ogni piano di essa sta solo un'altra generatrice,

la quale viene a coincidere colla direttrice per un certo punto ed un certo piano

[cuspidali).

Notando anche che una cubica insieme con una sua corda costituisce l'inter-

sezione completa di infinite quadriche, avremo la seguente proposizione, che ci gioverà

più tardi :

Zina rigata etilica insieme con un fascio di rette qualunque avente il centro

sulla direttrice che è doppia come luogo di punti ed il piano passante per la di-

rettrice doppia come inviluppo costituisce Vintersezione completa della eongruemsa

lineare a cui essa appartiene con infiniti complessi quadratici.

121. Tenendo finalmente alle rigate di 4° grado risulta pure immediatamente

dal fatto che ogni S^'' sta in un S\ od in un S\ od in un *S"^ (n" 7) che ogni

tal rigata sta in un solo complesso lineare oppure in una congruenza lineare (non

considerando la rigata che si riduce ad un cono o ad un inviluppo piano). Le rigate

quartiche che stanno in un solo complesso lineare si vede facilmente che hanno per

curva doppia una cubica , la quale può scindersi in vari modi , come si scorge nei

lavori di Cayley e Cremona. Quanto poi alle rigate quartiche che stanno in una

congruenza lineare, il loro studio coincide con quello delle curve di 4° ordine segnate

su una quadrica ordinaria. Ora è noto che queste curve si distinguono in 2 specie:

quelle di 1^ specie sono intersezioni di un fascio di quadriche e sono quindi tagliate

(") V. Cayley. « Ore shew surfaces, othenoise scrolli k, Philosophical Transaetions, 1864, voi. 154,

e precisamente alle pag. 568-571 (Cubie scrolls).
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iu 2 punti da ogni generati'ice di ciascun sistema della quadi-ica fissa ; mentre quelle

di 2" specie non stanno su altre quadriche e sono tagliate dalle generatrici di un si-

stema in 3 punti, da quelle dell'altro in un punto solo. Dunque:

Vi sono due specie di rigate di 4° grado appartenenti ad una congruenza

lineare. Ogni rigata della 1' specie è intersezione di quella congruenza con infiniti

complessi quadratici e quindi ha entrambe le direttrici della congruenza lineare

per rette doppie sia come luoghi di punti, sia come inviluppi di piani. Una ri-

gata della 2^ specie invece non appartiene ad alcun complesso quadratico {il quale

non contenga tutta la congruenza lineare) ed ha in ogni fascio di rette della con-

gruenza di un sistema 3 generatrici , in ogni fascio delValtro sistema una sola

generatrice, cosicché ttna direttrice è tripla come luogo e semplice come inviluppo,

mentre l'altra è semplice come luogo e tripla come inviluppo. — La congruenza

lineare a cui appartengono queste rigate di A° grado può anche specializzarsi ve-

nendo le due direttrici a coincidere.

Noi in seguito avi-emo solo da considerare tra le l'igate di 4" grado quelle ap-

partenenti ad una congi'uenza lineare ed intersezioni di questa con complessi qua-

dratici, cioè quelle di 1' specie; quindi le indicheremo per brevità col nome di rigate

biquadratiche. Ad esse sono applicabili tutte le proprietà delle ordinarie quartiche

d'intersezione di quadriche, di cui alcune furono appunto trovate in questo lavoro.

§ 4.

Complesso e congruenza quadratici e rigata, biquadratica.

Loro generazioni, e spazi notevoli in essi contenuti.

122. Dalle definizioni date del complesso quadratico, della congruenza quadra-

tica e della rigata biquadratica risulta che essi non sono altro che quartiche (inter-

sezioni di quadiiche) rispettivamente a 3, a 2 e ad 1, dimensioni. Quindi basterà che

noi nella teoria delle quartiche svolta neUa 2' Parte di questo lavoro poniamo suc-

cessivamente «.= 6, 5, 4, per avere la teoria di quelli. Però bisognerà notare che

tra le quadriche passanti per quelle quartiche che vogliamo considerare ve n' è sempre

una notevole : quella che ha per elementi le rette. Pel comi^lesso quadratico essa è

lo spazio R,^ a 4 dimensioni di rette; per la congi-uenza quadi'atica essa è il com-

plesso lineare .Rj di rette in cui questa congruenza è sempre contenuta; per la ri-

gata biquadratica essa è la congruenza lineare di rette B, che la contiene. In cia-

scuno dei tre casi questa quadrica, che nel fascio delle quadriche passanti per la

quartica considerata ha speciale importanza, va sempre considerata più particolarmente

delle altre: le trasformazioni proiettive degli spazi lineari che noi ora consideriamo,

trattandosi di geometria della retta, devono sempre esser tali da trasformare quella

tal quadrica in se stessa. Quindi una prima osservazione da fare è se quella quadrica

si specializza (come luogo, poiché noi l'abbiamo definita od ottenuta solo come su-

perficie-luogo), e in qual modo. Ora, quanto al complesso quadratico 1' J?,, in cui è
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contenuto non si specializza, poiché definimmo appunto la retta come l'elemento di

una quadrica a 4 dimensioni non specializzata. Per la congruenza quadratica invece

vi saranno da distinguere due classi diverse, secondo che il complesso lineare B^ cui

essa appartiene è generale oppure è .speciale, cioè composto delle rette che ne ta-

gliano una fissa. E per la rigata biquadi-atica vi sarauno da distinguere 3 classi di-

stinte secondo che la congruenza lineare cui essa appartiene è generale, o semplice-

mente specializzata, cioè colle due direttrici infinitamente vicine, o doppiamente spe-

cializzata, cioè decomposta in un punto ed un piano in posizione unita.

Kisulta pure dalle date definizioni che una congruenza quadratica si può sempre

ottenere come intersezione del complesso lineare in cui è contenuta con un conve-

niente complesso quadratico, e che una rigata biquadratica si può ottenere come in-

tersezione della congruenza lineai'e che la contiene con un complesso quadratico, ovvero

come intersezione di una congruenza quadratica e di un complesso lineare convenienti.

123. Come per una quartica a quante si vogliano dimensioni, così per ciascuna

delle tre, che noi ora particolarmente consideriamo, vi sarà ima caratteristica, la quale

ci darà la sjJeo'e del complesso quadratico, della congruenza quadratica o della ri-

gata biquadi'atica. La somma degl" indici contenuti in quella cai'atteristica sarà rispet-

tivamente uguale a ù, 5, 4. Ogni gi-uppo caratteristico con 7/ indici rappresenta in

generale, come vedemmo (V. § 3 della 2^ Parte) una quadrica A volte specializzata

passante per la quartica che si considera, e quindi un S',,_, , doppio per quella qua-

drica, e tale che da un suo punto qualunque gli (S',' che vanno ad un punto mobile

della quartica la tagliano ancora in un altro punto. Ogni punto di quel iS"/,_, posto

sulla quartica è doppio per questa ed ha lo stesso piano tangente a tutte le quadriche

del fascio. Per le quartiche da noi considerate abbiamo così le rette doj)xne di un

complesso quadratico (*), di una congruenza quadratica e di una rigata biquadratica.

Eicordando le cose dette al n° 116 e la teoria generale svolta nel § 3 della 2^ Parte,

noi abbiamo successivamente :

Un complesso quadratico della specie più generale [111 1 1
1 J Zia 6 soli com-

plessi lineari fondamentali, cioè complessi lineari tali che il complesso quadratico

corrisponde a se stesso rispetto a ciascuno di essi (**) ; questi 6 complessi lineari

sono a due a due in involusione e formano quindi un gruppo di quelli considerati

al «" 115. 'TJn complesso quadratico di specie qualunque ha altrettante serie li-

neari di complessi fondamentali quanti sono i gruppi d'indici della sua caratte-

ristica ; ogni serie lineare di complessi fondamentali è tante volte infinita quante

{'] É facile vedere che questa definizione delle rette doppie di un complesso quadratico coincida

con qaella primitiva di PlOcrer, cosa del reato che risulterà pure in seguito.

('*; La classificazione dei complessi quadratici fu data dal ^VEILER nel 1873 nella memoria
«. Ueber die verschiedeneti Gallv/ngen der CompUxe zweilen Grades » (Math. Ann. Bd. VII, S. 145-207),

la quale, benché assai pregevole, ha però alcuni difetti, che già notai nella prefazione. — La deno-

minazione di complessi fondamentali è usata dal Weiler loc. cit.
,
pag. 148; nel senso di complessi

di riferimento delle equazioni ; ma siccome tra questi complessi 'quali vengono dalle equazioni ca-

noniche del Weier-5tra3s) ve ne sono alcuni privi affatto d'importanza geometrica pel complesso

quadratico, preferisco chiamare fondamentali solo i complessi lineari che godono della proprietà im-

portante suesposta.
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sono le unità, meno una, contenute nel numero d'indici del gruppo caratteristico

corrispondente. Ancora due complessi fondamentali saranno involutori, purché però

appartengano a serie lineari diverse. Ttitti i complessi fondamentali speciali Itanno

per assi delle rette doppie del complesso quadratico e determinano in tal modo

tutte le rette doppie di questo. Quindi, mentre nel caso piii generale il complesso

non ha rette doppie, in un caso qualunque ogni gruppo caratteristico di li indici

dà origine ad un S'^,,_,^ di rette doppie del complesso, escluso il caso in cui quegli

li ìndici fossero tutti >-l, nel qual caso tutta la serie lineare h — 1 volte infinita

di complessi fondamentali corrispondenti si compone di complessi speciali, i cui

assi formanti un S' /^_^ sono rette doppie del complesso quadratico. Così un gruppo

caratteristico composto di due indici corrisponde ad un fascio di complessi lineari

fondamentali, tra cui i due speciali hanno per assi due rette doppie del complesso

quadratico, le quali coincidono se il primo di quegli indici è maggiore di 1 ,• ina,

se entrambi quegli indici sono maggiori di 1, allora quel fascio si comporrà tutto

di complessi lineari speciali, cioè si avrà in tal caso pel complesso quadratico un

fascio di rette doppie. Due rette doppie appartenenti a due serie diverse si tagliano

sempre e il fascio di rette da esse determinato fa parte del complesso qua- .

dratico. Tre rette doppie appartenenti a serie diverse si tagliano mutuamente e de-

terminano un piano od un punto, le cui rette stanno tutte nel complesso quadra-,

tico. Ad un gruppo caratteristico composto di un solo indice corrisponde una retta

doppia, cioè un complesso fondamentale speciale, solo quando quelV indice sia >-l. —
Vedremo più taidi quali proprietà distinguano tra loro queste rette doppie.

124. Una congruenza quadratica appartenente ad un complesso lineare non

speciale H^ ha nel caso più generale [11111] 5 sole congrtiense lineari fonda-

mentali, cioè congruenze lineari contenute in quel complesso lineare tali che la con-

gruenza quadratica corrisponde a se stessa rispetto a ciascuna di esse (nel sensa

del n° 116), e quindi anche rispetto all'unico complesso lineare involutorio ad B^

che si può far passare per ciascuna di quelle congruenze lineari; sicché una con-

gruenza quadratica ha per ogni congruenza fondamentale tm complesso lineare

fondamentale involutorio a quello in cui essa giace, tale cioè che essa corrisponde

a se stessa rispetto ad esso. — Passando ai casi particolari, ad ogni gruppo di

h indici della caratteristica di una congruenza quadratica corrisponde una serie

lineare h— 1 volte infinita di congruenze fondamentali di questa, e quindi anche

di suoi complessi fondamentali. Gli assi delle congruenze fondamentali speciali

(o dei complessi fondamentali speciali, il che fa lo stesso) di una congruenza qua-

dratica sono rette doppie di questa. Quindi il gruppo di h indici caratteristici dà

origine ad un >S"^_, di rette doppie, salvo il caso, in cui quegli indici siano tutti

>1, poiché allora si ha un S'i,_, di rette doppie, cioè tutta la serie lineare h — \

volte infinita di congruenze fondamentali si comporrà di congruenze speciali. Due

congruenze fondamentali (o complessi fondamentali) appartenenti a serie lineari

diverse sono sempre involutorie ; in particolare due rette doppie della congruenza

quadratica provenienti da serie diverse si tagliano sempre. Ad un gruppo carat-

teristico composto di un indice solo > 1 corrisponde una retta doppia (isolata). ''
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Cose simili si trovano nel caso in cui il complesso lineare, al quale appartiene

la congruenza quadratica, sia speciale. In tal caso nella caratteristica della congruenza

vi sarà un indice caratteristico isolato, il (juale corrisponderà appunto alla quadrica

a o dimensioni speciale H, delle rette di quel complesso lineare : quell' indice carat-

teristico verrà distinto dagli altri con una lineetta oi'izzontale posta al disopi-a.

125. Una rigata biquadrufica della s2kcìc phì gencyaìc [1111] Ita 4 rigate

quadriche della congruenza lineare (supposta non speciale) cui essa appartiene

fondamentali, cioè tali che rispetto a ciascuna di quelle 4 quadriche la rigata bi-

quadratica è polare di se stessa; ciasctma di quelle 4 quadriche poi è polare di

se stessa rispetto a ciascun altra. Vi è un determinato gruppo di 4 complessi li-

neari involutori tra loro ed ai complessi lineari passanti per quella, congruenza

lineare (cioè passanti essi stessi per le direttrici' di questa) e che tagliano questa

congruenza appunto secondo le 4 rigate quadriche fondamentali: questi complessi

lineari sono pure tali che rispetto a ciascuno di essi la rigata biquadratica cor-

risponde a se stessa. — La rigata biquadratica può poi avere uno o due fasci

di quadriche fondamentali, ma in tal caso essa stessa si scinde in due rigate qua-

driche. Se poi una rigata quadrica fondamentale è speciale, cioè scissa in due

fasci aventi conmne una retta, questa sarà una generatrice doppia per la rigata

biquadratica. — Del resto la classificazione delle rigate biquadratiche coincide con

quella già fatta (V. n° 80) delle quarticlie intersezioni di quadi-iclie a 2 dimensioni

e quindi si deduce immediatamente da questa con solo cambiamento di parole E

questo appunto faremo più tardi.

La congruenza Hneare cui appartiene la rigata biquadi-atica può essere speciale,

avendo le due dii'ettrici infinitamente vicine, od anche doppiamente specializzata scin-

dendosi in un piano ed un punto uniti ; nel 1° caso nella caratteristica della rigata

biquadratica vi sarà un indice caratteristico isolato corrispondente alla congruenza

lineare speciale, nel 2° caso il gruppo di due indici caratteristici. Noteremo sempre

con una lineetta orizzontale superiore nel l" caso quell'indice, nel 2° quella coppia

d'indici, che si riferiscono alla congruenza lineare.

126. Passiamo ora alla ricerca degli spazi piìi semplici di rette contenuti nel

complesso e nella congruenza quadi'atici ed alla generazione proiettiva di essi e della

rigata biquadratica. Basterà perciò che particolarizziamo i risultati del § 2 della

2" Parte (*).

(*) Nella generazione con sistemi reciproci di piani di una quadrica a piti dimensioni vedemmo

(n' 44) che l'ordine d'infinità di quei sistemi di piani si può scegliere ad arbitrio da un certo minimo

in su. Noi nelle applicazioni ci limitiamo a considerare questo minimo ^rdine d'infinità, come quello

che dà il modo più importante in generale di generare la quadrica. Se si tenesse anche conto degli

altri modi si avrebbe ad esempio che ogni complesso quadratico si può generare mediante due spazi

reciproci di rette, cioè due spazi in cui ad ogni retta dell'uno corrisponde un complesso lineare di

rette e viceversa; sarebbe cioè il complesso quadratico il luogo di quelle rette che stanno nei complessi

lineari corrispondenti. Un caso particolare semplicissimo ben noto di questo modo di generazione è

quello del complesso ^fi«ra«d?-a!e (la cui caratteristica vedremo essere [CH)(11)('0] co™e luogo di

quelle rette di uno spazio che tagliano le rette corrispondenti di uno spazio omografico ; un altro
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Ogni complesso quadratico ha co' generazioni (V. n° 56) coi-rispondenteinente

al fascio di *S", che nello spazio lineare /S a 5 dimensioni passano per esso. Ora ogni

S^, contiene in generale co' S^ formanti 2 sistemi distinti, sì che due che siano dello

stesso sistema hanno un elemento comune e quindi stanno in un S!^ , mentre ciò non

accade per due di diverso sistema, i quali possono però avere per eccezione un S^

comune e quindi stare in un S,'. Per un elemento qualunque del S""^ passano co' S^

di ciascun sistema. Un *S',^^ non contiene degli S^, a meno che sia due volte specia-

lizzato, cioè abbia un «S',' doppio, nel qual caso gli S^ che contiene passeranno per

questo. Finalmente ricordiamo un risultato ottenuto alla iine del n° 45 sul modo di

generare un S,^. Tagliando poi tutto con E
,

quadrica a 4 dimensioni delle rette,

noi abbiamo:

Un complesso quadratico ha oo' generazioni. Fer ciascuna generazione esso

contiene due diversi sistemi di co^ rigate quadriche tali che due rigate dello stesso

sistema sono contenute in un complesso lineare e possono aver comune (per ecce-

zione) una sola retta, mentre due rigate di diverso sistema non stanno in gene-

rale in uno stesso complesso lineare, ma per eccezione possono stare in una con-

gruenza lineare avendo di comune in tal caso due rette. Bue rigate quadriche di

generazioni diverse non hanno in generale nulla di comune. Per ogni retta del

complesso passano co' rigate quadriche di ciascun sistema di una data genera-

zione. — Notevole tra le oo generazioni è quella che corrisponde ad H: essa si

ha considerando le rette comuni al complesso ed ai piani e punti di rette dello spazio,

sicché i due sistemi di rigate quadriclie appartenenti a questa generazione sono

costituiti dalle oo' coniche e dagli oo' coni del complesso quadratico. — Note-

voli sono pure quelle generazioni che corrispondono agli S^ specializzati: per ogni

generazione corrispondente ad tm S,^ semplicemente specializzato i due sistemi di

rigate quadriche coincidono e ognuna delle oo" quadriche rigate che così si hanno

è involutoria al complesso fondamentale del dato complesso quadratico, il quale

corrisponde a quel S^, vale a dire ogni rigata quadrica di quella generazione cor-

risponde a se stessa rispetto a quel complesso fondamentale ed ha quindi la rigata

quadrica coniugata contenuta in questo. Queste generazioni speciali sono tante quanti

sono i complessi fondamentali isolati del dato complesso quadratico, cioè quanti

sono gl'indici caratteristici isolati nella caratteristica di questo. Ma se in questa

caratteristica entra un gruppo caratteristico composto di due o piii indici, allora

la generazione a cui quello corrisponde sarà due o più volte specializzata e con-

terrà quindi non solo rigate quadriche, ma congruenze lineari contenute nel com-

plesso quadratico (mentre in generale' il complesso non contiene delle congruenze

lineari). In tal caso queste congruenze lineari formano dtie diversi sistemi pas-

caso notevole, che credo non sia ancora stato considerato, è quello del complesso delle rette di uno
spazio che tagliano le l'ette corrispondenti di uno spazio correlativo. Questo complesso quadratico è

più generale di quello tetraedrale, avendo per caratteristica [(ll)(ll) 11]; la sua superficie singolare

è perciò, come vedremo, scissa in due quadriche tagliantisi in 4 rette, e queste quadriche non sono

altro risp. che il luogo dei punti e l'inviluppo dei piani, i quali sono in posizione unita cogli ele-

menti corrispondenti nella correlatività. Lo studio di questa in relazione con quel complesso quadratico

è assai interessante; ma qui delibo limitarmi a quest'indicazione.
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santi sempre ^cr ìc rette iloppie del coìuplesso corrispondoifi a quel grup;po carat-

teristico e tali che due congrueme dello stesso sistema non hanno altre rette co-

muni, mentre due congruenze di diverso sistema hanno comune una rigata quadrica.

Si J3UÒ senijprc generare il complesso quadratico con due stelle reciproclte di com-

plessi lineari passanti per 2 rigate quadrichc prese ad arbitrio nel complesso qua-

dratico, in modo però che una di esse appartenga all'ano, l'altra all'altro dei due

diversi sistemi di una stessa generazione ; ad ogni complesso lineare e ad ogni

congruenza lineare dell'una stella corrisponderanno nelValtra rispettivamente una con-

gruenza ed un complesso lineari, e le intersezioni dei complessi e delle congruenze

corrispondenti saranno rigate quadrichc che costituiranno i due sistemi apparte-

nenti a quella generazione e genereranno completamente il dato complesso quadra-

tico. Non si può in generale generare il complesso quadratico mediante le inter-

sezioni di due fasci proiettivi di complessi lineari; ciò è solo possibile quando vi

è nella caratteristica un gruppo di due o più indici, cioè quando vi è una gene-

razione due piic volte specializzata del complesso quadratico. In tal caso nei due

diversi sistemi di congruenze lineari che vedemmo costituire quella generazione si

potranno prendere ad arbitrio due congruenze dello stesso sistema come sostegni di

due fasci proiettivi di complessi lineari atti a generare il complesso quadratico ;

le congruenze d'intersezione dei complessi lineari corrispondenti costituiranno l'altro

sistema. Viceversa due fasci proiettivi di complessi lineari generano un complesso

quadratico, di cui la caratteristica contiene almeno tm gruppo di due o più indici.

Quindi noi siamo in grado di dire dal semplice esame della caratteristica di un

complesso quadratico se esso sia generabile con fasci proiettivi di complessi lineari,

se si può soltanto generarlo con stelle reciproche; ed inoltre in quanti modi si

possa generarlo colVuno o coll'altro mezzo (*).

127. Passando ora alla congruenza quadratica, quartica in uno spazio a 4 dimen-

sioni, noi sappiamo che un *S"^3 qualunque contiene solo in generale degli S', e non

degli S\ e quindi è generabile solo con stelle reciproche e non con fasci proiettivi;

salvo il caso in cui quel S^^ sia specializzato per uno od infiniti elementi doppi, nel

qual caso esso contiene degli S\ passanti per gli elementi doppi ed è generabile con

fasci proiettivi di S'j passanti per questi. Inoltre se supponiamo l'S^^^ semplicemente

specializzato sappiamo che gli S\ contenuti in esso formano due sistemi, sì che due

S'^ si tagliano, oltre che nell'elemento doppio , in un S', solo quando siano di di-

(*) Alcune delle proposizioni così trovate , cioè quelle sulle rigate quadriche contenute in un

complesso quadratico qualunque, formanti »' generazioni, ciascuna con 2 diversi sistemi, e sulla

generabilità di ogni tal complesso mediante due stelle reciproche di complessi e congruenze lineari ,

furono trovati recentemente per tutt'altra via dallo Schor nella sua notevole « Inauguro.ldissertation »

intitolata n Geometrische L'ntersuchungen v.ber Strahlencomplexe 1. und 2. Grades » (Berlin, 1879)

(V. specialmente a pag. 33-36,. È questo il primo lavoro in cui si siano studiati sinteticamente i com-

plessi quadratici generali, poiché prima di esso Io studio sintetico si era limitato ad alcuni com-

plessi notevoli , come quello tetraedale ed i complessi quadratici che si possono generare con fasci

proiettivi di complessi lineari. — Quanto alle »* rigate quadriche contenute in un complesso qua-

dratico qualunque esse furono prima trovate mediante la rappresentazione del complesso sullo spazio

lineare a 3 dimensioni del Caporali nella memoria « Sui complessi e sulle congruenze di 2° grado <>

(Memorie della R. A. d. Lincei, serie 3^, voi. ì", anno 1877-78) a pag. 13.

Serie IL Tom. XXXVI. o
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Terso sistema, e quindi allora soltanto essi son contenuti in un *S'', . Per ogni ele-

mento del S''} speciale passa un determinato S\ per ciascun sistema. Osserviamo

anche che due S\ appartenenti a due diversi xS'^j speciali hanno sempre un elemento

«omune, il quale apparterrà alla quartica d'intersezione di quei due /S'^j . Ciò pre-

messo, possiamo enunciare le seguenti proposizioni intorno alle congruenze quadratiche.

Una congruenza quadratica si può generare in infiniti modi mediante stelle

reciproche di congruenze lineari appartenenti al complesso lineare che la contiene.'

Essa ha poi per generazioni notevoli quelle che corrispondono ai vari gruppi di

indici della sua caratteristica, e quindi 5 nel caso più generale. Per ciascuna gene-

razione siffatta la congruenza contiene 2 sistemi distinti di oo' rigate quadriche, sì

che per ogni retta della congruenza ne passa, una di ciascun sistema. Ciascuna

di queste rigate quadriche corrisponde a se stessa rispetto alla congruenza lineare

fondamentale (od al fascio di congruenze fondamentali) della congruenza qua-

dratica, che corrisponde a quella generazione. Due rigate della stessa generazione

non hanno rette eoommi se sono dello stesso sistema (od hanno solo comune ogni

retta doppia, della congruenza c[uadratica, la quale corrisponda, a quella genera-

zione), ma hanno due rette comuni, cioè stanno in una congruenza, lineare se sono

di diverso sistema. Due rigate quadriche di generazioni diverse hanno comune una

sola retta della congruenza quadratica.

Per ciascuna delle generazioni considerate di una congruenza quadratica si

può costrurre questa come luogo delle rigate d'intersezione delle congruenze lineari

corri.'spandenti di due fasci proiettivi di congruenze lineari del dato complesso

lineare (contenente la congruenza quadratica) , i cui sostegni sono due rigate qua-

driche arbitrarie dello stesso sistema di quella generazione della congruenza qua-

dratica : le rigate d'intersezione così ottenute formano appunto l'altro sistema di

quella generazione (*).

128. Finalmente per la rigata biquadratica notiamo che ogni quadiùca nello

spazio lineare a 3 dimensioni si genera con 2 fasci proiettivi di ^S*'^ in infiniti (oo^)

modi formanti due sistemi diversi (se la quadrica non è specializzata) corrispondenti

ai due sistemi di generatrici che stanno su quella quadrica. Quindi anche ogni quartica

su una quadrica fissa s si può generare come intersezione di due fasci proiettivi di

;S'^, di -^ (intendendo per fascio di >S"', l'insieme di tutti quelli che passano per 2 ele-

menti fissi di o) in 'yy' modi ; la quartica contiene le 2 coppie di elementi formanti

le basi di quei due fasci. Si possono prendere ad arbitrio solo 3 dei 4 elementi

detti, poiché per l'^S",' congiungente una coppia di questi passerà solo una determi-

nata quadrica del fascio, la quale avrà solo una generatrice passante pel terzo ele-

') Anche i teoremi sulle 5 coppie di sistemi di rigate quadriche contenute nel caso più generale

in una congruenza quadratica , e la generazione di questa con fasci proiettivi di congruenze lineari

si trovano nella memoria dello Schur 'pag. 17, 18). Ma quanto all'esistenza dei 10 sistemi di rigate

quadriche, essa era già nota prima di questa memoria. Essa fu accennata, credo per la prima volta,

dal LiE nella memoria già citata « Ueber Complexe , etc. » Math. Ann., V a pag. ^47 nella 2' nota,

e fu poi dimostrata e approfondita dal Cremona nello scritto « Sulla corrispondema fra la teoria dei

sislemi di reUe e la teoria delle superficie » (Atti della R. Acc. d. Lincei, serie II, anno 3°, 1875).
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mento e dello stesso sistema di quel S\ e quella generatrice taglierà, f ancora in

un altro determinato elemento, che è il quarto elemento cercato. Queste proprietà,

valendo per uno spazio lineare qualunque a 3 dimensioni danno oltre a teoremi noti

per lo spazio ordinario i seguenti per la rigata biquadratica in una congruenza lineare

di rette :

Ogni rigata biquadratica ai jìhò generare in oo' modi come luogo delle coppie

mobili di rette d'intersezione delle rigate quadriche corrispondenti di due fasci

appartenenti ad una stessa congruenza (Un tal fascio, considerate le rigate qua-

driche come superficie luoghi di punti si compone di quadriche passanti per 4

rette fìsse; i due fasci poi che generano la rigata biquadratica hanno comuni 2

rette di queste quaterne, cioè le due direttrici della congruenza lineare, sicché due

quadriche dei due fasci hanno ancora dìie altregrette comuni). I sostegni di quei

due fasci sono due coppie di generatrici della rigata biquadratica; tre di queste

generatrici si possono prendere ad arbitrio, ma allora la quarta è perfettamente

determinata.

§ 5.

Folarità rispetto ai complessi quadratici.

Proprietà diverse di questi.

129. La teoria generale svolta nel § 1 della 2* Parte sulla polarità rispetto-

ad una quartica o ad un fascio di quadriche in uno spazio di un numero qualunque

di dimensioni ci dà immediatamente i seguenti risultati.

Ogni retta r dello spazio ha un fascio di complessi lineari polari rispetto ad

un dato complesso quadratico Q: essi corrispondono alle oo' generazioni di questo

(essendo essi gli «S^ d'intersezione con B, degli S\ polari di r rispetto alle quadriche

S"^^ di un fascio di base Q , che comprende R) e la corrispondenza è proiettiva

,

sicché tutti i fasci di complessi lineari polari di rette dello spazio son fatti corri-

spondere proiettivamente tra loro dalle generazioni a cui corrispondono (*). Del fascio

di complessi lineari polari di r fa parte il complesso speciale avente r per asse (la

generazione di § a cui esso corrisponde è quella proveniente da R, cioè formata di

coni e coniche di Q) ed un altro complesso lineare speciale , il cui asse r' dicesi

retta polare di r rispetto a, Q , e che corrisponde ad una generazione particolare

di Q , la, quale però varia con r. La congruenza base del fascio di complessi polari

{*) Si potrebbero considerare non solo i complessi polari di una retta, cioè di un complesso li-

neare speciale, rispetto ad un complesso quadratico, ma anche quelli di un complesso lineare qualunque

non speciale. Allora il fascio di comple.-si polari di un complesso lineare qualunque comprenderebbe

pure questo, e conterrebbe due complessi lineari speciali, le cui direttrici sarebbero coniugate rispetto

a questo. La teoria ordinaria della polarità rispetto ad un complesso quadratico riescirebbe in tal

modo più completa. Del resto questa estensione non presenta difficoltà, e quiddi la ometto per brevità.

— Per la stessa ragione ho omesso in questa 3* Parte del mio lavoro di fare applicazione delle teorie

generali svolte nelle prime due parti allo spazio dei complessi lineari, cioè alla teoria delle serie

quadratiche di complessi lineari, dei fasci di tali serie, ecc. , applicazione così evidente da parer su-

perflua.
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di r, cioè la congruenza lineare di direttrici r, r , dicesi congruenza polare di r. Quando

la retta r appartiene al complesso quadratico Q , allora i suoi complessi polari diconsi

tangenti, e la congruenza lineare polare congruenza tangente in r s. Q: questa con-

gi'uenza è speciale, poiché la polai'e r di r viene in tal caso a coincidere con r.

Se si considerano delle rette dello spazio soltanto i complessi polari corrispon-

denti ad una determinata generazione del complesso quadi-atico , esse danno luogo a

proprietà, che sono casi particolari della polarità rispetto ad una quadrica qualunque.

Così se una retta sta nel complesso polare di un'altra retta, il suo complesso polare pas-

serà per questa : e altre proposizioni analoghe che si trovano immediatamente e che non

stiamo neppiu'e a sviluppare, tanto più che si trovano già. almeno in parte, nell'opera

del Pliicker ("). Notiamo anche come le oc? rigate quadriche, formanti 2 sistemi di-

stinti, contenute in Q, ed a cui dà origine una generazione del complesso quadratico,

danno il modo di costrurre geometricamente di una retta data il complesso polare

rispetto ad una generazione; questo modo è dovuto allo Schur (**).

130. Se si considera una determinata generazione di Q, affinchè il complesso

polare di una retta r rispetto a quella generazione sia speciale e quindi abbia per

asse la retta polare r di r ci vuole una condizione , cosicché le rette r per cui si

verifica tale proprietà e le loro polari r' formeraimo due complessi che vogliamo stu-

diare. Perciò notiamo che la relazione tra gli elementi >•, r' della quadrica a 4 di-

mensioni M dello spazio lineare a 5 dimensioni S è questa che rispetto ad una quadrica

data C pui'e a 4 dimensioni (corrispondente alla generazione considerata di Q) r ha

per >S",j polare VS'^ tangente in r' ad M. A questo fine basta evidentemente che r

stia oltre che in J? anche sulla quadiica Ti' polare di R rispetto a C, cioè nella

quartica RB' che diremo K, ed allora r sarà elemento di contatto di li con un

S'
,^
tangente ad R ed R' . Tutti questi elementi di contatto formano su R una quar-

tica L omofocale alla quartica ^ (V. numeri 96, 99). Dunque:

Le rette v dello spazio a cui corrispondono per complessi polari in una de-

terminata generazione del complesso quadratico Q dei complessi lineari speciali

di assir, come pure questi assi stessi, costituiscono a loro volta due complessi

quadratici K, L, / quali sono omofocali (cioè godono l'uno rispetto all'altro di pro-

prietà che presto vedremo).

Se poi varia quella generazione, cioè se C muta nel fascio CR di base Q, allora

muta la polare R di R rispetto a C e quindi mutano quei due complessi quadratici

K, L. Ma non mutano gli elementi comuni a .BT e ^, giacché questi elementi

godono della proprietà di essere elementi singolari (come vedemmo al n° 94) per la

quartica Q (come posta su R). Noi diremo rette singolari di un complesso qua-

dratico ciò che diventano per questo gli elementi che definimmo come singolari per

una quartica qualunque. Ciò posto avi-erao :

(') V. Plùcker. Neue Geometrie des Ravmes, pag. 306.

['") V. Schur, loc. cit.
, pag. 36 e .seg.
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Variando la generazione considerata del comiìlcsso quadratico Q varia pure

il complesso Iv considerato, ma descrivendo un fascio . cioè passando sempre per

una congruenza dì 4 grado . elr rn<;f/f)>/<:r'' l'insieme delle rette singolari di Q.

Dalla definizione data al a" 94 degli elementi singolari di una quartica qua-

lunque risulta che una retta singolare di ^ è caratterizzata dall'avere una congruenza

linearle tangente non semplicemente speciale, ma doppiamente specializzata, cioè scissa

in un piano ed un punto uniti, cioè dall'avere tutti i complessi polari speciali cogli

assi formanti il fascio di rette che è comune a quel piano ed a quel punto. Questo

fascio dicesi di rette corrispondenti a quella retta singolare (*), e quel piano e quel

punto si dicono singolari rispetto al complesso quadratico Q. — Ciò posto, risulta

di nuovo evidente che gli oo' complessi quadi-atici K. che corrispondono alle oo' ge-

nerazioni di Q, devono formare un fascio avente per base la congruenza delle rette

singolari di Q, perocché una retta r comune a due di quei complessi quadratici ha

rispetto a due diverse generazioni di Q per complessi polari dei complessi lineari

speciali, e quindi ha complessi polari speciali rispetto a tutte le generazioni , sicché

appartiene a tutti quegli oo' complessi quadratici ed è retta singolare di Q.

131. La considerazione dei due complessi omofocali K ed L per ciascuna ge-

nerazione del complesso quadratico Q è molto importante {**). Essa intanto ci ha

già dato il significato geometrico di quel fascio di complessi quadi-atici che si vedono

comparire quando si cercano le rette singolai-i di Q. Ma ci condurrà ancora ad altri

risultati. Se consideriamo una generazione determinata di Q, p. e. quella che corrisponde

alla quadrica C. allora risulta dalla teoria della polarità rispetto ad una quadrica

sola C che ad un S' , od S\ contenuti in B corrispondono come polari rispetto a

C un sistema lineare semplicemente o doppiamente infinito di S'^ tangenti ad B'

(quadrica polare di B rispetto a C) : i loro elementi di contatto con questa forman»

pui'e un S\ od un (S''^ contenuto in B', i quali tagliano i? in 2 elementi ovvero

in un S^, facienti parte di B'B, cioè di K. E ai due diversi sistemi di S\ con-

tenuti in B coiTispondono per tal modo due sistemi di >?/ contenuti in K. Notiamo

inoltre che agli elementi di un S\ di B' corrispondono come S'^ polari rispetto a

C gli S'^ tangenti a B negli elementi di un ^S''^ contenuto in questo , e se i primi

furono presi su BB', cioè su un S\ di K, questi ultimi staranno in un iS"', di L.

In somma, dal fatto che L è la quartica di contatto di B colla sviluppabile degli

S\ tangenti comuni di B e B', segue che essa si può determinare come intersezione

di B colla quadrica polare di B' rispetto ad B, mentre K è appunto l'intersezione

di B' con B. Ciò posto, usando i termini della geometria della retta, abbiamo le

seguenti proposizioni :

Iti una data generazione di Q i complessi lineari polari delle rette di un

fascio f formano pure un fascio proiettivo a quello ed avente per cUrettrici due

rette r', , r'^ del complesso L
,
polari delle due rette r, , r^ di quel fascio f , le

(*) V. Klein. Zur Theorie derr Complexe erslen und iweiten Grndes, n" 2.5.

'^') Essa è dovuta allo Schdr. Loc. cit., pag. 40.
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qiiaìi appartengono ni complesso K. Ma vi sono anche in f due rette p',
,

p'^

di L , le quali sono polari di due certe rette p, , p^ di K , de si appoggiano

iid r', , r'j,.

Nella stessa generazione di Q i complessi polari delle rette di un punto o di

un piano formano una stella di complessi lineari aventi comune una rigata quadrica,

che diremo collo Schur rigata polare del punto o del 2^i(ino rispetto a quella ge-

nerazione di Q. Le rette di questa rigata appartengono al complesso K ed hamvo

per rette polari quelle, rette del complesso L, che stanno in quel pianto od in quel

piano (formandovi un cono quadrico od una conica). Le rette della rigata coniu-

gata a quella appartengono al complesso L e sono le polari delle rette di K che

stanno in quel punto od in quel piano (formandovi xmre un cono quadrico od

una conica).

Variando il punto od il piano nello spazio, le rigate polari dei punti e le

rigate polari dei piani dello spazio formeranno i due sistemi diversi di co^ rigate

di una generazione del complesso quadratico 'K, mentre le rigate coniugate a quelle

formeranno i due sistemi di rigate di una generazione del complesso quadratico L,

che già notammo esser omofocnle a quello.

132. Cambiando poi la generazione considerata di Q mutano pure i complessi

Z" ed i e le rigate polari dei punti e dei piani dello spazio. Quanto a queste rigate

notiamo clie dal risultato generale del n° 53 segue che il luogo degli S\ polari di

un S\ qualunque di R rispetto alle oa' quadriche a 4 dimensioni del fascio RC è

un S^^ che passa per quel S\ e quindi taglia ancora R in un Sj^^-'K Dunque:

Le rigate quadriche polari di un piano (o di un punto) rispetto alle diverse

generazioni di un complesso quadratico, ossia le rette le cui polari rispetto a questo

complesso stanno in quel piano (od in quel punto) formano un sistema di rette di

3° ordine e 2' classe (o 3'' classe e 2° ordine). Le rigate coniugate a quelle

,

cioè le rette polari delle rette di quel piano (o punto) formano pure un sistema di

rette di 3° ordine e 2' classe (o 3^ classe e 2° ordine) (*).

Quanto alla 2'' parte di quest'enunciato essa è conseguenza evidente della 1" parte,

e del resto si potrebbe dimostrare direttamente collo stesso metodo semplicissimo usato

per questa. E collo stesso metodo ancora si dimostrano le seguenti proposizioni :

I
, Le rette polari di un dato fascio di rette rispetto ad un complesso quadratico

formano una rigata di 3° grado, e così pure le rette che hanno per polari le rette

del fascio dato (**). Aggiungiamo poi che la prima rigata di 3" grado delle polari

del fascio dato di rette è costituita dalle direttrici (non poste nel fascio stesso)

delle oo' congruenze lineari polari delle rette di questo fascio rispetto al complesso,

congruenze che costituiscono pure un complesso quadratico contenente anche tutte

(") Queste proposizioni, insieme con altre notevoli, son dovute al Bertini ;« Sui complessi di 2"

grado ». Giornale di matematiche, 1879, voi. 17. —' V. n' 4 e 6).

(**) V. Bertini, ibid., n' 3 e 5, dove gli enunciati difTeriscono solo apparentemente da questi.



PER CORKADO SEGHE ] 1

1

le rette del jj/a«o e qarììr del jìunto in citi sta quel fascio (complesso avente, per

quanto vedremo più tai\li, la caratteristica [(11)22], e la superficie singolare com-

posta di quella superficie rigata, di quel piano e di quel punto). Ogni retta di quei

complesso quadratico gode della proxmetà che la sua congruenza isolare rispetto

al dato contiene una retta di quel fascio, cioè che essa e la sua retta polare ta-

gliano una stessa retta di questo. Ecc., ecc.

133. Proponiamoci questa questione.- Data una retta r, è individuata la retta

polai-e r' rispetto ad un dato complesso quadratico Q ; viceversa, se è data r' quante

sono le rette r di cui essa è polai'e ? Nello spazio S a. 5 dimensioni abbiamo dunque

VS\ tangente nell'elemento r' ad lì e vogliamo cercare un altro elemento r ài E
tale che abbia quel 6'', per polare rispetto ad una quadrica del fascio avente la

quai'tica Q per base. Ora i poli di quel S\^ rispetto a questo fascio di quadriche

formano (T. d° 55. dove si pone v = 6) un iS\, che taglierà R, oltre che in r',

in altri 9 elementi. Dunque:

Ogni retta dello spctzio è in generale polare di altre 9 rette rispetto ad un

dato complesso quadratico.

134. Notiamo ancora, riguardo alle rette polari, che una retta del complesso

Q ha se stessa per polare rispetto a questo ; cerchiamo se vi è una retta r non

appartenente al complesso, ma ancora tale che la sua polare r' abbia la stessa retta

r per polare. Nello spazio S sulla quadrica i? a 4 dimensioni si tratterà di trovare

due elementi ;, r\ tali che gli S',^ tangenti in r, r ad R siano polari risp. di r

ed r rispetto a due quadiiche del fascio passante per Q , e quindi che per VS\ di loro

intersezione passino gli S'
,^

polari sia di >•, sia di r rispetto a tutte le quadriche del

fascio, ed in particolare gli S\ polari di r e di r rispetto ad ognuna delle quadriche

specializzate del fascio stesso. Ora o questa quadrica specializzata è tale che gli S'
,^

polari

di r e di r rispetto ad essa sono distinti, ed in tal caso il suo elemento doppio

(o la sua serie di elementi doppi) dovrà stare su entrambi quegli S\ polari e quindi

anche sul S'^ in cui essi si tagliano; oppure essa è tale che quei due 8\ polari

rispetto ad essa coincidono, ma perciò dovrà VS\ che congiunge r ed r contenere

un elemento doppio della quadrica stessa. D'altronde nel caso generale in cui Q ha

la caratteristica [111 HI], cioè in cui vi sono nel fascio 6 quadriche distinte sem-

plicemente specializzate, quel S\ non può contenere che gli elementi doppi di due

di queste, e deve contenerne due, poiché r/S''3 polare deve passare pei rimanenti ed

è individuato dal passare per 4 tali elementi; è poi chiaro che queste condizioni

sono sufficienti, cioè che ogni S'

,

, il quale congiunga 2 dei 6 elementi doppi delle

6 quadriche specializzate taglia R in due elementi r, r' soddisfacienti alla questione.

Dunque :

Le (*) = 15 congruenze lineari di 6 complessi fondamentali di un complesso

quadratico generale presi a due a due sono le sole congruenze non speciali che

siano polari rispetto a quello di entrambe le direttrici: vale a dire le loro 15



112 SULLA. GE0.METK1A DELLA REITÀ ECC.

coppie di direttrici sono le sole coppie di retta in ciascuna delle quali ognuna

delle due rette sia polare dell'altra rispetto al complesso qttadratico (*).

La dimostrazione data mostra anche come vada modificato il teorema quando

il complesso quadratico non sia più generale. Così pel complesso quadi-atico [(11)1111]

le i-ette che sono reciprocamente polari rispetto ad esso sono oltre le (l) = Q coppie

di direttrici delle congi'uenze dei 4 complessi lineari fondamentali isolati presi due a

duo , tutte le rette di 4 rigate quadriche, le rigate comuni a tre di quei 4 complessi. E

cosi pel complesso quadi'atico [(111)111] vi sono le 3 coppie di direttrici delle con-

gruenze dai 3 complessi fondamentali isolati e poi tutte le rette delle congruenze

stesse. Ecc., ecc.

135. Eitornando alle varie generazioni del complesso quadratico Q ed ai cor-

rispondenti comi^lessi quadratici .E" ed L
,
passiamo a considerare le generazioni spe-

ciali che corrispondono a quadriche a 4 dimensioni specializzate C. Quando C sia

semplicemente specializzata, e quindi coincidano per essa i due sistemi di S\, notiamo

che .E" è il luogo degli elementi di R, i cui S
'^

polari rispetto a C toccano R ,

mentre L è il luogo degli elementi di contatto
;
quindi la considerazione del S'^ polare

dell'elemento doppio di C rispetto ad It mostra che L si riduce all'intersezione

,

contata due volte, di quel S\ con R , mentre K si ha costruendo su quel S',^ la

qnadrica a 3 dimensioni polare di L rispetto all'intersezione del iS'^ con C e proiet-

tandola poi dall'elemento doppio di C, con che si ottiene pure una quadi'ica sem-

plicemente specializzata avente questo elemento come doppio e tagliante E secondo K.

Dunque: Una generazione specializzata di Q (V. n° 126) gode della proprietà che

il complesso quadratico K delle rette, che hanno per complessi polari rispetto ad

essa dei complessi lineari speciali è tale che gli assi di questi , cioè le polari delle

rette di K rispetto a Q sono le rette del complesso lineare L fondamentale dì ^ e

corrispondente a quella generazione. Questo complesso è pure fondamentale per K
(come del resto tutti i complessi fondamentali di Q) ; un punto e un piano che si

corrispondano rispetto ad esso hanno la stessa rigata polare rispetto alla generazione

considerata di Q, rigata che, muovendosi quel punto o quel piano viene a formare

il complesso K , anzi la generazione specializzata di K , che corrisponde al complesso

fondamentale L. Ogni retta di L è polare rispetto a § di due rette di K, rette

che si corrispondono rispetto ad L ; cosicché il complesso quadratico K è rappre-

sentato sul complesso lineare L con una corrispondenza (2, 1). E siccome risulta

evidente che K è un complesso quadratico generale, così si vede che va risposto af-

fermativamente alla domanda che lo Schur fa e lascia sospesa a questo proposito ('•'*).

(*) Questo teorema è dovuto al Klein (loo. cit. , n» 23) , e si trova dimostrato geometricamente

nella memoria del Bertini al n° 12, con una dimostrazione notevole, anche perchè conduce ad altre

proposizioni, ma che però non presenta il vantaggio, che ha la nostra, dì far uso esclusivo della geo-

metria della retta.

("*) V. Schur, loc. cit., pag. 46 e nota ultima.
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§. 6.

Beffe singolari di un conqjìesso quadrnfico. Complessi omofocaìi.

Superficie singolare. Invarianfi assoluti.

136. Abbiamo già definito nel § precedente che cosa s'intenda per una retta

singolare e per fascio delle sue rette corrispondenti. Ciò posto dalla data definizione

(V. n" 130) e dalle cose esposte in generale ai n' 92, 94 e seg. sui punti singolari

di una quartica qualunque risultano immediatamente tutte le proposizioni seguenti:

Una retta singolare r del complesso quadratico Q ha per complessi polari ri-

spetto a questo un fascio di complessi speciali, i cui assi formano un fascio colla retta

stessa, il fascio delle rette corrispondenti a quella retta singolare. Questo fascio è con-

tenuto in un piano ed in un punto che diconsi singolari rispetto al complesso e go-

dono della proprietà che la conica ed il cono di rette del complesso, che giacciono

rispettivamente in essi, si scindono in due coppie di fasci, venendo ad avere r come

retta doppia (V. n° 96). Viceversa ogni punto od ogni piano, per cui le rette del

complesso che vi giacciono formano due fasci di rette, è singolare rispetto al com-

plesso, cioè la retta comune a quei due fasci è retta singolare del complesso ed ha

quel punto. quel piano per punto o piano singolare corrispondente. Ogni retta sin-

golare r è dunque contenuta in 3 piani n, a, j3 ed in 3 punti P, A, B va. modo

che il fascio delle sue rette corrispondenti è il fascio comune a P e -, e che nel

piano - le rette del complesso formano due fasci contenuti nei punti A e B, e nel

punto P le rette del complesso formano due fasci contenuti nei piani « e |3. Da
quanto dicemmo segue che P e tz sono punto e piano singolari corrispondenti ad r

e che anche i punti A, B eà i piani a, ^ sono singolari, ma corrispondenti a rette

singolari del complesso diverse da r in generale.

Le rette singolari di un complesso quadratico qualunque formano in generale

una congruenza di 4" grado, e noi non solo ne conosciamo le equazioni più generali

(Y. n" 94j, ma abbiamo anche visto nel § precedente (n° 130) quale sia il signi-

ficato geometrico del fascio di complessi quadratici passanti per quella congruenza.

137. Diremo retta singolare di 2° ordine di un complesso quadratico (V. n° 95)

una retta singolai-e tale che il fascio delle sue rette corrispondenti si componga di rette

appartenenti al complesso stesso, e retta singolare di 3° ordine una retta singolare

le cui rette col-rispondenti siano pure singolari (di 1° ordine). Un complesso qua-

dratico ha nel caso piìo generale per rette singolari di 2° ordine le generatrici di

una rigata di grado 16; ed ha pure in generale 32 rette singolari di 3° ordine

appartenenti naturalmente a quella rigata. Questi numeri risultano dal fatto che le

equazioni, le quaK determinano queste rette singolari di 2° e 3' ordine, equazioni da

noi date sotto la forma più generale (V. n° 95) sono quadratiche ed in numero ri-

spettivamente di 4 e di 5 (*).

;') Il Kleis (loc. cit., 11° 25) considerò pure sotto altro nome queste due specie di rette singolari

Serie II. Tom. XXXVI. p
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138. Noi abbiamo già visto che il complesso quath-atico contiene oo* rigate

quadi'iclie, come caso particolare del numero degli S,'' contenuti in una quartica qua-

lunque. Similmente come caso particolare dei risultati del n" 60 abbiamo che il com-

plesso quadratico contiene •^o'- >?/, cioè fasci di rette. I punti ed i piani in cui questi

fasci son contenuti sono appunto i punti ed i piani singolari già considerati. Questi

punti e questi piani essendo in numero doppiamente infinito formano dunque ciò che

nella geometria ordinaria si chiama rispettivamente superficie-luogo e superficie-invi-

luppo, cosicché al complesso quadratico corrisponde una supei-ficie dei punti singolari

ed una superficie dei piani singolari. Vedi-emo presto la relazione intima in cui stanno.

139. Nello spazio S lineare a 5 dimensioni una schiera di quadriche che com-

prenda B taglia questa secondo un sistema di quartiche, che dicemmo omofocali (V.

n" 96). Diremo dunque complessi quadratici omofocali i complessi di rette da esse

costituiti ; e dai risultati generali ivi trovati avremo immediatamente i teoremi seguenti :

Una serie eli complessi quadratici omofocali si compone di complessi tali che

una retta singolare delViino ha per rette corrispondenti rette singolari degli altri,

cosicché vi è un complesso di rette di grado 12 (iin S^"^ ' per n= Q, cioè un S^\ —
V. «° 92) composto di oo^ fasci che sono di rette corrispondenti a rette singolari

pjer ogni complesso quadratico della serie, sicché quel complesso di rette comprende

tutte le congruenze di rette singolari dei complessi quadratici della serie. In ogni

suo fascio ogni retta è singolare per uno di questi complessi e così le rette di tutti

i fasci vengono a corrispondere proiettivamente tra loro ed ai complessi quadratici

di cui sono rette singolari. I punti ed i piani di quei fasci sono plinti e piani

singolari per tutta la serie omofocale, sicché questa si compone di copiplessi aventi

comuni le superficie dei punti e dei piani singolari (*).

Nella schiera delle quadriche, che colle intersezioni con It determinano un si-

stema di quartiche omofocali ve ne souo in generale, come vedemmo, di quelle specia-

lizzate (1, 2. ovvero 3 volte) come inviluppi ed i loro nuclei tagliano M in quar-

tiche (a 2, 1, ovvero dimensioni), che indistintamente chiamammo (n° 101) focali

per quel sistema di quartiche. Una quadrica semplicemente specializzata determina su

H una quartica, che si riduce ad un R^ doppio, contenente VM^'' focale; ma una

quadrica specializzata più d'una volta passa, come luogo, per ogni elemento dello spazio

S, e quindi la quartica corrispondente svanisce, e solo rimane a rappresentarla una

focale. Esprimendoci dunque colla geometria della retta abbiamo :

d'ordine superiore e ne diede pure le equazioni, ma solo pel caso da lui considerato in quel

lavoro, in cui cioè il complesso quadratico ha 6 complessi fondamentali isolati, i quali si assumono

per riferimento; allora le equazioni prendono la forma semplicissima, che noi pure abbiamo dato da

un punto di vista più generale alla fine del u° 95.

(*) Non viceversa tutti i complessi quadratici aventi comuni i punti ed i piani singolari formano

sempre una serie omofocale. Ciò è solo vero nel caso generale ed in molti casi particolari ; non però

in tutti, come si vedrà nel seguito. Soltanto quelle che io chiamo focali della serie definiscono questa

in modo completo , ma esse non sono sempre definite dalla superficie dei punti e piani singolari.

Questa osservazione importante, pare non fosse stata fatta finora.
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Tttttì ì complessi quadratici (propriamente detti) di una serie omofocale hanno

la stessa caratteristica, ed Imnno pure comuni tutti gV invarianti assoluti meno uno,

cioè gV invarianti assoluti del gruppo composto dei complessi quadratici specializzati

della serie. Questi complessi quadratici specializzati corrispondono ai gruppi carat-

teristici di quella caratteristica e sono tante volte specializzati quanti sono gli indici

di quei gruppi. Un complesso quadratico semplicemente specializzato è costituito ,

come luogo di rette, dal complesso lineare fondamentale, contato due volte, che

corrisjwndc a quel gruppo caratteristico. In questo complesso lineare vi è allora una

congruenza quadratica focale per la serie omofocale di complessi quadratici ; le rette

di quella congruenza fungono da rette singolari per quel complesso quadratico sj)e-

eiale, sì che in ogni fascio di rette singolari vi è sempre una retta di quella con-

gruenza quadratica. Invece un complesso quadratico specializzato più d'ima volta

della serie omofocale comprende, come luogo, tutte le rette dello spazio, ed è solo

più rappresentato da una focale (rigata biquadratica, oppure quaterna di genera-

trici di una rigata quadrica) , le cui rette fungono ancora come rette singolari

per quel complesso quadratico, sì che vi è sempre una di esse in ciascun fascio

di rette singolari della serie omofocale. Piti precisamente ad un gruppo caratte-

ristico contenente 2 o 3 indici (non occorre considerare il caso di 4 o più indici,

poiché allora, e solo allora, ogni complesso quadratico della serie si scinde in due

complessi lineari) corrisponde, come sappiamo, un sistem.a lineare semplicemente a

doppiamente infinito di complessi lineari, che sono- fondamentali per tutta la serie

di complessi quadratici omofocali; le loro rette comuni formano rispettivamente una

congruenza lineare od una rigata quadrica (generali o speciali), nella quale vi è

rispettivamente una rigata Inquadratica focale od una quaterna di rette focale, tali

che ognuno degli oo^ fasci di rette singolari della, serie omofocale contiene una

retta di quella rigata biquadratica o di quella quaterna di rette.

Ogni congruenza quadratica, rigata biquadratica o quaterna di rette (di una

rigata quadrica), che così corrisponde come focale ad un gruppo caratteristico com-

posto di 1, 2 3 indici, si compone dunque di rette tali che ognuno degli co^ fasci

di rette singolari ne contiene una. Ma dalle cose viste ai n' 85 e 101 sui punti

doppi dalie varie specie di una sviluppabile di 4* classe segue che viceversa ogni

retta di una congruenza quadratica focale sta in generale su due di quei fasci,

ogni retta di una rigata biquadratica focale su oo' fasci, formanti una congruenza

lineare speciale avente quella retta^ per direttrice, e finalmente ogni retta di una

quaterna focale sta su oo* fasci di rette singolari formanti un complesso lineare

speciale avente quella retta per asse. In questi ultimi due casi se nei fasci si pren-

dono precisamente quelle rette che sono singolari per un determinato complesso della

serie, le rette singolari di questo appoggiate su una retta di una rigata biqua-

dratica focale formeranno una rigata quadrica e le rette singolari appoggiate su

una retta di una rjuaterna foc.oJe form,eranno una congruenza lineare.

Una schiera eli quadriche, che comprende una data quadrica i?, è perfettamente

determinata quando oltre a questa sia data un'altra quadrica, comunque questa sia

specializzata come inviluppo. Dunque:
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Esiste sempre una ed una sola serie di complessi quadratici omofocali avente

una data congruenza quadratica focale, od una data rigata biquadratica focale od

ancora una data quaterna focale (di rette d'una rigata quadrica), qualunque sia

questa focale data.

Questi risultati hanno un'importanza capitale pel problema, di cui ci occuperemo

poi della classificazione dei complessi quadratici. Aggiungiamo che da una proposi-

zione del n° 102 segue che:

Per una retta qualunque dello spazio passano in generale 4 complessi qua-

dratici di una serie omofocale, ma quando tra essi ve ne siano di quelli specia-

lizzati più di una volta, ai quali perciò corrisiìonda un gruppo caratteristico con-

tenente più di un indice, cioè (e e e" . . .), allora un tale complesso fisso conta

e' 4- e ' + . . . volte tra i complessi quadratici passanti per la retta stessa , sicché

il numero dei complessi mobili passanti per tma retta quahmque dello spazio è

diminuito di altrettanto (*).

140. Da un complesso quadratico qualunque si possono ottenere tutti i com-

plessi quadratici omofocali in un modo assai semplice. Ricordiamo iu fatti che nello

spazio lineare 5* a 5 dimensioni due quadriche polai'i reciproche rispetto ad R de-

terminano su i? due quartiche omofocaH, cosicché, se si tieu fissa l'una di queste

quartiche, variando però la quadrica passante per essa che la determina, la quadrica

polare di quella rispetto ad E descriverà una schiera di quadriche, che tagliano M
secondo la serie di quartiche omofocali a quella fissa. Notando inoltre che due qua-

driche polari rispetto ad i? hanno pure i due sistemi di iS*/ dell'una polari dei due

sistemi di S,'- dell'altra, abbiamo il seguente teorema (di cui un caso s'era già in-

contrato al n° 130) :

Dato «Mi complesso quadratico qualunque, se si prendono dei due sistemi di-

stinti di oo^ rigate quadriche di ima sua generazione le rigate quadriche coniugate

(poste cioè sulle stesse supierficie ordinarie di 2° grado), queste formeranno i due

sistemi di oa' rigate quadriche di una stessa generazione di un altro complesso qua-

dratico omofocale a quello ; cosicché variando la generazione considerata di quello si

ottiene tutta la serie dei suoi complessi quadratici omofocali. In particolare le gene-

razioni speciali del dato complesso danno luogo ai complessi fondamentali doppi (**).

141. Si vede in questo modo come ad ogni generazione di un complesso qua-

dratico Q corrisponda in un certo senso un altro complesso quadratico della serie

omofocale in modo che anche questo ha una generazione (coniugata in un certo senso

(*) Pei complessi quadratici omofocali vale una proprietà analoga a quella di un sistema di qua-

driche omofocali dello spazio ordinario di tagliarsi ortogonalmente. I complessi omofocali formano

cioè quello che il Klein chiama « Involulionssystem >. . Questo risulterebbe subito dal teorema generale

da noi dato al n° 83, ma non vi ci fermiamo, poiché quella proprietà fu già svolta completamente dal

Klein stesso {Liniengeomelrie und metrische Geometrie, Math. An., V, S. 260, 271).

(**) V. ScHUR, loc. cit., pag. 48.
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a quella considerata di Q). a cui corrisponde il complesso quadratico Q. Così le varie

generazioni di Q coiTispondono proiettivamente ai complessi quadratici omofocali di Q;

in pai'ticolarc alla generazione di Q composta di coni e coniche corrisponde lo stesso

complesso Q (V. n" 09). Prendendo di una retta r il fascio di complessi polari ri-

spetto a Q, sappiamo che essi corrispondono proiettivamente alle varie generazioni di

Q: dunque corrisponderanno pure proiettivamente alla serie dei complessi omofocali

di Q ed in particolare il complesso polare speciale che ha r per asse corrisponderà

a Q. Quindi gli oo" fasci di complessi lineari polari delle i>i* rette dello spazio ri-

spetto agli c>o' complessi quadi-atici di una serie omofocale hanno i loro elementi che

si corrispondono proiettivamente tra loro ed a (juesti complessi quadratici. In parti-

colare quei complessi polari che corrispondono alle generazioni speciali di questi non

sono altro che i complessi di quei fasci involutori al complesso fondamentale od al

sistema lineare di complessi fondamentali, che corrisponde a quelle generazioni spe-

ciali : essi formano in quei fasci dei gruppi tutti proiettivi tra loro, e gì' invarianti

assoluti di uno qualunque di questi gi'uppi sono (V. n" 102 e 107) gl'invarianti as-

soluti della serie omofocale di complessi quadratici considerata complessivamente, mentre

grinvarianti assoluti di uno particolare di quei complessi quadratici sono gl'invarianti

assoluti del gruppo stesso a cui si aggiunga quel complesso lineare polare che corri-

sponde a quel complesso quadratico particolare. Tra i vari fasci di complessi polari

considerati vi sono gli co'' fasci polari di rette singolari dei dati conlplessi quadra-

tici. Come caso particolai-e noi possiamo dunque enunciare il seguente teorema, che

pure è generalissimo, e la cui importanza è evidente :

G?/' invarianti assoluti di un complesso quadratico eh' data caratteristica si ot-

tengono come segue : Prendasi di una retta arbitraria r dello spazio il fascio dei

compiessi polari rispetto al complesso quadratico: questo fascio conterrà un com-

plesso involutorio a tutta la serie di complessi lineari fondamentali che corrisponde

ad un gruppo caratteristico qualunque contenuto nella caratteristica data . e si

lianno così nel fascio altrettanti complessi lineari e, , c^ , . . . c^ quanti sono i gruppi

caratteristici stessi. Oritene il gruppo di g-\-\ elementi composto del complesso li-

neare speciale di asse r e di e, , c^, ... c^ in quel fascio rimane proiettivo a se

stesso movendo r nello spazio, ed ha per invarianti assoluti, precisamente gl'in-

varianti assoluti del complesso quadratico, sicché questi sono espressi da g—

2

rapporti anarmonici indipendenti di quei g+1 elementi. Se poi si vogliono gì' in-

varianti assoluti della serie omofocale di complessi quadratici, basterà togliere l'ele-

mento r da quel gruppo, sicché si avranno solo più i g elementi e, , c^, . • • Cg,

i cui g— 3 invarianti assoluti saranno quelli cercati. Quindi se delle rette r dello

spazio si prendono i fasci di complessi polari rispetto a qualunque dei complessi

quadratici della, serie omofocale data, sempre i gruppi composti dei g complessi

lineari del fascio e,, c^, ... Cg ottenuti nel modo detto saranno tra loro proiettivi.

In particolare i fasci di rette singolari dei complessi omofocali, i quali già

sapevamo corrispondere colle loro rette proiettivamente a questi, contengono g rette

appartenenti a congruenze quadratiche, o rigate biquadratiche, o quaterne di rette

focali per la serie omofocale: i gruppi di queste g rette corrispondono proiettiva-
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mente ai gruppi di g elementi testé considerati, e possono servire come quelli a

dare gV invarianti assoluti della serie omofocale; se poi vi si aggiungono le rette

singolari di un determinato complesso di questa serie si avranno gruppi di g -^\

rette, i cui invarianti assoluti saranno qìirlli di questo complesso.

J7 numero degli invarianti assoluti della serie omofocale di complessi qua-

dratici avente tma data caratteristica è dunque uguale al numero dei gruppi ca-

ratteristici che compaiono in questa diminuito di 3, e quello degli invarianti as-

soluti di un complesso quadratico della serie è superiore a questo di un'unità.

Cos'i il coìnplesso quadratico più generale, cioè eli caratteristica [111111], ha

4 invarianti assoluti (e la sua serie omofocale ne ha 3); tutti quelli, che hanno

altra caratteristica , ne hanno un numero inferiore, che saliremo subito riconoscere

dalla caratteristica stessa (*).

Occorre ancora che notiamo, a proposito degl' invarianti assoluti, che questi sono

qui usati appunto nel loro senso ordinaiio ; vale a dire se due enti geometrici della

stessa specie (nel nostro caso « stessa caratteristica ») hanno gli stessi invarianti as-

soluti, si possono trasformare l'uno nell'altro con una trasformazione proiettiva dello

spazio di punti (o piani). Che questo sia il senso che si deve attiibuire a quell'espres-

sione nei nostri teoremi risulta dalla proposizione dimostrata al w" 107, in virtù della

quale ogni trasformazione proiettiva dello spazio lineare a 5 dimensioni, che trasforma

la quadrica M delle rette in se stessa, equivale ad una trasformazione proiettiva (col-

lineare o reciproca) dello spazio lineare a 3 dimensioni di punti o di piani.

142. Veniamo ora a considerare più minutamente la superficie dei punti e dei

piani singolari, sempre, ben inteso, dal punto di vista della pura geometria della retta.

Consideriamo una retta (Qualunque r dello spazio : per essa passerà almeno un com-

plesso quadratico di una data serie omofocale e sia Q. Noi vogliamo cercare quanti

punti e quanti piani singolari della serie omofocale, e quindi anche di Q, passano

per r e trovare anche una relazione importante che li lega. Nello spazio 5 a 5 di-

mensioni, sulla quadrica R, è dunque data una quartica Q , su cui un elemento r.

Il' S-^ tangente in r a Q taglia R e tutte le altre quadriche del fascio avente Q per

base in un fascio di S^ aventi in r un elemento doppio (coni quadrici in uno spazia

ordinario S'-^, aventi comune il vertice r e formanti fascio) : l' intersezione di questi

S^ si compone dunque in generale di 4 S^ passanti per r e costituenti l'interse-

zione di Q col S^ che la tocca in r. Dunque, nel linguaggio ordinario potremo dire :

La congruenza lineare speciale tangente in una data retta r ad un complesso

quadratico ha conmni in generale con questo 4 fasci di rette, i quali appartengono

alla congruenza e quindi passano per r.

{*) Jl Weiler, nella sua memoria già citata (pag. 203-204;, ha pure uà cenno degl' invarianti

assoluti di un complesso quadratico ; ma , senza darne il significato geometrico
,

parla della loro

enumerazione come di cosa, se non difiìcile, almeno penosa a farsi; ed assegna il numero di questi

invarianti assoluti soltanto per la sua )^ forma canonica (dando numeri che concordano coi nostri ).

Noi vediamo invece come la caratteristica del complesso permetta di dire immediatamente il numero
degl'invarianti assolati corrispondenti e di piìi ne conosciamo il significato geometrico.



PEK CORKADO SEGKE 119

I 4 ])unti ed i 4 piani che contengono questi 4 fasci sono dunque 4 punti sin-

golaii e 4 piani singolari di Q (e quindi di tutta la serio omofocale) passanti per r,

ed è pur chiai-o dal ragionamento fatto che per r non può passare altro punto od

altro piano singolare. Quindi, ricordando anche la proprietà della congi-uenza lineare

speciale di direttrice r di far corrispondere proiettivamente tra loro i punti ed i piani

passanti per r (V. u" 111), avremo:

Ogni retta detto spazio contiene in generale 4 punti e 4 piani singolari di

una serie omofocale di complessi quadratiei. Il gruppo di quei 4 punti è proiet-

tilo al gruppo di quei 4 piavi.

Questo importante teorema è dovuto al Klein (*).

Ricordando la definizione di retta singolare e supponendo che r sia tale pel com-

plesso Q, vediamo facilmente dal ragionamento fatto in quella dimostrazione che in

tal caso, senza che cessino di esservi 4 fasci di rette passanti per r e appartenenti

a Q. due di essi sono venuti a stare nello stesso piano (il piano singolare corrispon-

dente ad r) e gU altri due nello stesso punto (il punto singolare conispondente ad r)
;

perocché V S~ tangente in r a Q toccherà B lungo un S,' (quello degli elementi cor-

rispondenti ad r) e quindi la taglierà in due Sj^ di diverso sistema aventi comune

quel >?,'. e questi sono precisamente quel piano e quel punto aventi comune il fascio

delle rette comspondenti di r. Di qui segue che per una retta singolare due dei 4

punti singolari e due dei 4 piani singolari che passano per essa son venuti a coin-

cidere nel punto singolare e nel piano singolare corrispondenti alla retta singolare

stessa. Ciò vale per tutte le rette del complesso, di grado 12 in generale, che ve-

demmo esser costituito dalle :<>' congruenze di 4° grado delle rette singolari dei com-

plessi quadratici della serie omofocale. Tutte queste rette sono dunque tangenti alla

supei"ficie dei punti singolari ed a quella dei piani singolari, ed è anche ciliare che

esse comprendono tutte le tangenti dell'una o dell'altra di queste superficie. Dunque

queste, avendo comuni le tangenti, formano nella geometria ordinaria una stessa su-

perficie come luogo di punti e rispettivamente come inviluppo di piani. Esprimendoci

col linguaggio ordinario noi cosi troviamo che:

I punti singolari ed i piam singolari di una serie omofocale di complessi

quadratici formano una stessa superficie di 4° ordine e 4* classe (e rango 12^,

le cui tangenti formano i fasci di rette singolari di quei complessi, e che gode

della proprietà che i suoi quattro punti ed i suoi quattro piani passanti per una

retta qualunque dello spazio hanno gli stessi rapporti anarmonici. Questa è nel

caso più generale la così detta superficie di Kummer.

(') Lo enunciò nella memoria citata (n" 14; e ne diede piùi tardi una dimostrazione elegante, ma

notevolmente più complicata della nostra nella breve memoria « Ueber die Plucker'sche Complexfldche n

(Math. .\nn. Bd. VII, S. 208). — E qui voglio notare , senza entrare in particolari , che la dimostra-

zione, che sopra ne abbiamo dato, si applica, quasi senza mutamenti, al caso di un complesso di grado

qualunque, cioè serve a dimostrare il seguente teorema: ogni retta r di un complesso algebrico qua-

lunque è risp. retta d'inaesso e tangente cuspidale pei coni e curve del complesso che corrispondono

a 4 suoi punti e a 4 suoi piani ed il rapporto anarmonico di quei punti è uguale a quello di quei piani
;

teorema che è dovuto al Voss \_a Ueber Compìexe und Congruenzen »
, Math. .\nn. Bd. IX, pag. 63).
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143. Il teorema di Klein si può anche dimostrare in quest'altro modo, che ci

dà la intima ragione del teorema stesso. La retta r qualunque dello spazio contenga

il punto singolare A della serie omofocale di complessi, e a questo punto corrisponda

il piano singolare ex. Il fascio A</. si comporrà di rette, ciascuna delle quali è sin-

golare per uno di quei complessi quadratici, e vi è comspondenza proiettiva ti'a la

serie di questi e quel fascio di rette. Vi sono, in generale, come sappiamo, 4 com-

plessi della serie passanti per r, e questi hanno in quel fascio certe 4 rette come

rette singolari. I quattro fasci che congiungono queste rette ad r appartengono ri-

spettivamente a quei 4 complessi e quindi i 4 piani su cui stanno saranno 4 piani

singolari della serie omofocale passanti per r. Viceversa ogni piano singolare passante

per >• taglia il piano </. in una retta , che è singolare per un complesso della serie,

il quale dovrà quindi necessariamente contenere r. Dunque conchiudiamo anzitutto che

per ogni retta r passano 4 piani singolari della serie omofocale ; e poi che questi

4 piani tagliano a secondo 4 rette (aventi con quei 4 piani lo stesso rapporto anar-

mouico) singolari pei quattro complessi quadratici della serie, che passano per r, ed

hanno quindi, come queste, il loro rapporto anarmonico uguale a quello di questi 4

complessi della serie. Similmente su r vi sono quattro punti singolari ed il loro rap-

porto anarmonico è uguale a questo stesso. Dunque i quattro punti singolari ed i 4

piani singolari hanno lo stesso rapporto anarmonico : Ogni retta è contenuta in ge-

nerale in 4 punti e 4 piani singolari, sì die i rapporti anarmonici di quelli e

di questi sono uguali ni rapporto anarmonico dei quattro complessi della serie

oìHofocale passanti per la retta stessa (*).

144. La superficie che vedemmo essere nello stesso tempo luogo dei punti sin-

golari ed inviluppo dei piani singolari della serie omofocale di complessi quadratici

dicesi superficie singolare di questi complessi. Essa in un certo senso individua la

serie omofocale ('"*) e ne è individuata, cosicché gl'invarianti assoluti della serie stessa

sono pure in generale i suoi e viceversa. Le rette singolari di ogni complesso della

serie le sono tangenti; in particolare le rette di ogni congruenza quadratica focale le

sono tangenti doppie, poiché appartengono a due fasci di rette singolari, cioè di tan-

genti della superficie. Nel caso più generale vi sono G taU congruenze quadratiche

') Questo completameato del teorema di Klein si trova in sostanza enunciato a pag. 66 della

memoria del Voss « Ueber Complexe und Congruensen » già citata : soltanto l'enunciato del Voss è

più analitico. Noterò a questo proposito che , benché in quest' ultima parte del mio lavoro non sia

fatto alcun uso di equazioni
,
pure tutte quelle equazioni che importasse conoscere , intorno ai com-

plessi quadratici p. es., si ottengono immediatamente come casi particolari di quelle date nelle prime

parti. Così l'equazione più generale di una serie omofocale di complessi quadratici, che in tal modo
si ha sotto una forma, che vale qualunque siano il sistema di riferimento e la specie di quei com-
plessi quadratici.

("J Questo non soffre eccezione alcuna se s'intende per superficie singolare il luogo dei centii (e

l'inviluppo dei piani) dei fasci di rette singolari della serie omofocale, ma ne soffi-e se s'intende, come
appunto si usa

, il luogo di quei punti che sono singolari pel solo fatto dello scindersi il relativo

cono del complesso in una coppia di fasci (V. la nota al n" 139). Si vedrà infatti che in tutti i casi

in cui nella caratteristica dei complessi quadratici compare un gruppo caratteristico composto di 3
indici, allora la superfìcie singolare, intesa nel senso ordinario, si riduce ad una superficie ordinaria

di 2° grado, mentre nel primo senso si riduce alla corrispondente quaterna focale di rette, e solo in

questo senso essa individua la serie omofocale.
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focali, composte di 6 sistemi distinti di tangenti doppie della superficie di Kummer;

e risulta pure dalla teoria generalo che viceversa ogni tangente doppia della super-

ficie apparterrà ad una di quelle congi'uenze.

Se tra i gruppi caratteristici della caratteristica della serie omofocale ve n' è

uno il quale contenga due indici, allora vedemmo che compare come focale una rigata

biquadratica tale che ogni fascio di rette singolari, cioè di tangenti della superficie

singolare contiene una retta di quella rigata (V. n° 1 39). Ne segue immediatamente

che in tal caso questa rigata stessa costituisce coi suoi punti e suoi piani la superficie

singolare.

Finalmente, se tra i grappi caratteristici ve n' è uno che contiene tre indici, al-

lora vedemmo pure che compai'e come focale una quaterna di rette di una rigata

quadrica (le quali possono anche coincidere in vari casi, e, come vedremo, divengono

infinite, cioè comprendono tutte le generatrici di quella rigata quadrica nel solo caso

[(111) (Ili)]), i cui punti ed i cui piani saranno dunque i punti ed i piani sin-

golai'i, sicché la superficie singolare si potrebbe intendere l'idotta a questa quaterna

di rette, ma, per ragioni che vedremo, si usa ritenere invece per superficie singolare

la superficie quadrica su cui sta quella quaterna. Però è chiaro che bisognerà dare

questa quaterna di rette per individuare la serie omofocale di complessi quadratici e

non basterà dare soltanto quella rigata quadrica che la contiene.

145. Ora siamo anche in grado di riconoscere meglio la natura delle rette sin-

golari di 2° e 3" ordine, quali le definimmo al n" 137. Con un ragionamento ba-

sato sullo stesso metodo che quello usato al n" 142 per dimostrare il teorema di

Klein si trova assai facilmente che:

La rigati, (di grado 16 in generale) delle rette singolari di 2° ordine di un

complesso quadratico è composta di tangenti principali della superficie singolare

(cioè le rette singolari di 2" ordine sono tali che per ciascuna di esse due dei 4 fasci

di rette del complesso passanti per essa son venuti a coincidere) , e che :

Le (32 in generale) rette singolari di 3" ordine hanno la proprietà che per cia-

scuna di esse 3 dei 4 fasci di rette del complesso passanti per essa son venuti a

coincidere in un fascio, di cui o il punto o il piano contiene due fasci coincidenti in

quello di rette del complesso. Ora usasi chiamare punto piano o piano doppio di un

complesso quadratico un punto od un piano, pel quale appunto le rette del complesso

formino un fascio doppio. Dunque: vi sono in generale IQ punti doppi e 16 piani

doppi per un complesso quadratico.

Si dimostra poi che ogni piano o punto doppio per un complesso quadratico è

pur tale per la superficie singolare e per gli altri complessi della serie omofocale:

solo varia insieme con questi il vertice del fascio sul piano doppio od il piano del

fascio pel punto doppio, descrivendo il primo la conica di contatto del piano doppio

colla superficie singolare, il secondo il cono osculatore nel punto doppio alla superficie

stessa. Xello stesso tempo la retta singolare di 3' ordine si muove rimanendo sempre

tangente a quella conica o giacente in quel cono. Queste proprietà si trovano già di-

Sekie II. Tom. XXXYI. q
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mostrate in modo sintetico semplice nell'opera del Plucker (V. n' 312, 321), e perciò

ci limitiamo ad enunciarle. Osserviamo ancora che ognuna delle coniche di contatto

(16 in generale) della superficie singolare coi suoi piani doppi ed ognuno dei coni

osculatori nei punti doppi di quella superficie vengono così a corrispondere nel modo

detto , elemento per elemento
,

proiettivamente alla serie omofocale dei complessi

quadratici ; cosicché si potrà talora, per avere gì' invarianti assoluti di tutta la serie

o di un complesso determinato, considerare p. e. la punteggiata che corrisponde alla

serie dei complessi su una di quelle coniche di contatto. Cosi nel caso [111111]
ìd cui vi sono 6 complessi fondamentali isolati, e quindi 16 punti e 16 piani doppi

per la superficie singolare, allora gl'invarianti assoluti di questa saranno dati dal

gruppo dei 6 punti doppi che stanno sulla conica di contatto di un piano doppio.

148. Dalle proposizioni del n" 9 7 risulta che nel caso generale: L'insieme di

tutte le rette che sono singoiavi di 1° ordine per complessi quadratici della serie omo-

focale sono quelle per cui coincidono due dei 4 complessi di questa che vi passano

e sono, come sappiamo, le tangenti della superficie singolare ; esse formano un (6^3'*,

cioè un) complesso di rette di grado 12. Le rette singolari di 2° ordine di complessi

della serie sono rette per cui coincidono 3 dei 4 complessi che vi passano e sono le

tangenti principali (tripunte) della superficie singolare, le quali formeranno perciò (un

S.J'^, cioè) una congruenza di grado 24 (Questo grado, come pure quello del complesso

delle tangenti sono confermati dalle formule relative alla teoria ordinaria delle superficie).

Finalmente le rette singolari di 3° ordine sono tutte le rette per cui coincidono tutti

4 i complessi della serie passanti per esse, e sono le tangenti alle coniche di contatto

dei piani doppi colla superficie, e le generatrici dei coni osculatori nei suoi punti doppi
;

tutte queste rette devono in generale formare per la formula del n' 97 un S,*"", cioè

una rigata di grado 64, il che appunto accade, poiché si hanno 16 coni quadrici e

16 inviluppi piani di 2" classe.

§ 7.

Congruenza quadratica : polarità, rette singolari e superficie focale.

Congruenze quadraticlte omofocali; loro curva singolare.

147. Nel § 4 noi ci siamo già occupati della congruenza quadratica, special-

mente per quanto riguarda le 5 coppie di sistemi di 00' rigate quadi'iche contenute

in generale in una tal congruenza e la generazione di questa mediante fasci di con-

gruenze lineari. Ora ci rimane a fare per le congruenze quadratiche (e per le rigate

biquadratiche) le cose analoghe a quelle svolte negli ultimi due paragrafi sui complessi

quadi-atici. Per questo basterà nei risultati generali delle prime due parti del presente

lavoro considerare uno spazio lineare a 4 dimensioni (od a tre dimensioni) invece che

a 5, e supporvi che in una quadrica fissa iJj (od B^) l'elemento si chiami retta,

sicché tali quadriche rappresenteranno rispettivamente uu complesso lineare od una

congruenza lineare di rette.
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Eispetto ad una congruenza quadratica T contenuta in un complesso lineare e ogni

retta r di questo avrà un fascio di congruenze lineari polari contenute in questo : ogni

congi'uenza polare corrisponderà ad una generazione di T (*). La rigata quadrica di

e, nella quale si tagUeranno le congruenze lineari di quel fascio si dirà ridata iw-
lare di r rispetto a F. Tra quelle congruenze lineari due saranno speciali : l'una avente

per direttrice r, Taltra avente una certa direttrice r che si dirà retta ])olare di r

rispetto a T. Queste due rette r, r sono quelle due uniche rette di e che in gene-

rale stanno sulla rigata quadi-ica coniugata alla rigata polare di r. Prendendo in ciascuno

degU co' fasci di rette di e i quali passano per r la retta coniugata armonica di r

rispetto a quelle due rette del fascio che appartengono alla congruenza quadratica F
e oo rette, che così si ottengono , costituiscono appunto la rigata polare di r.

Considerando la polarità rispetto ad una determinata delle generazioni di F si

hanno immediatamente dalla teoria generale della polarità rispetto ad una quadrica

dei teoremi analoghi ad altri noti sui complessi quadratici. Così, se due rette di e sono

tali che la congruenza lineai-e polare della prima rispetto a quella generazione di F
passi per la seconda retta, anche la congruenza lineare polare di questa passa per

la prima. Se poi consideriamo un piano od un punto qualunque dello spazio, o meglio

il fascio di rette del complesso lineare e che ogni tal punto o piano contiene, le con-

gruenze polari di quelle rette formeranno un fascio, tagliandosi in una rigata qua-

drica, che si dirà la rigata polare, rispetto a quella generazione di F, del fascio con-

siderato di e, oppure del punto o del piano, che contengono quel fascir Le due rette

della rigata quadrica coniugata a quella, le quali appartengono pure a e, saranno

rispettivamente le direttrici di due congruenze lineari speciali del fascio, e saranno le

rette polari di due certe rette di quel fascio di rette.

Di qui segue che per ogni generazione di F si potranno considerare due altre

congruenze quadratiche K, L, che godi-anno di proprietà analoghe a quelle che nel

§ 5 riconoscemmo avere i due complessi quadratici, che indicammo pure con K, L. La

congruenza quadratica K si comporrà delle rette di e, le cui congruenze lineari po-

lari rispetto a quella generazione di F sono speciali, e gli assi di queste, cioè le rette

polari di quelle rispetto a F formeranno l'altra congruenza quadratica L. Variando la

generazione considerata di F varieranno quelle due congruenze quadratiche (restando

sempre omofocali tra loro, in un senso che vedremo presto) e la ^ descriverà un

fascio che comprende F, cioè passerà costantemente per una rigata di grado 8 con-

tenuta in questa. Ogni retta r di questa rigata gode della proprietà che tutte le sue

congruenze polari sono speciali con assi che formano un fascio di rette di e, fascio

passante per r. Tale retta si dirà singolare per la congruenza quadratica.

148. Vedemmo che una retta qualunque r di e ha rispetto a F una rigata

quadrica polare. Poniamo ora che r appartenga a F. Allora segue dalla costruzione

{*] Lo ScHOB (memoria citata, pag. f9j nello studio delle proprietà polari di una congruenza

quadratica non considera che le 5 generazioni che corrispondono alle 5 coppie di sistemi di rigate

quadriche contenute nel caso più generale nella congruenza. Ma la teoria liesce più completa se si

considera la polarità rispetto a tutte le »' generazioni di questa. Così vi è anche il vantaggio che

vale, coniunque la congruenza si specislizzi.
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vista per la rigata polare, — od anche dal fatto clie quella rigata, essendo l'inter-

sezione S,^ di e, cioè -R/, col S^ polare di r, si scinde in due S', quando r venga

a star su f, e quindi quel S\ divenga tangente in r ad iJj", — che la rigata polare

di r si scinderà in due fasci di rette di e, ciascuno dei quali avrà la proprietà che

le due rette di F che esso deve contenere coincidono in r. I punti ed i piani dello

spazio che contengono tali fasci di e sogliono chiamarsi, segaendo Kumnier, fuochi

e piani focali di F. Dunque ogni retta di una congruenza quadratica appartiene a

due fuochi ed a due piani focali di questa (*).

Consideriamo ancor più in particolare una retta singolare della congruenza qua-

dratica. La definizione datane or ora, o quella equivalente data in generale per gli

elementi singolari di una quartica a quante si vogliano dimensioni mostrano che per

una tal retta r la rigata quadrica polare si specializza doppiamente, cioè i due fasci

in cui essa si scindeva nel caso precedente vengono a coincidere in un fascio solo, che

diremo di rette corrispondenti alla retta singolare r, per cui pure passa quel fascio.

Dunque ogni retta singolare di una congruenza quadratica è caratterizzata dal fatto

che per essa i due fnochi ed i due piani focali vengono a coincidere. Queste rette

singolari formano in generale, come vedemmo, una rigata di grado 8.

Finalmente potremo chiamare rette singolari di 2° ordine (V. n° 95) della con-

gruenza quadratica V quelle rette singolari, ciascuna delle quali ha per fascio di rette

corrispondenti un fascio di rette della congruenza. Le equazioni generali del n" 95

possono servire a determinare la rigata delle rette singolari (di 1° ordine) e le rette

singolari di 2" ordine di ogni congruenza quadratica di cui sia data l'equazione in-

sieme con quella che caratterizza le rette, mediante 5 sole coordinate omogenee qua-

lunque, capaci però, se soddisfano a quest'ultima equazione, di rappresentare ogni

retta del complesso lineare contenente la congruenza che si considera. Esse mostrano

Ciie le rette singolari formano in generale, come già notammo, una rigata di grado 8 ;

ma anche che le rette singolari di 2" ordine sono in generale 16 e quindi che altret-

tanti sono i fasci di rette contenuti nella congruenza quadratica.

149. Nel § precedente (V. n" 139) noi vedemmo come una serie omofocale

di complessi quadratici ahbia nel caso più generale ed in moltissimi dei casi parti-

colari delle congruenze quadratiche focali (nel caso più generale in numero di 6), e

vedemmo anche come viceversa ogni congruenza quadratica, senza alcuna eccezione,

è focale per 'una serie omofocale di complessi quadratici. Questo teorema ha molta

importanza, poiché mostra come lo studio e la classificazione delle superficie focali

() Questa proprietà, come dimosfi'ò il Kummer I« Allcjameinp. Theorie der Slrahlensijsteme • ^ t\, Orelle's

-Journal, Bii. 57, !8ó9), è generale e vale per sistemi di retie qualunque, anche trascendenti. Ora la

nostra dimostrazione si estende senza difficoltà al caso più generale. In fatti, un sistema di rette non
!' altro che uno spazio a 2 dimensioni ijualunque 5„ giacente sulla quadrici a h dimensioni delle rette

Rf. Ora in ogni elemento r dello spazio a 2 dimensioni S, , nelle cui vicinanze questo sia continuo,

esiste un .S', lineare tangente, cioè che ne contiene gli elementi infinitamente vicini, e questo iS', es-

sendo pure tangente per consegusnza ad R^ la taglierà in due S\ che pure saranno tangenti a quel

5, e passeranno per r. Ciò significa che ogni r^tta di un sistema di rette sta in due fasci , ciascuno

dei quali contiene oltre a quella un'altra retta del sistema infinitamente vicina (e che la taglia).
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delle congruenze quadraticlie son compresi in quelli delle superfiòie singolari dei com-

plessi quadratici (né, ch'io sappia, era ancor stato dimostrato da alcuno). Kicordando

inoltre quanto abbiamo visto, cioè che una congruenza focale di una serie omofocale

di complessi quadratici si compone di tangenti doppie della superficie singolare co-

mune a questi, risulta che :

Ogni congruenza quadratica determina come luogo dei suoi fuochi ed invi-

luppo dei suoi piani focali una stessa superficie, la quale è superfìcie singolare

per una serie di complessi quadratici omofocali (aventi quella congruenza per una

focale) ed è quindi in generale una superficie di 4° ordine e 4" classe. Il com-

plesso lineare cui appartiene quella congruenza è uno dei complessi fondamentali

isolati di quella serie omofocale.

Per le rette singolari della congruenza quadratica coincidono i due punti e

i due j)(V(h/ di contatto colla superficie, sicché tali rette sono tangenti quadripunte

della superfìcie ed il punto ed il piano di contatto di ogni tal retta si corrispon-

dono rispetto al complesso lineare considerato. Questa Serie di tangenti quadripunte

costituenti le rette singolari della congruenza quadratica forma in generale una

rigata di grado 8.

Finalmente le rette singolari di 2" ordine della cotìgruenza quadratica sono

tangenti quadhpunte della superficie, le quali stanno in un piano doppio di questa

e la toccano in, un punto doppio: questo punto e quel piano sono quelli òhe con-

tengono il fascio di rette della congruenza corrispondenti a quella retta singolare,

•cioè un fascio di tangenti doppie della superficie, dal che ristolta appunto che essi

sono un punto ed un piano doppio di questa. Poiché quelle rette singolari di 2° or-

dine sono in generale 16 si vede così di nuovo che la superficie considerata ha in

generale 16 punti e 16 piani doppi. Il complesso lineare fondamentale che contiene

la congruenza quadratica serve a far corrispondere tra loro questi punti e questi piani

in modo da dare i 16 fasci di rette della congruenza.

Le tangenti quadripunte della superficie che sono rette singolari per la congruenza

quadratica hanno per punti e per piani di contatto colla superficie stessa i punti ed

i piani osculatori di una curva che diremo curva singolare della congruenza quadra-

tica, e che gode della proprietà di avere per tangenti delle tangenti principali (non

quadripunte) della superficie focale, ed inoltre di appartenere al complesso lineare e,

cioè che ogni retta passante per un punto della curva stessa e giacente nel piano

osculatore in quel punto appartiene a e. La congruenza, contenuta in e, composta di

tutte queste rette è costituita dai fasci delle rette corrispondenti alle rette singolari di V.

La curva singolare relativa alla congruenza quadratica contiene i 16 punti doppi

della superficie focale ed ha per piani osculatori in essi i 16 piani doppi, perocché

vedemmo che tra i fasci di rette corrispondenti a rette singolari della congruenza vi

sono appunto i 16 fasci di rette che questa contiene.

i50. Dalle cose dette in generale nel § 6 della 2'' Parte intorno alle quar-

tiche omofocali su una quadrica a più dimensioni ricaviamo come proprietà analoghe

a quelle viste nel § precedente intorno alla serie di complessi quadratici omofocali:
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Una serie omofocale di congruenze quadratiche di uno stesso complesso lineare

comprende co' congruenze quadratiche aventi comune la curva singolare, sicché ogni

fascio di rette che in un piano osculatore di questa vanno pel punto di contatto

ha ogni sua retta per retta singolare di una determinata di qìieìle congruenze qua-

dratiche e le altre per rette corrispondenti, di modo che ciascuno di quegli oo fasci

corrisponde proiettivamente alla serie omofocale di congruenze quadratiche. Se in

ciascun fascio si prende la retta singolare di una determinata congruenza della

serie si ottengono così oo' rette, tangenti quadripunte della superficie focale di quella

congruenza, e formanti una rigata di grado 8. Variando la congruenza quadra-

tica nella serie varierà pure questa rigata di grado 8, sempre però passando per

la curva singolare. Quanto poi alle superficie focali delle congruenze quadratiche

della serie, è chiaro che esse si toccheranno lungo questa curva, avendovi per piani

tangenti i piani osculatori di questa. I punti doppi di tutte queste superficie focali

stanno sulla curva singolare e vi formano nel caso piti generale una involuzione

di grado 16, sì che fissando un punto della curva stessa è determinata una su-

perficie focale die lo ha per punto doppio, e quindi sono determinati gli altri punti

doppi di questa ; e analogamente pei piani doppi.

Fer ogni retta del complesso lineare passano in generale 3 congruenze qua-

dratiche di una serie omofocale. Ma se la retta è singolare per una di esse, cioè

se taglia la curva singolare (e per conseguenza sta in tm piano osculatore), al-

lora due delle congruenze quadratiche che vi passano coincidono in quella che ha

la retta per singolare, e l'altra congruenza quadratica passante per la retta data

è quella che ha il punto d'intersezione di questa colla curva per punto doppio della

superficie focale. — Le rette singolari di 2° ordine delle congruenze della serie

omofocale sono le tangenti della curva singolare; per ognuna di queste tangenti

coincidono le 3 congruenze della serie passanti per essa, e precisamente coincidono

colla congruenza avente quella retta per retta singolare di 2" ordine (V. n" 97).

151. Dai risultati generali del n° 93 segue poi, insieme con altre proposizioni

che per brevità omettiamo : La congruenza speciale composta degli oo' fasci di rette

singolari della serie omofocale di congruenze quadratiche, Tale a dire la congruenza

formata dalle oo' rigate di grado 8 di tangenti quadripunte delle superficie focali di

quelle, è un S^ ' *, cioè una congruenza di grado 8 contenuta nel complesso lineare

considerato. E la rigata delle rette singolari di 2° ordine, cioè la rigata sviluppabile

della curva singolare è un S^""', cioè una rigata di grado 24. No segue immediata-

mente che :

La curva singolare di una serie omofocale di congruenze quadratiche è in

generale d'ordine e classe 8 e di rango 24 (grado della sua sviluppabile).

La prima parte di questa proposizione si poteva anche avere, benché non col-

l'uso della pura geometria della retta , notando che in generale la superficie focale

di una qualunque delle congruenze quadratiche è d'ordine 4 ed è toccata secondo

la curva singolare, che conterà 4 volte (;ome intersezione , dalla rigata di grado 8

delle rette singolari di quella congruenza (tangenti qualripunte di quella superficie),

sicché quella curva dovrà essere di ordine 8 ; e similmente per la classe.
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Tutte le superficie focali delle congrueuze quadratiche della serie formano così

nello stesso tempo un fascio od una schiera, avendo per intersezione comune quella

curva singolare d'ordine 8 (clie, essendo curva di contatto semplice, va contata due

volte) e per sviluppabile circoscritta comune quella osculatrice a questa curva.

152. Le congruenze quadratiche di una serie omofocale hanno la stessa carat-

teristica, e ìe stesse congruenze linenri fondamentali (V. n' 124). Ogni congruenza

fondamentale isolata contata due volte va considerata come una delle congruenze qua-

dratiche della serie e sue rette singolari vanno considerate le rette di una rigata

biquadratica contenuta nella congruenza lineare fondamentale e la quale si ìniò

chiamare rigata focale delle congruenze quadratiche della serie. Ogni generatrice

di una tale rigata biquadratica appartiene non ad un solo , ma a due fasci di

rette singolari della serie, vale a dire è una corda della curva singolare e sta

nello stesso tempo nei due piani oscillatori dei punti in cui la taglia. Nel caso più

generale queste rigate biquadratiche focali delle congruenze quadratiche sono 5

,

corrispondentemente alle 5 congruenze fondamentali. Quindi se nel caso generale

si conduce il piano osculatore in un punto arbitrario alla curva singolare delle

congruenze, esso taglierà ancora questa curva in 5 punti posti col primo su una

conica e costituenti con esso 6 punti doppi di una superficie focale della serie,

e le congiungenti di quelli al primo punto saranno le 5 generatrici passanti per

questo punto delle 5 rigate focali. Queste 5 rigate sono costituite da tangenti

doppie comuni a tutte le sujjerficie di Kummer della serie: punti e piani di con-

tatto di quelle tangenti doppie appartengono alla curva singolare, cioè alla curva

di contatto comune a quelle superficie.

153. 'S'è la caratteristica comune delle congruenze quadratiche di una serie

omofocale contiene un gruppo composto di due indici, vale a dire se esiste nel

complesso lineare '«• cui appartengono quelle congruenze tutto un fascio di congruenze

lineari fondamentali per queste, le quali si toglieranno in una rigata quadrica ,

allora vi è in generale su questa una quaterna di rette focale per tutte quelle

congruenze; vale a dire ogni fascio di rette singolari di quella serie omofocale

di congruenze quadratiche contiene una di quelle quattro rette, cosicché la con-

gruenza di grado 8 formata nel caso generale da quei fasci si scinde in questo

caso in 4 congruenze lineari speciali, contate due volte, aventi quelle 4 rette per

assi. Inoltre (V. n' 85, 101) per ciascuna congruenza quadratica della serie

quelle sue rette singolari che s'appoggiano su una qualunque di quelle 4 rette

formano una rigata quadrica. Ora in questo caso , come vedremo più tardi , la

superficie focale di ciascuna delle congruenze quadratiche è una rigata biquadra-

tica, le cui due rette doppie (che sono pure rette doppie di quelle congruenze) non

variano cambiando la congruenza nella serie omofocale. Varia però con ciò la

rigata biquadratica stessa, ma rimangono fisse quelle 4 sue generatrici (distinte

coincidenti) che costituiscono appunto la quaterna focale comune alle congruenze

della serie e godono della proprietà di essere curve delle tangenti quadripunte per

tutte quelle superficie biquadratiche, cioè sono, per ciascuna di queste, generatrici
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« iperboliche » (V. n° 117), sicché per ciascun xnmto di ognuna di esse passa

una tangente quadripunta della superficie, in modo che tutte queste tangenti qua-

dripunte formano una rigata quadrica (di rette singolari della corrispondente con-

gruenza quadratica).

Tutte le oo' rigate biquadratiche che sono superficie focali per la serie di con-

gruenze quadratiche omofocali si tagliano adunque nelle 2 rette doppie , le quali

quindi contano nell'intersezione come iasieme di grado 8 , e si toccano lungo 4 loro

generatrici iperboliche giacenti in una stessa rigata quadrica. In ciascuna di queste

generatrici iperboliche le rigate quadriche delle tangenti quadripunte delle co' super-

ficie biquadratiche formano una congruenza lineare speciale avente quella generatrice

iperbolica per asse.

Dalla proposizione generale del n" 79 segue poi:

Se la caratteristica di una congruenza quadratica contiene un gruppo di 3

indici caratteristici , essa si scinde in due congruenze lineari e se contiene tm

gruppo di 4 indici essa si riduce ad una congruenza lineare doppia.

Abbiamo così visto come una congruenza quadratica e quindi tutta la sua serie

omofocale possano avere delle rigate biquadratiche od anche delle quaterne di rette

come focali. Viceversa, se nel complesso lineare e si danno ad arbitrio una rigata

biquadratica ovvero una quaterna di rette (di una rigata quadrica) e le si assumono

come focali, sarà determinata nel complesso lineare una serie di congruenze quadra-

tiche omofocali corrispondenti. Da ciò si deduce facilmente che una rigata biqua-

dratica generale ha 16 generatrici iperboliche, formanti 4 quaterne, sì che ogni quaterna

sta su una quadrica ; risultati che ritroveremo più tardi.

Si dimostra facilmente col nostro solito metodo dal teorema generale del n" 83 la

seguente proposizione importante sulle congruenze quadratiche omofocali: Le 3 con-

gruenze della serie passanti in generale per una retta qualunque del complesso lineare

hanno in questa retta per fuochi (o piani focali) 3 coppie di punti, delle quali due

qualunque formano un gruppo armonico , sicché il fascio (o schiera) delle superficie

di Kummer focali per quelle congruenze quadratiche ha così una proprietà assai ele-

gante. Questo teorema, considerato come appartenente alla geometria a 4 dimensioni,

dà luogo nella geometria delle sfere al teorema sull'ortogonalità delle ciclidi di un

sistema omofocale.

154. Finalmente da una proposizione generale del n" 89 segue:

Una serie di complessi quadratici omofocali è tagliata da uno qualunque dei

suoi complessi fondamentali isolati secondo una serie di congruenze quadratiche

omofocali, della quale fa parte quella congruenza focale della serie di complessi

quadratici che corrisponde a quel complesso fondamentale. Ne segue che tutte le

superficie di Kummer che sono superficie focali delle dette congruenze quadratiche

toccano la superficie di Kummer singolare per la serie omofocale di complessi

quadratici secondo una curva di grado 8 delle loro tangenti quadripunte [*).

l') Il LiE aveva già enunciato questo teoreiiKi nolla memoria « Uuber Comjjtexe unii partiette
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155. Abbiamo già considerato (V. n° 127) alcune proprietà delle 5 coppie di

sistemi di rigate quadriche che ha una congruenza quadi'atica generale ; vogliamo ora

ritornarvi su. In uno spazio lineare a 4 dimensioni S',^ sia la quadrica iJj , su cui

la quartica V. Ogni S\ di quello spazio taglierà questa in una quartica ad 1 di-

mensione posta sulla quadrica a 2 dimensioni d'intersezione con B^ . Quattro elementi

di r determinano in generale quel S'j e quindi quella quartica; ma due ^'3 si ta-

gliano in un S\ che taglia F in quattro elementi , i quali saranno dunque comuni

alle quai'tiche d'intersezione di F con quei due S\ e quindi col loro fascio. Se poi

si considera un S\ tangente ad uno degli S^^ specializzati che passano per F, la

sua intersezione 5% con quel 5^3 si scinde in due S\ aventi comune VS\ di con-

tatto (ovvero quando quel S'^ fosse doppiamente specializzato
,

quell'intersezione si

compone di un S\ doppio), i quali tagliano R^ in due diversi S'', nei quali viene

a scindersi in questo caso la suddetta quartica ad una dimensione. Dunque:

Ogni congruenza quadratica F contenuta in un com])lesso lineare e contiene

oo* rigate biquadratiche, intersezioni di F stessa colle congruenze lineari contenute

in e, sì die 4 rette ad arbitrio di F individuano in generale una tal rigata, a

meno die stiano in una rigata quadrica di e, che in tal caso per quelle 4 rette

passeranno infinite rigate biquadratiche di F. Viceversa, due rigate biquadratiche

qualunque di F si tagliano appunto secondo 4 rette che godono di questa pro-

prietà {*).

La congruenza lineare che determina una rigata biquadratica di F può esser

tale che questa si scinda in due rigate quadriche aventi comuni due rette. Di tali

congruenze lineari ve ne sono 00^ per ciascuna congruenza fondamentale isolata, ma è chiaro

che per una qualunque delle rigate quadriche di F a cui esse danno luogo ne passano

00', sicché il numero di queste rigate quadriche contenute in F si riduce ad 00'.

Ed esse corrispondono a quelle congruenze fondamentali isolate e sono legate tra loro

nel modo detto.

Se consideriamo un S"^^ semplicemente specializzato del fascio passante per F,

ogni S\ in esso contenuto, di ciascuno dei due sistemi taglia It^ secondo un S ,'che

è appunto una rigata quadrica della congruenza F. Ora può accadere ancora che quel

(S^, si scinda: ciò accadrà quando quel S\ sia tangente ad R^. Se consideriamo

\'S\ polare dell'elemento doppio di quel 5'^3 specializzato rispetto ad -R3 , è chiaro che

esso sarà tagliato da un tale S\ secondo un ;S", giacente nella intersezione col /S'^j spe-

cializzato e tangente alla intersezione col i? 3 . Ora in uno spazio lineare a 3 dimen-

sioni ;S''3 noi vedemmo che in ciascuno dei 2 sistemi di ^', contenuti in un S"^^ ve

DifferentialgUichungen » (Math. Ann. Bd. V, pag. 255 nella 1^ nota) deducendolo con una rappre-

sentazione di cui abbiamo già parlato , dalle proprietà del sistema ortogonali di ciclidi di Darboux-

MoDTARD. Del resto una trattazione delle congruenze quadratiche omofocali e delle rigate biquadratiche

omofocali non era ancora stata fatta finora, ch'io sappia. 11 Klein aveva già trovato, insieme col Lie,

la curva di grado 8, che noi abbiamo chiamato a curva singolare » di una congruenza quadratica

(V. Kleix n Differentialgleichungen in der Liniengeomeirie », Math. Ann. V, pag. 296) , ma non la

considerò rispetto a quella che io chiamo serie omofocale di congruenze quadratiche.

(*) V. Caporali. Sui complessi e sulle congruenze di 2° grado, pag. 4.

Serie IL Tom. XXXYI. r
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ne sono in generale 4 tangenti ad iin'altra quadrica i?,
,
potendo il loro numero

diminuire collo specializzarsi della quartica d'intersezione del /iS\ col B^. Dunque

concbiudiamo :

In ciascuno dei due sistemi di rigate quadriche di una stessa generazione di

r l'i sono 4 rigate quadriche specializzate, cioè scisse in due fasci, sicché T ha

nel caso imi generale 1 6 fasci di rette raggruppati in modo che ad ognuna delle

5 congruenze fondamentali corrispondono due ottuple di tali fasci, sì che una

ottupla si compone di 4 coppie di fasci formanti rigate quadriche degeneri di V

dell'uno dei 2 sistemi che corrispondono a quella congruenza fondamentale (*).

Tutte le rigate biquadratiche di V contengono una retta di ciascuno dei 16

fasci di r. Le rigate quadriche di uno dei due sistemi corrispondenti ad una stessa

generazione di F contengono una retta di ciascuno degli 8 fasci costituenti Vot-

tupla corrispondente all'altro sistema. Dunque un sistema di rigate quadriche di

r si compone di quadriche che passano per 8 punti fissi e toccano 8 piani fissi

(passanti a coppie per questi). Questo sistema di quadriche è d'ordine e classe 2

poiché per ogni retta della congruenza passa solo una determinata di queste qua-

driche e per ogni punto o piano dello spazio passano in generale due sole rette

-della congruenza. Considerando il caso in cui queste divengano infinitamente vicine

ahiiamo: L'inviluppo di ogni sistema di quadriche di T é appunto la superficie

focale di T.

§ 8.

Higata biquadratica e sua serie omofocale ;

generatrici singolari e generatrici iperboliche.

156. Già notammo che una rigata biquadratica rispetto alla congruenza lineare

(generale o speciale) che la contiene equivale ad una quartica di 1' specie nello spazio

lineare a 3 dimensioni ordinario rispetto ad una quadrica (generale o conica) che la

contenga. Ai due sistemi di fasci di quella congruenza (sistemi che coincidono quando

la congruenza diventa speciale) corrispondono i due sistemi di generatrici di quella

quadrica (i quali coincidono pel cono). Quindi le proprietà note di quelle quartiche

nello spazio ordinario e quelle che noi abbiamo trovato nel § 4 della 2" Parte, e poi

al n" 103 si trasportano immediatamente alle rigate biquadratiche, dandoci per queste

delle proprietà analoghe a quelle viste pei complessi e le congruenze quadratici.

Abbiasi ima rigata biquadratica in una congruenza lineare (generale o spe-

ciale). In ogni fascio di rette di questa vi saranno due generatrici della rigata,

le quali verranno a coincidere in generale per 4 fasci di ciascun sistema. Vi sono

dunque in generale su ognuna delle due direttrici (distinte o coincidenti) della con-

gruenza 4 punti cuspidali congiunti all'altra direttrice con 4 piani cuspidali, tali

che le due generatrici che in U7i piano cuspidale passano pel punto cuspidale cor-

(*) V. Caporali, loc. cit., pag. 5.
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risponclente coincìdono in una generatrice singolare clcìJa rigata ; il fascio delie

rette che in quel piano passano jjcr quel punto si dirà fascio singolare per la ri-

gata biquadratica.

Un sistema di rigate biquadratiche omofocali (V. n" 103) è un sistema sem-

plicemente infinito di rigate biquadratiche poste nella stessa congruenza lineare ed

aventi comune {oltre alle direttrici) i fasci singolari, cioè le 2 quaterne di punti

e di piani cuspidali. In ognuno dei fasci singolari (8 in geìierale) ogni retta è

generatrice singolare per una determinata rigata della serie omofocale, e viceversa

ogni rigata di questa ha una generatrice singolare in quel fascio ; vi è corri-

spondenza proiettiva tra quei fasci di generatrici singolari e la serie delle rigate.

In particolare vi sono in generale 4 rigate nella serie , le quali si riducono a

rigate quadriche contate doppiamente e non sono altro che le 4 rigate quadriche

fondamentali (V. n° 125) comuni a tutte le rigate biquadratiche della serie. Ciascuna

di queste rigate quadriche ha una quaterna di rette in cui sono venute a coincidere

le 2 quaterne di generatrici singolari di una rigata biquadratica qualunque della

serie e che si potrebbe dire'per analogia quaterna focale della serie di rigate bi-

quadratiche. Ogni retta di una tal quaterna sta nello stesso tempo in 2 fasci

singolari della serie e quindi nel caso più generale congiunge due punti cuspidali

(e sta nei due piani cuspidali corrispondenti) delle due direttrici, sicché la quaterna

di rette corrispondente a ciascuna rigata quadrica fondamentale eongiunge i 4

punti cuspìidali delVuna direttrice ai 4 dell'altra presi in un certo ordine. Questo

ordine muta cambiando la rigata quadrica fondamentale, sicché vi sono 4 quaterne

distinte di rette giacenti su rigate quadriche e congiungenti i punti cuspidali delle

due direttrici.

Ke segue immediatamente che il rapporto anarmonico dei 4 punti cuspidali

di ciascuna direttrice e quello dei 4 piani cuspidali di ciascuna direttrice hanno

tutti lo stesso valore, il clic del resto risulta pure dal fatto che una serie omofocale

di rigate biquadratiche è polare reciproca di se, stessa rispetto alle 4 quadriche

fondamentali (V. n° 125). Questo rapxìorto anarmonico è l'unico invariante assoluto

(Y. alla fine del n° 103) della serie stessa. Ogni rigata particolare della serie ha

poi ancora un altro invariante assoluto, che è il rapporto anarmonico determinato

dalla sua generatrice singolare in uno qualunque dei fasci singolari con 3 delle

quattro rette di questo fascio, le quali stanno in fasci singolari dell'altra quaterna.

Per una retta qualunque appoggiata alle due direttrici (o
,
più in generale,

appartenente alla congruenza lineare) passano in generale due rigate biquadratiche

della serie omofocale. Esse coincidono quando quella retta si prende in un fascio

singolare, e coincidono in una rigata avente questa retta per generatrice singolare.

157. Non insistiamo a far notare l'importanza di queste proposizioni per la

teoria delle rigate biquadratiche e come esse si modifichino facilmente quando le rigate

direntino speciali o pel coincidere le 2 direttrici , o pel comparire di generatrici

doppie, ecc., modificazioni che risultano dalle stesse dimostrazioni che abbiamo date. Solo

più una ricerca Togliamo fare: quella delle generatrici iperboliche. Noi vedemmo al

n" 117 che cosa esse siano in generale, e più tardi (n" 153) trovammo che ve ne
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sono 1(3 nella rigata biquadratica più generale e che formano 4 quaterne poste su

4 rigate quadriche. Eitroveremo facilmente questo risultato con un metodo più diretto

di quello usato allora.

Si tratta in sostanza di cercare in uno spazio lineare a 3 dimensioni tra i piani

osculatori ad una quartica, intersezione di un fascio di quadriche, quelli che sono

stazionarli (per la definizione del n" 117 di « generatrici iperboliche »). Un tal piano

dovrà tagliare il fascio di quadriche secondo un fascio di coniche aventi contatto

quadiipunto : in questo fascio vi è solo una conica degenerata, che è una retta doppia,

ed essa non può essere che l'intersezione di quel piano con un cono del fascio di

quadriche, al qual cono esso sia tangente lungo quella retta. Questa retta d'altra

parte dovrà pure esser tangente a tutte le quadriche del fascio. Dunque considerando

uno qualunque dei coni (4 in generale) del fascio, esso forma fascio coi coni circo-

scritti dal suo vertice al fascio di quadriche e i piani (4 in generale) che lo toccano

lungo le generatrici comuni sono appunto i piani stazionari della quartica: i loro

punti di contatto stanno sul piano polare del vertice di quei coni rispetto al fascio

di quadriche e non sono altro che i punti in cui la quartica considerata taglia questo

piano. Dunque:

Una rigata biquadratica ha per generatrici iperboliche quelle generatrici che

essa ha comuni colle sue rigate quadriche fondamentali. Nel caso più generale,

queste essendo in numero di 4, quelle generatrici sono 16. Si trova assai facil-

mente seguendo lo stesso metodo in qual modo il loro insieme si specializmi collo

specializzarsi della rigata biquadratica (").

Questi risultati si accordano con quelli prima trovati.

158. Per ultimo notiamo, come conseguenza della proposizione generale del n° 89 :

Ogni serie omofocale di complessi quadratici è tagliata dalla congruenza d'in-

tersezione di due complessi fondamentali secondo una serie omofocale di rigate

biquadratiche.

Ogni serie omofocale di congruenze quadratiche è tagliata da una sua con-

gruenza lineare fondamentale secondo una serie omofocale di rigate biquadratiche.

§ 9.

Classificazione dei complessi quadratici,

delle congruenze quadratiche e delle rigate biquadratiche.

159. Nel presente § noi ci proponiamo di mostrare come i principii svolti in

quelli precedenti, insieme colla teoria generale della classificazione delle quartiche data

nel § 3 della 2^ Parte, diano il modo di classificare i complessi quadratici, le con-

(*) Che le geaeratrici iperboliche di una rigata biquadratica siano in generale 16 fu già trovato

dal Voss in una memoria citata [Zur Tlieorie der windschiefen Fldchen, Math. Ann. Vili, pag. 134,

135), ma il loro modo notevolissimo di distribuzione non sembra ancora stato osservato.
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graenze quadratiche e le rigate biquadratiche colla pura geometria della retta ed as-

segnando nello stesso tempo parecchie proprietà che servano a distinguere le varie

specie di quegli enti. Faremo astrazione dai complessi quadratici, che si scindono in

complessi lineari ; essi sono per la teoria ganerale , come già notammo , tutti quelli

nella cui caratteristica entra un gruppo contenente più di 3 indici. Inoltre, invece di

stai'e ad applicare successivamente per ciascuno dei 3 diversi enti geometrici (quar-

tiche a 3, 2, 1 dimensioni aventi la retta per elemento) il metodo generale svolto

nel § citato, preferiamo per brevità collegare tra loro le classificazioni di questi enti

in modo che quella di uno di essi serva a quella degli altri.

Per capire come ciò sia possibile ricordiamo che noi abbiamo visto come una

serie omofocale di complessi quadratici abbia una stessa caratteristica, e come quando

è data una congruenza quadi'atica, od una rigata biquadratica od una quaterna di

rette di una rigata quadrica, come costituenti una focale di quella serie di comi^lessi

quadratici, questa è sempre perfettamente determinata. D'altra parte ogni complesso

quadratico (o la sua serie omofocale), per quanto possa essere speciale, possiede sempre

una congruenza quadratica focale od una rigata biquadratica focale, od almeno una

quaterna di rette focale. Ne segue adunque che si avranno tutte le specie possibili di

complessi quadi'atici prendendo per focaK tutte le specie possibili di congruenze qua-

di'atiche, di rigate biquadratiche e di quaterne di rette. Viceversa se si considerano

tutte le specie possibili di complessi quadratici, è chiaro che queste dovranno dare

come focali tutte le specie possibili di congruenze quadratiche, di rigate biquadratiche

e di quaterne di rette. Per conseguenza la classificazione dei complessi quadratici

comprende quella delle congi'uenze quadi'atiche , rigate biquadratiche e quaterne di

rette di rigata quadrica, e viceversa la classificazione di queste ci dà quella (*).

Similmente la classificazione delle congi'uenze quadratiche, essendo sempre la serie

omofocale di una di queste, e quindi anche la sua caratteristica, determinata da una-

sua rigata o quaterna focale, si riduce alla classificazione delle rigate biquadratiche e

delle quaterne di rette su una quadrica. — In definitiva la classificazione di tutti tre gli

enti geometrici, che consideriamo potrebbe ridursi a quella di queste quaterne di rette.

160. Questo concetto assume maggior precisione nel seguente importante teorema,

al quale veramente non avremmo bisogno di ricorrere, dopo quanto abbiamo detto, ma

di cui tuttavia ci serviremo nel seguito a dedurre la caratteristica di ogni complesso

quadratico da quella di una sua focale o viceversa dalla caratteristica di esso quella

delle sue focali. Il teorema nella sua maggior generalità per quadriche e quartiche

qualunque in uno spazio lineare ad n— 1 dimensioni si può enunciare cosi :

Abbiasi in uno spazio lineare ad n— 1 dimensioni su una quadrica fìssa f

una quartica, od una serie omofocale di quartiche, la cui caratteristica sia :

[e ,;..... .,".-: ) , (.,,..',..., ..".-' )...(«,«;,..., ./*'-)) .

(*) Qui per classificazione intendiamo solo la distinzione in specie, che è data dalle diverse carat-

teristiche. Quanto alla ulteriore divisione, che si paò fare entro queste specie, essa è data dagl'inva-

rianti assoluti. Ma su questo ritorneremo tra poco.
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La focale di quelle quartiche che corrisponde al primo gruppo di quella caratte-

ristica è una quartica ad ìi— 3 — h, dimensioni posta su (p, anzi sull'intersezione

di <p col S'„_,_,, fondamentale che corrisponde a quello, ed avente per carat-

teristica

I

(<',-!, e,'- !,...,? 'A-)_]) , (p^ , ,;, . . . , pJ/..-0) . . . (,^ , ej, . . . ,e}'-'-'^)]

,

dove il segno posto al disopra dei primo gruppo caratteristico sta per indicare die

esso corrisponde appunto a quella quadrica ad n— 2 — h, dimensioni d'intersezione

del S'„_,_^ cono, e dove gli altri grup^ii caratteristici corrispondono a spazi

fondamentali di quella focale piosti sugli spazi fondamentali corrispondenti della

serie omofocale corrispondente (Anche le radici del determinante a cui appartiene

questa nuova caratteristica sono le stesse che quelle del determinante della serie

omofocale).

Questo teorema ha evidentemente una grandissima importanza per la classifica-

zione delle quartiche; dalla caratteristica di una quartica qualunque su una quadrica

esso ci dà la caratteristica, delle sue quartiche focali, e riceversa dalla caratteristica

di una focale ci dà quella di tutte le quartiche di cui questa è focale. Si vedrà chia-

ramente quanto questo sia importante nella appUcazione che ne faremo (*).

161. Prima però di passare alla classificazione dei complessi quadi'atici è ne-

cessario che riconosciamo in quale relazione stia una retta doppia qualunque di un

complesso quadratico sia rispetto a questa, sia rispetto alla sua superficie singolare.

Abbiamo definito (V. n° 123) una retta doppia r di un complesso quadratico Q come

un elemento doppio, nel senso più generale, di questo considerato come una quartica

sulla quadrica R nello spazio lineare a 5 dimensioni, ed un tal elemento doppio r

sappiamo esser caratterizzato dal fatto che VS'^ tangente in »• ad i? è pur tangente

in r a tutte le altre quadriche passanti per Q, tra le quali ve ne sarà una f spe-

cializzata una più volte ed avente un elemento doppio in r. Diciamo n quel «S'^

tangente: taglierà i? ed /" in due S^^ aventi in r comune un elemento doppio. Un

S\ qualunque contenuto in - e non passante per r taglierà II e /' in due S\, che

diremo M, eà f, e sono due quadriche a 2 dimensioni in uno spazio lineare a 3 di-

mensioni. Hanno dunque per intersezione una quartica aS"', , i cui elementi congiunti

a r danno gli S\ (oo') che costituiscono l'intersezione (S^ di n con Q. Ora Tinter-

sezione di B con n contiene oo' S\ di ciascuno dei due sistemi di S'^ contenuti in

Il : questi /S'j sono quelli che congiungono r ai due sistemi di oo' S\ contenuti in

H, . Ora ciascun S\ di questi due sistemi taglia /", in 2 elementi, cosicché potremo

dire che in ognuno di quegli S\ di i? passanti per r l'intersezione con Q si scinde

in due S\ passanti per r. Inoltre per ciascuno dei 2 sistemi di S\ di li, sappiamo

(*) Non ci è riuscito di trovare una dimostrazione di quel teorema, la quale faccia uso di equa-

zioni affatto generali. Invece usando form3 particolari di equazioni, per esampio quella cano.iiclie djle

dal Weierstrass, la dimostrazione riesce facile.
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esservene 4 tangenti ad /", ed alla quartica /", 7J, (e queste 2 quaterne "di S', di R^

hanno lo stesso rapporto anarnionico) e quindi vi saranno, per ciascuno dei 2 sistemi

di S\ di R passanti per >, 4 in generale pei quali i due S\ costituenti l'interse-

zione con Q vengono a coincidere. Dunque:

Ogììi retta doppia di un complesso quadratico ha la proprietà che in ogni

piano passante per essa le rette del complesso formano due fasci di cui essa fa

parte e similmente per ogni suo punto. Vi sono in generale 4 piani e 4 punti,

per ciascuno dei quali quei due fasci coincidono , sicché la retta doppia con-

tieiie in generale 4 jiiani doppi e 4 2)uiìti doppi del complesso e quindi anche

(Y. n° 145) della superficie singolare. Ne segue immediatamente che ogni retta doppia

del complesso è pure retta doppia della sua superfìcie singolare, sia come luogo

di punti sia come inviluppo di piani; e vediamo inoltre che essa contiene in

generale 4 punti doppi (cuspidali) e 4 piani doppi aventi lo stesso rapporto

enarmonico.

162. Quando quella retta doppia proviene dal gruppo caratteristico 2, oppure

(11), della caratteristica del complesso quadratico, sono queste le sue proprietà prin-

cipali, ma quando essa proviene da radici multiple d'ordine superiore a 2 del discri-

minante, come 3, (2 1), 4, ecc., allora avi-à particolarizzazioni che ora riconosceremo.

A tal fine bisogna ricordare le cose dette in generale ai n" 76, 77 per la distinzione

delle varie specie di elementi doppi che può avere una quartica qualunque. Da esse

risulta che, colle notazioni dianzi usate, ai gruppi caratteristici 3, 4, 5, 6 corrisponde

rispettivamente l'avere la quartica d'intersezione di /", e R, il gruppo caratteristico

1, 2, 3, 4 corrispondentemente ad /', che ha in questi casi un elemento doppio nell'ele-

mento d'intersezione del S'^ di - che contiene /', ed JJ, col S', in cui n è toccato

in questi casi dalla quadrica specializzata f. Ora le particolarità che noi sappiamo

incontrarsi nell'intersezione di 2 quadriche nello spazio lineare a 3 dimensioni quando

essa presenta gl'indici caratteristici isolati 1, 2, 3, 4 ci dicono subito che: per la

retta doppia corrispondente al caratteristico 3, od anche (2 1), vi sono ancora 4 punti

doppi e 4 piani doppi distinti; per quella corrispondente al caratteristico 4 due dei

punti doppi e due dei piani doppi son venuti a coincidere in un punto ed un piano

aventi comune un fascio di rette del complesso, mentre son rimasti due punti e due

piani doppi isolati ; per la retta doppia corrispondente al caratteristico 5 tre dei punti

doppi e tre dei piani doppi coincidono e rimangono solo più un altro punto ed un

altro piano doppio; finalmente il caso del gi'uppo caratteristico 6 si presenta come

notevole in quanto che allora la intersezione di R, ed /, avendo la caratteristica [4]

si scinde in una cubica ed una generatrice dell'uno o dell'altro sistema di R, (V.

n° 80). Dunque il complesso quadratico [6] contiene o un piano od un punto di rette,

nel qual piano o punto sta la retta doppia, la quale contiene ancora un punto ed

un piano doppi: se p. e. è un piano di rette che è contenuto nel complesso, allora

ogni suo punto contenendo un fascio di queste rette sarà singolare, e quindi la su-

perficie singolare si scinderà in questo piano ed una superficie di 8'-' ordine e 4^ classe

avente la retta doppia del complesso per sua retta semplice come luogo, ma doppia
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come inviluppo; e per questa retta oltre al piano considerato passa un altro piano

doppio ed inoltre un punto doppio notevole in quanto che il fascio (doppio) di rette

del complesso passanti per esso sta nel piano che vedemmo far parte della superficie

singolare. Correlativamente il complesso quadratico [6] può avere la superficie singo-

lare scissa in un punto, inviluppo di piani, ed una superficie di 4° ordine e 3" classe.

Queste cose si vedono considerando la quartica degenerata J?, /", e ricordando che dalle

generatrici di B, tangenti ad essa noi ottenevamo nel n° precedente i punti e piani

doppi di r. — Le proprietà cosi trovate del complesso quadratico [6] sono pure quelle

date dal Weiler al n° 48 del suo lavoro.

163. Ma a rendere più completa la distinzione tra le varie specie di rette doppie

(distinzione che non abbiamo ancora visto, p. e. tra i casi 2 e 3) gioverà che mo-

striamo come le superficie singolari corrispondenti non sono altro che superficie del

complesso (Complexflàche) di Plucker, cioè superficie focali delle congruenze quadra-

tiche composte dalle rette di un complesso quadratico, le quali tagliano una retta

fissa. Ciò si potrebbe dedurre immediatamente come corollario del teorema generale

che abbiamo esposto al n° 160, ma si può pure ottenere direttamente come segue.

Eicordiamo che la superficie singolare del complesso quadratico che consideriamo è

superficie focale di una congruenza quadratica, che si ottiene come intersezione di H
col S'-^ polare rispetto ad lì della quadrica f, che supponiamo semplicemente specia-

lizzata coirelemento doppio r. Come n è 1';^'^ polare di r rispetto ad iJ, cosi quel

S''^ starà su n e, nel caso del gruppo caratteristico 2 non presenterà altro di note-

vole. Ma pel caratteristico 3 diventa f tangente lungo un S\ a tt, e quindi il suo

(S'*3 polare viene a passare per r, avendovi per tangente un S\ che è polare di quel

S\ . Pel caratteristico 4 quel S\ viene a stare su. B e quindi quel S'^ tangente

in r al «S'^3 toccherà B lungo quel S\ . E cosi continuando e ricordando le cose

dette, e notando che Ì'S\ considerato è intersezione di n eoa infinite quadriche S'',,

avremo :

Il gruppo caratteristico composto di un indice isolato e ^ 2 rappresenta una

retta doppia tale che la superficie singolare che si considera è la superficie, re-

lativa a quella retta, di un conveniente complesso quadratico, il quale non passa

per la retta stessa se e=2
,
passa per la retta se e=:8 , ha la retta per retta sin-

golare quando e — i, Vha per retta singolare di 2° ordine per e = 5 , e per retta

singolare di 8° ordine per e^6.

Ricordando il significato che noi diamo alle espressioni di « rette singolari di

2° e di 3° ordine » (V. n° 137) è facile convincersi come questi risultati vadano

d'accordo con quelli dianzi avuti. Essi sono assai importanti, poiché riducono lo studio

delle superficie singolari corrispondenti a quei vari casi allo studio di superficie del

complesso (*).

(*) 11 Weiler nel suo lavoro (11° 7, Iti, 30) stabilisce ohe i casi [2IIII]
, [3111], e [4IIJ danna

per superfìcie singolari le superficie del complesso relative risp. ad una retta qualunque, ad una retta

del complesso e ad una retta singolare, cercando le equazioni in coordinate di punti di quelle super-

ficie e studiando mollante esse la forma di queste. B chiaro che tal metodo non è molto soddistacente.
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" 164. Premesse queste cose e ricordando quelle viste in generale nei §§ 4, 5

e 6 sui complessi lineari fondamentali di un complesso quadratico, i quali quando di-

ventano speciali danno coi loro assi delle rette doppie ; sulla generazione proiettiva dei

complessi quadratici, sulle rette singolari e la superficie singolai-e, sulla serie omofocale

di complessi quadratici e il numero dei complessi di una tal serie, che passano per

una retta arbitraria dello spazio, noi siamo condotti naturalmente ad una divisione dei

complessi quadratici in classi, e poi di queste in sottoclassi, le quali ci danno tutte

le specie possibili, cioè la classificazione completa dei complessi quadi'atici.

Classe A.

Tutti i complessi nella cui caratteristica non vi sono gruppi contenenti più

di un indice caratteristico.

Questa classe di complessi quadratici è caratterizzata geometricamente dalle se-

guenti proprietà. Il numero dei complessi lineari fondamentali è finito. Ogni tal com-

plesso quadratico non contiene alcuna congruenza lineare, ma soltanto delle rigate qua-

driche e quindi è generabile come tutti i complessi quadratici mediante stelle reciproche

di complessi lineari, ma non (come tutti i rimanenti complessi quadratici) mediante

fasci proiettivi. La serie omofocale di ogni complesso quadratico di questa classe (e

solo di questa) è del grado 4, vale a dire per ogni retta dello spazio passano 4 (va-

riabili) dei suoi complessi.

Possiamo suddividere questa classe in 4 sottoclassi, secondo che il numero degli

indici caratteristici diversi dall'unità e quindi delle rette doppie è 0, 1, 2, 3, cioè:

I. [111111] . Nessuna retta doppia.

II. [21111] , [3111] , [411] , [51] , [6] . Una retta doppia.

III. [2211] , [321] , [33] , [42] . Bue rette doppie.

rV. [222] . Tre rette doppie.

La caratteristica [llllllj corrisponde al complesso più generale ed a quei suoi

casi particolari in cui il complesso non cessa di avere 6 complessi fondamentali isolati:

(non speciali, per conseguenza) e quindi non ha rette doppie. Le principali proprietà

di .questi complessi furono scoperte specialmente da Plììcker e Klein.

Gli altri complessi quadratici di questa classe hanno, come vedemmo, delle rette

doppie, e per superficie singolari delle superficie di complesso relative a quelle rette

e vedemmo anche (n° 163) in quale relazione queste rette debbono stare rispetto ai

complessi generali di cui quelle sono superficie. Pei casi di una sola retta doppia (sot-

toclasse II) si avranno dunque, per quanto dicemmo, le seguenti superficie singolari

(dove quelle superficie di complesso devono essere le più generali delle specie che in-

dichiamo) :

Serie IL Toji. XXXVI. s
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[21111] . Superficie di complesso relativa ad una retta qualunque dello spazio

r3111]
. » relativa ad una retta del complesso

("411] . » relativa ad una retta singolare (di 1° ordine) del

complesso

[51] . » relativa ad una retta singolare di 2° ordine del

complesso

[6] . » relativa ad una retta singolare di 3° ordine del

complesso.

Ora le superficie del complesso relative alle varie posizioni possibili di una retta hanno

forme il cui studio si presenta assai semplice, e particolarmente si riconoscono assai

facilmente le specialità relative alla retta doppia ed alla distribuzione dei punti doppi

della superficie, sicché a noi basta aver ricondotto lo studio di questa classe di superficie

singolari allo studio di superficie del complesso. Del resto le superficie del complesso

relative ad una retta qualunque dello spazio e ad una retta appartenente al com-

plesso fiurono studiate abbastanza diffusamente dal PlIìcker (*), il quale notò ad esempio

come nel secondo caso la retta doppia diventi cuspidale per la superficie. Non è

difficile proseguire questo studio ; noi abbiamo anzi già trovato quali particolarità

distingua quella retta doppia cuspidale nei casi [3111] , [411] , [51] , [6] ,

(V. n" 162) e per questo ultimo caso [6] abbiamo già visto come la superficie sin-

golare si scinda pel separarsi, come parte di essa, di un punto o di im piano di rette

contenute nel complesso quadratico, avendo la parte rimanente (superficie di 4° ordine

e 3' classe, ovvero di 3° ordine e 4^ classe) le proprietà viste. Quindi questi casi

sono già sufficientemente distinti tra loro, ed è anche dato il modo di approfondirli.

Venendo alle due sottoclassi, che ci rimangono a considerare, le superficie sin-

golari corrispondenti si potrebbero considerare come superficie di complessi relative a

ciascuna delle 2 o 3 rette doppie, che esse hanno. Ma possiamo anche servirci delle

distinzioni già trovate tra le rette doppie corrispondenti a indici caratteristici diversi.

Ogni complesso della sottoclasse TU ha due rette doppie che si tagliano deter-

minando un fascio di rette del complesso (V. alla fine del n° 123). 11 caso [2211]

è quello più generale: la superficie singolare ha quelle due rette per rette doppie.

Nel caso [321] una delle due rette doppie (quella corrispondente all'indice caratte-

ristico 3) diventa cuspidale per la superficie singolare. E nel caso [33] entrambe le

rette doppie sono cuspidali per questa superficie. Ma nel caso [42] ricordando le pro-

prietà viste (n° 162) della l'etta doppia corrispondente all'indice caratteristico 4, e

la relazione in cui questa deve stare colla retta doppia, che corrisponde al 2, noi ve-

diamo che il piano, od il punto in cui stanno le due rette doppie, che si hanno in

questo caso, si compongono di rette del complesso quadratico, sicché la superficie sin-

(*) Vedi PlOgker, Neue Geometrie des Raumes, pag. 205-"26. Nella 2' parte di quest'opera a
pag. 337-344 sono enumerate [dal Klein , a quanto è detto nella prefazione) alcune altre specie di
superficie di complesso, come quelle che sono superficie singolari di serie omofocali di complessi qua-

dratici [•2211], [222J, [(11)211].
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gelare si scinde ancora in un piano (od un punto) e una superficie di 3° ordine e

4' classe (o •i" ordine e 3^ classe) avente quelle due rette per rette doppie come assi

e semplici come raggi (o correlat.), ma, come assi, doppie di diversa natura.

Finalmente venendo alla sottoclasse IV, cioè al caso [222] , in cui vi sono 3

rette doppie, queste si tagleranno a due a due e staranno in un punto od in un

piano, le cui rette apparterranno al complesso quadratico (V. ancora alla fine del

n" 123), sicché quel punto, o quel piano, formerà parte della superficie singolare.

La parte rimanente sarà una superficie di 4° ordine e 3° classe contenente tre rette

doppie come raggi e semplici come assi, concorrenti in quel punto , che sarà triplo

per la superficie, cioè una superficie di Steiner; oppure rispettivamente sarà la su-

perficie correlativa di 3 ordine e 4" classe.

Così abbiamo distinte le varie specie di complessi contenute in questa prima

classe A. Xotiamo che le supei-ficie singolari corrispondenti si scindono pel separarsi

di un punto o di un piano nei soli 3 casi [222] , [42] , [6] , di cui ciascuno si può

riguardare come caso particolare del precedente.

Questa classificazione dei complessi quadratici (o delle loro superficie singolari)

di questa classe A ci dà subito, per quanto vedemmo, una classificazione di quelle

congruenze quadratiche le cui caratteristiche non contengono gruppi composti di più

di un indice. Pel teorema dato al n° 160 quei complessi quadratici (i quali non hanno,

come sappiamo, alti'B focali che congruenze quadratiche) hanno le seguenti congruenze

quadratiche focali :

Specie delle loro congruenze
Specie dei complessi quadratici.

[111111]

[21111]

[3111]

[411]

[51]

[6]

[2211]

[321]

[33]

[42]

[222]

quadratiche focali.

lini]

[2111] , 'Hill]

[311] , [2111]

[41] .
[311]

[5] [41]

[5]

[221] , [1211]

;82] [131] , [221]

[23]

[14] , [32]

[122].

Quelle tra queste congruenze quadratiche, che hanno il segno al disopra di un indice

caratteristico (usando la convenzione fatta alla fine del n° 124 e poi al n° 160) si

compongono di rette appoggiate sulla corrispondente retta doppia dei complessi qua-

dratici, ed è appunto la considerazione di esse che ci mostrava essere la superficie sin-

golare di questi una superficie di complesso relativa a quelle rette doppie.
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Classe JB..

165. Tutti i complessi, nella cui caratteristica, vi è (oltre ad indici carat-

teristici isolati) un gruppo composto di due indiai.

Questi sono tutti i complessi quadratici aventi, oltre a complessi fondamentali

isolati, un fascio di complessi fondamentali. Gli assi dei complessi speciali di questo

fascio sono rette doppie. Ogni complesso di questa classe contiene infinite congruenze

lineari (formanti due sistemi) passanti per quelle rette doppie, ed è generabile in in-

finiti modi (oltre che col metodo generale delle stelle reciproche di complessi lineari)

con due fasci proiettivi di complessi lineari passanti per queste. La superficie singo-

lare vedemmo essere in questo caso una rigata biquadratica appai-tenente alla congruenza

lineare di quel fascio di complessi fondamentali, rigata che è una focale per tutta la

serie omofocale di complessi quadratici. Sappiamo poi che se il gruppo caratteristico

di cui si tratta è (11), allora i complessi fondamentali speciali del fascio sono 2 soli

e distinti, i cui assi costituiscono 2 rette doppie sghembe distinte del complesso e

quindi di quella superficie singolare ; mentre se in quel gruppo caratteristico il 1° in-

dice è > 1, allora la congruenza fondamentale diventa speciale in quanto che le 2

direttrici, che sono appunto quelle due rette doppie, vengono ad essere infinitamente

vicine: la rigata biquadratica è di quelle che appartengono ad una congruenza lineare

speciale. Finalmente se in quel gruppo caratteristico entrambi gli indici sono > 1

abbiamo pure visto che tutto il fascio di complessi fondamentali si compone di com-

plessi speciali, cioè che la congruenza fondamentale si scinde in un piano ed un punto

di rette. La rigata biquadratica dovendo esservi contenuta si scinderà in una conica

(come inviluppo di 2^ classe) di quel piano ed un cono di quel punto. In questo

caso quei complessi lineari fondamentali essendo tutti speciali, i loro assi formano un

fascio di rette doppie del complesso quadratico : il piano di questo fascio come luogo

di punti, ed il centro del fascio stesso come inviluppo di piani apparterranno dunque

doppiamente alla superficie singolare, la quale quindi si comporrà ancora di un cono

avente il vertice in quel punto, come luogo di punti singolari, e di una conica gia-

cente in quel piano come inviluppo di piani singolari; potendo poi questo cono e

questa conica degenerare ancora.

Distinguendo dunque 3 sottoclassi abbiamo le seguenti specie:

I. Superficie singolare una rigata biquadratica a direttrici sghembe distinte

[(ll)llllj, [(11)211), [(11)31], [(11)22], [(11)4]. Serie omofocale digrado^".

II. Rigata biquadratica a direttrici coincidenti.

[(21)111], [(21)21], [(21)3], [(31)11], [(31)2], [(41)1], [(51)]. Serie omofocale

di grado 3".

III. Piano e punto contati doppiamente; cono e conica.

[(22)11], [(22)2], [(32)1], [(42)]. Serie omofocale di grado 2°.

[(33)] . Serie omofocale di grado 1".
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Per riconoscere poi le proprietà che distinguono p. e. le superficie singolari delle

varie specie di complessi quadratici di questa classe basta che facciamo la classifi-

cazione delle rigate biquadratiche, ed allora il teorema del n° 160 ci darà subito

in che modo si corrispondano la caratteristica della rigata biquadratica e quella dei

complessi quadratici che l'hanno per superficie singolare. Ora noi vedemmo che le rigate

biquadi'atiche vanno considerate come le quartiche d'intersezione di quadriche in uno

spazio lineare a 3 dimensioni, poste su una quadrica fissa, la quale si riduce ad un

cono quando la congruenza lineare che contiene la rigata biquadratica viene ad avere

le 2 direttrici coincidenti e ad una coppia di piani quando quella congruenza lineare

si scinde in un punto ed un piano di rette aventi comune un fascio (*). D'altra parte

la classificazione delle quartiche ordinarie l'abbiamo già fatta nel § 4 della 2" Parte

di questo lavoro. Valendoci di essa, cambiandovi solo le parole punto, quartica, ecc.,

in retta, rigata biquadratica, ecc., avi'emo le seguenti proprietà per distinguere le

varie specie che considereremo di rigate biquadratiche di complessi di questa classe B.

Porremo anche , accanto a questa classificazione , a sinistra , la classificazione delle

quartiche, affinchè si veda come da quest'ultima noi passiamo a quella delle rigate

(biquadratiche).

(*) In un lavoro recente intitolato •< Sugli enti geometrici dello spazio di rette generati dalle interse-

sioni dei complessi corrispondenti in due o più fasci proiettivi di complessi lineari » il Dott. Domenico

RoccELLA per studiare i complessi quadratici generati da 2 fasci proiettivi di complessi lineari (i quali

sono, come abbiamo visto, tutte le specie di complessi quadratici salvo quelli della classe A), rap-

presenta il sistema triplo di complessi lineari che in generale passa per quei due fasci sullo spazio di

piani e giunge così ad avere una rappresentazione del complesso quadratico su una quadrica ordi-

naria. Però egli non considera un'altra quadrica, che sarebbe importante considerare : quella dei piani

che corrispondono ai complessi lineari speciali di quel sistema triplo ; se avesse considerato anche

questa, sarebbe stato condotto a notare come la sviluppabile di 4" classe dei piani tangenti comuni a

quelle 2 quadriche corrisponda alla superficie singolare del complesso quadratico. La classificazione di

questo è così ricondotta, anche sinteticamente, alla classificazione di quelle sviluppabili, ovvero, ciò che

fii lo atesso, delle quartiche ordinarie d'intersezione di due quadriche.
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Quartiche su una quadrìca ordinaria

MATTERISTICA

della quartica
o della rigata
biquadratica

[1111]

[211]

[31]

[22]

[4]

[1111]

[f21]

[2 11]

[13]

[3 1]

I. — Quartiche su una quadrica generale.

Caso generale; in ognuno dei due sistemi di generatrici della qua-

drica ve ne sono 4 tangenti.

Quartica con punto doppio; in ogni sistema 2 generatrici son venute

a coincidere in quella passante pel punto stesso e ne riman-

gono solo più 2 tangenti propriamente dette alla quartica.

Quartica con cuspide ; in ogni sistema di generatrici della quadrica

ve n' è solo più una tangente alla quartica e non passante

per la cuspide.

Quartica scissa in una cubica con una generatrice della quadrica,

sua corda. Due altre generatrici dello stesso sistema sono tan-

genti alla cubica.

Quartica scissa in una cubica con una generatrice tangente.

II. Quartiche su un cono quadrico.

Caso generale; quattro generatrici del cono toccano la quartica.

Quartica con punto doppio non posto nel vertice del cono.

Punto doppio nel vertice del cono, sicché ogni generatrice di questo

contiene solo un altro punto della quartica all'infuori di quello.

Cuspide fuori del vertice del cono.

Cuspide nel vertice del cono.

(») Il Wbileb nella sua classificazione nota per ogni rigata biquadratica che incontra comò super-

ficie singolare a quale specie di Cremona essa appartiene; noi per brevità omettiamo di far questo. Ma solo

notiamo che, mentre il Weiler (memoria citata, n' 9 e 24) è costretto dal metodo che ha seguito

a dimostrare espressamente che le superficie singolari relative ai complessi quadratici f(lI)2Hl e
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Rigate biquadratiche (e complessi quadratici corrispondenti)

I. — Rigate biquadraticlie a direttrici sghembe distinte

{congruenza lineare generale).

Caso generale ; ognuna delle due direttrici della rigata ha 4 punti

e 4 piani cuspidali.

Rigata con generatrice doppia , che taglia le due direttrici ; su

ciascuna di queste e fuori di quella rimangono solo più due

punti cuspidali e due piani cuspidali (*).

Eigata con generatrice cuspidale ; ognuna delle direttrici ha solo

più un punto ed un piano cuspidale , che non appartengano

a quella generatrice.

La superficie è scissa in una rigata cubica avente quelle due di-

rettrici, una doppia come luogo, l'altra come inviluppo, ed

inoltre un punto di quella e un piano di questa (V. n° 120).

La rigata cubica ha due punti e due piani cuspidali (risp.

sulla prima e sulla seconda delle due direttrici).

Eigata cubica, come nel caso precedente, ma completata da un suo

punto e da un suo piano cuspidali.

IL — Rigate biquadratiche a direttrici coincidenti

{congruenza lineare speciale).

Caso generale ; la direttrice (unica) della rigata ha 4 punti e 4

piani cuspidali.

La rigata acquista una generatrice doppia.

La direttrice viene ad essere pure una generatrice, per la quale in

conseguenza la rigata passerà due volte ; allora per ogni punto

(e in ogni piano) deUa direttrice passa solo un'altra generatrice

della superficie.

La rigata biquadratica lia una generatrice cuspidale.

La dii'ettrice è pure generatrice e costituisce una retta cuspidale

deUa, superficie.

CARATTERISTICA

del complesso

quadratico

[(11)1111]

[(11)211]

[(11)31]

[(11)22]

[(11)4]

[(21)111]

[(21) 21]

[(31)11]

[(21) 3]

m) 1]

[(21)21] sono appunto le superficie V e VI di Cremona più generali, ciò risulta invece immediatamente

dal nostro metodo, poiché noi abbiamo visto che il complesso più generale di una data caratteristica

(di questa classe) ha per superficie singolare la rigata biquadratica più generale avente la caratteristica

corrispondente.
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CARATTBR1STIC4

della quartica
o della rigata
biquadratica

[2 2]

[(11) 11]

[(21) 1]

[(11)2]

[(31)]

[(22)]

Quartica scissa in una cubica ed una generatrice qualunque del cono.

Lo stesso, ma quella generatrice tocca la cubica nel vertice del cono.

III. — Quartiche su una coppia di piani

{cioè coppie di coniche).

Coppia generale di coniche aventi comuni 2 punti sulla retta d'in-

tersezione di quei piani.

Le due coniche si toccano in un punto.

Una conica del caso generale si scinde in due rette.

Quelle due rette vanno a tagliarsi sulla seconda conica.

Ognuna delle due coniche si scinde nell'intersezione dei due piani

ed un'altra retta del piano corrispondente.

(") Per questo caso del complesso quadratico di caratteristica [(42)] il Weiler (V. n° 45) dicendo

che su ogni piano è determinata la conica del complesso (mediante 6 sue tangenti) quando del com-

plesso stesso è data la superficie singolare, fa confusione, comprendendo anche in questo dato la con-

gruenza delle rette singolari. — Pel caso, che per noi è quello immediatamente seguente, cioè pel

complesso [(33)] , che nel Weiler è al n"> 47, questo scienziato dice la congruenza delle rette singo-

lari composta in modo diverso da quello che è realmente, essendo essa composta in realtà da tutte le
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Kigata scissa in una rigata cubica a direttrici coincidenti con un

punto e il piano corrispondente di questa direttrice doppia.

Lo stesso, ma quel punto e quel piano sono il punto e il piano

cuspidali della direttrice doppia.

III. — Cono e conica {in un punto e un piano

formanti una congruenza lineare degenerata).

Caso generale ; nel fascio di rette comuni al punto e al piano, il

cono e la conica hanno 2 rette comuni.

Il cono è tangente al piano della conica e questa contiene il vertice

del cono; quelle 2 rette coincidono.

Il cono del 1° caso si scinde in 2 piani pel punto fisso, o la co-

nica in 2 punti del piano fisso.

Nel caso precedente se il cono si scindeva in 2 piani (tangenti alla

conica), questi si taglieranno ora in una tangente della conica;

se invece la conica si scindeva in 2 punti, la loro congiun-

gente starà sul cono.

Come rigate, il cono e la conica si scindono nel fascio doppio della

congruenza lineare e altri 2 fasci; quindi come superficie si

scindono nel piano e nel punto fissi (3 volte) e un punto e

un piano uniti risp. a quelli (1 volta).
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CARATTERISTICA

del complesso

quadratico

[(31) 2]

[(51)]

[(22)11]

[(82) i]

[(22) 2]

[(42) ] (*)

[(33)]

rette dei 2 piani e dei 2 punti che formano la superficie singolare (contate 3 volte quelle apparte-

nenti al punto e al piano che contano 3 volte) ; ed il Weiler doveva accorgersene notando che il

complesso [^33)] non è altro che un caso particolare del complesso tetraedrale [{I I) (1 l)(I I)], di cui è

ben noto che le rette singolari sono le rette , che stanno nelle faccie o nei vertici del tetraedro.

Il Weiler poi sbaglia anche per conseguenza nella costruzione delle coniche di questo complesso.

Sekie II. Tom. XXXYI.
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Classe C.

16S. Tutti i complessi quadratici nella cui caratteristica vi sono due gruppi

caratteristici composti ciascuno di due indici.

Questi sono tutti i complessi quadratici aventi due fasci di complessi lineari

fondamentali (oltre a complessi fondamentali isolati che possono esservi). Le direttrici

delle loro congruenze lineari sono 2 coppie di rette sghembe tagliantisi mutuamente

e appartenenti come rette doppie al complesso quadratico ed alla sua superficie sin-

golare. Ne segue che questa, essendo di 4° ordine e 4" classe, dovrà scindersi in due

quadriche contenenti entrambe , come generatrici
,

quelle 4 rette , le quali del resto

possono venir a coincidere a 2 a 2 ; come si vede anche considerando in questo caso

la coppia di quadriche come costituente in due modi diversi la rigata biquadratica

del caso precedente, secondo che l'una coppia o l'altra di rette doppie si considera

come formata dalle direttrici. I complessi di questa classe contengono due coppie di-

stinte di sistemi di co' congruenze lineari e sono quindi generabili con fasci proiettivi

di complessi lineari in 2 serie distinte di modi.

Le varie specie comprese in questa classe sono:

L [(11) (11) 11], [(11) (11) 2], [(21) (11) 1], [(31) (11)], [(21) (21)]. Serie

omofocale di grado 2.

II. [(22) (11)]. Serie omofocale di grado 1.

Per distinguere tra loro queste varie specie si potrebbe, come per la classe B,

considerare la superficie singolare come una rigata biquadratica (il che ora si può fare

in 2 modi) e quindi classificar questa (la cui caratteristica mostra che essa si scinde

in una coppia di rigate quadriche) in modo simile alla classificazione delle quartiche

(anzi coppie 'di coniche) su una quadrica. Però i caratteri distintivi tra quelle specie

si riconoscono così facilmente colla teoria da noi premessa che non occorre più neppure

far uso di quella considerazione. Avremo cosi quanto segue :

Nel caso [(11) (11) 11], che è il più generale di questa classe, si ha la su-

perficie singolare scissa in due quadriche aventi comuni 4 generatrici nella posizione

più generale (*).

Nel caso [(11) (11) 2] interviene una nuova retta doppia (corrispondente all'indice

caratteristico isolato 2) tagliante quelle 4 che già si avevano. Ne segue immediata-

mente che delle due quadriche una si scinderà nella coppia di piani tangenti all'altra

passanti per quella retta , e nella coppia di punti in cui questa stessa retta taglia

quella quadrica (**).

1

(*) Per questo caso, che nel Weiler è al u° 3, questi asserisce che per ogni retta dello spazio pas-

sano 4 complessi aventi la slessa superficie singolare. Abbiamo visto invece che ne passano due soli.

(**) Questo complesso quadratico fu studiato geometricamente dall'HiRST come formato dalle rette

che tagliano 2 piani correlativi in punti coniugati (V. Collectanea Mathematica, etc, pag. 51-73. « On
the complexes generateci by two correlative planes »).
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[(21) (11) 1] . Delle due coppie di rette doppie del caso generale, una

(quella corrispondente al gruppo caratteristico (21)) si compone ora di due rette

coincidenti. Dunque in questo caso le due quadriclie in cui si scinde la superficie

singolare sono raccordate secondo una generatrice.

[(31) (11)] . Una delle due quadriche si scinde in una coppia di piani

condotti per una generatrice dell'altra e nei loro punti di contatto con questa.

[(21) (21)] . Le due quadriche del caso generale saranno raccordate secondo

due generatrici di diverso sistema.

[(22) (11)] . Considerando questo come caso particolare del caso [(22)2]

della classe B, si vede che la superficie singolare viene a comporsi di un piano ed

un punto (uniti) contati due volte, ed altri 2 piani e 2 punti.

Classe D.

167. Complessi quadratici nella cui caratteristica vi sono tre gruppi ca-

ratteristici composti ciascuno di due indici.

A questa classe appartiene evidentemente solo il complesso quadratico , la cui

caratteristica è :

[(11) (11) (11)] .

Serie omofocale di grado 1. Vi sono tre fasci distinti di complessi lineari fondamen-

tali; ad ogni fascio corrispondono, come assi dei due complessi speciali, due rette doppie

sghembe, cosicché le rette doppie di questo complesso e quindi della sua superficie singo-

lare sono 6 rette, ciascuna delle quali taglia tutte le altre, meno una, cioè sono i 6

spigoli di un tetraedro. Ne segue immediatamente che i piani ed i vertici di questo

costituiscono come luogo e come inviluppo la superficie singolare , e che tutte le rette

contenute in quei piani od in quei punti sono rette del complesso.

Si riconosce di qui che questo complesso è il noto complesso tetraedrale ; tuttavia

ci pare conveniente il dimostrarne direttamente la sua proprietà caratteristica più

conosciuta, tanto piii che la dimostrazione seguente è notevole per la sua semplicità

e brevità. Xoi abbiamo dimostrato (V. n° 143) che il rapporto anarmonico dei 4 punti

dei 4 piani della supei-ficie singolare passanti per una retta qualunque dello spazio

è uguale a quello dei 4 complessi quadratici della serie omofocale, i quali passano

per la retta stessa, benché del resto questi complessi quadratici possano essere di-

venuti evanescenti (V. n" 139) essendo solo più rappresentati da focali; questi com-

plessi evanescenti passanti per ogni retta dello spazio sono tanti quanti sono i gruppi

caratteristici di due o più indici contenuti nella caratteristica. Nel caso [(11) (11) (H)]

sono dunque 3 e quindi se si considerano tutte le rette appartenenti ad ixn complesso

qualunque (non evanescente) avente questa caratteristica, per tutte passeranno gli stessi

4 complessi della serie omofocale, cioè quello considerato ed i 3 evanescenti, e quindi

è costante il rapporto anarmonico che la retta stessa determina sulla superficie sin-

golare, ed é ugnale all'invariante assoluto del complesso considerato (V. n° 141),
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Dunque il complesso [(1 1) (11
) (11)] gode della proprietà che le sue i-ette tagliano

secondo un rapporto anarmonico fisso le 4 faccie del suo tetraedro singolare (o cor-

relativamente), e questa è appunto la definizione più usata del complesso tetraedrale

,

alla quale volevamo giungere {').

Di questo complesso sono casi particolari i complessi quadratici aventi per ca-

ratteristiche [(22) (11)] e [(33)], da noi già incontrati nelle classi precedenti.

Classe E.

168. Complessi quadratici, le cui caratteristicJie contengono Inoltre ad indici

caratteristici isolati) un gruppo caratteristico di 3 indici.

Essi hanno (oltre a complessi fondamentali isolati) una serie lineare doppiamente

infinita di complessi lineari fondamentali, cioè tutti i complessi lineari contenenti una

determinata rigata quadrica: la rigata quadrica coniugata conterrà gli assi di quelli

speciali tra quei complessi fondamentali , cioè sarà tutta composta di rette doppie

,

donde segue che per tutti i complessi quadratici di questa classe la superficie sin-

golare si riduce come luogo e come inviluppo (nel senso ordinario della parola) ad

una superficie quadrica contata due volte
;

quella superficie cioè che contiene quelle

due rigate coniugate. Se i tre indici del gruppo caratteristico sono uguali tutti ad 1,

allora vedemmo che la quadrica è generale. Se il primo indice è > 1 la quadrica

è semplicemente specializzata, cioè è scissa come luogo e come inviluppo in una coppia

di piani ed una coppia di punti, sicché le rette doppie del complesso formano due

fasci, ed i complessi fondamentali costituiscono la serie dei complessi lineari che con-

tengono la coppia di fasci di rette coniugata a quella. Se entramhi i due primi indici

sono > 1, allora vedemmo pure che la quadrica è doppiamente specializzata, cioè i

2 punti ed i 2 piani in cui si scindeva nel caso precedente vengono a coincidere

,

di modo che la superficie singolare si comporrà di un piano con un suo punto contati

4 volte. Finalmente, la serie lineare doppiamente infinita di complessi fondamentali è

tutta composta di complessi speciali, quando tutti e tre quegl 'indici sono > 1, vale

a dire nel solo caso [(2 2 2)] ; in questo caso i loro assi sono le rette o di un piano

o di un punto e sono ancora rette doppie del complesso ; considereremo di nuovo

questo caso studiando l'ultima classe. Intanto notiamo ancora come conseguenza di cose

esposte che tutti i complessi quadratici che qui consideriamo si possono in infiniti

(") Il teorema citato del n° 143 l'.uò anche servire a dimostrare, altre proposizioni notevoli. Così

4 complessi lineari fondamentali isolati di un complesso quadratico hanno comuni due rette, per cia-

scuna delle quali passeranno quei quattro complessi lineari, che appartengono, contati doppiamente,

alla serie omofocale : dunque esse determinano lo stesso rapporto anarmonico sulla superficie singo-

lare. Così pel complesso quadratico avente un gruppo di 2 indici caratteristici, come [(il) 1111], vi

sono delle rigate quadriche (4 in quel caso), intersezioui di 3 complessi fondamentali isolati, tali che

le loro rett<5 tagliano la superficie singolare nello stesso rapporto anarmonico
, che è un invariante

assoluto. Così ancora segue da quel teorema che nel complesso [(11) (11) 11] tutte le rette della con-

gruenza dei due complessi fondamentali isolati determinano uno stesso rapporto anarmonico sulla su-

perficie singolare. Dunque: sa due quadriche si tagliano in un quadrilatero sghembo, tutte le rette

appnggiate sulle diagonali di questo tagliano le quadriche secondo un rapporto anarmonico fisso. Ecc.
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modi generai'e come luogo delle congruenze lineari comuni ni complessi corrispondenti

di due fasci proiettiri di complessi lineari, purché questi fasci abbiano le loro con-

gruenze di base in posizione speciale, cioè aventi comune una rigata quadi'ica (quella

delle rette doppie), od in altri termini purché vi sia un complesso lineare contenuto

in entrambi i fasci. E vicevei-sa due fasci di complessi lineari posti in tale posizione

generano sempre un complesso quadratico della classe che ora consideriamo (o delle

due più speciali, che ancor ci rimangono da considerare). — Ogni retta di questo

complesso quadratico è congiunta alla rigata quadrica delle rette doppie da una con-

gruenza bucare che è tutta contenuta nel complesso stesso.

Le specie di complessi, che questa classe abbraccia, sono (divise in sottoclassi

nel modo suddetto, e tralasciando la [(2 2 2)]):

I. Superficie singolare : una quadrica doppia non degenerata :

[(111)111] , [(111)21] , [(111)3] . Serie omofocale di grado 2.

II. Quadrica degenerata in due piani con due punti:

[(211) 11] , [(211) 2] , [(311) ]] , [(411)] . Serie omofocale di grado 2.

III. Quadrica degenerata in un piano doppio con un punto doppio :

[(221) 1] , [(321)] . Serie omofocale di grado 1.

Prima però di passare alla distinzione di queste varie specie, occorre ancora che

vediamo delle proprietà generali comuni a tutte (anche alle specie contenute nella

classe che considereremo dopo questa)
,
proprietà riguardanti le i-ette singolari e le

focali della seiie omofocale, e che si deducono tutte dalle cose dette al n° 139. Per

ogni complesso quadratico di questa classe la congruenza di 4° grado delle rette sin-

golari si scinde in 4 congruenze lineari, distinte o coincidenti. Essendovi un gruppo

caratteristico di 3 indici, quei complessi quadratici hanno una quaterna focale di

rette appartenenti alla rigata quadi'ica comune alla serie lineare corrispondente di

complessi fondamentali, cioè alla rigata coniugata a quella delle rette doppie, e questa

quaterna focale è comune a tutta la serie omofocale e basta ad individuarla. Delle

4 rette (distinte o coincidenti) di cui essa si compone, ciascuna è dii'ettrice di una

delle 4 suddette congruenze lineari di rette singolari di uno qualunque di questi com-

plessi quadratici. Ciascuna di queste congruenze lineari contiene la rigata quadrica

delle rette doppie ed ha quindi entrambe le direttrici giacenti suUa rigata coniugata;

ma mentre luna di queste direttrici è fissa (quella cioè che appartiene alla quaterna

focale), l'altra varia col variare del complesso quadi-atico nella serie omofocale. Inoltre

vi è tra quelle due direttrici un'altra differenza importante, cioè questa che mentre un

punto qualunque della supei-ficie singolare di 2" grado è singolare in quanto che il

suo cono del complesso si scinde in due piani tagliantisi in una generatrice di quella

appartenente al sistema delle rette doppie del complesso (sicché per un tal punto

singolare della serie omofocale di complessi quadratici la retta singolare corrispon-

dente non varia col variare del complesso, cioè non si ha un fascio di rette singolari

corrispondenti, come per un ordinario punto singolare) , invece per un punto di una
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direttrice appartenente alla quaterna focale quei due piani coincidono nel piano che

congiunge il punto stesso all'altra direttrice della corrispondente congruenza di rette

singolari, e similmente ogni piano passante per una retta focale lia la conica del

complesso scissa in due punti coincidenti nel punto d'intersezione di quel piano colla

dii'ettrice coniugata. Cosicché quelle 4 direttrici delle congruenze di rette singolari

,

le quali costituiscono la quaterna focale, hanno tutti i loro punti e piani per punti

e piani dop;pi rispetto ad ogni complesso della serie omofocale, mentre ciò non accade

per le altre direttrici
;
questo spiega anche il perchè quelle caratterizzino la serie omofo-

cale di complessi quadratici, mentre quelle direttrici secondarie mutano col mutare

il complesso in questa serie ('). In ogni retta singolare di uno di questi complessi qua-

dratici il punto singolare ed il piano singolare corrispondenti saranno determinati dallo

stare il punto sulla direttrice principale (focale) della congruenza lineare singolare cui

quella retta appartiene, e dal passare il piano per quella direttrice stessa, e non per

la direttrice secondaria come afferma il Weiler.

Risulta immediatamente da proposizioni generali da noi stabilite che ogni com-

plesso lineare fondamentale di un complesso i^uadratico qualunque di questa classe

contiene o l'uno o l'altro dei due sistemi di generatrici della quadrica, che è super-

() U Weiler nel suo lavoro sbaglia completamente a proposito di queste congruenze di rette

singolari , attribuendo alle 2 diretti'it;! di una stessa congruenza uffizi correlativi , contrariamente a

quanto accade. Egli in fatti afferma a proposito dei casi [(111)111], [('^1I)]1], [(111)21], ecc., ripe-

tutamente che delle due direttrici di una di quelle congruenze l'una è luogo di punti doppi , l'altra

inviluppo di piani doppi del complesso quadratico ; il che non è. In conseguenza dà anche qualche

costruzione erronea. Credo perciò non inutile il dare qui i valori veri delle coordinate delle direttrici

delle congruenze singolari, almeno per due casi. Pel caso più generale [(111) 111] supponendo co

Weiler che l'equazione di condizione per la retta e l'equazione del complesso quadratico siano risp. :

»,--+- x^-^ x^+ x^'-^- x^-\- a;/ = , /_j x^^-lr l^ x^--k- Ig x^=:Q
,

si trovano per le direttrici x', ce" di una congruenza lineare di rette singolari le coordinate :

< = ^i =x-s' — 0, a?; = l/ )., (;.3- )., ) ,

^s' = ^h(''e-\) > ^^s' =i^'d'i—h) .

^/'=<=<=0
, x,"=\/).,{\-\){\-h-y,)

.Ts"= / hih—'tìJa—''^—^) , !Po"=^ 'eOt~hì'^\-'-h) .

e per le altre congruenze singolari basterà in queste espressioni cambiare il segno ad uno dei 3 ra-

dicali che vi compaiono. Si può allora verificare analiticamente che le 4 direttrici che si hanno da af

sono appunto quelle principali, che dicemmo rette focali, mentre le 4 rette x'' sono le direttrici se-

condarie; e si verifica pure immediatamente che il passaggio ad un complesso qualunque della serie

omofocale, passaggio che si effettua ponendo —
r in luogo di )., : non muta le rette x\ ma muta le

rette a/'. Per questo caso il Weiler non trova le coordinate di quelle direttrici. Le dà invece per il

caso [(211) UJ , ma dà espressioni errate, il che spiega come anche in questo caso trovi risultati er-

ronei. Le vere coordinate delle due direttrici per ciascuna congruenza di rette singolari , nell'ipotesi

che all'equazione del complesso si dia, come fa il Weiler, la forma :

P 34 ' P 12

,

^^/' = 21/i, >,(>,-/,) ,
i
^'"f = , p",,= \-^ K , p",3=PV-y',.= ,

P 12 ' P 3i

di cui p' è direttrice principale, o focale, p" è direttrice secondaria.
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ficie singolare : coutieue quello a cui appartengono le 8 dii-ettrici considerate se fa

parte del sistema lineare doppiamente infinito di complessi fondamentali, altrimenti

esso conterrà il sistema delle rette doppie. Orbene in quest'ultimo caso si corrispon-

dei-anno rispetto al complesso fondamentale considerato le 4 direttrici principali a 2

a 2, e anche le 4 direttrici secondarie a 2 a 2. Questo mostra come un complesso

quadi-atico della serie omofocale sia determinato quando, essendo già data questa e

per conseguenza la quaterna di rete focali (direttrici principali) si dà ancora una di-

rettrice secondaria di una congruenza lineai-e singolare. Si vede pure che se 2 rette

della quaterna focale coincidono, coincideranno pure con esse le direttrici secondarie

corrispondenti, cosicché due delle 4 congruenze singolari coincideranno nella congruenza

speciale delle tangenti lungo quella retta alla superficie singolare.

Venendo finalmente al distinguere i vari casi che si presentano in questa classe

di complessi quadratici ricordiamo che la quaterna focale proveniva dalla intersezione

di due quadriche a 1 dimensione in uno spazio lineare a due dimensioni (due co-

niche nel piano), delle quali due quadiicbe una notevole è rappresentata dalla rigata

quadrica in cui sta quella quaterna di rette. Dunque dal teorema del n° 160 siamo

ridotti a classificare le quaterne di punti d'intersezione di una conica fissa con altre

coniche nel piano. Ora dalla nostra teoria generale risulta immediatamente che nel

caso [111] quei 4 punti sono distinti, nel caso [21] due di essi coincidono, nel caso

[3] ne coincidono tre. Inoltre nel caso [(11)1] coincidono a coppie in 2 punti e nel

caso [(21)] coincidono tutti 4. — Se la conica fissa si scinde in una coppia di rette,

allora nel caso [1 11] si hanno 2 punti su ciascuna retta, nel caso [1 2] sull'una

retta coincidono quei due punti, nel caso [21] su ciascuna delle due rette uno dei

2 punti è andato a coincidere col loro punto d'intersezione, nel caso [3] sull'una

delle due rette anche l'altro punto è andato a coincidere con questo, e nel caso

[1 (11)] su ciascuna delle due rette i 2 punti del caso generale coincidono. -— Fi-

nalmente se la conica fissa si riduce ad una retta doppia, allora nel caso [(11)1] vi

sono 2 punti (doppi) distinti, e nel caso [(21)] questi coiiacidono.

AppKcando adunque la regola fornita dal teorema citato avremo per le varie

specie di complessi quadratici le seguenti particolarità, dipendenti solo, entro ciascuna

delle 3 sottoclassi, dalla quaterna focale.

1. Superficie singolare una quadrica doppia non degenerata.

[(111)111]. Caso generale: le 4 rette focali, e quindi anche le 4 congruenze

lineari di rette singolari sono distinte. Vi sono 3 complessi fondamentali isolati in-

volutori.

[(111)21] . Due rette focali coincidono in una retta doppia del complesso qua-

dratico (proveniente dall' indice caratteristico 2) ; due delle congruenze lineari singo-

lari coincidono neUa congruenza speciale delle tangenti alla quadrica lungo quella retta.

[(111)3]. Tre rette focali coincidono in una retta doppia, e quindi anche 3

delle 4 congruenze singolari coincidono nella congruenza speciale delle tangenti alla

quadrica lungo quella.
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II. Quadrica degenerata in due piani con due punti comuni.

[(211)11]. Caso generale: I due sistemi di generatrici della quadrica sono scissi

in due coppie coniugate di fasci, di cui l'una è composta di rette doppie del com-

plesso, l'altra contiene le quattro rette focali, 2 per ciascun fascio. Vi sono 4 con-

gi-uenze lineari di rette singolari, di cui ciascuna ha per direttrici una di quelle rette

focali e una retta dell'altro fascio (di quella stessa coppia di fasci).

[(211)2]. Sull'un fascio coincidono due rette focaU in una retta che sarà doppia

pel complesso quadratico. Le congruenze lineari di rette singolari relative alle altre

due rette focali non si specializzano (*) ; invece coincidono le altre due, e, com'è

facile vedere, in una congruenza lineare che si scinde nel piano e nel punto di rette

i quali contengono quel fascio.

[(311)1]. Delle due rette focali di ciascuno dei 2 fasci, una per ciascuno è

Tenuta a coincidere colla retta comune ai due fasci, e corrispondentemente due delle

4 congruenze lineari di rette singolari coincidono in una congruenza speciale avente

quella retta per asse.

[(411)]. Tre delle 4 rette focali coincidono colla retta comune ai 2 fasci e

danno luogo ad una congruenza lineare di rette singolari (contata tre volte) scissa

nel piano e nel punto di un fascio ; rimane nell'altro una retta focale che dà luogo

ad una congruenza lineare generale di rette singolari.

III. Superficie singolare: un piano e un punto uniti contati 4 volte.

[(221)1]. Due rette focali distinte per quel punto in quel piano, le quali sono

assi di congruenze lineali speciali, che, contate doppiamente, comprendono tutte le

rette singolari del complesso quadratico.

[(321)]. Quelle due rette focali e quindi anche quelle due congruenze lineari,

coincidono.

Classe F.

Complessi quadratici, le cui caratteristiche contengono un gruppo di

8 indici ed uno di 2.

Essi hanno un sistema lineare doppiamente infinito di complessi lineari fonda-

mentali ed inoltre un fascio di altri complessi lineari fondamentali involutori a quelli.

Yi è dunque una rigata quadrica di rette doppie ed inoltre vi sono due rette doppie

(distinte o coincidenti) sulla rigata quadrica coniugata. La superficie di 2" grado che

contierfe queste rigate è ancora, contata doppiamente, la superficie singolare come ac-

cadeva per la classe precedente. 11 complesso quadratico è ancora generabile con due

fasci di complessi lineari proiettivi, le cui congruenze di base abbiano comune la ri-

gata quadrica delle rette doppie, ma anche con fasci convenienti di complessi lineari.

(•) Il Weiler (loc. cit., n" 27) dice invoce die queste due cnngi'uenze lineati sono speciali con

direttrici che si tagliano.
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le cui congnieuze di base hanno solo comuni le 2 rette doppie contenute nella rigata

quadi'ica coniugata. Si hanno solo queste 3 specie:

[^lll)^ll)l], [(111)C21)], [(211)(11)]. Serie omofocale di grado V.

Si può anche per questa classe considerare una quaterna focale per la serie omofo-

cale di complessi quadratici come pei complessi della precedente classe E (soltanto

che quella quaterna sarà specializzata) e anzi valgono anche per la classe che ora

consideriamo le proprietà relative a quella quaterna focale ed alle congruenze di rette

singolari che vedemmo per la classe precedente, poiché quelle proprietà non dipen-

devano che dall'esistenza di un gruppo caratteristico di 3 indici. In particolare avi'emo

la distinzione tra quelle tre specie comprese in questa classe paragonandone quelle

loro quaterne focali a quaterne di punti di una conica aventi per caratteristiche (V.

n" 160) [(11)1], [(21)], [1(11)], rispettivamente. Avremo dunque:

[(111)(11)1]. Oltre alla rigata quadrica (non specializzata) di rette doppie del

complesso quadratico, questo ha altre due rette doppie nella rigata coniugata (*), nelle

quali coincidono a coppie le rette della quaterna focale: le rette singolari formano

due cougi'uenze lineari speciali (contate due volte) aventi quelle due rette per assi.

[(111)(21)]. Quelle due rette doppie coincidono in una retta, asse di una con-

gruenza lineare speciale di tangenti alla quadrica, costituente, contata 4 volte, la

congruenza delle rette singolari.

[(211)(llj]. La quadrica singolare si scinde in una coppia di piani con una

coppia di punti. Oltre ad una copia di fasci di rette doppie del complesso, ogni fascio

della coppia coniugata contiene un'altra retta doppia del complesso quadratico , ecc.

Classe G.

170. Compiessi quadratici le cui caratteristiche coìitengono dtie gruppi di 3

indici, e quindi aventi per caratteristica :

[(111)(111)].

Un complesso quadratico di questa specie ha due serie lineari doppiamente in-

finite di complessi Kneari fondamentali, le quali, per quanto sappiamo, saranno invo-

latone; quindi gli assi dei loro complessi speciali formeranno le due rigate quadriche

coniugate di una stessa superficie di 2" gi'ado, e saranno rette doppie del complesso e

della sua superficie singolare, la quale si ridurrà quindi a quella superficie di 2° grado

contata due volte. Ora il fascio di rette determinato da due rette doppie provenienti da

gruppi caratteristici diversi sappiamo esser sempre composto di rette del complesso qua-

dratico. Applicando questa proposizione a due generatrici qualunque di diverso sistema

di quella superficie di 2° grado, noi vediamo che tutte le tangenti a questa superficie (le

quali evidentemente formano un complesso quadratico) appartengono al complesso qua-

dratico considerato. Dunque ogni complesso della specie considerata non è altro che il

complesso delle tangenti di una superficie di 2° grado, la quale ne è superficie singolare.

(*) Il Weileb noa nota il comparire di queste rette doppie separate sia in questo caso, sia nel

successivo.

Seeie il Tom. XXXVI. xj
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La formula generale ci dà o per grado della serie omofocale di questo complesso

quadratico, ed in realtà vi è solo un complesso quadratico die abbia quella super-

ficie singolare. Bisogna notare che dicendo « superficie singolare » intendiamo non

solo l'insieme dei suoi punti e dei suoi piani, ma anche l'insieme di quei suoi punti

e piani che sono doppi rispetto al complesso quadratico. Quindi le superficie singo-'

lari p. e. dei complessi quadratici [(111)111] e [(111)(111)] sono ben diverse, quan-

tunque costituiscano entrambe delle superficie generali di 2° grado doppie; ma pel

complesso [(111)111] i punti ed i piani doppi formano 4 generatrici determinate di

quella superficie (la quaterna focale), mentre pel complesso [(111 )(1 11)] tutti i punti

ed i piani di quella superficie di 2° grado sono doppi (V. anche la nota al n° 144).

Come caso particolare del complesso ora visto delle tangenti di una superficie

di 2" grado va considerato il caso [(222)], che incontrammo nella classe E. Si può

in fatti imaginare il caso [(222)] come derivato da quello [(111)(111)] facendo av-

vicinare indefinitamente i valori delle due radici triple del discriminante corrispondenti

ai due gruppi caratteristici di questa. Già notammo che in tal caso vi è tutto un

piano (o tutto un punto) di rette doppie, del complesso quadratico e della sua super-

ficie singolare : ciò proviene dal fatto che le due serie lineari doppiamente infinite di

complessi fondamentali essendo involutorie devono diventare una serie di complessi li-

neari tutti speciali, quando vengono a coincidere. È chiaro che quella quadrica come

luogo di punti (o inviluppo di piani) si sarà ridotta a quel piano doppio (o quel punto

doppio), e quindi come inviluppo di piani (o luogo di punti) si sarà ridotta ad una

conica di quel piano (o ad un cono avente il vertice in quel punto). Dunque nel caso

[(222)] il complesso quadratico si compone o delle secanti di una conica, o delle tangenti

di un cono. — È da notarsi però che in questi casi la superficie di piani singolari, o ri-

spettivamente dei punti singolari, si può considerare come indeterminata : ogni piano dello

spazio è singolare pel complesso quadratico delle secanti di una conica ed ogni punto

dello spazio è singolare pel complesso quadratico delle tangenti di un cono quadrico-

171. Con ciò è compiuta la classificazione, che intendevamo fare dei complessi

quadratici, trascurando quelle specie che si scindono in complessi lineari (*). Come

già facemmo per la classe A dei complessi quadratici, così per le altre si possono

dare le caratteristiche delle congruenze quadratiche focali, facendo uso del teorema

(*) Tutti i risultati da noi ottenuti vanno d'accoi-do con quelli del Weiler salvo alcune inesat-

tezze, che già rilevammo, della memoria di questo. Vogliamo ancora notare qualche altra inesattezza di

quella memoria
,
pensando così di far cosa utile ai cultori della geometria della retta , ai quali può

spesso accadere di doverla consultare. Pel complesso [(22) 11J, la cui superficie singolare vedemmo scin-

dersi in un cono quadrico ed una conica, lo rette singolari formano due congruenze quadratiche risp. di

tangenti al cono e di secanti della conica ; i 2 complessi lineari a cui queste congruenze risp. appar-

tengono non sono punto involutori come dice il Weiler (n" 23). Lo stesso errore si ripete pel caso

[(32) )] , che vedemmo esser caso particolare di questo (Weiler, n° .35). Nel caso [(22)
'..'J

vi è, come
parte della congruenza di 2° grado delle rette singolari, una congruenza quadratica di tangenti di un

cono (o di secanti di una conica), la quale appartiene ad un complesso lineare che non è quello spe-

ciale indicato dal Weiler (n» 40), ma un certo complesso lineare generale. Quest'ultima osservazione

fu pure già fatta, almeno in parte, dall'HiEST nella memoria citata , in cui si trovano anche corrette

due altre inesattezze del Weilek, a proposito dei co.mplossi quadratici [{1 1)(ll) ?] e [(31) 1 1)], le quali

perciò non abbiamo notato.
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Jato al n" 1(50. Però è chiaro, per le teorie svolte, che le classi £ ed i^ di com-

plessi quadratici non possono avere per congruenze quadi'atiche focali che congi'uenze

degenerate in coppie di congruenze lineari, e che le classi JD e G non hanno con-

gruenze focali, sicché rimangono soltanto le congruenze focali dei complessi delle classi

B e C. Come le congruenze quadratiche che ottenemmo dalla classe A di complessi

quadratici avevano soltanto congruenze lineari fondamentali isolate e per focali delle

rigate biquadratiche (non già come superficie focali , ma come luoghi di rette) , così

quelle ottenute dalle classi B, C hanno fasci di congruenze lineari fondamentali e qua-

terne di rette focali.

Specie delle loro covgruense
Specie dei complessi quadratici

[(11)1111]

[(11)2111

[(11)31]

[(11)22]

[(11)4]

[(21)111]

[(21)21]

[(21)3]

[(31)11]

[(31)2]

[(41)1]

[(22)11]

[(22)2]

[(32)1]

[(11)(11)11]

[(11)(11)2]

[(21)(11)1]

quadratiche focali

[(11)111]

[(11)21]

[(11)3]

[(21)11]

[(21)2]

[(31)1]

m)]

[(22)1]

[(32)]

[(11)(11)1]

[(21)(11)]

[£(11)11]

[2(11)1]

[^11)2]

[3(11)]

[1(21)1]

[2(21)]

[1(31)1

[1(22)]

[1(11)(11)]

Siccome noi abbiamo già visto le proprietà che distinguono quelle varie specie di

complessi quadratici e quindi le loro superficie singolari, cosi essendo queste le su-

perficie focali di quelle congruenze quadratiche si può dopo queste indicazioni riguar-

dare come compiuta anche la classificazione delle congruenze quadratiche. Queste

congruenze si distinguono anzi tutto in 2 classi, secondo che appartengono ad un com-

plesso lineare generale ovvero ad un complesso lineare speciale. Nel classificare i com-

plessi quadratici A noi trovammo (V. alla fine del n" 164) 7 specie di congruenze

quadi-atiche della 1' classe, e 12 della 2^ classe. Ora poi ne troviamo altre 11 specie

della 1^ classe e 9 della 2^ classe. In totale vi sono dunque 18 specie di congruenze

quadratiche appartenenti ad un complesso lineare generale, e 21 specie di congruenze

quadratiche appartenenti al complesso speciale delle rette secanti di una retta fissa
;
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in genere vi sono 39 specie di congruenze quadratiche (*). — Similmente contando

le specie da noi trovate di complessi quadi'atici se ne hanno 49.

Quanto poi alla classificazione, che pure intendevamo fare, delle rigate biqua-

dratiche, essa è contenuta (tenendo anche conto di tutte le degenerazioni possibili di

quelle rigate) in quella delle classi B, C, D, F dà complessi quadi-atici.

172. Terminiamo col ricordare, riguardo alla classificazione dei complessi qua-

dratici, che entro ciascuna tra parecchie delle specie che noi così abbiamo trovato

possono esservi ancora varii casi diversi proiettivamente tra loro: ciò accade per tutte

quelle specie che sono dotate di invarianti assoluti. Xoi vedemmo (n° 141) come si

riconoscano queste specie e come per ciascuna di esse si possa assegnare immediata-

mente non solo il numero degl" invarianti assoluti, ma anche quei gruppi di elementi

di forme di 1" specie che li danno come rapporti anarmonici (*'•). Così, come no-

tammo, il complesso quadratico più generale ha 4 invarianti assoluti, di cui 3 ap-

partengono alla sua superficie singolare. Così la superficie singolare corrispondente alla

caratteristica [222] non avrà invarianti assoluti, sicché potremo conchiudere che una

superficie di Steiner (o la sua reciproca) non ha invarianti assoluti. Così la superficie

singolare [(11)1111], cioè la rigata biquadratica, ha 2 invarianti assoluti (V. n° 156),

e possiamo anche trovarli applicando la regola generale data. Si consideri cioè il piano

tangente in un punto qualunque di quella superficie: la taglierà in una generatrice

ed una cubica passante per quel punto ; le 4 tangenti condotte da questo a quella

cubica, e quella generatrice formano un gruppo di 5 rette di un fascio, che rimarrà

proiettivo a se stesso mutando il punto della superficie ed avrà per invarianti asso-

luti quelli della supei'ficie. Per uno di questi invarianti assoluti si potrà dunque as-

sumere il rapporto anarmonico di una cubica piana contenuta nella superficie, donde

risulta che questo rapporto anarmonico è lo stesso per tutte le cubiche piane della

superficie, proprietà nota importante della rigata biquadratica e che noi così abbiamo

(*) Con una rappresentazione, fli cui abbiamo già parlato , e che si riduce in sostanza ad una

proiezione stereografica di una quadrica a 3 dimensioni (generale o specializzata) , si può ricondurre

allo studio delle congruenze quadratiche di un complesso lineare, generale o speciale, lo studio delle

superfìcie di 4° ordine con conica- doppia
,
generale o scissa in due rette — od anche viceversa. In

questo senso dunque si può dire che la classificazione di quelle congruenze quadratiche e la classifi-

cazione di queste superficie di 4° ordine sono identiche tra loro. Il fatto che nella geometria della

retta non si ha il corrispondente del caso in cui la conica doppia di quelle superficie si scinde in due

rette coincidenti dipende dal non potere un complesso lineare essere doppiamente specializzato, perchè

la quadrica di rette non è specializzata.

(**) Il teorema, che ivi notammo, cioè che ogni fascio di complessi lineari polari di rette rispetto

ad un complesso quadratico contiene sempre un complesso involulorio con ogni sistema lineare di

complessi fondamentaii di quello, dà luogo a nuove proprietà riguardanti varie specie di complessi

quadratici. Così io ogni complesso quadratico avente un fascio di complessi fondamentali potremo

dire che le due rette doppie corrispondenti di quello stanno sempre in un complesso lineare rispetto

a cui sono coniugate una retta qualunque dello spazio e la sua polare rispetto al complesso quadra-

tico. Cosi in ogni complesso quadi-atico avente un sistema lineare doppiamente infinito di complessi

fondamentali, e quindi la superficie singolare ridotta ad una quadrica doppia, p. e. nel caso [(III) Il 1],

una retta e la sua polare rispetto al complesso taglieranno le stesse due generatrici di un certo si-

stema di quella quadrica : il sistema cioè delle rette doppie del complesso. Quindi nel caso [(III) (1

1

1)]

una retta e la sua polare tagliano le stesse generatrici di entrambi i sistemi della quadrica singolare

e quindi sono polari rispetto a questa quadrica nel senso ordinario della parola.
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ottenuto come caso pai-ticolai-e di una proprietà delle superficie singolari di complessi

quadratici. Similmente notando che la superficie singolare [(11)(11)11] deve avere un

invariante assoluto ed interpretando questo nello stesso modo die nel caso pi'ecedente

si ha una proprietà notevole di due quadriohe passanti per uno stesso quadrilatero

sghemho. E così via dicendo.

Così nella specie più generale di complessi quadratici, cioè [111111], è incluso

quel complesso quadratico, che fa studiato dal Battagìiui (che lo considerava invece

come il complesso quadratico più generale) (*). La superficie singolare di un tale com-

plesso è un tetraedroide di Cayley, e corrisponde alla relazione d'involuzione del

gruppo dei 6 complessi quadratici speciali della serie omofocale relativa a quella su-

perficie. Inoltre se si prendono i due elementi doppi di quell'involuzione si hanno i

due soli complessi quadratici di Battaglini relativi al tetraedroide (cosa che dimosti'erò

in altra occasione). È notevole come dalla considerazione di quell'involuzione e delle

note proprietà della superficie di Kummer si ricavino quelle del tetraedroide. Se si

considera un piano doppio qualunque, i 6 punti doppi che stanno sulla sua conica

di contatto formeranno un'involuzione e quindi saranno congiunti a 2 a 2 da 3 rette

concorrenti in un punto, pel quale in conseguenza passeranno altri 3 piani doppi. Si

vede così che i 16 piani doppi passano a 4 a 4 per certi 4 punti (pei quali il cono

circoscritto alla supei"ficie si scinderà in conseguenza in due coni quadrici) e che si-

milmente i 16 punti doppi stanno a 4 a 4 su certi 4 piani (nei quali la curva d'in-

tersezione coUa superficie si scinderà in due coniche). Ma è pure facile scorgere che

quei 4 punti e questi 4 piani formano lo stesso tetraedro, poiché in uno di questi piani

i 4 punti doppi della supei'ficie, che vi stanno, formano un quadrangolo, di cui ognuno

dei 3 punti diagonali, stando su due rette congiungenti di punti doppi, e quindi inter-

sezioni di piani doppi, della superficie, è punto comune a 4 piani doppi, ossia è uno dei

4 punti sopra considerati. Si hanno così le proprietà principali del tetraedroide (*'").

(*) V. Giornale di matematiche, voi. 6 e 7.

(*") L'esposizione delle proprietà note del complesso quadratico di B.WTAQLiNr e di alcune mie

ricerche su esso furono oggetto di alcune conferenze da me tenute nell'anno scolastico 1881-82 nella

scuola di Magistero relativa al corso di Geometria superiore. Recentemente ne trovai una nuova pro-

prietà interessante, che dimostrerò in altra occasione: quella di potersi rappresentare su un complesso

lineare di coniche iscritte in un tetraedro.

Il complesso quadratico di Battaguni si può poi anche generare (in infiniti modi) come luogo delle

rette che tagliano armonicamente due quadriche fisse [o correlativamente). Questa proprietà che fu

scoperta dall'AscHiERi [Giornale di mot., voi. 8°), assunta come definizione del complesso quadratico,

conduce a cercare quante e quali delle divers e specie di complessi quadratici si possano generare in

quel modo. Il mio amico carissimo Gino Loria ed io abbiamo fatto insieme questa ricerca assai in-

teressante. Da essa risulta che molte delle specie di complessi quadratici si po.'^sono generare in questo

modo, ad esempio la spacie [2221, che ha per superficie singolare la superficie di Steiner o la sua

reciproca. Da quella generazione si ottengono varie proprietà di quéi complessi e doUe loro superficie

singolari, delle quali alcune sono nuove.
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SULLO

SCOSTAMENTO DELLA LINEA GEODETICA

DALLE

SEZIONI NORMALI DI UNA SUPERFICIE

OIOVAUMl DE BER.%RDIi«ISi

Approvata nelV adunanza del 2 Dicembre 1883

Un facile procedimento, per la ricerca delle relazioni esistenti tra una linea

geodetica, tracciata su di una superficie, e le due sezioni normali reciproche, che

passano per due punti abbastanza vicini di essa (cioè tali, che la loro distanza geo-

detica possa considerai"si, come quantità molto piccola, rispetto ai raggi di curvatura,

della superficie), è ciò, che in prima mi propongo di espoiTe, servendomi delle proprietà

generali delle supei-ficie. Giovandomi dei recenti lavori del D'Andrae applicherò i ri-

sultamenti alla ellissoide di rotazione intomo all'asse minore. Dalle formole trovate

dedurrò poi quelle date da Weingarten, e brevemente sviluppando il metodo tenuto

dal precedente autore in tali ricerche, estenderò gli sviluppi per la differenza degli

azimut sino al termine di 4° ordine inclusivo.

I.

Ricerca delle serie che rappresentano le linee geodetiche

di ima siiperflcie.

1. Supponiamo la data superficie riferita ad un sistema di assi rettangolari,

prendendo il piano tangente in un suo punto per piano delle xy , e la normale alla

superficie in esso punto per asse delle z . Le proiezioni di una curva qualunque

,

tracciata sulla superficie, su i piani delle xy ed xz ,
possono essere rappresentate,

nelle vicinauze del punto considerato, dalle serie

a;^ ,„ x^ .^ x'' ,. rc^

z= z„+ z^x + z, y + ^o -Q+^0 2Ì + ^° 120"*"

,(I).
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nelle quali y^ </„" yà' • • • ^ò ^ò' ^ò" • indicano i valori che le derivate di diverso

ordine delle coordinate y & s (considerate come funzioni della variabile indipendente x)

prendono nel punto J.(a;„2/o^o)- Se scegliamo il punto A come origine delle coordinate,

e facciamo coincidere l'asse delle x con la tangente alla precedente curva nel punto A
,

aTremo

2/„'=0 ^o'=0

e le precedenti serie si riducono alle altre

v,3 ~.4/y^ ry" /y^ rp

2/=2/o 2+2/0 -g+2/o 24+2/0 j^
„3

x'
yy-^ ry' ry^

-^„^ + ^„ g+^o 2^ + ^o
-J20+-'"

2

(2)-

Per determinare i coefficienti delle diverse potenze di x , esprimiamo analiticamente

la proprietà caratteristica delle linee geodetiche, di avere il piano osculatore in ogni

loro punto normale alla superficie. Chiamando X YZ le coordinate correnti, l'equa-

zione del piano osculatore ad una curva nel punto {x, y, g) è

X-x Y-y Z-.

dx cly ds

d'^x d'-y d'z

= (a)>

(4),

(5),

che dovendo essere normale alla superficie data

u= F{x, y, ^) =

fa d'uopo contenga la normale ad essa

x — x+:p{Z—s)z=o

Y-y+q{Z-,) =

nelle quali equazioni i) e q indicano le derivate prime parziali di s rispetto ad x ed y ,

che si ottengono dalla derivazione della equazione (4).

In virtù delle precedenti equazioni (5) la (3) diviene, scegliendo x come va-

riabile indipendente

p q -ì
1 y' 2' =0

y" s'

ovvero

y" + q2"+P {.v'y"—y'.i) — (6),

che insieme alla equazione (4) determina le linee geodetiche sulla data supeificie.

Le due derivate parziali ^ e g' si annullano per x^= y^=:g^:=Q avendo scelto

il piano tangente in A per piano delle xy , sarà perciò

2/0"= ,(7).
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DeriTando la equazione della superficie rispetto ai x , e considerando y come

funzione di x , avremo

e" = ) + 2sy' + tii' -i-qìj
"

... . eh-
, „ „ }

(8).

dove r s t indicano le derivate parziali di z di secondo ordine rispetto ad x , &à y

e X, ed y .

Dalle precedenti equazioni si ha pel punto origine delle coordinate

i" ':= '"=}• g"'=^r' CQI

e derivando nuovamente la (6) si ottiene

y"+q-"'+{s + iy')/+p{/y"'—y'z"') + {r + sij'){s!'y"—y'2") = . . .(10),

che per le condizioni (7) e (9) da

2/0'"= -'0 So (11)-

Spingendo le derivazioni sino al quinto ordine dell'ultima equazione (8) e della (10)

si avrà successivamente per x:^y=:g ^0 ,

2:' =r:-Ar,s:

;r/ = -
I

5 ..„ (3 ,-„s'„ + 2 r;0 - r;-
1

2/0"=— ('oSu'+2r;sJ ,

2/0'' =
''o So (1 2 So" + ^o '-0+ 3 >•„') — 3 (s„ »•„"+ sj rj) — r, s„" ,

e sostituendo nelle (2) si ottiene per le serie che rappresentano le curve proiezioni

della geodetica su i piani xy ed xs :

1,1,
+

1 Jo
!»-oS„(i2s/+ ;„»•„+ 30-3 («„,•;+ s;,-»') -'-oSo" U'+ •

Y20 p ^° ^'^ '" ^° + - ''o' ^o^ "~ ''' '

^' +

2. Eiesce ora facile trovare la serie , ordinata secondo le potenze ascendenti di x ,

che dà un arco <7 di geodetica. Essendo

e+y^-m-m
Sekde n. Toji. XXXTI. T
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sostituendo, alle derivate sottoposte al segno radicale, le serie che si ricavano dalle (13)

derivando, si ha

o

ed integrando sarà

dalla quale, considerando x come funzione di a, si deduce

x= G-^r:^'^-^r^r:G^-^{Sr:^+ 4r^r:-lZr:s:-13r:')a'- (15)

che insieme alle altre due che si ottengono dalle (13) quando in esse si sostituisca

a;= .(l-Ì,-.^-Ì,Vo'^^..)

e che sono

5 s„ (2 »•; s,+ 3 -;•„ s^) + 2 5 »; ;- - r; \a\ . .

...(15)

— 120) ^^'^ l

costituiscono le tre serie cercate, che danno le coordinate dei punti di una geodetica

in funzione dell'arco u , nelle vicinanze del punto origine delle coordinate.

II.

Differenza tra la lunghezza di un arco di geodetica

e quello di tma sezione normale.

3. Eimanendo lo stesso il sistema degli assi coordinati, indichiamo con X TZ
le coordinate variabili dei punti della data superficie, pel teoroma di Taylor si avrà

Z=^{r, X^ + 2 5„X Y+ f„ 1-) + i (r; X' + 3 5; X^ Y+ 3 tjX Y^ + «„ Y'} +
i...(16)

+^ (>•„" X^+ 4 s„" X' Y+ G t: X^ I- + 4 i,: X r + v„Y'') + ...
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Dinotando con x ij .z le coordinate di un punto B della geodetica considerata,

a cui è tangente l'asse delle X , la equazione del piano normale alla superficie nel

punto ^1 e che passa per B sarà

^^=1^ (17),

la cui intersezione con la (16) darà la sezione normale in ^ e che passa per B .

Chiamando 7' il suo arco compreso tra i punti A e B , osservando che la prima

delle equazioni (13) dà

j=-g '•0 s„ .r*— 2^ (j-o 5o' + 2 »•; 5„) x'

+

+Y^ 'o ^% (1

2

s: + /„ ,•„+ 3 ,-) - 3 (5„ )•;'+ $: rj ) - / sj- '.x^+...

avremo

-/-i/-(^)'-(ih
.(18),

= ^- + i )•„' x' + ^ ;„ ,•; ^' + 3^ 1 2 *•„rj- 3 5 r^ s;- 9 r,"+9 r,'^ix'+ . .

.

dalla quale sottraendo la (14) si ottiene la differenza cercata

Si può quindi conchiudere che per tutte le superficie la differenza tra la lun-

ghezza di un arco di geodetica e quella di una sezione normale della superficie in

un estremo e che passa per l'altro comincia almeno con un termine di 5" ordine.

IH.

Differenze ira Vazimut di una geodetica

e quelli delle due sezioni normali reciproche.

4. Chiamando m il coefliciente angolare nella equazione (17) si avrà tenendo

presente la prima equazione (13)

y \ 1 , ,

»»= -=— g'-oSoa^'— 2^(''oSo'+2>-;sJ^'+ . . •

e se indichiamo con ò l'angolo che la linea geodetica forma colla sezione normale,

sarà m= tang 5 , e sino al 3° ordine inclusivamente, avremo

o"= «i-y + . . .=-Ì»-„5„a;^-^(r„.;+2r;sJ^'+ (20).
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5. Per trovare l'angolo 7 che la geodetica forma con la tangente alla sezione

normale (reciproca) in ^ e che passa per A , chiamiamo X, Y, le coordinate del

punto d'incontro della normale in B alla superfìcie col piano tangente. Dalle equa-

zioni (5) ponendo Z=0 si ottiene

ma dallo sviluppo in serie della equazione della superficie, si ha derivando parzialmente

le quali insieme alle (13) danno (essendo y di 3° ordine e ^ di 2°)

X,^x(l+^r:x^+(^r:r,+ ^r,r:)x' + ...\

e quindi sino al 3" ordine inclusivo

ri 1
, ,

tang7=^= «= -r„.s„a;'+— (5r„s„ +2rjs^)x^+ . . .

ovvero

7=w-| + . . . = -r,s,x^+^^{'or,s: + 2r:s:)x'+ (21).

Le relazioni (20) e (21) mostrano essere per tutte le superficie almeno di 2" ordine

le differenze cercate , e che in generale la geodetica è compresa tra la sezione nor-

^ 1

male diretta, e la sezione normale reciproca, e che per x infinitamente piccolo -^ —
;

7 2

facendo però eccezione pei casi speciali in cui r„ s^ si riduce esso stesso ad una gi'andezza

di prim' ordine di un ordine più elevato.

Essendo di 3° ordine la differenza tra x e g' si può nelle precedenti formole

sostituire 17 ad x , e si ottiene con la stessa approssimazione

^= - g '-oSo^^- 24 K«o'+
2 rjs,) 7^+ . . . (22);

7= ^'•oS„7^+^(5r„s:+2r;s„)^'+ ... (23).
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IV.

Applicazione delle jyrecedeìiti formale allo sferoide.

6. Per applicare i precedenti risultamenti allo sferoide, troviamo la sua equazione

riferita ad un sistema di assi rettangolari, scegliendo il piano tangente alla superficie

come piano delle x ij , e la normale ad essa, diretta internamente, come asse delle 2 .

Per metterci poi nelle condizioni in cui sono state trovate le formole ottenute, faremo

coincidere l'asse delle x colla tangente alla geodetica.

7. La equazione della ellissoide di rotazione intorno all'asse minore b , riferita

ad un sistema di assi rettangolari passanti pel centro, e il cui asse delle s coincida

con l'asse di rotazione è

Per ottenere quella riferita al primo nominato sistema di assi, supponendo l'asse

delle X tangente al meridiano nel punto A di latitudine vera o , in cui si trasporta

l'origine delle coordinate, le formole di trasformazione sono

a cos o
X=—^==^=^ — Z cos o — A sen y

a (1 — e^) sen © ^ ^
;=— —- — Zsen e + a cos

y \ — e^ sen^ o

come è facile vedere , tenendo presente che

3f z-- _

è la equazione della ellissi meridiana ed

a cos 9 a[\ — e^)sen©

|/ 1 — e^ sen^ y ^ \— e^ sen ^m

sono le coordinate del punto A .

Eseguendo la trasformazione si ottiene per la equazione cercata

Z"^ (1 — e^ cos' o) + X^ (1 - e^ sen^ e) + Z^ (1 - e') - 1

2a{\ — P^\ \ (25),

y \ — e^sen^o ).

ove

a'— V-
e'= -
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8. Per eseguire la seconda trasformazione, dobbiamo porre

Z=^z X= .TC0S5; — ?/sena F=xsen 5:4- ?/ cosa

essendo a. l'azimut della geodetica, contato da Nord verso Est, ossia l'angolo chela

tangente alla geodetica forma con l'asse delle X tangente al meridiano. Sostituendo

nella (25) e chiamando p ed JV i raggi di curvatura delle due sezioni normali

principali in A si otterrà

cosa
/cos^a sen^a\ /sen^a cos^<z\ /l 1 \

2 e' sen g cos C5

,

^ 1 — e' cos^ e* , „

ovvero

u=— x' + Aìf+ 2Bxij — 2C{xcosx — !jseiic^.)z+Dz''—2z= . . .(26),

che, paragonata con la precedente , mostra quali espressioni sieno state indicate con

i coefficienti A , B , C , B , JR . Per determinare r„ s„ r„' «„' troviamo le equazioni

differenziali parziali di 1" e 2° ordine della equazione della superficie t<=:F{x,y,s) =
che sono

du du „ du dn ^
j^p—=0 +g =0

dx ds a II ds

du d^ti d^u d'-ii

ds dz dxaz dx

du d'^u d^u d^'ic „ . ,__,

;T-^+ :ri2^ + 2;5—T-2 +-^= )
(27),

ds ds dyds dy '

du d^u d^'u d'^u d^ u

dz dz"" dxdz dsdy dxdy

nelle quali ponendo .r„= j/^^ s^= e ricordando che per la particolare scelta degli

assi jJo^g^o^O si ottiene

ldu\ Id-'uX „ idii\ I d'u \

\dz\ \dx^K \àz\ \dxdyl„

ma nel presente caso

eli] =-2 /^:^\ = 2
/ ^«^\ _2^

\dz/^ \dx\l„ R [dxdyì.
perciò

quindi

'^ = ì ^»=-^

jB 1 / 1 1 \ fi^ cos^ (p sen a cos u

^-'•°--^^J;(p-^-)^^"'^^"^^= + .Yi^(l-e-)

I
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e la (19) diverrà relativamente allo sferoide

1 e'' cos' e sen' 2 a a'

ma

Ì=Ì(l+X.e^+ ).,e'. + ...)
x> a-

•^ = -(1+). e' + X'e' + . . .)

quindi

1 e* cos* (E sen" 2a cr^

SCO 1 — e'
a*
T1 + --- (29).

espressione che prende il massimo valore per c = e 2a = 90°. L'ordine di grandezza

della precedente differenza ci fa concliiudere , che sostituendo ad un arco compreso

tra due punti di una geodetica sullo sferoide, quello della sezione normale alla su-

perficie in uno di essi e che passa per l'altro, non si commette errore sensibile, ed

in conseguenza nei più delicati calcoli geodetici non sarà mai il caso di tener conto

di tale correzione.

9. Derivando la prima e la terza delle equazioni (27) rispetto a.i x , e non

tenendo conto dei termini che si annullano all'origine si ha

\(Z2/^
°

xdxds'a" \^-^/o
" \dzdxj„ \dsdyj„°

nelle quali sostituendo le particolari espressioni delle derivate parziali, che si ottengono

dalla (26) risulta

2Ccosa , ^ -r, „ Csena
r„= s^—2BCcosc/.^ ^—

li si

e quindi

Csena, 1 _ \ e^ seno coso /9 8\

Inoltre lisulta

Csena/

5

_ \ e^sen s cose sena / 21 16\
.
or„.„+2.„.„=-^(- + 16Scot«) = + -^|^^-^^(^--^)

e sostituendo quindi nelle equazioni (22) e (23) si ottiene

1 / 9 8 \;a..^--tang.(---jc

1 e^cos^senal , 1^ /21 16\ ,/
7= TT-^ così;.c^ — t;

tango —-—-r^ Ir >
' ÌNE(l — e')\ 8 ^ '\B N

- 1 e'cos^csena= H —

—

'

{ cos '.
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e trascurando nel coefficiente di g' i termini col fattore e^ si ha

. 1 e^ cos" a sen c< i 1
,

(tM

1 e^ cos" £ sen c/.\ 5 e
(

le quali determinano le deviazioni della geodetica dalle due sezioni normali alle estre-

mità dell' arco a , e possono essere utili ad esaminare la posizione della geodetica

relativamente alle due sezioni normali reciproche suddette.

Sostituendo nella espressione ^ i riportati sviluppi di -- ed --
, e calcolando

XI N
con gli elementi di Bessel il primo termine solamente col fattore e^ ponendo a> =:

e 2(z= 90"; si ha per un lato 7 di 200 chilometri

^og io' ,„ ^=logO", 1128 ,

1 2 sen 1 ^ a

il quale risultamento dimostra che gli errori in azimut, provenienti anche da molte mi-

sure angolari riunite in medie, sono superiori alle correzioni che dovrebbero ricevere gli

azimut stessi per la sostituzione delle sezioni normali alle geodetiche. Si può quindi

conchiudere 1 importante teorema fondamentale di geodesia pratica : che gli angoli

asimutaìi, intorno a ciascun vertice di una rete trigonometrica , dati dalle misure

dirette come angoli di sezioni normali, possono riguardarsi come uguali a quelli

formati dalle geodetiche, che congiimgono i varii vertici.

Questo teorema, come le altre conclusioni esigono che gli archi g sieno quantità

molto piccole rispetto ai raggi di curvatura della superficie, ciò che ha luogo per

la superficie terrestre.

10. La simmetria dello sferoide rispetto al piano dell'equatore e ad un meri-

diano, permette di limitare l'esame della posizione della geodetica relativamente alle

due sezioni normali reciproche, facendo variare l'azimut da 0" a 180°.

Per «= 0° ed a =180°, (J= y = e quindi in questi due casi le due sezioni

5 0-

coincidono col meridiano. Variando c< da a 90° finche coso: è > di —t&ngr^—^
,

8 li

sarà anche > di — tang e —, e 5 e y saranno di segno contrario, e la geodetica sarà

compresa tra le due sezioni normali, essendo la sezione normale (in A) diretta a sud

5 0-
, .

della geodetica. Quando cos e/, si approssima a — tang © ^ la sezione normale reciproca
8 ' XI

5 G
tende a divenire tangente alla geodetica in A , ciò che avviene per cos c^ = - tang z. — .

o 1\

Oltre questo valore y diviene positivo, e le due sezioni saranno entrambe a sud della

geodetica, e nel mentre la sezione normale reciproca si va scostando dalla geodetica.
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la sezione normale divetta le si andrà avvicinando, e quando cos« avrà raggiunto il

valore determiiuxto dalla equazione

• tang C3 — — cos a= -/cosa--tang^^\

ossia

cos!Z = — tangB

—

2 °- R

le due sezioni coincideranno a sud della geodetica. Da tal valore in poi 5 diverrà

negativo e y seguiterà ad essere positivo ed avranno tali segni sino ad a =180°.

11. Per vedere più dettagliatamente ciò clie avviene quando cosa varia da

-taugc— ad -tangs— ,
poniamo « = 90"

—

s, essendo e una quantità di 1° ordine,
8 ' Jx 4 ' Jt

sarà cos (90 — s) = sene e quindi le (22) e (23) daranno

1 e^ cos^ 'X. sen a[ 1 e )= 4 ( £ tang ffl— c^

1 e^ cos^ e sen x\ 5 g
j

Per trovare i punti, nei quali la sezione normale diretta incontra la geodetica,

poniamo che per essi sia o'= !7, avi'emo che saranno determinati dalla equazione

(c--ltang.|).;=(.-ltang.|).^

dovendo ad essi punti corrispondere lo stesso angolo ^ . Questa equazione è soddisfatta

da 7, = 7 che corrisponde all'estremo B , e dividendola per (7,— a si ottiene

1 tang s

in cui con sufficiente esattezza si può ad B sostituire la normale i\r in ^ e porre

!7„^ciVcot(7 d'onde £;=tangy-^.

Ordinando la precedente equazione rispetto alle potenze di a, si ha

C7.^-(47,-7)7,-(47„-7)7=0
che. risoluta da

quale mostra che e, è immaginario finché <7„ è < j C' e per 17^ = — ir da ct, ^ .

Seeie II. Tom. XXXVI. x
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Variando g oltre - a . si hanno per a, due valori , uno negativo clie non interessa
°

4

3
considerare , l'altro positivo e sempre crescente , e poiché per o-„= - 7 risulta (7,= o-

o

si vede che il punto d'intersezione della geodetica, colla sezione normale diretta,

3
percorre rapidamente l'arco di geodetica AB , e per i valori di (7„ superiori a — a ,

o

il punto d'insersezione passerà oltre il punto B .

Il significato geometrico di u^ serve a chiarire maggiormente la discussione. È ben

noto dall'andamento delle linee geodetiche sulla ellissoide di rotazione, che partendo

da un loro punto esse procedano verso Nord (0 verso Sud) sino a raggiungere un

punto di latitudine massima, nel quale riescono tangenti al corrispondente parallelo

inviluppo, e da questo punto muovono verso Sud (0 verso Nord). Ora, immaginando

descritta una sfera di raggio K , avente lo stesso asse polare dello sferoide , e che

a questo sia tangente lungo il parallelo di latitudine (p di A , l'arco di geodetica

compreso tra il punto A e detto punto più a Nord, si può considerarlo come esistente

su detta sfera, ed esso insieme ai due archi dei meridiani, che passano per essi punti

determinano un triangolo sferico rettangolo, del quale l'angolo in A è 90°— s e la

ipotenusa 90"—
«p , e quindi l'arco di geodetica considerato sarà eguale ad siVcoty

ovvero a cr„ ; dunque cr„ rappresenta la distanza geodetica di A dal punto più set-

tentrionale della linea. In conseguenza la distanza del punto B dallo stesso punto

sarà (7— (7„ , e se consideriamo la sezione normale reciproca BB'A come diretta,

trasportando l'origine in B , ciò che possiamo fare , essendo le formolo trovate (in

virtù della simmetria dello sferoide rispetto al meridiano) ugualmente applicabili ad

1 3
una direzione occidentale della linea, avi'emo che variando (7„ da — e a — 7 , il punto

4 8

d'incontro S' della sezione normale B^'J. -colla geodetica si muoverà da B a.à A,

.35
ma questi valori di g — 7^ danno per (7„ gli altri — cr e — e :

perciò si può con-
4 8

5 3
chiudere, che il punto S si muoverà da J, a -B variando i7„ da - u a 7 (^ .

8 4

Eiassumendo le precedenti conclusioni si può dire , che quando l'arco di geodetica

è tale, che un punto mobile andando su di esso da A & B , proceda, sempre verso

Nord verso Sud, esso arco sarà compreso totalmente tra le due sezioni normali

reciproche. Le eccezioni si presentano nel l" e 4" quadrante, quando l'azimut è così

prossimo a 90" e a 270", che il punto mobile muovendosi prima verso Nord raggiunge

il punto i7„ e poi volge verso Sud per andare in B, ed in questi casi (7„ dev'essere

sempre < di (7 .

Nei due citati casi si ha :

1 3
1° Che essendo g„ compreso tra e - e tra - cr e a le due sezioni nor-

4 4

mali comprendono ancora la geodetica , la quale si scosta più della sezione normale

diretta dal meridiano di A di B secondo che essa sezione diretta è AA'B B B'A .
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13 5 3
2° Se !7j è compreso tra t e ^ „ ^ ovvero - a e - <7 , l'arco di geodetica A Bio 8 4:

saj'ìl compreso in parte tra le due sezioni normali. Infatti, durante il primo intervallo

il punto d'incontro della geodetica colla sezione normale diretta percorre tutto l'arco u

,

mentre la sezione normale reciproca rimane tutta a Sud della geodetica. Lo stesso

avviene per la sezione BB'A (considerata diretta) nel secondo intervallo, nel quale

la sezione (reciproca) AA'B rimane pure a Sud .

Da —e a -7 le due sezioni normali sono sempre a Sud, e coincidono quando
8 8

ffij:=-7 ciò che porta essere B alla stessa latitudine di A.

V.

FoTmole di Weingarten.

12. Supponiamo che gli assi delle x e delle ij sieno rispettivamente tangenti

alle due sezioni normali principali della superficie in A , % l'asse delle s la normale

ad essa nello stesso punto. Per il teorema di Taylor essa superficie almeno nelle

vicinanze dell'origine può essere rappresentata dalla serie

z=^-{B,x^+T,f)^^{B:x' + ZS:x^y+^T;xf+U,y')^.,.

e relativamente al primo sistema di assi, il cui asse delle X forma col precedente

l'angolo Z si ha

^=
^
(;-„X^+ 2 s^X r+ t, Y^) + \

(*-„'^' + 3s;X^ Y+ 3 t:X Y^^-u^Y') ^. . .

Ponendo nella prima

x=^X cos Z— I''sen Z

ij= X%ea.Z+ YcosZ
(32),

ed eguagliando i coefficienti delle stesse potenze delle variabili si ottiene

r„ = J?„ cos'Z+ T„ sen'Z

s,=-(E„-T„)seTiZco3Z

rj= Bjcos^Z+3Sjcos^ZBenZ+ 3 r;cosZsen'^4- U.sen^

Z

i?; cos^ ZsenZ— Sj cos^Z+ 2 -S; cos Zsen^Z— 2 T„' sen Zcos'Z+

+ Tj sen^ Z— U„ sen' ZcosZ

.(33),
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sostituendo nelle equazioni (19) e (22) ed arrestandosi ai primi termini si hanno le

formole date da Weingarten

a-<7= ^^{R,co5^Z+T,sen'Zy{R^-T:}'sen'2Z.<7'+ (34),

S =—-{B,-T,){B, cos^Z+T.sen^Z) sen 2 Z.G^+ (35),
1 u

nelle quali si può ad R^ e T„ sostituire — e — essendo p e p' i due raggi di

P P

curvatura delle sezioni normali principali.

13. Per la ellissoide di rotazione intorno all'asse minore si ha

3 I

_1_(1 — e^sen^»)^ _ 1 _(1 — e'sen'f)^
°~~p~ a(l-e^)' ''~N~ a

'

sostituendo nelle precedenti formole e ponendo

-= i?„cos^Z+r„sen^^
11

si ottengono di nuoTO la (28), e la (30) arrestata al primo termine.

14. Dalle (15) sostituendovi le trovate espressioni per >•„ ed s„ si ha

X= (7--(4cos^Z+r„sen^Z)(7' + . . .

Y= --(i?„-T„)(i?,cos^^+r„sen^Z)senZcosZ.a^ + ... y ...(36),

Z= i (i?„ cos^ Z+T^ sen^ Z)a'-\-...

le quali insieme alle (32) danno

x=zacQ5Z -R^{R^Q.o%'^ Z-'r Tesevi' Z) cosZ+. .

2/= (7sen^— — r„(E„cos'^+r„sen^Z)seii,^+. . . ), (37),

2=^ {E, cos' Z+T, sen^ Z) + ...

ovvero
a; = (7CosZ — cos.?

tì p B

y= (jsenZ—
^

senZ \ (38),
6p E

(7'-

'=2R+-

che sono gl'integrali in serie, dati da Weingarten, delle equazioni differenziali delle

geodetiche.



PEK GIOVANNI DE BEKAKDINIS 173

VI,

Prncedimento di We/'ngarien

pei' la ricerca delle j^recedenii formiole.

15. Le equazioni differenziali delle linee geodetiche, in coordinate cartesiane, sulla

superficie

u = F{x,xj,z) = ^ (39),

sono

jr.+Pj^.= o ^ + .^==0 (40).

Considerando x , y , z come funzioni della yariabile indipendente <7 , avremo svi-

luppando colla formola di Maclaui-in

(Tidx\ (7^ /d'-x\ G^ [d^x\

_ ^<^(dz\ C-" (d'z\ 0-' /d'z\
~ - 'o + 1 [-^-j+ YT2 [d?);^ITO

\

d? /
+ •

•

Scegliendo gli assi coordinati come nel numero 12, e chiamando Z l'angolo che

la tangente ad una geodetica, che passa per A {x„ y^ z„) , forma con l'asse delle x ,

avremo

(?.).-»- (fi).-»^ ("-:)=» •

e incominciando a contare gli archi e dal punto A , in ciascuna delle (41) saranno

noti i primi due termini.

Per ottenere gli altri coefficienti deriviamo le equazioni (39) e (40) e dinotando

con R S T le derivate parziali di 2° ordine di z si ottiene

dz dx dy

d7 d7 d<7

'^z d'x à^y ^-pìAxV dxdy [dyd'-z

1'.

^— _ ^-Q^f^ — T^^— V r43ì
d<:'~ ^da' da da^ da d^' ' ^

''

d^x_ d? z dxd^'z dy d"

z

d<ji~^ da^ ''dada'- ' da da'-



174 SULLO SCOSTAMENTO DELLA LINEA GEODETICA ECC.

Ora notando che i coseni degli angoli , che la normale alla superficie forma cogli

assi sono proporzionali a

jp, q, —l .

e che in conseguenza della scelta degli assi

le equazioni (40) e (43) daranno

fe)=--B„cosZ(i?„cos^Z+r„sen^Z) \ (44),

(^?j = - r„ sen Z(B, cos^Z+ T„ sen^ Z)

e sostituendo nelle (41) si ottengono le già troTate formolo (37). Se in queste equazioni

supponiamo Z costante e 7 variabile , esse rappresenteranno una determinata geodetica,

invece se si suppongono Zea variabili, esse rappresenteranno la superficie nelle coor-

dinate curvilinee a e Z , essendo le linee e geodetiche , e le linee Z
, quelle che

diconsi circonferenze geodetiche relative al centro A, e che sono normali alle prime.

16. Chiamando ^ l'angolo che un piano normale in A forma col piano xz ,

la sua equazione sarà

X sen /3 — 2/ cos jS = ,

e sostituendovi le espressioni (37) di x ed y , avremo per equazione della sezione

normale in ^ e che passa pel punto {xyz) della geodetica, nelle coordinate curvi-

linee a e Z

sen(i3 — Z)=|-i?„(iì„cos^Z+ r„ sen" Z) sen ^ cos /3 + (46),

che determina Z in funzione di <7 e |6 . Sviluppando si ha

e traendo dalla (46) le espressioni dei coefficienti dei termini della precedente serie,

risulta

Z-|3 = - °^^(^o- ^oH^oCos"l3 + r„sen^(3)sen2/3 + (48),

nel cui secondo membro cangiando /3 in Z, ciò che non altera l'approssimazione se

ne deduce la (35).
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17. Senza alterai-e il procedimento dell'autore per ritrovare la formola (34),

ossia la differenza tra la lunghezza di un arco di geodetica e quello della sezione

normale, che passa per gli stessi punti estremi, osserviamo che le linee a essendo geode-

tiche, e le linee Z normali alle a , la forma dell'elemento lineare della superficie è

ove

,
/rf.r^' iày\ tdzV

Derivando la (37) rispetto a Z, e sommando i quadi'ati dei risultamenti si ottiene

trascm'ando le potenze di n superiori alla quarta, l'espressione del quadrato dell'elemento

lineare sarà

f?5^=f?<7= + /a^-^^i?,, r„ + . .

.

) c^ZS

che per una cui'va qualunque considei'ata sulla superficie dà

.=J..|l+|(l-^;i?„r„+...)(^}fy|+costante.

Applicando questa formola alla sezione normale rappresentata dalla (48), che

derivandola, dà

^=- 1 (i?o - ^o) (-??o cos^ |3 + r„ sen ,3) sen^ 2 13 + . . .

si ottiene essendo 5^0 per (7=0

s-^=3^(i?„-ro)^(i?ocos^p + ^osen^;5)%en^2|3+ (49),

che è la stessa formola (34) colla sola differenza, che nel secondo membro l'angolo ^
è sostituito dall'altro Z, dal quale differisce per quantità di 3° ordine in generale.

VII.

'Ricerca del termine di 4° ordine nella differenza degli azimut

seguendo il procedimento di Weingarfen.

18. Volendo trovare il termine di 4° ordine nella serie, che dà la differenza

tra l'azimut della geodetica e quello della sezione normale alla superficie, e che passa

per i due estremi dell'arco di geodetica considerato, fa d'uopo trovare prima i termini

consecutivi a quelli già scritti nelle serie (37). Deriviamo perciò nuovamente le (43),

trascurando i termini che si annullano per j-^ =: ?/„^ ^o= si ottengono
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(^'\—(^\('L^^I<'L^ÌA ^(àx\ /dy\ fdSdx dSdìj\

\dG'jj~\da/\dx da dy daj^ '^ \d 7Ì\dGÌ\dx d a Th/daj^

/dyV/dTdx dT dy\

\di7l\dx da- dy dal„

\da'j„' "XdaìXda'ì, \dajXda^J\dx da dy da),

ldy\ ìd^z\ IdTdx dTdy\
\daì\da''j\dx da dy daì„

\d?')~
~-'

'AdTa K \d?
)~ \d^), \dJ^ /„ Xd^Ta'^Ty d^l~

Uly\ (d^2\ ìdS dx dS dy\

~\da)\da']\dx da dydaj^

nelle quali entrano le derivate

dB dR_dS dS_dT dT_
dx dy d X dy dx dy

^

/(50).

(51),

per determinare le quali nei diversi casi particolari fa d'uopo trovare le equazioni

differenziali parziali di 1" e 2° ordine della equazione della superficie

che sono

u — F{x, y,z) = ,

du du „ du du ^

dx d.3 dy dz

du f^^M
^

d^u d^u

dz dz^ dxdz dx^

du ^ d^u ^ d'-u d^ii ^ V ,„„,
1-^+ TT2 +2-—-2 + -— .= ) (52),
ds dz^ dydz dy '

dii „ d^u d'^ii di^u dJu

dz dz dxdz dzdy dxdy

delle quali basta poi derivare la prima e la seconda rispetto ad x e ad y e nei

risultamenti porre a;= 2/= .^^ per avere i valori delle precedenti derivate , che

figurano nei coefiicienti cercati (50).

Eseguendo la detta derivazione si ottengono pel punto origine delle coordinate

le equazioni

'd'u\ /dB\ ^ [ dUi \ icPu\

\dzJa\dxl^' """XdxdzJ^' \dx'j

ldu\ /dB\ / d'-u \ / d^u \_
\dzì\dyl„ ^°\dzdyj„ \dx'dy)~

ldit\ ldT\
I
d^u \ I dhi \

\dzl^\dxj^ °\dzdxla \dy'^dx/^

/du\ jdT\
I

d^u \ id^H\

l^ io teA+ ' ^" [dVdyj^wìr '
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f ponendo

« = ^- 1 (i?. ;r* + r„ f) - ^
(i?: .f' + 3 S: x^ y +3 2'; x xf + rr„ y

') + . . .

risalta come potea prevedersi

(a--' (m--' (a--- (f).-'-
e quiniU le (50) danno

(^) = 2?; cos^ Z+ 3 /S-; sen Z cos^ 2"+ 3 T/ sen' 2' cos Z+ Uo sen^ Z

, (74
yN i — 2 T, sen Z (E^ cos' Z+^S^ sen Zcos*Z+ 3 2;' sen" Zcos Z+ ?/„ sen' Z)

\d '7*}~
I
_ (i?^ CCS'- Z+ r„ sen" Z) {Sj cos^ Z+ 2 .^/sen Zcos Z+ T„' sen' Z)

l^ij.s [—2R,cosZ{R„'cos'Z+3Sj5enZcos^Z+ 3 r;sen^ZcosZ+ f/^sen^Z)

\(7 (T*/„~
I
_ (i?^ cos' Z+ r„ sen^ Z) (R^' cos^ Z+ 2 /S/ sen Zcos Z+ ?„' sen' Z)

espressioni che moltiplicate rispettivamente (secondo le 41) per -r ; tjj , —r ci danno

i termini consecutivi a quelli già scritti nelle (37). Coi trovati valori (33) di rj ed s„'

si possono dedurre dalle (15) i termini ora trovati direttamente, collo stesso proce-

dimento tenuto per avere dalle (15) le (37). Infatti il secondo termine della serie

di 2 (37) si ottiene immediatamente col sostituire ad r„' la sua espressione (33), per

il terzo termine della serie di x basta notare che si ha

3 cosZ (i?„ cos'Z+T„ sen' Z) r„'+ (i?„ cos'Z+ T„ sen' Z) «„' sen Z+
+ 2 »•; (R„ — rj sen' ZcosZ= 2 i?„ r„' cos Z+

+ (So' senZ+ ?•„' cos Z) (i?„ cos' Z+ T^ sen' Z) = 2 JR„ r„' cos Z+

+ (i?„ cos'Z+ T„ sen' Z) (E/ cos' Z+ 2 5'; sen Z cos Z+ T/ sen' Z)

e per il terzo termine di y che

3 sen Z (E,, cos' Z+ r„ sen' Z) r;— {R„ cos' Z+ r„ sen' Z) «„' cosZ—
— 2 (i2„— T„) r„'sen Zcos'Z= 2 T„ r„'senZ+ (r„' senZ— «„' cos Z) (2?„ cos'Z+ T„ sen' Z)=
= 2 T„ ?•; senZ+ (i?„ cos' Z+ r„ sen' Z) (S^' cos'Z+2T„' sen Zcos Z+ U^ sen' Z) .

19. Per avere il termine consecutivo a quello già scritto nella (48) dobbiamo

prima applicare le precedenti formolo allo sferoide rappresentato dalla equazione (25),

Le (52) danno

~R+2 j/ (1 — e' cos' f)
— 2i) e' sen 2 9 — 2 (1 — e' sen' <p) =

et z

-^r— 2g'(l — e'cos'9) + 2(l — e') =0
a 3

-^iS'+2j)5(l— e'cos'oci) — g'e'6en2ffi =0 .

a z .' i i

Sekie n. Tom. XXXVI. t
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Derivando la prima e la seconda di queste equazioni rispetto ad a; e ad «/ , e

trascurando i termini che si annullano all'origine si ha

(du\ {dB\ „ ^ „

ldu\ /dRX
\d z)„\dìj lo

/dti\ /d T\

dalle quali, essendo

si ottiene

(dR\_ 3 e'' i?„ sen 0; cos y /dE\
[d^ir N(i-'e^) u^ ir
/(?T\_ T„e^senijpcoss3 /^^\ /^

Sostituendo nella (50) e tenendo presenti le (51) e le (44) si ottiene

[d^s\ 3 e^ sen E cos co ^,_ ,^ ^ , ^,

(S\- + '^irr7 -^-^(^oCos-Z+T„sen-Z)r„

e quindi le (37) col detto termine consecutivo, e relativamente all'ellissoide di

rotazione saranno

r^ ^^ r^
'j'' e^sentpcos ffl ,„ ^ „ ,„ , „>

a;= ^cos2^- —— cosZ+ ^
^

'

9 J?„cos^^+ r„sen'^ +• • •

bpiJ 2A:NB I — e

_ o--* ^ g'' e^senfficosffl _ ^
^^^^^°^-6^v:K^^'^^+3ÌFj; 1-e- ^^^^'^°^^+---

(7* (7^ e'senccoss ^
£:=:^

—

=- ' ^cosZ+...
2R 2]SR l-e

I d^ Z\
20. Ci rimane ora a trovare nella (47) il coefficiente I

-—j | . A tale scopo

sostituiamo le precedenti espressioni di x ed y nella equazione

X sen |3 — 2/ cos j3 =
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e si ottiene

ove

sen{^- Z) =-AB---KAD
P

1 cosZsea^ senZseajS

„ e'senycosffl ^ !,„-,, . r, rr, - r,s r, senZcosZsenS
-g=

j^(i_,^)
' i)=g(9 J?„cos^^+roSeii'Z)senp

^^^

f^
.

Derivando tre volte consecutivamente e poi supponendo che a converga verso

zero, per cui Z convergerà verso Z^ che può ritenersi uguale a /3 avremo per a

infinitamente piccolo

((1'Z\_^
2 X^, Z>.

/ o

ove -4j e D^ esprimono ciò che divengono A e D , quando nelle loro espressioni in

luogo di Z' si pone |3 e quindi si otten'à

(d^Z\_ e"sen2(p

trascurando i termini col fattore e^ , avremo la cercata differenza di azimut col termine

di 4° ordine

le' cos' e sen 2 j3 c^ 1 e^ sen 2 e sen j3 ff'

~^^~12 1-e^ iV^"'"48 (1-e^)' Wr'^'
"

e ponendo R in luogo di ^(1 — e^) si ha

^ ^ le" cos" e sen 2 fi 17" 1 , „ . (T^

^-;3 =--_^_^^ + -e"sen2,sen|3^+ ...

come già avevamo ottenuto col primo procedimento.

Firenze. 31 Ottobre 1883.

-^5Lì**>=*>=3f>*>-
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SUGLI

ARCHI ELASTICI

MEMORIA

DBLL IKOKOXBBE

CAMILLO GUIDI

Approvata nell' adunanza 30 Dicembre 1883

1. In altra mia Memoria (*) sopra lo stesso argomento mi sono occupato di

rappresentare graficamente la legge di variazione delle forze interne in una sezione

qualunque di un arco da ponte a due o a tre cerniere, quando il ponte fosse per-

corso da un carico concentrato. Accennai in seguito come da queste rappresentazioni

grafiche si potessero immediatamente dedui-re le massime forze interne nella detta se-

zione quando il ponte venisse percorso da un complesso di carichi concentrati, ovvero

da un carico uniformemente ripartito. Tale problema potè essere risoluto colle sole

leggi della statica per gU archi a tre cerniere, mentre per gli archi a due cerniere

si richiedeva il soccorso della teoria dell'elasticità ed io supposi nella suddetta Me-

moria già determinata la spinta orizzontale dell'arco prodotta da un carico concen-

trato in varie posizioni. Quest'ultimo problema, ovvero il problema più generale : « co-

struii-e la curva delle pressioni in un arco elastico caricato, qualunque sia la sua forma

e qualunque siano le condizioni di posa » è uno dei problemi meno facili della teoria

dell'elasticità e per applicare a. ciascun caso particolare le formolo finali che da quella

teoria si deducono bisogna eseguire laboriosi calcoli, a meno che si faccia uso di ap-

pòsite tabelle numeriche già calcolate o di formule approssimate.

2. Il Prof. Eddy (Università di Cincinnati) nelle sue New Constructions in Gra-

jphical Statics (**) dà di questo problema una soluzione puramente grafica che sembra

la più semplice e la più facile di quelle già conosciute. Egli risolve il problema per

im arco di un sol pezzo incastrato alle estremità, per un arco incastrato alle estre-

mità e con una cerniera in chiave, per un arco di un sol pezzo collegato a cerniera

(*; SuUa determinazione grafica delle forze interne negli archi metallici. — Atti della R. Accademia

dei Lincei. Serie 3^, Voi. IV.

;**) Researches in Grophical Statics. — New -York, Vas Nostrano 1878.
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alle estrejnità, per uà arco a tre cerniere (in questo caso il problema è determinato

staticamente) per uu arco incastrato ad uu estremo e collegato a cerniera all'altro

estremo, e finalmente per uu arco con una cerniera di estremità e con un'altra in

chiave. In tutti questi esempi ritenendo Tarco di sezione costante, sollecitato da ca-

richi fissi, determina sempre collo stesso metodo la curva delle pressioni, dalla quale

poi deduce gli sforzi nelle varie sezioni dell'arco ; e lo stesso metodo gli serve an-

cora a determinare gli sforzi prodotti da un au nento di temperatura ovvero da un

difetto di posa.

Peraltro il metodo dell'Eddy , come egli lo espone , è soltanto approssimato , e

l'autore stesso lo avverte in una appendice a pag. 99; infatti egli ritiene l'elemento

As dell'arco eguale alla sua proiezione orizzontale \x, ciò che può supporsi senza

gl'ave errore sa l'arco è ribassatissimo. Inoltre egli, senza dirlo, trascura le deforma-

zioni prodotte nell'arco dagli sforzi di compressione agenti se;ondo i vari elementi

dell'arco stesso. Anche noi in questo scritto non ci occuperemo di tali deformazioni:

in generale esse sono trascurabili rispetto a quelle prodotte dal momento flettente;

peraltro se si volesse tenerne conto, si può determinare con grandissima approssima-

zione e semplicità la spinta orizzontale che ne deriva nell'arco collo stesso metodo che

serve per determinare la spinta oi-izzoutale prodotta da una variazione di temperatura :

anzi le due ricerche si possono riunire in una (*).

Se non che alcune delle proposizioni che l'Eddy premette nel libro citato prima

di entrare nell'argomento e che servono a giustificare il suo metodo sono dimostrate

in modo poco chiaro e soddisfacente e specialmente la dimostrazione della proposi-

zione IV (pag. 12) che è fondamentale per quella trattazione lascia il lettore poco

soddisfatto. E l'A. stesso, riconoscendo l'insufficienza di quella dimostrazione, aggiunge

a pag. 9 8 un'appendice , la quale comincia con queste parole :

« The truth of Proposition I"V is, perhaps, not sufficiently established in the

» demonstration heretofore given. As it is a fandamental proposition in the gi'aphical

» treatment of arches, and as it is desiderable that no doubt exist as to its vali-

» dity, we now offer a second proof of it, which, it is thought, avoids the difficulties

» of the former demonstration ».

E la seconda dimostrazione, benché più esplicita della prima, lascia però anche

essa a desiderare in fatto di chiarezza e non sembra applicabile in quei casi nei quali

la retta di chiusa rispetto all'asse dell'arco considerato come curva funicolare non

è orizzontale come per es. nell'arco con una sola cerniera di estremità.

3. In questo scritto do una dimostrazione della l'roposizione IV di Eddy, che

mi sembra più soddisfacente, estendo il metodo di Eddy all'arco di sezione variabile,

in seguito faccio lo studio dei massimi sforzi inteimi in un arco di un sol pezzo in-

castrato alle estremità e sollecitato da carichi mobili e da ultimo mi occupo della

determinazione della spinta orizzontale in un arco di sezione costante articolato alle

estremità, prodotta da un carico concentrato in varie posizioni, problema che avevo

supposto risoluto nella mia precedente Memoria.

(*) Ci-. Cl'LMann - Statique Grophique, pag. SIS.
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4. Ecco l'enunciato della rroposizioue lY :

« If in auy arch tbat equilibrium polygon (due to the weiglits) be constructed

» which Las the sanie honzontal thrust as the arch actually exerts ; and if its closing

» line be drawii freni consideration of the conditions imposed by the supports, etc. ;

> and if fartherniore the curve of the arch itself be regarded as another equilibrium

» polygon due to some system of Ioading not given, and its closing line be also found

» from the same considerations respecting supports etc. , tlien, when these two polygons

» are placed so that those closing lincs coincide and their areas partially cover each

•» other, the ordinates intercepted bet-n-een these two polygons are proportional to the

» real bending moments acting in the arch ».

Immaginiamo costruita la vera curva delle pressioni dell'arco ossia il poligono

funicolare dei carichi che ha per distanza polare la spinta orizzontale dell'arco e per

lati estremi le linee delle reazioni degli appoggi. La figura racchiusa fra questo po-

ligono fanicolai'e, che indicheremo colla lettera p, e l'asse dell'arco rappresenta, come

è noto, il diagramma del momento flettente per l'arco e che indicheremo colla lettera 2).

Questo diagramma, dovi'à soddisfare in ogni caso particolare a certe determinate con-

dizioni richieste dalla natura degli appoggi e dalla presenza o assenza di cerniere.

Per fissare le idee, supponiamo che si tratti di un arco simmetrico di un sol

pezzo, incastrato alle estremità. Indichiamo con 3f il momento flettente in una se-

zione trasversale qualunque il cui momento d' inerzia sia I, con E il modulo di ela-

sticità del materiale di cui è formato l'arco, con A s l'elemento dell'arco e assumendo

la corda come asse delle a: e la perpendicolare per un estremo dell'arco come asse

delle (/. è noto che devono in tal caso sussistere le eguaglianze

L-Ei='^ L^T^='' h'-Ej'^='

dove le sommatorie s'intendono estese da un estremo all'altro; e ciò per essere le

tangenti estreme dell'arco invariabili di posizione e nulla la deformazione totale. Le

A X
quali equazioni, ponendo I,=I possono anche scriversi

' As

\~^ MAx ^ \^MAx \~^MAx
L^='' L-^^=«' h-n;^-'-^ ('^

le prime due esprimono che il diagramma D del momento flettente dopo averne di-

vise le ordinate per J, è di area nulla e che il suo momento rispetto una qualunque

delle verticali degli appoggi, è del pari nullo.

Conduciamo del poligono funicolare 2> ids- retta di chiusa u in modo che il

diagramma D' racchiuso fra p ed u soddisfi alle stesse condizioni del diagramma D ; D'

rappresenta evidentemente il diagramma del momento flettente per una trave orizzon-

tale della stessa portata dell'arco, nelle stesse condizioni di posa, sollecitata dallo

stesso carico e per la quale I. sia il momento d' inerzia variabile della sezione tra-

sversale. H diagramma D" racchiuso fra l'asse dell'arco e la retta ti risultando dalla

differenza dei due diagrammi D' e D soddisferà anche esso alle stesse condizioni dei

due diagrammi D e D' e rappresenterebbe il diagramma del momento flettente per
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la stessa trave rettilinea orizzontale, di cui sopra si è detto, quando essa fosse sol-

lecitata da un carico che avesse per curva funicolare l'asse dell'arco.

Da ciò risulta che costruiti i due diagrammi B e D , dalla loro differenza si

ottiene il diagramma D del momento flettente per l'arco, ciò che prova la Propo-

sizione IV dell'Eddy.

Per un arco articolato alle estremità, la Proposizione IV di Eddy è evidente.

5. Il diagramma D è facile a costruirsi giacche è facile condurre la retta u in

modo da soddisfare alle condizioni richieste dalla natura degli appoggi e dalla pre-

senza assenza di cerniere. Eiguardo al diagramma D' non essendo nota la spinta

orizzontale dell'arco, noi possiamo soltanto costruire un diagramma D^ affine a B' ;

resterà poi a determinare per quale rapporto devono moltiplicarsi le ordinate di questo

diagramma JD^ per ottenere quelle del diagi'amma D' . Ora ecco come si risolve questa

seconda parte del problema. Supponiamo ancora che si tratti dello stesso arco inca-

strato alle estremità: indichiamo con 6 la hase di ridazione dei momenti M, ossia

la distanza polare del poligono funicolare ^j e ritenendo A x costante , indichiamo

con fi le ordinate del diagramma I) distanti fra loro di A:ì;: la terza delle equa-

zioni (1), la quale esprime l' invariabilità della lunghezza della corda dell'arco for-

nisce 7 —!-yr=:0 , ovvero indicando con r, ed v:" le ordinate corrispondenti dei due

diagi-ammi D' e D" dalla cui differenza risulta il diagramma D, si dovrà avere

/ -^yz= j -1-y Q quindi se indichiamo con r,^ le ordinate del diagramma D\

affine a D' e costruiamo .con due poligoni di moltiplicazione i segmenti / -^ y=zf

V^ r,' . . , f
e / J-y=zg , moltiplicando le ordinate del diagramma D^ pel rapporto — si ot-

mmmaà -f
j g

terranno le ordinate del vero diagi'amma D'.

All'espressione ^ —y si può dare questa interpretazione. Immaginiamo una
—ai -ti

trave verticale della stessa altezza dell'arco, incastrata all'estremo superiore e nelle

cui sezioni di momento d'inerzia I^ variabile agiscano gli stessi momenti flettenti che

agiscono nelle sezioni dell'arco di momento d'inerzia I e che sono allo stesso livello

con quelle; la deformazione totale di questa trave è appunto data da / 7"'/ • P^^'

la condizione dell' iuvai-iabilità della lunghezza della corda dell'arco, anche la defor-

mazione totale di questa trave dev'essere nulla.

Per l'arco incastrato all'estremità la y della terza delle equazioni (1) può anche

rappresentare la distanza del baricentro della sezione dell'arco dalla tangente al vertice

dell'arco stesso di guisa che la trave verticale, di cui sopra si è detto, si può anche

supporre incastrata all'estremità inferiore, come si è fatto nelle applicazioni che seguono.

Se si suppone che il momento d'inerzia della sezione dell'arco cresca dalla clnave

. As .

verso l'imposta nella stessa ragione in cui crescono i rapporti — , ciò che, per un
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arco iucastrato alle estremità, è in generale più prossimo al vero di quel che supporre

la sezione costante (^) , il prodotto 7— =7^ è costante, ed in tal caso le (1) pos-

sono anche scxiversi

lMAx=0 , lMSx.x=0 , 13IAx.ìj^0 , ...(2)

ossia, è lo stesso diagramma D del momento flettente che deve soddisfare alle con-

dizioni già accennate ed è di molto agevolata la ricerca delle ordinate /' e g. Se

l'ai'co è molto ribassato si può senza grave errore ritenere As=Aa; , ed in tal caso

se la sezione dell'arco ò variabile le (1) possono scriversi come segue

2^_A.r=0 , }^— lx.x^O
,

2^—.Aa:.y= Q , ...(3).

e se l'arco è di sezione costante, si hanno ancora le relazioni (2).

6. Xell'esempio che segue essendo l'arco molto ribassato riterremo As^Sx e

ci riferiremo quindi alle formole (3).

Sia ò,«6,' (Tav. I) l'asse di un arco simmetrico incastrato all'estremità, il mo-

mento d'inerzia della sezione dell'arco sia I per i due tratti b^a^ , b^a.^' , I^ per

gli altri due tratti ji.,iij , !i.,' n/, ed Z, per la porzione di mezzo a^a/ . L'arco sia

sollecitato da carichi eguali ed equidistanti applicati ai punti dja- dove i varia da

1 a 7 e supponiamo i cariclii sulla metà di sinistra dell'arco doppi di quelli sulla

metà di destra; al vertice dell'arco vi sia applicato un carico eguale alla somma di

due, nno metà di un carico di sinistra, l'altro metà di un carico di destra. Questi

carichi concentrati possano rappresentare due carichi uniformemente ripartiti lungo le

due semicorde dell'arco uno metà dell'altro, se questi carichi vengono per mezzo di

montanti verticali trasmessi all'arco nei punti a,, a, ai .

Portiamo sulla verticale estrema di sinistra in 01, 12, ..., 78i carichi gravanti

sulla metà di sinistra dell'arco (01 rappresenta quello agente sul vertice dell'arco e

dovuto al carico uniformemente ripartito di sinistra) e sulla verticale estrema di destra

in O'i', l'2', . . .,
7'8'

i carichi applicati alla metà di destra dell'arco (0' l' rap-

presenta quello agente sul vertice dell'arco e dovuto al carico uniformemente ripartito

di destra). Proiettiamo le due rette delle forze dal polo e punto d'intersezione della

colla mezzeria dell'arco, e costruiamo i due poligoni funicolari c^ , e/ partendo

dal punto e: si ha così il poligono funicolare di tutti i carichi sollecitanti l'arco.

7. Andiamo ora in cerca della retta di chiusa h^h^' tale che col poligono funi-

colare già tracciato racchiuda il diagramma D^' del momento flettente per una trave

orizzontale della stessa portata dell'arco, avente le stesse sezioni dell'arco, incastrata

orizzontalmente all'estremità e caricata come lo è l'arco. Se la trave fosse di sezione

costante tale retta di chiusa resterebbe determinata dalle due condizioni : a) che l' area

del diagramma suddetto risulti nullo; 6) che i baricentri della parte positiva e della

parte negativa si trovino sulla medesima verticale ; ma essendo invece variabile la se-

zione è il diagramma che si ottiene da quello del momento flettente dividendone le

(*) Cr. CuLMA.NN, 1. e. pag. 553.

Seeie II. Tom. XXXVI.
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ordinate per il momento cV inerzia variabile , che deve soddisfare alle due suddette

condizioni (*). Ora il diagramma Dy può considerarsi come differenza fra l'area po-

sitiva l^clgìg e l'area negativa del trapezio
^jj^'s^'s'^s'

^^ ^^^ '^°^ conosciamo ancora

il lato /«g/'g' , ma qualunque esso sia possiamo scomporre il trapezio nei due trian-

goli /g's'^ig ' ^'s's'^'s'
^^® chiameremo rispettivamente triangolo negativo di sinistra e

triangolo negativo di destra. Ciò posto congiungiamo ì^ con un punto qualunque h^'

della verticale estrema di sinistra e supponiamo sia l^ l^ Jt^" il triangolo negativo di

sinistra. Dividiamo le ordinate si dell'area positiva l^cl^ come del triangolo negativo

ìglj h° per il momento d'inerzia variabile: o ciò che torna lo stesso per il nostro

scopo, moltiplichiamo le ordinate delle due rree per il rapporto del momento d'inerzia

I dei tratti estremi dell'arco al momento d'inerzia variabile: quindi le ordinate fra

le verticali estreme e quelle per a^a.,' restano invariate, quelle comj)rese fra le ver-

ticali per a., , Bj e fra le verticali per a.,' , iì/ debbono essere moltiplicate per —
I •

e finalmente le ordinate fra le verticali per Bj , Hj vanno moltiplicate per — . Nel

2

nostro esempio abbiamo supposto J: J^: Z,= 5 : 4 : 3 abbiamo quindi moltiplicato le

, , 5
ordinate comspondenti ai due tratti a, Bj , a., 'Ay per y e quelle corrispondenti al

5
" '

tratto di mezzo a, a^' per — . Con ciò l'area positiva si è deformata nella figura

^^l'>l2l\l\^l\l\"l2"'hK^'i ^"^^^ indicheremo con Q e quella negativa del triangolo

hh'^'s ^^^^^ figura ip:^Ì.J"Xi"'ky'''k^')^y"' \"'
).J l^ h^° che indicheremo con Q.J. Sia tw

la verticale pel baricentro dell'area Q. e sia ^g la misura di quest'area ridotta ad

una base eguale alla semicorda dell'arco ; sia poi jj q la verticale baricentrica del-

l'area 0^'
, la quale verticale evidentemente non muta col variare del punto h^ che

noi abbiamo assunto ad arbitrio; la verticale pel baricentro dell'area negativa di destra

LìJ sarà evidentemente simmetrica alla joq rispetto alla verticale di mezzo. Da un

punto qualunque s di quest'ultima verticale baricentrica proiettiamo la misura 2^Q

dell'area Q posta sulla verticale baricentrica di Q.J , tiriamo poi ivr parallela al

raggio sp : risultano p r , r q rispettivamente le misure della vera area negativa di

sinistra e di quella di destra essendo ancora la semicorda dell'arco la base di ridu-

zione. Infatti la somma di queste misure risulta eguale alla misura dell'area tì e di

più il baricentro di tutta l'area negativa deformata cadrà sulla verticale del baricentro

dell'area positiva Q. Possiamo ora determinare la vera retta di chiusa del poligono

funicolare, per averne infatti le ordinate estreme l^ h^ , i^' h^ basta moltiplicare l'or-

dinata l^Ji^° assunta ad arbitrio rispettivamente pei rapporti —
,
— dove l^-i rap-

8 o

presenta la misura (sempre rispetto alla stessa base di riduzione) dell'area iì, di

cui abbiamo assunto ad arbitrio l'ordinata ^^^i^°- Kibaltiamo l^h^" in l^h° quindi

(*) In ogni caso è il diagramma delle curvature, ossia quel diagramnia le cui ordinate sono pro-

porzionali alle curvature dell'asse defprmato, che deve soddislare alle due accennate condizioni ; il quale

diagramma si ottiene da quello del momento flettente dividendone le oi'dinate pel momento d'inerzia;

ma se questo è costante, lo stesso diagramma del momento flettente rappresenta evidentemente il dia-

gramma delle curvature.
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prendiamo 7^, r^ =i) r , J^ r^= >• g' proiettiamo r^ , r., da ì , da /;" tiriamo le parallele

7/° il
. , //" ò'j finalmente portiamo ?^ .*j in ì^ Ii^ risulta ?>^ JiJ la retta di chiusa cercata.

8. Più semplice è determinare la retta di chiusa rispetto all'asse dell'arco con-

siderato come curva funicolare, giacché in grazia della simmetria dell'arco questa retta

dev'essere evidentemente orizzontale e quindi essa resta determinata dalla sola condi-

zione che l'area del diagramma cl;e da quello D" si ottiene dividendone le ordinate

pel momento d'inerzia variabile, riesca nulla: l'altra condizione è soddisfatta di con-

seguenza essendo il diagramma simmetrico.

Il diagramma D può essere considerato come la differenza fra l'area positiva

b^abj b^ e l'area negativa di un rettangolo di cui vogliamo ora determinare l'altezza.

Deformiamo l' area positiva I nella figura si è eseguita l'operazione soltanto per la metà

. . 5
di sinistra moltiplicando le ordinate fra i punti a^ 3; pel rapporto -

, e quelle fra i

5 \

"

punti ;i, ed a pel rapporto — 1 con che si ottiene per la metà di sinistra la figura
o '

ègiloa.,' Jij"aj"a"6?)g : ridotta quest'area alla base bb^ se ne porti la misura in b^x

.

Congiunto poi b^ con un punto Jc^" scelto ad arbitrio sulla verticale estrema di si-

nistra si consideri il triangolo b^ b^' Jc^" come metà del rettangolo negativo, ossia si

supponga il pirnto Jc.° appartenere alla retta di chiusa. Moltiplichiamo le ordinate di

5
questo ti-iangolo comprese nei tratti b., b, , b.> b,' per — e quelle del tratto intermedio

5 „ „
^,„

biK' P^'^ ~' *^°^ '^^^ otteniamo la figura ^^ b^ b^'b/'l)/" b/b/'b^ '"b^'è^'/ùg" : sia h^s

la misura di quest'area rispetto alla base bb^, congiungiamo s con x e per le" gui-

diamo la parallela, risulterà b.W l'altezza del rettangolo negativo.

Per le ulteriori costruzioni da eseguire conviene affine di avere un risultato più

esatto di disegnare l'asse dell'arco adottando per le altezze una scala maggiore che

per le lunghezze. Xel nostro disegno si è tenuta la scala delle altezze doppia di quella

delle lunghezze e si è avuto con ciò la line^ b ci b^' che ora considereremo come l'asse

dell'arco; ciò posto si prenda b^T:^ eguale al doppio di b^h°, h^kj sarà la retta di

chiusa della linea b^db! considerata come cui'va funicolare.

0. Eimane ora a risolvere la seconda parte del problema, cioè dedurre dal

diagramma B^ il diagramma D\ ossia trovare il rapporto per cui bisogna molti-

plicare le ordinate del diagramma D^ per avere quelle del diagramma D'

.

Costruiamo i diagrammi delle curvature corrispondenti ai diagrammi D^' e D',

ciò che otteniamo moltipHcando le ordinate dei due diagrammi corrispondenti ai tratti

15 I b
a, a, e a.,' a,' per il rapporto —^— e quelle corrispondenti al tratto a, a,' per —= -.
- ' " A * i., 3

Per il diagramma D in grazia della sua simmetria basta eseguire questa operazione per

una metà. Si ha così il diagramma delle curvature
''s V.//i^'Vi*"7i'"" Vi^Vo^'/g'^s'^^s'^

corrispondente al diagi'amma D^ e il diagramma &g d, ll/di "fZ'A^g metà del dia-

gramma delle curvature corrispondente al diagramma D".
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Ciò posto sull'orizzontale per d assunta come retta delle forze portiamo

A- 6,+ /;&; l-.cL+JcJcV
^'%=

4 >

m^m.= '
' 2 ' ' '

o, ciò olia torna lo stesso, in gi-azia della simmetria del diagramma prendiamo
7. X

<?»Jg=-|p, m^m^—'k.d^, m.mg=JCgdg, mgm^= Jc^ d. e poi in senso con-

trario, giacche il momento flettente muta di senso, prendiamo m.m^^Jc d'"

,

m^'m^^=Jc^d^"' , m^m,= Jcgd.2"', m.^m^= l-^d^"' . Consideriamo queste ordinate come forze

applicate alle sezioni h, d^" , d^", . . . , d^" della trave bd, supposte eguali alle se-

zioni Jj, &g' ; d., d^'; rZ^, d^', . . . dell'arco che trovansi al medesimo livello,

proiettiamo la retta delle forze da t e costruiamo il poligono funicolare hff^.f. . . ., f,

assumendo come primo vertice lo stesso punto b ; esso risulta inscritto in una curva

che con sufficiente approssimazione possiamo ritenere affine all'asse deformato della

trave b d incastrata in 6 e sollecitata dai momenti flettenti del diagramma D". Si-

milmente portiamo sulla stessa orizzontale per d

\l^+ h'J' h.c. + h'c' \c., + h'c' h.c.+ h'cJ

e poi in senso inverso

% «4=
2 '

''*"=^
2 '

'^3
"2= ' '

2 ' '
'

''- "i"" 2

e conservando lo stesso polo b costruiamo il poligono funicolare con-ispondente bg^ g^g^-.-cj,

assumendo come primo vertice il punto b. Questo poligono funicolare risulta inscritto

in una curva che con sufficiente approssimazione possiamo ritenere affine all'asse de-

formato della trave bd sollecitata dai momenti flettenti del diagramma D^. Se le

ordinate di questo diagramma fossero eguali a quelle del diagramma D' ossia se la

distanza polare co fosse eguale alla spinta orizzontale esercitata dall'arco dovrebbe

risultare, per quanto si è detto di sopra, df:=dg: ciò non essendo, si otterranno

le ordinate del diagramma D moltiplicando quelle corrispondenti del diagramma D^

pel rapporto —— e la distanza polare relativa al diagramma D' si otterrà moltipli-

,
dg

cando quella relativa al diagramma D^ pel rapporto inverso —-. . Nella figura si è

preso /e, p,= 7;^ Z„ —- , he^=hc—~, h' e' ^=li'l' -— : e„ . e , e' sono tre punti dellaf b s ^ ^dg dg '^ ^ ^ ^ dg ^ '^

curva delle pressioni ; per costruirla conviene tracciare il nuovo poligono funicolare

dei carichi. Dovendo la nuova retta di chiusa riuscire orizzontale coincidente colla

JigJcJ troveremo il nuovo polo conducendo per e la parallela cv alla retta di

chiusa /'g^' e per u l'orizzontale va, risulta « il nuovo polo di proiezione, as-

sumiamo poi oiu' = av-— e sulla verticale per v', costruiamo la retta delle forze

prendendo i punti u^ u, «3 . di livello coi punti 12 3... e u^ìi^' =: 1 + 0' 1 .

il' u'= 1' 2',
. . . Costruendo il poligono funicolare corrispondente, partendo da uno
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dei tre punti c^, e , e^ esso dovrà passare per verifica per gli altri due. TI diagramma

racchiuso fra questo poligono funicolare e l'asse b^dh^' dell'arco costituisce il dia-

gi-amma D del momento flettente per l'arco. Nel rappresentare l'asse dell'arco essen-

dosi presa la scala delle altezze doppia di quella delle lunghezze, la distanza polare

av' rappresenta nella scala delle forze nella quale furono portati i carichi, la metà

della spinta orizzontale mentre invece le ordinate momenti cioè lo ordinate intercette

fra il poligono funicolare relativo al polo a e l'asse h^dhj dell'arco risultano rad-

doppiate nella scala delle lunghezze.

10. Se dal diagramma I) si deducesse il diagramma delle curvature, esso per

verifica dovrebhe soddisfare alle due condizioni già piìi volte accennate. Sul libro già

citato deU'Eddy il lettore troverà una costruzione grafica semplicissima che serve a ve-

rificare se coi momenti forniti dal diagramma i) la deformazione totale della trave hd

è vei'amente nulla: nel nostro caso essendo l'arco di sezione variabile si dovrà per

altro all'ordinate del diagramma D sostituire in quella verifica le ordinate del dia-

gramma delle cui'vature corrispondente al diagramma D.

Abbiamo stimato conveniente di tralasciare questa verifica per non complicare

masgiormente la nostra figura.'Ba'

11. L'identico procedimento di cui ci siamo ora occupati può applicarsi alla

detemiinazione della curva delle pressioni in un arco in muratura quando esso possa

essere considerato come un arco elastico.

Arco incastrato sollecitato da carichi mobili.

12. Sia b^ahj l'asse di un arco (Tav. II) incastrato agli estremi e pel quale

A X
supporremo I -—^ J^= costante ; anche qui per maggiore esattezza delle costruzioni

grafiche che dobbiamo eseguire raddoppiamo la scala delle altezze rappresentandoci

l'arco colla linea b^db^. Divisa la corda b^b^ in 16 parti eguali, riteniamo che

lungo le verticali passanti per i punti di divisione agiscano dei carichi concentrati

eguali : anzi per la simmetria dell'arco sarà sufficiente considerare i carichi agenti

sulla metà sinistra dell'arco. Per ciascuno di tali carichi troviamo la linea delle pres-

sioni o, ciò che toma lo stesso in questo caso, determiniamo le linee d'azione delle

reazioni degli appoggi. Supponiamo l'arco caricato dal solo carico più vicino all'ap-

poggio di sinistra: il poligono funicolare si riduce ad una bilatei'a ?sC_/j ;
per tro-

varne la retta di chiusa ricordiamo che il diagramma D^' deve soddisfare alle due

condizioni di essere di area nulla e che i baricentri della porzione positiva e della

negativa stiano sulla medesima verticale. Il diagramma D^ nel nostro caso risulta

dalla differenza del triangolo positivo l^C-Ig e di un trapezio negativo che potremo

al solito immaginare decomposto in due triangoli negativi i cui baricentri si trovano

suUe verticali p'p, s' s che dividono la corda dell'arco in tre parti eguali. La mism-a

del triangolo positivo rispetto alla semicorda dell'arco è la sua altezza 2'q, il bari-
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centro si trova in u : proiettiamo j) q da un punto s della s' s risultano allora / r^
,

r. /•., le misure dei due triangoli negativi ,
quindi preso l^ h^= r r^ , 1^ h^ = r^ r., si ha

in h„hj la retta di chiusa cercata. E facile infatti riconoscere che il trapezio l^h^Ji^ l^

non solo è di area eguale al triangolo 1^ c^ ìj, ma ha di più il suo baricentro sulla

verticale ri:-,.

13. Se per tutti gli altri carichi facciamo costantemente passare il primo lato

del poligono fLinicolare per 7^ ed il secondo per ì^ ed il vertice sulla linea del ca-

rico lo facciamo cadere sull'orizzontale per c_ , la misura dell'area del triangolo po-

sitivo del diagramma Z)j' è costante per tutti i caricl;i ed eguale a, p q. Inoltre pel

poligono ?j c„ 'j' relativo al carico di mezzo la retta di chiusa è evidentemente l'oriz-

zontale pel punto di mezzo h dell'altezza J c^ ed è poi facile riconoscere che si ot-

tengono le rette di chiusa per tutti gli altri poligoni fanicolari dividendo 7;^°/?^ in 7

parti eguali e congiungendo i punti di divisione col punto Ji. Infatti le verticali rr.j

contenenti i baricentri u dei triangoli positivi risultano equidistanti e quindi delle

misure r r^ , ì\ /•., la prima diminuisce, la seconda aumenta secondo i termini di una

progressione aritmetica.

14. La retta di chiuda rispetto all'asse dell'arco considerato come curva funico-

lare si ottiene costruendo l'orizzontale di compenso Jc^l;^' rispetto all'asse stesso. Si

hanno così i due diagrammi -D'^ e D".

15. Per risolvere ora la seconda parte del problema portiamo sull'orizzontale

per d, d8= ^^ , 8 7 =:Jc. d^ , 7 6 =zl-,.dg, 65 = i'. d, e poi in senso inverso 54 = Jc^ d^,
Ci

4 3 = Z;^ f?3 , 3 2= lì,, rZ, , 2 1 =: A-^ f?^ e scelto il polo nel punto ì» costruiamo il poligono

funicolare hf. In seguito sulla stessa orizzontale portiamo

(?S.= ^^2^Ì^. 8_7,= 7(-c.-7?-'o.'. 7.6,= 7;,c,-^ 'e' ... 2,1.= 7j, e, +7^'^,'
; O -ti li , t ' t 1 Oo 66 li llll

(evidentemente 8,^, 7-=:7„6-.= =2.1.) e si costruisca il poligono funicolare ig.^-

Ciò fatto per avere le linee delle reazioni degli appoggi basta moltiplicare le tre or-

2.df

dalla retta di chiusa h^ JìJ e congiungere i punti cosi ottenuti. Ciò è stato fatto nella

Tav. Ili : in questa tavola è rappresentato colla linea l'asse dello stesso

arco e colla scala delle altezze eguale a quella delle lunghezze, cosicché le altezze

sono in questa tavola in iscala metà rispetto a quelle della tavola precedente; si

sono perciò moltiplicate le tre ordinate Ji^ 7^ , Jk c^ , h^ 7^' della Tav. II pel rapporto

df .

e SI sono portate a partu-e dalla retta di compenso (non segnata nella figura)

dell'arco a.^c^' (Tav. Ili): si sono cosi ottenuti i punti a-h.c^ cosicché a-,i-j , e.h- .

sono le linee delle reazioni degli appoggi prodotte dal carico d b^.

Nell'identico modo si sono costruite le linee delle reazioni degli appoggi dovute

a ciascuno degli altri carichi. Sull'orizzontale per d (Tav. II) si trova anche la retta

dinate 7*^7^, 7t-c^, 7*^'?^' pel rapporto—^ e portarle nel dovuto senso a partire
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delle forze per il poligono funicolare hg,^ e 6 è il polo; per i poligoni funicolari hg^.
,

^ff^yy ^3,u 1^ ^'^^^'^ ^^^^^ for^e si è costruita snlla semicorda bb^ e d è il polo; fi-

nalmente per i poligoni funicolari bg,, , bg,, bg la retta delle forze è stata costruita

in scala metà per ragione di spazio, ma sull'orizzontale pel punto medio di bd, con-

servando in b il polo.

16. Il luogo delle intersezioni delle reazioni degli appoggi colle verticali dei ca-

richi corrispondenti (Tav. Ili) è- una linea leggermente incurvata verso l'arco; le altre

due linee simmetriclie rispetto alla verticale di mezzo e segnate più forti rappresen-

tano l'inviluppo delle linee delle reazioni degli appoggi. Chiameremo la prima: linea

d'intersezione; le altre due insieme: invihippo delle reazioni.

17. Sia hlc (fig. o) Tav. II. la retta di chiusa rispetto all'arco considerato

come curva funicolare, sia e^ il punto d'intersezione delle reazioni prodotte dal ca-

rico P : congiungiamo e^ con Ti e li' e da h^ punto di mezzo di lilc guidiamo le

parallele A-„ e , \ e ; dimostriamo che e e„ , e' e^, sono le linee delle reazioni degli appoggi.

Conduciamo la e e' e la eji^, il triangolo e li^Jc è equivalente all'altro ek,,ea ed il

triangolo A' e li all'alti'o Ji^c' e„: ne segue che il triangolo ee^e è equivalente all'area

del trapezio eli l'è' per modo che l'area del diagramma ee^elik è nulla. Inoltre

sia il il baricentro del triangolo e eoe', conduciamo per esso la verticale rw e dimo-

striamo che essa contiene anche il baricentro del trapezio ehlc e : basta per questo

li e r s
dimostrare che -,— =— se s e p dividono li li' in tre parti eguali ; ma

/. e rp

ni= rko + JioS=z -(qJio-ì'l'ok) —-qlc , r2y=hp— hr= - (k fi— l-^q)=-qk
,

ó O O ó

basterà quindi dimostrare che-^, = —-. Prolunghiamo e k„ in v, risulta kv=zk' e e
ke qk

poiché l'area del triangolo ee^e è eguale a quella del trapezio ekk' e dev'essere

ek-\-kv=:ce„, ossia la congiungente ve^ deve risultare parallela ad ee; ma d'altra

parte ke=ze^n quindi nc=zli'e, ossia anche la congiungente nli è parallela ad ec .

Prolunghiamo anche eli„ in v e congiungiamo k con m dalla considerazione dei due

quadi'angoli completi evv e' , kve„m che hanno cinque coppie di lati corrispondenti

paralleli si deduce che i sesti lati km.ee , sono anche paralleli, quindi km è pa-

K P ì' Ò fi Vi fi n

rallela a k' n. Ise segue che —,—= " = — =;: come volevasi dimostrare. Da ciò
k é liv qm qk

ne deriva che ee„e'k'k è il vero diagramma del momento flettente ossia che ee„,

e'e„ sono le reazioni degli appoggi.

18. Dal numero precedente si ricava un metodo semplicissimo per dedurre dalla

linea d'intersezione, l'inviluppo delle reazioni. Ora, come già si è notato, la linea

d'intersezione è di leggera curvatura, quindi con molta approssimazione può essere

sostituita da un arco paraboKco: si può dunque limitare la determinazione grafica

delle reazioni degli appoggi ai soli due carichi bd, h.d^ (Tav. Ili) ossia determinare
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i soli due punti b , Z>, , dai quali risulta indiviJuato l'arco parabolico da sostituire

alla vera linea d'iatersszione. Dopo ciò si può dedurre l'inviluppo delle reazioni, come

è stato indicato al n" 17.

19. Eseguendo la costruzione della linea d'intei^sezione, per un arco parabolico,

si trova chs essa può essere sostituita senza errore apprezzabile da un'orizzontale la

quale taglia la verticale media al disopra dell'arco ad una distanza dal suo vertice

eguale ad della freccia dell'arco stesso. Questo risultato evidentemente è il mede-
5

simo per tutti gli archi parabolici, giacché essi rappresentano altrettante curve aiSni

fra loro. Xe deriva, come ora dimostreremo, che l'inviluppo delle reazioni è costituito

da due iperbole.

Infatti, se la linea d'intersezione è una retta (fig. ,S) Tav. II, le punteggiate

flj , a.„ , «j . . . ; &^ , &,, I 5j . . . sono proiettive perchè sezioni di due fasci eguali 1:^.

k; quindi le congiungenti a.,h^, a.,, ò, , . . . ossia le linee delle reazioni dell'appoggio

sinistro inviluppano una conica di cui sono tangenti la b^h.^ e la verticale /«"^ig- È

poi evidente che quest'ultima tangente viene intersecata da quella che immediatamente

segue, nel suo punto all' co, quindi la conica è un'iperbola di cui la verticale dell'ap-

poggio è un assintoto. Lo stesso va detto riguardo alla linea inviluppata dalle rea-

zioni dell'appoggio di destra (*).

20. Costruita la linea d'intersezione e l'inviluppo delle reazioni, passiamo alla

ricerca dei massimi sforzi interni in una sezione qualunque dell'arco prodotti da un

carico mobile che riterremo uniformemente ripartito. Consideriamo la sezione m n

(Tav. Ili) e supponiamola da prima a doppio X di guisa che si possa ritenere che

le tavole superiore ed inferiore resistano agli sforzi normali e la parete verticale allo

sforzo cii taglio : consideriamo, come faremo sempre in seguito, l'equilibrio della porzione

di aj-'co compresa fra la sezione ni n e l'appoggio di sinistra. Potremo, senza errore ap-

prezzabile, sostituire gli sforzi interni normali con due forze concentrate applicate ai

baricentri m.n delle tavole superiore ed inferiore. Si voglia determinare lo sforzo ^

contro la tavola inferiore; poniamo il centro dei momenti nel punto d'incontro deg'i

altri due sforzi incogniti cioè nel punto m. Conduciamo da questo punto le tangenti

all'inviluppo delle reazioni fino ad incontrare la linea d'intersezione in tei': un

carico concentrato la cui linea d'azione passi per t o per t' non produce evidente-

mente sforzo alcuno nella tavola inferiore n , infatti in ambedue i casi la risultante

delle forze esterne che sollecitano la porzione d'arco che si considera passa pel centro ni

dei moaienti. Se il carico è situato fra t e t' la. risultante delle forze esterne incontra il

piano della sezione al disopra del punto h> ed il suo momento intorno ad m è posi-

tivo, quiudi per mantenere l'equilibrio bisogna applicare contro la tavola inferiore «

uno sforzo di tensione. Se finalmente il carica è fra t e l'appoggio di sinistra, ovvero

fra t' e l'appoggio di destra la risultante delle forze esterne incontra il piano della

(

(*) Cfr. E. WiN'RLER, Die Lehre con der Elaslicilàt und Fesliykeit, Prag. 1867. — Culm.ìNN, 1. e. —

'

Du Bi.us, Graphical Slalus, New-York, 187y.
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sezione al disotto del punto m ed il suo momento intorno a questo punto è nega-

tivo, quindi per l'equilibrio si deve applicare contro la tavola interiore n uno sforzo

di compressione. Da ciò si couchiude, che si verifica il massimo sforzo di tensione

nella tavola inferiore n, quando il carico mobile uniformemente ripartito è esteso a tutto

il tratto fra t e t' ed il massimo sforzo di compressione per la condizione complementare

di caricamento, come è indicato schematicamente al di sopra della figura.

21. Se la sezione dell'arco non fosse a doppio T e quindi gli sforzi normali

di tensione e compressione non si potessero sostituire con due forze concentrate
, si

determinerebbero le condizioni più sfavorevoli di carico che producono i massimi sforzi

unitari di tensione o pressione nel lembo inferiore della sezione ripetendo lo stesso

ragionamento ; ma conducendo le tangenti all'inviluppo delle reazioni dall'estremo su-

periore del nocciolo centrale della sezione.

22. Determinate le condizioni più sfavorevoli di caricamento col metodo ora

esposto , dovuto al Winkler
,
passiamo ora a valutare i massimi sforzi e supponiamo

che si voglia da prima il massimo sforzo di compressione. Se riteniamo che il carico

uniformemente ripartito venga trasmesso all'arco per mezzo di montanti verticali equi-

distanti alla distanza ò uno dall'altro , in corrispondenza delle verticali dei carichi

concentrati che abbiamo fin qui considerati, possiamo ammettere con grande appros-

simazione che il massimo di compressione contro la tavola n si ottiene caricando com-

pletamente i tre primi montanti di sinistra e gli ultimi otto di destra ; ossia se j)

rappresenta il carico uniformemente ripartito per metro corrente, potremo ritenere l'arco

sollecitato dai carichi d^ b^ , dg b^, d-b- , db , d\ b\, . . . . , d'^ b',j tutti eguali a ^y §.

E facile riconoscere che lo sforzo che otterremo in base a quest'ipotesi di carico è

approssimato in eccesso al vero sforzo massimo di compressione. Ciò posto se fosse

nota la risultante delle forze esterne per la porzione di arco che si considera e cor-

rispondente alla stabilita condizione di carico, sarebbe anche noto il suo momento M
intomo al polo m ed allora indicando con S la distanza fra i baricentri delle tavole

superiore ed inferiore, si otterrebbe lo sforzo cercato colla relazione

M
(1) ?J:r=^-

Ora , senza determinare la risultante delle forze esterne
,
possiamo sostituire al

suo momento la somma algebrica dei momenti delle componenti e precisamente la

somma dei momenti delle reazioni verticali di sinistra prodotti da tutti i carichi sol-

lecitanti l'arco, meno la somma dei momenti delle spinte orizzontali prodotte dai carichi

stessi, meno la somma dei momenti dei carichi d^ b^ dg b^ d^ b- , che trovansi applicati

alla porzione di arco che si considera in equilibrio. Per avere i momenti suddetti

(come anche quelli relativi ad un'altra qualunque condizione di caricamento) ridotti

ad una stessa base, procediamo nel modo che segue. Cominciamo a determinare per

ciascuno dei carichi, db , dj)^
, , d^b^ \e reazioni verticali degli appoggi e la

spinta orizzontale colla decomposizione che vedesi indicata su ciascuno dei carichi.

Portiamo su di un'orizzontale le spinte orizzontali q,q^ , q^ così determinate e

Serie II Tom. XXXVI .
a'
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quelle q^, qj , ...
, q^', prodotte dai cariclù che gravitano sulla metà di destra del-

l'arco : proiettiamole da un polo o e connettiamo le linee d'azione delle varie spinte

orizzontali col poligono funicolare e, , Cg , . . . , e^' segnandone con tratto pieno i lati

fra la tangente orizzontale all'estradosso e l'orizzontale per l'imposta dell'intradosso.

Si ha in tal modo il mezzo di ottenere la somma dei momenti ridotti alla base h

di un complesso qualunque di spinte orizzontali rispetto un punto qualunque del-

l'estradosso intradosso dell'arco. Per la nostra condizione di carico e per il punto

m questa somma dei momenti è fornita da {r^ r. + r^ r^') h . In modo affatto simile si

possono avere i momenti ridotti dovuti alle reazioni verticali dell'appoggio di sinistra,

ovvero ai carichi che trovansi sulla porzione di arco che si considera. Per le reazioni

verticali il poligono funicolare si riduce ad un fascio. Sopra una verticale furono portati

i segmenti v^ , Vg , , v.' rappresentanti le reazioni verticali di sinistra dovute

rispettivamente ai carichi d„ b^ , f^o ^6 ' • • • • > f^y' ^7 ' furono proiettati da un polo 0,

distante 2 A e centro in un punto / della verticale dell'appoggio di sinistra fu costruito

un fascio di raggi paralleli. Questo fascio ci fornisce i momenti ridotti dovuti alle

reazioni verticali : per la nostra condizione di carico e per il punto m tale somma

di m.omenti è data da {11^ u- + u^ u^) 2 h . Finalmente sulla stessa retta delle reazioni

verticali portiamo in 76, 65, ,10 i carichi d^h^ , cì^h^, . . . . , d^h^ e man-

tenendo lo stesso polo di proiezione 0^ costruiamo il poligono funicolare g^ , g^, . . .
, g

tenendo per primo lato il primo raggio del fascio i : questo poligono funicolare serve

a darci la somma delle misure dei momenti dei carichi che trovansi sulla porzione

di arco che si considera , tale somma nel nostro caso vien data dal segmento ii^ s.

.

Si ha dunque

]2{s.u.+ «,j «„') - (rg r_ + »•, >•;
) j

7j= ilf

e quindi per la (1) resta determinato lo sforzo ffl^^r-

23. Nell'identico modo si valuta il massimo sforzo di tensione (pj^j^. Ed invero

abbiamo detto che il massimo di tensione si ha quando il carico è esteso fra t e t' :

potremo quindi ritenere con sufficiente approssimazione che l'arco sia sollecitato dai

carichi d^
b^ , d.-, Z)., , d^b^ , d^ b^ . 11 momento delle forze esterne intorno al polo m

,

per questa condizione di carico ci vien dato da

(2(2(.«fj-s.s,)-r.ri)/*: :J£

e quindi il massimo sforzo di tensione dalla

,
ili;

ffi = — .
t max jT •

Anche qui è facile riconoscere che lo sforzo
f„,!,^

è approssimato al vero in eccesso.

24. Sempre collo stesso metodo si può ottenere lo sforzo w^ contro la tavola

inferiore n quando l'arco sia completamente caricato. Infatti il momento delle forzs

esterne in tal caso è fornito da

(2s2«<,' — r^r/)/t = li'o
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che risulta negativo e perciò lo sforzo o^ è di compressione ed è dato al solito dalla

L'espressione di questo sforzo è esatta, mentre quelle di <p„/^_^ e (p„,l^ , come abbiamo

detto , sono approssimate in eccesso. Evidentemente lo sforzo ^^ deve risultare la somma

del vero massimo di compressione e del vei-o massimo di tensione
;
quindi la differenza

'Po—fmax^ifJu:) ci darà un valore approssimato in difetto al vero massimo di ten-

sione e la differenza c^ — (p J,^,= (f „,IJ ci darà un valore approssimato in difetto al

vero massimo di compressione. Dovendo dunque il vero massimo sforzo di compressione

essere compreso fra o,,,^ e («3„^) e quello di tensione fra (p„'^^ e
{fj,^) possiamo

avere un criterio del grado della nostra approssimazione che sarà sempre sufficiente

per la pi-atica quando i montanti che trasmettono il carico all'arco siano, come d'or-

dinario si veiifica, abbastanza vicini fra loro.

25. In modo affatto simile si determina il massimo sforzo di tensione e di com-

pressione contro la tavola superiore, prendendo per centro dei momenti il punto n.

2G. Per determinare il massimo sforzo di taglio in una sezione qualunque m n

si conduca la tangente all'inviluppo delle reazioni normale al piano della sezione fino

ad incontrare in t^ la linea d'intersezione e pel basicentro tv della sezione si conduca

la verticale tct^^. Un carico concentrato posto fra t^' e t^ dà luogo ad una risultante

sul piano della sezione, la cui componente secondo il piano stesso, ossia lo sforzo di

taglio, è diretta verso l'esterno; qualunque carico invece alla sinistra di t' o alla

destra di t^ dà luogo ad uno sforzo di taglio diretto verso l'interno. Si ha dunque

il massimo sforzo di taglio diretto verso l'esterno caricando il tratto fra t^' e ^^ ; si

ha il massimo sforzo di taglio diretto verso l'interno caricando i due tratti comple-

mentari. Queste condizioni di carico trovansi indicate schematicamente nella figura.

Per valutare poi questi massimi sforzi riterremo nel primo caso ( cioè per avere lo

sforzo massimo diretto verso l'esterno ) l'arco sollecitato dai carichi cl^i^ , d^ò^,. . .,

d^ hj e lo sforzo di taglio sarà misurato dalla somma delle proiezioni sul piano della

sezione delle reazioni verticali dell'appoggio di sinistra meno la somma delle proiezioni

delle spinte orizzontali. Condotta quindi pel punto 7 della retta delle forze verticali

e pel punto 1^ della retta delle spinte orizzontali la parallela alla sezione m^ n^ e

proiettandovi sopra le forze suddette si ha nella differenza 0^4— ^4^2' limassimo

sforzo di taglio diretto verso l' estemo. Si ottiene invece il massimo sforzo di

taglio diretto verso Tinterno supponendo l'arco sollecitato dai carichi d^ h^ , d^ h^ ,

d. 6. , c?4&4, d^b^ , d^'b^ , dJ bJ , d^b^ , d^'b^ , e prendendo la somma delle pro-

iezioni sul piano della sezione delle spinte orizzontali, più la somma delle proiezioni

dei carichi che gravitano sulla porzione di arco che si considera, meno la somma delle

proiezioni delle reazioni verticali dell'appoggio di sinistra. Tale sforzo viene misurato

nella nostra figura da

Di questi due sforzi di taglio nel nostro caso risulta maggiore il primo.
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27. Che se finalmente l'arco è completamente caricato lo sforzo di taglio nella

sezione m^n^ è misurato da /l'
3'— Z^Z^' che risulta diretto all'esterno. Si può qui

ripetere quanto è stato detto per gli sforzi normali per decidere del grado di appros-

simazione col quale vennero determinati i due massimi sforzi di taglio.

28. Se la sezione dell'arco in questione non fosse a doppio T come fin qui

abbiamo supposto, ma invece qualunque, ossia tale che tutti gli elementi della sezione

concorrano a sopportare gli sforzi normali, interessa per i calcoli di stabilità di de-

terminare i massimi sforzi normali unitari al lembo superiore e al lembo inferiore

della sezione ed il massimo sforzo di taglio. Eiguardo a quest'ultimo vale quanto è

stato detto per la sezione a doppio T . Eiguardo agli sforzi normali supponiamo che

si voglia il massimo di compressione al lembo inferiore della sezione. Determinata, nel

modo che è stato accennato al n" 21 , la condizione più sfavorevole di carico, sia 31

la somma algebrica dei momenti delle forze esterne applicate alla porzione di arco

che si considera in equilibrio, rispetto al baricentro della sezione, sia N la somma

algebrica delle componenti normali al piano della sezione delle dette forze esterne, il

massimo sforzo unitario di compressione viene allora dato, come è noto, dalla formola

N Mv,p e I 1

'-''max'— A ' j
>

se A rappresenta l'arco della sezione, I il suo momento d'inerzia rispetto all'asse

neutro baricentrico , v^ la distanza del lembo che si considera dall'asse suddetto. I

termini M , N vensjono forniti dalla figiu'a.

Arco a sezione costante con cerniere all'estremità.

29. Sia h^ah^ (Tav. IV) l'asse di un arco a sezione costante articolato a cer-

niera alle estremità. Kiteniamo l'arco sollecitato dai carichi eguali equidistanti uv
,

MjVj ,'U.jV^ gravanti sulla metà sinistra dell'arco e per ciascuno di essi deter-

miniamo la linea delle pressioni ossia le reazioni degli appoggi , le quali devono passare

per le cerniere. Cominciamo a supporre l'arco sollecitato dal carico u^v^ : il poligono

funicolare si riduce ad una spezzata bilatera h^ Jc^ h^ di cui la retta di chiusa è h^ h^'

,

quindi il triangolo h^k^h^' rappresenta il diagramma -D^' . La retta di chiusa poi per

l'asse dell'arco considerato come curva funicolare è la sua corda b^b^ cosicché il dia-

gramma D" resta rappresentato dalla figura b^ab^'b^ .

30. Per risolvere ora la seconda parte del problema si osservi che l'invariabilità

della lunghezza della corda dà luogo alla terza delle equazioni (1) , nella quale y

rappresenti la distanza del baricentro di una sezione qualunque dalla corda. Ora sup-

posto il momento d'inerzia I costante, e chiamando con vj le ordinate del diagramma

D distanti lungo l'asse dell'arco della quantità A s costante
,
quell'equazione si riduce

a 2ri.y = . Se quindi indichiamo con r/' ed r,j^ le ordinate corrispondenti dei due

diagrammi D" e D,' , e costruiamo con due poligoni di moltiplicazione le ordinate bf
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^=1r," y e hg^^^= ^r,^ y potremo, come si è già visto, dedurre il diagramma D' .

KeUa figui'a per maggiore esattezza si sono raddoppiate le y . La ^fìy rappresenta

la deformazione totale di una trave verticale della stessa altezza dell'arco , di sezione

costante, incasti-ata all'estremità superiore e sollecitata nelle sezioni che sono allo

stesso livello con quelle dell'arco dagli stessi momenti flettenti che agiscono sull'arco.

Preso dunque sulla corda dell'arco11 11
e assunto d per polo, costruiamo il poligono funicolare df. Sulla stessa corda pren-

diamo poi

l,._=.Uc,0,l,Jhh±lK,l^2,J-^^^, ,,^l-'hh±Kìj.

(evidentemente 0^1.=:1^2^= . . ., 5^6^= 7ic) e ritenendo lo stesso polo à costruiamo

il poligono funicolare f7(7„, . Ciò posto rappresentato l'arco in e^me^
, prendiamo

^ i/m

risultano e^ v^ , ej t\ le reazioni degli appoggi prodotte dal carico ««^ v^ .

Xello stesso modo si determinano le reazioni prodotte dagli altri carichi. Per

questi si è fatto passare costantemente il primo lato del poligono funicolare per 7*g ,

il secondo per Ji^ ed il vertice sulla linea del carico si è mantenuto sull'orizzontale

per 7.- . Le rispettive rette delle forze momenti furono costruite per i carichi Mg v^
,

UqV^ sulla corda da b verso destra tenendo d per polo : pei carichi u^v^ , u^v^ , Mj^^
,

sulla orizzontale per d verso destra e si prese il polo in & e finalmente pei carichi

ìi^v^ , 'i(,r, sulla stessa orizzontale verso sinistra e si mantenne il polo in b .

31. Determinate le reazioni degli appoggi si possono immediatamente ottenere,

come si è fatto per l'arco incastrato, le spinte orizzontali prodotte dai vari carichi.

La determinazione dei massimi sforzi interni prodotti da carichi mobili fu già da me

esposta nell'altra Memoria sopra citata.
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RICERCHE
INTORNO ALLA

GEOMETRIA DELLA SFERA
E

LORO ArPLlCAZlONE ALLO STLDIO ED ALLA CLASSIFICAZIONE

DELLE SLPERFICIE DI QUARTO ORDLl

AVENTI PER LINEA DOPPIA IL CERCHIO IMAGINARIO ALL'INFINITO

MEMORIA
DI

Approvata nell'adunanza 30 Dicembre 1883

« Geometrie der recìproken Eadien ìm Baame ìst mìfc der

projectivischen Eehandlang einer Mannigfaltigkeit gleiclibe deatend,

die durch eine qoadratisclie Gleiclmng zwischen fUof homogenen

Veranderlichen dargestellt wird >.

Elein.

Una delle idee più originali e profonde di Pliicker è quella di potere attribuire

al nostro spazio un numero qualunque (non minore di tre) di dimensioni scegliendo

convenientemente l'ente geometrico clie si considera come suo elemento. Ad essa è

dovuto, non meno al certo che ai lavori di Grassmann e Kiemann l'indirizzo odierno

della geometria, il quale diede alle sue ricerche quella generalità che prima credevasi

patrimonio esclusivo dell'analisi; ad essa il considerare la geometria che prende per

elemento dello spazio il punto sotto il suo vero aspetto, cioè come uno dei metodi

per studiare le proprietà del nostro spazio.

La prima e più intei'essante applicazione del nuovo modo di concepire le ricerche

geometriche fu la geometria che prende per suo elemento la retta, la pura geometria

della retta in cui punti e piani si considerano come figure secondarie, la quale, per

opera specialmente di Klein e Voss (*), forma oggi una dottrina che si può concepire

indipendente dalle altre teorie geometriche.

(*) A questi posso ora [Agosto I88'i] aggiungere il nome del mio amico carissimo Coreado Segrb,

in grazia dei suoi importanti lavori pubblicati fra le Memorie di questa illustre Accademia.
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Volendo proseguire nella via aperta da Pliicker, è naturale di proporsi di sta-

bilire geometrie di altri enti che possano con vantaggio considerarsi come elementi

del nostro spazio; e primo fra questi enti si presenta la sfera. La presente Memoria

si deve considerare come un primo tentativo di stabilire la geometria dello spazio di

sfere: dico primo perchè i lavori di Lie e Eeye non mi sembrano avere il fine che

ho teste indicato.

Infatti, le importantissime ricerche di Lie , esposte nell'omai celebre Memoria

Uehcr Complexe inshesondere Linien tind Kiigel-Coniplexe (Math. Annalen Bd. V,

p. 145) (*), quantunque informate alle idee di Pliicker, non possono riguardarsi come

un fondamento della geometria della sfera, giacché il loro scopo principale fu lo

stabilire una connessione fra questa e la geometria della retta, e il loro precipuo ri-

sultato (geometrico) si trova nelle importanti proposizioni di geometria metrica che

l'autore mostrò potersi trarre dalla rappresentazione del complesso lineare di rette

sullo spazio punteggiato
(
già indicato da Nother (**) ) disponendo convenientemente

degli elementi fondamentali della rappresentazione.

Invece l'opera del Eeye [Synthetische Geometrie dcr Kugein, ecc. 1879) ha

per iscopo uno studio diretto dello spazio di sfere; ma il carattere elementare che

l'autore volle imprimere alla sua esposizione non gli permise di introdurre nel suo

lavoro quei concetti ampii che formano il pregio massimo e il carattere distintivo

della moderna geometria.

Volendo afiVontare lo studio dello spazio .di sfere coli' aiuto dell'analisi è in-

dispensabile stabilire da principio un sistema di coordinate per le sfere. Il metodo

pili generale (e nello stesso tempo più conforme alle idee di Pliicker) è quello di la-

sciarne dapprima indeterminato il significato, e, partendo dal fatto che lo spazio di

sfere è lineare e a quattro dimensioni (perchè si può far corrispondere proiettivamente

air insieme delle quadriche passanti per una conica fissa), prendere per determinare

una sfera quattro quantità indipendenti o meglio i rapporti di cinque, che diremo

X; (« = 1 .2.3.4.5). Allora in questo spazio appariranno quali spazii subordinati a

tre dimensioni gli ordinarli spazii di punti e di piani, quadratico il primo (***), lineare

il secondo (vedi nel testo la nota al n. 6) e tangenti fra loro. Ottenuta cosi una

prima rappresentazione analitica dello spazio di sfere , un' altra se ne può ottenere

colla seguente considerazione: Se X,'"' , . . • , X/^' sono le coordinate di cinque sfere

qualunque, ogni altra sfera avrà coordinate della forma x, X/'^ + . . . +a;5X/^' ; le

quantità x^ sono necessarie e sufficienti per determinare coi loro rapporti univocamente

una sfera, onde possono assumersi quali nuove coordinate di una sfera. Ora è evidente

che, per la generalità delle coordinate .r,. , non è necessario il supporre che le coor-

dinate X; siano le più generali possibili, ma basta che esse soddisfino alla condizione

di individuare una sfera e di esserne individuate ; laonde, quando si abbiano in vista

le applicazioni , si potranno scegliere le X; nel modo più opportuno. È chiaro che.

'*) Vedi anche utia nota nei Compies rendus de l'Académie des Sciences de Paris (t. LXXI

,

1871, p. 579).

(**) Zur Theorie des algebraischen Functionen, ecc., Gcltfinger Nachrichten, 1869, p.SO'l.

(***) Chiameremo in seguito, per brevità, quadrica dei punti lo spazio punteggiato considerato

in questo modo.
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per le applicazioni allo spazio ordinario, conveiTà prendere per coordinate X,- i coeffi-

cienti dell'equazione di una sfera in coordinate cartesiane: è questo il partito a cui

mi sono appigliato. Questo, lo ripeto, feci unicamente in vista delle applicazioni che

mi ero proposte ; ma poiché, qualunque sia il significato che attribuir si voglia allo X,.
,

sassistono sempre gli sviluppi che concernono la teoria generale dello spazio di sfere,

così la scelta da me fatta non trae seco che le mie ricerche di pura geometria della

sfera abbiano un fondamento estraneo a questa. Questa scelta sarà, credo, pienamente

giustificata, quando si pensi che lo studio dello spazio di sfere in se coincide con quello

di un qualunque spazio lineare a quattro dimensioni , epperò si può ritenere già in

parte compreso in lavori meritamente noti di geometria a quante si vogliono dimen-

sioni (*) , ma che invece esso acquista un interesse individuale quando lo si con-

sideri in relazione coll'ordinario spazio punteggiato.

Le considerazioni ora esposte costituiscono il fondamento delle ricerche che feci

sulla geometria delle sfere, i cui risultati principali contenuti in questo lavoro, passo

ad esporre brevemente.

Nella prima parte studio il sistema di coordinate ora definito e le proprietà

generali dello spazio di sfere. Stabilisco anzitutto una proprietà importante del si-

stema di coordinate la quale estende i risultati ai quali si perviene col suo mezzo a

tutte le trasformazioni per raggi reciproci dello spazio e trovo il significato di una

trasformazione (lineare) di coordinate. Cerco poi le condizioni affinchè una sfera si ri-

duca a un punto o a un piano e concludo che : La geometria dello spazio punteggiato

equivale alla geometria di una quadrica a tre dimensioni in uno spazio lineare a

quattro, mentre la geometria dello spazio di piani è quella di un piano in questo

medesimo spazio. Introducendo la considerazione delle trasformazioni lineari dello spazio

di sfere e avendo di mira le applicazioni alla geometria dello spazio punteggiato, si

presenta una questione analoga ad una che s' incontra nello studio dell' ordinaria

geometria metrica. Come in questa si domanda quali siano le trasformazioni omo-

grafiche che mutano in se stesso il cerchio imaginario all'infinito, così nel nostro caso

è naturale chiedersi quali fra le trasformazioni lineari dello spazio di sfere lascino

immutata la quadaica de' punti. Ebbene, a ciò si risponde : Se si associa al gruppo

delle trasformazioni dell'ordinaria geometria metrica (movimenti e trasformazioni per

simmetria e per similitudine) quello delle trasformazioni per raggi vettori reciproci,

si ottiene il gruppo delle trasformazioni lineari dello spazio di sfere che lasciano

immutata la quadrica dei punti. Segue da ciò che la geometria proiettiva dello spazio

di sfere nel quale esiste come ente fisso la quadrica dei punti, equivale alla geo-

metria metrica del nostro spazio quando si stabilisca di considerare come identiche

due figure mutabili l'una nell'altra con una trasformazione per raggi vettori reciproci.

Donde la giustificazione dell'epigrafe posta a questo lavoro :

(*; Jordan, Essai sur la Geometrie à n dimensione (Bulletin de la Soc. Math. de France, t. Ili,

pag. 103 e seg.). D'Ovidio, Le funzioni metriche fondamentali negli spasi di quante si vogliano di-

mensioni (Memorie della R. Accademia de' Lincei, 1876-77).

Veronese, Bthandlung der projectiKischen Yerhàltnisse, etc. (Math. Aanalen, Bd. XIX, p. 161).

Seeie n. Tom. XXXVI b'
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« La geometria dei raggi reciproci nello spazio equivale alla geometria pro-

iettiva di una varietà rappresentata da una equazione quadratica omogenea fra cinque

variabili » (*).

Proseguendo nello studio del sistema di coordinate, dimostro che le coordinate

di una sfera da me usate sono suscettibili di un'importante interpretazione geometrica

sia nel caso generale , sia quando la sfera si riduce a un punto o a un piano ; vengo

così naturalmente ad associare al sistema di cinque sfere fondamentali un secondo

sistema di cinque sfere che ba un' importanza grandissima pel nostro studio. La me-

trica niello spazio di sfere presenta una particolarità degna di nota ; se, cioè , nello

spazio a quattro dimensioni si stabilisce una metrica proiettiva avente per assoluto

la quadrica dei punti, si trova per espressione della distanza di due punti la stessa

che si ottiene per l'angolo di due sfere nello spazio ordinario: considerato in questo

modo, lo spazio di sfere, ba dunque per base una metrica ad assoluto reale.

La seconda parte comprende uno studio di sistemi lineari o quadratici di sfere.

A base di esso sta la proposizione : Un complesso lineare di sfere è l' insieme delle

oo^ sfere ortogonali a una sfera fissa. Applicandola, si trova la sfera ortogonale del com-

plesso lineare delle sfere ridotte a piani e si indica una via per determinare le coor-

dinate della sfera ortogonale a quattro sfere date; applicazioni della stessa proposizione

sono le determinazioni geometriche delle sfere di una congruenza o di un fascio, dalle

quali risultano poi facilmente la dimostrazione di un elegante teorema enunciato da

Moutard.

Esaurite le proprietà fondamentali dei sistemi lineari di sfere, passo ai quadra-

tici. Dimostro subito che in un complesso quadratico di sfere sono contenuti oo^ fasci

di sfere; mi volgo poi ad esporre la teoria della polarità rispetto a un complesso

quadratico e determino di passaggio le equazioni di questo in coordinate di sistemi

lineari di sfere. Un'applicazione importante della teoria della polarità rispetto a un

complesso quadratico si presenta nella determinazione di quelle funzioni che io chiamo

invarianti dei sistemi lineari di sfere ;
queste funzioni godono

, però , di proprietà

invariantive solo rispetto alle trasformazioni lineari dello spazio di sfere che mutano

in sé stessa la quadrica de' punti, esse sono cioè invarianti simultanei del corrispon-

dente sistema e della quadrica dei punti. Per chiarire completamente questo fatto,

apparentemente strano, che una stessa funzione si presenti sotto due aspetti diversi,

rammenterò ciò che dissi dianzi sulle trasformazioni lineari dello spazio di sfere e

riporterò queste parole di Klein (Vergi. JBetr. p. 9): « Se si sostituisce il gruppo

principale di trasformazioni con uno più. comprensivo , sussisteranno ancora soltanto

alcune delle proprietà geometriche. Le altre non appariranno più come proprietà in-

trinseche degli enti geometrici, ma come proprietà del sistema che risulta associando

ad esse una certa figura. Questa figura (quando è determinata) è definita dalla pro-

prietà di ammettere fra le trasformazioni del dato gruppo solo quelle del gruppo

principale ». Per farne l'applicazione al caso nostro basta supporre che il gruppo

principale sia quello che si ottiene associando il gruppo delle trasformazioni per raggi

(*) Klein, Vergleichende Betrachlungen ueber neuere geometrische Forschimgen, 1872, p. 22.
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reciproci a quello dell'ordinaria geometria taetrica, che il gruppo più comprensivo sia

formato da tutte le trasformazioni lineari dello spazio di sfere, che la figura speciale

di cui sopra è parola sia la quadrica dei punti e che finalmente le proprietà che

cessano d'essere intrinseche siano quelle espresse dall'annullarsi degli inyarianti dei

sistemi lineari di sfere.

I complessi quadratici di sfere, oltre ad invarianti di questa specie (che si otten-

gono cercando gl'invarianti simultanei di due complessi quadratici e quindi facendo

coincidere uno di essi colla quadrica dei punti), posseggono eziandio una funzione

che ha carattere invariantivo per tutte le trasformazioni lineari dello spazio di sfere:

la considerazione di questa funzione dà i complessi quadratici specializzati una o due

volte. In ogni fascio di complessi quadratici vi sono in generale cinque complessi

quadi'atici semplicemente speciali, ma può esservene un numero minore e alcuni pos-

sono divenii-e doppiamente speciali; queste costituii'anno altrettante particolarità della

congruenza di quarto grado che è sostegno del fascio e l'esame dei varii casi che si

possono presentare darà la classificazione completa delle congruenze di quarto grado.

Una importante congruenza quadratica è costituita dagli oo- punti sfere di un

complesso quadratico di sfere; questi punti costituiscono una superficie che dimostro

essere in generale una superficie di quarto ordine avente il cerchio imaginario all'infinita

per linea doppia cioè, seguendo la denominazione proposta da Darboux, una cielide. Le

proposizioni esposte sullo spazio di sfere porgono un modo nuovo e uniforme che sì rac-

comanda per la sua eleganza e semplicità, di dedurre i principali teoremi che riguardano

queste superficie: cosi si ottengono le generazioni della superficie come luogo di punti

e come inviluppi di sfere e le loro modificazioni , i piani bitangenti , le rette della

superficie, le curve focali, i fuochi, ecc., ecc. Infine si può ottenere l'equazione più

generale del sistema di ciclidi omofocali : la memoria del Eeye : Ueher quadratische

Kugelcomplexe und confocalen CycUden (*) mi fu in questa ricerca di grandissima

utilità , tanto che posso dire essere
,
quanto feci a questo proposito, non altro che

una generalizzazione analitica e un complemento delle ricerche dovute a questo il-

lustre geometra (**).

La terza parte racchiude la soluzione del problema che diede origine a' miei

studii sulla geometria della sfera, cioè la classificazione delle ciclidi. Già Darboux e

Casey nei loro importanti lavori su questa superfìcie (***) si erano proposti questa

questione , ma né l'uno né l'altro di questi geometri segui un metodo che assicu-

rasse che ninna delle superficie di cui si tratta fosse sfuggita (****]. Definendo la

cielide come luogo dei punti sfere d'un complesso quadratico di sfere si ha la sua

rappresentazione analitica con due equazioni quadratiche omogenee, onde si può ap-

(•) CoUeclanea mathematica, 1881, p. 241 e seg.

(**) Cfr. anche le Schlussbemerkungen della Memoria dello stesso autore: TJeber lineare und
quadratische Strahlen-complexe und Complexen-Geuoebe. Journal f. d. r. u. a. Matk. Bd. 95, p. 347

[Agosto 1884J.
(***) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, etc. Paris, 1873.

Casey, On Cyclides and Sphero-quartics. Philosophical Transactions of the R. Society of London, 1871.

(*•**) Basti il dire che Caset aveva dimenticate le ciclidi con tre e quattro punti doppi , e non

ne tenne conto che dopo le osservazioni di Catley (v. la memoria citata, p. 622).
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plicare il metodo e il teorema di Weierstrass (*) avente per oggetto la distinzione

in ispecie delle coppie di forme bilineari e quadratiche. Il metodo permette di as-

segnare le varie forme (canoniclie) sotto cui si possono porre le due equazioni rap-

presentatrici della ciclide; il teorema ci dice che due ciclidi, le cui equazioni appartengono

a specie diverse, non si potranno mai mutare l'una nell'altra mediante una delle tra-

sformazioni di cui prima (pag. 201) si tenne parola. Tutte le ciclidi che corrispondono alle

varie forme canoniche debbono (in forza di questo teorema) essere ù-a loro diverse,

ed infatti lo studio particolare da me fatto su ognuna delle forme canoniche mi porse

le particolarità di ogni specie e mi guidò alla conclusione che vi sono diciotto specie

di ciclidi non mutabili l'una nell'altra mediante trasformazioni jìroiettive o raggi

reciproci. Per ogni specie determinai le singolarità , la disposizione delle rette , le

proprietà focali e i modi di generazione: ciò mi parve essere più che sufficiente a

caratterizzare ciascuna. Ma nel sistema di ciclidi omofocali ad ima data vi è almeno

una superficie di terzo ordine, onde il metodo seguito dà pure una classificazione

delle ciclidi di terzo ordine. Siccome poi l'insieme di una ciclide di terzo ordine

e del piano all'infinito può sempre considerarsi come la trasformazione proiettiva di

una superficie di terzo ordine e di un piano passante per una sua retta, cos'i è

evidente che il metodo indicato deve dare tutte le superficie di terzo ordine. Se non

tutte le specie di Schlaiìi (v. la Memoria da esso pubblicata nelle Fhilosophical

transactions , 1863 (**) ) si presentano nella enumerazione da me fatta, gli è che

alcune delle superficie di Schlafli si possono ottenere da altre con una conveniente

trasformazione per raggi reciproci.

Esposto cosi sommariamente il contenuto di questo lavoro mi sia lecito fare una

osservazione sull'indole e la portata del metodo seguito in queste ricerche.

Io mi servii per brevità della parola sfera per designare l' elemento dello

spazio che studio, ma tutto ciò che esposi può applicarsi integralmente allo spazio

delle quadriche passanti per una conica fissa non degenerata. Per conseguenza la clas-

(•) Zur Theorie der bilinearen und quadralischen Formen. Berlinen Monatsberichte , Mai, 1868.

Il metodo di Weierstrass fu già applicato con successo da Gundelfinger (nelle note alle Vor-

lesungen v.ber die anaìytische Geometrie des Raumes di Hesse, 3^ ed. 1876), da Klein (Inauguraldis-

seriaiion, 1868) e da Weiler (Math. Ann., Bd. YII) per classificare le quartiche di prima specie e i

complessi quadratici di rette.

Dello stesso modo io feci applicazione (la prima, credo, relativa a forme bilineari) per ottenere le

varie specie di corrispondenze omografiche che possono stabilirsi fra due spazii a due o tre dimensioni.

Per le forme dì seconda specie non ottenni omografie che non fossero già note , ma per lo spazio

giunsi ad alcuni risultati che credo nuovi, i quali mi permisero poi di stabilire quali fra i complessi

quadratici di rette aventi per superficie singolare un tetraedro proprio o degenerato, possano generarsi

colle congiungenti o colle intersezioni degli elementi corrispondenti di due spazii proiettivi di punti

o di piani [Il lavoro qui citato venne poi pubblicato nel Voi. 22, p. 1 del Giornale di Matematiche,
(Agosto IS8V,].

Infine, un' ultima applicazione dello stesso teorema fu fatta dal mio carissimo amico Corrado
Segre e da me in un lavoro comune, in cui proponemmo di riconoscere quali dei complessi quadratici
di rette possano venir generati dalle rette che secano armonicamente due quadriche date [Anche
questa Memoria ha già visto la luce e trovasi nel Voi. XXI II, p. 213 dei Mathsmatische Annalen,
(Agosto 1884)].

(**) On the distribution of surfaces of the third Order into species in reference to the presence or
absence of singular Points, and the reality of their Lines.
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sificazione delle ciclidi da me indicata si può intendere come quella delle superficie

di quarto ordine a conica doppia non scissa in due rette {*).

Si presenta ora natiu'ale la questione della ricerca analoga per le superficie di

quai'to ordine aventi per linee doppie due rette che si secano (**). Ora il metodo

da me seguito è applicabile con lievi modificazioni anche a questo caso.

Per mostrarlo notiamo che la ragione per cui è possibile applicare le ricerche

di Weierstrass alla classificazione delle superficie di quarto ordine a conica doppia

è che una tal superficie si può rappresentare con un' equazione quadratica omogenea

fra cinque variabili fra cui passa una relazione quadratica omogenea di discriminante

non nullo. Orbene
,
per una parte , una superficie di quarto ordine con due rette

doppie che si secano è rappresentabile con un' equazione quadratica omogenea fra

cinque variabili ù'a cui passa una relazione quadratica omogenea di discriminante

nullo (se le due rette doppie sono infinitamente vicine, tutti i determinanti di quarto

ordine del discriminante sono nulli) ; d'altra parte, i risultati di Weierstrass presup-

pongono unicamente che una sola delle due forme che si considerano non sia spe-

cializzata, dunque di essi si può far uso per raggiungere lo scopo indicato.

CAPITOLO PRIMO

Proprietà generali dello spazio di sfere.

1. Siano date cinque sfere qualunque aventi per equazioni cartesiane

(1) s,= {x-a,y^{y-^.,y+{,-y,y-E;=0 (.- = 1.2.3.4.5).

Qualunque altra sfera dello spazio potrà rappresentarsi con un'equazione della

forma :

(2) s^s,x,-i- s^x^-h 83X3-^- s^x^-i- s^x~=zO ;

confrontando infatti quest'equazione con quella d'una sfera arbitraria si ottengono,

per determinare le x^ quattro equazioni lineari omogenee ; d' altronde date le Xi , o

meglio, dati i rapporti di -quattro di queste quantità alla rimanente, è determinata

ìq modo unico la sfera s. Dunque le x^ possono assumersi come coordinate omogenee

della sfera s; chiameremo fondamentali le sfere (1).

Da tale definizione delle coordinate x^ , segue immediatamente : Date cinque

sfere di coordinate x^^''^ {i, h = 1. 2. 3. 4. 5) ogni sfera del fascio determinato dalle

(*; KuMMER nella sua Memoria : Veher die Fldchen viertes Grades auf ivelche Schaaren non

KegeUchnitte liegen (Berliner Monatsberichte 1863) considerò alcuni dei casi particolari di queste

superficie; altri ne considerò Kobndórfer nel suo lavoro: Die Abbitdung einer Fldche vierter Ordnung

mit einer Doppelcurve zweiten Grades und einem oder mehreren Doppelpunclen (Math. Annalen,

Bd. I, II). Ma un gran numero di quelli da me ottenuti sfuggirono all'attenzione di questi geometri.

(•*" Anche alcuni casi di queste superficie furono già studiati da Korisdóbpek in altra Memoria

(Math. Annalen, Bd. III).
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a;/'), a:/"^ ha coordinate della forma X''^ a;/'* + ).*^'x/^*, ogni sfera della rete determinata

dalle x^'\ x^-\ x^'^ ha coordinate della forma X<'> x}'^ + ),<-> a;/') + X('> x^'\ ogni sfera

del sistema lineare di terza specie determinato dalle x}'\ a;/"^ a;/'\ a;/** ha coordinate

della forma X<'> :r/'>+ XW:r/''+ X'^^x/'^+X^'J a;/'>, infine ogni altra sfera dello spazio

ha coordinate della forma X('> ^/'J + X'-' a^i^^ + X('> a;/'' + X"'' xM^ + l'-'^xpK

2. Le coordinate Xf ora definite godono di una importante proprietà, la quale

può enunciarsi così:

Se si trasforma per raggi reciproci lo spazio di sfere e si chiamano S; , S

le trasformate di s,, s, allora la sfera S trasformata di s, ha rispetto alle S; trasfor-

mate di Sf , le stesse coordinate che aveva s rispetto alle s,- .

Per dimostrare questo teorema rammenteremo che, se l'origine delle coordinate

è il centro e 1^ la potenza della trasformazione per raggi reciproci, al punto di coor-

dinate X, y, z corrisponde quello le cui coordinate X, F, Z sono determinate dalle

equazioni :

Ti^'x „ li^ij „ ¥zX= Y= Z~
X -h »/ -H^

e che quindi alla sfera ayente per equazione

a(x^-¥- y""-^ z'') -^ 2(bx-^ cy -\- dz)-i- e — ,

corrisponde la sfera

e{X"-+-rV Z') -t- 2 k'{bX ^cY-^dZ)-^ a¥-

(ridotta a un piano se e ^ 0). Ora se poniamo per brevità di scrittura

(3) «;+i3;-t-7;-^;=i';

(p^^ non è che la potenza dell'origine rispetto alla sfera s,(*)) e applichiamo le

formolo di trasformazione ora citate alle sfere

Si^x^-\-y'^-^ z^— 2 (y.^x-^fJ^y -i-^/iz) -i-,p^'=z

s^lSiXi^2Xi(x'^-i-y'--i- s'-) — 2{laiXi-x-i-l^iX^-y-ì-IyiZi.z)-h lpi^Xf=ti i i i i

otterremo le sfere

Si=pi' {x^-h ìf H- ^^) - 2 yt' («i ,2; 4-
P; 2/

-+-
7i ^) -H *'' = .

S^ lp-^Xi{x^-\-y''-+- /) — 2 h^ [loCj^Xi-x^ I^^x^-y-i- Sy^aj,-. z)-^Jc'< 1x^ = .

i i i

Ma da queste si ricava immediatamente

S= l.SiX, ,

i

dunque le coordinate di S rispetto alle /S^ sono le stesse di s rispetto alle Sj . e. d. d.

{*) Le quantità a., ^., y^, p.", sono secondo il Reye {W. Synthetische Geometrie der Kugeln, *ec.,

1879, p. 75-76) le coordinate della sfera i,= 0.
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Da ciò risulta che lo studio analitico dello spazio di sfere basato su un certo

sistema di cinque sfere fondamentali comprende tutte le trasformazioni per raggi re-

ciproci dello spazio stesso.

3. Vogliamo ora stabilire quale sia il significato geometrico di una trasformazione

lineare delle coordinate x^. Siano X,- le nuove coordinate e siano esse definite dalle

equazioni :

(4) Xi= I o.A Xj (;, 7i = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 , a,,, in generale ^ «aJ .

h

Per definizione (u. 1) la sfera s di coordinate a;,- ha per equazione in coordinate

cartesiane (*)

i

in virtù delle (4) questa può scriversi

s ~2 Si 1 a^X/.^ 1 a^i, S; X^ = ,

cioè s ^1X^1 a,A S; ;

se adunque poniamo

(5) S^=laff,Si ,

potremo scrivere

s=2S,X,= .

E questa ci prova che le nuove coordinate X definite dalle equazioni (4) sono

le coordinate analoghe alle x ottenute prendendo quali sfere fondamentali le cinque

sfere S definite dalla (5) ; notiamo anche che le (4) (5) ci dicono che per determinare le

nuove sfere fondamentali basta trovare cinque sfere le quali abbiano, nel primitivo

sistema, per coordinate i coefficienti della sostituzione lineare trasposta della sosti-

tuzione lineare data.

Per conseguenza, dicendo che mediante una trasformazione lineare si può ridurre

una relazione fra le a; a una certa forma, affermeremo la possibilità di determinare

cinque sfere taU che, riferendosi ad esse, la relazione nelle nuove variabili sia della

forma assegnata.

4. La sfera che in coordinate cartesiane ha per equazione

a (x^ -+-
y''

-h z'^ ) -h 2 [b X -h e y -ì- d s) -i- e := ,

ha il suo centro nel punto di coordinate

b e d

a a a

(*) Ove non si avverta il contrario, s'intenderà che le somme indicate vanno estese da i=^\ a i = 5.
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ed il quadrato del suo raggio uguale a

&'+ c' + (?'— a e

a

La sfera di coordinate a;; rispetto alle sfere (1) ha per equazione cartesiana

I ìli i

onde il suo centro (^x, y, z) ed il suo raggio R sono determinati dalle seguenti

equazioni :

la^Xi 2^,Xi 2y^Xi

(6) ^ = '-TZ- ' y= ^T:r ' '^'

(7) H

1 Xf IXj IXi

5. Il numeratore di quest'espressione di E^ (che indicheremo con B^^) può

trasformarsi in modo noteyole. Sviluppando i quadrati e i prodotti indicati otteniamo :

Hxx = 2 («.•"+ Pi'+ 70^*'-*- 2 2 {c(iC(^-i- |3i|3^-f- yri,,)xiX^

— 2 (a" -\- (i^ -t- 7^- Ut -^ «/+ P/+ 7*'- ^k ) Xi x,— l x^ {a" -+- /3/ -(- 7^'- B,^)
,

i, h i

cioè (indicando con i , h una combinazione binaria dei numeri 1 , . . . , 5)

i?,.,.= 2 i?,V- 2 [(a, - a, ) + (i3,
- p, y+ (7,

- 7,)^- (E^+ B^)] x, x, .

Ora se C; e C^ sono i centri dell'^™" e della /e"'" sfera fondamentale, la funzione

b:+ jb;- c;c:= j?;+ e;- [(«,- a,)^+ (p,- p,r+ (7- 7.)^

è una funzione molto importante per le due sfere, il cui annuUai'si è condizione ne-

cessaria e sufficiente affinchè le due sfere siano fra loro ortogonali : noi le daremo il

nome di invariante simultaneo delle due sfere {*). Se una delle due sfere è un

punto sfera l'iuTariante simultaneo di esse si annulla quando il punto sta sull'altra sfera
;

se entramhe sono punti-sfere, affinchè siano ortogonali la loro distanza dev'esser nulla,

epperò essi debbono stare su una secante del cerchio imaginario all'infinito.

Se quindi poniamo

(8) 2R,,= 2B,,^Bt^B;- [(«,- «,y+ (p,_ p,)V {^-J^Y] ,

(9) jr;=iì\, ,

(*) Il quoziente di essa pel doppio del prodotto dei raggi delle due sfere è la funzione a cui il

sig. LoCAS dà il nome di patema mutua delle ifere stesse (V. Sur un principe fondamenial de Geo-

metrie et de Trigonometrie , Memorie della R. Accademia dei Lincei. Serie IH, Voi. II).

Avvertirò che, generalizzando una definizione data da Steiner [Einige geometrische Betrachtungtn

n. 10, Ges. Werhe, 1, p. 32); il sig. Affolter introdusse {Uath. Annalen Bd. IV, p. \Vó) altre due

funzioni dei raggi e della distanza dei centri delle due sfere; esse si difierenziano dalle funzioni di cui

precedentemente tenemmo parola, perchè ognuna di esse si annulla, non già quando le due sfere sono

fra loro ortogonali, ma quando esse si toccano internamente o esternamente.
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potremo scrivere definitivamente

(10) B,,, = lBa.XiX^

ove ì Jc è lina disposizione binaria completa dei numeri 1 , . . . , 5.

Chiameremo per brevità R^^^ forma fondamentale del dato spazio e scriveremo

la (7) così

(')
^"^c^--

6. Dalla (7') possiamo traiTe alcune conseguenze importanti.

Le coordinate a",- assoggettate a convenienti limitazioni possono servire a rappre-

sentare i punti e i piani dello spazio. Infatti la (7') ci prova che se

J?„=rO ,

la sfera di coordinate .r,- ha raggio nullo, epperò riducesi a un punto-sfera ; se invece è

la sfera di coordinate x^ ha raggio infinito, epperò riducesi a un piano.

Donde segue che se si considerano le sfere come i punti d'uno spazio in cui ciascun

elemento è determinato dalle cinque coordinate omogenee x,-, la geometria dell'or-

dinario spazio punteggiato è quella di un jjunto di quello spazio a quattro dimen-

àoni soggetto a trovarsi sulla quadrica a tre dimensioni JR^^ =. , mentre la geometria

dell'ordinario spazio di piani è quella di un punto dello stesso spazio a quattro

dimensioni obbligato a stare sul piano a tre dimensioni 2 x^^ {*). I punti
i

comuni a questi due spazii a tre dimensioni, sono le oo^ sfere che possono riguar-

darsi sia come punti sia come piani, cioè gli oo- piani tangenti del cerchio imaginario

all'infinito.

Sono di grande importanza, per lo studio dello spazio di sfere in connessione

collo spazio punteggiato, quelle trasformazioni lineari dello spazio stesso per le quali

la quadiica dei punti non muta; esse sono le oo^^ trasformazioni del tipo

x^ = l\,y, (i,A= 1.2.3.4.5) ,

k

che mutano la forma fondamentale i?^^ in un multiplo di se stessa. A questa cate-

goria appartengono le co^ trasformazioni per raggi reciproci, e le oo' trasformazioni

(*; Allo stesso risultato si giunge senza far uso di forinole nel seguente modo :

Nello spazio di sfere il bi-punto o retta è il fascio di sfere. Ora un luogo a n— 1 dimensioni

contenuto in uno spazio lineare ad n dimensioni è di un ordine dato dal numero dei suoi punti che ap-

partengono a qualunque retta dello spazio principale. Per conseguenza, nel nostro caso, il luogo delle

sfere ridotte a punti e il luogo delle sfere ridotte a piani saranno di ordini uguali rispettivamente al

numero dei punti-sfere e dei piani-sfere che stanno in un fascio di sfere. Ma è noto che in un fascio

di sfere vi sono due punti sfere (punti doppi dell'involuzione determinata dal fascio di sfere sulla linea

dèi centri) e un piano-sfera Jil piano radicale); dunque il luogo dei punti sfere è una quadrica, il luogo

dei piani-sfere è un piano, come appunto si ottenne analiticamente.

Seeie II. Tom. XXXYI c'
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che risultano trasportando comunque una figui'a e sostituendola con una ad essa

simile. Delle oo^' trasformazioni che si ottengono combinandole fra loro non

sono fra loro distinte che oo'°. Consideriamo infatti una trasformazione per raggi

reciproci di centro e potenza Jì e una trasformazione per omotetia di centro

e rapporto
fj.

. Se in virtù della prima il punto A mutasi in A' e se in virtù

della seconda il punto A' si muta in A, , saranno , A , A', A, punti d'una retta

e avremo :

OA.
P-

OA.OA'= k
; OA

Ora da queste due relazioni sì trae

OA.OA, = Jcp.

dunque le due trasformazioni equivalgono insieme a una trasformazione per raggi reci-

proci di centro e potenza K^hp.. Di più, a questa stessa trasformazione si giunge

sostituendo alle due costanti h
, p. altre due h', p.' soggette all'unica condizione di

soddisfare l'equazione ?:.' p.'= K, dunque, non solo una trasformazione per omotetia

dà assieme a una trasformazione concentrica un'altra trasformazione per raggi reci-

proci, ma quest'ultima può ritenersi in oo' modi con due trasformazioni della specie

indicata. Donde segue la proposizione enunciata ed infine l'altra:

Il gruppo delle trasformazioni lineari dello spazio di sfere che non mutano

la quadrica dei punti, si ottiene associando al gruppo delle trasformazioni lineari

dell'ordinaria geometria metrica, quello delle trasformazioni per raggi reciproci.

7. Data un'equazione quadratica omogenea nelle cinque variabili x^ di forma

arbitraria (vedi n. seg.) noi potremo sempre considerarla come l'equazione di con-

dizione a cui debbono soddisfare le coordinate dei punti- sfere di uno spazio di

sfere. Di più essendo in conseguenza noti i raggi e gì' invarianti simultanei (n. 5)

delle cinque sfere fondamentali , si potrà determinare il sistema di riferimento ; anzi

siccome dei centri delle cinque sfere da determinare non sono note che le mutue

distanze, così in generale si potrà costrurre il sistema di riferimento in oo^ modi.

Senza eseguire in ogni caso la determinazione effettiva delle cinque sfere fonda-

mentali, si possono assegnare, col solo esame della data forma fondamentale It^x,

le particolarità del sistema di riferimento. Infatti, rammentando che -R,,- non è che

il quadrato del raggio dell'/'"" sfera fondamentale e che J?,,,. vale la metà dell'in-

variante simultaneo dell' i"" e della h""" sfera fondamentale , si ottengono subito i

seguenti criterii :

a) Se in M^^ manca il termine in x^ , V «'""' sfera fondamentale è un

punto-sfera.

h) Se in R^^ manca il termine in a;,- x^ sono fra di loro ortogonali Vi'"" e

la Tf" sfera fondamentale.

Donde poi risultano le regole più particolari :

e) Se in jR^^ mancano i termini in xf e in x^ x^ , Vi'"' sfera fondamentale

è un punto-sfera posto sulla Ti'"" sfera fondamentale.
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(7) Se in i?,.^. mancano i termini in ;?•,.% in ,r/ e in x,- x^ le sfere fondamen-

tali •«""' e A-""" sono due punti -sfere posti su una secante del cerchio imaginario

all'infinito (*).

8. Dicemmo al principio del numero precedente che la forma fondamentale si può

scegliere ad ai'bitrio ; ora però dobbiamo aggiungere una limitazione relativa ai suoi

coefficienti fondata sulla seguente proposizione generale:

Fra i raggi di cinque sfere qualunque ed i loro invarianti simultanei passa

una relazione.

Per dimostrare questo teorema rammenteremo che dati ad arbitrio cinque punti

nello spazio, se si indicano con c?,-^ (=(?^,) i quadrati delle loro mutue distanze, si

ha la relazione (**).

1 1

1 d.,

1 (?,. . . (?,, =

1 d..

Se quei punti sono i centri di cinque sfere di raggi i?, delle quali {le l) siano

gli InTarianti simultanei, si ha (n. 5) :

onde di^ = (Z^,- ==. i?;^-H i?/— (i h) .

Sostituendo questi valori nell'equazione precedente otterremo:

1 E,VE/-(12) i?/

1 i?,'-+-I?/-(21) i?/

1 I?3^+E/-(31) E/+i?/-(32)

1 P..^^-J?/— (41) Ji/H-i?,^-(42) B^"-

1 i?3^-i-i?/-(51) E3^+iJ/-(52) B,^

11 1

i?3^-(13) E.^-hE/-(14) E.^+E5'-(15)

E3^-(23) B:-^B,'-(24:) B:

iJ3=+i?^^_(34) ^3^

B,^ B.^,^-(43)

E3^-(53) ì?5^+E;-(54)

.(25)

(35)

(45)

Questo determinante può molto semplificarsi ; togliendo infatti dalla ^J"" oriz-

zontale la prima moltiplicata per B^'' e poi facendo la stessa operazione sulle ver-

ticali si ottiene:

= 0.

(*) Cfr. le regole date da Klein {Die atlgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten,

Mathematische Annalen, Bd.II, p.366) e riportate da Weiler (Ueber die verschiedenen Gattungen der

Compiile zweiten Grades , Ib. Bd. VII, p. 151) per dedurre dall'equazione che lega le più generali

coordinate di una retta, le specialità del sistema dei complessi fondamentali.

(") Baltzer, Theo-rie v.nd Andwendung der Deierminanten, 5" Auflage, p. 238.
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(11)

1 1 l 1 1

2i?/ (12) (13) (14) (15)

(21) 2-R/ (23) (24) (25)

(31) (32) 2B,' (34) (35)

(41) (42) (43) 2i?; (45)

(51) (52) (53) (54) 2b:

—

è questa la relazione a cui si alludeva nel teorema enunciato al principio di questo

numero (*).

9. Supponendo in particolare che tutte le sfere siano punti-sfere si ricade nel-

l'equazione da cui siamo partiti ; supponendo invece tutte le sfere fra di loro ortogonali,

si ha (f Z;);=0 , epperò la (11) diviene

1 1 1 1 1

2B,'

2R:

2R,^

2i?,

2i?5*

=

Sviluppando questo determinante si trova la relazione semplicissima

(12)
1

b:

1

B^^ B^ M^

A quest'equazione che lega i raggi di cinque sfere due a due ortogonali è giunto

anche Darboux per tutt'altra via (**). Essa ci prova che non tutti i raggi di cinque

sfere in questa condizione possono essere reali (***).

(*) Questa relazione è l'unica che lega le quantità di cui si tratta.

(**) Vedi : Sur une classe remarquàble de courbes et de surfaces algébrigues, 1873, p. 135.

{***) Non sarà fuori di proposito il mostrare come le equazioni (11) e (12) non siano che casi

particolari di altre che legano due sistemi di cinque sfere ciascuno.

È noto (Baltzer, Le.) che fra le distanze di due sistemi 1, 2, 3, 4, 5 ; V, 2', 3', 4', 5' di cinque

punti passa la relazione
1

= 0;

se si suppone ora che i punti i, /;' siano i centri di sfere aventi i raggi Ri R'n , e indichiamo al solito

con (i k') l'invariante simultaneo delle due sfere di centri i, f, potremo facilmente dedurre dalla re-

lazione ora scritta la seguente
1 ... 1

1 (11') . . . (15')
(Il

1 (51') . . . (55')

=
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10. Si presenta ora la questione: Data la forma fondamentale e le coordinate

cartesiane di un punto, trovare le coordinate x^ di questo.

Per lisponderyi basta evidentemente risolvere rispetto alle x^ il sistema delle equa-

zioni (6) (n. 4) e della

B.. =

che comprende evidentemente la (11).— Poniamo in particolare che la sfera i' sia ortogonale a tutte

le sfere del sistema non accentuato di indice diverso da i, onde viceversa i sarà ortogonale a tutte le

sfere del sistema accentuMo di indice diverso da i' ; sarà allora (i k')^Q per Ar^i epperò l'ultima

relazione scritta si trasforma in

(12»)
1

(II')"

1

'(ti.')'

\

'

(55-)
=

la quale è una generalizzazione della (12). Consideriamo un caso speciale quello cioè in cui uno dei

due sistemi consta di 5 punti sfera , e l'altro delle 5 sfere circoscritte ai 4 tetraedri che possono for-

marsi con essi: potremo allora applicare l'ultima equazione ottenuta, ma di più notando che (11') non

è che la potenza P, del punto 1 rispetto alla sfera circoscritta al tetraedro 2 3 4 5 e che (22'), ..., (55')

hanno significati analoghi, ottenerne la relazione

-F + - .-^^ =

la quale esprime il seguente elegante teorema dovuto al Frobenius e da esso dimostrato in modo
diverso da quello ora tenuto (V. la Memoria inserita nel voi. 79 del Journal far die reine und an-

gewandte Mathematik , p. 223).

Dati cinque punti, si considerino le cinque sfere circoscritte ai cinque tetraedri da essi determinali ;

la somma delle inverse delle potenze dei primi rispetto alle seconde^ è uguale a zero.

Di un altro caso particolare della formola dimostrata al principio di questa nota , vogliamo fare

un cenno, di quello cioè in cui ogni sfera del secondo sistema è tangente alle quattro, d'indice diverso

del primo. In tal caso si ha in genere

(i fc') = ± 2 Ri R'k ,
per i^k

(ove si prenderà il segno superiore o l'inferiore seeondochè il contatto è interno od esterno) onde

l'equazione primitiva diviene, dopo poche semplici trasformazioni,

R, '
J

R.

1

1 ... ± 1

57' *» *^
(55')

=

Se , finalmente , facciamo l' ipotesi , che il secondo sistema di 5 sfere coincida col primo , avremo

r equazione

1 ì .. i

R.

R^ R^

È.
'

R,

±1 .. ±1

±1 ±1 .. 1

=

la quale lega i raggi di cinque sfere a due a due tangenti ; i doppi segni che si trovano nel suo primo

membro devono soddisfare all'unica condizione di rendere simmetrico il determinante che vi compare.

La relazione a cui giungemmo risponde alla decimasesta delle questioni proposte a pp. 207-212 del

Voi. Ili del Giornale di Creile da Steiner ; una verificazione della sua esattezza può aversi dal suo

confronto colla relazione fra i raggi di 4 cerchi d'un piano a due a due tangenti, già trovata da

Steiner {Einige geometrische Betrachtungen, n. 29, CreUe's Journal, Bd. I).
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rammentando che H^^ non è che il numeratore della frazione che dà il quadrato del

raggio B della sfera a;,- (n, 4. eq. [7]), vedremo che all'ultima delle equazioni del

sistema si può sostituire la seguente:

IPiXi

X -¥- y -¥- z ^
Ix,

e che quindi il sistema che bisogna risolvere rispetto alle a;,- è:

(a, —x)x,-+- {oc, —y)x,-f-{cci — x) x^-i- {a^ — x) x^-^ (cx^ —x)x^=0

(i3,
-2/)a;,-+-((3, -2/)x,-+-(p3 - y) x^-h {^^

- y ) x^-h (^ s - y) x,=:z

(y.
— ^)«,+ ("A

— ^)^z-i-(73 -^)%-f-(74 — ^)^4-+-(75 — ^)^5=0

{p,^— r^)x,-+- (p,^— r')x,-+- {lh—r")x3-^ (jp^— r^)x^-h (p/- r^)x^= .

avendo posto per brevità x^ +y^ + ^ =: r^.

Chiamando i kl m n una permutazione circolare di 12 3 4 5 avremo dunque :

Xi

ossia

(13)

?>H-y Pt-y ^m-y K-y
Ih Ir Im - ^ In

Pk —r Pi —r p„ »" Pn

1 1 111
'^k—x ^i— X cx„~x a„ — x

(3* -2/ |3,-^ /3^-2/ (3„-y

7*—^ P(—

^

-Jn.— ^ 7a-^2222 2,,i«

1 1 1 1 1

«A «; a„.
<y-n X

«.= P. P< |3. |3. y

7a- 7/ 7m 7« z

i^/ i^z' l'm' i^/ x"-hy

Sviluppando questo determinante secondo l'ultima verticale otterremo una rela-

zione della forma

(14) Xi= Ai(x^ y ") -+- B,x -hCiy-hD,z^E, («=1.2.3.4.5).

11. Queste equazioni [14] ci provano che le coordinate x^ del punto {x, y, 0)

sono proporzionali alle sue potenze rispetto alle sfere aventi per equazioni:

St= A,(x"-+- y^-h /) -h Bix -\-Ciy-^I)iZ-+-Ei — .

Le sfere S^ sono pienamente determinate dalle cinque sfere 5; ; ciò risulta dal

modo con cui giungemmo ad esse, ma anche dalla seguente proposizione:

La sfera Si è ortogonale a ciascuna delle sfere s,, , s^ , s^, , s„

.
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Per dimostrare questo teorema osserveremo che in generale l'invariante simul-

taneo delle due sfere

è espresso da

a (.c'-t- :'/-(- / ) -h 2 (^ix -\- cy -+- dz)-+- e= ;

a'(/-^ }/-+- z') -f- 2 (i'x -+- c'y -+- d'z)^e'= <ò
,

ae'-+-a'e—2{hV-^cc'-+-dd')

aa
(*);

per conseguenza l'invariante simultaneo delle sfere

S,=Ai{x'-^ /-+- /) -^JB,x + C,y-^D,0-i-E, = O;

vale

cioè è proporzionale al risultato della sostituzione delle quantità
;

nel primo membi'o dell'equazione di Si in luogo rispettivamente di

a;^-t- y^-i- / , x
, y z .

Dunque l'invariante simultaneo in discorso è proporzionale a

11111
«* «/ «nx <^n C-h

h |3. p. ^ P.

Ik Il Im "U 7a

Pk P: PJ Pn Ih

Ora questa quantità è nulla per h= le, 1, m, n, dunque la sfera Sf è ortogonale

alle sfere s^ s, s„ s„ come si era asserito. — Per concludere, diremo :

Le coordinate X; di un ^unto-sfera rispetto a cinque sfere qualunque sono

proporzionali alle potenze del punto stesso rispetto alle sfere ortogonali alle cinque

quaterne di sfere che 'possono formarsi colle cinque sfere date.

Segue da ciò :

Le ^potenze di un punto rispetto a cinque sfere qualunque sono legate da una

equazione quadratica omogenea.

(*) In generale l'invariante simultaneo delle due sfere di coordinate a;,, t/( è espresso da
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Darboux era giunto con altro metodo alla stessa conclusione (*) ; la via da noi

seguita ci guida anche alla seguente regola per ottenere questa equazione quadratica:

Se Sj, Sj, Sg, S^, Sg sono le date sfere, si determinino le cinque sfere s^ s, Sg s^ s^

rispettivamente ortogonali alle quaterne di sfere: S^SgS^Sg; S^S^S-S^; 8^858^82;

85 8j 8383; 8j 82838^; requazione che lega le coordinate di un punto rispetto alle

sfere SjSoSgS^Sj è quella cercata che collega le potenze dello stesso punto rispetto

alle sfere date.

Quando in particolare le cinque sfere date sono due a due ortogonali , 5,- coin-

ciderà con Sf e le coordinate a;,- saranno proporzionali alle potenze del corrispondente

punto rispetto alle cinq^ie sfere fondamentali
;
per conseguenza applicando la nostra

regola potremo concludere che le potenze a;, di un punto rispetto a cinque sfere orto-

gonali sono legate dalla relazione

12. Le sfere S^ a cui fummo naturalmente condotti nel numero precedente por-

gono anche il significato geometrico delle coordinate a;,- di una sfera qualsivoglia.

Consideriamo infatti una sfera qualunque S di coordinate a;,; la sua equazione

in coordinate cartesiane sarà

lx^{x' + tf+ 0')-2{Ia.x,x+ l^jXjy+lyjX^z)+lp;xj= O ,

> i i i ì

onde l'invariante simultaneo di essa e della sfera

S,= A,{x^+ y^+ z^) + B,x+G,y + I)^z + E,^0
,

è espresso da

A, Ip; x^ + B, 1 «. Xi + (7, 2 13,. x^ + D, 27^. x^ + E, 1 x,-

Ailxj

Eicordando infine i significati di A^ , . . . , E^ , e indicando con F; il volume

del tetraedro avente per vertici i centri delle sfere S/. 5, s^ s„ , avi-emo che l'invariante

simultaneo di cui si tratta è determinato dall'equazione

{s,s.)r,~

1 1 1 1

ì

a* a, '-(m <
ì

1^. 13, P. ^
i

7a 7i 7™ 7"
i

i3/ Pi P^' p: ip;x,
i

ove il seguo ^ indica una relazione di proporzionalità.

(*) L. e. p. 27).
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Nel determinante del secondo membro sotti-aggliiamo dall'ultima verticale la prima

moltiplicata x^ , la seconda moltiplicata per x, , la terza moltiplicata per a;„ , e la

quarta moltipKcata per x„ ; lo trasformeremo così in

1 1 1 1 1

a. <x. «3 «4 «5

^i P. ^ /3s P. |3s

7. 7» 73 74 75

p: P.' p,^ p: i's^

laonde potremo scriTere

(15) Xi =ir,{s,s.).

e questa ci dà il significato che cercaramo delle coordinate x^ ; essa infatti dice :

Le coordinate Xj di una sfera S rispetto alle cingile sfere Sj s^ s^ s^ Sg 5omo

'proporzionali agli invarianti simultanei di essa e delle sfere Sj Sg Sg S^ S^ molti-

plicati per fattori costanti, i quali misurano i volumi dei tetraedri formati dai

centri delle sfere S; presi a quattro a quattro.

In particolare:
,

Le coordinate x^ di un piano sono proporzionali ai prodotti delle sue distanze

dai centri delle sfere S^per coefficienti costanti. Per conseguenza quattro delle coor-

dinate Xi di un piano sono le sue coordinate tetraedriche rispetto al tetraedro formato

dai centri delle corrispondenti sfere /S'^ .

13. La forma i?„, che chiamammo fondamentale, ha una parte importante nella

metrica dello spazio di sfere, come riconosceremo ora determinando l'angolo di due

sfere (distanza fra due punti dello spazio stesso).

KisolTiamo dapprima questa questione in coordinate cartesiane. Se

a{xi'+y^+z^)+ 2{hx+ cy+ dz) + e=0 ; a^x^+y'+z"-) + 2 (b'x + c'y+ d'z)+ e=

sono le equazioni delle date sfere e indichiamo con (x
, y , z) un punto ad esse

comune e con X. YZ coordinate correnti avremo che V angolo Q cercato è uguale a

quello dei due piani

(ax^-l)X^-{ay + c)Y+{az+ d)Z=Q; {ax+ h')X-\-{ay->rc)Y'+{az+ d')Z'z:^0,

onde si ha

C0s5 =:
(ax-\-h){ax + h') -ir {ay+ e) [a y -\- e) + [a z+ d) {az + d')

\(ax-\-hf+(ay + cY -\-{az~\-dY y{ax+ ì)y+{ay+cy-{-{az + dy

Seeie II. Tosi. XXXYI d'
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Eseguendo le operazioni indicate e tenendo conto del fatto che il punto (x, y, z)

sta su entrambe le date sfere si trova

211)1)' -\-cc + dd') — {ae+ae)
cos5= , .

^\h"+c+d"— aeyi)' +c +d'^— a e

Applichiamo ora questa formola alle sfere di coordinate «/, , ^,. ed otterremo per

determinare il loro angolo {y, e) l'equazione

2 (2 «i ?/, 2 «i «i+ 2
J3,

«/,- 2 Pi ^i+ 2 7, yt 1 7,. ^i)
— (2 «/. Ipt ^i+ 2 ^,- 2ì)ì" y^)

i/ \ II II II
cos (y ,s) =

,

ma si dimostra senza difficoltà che il numeratore di questa espressione non è che il

doppio della forma polare di i?., rispetto ad y o ài R^y rispetto & z; indicandolo con

JRy. = B.y avremo dunque

(16) cos(f/,^) = By^

ByyB,

yRyyR,,
e quindi

(17) sen(2/,.) = |/3-^^--^V^

(18) (2/,.)=:llogfct]^^^i.
2^ ^Ry^-yRy^_-Ry^R^.^

14. Queste equazioni ci fanno vedere che nello spazio di sfere, lo spazio a

tre dimensioni

R^^— Q

è quello che bisogna assumere come assoluto (*) per ottenere una metrica che coincida

coU'ordinaria ; allora lo spazio di sfere ha per base una metrica ad assoluto reale (**).

La quantità posta sotto il segno log nella [18] è (come si verifica facilmente)

il rapporto anarmonico che le due sfere «/, z determinano coi due punti-sfere del loro

fascio; laonde si può definire l'angolo di due sfere come il prodotto di —-: pel Ioga-

ritmo del rapporto anarmonico che esse formano coi due punti-sfere del loro fascio.

15. Dalla [16] possiamo dedurre varie conseguenze:

a) La condizione necessaria, e sufficiente, affinchè le sfere y,z siano fra di loro

ortogonali, è espressa da

J?^,= .

(') Catlet, a sixùi Memoir upon quantics (Philosophical Transactions of the R. Society of London,

1859, n. 209 e seg.).

In seguito, quando dirò assoluto senz'altro, intenderò di parlare dell'assoluto dello spazio ordinario,

cioè del cerchio imaginario all' infinito.

(**) Klein, Ueber die sogenannte Nichi- Euklidische Geometrie. Math. Ann., Bd. Il, pag. 577.

Cremona, Sulla corrispondenza fra la teoria dei sistemi di rette e la teoria delle superficie (Atti

della R. Accademia dei Lincei, serie li, voi. 3").
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h) La condizione affinchè le sfere y, z si tocchino (cioè che il loro angolo

sia un moltiplo di tt) è data da

c) Supponiamo che le cinque sfere fondamentali siano due a due ortogonali

e cerchiamo l'angolo {i,x) che una sfera qualunque a; fa coiri""" sfera fondamentale;

applicando la [16] otten'emo

j

Addizionando le cinque equazioni che si ricavano da questa facendo successi-

Tamente /= 1, 2, 3, 4, 5, otteiTemo

(19) 1 cos' (i , a;) = 1

la quale esprime una proprietà molto notevole (che non so se sia ancora stata notata

da alcuno), che può enunciarsi così:

La somma dei quadrati dei coseni degli angoli, che una sfera qualunque dello

spazio fa con cinque sfere due a due ortogonali, è uguale all'unità.

Questo teorema corrisponde alla nota relazione che lega i coseni degH angoli

fatti da una retta con tre assi ortogonali.

f?) Xotiamo anche che le equazioni [16] , [17], [18] non hanno più senso

determinato se una o entrambe le sfere considerate son ridotte a punti, ma che invece

sussistono se le sfere degenerano in piani.

e) La relazione dianzi trovata fra i coseni degli angoli fatti da una sfera

con cinque sfere a due a due ortogonali , è compresa come caso particolare in

quella che connette gli angoli di sei sfere qualunque e che può ottenersi nel se-

guente modo :

Siano a;/'' [i=l, . . . ,6 ; 7:= 1, . . . , o) le coordinate delle sei sfere date e in-

dichiamo con valore che assume
DR^

dx,
sostituendo in luogo delle coordinate

correnti x^ quelle della sfera a;''^. Facendo il prodotto per orizzontali dei due de-

terminanti

a:/')xJ')a;/-'a;/')a;/''0

x}''^x^''^xi''^x^'^xS'H

2V oa;. ;,' 2V ^xjr " ' A ^ x, A'

1 ^Vr7.
(*) Si può notare che in generale si ha: cos[ix)-=-^ r-7-
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^,(6)^(0 -^,(6)^(0

donde si deduce subito la relazione cercata

E
,(.),(6)

li
:rW:.(')

E

(19*)

1 cos(12)

cos(21) 1

J(>) J6)

cos (16)

cos(26)

=

=

cos (61) cos (62)

Fra i coseni degli angoli di sei sfere qualunque , passa dunque una rela2done

non omogenea di secondo grado in ciascuno di questi coseni. Supponendo le sfere

1, 2, . .. , 5 a due a due ortogonali , si ricade nell'equazione già trovata

1 = cos" (1,6)+... + cos" (5,6);

ma di più da essa si può dedui-re la condizione a cui debbono soddisfare gli angoli

compresi da cinque sfere a due a due affinchè esse tocchino una medesima sfera :

supponendo infatti cos(«6) = l, per «=1, ... ,5 ricaTcremo

1 cos (12)

cos (21) 1

cos (51) cos (52)

1 1

ossia togliendo l'ultima verticale dalle precedenti e sostituendo in genere a cos {i Ti)— 1

il suo equivalente — 2 sen^ - (i h) avremo, dopo qualche riduzione :

cos (15)

cos (25)

•

1

1

=

(20)

sen'f(12)

sen'^21)

sen"^51)

sen"f(15)

sen'i(25) =

i
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che è l'equazione di ciii andavamo in traccia; essa fu già dimostrata per altra via

dal Frobenius (*).

f) Ma anche la relazione (19*) è suscettibile di generalizzazione. Infatti, se con-

sideriamo due sistemi di sei sfere, che indicheremo coi numeri 1, . . . , 6 e l', . . . ,
6',

otterremo con procedimento del tutto analogo a quello teste seguito

(21)

cos (11) cos (12')

cos (21') cos (22')

cos (61') cos (62')

cos (16')

cos (2,6')

cos (66')

=

Facendo coincidere le sfere 1', . . . ,
5' rispettivamente con 1,

cando con y, z le sfere 6, 6' otterremo l'altra equazione

5 e indi-

(22)

1 cos (12) cos (15)

cos (21) 1 cos (25)

cos (51) cos (52) 1

cos {y, 1) cos {y, 2) cos {y, 5;

cos (1, x)

cos (2, x)

cos (5, x)

la quale può servire a determinare l'angolo di due sfere quando si conoscano gli angoli

che queste fanno con 5 sfere date (p. e. colle sfere fondamentali) ; supponendo final-

mente che queste ultime siano a due a due ortogonali si ottiene la relazione :

(23) cos {x, y) =^ cos (i, x) cos («', y) ,

di cui è evidente l' analogia colla nota relazione che dà l'angolo di due rette in

funzione degU angoli che esse fanno con tre rette fra loro perpendicolari.

16. Come applicazione proprietà delle esposte vogliamo stabilire la condizione

affinchè due date superficie rappresentate in coordinate x^ dalle equazioni >

f{x,x^X3X^Xs) = ; g{x,x^X3X^Xs =0 ,

siano fra di loro ortogonali. Consideriamo perciò una qualunque delle sfere *?, e ne sia

x,= {x- a,y+ (y- ky+ [z - c,f- rt= ,

l'equazione; avremo

1 dx, Idx^ 1 dx,

2^= ^-"- 2jÌ=y-^^'' 2TJ='-''

(*) Journal fùr die reine und angewandu Mathematik, Bd. 79, p. 225.
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eppero:

df dg

+

+ 42^ ^((x- di) (x - a,) + (2/- è,) {y - l,) + (z-c,) {z-c,)]
i,k<JXi <JXf,y j

Ma si ha:

{x— «;)'+ {y— 6,)'+ {z— c/= a;;+ r,^ ;

2
I

(a;— a.) (a;— a^) + (y - 6^) (2/
— h^) + {z— c.) (^— c^)

|

= a;,-+ ar^t+ Jj^^ ,

(oxe i^ j rappresenta l'invariante simultaneo delle sfere S^ , <§],.) ; onde

dx 2x d y d y d z ìi

z

\ Of da df da ^ df da df da ì

I

/ dx,dXi ,-,* Oa;, 3a;^ i dxtdXi .^ aa:i3a;;t|'

Ora dalle equazioni

df da

i dXi i dXi

SI ricava

e quindi

- a;,- dXi i,k\ a;^ a:^ a;^. a;,-/

af Off , J^f ^9 3 / 39\22rr;-^-^+2 a;, + :r, -^-^+-i--^ =0
a;; a;, ,-, ^ \ 3 a;^ 3 a;^ a:^ 3 a;;

Togliendo dall'equazione precedente il doppio, di questa si ottiene:

^f^g.^f^g J^ .H^g^^-, iH ^g ^^f^g\\
dydy z V z li Xi d Xi ,-, i \3a;i3a;;(. d X/, d xj ^3a; Oa;

Ma l'annullarsi del primo membro di quest'equazione è la condizione d'ortogo-

nalità delle due superficie, dunque la condizione cercata affinchè le due superficie si

sechino ad angolo retto, è

^ df da f ^f ^q 3/" dq\

() Avvertiamo che nelle formole che precedono i fc è una disposizione binaria, nelle seguenti una

combinazione binaria di 1, 2, 3, 4, 5.

(**) La condizione analoga nel caso in cui le cinque sfere fondamentali siano a due a due ortogo-

nali trovasi anche nAVAnalytische Geometrie des Raumes, ài Salmon-Fiedler (II. Th. III. Aufl. 1880,

p. 445} riportata dall'opera di Darboux (p. 138).
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CAPITOLO SECONDO.

Dei sistemi di sfere , in particolare dei sistemi lineari

e quadratici.

§ 1. Definizioni.

17. Qualunque equazione onogenea fra le coordinate omogenee a;,- di una sfera

separa dallo spazio un numero triplicemente infinito di sfere le quali diremo costituire

un complesso di sfere. Se l'equazione è algebrica e di grado n il complesso si dirà di

ordine n; qualunque fascio ha in generale comuni con esso n sfere.

Due equazioni qualunque fra le a;,- determinano un numero doppiamente infi-

nito di sfere le quali costituiscono una congruenza di sfere ; se le equazioni date

sono dei gradi m, n la congruenza si dirà d'ordine mn , ogni rete di sfere ha comuni

con essa in n sfere.

Cosi tre equazioni fra le .r; determinano una serie (semplicemente infinita) di

sfere la quale si dirà d'ordine mnp se le equazioni date sono dei gradi m,n,p\

ogni complesso lineare la seca in mnp sfere (*).

Infine quattro equazioni di gradi ni,n,p,q nelle x^ determinano in generale

mnp q sfere.

Una congruenza lineare di sfere non è che una rete, una serie lineare di sfere

è un fascio.

§ 2. Sistemi lineari di sfere.

18. Un complesso lineare di sfere è definito dall'equazione

(1) • lx= ?ia;.4-|,a;, + c3a;3+£4a;^ + ?5^5= •

La prima questione che si presenta è la ricerca della condizione geometrica a cui

soddisfano tutte le sfere le cui coordinate verificano quest'equazione. Ora la risposta

è facile, ove si osservi che, siccome il determinante della forma fondamentale non è

nuUo, cosi è sempre possibile determinare cinque quantità Xj che soddisfino le equazioni

(2) . •
2 ^i, A; = £. (2=1.2.

fatto ciò la [1] equivarrà aU equazione seguente

cioè

2 E,

(') Volendo considerare anche le intersezioni parziali di complessi, si porranno le definizioni: Una
congruenza o una serie semplicemente infinita di sfere si dice d'ordine r se una rete o risp. un com-

plesso lineare di sfere ha comuni con essa r sfere.
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Le quantità Xj definite dalle [2] possono considerarsi come coordinate di una

sfera; l'ultima delle equazioni scritte ci dice allora che tutte le sfere x del com-

plesso |j,= sono ortogonali alla sfera X; dunque potremo concludere dicendo:

Tutte le sfere x che comjoongono il complesso lineare [1] sono ortogonali alla

sfera X determina dalle [2]; quest'idtima dicesi sfera ortogonale del complesso.

Un complesso lineare è determinato da quattro sfere ; esso contiene tutte le sfere

del fascio determinato da due sue sfere, della rete determinata da tre di esse ; donde

seguono le limitazioni a cui debbono soddisfare quattro sfere, affincbè esse possano

determinare un complesso lineare.

Dal teorema dimostrato sulla generazione del complesso lineare, segue che la

sfera ortogonale può definirsi ancìie come luogo dei suoi punti-sfere ; considerandola

in questo modo è facile ottenerne l'equazione' in coordinate cartesiane. Perciò basterà

evidentemente sostituire nella [1] alle Xi le loro espressioni date dalle [13] del

n° 1 : si ottiene così la seguente equazione

(3)

1 1 1 1 1 1

a.
3

«3 «4 «5 X

P. ^ Ps P. ^5 y

7. 7. 73 74 75 z

JP.' P.' P, K Ps' X"- Art^-Z'

1. L ?3 ?4 Is

=

L'inviluppo dei piani-sfere del complesso dato è rappresentato dalle equazioni

i i

eliminando fra queste una delle x^ avremo l'equazione in coordinate tetraedriche di

questo inviluppo , cioè Vequazione del centro della sfera ortogonale del complesso.

19. Fra i complessi lineari uno è notevolissimo, quello cioè composto dei piani-

sfere ; la sua equazione è (n. 6
)

1x^=0 .

i

Vediamo quale sia la sua sfera ortogonale : ponendo nella [3j tutte le | , uguali

ad 1 ne avremo l'equazione. Ora, se dopo fatta questa sostituzione nel primo membro

sottragghiamo l'ultima orizzontale dalla prima, giungeremo a una relazione della forma

cost. := ,

la quale ci dice, che la sfera ortogonale del complesso lineare costituito dai piani

dello spazio si riduce al piano all'infinito^ contato due volte.
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Le equazioni [2] applicate a questo caso ci danno, per determinare le coor-

dinate del piano all'infinito, le seguenti relazioni

(i) lJR,jXj = l {i=1.2.S.4.5).

Si può verificare poi che le quantità X definite dalle [4] soddisfano l' equa-

zione 2 X,= ; infatti da queste equazioni si ricava :

-R.

B„

B,.

2?r-

2Z..=

1 • 1

1 B., • . i?.5

1 Rs. . Ry.

ora il secondo membro è nullo in causa deUa equazione [11] del n. 8, dunque

ì

ila v'ha di più: se noi moltiplichiamo la [4] per X; e addizioniamo le cinque

equazioni analoghe, otterremo

lXilBijXj= lX,
' i '

cioè in causa di quanto si dimostrò or ora

lB,jX,X^ = 0-

e quest'equazione ci prova che il piaìio all' infinito deve considerarsi anche come

nn punto-sfera: ciò va d'accordo con quanto prima dicemmo (n. 6), che cioè i piani

tangenti all'assoluto debbono riguardarsi sia come punti-sfere, sia come piani-sfere.

20. Dalla proposizione dimostrata al principio nel n. 18 si deducono i seguenti

teoremi :

a) Le sfere della congi-uenza comune ai due complessi lineari

.{) >w
2|, a;,= , 2^, a;,= ,

sono ortogonali alle due sfere X^'', X^'' determinate dai due sistemi

IBijXj =1; ; ^BijXj =1, ,

e a tutte le sfere del fascio che esse determinano ; in conseguenza quella congruenza

si dirà ortogonale a questo fascio.

6) Le sfere del fascio comune ai tre complessi lineari

() W . (1)

i i t

Sekie II. Tom. XXXYI e'
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sono ortogonali alle tre sfere X^'\ X^'\ X'^' determinate dai tre sistemi H
iB^x^^^r

(3) (3)IR X — ?

e a tutte quelle della rete da esse determinata.

e) Infine, la sfera comune ai quattro complessi lineari

.(3)

lè-'\i=0 ; 2?/"a-,.= ; ^,= ^l/^.= 0,

è ortogonale alle sfere definite dai quattro sistemi

^B,xr=^r 2 Mij Xj = (5; 2 Eij Xj = §;

J

e a tutte quelle del complesso lineare da esse determinato.

Donde segue che per determinare la sfera x ortogonale alle sfere X^'', X^^y X^^\ X^*\

si può procedere nel seguente modo: si sostituiscano nelle ultime equazioni scritte le

coordinate delle date sfere e si an'anno le venti quantità |/'', epperò le equazioni di

quattro complessi lineari 2 ^/'^ a;; = (/;= 1. 2. 3. 4): la sfera comune a questi è

quella che si cercava. Se in particolare supponiamo che le sfere fondamentali siano

due a due ortogonali, la sfera x sarà determinata dalle equazioni

Ri X:=

X,

X

X

X

(^)

(3)

U)

xr x'" x."

x!" x.'-'

x!"
(3)

-T."'

x!" X "•'

x.'"

(ililmn perm. circolare di 12 345).

d) Si abbiano cinque sfere due a due ortogonali che indicheremo coi numeri

1, 2, 3, 4, 5. Le sfere 2, 3, 4, 5 determinano il complesso lineare di cui 1 è sfera

ortogonale; così 1, 3, 4, 5 determinano il complesso lineare di cui 2 è sfera orto-

gonale. Per conseguenza tutte le sfere del fascio (I> determinato dalle sfere 1, 2 sono

ortogonali a quelle della congruenza lineare F determinata dalle 3, 4, 5.

In particolare il piano-sfera n del fascio sarà ortogonale a tutte le sfere

della congruenza F, epperò coinciderà col piano dei centri delle sfere 3, 4, 5; ma

d'altronde esso è perpendicolare alla retta , luogo dei centri delle sfere del fascio #

,

cioè alla congiungente dei centri delle sfere 1, 2 ; dunque possiamo concludere:

Se cinque sfere sono a due a due ortogonali, la congiungente i centri di due

di esse è ^perpendicolare al piano determinato dai centri delle altre tre.

Indicando con C^ C-, C^ C^ C^ i centri delle sfere considerate , e applicando

questo teorema avremo dunque che le rette C^ C^ , C.^C. , C^ (7. , C^ C^ sono ortogonali

rispettivamente ai piani Cg Cg C^ , C^ C^ C^ , G^ G^ G^ , G^ C, Cj ; epperò C- è il punto

d'incontro delle altezze del tetraedro G^C.^G^C^. In generale potremo dire:



DI GINO LOKIA 227

I centri di cinque sfere che a due ortogonali determinano cinque tetraedri;

ognuno di questi tetraedri ha per vertici i centri di quattro delle sfere e per

punto d'incontro delle aìtesse il centro della rimanente.

II teorema ora dimostrato fu dato senza dimostrazione da Moutard (*).

Siccome (come si dimostrò teste) la congiungente r,^ dei centri delle sfere 1, 2

è normale al piano dei centri delle sfere 3, 4, 5 ; e siccome, analogamente, la con-

giungente ^3^ dei centii delle sfere 3, 4 è normale al piano dei centri delle sfere 1, 2, 5,

così le due rette r,^, rj, sono fra loro ortogonali. Si ritrova in tal modo la nota

proprietà dei tetraedri , le cui altezze s' incontrano , cioè che i loro spigoli opposti

sono ortogonali.

e) Quattro sfere 1, 2, 3, 4 determinano un complesso lineare costituito da tutte

le sfere ortogonali a una sfera determinata ; il raggio B di questa si può trovare

servendosi della relazione dimostrata al n. 8. Infatti facendo in essa

(15) = (25) = (35) = (45) = 0,E^^B

e, indicando con ik la distanza fra i centri dell'?""' e della Jc"" delle date sfere,

otterremo , dopo qualche facile riduzione, l'equazione

donde poi si trae

(5) . . . 2 i?'=

21
'

4l'

b;

1

1

1

1

1

12'

z

42

b:

1

1

2l'

4l'

b;

1

2

12

42'

b:

14

24'

K
1 1

1

2

24

B/

1

1

1

1

1

2.

b:

K
-2B'

a

21

41

1

12

42'

1

1-4

24'

1

Si ricava da quest'equazione:

1° La condizione necessaria e sufficiente affinchè le quattro date sfere deter-

minino un complesso lineare la cui sfera ortogonale sia un punto sfera , o , in altre

parole, la condizione necessaria e sufficiente affinchè le quattro sfere date passino per

lo stesso punto è

(») Sur la iransformaiion par rayons vecteurs réciproques (Nouvelles Annales, t. V, serie li,

pag. 306).



228 RICERCHE INTORNO ALLA GEOMETRIA DELLA SFERA ECC.

(6)

12 14 b: 1

21^
. 24' b: 1

il' 42' K 1

i^; i?/ . . b: 1

1 1 1 1

.

2° La condizione necessaria e sufficiente affinchè le quattro date sfere deter-

minino un complesso lineare la cui sfera ortogonale sia un piano è:

(7)

12 14 1

21*
. 24' 1

4l' 42' 1

1 1 1

cioè dev'esser nullo il volume del tetraedro determinato dai loro centri, in altre parole

qjiesti devono stare nello stesso piano.

La prima delle due equazioni di condizione ora trovate, comprende la rela-

zione notissima esistente fra gli elementi che determinano un tetraedro e il raggio

della sfera ad esso ch'coscritta. Facendo infatti B^ :=^ B.^ = B^ ^= B^ = B avi'emo

un' equazione che determina il raggio comune di quattro sfere uguali passanti per

lo stesso punto e aventi i centri in 4 punti dati cioè il raggio della sfera passante

per questi ; tale equazione può scriversi

li' 1 1

2l'

2

41

1

1

12

2

42

1

1

24

1

1

=

ossia , dopo qualche semplificazione

,

(8).

2l'
2

31
2

41

12

32'

Ì2'

13

23'

is'

14

2Ì'
. 2,

34
+ 2B^

2

21

3l'

il'

1

12

32'

42'

1

13
2

23

43'

1

14
2

24

3i'

1

= 0,

equazione ben conosciuta (*).

(•) Cf. Salmon-Fiedler , Analytische Geometrie des Raumes , I Bd. III. Aufl. , 1879, p. 77. —
La stessa equazione può otteaersi più presto come caso particolare della (5), che dà il raggio della

sfera ortogonale a quattro date, supponendo che queste si riducano a punti-sfere.
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f) Affinchè cinque sfere di coordinate ^"/'^ appartengano allo stesso complesso

lineare si deve avere

X,
() (•)

.^',

(5)

X=.

Per trasformare questa condizione in altra indipendente dal sistema di coordinate,

moltiplicliiamone il primo membro (per

minanti

-B It,

orizzontali) successivamente pei due deter-

ed otteiTcmo :

ossia

iJ5. • • • ^5.

B (,) {) R (,) (i)

B (j) (,) B (.) (j)

X X X X

R (5) (0 E (5) (2)XX XX

1 cos(12)

cos(21) 1

cos(51) cos(52)

()

(S)

()

(^)

B (0 (5)
X X

B (2) (3)
x .r

B (5) (5)

X a:

cos (15)

cos(25)

= ,

=

Siccome in generale chiamando {il;) l'invariante simultaneo delle sfere «"'" e /i;'""

si ha cos ( / h
)

{il)

2B,B,
, così quest'uguaglianza equivale alla seguente:

2b;

(21)

(12)

2i?/

(51) (52)

(15)

(25)

2i?/

=

ormazioni, a quesi

12

ta:

15 b: 1

21 25 b: 1

5l' 52 . . Bs 1

b: b: . . b; 1

1 1 1 1

=

ove ile rappresenta, al solito, la distanza fra i centri delle sfere i"'" e ¥"".
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Tale è la relazione cercata a cui soddisfano cinque sfere ortogonali a una me-

desima. Se in particolare tutti gli J?,- sono nulli, si ottiene semplicemente

21'

12 15

25'

51 52

=

come condizione, affincliè cinque punti-sfere siano ortogonali a una stessa sfera, cioè

come condizione affincliè cinque punti stiano sulla stessa sfera.

21. I complessi lineari di sfere formano una varietà a quattro dimensioni ; le

coordinate di un elemento di tale varietà sono i coefficienti f, nell' equazione del

complesso lineare in coordinate di sfere. Se nell'equazione c^ := si ritengono le x

come date e le ^ come variabili avremo la rappresentazione analitica della sfera x

in coordinate di complessi lineari.

Se si prende per assoluto l'insieme dei complessi speciali, la metrica dello spazio

dei complessi lineari coincide con quella dello spazio di sfere perchè in tal modo la

distanzci di due complessi lineari è uguale a quella delle loro sfere ortogonali.

Dati due, tre, quattro cinque complessi lineari, tutti i complessi le cui coordinate

si ottengono combinando linearmente le coordinate dei dati si dicono costituire ordinata-

mente un gruppo hinomio, trinomio, tetranomio, pentanomio (*) aventi per sostegni i

sistemi di sfere comuni a tutte le sfere del gruppo. Per quanto concerne il modo di

assegnare le coordinate di questi gruppi, di determinare il numero delle coordinate

indipendenti e stabilire le relazioni fra quelle che non lo sono , rimandiamo ai lavori

di Clebscb (**) e D' Ovidio (**^'j ove queste questioni sono risolte per varietà co-

munque estese.

Faremo invece notare quanto segue : Dalle [2] del n. 18 risulta chele coordinate

della sfera ortogonale di lin complesso lineare sono funzioni lineari delle sue coordinate,

da ciò che ora dicemmo risulta poi che le coordinate di un complesso d'un gruppo /.

nomio di complessi sono funzioni lineari omogenee di h complessi del gruppo ; dunque

,

a) Le sfere ortogonali dei complessi d'un gruppo binomio formano un fascio.

h) Le sfere ortogonali dei complessi d'un gruppo trinomio formano una rete.

e) Le sfere ortogonali dei complessi d'un gruppo tetranomio foi'mano un com-

plesso lineare.

ci) Infine , tutti i complessi lineaiù hanno per sfere ortogonali tutte le sfere

dello spazio.

(*) Il gruppo pentanomio comprende tutti i complessi lineari dello spazio.

(*) Ueber cine Fimdamentalaufgabe der Tnvariantimthaorie (Abhandlungen d. K. Ges, d. Wiss.

zu Gottingen, Bd. XVII).

(***) Ricerche sui sislemi indeterminali di equasivni lineari (Atti della R. Accademia di Torino,

voi. XII, 1877).

Le ftimioni metriche fondamentali negli spasi di quante si cagliano dimensioni (Memorie della

R. Accademia dei Lincei, 1876-77).
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Di più i gruppi di complessi e i sistemi di sfere che stanno nella relazione ora

esposta sono legati da una relazione proiettiva ; il numero delle condizioni determi-

natrici di un gruppo di complessi coincide con quelle delle coudizioni che determinano

il corrispondente sistema di sfere: di qui in particolare segue che un gruppo hinomio

di complessi (e la congruenza che ne è sostegno) è determinato (come un cerchio

nello spazio) da sei coudizioni: un gi-uppo trinomio di complessi (e il fascio che ne

è sostegno) è determinato (come una coppia di punti) da sei condizioni
; un gruppo

tetranomio è infine determinato (come una sfera) da quattro condizioni.

22. Come applicazione di quanto si espose riguardo ai sistemi lineari di sfere, di-

mostreremo tre teoremi a cui Frohenius (1. e, p. 229-230) pervenne con metodi

divei^si da quelli che ci servono.

a) Tutte le sfere (x) che secano quattro sfere date (x^'^) sotto angoli i cui

coseni sono le medesime funzioni lineari omogeìiee dei coseni degli angoli sotto

cui le sfere (x^'') sono secate da tre' sfere date (a'*^) formano un sistema tale die

tre qualunque di esse hanno per centro radicale un punto che è tale per ciascuno

dei sistemi determinati da due di queste e dalla sfera (X) ortogonale alle quattro

sfere (s:«).

Infatti si ha per ipotesi

cos {x , x^->} = X, cos («(', a.''"') + )., cos («'=' , a;^'') + 1, cos («'=>
, x^''^)

,

per i=: 1,2, 3,4; onde eliminando le /^ si avrà la seguente equazione verificata

dalle coordinate d'una sfera variahile {x) :

= .

cos (a; , a;^'') cos (a''\ a;*'') . cos (a*^', a.'"')

cos (x , x^''^) cos (a^"' , a;'^') . cos (a'^' , a;'*')

Donde segue che le sfere {x) costituiscono un complesso lineare ; ma per la

sfera (X) si ha cos (X, x^'^) = onde quest'equazione è soddisfatta , epperò (X) ap-

partiene al complesso lineare predetto : da ciò segue tosto il teorema enunciato.

h) Tutte le sfere (x) che secano quattro sfere date (x^'') sotto angoli i cui

coseni sono le stesse funzioni lineari omogenee dei coseni degli angoli sotto cui

le sfeì-e (x^) 'sono secate da dtie sfere date (a''' , a^^^) passano per due punti fissi

della sfera ortogonale (X) delle quattro sfere (x^'').

Eliminando /.j , /.., dalle equazioni di condizioni del problema, cioè dalle

cos {x , a;») =\ cos (a'"' , x'-'^) + \ cos {a^'1 , a;«) («=1.2.3.4),

si ottengono le equazioni rappresentate compendiosamente dalla scrittura :

cos {x , a;''') cos (a''* , x'-''>) cos(a''' , x'-'>)

cos (x , a;^"*') cos {a'-'K a;^>') cos{a^^\ a;^*')

=
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Siccome queste rappresentano una congruenza lineare così tutte le sfere (x) pas-

sano per due punti fissi ; siccome esse sono soddisfatte dalle coordinate delle sfere (X),

così quei due punti stanno su questa e. d. d.

e) Tutte le sfere (x) che secano quattro date sfere (x''') sotto angoli i cui

coseni sono proporzionali
,
passano per tm cerchio fisso appartenente alla sfera

ortogonale (X) delle quattro sfere date.

Dalle equazioni

cos (a;a;W)= >. e,-
, («=1,2,3,4),

che si hanno per ipotesi, seguono le equazioni

cos (.^• , a:*'') e,

=

.cos(a;, x^'^) c^

Queste sono soddisfatte dalle coordinate della sfera (X) onde rappresentano un

fascio a cui appartiene la sfera (X), cioè il sistema semplicemente infinito di sfere

passanti per un cerchio fisso di (X) e. d. d.

23. Il teorema fondamentale dimostrato al principio di questo § dà il modo di

farsi un'idea della distribuzione nello spazio delle sfere di un sistema di ordine e specie

qualunque.

Infatti, se è dato il complesso di sfere d'ordine ni rappresentato dall'equazione

- ^.. = 0,.

cerchiamo quale sia il luogo dei centri delle sfere che appartengono ad esso e sono

ortogonali ad una sfera S. Perciò, se indichiamo con

lx'f^—0

l'equazione del complesso lineare costituito dalle sfere ortogonali ad S, e rammen-

tiamo che le coordinate x, y, z del centro della sfera di coordinate Xi sono date dalle

equazioni (num. 10)

2 (a, - X) X,= , 1 (,3,
- y) y,= , 1 (7, - z) z,= ,

i i i

potremo ricaA'are x^ proporzionale a una funzione lineare di x, y, z, ^i opperò lineare

di X, y, z e delle coordinate della sfera data. Se quindi sostituiamo questi valori

nell'equazione F,,^ = otterremo l'equazione cercata del luogo dei centri delle sfere

di F^= ortogonali a /S'. E siccome tale equazione è di grado m sia nelle coor-

dinate X, y, z sia in quelle della sfera S, così potremo concludere :

Vn complesso di sfere d'ordine m determina un sistema di quarta specie di

superficie S„ d'ordine m ; ad ogni sfera S dello spazio corrisponde S,„
,

per
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modo che appartengono al dato complesso titffe sfere ortogonali ad S e aventi i

centri in S„ : l'equazione di S„, eontiene al grado m le coordinate di S.

A conclusioni analoghe guida la considerazione delle congruenze e delle serie di

sfere ; l'unica diversità consiste in ciò che si ottengono, invece di sistemi di superficie,

sistemi di cui-ve nel caso di congiuienze, sistemi di gruppi di punti nel caso di serie;

l'ordine delle curve è uguale a quello delle congruenze, il numero dei punti di ogni

gruppo è uguale all'ordine della serie; le curve sono intersezioni complete di super-

ficie se le congruenze sono intersezioni complete di complessi, i gruppi di punti sono

intersezioni complete di superficie se le serie sono intersezioni complete di complessi.

§ 3. Sistemi quachatici di sfere;

invarianti dei sistemi lineari e quadratici (*).

24. Un complesso quadratico di sfere è definito dall'equazione

(10) a„= 2a,ja-;a;*==0 .

i, *

Siccome la sua equazione contiene quindici coefficienti, riducibili a quattordici

indipendenti , così esso è definito da quattordici sue sfere ; date le sfere che lo

determinano si può subito scriverne l'equazione sotto forma di determinante.

Xoi abbiamo già avuto occasione di considerare un complesso quadratico, quello

cioè formato dai punti-sfere dello spazio ; un complesso quadratico è pure formato da

tutte le sfere di dato raggio (n. 4) ; un terzo esempio di complessi quadratici è of-

ferto dall'insieme di tutte le sfere che secano sotto un angolo dato 1 diverso da j

una sfera fissa (n. 13) ; un quarto dalle sfere che hanno i centri su una quadrica

e sono ortogonali a una sfera fissa, ecc.

L'equazione di un complesso quadratico di sfere può ridursi in generale in in-

finiti modi alla fonna (canonica)

2 «i x^= ;

in virtù della legge d'inerzia delle forme quadratiche, se la trasformazione lineare

è reale, comunque si operi, la differenza fra il numero dei coefficienti a,- positivi

e quello dei negativi è sempre la stessa; questa differenza può essere uguale a 5, a 4,

a 3 , corrispondentemente si hanno tre specie di complessi quadi'atici : il primo è

imaginario
,

gli altri due si dicono rispettivamente ellittico e ijjerbolico (**) e sono

sempre reali

.

(') Intorno a quanto è esposto in questo paragrafo, vedi le citate Memorie del Prof. D'Ovidio.

("j V. Rete, Synthetische Geometrie der Kugeln, etc, n. 196.

Sekie II. Toji. XXXYI F*
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25. Consideriamo due spazii di sfere: chiamiamo x gli elementi del primo e X
quelli del secondo e consideriamo in essi due complessi quadratici

2 a,- x^= 2A.x;=o

.

Fra gli elementi di questi due spazii stabiliamo una corrispondenza proiettiva

tale che alla sfera di coordinate x^ corrisponda la sfera determinata da

P
x, = |/2. (i=l, 2, 3, 4, 5) .

Se la sfera x appartiene al primo dei complessi dati, la sfera X apparterrà al

secondo e viceversa, onde le formole ora scritte stabiliscono una corrispondenza pro-

iettiva (non sempre reale) fra gli elementi dei due complessi dati. Ora, avendo sup-

posti distinti i due spazii di sfere, è sempre possibile ridurre le equazioni di entrambi

i complessi (i cui primi membri non abbiano discriminante nullo) a forma canonica,

epperò è sempre possibile stabilire fra gli elementi di due complessi quadratici una

corrispondenza proiettiva. Per conseguenza : un complesso quadratico di sfere non

ha invarianti assoluti.

In particolare, si può rappresentare un complesso quadratico di sfere elemento

per elemento sullo spazio punteggiato (*) ; se quindi , nello spazio di sfere in cui è

contenuta la quadrica de' punti, troviamo un fascio di sfere composto di punti- sfere,

ad esso corrisponderà nell'altro spazio un fascio di sfere posto tutto sul corrispon-

dente complesso : epperò la corrispondenza stabilita può servire a trovare i sistemi

lineari di sfere contenuti in un complesso quadratico. Ed infatti, notando che, affinchè

il fascio di sfere determinato da due punti sia composto tutto di punti-sfere è ne-

cessario e sufficiente che quei due punti stiano su una secante dell'assoluto (**) , e

e che vi sono oo^ tali secanti, potremo concludere subito :

(*) Ciò è lecito, perchè il discriminante della forma fondamentale R^^ non è uguale a zero.

Infatti esso è proporzionale alla quantità

i^' . . . là'

Ti» . . 23'

6l- 52-^
. . .

i?/ B,\ . . . B-

1 1 . . 1

i?,^ 1

R.' 1

K- 1

u 1

1

la quale non è nulla, perchè le sfere fondamentali non appartengono allo stesso complesso lineare

(n. 20, /).

(**) Per dimostrare quest'asserzione basta tener presente, che i punti-sfere del fascio

corrispondono ai valori di /, che sono radici dell'equazione

infatti da questa segue che il fascio sarà composto tutto di punti-sfere, se i coefBcienti di quest'equa-

zione saranno separatamente nulli, se, cioè, si avrà

i?,:=0, i?.= U, («,_«J»+(j3,-^,)'+(v,-V2)'=0 ,

se, cioè (n. 5, nota) il fascio sarà determinato da due punti-sfere posti su una secante dell'assoluto.
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Ili qualunque complesso quadratico eli sfere so)ìo contenuti oo^ fasci di sfere,

per ogni sua sfera ne passa una semplice infinità.

Per determinare i fasci di un complesso quadratico a^.^= passanti per una

sua sfera arbitraria y basta scrivere che, chiamando s una sfera qualunque d'un tale

fascio, l'equazione

è verificata qualunque sia ). :,a. Oltre all'equazione a^j=:0, soddisfatta per ipotesi,,

si hanno le due equazioni

Oy^^ , a...=:0
,

le quali sono soddisfatte dalle oo- sfere degli co' fasci passanti per la sfera y .

26. Kispetto a un complesso quadi-atico di sfere si può stabilire una polarità,.

analoga a quella che si considera nella teoria delle curve e delle superficie di 2°

grado.

Due sfere y,~ si diranno coniugate rispetto al complesso a^^=0, quando le due

sfere di questo che appartengono al fascio formano un gruppo armonico colle due

sfere date; ora quelle due sfere hanno coordinate della forma ly^+ p-Zi, purché X:/J.

sia una radice dell'equazione

quindi affinchè il rapporto anarmonico da esse fatto colle date sfere, cioè la condizione

affinchè queste siano coniugate è

(11) ay,= .

Se in quest'equazione si tiene fisso, si avrà l'equazione dell'insieme delle sfere s

coniugate ad y; quest'insieme è un complesso lineare che si dirà polare della sfera y

rispetto ad «^.,.= .

Ticeversa, dato un complesso lineare qualunque S^^=(> e uno quadratico a^j.=
(tale che il determinante della forma quadratica a^^ non sia nullo) ripetendo un ra-

gionamento fatto in altra occasione (n. 18), si può dimostrare che:

Tutte le sfere di un complesso lineare |^=0 sono coniugate rispetto a un

complesso quadratico arbitrario a^.^^ di una sfera X determinata dalle equazioni

2ayX,=.l;
i

questo teorema è una generalizzazione di quello dimostrato al n. 18.

Siccome la [11] è simmetrica in y,2 cos'i si ha:

Due sfere coniugate rispetto a un complesso quadratico stanno ciascuna nel

complesso polare dell'altra rispetto a questo.
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Così, notando die nella [11] y e z entrano linearmente, si conclude:

Se una sfera è coningata a due, tre o quattro date sfere, lo sarà rispetto a tutte

le sfere del fascio, della rete, del complesso lineare, determinati ordinatamente dalle

date sfere, epperò si dirà coniugata a questi sistemi lineari.

Prendiamo ad arbitrio una sfera S^ e troviamone il complesso polare Cj rispetto

ad a^.^= ; in C^ scegliamo una sfera S,-, e troviamone il complesso polare C^ ri-

spetto ad «^.^= 0,11 quale passerà per Sy Nella congruenza lineare (7^(7, prendiamo

una terza sfera S^ e troviamone il complesso polare Cj il quale passerà per S^ e S.,;

nel fascio C^ (7, C.^ prendiamo ad arbitrio una sfera S^ e cercbiamone il com-

plesso polare C^. I quattro complessi lineari C^ C, Cg C^ si secano in una sfera S.

(n. 17) il cui complesso polare C. passa per S^S^S^S^. Il sistema di cinque sfere

e cinque complessi lineari che abbiamo così costruito è tale che ognuno di questi è

determinato da quattro di quelle e polare della quinta rispetto al dato complesso

quadratico ; un sistema di tal natura diremo autoconitigato rispetto al dato com-

plesso; i sistemi autoconiugati rispetto a un complesso di 2" grado formano una

varietà a

4 + 3 + 2 + 1=^10

dimensioni.

Dal confronto delle [11] con un teorema precedentemente dimostrato (n. 15, a)

deduciamo: Bue sfere ortogonali sono coniugate rispetto al complesso dei punti-sfere.

Così supponendo che il complesso a^^ = coincida con quello dei punti-sfere si potrà

cambiare in tutti i teoremi ora dimostrati la parola coniugato in ortogonale. Un si-

stema autoconiugato rispetto al complesso dei punti-sfere è composto di cinque sfere

due a due ortogonali.

Per rendere manifesta la connessione delle equazioni [10], [11], con altre che in-

contreremo più innanzi (chiamando a,/, il complemento algebrico di a,^ nel determi-

nante a di (Zj,^, e a il determinante delle c/.^) le vogliamo scrivere cosi

(10')

«5 ^55 ^5

X,

:0 ,

•^55

^,

y.

Vi

= (11'

ossia piii brevemente, adottando una scrittura già in uso,

(10")
(%) = ^ '

.n=o (11").

27. Esaminando la [11] del n" prec. , vedremo ancora che affinchè una sfera

stia nel proprio complesso polare rispetto a un complesso quadratico, essa deve far

parte di questo ; supponendo che ciò si verifichi, congiungiamo quella sfera con una

sfera qualunque del suo complesso polare e cerchiamo le sfere del fascio cosi deter-

minato che stanno nel complesso quadi'atico: otterremo cosi due sfere coincidenti con
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quelle da cui partimmo. Il fascio iu tal modo ottenuto gode dunque della proprietà

di aver comuni col dato complesso eli 2° grado due sfere coincidenti, onde a ragione

può dii-si a quello tangeììte ; ma un tal fascio si ottiene congiungendo la sfera pri-

mitiva con una sfera qualunque del suo complesso polare e un complesso lineare

contiene tutto il fascio determinato da due sue sfere , dunque potremo concludere :

Il complesso polare rispetto a un complesso quadratico eli unei sua sfera è l'in-

sieme degli OC' fasci di sfere tangenti in questa sfera al complesso dato, epperò si

dii'à conqjlesso tangente in questa sfera al complesso di 2° grado.

Ogni complesso tangente è secato da un complesso lineare qualunque conte-

nente la sfera di contatto in una congruenza lineare contenente oo fasci tangenti

al complesso di 2° grado e che per conseguenza si dirà tangente a questo in

quella sfera.

In ognuna delle oo* sfere comuni a due qualunque complessi di 2° grado, essi

lianno comune una congruenza tangente; ma se in una di tali sfere essi hanno co-

mune il complesso tangente, si diranno fra loro tangenti.

23. Consideriamo una sfera y non appartenente al complesso a^j.= 0; se la

congiungiamo mediante un fascio a una delle sfere x comuni al complesso a^,.= e

al complesso lineare ofj.j.= polare di g rispetto ad a^-^= 0, otterremo evidentemente

un fascio di sfere tangente in x al dato complesso di 2° grado. Gli oo^ fasci così

ottenuti generano un complesso quadratico {speciale nel senso che gli attribukemo

al n. 36), che tocca &^^:=0 nella sua congruenza cVintersezione con a^y=:0; l'e-

quazione di questo complesso è

«XX "yy — a.ry^ (*) .

Ricordando che se una sfera sta nel complesso polare di un'altra questa a sua

volta sta nel complesso polare della prima (n. 26), si vedrà che i complessi tangenti ad

a„^0 nelle sfere che esso ha comuni con «^^,^0 passano per la sfera y; dunque

la sfera polare di un complesso lineare rispetto a un complesso quadratico è co-

mune agli oo- complessi tangenti al complesso di 2" grado nelle sfere della sua

intersezione col complesso lineare.

Se ora consideriamo tutte le sfere di un fascio determinato dalle sfere y,s e

ne cerchiamo i complessi polari otterremo un gruppo binomio di complessi lineari il

cui sostegno seca a^^^O in una serie quadratica di sfere.

(*) Più, in generale, si può dimostrare che:

Gli »• fasci di sfere che si ottengono congiungendo una sfera qualunque j alle co- sfere della

congruenza d'intersezione dei due complessi a^^=zO
, 5^=0 formano un complesso di secondo grado

(pure speciale) la cui equazione è :
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Le oo" reti die congiungono una sfera di questa serie al fascio dato generano

un com;plesso quadratico (doppiamente speciale nel senso che gli attribuiremo al n. 37);

l'equazione di questo complesso è

a„ {ayy a,^— «j / ) — a.r/" .= — «.r/«yj- + 2 a^y a^. a^., = (^) ;

esso tocca a«=*^ i" tutte le oo sfere della serie quadratica

a^^=0 , a.,_y = , a^,= .

Infine, se consideriamo le oo^ sfere d'una congruenza lineare e ne cercliiamo i com-

plessi polari, otterremo un gruppo trinomio di complessi lineari, il cui sostegno seca

axx=0 in due sfere che congiunte colla data congruenza danno due complessi lineari

tangenti ad «^.^= e passanti per questa. In ogni gruppo binomio di complessi lineari

tì son dunque due complessi tangenti a un complesso quadratico qualsivoglia
;
questa

proprietà può enunciarsi brevemente così:

I complessi di sfere di secondo ordine sono eziandio di seconda classe.

29. Dati due complessi lineari

a„:=0
e un complesso quadratico

si determinino le sfere S^^ , S^ di cui c^.= e '''i^^^^ sono i complessi polari ri-

spetto ad a^^=:0 .

Se 5j appartiene al complesso v;.r^O , S^ apparterrà al complesso .^^= ; «Jj , 5!,

saranno coniugate rispetto ad a_^^r=0 (n. 24) e i complessi (|_^= , vi^^ si di-

ranno coniugati rispetto ad a^^^= 0. Non è difficile stabilire la condizione analitica

affinchè ciò accada: le coordinate X della sfera S.^ sono determinate dalle equazioni

(n. 26).

«, , X, -H « ,. , X, + « , 3 X3 + a, „ X„ + fl,. 5 Xs= ? ,.

(
? = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 ) ,

e affinchè Sz stia in r,^=:0 si deve avere

V5, X,-t- Vy.X,-!- 7:3X3-+- v;,^X^-f- v^jXj = ;

(*) Anche questo teorema può generalizzarsi, perchè si può dimostrare che :

Le 05' reti di sfere che si ottengono congiungendo due sfere qualunque j, z alle «> ' sfere della

serie quadratica d'intersezione dei tre complessi "^^^=0, ?^ = U , n^ = formano un complesso

quadratico (pure doppiamente speciale) la cui equa:;ione è:

=

°xx "xy "xz 5x n

V "yy °7= ^> v;

"zx "xy a.. i. >J

ir h ?.

"l "y "= IJ
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onde eliminando le X fra queste equazioni otterremo la condizione cercata sotto la

forma

(12)

V!.

«55 =5

:0

che scriveremo così:

(1-")
n j

Siccome la [12] è lineare nelle coordinate ^ , v^ , così da essa dedurremo che:

Se un complesso è coniugato a due, tre, quattro complessi lineari dati, lo

sarà rispetto a tutto il gruppo di complessi da essi risp. determinato^

Se fljj.= è il complesso dei punti-sfera si dovi'à mutare in ciò che si disse

la parola coniugato nella ortogonale.

Facendo coincidere i due complessi ^^=0 , rij.=:0, noi avremo che

(13)

è la condizione necessaria o sufficiente affinchè il complesso ? = contenga la propria

sfera coniugata S-. rispetto ad a^.^= , affinchè cioè S^ appartenga al complesso a^^=
e I^^O lo tocchi. In altre parole la [13] può considerarsi come l' equazione del

complesso quadratico a^j= in coordinate di complessi lineari tangenti. Usando

le notazioni che già introducemmo (n. 26), potremo scrivere la [13] così:

(13')
I,*

30. Un gruppo binomio di complessi lineari di sfere determinato dai due com-

plessi i|^=0 , v;^^0 si dice coniugato rispetto al complesso quadratico a^^ =
del gi'uppo binomio determinato dai complessi ^'^,^0 , v;'^.= 0, quando nel primo esiste

un complesso lineare la cui sfera coniugata sta nella congruenza sostegno del secondo;

allora in questo si troverà un complesso la cui sfera coniugata sta nella congruenza

sostegno del primo, cioè la relazione fra i due gruppi è scambievole opperò si diranno

fra loro coniugati. La condizione affinchè ciò accada è espressa da

(14)

In particolare

(15)

= .

0,
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è la condizione affincliè la congruenza sostegno del gruppo binomio 1^,-= , r,^ =
tocchi il complesso «^,.^0 ; STiluppata convenientemente essa rappresenta il complesso

«.,^=:0 in coordinate (cfr. n. 21) di gruppi binomii tangenti.

Analogamente si può stabilire la nozione di grwppi trinomU e tetranomii con-

iugati e dimostrare che le condizioni per ciò necessarie e sufficienti sono rispetti-

Tamente

(16)
(«J,!,5,)=«^ («t!.t!0=« (!')

«'?'/ \ I'
»'?'»'

in particolare le condizioni di contatto d'un gruppo trinomio o tetranomio sono ri-

spettivamente

(18) ("VW": («!'";")=« d").
'i r, 'C ì \ ^ r, 'C, a

31. Nello spazio di sfere sono figure in un certo senso correlative la sfera e

il complesso lineare, onde dai risultati ottenuti nei due numeri precedenti ne potremo

dedurre altri scambiando le sfere coi complessi lineari e considerando il complesso

quadratico come generato dai complessi lineari che lo toccano ; cosi dalle formole a

cui ora siamo pervenuti se ne potranno dedurre altrettante mutando le a nelle a e

le coordinate di un complesso lineare in quelle di una sfera: le corrispondenti delle

[12'] [13] nel n. 29 sono le [10"] [11"] nel n. 26, le altre si otterranno nel

modo indicato.

32. Un caso merita speciale menzione: è quello in cui il dato complesso qua-

dratico è formato dai punti-sfere. Allora la [13] si muta in

(20) r?)"^'

questa è la condizione necessaria e sufficiente affinchè il complesso lineare 5^. = Q

abbia per sfera ortogonale un punto-sfera cioè sia formato dalle 00^ sfere che passano

per un punto fisso. Se si ritiene che nella [20] le ^,- siano variabili, essa può ri-

guardarsi come l'equazione dello spazio punteggiato in coordinate di complessi lineari

tangenti. Quando invece le ^ si suppongono date, l'annullarsi della funzione (.R")

è la condizione necessaria e sufficiente affinchè il complesso §j= sia specializzato

nel modo detto; siccome poi se un complesso lineare è speciale esso si conserva tale

anche se assoggettato alle trasformazioni di cui si tenne parola al n. 6, così sembra

ragionevole il dare alla funzione ( i? ; ) il nome di invariante del complesso li-

neare |.r
= (*). Un complesso lineare di sfere è pienamente determinato dalla sua

sfera ortogonale, onde tutte le specializzazioni di quello devono corrispondere a spe-

cializzazioni di questa; in particolare quelle sfere che hanno una specialità di carattere

5i'

(') Riferendosi a cinque sfere due a due ortogonali, l'invariante di 5* = e S p-5 .

i
-"'
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invariantivo rispetto a tutte le ti'asformazioni del n. 6 , determineranno dei complessi

aventi una specialità godente di pi'oprietà analoghe. Ora l'unica sfera speciale rispetto

a quelle trasformazioni è il punto sfera, quindi l'unico complesso lineare speciale è

quello che ha per sostegno un punto-sfera, epperò la funzione ( B^) è l'unica che

meriti il nome di invariante del complesso lineare.

Il complesso (lineare) dei piani-sfera è speciale; infatti siccome tutte le sue

coordinate sono uguali ad 1 (n. 6) , il suo invariante è espresso da

E ])

e questo è nullo in causa dell' equazione [11] del n. 8. Dunque il complesso dei

piani-sfere tocca il complesso quadratico dei punti-sfera: l'elemento di contatto è il

piano all'infinito.

33. Nel numero precedente fummo natm-almente condotti all'invariante di un

complesso lineare espresso dal terminante della forma fondamentale orlato coi coeffi-

cienti del complesso dato; analogamente applicando le equazioni [15], [18], [19] si

otterrebbero funzioni a cui si vedi-ebbe convenire i nomi di invarianti dei corri-

spondenti gruppi e dei loro sostegni. Ma a questi si giunge anche colle seguenti con-

siderazioni più dii'ette (*).

Siano Cj=0 , v^x^O ^^^ complessi lineari qualunque. Nel gruppo binomio da

essi determinato vi sono in generale due complessi speciali le cui sfere ortogonali sono

degenerate nei punti-sfere del fascio costituito dalle sfere ortogonali dei complessi del

gruppo (n. 21, a) ; essi corrispondono ai valori di X : p, che soddisfano l'equazione :

Se quest'equazione ha radici uguali, i due complessi speciali del gruppo coin-

cidono ; epperò coincidono i due punti-sfere del fascio di sfere ortogonali, cioè questo

è formato da sfere fra di loro tangenti. Dunque la funzione

(21)

?/ \ ';

col suo annullarsi esprime che la congi'uenza ^^1=0 , v;^=:0 è comune a tutti i com-

plessi le cui sfere ortogonali sono fra loro tangenti ; siccome tale proprietà resta se

si assoggetta il sistema alle trasformazioni considerate nel n. &, così l'espressione [21]

(*) Le due vie indicate conducono a risultati identici par la sostanza, ma di forme differenti ; si

può dimostrare facilmente la loro identità.

Serie II. Toii. XXXYI g'
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si dirà invariante della congruenza lineare S^. ^ , v^^^ (*). In modo analogo

a quello tenuto dianzi si prova ch'essa è l'unica a cui spetti questo nome.

L'invariante della congraenza s'annulla quando si ha separatamente

(-1)^ :0 , R 1 =

i due complessi dati sono in questo caso speciali e determinano un fascio di com-

plessi lineari speciali
;

il fascio di sfere ortogonali è tutto costituito di punti-sfere

,

posti su una secante dell' assoluto. È questa la massima specializzazione che possa

presentare una congruenza lineare di sfere e il gruppo binomio che essa sostiene.

34. Siano |_j.= ,-/;,.= , Ì'j=:0 tre complessi lineari qualunque; nel gruppo

trinomio da essi determinato vi sono oc" complessi lineari speciali corrispondenti ai

Talori dei rapporti X : jj. : v che soddisfano l'equazione

^;:;.:::D-^(^l)-^(<)-'(^^)--(^^)

2v). LR 2 l a R

ed essi possano rappresentarsi univocamente sui punti della conica di cui questa è

l'equazione in coordinate X
.,

ij.
, v ; se questa conica si scinde il gruppo trinomio sarà

specializzato, quindi il determinante (discriminante di quella conica)

(22)

R R

R

R

'lì

ì) «) e?)

gode di proprietà invariantive (per le trasformazioni lineari del n. 6) rispetto al

gruppo (ed è l'unica che ne goda) ; l'annullarsi del determinante (22) è la condizione

necessaria e sufficiente affinchè nel gruppo trinomio vi sia un complesso la cui sfera

ortogonale si riduce a uno dei punti-sfere del fascio di sfere che è sostegno del gruppo

trinomio , cioè affinchè tutte le sfere ortogonali dei complessi del gruppo trinomio

abbiano comune un punto e la tangente in esso. Il gruppo si particolarizza maggior-

mente se s'annullano tutti i determinanti di 2° ordine del determinante (22) ; allora

tutte le dette sfere ortogonali hanno una generatrice comune, e si ha così la mas-

sima specializzazione che può presentare un gruppo trinomio.

(*) Se le cinque sfere fondamentali sono due a due ortogonali, l'invariante di 5x=0, »?x = è

2 (g. i/- - Ik my _



ri GINO LOKIA 248

35. Infine il gruppo tetranoinio definito dai quattro complessi lineari f^= 0,

ri^=0, C^,= 0, caj.= contiene co' complessi speciali corrispondenti ai valori di X : ju,:

V : che Yerificano l'equazione :

X 5 H- ,u. v; -t- V C -H p (u \

cioè l'equazione:

-H 2).y fi? ^W2py7j?"ì + 2Xp/^J? W 2|LJLv(ij''ì = ,

epperò possono rappresentarsi univocamente sui punti della quadrica di cui questa è

l'equazione in coordinate )., ij., v, p\ se questa è specializzata, lo sarà anche il gruppo

tetranomio e la sfera che ne è sostegno, quindi il determinante (discriminante di

quella quadrica) ;

(23)

(^{) (-!) (^D {<)

R

R

R

R

R

R

M
R \

r, I

R

r,

R

R

R

ha proprietà invariantive (rispetto alle trasformazioni lineari del n. 6) ; il suo annullarsi

è necessario e sufficiente affinchè la sfera sostegno del gruppo tetranomio appartenga

al complesso dei punti sfere o affinchè le sfere ortogonali dei complessi del gruppo

passino per uno stesso punto; diremo la funzione (23) invariante del gruppo tetra-

nomio definito dai complessi ^^=0, ri^=^0, ^^.= 0, w^=0.

OsSEETAZiONE. — Non sarà inutile l'awertii'e espressamente che quelli che noi

denominammo invarianti non sono effettivamente invarianti del corrispondente gruppo

,

ma invarianti simultanei di questi gruppi e della quadi-ica dei punti , come risulta

dalla restrizione che sempre facemmo sulla natura delle trasformazioni lineari da

considerare (*)•
.

(*) Se si volesse studiare lo spazio di sfere in connessione collo spazio di piani, invece di queste

comparirebbero altre funzioni che meriterebbero il nome di invarianti, le quali però avrebbero carattere
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36. Il complesso quadratico di sfere possiede una funzione avente proprietà

invariantive per qualunque trasformazione lineare dello spazio di sfere; esso è il deter-

minante della forma quadratica «_,,,. che ne forma il primo membro.

Quando esso s'annulla , il complesso diviene speciale ; in questo caso è possibile

determinare una sfera X tale cbe siano verificate le cinque equazioni:

a,,X,+ «,,X,-^a,3X3-t-a,,X^-t-a,5X5=0 (^• = 1 . 2. 3. 4. 5)

La sfera X è coniugata rispetto al complesso di qualunque sfera y: infatti

moltiplicando Vi"'" di queste equazioni per y^ e addizionando le cinque equazioni ana-

loghe, si trova:

e questa dimostra la propi'ietà enunciata (n. 26); segue poi:

n complesso polare di una sfera qtialuìiqiie rispetto ad a^^ = passa per X;

tutte le sfere poste in uno stesso fascio contenente X hanno lo stesso complesso

polare.

Sia X una sfera del complesso speciale : sarà

a^.^= ;

inoltre si ha:

a^x — «Ax = ^ ;

quindi, qualunque sia ), : A

,

X'a^^-l- 2lA.a^x^A^ajix~a-,x + !.x=^ ,

e questa ci j^rova che il complesso speciale contiene tutti i fasci di sfere che una

sua sfera arbitraria determina colla sfera X. Quindi il complesso speciale può ge-

nerarsi mediante oo^ fasci aventi una sfera comune, in modo analogo a quello in cui

un cono vien generato da una retta passante per un punto fisso.

Se y, è una sfera qualunque dello spazio per determinare le sfere del fascio

AX+ u.y, che fanno parte del complesso serve l'equazione

la quale, in virtù di ciò che precede ha per radice doppia f;.= 0. Dunque tutti i

fasci che congiungono X alle sfere dello spazio hanno comune la sfera X contata

due volte; perciò diremo che X è la sfera doppia del complesso speciale.

invai'iautivo solo rispetto alle trasformazioni lineari dello spazio di sfere che mutano i piani in piani.

P. e.: in un tale studio si darebbe il nome di invariante dal complesso lineare alla funzione

Rii R„ ?,

1 1

che col suo annullarsi dice che la sfera ortogonale del complesso ?jr = è un piano-sfera.
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lì complesso contiene dite serie semplicemente infinite di reti. Per dimostrarlo

si può osservare che si può sempre stabilire una corrispondenza proiettiva fra due

complessi quadratici semplicemente speciali (cfr. n. 25), che pel complesso quadratico

(semplicemente speciale) formato dalle sfere che hanno i centri in una data quadrica

e sono ortogonali a una sfera fissa la proposizione sussiste, e concluderne quindi la

verità generale.

Da ciò che si disse ora risulta che il primo dei complessi quadratici particolari,

di cui abbiamo tenuto parola al n. 28, è speciale: del resto si può anche verificarlo

calcolandone il discriminante.

37. I subdeterminanti di quarto ordine del determinante di a^.^ non godono di

proprietà invariantive rispetto al complesso a^^. := ; ma l'annullarsi di tutti questi

subdeterminanti dà una specializzazione del complesso che si mantiene per trasfor-

mazioni lineari dello spazio di sfere. Diremo doppiamente speciale un complesso qua-

dratico che goda di questa proprietà.

Un complesso doppiamente speciale ha un fascio di sfere dopane (v. n. prec.)

pel quale passano i complessi polari di tutte le sfere dello spazio. Tutte le sfere

di una rete passante pel fascio di sfere doppie hanno lo stesso complesso polare.

Le sfere del complesso sono distribuite in una schiera di oo' reti passanti pel

fascio di sfere do]}pie.

Il secondo dei complessi quadratici particolari, di cui parlammo al n. 28, è doppia-

mente speciale : lo si può anche verificare dimostrando che i subdeterminanti di quarto

ordine del suo determinante sono tutti nulli.

Quando finalmente si annullano tutti i subdeterminanti di terzo ordine del determi-

nante di «^.,. , il complesso quadratico a^^= contiene una congruenza lineare di sfere

doppie; tutte le sfere del complesso lineare che si ottiene congiungendo una sfera

qualunque di a^.^.= colla congruenza di sfere doppie, appartengono al dato complesso

quadratico
;
per conseguenza questo si scinde in due complessi lineari passanti per la

congruenza di sfere doppie.

38. Dati due complessi quadratici di sfere:

tutti i complessi quadratici passanti per la congruenza ad essi comune hanno equazioni

della forma:

e costituiscono un gruppo binomio ovvero un fascio di complessi quadratici. I com-

plessi polari di una sfera rispetto ai complessi del fascio costituiscono un gruppo bi-

nomio il cui sostegno si dirà congruenza coniugata della sfera considerata rispetto

al fascio ; i complessi polari delle sfere di un fascio rispetto a un fascio di complessi

quadratici costituiscono un gruppo tetranomio il cui sostegno si dirà sfera coniugata

del fascio di sfere rispetto al fascio di complessi quadratici.
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Queste proposizioni possono servire di base a una teoria delle polarità rispetto a

iin fascio di complessi quadratici.

39. Il discriminante del complesso quadratico

può scriversi per disteso così:

(24) A,„^^, =Aj' + Q^l^iJ. + <l>J.'p.'+ ^,l^ii.' + Q,lp.' + A,^}

ove A„ e Assono i determinanti dei due complessi a^^=:0, &_j^=:0 ed è

•!•«= 2 ± &„ 6,, ff 33 ra^,^ «5, + . . . + 2± a
,

, a„ «33 &,^ ,_ 65, ,

mentre 0^ e $^ si ottengono da questi scambiando fra loro le lettere a, b.

I coefficienti delle potenze di 1 e p. nella (24) sono invarianti simultanei dei due

complessi a^^=: , 0^^^= . Per determinare il significato geometrico del loro an-

nullarsi premettiamo i due lemmi seguenti (*) :

I. Dati due complessi quadratici di sfere A e B è in generale possibile de-

terminare tin sistemu di cinque sfere costituenti un sistema autoconiugato rispetto

a uno dei complessi dati e di cui quattro sfere appartengano all'altro complesso.

Prendiamo, infatti, in A una sfera arbitraria S^ e cerchiamone il complesso polare

(7, rispetto a. B ; C, seca A in una congruenza quadratica composta di sfere coniugate

ad S^ rispetto a B. Prendiamo in essa ad arbitrio una sfera S_^ e cerchiamone il com-

plesso polare C^ rispetto a B\ A„ C,, C^ si secano in una serie quadratica tutta co-

stituita di sfere coniugate ad S„ S^. Prendiamo infine in questa ad arbitrio una sfera

S^ e cerchiamone il complesso polare C3 rispetto 3. B . A, C„ G^, C3 hanno comune

due sfei'e una delle quali diremo S^ . Le quattro sfere S, S^ S^ S,^ appartengono al com-

plesso A e sono due a due coniugate rispetto a B ; se ad esse associamo la sfera

S^ coniugata rispetto a B del complesso da esse determinato otterremo un sistema di

cinque sfere autoconiugato rispetto & B e Ai cui quattro sfere appartengono ad A. Il

teorema enunciato resta così dimostrato.

Se si prende per sistema di riferimento l'insieme di cinque sfere che a due coniu-

gate rispetto a un complesso di 2" grado l'equazione di questo conterrà evidentemente

i soli quadrati delle variabili; se invece un complesso di 2° grado contiene I"*"'" sfera

fondamentale nella sua equazione mancherà il termine in x^"". Per conseguenza la pro-

posizione dimostrata può anche enunciarsi così:

(*) Per le ricerche analoghe nello spazio ordinano, veJi la memoria del Lììroth avente per titolo;

Ueber Polartetraeder und die Schniltcurve siceisr Flàche sweiler Ordnung (Zeitschi'ift fùr Matematik und
Physik, Bd. XIII, 1868, pag. 404).
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Le equazioni di due compiessi quadratici sì possono in generale ridurre alla

forma :

(25) ...
\ ^

I
655 % + 2 i, h^^Xi Xi-=0 {iJc combinazione binaria di 1.2.3.4.5).

I ik

Analogamente si dimostra (cfr. l'oss. fatta al n. 31):

Dati due complessi quadratici di sfere A e B è in generale possibile determi-

nare un sistema di cinque sfere costituenti un sistema autoconiugato rispetto all'uno

dei complessi dati e tali die quattro dei cinque complessi lineari determinati da

quattro di esse tocchino l'altro.

II. Dati due complessi quadratici A. e B si possono in generale trovare

cinque sfere due a due coniugate rispetto a uno dei complessi dati e tali die nove

dei dieci fasci che le congiungono due a due siano tangenti all'altro complesso.

Per dimostrare questo teorema prendiamo ad arbitrio una sfera S e troviamone

il complesso polare C rispetto ad A e costruiamo quel complesso quadratico speciale

r che è costituito da tutti i fasci passanti per S e tangenti a B (n. 26). È chiaro che

quattro sfere formanti con S un sistema della specie di cui parla il teorema dovranno

giacere nella congruenza d'intersezione di C e F, dovranno essere due a due coniugate

rispetto al complesso A e infine dovranno esser tali che cinque dei fasci che le con-

giungono due a due tocchino il complesso JB. Siccome il complesso lineare di sfere C
è uno spazio lineare a tre dimensioni i cui punti sono rappresentati dalle sfere e

le tre congruenze quadratiche in esso contenute C A, CJB, CT sono tre quadriche

generali di questo spazio, così la ricerca delle quattro sfere ultime nominate equivale

aUa seguente:

In uno spazio lineare a tre dimensioni sono date tre quadriche; determinare,

se è possibile, un sistema di quattro punti posti su una delle quadriche, due a

due coniugati rispetto a una seconda, e tali che cinque delle loro sei congiungenti

tocchino la terza quadrica.

Potremo, senza nuocere alla generalità, supporre che lo spazio lineare sia preci-

samente lo spazio ordinario di punti: allora si vede che affinchè il problema proposto

si possa risolvere, debbono essere verificate tre condizioni.

Infatti, prima di tutto, bisogna che le due prime quadriche siano in involuzione,

e in questo caso vi sono oo^ tetraedri inscritti nella prima quadrica e autoconiugati

rispetto aUa seconda ; affinchè uno di questi tetraedri abbia cinque spigoli tangenti

alla terza quadrica, bisogna che siano soddisfatte cinque condizioni , dunque la po-

sizione della terza quadrica rispetto alle prime due deve essere doppiamente speciale.

Onde in totale le tre quadriche date debbono soddisfare a tre condizioni , come

già si disse.

Eitornando ora allo spazio di sfere, vedremo che se si prende ad arbitraria la sfera

S non si potranno in generale trovare le quattro sfere formanti con S un sistema

della specie voluta ; ma siccome oo* sono i modi con cui può scegliersi S mentre
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soltanto tre sono le condizioni a cui si deve soddisfare, così vi sarà un numero sem-

plicemente infinito di sistemi di sfere per cui sono soddisfatte tutte le condizioni

enumerate nel teorema : questo resta per conseguenza dimostrato.

Analogamente si dimostra che : Dati due com]ìlessi quadratici si può determinare

un sistema di cinque sfere due a due coniugate rispetto ad uno di essi e determi-

nante tre a tre dieci reti di cui nove siano tangenti aìVaìtro del complessi dati.

Ciò posto, supponendo ridotte le equazioni di due complessi quadratici alla forma

(25), avremo:

ora se 0^ = e A^ non è nullo, si deve avere

epperò anche la quinta sfera fondamentale appartiene al complesso B. Dunque V in-

variante simultaneo 0^ col suo annullarsi dice esservi un sistema di cinque sfere

appartenenti al complesso B e due a due coniugate rispetto ad A.

Analogamente si dimostrerebbe che quando 0„ è nullo vi è un sistema di cinque

complessi lineari tangenti al complesso A e due a due coniugati rispetto a B.

L'invariante simultaneo 0^ è suscettibile d'un 'interpretazione analoga.

Supponendo ora die le equazioni dei due complessi quadratici siano:

la^x^—Q ; llnXiX^= () ,

i i k

avremo :

'^a= ^ (hi i'ki — &,/) «» a„ „, a„ „ .

Osservando ora che la condizione necessaria e sufficiente affinchè il fascio deter-

minato dalle sfere i^"" e A;'"" tocchi il complesso II è che sia &,.; 6^^— J'^nzO e tenendo

presente il secondo dei lemmi dimostrati, vedremo che è sempre lecito supporre nulli

nove dei dieci determinanti analoghi a &,-, &«— ^,V Supposte soddisfatte queste relazioni,

e supponendo A^ diverso da zero e $^=0, dedurremo che dev'esser nullo anche il

rimanente di quei dieci determinanti, cioè il complesso S toccherà tutti dieci i fasci

determinati dalle cinque sfere due a due coniugate rispetto ad A. Dunque: L'inva-

riante simultaneo $„ col suo annullarsi indica esservi un sistema autoconiugato

rispetto ad A e tale che i dieci fasci determinati dalle sfere clic lo costltuiscoiìo

toccano il complesso B.

In modo analogo si dimostra che quando $^ è nullo, vi è un sistema di com-

plessi lineari due a due coniugati rispetto a B e le cui dieci congruenze di inter-

sezione toccano A.

Analogamente s'interpreta l'invariante 0^.

40. Nel caso particolare in cui uno dei due complessi quadratici coincida col

complesso dei punti-sfere, gl'invarianti simultanei di cui ora parlammo diventano fun-

zioni che godono di proprietà invariantive, rispetto all'altro complesso, per tutte le

'trasformazioni lineari del n. 6.
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Così 0„ e 0^ col loro annullarsi annunciano l'esistenza di cinque punti-sfere

(lue a due coniugati rispetto al complesso di cinque sfere del complesso due a due

ortogonali; invece <!>„ e <I>^ s'annullano se vi è un sistema di cinque sfere a due a

due ortogonali e congiunte da fasci tangenti al dato complesso o se vi è un sistema

di cinque sfere a due a due tangenti e coniugate rispetto al complesso.

41. Se si determina (n. 29) l'equazione di condizione a cui deve soddisfare un

complesso liueare I^^O per essere tangente al complesso '/.a^j^,+ [j.b_,.^.^0 si trova

l'equazione:

siccome questa è di quarto gi-ado in ), : /u. così vi sono quattro comxyJessi quadratici di

un fascio, tangenti a un complesso lineare arbitrario. Se si ordina quest'equazione

secondo le potenze di X e jU. si trova che i coefficienti di ).'• e ju.'' sono i primi membri

delle equazioni dei complessi a^^^^ , 6^.^^ in coordinate di complessi lineari, e

queste funzioni sono contravarianti di questi complessi quadratici; i coefficienti delle

altre potenze di ), e p. saranno contravarianti simultanei dei due dati complessi, i

quali diverranno contravarianti di uno dei due complessi se l'altro coincide con quello

de' punti-sfere.

Dalle altre equazioni date nel n. 30 si deduce esservi in un fascio di com-

plessi quadratici tre complessi tangenti a una congruenza lineare e due tangenti a

un fascio di sfere; si potranno poi dedurre coli' aiuto delle stesse equazioni del

numero 28, e col metodo indicato or ora altre funzioni che meritano il nome di

contravarianti.

42. In un fascio di complessi quadratici vi sono in generale cinque complessi

speciali (n. 36) ; essi corrispondono ai valori di ").
: p. che soddisfano l'equazione di

5° grado:

(26)... 0=2=h(Àor„ + y.&,.) (Xa,, + a.&J Q.a,, + u.b,,) (la^^+p.bj Q.a,, + p.b,,)
,

essendo al solito «j..^= e 6^^= le equazioni dei due complessi che determinano

il fascio.

Le sfere doppie dei cinque complessi speciali sono determinate, per ognuna delle

radici ).: ,(jl dell'equazione (26), dal seguente sistema di equazioni:

2(ka,, + iJ.b,,)X,^0 ,
(^=1.2.3.4.5) .

*

Ora alle stesse equazioni si giunge risolvendo la questione:

Determinare , se è possibile , una sfera avente lo stesso complesso polare

rispetto a tutti i complessi del fascio :

l a^^+ mbj.^=^0 .

Sekie II. Toii. XXXYI h'



250 KICERCHE INTORNO ALLA GEOMETRIA DELLA SFERA ECO.

Infatti, affinchè una sfera X soddisfi alle condizioni imposte, basterà che abbia

lo stesso complesso polare rispetto a due qualunque dei complessi del fascio
, per

esempio rispetto ai due complessi a^^.^ , h-^^^ 0. Ora le coordinate dei complessi

polari di X rispetto a questi complessi quadratici sono rispettivamente [v. eq. (11)1:

la,,X, , lb,,X, (i = 1.2.3.4.5) ,

* II

e affinchè coincidano si deve avere :

l(la,, + !J.ba)X,= (i=1.2.3.4.5) .

Eliminando le X fra queste cinque equazioni lineari omogenee, si ricade nella

equazione (26); ai cinque valori di X :
/[Jt che soddisfano la (26) corrispondono cinque

sfere che coincidono, come si era enunciato, colle sfere doppie dei cinque complessi

speciali del fascio , e che hanno lo stesso complesso polare rispetto a tutte le quadriche

del fascio.

Chiamiamo S^ S^ S3 S^ S^ le cinque sfere così ottenute; il complesso C, polare

di S, rispetto al fascio, dovendo essere anche complesso polare di S^ rispetto al

complesso speciale di cui /S^ è la sfera doppia, dovrà (n. 36) passare per S^; per le

stesse ragioni dovrà passare per S3, S^, S^. Dunque potremo dire :

Se in un fascio di complessi quadratici vi sono cinque complessi quadratici

speciali, quattro qualunque delle sfere doppie di questi determinano un complesso

lineare che è polare della quinta sfera doppia rispetto a tutti i complessi quadra-

tici del fascio.

Questo sistema di cinque sfere è dunque (n. 26) autoconiugato rispetto ad ognuno

dei complessi del fascio, epperò si dirà autoconiugato rispetto al fascio.

Se, in_ particolare, uno dei complessi quadi-atici del fascio è quello dei punti-sfere,

queste cinque sfere sono a due a due ortogonali; esse sono le uniche sfere che siano

ortogonali ai loro complessi polari rispetto a uno qualunque dei complessi quadratici del

fascio.

L'ultimo teorema dimostrato suppone però che l'equazione (26) abbia tutte le

sue radici distinte; ciò non accade sempre, perchè anzi vi sono casi in cui i cinque

complessi quadratici speciali del dato fascio vengono a coincidere in tutto in parte,

e cosi vi sono altri casi in cui nel fascio esistono complessi doppiamente speciali o

degenerati in due complessi lineari ; a queste diverse particolarità dei complessi speciali

del fascio, ne corrispondono altrettante della congruenza di quarto grado ad essi comune ;

lo studio delle varie specie di queste è intimamente legato allo studio di quelli, come

risulterà ancor meglio da quanto esporremo nel seguente capitolo.
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§ -i. La ciclide considerata come luogo de pimli-sfe7^e

di Ufi comjìlesso quadratico di sfere.

43. // luogo dri punti-sfere di un complesso quadratico di sfere è una super-

fìcie di quarto ordine avente per linea doppia il cerchio imaginario all'infinito.

Consideriamo infatti nna rete speciale di sfere costituita da tutte le sfere aventi

i centri su una data retta r; r è il luogo dei punti-sfere della rete. Ora una rete

ha comuni quattro elementi colla congruenza d'intersezione di due complessi quadratici

(n. 17), dunque su r vi saranno quattro punti-sfere di un qualunque complesso di 2"

gi"ado; dunque il luogo dei punti-sfere d'un complesso di 2° grado è una superficie

di 4° ordine.

Se invece consideriamo una rete qualunque, il luogo dei suoi punti-sfere è un

circolo, e lo stesso ragionamento fatto or ora ci prova che il luogo dei punti-sfere-

di un complesso quadratico è secato da un cerchio qualunque in quattro punti.

Ora, affinchè una superficie di quarto ordine abbia comune con qualunque cir-

colo quattro soli punti a distanza finita è necessario e sufficiente che essa abbia per

linea doppia il cerchio imaginario all'infinito; dunque la proposizione è dimostrata (*).

Le superficie di questa specie furono considerate per la prima volta da Dar-

boux (**) et Moutard (***) , che le indicarono , il primo col nome di ciclidi , il

secondo col nome di Sìtperficie anallagmaticìie di 4° ordine. Noi le daremo la deno-

minazione proposta dal Darboux e che è generalmente adottata (****].

(*) Collo stesso metodo si dimostrano i teoremi più generali. Il luogo dei punti-sfere di un com-

plesso di ordine m è una superficie d^ ordine 2m avente il cerchio imaginario all' infinito per linea

m-pla. — Il luogo dei punti-sfere d'una congruenza dell'ordine ra è una curva di ordine 2 m.

(**) Uomptes rendus de VAcadémie des sciences de Paris., t. LXVII!
,

pag. 1311. Cf. t. LIX,
pag. 241.

("*) Noie sur la transformation par rayons vecteurs re'eiproques (Nouv. Annales, II serie, t. V, p. 306).

Sur les surfaces anallagmatiques du quatrième ordre [Ibid., pag. 536).

Cf. Comptes rendus de VAcadémie des sciences de Paris. T. LIX, pag. 243.

(****) Dello stesso teorema (fondamentale per le ricerche seguenti) si può dare una dimostrazione

analitica che ora esporrò quantunque non sia come quella data nel testo di pura geometria della sfera.

Avendo precedentemente dimostrato (n. 1t) che le coordinate Xi d'un punto sono proporzionali

alle sue potenze rispetto a cinque sfere , il teorema che si tratta di provare può enunciarsi cosi :

Se X,- sono i primi membri delle equazioni di cinque sfere ed f una funzione quadratica , l'equazione

f ^s, S2 S3 s, x-^ = rappresenta una ciclide. — Invece di dimostrare questa proposizione noi dimo-

streremo l'altra che la comprende :

Se ajj- sono i primi membri delle equazioni di cinque quadriche qualunque passanti per la conica

in cui il piano =j- = seca la quadrica Q = l'equazione /"(a;, x^ x. x,^ x^] =.^ d ,
quadratica nelle xi,

rappresenta una superficie di quarto ordine avente per linea doppia quella conica.

Infatti se aj(0 è una funzione lineare delle coordinate y di un punto, per le ipotesi fatte si potrà

porre ;

e trasformare l'equazione della superficie nella seguente :

Ora quest'equazione sviluppata secondo le potenze di Q, può scriversi

ho Q'+!.\Qly-hl:^ly'-=0,
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44. Collo stesso ragionamento con cui si dimostrò il teorema del n. iDrec. , si di-

mostra la proposizione seguente:

L'inviluppo dei piani-sfere di un complesso quadratico è u quadrica (*).

L'equazione di questa quadrica si può ottenere sotto cinque forme diverse in

coordinate tetraedriche di piani ; infatti se

laijXiXj=0 ,

•J

è l'equazione del complesso quadratico dato, l'inviluppo dei suoi piani-sfere è rappre-

sentato dalle due equazioni:

1 Uij Xj Xj ^ ; 2 Tj= .

Eliminando fra queste equazioni successivamente una delle x e rammentando quanto

si disse alla fine del n. 12 , vedremo che i risultati ottenuti rappresentano quella

stessa quadrica rispetto ai cinque tetraedri determinati dai centri delle cinque sfere

/?, S^ S^ S^ S-^ presi quattro a quattro.

45. Ciò posto consideriamo uno dei complessi semplicemente speciali, che (n. 40)

contengono la ciclide ; sia S la sfera doppia di questo complesso e Q in quadi'ica

inviluppata dai suoi piani (n. prec). Sia r un piano tangente qualunque di Q; il

complesso considerato contiene la sfera (S e il piano r e quindi (u. 34) contiene tutte

le sfere del fascio S~. In particolare essa conterrà i due punti-sfere di questo fascio,

i quali appartengono alla ciclide. Gli oo^ piani tangenti di Q danno in questo modo

gli oo^ punti della superficie. Questa può dunque generarsi in questo modo, mediante

la sfera ^ e la quadrica Q; epperò potremo concludere l'importante teorema:

La ciclide può definirsi come Vinsieme degli oo'' punti-sfere dei fasci die una

sfera fissa (sfera direttrice) determina coi piani tangenti di una quadrica data

(quadrica deferente) (**).

ove hi è una funzione di grado i nelle ;/ ; la forma di quest'equazione mostra subito che la linea

?j. = , Q =

è doppia per la superficie rappresentata, dunque ecc. Ogni quadrica passante per la conica doppia

Q — \y OLy ^(i

seca la superficie ancora nella quartica gobba di 1' specie

Q — ?j «j = ; ko 'i/--+- /.', -y-y -1- /ij= .

(*) In generale : L'inviluppo dei piani-sfere di un complesso di sfere d'ordine m è una superficie

di classe va.

La sviluppabile dei piani-sfere d'una congruenza dell'ordine m è di classe m.

{'*) Adottiamo le denominazioni introdotte dal Db La. Gournerie nel suo Memoire sur les lignei

sphériques (Journal de Mathématiques de M. Liouville, 2" serie, t. XIV, 186y).

Dal teorema ora dimostrato nel testo si deduce, che la ciclide corrispondente alla sfera :

a;' -I- j/' -t- r-:= r'
,

i
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46. Una consegueaza del teorema ora dimostrato è il seguente:

Offìii cicìide si ninfa in se stessa se assoggettata ad tma trasformazione per

raggi reciproci il cui centro e la cui jìotenza siano rispettivamente il centro e il

quadrato del raggio della sfera dojì2'>in di nno dei complessi speciali contenente la

ciclide stessa.

Per dimostrarlo rammentiamo che date due sfere di centri ,
0' e raggi r , r',

i punti-sfere del loro fascio sono (n. 6, nota) i punti doppi deirinvoluzione determi-

nata dalle sfere del fascio sulla linea dei centri, epperò chiamandoli 31, N avremo :

OM.ON^r\

Segue da questa relazione che una trasformazione pei raggi reciproci di centro

e potenza >•* muta in se stesse tutte le coppie di punti sfere dei fasci di cui fa parte

la sfera dii-ettiice ; donde e dal teorema del n. prec. risulta la proposizione enunciata.

47. Consideriamo tre punti infinitamente vicini P, F^ P^ della quadrica defe-

rente individuanti un piano -
( tangente alla quadrica ). Le sfere S^ S^ Sj di

centi'i P, Pj Pj e ortogonali alla sfera direttrice S , determinano una rete di sfere

,

composta di sfere ortogonali a. - e a.d S cioè passanti pei punti-sfere del fascio Sn.

Quindi le sfere S, S^ S^ passano pei punti-sfere A, e A^ del fascio Sri. Ma se consi-

deriamo l'inviluppo d'una sfera il cui centro percorre la quadrica deferente ed è orto-

gonale alla sfera S, S,, S^, S^, ne sono tre posizioni consecutive ed A,, A^ sono due

punti dell'inviluppo. Siccome il luogo dei punti analoghi ad A^ A^ è la ciclide definita

dalla sfera -S e dalla quadrica data, cos'i possiamo concludere:

Una ciclide può considerarsi come l'inviluppo delle oc* sfere i cui centri stanno

su una quadrica (quadrica deferente) e che sono ortogonali a una sfera fissa (sfera

direttrice). La quadrica è l'inviluppo dei piani di uno dei complessi quadratici

speciali che contengono la ciclide; la sfera è la sfera doppia di questo.

Xel caso più generale la ciclide può generarsi in cinque modi colle leggi espresse

nei teoremi di questo numero e del n" 45; in casi speciali particolari queste gene-

razioni si modificano, come vedremo nel n. 49. Ma intanto cerchiamo le relazioni

esistenti fra i varii modi descrivere una ciclide. Tali relazioni sono espresse dal

teorema :

Le sfere direttrici dei varii modi di generare una, ciclide come inviluppo di

una sfera, sono fra loro ortogonali, le quadriche deferenti sono omofocali.

e alla quadrica rappresentata io coordinate di piani dall'equazione

ha per equazione in coordinate cartesiane:

A^^{x'^+ìf^^^-\^ r'^f — i {x''+ y'^ z'^ r^iiA^x -^ A^^y ^ A jj z) -4-

^ A.^^3?^ A^^ij^+ A^^t'+^A^.^y: ^lA^^sx.^iA,.xy= () .
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La prima parte di questa proposizione fu già dimostrata (n. 40 al fine); per

provare la seconda rammentiamo che le quadriche deferenti sono gl'inviluppi dei piani

dei complessi speciali contenenti la ciclide e che questa è il luogo dei punti-sfere di

ciascuno dei complessi speciali stessi. Per conseguenza tutte quelle quadriche avranno

per piani tangenti comuni , tutti quelli che debbono eziandio annoverarsi fra i punti

,

cioè i piani tangenti all'assoluto; tali quadriche hanno dunque comune la sviluppabile

circoscritta a una di esse e all'assoluto, epperò sono omofocali.

Sia M un punto d'una quadrica deferente, a cui corrisponda un punto P della

ciclide posto sull'assoluto; sia [x il piano tangente in M alla deferente, il centro

della corrispondente sfera direttrice. In generale il piano p. e la retta OP sono orto-

gonali (cioè coniugati rispetto all'assoluto) ; nel caso nostro siccome F sta sull'asso-

luto, p. sarà ad esso tangente ; d'altronde MP è in generale normale in P alla ciclide,

quindi nel caso in discorso p. sarà (perpendicolare in P alla normale in P cioè) tan-

gente alla ciclide in P. Si vede quindi che ognuno dei piani tangente alla ciclide in

punti all'infinito, tocca anche ognuna delle quadriche deferenti, e che, per conseguenza

la sviluppabile formata da quelli coincide colla sviluppabile in cui sono inscritte queste.

Ciò permette di concludere :

La sviluppabile formata dai piani tangenti alla ciclide nei suoi punti all'in-

finito è di quarta classe.

48. Consideriamo la ciclide come generata nel modo indicato al n. prec. Tutte

le sfere generatrici sono bitangenti alla superfìcie (cioè la secano in due cerchii) hanno

i loro centri sulla quadrica deferente Q e sono ortogonali alla sfera fìssa S. Prendiamo

in particolare un punto all'infinito J di () e il corrispondente piano tangente v. ; la

sfera generatrice di centro I riducesi (al piano all'infinito e) al piano X condotto dal

centro di S alla retta che segna la direzione in cui I è andato all'infinito. Tutti i piani

analoghi a A inviluppano un cono quadrico supplementare del cono assintoto ài Q & sono

piani bitangenti della ciclide. Nel caso più generale vi sono cinque coni analoghi a

questo; essi si sogliono chiamare (da uno de" suoi scopritori (*) ) coni di Kunimer

e costituiscono la completa sviluppabile bitangente della superficie.

Le curve d'intersezione di ogni sfera direttrice colla corrispondente quadrica de-

ferente sono quartiche sferiche di prima specie, le quali chiameremo (con Darboux)

cicliclie, e sono ciascuna il luogo di punti-sfere bitangenti alla superficie, cioè sono

curve focali della superficie.

Per dimostrare che non vi sono altre curve focali si può far uso della genera-

zione della ciclide esposta al n. prec. Da essa infatti risulta che afiìnchè un cerchio

di raggio nullo sia bitangente alla ciclide è necessario e sufficiente che il suo centro

cada in una sfera direttrice e nella corrispondente quadrica deferente; ora, per ciò

che precede, le sfere direttrici sono le sfere doppie dei complessi quadratici speciali

() Zeuthe.n fece notare nella prefazione alla sua memoria Om Flader of fjerde orden med Duh-

belheglesnit ( Kopeiihaghen, 1879) che tali coni furono scoperti conterapoi'aneanienle da Kummer e da

MouTARD, perchè la memoria di questo pubblicata nelle Nouvelles Annales del 1804 è indipendente dalla

comunicazione fatta da quello all'Accademia delle scienze di Berlino il 16 Luglio dello stesso anno.
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contenuti nel fascio di cui è sostegno la data ciclide e le quadriche deferenti sono

gl'inviluppi dei piani-sfere dei detti complessi speciali, dunque in generale le cicliche

"ià determinate sono le uniche curve focali.

Concludiamo pertanto la ciclide più generale ha cinque cicliche focali.

Siccome i coni di Kummer sono supplementari dei coni assintoti delle quadriche

deferenti i quali sono (come le quadriche stesse) omofocali, così essi sono omociclici,

cioè hanno comuni quattro punti sull'assoluto. Questi sono punti cuspidali della

superficie ; dunque :

La ciclide ha in generale quattro punti cuspidali sulla sua curva doppia {*).

49. Facciamo ora un cenno delle modificazioni che subiscono i teoremi prece-

denti in alcuni casi particolari.

a) Quando due delle sfere direttrici vengono a coincidere in un punto-sfera P,

tutti i fasci di sfere che P determina coi piani tangenti della quadrica deferente,

hanno per punti-sfere Pei suoi simmetrici rispetto ai piani tangenti di questa
;

epperò la ciclide è in questo caso omotetica rispetto a P della podaria di questo

punto rispetto alla quadrica deferente, ed ha P per punto singolare.

Le altre tre sfere direttrici passano per P e sono a due a due ortogonali; le

comspondenti quadriche deferenti passano per P; ognuna tocca in P la sfera di-

rettrice, che le è compagna. Donde segue che tre delle cicliche focali hanno in P un

punto singolare.

In questo caso si hanno tre coni di Kummer generali e uno di specie particolare

avente il suo centro in P. Per riconoscere quale particolarità presenta quest'ultimo

consideriamo un suo piano tangente qualunque ?; esso tocca la ciclide in due punti,

onde la ciclica piana (quartica piana avente per punti doppii i punti ciclici) si scinde

in due cerchi! ; ma di più , siccome ogni piano per P seca la ciclide in una curva

che ha un punto doppio in P , o uno di questi cerchi! si scinde in due rette in-

crociate in P , il che trarrebbe seco l'esistenza sulla superficie di infinite rette uscenti

da P , ciò che non accade
,
perchè in generale la superficie non degenera ; ovvero

ogni piano r dovrà secare la superficie in due cerchi aventi in P un punto comune.

n cono considerato ha dunque per piani tangenti , piani òhe toccano effettivamente

una sola volta la superficie , epperò il cono speciale considerato non è effettiva-

mente inviluppato da piani bitangenti ; lo diremo cono straordinario.

b) Quando la ciclide è contenuta in un complesso di sfere doppiamente

speciale (n. 37), V inviluppo dei piani-sfere di questo è una conica. Infatti un

complesso quadratico doppiamente speciale contiene una schiera di <ya reti , ognuna

delle quali contiene un fascio di piani-sfere; gli oo' piani del complesso di 2° grado

sono dunque distribuiti una sola volta in co fasci , donde segue che il loro inviluppo

si riduce a una conica.

(") Dasbods, 1. c, pag. 111.
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In questo caso si ottiene una generazione assai semplice della superficie , colla

considerazione seguente. La supei'ficie è , nel caso in discorso , il luogo dei punti-

sfere di co reti di sfere aventi un fascio comune (il fascio di sfere doppie del com-

plesso doppiamente speciale) cioè il luogo di oo cerchii. Tutti questi cerchii hanno

comuni due punti (i punti-sfere del fascio di sfere doppie) che saranno doppii per

la supei-ficie ; i loro piani faranno fascio attorno alla congiungente di questi. Ma
d'altronde i loro piani devono essere perpendicolari al piano della conica (fissa che

per analogia diremo) deferente e i loro centri stare su questo , dunque quei due

punti-sfere devono essere simmetrici rispetto al piano della conica deferente. Donde

la seguente generazione :

Data una conica F in un piano - e due punti A, , A^ simmetrici rispetto

a n, si trovi la podaria li di T relativa al punto "^ in cui la retta A, A^ seca t::

il luogo dei cerchii aventi i centri in II e passanti per A, e A^ è una ciclide

avente A, e A^ per punti doppii.

È evidente che in questo caso la ciclide può riguardarsi anche come generata

da una sfera il cui centro percorre la conica deferente e che è ortogonale a una sfera

qualunque del fascio determinato dai suoi due punti doppii.

Le altre tre sfere direttrici passano per J., e A^e sono a due a due ortogonali ;

le tre quadriche deferenti hanno per conica focale la conica deferente e toccano in yl,

e A^ le con-ispondenti sfere direttrici , epperò tre delle cicliche focali sono ridotte a

coppie di cerchii. I punti in cui la conica deferente seca il cerchio-base del fascio di

cui A, e A^ sono punti-sfere (carchio che sta sul piano della conica perchè A, . A^

sono simmetrici rispetto a questo) sono fuochi della ciclide nel senso che da essi

partono coni che toccano la ciclide lungo tutta una conica e sono circoscritti all'as-

soluto.

Alle tre sfere direttrici di cui ora si è parlato corrispondono tre coni di Kum-

mer; quanto agli altri due essi vengono sostituiti da due piani tangenti singolari, da

due piani , cioè , ognuno dei quali che tocca la superficie secondo un cerchio ; essi

sono i piani condotti dalla retta A^ A^ perpendicolarmente agli assintoti della conica

deferente : ciò risulta dal modo con cui la generazione della ciclide si modifica nel

caso particolare di cui trattiamo (*).

(') Si può confermare qiieslo risultalo direttamente nel seguente modo:

Sia ^+rl='
la conica deferente, e

{x — (z)- -t- ;j/
— p)* = p-

l'equazione del cerchio base del fascio al quale sono ortogonali le sfere generatrici della superficis-

Le coordinate del centro d'una qualunque sfera generatrice sono :

a cos s, b sen y

epperò l'equazione d'una sfera generatrice qualunque è:

(I) (z — x) a cos f -^ [? — y) b sen o .= —;,

—

avendo posto per brevità
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c) Se due coppie di sfere Tengono a coincidere in punti-sfere come in a) le par-

ticolarità esposte si ripetono per ciascuna coppia ; così se la ciclide è contenuta in due

complessi di sfere doppiamente speciali, per ognuno di questi si verifica quanto si

disse in h) ; notiamo finalmente che per ciò che concerne i piani tangenti singolari , ciò

che si disse in h) è sempre vero anche se i punti doppii A, e A^ coincidono in un

punto (che è biplanare per la superficie).

50. Un'altra proprietà importante della superficie che studiamo è espressa dal

teorema :

Una cìcìide generale contiene sedici rette.

Per dimostrarlo consideriamo due sezioni piane qualunque S, S^ della superficie

e chiamiamo C il cerchio imaginario all'infinito. La rigata costituita dalle rette ap-

poggiate & S,, S^, C h m gi-ado 2. 2. 4. 4^4'; volendo considerare solo le rette

appoggiate in punti distinti alle tre curve bisognerà escludere :

a) 1 quattro coni quadrici che proiettano C dai punti comuni ù, S, e S^\

b) I quattro coni quartici che proiettano S,, S^ risp. dai punti all'infinito

di S^, S, contati due volte ciascuno, e rimarrà una rigata JR di 24° grado, per la

quale C, S,, S^ saranno multiple risp. secondo 12, 4, 4.

Una terza sezione piana S^ della ciclide seca R in 4. 24 punti; di questi 2 . 12

sono assorbiti dai punti all'infinito di S^, 4.4 dalle intersezioni di S^ e S,, e 4.4
dalle intersezioni di ^'3 e S^. Per ognuno dei rimanenti 16 punti d'intersezione di i?

con /S'3 passa una retta appoggiata a C , S^, S^, S^; ciascuna di queste ha comuni

cinque punti colla ciclide quindi giace su di essa. Ora siccome ogni retta della ciclide

deve incontrare ogni sua sezione piana, cos'i è evidente che il metodo indicato deve

porgere tutte le rette esistenti sulla superficie, opperò il teorema enunciato resta di-

mostrato.

L'equazione della ciclide si avrà eliminando s fra la (1) e la sua derivata rispetto a o:

(IIj (,3
— y) b CCS o — {X — X] a sen y = .

Dalle (I) (II) segue:

donde si ha finalmente l'equazione della superficie sotto la forma :

(HI) 4
)
a^ ;!t — x)--h b' 'Ji

— y)2
j
=

}
«--H f~ pS_

(a;'-|- yì^ zi
j

)'

Quest'equazione ci prova che i due piani

a (a — a;) ± i 6 (j3 — ?/) =

toccano la superficie lungo i cerchii in cui essi secano la sfera

a;' ->- 2/^ + 2^ ^ a' -*- j3' — p'

Dunque la ciclide con due punti doppii ha due piani tangenti singolari ; essi sono i piani condotti

per la congiungente i punti doppii perpendicolarmente agli asintoti della conica deferente. Le coniche

di contatto sono le interseshni di questi piani colla sfera concentrica alla, conica deferente e ortogo-

nale alle sfere del fascio dato.

Tutto ciò sussiste anche quando sia p = 0.

Sekie il Tom. XXXVI i'
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In modo analogo, notando che la rigata costituita dalle rette appoggiate in punti

distinti a una retta r della superficie, a una sua sezione piana S e all'assoluto C è

di 6° grado e ha r,S, C per linee multiple, secondo 3, 1, 3, si conclude che:

Ogni retta della ciclide è incontrata da altre cingane che a due a due non

si secano.

Avendo presente la configurazione formata dalle rette di una superficie cubica,

è facile dediu-re da ciò :

La disposisione delle rette d'una ciclide è identica a quella delle rette d'una

superficie di 8° ordine che incontrano una sua conica. Vedremo più innanzi (n. 67)

come la teoria delle trasformazioni razionali nello spazio possa servire a chiarire questo

fatto.

Finalmente, siccome la rigata costituita dalle rette appoggiate in punti distinti

a C, a una conica F della ciclide e a una sua sezione piana 3 è di 12° grado e

ha C, F, S per linee multiple degli ordini 6, 4, 2, così si conclude:

Ogni conica della ciclide è incontrata da otto rette della superficie.

Osserviamo ancora che se la superficie ha un punto conico D, i coni che proiet-

tano da JD il cerchio imaginario all'infinito e una sua sezione piana, hanno otto genera-

trici comuni; quattro di esse sono assorbite dalle congiungenti D coi punti all'infinito

della sezione piana, le altre quattro hanno comuni colla superficie più di quattro punti;

ne segue che:

Se una ciclide ha un punto doppio
,

per esso passano quattro rette della

superficie.

E con ragionamenti analoghi ai precedenti si prova che:

Se la ciclide ha un punto conico, essa ha solo otto rette non passanti pel

punto singolare; ognuna delle rette uscenti dal punto doppio incontra due delle

altre; ognuna di queste ultime è secata (oltreché da una retta uscente dal punto

doppio) da tre altre rette. Kisulta cosi manifesto che ogni retta uscente da un punto

conico equivale a due delle rette che avevansi nel caso generale.

In modo analogo si studiano i casi in cui si presentano singolarità maggiori (*).

§ 5. Sistema di ciclidi omofocali.

51. Siano dati due complessi quadratici di sfere A, B aventi per equazioni:

i/c ik

{') Il metodo usato per dimostfare questi teoremi si raccomanda per la sua semplicità; se non

erriamo, gli è ad esso che alludeva lo Sturm, a p. 250 del voi. IV dei Malhematische Annalen colle

parole: 3Iit Hilfe geradliniger Ftdchen.
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Prendiamo ad arbitrio una sfera y nel primo, sicché si abbia:
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(a)

e ti-OTÌamo il complesso lineare tangente in ij ad A. Le sue coordinate § saranno

date da

|*=2a,;2/i («•,^=1.2.3.4.5) .

Poi di questo troviamo la sfera x polare rispetto a B; essa sarà determinata

dalle equazioni:

(i) la,,tj,= lb,,x, (*,/t= 1.2.3.4.5) ,

I i

eliminando le y fra le (a) (b) otterremo l'equazione a cui soddisfano tutte le sfere x..

Ora, moltiplicando la Z,-""" delle (b) per y^, e addizionandole cinque equazioni ana-

loghe otterremo , tenendo presente la (a) :

(e) ••• ly,lò,,x,= ,

k i

e l'eliminazione delle y si potrà fare fra le {b) e la {e). Il risultato si ottiene imme-

diatamente sotto la forma:

i

«.5 26, ; a;,-

(26)

a..

^h,Xi ^ii^Xi

«55 '^hiX,

lb..x,-

Questa equazione rappresenta l'insieme delle sfere x polari rispetto a B dei com-

plessi tangenti ad A; questo insieme è dunque un complesso quadratico che diremo

polare di A rispetto & B, e indicheremo col simbolo Cj^. Si potrebbe dimostrare che

C.45 è anche Tinviluppo dei complessi polari rispetto a B delle sfere di A e che

quindi la sua equazione in coordinate di complessi lineari è :

(27) =

a.

a.

2p,.|, 2Mi

«.5 2fS,,|,
i

«.5 2/3,,?;
i

«55 2p5i'^i
i

essendo al solito:

2«,.,|,|,=:0 , 2(3;,?;|,= ,

ik

le equazioni dei complessi quadratici dati, pure in coordinate di complessi lineari.
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Scambiando fra loro i due complessi dati si otterrebbe un quarto complesso

quadratico C^^ luogo delle sfere polari, rispetto ad A, dei complessi lineari tan-

genti a 5 inviluppo dei complessi polari , rispetto ad A , delle sfere di J3.

52. Consideriamo il sistema autoconiugato comune ad A e JB ; ne siano S,, S^

due sfere qualunque e C, , C^ì corrispondenti complessi polari. Nel fascio di sfere S^ S^

tì sono due sfere A^, A^ appartenenti al complesso A e formanti con S^ , S^ un fascio

armonico ; ad essi corrispondono due complessi lineari polari rispetto a £ che cMa-

meremo K^, K^ . Siccome *?, , S^, A^, A^ formano un gruppo armonico , così lo

stesso accadrà di C, , C^, K^ , K^\ K, e K^ sono dunque coniugati armonici ri-

spetto a C, , C^ , onde C, , C^ sono coniugati rispetto a C 4 g . Ciò significa che due

complessi qualunque del sistema autoconiugato comune ad J. e J? sono pure coniugati

rispetto a C_4 ^ ; dunque :

U sistema autoconiugato comune rispetto a due complessi quadratici, gode della

stessa proprietà rispetto a ciascuno dei due complessi polari di uno dei dati

complessi rispetto alValtro.

Questa proprietà si verifica assai facilmente in altro modo quando i due com-

plessi dati ammettano un sistema autoconiugato comune composto di cinque sfere
;

allora le loro equazioni possono porsi sotto la forma :

2aiX,^:=0 ,
J, 6;a;,^= ,

i i

e i due complessi C^^ e Cg^ avi'anno in conseguenza per equazioni:

Vk''='' i:^'=».

epperò avranno per sistema autoconiugato comune quello che è comune ad A , B.

Quando il complesso lì coincida col complesso i?^^.= dei punti-sfere , le

equazioni (26), (27), si trasformano in altre che rappresenteranno in due modi il

luogo delle sfere ortogonali dei complessi tangenti del complesso A o l'inviluppo

dei complessi lineari aventi per sfere ortogonali quelle del complesso A. Chiameremo

questo nuovo complesso il complesso ortogonale di A.

53. Sia un fascio di complessi quadratici rappi-esentato dall'equazione :

ik

i complessi polari di questi rispetto al complesso

ik
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costituiranno una serie semplicemente infinita la cui equazione è:
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(28)

Xa,5+ fA&,5 Ih,iXi
i

i

Xa55+/J.&55 lb-,iXi
i

lb.-,x,-

Quanti complessi di questa serie passano per una sfera arbitraria x? A ciò si ri-

sponde Tacilmente notando, che quando son date le x la (28) si trasforma in un'equa-

zione che può servire a determinare i parametri X 1 p. che spettano ai complessi cer-

cati ; e siccome quest'equazione è di 4° grado , così :

Per qualunque sfera dello spazio passano in generale quattro complessi della

serie (28).

Questo numero quattro diminuisce in certi casi che è facile determinare colle

seguenti osservazioni. Se noi sviluppiamo la (28) secondo i prodotti degli elementi

dell'ultima orizzontale e dell'ultima verticale, otterremo una funzione quadratica

omogenea di questi elementi i cui coefficienti sono i subdeterminanti di quarto

ordine del determinante della forma quadratica X a-^ ,. + p. 6^^, . Se vi è un valore

di ), : jU che annulla tutti questi subdeterminanti, la (23) sarà soddisfatta da questo

valore qualunque sia li sfera x, e quindi per questa non passeranno ancora più di

tre complessi della schiera ; cosi se vi è un valore di X '. p. che sia radice doppia di

tutti i subdeterminanti di primo ordine del determinante di X a^^,-\- y. b-^^
,
per una

sfera arbitraria dello spazio passeranno due complessi della schiera. Lo stesso ragio-

namento può applicarsi in ogni altro caso e serve ad assegnare esattamente il grado

della serie (28).

Tutti i complessi della schiera hanno comuni oo^ complessi tangenti; quelli,

cioè, che sono polari rispetto a

'^'bikXiX^= ,

delle sfere appartenenti alla congruenza :

lai^XiXi=^0 , Ibi^XiXii= ;

a i k

in altre parole tutti i complessi della schiera (23) sono toccati dai piani tangenti a B
nelle sfere della congi-uenza di sua intersezione con A. Ciò prova anche che il com-

plesso B h. parte sia del fascio , sia della schiera. Lo stesso fatto risulta da ciò che

se si fa nella (28) X=zO si ottiene:
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&.. h,. ir.
il

K 6,, Ks 2 6.,- a;,

i

K ^5:. 655 IhiXi
i

lh„x, Ib.^x, . 2&,3 ^i

= ;

ora , sottraendo dall'ultima orizzontale le precedenti moltiplicate ordinatamente pej:

a;, , x^, X3 , x,^ , x^ e facendo la stessa operazione sulle verticaK si ottiene :

^ '^ih^i^k

K "55

= ,

che è l'equazione del complesso B.

Il coefficiente di (X : [xy si ottiene facendo nella (28) X= , ja=l onde è espresso

dal primo membro dell'ultima equazione scritta ; esso quindi s'annulla sempre soltanto

quando la sfera x appartiene al complesso B ; allora per quella sfera passano , nel

caso più generale , ancora tre complessi della serie ; e in ogni caso si può dire :

Per una sfera qualunque del complesso B passano tanti complessi della

serie quante unità vi sono nel grado di questa meno uno.

54. 11 complesso polare di

rispetto a

ik

lh,tXiX^---=0 ,

ik

e il complesso B haimo per sistema autoconiugato comune (n. 52) quello che è co-

mune ai due complessi :

l{la^^ + lJ.bi^)XiX^= ,

ik

2l),;,X,X^ = ,

cioè quello comune ai due complessi:

la,i,Xir^— , lbii,XiX^= .

ik ik

Dunque: Ttctti i complessi della serie (28) hanno per sistema autoconiugato

quello che è comune ai due complessi dati.

55. Nel fascio di complessi quadratici
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tì sono quatti'o complessi tangenti a un complesso lineare arbitrario:

(n. 39). Siano X' :,a', 1"
: p." i valori di ). '.

[j. che corrispondono a due di essi e

cercliiamo le corrispondenti sfere di contatto. Esse saranno date dalle equazioni :

(«) 2 (X' «,,. + ,a' ò,,) .r,'= ^,. ; i: (X" a^, + /V bj,) x," -^'S,. (p).
i I

Di piii siccome .r' sta sui due complessi ^^'^^ ^> ^'
<^'xa+

1^'
^j.a-= , e x" sta sui

complessi S^=0, X"rt^j^. + fjt"ò„.= awerno le equazioni:

(7) l.'=o ; ^.- = (^)-

(0
">'

«a'.' + F'' ^x^x"= ; X" a^„^„ + p." h^„^„— (®).

Moltiplicando la (a) per x"j e sommando le cinque equazioni analoghe che si

ottengono per j=l . 2. 3. 4. 5 , e tenendo conto della (o) avremo:

Analogamente dalle (p) (y) risulta:

Queste ci dicono che le sfere x , x" sono coniugate rispetto a due dei complessi

del fascio , esse lo saranno per conseguenza rispetto a tutti , epperò potremo concludere :

Le sfere di contatto di un complesso lineare qualunque coi quattro complessi

quadratici di un fascio, sono a due a due coniugate rispetto a tutti i complessi del

fascio stesso. Se quindi cerchiamo la sfera coniugata del dato complesso lineare ri-

spetto a uno assegnato dei complessi del fascio, otterremo una sfera che con quelle

quattro forma un sistema autoconiugato rispetto al complesso quadratico scelto.

XeUo stesso modo si dimostra la seguente proposizione (correlativa alla pre-

cedente ) :

I complessi lineari tangenti in una sfera qualunque S ai quattro complessi

quadratici della schiera (28) passanti per essa sono a due a due coniugati rispetto

a tutu i complessi quadratici della schiera; il complesso polare di S rispetto a

uno qualunque dei complessi della schiera
, forina con quelli un sistema auto-

coniugato rispetto a questo complesso scelto.

56. n caso particolare più interessante di questa ricerca si ha quando il com-

plesso J? coincide col complesso (i?) dei punti-sfere.

In questo caso la schiera (28) si muta neirinsieme degli infiniti complessi orto-

gonali (n. 52) dei complessi che determinano con R una medesima ciclide; essa è invi-

luppata dagli oG^ complessi lineari (speciali) le cui sfere ortogonali si riducono ai punti

della ciclide. Per una sfera qualunque passano quattro complessi della schiera, ma

per un punto sfera ne passano soltanto tre. Le sfere ortogonali dei quattro complessi
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lineari tangenti in una data sfera ai quattro complessi quadratici della schiera passanti

per essa , costituiscono con questa un sistema di cinque sfere a due a due ortogonali
;

se la sfera scelta è un punto-sfera., le sfere ortogonali dei tre coìiqìiessi lineari

tangenti in esso ai tre complessi quadratici della schiera passano per esso e sono

a due a due ortogonali. Tutti i complessi quadratici della schiera hanno per sistema

autoconiugato comune quello del complesso a^^. =r e del complesso dei punti sfere.

Questa schiera di complessi quadratici determina col complesso dei punti un im-

portante sistema di ciclidi , che si chiama sistema di ciclidi omofocali. Da una pro-

prietà enunciata or ora ( die abbiamo sottosegnato per la sua importanza ) e dal

teorema : « La sfera ortogonale del complesso polare di un punto-sfera rispetto a un

complesso quadratico, tocca in esso punto la corrispondente ciclide (*) », risulta che:

Per ogni punto dello spazio passano tre ciclidi di un sistema di ciclidi omo-

focali, le (piali si secano ad angolo retto.

Le ciclidi omofocali costituiscono per conseguenza un sistema triplo di superfìcie

ortogonali (**) onde , in virtù del celebre teorema di Dupin (***) , esse si secano

nelle loro linee di curvatura.

57. Siccome per ogni sfera dello spazio passano in generale quattro complessi

di 2° grado della schiera, così lo stesso accadrà per un piano; ma se si prende il

piano all'infinito, siccome esso deve eziandio annoverarsi fra i punti (n. 19), così il

numero dei complessi della schiera passanti per esso è minore di un'unità del numero

che si avrebbe se il piano fosse qualunque. Ognuno dei complessi che così si otten-

gono determina col complesso dei punti-sfere, ciclidi contenenti il piano all'infinito,

le quali , cioè , si scindono nel piano all'infinito e in una superfìcie di 3° ordine pas-

sante per l'assoluto. Dunque:

In una schiera di ciclidi omofocali sono contenute tante ciclidi di 3" ordine

quante sono le ciclidi del sistema stesso che passano per un punto arbitrario.

Per determinare i valori del parametro ), : /7. che ad esse corrispondono , serve

l'equazione (28) in cui si supponga essere le x le coordinate del piano all'infinito. Dun-

que, per l'equazione (4) del n. 19, l'equazione che serve a ti'ovare le superficie di

terz 'ordine della schiera, è la seguente:

(29)... =
la^^ + p.R^, 1 a,, + y. i?,,

1 1

).a,3 + f;.J?,3 1

Xa,3-|-p.E,5 1

Xa55-|-^.J?53 1

1

(*) V. la sua (iimosti'azione nella Memoria del Rete, che fa parte della Colleclanea mathematica, ^.2rii.

{*') Lo si potrebbe diraostrare altrimenti , ricorrendo alla regola esposta alla fioe del n. 1(3 per

riconoscere l'ortogonalità di due superfìcie.

(***) DupiN, Déoeloppements de Geometrie. Paris, 1813, pag. 364.
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58. Nel fascio di complessi quach-atici contenenti la ciclide vi sono dei com-

plessi semplicemente speciali ; che cosa corrisponde nella schiera a uno di essi?

Per rispondervi, rammentiamo che un complesso semplicemente speciale contenente

la cicKde è generato dagli co* fasci che congiungono una sfera fissa S (sfera direttrice)

ai piani tangenti 7; di una quadrica fissa (quadrica deferente). Per conseguenza ad esso

corrisponde nella schiera l'inviluppo delle congruenze lineari in cui il complesso lineare

C di cui Se sfera ortogonale è secato dai complessi lineari le cui sfere ortogonali

degenerarono nei piani -. Dunque si può anche dire che a quel complesso corrisponde

la congruenza d'intersezione di C coU'inviluppo I dei complessi lineari di cui i piani t:

rappresentano le sfere ortogonali
;
quindi per rispondere alla questione di cui si tratta

bisogna trovare quest'ultimo inviluppo.

Consideriamo tre piatii tangenti consecutivi di Q; i tre complessi lineari di cui

essi sono sostegni s'intersecano in un sistema lineare costituito da tutte le sfere

aventi i loro centri nel punto d'intersezione di quei tre piani. Ma tre piani tangenti

consecutivi d'una superficie si secano in un punto della stessa , dunque potremo

concludere :

L' inviluppo è formato di tutte le sfere che hanno i loro centri sulla qua-

drica Q.

Le sfere comuni a J e C sono dunque quelle i cui centri stanno in ^ e che

sono ortogonali ad S, cioè costituiscono una delle schiere di sfere bitangenti alla ciclide

(n. 47); ricaviamo dunque il teorema:

Ai complessi semplicemente speciali del fascio

(30) Xa,,-f-fAÌ?,, = ,

corrispondono nella schiera:

(31) =

. , Xa,5 + ^.E,5
i

. , Xa,5 + p.i2,5 IB^iXi
i

• 1

lB,,x,
i

• . ^liiS^i

ìe congruenze formate dalle sfere bitangenti alla ciclide:

a^^= , B^^— ;

i punti-sfere d'una di esse costituiscono una ciclica focale.

Le ciclidi corrispondenti della schiera di ciclidi omofocali, si riducono alle cor-

rispondenti sfere direttrici contate due volte.

Sekie II. Tom. XXXVI k'
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69. Analogamente si dimostra:

Se nel fascio (30) vi è un complesso doppiamente speciale, ad esso corrisponde

nella schiera una serie quadratica di sfere ortogonali a una sfera e i cui centri

stanno su una conica ; i suoi punti-sfere sono fuochi della ciclide (nel senso dichia-

rato al n. 49, 6)). La ciclide corrispondente della schiera di ciclidi omofocali è

indeterminata.

CAPITOLO TERZO.

Classificazione delle Ciclidi.

1. Metodo di classificazioìie.

60. Noi abbiamo definito (n. 43) la ciclide come luogo dei punti-sfere di un

complesso quadratico di sfere, onde essa appare come l'intersezione di due quadriche

a tre dimensioni in uno spazio lineare a quattro. Per ottenere e caratterizzare le

varietà della ciclide il primo metodo che si presenta è il ridurre le sue equazioni

alla loro forma più semplice e studiare su queste la superficie.

Ora è noto che non sempre è possibile ridurre due forme quadratiche ciascuna

a una somma di quadrati , ma che in ogni caso si possono ottenere delle forme semplici

caratteristiche pei varii casi e che possono dirsi canoniche. Qualunque sia il numero

delle variabili per assegnare i varii casi che si debbono considerare e le corrispon-

denti forme canoniche si ha un metodo semplice dovuto a Weierstrass (*) e che noi

esporremo nel numero seguente pel caso di cinque variabili, che è quello che ci

interessa.

Ma intanto notiamo che le varie specie di superficie che si otterranno con questo

metodo saranno fra loro distinte nello spazio di sfere, cioè non potranno dedursi

l'una dall'altra mediante trasformazioni dello spazio di sfere che lasciano immutata la

quadrica dei punti. In altri termini, il metodo indicato dà tutte le ciclidi, che non

possono mutarsi l'una nell'altra colle trasformazioni indicate alla fine del n. 6 , cioè

mediante le trasformazioni dell'ordinaria geometria metrica e la trasformazione per

raggi reciproci (**).

Di più un teorema di Weierstrass , che enunceremo fra poco , ci assicura che

in questo modo non s'incontrerà mai due volte la stessa superficie.

(*) Zur Theorie der hilinearcn und quadratischen Formen (Monatsberiohte der Berliner Aliaderaie

der Wissenschaften, 1868, Mai 18).

(**) In particolare si possono otteaere, mediante couveaienti trasformazioni per raggi reeiproci

,

le varie superficie di quarto ordice aventi per linea cuspidale l'assoluto.

Del l'esto queste si possono anche dedurre da quelle che noi incontreremo, facendo delle con-

venienti ipotesi particolari sulle costanti delle loro equazioni.
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Osserviamo ancora che l'api^licazione del metodo di Weierstrass al caso nostro si

ridnce in sostanza alla ricerca del sistema autoconiugato comune al complesso quadra-

tico di sfere determinante la cicHde e al complesso dei punti-sfere. Siccome noi di-

mostra,mmo (n. 54) che il sistema autoconiugato comune a un complesso quadratico

qualunque e a quello dei punti-sfere, è comune anche a questo ultimo e a tutti i

complessi quadratici detenninanti con esso il sistema di ciclidi omofocali, così le equa-

zioni delle ciclidi del sistema di ciclidi omofocali ad una data, sono riducibili alla

stessa forma , opperò hanno le stesse singolarità. Se iu particolare consideriamo in

questo sistema le ciclidi di terzo ordine otterremo una classificazione completa delle

superficie di terzo ordine passanti per l'assoluto , donde si potrà poi facilmente ot-

tenere la classificazione completa delle superficie di questo ordine.

01. Il metodo di "VTeierstrass per assegnare le forme canoniche sotto cui può

porsi una data coppia di forme canoniche, può riassumersi, nel caso di cinque variabili,

nel modo seguente.

Siano in generale :

A= lAi^XiX^ ,

ik

le due date forme a cinque variabili ; formiamo il determinante :

[A,B]

1A^, + IJ.B,,, lA,,-i-iJ.B,,, . ., lA,s+ iJ.B,,

lA-„ + p. B-„ , À^5, + fJ. B,^ , , lAs-,+[J.By,

Indicando con \ : ^u., una qualunque delle radici di [J. , jB] =: ed ?, il suo

grado di moltiplicità
,
potremo scrivere :

essendo

[A,B]= KU,(\iJ,-iJ.iy

11 = 5

e K una costante.

Se ?/*^ è l'esponente della più alta potenza di Xfi,-— p.),; che divide tutti i sub-

determinanti d'ordine 5 — ^ del determinante [A, B] si avrà la relazione (Weierstrass,

1. e):
7 W -^ 7 ('+')

onde posto :

?(*)_ 7(*+>)_p W

il numero e/' ' sarà positivo e di più si avrà :

2 e/"= 5 .
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L'espressione

e

si cMama divisore elementare (Elementar-Theiler) del determinante [^^]-

Ciò posto si può con una stessa trasformazione lineare ridurre A e B alle due

seguenti forme canoniche:

A = l[a, (X, X, ) - li {X, X,), _ 1 ] ,

5^
A X

:B= 2[&,(X,XJ +5r(A\X,) J ,

ayendo posto in generale:

(X,X,).= 2X,,X,.
,

(n+ v= e — i)

e intendendo che sia:

(X,X,)„= ;

le costanti a^, è^, ... soddisfano le equazioni:

ga-,+ li\=l ,

mentre g, h sono numeri interi qualunque.

Il significato dei divisori elementari è dato dal seguente importantissimo Teorema

di Weierstrass : Afiincliè si possa con una medesima trasformazione lineare mutare una

data coppia di forme quadratiche in un' altra coppia di forme quadratiche
,

pure

data, è necessario e sufficiente che i determinanti formati, nel modo indicato, coi

coefficienti delle due coppie di forme coincidano nei loro divisori elementari (*).

62. Segue da quanto ora si disse che ad ogni distribuzione dei divisori ele-

mentari del determinante [A, B] corrisponde una specie di coppia di forme quadratiche,

e viceversa. Per ottenerle tutte, bisognerà piima di tutto determinare le soluzioni

intere dell'equazione indeterminata •

si trova facilmente che questa ammette le sette soluzioni seguenti:11111
2 111
2 2 1

3 11
3 2

4 1

5.

(*) Un teorema analogo ha luogo per le forme bilineari.
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Poi bisogna considerare i casi in cui vengono a coincidei'e dei divisori elemen-

tari appartenenti a radici diverse del determinante dato [A, S]; seguendo la nota-

zione proposta dal Weiler nel suo studio sulla classificazione dei complessi quadratici

di rette (*) poiTemo fra parentesi
( ) i numeri indicanti l'ordine di molteplicità dei

divisori elementari appartenenti alla stessa radice. Allora dalle soluzioni ora trovate

deduiTemo il seguente prospetto dei casi da considerare :

[Hill], [(11)111], [(ii)(ii)i], [(111)11], [(iii)(ii), [(ini)i]

[2111], [(21)11], [21(11)], [(21)(11)], [(2111)1], [2(111)], [(2111)]

[221], [2(21)], [(22(1)], [(221)]

[311], [(31)1], [3(11)], [(311)]

[32] , [(32)]

[^1]. [(^1)]

[5]-

Abbiamo cosi ventisei specie diverse delle superficie che studiamo; vedremo che

in otto dei casi da considerare, la superficie degenera in due sfere (distinte o coin-

cidenti proprie o degenerate). Escludendo queste superficie degeneri e applicando il

teorema di Weierstrass enunciato al numero precedente potremo dire :

Vi sono dieciotto specie di cicUdi ; ogni superficie dell'una specie non si può

trasformare per raggi reciproci in altra di specie diversa.

63. Le particolarità distintive delle varie specie esigono lo studio particolare

delle fonne canoniche sotto le quali si possono porre le equazioni delle diverse specie

di ciclidi; gli è a questa ricerca che è dedicato il presente capitolo, ma prima d'in-

traprenderla sarà utile il dire come si trovino i punti doppi della superficie di cui

sono date le equazioni in coordinate a;,- e l'enumerare le varie specie di curve piane

che si possono ottenere secando la ciclide con un piano.

Per determinare i punti doppi della superficie si combinino linearmente le equa-

zioni della superficie per modo da ottenerne una terza equazione contenente solo più

quattro delle variabili x^ (od un numero minore, se è possibile)
; questa sarà sufficiente

a determinare la superficie; si cerchi allora se è possibile trovare un punto (x, y , z),

le cui coordinate soddisfino all'equazione della superficie (**) e annullino le derivate del

suo primo membro rispetto ad x, y, z. Ora si vede facilmente che un tal punto deve

verificare le quattro equazioni ottenute aimullando le derivate rispetto alle a;;, di una,

almeno, fra le equazioni fra quattro di queste coordinate, ottenute come si disse ; in

particolare se vi è un punto i^el quale si annullano tutte quattro quelle coordinate Xi ,

esso sarà certo un punto doppio della ciclide.

(*) Veher die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades (Math. Annalen, Bd. VII,

pag. 150 e seg).

(*•) Si rammenti che, a cagione del significato delle xi (n. 11), si può nell'equazione ottenuta della

superficie, sostituire alle xi i primi membri di quattro sfere, la cui posizione reciproca è determinata

dalla equazione, supposta data, del complesso dei punti-sfere (n.7}.
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§ 2. Classificazione delle cicliche piave.

64. Qualunque sezione fatta con un piano in una ciclide, è una curva di quarto

ordine avente per punti doppii i punti ciclici del piano secante ; laonde, per lo studio

di tali sezioni bisogna conoscere le varie specie di curve che possono ottenersi. Ora, lo

stesso metodo indicato per classificare le ciclidi serve ad ottenere le varie specie (di-

stinte in quanto non si possono ottenere l'una dall'altre mediante una trasformazione

piana per raggi reciproci) di queste cui've (che si dicono cicliche), e dà risultati che

si possono riassumere nel seguente modo (usando delle notazioni, già rammentate, del

Weiler) :

[1111]. Ciclica generale, non avente altri punti singolari che i punti ciclici

del piano, che sono doppii per la curva.

[(11)11]. Ciclica avente due nuovi punti doppii, non posti su una retta uscente

da un punto ciclico, epperò scissa in due cerchii.

[(11)(11)]. Ciclica avente quattro nuovi punti doppii, epperò degenerata in due

coppie dirette passanti pei punti ciclici.

[(Ili) 1]. Cerchio contato due volte.

[211]. Ciclica avente un punto doppio a distanza finita.

[2 (1 1)]. Ciclica con tre punti doppii a distanza finita epperò scisso in un

circolo e una coppia di rette passanti pei punti ciclici.

[(21)1]. Ciclica degenerata in due cerchii fra loro tangenti.

[(211)]. Ciclica ridotta a una coppia di rette passanti pei punti doppii con-

tata due volte.

[31]. Ciclica con una cuspide a distanza finita.

[(31)]. Ciclica degenerata in cerchio e una coppia di rette passanti pei punti

ciclici e secantisi su questo.

[22]. Ciclica degenerata in una retta passante per un punto ciclico e in

una cubica razionale passante per esso e avente per punto doppio

l'altro punto ciclico.

[(22)]. Ciclica degenerata in tre rette di cui una è diretta a un punto

ciclico e deve contarsi come doppia , le altre due sono dirette

all'altro punto ciclico.

[4]. Ciclica degenerata in una cubica piana razionale avente un punto

doppio in uno dei punti ciclici, un pmito ordinario nell'altro, e

in una tangente condotta da questo alla curva.

65. Non è privo d'interesse l'osservare che le varie specie di cicliche piane

(o, più in generale, di quartiche piane aventi due punti doppii) si ottengono dalle di-

verse specie di quartiche gobbe di prima specie (le quali hanno in generale due punti
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doppii apparenti) proiettando queste da un punto arbitrario dello spazio (*). Si cor-

rispondono cicliche e quartiche gobbe dello stesso simbolo, come risulta rammentando

che per le curve d'intersezione di due quadriche la classificazione completa può com-

pendiarsi nel seguente prospetto (**) :

[llllj. Quartica di prima specie generale.

[(11)11]. Quartica degenerata in due coniche.

[(11) (11)]. Quartica degenerata in un quadrilatero gobbo.

[(111)1]. Conica contata due volte.

[211]. Quartica con un punto doppio.

[2(11)]. Quartica degenerata in una conica e due sue secanti non iucontran-

tisi su essa, ma poste nello stesso piano.

[(21)1]. Quartica degenerata in due coniche fra di loro tangenti.

[(211)]. Quartica scissa in una coppia di rette contata due volte.

[31]. Quartica con una cuspide.

[(31)]. Quartica scissa in una conica e due rette aventi un punto comune

sulla conica e poste in un piano ad essa tangente.

[22]. Quartica degenerata in una cubica gobba e una sua bisecante.

[(22)]. Quartica degenerata in una coppia di sette sghembe e una loro se-

cante comune contata due volte.

[4]. Quartica ridotta ad una cubica gobba e una sua tangente.

§ 3. Prima forma canonica.

66. Ed ora veniamo finalmente allo studio particolare delle coppie di equazioni

che si possono scegliere per rappresentare la ciclide.

Nel caso [11111] è lecito prendere per equazioni della superficie le due

seguenti :

(1) .... ^„=2a,<= ; E^,=s2E;^;=0 (***).

i i

Dalla forma dell'equazione che lega le coordinate x^ d'un punto si deduce (n. 7)

che il sistema delle cinque sfere s, s^ s, s^ Sj consta di cinque sfere a due a due orto-

gonali e che quindi (n. 11) le sfere S^ S^ S^ S^ S^ coincidono con queste; le coordinate

Xi sono dunque proporzionali alle potenze di un punto rispetto a cinque sfere a due

a due ortogonali.

(*) Prendendo il centro di proiezione in posizioni particolari si potrebbero ottenere cicliche più

speciali, deducibili da quelle enumerate con trasformazioni quadratiche.

("') Vedi la Note di Gundelfinger alle Vorlesungen uber analytische Geometrie des Raumes di Eesse

(Dritte Auflage, 1876) pag. 518-525.

(""j È sottinteso che in questo caso e nei seguenti i coefficienti dell'equazione che rappresenta

lo spazio di punti debbono soddisfai-e alla condizione che già esponemmo (n. 8).
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Ora, combinando linearmente le due equazioni (1), si ottiene un'equazione della

forma :

essendo Ip l^ 1,. i, costanti che si determinano facilmente e p, q, r, s una combinazione

quaternaria dei numeri 1.2.3.4.5.

I punti doppii della superficie dovranno (cfr. n. 64) verificare le quattro equa-

zioni :

Xp— 0, x^ = , x^— 0, x,— 0;

ora, in causa del significato delle coordinate x^ d"un punto, queste rappresentano in

coordinate cartesiane quattro sfere a due a due ortogonali, che quindi non hanno

alcun punto comune fuori dell'assoluto ; donde segue che la superficie non ha punti

doppii oltre a quelli del cerchio imaginario all'infinito.

La superficie che consideriamo è dunque la ciclide più generale; è ad essa che

fu finora rivolta principalmente l'attenzione dei- geometri. Le sue proprietà principali

si deducono da ciò che si disse nel § 3 del Capitolo secondo e sono le seguenti:

La ciclide [11111] 23iiò considerarsi in cinque modi diversi come l'inviluppo

di una sfera il cui centro percorre una quadrica (deferente) e che si mantiene

ortogonale a ima sfera fissa (direttrice) ; le sfere direttrici sono le S, S, S3 S^ S5

a due a due ortogonali ; le quadriche deferenti sono omofocali e le loro equazioni

tangenziali si possono porre sotto la forma (v. n. 44)

(3) . .

.
. . (?, - ?,) x; + (?„ - h) x;+ (?, - /,) ^;+ [h - /,) *•;= o

,

essendo p , q , r , s , t i numeri 1 , 2 , 3 , 4 , 5 j}resi in un certo ordine. Ogni

sfera direttrice seca la corrispondente quadrica deferente in una curva focale che

è una ciclica sferica generale. La ciclide si muta in se stessa mediante mia tra-

sformazione per raggi reciproci il cui centro e la cui potenza siano il centro e il

quadrato del raggio d'una sfera direttrice.

I piani hitangenti della superficie inviluppano cinque coni quadrici (coni di

Kummer) concentrici alle sfere direttrici e supplemetitari dei coni asintoti delle

corrispondenti quadriche deferenti.

Infine la ciclide contiene 16 rette.

67. Siccome con una conveniente trasformazione per raggi vettori reciproci

si può dedurre da una superficie generale di terzo ordine contenente l'assoluto la

ciclide più generale (*) , e siccome le sedici rette della superficie cubica che incon-

() Darboux, Sur une classe de courbes et de surfaces algébriques, etc, pag. 165.

Cremona, Sulla superficie di quarto ordine dotata di una conica doppia (Rendiconti Jel R. Istituto

Lombardo, serie li, voi. IV, pag. 140).

Il teorema enunciato risulta p. e. facendo uso delle forraole che servono alla trasformazione per
raggi vettori reciproci, e notando che una superficie cubica di detta specie ha sempre un'equazione
della forma :

Q — [Ix -\-mij + ni)^x^ + ì/'h- j=)-+- ct„a;'-(- a,, i/+ a,^ j^-t- a„-v- 'ìa^^i/t + 2 o,^ x +-

-ì-2a^^2x + 2a^,lj-h2a„xy + 2n^,t .
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trano il cercliio immaginario all'infinito, si mutano nelle sedici rette della seconda,

così: ìa disposisioìie di queste è identica a quelle delle prime: ci serviremo di

questa osservazione per ottenere delle indicazioni espressive per le rette della ciclide.

Chiamiamo a^ la retta della superfìcie cubica posta nel piano all'infinito n

,

r l'assoluto; la retta rt^, è incontrata da 10 rette della superficie, le altre 16 incon-

treranno TI in punti di F. Seguendo le notazioni introdotte da Sclilafli indicheremo con

a, , 5, , c,.;(=c^.,) (i,i=rl.2.3.4.5.6)
,

le 2 7 rette della superficie ; allora a.j è incontrata dalle dieci rette :

• ?^ &x 63 &^ &5 C.f, C,6 C36 C^6 C56 >

epperò, mediante una trasformazione per raggi reciproci, queste rette si muteranno in

coniche e lo stesso accadrà per la a^, mentre le altre 16 rette si muteranno in rette

della superficie di quarto ordine. Indicando colle stesse notazioni una retta della su-

perficie di terzo ordine e la retta in cui si trasforma, otterremo che le 16 rette della

ciclide sono disposte a due a due in 40 piani nel seguente modo:

fl, e.. «. c., , «3 C}, ,
a„ C4.

, «5 . Cs, ,

a, C.3 a. C.3 . «3 C3z . «4 C42 , «5 «02 I

«. C.4 «2 C.4 , «3 C34
! «4 C43 ' «5 Cr,3 5

a, C.3 a. C.5 , «3 C35
. «4 ^45 ' «5 C54 »

« h a. h , «3 &6 , «4 h , «5 &6 •

e,. «^34 C,3 ^42 )
C..'. ^23 1

C.5 C23
. «23 C45 .

e,. ^45 C.3 C.5 . «^U
C35 , C.5 C34 ' «M C53 ,

e,. C53 ^iS ^54 J «U C52 , C,5 ^42 1 C25 C34 •

Le proprietà espresse da questo prospetto si possono riassumere così , che :

1° La retta b^ è incontrata dalle cinque rette a, a^ a^ a^ «5.

2" La retta c^ è incontrata da a,-, a^ , c„„, c„; , c,„ essendo i, k, l, ni, n

gli indici 1 , 2 , 3 , 4 , 5 presi in un certo ordine.

3" Infine la retta a,- è incontrata da ò^ , c,^, c^; , C;,„ , Cj„ , ove h, i, l,

in, Il ha lo stesso significato di prima.

Dunque: Ogni retta della ciclide è incontrata da altre cinque rette e deter-

mina con queste cinque piani tritangenti della superficie.

Le sedici rette della ciclide si possono distribuire in venti quaterne doppie ana-

loghe alle hi-sestujìle (Doppelsechs) di Schlafli (*) delle superficie di 3° ordine. Una

quaterna doppia è l'insieme di otto rette, distinte in due gruppi di quattro, e accop-

piate a due a due ; ogni retta di un gruppo seca tutte quelle dell altro tranne la

sua omologa. Le venti quaterne doppie che si possono formare sono le seguenti:

(*) Cfr. Cremona, Grundiùge eineir allgemeinen Theorie der Obergflcxhen, f870, pag. 180. — Reyb,

Die Geometrie der Lage, II, Th. 1880, pag. 220.

Sekie il Tom. XXXVI l'
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a. c.z c., C.3 a. C34 C3. «35 a, «4. «43 C45 a, C5» C53 «Ì4 a. C3, «34 C35

«. C,3 «.4 C,5 «3 C,4 c,. C.5 «4 c,. C.3 «<5 a-. c.. C,3 «M «3 c.. «M C.5

0. C4, C43 C45 a» Co, C53 «'54 «3 «4. c,. C45 «3 Cj, C5. «54 «4 C5, C5x C53

«4 Ca. Cz3 C.5 «5 c., C.3 C.-. «4 C3. C3. C35 «5 Ci, C3. «34 «5 «4. «4. C43

«.. «3 «4 «5 C.3 «4 «5 «. C,4 «5 a. «3 C,5 «. «3 «4 C^i «4 «5 a,

h C45 C53 C34 h C5. ^^^4 C45 65 «23 C35 C52 ^-6 «34 c,. C.3 h Cs, «.4 «45

C.4 «5 «. «3 C.5 a, «3 «4 «34 «5 0, «. C35 a, «. «4 «45 a. «. «3

h C.3 C35 Cs, &6 «34 «4. C,3 ^^6 c,» C.5 «5. &6 «.4 «4. c.. ^-6 c.3 C3. e..

Esse possono rappresentarsi in generale con uno dei due simboli :

(^i ^kl ^km C^n "k «/

^kl ^li ^ik 1

essendo al solito ihlmn una permutazione di 1.2.3.4.5.

Infine le sedici rette della superficie determinano quaranta quadrilateri gobbi;

dieci possono rappresentarsi col simbolo:

a, «A Cik io .

(essendo ih una combinazione binaria 1.2.3.4.5) e trenta col simbolo:

(ove ihlmn ba l'ordinario significato).

88. L'equazione della schiera di complessi quadratici che determina colla qua-

drica dei punti , il sistema di ciclidi omofocali è, in questo caso (cfr. n. 52),

(4)
l + lxH,^

:0

Essa coincide in sostanza con quella data da Darboux a pag. 134 della sua opera.

Ponendo in luogo delle Xi i primi membri delle equazioni di cinque sfere, a due

a due ortogonali, si ricade in un'equazione solo di forma diversa da una pure data da

Darboux (*).

Nella serie (4) vi sono tre complessi a cui corrispondono superfcie di terzo

ordine; i corrispondenti valori di X : p. sono le radici dell'equazione:

iula^+ lxRt

e le superficie che si ottengono sono superficie generali di terzo ordine passanti per

l'assoluto, cioè della prima specie nella classificazione di Scblafli (**).

(*) Remarques sur la théorie des surfaces orthogonales (Comptes rendus, 1864, v. LIX, pag. 241).

("*) V. la memoria: On the Dislribulion of Surfaces of the Third Order into Species, eto. (Philo-

sophical Transactions of the Royal Soojety of Londoa, 1863, pag. 193).
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69. Passiamo ora alle superficie le cui equazioni si ottengono dalle (1) facendo

coincidere due o più radici del determinante [A, E].

Il primo caso che si presenta è quello avente per simbolo [(11)111]. Combinando

conTenientemente le due equazioni della superficie , si può ottenere per rappresentarla

l'unica equazione:

ove le ?, /j ?3 sono costanti di facile determinazione e le

x, = , x^= , x, — 0,

sono tre sfere a due a due ortogonali; questa equazione è unica e caratteristica per

la superficie che consideriamo.

La superficie ha per punti doppii quelli comuni alle tre sfere ora considerate
;

per riconoscere di quale specie siano questi punti doppii, prendiamo, come è lecito:

x,^x^+ì/+z''— 2ax, X:^^x^-\-ti'-\-z'—2hy, Xi^=^x^\f-\-i—2cz,

e allora l'equazione della superficie in coordinate cartesiane è:

(?.+ ?. + h) {3^^+ y"+ z^X- 4 (x-+ 2/^+ ^>) (a Z. X + 6 ?, 2/ + e ^3 z)

(5)

+ 4 (a" ?, a;'+ &' ?, if+ c^ \ z^) =

Questa ci prova che l'origine è un punto doppio conico della superficie: siccome

l'origine è uno dei pimti comuni alle sfere a;, ^0, a^^rziO, a;3=: e ciò che si disse

per l'uno può ripetersi per l'altro, cosi potremo concludere che nel caso [(11)111]

la ciclide ha due punti dop;pii conici.

Pel punto doppio considerato (e ciò che si dice per l'uno vale anche per l'altro)

passano sei rette notev.oli (raggi nodali (*) ) ; esse sono le intersezioni del cono nodale :

a'l,x^ + Vl,y' + cH,z'= Q

col piano a l^x +6 l.,y +c ?3^==0

e col cono x"^ -\- y^ -\- z^^ Q .

Queste ultime quattro hanno più di quattro punti comuni colla superficie, epperò

stanno su essa ; dunque per ogni punto doppio passano quattro rette della superficie

(cfr. n. 50). Sulla superficie non vi sono altre rette; in ognuna delle otto ora con-

siderate vennero a coincidere due di quelle che si avevano nel caso generale (cfr. n. 50).

La cougiungente i punti doppii non appartiene alla superficie, ogni ^iano condotto

per essa (non è un piano bitangente ma) seca la superficie in due cerchii: se in par-

(*) Mi permetto di usare, per amore di brevità nel linguaggio, di alcune denominazioni di cui si

serve Schlàfli nella Memoria citata, ma che non credo in generale adottate; cioè dirò: cono nodale il

cono quadrico delle tangenti in un punto conico della superficie, raggi nodali le sei tangenti quadri-

punte che escono da esso, piani nodali quelli ia cui si scinde il cono nodale quando il punto doppio

è biplanare e spigolo nodale la loro intersezione.
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ticolare questo piano passa per una retta della superficie, uno dei due circoli deve

scindersi in due rette, opperò il piano stesso deve contenere un'altra retta della super-

ficie; questa seconda retta passa per l'altro punto doppio perchè, da quanto si disse

al n. 50 segue, che ogni retta uscente da uno de' punti doppii è incontrata da una

retta passante per l'altro.

70. Da ciò che si disse precedentemente (n. 49, b) segue che si hanno tre

soli coni di Kummer; gli altri due vengono sostituiti da due piani tangenti singolari

passanti per la congiungente dei punti doppii. Vi sono tre curve focali aventi ciascuna

due punti doppii nei punti doppii della superficie, opperò degenerate ciascuna in due

cerchii ; le altre due curve focali vengono sostituite da una quaterna di fuochi posti

su un circolo.

La ciclide [(11)111] può generarsi in tre modi diversi come inviluppo di una

sfera il cui centro percorre una quadrica e che è ortogonale a una sfera fissa (*) ; in

un modo unico come inviluppo di una sfera il cui centro descrive una conica e

che si mantiene ortogonale a una sfera fissa. La conica di quest' ultimo modo di

generazione è una delle coniche focali delle tre quadriche omofocali corrispondenti

alle tre prime generazioni; la corrispondente sfera determina col piano della conica un

fascio di sfere i cui punti-sfere sono i punti doppii della superficie e coincidono coi

punti comuni alle sfere direttrici dei tre primi modi di generazione.

La ciclide considerata determina un sistema di ciclidi omofocali tale che (n. 53)

passano per un punto arbitrario dello spazio due sole superficie del sistema ; in parti-

colare vi sono nella serie (n. 57) due superficie di terzo ordine con due punti doppii

conici, appartenenti, cioè, alla IV specie di Schlafli.

71. Il caso che ora si presenta ha per simbolo [(11)(11)1]. Combinando linear-

mente le due equazioni della superficie si può ottenere per rappresentarla un'equa-

zione unica, e precisamente o

oppure

m (^3^+ x^^) + m^ x^^= .

Queste due equazioni, caratteristiche ed uniche per la superficie, mettono in evi-

denza quattro suoi punti doppii; i primi, che diremo T, J", sono comuni alle tre

sfere :

x, = , x^=^0 , ^5 = ;

gli altri due che diremo II , II", sono comuni alle tre sfere:

X3 = , x^=^0 , x^=0 .

Si può dimostrare, seguendo lo stesso metodo tenuto nel caso [(11)111], che

ognuno dei quattro punti doppii così trovati è conico, ma che per ciascuno passano

(•) Tangente alla quadrica nei due punti doppii della superficie.
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due sole rette della superficie contenenti ciasclieduna un altro punto doppio. Precisa-

mente si trova che stanno sulla superficie le rette :

/'//'
; r II' ; r ir r ir .

Ognuna di queste passando per due punti doppii della superficie prende il posto

(cfr. n'. 50 e 69) di quattro delle rette della superficie generale, opperò su questa non

vi sono altre rette.

Ti è un solo cono di Kummer (avente il suo centro nel centro della sfera de-

terminata dai quattro punti doppii). La superficie può essere generata in due modi

come inviluppo di una sfera il cui centro percorre una conica che è ortogonale a una

sfera fissa: le due coniche deferenti sono focali l'una dell'altra. La superficie stessa

si può generare in un sol modo come inviluppo di una sfera il cui centro percorre

una quadi'ica e che si mantiene ortogonale a una sfera fissa che la tocca in quattro

punti.

Vi è una quai'tica focale avente quattro punti doppii nei punti doppii della

superficie e che quindi si scinde in quattro rette e piecisamente nelle I' II , l' II",

I" ir, r II' ; inoltre vi sono due quaterne di fuochi, ridotte ciascuna a una coppia

di fuochi contati due volte.

La superficie ha quattro piani tangenti singolari due passanti per la retta /' J",

e due passanti per la retta II' , II" .

Eiassumendo si vede che la ciclide [(11) (11)1] ha quattro punti doppii e quattro

piani doppii, ha una conica doppia e un cono quadrico inviluppato da piani bitan-

genti , è di quarto ordine e di classe quarta; insomma la ciclide [(11)(11)1] è cor-

relativa a se stessa.

72. Questa specie di ciclide fu scoperta da Dupin (*) cercando il tipo generale

della superficie che hanno tutte le loro linee di curvatura circolari ; egli la generava

come inviluppo di una delle serie di posizioni che può assumere una sfera che si

muove toccando costantemente tre sfere fisse, e riconobbe anzi che vi sono due tali

modi di generazione; in ogni modo di generazione la sfera generatrice percorre una

conica , e le due coniche a cui per tal modo si giunge sono focali l'una dell'altra e

sono i luoghi dei centri di curvatura della superficie. A queste proprietà trovate da

Dupin per la sua ciclide, altre ne furono aggiunte in seguito dai geometri che si

occuparono di questa superficie: anche recentemente essa formò oggetto di interessanti

studii analitici di Cayley (**) e Lemonnier (***).

Prima di abbandonare la considerazione della ciclide di Dupin , vogliamo fare

un'osservazione sulla realtà dei suoi punti doppii. Questi sono determinati come inter-

sezione della sfera S=, coi cerchi S, S^ e S- S, : ora siccome di cinque sfere a due a

due ortogonali una almeno ha raggio imaginario (n. 9) così tutti ì punti doppii non

(*) Applications da Geometrie et de Mécanique, Paris, 1822, pag. 200-210.

(*') On the Cyclide (Quarterly Journal of Mathematics, t. XII, pag. 148).

('") Elude analytique sur la Cyclide (Nouvelles Annales de Mathématiques. II sèrie, t. IX, p. 514).
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possono essere reali ; saranno tutti imaginarii se S-^ ha raggio imaginario , due soli di

essi saranno reali se una sola delle altre quattro sfere ha raggio imaginario , ecc. :

ad ogni modo la cielide di Dupin non può avere più di due piunti doppii reali. —
Alla stessa conclusione si giunge rammentando che i punti doppii della cielide di

Dupin sono i vertici d'un quadrilatero gobbo, di cui quattro lati incontrano l'assoluto.

La cielide di Dupin determina un sistema di ciclidi omofocali tale che per ogni

punto passa un'unica superficie del sistema (n. 53); in particolare nel sistema è con-

tenuta una superficie di terzo ordine. Questa ha quattro punti doppii conici opperò è

la reciproca della superficie romana di Steiner; essa porta il numero XVI nella clas-

sificazione di Schlafli. Klein si serv'i di questa notevole superficie per dedurre, mediante

opportune deformazioni , le varie forme che possono presentare le superficie di terzo

ordine (*).

73. I casi che ci restano da considerare in questa prima forma canonica non

danno che superficie degenerate.

Nel caso [(IH) Hj combinando le due equazioni della superficie si ottiene per

rappresentare l'equazione unica

opperò la superficie stessa si scinde nelle due sfere:

le quali non sono in alcuna posizione notevole ; uno dei complessi quadratici deter-

minanti, colla quadrica dei punti, la superficie si scinde in questo caso in due complessi

lineari; le due sfere ottenute sono i luoghi dei punti sfere di questi ultimi, ma pos-

sono però ancora considerarsi in due modi diversi come luogo dei punti-sfere d'un

complesso quadratico semplicemente speciale.

Nel caso [(111) (11)] l'equazione della superficie è riducibile alla forma:

onde essa si scinde in

x,±ix-,= Q
;

rammentando che 5;= , ,^5= rappresentano due sfere ortogonali, si vedià che

queste due equazioni rappresentano due punti-sfere.

Infine nel caso [(llll)lj l'equazione della superficie può ridursi alla forma:

epperò la cielide degenera in una sfera contata due volte.

(") V. la bellissima Memoria : Ueber Flàchen drilter Ordnung (Mathematische Amialeii
,

Bil. VI

pag. 551).
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§ 4. Seconda forma canonica.

74. Le equazioni della superficie siano :

I

fl , a-,"+ fl, x^ + flj a;/ + «^ a;,' + 2 a *;, .Tj =

Dalla seconda di queste risidta (u. 7) , che il sistema di riferimento è composto

di quattro sfere 5, s^ S; s,^ a due a due ortogonali e di uno dei punti d'intersezione

di tre di esse, s^ s^ s^, considerato come un punto-sfera s^. Le coordinate x^ di un

punto sono (n. 11) proporzionali alle sue potenze rispetto a cinque sfere S,, S^, S^,

S^, S^òi cui ecco la disposizione. S\ è ortogonale ad s^, s^, s^ e passa pel punto-sfera

Ss (che è uno dei punti ad esse comune) epperò si riduce al punto-sfera Sj ; 8^,83,8^,

passano pel punto Sj e sono ortogonali rispettivamente alle terne di sfere «3 , s^ , s, ; s^

,

s, , Sj ; s, , Sj , S3 : infine S^ forma con s, , s^ , «3 , s^ un sistema di cinque sfere a due a due

ortogonali.

Dunque le sfere :

a.\= , X} = , x^ = .

^

hanno comune il punto-sfera .•

x. = ,

cioè il punto-sfera Sj

.

Ora combinando fra loro le equazioni (1) si può ottenere per rappresentare la

superficie l'equazione unica:

ì,x,'"+l,x,^ + l3Xi''+ l^x^"=0
;

quest'equazione, caratteristica ed unica per la superficie, ci prova che per questa è

doppio il punto soddisfacente alle quattro equazioni:

x,=^0 . x^= ; ajj= ; x^= ;

cioè il punto-sfera «5: è poi facile dimostrare che esso è un punto conico non pre-

sentante alcuna particolarità. Dei sei raggi nodali che escono da esso, quattro appar-

tengono alla superficie e contano due volte ciascuna fra le rette della superficie stessa
;

su questa vi sono poi ancora otto rette semplici (cfr. n. 50).

Per determinare il numero e riconoscere la disposizione delle rette si può (oltre

al metodo esposto al n. 50) anche ricorrere ad una superficie di terzo ordine avente

un punto doppio per dedurne (cfr. n. 6 7) la superficie di quarto ordine di cui trat-

tiamo con una trasformazione per raggi reciproci. Eitenendo le notazioni usate prima

(n. 67) noi supporremo che delle dieci rette che incontrano la a^ vengono a coincidere

^46 C5 5 , &5 e e, 5 . Si dimostra allora facilmente (*) che verranno a coincidere anche

() Per questa, ed altre proprietà delle superficie di terzo ordine con punti doppii, si veda l'ultimo

capitolo dell'opei-a di Stubm: Si/nthetiscke Untersuchungen iiber Flachen dritter Ordnung, 1867.



280 RICERCHE INTORNO ALLA GEOMETRLi DELLA SFERA ECC.

a, e Cj3 in una retta che diremo A,, a^ e C3, in una che dii-emo A^, a^ e c,^ in

una che chiameremo A3 , e infine 65 e c^ 5 in una che chiameremo A^^

.

Inoltre dalla nota configurazione formata dalle rette di una superficie di terzo

ordine risulta che le quattro rette A^ s'incontrano a due a due senza stare tutte

nello stesso piano , epperò esse passano tutte pel medesimo punto, il quale sarà doppio

per la superfcie. — Facendo ora l'indicata trasformazione quadratica della superficie

di terzo ordine, si otterrà una superficie di quarto ordine su cui staranno le rette in

cui si trasformano :

A A A A
e,, Cj, e,, a,

14 24 J4 4

C,S ^25 C35 ^5 •

Indicando collo stesso simbolo una retta della superfìcie di terzo ordine e la sua

trasformata, avremo che sulla superficie di quarto ordine si hanno quattro rette A, A^

A^A^ passanti per lo stesso punto, doppio per la superficie e di più otto rette la cui

disposizione si ottiene da quella esposta (n. 67) nel caso generale facendo:

a, = c^3=A,
,

a^= c3,=A^
,

a^^c^^ — A^
,

l^^c^^—A^ .

Si ottiene cosi che:

A è incontrata da

A »

^3 »

A »

C.4 »

C.3 »

C24 »

C25 »

^^34 »

C35 »

«4 »

«5 »

C.4 C.5

C-. C25

C34 C35

«4 «5

A. C.5 C35 «4

A (^H <=34 «5

A C>5 C33 a,

A '^M ^34 "5

A C.5 C25 a,

A C.4 ^^24 «5

A ^4. '^,^ C43

^' C3, C52 C53

Chiamando binarie le rette Ai (perchè vengono a sostituire due rette della su-

perficie più generale) semplici le altre otto, potremo riassumere questo quadro nella

proposizione (v. n. 50): Ogni retta binaria d'una cielide avente un intnto doppio è

ineontrata da altre due rette semplici, ogni retta semplice da una retta binaria e

da tre rette semplici. Vi è uca sola quaterna doppia
,

quella costituita dalle otto

rette semplici:

^4 ^5i C5J C53

^i "^«i ^42 ^43 ;
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SÌ possono poi formare ancora sei sistemi di otto rette, le quali pure possono chia-

marsi quaterne doppie quantunque in ogni quaterna vi siano due rette che si secano,

sono i seguenti:

A C4. C43 A A. C5, C53 A
«* A A C.5 «5 A, A. <^'^ ;

A e,. C43 A A. Cs, C53 A
a, A A C>5 «5 A^ A,

^ìi,
'1

A e,. C4. A A, Cj, Csi A
«4 A. A C35 «5 A. A. C34 •

75. Due dei coni di Kummer sono sostituiti da uno straordinario (n. 49 a))

avente il vertice nel punto doppio. La superficie può generarsi in quattro modi come

inviluppo di una serie doppiamente infinita di sfere ; uno di questi modi è notevole

perchè in esso la sfera generatrice percorre col suo centro una quadrica e passa co-

stantemente per un punto fisso.

Vi sono quattro cicliche focali; una sta sulla sfera di raggio nullo avente il

suo centro nel punto doppio ; le altre tre hanno in questo un punto doppio, perchè le

sfere direttrici dei tre modi di generazione che ammettono sfere non degeneri, toccano

le corrispondenti quadriche nel punto doppio.

La superficie in discorso determina un sistema di ciclidi omofocali tale che per

ogni punto dello spazio passano tre superficie che appartengono ad esso. Tale sistema

contiene tre supei-ficie di terzo ordine; ciascuna ha un punto doppio, conico, generale,

epperò appartiene cioè alla II specie di Schlàfli.

76. Viste così le proprietà principali della ciclide [2111] passiamo a quella di

simbolo [(21)11]. Combinando linearmente le due equazioni della superficie, si può

ottenere per rappresentarla l'equazione unica :

Questa ci prova che sono doppii per la superficie i punti che soddisfano alle

equazioni :

re, = , ic^= , .r3 = ;

donde, rammentando ciò che si dimostrò in principio nel n. 74, si conclude che il

punto -sfera s^h singolare per la superficie. Prendendo, come è lecito:

2,2,2
a;,= x + 2/ + ^

X3^x^+y^+/+2{a2X + biy + C3z) ,

Sekie II. Tom. XXXVI. m'
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avremo per equazione della superficie in coordinate cartesiane la seguente:

da essa segue clie il cono nodale del punto singolare considerato si riduce alla coppia

4i piani :

1 sei raggi nodali uscenti da questo punto biplanare sono le intersezioni dei due

piani di cui ora si scrissero le equazioni, col cono:

X +y +^ =0 ,

e col piano:

l^{a^x+b^y + c^:i) + Zj (aja; + 63!/ + Cj^) = ;

i primi quattro hanno comuni colla superficie più di quattro punti, epperò sono rette

della medesima; gli altri due coincidono nella retta:

«^a; + 6,2/ + c,^=0 ; a^x + b^y + C3Z=:0 .

Dunque in questo caso la superficie ha un punto doppio biplanare speciale

in quanto due dei raggi nodali coincidono nello spigolo nodale
;

per esso passano

quattro rette della superficie. Queste sono le uniche rette che esistano sulla superficie :

infatti questo caso si ottiene dal caso [(11)111] facendo coincidere (*) i due punti

doppii che allora si avevano ; così facendo le otto rette della superficie che si avevano

vengono a coppie a coincidere nelle quattro che ora trovammo. La stessa considerazione

ci prova che si hanno due cicliche focali scisse in due cerchii fra loro tangenti e una

quaterna focale composta di due coppie di punti poste su due secanti dell'assoluto.

Si hanno due soli coni di Kummer; gli altri due sono sostituiti da due piani

tangenti singolari della superficie. La ciclide può generarsi in due modi come invi-

luppo di una serie doppiamente infinita di sfere , ma in un modo unico come inviluppo

di una serie semplicemente infinita.

Una ciclide [(21)11] determina un sistema di secondo grado di ciclidi omofocali,

nel quale sono contenute due superficie di terzo ordine; siccome ognuna di queste ha

un punto doppio biplanare da cui escono cinque rette della superficie, una delle quali

coincide collo spigolo nodale, così esse appartengono alla specie V di Schlàfli.

77. Nel caso [21(11)] la superficie ha tre punti doppii conici. Ciò risulta sia

da una ricei'ca diretta, sia dal confronto dei risultati ottenuti nei due casi [2111]

(") Il dedurre le singolarità di una specie di ciclide da quelle di un'altra facendo coincidere punti

singolari che in quest'ultima erano distinti, è conseguenza del servirsi nella classificazione del metodo

di Weierstrass; cornei varii sistemi di divisori elementari eie varie forme canoniche, date da questo,

si possono distribuire in categorie tali che i varii sistemi o risp. le varie forme d'una stessa si possono

ottenere con successivi passaggi al limite, così si potrà fare per dedurre l'una dall'altra le varie specie

di figure geometi-iche rappresentate da queste. Il Weiler fece già uso varie volte di questo metodo nella

sua classificazione dei complessi quadratici di rette.
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(n. 74) e [111(11)] (n. 70). I tre punti doppii sono di due specie; per uno di essi,

che diremo A
,
passano due sole rette della superficie , ognuna delle quali deve con-

tarsi quattro Tolte fra le rette della superficie percliè contiene uno degli altri due

punti doppii A, e A^. Per Ai passano invece , oltre alla A^ A , due rette della super-

ficie. Ogni retta uscente da A, è incontrata da una uscente da A^

.

Il confronto coi casi citati ci dimostra l'esistenza di due cicliche focali: una sta sul

punto-sfera A ed ha per punti doppii A, e A^ opperò si scinde in due cerchii che si

secano in questi due punti: l'altra ha tre punti doppii in AA^A^ onde si scinde in

una conica passante per A, e A^ e in due sue secanti aventi comune il punto A .

78. Yi è un cono di Kummer ordinario, e un cono straordinario; gli altri sono-

sostituiti da una coppia di piani tangenti singolari passanti per la retta A,A^.

Infine vi è una quaterna di fuochi, in cui vi sono due fuochi coincidenti.

Osserviamo che le quattro superficie di simboli :

[Hill], [2111], [iii(ii)][2i(ii)][(ii)(ii)ij

sono ciascuna più generale della seguente, perchè hanno ordinatamente 0, 1, 2, 3, 4
punti doppii le ultime quattro corrispondono alle specie a) , b) , d) , e) di Sturm (*) ;

la loro rappresentazione piana fu indicata da Korndorfer (**).

Il sistema di ciclidi omofocali alla cicUde data di specie [21(11)] è tale che

per ogni punto dello spazio passano due sue superficie; in particolare esso contiene

due superficie di terzo ordine , aventi ciascuna tre punti doppii generali e apparte-

nenti alla specie Vili di Schlafli.

79. Passando ora al caso [(21)(11)] e confrontandolo coi due casi [(21)11] e

[21(11)] vedremo che la superficie ha due punti doppii conici generali e un punto

doppio hiplanare specializzato come nel caso [(21)11] per quanto riguarda i raggi no-

dali che non sono rette della superficie. Ma siccome [(21) (11)] si ottiene da

[(11) (11)1] facendo coincidere due dei punti doppii che si avevano , in questo caso

non posti su una stessa retta della superficie, così in questo caso vi sono solo due

rette della superficie, quelle cioè che congiungono il punto hiplanare ai due punti

doppii. La stessa considerazione ci prova che non vi sono curve focali, ma solo due

quaterne di fuochi, una delle quali è ridotta a una coppia di fuochi l'altra a un

fuoco unico. Xon vi sono coni di Kummer, che questi sono sostituiti da due coppie

di piani tangenti singolari.

La superficie non è generabile come inviluppo di una serie doppiamente infinita

di sfere , ma lo è in due modi come inviluppo di una serie semplicemente infinita.

Il sistema di ciclidi omofocali alla ciclide [(21) (11)] è di primo grado, ond'è

che nella serie stessa vi è un'unica superficie di terzo ordine ; questa appartiene alla

XVIII specie di Schlafli.

(^*) Y. la citata Memoria: TJéber die Fldchen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) Geraden

B. s. w. (Matliematische Annalen, Bd. IV, pag. 268-270).

(*») Maihem. Annalen Bd. I, p. 592, Gli e Bd. II, p. 50, 58.
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80. Negli altri due casi che restano da considerare in questa forma canonica la

ciclide degenera.

Nel caso [(211)1] si pup prendere per equazione della superficie la seguente:

donde segue che la ciclide si scinde in due sfere fra di loro tangenti; nel caso [2(111)]

è lecito assumere come equazione della superficie la

la quale si scinde in

a;, =
rappresentante un punto-sfera e

Z,a;, + 2Za;3= ,

rappresentante una sfera non passante per quel punto.

Infine nel caso [(2111)] si ha una sfera contata due volte e ridotta a un punto.

§ 5. Terza forma cartonica.

81. Nel caso [221] le equazioni della superfìcie siano:
*

l a(x,^-{-x^) + a^-^x^ -^2a,^x^x^-\-2a^r,x,x^=^

I
R^ (x,^ +x^') -{- B}^ x^^ + 2E,^x,x^+2B^-^x^Xs^=0 .

L'esame della forma di quest'ultima equazione ci prova che il sistema di riferi-

mento consta di tre sfere s, s^ s^ a due a due ortogonaK , di un punto-sfera' s^ posto

sul cerchio s^S; e di un punto-sfera 55 posto con s^ su una secante dell'assoluto. Donde

segue poi che le sfere dell'altro sistema sono disposte nel seguente modo: S,, S^, S^ pas-

sano pei punti sfere 5^55 (epperò hanno per generatrice comune la congiungente questi

due punti) e sono ortogonali rispett. alle coppie di sfere s^, s^; s-^, s, ; s,, s^; infine S^

passa pel punto-sfera s^ , S^ per s,^ ed entrambe sono ortogonali alle tre sfere s, s^ s^

.

Da tutto ciò segue che le quattro sfere:

x, = , x^= , x-^^O , x^ = ,

hanno comune il punto-sfera s-^ , mentre

x, = , x^= , X; — 0, 0-5 = ,

hanno comune il punto-sfera s^

.

Combinando linearmente le due equazioni (1) si possono ottenere due equazioni

della forma:

l(x"+ x^^)+ 13X3" + 2 l'x,x^= ,

m{x,'' + a;/) + m^ a-j' + 2 m ' x^x^^O
,

1
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Ognuna delle quali è sufficiente a rappresentare completamente la superficie clie stu-

diamo. La prima ci prova esser doppio per la superficie il punto:

x, — , x^= , X3 = , x^— ,

cioè il punto-sfera s^ , la seconda invece ci dimostra che è doppio per la superficie il

punto :

cioè il punto-sfera 5,. Dunque la ciclide [^21] ha due punti doppii posti su una

secante dell'assoluto (*).

82. Per ogni punto doppio passano tre rette della superficie fra cui è sempre

compresa la congiungente dei due punti doppii. Per vedere se sulla superficie vi siano

altre rette e, nel caso aifermativo, riconoscerne la disposizione ricorriamo, come già

facemmo in casi precedenti, alla trasformazione di una superficie di terzo ordine.

Eitenendo sempre le notazioni del n. 6 7 , supponiamo che nella superficie cubica

le rette h^, h^, h^, h^ vengano a coincidere rispettivamente con C35 , c^^, , 05^ , c^^

risulta , allora che le rette a, , «^ , 03 , bf, coincideranno rispettivamente colle rette

C.3. Cj, , c„, c^5, eie rette a,, a^, «5 , i^ rispettivamente colle c^j , c.j , c,^, 0,3;

di più le quattro rette a cui si ridussero a,, a^, a^, 65, c^j, C3, , c,^, c^^ passano

per un punto doppio B delle superficie , le altre quattro passano per un punto

doppio C; siccome poi, per ciò ora si disse, a, e 65 coincidono tanto con c^j come

con c^5 , così la congiungente i due punti doppii conta per quattro delle rette delle

superficie di cui ora parlammo. Concludendo, la superficie di terzo ordine ha : 1° per

retta quaternaria la congiungente A dei due punti doppi (la quale prende il posto

delle G, , Cj3, c^5 , 65), 2° quattro rette binarie: due, S\ JB" passanti pel punto

doppio B (di cui la prima sostituisce le i-ette «3, c,^, la secondale rette a^, c.j),

due C', C" passanti pel punto doppio C, di cui la prima fa le veci di a^^ , C5, , l'altra

fa le veci di a^ , a,^ . La conica che corrisponde a una sezione della superficie fatta

con un piano passante per la retta a^ è incontrata ancora dalle rette semplici c^^

,

C34 1 c^5 , C35 . Ciò che ora si disse per la superficie di terzo ordine , si trasporta

alla ciclide che studiamo , mediante una trasformazione per raggi vettori reciproci ;

dunque potremo dire: La ciclide [221] lia per una sua retta la congiungente A
dei due punti doppii (retta quaternaria) ; per ognuno di questi passano due rette

(hinarie) della superficie B', B"; C', C"; sulla superficie vi sono ancora quattro

rette (semplici). Da ciò che si dimostrò prima (n. 67) sulla disposizione delle rette

della ciclide generale deduciamo che :

(") Questa corrisponde alla specie e) di Stuhm (1. e, pag. 268) ;
per la sua rappresentazione piana

vedi Math. Ànnalen, Bd. Il, p. 40.
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la retta B' incontra le rette

B"

C »

C"

» C3, »

» c,^ »

» C,5 »

» C35 »

il che può riassumersi dicendo: Ogìii retta della superficie uscente da un punto

doppio incontra, oltre alia sua compagna e alla retta quaternaria, due rette sem-

plici delle superficie; ogni retta semplice incontra due rette binarie uscenti da

punti doppii diversi e un'altra retta semplice ; itifine la retta quaternaria non

incontra che le rette binarie.

Le rette della superficie costituiscono quattro quadrilateri gobbi :

AB'O'c,^ ; AB'C'cy, ; AB"C'c,^ ; AB"C"c,, .

83. La ciclide [221] ammette un cono di Kummer ordinario e due coni straor-

dinarii. Essa ha tre cicliche focali : due son poste sui punti-sfere che coincidono

coi punti doppii e hanno ciascuna un punto doppio in uno di questi: la terza ha

due punti doppii nei punti doppii della superficie, epperò si scinde in una cubica

gobba ed una sua secante. La superficie può generarsi in tre modi come inviluppo di

una serie doppiamente infinita di sfere.

n sistema di ciclidi omofocali alla data è di terzo grado; in particolare in esso

sono contenute tre superficie di terzo ordine appartenenti alla specie IV di Schlafli.

84. Il caso che ora dobbiamo trattare ha per simbolo [2(21)]; combinando

linearmente le due corrispondenti equazioni canoniche della superficie, si può ottenere

una equazione rappresentatrice unica che può porsi sotto una delle due seguenti forme :

w (x^"" + .r/) + m-^Xi' + 2 m' x^%= ,

le quali mostrano che la superficie ha ancora due punti singolari posti su una secante

dell'assoluto , ma che uno di essi è biplanare speciale perciò che due dei suoi raggi

nodali coincidono collo spigolo nodale.

Il caso che ora studiamo si deduce dal caso già trattato (n. 77) [21(11)] facendo

coincidere in un punto biplanare i due punti doppii che allora designavamo con A,

e A^. Da tale considerazione risulta che sulla superficie vi sono soltanto tre rette;

una è la congiungente dei due punti singolari, le altre due escono dal punto biplanare.

Non vi sono coni di Kummer, si ha solo un cono straordinario, gli altri sono

sostituiti da due piani tangenti singolari. Yi è una sola curva focale situata su un
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punto-sfera e degenerata in due circoli fra di loro tangenti
;

poi vi è una quaterna

di fuochi posti su un punto-sfera e in cui due fuochi coincidono. La superficie può

generarsi in uu sol modo come inviluppo di oo' sfere e in un modo come inviluppo

di «>3' sfere.

Il sistema di ciclidi omofocali alla superficie che stiamo studiando è di secondo

grado, opperò esso contiene due superficie di terzo ordine
; queste appartengono alla X

specie di Schliifli.

85. Nel caso rappresentato simbolicamente con [(22)1], combinando fra loro le

due equazioni della superficie si può ottenere per rappresentarla, l' equazione unica :

l{x,^ ->rx^)+l' x^=^ .

Quest'equazione, caratteristica ed unica per la superficie, ci fa vedere che per

questa sono doppii tutti i punti pei quali si ha:

a;, =0 , a;,=0 , 0:3=0 ,

cioè tutti i punti della generatrice comune alle tre sfere S^, S^, S^ (n. 81). Ora, quando

una superficie di quarto ordine ha per linee doppie una conica ed una sua secante

(più generalmente una cubica gobba), ogni retta condotta per un punto arbitrano

della superficie a secarle entrambe ha comuni colla superficie stessa cinque punti opperò

sta totalmente in essa; la superficie contiene allora infinite rette, opperò è una

rigata. Dunque nel caso che trattiamo, [(22)1], la ciclide si riduce ad una rigata

di 4° grado avente per linee doppie il cerchio imaginario all'infinito e una sua

secante ; si può dimostrare che essa è correlativa a se stessa , epperò essa occupa il

secondo posto nella classificazione di Cremona (*) , il settimo in quella di Cayley (**).

I coni di Kummer sono sostituiti dalla retta doppia ( come luogo , la quale è

anche doppia come inviluppo) e da un cono quadrico. Le cicliche focali si ridu~

cono ad una sola scissa in due rette sghembe ed una loro secante contata due volte

,

poi vi è una quaterna focale composta di due fuochi posti sulla retta doppia della

superficie.

La rigata di quarto grado avente per linea doppia il cerchio imaginario con una

sua secante può generarsi in un sol modo come inviluppo di una serie doppiamente

infinita di sfere.

Anche questa specie di ciclide determina un sistema di ciclidi omofocali com-

posto di rigate ; in esso è contenuta una rigata di terzo ordine , la XXII nella

classificazione di Schlafli, la 1^ nella classificazione fatta da Cayley (***), delle rigate

di terzo gi'ado.

(*) Sulle superficie gobbe di quarto grado (Memorie dell'Accademia delle Scienze dell' Istituto di

Bologna, 1868, serie 2s t. Vili).

(**) Second Memoir on skevo surfaces otherwise scrolls (Philosophical Transactions of the Royal

Society of London, 1864, voi. \b'i).

{***) L. e, p. 568.
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86. L'ultimo caso da considerare in questa forma è quella che ha per simbolo

[(221)] ; combinando opportunamente le corrispondenti equazioni si ottiene per rap-

presentare la superficie l'equazione unica:

che si scinde nelle due:

x,± ix^= ,

Siccome le sfere x,— 0, x^^=0 hanno comune (n. 81) una generatrice, così lo

stesso accade per le due sfere x,dizix^^= ; dunque nel caso [(221)] la ciclide si

scinde in due sfere aventi comune una generatrice.

§ 6. Quarta forma canonica.

87. Nel caso [311] le equazioni della ciclide sono:

\ a (x/ + 2 x^ x^) + a^ x^"" + a^ x^'' + 2a,^x,x^ = I

(1) \ } .

I
r'(x; + 2x,,x,)+e;x,^+b;x;+2b,^x,x,=o

\

Da queste equazioni risulta che le sfere fondamentali s, s^Sj sono a due a due

ortogonali, che s^ è un punto-sfera del cerchio s^ , Sj ; che infine s.- è un punto-

sfera comune alle sfere s, s^s^. — Le altre cinque sfere S\ sono disposte nel seguente

modo : S,, S^ , S^ passano pei punti-sfere s^ , s^ e sono rispettivamente ortogonali

alle coppie di sfere s^ , Sj ; Sj , s, ; s, , s^ ; S,^ coincide col punto-sfera s, ; S-^

passa pel punto-sfera s^ ed è ortogonale alle sfere s, , s^, s^. Di più, la costruzione

effettiva della seconda quintupla di sfere
,
prova che S^ coincide con s^ e S^ con s, .

Combinando convenientemente le equazioni (1), otterremo per rappresentare ana-

liticamente la superficie, l'equazione:

hx^'+l3Xs'+2lx,x,^ = ,

la quale è caratteristica ed unica per la superficie che studiamo. Essa ci prova che il

punto-sfera s^ comune alle sfere S^ S^ S^ e coincidente col punto-sfera S^ è singolare

per la superficie ; di più se assumiamo , com'è lecito

,

x,^x^-]-y''+ z'~ 2ax

x^^x^+i/+z^— 2by
2 , 2 , 2 r»

0^3= 0; + y + ^ ~ le z

x^^zx +y +2 ,

otterremo per equazione della superficie in coordinate cartesiane la seguente:

,„, \
{h-^h-^2l){x'-^y'^z'y ~ i{x'^y--^z'){alx^dl^y^chz)

(<s) . . . <
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Da questa risulta che il punto singolare della superficie , non è conico , ma bipla-

nai-e generale, che quattro dei corrispondenti raggi nodali sono rette della superficie

e che gli altri due sono distinti.

Ognuna delle quattro rette così trovate della superficie conta per tre; sulla

superficie vi sono ancora quattro rette semplici, ciascuna delle quali seca una delle

rette della superficie uscenti dal punto biplanare.

Vi sono due coni di Kummer ed un cono straordinario (che prende il posto di

tre coni di Kummer). Eammentando ciò che si disse nel caso [2111], si vedrà che

le tre cicliche focali sono di due specie ; l' una sta sul cono circoscritto dal punto

singolare all'assoluto ed ha in questo punto un punto doppio, le altre due stanno su

sfere ed hanno ciascuna una cuspide nel punto biplanare della superficie.

La ciclide [311] può generarsi in tre modi come inviluppo di una serie doppia-

mente infinita di sfere.

Il sistema di ciclidi omofocali è di terzo grado ; le tre superficie di terzo ordine

che gli appartengono e che passano per un punto qualunque sono della specie III di

Schlafli.

88. Passando ora alla ciclide avente per simbolo [3(11)], vediamo che per

rappresentarla può servire l'equazione unica :

m (x,''+ 2 Xj^ x^) + 2 ni x,x^ = ,

la quale mostra che la superficie ha (oltre al punto biplanare del caso precedente)

due punti conici
,
quelli cioè in cui le due sfere S, , S^ incontrano la sfera di raggio

nullo S^

.

Inoltre l'equazione (2) del numero precedente può servire anche per questo caso

purché in essa si faccia:

essa allora mutasi nella seguente :

(3)... {l + r){x'+if+ /f-2[alx~al'itj + ^)]{x'+ i/+ /) + o'n:{/+ /) = ;

questa ci prova che pel punto biplanare passano soltanto due rette della superficie

ognuna delle quali contiene uno dei punti conici
;
per ciascuno di questi passa ancora

una sola retta della superficie. Oltre a queste quattro non vi sono sulla superficie

altre rette.

Le specialità della ciclide che stiamo studiando si possono confrontare con quelle

della ciclide [21(11)] di cui essa è caso particolare.

Non vi sono coni di Kummer , ma solo un cono straordinario ( clie prende il

posto di tre ordinari!); gli altri due sono sostituiti da due piani tangenti singolari

passanti per la congiungente dei due punti conici. Vi è poi una cicKca focale posta

su una sfera di raggio nullo e scissa in un cerchio e due rette secantisi su di esso,

e una quaterna di fuochi in cui tre fuochi vennero a coincidere. La superficie può

generarsi in un modo come inviluppo di oo^ e in un modo come inviluppo di oo' sfere.

Sekie II. Tom. XXXVI. n"
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Il sistema di ciclidi omofocali alla ciclide [3(11)] è di secondo grado e com-

prende due superficie di terzo ordine appartenenti alla XIII specie di Schlafli.

89. Quando si yerifica il caso [(31)1] l'equazione della superficie può in un

solo modo porsi sotto la forma

Servendoci di questa, potremo dimostrare che il punto singolare che verifica le

tre equazioni:

a;, = , X3 = , 3:^ =

è uniplanare. Infatti, è lecito prendere:

x,^x'+ì/+ /—2ax

x-,= x +y + z —2 cs

2 , 2 , 2 .

x^=:x +y +z ,

o allora si ha per equazione della superficie , in coordinate cartesiane , la seguente :

(4) . .. {l^ + 2l){x^ + if + s^y-i{x^ + y^ + s^){alx+cl,z) + Ac'-l,^^=^0
;

da questa segue appunto che tutte le tangenti tripunte della superficie nel punto sin-

golare (origine) stanno nel piano :

z= ,

cioè che il punto singolare è uniplanare. Pel punto uniplanare passano due sole rette

della superficie (le rette x^+ y^'^^O , z=0) e un raggio nodale (avente per equazioni

x = 0, z=zO).

Sulla superficie non vi sono altre rette : ciò risulta considerando che il caso

[1(31)], che trattiamo, è più particolare del caso [11(21)], già considerato al n. 76,

e che quello può ricavarsi da questo.

Vi è una sola ciclica focale scissa in un cerchio e due rette che si secano in un

suo punto e stanno in un suo piano tangente ; vi ha una quaterna focale posta su un

cerchio di raggio nullo , della quale due fuochi coincidono nel centro del cerchio

stesso ; così vi è un solo cono di Kummer
,
gli altri sono sostituiti da piani singolari.

La superficie può generarsi in un modo sia come inviluppo di una serie doppiamente

infinita, sia come inviluppo di una serie semplicemente infinita di sfere.

La serie di ciclidi omofocali alla ciclide [(31)1] è di secondo grado, epperò

contiene due superficie di terzo ordine ; queste appartengono alla XII specie di Schlafli.

90. Finalmente nel caso [(311)] per equazione della superficie si può prendere:

x.x, = ,

onde la superficie si scinde in una sfera e in un punto-sfera posto su di essa.
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§ 7. Quinta forma canonica.

91. Quando la ciclide ha per simbolo [32], può rappresentarsi colle due equa-

i:

(1)

aoni :

^
rt, (x,'+ 2 x^ x^ + 2 a^x^x-^-\- «3 {x^-\- 2 x,, x) —

\ !?/(:?;+ 2 x, x) + 2 J?,3 X, x, + B;{x;+ 2 a;3 rr.) =

Dall'esame della seconda di queste equazioni risulta (n. 7 ) che il sistema di

riferimento è composto di due sfere s, s^ fra di loro ortogonali e di tre punti-sfere

535^53, dei quali s^ sta su s, e con s^ su una secante dell'assoluto, s^ sta su s, e s^

e con Sj su una secante dell'assoluto , S5 sta su s^ e con 53 , s^ su due secanti dell'as-

soluto.

Il sistema delle sfere fondamentali è formato come segue : La sfera S, è orto-

gonale a Sj e passa pei punti-sfere 53 , s^, Sj . S^ è ortogonale a s, e passa per s,

,

s^ , S5 onde coincide con S^; S^ è ortogonale a s, , s^ e passa per s^, Sj , onde coincide

con S^; infine iS^, e S^ sono ortogonali' a s, , s^ e passano, la prima pei punti «3, Sj,

la seconda pei punti «3 , s^; tanto s, e S^ come s^ e ^S*^ hanno ima generatrice comune.

92. Combinando fra loro le equazioni (1) si può ottenere, per rappi'eseutare la

superfìcie, una delle equazioni:

i {x;+ 2 X, X,) + r (x; +2x,x,) = o

m {x^-\- 2x^x,)-\-2 m x^x-^ = ,

la prima delle quali dimostra essere singolare per la superficie il punto che soddisfa

alle quattro equazioni:

x, — 0, a;^= , a;3 = , x^= ,

cioè il punto S5 ; la seconda invece dimostra che per la superficie è singolare il punto

che Terifica le quattro equazioni:

x, = , x^ = (ì , 2:3= , x^ = ,

cioè il punto s^. Si può poi dimostrare che il secondo dei punti doppii è conico

mentre il primo è biplanare e che la loro congiungente appartiene alla superficie.

La superficie in discorso è caso particolare di quella che ha per simbolo [221]

e che già studiammo; da questa considerazione si trae con facilità che, oltre alla

congiungente dei punti singolari esistono sulla superficie ancora cinque rette; due escono

dal punto doppio, una contiene il punto biplanare, le altre non passano né pel primo,

ne pel secondo.

Non yì sono coni di Kummer, ma si hanno due coni straordinarii. Si hanno due

cicliche focali poste ciascuna su uno dei coni circoscritti dai due punti doppii all'as-
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soluto; quella posta sul cono che corrisponde al punto doppio ha una cuspide nel

punto biplanare della ciclide ; l'altra si scinde in una cubica gobba e la congiungente

dei punti singolari della superficie.

La ciclide [32] può generarsi in due modi come inviluppo di oo' sfere; il sistema

di ciclidi ad essa omofocali è di terzo grado ; le tre superficie di terzo ordine conte-

nute in esso appartengono alla VI specie di Schlafli.

93. Combinando linearmente le due equazioni della superficie che si hanno pel

caso [(32)] si ottiene per rappresentarla l'equazione unica:

Questa ci prova esser doppii per la superficie i punti pei quaU si ha contempo-

raneamente

x, = , a;^= , Xi=0 ;

ora queste sono verificate da tutti i punti della retta clie unisce i punti-sfere s,, s^,

dunque la superficie ha in questo caso una retta doppia donde segue (cfr. n. 85) che

la ciclide diviene in questo caso una rigata di 4° grado; per essa la retta doppia

(come luogo) rappresenta anche l'inviluppo dei piani bitangenti perchè non vi è alcun

cono di Kummer. La rigata di quarto grado ora ottenuta è diversa da quella a cui

giungemmo nel caso [(22)1] (n. 85): quella era la II nella classificazione di Cremona,

la 7" in quella di Cayley; questa invece è la IV di Cremona, l'il* nella nuova clas-

sificazione di Cayley (*).

Non vi sono cicliche focali, ma solo una quaterna focale ridotta a un punto

della retta doppia.

La serie omofocale è di primo grado ; la superficie cubica in essa contenuta è

la 2^ delle rigate di terzo grado di Cayley.

§ 8. Sesia forma canonica.

94. Nel caso [41] la ciclide può rappresentarsi colle due equazioni:

l a, x^+ a (.r^-l- 2 Xj, x^) + 2 a {x^ x^ -\-XiX^) = I

j E;x;+ E'{x;+2x,x^) + 2R'\x,x^+x,Xs) =
\

(1)

Esaminando la seconda di queste equazioni dedurremo (n. 7) che le sfere s, , s^

sono fra di loro ortogonali e che le altre sfere di riferimento sono ridotte a punti-

sfere; di più i punti-sfere s^, s-^ stanno sul cerchio d'intersezione di s, e s^ mentre il

punto-sfera s^ sta sulla sfera s, e col punto-sfera s^ su una secante dell'assoluto.

(') Cfi. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes (Dritte Auflage, Ì8S0, li Theil)

,

p. 440.
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Quanto al secondo sistema di sfere S^, ecco come esso è costituito. S, è ortogo-

nale a Sj e passa pei punti-sfere s^ s^ Sj , onde (indicando, con C; il centro di s,- ) il

suo piano tangente in C5 è C^ C^ C=, e il suo piano tangente in C, passa per C^ C3

.

S^ è ortogonale a s, e passa pei punti C^, C^, C5 onde dove toccare tanto in C^

come in C5 il piano C, C^ C5 onde si riduce al punto (considerato come sfera) in cui

il cono circoscritto da C3 all'assoluto incontra la retta C^ C5 . S^ passa pei punti-sfere

s,, S5 ed è ortogonale alle sfere s, e s^; il piano ad esso tangente in Cj è C, C^ Cj

e dorrebbe passare per la generatrice C,^ C^ della sfera in discorso: ora siccome in

generale i punti C, C^ C, C5 non stanno nel medesimo piano, così la sfera S^ deve

ridursi al punto-sfera Sj . 5'^ passa pei punti-sfere S3S5 ed è ortogonale alle sfere s,

s^ , onde tocca in Cj il piano C, C^ C3 e in C5 il piano C, C^ C5 . Infine la sfera S^

passa pei punti-sfere Sj, 5^ ed è ortogonale alle sfere s^s^, tocca in conseguenza in

C3 il piano C, C^a,.

95. Combinando le equazioni (1) si può, in un modo unico, ottenere, per rap-

presentare la superficie , l'equazione :

(2) l{x;+2x3X,)+2l'{x,x^+X3Xs) = .

Segue da questa equazione che il punto S5 il quale soddisfa (v. n. prec. ) le

quattro equazioni:

x^= , Xi= , x^=zO , 0:5 = ,

è un punto singolare della ciclide [41]. Si verifica poi, usando lo stesso metodo di

cui ci servimmo per le ricerche analoghe nei casi precedenti , che esso è biplanare e

che di più due delle rette della superficie uscenti da esso coincidono nello
,
spigolo

nodale; i due raggi nodali uscenti dal punto biplanare sono distinti.

La superficie in discorso può riguardarsi come caso particolare della ciclide di

simbolo [311] già studiata nel § 6; ciò permette di riconoscere con più facilità che

in esse si trovano ancora altre due rette che si secano, ognuna delle quali incontra

una delle rette uscenti dal punto singolare.

Vi è un solo cono di Kummer, ma di più vi è un cono straordinario. Vi sono

due cicliche focali ; una, posta su una sfera di raggio nullo, ha una cuspide nel centro

di questa; Taltra è scissa in una cubica ed una sua tangente.

La ciclide [41] può considerarsi in due modi, come inviluppo di 00^ sfere; essa

determina un sistema di terzo grado di ciclidi omofocali , nel quale sono quindi con-

tenute tre superficie cubiche
; queste appartengono alla V specie di Schlàfli.

96. Per equazione della ciclide [(41)] si può prendere la seguente:

x,"'+2x^,x^= .

Si dimostra senza difficoltà, col solito metodo, che il punto s^ soddisfacente le

equazioni

x^:=0 , a;3= , a;^= ,
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è singolare per la supei-ficie, e che precisamente esso è uniplanare ; da esso esce una

retta della superficie posta nel piano nodale e due raggi nodali coincidenti. Sulla

superficie non v'ha altra retta che quella di cui or ora parlammo.

Non tì è nessun cono di Kummer, e così nessuna cicKca focale; non vi è che

una quaterna di fuochi ridotta a due fuochi uno dei quali Yale per tre.

La ciclide [(41)] non può che considerarsi in un sol modo come inviluppo di

un numero semplicemente infinito di sfere ; essa determina un sistema di secondo grado

di ciclidi omofocali; le due superficie di terzo ordine che essa contiene appartengono

alla XV specie di Schlafli.

§ 9. SeUima forma canonica.

97. Nell'ultimo caso che dohbiamo considerare la superficie ha il simbolo [5]

e può rappresentarsi colle due equazioni :

i R''{x,^+2x^x^ + 2xsX^) + 2E'{x^x., + x,X3) — \

Dalla seconda di queste equazioni risulta (n. 7) che nel sistema di sfere fonda-

mentali yì è una sola sfera propria s, e quattro punti-sfere s^s^s^^s^ dei quali s^s^s^

stanno sulla sfera s, e son tali che le rette s^ Sj , s^s^, s^ s^ secano l'assoluto.

Da ciò segue poi la disposizione delle sfere ^S*;. La sfera S, è determinata dal

doyer passare pei punti s^s^s^s^ (essa ha dunque per generatrice le rette s^s^, s^s,^ e

s^s^ e per piano tangente in s^ il piano s^s^s.-). La sfera S^ passa pei punti 535,^.55 ed

è ortogonale ad >S',
,
per conseguenza essa deve coincidere col punto-sfera 5^ . La sfera S^

e toccata tanto in s, come in Sj dal piano che unisce i punti s^ , s^ al centro della sfera

S, onde deve degenerare ; siccome deve passare pel punto-sfera s^ , cosi se circoscriviamo

da questo un cono all'assoluto e ne determiniamo il punto a distanza finita che sta

sulla retta s^ s, ,
questo sarà il punto in cui degenera la sfera S^ . La sfera S^ è de-

terminata dalle condizioni di passare pei punti-sfere s^ s^ s, ed essere ortogonale ad s,

.

La sfera 6*5 finalmente passa pei punti s^s^s, ed è ortogonale ad s,

.

98. Ciò posto, combiniamo linearmente le equazioni (1) e ricaviamone l'equa-

zione seguente :

a;, x^ + x^ %= .

Questa basta a rappresentare completamente la ciclide [5] ed è caratteristica

per questo caso. Il punto che soddisfa le quattro equazioni:

a;, = , a'j := , x^^O , iCj == ,

cioè il punto-sfera s, , è singolare per la superficie. Si dimostra col solito metodo che

il punto s^ è biplanare ; delle quattro rette della superficie che escono in generale da
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un punto biplanare, tre in questo caso coincidono collo spigolo nodale: sulla super-

ficie vi è un'altra retta (*) ;
pel punto biplanare vanno due raggi nodali posti uno

su ciascun piano nodale.

Vi è un solo cono di Kummer straordinario, in cui vennero a coincidere i cinque

del caso più generale. Cosi vi è una sola ciclica focale posta su un punto-sfera e

degenerata in una cubica gobba con una sua tangente.

La ciclide [5] può generarsi solo in un modo come inviluppo di una serie dop-

piamente infinita di sfere ; essa determina un sistema di ciclidi omofocali di terzo grado,

nel quale sono contenute tre superficie di terzo ordine : queste appartengono alla

YII classe di Schlafli.

,§ 10. Riassunto.

99. Come conclusione delle ricerche fatte per stabilire quali siano le specie, di-

verse nello spazio di sfere , di superficie di quarto ordine aventi per linea doppia il

cerchio imaginario all'infinito, daremo ora un riassunto dei risultati ottenuti. Ordine-

remo le ciclidi, non come furono ottenute seguendo il metodo di "Weierstrass , ma
secondo il numero dei pimti singolari in esse esistenti e le specialità che questi pre-

sentano ; di più aggiungiamo il numero e la specie (nella classificazione di Schlafli)

delle superficie di terzo ordine contenute nella serie omofocale.

{*) Si tenga presente che la superficie di cui ora trattiamo può riguardarsi come caso particolare

della ciclide avente per simbolo [41].
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SUPERFICIE DI QUARTO ORDINE

AVENTI PER LINEA DOPPIA IL CERCHIO IMMAGINARIO ALL'INFINITO

Simbolo

della NUMERO E SPECIE DEI PUNTI SliSGOLARI

Sì

'- "h

a D

3 -2
^ « i

S »^3|
S 5 p =
E ^ ii rt

3 s e R

3 S OJ

? j; = E

1

superficie

2=;

z S o g

1 =

[111 H]

[2111]

Ciclide generale senza punii doppii 16 3 I

2 Ciclide con un punto conico 12 3 11

3 [311] Ciclide con un punlo biplanare generale 8 3 111

4 [(21)11] Ciclide con un punto biplanare speciale in ciò

che due dei corrispondenti raggi nodali coin-

cidono nello spigolo nodale 4 2 V

5 [41] Ciclide con un punto biplanare speciale perchè
due delle rette della superficie uscenti da esso

coincidono nello spigolo nodale. 5 3 V

6 [3] Ciclide con un punlo biplanare speciale perchè
Ire rette della superficie uscenti da esso coin-

cidono nello spigolo nodale 3 3 VII

7 [(31)1]

[(41)]

Ciclide con un punto uniplanare 2 2 XII

8 Ciclide con un punlo uniplanare speciale perchè

da esso esce una sola retta della superficie . .

.

1 2 XV

9 [(11)111]

[221]

Ciclide con due punii conici 8 2 IV

10 Ciclide con due punti conici posti su una secante

del cerchio imaginario all'infinito 9 3 IV

n [32] Ciclide con un punlo doppio conico e uno
biplanare posti su una secante del cerchio

12 [2(21)]

imaginario all'infinito 6 3 Vi

Ciclide con un punlo conico e uno biplanare

speciale come nel caso 4° posli su una se-

cante del cerchio imaginario all'infinito 3 2 X

13 [2(11)1]

[3(11)]

[(21)(11)]

Tre punti conici 6 2 vili

U Un punlo biplanare e due conici 4 2 Xlll

15 Ciclide con due punti conici ed uno biplanare

16 [(M)(11)1]

speciale come nei casi 4 e 12 2

4

1

1

XVlll

XVIQuattro punti conici (Ciclide di Dupin)

17 [(22)1] Rigala di 4" grado, 2" di Cremona, •;" di Cayley. t

XXII
Cayley 1"

18 [(32)] Rigala di 4" grado, 4* di Cremona, 1
1" di Cajley. 1 Cayliy 2'
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100. Finalmente non sarà inutile il rammentare quali furono le superficie-

degeneri die incontrammo :

[(1 11)11] Due sfere qualunque.

[(211)1] Due sfere fra di loro tangenti.

[(221)] Due sfere aventi una generatrice comune.

[2(111)] Una sfera e un punto-sfera non posto su essa

[(SII)] Una sfera e un punto-sfera posto su essa.

[(Ili) (11)] Due punti-sfere.

[(1111)1] Una sfera doppia.

[(2111)] Un punto-sfera doppio.

Torino, Maggio 1883.

Sekie II. Tom. XXXVI.
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COiNTRIBUZIONE ALLA PATOLOGIA

DEL

TESSUTO EPITELIALE CILINDRICO

STUDIO SPERIMENTALE

Professore L. GRIFFINI

Appr. neWadunanza del 10 Febbraio 1884

Se si considera anche presentemente la letteratura che riguarda l'epitelio ci-

lindrico , si troTa che mentre sono numerosi ed importanti gli studi fatti su questo

tessuto allo stato suo normale , cosi che si può dire di conoscere perfettamente la

sua struttura e funzione
;
pochissimo , o quasi nulla , si è studiato riguardo le alte-

razioni che tale tessuto deve pur subire nei frequenti e svariati processi morbosi delle

mucose che esso riveste. Mancano poi , si può dire interamente , metodici studi spe-

rimentali sui processi morbosi più facilmente producibili da uno sperimentatore, come

il processo di riproduzione o rigenerazione, in seguito ad artificiali soluzioni di con-

tinuo, ed il processo infiammatorio. Tutto ciò parrebbe contrastare col fatto che, es-

sendosi già da tempo istituite da molti sperimentatori ricerche analoghe suU' epitelio

pavimentoso stratificato con buonissimi risultati, non si sia poi dagli stessi sperimen-

tatori esteso U loro studio all'altra specie di epitelio cilindrico e vibratile, il quale

prende , come dissi , frequente ed importantissima parte nella patologia , se non si

pensasse che la poco facile accessibilità delle mucose rivestite da quest'ultima forma

di epitelio , probabilmente ha molto contribuito a ritardare tal genere di ricerche.

Ora, trovandomi io nel 1874 a lavorare presso il mio chiarissimo maestro il Profes-

sore Bizzozero , fui dal medesimo consigliato ad intraprendere metodiche ricerche

sperimentali sulla patologia del tessuto epiteliale cilindrico , ed io accettava ben vo-

lentieri questo suo consiglio , considerando appunto con lui la mancanza di positive

conoscenze in proposito e la necessità di riempiere, il meglio possibile, questa lacuna (1).

I risultati ch'io ottenni in questo studio, per buona parte fatto nel 1874 e 1875,

(1) E merito del Prof. Bizzozero d'aver iniziato metodici studi sulla Patologia dei tessuti, indi-

rizzando i suoi allievi in tale studio. Veggansi in proposito i lavori pubblicati nel suo Laboratorio

dal 1869 al 1883.
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farono tosto da me giudicati così importanti (specialmente riguardo il processo della

riproduzione), ch'io ebbi cura di pubblicarli in due comunicazioni preventive (1), nelle

quali, specialmente nella seconda comunicazione, diedi una descrizione di tali risul-

tati così precisa ed estesa, che non doveva più dubitare d'essermene con essa assi-

curata la priorità. Questa naturale convinzione e sopratutto il vivo desiderio di poter

in seguito completare questo mio studio , specialmente riguardo ad alcune particolari

questioni, che richiedevano ricerche su un terreno piii opportuno di quello, che pote-

vano offrire i mammiferi , fin' allora esclusivamente impiegati nelle mie esperienze, e

d'altro lato l'essermi trovato, per seguire un altro ordine di studi, impegnato in nu-

merose ricerche, mi hanno costretto a ritardare così tanto la pubblicazione del lavoro

in esteso e corredato di opportune figure. Kiferendomi a quel tempo in cui intrapresi

il mio studio suUa patologia dell' epitelio cilindrico, posso anche ora asserire d' aver

iniziato le mie ricerche (ottenendone già allora i principali risultati) su un terreno

quasi vergine, specialmente riguardo il processo di riproduzione di questo tessuto, per

il che nulla avrei a riferire qui intorno a lavori sperimentali antecedentemente fatti

da altri sullo stesso argomento da me preso a trattare. È però con dispiacere che

attualmente io debbo constatare che in Austria furono pubblicati due lavori dal Dot-

tore Otto Drasch , nel primo dei quali Die pliysioJogische Hegeneration des Flim-

merepitJiels der Trachea (Wiener, Sitzungsb. Bd. 80, III, Àbth.), pubblicato nell'Ot-

tobre 1879, non è fatta alcuna menzione dei risultati da me ottenuti 3 e 4 anni

prima di lui sulla riproduzione o rigenerazione dell' epitelio vibratile tracheale,

sebbene questi risultati fossero stati segnalati tosto nei Virch. Jahresbericht (anno

1876), e, quasi contemporaneamente, fosse apparso un'altra relazione dei mede-

simi nel Centralblatt fiir Chirurgie (anno 1876, N° 4, pag. 53); ma quel eh'

è

peggio nel secondo lavoro Zur Frage der Hegeneration des Trachealepithels mit

miclisicht auf die Karyohinese und die Bedeiitung der Becherzellen (Wiener, Sitzungsb.

Bd. 83, III, Abth.), pubblicato nel Maggio 1881, in una nota a pag. 12 , fa una

citazione , in cui, essendo trascritto con tutta precisione il titolo, la data della mia

seconda ed estesa comunicazione preventiva , lascierebbe credere che egli possegga la

medesima ; mentre poi dimostrerebbe di non averne letto il secondo capitolo (IL Bipro-

duzione del tessuto epitelico cilindrico
,
pag. 8, 9, 10 e 11), perocché attribuisce a

me, soltanto la scoperta (?) fatta nel 1874, che nella laringe dell'uomo in casi pato-

logici si trova abbondante epitelio pavimentoso tra Vepitelio vibratile. Ecco quanto

scrive : « Einer TJnterredung mit Bizzozero verdanke ich die Mittheilung dass Br.

L. Griffini {Contribuzione alla patologia del tessuto epitelico cilindrico. Dal labo-

ratorio del Prof. G. Bizzozero, Luglio 1875) schon im Jahre 1874 die Entdechmg

machie, dass sich im menschlichen Kehlkopfe in pathologischen Fiillen sehr reichlich

Plattenepithel zwischen den Flimmerepithele vorfindet. Ich beniitze diese Gelegenheit

anzufiihren, dass damit eine wichtige Stiìtze meiner eigenen Ansicht vorliegt ».

(I) Contribuzione alla Patologia generale del tessuto epitelico cilindrico. L'Osservatore, Gazzetta

delle Cliniche di Torino. Luglio 1874.

Idem. Seconda comunicanone preventiva. Luglio 1875. L' Osservalore, Gazzetta delle Clinich.e

di Torino.
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Ora, io non passerò ad esaminare i due lavori di Drasch, perchè non hanno

collo studio mio d'allora un direttissimo rapporto, ne io ammetto le sue vedute sulla

significazione delle Becherzellen (ciò che da altri fu già accolto sfavorevolmente) ;

perchè infine dovrò meglio occuparmi di tali studi del Dott. Drasch nel mio lavoro, che

deve far seguito a questo
;
quindi mi limito soltanto a constatare che il merito prin-

cipale di questi suoi lavori è l'applicazione dei metodi dello studio della cariocinesi

alla rigenerazione dell'epitelio vibratile tracheale. Del resto nelle parti in cui si hanno

tra il mio ed i lavori di Drasch punti di contatto, io non fiosso altro die ravvisare

una conferma del mio primitivo studio (fatto fin dal 1874) sulla riproduzione in

seguito alle depiteUzzasioni praticate nella trachea ed utero.

Nell'esposizione di questa mia memoria raggrupperò i principali fatti da me os-

servati in tre capitoli, relativi appunto ai tre generi di processi, i quali mi era pro-

posto di studiare.

Riproduzione del tessuto epiteliale cilindrico vibratile.

Lo studio della riproduzione dell' epitelio cilindrico fu specialmente fatto sulla

mucosa tracheale e laringea siccome le più facilmente accessibili, ma fu pure tentato

negli epitelii cilindiici semplici vibratili o no dell'utero, dell'intestino e della cistifellea,

benché iu questi
, per ragioni eh' io indicherò, con risultati poco felici. Gli animali

impiegati primitivamente furono il cane ed il coniglio , in seguito il pollo , le rane,

le anodonte o le cocciole di mare e Y anfioxus. Nei cani, conigli e polli, praticava

una piccola fistola tracheale per la quale introduceva un raschiatoio a filo ottuso o

tagliente e di g^candezza varia a seconda dell'animale. La raschiatura si faceva tenendo

applicato più meno leggermente il filo del raschiatoio alla superficie della mucosa

e stirandolo verticalmente in alto fino alla fistola. Ogni volta esaminava al microscopio

ciò che col raschiatoio asportava per determinare nei singoli casi se la raschiatura

era limitata al solo epitelio , o se con questo si fosse trasportato anche del tessuto

proprio della mucosa. Cuciva poi la ferita, la quale quasi ogni volta guariva per prima

intenzione, ed uccideva gli animali diverso tempo dopo praticata la soluzione di con-

tinuo nell'epitelio. In tal modo furono operati 35 animali, cioè 13 cani, 14 conigli

ed 8 poUi, procurandomi stadii del processo di riproduzione da 3, 6, 9, 14, 20 ore

ad 1 giorno, 2, 3, 5 e in un caso a 27 giorni. Le trachee che andava raccogliendo

furono tutte trattate col liquido di Miiller, poi con alcool debole (70°) e quindi con

alcool forte (90°), ed ebbi cura in ogni caso di fare un primo esame per dilacera-

sdone a fresco servendomi come liquido d' aggiunta o dell' umor acqueo dell' animale

stesso d'una soluidone di cloruro sodico a 0,75. In seguito faceva un secondo esame

per dilacerazione dopo che dei pezzetti di trachea in corrispondenza della raschiatura

avevano soggiornato per 20 o 40 ore in liquido di Miiller o in liquidi maceranti e

ne conservava i migliori preparati. I pezzi poi trattati col liquido di MùUer e con-
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venientemente induriti nell' alcool venivano chiusi in gomma per essere tagliati , e le

sezioni colorate con carmino neutro o pirocarmino od ematoxilina si chiudevano in

glicerina o in soluzione di acetato di potassa o in vernice Damar.

Esaminando la mucosa tracheale degli animali operati che a diverso periodo ve-

nivano uccisi, si trovava talora ricoperta la sua superficie interna da uno straterello

di muco trasparente ed in corrispondenza della raschiatura una larga striscia di color

rosso vivo dovuta a forte iperemia ; talora lungo tutta la raschiatura si ossei-vava un

essudato bianco -grigiastro che aveva una larghezza press' a poco eguale a quella del

raschiatoio usato ed uno spessore da mezzo ad un millimetro. L' esame microscopico

di questo essudato bianco grigiastro, elastico e non filante, fatto per dilacerazione a

fresco e poi in sezioni verticali, lasciava scorgere un elegante reticolo di fini fili bianco-

splendenti nelle cui maglie stavano delle cellule rotonde. L'acido acetico forte, nei pre-

parati per dilacerazione a fresco, faceva scomparire il reticolo. Trattavasi quindi di un

essudato fibrinoso. Eiguardo alla produzione di questo essudato fibrinoso ho potuto

notare che nei cani e nei polli, impiegando un raschiatoio a filo molto ottuso, si produce

soltanto in seguito a forti raschiature, e manca se la raschiatura fu leggera pur aspor-

tando intieramente l'epitelio di rivestimento ; mentre nei conigli, la cui mucosa tracheale

si mostra più dilicata, di rado non si produce questa pseudomembrana fibrinosa, e si

ha un essudato mucoso.

Quanto allo studio della riproduzione dell'epitelio io mi sono valso in ogni caso

sia dei preparati per dilacerazione, allo scopo di rilevare meglio alcune particolarità

di struttura delle cellule neoformate, sia delle sezioni verticali per controllare queste

parlicolarità, e specialmente per conoscere i rapporti delle singole cellule dell'epitelio

neoprodotto. I migliori preparati per dilacerazione gli ho ottenuti ponendo dei pezzetti

di trachea , tolti in corrispondenza della raschiatura , in liquidi maceranti , e , dopo

colorato il pezzetto con carmino neutro o picrocarniino , raschiando con un bistorì

sulla superficie libera della mucosa, in modo da esportare 1' epitelio dai bordi della

soluzione fin verso la parte mediana di questa e scuotendo o battendo leggermente

in una goccia di glicerina diluita, oppure di soluzione concentrata di acetato di po-

tassa, ciò che aveva raccolto sulla lama del coltello. Cogliendo il momento opportuno

della macerazione si isolano in tal modo facilmente le cellule epiteliche e tra queste

trovansi, 8 a 14 ore dopo la raschiatura, molte cellule cilindriche vibratili assai ingros-

sate, a protoplasma torbido, carico di grossi granuli , con un nucleo grosso di forma

rotondeggiante od ovale, e munito talora di 1 o 2 grossi nucleoli ben distinti ; talora,

più di rado, il nucleo mancava di nucleolo, e conteneva un gomitolo di fili colorati,

ed offriva una zona periferica trasparente ; ben poche di queste cellule contengono

un nucleo in via di scissione, o due nuclei già scissi. Sono delle cellule vibratili in

stato di tumefazione torbida, ed alcune di queste cellule isolate offrono nel loro pro-

toplasma delle piccole nicchie che, vedute di profilo, appaiono come incavature per lo

più emisferiche, e sferiche se vedute di fronte (fig. 2 , tavola I) , ed esaminando gruppi

di tre, quattro o più cellule, si vedono queste nicchie occupate da una cellula semo-

vente (tav. I, fig. 3). Oltre a queste si trovano delle cellule pure cigliate, ma più

corte delle precedenti, ed anche molto larghe. Esse hanno una forma irregolare ; un

gl'osso corpo cellulare , a base larga con un'incavatura a concavità rivolta in basso
;
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da uu' estremità della quale parte un prolungamento diretto obliquamente in basso.

Se varie di queste cellule sono riunite i varii prolungamenti offrono una eguale dire-

zione obliqua in basso, e più o meno tendente alla direzione orizzontale. Il corpo cel-

lulare è fatto di protoplasma granuloso , fornito di un nucleo grosso , e di un orlo

a ciglia lunghe e sottili (fig. 4). Alcune poi offrono due grandi incavature come nella

fig. 5 della tavola I. Nello stesso preparato si incontrano inoltre molte altre cellule

cogli stessi caratteri delle descritte, ma che hanno un corpo cellulare che diventa più

corto, ed offre una incavatura emisferica più grande, un nucleo ovale col suo massimo

diametro parallelo all' orlo cigliato , ed un' estremità diretta quasi orizzontalmente e

spesse volte larga, sottile, lamelliforme (tav. I, fig. 6, 7, 8 e 9). Si incontrano anche

lembetti di epitelio costituiti da una sottile lamella fornita di ciglia lunghe e rare,

dalla cui faccia opposta a quella cigliata parte una espansione protoplasmatica cunei-

forme, diretta verticalmente in basso, nella quale si osservano varii nuclei sprovveduti

di nucleolo ed a sostanza cromatofila circondata da una zona periferica chiara, senza

che si possano bene distinguere i limiti cellulari. La fig. 10 rappresenta uno di questi

lembetti, in 6 veduto obliquamente dalla parte opposta alla lamella cigliata, in a

veduto dalla parte cigliata. In altri lembetti, come nella fig. 1 1 della tav. I, si riesce

meglio a vedere i limiti cellulari. Occorre di frequente di trovare anche dei lembi di

epitelio, in cui sono riunite tutte queste cellule cigliate, che gradatamente diventano

più corte ; ed anche dei lembi in cui sonvi due ordini di cellule , uno superiore ci-

gliato (a cellule già descritte e gradatamente più corte), ed uno inferiore a grosse

cellule rotondeggianti, granulose, mono o polinucleate, le quali si insinuano più o meno

profondamente nel protoplasma delle cellule cigliate sovrapposte producendo in queste

le rufossature descritte. Se questi lembi di cellule assai corte si presentano di fronte,

a primo aspetto sembrano formati da cellule piatte, senza contorni ben distinti, oscure

molto granulose; ma, o sollevando il tubo del microscopio, o facendo rotolare il

lembo di epitelio, si scorge tosto che l'aspetto oscuro-granuloso dipende dalle ciglia,

le quali vedute di fronte si presentano come punti oscuri a contorni spiccati. Si os-

servano anche cellule quasi sferiche cigliate a nucleo ovale, diretto trasversalmente, le

quali hanno perfetta somiglianza con quelle che si incontrano nei processi inflamma-

torii acuti degli epitelii vibratiK. Infine si trovano dei lembetti di cellule non cigliate

pavimentose, assai piatte, a grosso nucleo molto granuloso. Queste cellule, sia isolate,

sia riunite in lembi di epitelio, se vedute di fronte, appaiono come cellule di forma

alquanto variabile, ma sempre tendente a quella di una losanga allungata, con estre-

mità sottiH e lunghe che si insinuano tra le altre cellule ; il loro protoplasma è fi-

namente granuloso, a contorni ben netti, con un nucleo rotondo od ovale molto grosso,

ed un discreto numero di esse mostra due nuclei , od un nucleo in via di scissione

(tav. I, fig. 12, h, e, d). Di frequente si osserva in questi lembi le estremità di due

cellule vicine fuse tra loro , ed esaminando il punto di unione con buoni obbiettivi

ad immersione omogenea si vede nel protoplasma una regolare disposizione radiata dei

granuli (tav. I, fig. 13, f?) e nel nucleo un gomitolo di fili colorati, circondato da una

zona periferica chiara ; sembrano quindi delle cellule il cui protoplasma stia per scindersi.

In preparati per dilacerazione di epitelio tracheale a stadii più avanzati (1-2-3

giorni) della riproduzione, si osservano le stesse varietà di cellule; soltanto mentre nei
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piimi stadii sono scarsi i lembetti di cellule paTiraentose a losanga, negli stadii avan-

zati si hanno numerosi e grandi lembi di queste cellule ; abbondanti pure i lembi a

due ordini di cellule; scarse cellule cilindriche vibratili in tumefazione torbida, o con

cellule semoventi innicchiate nel protoplasma loro.

Le sezioni trasversali delle trachee di cane, coniglio e pollo, in corrispondenza

della soluzione di continuo dimostrano che in generale già 3 a 4 ore dopo la depi-

telizzazione incomincia il processo di riparazione colla neofonnazione di cellule epiteliali,

che derivano dalle preesistenti, e che questo processo di riparazione è più rapido nei

polli, meno nei conigli e meno ancora nei cani, però con differenze non molto forti

tra questi animali. Coll'esame dei preparati, relativi ai diversi stadii procuratimi nelle

numerose esperienze, ho potuto acquistare un concetto abbastanza chiaro sul processo

di riproduzione di questo epitelio vibratile stratificato.

Il primo fatto che si osserva qualche ora dopo la depitelizzazione (fatta con un

raschiatoio a filo molto ottuso ed in tal modo da asportare l'epitelio senza alterare

fortemente il tessuto sottoposto della mucosa) si è una più o meno forte iperemia e

fuoruscita di globuli bianchi , che si infiltrano nel connettivo della mucosa
; questi,

migrando nel connettivo, attraversano anche lo strato jalino, e si insinuano tra le

cellule epiteliali dei bordi della soluzione per un tratto di estensione variabile nei

singoli casi, o si rendono alla superficie in un essudato mucoso o fibrinoso, già ante-

cedentemente notato, quelli che trapassano il connettivo della mucosa nei limiti della

parte depiteUzzata. Questa migrazione di globuli bianchi, e loro infiltrazione nel con-

nettivo e nell'epitelio, che è abbondante a principio, diventa presto assai scarsa. Con-

temporaneamente le cellule vibratili dei bordi si tumefanno, il loro protopla.sma si

sovraccai-ica di grossi granuli albuminosi e diventa torbido. Questa alterazione delle

cellule vibratili supei-ficiaU dei bordi si osserva per un tratto più o meno gi-ande, a

seconda che l'azione traumatica fu più o meno forte, e, sebbene io non l'abbia in

modo sicuro potuto constatare, è probabile che anche varie di queste cellule vibratili

si mortifichino e cadano. Da ciò si rileva che le cellule ottenute nei preparati per

dilacerazione , e delle quali fu dato un esemplare colle figure 1 , 2 e 3 della tav. I,

non sono altro che cellule vibratili superficiali, che stanno ai limiti della soluzione

di continuo subito dopo praticata. Le cellule epiteliali degli strati profondi verso i

margini della soluzione di continuo sono pure ingrossate, granulose; hanno un nucleo

grosso fortemente granuloso, ovvero un nucleo in via di scissione, o già due nuclei
;

tra queste si trovano delle cellule semoventi. A periodo più avanzato (5, 6 ore dopo

la depitelizzazione) si osserva, nelle sezioni trasversali per un tratto più o meno esteso,

che le cellule tondeggianti dello strato sottoposto alle cellule superficiali vibratili è

formato non solo da cellule più grandi, ma da un numero di cellule di molto superiore

al normale, cioè non si osserva un semplice strato profondo di cellule tondeggianti,

che poggia sullo strato jalino, e sovrapposto a questo un altro di cellule più o meno

allungate, che si insinuano tra le estremità inferiori delle cellule vibratili; bensì 8

e 4 strati di grosse cellule rotondeggianti, che si spingono contro le cellule vibratili

superficiali, nel cui molle protoplasma producono delle incavature. È quindi avvenuta

ima abbondante moltiplicazione per scissione delle giovani cellule epiteliali dello strato

profondo. Le sezioni trasversali della mucosa tracheale a questo stadio del processo
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di riproduzione, dimostrano inoltre che questa proliferazione delle cellule epiteliali pro-

fonde ha in ogni caso una discreta estensione, e che, se dalle parti relativamente lon-

tane dalla soluzione si va verso quelle che ne indicano i limiti attuali, si vede un

graduale aumento di spessore di questo strato profondo per un aumento di numero

delle sue cellule rotondeggianti. Le cellule superficiali vibratili, già in istato di più

o meno forte tumefazione torbida, sono, per questa abbondante e rapida proliferazione

delle cellule sottoposte, spinte in aito e verso la soluzione di continuo e per la

pressione si formano delle incavature nel protoplasma della base del loro corpo

cellulare. Così le cellule vibratili superficiali sono deformate, hanno cioè un corpo

cellulare corto, con incavatura nella sua superficie inferiore e fornito di un prolun-

gamento che va obliquamente in basso e in direzione opposta a quella rivolta alla

soluzione di continuo. Quindi le cellule ottenute nei preparati per dilacerazione, indi-

cate nelle fig. 4, 5, 6, 7, 8 e 9, tav. I, non sono altro che cellule dei bordi della

soluzione primitivamente in istato di tumefazione torbida, le quali poi furono defor-

mate dalle crescenti cellule dello strato profondo. — La moltiplicazione per scissióne

delle .cellule epiteliali profonde continua, ed a periodo più avanzato (8, 10 ore) queste

cellule , le quali naturalmente tendono a dirigersi verso la parte che loro presenta

minor resistenza, si spingono sulla soluzione di continuo, di cui cominciano a tappez-

zare un piccolo tratto. Esaminando in sezioni trasversali l'epitelio tracheale a questo

periodo del processo di riproduzione, si vedono le cellule vibratili superficiali, che,

partendo dall'epitelio normale, vanno verso la soluzione di continuo , accorciarsi

gradatamente fino a ridursi quasi ad una sottile lamella protoplasmatica fornita di

ciglia ; inoltre le cellule sottoposte a queste si trovano aumentate di numero, e, verso

i bordi della soluzione, si osseina lo strato di cellule epiteliali piti profondo (quelle che si

adagiano sullo strato jalino) costituito non da cellule tondeggianti, ma ovali allungate

con un massimo diametro parallelo alla superficie che tappezzano. Le cellule che, oltre-

passati i limiti delle vibratili preesistenti e deformate, per un piccolo tratto comin-

ciano a rivestire la mucosa depitelizzata, appaiono in un unico strato di cellule subro-

tonde, ovali, veramente piriformi coricate, con scarse e fine ciglia impiantate su un

piccolo tratto della loro superficie libera, il quale non appare con linee così spiccate

come un vero orlo cigliato; perciò nelle sezioni si vedono dei ciuffetti di ciglia posti a

brevi distanze tra loro. Queste cellule hanno un nucleo ovale, privo di nucleolo e assai

granuloso, spinto verso l'estremità cellulare alquanto arrotondata, che è rivolta alla

soluzione di continuo, e posto precisamente sotto la porzione libera che porta le rade

e fine ciglia. L'altra estremità cellulare è piuttosto assottigliata e sottoposta alla estre-

mità arrotondata della cellula posteriore (cioè piii vicina all'epitelio preesistente). —
Ad uno stadio un po' piìi avanzato si trova un maggior tratto della superficie depite-

lizzata ricoperto da epitelio di neoformazione, il quale appare verso i bordi della pri-

mitiva soluzione formato da due strati di cellule, di cui il superiore è costituito dalle

cellule ora descritte, e l'inferiore da cellule ovali, più o meno allungate e prive di

ciglia, le quali ultime si continuano in un unico strato di cellule ovali assai allun-

gate (in sezione verticale), fornite di un nucleo quasi ellittico, e di estremità assot-

tigliate che si dirigono sotto e sopra le corrispondenti estremità delle cellule vicine.

Le cellule di questo secondo strato in seguito ingrossandosi , e tendendo a spingersi

Sekie il Tom. XXXVI. p'
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in alto e verso la soluzione di continuo, comprimono e stirano le sovrapposte cigliate,

e le deformano in modo analogo a quello descritto per le cellule epiteliali vibratili

dei bordi della primitiva soluzione. Nel tratto compreso tra e ed e della fig. 15, tav. I,

si ha l'epitelio di neoformazione di cui le ultime cellule (tra d ed e) sono sezioni verticali

delle cellule a losanga indicate nella fig. 12 e 13. Nelle sezioni trasversali di trachea

del coniglio, 14 a 18 ore dopo la praticata depitelizzazione parziale, si osserva già neo-

formato un buon tratto di epitelio (calcolato in media nelle sezioni trasversali della

trachea da 1 a 1 /< millim.), e, se nell'osservazione si passa gradatamente dalllepitelio

normale alle ultime cellule neoformate, si trovano tutti gli stadii descritti del processo

di riproduzione. Infatti, come è indicato nella fig. 15, tra a e & abbiamo l'epitelio

formato da cellule superficiali vibratili in tumefazione torbida, e tra esse una moderata

infiltrazione di cellule connettive semoventi ; le cellule degli strati profondi ingrossate

ed a protoplasma granuloso
;
pochissime cellule semoventi tra queste. Tra h e e abbiamo

cellule superficiali vibratili che vanno gradatamente facendosi più corte, e le cellule dello

strato profondo che, aumentate di numero, si spingono contro le superiori. Tra e e d

cellule di neoformazione vibratili subrotònde o piriformi, sotto le quali stanno delle cellule

subrotonde od ovali, le quali infine si continuano nelle cellule ovali assai allungate (a

losanga, se vedute di fronte) e prive di ciglia, ultime neoformate, comprese tra d ed e.

In f si ha un lembetto di epitelio neoformato accidentalmente staccato dal connettivo

della mucosa {g), nel quale ultimo si notano scarse cellule semoventi.

A 2-4 giorni dopo praticata la depitelizzazione, si hanno nelle sezioni trasversali

della trachea le stesse immagini dell'epitelio riprodotto, come nel caso precedente,

soltanto su tratti molto estesi, ed in molti casi, si trova anche la soluzione di continuo

interamente ricoperta di epitelio, il quale nelle parti mediane risulta di un unico strato

di cellule pavimentose, piatte, ed a forma di losanga se vedute di fronte, e nelle parti

laterali di due strati di cellule, come in e e d della fig. 15. La presenza di una

pseudomembrana fibrinosa, che aderisce alla mucosa depitelizzata, ritarda di molto il

completo compenso della soluzione di continuo, poiché ostacola la crescita dell'epitelio.

Occorre di frequente di trovare a stadii avanzati (2-5 giorni) l'epitelio neoprodotto

spinto per certo tratto sotto la pseudomembrana , e , non potendo più progredire in

direzione orizzontale, ripiegarsi in alto sulla pseudomembrana, di cui tappezza le parti

laterali e buona parte della sua superficie libera superiore. Alcune volte l'epitelio che

nella crescita si spinge contro la pseudomembrana, prima di ripiegarsi sulle faccio di

questa, dà luogo alla produzione di molte cellule pavimentose, che, accumulandosi ivi,

producono un considerevole ammasso di cellule disordinatamente disposte, da cui parte

una propaggine formata da un unico strato di cellule appiattite, che tappezzano l'essu-

dato fibrinoso (fig. 14, a, b). Altra particolarità che di frequente si incontra si è lo

sdoppiamento degli strati dell' epitelio neoformato, i quali circondano un lembo di

connettivo ricco di fibre elastiche, ed eguale a quello degli strati superficiali del tessuto

proprio della mucosa; sembrerebbe quindi in tali casi che gli strati inferiori dell'epitelio

si fossero insinuati per un piccolo tratto nello spessore del connettivo della mucosa,

ma se si osservano delle sezioni successive ben asseriate, si trova un'altra e più naturale

spiegazione del fatto, poiché queste dimostrano che si tratta semplicemente di lembetti

di tessuto connettivo degli strati superficiali della mucosa, i quali col raschiamento
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furono staccati dai sottoposti per certa estensione e che, a guisa di penisole, rimanendo

aderenti con una estremità, sono rirestiti dall'epitelio che nella sua crescita, incontrandoli,

si sdoppia e le tappezza. Un fatto analogo si osserva anche quando esistano sulla super-

ficie depitelizzata, ed aderenti alla stessa per un breye tratto, dei piccoli coaguli sanguigni,

i quali in sezioni verticali si trovano completamente circondati dall'epitelio neoprodotto.

A stadii avanzati (3-4 giorni) si trova di frequente sotto la pseudomembrana fibrinosa

dei piccoli tratti di epitelio a cellule pavimentose appiattite, separati dall'epitelio ori-

ginante dai bordi della soluzione, il quale, ostacolato nella sua crescita, tappezza le

superficie libere della pseudomembrana, ma in diretta continuazione coli 'epitelio dei

dotti gliandolari, i quali non sono più forniti di cellule cilindiùche , bensì di cellule

pavimentose piatte (fig. 14, d). La pseudomembrana fibrinosa, in corrispondenza dello

sbocco del dotto ghiandolare e dell' epitelio, che, partendo da esso , ripiegasi sulla

superficie del tessuto proprio della mucosa e ne tappezza un breve tratto, è fortemente

sollevata da abbondante muco che proviene dalla ghiandola. Questo fatto ci spiega

pei'fettamente la presenza di un foro grande, circolare, che si trova in qualche lem-

betto di epitelio a cellule in forma di losanga nei preparati per dilacerazione; ed è

poi molto importante, perchè dimostra come l'epitelio dei dotti ghiandolari, interessati

nella raschiatura, possa contribuire alla produzione dell'epitelio di rivestimento, e come

al pari di questo, riproducendosi, cambii il suo tipo normale, e si presenti sotto forma

di epitelio pavimentoso. Ma di ciò, come anche della riproduzione delle ghiandole

mucipare, e delle ghiandole sierose della papilla fogliata del coniglio e degli altri

organi del gusto, tratterò più diffusamente in un prossimo lavoro, dopo completato

lo studio sullo sviluppo embrionale e sulla riproduzione degli apparecchi del gusto e

dell'olfato.

Quanto alla questione se l'epitelio riprodotto sotto forma di epitelio pavimentoso

ridiventi cilindrico vibratile stratificato, come il normale, e quali sieno le graduali

modificazioni che esso va subendo per riacquistare il tipo dell'epitelio da cui origina,

io posso soltanto dire che tale trasformazione certamente avviene, poiché nell'unico

caso da me osservato a periodo molto avanzato (27 giorni) tale trasformazione era

completa (notisi che in tal caso non esisteva pseudomembrana fibrinosa e che quindi

l'epitelio sarà cresciuto rapidamente non trovando ostacoli); ma quanto alle singole

fasi di essa io ho potuto solo notare qualche fatto che mi fa travedere il processo,

benché mi manchino molti stadii che in quelle esperienze non potei procurarmi, perchè

per le circostanze qui sopra notate, decorrendo con variabilissima rapidità la neofoi-

mazione epiteliale compensatrice, non mi riuscì facile di determinare il tempo, in cui la

trasformazione successiva dell'epitelio neoprodotto incomincia. Ho soltanto osservato in

stadii molto avanzati tra le cellule subrotonde dello strato profondo frequenti cellule,

che, fissate allo strato jalino con più o meno stretta base d'impianto, si elevano con

un corpo cellulare ingrossato e nucleato al di sopra delle cellule vicine fino a raggiungere

od oltrepassare il livello delle cellule dello strato superficiale, nel qual ultimo caso sono

riunite allo strato jalino per un ristretto peduncolo, hanno una forma che si avvicina a

quella delle cellule cilindriche normali, ma sono prive di un orlo cigliato. Per questo fatto

e per altri particolari che ho potuto osservare nei numerosi preparati, io sarei indotto ad

ammettere come cosa assai probabile che le cellule epiteliali dello strato profondo, non
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potendo più liberamente crescere in direzione orizzontale (cioè nel senso della superficie,

la quale trovasi già completamente rivestita di un epitelio a due strati di cellule) perchè

trattenute dalle cellule vicine, tendano a crescere in direzione verticale, ed allungandosi

in questa direzione assumano quindi forme che vanno sempre più avvicinandosi a quella

delle cellule vibratili normali. Come però in queste cellule così allungate, che già ho notato,

si sviluppino successivamente le ciglia, io non lo potei determinare, mancandomi stadii

opportuni. Non voglio poi escludere la possibilità che le cellule basse cigliate dello

strato superficiale dell'epitelio neoprodotto, possano allungarsi e diventare gradatamente

cilindriche vibratili.

Le mie esperienze d'allora non fui'ono limitate all' epitelio vibratile stratificato

della trachea, come già ho notato, ma le estesi ben presto agli epitelii cilindrici

semplici non vibratili e vibratili, poiché io non dubitava che in essi, stante la loro

struttura assai meno complicata, doveva essere più facile e sicuro il rilievo dei fatti

inerenti al processo di riproduzione. Ma molte difficoltà si presentarono relative agli

organi, che nei vertebrati sono forniti di queste forme di epitelio. Così nell'intestino

l'esistenza dei villi rese impossibile l'ottenere una buona e regolare depitelizzazione
;

nello stomaco e nell'utero la presenza di moltissime ghiandole tubulari assai vicine

tra di loro, tappezzate interamente, o nel dotto escretore, di epitelio eguale a quello

di rivestimento, fa sì che, praticata una soluzione di continuo in quest'ultimo epitelio,

basti la produzione di poche cellule, che originino dall'epitelio di rivestimento e da

quello dei numerosi dotti o tubuli ghiandolari, per compensare la soluzione di conti-

nuità, la quale è limitata ai microscopici spazii interghiandolari. Per la qual cosa,

dopo numerose esperienze specialmente sulle corna dell'utei'o di cagne, riuscii soltanto

in alcuni casi (i più recenti) a determinare che anche qui l'epitelio neoprodotto ha i

caratteri di epitelio pavimentoso, e che assai probabilmente l'epitelio dei tubuli ghian-

dolari prende parte attiva nella neoformazione ; ma non fu possibile procurarmi i varii

stadii del processo, e nulla ho potuto determinare riguardo l'ufficio di quelle cellule

rotonde, che normalmente si trovano tra le cellule cilindriche e vibratili degli epitelii

semplici. Tentai pure depitelizzazioni sulla mucosa della cistifellea, previa legatura del

dotto cistico, ma allora, non conoscendosi l'impiego del metodo antisettico, riusciva tale

operazione troppo grave, per cui gli animali morivano assai presto. Attualmente io

ripeterò le depitelizzazioni di questa mucosa, che offre le condizioni più favorevoli tra

le mucose ad epitelio cilindrico semplice, potendomi servire del metodo Listeriano ; e

d'altra parte completerò le esperienze sull'epitelio del mantello delle cocciole di mare

e sull'epitelio degli anfioxus, anche relativamente alla divisione indiretta dei nuclei, e

fornirò a parte la continuazione di questo capitolo.

Da questo studio del processo di ripi'oduzione si può dedurre:

1° Che l'epitelio cilindrico Adbratile stratificato della trachea e vibratile

semplice dell'utero, si riproducono compensando le soluzioni di continuo in essi arti-

ficialmente prodotte.

2° Che l'epitelio neoformato ha i caratteri di un epitelio primitivamente

pavimentoso, nel quale si osservano stadii della scissione nucleare e probabilmente anche

cellulare.

3° Che l'epitelio neoprodotto deriva dal preesistente, del quale nella trachea
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poca quasi nessuna parte prende alla neoformazione lo strato di cellule vibratili

superficiali; grandissima parte invece le cellule ovali e rotonde dello strato profondo,

e questa neoformazione si fa colla moltiplicazione per scissione di queste cellule preesi-

stenti, e successivamente colla scissione delle neoprodotte.

4" Che l'epitelio neoprodotto primitivamente sotto forma di epitelio pavi-

mentoso ad un solo strato, diventa a stadii avanzati stratificato (a 2 o anche a 3 strati),

e che molto tardi, per una serie di modificazioni non ancora completamente determinate,

si ti'asforma in epitelio vibratile stratificato.

5° Che la neoformazione di cellule epiteliali è assai rapida, abbondante,

e sempre in diretta continuità coU'epitelio preesistente, e può farsi, indipendentemente

dal connettivo della mucosa, sopi'a la pseudomembrana fibrinosa.

6° Che le cellule semoventi, le quali solo a principio si trovano abbondante-

mente infiltrate nell'epitelio, si presentano sempre coi loro caratteri normali e non

offrono mai modificazioni che accennino a stadii di trasformazione a cellule epiteliali,

ciò che del resto se avvenisse dovrebbe essere facilmente rilevato, poiché le differenze

di gi-andezza e forma delle cellule epiteliali primitivamente neoprodotte, in rapporto

alla forma e grandezza delle cellule semoventi, sono assai grandi. Si deve quindi ammet-

tere in modo quasi sicuro che le cellule semoventi hanno nessuna parte nella neo-

formazione epiteliale, ed in modo sicurissimo si deve credere che per nulla contri-

buiscono le cellule connettive fisse, poiché é possibile una abbondante neoformazione

epiteliale sopra un essudato fibrinoso.

II.

Infiammazione del tessuto epiteliale cilindrico.

Nelle mucose ad epitelio cilindrico o vibratile, semplice o stratificato si osservano

varie forme di infiammazione , in cui ha una grande parte 1' epitelio di rivestimento

ed il ghiandolare. Limitandomi ora a considerare il processo patologico nel solo epi-

telio di rivestimento (poiché già dissi che della patologia dell'epitelio ghiandolare ri-

ferirò in altro lavoro), io trovai nel caso speciale, tanto in seguito ad irritazioni arti-

ficialmente prodotte, quanto in seguito ad irritanti naturali, così ben spiccate varietà,

che credo mi permettano di distinguere (relativamente alle nostre cognizioni generali

sul processo infiammatorio) due forme speciali di infiammazione, e cioè una forma di

infiammazione catarrale ed una forma di infiammazione .paretichimatosa. Votrébhesi

credere necessario 1' ammettere anche una forma di infiammazione purulenta ed una

cruposa ; ma, come si vedrà, in queste l'epitelio non ha una parte attiva, anzi subisce

alterazioni ia gran parte meccaniche, passive, ed inoltre tali infiammazioni non me-

ritano d'essere considerate come forme speciali, ma come varietà, o, meglio, gradazioni

di intensità di uno stesso processo infiammatorio, sempre riferibile alla forma catarrale

parenchimatosa, e relativo alla forza con cui l'irritante ha agito sull'epitelio. Infatti

nelle infiammazioni da me artificialmente prodotte negli animali, potei ottenere cogli

stessi irritanti , che agivano per le loro proprietà meccaniche o chimiche , talora
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forme di infiammazioni leggiere catarrali; talora j)m forti, parenchimatose ; talora

con iin infiltrazione eli corpuscoli purulenti nell'epitelio così rapida e abbondante da

produiTe nello spessore di questo delle vere pustole, o da sollevarlo fortemente e pro-

durne tosto la caduta, oppure da deformare e disassociare le sue cellule, le quali in

gran parte si mortificano e cadono ; od infine infiammazioni così acute e forti nelle

quali si ha, tosto dopo l'irritazione, la necrosi dell'epitelio di rivestimento e la pro-

duzione di zin essudato fibrinoso.

Premesso questo concetto generale sul processo infiammatorio
,
passo ad esporre

i risultati delle esperienze fin qui da me istituite. Anche per lo studio dell'infiamma-

zione degli epitelii cilindrici e vibratili, mi sono valso specialmente di quello che tap-

pezza la mucosa tracheale, per cui, non trovando conveniente di notare tutte le par-

ticolarità relative a ciascuna delle numerose esperienze (ciò che agevolmente potrei

fare ricopiando dal mio registro i reperti delle medesime) dichiaro, che i risultati qui

indicati si riferiscono specialmente all'epitelio vibratile stratificato della trachea. Uti-

lizzai come animali da esperienza i conigli e specialmente i cani, siccome animali più

resistenti, nei quali praticava una fistola tracheale e per essa spingeva nella trachea

dei liquidi irritanti. Iniettava quindi nella trachea talora della tintura di iodio iodurata
;

talora delle soluzioni al 2 e al 4 "/^ di tartaro stibiato in quantità variabile
;

talora infine, per produrre infiammazioni più forti ancora, iniettava dell'olio di cro-

tontiglio puro diluito con oHo d'uliva, ovvero dell'ammoniaca diluita o pura (22"

J5 - densità 0,89). In questo modo ho esperimentato su 25 animali (3 conigli - 22

cani), cioè 10 volte con iniezioni di ammoniaca; 5 volte con iniezioni di olio di cro-

tontiglio ; 4 colla tintura di iodio , e 6 colle soluzioni acquose di tartaro stibiato,

lasciando in vita gli animali vario tempo
,
quando , come nei casi delle iniezioni di

ammoniaca , non avveniva più o men presto la morte spontanea. Il metodo di studio

fu lo " stesso impiegato per le esperienze sulla riproduzione , cioè dei preparati per

dilacerazione a fresco nell' umor acqueo dell' occhio o in liquidi indifferenti ; successivi

preparati per dilacerazione dopo trattamento dei pezzetti di mucosa con liquidi ma-

ceranti, ed infine delle sezioni trasversali di trachea convenientemente indurita e chiusa

in gomma. Or ecco i principali e più frequenti fatti da me osservati.

Infiammazione catarrale e parencMmatosa. — Se si iniettano nella trachea

dei cani piccole quantità di soluzioni diluite di tartaro stibiato, o di ammoniaca

debole, si produce sempre una infiammazione catarrale, la quale macroscopicamente

si manifesta con un arrossamento più o meno forte , dovuto ad iperemia , e colla

produzione di uu essudato semitrasparente , filante. Esaminando per dilacerazione

l'epitelio si trovano abbondanti cellule epiteliali caliciformi i^Becherzellen dei Te-

deschi) ; tra queste molte che nel protoplasma posto nella parte superiore del corpo

cellulare (tra nucleo ed orlo cigliato ancora esistente) offrono una massa sferica di

materiale omogeneo , rifrangente la luce , che coli' azione dell' acido acetico diventa

granuloso e più spiccato per l'impallidimento del protoplasma cellulare che lo con-

tiene; massa sferica che devesi considerare come una gocciola di muco prodottasi

nella cellula. Molte altre cellule che, fornite di orlo cigliato ben conservato, offrono

sopra di questo una massa omogenea piriforme, che col suo lungo peduncolo si in-
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sinua tra le ciglia, e si fissa all'orlo cigliato (fig. 18 e fig. 28, cellula 13). Altre cel-

lule infine che hanno perduto l'orlo cigliato e stanno emettendo una grossa gocciola

omogenea, la quale in seguito all'aggiunta di ematoxilina (forse per l'azione coagulante

dell'allume) diventa granulosa, e pare quindi formata da muco (tav. I, fig. 21, e). Eo-

tolaudo fortemente queste cellule nel preparato, si può escludere il dubbio che tali goc-

ciole di muco, anziché appartenere a quelle cellule che, dissi, stanno emettendole, sia

trasportata da lontano dalle ciglia vibranti, poiché ad onta del forte scuotimento, la

gocciola non si stacca. Non credo pure che l'emissione di tali gocciole mucose, sia

l'efi'etto di compressioni, che furono sempre evitate, né dei liquidi d'aggiunta, poiché si

osservavano anche impiegando l'umor acqueo dello stesso animale , ed infine poiché

staccando un lembetto di mucosa del palato di rana, ed esaminandolo in umor acqueo

della stessa rana, senza applicazione di coproggetti, si può assistere all'emissione di molte

gocciole mucose da parte delle cellule superficiali a ciglia vibranti. Nelle sottili sezioni

ti'asversali si trovano, qua e là sparse tra le cellule vibratili superficiali, delle cellule ca-

liciformi, ed anche varie cellule vicine ridotte a calice. In queste cellule quasi sempre é

rimasto il nucleo cù'coudato da poco protoplasma granuloso. In molti punti della super-

ficie libera dell'epitelio si vedono sporgere, tra le ciglia delle cellule, delle gocciole mucose

fissate per un peduncolo all'orlo cigliato, ed inoltre numerose gocciole sferiche libere pure

di muco. Tra le cellule epiteliali degli strati profondi , le quali sono più granulose

del normale, si osservano qua e là poche cellule connettive semoventi ; delle quali é

pure infiltrato il connettivo della mucosa. Ammesso che fisiologicamente le cellule epi-

teliali cUindiiche fabbrichino del muco, comportandosi come ghiandole mucose unicel-

lulari, avremmo nell'infiammazione catarrale non altro che la esagerazione, più o meno

forte, di questa attività funzionale.

Producendo sull'epitelio tracheale una irritazione più forte coU'iniezione per fistola

tracheale di tintura di iodio, o di soluzioni più concenti'ate di tartaro stibiato, o col-

l'oho di crotontigho, non si ottengono più le sole alterazioni sopradescritte e riferibili

ad un"infiammazione catarrale, ma si osserva che le cellule epiteliali diventano in un

primo stadio assai tumide con protoplasma torbido, costituito da grossi granuli, molto

rifrangenti la luce, i quali coprono e rendono poco visibile il nucleo. Se queste cellule

epiteliali, che abbo'ndanti si trovano nei preparati per dilacerazione a fresco (tav. I,

fig. 16 a; fig. 21 d : fig. 22, cellule 10-13; tav. Il, fig. 23 a, b, e, ci) si trat-

tano con acido acetico, scompaiono totalmente i grossi granuli, per cui le cellule di-

ventano assai pallide, omogenee, trasparenti, ed appare in esse spiccato il nucleo (tav. I,

fig. 16 i). Ciò dimostra evidentemente che quelle cellule non contengono del muco,

il quale all' acido acetico darebbe la reazione della mucina , bens'i dei grossi granuli

albuminoidi che si sciolgono nel detto acido. Si tratta quindi di una degenerazione

alhumdnoide o tumefazione torbida delle cellule epiteliali, fatto questo che comune-

mente trovasi nelle infiammazioni degli organi, le quali da Virchow furono appunto con-

traddistinte col nome di infiammazioni parenchimatose. Quindi per analogia io mi

credo autorizzato ad ammettere anche per gli epitelii cilindrici e vibratili una vera

forma di infioAnmazione parenchimatosa ben distinguibile dalla catarrale, la quale

generalmente consegue ad irritazioni meno forti. E questa mia distinzione è non solo

fondata sulle infiammazioni che artificialmente si possono produrre negli animali, ma
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anche sul fatto che le stesse alterazioni si riscontrano in casi di infiammazioni naturali

e semplici delle yie respiratorie o secondarie all'infezione tubercolare, come anche nelle

stesse infiammazioni secondarie dell' utero e tube faloppiane (tav. II, fig. 29 6, e, d,

e, f). A questo primo stadio (di tumefazione torbida) generalmente tien dietro la de-

generazione adiposa che porta alla distruzione delle cellule epiteliali.

Facendo dei preparati per dilacerazione dell'epitelio tracheale irritato colla tin-

tura di iodio, colle soluzioni di tartaro stibiato, a diverso tempo dopo la forte ir-

ritazione , si troyauo isolate molte cellule cilindriche assai ingrossate , fornite , o più

spesso prive di orlo cigliato , a protoplasma ricco di grossi granuli albuminoidi
,
già

notate ; tra le quali si trovano delle cellule caliciformi, che nell' assieme hanno una

forma analoga alle precedenti (tav. I, fig. 1 7) ; inoltre dei lembetti di epitelio con

una cellula dello strato profondo assai grande, resa vescicolare (fig. 18), avente cioè

il nucleo spinto alla periferia e circondato da scarso protoplasma , il quale , oltre i

limiti del nucleo, assottigliandosi fortemente, racchiude a guisa di otricolo una grossa

gocciola di materiale omogeneo splendente, che, in seguito al trattamento coU'emato-

nilina, appare granuloso. Di tali cellule se ne trovano anche isolate come nella fig. 19

a, b, e nelle sezioni trasversali un po' spesse della mucosa tracheale (fig. 20) si può

scorgere attraverso queste cellule vescicolari le estremità inferiori delle cellule vibratili

superficiali poste avanti o posteriormente alle vescicole stesse. Negli stessi preparati

per dilacerazione si trovano pure molte cellule col nucleo in via di scissione o a due

nuclei, di cui il superiore è per lo più ovale, posto poco al disotto dell'orlo cigliato,

e col suo massimo diametro parallelo a quest'orlo (fig. 21 a. b; fig. 22, cellula 8).

Esaminando queste ultime cellule a più forte ingrandimento, si vede che il protoplasma

tende a raggrupparsi intorno al nucleo superiore, ed in alcune si vede già separato dal

restante protoplasma cellulare, mentre è unito all'orlo cigliato, il quale è staccato e

sollevato dai margini della cellula (fig. 21 b). Numerose poi sono le sfere cigliate di

Tana grandezza ed aspetto, le quali sono indicate nella fig. 21 /"; fig. 22 a, b, 2,

3 ; non che le gocciole libere omogenee splendenti, di varia grossezza, che probabil-

mente sono delle gocce di muco racchiuse in un sottile velamento protoplasmatico.

Tra queste sfere alcune omogenee splendenti, o solo con rari e piccoli granuli , man-

canti di nucleo e fornite di un orlo cigliato sottile a ciglia lunghe delicate, sono ve-

rosimilmente delle gocciole mucose formatesi nelle cellule , e poi espulse insieme al-

l'orlo cigliato e ad un velamento di protoplasma, che ravvolge la gocciola e mantiene

aderente 1' orlo cigliato stesso. Altre sfere invece sono granulose (protoplasmatiche),

fornite di nucleo ovale, che ha il suo massimo diametro parallelo al sottile orlo ci-

gliato. Queste sfere sono perfettamente somiglianti a quelle che si osservano nei primi

stadii della corizza acuta (tav. II, fig. 24). Un fatto costante è la presenza nel pro-

toplasma delle cellule in tumefazione torbida di varii e piccoli vacuoli chiari, o di più

grandi vani situati per lo più nelle vicinanze del nucleo, il quale talora appare di forma

normale, e talora offre la sua superficie, che è rivolta al vano, depressa, od anche incavata

(fig. 22, cellule 12, 13; tav. II, fig. 23 a, b, e, d, e). Siccome accanto a queste si

trovano cellule nel cui protoplasma stanno innicchiate delle cellule connettive semoventi

(fig. 22, cellula 9), cos'i non è facile determinare se i vani sopra notati sieno delle nicchie

prodotte dalle cellule semoventi immigrate nell'epitelio, o se si tratti di liquido albu-
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minoso, di gocciole di muco, che si producono nel seno del protoplasma, e di preferenza

vicino al nucleo. 11 trovarsi però tra queste cellule, che offrono un grande vano sopra

sotto il nucleo , altre che presentano un vano perinuelearc, il quale a guisa di

gona 'cMara circonda il nucleo (fig. 22, cellula 11), ed altre fornite di Z-i piccoli

vacuoli vicini (fig. 28, cellule 4 e 5 delia tav. II), ci costringe ad ammettere la

possibilità della presenza di un liquido o materiale chiaro omogeneo nel seno del

protoplasma, dal quale probabilmente è fabbricato per un processo analogo a quello,

scoperto da Eovida, che dà luogo alla produzione di gocciole ialine nel protoplasma

dell'epitelio renale.

Nelle sezioni trasversali di trachee così infiammate si possono riscontrare in posto

le cellule colle alterazioni già descritte, inoltre una più o meno forte infiltrazione di

cellule semoventi nello spessore dell'epitelio ; un buon numero di cellule caliciformi,

per lo più riunite in gruppi di 4 a 6 cellule, se per l' irritazione si è impiegato il

iodio il tartaro stibiato. Sulla superficie libera dell'epitelio si trova un grandissimo

numero di sfere omogenee o finalmente granulose, le quali offrono un tratto della loro

superficie più splendente e spiccato come se fosse un orlo cellulare alterato, che ha

perduto le ciglia. Nelle sezioni di mucosa tracheale irritata con olio di crotontiglio,

oltre le alterazioni notate, si osserva in generale che le cellule caliciformi sono molto

scarse ; che, oltre l' infiltrazione di leucociti, si hanno abbondanti stravasi di sangue

nella mucosa, i quali impartono quel calore rosso-bruno o violaceo a chiazze, phe si

osserva nella trachea dei cani spontaneamente morti o uccisi ; ma tali sezioni offrono

dei fatti singolari che tendono a dimostrare molta analogia tra il modo di reagire

degli epitelii vibratili e l'epidermide, cioè la produzione di vescicole o di pustoleffe.

Kiguardo al modo di formazione di queste vescicole, o pustole quasi microscopiche, io

ho potuto osservare che poco dopo l'irritazione, prodotta dall'olio iniettato nella trachea,

le cellule epiteliali si ingrossano ed assumono i caratteri, già notati, di cellule in istato

di forte tumefazione torbida, e tra esse ha luogo una abbondante infiltrazione di cellule

semoventi, le quaU trapassando facilmente gli strati profondi si portano tra le cellule

vibratili superficiali tumefatte, ove potendo stentatamente progredire finiscono per in-

nicchiarsi nel loro protoplasma, stirarle in alto ed in parte disassociarle. In seguito

ha luogo una essudazione fibrinosa, che ove si fa lentamente, si infiltra nell' epitelio

e ne solleva lo strato di cellule vibratili superficiali (già alterate), la estremità infe-

riore delle quali per lo più viene rotta, e spesso in questo sollevamento vengono for-

temente stirate in alto delle cellule degli strati profondi, le quali appaiono cos'i estese

nella cavità intra-epiteliale prodotta dall'essudato effasosi (tav. II, fig. 26). Ma se l'es-

sudazione primitiva, o successiva, è rapida ed abbondante, allora si solleva l'epitelio in

totalità, e si forma una vescicola sottoepiteliale a contenuto sierofibrinoso , od una

pustola (tav. II, fig. 25 e, e). Esaminando poi l'epitelio che fu così sollevato, si

trova di frequente in esso, o delle piccole irregolari cavità, dovute al disassociamento

e parziale sollevamento dello strato superficiale di cellule vibratili , o delle vere e

piccole pustolette (tav. II, fig. 25 d, d', Ji , m). Pustole vere nello spessore del-

l'epitelio tracheale dell' uomo , le trovai in un caso di infiammazione della mucosa

tracheale secondaria ad un cancro dell'esofago ; caso che io debbo alla gentilezza del

Prof. Bizzozero.

Sekie II. Tom. XXXVI. . q'
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Eiassumendo, nella infiammazione catarrale e nella parenchimatosa si sono trovati,

riguardo l'epitelio, tre fatti o alterazioni principali : 1° La tumefazione torbida delle

cellule epiteliali ;
2° La trasformazione delle medesime in cellule caliciformi ed in

vescicolari ;
3" La produzione di sfere cigliate mucose e protoplasmatìche nucleate.

Ora è necessario fare alcune considerazioni generali su questi fatti più costantemente

osservati, perchè non posso, pei ristretti limiti in cui devo tenere questo mio lavoro,

entrare nei molti particolari delle singole esperienze. Sulla tumefazione torbida, o de-

generazione albuminoide , delle cellule epiteliche in seguito a forti irritazioni non è

possibile muovere dubbio alcuno; perchè le prove date del trattamento coli 'acido acetico;

la frequenza di questa alterazione nelle infiammazioni artificialmente prodotte e nelle

naturali dell'uomo (nelle broncopolmoniti, nelle infiammazioni secondarie all' infezione

tubercolare delle vie respiratorie e dell'utero) ; il fatto inoltre del conseguire a questo

primo stadio della tumefazione torbida la degenerazione adiposa, come io ho osservato

nelle infiammazioni naturali, e in qualche caso nelle infiammazioni artificiali a periodo

avanzato, sono argomenti così forti e convincenti da potersi ammettere come indiscu-

tibili. Non così va la cosa per gli altri due fatti, poiché riguardo a questi si parano

innanzi varie domande, che, se non rappresentano veramente dei problemi insolubili, riesce

tuttavia non agevole il dar loro una sicura risposta. Infatti , come si producono le

cellule caliciformi e le vescicolari? così trasformate stanno in posto? quale ufficio hanno?

quali rapporti colle sfere cigliate ? E così ora potrei moltiplicare queste domande che

rappresentano tanti problemi di studio. Limitandomi a rispondere soltanto a quelle, per

le quali nelle mie osservazioni ed esperienze posso trovare fatti esplicativi sicuri, io no-

terò che le cellule caliciformi nelle infiammazioni catarrali (quelle cioè prodotte da irri-

tanti relativamente non molto forti) sono il risultato della produzione di muco nel pro-

toplasma delle cellule vibratili (probabilmente originante da una parziale trasformazione

delle sostanze albuminoidi di questo), e della successiva eliminazione della goccia di muco,

generalmente rattenuto da un sottile velamento protoplasmatico, cui aderisce l'orlo libero

cellulare fornito o privo delle ciglia (per caduta delle medesime, precedente alla elimina-

zione del muco). In tal modo si formano quelle sfere mucose con o senza orlo cigliato,

che abbondanti si osservano nelle infiammazioni catarrali, e nel primo stadio delle infiam-

mazioni parenchimatose artificiali e naturali delle mucose ad epitelio vibratile (corizza,

bronchite, metrite catarrale, salpingite). Tra le cellule caliciformi che rimangono in posto

nell'epitelio, alcune hanno conservato il nucleo coperto, nella sua parte superiore, da

poco protoplasma; altre sono rimaste prive di nucleo. Ora se è probabile che molte delle

prime possano vivere, e forse fabbricare del nuovo muco, o ricostituirsi in cellule vibratili;

certamente le seconde per la massima parte sono da considerarsi come cellule morte

destinate ad essere eliminate dall'epitelio, e sostituite con nuove. Nell'esame del muco

proveniente da mucose infiammate , fatto su larga scala , trovai sempre abbondanti

cellule caliciformi prive di nucleo
,
più scarne quelle che ne erano fornite (1). Per

(1) In questo muco si trovano anche cellule vibratili più o meno alterale, non che delle sfere

cigliate; ma senza essere, le prime, ridotte a cellule caliciformi. La eliminazione di queste cellule

trova una facile spiegazione quando si pensi alle condizioni dell'epitelio vibratile di una mucosa in-

fiammata, cioè al trovarsi in esso delle cellule vibratili limitrofe alle caliciformi, che sono eliminate, o

per ciò quelle saranno mal sostenute per la microscopica soluzione di continuo lasciata da queste ;
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una analoga produzione di muco nelle cellule subrotonde dello strato inferiore dell'e-

pitelio si producono le cellule vescicolari (tav. I, fig. 18, 19 «, l). Queste cellule pro-

babilmente scoppiano e la goccia di muco, divenuta libera, si effonde. In questi casi

si avrebbe quindi la produzione di muco nella cellula, e la eliminazione di questo con

rimanenza di una cellula caliciforme ; ma in altri casi
, quando l' irritazione fu più

leggiera (come nei casi poco dopo una debole raschiatura fatta sulla mucosa tracheale,

o nei tratti della mucosa in cui la sostanza irritante ha poco agito), si trovano delle

cellule che stanno eliminando una gocciola di muco (tav. II, fig. 28, cellula 13) at-

traverso l'orlo cigliato senza la caduta di questo, e quindi senza la rimanenza di una

JBeclierzellen. Per le precauzioni da me prese negli esami a fresco, e pel successivo con-

trollo, su preparati per dilacerazione e in sezioni trasversali, dopo trattata la mucosa

con opportuni liquidi di conservazione, io non posso credere che tale emissione lenta

della goccia di muco sia un fatto artificiale, ad esempio, per compressione esercitata

sulla cellula ; anzi credei'ei spiegabile il fatto pensando che nelle irritazioni leggiere

la produzione di muco nelle cellule è scarsa e si fa lentamente, per cui è possibile

che venga, il muco formatosi, lentamente emesso attraverso l'orlo cigliato ; mentre nei

casi di infiammazione forte la rapida e abbondante produzione di muco tende a spingere

in basso nucleo e protoplasma, staccando questo dall'orlo cigliato, il quale, non più

rattenuto che dalla sottile lamella protoplasmatica periferica della cellula (membrana?),

si lascia poi facilmente sollevare e staccare per opera del muco sottoposto, che aumenta

in quantità.

Eiguardo la produzione delle sfere cigliate, le quali furono già da varii patologi

trovate in essudati cataiTali di infiammazioni naturali, abbiamo opinioni disparate ed,

a mio credere, in parte erronee. Kindfleisch le raffigura e considera come cellule pu-

rulenti (1) sviluppatesi nelle cellule epiteliali (fig. 30 a; Entwichìung von Eiterhor-

percìien in Epithelien) ; mentre, ad esempio, Cornil e Eanvier (2) le considerano come

prodotte dalla segmentazione delle cellule cilindriche vibratili. L'idea di Eindfleisch, e

di altri, sulla produzione endogena di corpuscoli purulenti nelle cellule epiteliali, non

richiede attualmente una considerazione speciale, in quanto che tale formazione endogena

fu già da Bizzozero, Volkmann e Steudener vittoriosamente combattuta, dimostrando che

le cellule purulenti contrattili possono penetrare nelle epiteliali. E siccome le sfere cigliate

contengono un nucleo o no, ma giammai un corpuscolo purulento, cosi non è ammes-

sibile un rapporto tra la penetrazione dei corpuscoli purulenti e la formazione delle sfere

cigliate. D'altra parte si è veduto antecedentemente come le cellule purulenti (nei nostri

casi) veramente si innicchiano solo parzialmente nel protoplasma e non penetrino nella

cellula. Quanto alla opinione di Cornil e Eanvier, noterò che essa non è da loro di-

mostrata con fatti, e che lo studio della riproduzione dell'epitelio cilindrico vibratile

inoltre quando si pensi al fatto del disassociameuto, o dissodamento, prodotto dalla continua, e più o

meno forte, migrazione di cellule connettive semoventi, le quali si rendono all'essudato mucoso che ricopre

l'epitelio. Negli epitelii ad un solo strato, per esempio, la sola migrazione di cellule semoventi ne

procura facilmente la caduta e perciò questo epitelio non si presta allo studio delle infiammazioni

forti acute.

(I) Lehrbuck der Pathologisflien Gewehelehre , 4* edizione, pag. 55.

{'^) Manuel d'Histologie Patholojique, pag. 47 e 653.
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tenderebbe a far escludere questa possibilità
,
poiché le cellule vibratili preesistenti

non offrono che di rado assai due nuclei od altri segni della scissione, ed anche nelle

infiammazioni è relativamente scarso il numero di cellule a due nuclei. Io non voglio

con questo negare in un modo assoluto la vera scissione cellulare delle cellule vibratili,

osservo che , stante il grandissimo numero di sfere cigliate le quali si producono in

molti casi di infiammazioni artificiali e naturali, se la scissione cellulare fosse il modo

unico , soltanto il più frequente della formazione di sfere cigliate, dovrebbe essere

facilissimo il trovare cellule nelle varie fasi di questa scissione. Considerando i fatti

da me osservati, e le varietà delle sfere cigliate che si producono nelle infiammazioni,

io sono indotto a credere che esse abbiano non una, ma diverse origini. Alcune, quelle

omogenee, prive di nucleo (Tav. I, fig. 22, cellula 2"), provengono da cellule vibratili,

in cui, prodottasi una gocciola di muco, viene questa, nel modo descritto, eliminata

coirorlo cigliato. Poche altre derivano da cellule vibratili a due nuclei (Tav. I, fig. 21 b),

il protoplasma delle quali, che sta intorno il nucleo superiore, si raggruppa sul me-

desimo, e si separa dal restante insieme all'orlo cigliato che si stacca ; ed allora si

hanno delle sfere protoplasmatiche nucleate, con rimanenza di una Becherzellen. Altre

provengono probabilmente da cellule il cui corpo è assai ridotto di volume nel senso

della lunghezza, fornite di un lungo prolungamento d'attacco allo strato jalino (Tav. I,

fig. 22, cellula 4, 5), il corpo delle quali
,
per trasudamento sieroso e per infiltra-

zione di corpuscoli purulenti, facilmente viene staccato dal peduncolo. Altre infine, e

sono la maggior parte, provengono dalle cellule degli strati profondi, le quali, cadute

qua e là le cellule vibratili superficiali, vengono spinte in alto e quivi, resesi cigliate

prima di assumere la forma cilindrica, sono, per successivi trasudamenti emigrazione

di cellule connettive semoventi, facilmente staccate e rese libere nell'essudato mucoso.

Infiammazione cruposa artificiale delle mucose ad epitelio vibratile. — Per

chi nel 1874 e 75 si pr&poneva lo studio della patologia degli epitelii cilindrici

,

acquistavano grandissima importanza le ricerche sperimentali su questa forma di infiam-

mazione, poiché appunto allora si avevano osservazioni sperimentali contraddittorie tra

Keitz, Trendelenburg ed Oertel da una parte, e Bayer e Mayer dall'altra; tendendo

i primi a togliere ogni idea di specificità all'infiammazione cruposa, e negando i se-

condi la possibilità di produrre, colle iniezioni di ammoniaca nella trachea di animali,

un vero crup artificiale. Poiché infine allora avevano molto valore le idee di Wagner

e Buhl, i quali ammettevano che le pseudomembrane crupose non sono il prodotto

di un essudato fibrinoso, conie nelle pleuriti, pericarditi, peritoniti ; sibbene un de-

rivato della degenerazione fibrinosa delle cellule epiteliche (1). — Io quindi ho

allora istituite molte esperienze appunto per contribuire alla soluzione di queste due

quistioni , cioè se il crup della trachea fosse da considerarsi una infiammasione

specifica; se V epitelio tracheale avesse alcuna o nessuna parte alla produzione

(Il Wagaer che studiò il processo di degenerazioae fibriaosa specialmente negli epitelii pa-

vimentosi, ma ohe lo estese anche ai cilindrici, fornisce nelle sue figure dalle immagini, riguardanti

i primi stadii, che sono perfettamente eguali a quelle che offrono le cellule pavimentose, in cui le

cellule semoventi infiltrate nell'epitelio hanno prodotto delle nicchie, e ohe io, studiando l'infiamma-

zione di mucose ad epitelio pavimentoso, ottenni isolate in discreto numero.
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della pseudomemhrana. — Ora, in questa memoi-ia, non troverei utile riferire minu-

tamente le singole esperienze riguardanti questioni che dopo il 75 furono da altri

nuovamente trattate, ma stimo più conveniente il riprodurre qui soltanto le conclusioni

da me già state pubblicate nella seconda comunicazione preventiva (1) ,
potendo cosi

dimostrare la parte che io ebbi in tale studio ; ed in proposito farò antecedente-

mente rilevare , come io fin d'allora avessi sperimentalmente dimostralo , che non

solo l'epitelio non ha parte alcuna, ma la sua mancanza (raschiatura dell'epitelio

tracheale) dà luogo ad una pseudomemhrana limitata al tratto depitelizsato : quindi

che la caduta dell'epitelio è condizione necessaria per la produzione della pseudo-

memhrana stessa.

Ecco i resultati di quelle esperienze:

1° Se per fistola tracheale s' introduce nelle vie aeree del cane dell'am-

moniaca debolissima o diluita , non si ottiene che una forte iperemia con abbon-

dante essudato mucoso (infiammazione catarrale acuta).

2° Se s'introduce àeU.\immo)iiaca forte (22" B) l'animale muore dopo 28

a 60 ore, e si riscontrano sulla trachea pseudomembrane bianco-grigie, d'uno spes-

sore vario , fino a 2 millimetri , le quali talora rivestono l' intera superficie della

mucosa tracheale a guisa di tubo, talora invece appaiono sotto forma di grandi placche

sparse qua e là. Sono lassamente adese alla mucosa , consistenti e non si stirano

in filamenti come il muco. Esaminate fresche al microscopio, in preparati per dila-

cerazione , constano di un reticolo di fibre bianche lucenti , nelle cui maglie stanno

delle cellule semoventi. L'acido acetico forte fa tosto scomparire il reticolo di fibre.

Trattasi quindi non di un essudato catarrale, ma di vere pseudomembrane fibrinose

,

che si comportano con questo reagente e colle soluzioni di cloruro sodico, come le

pseudomembrane crupose naturali dell'uomo. Le sezioni verticali della laringe e tra-

chea in corrispondenza delle pseudomembrane , artificialmente prodotte , lasciano

scorgere altri punti di somiglianza col crup naturale dell' uomo
,

quali : la caduta

dell "epitelio, di cui rimangono poche cellule intorno agli sbocchi dei condotti ghian-

dolari ; U sollevamento della pseudomembrana in corrispondenza di questi condotti

ghiandolari pel secreto mucoso che non può versarsi sulla superficie della mucosa,

e infine la particolare lucentezza che offre nel suo assieme la pseudomembrana, e

l'intima struttura della medesima , specialmente una disposizione stratificata del re-

ticolo , cioè vi sono delle trabecole più grosse che continuano per lungo tratto in

direzione parallela alla mucosa, mandando trabecole più piccole in alto ed in basso,

le quali si anatomizzano con quelle inviate dalle altre grosse e parallele, che stanno

superiormente ed inferiormente.

3° In un caso ho osservato la coesistenza di abbondanti bacterii e micro-

cocchi, che apparivano già macroscopicamente sotto forma di piccole macchie bian-

chiccie sparse qua e là sopra la pseudomembrana, e, verso la fine della trachea e sui

grossi bronchi , nei luoghi ove non esisteva pseudomembrana. Ma in questo caso il

cane era morto da qualche ora, mentre in altri casi, in cui i cani furono uccisi nel

(1) Contribu::ione alla Patologia generale dd tessuto epitelio cilindrilo. L'Osservatora , Gazzetta

delle Cliniche. Luglio 1&75.
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periodo deiragonia e prima, mancavano affatto. Credo quindi interamente accidentale

questa coesistenza, e ciò dimostra anzi più sempre, come, preparato un terreno op-

portuno , i micrococchi e bacterii introdotti con l'aria aspirata , vi si moltiplicliino

prodigiosamente. Non per questo però si potrà dire che essi abbiano esistito fin da

principio, ed essi, e non l'ammoniaca, abbiano prodotto il crup.

4° Anche iniettando direttamente nella trachea dei cani , mediante un tre-

quarti esploratore e siringa , 4 a 6 gi-ammi di una soluzione di tartaro emetico al

4 "/g ho ottenuto grosse pseudomembrane fibrinose ; mentre in molte altre espe-

rienze iniettando soltanto 10 a 15 goccio della stessa soluzione, produceva una semplice

infiammazione senza pseudomembrana.

E non solo con mezzi chimici, ma anche con mezzi meccanici, cioè colla ra-

schiatura della mucosa tracheale, ho potuto produrre delle pseudomembrane crupose.

Qui pure, a seconda che la raschiatura della mucosa era leggiera o forte, l'essudato

che veniva prodotto era catarrale semplice o cruposo.

Ora , concludendo , se si può artificialmente produrre con un comune irritante

,

l'ammoniaca, una vera forma di infiammazione cruposa, e se, usando della medesima

sostanza diluita , si produce nello stesso animale {nei cani) una comune infiammazione

catarrale
,
parmi non si dovrebbe esitare a togliere al crup ogni idea di specificità.

L'aver ottenuto la produzione d'un essudato cruposo o catarrale a seconda che si

.faceva sulla mucosa una raschiatui'a forte o debole, dimostra ancora come, indipen-

dentemente da azioni chimiche, la natura dell'essudato stia in relazione colla forza

delVirritazione, e quindi le irritazioni deboli danno essudato catarrale; le forti,

un essudato cruposo.

Quanto alla cosidetta degenerazione fibrinosa di Wagner, il fatto sperimentale

del prodursi pseudomembrane in seguito a depitelizzazione semplice e nei limiti precisi

del tratto depitelizzato, basterebbe a non farla più ammettere ; ma oltre ciò molti

fatti ne la contraddicono, e cioè :
1° se le pseudomembrane derivassero da questa de-

generazione che, stando alle figure di Wagner, non porta alla distruzione del nucleo,

si dovrebbe avere nello spessore delle grosse trabecole di quelle dei nuclei ; ciò che

non si osserva mai ;
2° lo spessore delle pseudomembrane è troppo grande in confronto

di quello dell'epitelio da cui deriverebbe ;
3" si hanno pseudomembrane su piaghe

granuleggianti, quindi prive di epitelio ;
4" le pseudomembrane crupose, perchè costi-

tuite da un reticolo di fini filamenti fibrinosi, trattate con acido acetico si sciolgono

completamente, mentre ciò non dovrebbe avvenire, se esse derivassero dalle cellule

epiteliali , in cui avviene la degenerazione fibrinosa in singoli punti
,

poiché avreb-

bero un reticolo costituito dai residui cellulari protoplasmatici, che non si sciolgono

con queir acido.

.

Quindi è ormai indiscutibile che nelle infiammazioni crupose per la violenza del-

l'irritazione l'epitelio si mortifica e cade, ed in nessun modo diretto contribuisce a

produrre la pseudomembrana fibrinosa , anzi si deve credere che la sua caduta, la

quale precede la formazione della pseudomembrana, è una condizione necessaria per

la essudazione di fibrina.
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III.

Alterazioni del tessuto epiteliale cilindrico

nella tubercolosi.

Nella infezione tubei'colare che offre localizzazioni in mucose provvedute di epi-

telio cilindrico o vibratile , si osservano delle alterazioni , che , se possono a primo

aspetto destarle sorpresa, trovano però una sicura spiegazione nei due processi già de-

scritti della riproduzione e àelVinfiammazione. Abbiamo infatti delle alterazioni del-

l'epitelio, che si possono porre nella serie delle alterazioni infiammatorie comuni, qui

però dovute all'azione irritante speciale del bacillo , la quale è piuttosto lenta , ma
continuata, e per ciò dà luogo ad un'infiammazione secondaria cronica; e delle altre

alterazioni dovute ad azioni meccaniche, relative allo sviluppo di noduli tubercolari in

prossimità dell'epitelio, od a parziale processo infiammatorio più forte, le quali pro-

ducono una circoscritta caduta dell'epitelio, cui tosto seguono tentativi di riproduzione

da parte dell'epitelio vicino alla soluzione di continuo, e quindi, seguendo la neopro-

duzione di cellule epiteliali le stesse leggi già notate per la riproduzione in seguito

ad artificiali depitelizzazioni, si foiTua al posto del vecchio epitelio cilindi'ico disasso-

ciato e poi caduto, un epitelio pavimentoso. Tale trasformazione, sebbene rimanesse

inesplicabile, fu dapprima da Eoerster (1) riscontrata nelle infiammazioni della laringe

croniche di lunga durata, e da lui chiamata Metamorfosi dermoide, poiché oltre al-

l'aversi un epitelio di rivestimento che ha i caratteri di epitelio pavimentoso , con-

statava ancora che la mucosa aveva assunto una struttura papillare. Più tardi (1872)

il D." Wahlberg (2) trovava, non nelle infiammazioni semplici della laringe, ma intomo

alle ulceri tubercolari delle corde vocali superiori un vero epitelio pavimentoso, e nota

come questo cambiamento di forma si osservi anche quando , non essendo l'epitelio

perforato, ma solo assottigliato, l'ulcera tubercolare sta sviluppandosi. Egli vuole inoltre

trovare in queste alterazioni deirepitelio qualche cosa di specifico , non dovendosi

,

secondo lui, ritenere come un prodotto di un semplice processo infiammatorio.

Le mie osservazioni fatte sulla laringe, trachea, grossi e medii bronchi di molti

casi di tubercolosi cronica, che mi venivano gentilmente offerti dal compianto collega

Prof. Colomiatti , mi fecero constatare che non solo intorno alle ulceri delle corde

vocali superiori, ma in qualunque punto della mucosa tracheale esistevano dei noduli

tubercolari , l'epitelio in corrispondenza del nodulo si era trasformato da cilindrico

vibratile stratificato in pavimentoso. A questi noduli tubercolari superficiali, corrisponde

un piccolo rialzo emisferico, il quale, studiato in sezioni verticali, appare formato dal

(1) Handbuch d. specietl. path. Anat. , voi. II, pag. 321.

(2) Dos iuberkulose Geschmir im Kehlkopfe. Medisi /lische Jafirb-ìiclur von Stricker, 1872, fase. Ili,

pag. ;38.
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nodulo che risulta di una cellula gigantesca con cellule epitelioidi (generalmente poco

ten conservate) e di cellule linfoidi ; dal connettivo della mucosa molto infiltrato di

cellule semoventi, il quale è in corrispondenza di questo rialzo tappezzato da epitelio

pavimentoso stratificato, che va, ai lati del rialzo, grado grado assumendo i caratteri

normali di epitelio vibratile. I noduli tubercolari nella trachea appaiono poco ben con-

servati
,

per cui non è sempre facile il dimostrare la tipica struttura del nodulo ;

però in tratti di trachea, appartenente ad individui tubercolosi, nei quali tratti non

si osservano noduli, e solo una moderata infiltrazione di leucociti, si trova la mucosa

ricoperta per una grande estensione di epitelio pavimentoso. In tali casi l'epitelio

trasformato presenta un aspetto analogo all'epidermide ; cioè esso è composto di uno

strato profondo di cellule ovali, a grosso nucleo, dirette in modo d'aver il massimo

diametro perpendicolare alla superficie dello strato jalino, su cui poggiano ; a questo

strato succedono varii altri (2-3) di cellule piii grandi, poligonali, con nucleo rotondo,

granuloso , circondato da più abbondante protoplasma ; infine altri strati di cellule

appiattite col massimo diametro parallelo alla superficie della mucosa
;

queste cellule

superficiali piatte in molte sezioni appaiono qua e là in parte sollevate, come si ha

nell'epidermide od altro epitelio pavimentoso stratificato, i cui strati più superficiali si

desquamano. Questo epitelio trasformato offre un'altezza uguale a quella dell'epitelio

cilindrico normale, e solo appare qua e là per breve tratto assottigliato per desquar-

mazione degli strati superficiali. La superficie inferiore di questo epitelio presenta una

leggiera ondulazione, cui corrispondono eguali rialzi ed abbassamenti alterni della su-

perficie superiore
,

per la qual cosa si tratterebbe di semplici ripiegature od ondu-

lazioni dell'epitelio. In qualche piccolo tratto si ha maggiormente l'apparenza di zaffi

epiteliali insinuantisi nel connettivo della mucosa ;
però tra questi non si osserva una

vera papilla vascolare come nel derma. Questo cambiamento della forma tipica del-

l'epitelio si verifica costantemente anche all'intorno delle ulceri tubercolari della trachea,

alcune delle quali sono coperte da una pseudomembrana fibrinosa.

Nei grossi bronchi (4 casi) e nei medii (2 casi) si osservano pure dei rialzi cir-

coscritti della mucosa, rivestiti di epitelio pavimentoso stratificato, cui corrisponde un

nodulo tubercolare (Tav. II, fig. 30). Esaminando l'epitelio in questa figui'a si rileva

tosto la perfetta somiglianza tra questo e l'epitelio che si è riprodotto in seguito ad

artificiali depitelizzazioni ; solo qui ha un maggiore spessore, in parte anche perchè la

sezione riuscì non perfettamente perpendicolare alla superficie , ma un po' obliqua

Intorno alle ulceri dei grossi e medii bronchi, le quali sono qui assai rare, si ha la

stessa trasformazione dell'epitelio, notata per le ulceri tubercolari della mucosa tra-

cheale. — Io ho finora dimenticato di esaminare casi di infiammazioni croniche della

mucosa laringea, tracheale, bronchiale, enterica, ecc. non tubercolari, ma credo per fermo

che il trovarsi questa trasformazione immancabilmente nelle stesse mucose appartenenti

ad individui tubercolosi, non può assolutamente escludere che i processi infiammatorii

semplici, purché forti e capaci di produrre la parziale caduta dell'epitelio, volgendo

a guarigione, non possano dar luogo alla trasformazione dell'epitelio, la quale, come

nei casi delle depitelizzazioni, sarà naturalmente temporaria. Gli individui che supe-

rarono il colera, e muoiono poco dopo per malattia accidentale, fornirebbero un ma-

teriale prezioso per tale ricerca.
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Quali altre alterazioni dell'epitelio nella tubercolosi della laringe, trachea e bronchi

ho riscontrato già in preparati per dilacerazione a fresco, quasi in tutti i casi da me-

esaminati, delle cellule cilindriche vibratili a due, tre e fino quattro o cinque nuclei

(fig. 27); fu poi ben constatato in ogni caso, collo smuoTerle e farle rotolare, che

qiieste cellule erano perfettamente isolate, e che quindi non si trattava di due o più

cellule addossate ed aventi il nucleo a diversa altezza; inoltre colla colorazione nel-

l'ematoxilina fu tolto il dubbio che potessero essere non veri nuclei, ma cellule puru-

lenti penetrate nelle cellule epiteliali. Di cellule epiteliali cilindriche contenenti

corpuscoli purulenti ne ho riscontrato in alcuni casi diverse, ma riusciva facile, e per

la grandezza dei corpuscoli stessi, e specialmente per la colorazione coU'ematoxilina,

che tinge intensamente i nuclei, il distinguerle (fig. 28, cellula 3). Inoltre si trovano-

cellule caliciformi ; cellule che emettono gocciole di muco ; cellule in istato di tume-

fazione torbida, e con altre alterazioni (fig. 28) analoghe a quelle osservate nelle-

infiammazioni artificialmente prodotte.

Dopo questo costante risultato della trasformazione dell'epitelio nella mucosa delie-

vie aeree prese da tubercolosi, era naturale il verificare se nelle altre mucose tappez-

zate da epitelii cilindrici semplici, si avverasse lo stesso fatto. E allora (nel 75) mi

si porgeva occasione di studiare due casi di tubercolosi dell'utero e delle tube falop-

piane , uno dei quali debbo alla gentilezza del Prof. Bizzozero , alla cui collezione

privata apparteneva, e l'altro mi provenne dalla Clinica Medica di Torino, allora di-

retta dal compianto Prof. Kovida. Nel primo caso il processo tubercolare era molto-

avanzato ; l'epitelio di rivestimento della cavità dell'utero era in gran parte caduto,

ma esisteva nelle tube faloppiane, mentre l'epitelio ghiandolare esisteva anche nelle

ghiandole tubulari della mucosa uterina. Nel secondo caso era meno avanzato il processo

e, avendo avuto il pezzo dal cadavere, potei studiare l'epitelio anche a fresco. Coi pre-

parati per dilacerazione a fresco, in questo caso, si isolavano numerosi elementi epiteliali

molto, grandi e assai ajopiattiti, tra i quali altri somiglianti, ma più piccoli. Avevano

i primi una figura tendente alla esagonale, erano forniti generalmente di due, tre o più

nuclei centrali , ovali e vescicolari , con uno o due nucleoli distinti ; il protoplasma

cellulare, finamente granuloso, conteneva numerosi corpuscoli sferici, a riflesso alquanto

giallastro, e di uniforme grandezza (Tav. II, fig. 29, b, e, d, e). Trattandoli con acido

acetico, tali elementi cellulari diventavano pallidi e trasparenti
,
perchè i corpuscoli si

scioglievano nell'acido, e si dimostravano quindi di natura albuminoide. Oltre a queste

cellule grandi, si osservavano elementi perfettamente sferici a grossi granuli, che impedi-

vano di scorgere bene il nucleo. Alcuni (specialmente appartenenti alle tube) avevano

in un punto un prolungamento simile a quello delle cellule superficiali di un epitelio

vibratile stratificato , e, all'estremità opposta, traccio dell'orlo cigliato, da cui però

erano cadute le ciglia ; contenevano pur essi dei granuli giallo-splendenti, però qui il

trattamento coll'acido acetico faceva scomparire molti granuli (albuminoidi) , ma ne

lasciava molti giallastri, che erano delle goccioline adipose. Si avevano inoltre molte

cellule cilindriche
,
prive di ciglia , rigonfiate , deformate , che , dopo il trattamento

coll'acido acetico , contenevano ancora molte goccioline adipose (fig. 29, /). Infine si

trovavano isolati dei lembetti di epitelio a cellule pavimentose assai piatte. — Le

sezioni verticali della mucosa appartenente al corpo e al fondo dell'utero dimostrarono,

Sekie II. Tom. XXXVI. e'
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in ambedue i casi, l'esistenza di numerosi noduli tubercolari (a diverso grado di

sviluppo), di cui alcuni superficiali avevano prodotto dei rialzi molto rilevanti (a guisa

di papille villosità) sulla superficie della mucosa, i quali erano ricoperti talora da

un unico strato di ceWxde paviììtentose assai piatte ed a grosso nucleo, che nella sezione

verticale era un po' protuberante ; talora invece da due strati di cellule pavimentose

meno piatte. Anche dove il nodulo tubercolare aveva già fatto cadere l'epitelio e

stabilita così un'ulcera microscopica, l'epitelio ai lati di questa presentava l'aspetto di

epitelio pavimentoso per una variabile estensione.

L'epitelio delle ghiandole tubulari della mucosa dell'utero può subire questa

trasformazione. Intanto in quasi tutte le sezioni perpendicolari alla superficie della

mucosa, si scorgevano i tubi delle ghiandole enormemente dilatate (specialmente verso

il loro fondo cieco) da numerosi corpi sferici a grossi granuli, già notati nei preparati

per dilacerazione, non che dalle cellule grandi a grossi granuli, pure descritte, e da

corpuscoli mucosi e cellule desquamate, epiteliche cilindriche in degenerazione grassa.

Frequentemente poi lungo la parete ghiandolare (o meglio nel tessuto connettivo in-

terghiandolare) si scorgeva uno o più noduli tubercolari, ed, in corrispondenza di questi,

un rialzo verso il lume della ghiandola , il quale era rivestito di epitelio a cellule

piatte, pavimentose (fig. 31). Ai lati di questo rialzo si aveva un graduale passaggio

dalle cellule normali epiteliali cilindriche (ora non vibratili), a cellule che man mano

diventavano più basse , ed infine pavimentose vere. In molti punti il nodulo aveva

perforato lo strato epiteliale trasformato, e si era prodotta un'ulcera, ai lati della quale

si aveva epitelio pavimentoso.

Nelle tube faloppiane vi erano noduli tubercolari più recenti e meno numerosi,

perciò meglio si prestavano allo studio di questa parziale trasformazione dell'epitelio.

Dall'intestino non potei aver buoni preparati, poiché nell'uomo, l'epitelio poco

dopo la morte si stacca e si distrugge , e negli animali non mi fu dato finora di

trovare casi di tubercolosi o di processi inflammatorii cronici dell'intestino. Però ul-

timamente in alcuni casi di tubercolosi del fegato diffusa ai dotti biliari nell'uomo

e nel coniglio, ho potuto constatare la trasformazione dell'epitelio nei grossi dotti bi-

liari. Per cui è da ammettersi che anche nell'intestino, fornito di eguale epitelio, si

debba avere lo stesso fatto.

Che tale trasformazione non sia l'effetto della compressione esercitata dai noduli

tubercolari è certo, poiché in molti casi, da me esaminati, di grossi miomi sottomucosi

dell'utero, i quali dovevano aver esercitato una forte compressione sull'epitelio, si aveva

l'epitelio di rivestimento a cellule vibratili normali.

Da queste osservazioni si può dedurre :

1° Che nel processo tubercolare delle mucose ad epitelio cilindrico e vibratile,

semplice o stratificato, si osserva la trasformazione parziale di questo in una forma

di epitelio pavimentoso semplice o stratificato
;

2° Che questa trasformazione talora è limitata a tratti microscopici , corri-

spondenti ad uno o pochi noduli tubercolari ; talora invece é estesa larghi tratti (tra-

chea) senza che nella mucosa si trovino noduli tubercolari, od evidenti residui di questi
;

3° Che tale trasformazione non dipende da compressioni esercitate dai noduli,

poiché si ha anche dove non é dimostrabile la presenza di questi, ma è il risultato
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della neoformazione di cellule epiteliali che , originando delle preesistenti, sostituiscono

le cellule cadute o distrutte (per degenerazione adiposa) , e che nel loro sviluppo
,

seguendo la norma che regola la riproduzione di questi epitelii, assumono il carattere

di cellule epiteliali pavimentose;

4° Che perciò tale trasformazione non è qualche cosa di speciale (collegato

alla natui'a specifica dell'infezione tubercolare) ; ma che trova la sua spiegazione nelle

alterazioni dell'infiammazione secondaria, e nel processo di riproduzione degli epitelii

cilindrici. Che infine è lecito credere che in comuni infiammazioni, quando queste sieno

cosi forti da produrre la caduta di alcuni tratti dell'epitelio di rivestimento , o in

talune infezioni (colera, crup secondario alla difterite), in cui ha luogo questa abbon-

dante limitata caduta dell'epitelio, si possa produrre ima somigliante trasformazione.

Dicembre, 1883.

\
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SPlEGAZIOiNE DELLE FIGURE

Tavola I.

J'iG. ì . Cellula vibratile dello stato superficiale in tumefazione torbida , appartenente

all'epitelio dei bordi di una soluzione di continuo praticata nella trachea

di coniglio (14 ore dopo la depitelizzazione) — Camera lucida— Ingr. 350.

NB. Le cellule delle figure seguenti, fino alla figura 13 compresa, appartengono alla

stessa esperienza notata nella figura 1.

» 2. Cellula somigliante alla precedente, con una nicchia quasi completa nel pro-

toplasma poco sopra il nucleo ; ed incavature nella estremità inferiore

dovute alle cellule dello stato profondo. — Ingr. 240.

» 3. Due somiglianti cellule, di cui una tiene innicchiato nel protoplasma 3 cellule

connettive semoventi. — lagr. 240.

' » 4. Gruppo di cellule con prolungamenti diretti in uno stesso, senso, ed offrenti

alla base del loro corpo una grande incavatura. — Camera lue. — 350.

» 3. Cellula somigliante a corpo più breve e con due grandi infossature ;
—

Ingr. 350.

» 6, 7, 8 e 9. Cellule analoghe a corpo più breve con grande infossatura ; a

nucleo in alcune diretto trasversalmente , e ad estremità dirette quasi

orizzontalmente e, in alcune cellule, lamelliformi (7 e 9) — Ingr. 350.

» 10. Un lembetto di epitelio neoformato, veduto in a e h sotto due faccio —
Ingr. 240.

» lì. Altro lembetto somigliante , con limiti cellulari un po' più distinti —
Ingr. 240.

» 12. Lembetto di cellule piatte a losanga ; a due cellule riunite per una loro

estremità ; b cellula a nucleo con strozzamento a cifra otto ; e con 2

nuclei; d con nucleo in scissione — Ingr. 350.

» 13. Le due cellule a della figura precedente a più forte ingrandimento (520,

immersione omogenea).

» 14. Sezione verticale della mucosa tracheale in corrispondenza di una soluzione

di continuo dell'epitelio (al 3° giorno) ; b ammasso di cellule epiteliali

neoprodotte ostacolate nella loro crescita dalla pseudomembrana ; a epi-

telio pavimentoso di neoformazione che deriva dall'ammasso 6, e si ripiega
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sulla pseudomembrana ; e pseudomembrana fibrinosa ; d dotto ghiandolare

escretore con tratto di epitelio di rivestimento da esso derivante —
Ingr. 140; figura ridotta a metà grandezza.

FiG. 15- Sezione verticale di trachea di coniglio in corrispondenza della depitelizzazione

14 ore dopo praticata (ved. la spiegazione nel testo).

» 16. Preparato per dilacerazione di epitelio tracheale tre giorni dopo l'iniezione

di tintura di iodio — a cellula in tumefazione torbida priva di ciglia

(esaminata a fresco) ; b cellula somigliante trattata con acido acetico ;

e stessa cellula dopo essere stata 24 ore in liquido di Miiller —
Ingr. 350.

» 17. Gruppo di due cellule che racchiude una Becherzellen.

» 18. Gruppo somigliante con cellula dello strato profondo, resa vescicolare. Una

cellula vibratile sta emettendo una gocciola di muco, e vicino vi è una

sfera mucosa libera con traccia di orlo cellulare privo di ciglia.

» 19. a cellula vescicolare trattata con l'ematosdlina ; b somigliante cellula con

un breve peduncolo.

» 20. Sezione verticale di trachea di cane, nella quale si iniettarono 8 goccio di

tintura di iodio, 44 ore dopo — a cellule vibratili superficiali a pro-

toplasma con grossi granuli ; b una grossa vescicola posta nello strato

profondo deirepitelio, attraverso la quale si travedono le estremità delle

cellule vibratili ; e cellule dello strato profondo con corpo cunei-

forme che manda un'estremità assottigliata fino al livello della su-

perficie libera.

* 21 . Cellule isolate della stessa esperienza ; a cellula col nucleo già scisso, e con

protoplasma a grossi granuli ; b cellula a due nuclei di cui il superiore

è vicino all'orlo cigliato ed in direzione trasversale , il protoplasma che

lo circonda è già separato dal rimanente ; e cellula che ha perduto l'orlo

cigliato ed emette una grossa goccia di muco ; d cellula in tumefazione

torbida; e cellula che pare stia per dar luogo ad una sfera cigliata

priva di nucleo
; f sfera cigliata alquanto oblunga ', g , h sfere mucose

rivestite da velamento protoplasmatico.

> 22. a e b due sfere cigliate trovate in un essudato escreato da un cane, nella

cui trachea si era iniettata una soluzione di tartaro stibiato.

Cellule ottenute dall'epitelio tracheale dello stesso cane ; 1) gocciola

omogenea; 2) sfera cigliata omogenea senza nucleo; 2') sfera che emette

goccioline ialine; 2") sfera con granuli e vacuoli; 3) sfera granulosa con

nucleo, emettente una sferetta ialina ;
3') sfera a protoplasma con grossi gra-

nuli che mascherano il nucleo; 4) e 5) due cellule il cui corpo è assai

ridotto di volume, fornite di lunghissimo prolungamento ; 6) e 7) cellule

a protoplasma con grossi gi'anuli e nucleo spinto verso l'orlo cigliato
;

8) gruppo di tre cellule di cui la mediana ha due nuclei con proto-
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plasma raggruppato intorno al superiore ; 9) cellula vibratile con due

cellule semoventi innicchiate nel protoplasma ai lati del nucleo ; 10)

cellula in tumefazione torbida con orlo cigliato poco distinto ; 11)

cellula in tumefazione torbida con zona chiara intorno al nucleo non

dovuta a doppio contorno di questo ; 12 e 13) cellule con uno o molti

grandi vacuoli.

Tavola II.

PiG. 23. Cellule isolate di epitelio tracheale irritato con olio di crotontiglio (16 a 18

ore dopo l'iniezione) ; a cellula tumefatta fortemente granulosa con vacuoli

alla parte superiore del nucleo, il quale è omogeneo, poco colorabile coi

comuni mezzi ; b, e, ci, e cellule analoghe con grandi vacui (probabili nic-

chie di cellule semoventi).

» 24. « due sfere omogenee mucose; b, e, d, e,f varie forme di sfere cigliate trovate

nel 1° stadio della corizza acuta.

NB. Dalla figura 17 della tavola I alla figura 24 della tavola li, ringraadiraento corri-

sponde a 300 diametri circa, essendo state tali figure copiate ad occhio, e quindi non con

quella esattezza, riguardo l'ingrandimento, che si ottiene colla camera lucida.

» 25. Sezione verticale di mucosa tracheale irritata con olio di crotontiglio ; a epi-

telio di rivestimento ; b connettivo della mucosa infiltrato di globuli rossi

(emorragia) ; e e essudato fibrinoso che solleva fortemente ed in totalità

l'epitelio di rivestimento ; d d' due pustole formatesi nello spessore del-

l'epitelio , il cui strato superiore è sollevato e con cellule disassociate
,

gli strati profondi compressi, rimangono in posto, limitando una cavità

contenente cellule purulenti ; e dotto ghiandolare tagliato obliquamente;

/' vaso capillare dilatato , tagliato obliquamente
; g g stravasi sanguigni

che infiltrano il connettivo della mucosa ; h ìi vani prodotti per disas-

sociazione delle cellule vibratili ; m distacco dello strato superiore di

cellule vibratili dal sottoposto.

» 26. Sezione verticale della trachea di cane , iniezione di olio di crotontiglio
;

produzione di vescicole intraepiteliali a contenuto siero-fibrinoso ; a a cel-

lule superficiali vibratili in tumefazione torbida , staccate e fortemente

allontanate, con stracciamento della loro porzione inferiore, dalle cellule

dello strato inferiore d \ ce cavità della vescicola a contenuto siero-

fibrinoso, ed in e' con due cellule epiteliali che stirate nell'allontanamento

dello strato superiore, cui erano connesse, hanno assunto una forma stel-

lata ; e strato ialino ; b connettivo della mucosa con abbondanti stravasi

di sangue.

> 27. Cellule dell'epitelio tracheale ottenute isolate in casi di tubercolosi, ed aventi

un nucleo in scissione, o due, tre e quattro nuclei.
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FiG. 28. Cellule isolate negli stessi casi: 1) contenente un globulo rosso sotto il nucleo;

2) contenente un corpicciuolo colorato dal carmino, ma di natura non

determinabile ; 3) cellula priva di ciglia e che porta una cellula semo-

vente innicchiata nel protoplasma ; 4 e 5) cellule con varii vacuoli sopra

e sotto il nucleo ; 6) idem con un solo grande vacuolo sopra il nucleo

e 7) anclie un piccolo vacuolo sotto; 8, 9, 10) cellule somiglianti in

cui il nucleo è depresso in corrispondenza del vacuo ; 11) cellula con

grandissimo vacuo che occupa tutta la porzione cellulare sottoposta al

nucleo ; 12 e 20) cellule caliciformi ; 13 e 14) cellule che emettono

una gocciola omogenea ; 15) cellula che emette una grande massa gra-

nulosa (protoplasma) nucleata ; 16) cellula con due nuclei in cui il pro-

toplasma tende a raccogliersi intorno al superiore ; 1 7) cellula somigliante

col nucleo superiore più vicino all'orlo cigliato e col protoplasma che lo

circonda già in parte separato dal restante ; 18 e 19) due cellule che

offrono un leggiero restringimento del protoplasma , tra nucleo ed orlo

cigliato, quasi da far credere ad una separazione della porzione superiore

di protoplasma, se non si tratta di cellule alquanto incurvate.

» 29. Tubercolosi dell'utero e tube faloppiane — cellule isolate, a sfera cigliata,

6 , e, d , e , cellule contenenti corpuscoli grossi splendenti ed anche due a

tre nuclei
; f cellula dell "epitelio della tuba faloppiana dopo il trattamento

con acido acetico ; contiene delle goccioline adipose non sciolte.

» 30. Tubercolo dei grossi bronchi— limitata trasformazione dell'epitelio — sezione

verticale in corrispondenza di un nodulo tubercolare; a epitelio vibratile

stratificato ; & connettivo della mucosa fortemente infiltrato di cellule

semoventi ; d nodulo tubercolare con cellula gigante ; e tratto di epitelio

pavimentoso corrispondente ad un rialzo della mucosa — Ingr. 200.

» 31. Tubercolosi dell'utero — CI. Medica di Torino, 1875 — Sezione longitudinale

di jin dotto ghiandolare della mucosa uterina , vicino una parete del

quale si ha un nodulo tubercolare ; a epitelio della parete del dotto dal

lato del nodulo tubercolare , il quale va gradatamente facendosi basso

finche in a, ove corrisponde il vertice di questo rialzo , diventa pavi-

mentoso ; h mucosa fortemente infiltrata di cellule semoventi ; e nodulo

tubercolare a cellula gigante molto grande ; d epitelio normale (senza

ciglia) dell'altra parete del tubo ghiandolare, con incavatura corrispon-

dente al rialzo della parete opposta.





elccaO. y\'5 OcCCe O^c .^i 'ZSoU.wO,eCa^^ Jl cSc. Sìd.SlìSoJ^.^ S)Uti.,<^:c^U t* '5o4wo XLWI"





Tav.ll

Fio. 23
Fio- 25

(A^ fsffifo»





329

RICERCHE
INTOKNO ALLA

DISTRIBUZIONE DEI COLORI
KTEti P',.EC3-lSrO ^NII^^LE

DEL DOTTORE

LORENZO CAMERANO

Appr. nell'adunanza del 23 Marzo 1884

Io so complex a suljject, for wbicb experiineot and sysle-

matic inquiry has done so little, we cannot expect to explaiu

every individuai case, 'or solve everj diiTiculty

A. R. Wallace, Tropical nature colours of animah.

I colori splendidi di molti animali hanno in tutti i tempi colpito i naturalisti e

non è raro di trovare nelle opere antiche relative agli animali considerazioni più o

meno estese intorno ad essi.

II primo che abbia cercato di riunire tutti i fatti conosciuti intorno ai colori

degli ammali ed abbia cercato di scoprirne la legge regolatrice è Carlo Darwin il

quale trattò a lungo l'argomento delle colorazioni degli animali nei suoi libri L'origine

delle specie e L'origine dell'uomo.

Quasi contemporaneamente all'opera del Darwin intorno alla origine delle specie

si stampava un libro di A. E. Wallace intitolato : The theory of naturai selectiou

nel quale le questioni relative ai colori degli animali sono pure discusse ed illustrate.

Più tardi nel 1877 l'attenzione dei naturalisti venne di nuovo rivolta ai colori

degli animali da un lavoro del Dott. M. Magnus (1) il quale ripigliando a conside-

rare le conclusioni alle quali era giunto il Gladstone nel suo libro « Studies on

Homer and the Homeric age, 1858, cercava di spiegare le ipotesi formulate dal

Gladstone colle moderne teorie (2). Il Magnus conchiude così :

(1) Zur geschichtlichen Entwickelung des Farhensinnes. Leipzig, 1877.

(2) Le principali conclusioni del Gladstone sono le seguenti:

« r Omero si è servito più di tutti gli altri poeti di tutte le espressioni che descrivono gli

effetti luminosi in tutti i loro gradi di intensità; ma le sue descrizioni e le sue denominazioni dei

colori sono vaghe ed imperfette. Omero adunque aveva una percezione molto difettosa e vaga dei

colori prismatici; come ad esempio quelli dell'arcobaleno. La stessa cosa si deve dire e a più forte

ragione dei colori non puri.

« 2° Si deve adunque cercare un'altra base pel suo sistema dei colori ».

Sekie II. Tom. XXXVI. s'
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« 1° Vi è nella storia dello sviluppo dell'uomo un periodo nel quale mancò

al tutto il senso dei colori esistendovi semplicemente il senso della luce.

« 2" Il senso dei colori si sviluppò originariamente dal senso della luce. L'ec-

citamento continuo degli elementi sensibili della retina dovuti all'azione della luce

aumentò a poco a poco e perfezionò il modo di funzionare della retina stessa in

modo che è giunta a distinguere, a sentire non solamente l'intensità, ma eziandio il

colore dei raggi luminosi.

« 3° Il tempo che ciascun colore isolatamente deve impiegare per impressionare

la retina sta in ragione inversa della quantità di forza viva che ciascun colore pos-

siede. In altri termini, quanto più la quantità di forza viva è piccola e più tempo

ha impiegato la retina per distinguerla. I colori adunque dotati di una forte inten-

sità luminosa hanno impiegato un tempo minore che non quelli aventi una piccola

intensità luminosa ad impressionare la retina e ad eccitare in essa sensazioni speciali ».

Nel 1878 W, E. Gladstone sostiene gli stessi argomenti (1).

Le conclusioni del Gladstone e del Magnus vennero combattute da vari autori

fra i quali ricorderò il Dott. H. Dor (2) il quale sostiene non essere ammessibile la

teoria della evoluzione storica del senso dei colori.

Nello stesso anno 1878 il Wallace (3) conchiude nel seguente modo intorno ai

colori degli animali. « Le varie cause del colore negli animali sono i mutamenti chi-

mici e molecolari della sostanza dei loro integumenti, o l'azione su di questi eserci-

tata dalla luce, dal calore o dall'umidità.

« Il colore è pure prodotto da interferenza di luce dovuta a lamelle trasparenti

sovrapposte le une alle altre o a strie superficiali finissime. Queste condizioni elemen-

tari per la produzione dei colori si trovano ovunque nello involucro esterno degli

animali tanto che la loro presenza può essere considerata come normale e la loro

mancanza come eccezionale.

« I colori sono fissati per selezione natui'ale o da questa secondo i vari scopi a

cui devono servire in colori scuri o imitativi, in colori per dissimulare, in colori vi-

vaci per avvertire o in speciali segni, sia pel facile riconoscimento di individui smarriti,

femmine o giovani, sia per difendere da un dii-etto assalto una parte vitale come nelle

grandi e brillanti ali di parecchie farfalle ed insetti. I colori sono prodotti e resi più

intensi dal processo dello sviluppo, sia dove l'integumento o i suoi accessorii sono sog-

getti a grandi estensioni o modificazioni, sia dove vi ha un superfluo di energia vi-

tale, come neir animale maschio generalmente e più particolarmente nella stagione

della riproduzione.

« I colori sono più o meno modificati da molte cause, come per esempio la

natura dell'alimento, l'azione fotografica della luce e da alcuni agenti sconosciuti di-

pendenti probabilmente da particolarità chimiche del suolo e della vegetazione. Queste

(1) Sur le sens de la couleur et pariiculièrenient sv.r la no'ion des couleurs dans Ilomlre. (Revue

internat. des Sciences par L.vness.a.n, voi. I, 1878, voi. II, 1878.

(2) De l'ccolution lustoiiqtte du sens des couleurs. Réfutation des tbéories de Gladstone et de

•Magnus. Paris, 18*9.

{^)-Tro2»ca.l nature. Londra, 1878.
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varie cause hanno agito e reagito in vari modi e sono state modificate da condizioni

dipendenti dall' età e dal sesso o per rivalità con nuove forme o per cambiamenti

geografici o climatici ».

Nell'anno 1879 il signor Grant Alien pubblicò un libro sull'origine e sullo

sviluppo dei colori degli ammali (1). Egli riassume in fine al libro le sue teorie nel

modo seguente :

« Gli Insetti danno origine ai fiori. I fiori producono negli insetti il senso dei

colori. Il senso dei colori dà origine ad un gusto pel colore. Il gusto pel colore dà

origine alle farfalle ed ai coleotteri brillanti.

« Gli Uccelli ed i Mammiferi danno origine ai frutti. I frutti danno origine ad

un gusto pel colore negli uccelli e nei mammiferi. Il gusto pei colori produce le

tinte esterne degli uccelli mosca, dei pappagalli e delle scimmie. I frugivori antenati

dell'uomo originano in esso un gusto consimile e questo produce i risultamenti finali

delle arti cromatiche umane ».

Queste conclusioni dell'Alien , in verità molto discutibili non vennero accettate

da molti Autori e il Wallace stesso le discusse in varie pubblicazioni (2).

La massima parte degli Autori che si sono occupati fino ad ora dello studio dei

colori degli animali hanno trascurato per lo piii di studiare quei gruppi di ammali

nei quaU le colorazioni sono poco appariscenti ed hanno generalmente rivolto la loro

attenzione al gruppo degli Uccelli ed a quello degli Insetti.

Ora a mio avviso è cosa importante osservare l' andamento della colorazione

sistematicamente ed ordinatamente in tutti i gruppi di animali dai più semplici ai

più complessi.

Questo io ho cercato di fare nel presente lavoro, lavoro destinato a riunire una

parte di quei materiali di cui il Wallace, come si legge nelle parole poste in capo

di questo capitolo, segna la mancanza.

Mi son messo ad esaminare perciò ordinatamente o sistematicamente giovandomi

delle collezioni dei Musei e principalmente di quelle del E. Museo zoologico di Torino

e delle più importanti e sicure opere iconografiche , tutti i gruppi di animali dai

Protozoi ai Vertebrati, notando :

1' La presenza e la frequenza de'vari colori, pigliando per base lo spettro solare.

2° I rapporti che le varie colorazioni hanno coli' ambiente , col nutrimento,

coi costumi, coir età, col sesso, colla superiorità organica, colla distribuzione geo-

grafica, ecc.

Prima di procedere oltre sarà bene che io dica che considero come colori il

nero, il Manco, ed il grigio, poiché il nero assoluto ed il Manco assoluto molto

probabilmente non esistono negli animali, poiché ciò che noi comunemente chiamiamo

nero non é altro che uno dei colori rosso, giallo, azzurro, verde, ecc. molto carico

ed intenso, analogamente il bianco presenta sempre una qualche leggerissima tinta.

(1) The eoìour-sense-its origin and development an esscry in eomparadvepsìjcholor/i/.Loniin, 1879.

(9) Nature, voi. 19, n. 492, 1879; e n. 495. (Vi si contiene uno scritto dell' Allbn in risposta

all'articolo del Wallace). Revue internai, des Sciences, del dottore Lanessan, voi. IV, 1879.
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Avvertirò ancora che nel discorso che segue io chiamo colori -rivaci e luminosi

il rosso, il giallo, il verde, l'azzurro chiaro; colori non vivaci il nero, il iruno, il

violetto, il grigio e il lianco; che io chiamo vivacemente co?onfó quegli animali nei

quali i colori luminosi predominano ed appariscentemente coloriti quelli nei quali la

colorazione è molto intensa e vistosa anche se formata da colori non luminosi.

CLASSIFICAZIONE DEI COLORI DEGLI ANIMALI.

Non è possibile dare coUe cognizioni attuali una classificazione naturale dei co-

lori degli animali.

La chimica e la fisica non han fatto ancora che sfiorare lo studio dei pigmenti

animali e da queste scienze soltanto si può aspettare la chiave dei fenomeni di co-

lorazione degli animali per quanto riguarda la loro natura intima.

Le varie classificazioni dei colori proposte dai vari Autori non riguardano per

lo più che qualche gruppo isolato di animali.

Il Wallace (1) cercò di dare una classificazione dei colori fondata sui servizi che

essi rendono ai loro possessori. « Let us therefore tacke a wider -vview of these colour

grouping them in to classes determined by what we know of their actual uses or special

relations to the habits of their possessors ».

Ecco la classificazione dei colori delle piante e degli animali del Wallace :

Animali

1° Colori protettori 1 Di animali aventi una maniera speciale di protezione.

2" Colori avvisatori ) l'i animali privi di modi speciali di protezione i

3° Colori sessuali < quali imitano quelli del gruppo precedente.

4° Colori tipici

Piante -- Colori attrattivi.

La via aperta dal Wallace può condurre a notevoli risultamenti; ma la sua

classificazione non è sufiiciente
,
poiché lascia in disparte molte maniere di colora-

zioni che non possono entrare nelle categorie da lui stabilite.

In quanto al gruppo dei colori tipici io lo credo soltanto sostenibile quando

lo si voglia riferire a colorazioni dei più semplici fra gli animali, ai Protozoi.

La classificazione del Wallace è buona , a mio avviso, salvo l' ultimo gruppo

,

essenzialmente per gli animali superiori, pei vertebrati.

Io ho cercato nella classificazione che segue di riunire tutte le maniere di co-

lorazione trovate nell'esame dei vari gruppi di animali.

Tropical nature, pag. 172.
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Io non parlo qui delle colorazioni delle parti inteme degli animali poiché ciò

esce dal campo in cui io voglio tenermi in questo lavoro. Eicercherò soltanto che

queste colorazioni sono spesso spiccate come ad esempio negli ovarii degli Echini e nelle

ossa di qualche Anfibio anuro.

10 ebbi già occasione in un mio precedente lavoro (1) di occuparmi della co-

lorazione azzurra che presentano le ossa dello Pseudis paradoza in seguito alla pre-

senza in esse di fosfato di ferro.

11 Peters osservò pui'e la stessa colorazione azzurro-verdastra nella Fscudis mi-

nuta, ma non ne diede alcuna spiegazione.

(I) Nota intorno alla colorazione naturale delle ossa di una specie di Anfibio anuro. Atti Accad.

delle Scienze di Torino, voi. XV, 1880.
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I colori delle parti esterne degli animali, per ciò che è della loro posizione,

possono difidersi, come già fece THagen, in due gi-andi categorie: in colori epider-

mici ed in colori ipodermici. I primi sono quelli che si trovano essenzialmente nelle

penne, nei peli, nello strato chitinizzato degli insetti, ecc.

Questi colori non variano molto dopo la morte dell'animale.

I secondi sono quelli che si trovano negli strati inferiori e molli della pelle e

che tingono spesso quelle parti degli animali nude di peli o di penne ; molti mam-
miferi ed uccelli ci presentano esempi di tali colorazioni. Naturalmente

;
queste due

categorie di colori non sono separate fra loro da un taglio netto e non è difficile

trovare esempi di colorazioni che potrebbero sostituire una categoria intermedia alle

due precedenti.

I colori detti epidermici possono essere prodotti dalla presenza di un pigmento

speciale, come si vede nella massima parte dei casi ; se questo pigmento ha forma

determinata ci si presenta sotto forma di cellule pigmentali , se non l' ha diffuso

egualmente per tutto il tessuto epidermico. Non di rado si trovano riunite nello stesso

animale le due maniere di colorazione.

I colori epidermici possono poi essere prodotti semplicemente da fenomeni di in-

terferenza luminosa, cagionati dalla presenza di minutissime laminette sovrapposte le

une alle altre in modo speciale, come nelle elitre di molti insetti, oppure dalla pre-

senza di strie o di peluzzi finissimi posti sulla parte esterna della pelle, o anche da

peli e da squame che, alla lor volta, hanno la superficie esterna solcata da minu-

tissime strisele le quali producono fenomeni di iridescenza, ecc.

I riflessi metallici, l'opacità, il vellutato, ecc., che si osservano in molti casi, o

nelle penne o sul capo di molti insetti provengono essenzialmente da strutture spe-

ciali della superficie della pelle o della produzione dermica.

La stessa tinta, lo stesso pigmento prendono un aspetto molto diverso secondo

che noi li vediamo attraverso ad una superficie liscia e riflettente o ad una super-

ficie rugosa od opaca.

In altri casi , non rari specialmente nelle penne degli uccelli o nello strato

epidermico degli insetti troviamo ad un tempo pigmento e fenomeni di interfe-

renza luminosa, quest'ultima prodotta dalla struttura della superficie della pelle stessa

In molti insetti, ad esempio nei carabici, gli individui di fresco trasformati hanno le

tinte molto più chiare che non quelli che hanno già qualche mese di vita. Orbene,

non è raro il caso di vedere sulle elitre o sul corpo dei riflessi iridescenti dovuti

alla struttura dell'elitra la quale più tardi diventa interamente colorita per la pro-

duzione di pigmento ipodermico o per altre ragioni poco note finora.

I colori degli animali dovuti ad interferenza luminosa considerando complessi-

vamente tutti gli animali, sono scarsi ; abbondano invece i colori prodotti da sostanze

pigmentali.

Naturalmente io non parlo qui della natura del colore delle cellule pigmentali

La scienza non ha ancora cognizioni sicure in proposito. Non è impossibile che le

colorazioni di alcune specie di cellule pigmentali siano dovute a fenomeni di

interferenza luminosa che si compiono nella sostanza costituente le cellule stesse.

Non è forse impossibile che i riflessi dorati di molti Pesci e di molti Anfibi abbiano
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la stessa origine di quelli clie si verificano in certe varietà di pirite e di calcopirite

e in altri minerali , cioè che uno strato sottilissimo , il più esterno , della sostanza

l)igmentale si ossidi (dico si ossidi per indicare una mutazione chimica probabile, non

avendo la scienza nessun dato positivo in proposito) e diventi iridescente essendo il

nuovo corpo così formato ridotto a grandissima sottigliezza.

Le colorazioni provenienti da fenomeni di interferenza pigliano il loro massimo

grado di sviluppo negli insetti e negli uccelli.

Lasciando in disparte questi argomenti veniamo ora a parlare dei colori degù

animali dal punto di vista dei rapporti che i colori stessi hanno coi costumi degli

animali e della utilità che recano a questi.

I colori degli animali si possono anzitutto dividere in colori utili ed in colori

indifferenti. Non tutte le colorazioni che noi osserviamo negli animali hanno una utilità

ben determinata per l'amniale stesso. Molte volte l'azione del colore è contro-bilan-

ciata, e spesso anzi superata dall'azione di altre cause
; per esempio dalle modifica-

zioni speciali delle forme, o dalla presenza di apparati di difesa o di offesa deter-

minati. Non sempre tutti i colori che noi osserviamo attualmente negli animali sono

colorazioni utili o indifferenti; molto probabilmente alcune sono realmente nocive

all'animale stesso.

II concetto dei molti filosofi dei tempi trascorsi, che cioè tutte le parti di un

animale hanno un uffizio determinato e prestabilito , non è un concetto giusto ed

oramai non è più guari sostenibile.

Nello stesso modo in cui in moltissimi animali (anzi in quasi tutti i gruppi di

animali, se ne trovano esempi), vi sono parti rudimentali che non servono più e

che quindi sono sulla via di scomparire, e in altri si trovano parti le quali sono

soltanto, per dk così, abbozzate e tendono a svilupparsi ed a perfezionarsi, così anche

nelle colorazioni degli ammali , io credo che si debbano ammettere delle colorazioni

le quali tendono a scomparire e sono gli avanzi di colorazioni primitivamente esi-

stenti, e colorazioni le quali tendono a svilupparsi e a dare un nuovo aspetto al-

l'animale.

In poche parole io credo che si possano stabilire delle categorie di colorazioni

rudimentali analoghe alle categorie di organi rudimentali.

Queste colorazioni rudimentali possono quindi essere di due maniere: rudimen-

tali residue o rudimentali incipienti.

Gli esempi di queste categorie di colorazioni sono abbondantissimi negli animali

si trovano in tutti i gruppi di animali che hanno una vita di relazione un poco

intensa.

Troviamo frequentissimamente nello stesso animale ad un tempo colorazioni ru-

dimentali e colorazioni incipienti. E cosa spesso assai difficile il dire se una deter-

minata colorazione rudimentale sia incipiente o residua. Per ciò fare bisogna studiar

bene i costumi dell'animale, i luoghi in cui vive, i corpi che lo circondano ecc.,

onde poter determinare bene se una data colorazione possa essere o non essere pro-

tettiva.

Gli animali non sono coloriti in un modo stabile e definitivo ; ma vi è una lotta

per dir così, fra l'animale che tende spesso ad assumere colorazioni vivaci e i colori



336' EICERCHE INTORNO ALLA DISTRIBUZIONE PEI COLORI NEL REGNO ANIMALE

che tendono a svilupparsi, e la scelta naturale che cerca di sviluppare soltanto al-

cuni determinati colori, facendone scomparire certi altri. Lo studio della distribu-

zione dei colori nel regno animale conduce ad accettare l'opinione del Wallace (1),

intomo alla produzione dei colori stessi. « It seems, egli dice, a fair conclusion that

colour per se may he considerat to he normal, and to need no special accounting for;

while the ahsence of colour (that is, either white or blak), or the prevalence of certain

colours so the Constant exclusion of otters , mut he traced , lite other modifications

in the economy of living things, to the needs of the species. Or looking at it in

another aspect, we may say, that amid the Constant variations of animals and plants

colour is ever tending to very and to appear where it is ahsent: and that naturai

selection is constantly eliminating sudi tints as are injui'ious to the species , or pre-

serving and intensifying such as are useful ».

Possiamo dire dunque che gli animali tendono a prendere colorazioni vivaci.

11 colore è una conseguenza, per dir così, dello sviluppo dei loro tessuti. A queste

conclusioni si giunge principalmente esaminando il sistema di colorazione degli animali

più semplici.

Nei Protozoi, sopratutto nei Eizopodi, le colorazioni sono spesso vivacissime ed

intense. Noi troviamo per esempio delle specie, in cui la massa protoplasmatica è di

un rosso vivacissimo ; altre in cui essa è di un azzurro intenso , altre ancora in cui è

gialla, ecc. Queste colorazioni spiccate, uniformi e decise si mantengono pure più o

meno evidentemente nei Celenterati, negli Echinodermi e nei Vermi; a misura che

si sale nella serie zoologica, queste colorazioni si modificano e possiamo dire che in

complesso tendono a dar luogo a tinte più oscure e più cupe ; tendono a produrre

il bruno e il nero. Ciò si può vedere molto bene paragonando i sistemi di colora-

zione dei vari gruppi di animali, e sopratutto degli animali superiori.

Eitornando alle colorazioni rudimentali, dirò che esse sono frequentissime, poiché

quasi tutte le specie dei generi un po' numerosi ne offrono esempi.

Le colorazioni rudimentali residue si trovano spesso nelle parti dell'animale che

sono meno in vista e ciò avviene sopratutto quando si tratta di colorazioni molto

vivaci ed appariscenti. Negli Uccelli, per esempio, le parti inferiori dell'addome, il

sottocoda, le parti interne delle ali, ecc., hanno colorazioni assai vivaci, mentre quelle

delle parti superiori dell'addome, del petto e delle parti superiori sono invece oscure

e sbiadite. Anche nei Mammiferi non di rado si trovano casi di colorazioni più

oscure nelle parti inferiori che non nelle superiori. Lo stesso si può dire pei Kettili,

e sopratutto per gli Anfibi in cui (anche nelle specie dei nostri paesi, nel Bomhi-

nator igneus per esempio : nella Salamandrìna perspiallata ed in molti altri casi),

le parti superiori sono brune o nerastre e le parti inferiori sono invece vivacissima-

mente macchiate di rosso, ecc. La stessa cosa poi , e sopra una scala vastissima si

osserva negli Insetti, sopratutto nei Lepidotteri, negli Ortotteri e nei Coleotteri. Molti

Coleotteri per esempio (Cicindele, Geotrupidi, ecc.) , hanno le parti inferiori con dei

riflessi metallici splendidissimi , mentre le loro parti superiori sono invece oscure,

opache, grigiastre o verdastre, secondo i casi. Negli Ortotteri frequentemente le ali

(1) Op. cit.
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inferiori sono riccamente colorite, mentre l'opposto accade per le ali superiori. Cosi

pure in molte specie le colorazioni si osservano nella parte inferiore delle zampe,

là doTe essa è poco in vista. Nei Lepidottei-i le ali inferiori hanno spesso il loro

margine superiore, quello che rimane normalmente più o meno ricoperto dalla parte

posteriore dell'ala superiore vivacemente colorite. Così pure nella specie in cui, mentre

l'animale è in riposo, le ali ricoprono l'addome, questa parte è spesso tinta di co-

lori appariscenti. La stessa cosa si può dii-e pei Rincoti, per gli Aracnidi e pei

Crostacei.

Le colorazioni rudimentali incipienti nella maggior parte dei casi cominciano

invece ad apparire nelle parti che sono più in vista, e si estendono poi a poco a

poco alle altre.

Nelle ali inferiori dei Lepidotteri, per non citare che qualche esempio, è dalla

periferia che in generale comincia la colorazione oscura, la quale va a poco a poco

avvicinandosi al margine superiore ed interno dell'ala stessa, parte che, come già

si è detto, è generalmente l'ultima a perdere le colorazioni appariscenti.

Nei Geotri(_pidi già citati, la parte più opaca o meno vivacemente colorita è l'alto

del dorso. Le strisele longitudinali elegantissime e vivaci che in molti Carabus cir-

condano esternamente le elitre sono molto probabilmente colora2doni residue di una

colorazione che si estendeva a tutta la parte superiore dell'animale. Lo stesso fatto

si può osservare in molti uccelli.

Le colorazioni rudimentali incipienti cominciano invece ad apparire nelle parti

che sono più in vista e si estendono poi a poco a poco alle altre.

Nei Geotrupidi, ad esempio, già citati, la parte opaca e meno vivacemente co-

lorita è l'alto del dorso. Negli uccelli le colorazioni rudimentali incipienti cominciano

generalmente ad apparire sul dorso.

Quanto meno è in vista la regione nella quale si trova la colorazione rudimen-

tale residua, tanto più questa è stabile nell'animale.

Quanto più la colorazione rudimentale incipiente è diversa di tinta e di tono

da quella già esistente, tanto più presto la colorazione rudimentale residua scompare

dall'animale riducendosi alle parti meno visibili dell'animale stesso.

Le colorazioni non solo servono a rendere meno visibile l'animale ai proprii ne-

mici, ma anche a renderlo meno visibile a quegli animali di cui si vuole impa-

dronire.

Nel corso del lavoro ho menzionato molti esempi di colorazioni utili in questo

senso. Ricorderò tuttavia la colorazione dello Spilornis lioìospiìa, rapace diurno il quale

ha, principalmente nelle parti inferiori, un sistema di macchiettatura non come pre-

domina nel gruppo dei Rapaci ma analoga a quella che presentano varie sorta di Uccelli

viventi nella stessa regione. È probabile che la colorazione in discorso serva all'animale

per avvicinarsi non visto alla preda.

Nella categoria dei colori attrattivi io metto quei colori vivaci che si trovano

spesso negli animali o privi al tutto di movimento , o dotati di movimento scarso
;

come le Attinie, alcuni Echinodermi, certi Vermi marini, ecc. Io credo che i colori di

questi animali agiscano verso gli altri animali come i colori dei fiori della terra emersa.

È rm fatto noto e che può essere facilmente verificato da chiunque che i colori vivaci

Sekie II. Tom. XXXVI. t'
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attirano gli animali e soprattutto gli ammali acquatici. Il Cuvier (1) ha a questo pro-

posito le parole seguenti: « Lorsqu'ils se trouvent (parla dei Physeter) eloignés

des còtes, leur nourriture principale consiste en une espèce de sèche (Sepia octopedia);

près de terre ils se nourrissent de poissons parmi lesquels s'en trouvent des petits et

d'autres qu'ont la taille moyenne d'un saumon. Les pècheurs etM. Beale admettent cette

opinion, pensent que pour s'emparer de sa proie le cachalot descend à une certaine

profondeur et qu'il ouvre sa màchoire de manière qu'elle forme un angle droit avec

la màclioire opposée. La blancheur de ses dents attire alors les sèches , comme

elles le sont par toutes les couleurs brillantes et mème les poissons qui sont avalés

dès qu'ils se trouvent en quantità suifisante Ce qui porte M. Beale à admettre

l'idée des pècheurs, que c'est par une sorte d'attrait que ces petits animaux se rendent

dans la guele du cachalot et qu'ils ne sont point poursuivis par cet animai c'est qu'il

a vu des cachalots entièrement privés de la vue, et d'autres qui ne pouvaient faire

aucun usage de leur màchoire inférieure monstrueusement conformée, ètre aussi bien

nourris. avoir autant de graisse que ceux dont l'organisation était la plus parfaite ».

I colori attrattivi , si noti , sono principalmente sviluppati negli animali marini

ed in quelli in cui la locomozione è scarsa o manca interamente.

I colori avvisatori sono quelli che rendono l'animale molto appariscente e lo

proteggono facendolo distinguere da altri. In questi casi l'animale è per lo più pro-

tetto da secrezioni velenose o da odori forti, ecc.

Nei colori deviatori entrano tutti quelli che tendono a portare l'attenzione del

nemico sopra parti di poca importanza per l'animale. Così ad esempio le macchie ocu-

Hformi delle ali di molte farfalle che sono collocate quasi sempre alla periferia del-

l'ala. Cos'i le appendici intensamente colorate di molti animali, ecc.; il Darwin ed il

Wallace hanno nelle opere ripetutamente citate, studiato a lungo questa categoria di

colorazioni.

Un'altra categoria di colori ci presentano gli animali, categoria che io chiamo

dei colori indifferenti. Queste colorazioni sulle quali probabilmente ha poca azione

la scelta naturale, sussistono costanti poiché l'animale ha altri- mezzi di protezione,

come in integumento molto duro, la presenza di un dermascheletro , di una con-

chiglia, ecc.

In un'altra categoria speciale io colloco i colori tipici.

II gruppo dei colori tipici quali io lo intendo è diversamente costituito da quello

della classificazione del Wallace.

In questo gruppo io colloco semplicemente i colori che si incontrano nei più

semplici fra i Protozoi. Quei colori che negli altri animali inscui'endosi o facendosi più

chiari o mescolandosi fra di loro danno luogo a tutte le svariatissime colorazioni

degli ammali stessi. Il rosso, il giallo, l'azzurro e il verde puro dei Protozoi sono

colori tipici.

(1) Histoire naturelle d^s Ce'tace's. Paris, 1836, pag. 38i.
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Un'ultima grande categoria di colori comprende le colorazioni sessuali.

La teoria della scelta sessuale quale venne escogitata dal Darwin, non è suffi-

ciente per spiegare le colorazioni sessuali.

In moltissimi casi i colori sessuali si possono spiegare colla semplice scelta

naturale e colle leggi dello sviluppo dei colori in rapporto collo sviluppo delle

forme (1).

Il Wallace nell'opei-a ripetutamente • citata espone a lungo le ragioni per le quali

la teoria della scelta sessuale non può spiegare la produzione delle colorazioni ses-

suali. Io non ripeterò qui le conclusioni del Wallace, dirò solo che le differenze sessuali

di colori si incontrano anche in molti animali inferiori, cóme ad esempio, nei Cro-

stacei, come dimostra il Weismann, nei Celenterati (^Galeolaria aurantiaca), ecc. In

questo ultimo caso i colori dei maschi sono gli stessi di quelli delle femmine ma
molto più intensi. In queste ultime abbiamo del giallo pagliarino nei primi invece

abbiamo del giallo arancio.

Ciò si verifica spessissimo colle differenze sessuali di colorazione anche negli

animali superiori: Uccelli, Insetti, Mammiferi, ecc. Spesso il giallo chiaro delle fem-

mine passa nei maschi in giallo arancio od in rosso. L'azzurro chiaro delle femmine

passa nei maschi in violetto od in nero , il verde in rosso, il giallo verdastro in

verde intenso, ecc.

In generale si può dire che quanto maggiori sono le differenze di forma fra i

due sessi, tanto maggiori pure sono le differenze di colore.

Si trovano certi casi nei quali le femmine hanno colori più vivaci dei maschi.

Ciò si può spiegare ricorrendo anche qui agli animali inferiori. Nei Cefalopodi ad

esempio il maschio della Loligo sagittata è meno intensamente colorito della femmina

ma ne è anche meno sviluppato. Non sono rari gli esempi analogi in altri gruppi di

anim ali inferiori.

Le differenze sessuali di colore sono molto variabili nel loro sviluppo nei di-

versi gruppi di animali, non solo nelle grandi divisioni, ma nella stessa famiglia e

nel genere stesso.

PROTOZOI

La massima parte dei Protozoi è al tutto scolorita : il loro corpo è trasparente

e ialino: talvolta essi presentano colorazioni accidentali dovute a sostanze estranee in-

trodotte nell'interno dell' organismo. In qualche caso vi ha una colorazione propria

uniformemente sparsa per tutta la sostanza dell'animale oppure dovuta a granuli co-

lorati i quali si accumulano più o meno in varie parti del corpo. Nei Protozoi si

incontrano : il rosso, il giallo, Vazziirro ed il verde.

lì verde è frequente nei Plagellati ed in vari Infusori propriamente detti. Tal-

volta la colorazione verde è molto intensa come nel genere Euglena {E. geniculata.

(I) Si consulti a questo proposito P. Mantbgazza. L'elezione sessuale e la neogenesi. Archivio

per l'antropologia e l'etnologia, voi. I, 1871.
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E. longicauda, ecc. (1), nel genere Uyella U. virescens) nel Chilomonas parame-

cium, ecc. (2).

Al verde tìen dietro per la frequenza il giallo il quale accompagna talvolta il

verde nella stessa specie. Pare che il giallo provenga da una modificazione del verde

prodotta da modificazione chimica della sostanza dell'animale stesso. Il giallo è tal-

volta molto intenso come nelle Vaginicole e in vari Eizopodi. La massa centrale ad

esempio della Acliantodermia ]}olihroclia è di un bel giallo. Sia in questa specie, sia

nella Cyrtidosphaera echinoides sia in altre vi sono fra i pseudopodi numerosi cor-

picciuoli di color giallo vivacissimi (3).

Il rosso non è raro nei Protozoi e talvolta come nella Oxytricha mòra, nell'^cfó-

nelius imrpureus, ecc. (4) costituisce la colorazione di tutto l'animale.

Il rosso accompagna molto frequentemente il verde e in vari casi, come ad esempio

-aeW 0;]cytriclia flava, lo si direbbe una modificazione del giallo.

L' azzurro è molto meno frequente. Esso è talvolta diffuso per tutto l'animale

come in varie specie di Dììephis : altre volte è solo nella massa centrale nella Cyr-

tidosphaera echinoides.

Nei Protozoi finalmente il giallo volge talvolta al bruno.

CELENTERATI

I Celenterati hanno spesso colorazioni vivaci : ora esse sono limitate alle parti

interne degli animali, ora sono esterne.

II verde è scarso nei Celenterati nei quali è abbondante invece il bruno.

Il corpo è spesso trasparente e ialino : in molti casi la colorazione è dovuta so-

lamente alla fosforescenza.

Nelle spugne predominano i colori uniformi e poco appariscenti : quantunque

si abbiano in essi tinte rossastre come nel Pandarus acanthifolium , nelVEuryades

notahilis (5), n&W Halisasca ìohularis var. purpurea (6) e come nella Tetilla

radiata (7).

Il giallo è frequente. Il verde è invece scarso. Si trova il verde nélVAmpJiintedon

viridis nella Tetilla euplocamus nella Spongia dumentosa.

Si trova pure il violetto come nelVITyrtios museiformis. Hanno ad esempio co-

lorazioni scure, quasi nere, la Calospongia, mollis, la C. scalaris, la C. cavernosa,

VHiscinia spinulosa (8).

(1) Frombntel, Études sur les microzoares. Pai'is, 1874, tav. XXII.

(2j O-BiJTSCHLi, Beitràge zur Kenntniss der Flagellaten. Zeit.
f. Wiss. zool. , voi. 30, tav. XI-XV,

1878.

(3) F. CoHN, Neu Infusorien in See aquarium. Zeit.
f.

Wiss. xool., voi. 16, 1866, tav. XIV e XV.

(4) E. Haeckel, Zeit.
f.

Wiss. looL, voi. XV, 1865, tav. XXVI.
(o) P. DuchaSsaing 6 (j. MicHELOTTl, Spongiares de la mer Caraihe. Harlem, 1864, tav. XX e XXV.
(6) E. SoHULZE, Zeit. f. Wiss. zool., voi. XXVIIl, 1877, tav. I,

(7) E. Selenka, Zeit.
f.

Wiss. zool, voi. XXXIII, 1879, tav. XXVII.

(8) ScHULZE, Zeit.
f.

Wiss. 3ool., voi. XXXH e XXXIII.



DEL DOTT. LORENZO CAMEKANO 341

Le colorazioni , fatto degno di nota , variano anche negli individui della stessa

specie. Così neWHaìisarca lohularis troviamo una vai'ietà di color rosso ed una di

color porporino (1).

Negli Alcionari si hanno a un dipresso le stesse tinte delle spugne, talvolta con

gradazioni vivacissime. Nei Madreporari le cose vanno come negli Alcionari : ma le tinte

sono in generale meno intense.

Gli Attiniari hanno invece colorazioni vivaci, eleganti e svariate, e spesso lo stesso

animale presenta l'unione di due o piii colorazioni ben spiccate. Il verde, scarso nei

gruppi precedenti, torna a trovarsi, il che è in rapporto col loro corpo molle e col

loro vivere fra le alghe marine le quali spesso sono verdi.

In molte specie , la parte superiore del corpo ed i tentacoli sono vivacemente

coloriti e danno all'animale, quando espande i tentacoli, l'aspetto di un fiore, come

ad esempio nella Cariophylìia Smithii nella Sagastia venusta, nel Ceriantlius lìoyrdii.

È probabile che come i fiori i quali coi loro splendidi colori attirano gli insetti, le

Attinie attirino gli animaletti marini colle loro colorazioni insidiose. Ciò è in rapporto

colla scarsità dei movimenti di questi ammali, e coU'essere le colorazioni vivaci nelle

parti più in vista dell'animale stesso.

Nelle Idromeduse e nei Ctenofori spesso il corpo è trasparente e ialino e tal-

volta a colorazioni leggiere. In vari casi fra le Meduse si hanno tuttavia colorazioni

ed anche macchiettature molto intense e vivaci come ad esempio nella Chrysaora me-

diterranea, ecc. (2).

Si hanno frequenti colorazioni dovute a fenomeni di fosforescenza.

Nelle Idre d'acqua dolce si hanno colorazioni delicate, rosee, verdi, giallastre o

bruniccie. Un fatto importante per la questione dei colori sessuali si osserva nella

Galeoraria aurantiaca Vogt, nella quale gli individui maschili sono di color giallo

arancio intenso, mentre gli individui femminili sono invece di color giallo pallido.

Questo fatto è un buon argomento in favore della teoria che considera la causa

prima dei colori sessuali maschili come un portato della maggiore attività vitale del

maschio indipendentemente dall'azione diretta della scelta sessuale.

Per quanto riguarda i fenomeni di fosforescenza si consultino le opere del Panceri

e fra le altre le seguenti:

La luce e gli organi luminosi dei Beroides (Atti E. Accademia di Scienze Fi-

siche di Napoli, 1871).

Intorno alla sede del movimento luminoso nelle Campanularie , Ibid.
,

1876.

(1) F. E. SCHULZE, Op. cit.

(2) E. Haeckel, Das System der Medusen, tav. XXXI. Jena, 1880.
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ECHINODERMI

Negli Echinodermi vi è in generale poca ricchezza di tinte. Gli Asteridi e gli

Olotondi sono i gruppi più viTacemente colorati.

Negli Asteridi predomina il giallo-rosso il quale occupa talvolta tutto il corpo

e si inscurisce qua e là formando delle macchiettature come neWAsterias aurantiaca

nel Goniodiscus placentaeformis, nell' Asteriscus Pancerii, ecc. (1). La colorazione

è uniformemente gialla ; ma è meno vivace neW OpJnonycJia flaccida, neWOphiolepis

elegans, ecc. (2). In altri casi troviamo il violetto, il verdiccio, il bruno ed il grigia-

stro. Queste varie colorazioni si trovano anche riunite in modo elegante nello stesso

individuo come néìVHermipJiolis cordiphera, neW Ophiopholis belJis, neWOphiura ìiol-

nesii. I raggi hanno macchiettature disposte in serie trasversali. Variano spesso le co-

lorazioni delle due parti dell'animale : le parti superiori hanno spesso colori più vivaci

delle inferiori. E possibile che anche qui come negli Attiniari si abbia esempio di co-

lorazioni insidiatrici.

Negli Echinidi predominano il bruno, il nerastro, il grigio ed il violetto. Le parti

dure esterne sono spesso fasciate di bruno e di chiaro come neWEcliinus mamillatus.

Internamente gli ovarii di varie specie sono di color rosso-aranciato.

Gli Oloturidi hanno spesso colorazioni vivaci ed eleganti come nella Soloturia

elegans, altre volte la colorazione è uniforme e dimessa come nella Holoturia oceanica,

nella Fistiilaria lilla e in altre specie affini. Altre volte finalmente il corpo è tra-

sparente e leggermente roseo-violetto con striscio bianchiccie, come nella Synapta dii-

vernaea.

VERMI

Il sistema di colorazione dei Vermi è molto vario e vi troviamo sistemi di co-

lorazione che ricordano quelli dei Molluschi, dei Celenterati, ecc.

Nei Platelminti e nei Nematelminti gruppi che comprendono essenzialmente forme

endoparassite, le colorazioni mancano o sono sbiadite ed appena accennate.

Nelle Planarie invece la colorazione è vivace e variata e ricorda, soprattutto quella

delle forme marine, quella dei molluschi nudi. Nelle Planarie troviamo il verde, il

giallo, il rosso, il nero, il gi'igio, il bruno e frequentemente varie di queste tinte sono

riunite nello stesso individuo. Talvolta l'animale è di color bianco lattiginoso.

I Gefiriei rassomigliano in complesso per la colorazione alle Planarie. Gli Irudinei

hanno colorazioni più intense e in complesso meno vivaci che non nei Vermi dei due

gruppi precedenti. Le macchiettature sono spesso notevoli e spiccate, come si osserva

in varie specie di Bdellidi e nella sanguisuga comune. Le parti superiori sono in ge-

nerale più oscure delle inferiori.

(1) F. Gasco, Renate. Accad. Scienze Fis. ili Napoli, 1876.

(2) T. Lyman, Ophinridae and Asterophitide. llluslred Calai, of. i. Mus. Camp. Zool. A. Horioard

College, a. 1, ia6"'.
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Nei Chetopodi le colorazioni sono variabilissime e spesso molto eleganti, in essi

ti'oviamo uu nuovo esempio di colori /iisid/atori:

Nei PJiì/ìlodoce, nelle Eulaìia, nelle Arenicole, nelle Serpiile, nelle Pectinaria,

nelle Terebelle, ecc. si trovano i colori die abbiamo osservato nelle Attinie ed a un

dipresso anche colla stessa intensità.

Negli Anellidi provvisti di astuccio calcareo la parte che 1' animale tiene fuori

usualmente dall'astuccio è vivacemente colorita e ricorda le corolle dei fiori. È pos-

sibile che anche qui si abbiano colori insidiatori come nelle Attinie.

'Nell'Eunice magnifica i tentacoli sono fasciati di bianco rossastro o di bruno-

nerastro. Un analogo sistema di colorazione si incontra nel Ceriantlms lioydii nel

quale i tentacoli sono fasciati di rosso e di bianchiccio. In non pochi Anellidi marini

vi sono colorazioni dovute alla fosforescenza : il Cìiaetopterus variojoedatus, il Balano-

gJossus minutus, V Odontosylìis ctenostoma hanno una bella luce verde, il Folycirrus

aurantiacns ha luce violetta, ecc. (1).

Negli Oligocheti finalmente le tinte sono meno spiccate e meno svariate che non

nei Policheti. Nei primi predominano il rossiccio, il gialliccio od il bruno chiaro. Vi

sono spesso colorazioni iridescenti. Si vuole che in qualche caso si abbiano fenomeni

di fosforescenza come nel Lumhricus terrestris. Ciò merita di esseire mefflio studiato.

ARTROPODI.
CROSTACEI

Il sistema di colorazione dei Crostacei si scosta notevolmente dai sistemi di co-

lorazione della maggior parte degli altri Artropodi o si avvicina invece a quello dei

Molluschi. A ciò contribuisce certamente e la natura del dermoscheletro e il mezzo

nel quale la massima parte dei Crostacei suole vivere. Anche nei Crostacei le forme

parassite hanno colorazioni meno vivaci e meno svariate delle forme libere.

Nei Cirripedi, nei Copepodi, negli Ostracodi e in una parte dei Fillopodi spesso

il corpo è trasparente e privo di colore : ora vi è qualche tinta rosea o verdiccia.

Talvolta si hanno colori spiccati ed intensi come in qualche Cipris e in varie forme

di Dafnidi. II Weismann (2) osservò in questi ultimi fenomeni notevolissimi rispetto

alla colorazione:

« 1. Eine Ideine zahl von Daphnoiden besitzt bunte Fàrbungen, welche selten

rnir bei dem einen Geschlecht , meist bei beiden und zwar , theils in verschiedener

theils in gleicher Starke entwickelt sind.

« 2. Diese Pigmentirungen miissen als Schmuckfarbungen augesehen werden

,

welche von dem einen Geschlecht allein (wahrscheinlich meist dem mànnlichen) zuerst

(1) Panceri, La luce e gli organi luminosi di alcuni Anellidi. Rend. Accad. delle Scienze di Na-

poli, 1875.

(2) Ueher die Schmuckfdrben der Daphnoiden. Zeit.
f.

Wiss. zool, voi. XXX, suppl. 1878, p. 163,

t. VII.
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erworben in den meisten Fàllen, aber sodann auch auf das andere Geschlecht iìber-

tragen worden. Es ist denkbar, dass diese Uebertragimg dadurch wesentlich beschlen-

nigt wurde, das « alternirende Zuchtwahl » eintrat ; so zwar , das im Beginn jeder

Sexualperiode die dann nodi seltenen Milnnchen die schonsten Weibchen wàblten

,

gegen das Ende der Sexualperiode aber die Weibchen die Auswabl unter deu zahl-

reichereu Manncben hatten. »

Le specie pelagiche di questo gruppo presentano il sistema di colorazione che si

trova in quasi tutti gli animali pelagici. Eiferirò a questo proposito le osservazioni

seguenti del Pavesi (1). « Un fenomeno assai curioso ho notato nei crostacei del lago

di Garda ; voglio dire che quelli tolti da 15 e più metri di profondità invece di

essere al solito incolori e trasparentissimi , mi apparirono leggermente azzurrognoli.

Non si dica che la mia retina mantenesse l'impressione del colore delle acque, perchè

doveva vedere azzurrino ogni altro simile oggetto circostante mentre li vidi nello stesso

tempo delle tinte normali, e seguii benissimo l'opacamento delle Leptodore quando le

immersi nell' alcool. Io credo di scorgervi un fatto di mimicrismo , come i tanti già

noti che affettano anche i vertebrati e mi ricordo di averlo pure osservato in certi

acalefi marini ».

Nei Pecilopodi le colorazioni sono generalmente poco spiccate e poco variate.

Negli Artrostraci e nei Toracostraci il sistema di colorazione è variatissimo e

spesso molto vivace ed elegante. E in questi crostacei che si trovano colorazioni e

macchiettature che ricordano quelle di molte conchiglie di molluschi marini.

Le specie di piccola mole degli Artrostraci sono molto notevoli inquantochè ci

presentano frequentissimi casi di colorazioni mimetiche. In queste specie il verde è

relativamente abbondante. Non è raro eziandio il rosso. Si può dire che questo gruppo

di crostacei è per molte forme il rappresentante degli Ortotteri fra gli insetti : e si

noti che non solo esso rappresenta questi insetti nel sistema di colorazione, ma, fino

ad un certo punto , anche nella forma , come si può vedere nelle specie del genere

Carrella, Frotella (P. pJiasma, ecc.).

Questo gruppo di crostacei comprende pure un certo numero di forme pelagiche.

Queste forme hanno un sistemagli colorazione analogo a quello di tutti gli animali

inferiori pelagici : hanno cioè il corpo più o meno trasparente e tinto in azzurro chiaro

in roseo chiaro. Le specie del genere Plironhna le stesse PhyUosome e molte

altre larve pelagiche di crostacei Toracostraci presentano il sistema di colorazione

sopra menzionato. Non di rado in quelle specie pelagiche si trovano delle macchiet-

tature rosse assai spiccate, il che si verifica pure in altri animali pelagici appartenenti

ad altri gruppi di animali.

Fra gli Artrostraci stessi troviamo poi dei gruppi di forme {Oniscidi, Armadi1I/di\

nei quali il sistema di colorazione è in rapporto colla loro vita terrestre. In questi animali

predominano le tinte nere, brune e grigie, intense, con macchiettature gialle e rosse

più meno abbondanti e spiccate. Nei Toracostraci le colorazioni sono quasi sempre

ben spiccate, predominano in essi tuttavia il rosso e il giallo, ora sbiadito, ora invece

(I) Ulteriori studi sulla fauna pelar/ira dei laghi ilaliani. R. Istituto Lombardo, 1870.
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molto intenso. Frequentemente si hanno delle macchiettature molto evidenti. Non sono

raii il bruno, il grigio ed anche il nero schietto
;
più raro invece ma meno di quanto

si potrebbe immaginare a primo aspetto è l'azzurro
; poi viene il verde sbiadito.

Nei Crostacei di questo gruppo si trovano esempi abbastanza spiccati di colora-

zioni rudimentali residue o incipienti, colorazioni che troveremo poi in maggior quantità

negH Insetti e negli altri animali superiori agli Insetti.

Non di rado le colorazioni vivaci sono ridotte a parti poco in vista. Qualche volta

però, come per esempio in molti Paguri, sono invece quasi tutte co'_centrate in quelle

parti che rimangono fuori della conchiglia protettrice. Queste parti hanno per lo più un

colore nero intenso. È difficile trovare una spiegazione di questi fatti.

Non sarebbe al tutto impossibile che si trattasse in questo caso di un colore

insidioso.

Un caso di colorazione notevole è quello che ci presenta il Gelasimus chloro-

plitaìmus in cui la chela più sviluppata è di un rosso vivacissimo , mentre tutte le

altre pai'ti dell'animale sono invece di un verdastro più o meno macchiato di scuro.

Menzionerò pure la Lupea pelagica per la sua colorazione e per le sue mac-

chiettature analoghe a quelle di varie conchiglie marine.

In generale si può dire che la colorazione di questi animali li protegge, unifor-

mando più meno il loro colore con quello del suolo o degli oggetti circostanti. Cos'i

si spiegano le macchiettature che danno un'idea della ghiaia e delle sabbie variopinte

dei fondi marini ; così si spiegano le tinte azzurrognole e violacee, variamente screziate

che ricordano l'aspetto di molte roccie ; così pure si spiegano ancora i colori verdastri

rossastri che ricordano i colori delle alghe marine.

Non di rado si trova pure il nero ; si noti che questa tinta è per lo più svi-

luppata sulle estremità, dove costituisce delle macchiettature ben evidenti.

BMEIAPOBI ed ARACNIDI

La colorazione degli Aracnidi e dei Miriapodi è più ricca di toni oscuri e neri

ed è in generale più intensa
, quantunque in complesso meno vivace , di quella dei

Crostacei.

Le specie che vivono fra le erbe ed i fiori sono più vivacemente colorite e più

macchiettate di quelle che vivono fra i sassi e sul terreno.

Le specie più grosse hanno colorazione più uniforme e scura delle altre.

Le colorazioni mimetiche sono frequenti ed accompagnano spesso le modificazioni

di forma.

Sono in complesso poco spiccate le differenze sessuali di colore.

Sekie II. Tom. XXXVL



346 RICERCHE INTORNO ALLA DISTRIBUZIONE DEI COLORI NEL REGNO ANIMALE

INSETTI

Ortotteri. — Nei Forficulidi, nei Blattidi e nei Grillidi che vÌTono in buche

o fra i detritus caduti sul suolo le colorazioni sono poco spiccate ed oscure. Nelle

Mantidi, negli Acrididi e nei Locustidi che vivono fra i cespugli e le erbe le colora-

zioni sono chiare, vivaci o variate.

Più variata ed intensa è la colorazione dei Libellulidi.

Le colorazioni molto vivaci sono per lo più nelle parti dell'animale che sono

meno in vista.

Il colore, la figura e la disposizione delle macchiettature sono per lo più in

rapporto colle modificazioni di forma delle varie parti.

Le differenze sessuali di colore sono spesso spiccate. Ora il maschio è meno

colorito della femmina , come nei Mantidi o nei Fasmidi , ora invece è la femmina

che è meno intensamente colorita, salvo qualche caso come n^'Aeschna mixta in

cui la femmina ha le ali di colori più intensi del maschio come nei Libellulidi.

Rincoti.

Nei Eincoti la varietà o la vivacità dei colori è maggiore in quei gruppi nei quali

vi ha una grande varietà di forme.

Le specie parassite hanno colorazioni sbiadite, residui di colorazioni vivaci pos-

sedute dalla specie prima del suo adattamento alla vita parassita , od anche sono

affatto scolorite.

Le specie acquaiuole hanno colorazione più cupa e meno intensa e più uniforme

di quelle terragnole. In queste specie le colorazioni vivaci sono per lo più nelle parti

più nascoste. Invece nelle forme terragnole e che fanno vita sui fiori o fra i cespugli,

come ad esempio nei Pentatonidi, le colorazioni più vivaci sono nelle parti più na-

scoste e servono forse come colorazioni awisatrici.

Le differenze sessuali di colore sono nei Eincoti generalmente poco spiccate.

Ditteri.

Nei Ditteri le colorazioni sono spiccate ed intense, ed il nero schietto è molto

abbondante costituendo numerose macchiettature. Il giallo accompagna frequentemente

il nero. Il verde è all'incontro assai scarso.

Le specie parassite hanno colorazioni meno intense e più uniformi e meno mac-

chiettate delle altre.

Le larve sono per lo più scolorite, salvo quelle che vivono nell'acqua, le quali

talvolta hanno colorazioni vivaci.

Le differenze sessuali di colore sono in generale piccole (salvo nei Bibionidi).

Piccole pure in generale sono le differenze sessuali di colore.
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Lepidotteri.

La colorazione dei Lepidotteri varia secondochè la si considera nei Lepidotteri

notturni o nei Lepidotteri diurni.

Nei Lepidotteri notturni la colorazione è in complesso meno vivace che non nei

diui'ni , tuttavia sia negli uni che negli altri vi sono forme a colorazione vivace ed

altre a colorazione oscura e sbiadita.

Frequentissima sono nei Lepidotteri le colorazioni protettrici, imitatrici e molto

spesso accompagnano le modificazioni di forma.

I Lepidotteri presentano esempi notevoU di colorazioni deviatrici e di colora-

zioni awisatrici.

Ad un grande sviluppo di ali corrisponde frequentemente anche una grande in-

tensità di colorazione.

La- colorazione delle larve è eminentemente protettiva.

Le larve presentano talvolta casi spiccati di policroismo , come ad esempio le

larve del SoniHx salicis, ecc.

Non vi è, a quanto pare, alcun rapporto fra la colorazione delle larve e quella

degli insetti perfetti.

I Lepidotteri corrispondono per la varietà , la vivacità , ed anche per l' accop-

piamento dei colori agli uccelli.

Sono frequenti nei Lepidotteri i casi di policroismo , i quali accompagnano i

casi di polimorfismo. Qualche volta i primi sono indipendenti dai secondi.

Eari sono i casi di riunione sopra uno stesso individuo delle colorazioni appar-

tenenti ai due sessi. Questi individui vengono detti ermafroditi. L'ermafrodismo è da

intendersi molto probabilmente (dico cosi poiché poco si sa di sicuro a questo riguardo),

soltanto per questo riguarda i cai'atteri sessuali secondari della colorazione.

Coleotteri.

Le colorazioni dei Coleotteri sono per lo più intense : il nero è molto abbon-

dante, il bianco è scarso e in molti gruppi è al tutto mancante.

Le specie che vivono sui fiori hanno colorazioni più variate e vivaci di quelle

che vivono nel terreno o nel legno dei tronchi.

Le specie acquaiuole hanno colorazioni più uniformi e meno spiccate delle specie

terragnole, complessivamente considerate.

Le specie dell'involucro chitiuoso molto duro hanno in generale colorazioni vi-

vaci ed appariscenti.

Le colorazioni mimetiche sono frequenti ed accompagnano spesso le modificazioni

di forma.

Le macchiettature sono più abbondanti e varie nei coleotteri fitofagi che non

nei coleotteri carnivori.
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Le specie cieche e che fanno vita sotterranea hanno colorazioni sbiadite rossiccie,

giallastre, brunastre, ecc., e mancano per lo più di macchiettature.

Spesso le specie notturne hanno colorazioni brillantissime.

Le differenze sessuali di colore sono spiccate ed accompagnano spesso le modi-

ficazioni di forme.

Imenotteri.

Gli Imenotteri hanno colorazioni intense con abbondanza di nero.

Era i colori vivaci degli Imenotteri viene in prima linea per abbondanza il giallo,

poi segue il rosso, poi il verde, poi l'azzurro e in ultimo il bianco.

Le specie sociali hanno colorazioni più scure e più uniformi.

Le colorazioni mimetiche negli Imenotteri, come nei Ditteri sono poco frequenti.

Le specie di piccola mole hanno in complesso colorazioni brillanti più di quelle

di grande mole.

Le larve di quei Imenotteri le quali vivono sulle foglie (Te.nthedo, Nematiis, Hylo-

toma) hanno un sistema di colorazione analogo a quello di molte larve di Lepidotteri.

Non vi è rapporto alcuno fra la colorazione delle larve e quella dell' insetto

perfetto.

Le differenze sessuali di colore sono spesso notevoli. La femmina è spesso più

grossa del maschio ed è, fatto molto notevole ed in stretto rapporto coll'aumento di

mole, più intensamente colorita del maschio.

molluscb:!

Le colorazioni dei Molluschi, quantunque ciò a primo aspetto non sembri, sono

in complesso poco variate. Il nero è scarso ; abbondano invece il bruno, il grigiastro,

il giallastro, il bianco ed il rosso; è relativamente abbondante il violetto, non è raro

l'azzurro; è invece assai raro il verde.

La vivacità della colorazione di varie specie è prodotta dal contrasto delle mac-

chiettature.

Spesso nei molluschi le colorazioni rimangono nascoste o dal drappo o da altri

animali i quali vivono ricoprendo esternamente la conchiglia.

Le colorazioni delle specie a conchiglia robusta e resistente sono in generale

ben evidenti e vivaci più che non quelle delle specie a conchiglia sottile e fragile.

Spesso le colorazioni vivaci sono nelle parti meno in vista.

Le specie terragnole hanno colorazioni più varie, più vivaci e più spiccate delle

specie acquaiuole. I molluschi bivalvi sono in .complesso meno variamente coloriti dei

molluschi univalvi. Le specie marine sono più colorite di quelle d'acqua dolce.

Nei molluschi nudi marini le colorazioni mimetiche sono frequentissime. I mol-

luschi marini imitano nelle loro colorazioni, ora i fondi sabbiosi o ghiaiosi del mare,

ora il colore delle rocce , ora quello delle alghe , ora anche la conchiglia di altre

specie di molluschi o la scaglia di certi crostacei.
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Le differenze sessuali di colore si osservano talvolta nei Cefalopodi. Quando le

femmine sono più sviluppate dei maschi esse sono anche più intensamente colorite.

Nelle forme pelagiche spesso il corpo è trasparente, il che costituisce un mezzo

protettivo.

Non sono rari i casi di albinismo e di melanismo.

In varie specie di Cefalopodi i colori possono, entro certi limiti, essere cambiati

a volontà degli animali.

VERTEBRATI

Pesci.

I vari gruppi di Pesci comprendono a un tempo specie a colorazione poco spiccata

e specie con colorazione vivace.

La colorazione delle specie di grande mole è notevolmente meno spiccata e meno

varia di quelle di piccola mole.

La colorazione dei pesci è spesso in stretto rapporto colla forma del corpo. Cosi

ad esempio i pesci appiattiti e molto larghi, anche appartenenti a gruppi diversi, hanno

un analogo sistema di colorazione.

Le specie che hanno organi locomotori molto sviluppati e fanno lunghi viaggi,

hanno in generale colorazioni poco appariscenti.

Le specie che vivono fra le alghe hanno per lo più colorazioni vivaci.

Le pinne sono spesso vivamente colorite.

La regione superiore e posteriore del dorso è quella che è più frequentemente

macchiettata.

La colorazione delle parti meno in vista, come ad esempio le parti interne delle

pinne, è spesso notevolmente più vivace delle altre ed ha anche talvolta macchie speciali.

Le differenze sessuali di colore sono poco spiccate.

Un certo numero di pesci può cambiare a volontà il colore.

In vari casi la colorazione cambia colle stagioni.

ANFIBI

Le specie a colorazione vivace sono in minor numero di quelle a colorazione

poco appariscente.

Vengono in prima linea per abbondanza il bruno ed il grigiastro , seguono il

verde ed il giallastro
,
poi il nero , il rosso , l' azzurro ed il violetto e in ultimo il

bianco schietto.

Gli Anfibi urodeli hanno in complesso colorazioni meno eleganti e meno variate

degli Anfibi anuri.

Fra gli urodeli le specie che fanno vita in gran parte terragnola hanno colora-

zioni più spiccate di quelle che fanno vita quasi esclusivamente acquatica.
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Fra gli Anfibi anuri le specie che vivono fra le erbe e sugli alberi hanno colo-

razione più chiara e più vivace di quelle che vivono sul terreno o fra le roccie.

Le colorazioni vivaci sono spesso limitate alle parti inferiori e meno in vista

dell'animale.

Le differenze sessuali di colore sono in complesso poco spiccate.

Gli Anfibi cambiano facilmente di colore secondo le località nelle quali vivono.

Le specie che vivono sui monti hanno in generale colorazioni più cupe di quelle che

vivono al piano.

I colori variano in una stessa specie spesso colle stagioni e soprattutto col genere

di vita acquaiuola o terrestre.

L'animale può volontariamente cambiare entro a certi limiti la colorazione.

Non sono rarissimi i casi di albinismo e i casi di melanismo.

RETTILI

Nei Eettili come negli Anfibi le specie che hanno colorazioni appariscenti sono

in minor numero di quelle a colorazione poco spiccata.

Nei Eettili troviamo per abbondanza in primo luogo il nero, il bruno e il grigio,

poi il giallo , il verde, il rosso
,
poi l'azzurro ed il violetto e per ultimo il bianco.

Gli Ofidi ed i Sauri sono più ricchi di forme vivacemente colorite dei Chelonii.

Le colorazioni vivaci sono spesso limitate alle parti inferiori e a quelle parti che,

come si osserva in vari sauri, pigliano uno speciale sviluppo.

Le macchiettature sono frequentissime ed hanno per lo più ufficio mimetico. Esse

sono più spiccate e numerose nelle specie che vivono fra le erbe, fra i cespugli; meno

in quelle che vivono nei luoghi scoperti rocciosi e sabbiosi. Queste ultime hanno del

resto colorazioni in complesso meno vivaci e variate.

La parte che è più vivacemente coloi'ita anche nelle specie a colorazione gene-

rale oscura è spessissimo la parte inferiore della coda e ciò soprattutto negli Ofidi

Queste colorazioni si sono conservate perchè trattandosi di una parte poco importante

per l'animale non ha avuto su di esse molta azione naturale.

Nei Eettili, si osserva frequentemente che le colorazioni mimetiche hanno prin-

cipio nella parte anteriore del tronco e del capo e procedono poi verso la coda o

le parti laterali. Ciò si può vedere bene in molti Sauri, soprattutto nei Lacertidi.

Le parti che possono essere protette da altre dure e resistenti come ad esempio

il capo e le zampe di molti Chelonii che 1' animale ritrae entro la scaglia, hanno

spesso colorazioni vivaci e variate.

Le differenze sessuali in colore sono in complesso piccole ; accompagnano per lo

più le differenze sessuali secondarie di forma e in ogni caso il maschio è più viva-

cemente colorito della femmina.

Sono frequenti i casi di mimetismo nella colorazione fra specie prive di veleno

e specie velenose, le prime imitano nella colorazione le seconde. Ciò si può verificare

anche come è noto nelle specie nostrali di Ofidi.

Nei Rettili i casi di albinismo sono rari, e sono invece frequenti i casi di melanismo.

I
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UCCELLI

Negli Uccelli i colori hanno, per la loro frequenza, la distribuzione seguente:

1" Nero; 2° Bruno; 3° Grigio e Bianco; 4" Giallo-Kosso , Verde; 5" Azzurro;

6° Violetto.

Il nero è abbondantissimo. Quanto più abbonda il verde in un dato gruppo di

Uccelli, tanto più scarseggia il bianco. I Trogonidi ed i Pittidi fanno eccezione a

questa regola.

Il giallo e il rosso accompagnano quasi sempre il verde e crescono e diminui-

scono con esso.

Fra specie di gruppi diversi ma aventi fra loro costumi analoghi corre pure una

analogia più o meno grande nel sistema di colorazione.

Le specie che fanno vita acquatica hanno generalmente colorazioni meno spiccate

e meno variate di quelle che fanno vita terragnola.

Le specie di Uccelli che vivono nel terreno e che non sono forti volatori hanno

in generale colori meno variati e meno spiccati di quelli che fanno vita esclusiva-

mente arborea.

Le colorazioni più vivaci e più variate si trovano generalmente nelle specie che

vivono nelle foreste.

Le specie migratrici e le specie pelagiche hanno colorazioni poco variate e poco

appariscenti.

La colorazione dei giovani è spesso notevolmente diversa da quella degli adulti;

essi sono per lo più meno chiari e più macchiettati.

Le colorazioni più variate e più spiccate si trovano principalmente in quei gruppi

di Uccelli nei quali, certe porzioni del piumaggio pigliano uno sviluppo speciale più

meno grande.

Le macchiettatui-e sono frequentissime e in molti casi servono a rendere meno

facilmente discernibile l'animale e quindi hanno azione protettiva.

Considerando complessivamente tutti gli Uccelli si osserva che le colorazioni chiare

e spiccate si trovano principalmente nelle parti inferiori come ad esempio nella parte

inferiore della coda, o nella parte inferiore delle ali. Vi sono ad esempio specie in-

teramente brune o nere , le quali hanno nelle parti ora menzionate ,
parti poco in

vista, colorazioni rosse spiccatissime.

Le specie che fanno vita diurna hanno colorazioni più vivaci e variate di quelle

che fanno vita notturna.

Non sono rari i casi di specie che cambiano colore secondo le stagioni.

Non sono rari i casi di albinismo. Un po' più rari invece sono i casi di me-

lanismo.

Le differenze sessuali di colore sono molto spiccate e i maschi sono in generale

più elegantemente e più vivacemente coloriti delle femmine.

Le maggiori differenze sessuali di colore si trovano soprattutto in quei gruppi nei

quali vi sono anche grandi differenze sessuali di forma.
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Le differenze sessuali di colore sono in complesso più spiccate fra uccelli arborei

che non negli altri. Fra questi ultimi essi sono più notevoli in quei gruppi che vivono

entro foreste anziché in quelli che vivono nel terreno in luoghi scoperti.

In quasi tutti i gruppi si osserva che le differenze sessuali di colore sono ine-

gualmente distribuite nelle specie, e che vi sono specie vicine fra loro le quali le une

hanno grandi differenze sessuali di colore e altre che o non ne presentano affatto o

le hanno poco spiccate.

Kispetto alla colorazione delle uova io credo che in molti casi essa sia un por-

tato della scelta naturale. Le uova degli Uccelli come è noto ora sono di un sol co-

lore, ora sono più o meno macchiettate.

Si può dire in generale che le macchiettature delle uova hanno scopo mimetico

coi corpi circostanti o colle sostanze costituenti il nido.

I colori dei nidi dipendono dalle sostanze che li compongono e variano spesso

nella stessa specie secondo le località.

In generale si può dire che l'animale cerca per la costruzione dei nidi materiali

che non rendano il nido molto appariscente.

Interessantissimi sono a questo riguardo i fatti osservati dal Beccari (1) intorno

ai nidi delle Clamidodere.

MAMMIFEEI

Nei Mammiferi predominano i colori carichi e specialmente le tinte bruno-nere.

Per frequenza viene 1° il Bruno, 2° il Nero, 3° il Grigio, 4° il Bianco e il

Giallo, 5° il Bosso.

L'Azzurro, il Verde, il Violetto, ecc., sono appena accennati e sono quasi esclu-

sivamente limitati . a parti prive di peli.

Vi è anche nei Mammiferi una notevole rassomiglianza nella colorazione fra le

forme che hanno analoghi costumi anche quando appartengono a gruppi notevolmente

diversi. Ad esempio l'Ornitorinco, le Lontre, i Castori, le Talpe, gli Spelaci, le Arvicole,

i Cladoiates, gli Sciuridi, i Petauros.

Le forme acquaiuole hanno generalmente una colorazione meno varia e meno

spiccata delle forme terragnole.

Le specie delle foreste hanno colorazione più ricca e variata di quelle che vivono

in luoghi scoperti.

Nei primi le macchiettature sono più abbondanti e più variate che non nei se-

condi, e spesso esse imitano le ombre prodotte dalle foglie.

I giovani sono spesso diversi nella colorazione degli adulti, e frequentemente sono

più macchiettati.

Le differenze sessuali di colore sono generalmente piccole.

Non sono rari i casi di cambiamento del colore dei peli secondo le stagioni.

Non sono rari i casi di albinismo. Sono un po' più rari invece i casi di melanismo.

(1) Le capanne dell'Amblyornis inornata. Ann. del Mus. Civico di Genova, 1876-77, p. 388-389.

Iq questo suo lavoro il Beccari espone varie sue teorie intorno alla origine probabile delle colora-

zioni e delle macchiettature delle Paradisee, e di altre specie di uccelli a colorazioni splendide. Queste
teorie, sebbene, come dice l'Autore stesso, siano seducenti, tuttavia non mi paiono guari sostenibili.
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Ossemauoni geiieiali iiilonio alla dislribinione dei colori nei Vertebrali.

Nei vertebrati i colori si possono distribuire secondo la loro frequenza nell'or-

dine seguente :

!Nero 4. Kosso

Bi-uno 5. Verde

Grigio 6. Azzurro

2. Bianco 7. Violetto.

3. GiaUo

Le varie classi si possono distribuire secondo la quantità di ciascun colore che

esse presentano nell'ordine seguente cominciando da quelle che ne hanno di più.

Nero 1. Uccelli Bruno 4. Anfibi

» 2. Kettili » 5. Pesci.

»

»

»

3.

4.

5.

Mammiferi

Anfibi

Pesci.

Giallo

»

»

1.

2.

3.

Uccelli

Kettili

Pesci

Grigio 1
l Mammiferi

j UccelH
» 4.

1 Anfibi

I Mammiferi

»

»

2.

3.

Eettili

Pesci

Anfibi.

Verde

»

1.

2.

Uccelli

j
Eettili

( Anfibi

Eosso 1. Uccelli » 3. Pesci

» 2. Eettili » 4. Mammiferi

»

»

»

3.

4.

5.

Pesci

Anfibi

Mammiferi.

Violetto

»

1.

2.

Uccelli

1 Pesci

< Anfibi

Azzurro i. Uccelli
f

Eettili

» 2. Pesci » 3. Mammiferi.

»

»

8.

4.

'. Anfibi

) Eettili

Mammiferi.

Bianco

»

»

1.

2.

3.

Uccelli

Mammiferi

Pesci

Bruno 1. Mammiferi » 4. Anfibi

» 2. Uccelli » 5. Eettili.

» 3. Eettili

Sekie II. Tom. XXXVI.
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CONCLUSIONI

Lo studio della distribuzione dei colori nel regno animale, mi conduce alle con-

clusioni principali seguenti:

1. I colori che si trovano nel regno animale sono essenzialmente i seguenti, che

io dispongo per ordine di frequenza:

1° Bruno; 2" Nero; 3° Giallo, Grigio, Bianco; 4° Bosso; 5° Verde; 6° Az-

zurro; 7° Violetto.

Il nero è più abbondante e sviluppato nei Vertebrati e negli Antropodi. II bruno

quantunque più sparso del nero segue tuttavia l'andamento di quello.

Il rosso è invece più frequente negli animali inferiori. La stessa cosa si può

dire a un dipresso pel giallo.

Il verde è frequentissimo negli animali inferiori, lo è meno nei Molluschi; ma

torna ad essere abbondante nei Vertebrati.

li'azsurro ed il violetto sono relativamente più scarsi: il violetto soprattutto: essi

si trovano tuttavia in quasi tutti i gruppi di animali.

Il grigio è nel suo sviluppo come il nero ed il bruno.

Il bianco è sparso poco regolarmente; esso abbonda tuttavia soprattutto nelle

forme acquaiuole.

2. Le colorazioni degli animali sono nel loro complesso essenzialmente in stretto

rapporto col mezzo nel quale vivono.

3. Gli animali parassiti hanno colorazioni meno spiccate e meno variate di

quelli non parassiti.

4. Gli animali acquaiuoli hanno generalmente colorazioni più uniformi e meno

intense dei terragnoli.

5. Gli animali pelagici hanno colorazioni poco spiccate e deboli, le quali sono

in rapporto colla trasparenza del corpo.

6. I grandi volatori fra gli Uccelli hanno pure generalmente colorazioni uni-

formi e poco appariscenti.

7. Gli animali marini che vivono fra le alghe in luoghi ricchi di vegetazione

sottomarina hanno un sistema di colorazione più variato e più vivace di quelli che

vivono fra le roccie e nel fondo sabbioso.

8. Gli animali terragnoli che vivono nelle foreste fra le piante, sui cespugli

sui fiori, ecc., hanno colorazioni più svariate di quelli che vivono in luoghi deserti,

brulli rocciosi.

9. Non vi è rapporto generale e costante fra la colorazione ed il genere di

nutrimento. Non credo perciò sostenibile la teoria già menzionata dell'Alien intorno
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alla produzione dei colori. Animali insettivori che vivono fra le erbe e fra i

fiori hanno colorazioni brillanti e variate, mentre animali fitofagi e carpofagi che non

vivono consuetamente fra le erbe e i fiori hanno invece colorazioni oscure ed uniformi,

e ciò perchè come già si è detto sopra, la colorazione dipende essenzialmente dal mezzo

nel quale l'animale vive.

10. Quanto più un gruppo di animali è ricco di specie e di forme, tanto

più varia è la sua colorazione e in molti casi si può dire anche tanto più vivace.

11. Lo sviluppo dei colori non è in ragione diretta della quantità di luce che

l'animale può ricevere.

12. Lo sviluppo dei colori e in stretto rapporto collo sviluppo generale del-

l'animale; la denutrizione, lo stato patologico producono un indebolimento nella co-

lorazione.

13. Il clima ha gi'ande azione nella produzione dei colori degli animali; ma

questa azione non è che mediata e non immediata come si suole dii-e.

14. Il grado di umidità dell'aria agisce, a quanto pare, nella colorazione

degli animali. I cUmi molto secchi iscuriscono le tinte, mentre quelli molto umidi

tendono a rischiarirle.

15. I colori variano col variare dell'altezza dei luoghi sul livello del mare.

Più si sale e più le tinte diventano intense.

16. Le specie animali aventi una larga distribuzione geografica hanno in ge-

nerale colorazioni uniformi e poco svariate. La stessa cosa si può dire per le specie

di animali migi-atori, i quali sono per lo più meno elegantemente e meno vistosa-

mente colorite delle specie stazionarie.

17. Le specie limitate alle isole sono spesso di colorazione più oscura di quelle

continentali. Gli esempi di questo fatto sono numerosi. Il Darwin menziona gli ani-

mali delle isole Galapagos. Il Gùnther, l'Eimer, il Bedriaga, il Giglioli, l'Ernest

ed altri osservarono numerosi fatti di tal genere in varie sorta di rettili [Poclarcis

viuraJis, Cnemidopliorus vidgaris) ecc. abitatori di piccole isole. Anche gli insetti

presentano fenomeni analoghi, ricorderò la varietà azzurra e talvolta quasi nera della

Cicindela campestris che si trova nell' isoletta di S. Pietro vicino alla Sardegna.

18. Le varie regioni zoologiche hanno a quanto pare alcuni colori più o meno

abbondanti. NeUa regione poleartica abbondano il bianco , il grigiastro , il nero ed

il gialliccio, nella regione etiopica sono molto sviluppati il gialliccio , il bruno ; nella

regione neotropicale vi è grande sviluppo di verde e di rosso : nella regione indiana

troviamo invece grande abbondanza di gialli : nella regione australiana predomi-

nano le tinte scure ed il nero. Queste cose riguardano essenzialmente i mammiferi

,

gli uccelli e gli insetti: poiché i rettili, i pesci e gli altri animali sono troppo poco

noti ancora dal punto di vista della colorazione.

19. Nelle varie regioni zoologiche si osservano qua e là casi di variazioni di

colori limitati ad animali di località ristrette; di queste variazioni non si è trovato

ancora una soddisfacente spiegazione.

20. Generalmente nei vari gruppi di animali le forme più grosse hanno colo-

razioni più uniformi e meno eleganti e vivaci delle altre di mole minore dello stesso

gruppo.
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21. Vi sono rapporti spiccati e stretti fra animali appartenenti a gruppi

anche molto diversi fra loi'o, ma viventi nelle stesse condizioni.

22. I colori sessuali sono in stretto rapporto collo sviluppo generale dell'a-

nimale: generalmente i masclii hanno colorazioni più svariate e più spiccate delle

femmine, il che è in rapporto colla loro energia vitale. Ciò è in rapporto pure colle

moderne teorie della produzioni^ dei sessi, secondo le quali il sesso dipenderebbe dal

numero dei nemaspermi penetrati nell'uovo (1).

23. La colorazione dei giovani è spesso diversa da quella degli adulti ed è

meno spiccata, rassomigliando per lo più a quella delle femmine, nelle quali perciò

si ha un fenomeno di neotenia o meglio di ehososia (2).

I giovani di specie molto diverse nel colore dello stato adulto sono spesso molto

simili fra loro.

(1) Si consulti G. Canestrini, Bull. Soc. Veneto-Trentina 1879, p. 18. — Ga^s. meditai., prov.

Veneta. An. 22, N. 16.

(2) Vedi L. Camerano, Intorno alla Neotenia ed allo sviluppo degli Anfibi. Atti R. Accad. delle

Scienze di Torino, voi. XIX, 1883.
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SPIEGAZIONE DELLE FIGURE

Tavola I.

Le figure di questa Tavola mostrano alcuni fra i più spiccati casi di colo-

razioni rudimentali.

FiG. \.

» 2,

» 4,

» 6.

» 7.

» 8.

» 9.

» 10.

» iì.

» 12.

» 13.

» 14.

» lo.

» 16.

.
» 17.

» 18.

» 19.

» 20.

» 21.

» 22.

Cyphocrania herculeana.

3. Mantis palliata 9 , ala supe-

riore, 2 parte esterna dell'ala,

3 parte intema ed inferiore.

5. Mantis palliata 6 4, parte supe-

riore, 5 parte inferiore delle ali.

JSemoria lunigera ò.

Faragonia deiistata 9.

StropJiidia pliantasma ò.

GrapJiigona roseifer 6, ala infe-

riore.

Seniatura Actaeon, ala inferiore.

Papilio Archesilaus, ala inferiore.

JPapiìio Araspes 6, ala inferiore.

Scolia deipar ò.

Id. rutilla 6.

Id. id. 9.

Id. pubescens p.

Anthrax hi]ìpolita.

Id. tioctiJio.

Id. inaurata.

Id. monacha.

Id. stictica.

Apiletria haematella 0.

FiG. 23.

» 24.

» 25.

» 26.

» 27.

» 28.

» 29.

» 30.

» 31.

» 32.

» 33.

» 34.

» 33.

» 36.

» 37.

» 38

Cryptoledia foecosa o.

Ochsenhaeimeria squamicornis g.

Anatolnius viridiceps ò.

Erateina paeonata 9., Nella parte

inferiore dell' ala la macchia

rossa è più grande.

Opsomola fasciculata, parte in-

terna (il rimanente del corpo è

giallo-rosso uniforme).

Mantis oratoria.

Acridium plorane.

3Iantis zebrata.

Tropinotus discoideus.

Urapterijx praetoraria ò, ala in-

feriore.

Trigla corax
,

pinna anteriore

vista dalla parte esterna.

Trigla corax ,
pinna anteriore

vista dalla parte interna.

Anolis Saltaci.

Oreopsittacus arfaJci
,
parte infe-

riore dell'ala.

Tavola riassuntiva della distribu-

zione dei colori negli animali,

Fratercula glacialis.
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Tavola II-

Questa Tavola mostra l'andaineiito dei yarii colori nei diversi gruppi animali. I

dati numerici sono calcolati in rapporto a venti specie di ciascun gruppo di animali.

Questa Tavola ci dà quindi il tanto pei venti dei varii colori in ciascun gruppo di

animali.

Cominciando a sinistra l'ordine dei gruppi animali è il seguente :

nterati

Vermi

\. Protozoi.

2. Spugne.

3. Alcionari, Madreporari.

4. Attiniari.

5. Idromeduse , Ctenoferi.

6. Stelleridi.

Echmodermii 7. Echinidi.

8. Olonturidi.

9. Platelminti , Nematel-

minti.

•10. Turbellari, Briozoi, Eo-

tiferi, Gefiriei.

i \ . Irudirei.

12. Chetopodi.

43. Crostacei.

44. Aracnidi.

45- Miriapodi.

46. Tisanuri , Forficulidi
,

Blattidi.

47. Mantidi, Fasmidi.

48. Acrididi, Locustidi.

49. Grillidi.

20. Libellulidi.

24. Neurotteri.

22. Cicadari.

Bincoti . ..{ 23. Idrocorisi.

24. Eeduvidi, Pentatomidi.

Ortotteri

,

Ditteri

Lepidotteri

Coleotteri .

Molluschi

Lamelli-

branchiaii

^
2a. Pupipari, Afanitteri.

/ 26. Bracliiceri, Nemoceri.

I

27. Microlepidotteri, Geome-

tridi, Nottuidi.

28. Bombicidi, Sfingidi.

29. Kopaloceri.

30. Coccinellidi.

34. Crisomelidi.

32. Cerambicidi.

33. Curculionidi.

34. Eteromeri.

33. Silofagidi.

36. Malacodermidi.

37. Elateridi, Buprestidi.

38. Lamellicorni.

39. Isteridi, Silfidi.

4». Stafilinidi.

44. Schofilidi, Diliscidi.

42. Carabidi.

43. Cicidelidi.

44. Imenotteri.

45. Ostreadi.

46. Pectinidi.

47. Aviculidi, Mitilidi.

4(S. Arcadi, Nuculidi, Tri-

gonidi.
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Segue

Molluschi

Lamelli-
branchiati

Moìlusclii

Gasteropodi.

Pesci

49. UnioniJi.

50. Camidi, Cardiadi, Ma-

ctridi.

51. Tellinidi, Miacidi.

52. Gasti-ochenidi, Foladidi,

Scafopodi.

53. Pteropodi, Eteropodi.

54. Opistobranchi.

55. Patellidi, CHtonidi.

36. Fissurellidi , Aliotidi

,

Trochidi.

57. Neritidi.

58. Jantinidi, Solaridi.

59. Volutidi, OliTÌdi, Musicidi.

60. Gonidi, Terebridi, Pleu-

rotomidi.

61. Cipreidi, Tritonidi,

Strombidi.

62. Ceritidi, Melanidi, Tur-

ritellidi.

63. Littorinidi, Paludinidi,

Ciclostomidi.

64. Limneidi.

65. Limacidi.

66. Succinidi, Pupidi, Vitri-

nidi.

67. Acliatinidi , Bulimidi
,

Elicidi.

68. Cefalopodi.

69. Brachiopodi.

70. Tunicati.

71. Leptocardi, Ciclostomi
,

Solaci, Ganoidi.

72. Lofobranchi , Plectognati,

risostomi apodi.

73. Fisostomi addominali
,

Anacantini.

74. Acantotteri, Dipnoi.

Anfibi

.

Bettili.

Uccelli

Palmipedi

Gralle

.

75. Perennibrancliiati, Salp-

mandridi.

76. Eanidi.

77. Bufonidi.

78. Discodattili.

79. Ofidi.

80. Sauri.

81. Idrosauri.

82. Chelonii.

83. Impenni.

84. Aloidi.

85. Colimbidi.

86. Lamellirostri.

87. Steganopodi , Laridi
,

Procellaridi.

88. Caradridi, Scolopacidi.

89. Erodidi.

90. Kallidi.

91. Galinullidi, Alectoridi.

92. Cripturidi, Penelopidi,

Megapodidi.

93. Fagianidi.

94. Tetraonidi, Pteroclidi.

95. Colombe.

96. Ramfastidi.

97. Trogonidi.

98- Bucconidi.

99. Cuculidi, Musofagidi.

100. Picidi.

101. Prittacidi,

102. Buceridi.

103. Alcionidi.

Passeracei \104. Ti'ochilidi.

5. Melifagidi.

6. Irudinidi, CipseUdi, Ca-

primulgidi.

Gallinacei

Eampicanti <
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107. CorTidi.

108. Paradiseidi.

109. Muscicapidi.

HO. Paridi, Motacillidi, Sil-

Segue

Passeracei

Tiadi, Turdidi.

ììiì. Alaudidi, Fringillidi.

H2. Tanagridi.

113. Pittidi.

114. Strigidi.

Bacaci . . .

{
115. Vulturidi , Accipitridi ,

Gipogeranidi.

'116. Corridori.

'117. Monotremi.

118. Eosicanti, Macropodi.

Marsupiali lì Ì9. Eampicanti.

'l20. Eapaci.

121. Sdentati.

122. Cetacei. •

123. Perissodattili.

124. Tilopodi , Camelopar-

dalidi.

ArtiodallitiH^^- Pachidermi.

1126. Moscidi, Cervidi.

127. CaTicorni.

128. Proboscidati.

Boscicanti

129

1130.

131.

132.

133.

Carnivori

DEI COLORI ECC. — DEL DOTT. L. CjìMEKANO.

Leporidi , Subungulati.

Istricidi , Lagostomidi.

Musidi , Castoridi.

Mioscidi , Sciuridi.

Insettivori.

Pinnipedi.

. Ursidi.

. Mustelidi.

. Lontrini.

. Viverridi.

. Canidi.

. Jenidi.

. Felidi.

. Frugivori.

. Insettivori.

. Proscimie.

. Arctopiteci.

. Cebidi.

. Micetidi.

. Cenocefalidi.

. Cercopitecidi.

. Semnopitecidi.

. Ilobatidi , Antropomor-

fidi.

Chirotteri .

Primati

>oGr^SOo
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CONTRIBUZIONI

ALLA

ORNITOLITOLOGIA ITALIANA

DEL

Dott. ALESSANDRO PORTIS

Approvata nell'adunanza del SS Maggio 1884

Mentre negli altri Stati d'Europa si poterono fin qui raccogliere nei varii piani

dei terreni terziarii e quaternarii traccie ed avanzi abbastanza numerosi di Uccelli e

se ne poterono costituire faune che , avuto riguardo agli ostacoli che si oppongono

alla conservazione di resti di tali animali, sono riescite abbastanza ricche ed interes-

santi, scarsissime furono finora in Italia le notizie avute su Uccelli fossili (astrazione

fatta dalle faune delle caverne) e sulle loro traccie.

È noto come al principio del presente secolo il Faujas (1) abbia accennato ad

impronte di penne di uccelli osservate al Monte Bolca (accenno che venne da tutti

fino al Milne Edwards ripetuto successivamente), e come, per la prima volta, nel 1866

abbia il Gastaldi parlato di proposito di uno scheletro di uccello, trovato nelle ligniti

di Monte Bamboli in Toscana (2). L' ornitolite fatto conoscere -dal Gastaldi, e che

venne studiato dal Salvadori, è conservato nel Museo geologico di Torino e rimase

finora l'unico Ornitolite di qualche valore trovato in Italia.

Non parlo della impronta di pie d'uccello da me descritta nel 1879 col nome

di Orniticlinites Argenterae (3), il cui originale trovasi ora nello Istituto Geologico

di Bologna, poiché da quella poco frutto si può ricavare per lo studio dell'animale

che verosimilmente la cagionò; ma volendone pur tener conto, noi non avremmo finora

che tre località in Italia nelle quali, affatto isolatamente, si sia rivelata in terreni

terziarii la Classe degH uccelli.

(1) In Ann. du Mus. d'Hist. Nat. tom. Ili, pag. l'I, PI. I. Paris, 1803.

(2) Intorno ad alcuni fossili del Piemonte e della Toscana. Mem. d. R. Acc. d. Se. di Torino,

ser. II, tom. XXIV. Torino, 1866.

(3) Intorno ad alcune impronte eoceniche di Vertebrati , recentemente scoperte in Piemonte. Atti

d. R. Acc. d. Se. d. Torino, voi. XV, 8°, Torino, 1879.

Sekie II. Toh. XXXVI. x*
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A queste (ed è lo scopo del presente lavoro), debbo aggiungerne ora di nuove,

poiché l'altrui gentilezza e la fortuna mi hanno procurato modo di aver in mano e

di descrivere nuovi Omitoliti provenienti da giacimenti italici di varie età.

I.

L'ornitolite di Monte Zuello.

Falaeogrus princeps Poetis.

Tav. I, fig. ), 2, 3, 4.

La località che abbia fornito in Italia ossa di uccelli, appartenenti ad un'epoca

la più lontana da noi, è senza dubbio il Monte Zuello, dove il Barone A. De Zigno,

trovava una diecina d'anni sono un frammento di tibia omitico in compagnia di nu-

merose altre specie di fossili, fra le. quali il Crococìylus Arduini, V Halytlierium

veronense , il Faìaeopliis Oivenii , Trionyx sp., Pristis Bassanii e Coelorhynclius

rectus (1).

Il signor Barone De Zigno mi volle gentilmente comunicare il prezioso fossile

omitico di questa località ed al quale aveva dato provvisoriamente il nome di Orni-

tocnemis rohustus e mi autorizzò pure a riprodurre in questo lavoro le figure in

grandezza naturale che ne aveva eseguite.

Il frammento ci mostra la porzione inferiore della tibia sinistra con tutta l'arti-

colazione e piccola parte del corpo dell'osso.

Le misure che se ne possono trarre sono le seguenti :

Lunghezza totale del frammento millim. 50

Larghezza della porzione articolare inferiore . » 21

Spessore massimo della medesima » 20

Larghezza del corpo dell'osso ; » 12

Spessore del medesimo » 10,5.

Noi vediamo un corpo dell'osso relativamente robusto ed appiattito in basso, il

quale si allarga considerevolmente in corrispondenza della sua estremità articolare infe-

riore e mostra due condili ben sviluppati dallo avanti allo indietro, compressi da fianco

a fianco e separati da una gola larga, profonda nella sua porzione anteriore e molto

meno accentuata nella inferiore e nella breve porzione posteriore. Il condilo esterno

è sensibilmente più grande dello interno. Sulle faccie laterali dei condili poi sono

molto accusati i rilievi legamentosi rispettivamente interno ed esterno, il primo anzi

più sentito del secondo.

'J) De Zigno, Sirenii fossili trovati nel Veneto, Mem. d. R. Ist. Ven. di Se. Lett. ed Arti, Voi. XVIU,

1S75, Venezia.

De Zigno, Sopra un cranio di Coccodrillo scoperto nel terreno eoceno del Veronese. Meni. d.

K. Acc. d. Lincei, ser. Ili, voi. V, Roma, 1880.

NicoLrs E.. Note illustrative alla Carta Geologica della Provincia di Verona (pag. Ili), 8°. Ve-

rona, 1881.
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Sulla faccia anteriore dell'osso, al disopra della estremità articolare noi notiamo

il bordo interno segnato da una linea sporgente a mo' di spigolo che la separa dalla

faccia interna, mentre in corrispondenza del bordo esterno osserviamo la grondaia del

muscolo Corto Peroniero limitata da due creste parallele esse pure assai sporgenti.

In corrispondenza della estremità inferiore del bordo interno e della cresta in-

terna della gi-ondaia pel Corto Peroniero sono poi sviluppatissime le rugosità interna

ed esterna di attacco pel Legamento Obliquo, mancante è invece il tubercoletto col

quale termina in basso la rugosità esterna.

Nel mezzo, in basso di questa stessa faccia anteriore è in parte visibile la

lamina trasversale ossea che costituisce il ponte sopratendineo, mentre il restante

è mascherato dalla roccia ancora aderente.

Volendo ora cercare di stabilire press' a poco con quale tipo di uccelli della

nostra fauna abbia avuto relazioni quello cui appartenne il presente avanzo, troviamo

che quasi tutti i caratteri che il medesimo ci presenta si ritrovano nella tibia dei

Gruidi ; così Tallargamento della estremità inferiore, la sporgenza e reciproca disegua-

glianza dei condili e l'ampiezza e brevità della gola intercondiloidea sono caratteri

costanti in tutte le specie di Gru (in senso Linneano) come lo sono la sporgenza dello

spigolo che limita allo interno la faccia anteriore del corpo dell'osso, la sporgenza

delle due creste delimitanti la gi'ondaia del Corto Peroniero nonché la robustezza

dell'osso stesso.

Un'unica differenza trovo nello allargamento della estremità inferiore dell'osso

che, quantunque molto sentito, non lo è però proporzionatamente tanto quanto nella

Gru cinerea. Ma gli è qui il caso di osservare che anche questo carattere subisce

qualche oscillazione se lo si osserva comparativamente nelle diverse specie del genere.

In fatti i dettagli di quest'osso condurrebbero a paragonarlo colla Gru antigone

od anche colle diverse specie del genere Fsophia anziché colla ordinaria Gru cinerea

dei nostri paesi.

Per conseguenza sarei di parere di considerare l'OrnitoLite di Monte Zuello sic-

come avente appartenuto, per quanto ci è dato di scorgere, ad una Gralla della famiglia

dei Gruidi e particolarmente affine al principale genere Grus.

La statura sua non doveva essere inferiore a quella della comune Cicogna

(Ciconia Alba).

Non osando per ora collocare direttamente l'Ornitolite di Monte Zuello nel genere

Grus, dal- quale avrebbe potuto distinguersi per altre parti che noi ancora non cono-

sciamo, propongo per quello il nome generico di Palaeogrus, chiamandolo Palaeogrus

princeps.

Assieme all'osso precedente venne trovata una seconda estremità inferiore pure

di tibia sinistra spettante ad un secondo individuo della stessa specie. Questo fram-

mento lungo 64 milim. è stato schiacciato da lato a lato mentre si trovava ancora

compreso nel terreno, quindi i condili si sono deformati ed addossati l'uno all'altro

riempiendo la gola frapposta. Tuttavia si ravvisano ancora in questo esemplare, sulla

faccia anteriore, e la Cresta Interna, e la traccia di grondaia pel muscolo Corto Pero-

niero, e la rugosità esterna pel Legamento Obliquo. Il corpo dell'osso presenta le stesse

dimensioni relative e la stessa robustezza che il precedente, soltanto è desso un pò"
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deformato da pressioni laterali. Il comj^lesso insomma dei caratteri visibili e rimasti

inalterati in questo pezzo e sufficiente a farci ammettere con certezza che esso appar-

tenga ad un secondo individuo di Falacogrus x^rinccps (1).

L'associazione poi di vertebrati di diverso regime colla quale la Palaeogrus

prìnceps venne rinvenuta, ci fa molto di leggieri ammettere che tanto essa, quanto

la maggior parte degli animali che l'accompagnavano abbiano trovata lor morte in

condizioni diverse da quelle in cui vennero trovate e che solo più tardi gli scheletri

loro parti sieno stati trasportati in un giacimento marino.

II.

L' oruitolite miocenico di Ceva.

Chenornis graculoides Poktis.

Tav. I , fig. 5.

Una dozzina d'anni or sono, mentre lavorandosi alla ferrovia Torino-Savona si

attendeva al perforamento del Tunnel che in faccia alla città di Ceva attraversa il

piccolo promontorio su cui s'ergono i ruderi dell" antico forte, vennero alla luce in

una volta tre pezzi importanti per la Paleontologia del nostro paese, i quali per fortuna

trovarono subito un intelligente cultore delle Scienze Naturali che ne conobbe il pregio,

se li procurò e li conservò alla scienza. Voglio dire del signor Vittorio Tigone, Pro-

fessore di Storia Naturale alla Scuola tecnica di Ceva e farmacista colà. Fu egli che

raccolse questi tre pezzi dei quali non venni che successivamente ad aver conoscenza.

Il primo, un Chelonio, fu da me descritto fin dal 1879 nel primo lavoro da me pubbli-

cato in Italia (2). Esso porta ora il nome di Tryonix pedemontana, della quale specie è

l'esemplare da me figurato e, ceduto prima d'allora al Comm. Michelotti, trovasi presen-

temente nel Museo geologico di Eoma, al quale venne dallo stesso Michelotti donato,

unitamente a tutta la sua preziosa raccolta di fossili terziarii.

Il secondo non è che un modello interno di un Echinoderma Irregolare, proba-

bilmente di uno Spatangoide non molto ben distinto e che tengo ora in comunicazione.

Il terzo era rimasto come il secondo fino ad ora in mano al signor Pigone. Già l'aveva

visto il Gastaldi e da quel poco di ossa che sporgeva fuori da un frammento di

marna indurita l' aveva assegnato alla classe degli uccelli ed aveva proposto al pro-

prietario di spedirlo a Torino, affinchè lo si potesse maggiormente scoprire e studiare.

(1) Il Palaeogrus princeps è credo il più antico rappresentante dei Gruidi; infatti, benché trovi

già anteriormente descritti avanzi di Gralle di forti dimensioni (Lemoine, Recherches sur les oiseaux fos-

siles des terrains tertiaires inférieurs des environs de Reims, I'» partie, Reims, )87c!, 8", pag. 53, tav. 4,

fig. 6. — OwBN, British fossil Mammals and Birds, 1846, pag. 5d6. — Gervws, Zool. et Pai. Frangaise,

2" ed. passim. — Milnb Edwards, Redi. Anat.et Paléontologiques pour servir à l'histoire des oiseaux

fossiles de la France, Paris, \86'd-l\
,
passim, tuttavia nessuno di quelli sufficientemente determinabili

mostra volersi pei suoi caratteri avvicinare a questa famiglia.

(2) Di alcuni fossili ierziarii del Piemonte e della Liguria appartenenti all' ordine dei Chelonii.

Mem. d. R. Acc. d. Se. di Torino, ser. II, tom. XXXII.
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La repentina morte del Gastaldi impedì che la proposta venisse messa ad esecuzione

ed il pezzo rimase indescritto a Ceva. Finalmente nel passato autunno il Michelotti,

che pur conosceva l'esistenza di uu tale avanzo e quel che ne avesse pensato il Gastaldi,

mi scrìsse invitandomi a recarmi a Ceva per esaminare ed all'uopo cercare di studiare

quel fossile. Potei combinare, di ritorno da un'escursione alpina, di passare per Ceva;

trovato il gentil proprietario ed intesomi con lui, il prezioso avanzo mi fu consegnato

a Torino nell'ora scorso gennaio.

Potei anch'io subito riconoscere che si trattava realmente di ossa di uccello, ma
le parti visibili eran poche e non sufficienti a fornirmi i dati necessari per una ap-

prossimativa determinazione delle affinità dell'animale che le aveva possedute con uccelli

viventi. Un rapido esame alla lastra di dura marna in cui erano avvolte le parti

visibili, mi convinse che potevo senza pericolo azzardare di scoprir maggiormente le

parti che avevo sott' occhio e fors'anco trovarne e metterne in evidenza di nuove.

Lavorando per ciualche giorno di scalpello, di punteruolo e di pazienza son giunto al

risultato insperato di poter avere sott'occhio al fine del mio lavoro manuale, un com-

plesso di non meno di venti ossa, fra le quali se alcune eran difettose e guaste, altre

invece son sufficientemente conservate ed intere da poter con qualche sicurezza collo-

care in sistema l'animale a cui appartennero.

Avendo numerato osso per osso man mano che le andavo scoprendo ed essendo

la mia numerazione abbastanza ben riescita nella annessa tavola I, fig. 5, seguirò

nella descrizione delle singole ossa, l'ordine della numerazione che va del resto abba-

stanza regolarmente da destra a sinistra (1).

H n° 1 è un osso di 21 mm. di lunghezza; corroso alla superficie, vi si ricono-

scono tuttavia una faccietta articolare ad un capo ed una troclea all'altro ; è facilmente

determinabile per una Falange, probabilmente la seconda del dito secondo di un

Palmipede a dita molto allungate.

Il n° 2 è un frammento di osso esilissimo e molto allungato. Il frammento mi-

sura 35 mm. di lunghezza essendo in parte mascherato dall'osso n° 1. Per la sua

forma e sovrattutto per la sua espansione verso il basso sarei disposto a vedere in esso

porzione della Fibula sinistra veduta dalla faccia posteriore e colla sua sommità ar-

ticolare rivolta al basso della tavola. Tale fibula sarebbe assai meno sviluppata che

in uno scheletro di Anser segefum adulto che ho dinanzi.

n n° 3, frammento di osso limgo misurante 11 mm.
,
parrebbe la metà prossi-

male di una Falange; è alquanto più esile dell'osso n" 1 e forse appartiene ad un

dito interno o primo, del quale deve essere stata la seconda.

Il n° 4 è di nuovo un frammento di osso lungo misurante 58 mm. di lun-

ghezza, mancano entrambe le estremità e non abbiamo dinanzi che porzione del corpo

dell'osso il quale, essendo vuoto , fu per opera della macerazione e della pressione

sfondato, portando le due lamine ossee quasi a contatto ; ritengo questo frammento

(I) Kella descrizione delle singole ossa ho cercato di tener dietro per quanto mi fa possibile al

piano ed alla terminologia di cai si serve il Milnb Edwaeds nelle sue Recherches zool. el Pai., pour sermr

à l'hist. des oiseaux foss. de la Franca, e nelle sue Observations sur les oiseaux fossiles des Faluns de

Saucals et de la Mollasse de LéognoM, 8» av. pi. Bibl. des Hautes e'tudes, Sect. d. Se. nal. , tom. XI,

art. n. 3. Paris, Masson, 1874.
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per porzione della Tibia sinistra vista dalla faccia posteriore e colla sommità pros-

simale rivolta allo ingiù ; la porzione visibile comincierebbe al disotto della testa ar-

ticolare, la quale doveva protendersi ancor quasi di un centimetro e mezzo verso

l'osservatore. E ancora assai visibile sul Ijordo esterno di quest'osso (a destra) una

sottile cresta ossea alla quale, come nel genere Anscr, aderiva dapprima, quindi si

doveva saldare la fibula a metà ciixa dalla sua lunghezza: tale espansione è però

molto meno svolta che nel genere Anser, sovrattutto verso la testa prossimale, e non

aveva ancora contratta aderenza diretta colla fibula.

Questa tibia intiera doveva avere una lunghezza maggiore che non lo stesso osso

àeWAnser segetum, con tuttociò il suo diametro doveva esser minore e quindi, se non sono

indotto in errore dallo stato presente di compressione, Tosso della gamba doveva esser

molto più svelto che non neWAnscr segetum. che ho preso come termine di confronto.

L'osso n" 5, misurante 19 mm. di lunghezza, è appuntito in basso e probabil-

mente munito di una faccietta articolare alla più larga estremità opposta. Lo deter-

minai per Falange Ungueale del primo dito della estremità anteriore. In confronto

colle altre ossa del presente scheletro e con simili parti di uno scheletro di Anser

segetum, di Cario Desmarestii e di Carbo cormoranus è molto piccolo, sovrattutto

molto corto ; ricorderebbe quindi molto di più un simile osso quale si trova nello

scheletro delle Gralle, per esempio neWArdea cinerea.

Il n° 6 è un Tarso-metatarseo destro sgraziatamente mancante della sua estre-

mità distale, che rimase però improntata sulla roccia. L'osso intiei-o li a misurato per

lo meno 70 mm. di lunghezza (lo stesso osso nell'esemplare che ho dinanzi di Anscr

segetum ne misura 78); è visibile dalla sua faccia posteriore e su di essa notiamo

molto meno svolte che non nella specie di confronto le lamine posteriori costituenti

il tallone. Porse questo minore sviluppo non fa reale, ma devesi ora ad una corro-

sione posteriore sabita da tali parti. Le lamine ben visibili sono in numero di tre

scemanti di lunghezza e di sporgenza dallo interno allo esterno, la più esterna però

alquanto corrosa e più spessa si mostra come composta di due elementi paralleli, ciò

che fa credere che il tallone fosse originariamente composto di quattro lamine (come

nel genere Anser) e che le due esterne si confondano in una per lo stato presente

di difetto della porzione più sporgente.

Quantunque l'osso sia leggermente schiacciato nel senso antero-posteriore, notasi

tuttavia in esso il poco sviluppo di diametro trasversale della porzione prossimale,

andando in ciò d'accordo con quanto si osserva nelle corrispondenti parti àelVAnser

segetum. La superficie articolare per la tibia non è visibile, e troppo incerto e peri-

coloso sarebbe un tentativo per iscoprirla.

Sul corpo dell'osso noi notiamo due creste scorrenti longitudinalmente per gran

parte della sua lunghezza ; la esterna, nascente sulla faccia esterna dell'osso presso , la

sommità prossimale dell'osso, e portantesi al limite fra la faccia esterna e la poste-

riore poco sotto al tallone, è dapprima la più sporgente, si perde poi quasi tutto ad

un tratto dopo avere oltrepassata la metà lunghezza dell'osso a differenza di quanto

avviene per la corrispondente parte delVAnser segetum, dove noi vediamo tale spor-

genza scemare bensì, ma conservarsi fino alla origine dello spigolo postero esterno

della troclea estema.
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La ci-esta interna nasce pressoché al termine della lamella interna del tallone,

corre, meno sentita che la precedente per tutta la lunghezza conservata dell'osso e

costituisce lo spigolo sentito di divisione tra la faccia interna e la posteriore del-

l'osso stesso; in ciò noi abbiamo nuova differenza dall'Anser segetum, dove tal cresta

nascendo allo stesso modo va rapidissimamente scemando e si perde quasi completa-

mente prima della metà lunghezza dell'osso che, nella sua metà distale, ha la faccia

interna passante con una sola curva nella posteriore.

La porzione articolare distale dell'osso, mancante ma improntata sulla roccia,

come fu detto, è notevole per la sua grande ristrettezza, ricordando in ciò molto bene

VAnser scgctum ; come in quella specie così in questo esemplare la troclea del dito

esterno discende quasi allo stesso livello che quella del dito medio. La troclea del

dito interno non è improntata che pel suo margine antero-esterno
, possiamo però

arguirne che essa si arrestava di quasi quattro millimetri più in su della mediana e

che era meno rigettata allo indietro che non nello Anser segetum [se qui la defor-

mazione e la pressione non modificarono alquanto l'assoluta posizione primitiva). Cia-

scuna delle troclee è poi notevolmente ristretta da lato a lato, molto di più che

nella specie di confi'onto. Non son visibili, nel presente stato di conservazione, ne

i forami superiore ed inferiore, né la fossetta di adesione pel quarto metatarseo.

In complesso quest'osso importantissimo nella classificazione degli uccelli e che

per somma ventura ci è stato conservato, si mostra nei caratteri essenziali siccome

spettante certamente ad un Palmipede vicino agli Ansericli; negli accessori caratteri

si mostra assai differente àall'Anser segetum per la diversità di sviluppo delle la-

melle ossee costituenti il tallone e delle creste limitanti la faccia posteriore, mentre

gli somiglia nella posizione relativa delle tre piccole troclee inferiori; allò incontro

si mostra simile alla JBernicla magellanica ed all'Anser alhifrons nei due caratteri

pei quali si distingueva àalYAnser segetum e differisce da quelle per quello che

la rendeva analogo a quest'ultima specie.

Finalmente le dimensioni di quest'osso n° 6 , alquanto superiori a quelle del

corrispondente osso àéW.'Anser segetum, sono eguali a quelle dell'J.wser albifrons (1).

L'osso n" 7, misurante 28 mm. di lunghezza (compresavi la parte dell'osso man-

cante e solo improntata sulla roccia), e 4 di larghezza e collocato in modo da aver

una faccietta articolare alla estremità contro al numero da me apposto e una troclea

alla estremità opposta, è facilmente riconoscibile per una Falange, probabilmente la

seconda del dito medio.

L'osso n" 8 misura 34 mm. di lunghezza ed eziandio 4 mm. di larghezza; è

quasi completo ed anch'esso mostra, sull'estremità accostata all'indicazione 8, una

faccietta articolare ed una piccola troclea sulla estremità opposta ; anche questo è fa-

cilmente riconoscibile per una Falange di un dito del piede e probabilmente per la

prima del dito medio.

A proposito delle ossa n° 7 ed 8 debbo far notare la estrema lunghezza ed

esiguità loro ; caratteri questi che mal si accoppiano colla apparente robustezza del

()) Misurate sulla tavola 12 dell'opera dell'A. Milne EdwaRds; Recherches Anatomiques et Pa-

léontologiques pour servir à Vhistoire des oiseaux fossiles de la France, 1857-71. Paris, 4".
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tarso metatarseo descritto e che male vanno d'accordo colla robustezza delle parti

loro corrispondenti nelle diverse specie di Anser (in ampio senso) come nelle diverse

specie di Garbo, trovano molto più facilmente punti di rassomiglianza nelle falangi

delle lunghe ed esili dita delle Gralìe.

L'osso n° 9 misura da capo a capo 172 mm. di lunghezza; il corpo dell'osso

allo stato presente offre 5 mm. di larghezza massima e la sua estremità prossimale,

inalterata, mm. 6 pure di larghezza massima. È molto facilmente riconoscibile pel

Radio destro, la di cui estremità distale guasta e rotta dal corpo rimase però in op-

posizione al restante dell'osso e su di un piano di due millimetri superiore a quello

su cui esso giace : inoltre il corpo dell'osso, nel suo terzo distale, è incrociato e ri-

coperto dall'osso n° 10 che lo maschera per questa parte. Il restante del corpo del-

l'osso fu sfondato dalla pressione degli strati superiori in via di formazione mentre

era ancor meno resistente, per modo che la sua forma originaria cilindroidea e il po'

di curva che esso poteva avere, andarono perdute, ed ora la lamina ossea in vista

è quasi a contatto colla opposta ed è anzi segnata per lo lungo da un solco che

deve la sua origine alla causa predetta
;

potei mettere quasi completamente a nudo

la porzione prossimale dell'osso compresavi pure la faccia articolare e non nego che

dovetti rimanere stupito della piccolezza dell'una e dell'altra.

Se il tarso metatarseo che abbiamo pur ora esaminato ci indicava chiaramente

che noi avevamo a che fare con un Palmipede prossimo agli Anseridi, l'esame delle

ossa falangee ci obbligava invece a pensare piuttosto al genere Carbo ed alle Grafie.

Alla stessa conclusione ci condurrebbe ora eziandio l'esame del radio, la lunghezza

sua e la sua esilità sono caratteri che ci fanno tener lontana l'ala dell' Ornitolite di

Ceva dal tipo degli Anseridi e ce lo farebbero ravvicinare piuttosto al genere Carbo

e piti specialmente al Carbo cormoranus col quale concorderebbe inoltre pel modo

di curvatura del suo terzo prossimale ; con tutto ciò però la piccolezza della testa ar-

ticolare prossimale e della Fossetta Omerale sono caratteri tali che non incontriamo

generalmente nei Palmipedi e che trovano il loro riscontro invece fra le Grulle e più

particolarmente nel genere Ardea.

Mentre in questa estremità prossimale osserviamo una costante riduzione di

tutte le creste ed asperità per le inserzioni muscolari, il solo Tubercolo Bicipitale si

mostra appariscente ed assai sviluppato e fa in ciò nuovo contrasto coi Palmipedi

dei generi indicati accostandosi una volta di più alle Ardee.

L'osso n" 10 era inizialmente un osso lungo, robusto tanto che resistette molto

più che il precedente alla pressione dei sovrastanti strati ; lo si riconosce a prima

vista pel Cubito destro del quale si possono seguire dalla estremità distale 153 mm.

di lunghezza, l'estremità prossimale essendo mascherata dalla estremità pure pros-

simale dell'osso n° 12. Quest'osso il cui corpo misura, ora così compresso e leg-

germente sfondato qual è , mm. 8 di larghezza massima
,

giace adagiato sulla sua

faccia superiore ed alquanto interna e ci presenta la sua faccia inferiore ed al-

quanto esterna sopra la quale noi riescimmo a contare i tubercoli di inserzione di beìi

23 penne remiganti ordinate su due linee parallele e cioè 13 nella più esterna e

superiore e IO nella inferiore. Si vede che altre remiganti compivano le due linee, ma

le impronte loro sono mascherate o dalla roccia o da posteriori rotture. L'estremità
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articolare distale, che è ora quasi completamente scoperta dalla roccia, ci lascia ve-

dere la troclea per l'articolazione col Carpo; noi osserriamo come tal troclea sia nuo-

vamente piccolissima in confronto colla lunghezza dell'osso ed anche colla dimensione

del corpo dell'osso. L'esilità del cubito unitamente alla piccolezza della sua troclea

di ai'ticolazione pel carpo ed a simili caratteri osservati sul radio concordano ancora

una volta a farci ravvicinare l'Ornitolite di Ceva ai Cario anziché al genere Anser

e ricordano pure assai vivamente la forma e la costituzione delle analoghe parti del-

l'ala del genere Ardea.

Col n" 11 ho indicata un'impronta lunga mm. 40 e larga mm. 9 lasciata dalla

porzione prossimale del Metacarpo sinistro e dalla sua faccia interna. L' impronta è

mancante corrispondentemente alla sporgenza ossea rappresentante il primo dito del-

l'ala : del medesimo manca così ogni traccia (meno l'osso n. 5), è invece assai hen

visibile la parte corrispondente al dito secondo, il cui metacarpeo doveva essere un

osso molto esile ed a pareti sottili ; vediamo infatti dalla impronta -che esso soggiacque

alla pressione e si ruppe in più punti in senso per la maggior parte parallelo al suo

maggior asse. Finalmente vediamo ancora improntata l'origine del metacarpeo del dito

terzo che era un ossicino esilissimo staccantesi dal metacarpeo secondo a 16 mm. dalla

sua sommità prossimale e costituente una sottile lamina schiacciata d'alto in basso

(nell'ala in posizione di riposo) e lunga quasi tanto come il metacarpeo secondo. Essa

è rotta però ad un centimetro e mezzo in basso dal suo punto d'individualizzazione.

I pochi caratteri che si possono seguire in questa impronta, e che non vennero

esagerati dallo schiacciamento dell'osso che la produsse, concordano abbastanza detta-

gliatamente con quelli delle simili parti in un'ala di Cario cormoranus che ho dinanzi.

n n° 12 misurante 170 mm. di lunghezza, è facilmente riconoscibile per V Omero

destro adagiato sulla sua faccia interna e mostrante la esterna od anteriore e la di

cui forma venne profondamente alterata dalle posteriori pressioni e fratture. Presen-

temente la sua estremità prossimale presenta mm. 40 di larghezza massima ; il dia-

metro del corpo dell'osso presentemente , e causa 1' appiattimento molto superiore a

quello iniziale, è di 8 mm., e quello della testa articolare distale (poco compressa e

leggermente mascherata dalla roccia) è di 20 mm. Abbiamo visto come il radio di

questo esemplare misurasse 172 mm. di lunghezza, una lunghezza cioè di soli 2 mm.

superiore a quella dell'omero.

Noi troviamo, fra i Lamellirostri, nel genere Anser l'avambraccio più corto del

braccio ; fra i Totipalmi nel genere Fhalacrocorax l'avambraccio più lungo del braccio

ma di poco più di quel che noi vediamo succedere per l'Ornitolite di Ceva, nei Lon-

gìpenni poi col genere Larus la lunghezza dell'avambraccio supera di gran lunga

quella del braccio. Per questo rapporto noi dovremmo ravvicinare di più il nostro

fossile al genere Fhalacrocorax, se la lunghezza del corpo dell'omero, il suo pochis-

simo curvamente e la notevole brevità della estremità articolare prossimale in con-

fronto colla lunghezza dell'osso stesso non lo facessero ravvicinare piuttosto ai Lari.di

coi quali ha pur di comune, per quanto mi è dato di vedere attraverso le notevoli

deformazioni subite dalla testa, la forma e posizione della faccia articolare pel Cora-

coide mentre ne differisce per la mancanza alla estremità distale della Apofisi Sopra-

epicondiliana.

Sekie II. Toh. XXXVI. y'
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Opino finalmente che nel caso presente debbasi alle sole pressioni e deformazioni

posteriori la quasi nessuna sporgenza del Trocantere esterno e la pi'edominanza invece

del Trocantere e della Cresta interni.

Col n° 13 ho designata una Vertebra, probabilmente una delle ultime cervicali

che potei scoprire nel preparare la roccia : essa è molto guasta, deformata e mancante

e non ci può molto servire per chiarirci sulle analogie dell'animale cui appartenne.

Col n° 14 è indicato un frammento osseo probabilmente della estremità distale

del Tarso-metatarseo sinistro. Me lo fa suppor tale lo sdoppiamento che esso pare subire

ad un dato punto della sua lunghezza ed il fatto che uno dei rami originati, che

è rotto avanti la sua estremità, lasciò nella roccia una impronta che par quella di

una Troclea digitale. Se veramente quest'osso è un tarso metatarseo, noi lo avremmo

visibile per la sua faccia anteriore e per un 25 mm. della sua lunghezza a partire

dalla estremità distale.

Un" 15 ci presenta un frammento lungo 32 mm. ed un po' ricurvo di una

Costa sternale.

Similmente il n° 16 ci presenta un altro frammento di una delle ultime Coste

sternali, lungo 35 mm., compresavi la parte soltanto improntata nella roccia.

L'osso n° 17 che, come molti altri non venne alla luce che dopo assiduo lavoro, è

un frammento lungo 42 mm., corroso da una estremità presso la quale è pure attraversato

dallo ossicino n° 16, ed assai schiacciato dall'altra e del quale non riesci! a stabilire

la relazione colle restanti parti dello scheletro, che dopo averlo isolato completamente

dalla roccia e visitatolo ancora sulla faccia à quella adiacente. Eiconobbi allora non

trattarsi che della estremità distale del Radio sinistro veduto dalla sua faccia po-

steriore superiore. Il modo tronco di terminarsi di quest'osso alla sua estremità

distale o carpale male si accorda con quello che vediamo accadere nel genere Fha~

lacrocorax e troverebbe maggiore analogia con ciò che si osserva nel genere Anser.

A differenza però da quello osservo, nel fossile di Ceva un maggiore sviluppo dei tu-

bercoli limitanti dalle due parti la fossetta pel passaggio dei tendini estensori della

mano.

Se nel Badia n" 9 non potemmo ben vedere la porzione distale per essere questa

mascherata dal cubito ed in parte rotta, noi abbiamo un compenso vedendo la stessa

parte nell'osso simmetrico n° 1 7 : noi possiamo qui scorgere come la porzione distale

fosse, siccome avviene nel maggior numero degli uccelli, incurvata per andare a rag-

giungere l'articolazione carpale malgrado la divergenza del corpo del cubito quello del

radio e malgrado l'ingrossamento articolare della estremità del primo.

Col n" 18 segnai una Costa vertebrale destra od almeno la sua porzione distale

ancora munita del suo processo ricorrente molto ben sviluppato. E probabile si tratti

qui della seconda costa , la sua forma però non ci offre nulla di caratteristico per

la classificazione del fossile, il frammento di costa è lungo 36 mm. e largo 3,5 mm.

la lunghezza del processo ricorrente , compresavi la parte mancante e soltanto im-

prontata , è di 16,5 mm. , la sua larghezza al punto di massima espansione , di

4,5 mm.

11 \\" 19 indica una porzione prossimale di una Falange di estremità inferiore:

è lunga 12 mm. e per la massima parte al puro stato di impronta sulla roccia.
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Col n. 20 designiamo un nuovo frammento, lungo pochi mm , di una costa ster-

nale rotta, distorta e mascherata in due punti dalla costa Tertebrale destra di cui

facemmo cenno al n° 18.

Finalmente in basso della estremità prossimale dell'omero di cui facemmo parola

sotto il n° 12 si ravvisa ancora una piastvellina ossea della quale nemmanco si può

dire che cosa ella sia e se abbia appartenuto allo scheletro di cui è ora parola.

Essa non meritava quindi di essere specialmente contrassegnata con un numero, e solo

ora ne paido per scaiico di esattezza nella enumerazione.

In conclusione fra le venti ossa che abbiamo sin qui enumerate no abbiamo

alcune che sono di un reale ed importante valore per la determinazione della famiglia

cui appai'tenne l'animale che ne era dotato. Primo fra tutti è il Tarso-metatarseo

Canone che dir si voglia. La robustezza sua, la forma del suo tallone e la dispo-

sizione delle sue troclee digitah ci fanno classificare l'animale di Ceva fra i JPalmipcdl

ìamellirostri e particolarmente vicino agli Anseridi , mentre la lunghezza ed esilità

delle falangi ci fanno pensare piuttosto ai Totipaìmi e particolarmente ai Cormorani.

Se poi noi passiamo a considerare le ossa dell'ala noi saremmo dubbiosi non più fra

gli Anseridi e i Graculidi, ma bensì fra i Graculidi ed i Laridi cioè fra Totipalmi

e Longipenni. Noi siamo per conseguenza dinanzi ad un tipo che, essendo già un vero

Palmipede, da troppo poco tempo ancora si è differenziato siccome Lameìlirostre e

(ce lo dice il canone) conserva ancora molti caratteri comuni coi Totipalmi e colle

Graììe per le falangi dei piedi, coi Totipalmi e coi Longipenni per la conformazione

e sviluppo delle singole parti dell'ala. Noi abbiamo insomma a che fare con un tipo

alquanto complessivo.

Da quanto precede rimane dimostrata l'utilità di creare per l'Ornitolite di Ceva

un nuovo genere ed una nuova specie. A tale scopo io proporrei il nome di Chenornis

gracHÌoides.

III.

L'Ornitolite di Monte Kamboli.

Anas lignitifila Salvad.

Accennai già in principio di questo mio lavoro come nelle ligniti di Monte Bam-

boli siasi rinvenuto da parecchi anni un primo ornitolite e come esso sia stato stu-

diato dal Prof. Salvadori (1).

In tale occasione il prezioso fossile venne disegnato in grandezza, naturale nella

sesta tavola accompagnante il lavoro, alla figura settima. Nel testo il fossile veniva

comparato agli Anatidi ed agli Aìcìdi, ed in conclusione il Valente Ornitologo espri-

meva la sua opinione che, senza escludere che si potesse trattare di un Anatide, in-

clinava tuttavia a credere che il medesimo fosse a considerarsi siccome una specie di

(!) In Gastaldi , Mera, della R. Acc. delle Se. di Torino, 2^ ser., tom. XXIV, 4\ pag. 193-236

(pag. 225), tav. IlI-VIIl (tav. Vili, iìg. 7). Torino, 1868.
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Alcide. Siccome però in tale descrizione, benché munita di figura, non conchiudeva

colla proposta di un nome, così ho ora interpellato il signor Professore su quello che

intendeva di dargli per lo avvenire. Il Salvadori che, anche dopo la descrizione fattane,

si interessò ripetutamente e vivamente della giusta determinazione del fossile di Monte

Bamboli e che a tale scopo lo portò seco a Parigi ed a Londra per farlo vedere ai

più valenti ornitologi di quelle città e per compai-arlo con un materiale scheletrico

molto più copioso di quello che non sia dato disporre in Italia, mi rispose che i suoi

studi ulteriori lo avevano persuaso trattarsi di un Anatide anziché di un Alcide, come

prima aveva detto, e che per conseguenza il fossile di Monte Bamboli doveva venir

riferito al genere Anas.

In suo nome adunque e colla di lui autorizzazione propongo per il fossile de-

scritto dal Salvadori in Gastaldi : Intorno ad alcuni fossili del Piemonte e della

Toscana e disegnato da quest'ultimo, il nome di Anas lignitifila, Salvad.

IV.

L'Ornitolite di Peschiera.

Grus turfa PoKTis.

Tav. II, fig. 1-13.

Or é poco tempo il sig. Ingegnere E. McoHs visitando la torbiera di Pro Foschin

al Sud di Peschiera, ne raccoglieva una serie di ossa colà state trovate dai lavoratori.

Tali ossa mi furono in questa primavera gentilmente comunicate in parte fé la mas-

sima) dallo stesso sig. Mcolis ed in parte dal sig. Arciprete A. Parazzi al quale erano

state donate dal Nicolis. A parte alcune ossa di quadrupede di cui farò cenno in seguito,

mi trovai ricco di una ventina di ossa aventi appartenuto ad uno stesso individuo, ad

un grosso uccello.

Fra queste venti ossa debbo enumerare :

1° Il tarso metatarseo sinistro quasi completo, non essendo che leggermente

guasto in corrispondenza della faccia articolare superiore e del tallone;

2° Le due tibie , la sinistra completa , la destra mancante solo del condilo

interno dell'articolazione inferiore
;

3° Le due fibule complete ;

4° I due femori completi;

5° Porzione del Pelvi mostrante la metà inferiore dell'Acetabolo sinistro con

porzione insignificante dell'osso anteriore e delle posteriori
;

6" I due Metacarpali principali completi ;

7° I due Radii completi
;

8° I due Cubiti completi
;

9° L'Omero sinistro quasi completo e non difettoso che in corrispondenza della

cresta pettorale
;

10° Il Coracoide sinistro completo
;
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11° Le due Scapole, entrambe difettose alla loro estremità distale e la sinistra

più completa della destra
;

1 2° Una Vertebra Cervicale corrosa
;

13° Una Vertebra Dorsale mancante del suo terzo posteriore e dell'Arco

Keui-ale.

L'esame delle ossa delle gambe mi dimostrò trattarsi indubbiamente di una

Gralla della statui-a di una Gru , colla quale presi tosto a compararla senza però

perdere mai di vista gli scheletri del Fenicottero roseo , àelVArdea cinerea e della

Cicogna hianca gentilmente favoritimi dal Museo di Anatomia comparata di Torino.

Kella annessa tavola poi feci riprodurre
,

per motivi facili a comprendersi , tutte le

ossa sinistre che mi trovavo possedere oltre alle due uniche vertebre presenti ed a

due altri oggettini di cui parlerò poi.

11 Taiso-metatarseo (fig. 1) sinistro misura :

per Io scheletro di Gru Cinerea

per lo sclieleiro ili Peschiera
'

del Museo di Anal. comp.

Lunghezza estrema mm. 272 263

Larghezza dell'estremità superiore » 22 27, 5

Larghezza dell'estremità inferiore » 23 23

Larghezza del corpo dell'osso . » 9 10

Spessore del corpo dell'osso . » 9 9

dalle suddette misure ne risulta pel Canone di Peschiera in confronto del vivente, una

lunghezza alquanto maggiore, congiunta con una larghezza della estremità superiore

ed un calibro sensibilmente minore del corpo dell'osso, mentre egualmente dilatata

è la estremità inferiore.

Seguitando il confronto trovo nel Canone di Peschiera più fortemente sviluppato

e sporgente U Tallone (almeno per ciò che ne è visibile), ma fatto esattamente sul

piano di quello della Gru e ben sviluppato pure il foro risultante dalla unione allo

indieti-o delle due lamine esterne del Tallone stesso. Trovo che le due metà della

Faccia articolare per la Tibia sono, conseguentemente alla maggior ristrettezza della

intiera estremità superiore, più strette e profonde che nella Gru cinerea, come osservo

pure una maggior sottigliezza dallo avanti allo indietro ed una maggiore inclinazione

allo avanti della Tuberosità Intercondiloidea.

Osservo che il corpo dell'osso è a vista sensibilmente più svelto e leggiero che

nella Gru cinerea e che la Grondaia longitudinale anteriore è molto più pronunziata

e profonda che nella specie di confronto, senza contare che essa si allunga molto più

in basso, cosi che l'intiera lunghezza dell'osso ne appare affetta.

Sulla faccia posteriore poi, osservo egualmente marcata nelle due specie la Cresta

longitudinale estema e la Grondaia mediana; quest'ultima si perde più in alto nella

specie di Peschiera che nella Gric cinerea.

11 Poro inferiore appare più ampio nell'uccello di Peschiera e le troclee di-

gitali , che hanno V identica posizione che nella Gru , appaiono più strette da lato

a lato.



309 303

31 29

20 21, 7

11,2 12, 7

9,2 11, 8

30 (1) 36

231 223

39 37
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Per la Tibia (fig. 2) troviamo le seguenti dimensioni relative in millimetri :

Oinilulile di Feschk'ra Gru cineren vivente.

Lunghezza massima dell'osso .

Larghezza dell'estremità superiore .

Larghezza dell'estremità inferiore .

Larghezza del corpo dell'osso .

Spessore del corpo dell'osso

Spessore della testa dell'osso .

Lunghezza dalla estremità inferiore alla

cresta peroniera

Lunghezza della cresta peroniera .

La Tibia deirornitolite di Peschiera presenta alla sua estremità superiore le

stesse Creste ed egualmente disposte che per la Grìi ordinaria; solo la cresta esterna

appare alquanto piti distaccata dal corpo dell'osso. Questo è alquanto ritorto sul pro-

prio asse e sensibilmente più. sottile che nella specie di confronto. La sua faccia an-

teriore è ancor meno convessa che in quella specie e ne è un po' più sentita la Cresta

longitudinale esterna inferiore. Sensibilissima è poi la maggiore strettezza della estre-

mità inferiore, carattere questo che va d'accordo con quanto già riscontrammo nella

estremità superiore del Tarso-metatarseo e che si fa sentire tanto sui Condili quanto

nella Gola intercondiloidea.

Un'occhiata alla tabella comparativa delle dimensioni ci dimostra poi come : a

parte la maggior lunghezza della intiera tibia di Peschiera , la Cresta peroniera ne

sia collocata più in alto e sia più lunga che nella Gru cinerea , ciò che porta di

naturale conseguenza una minore lunghezza d'intervallo fra la sommità dell'osso e

l'origine superiore della Cresta peroniera stessa.

Le Fibule (fig. 3) che per l'ornitolite di Peschiera sono entrambe isolate e quasi

completamente conservate misurano (la sinistra) mm. 164 di lunghezza , mentre nello

scheletro che ho dinanzi della Gru cinerea vivente lo stesso osso è visibile per 180 mm.

di lunghezza. Dimensione pari e maggiore raggiungevano le intiere Fibule dell'originale

di Peschiera se giudichiamo dalle impronte di loro rottura visibili sulle Tibie.

La Fibula di Peschiera comparata con quella della Gru cinerea, mostra la sua

estremità superiore men spessa dallo avanti allo indietro e più stretta da fianco a

fianco, ma concordante assolutamente nella forma ; cosi pure affatto eguale è nelle

due la traccia di torsione sulla faccia esterna del corpo dell'osso, ma questo si mostra

ancora più esile neirOrnitolite di Peschiera.

Pel Femore (fig. 4), noi troviamo le seguenti dimensioni comparative :

Ornilolile di l'escliiera Sclielelro di Ori'i cinerea.

Lunghezza totale dell'osso .

Larghezza della estremità superiore

Larghezza della estremità inferiore

Larghezza del corpo dell'osso .

Spessore del corpo dell'osso

im. 131 139

» 27 27

» 26 27,4

» 12, 6 13, 1

» 11,8 12, 5

(I) La cresta anteriore vi è alquanto logora.
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Il Femore di Pescliiera è molto più simile all'osso omologo della Gru cinerea

che non le ossa predette, tuttavia se ne distingue per minori dimensioni in generale

e specialmente della estremità iuferiore. Iilentre le altre ossa si mostravano più esili

ma più lunghe delle omologhe della Gru cinerea, il Femore si dimostra leggermente

più corto, mentre il collo è più sentito e leggermente più lungo, ciò che porta alla con-

clusione che la larghezza assoluta della estremità superiore del Femore nelle due specie

è precisamente eguale.

La Gola intercondiloidea della estremità inferiore del Femore appare nella Ornitolite

di Pescliiera un po' più larga ed altrettanto profonda che nella Gru ordinaria e più

stretti da fianco a fianco ne sono i Condili, in conclusione la somma di queste tre

parti è minore nel Femore di Peschiera che non in quello della Gru cinerea.

Il corpo dell'osso appare poi men ricurvo nel Femore di Peschiera.

La porzione conservataci del Pelvi (fig. 5) è troppo insignificante per poterne

traiTC utili comparazioni. Solo parvemi osservare dimensioni lievemente più ampie pel

Foro Otturatore.

TI Coracoide, che è completissimo, ci offre le seguenti dimensioni :

Lunghezza dell'osso . . . mm
Larghezza della estremità sternale a

Larghezza dell'osso sotto la fos-

setta scapolare. ...»
Larghezza dell'osso al livello della

faccetta glenoidale...»
n Coracoide (fig. 6) di Peschiera ci office dimensioni tutte minori che non il

corrispondente osso della vivente Gru ordinaria, mentre la forma generale e quella

delle singole parti hen si accordano con quelle della stessa Grii; noi notiamo però

una maggiore ristrettezza della Testa del Coracoide, la quale mostra inoltre la sua

faccia anteriore limitata da un perimetro più rettilineo : segnaliamo invece un relati-

vamente maggiore sviluppo nell" Ornitolite di Peschiera dell'Apofisi sottoclavicolare ed

una maggiore ampiezza del Foro dello stesso nome.

La Scariola (fig. 7) è mancante della sua porzione distale. La parte conservataci

ha una lunghezza di mm. 82 in linea retta ; non credo probabile che intiera essa

raggiungesse la dimensione del corrispondente osso della Gru cinerea in 123 mm., la

Scapola di Peschiera si mostra leggermente più ricurva di quella della specie di

confronto, il corpo dell'osso ne è pure più esiguo ; la Faccetta Glenoidale si mostra

con bordo più tondeggiante e più insenato anteriormente ma, in complesso, di superficie

minore : alquanto meno svolta ne è pure la Tuberosità furculare.

Il' Omero (rappresentato fig. 8), che come già ' dicemmo è alquanto difettoso in

corrispondenza della Cresta pettorale, ci dà le seguenti dimensioni comparative :

(li Peschiera Gru cinerea vivente.

82,5 92, 5

39, 6 43

17 20

24 26.



19 = 8 8 =20,4
16,4 = 6,9 7, 7 = 19, 7

14 = 5, 9 6 = 15, 5
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Ornitolite di Peschiera Gru cinerea vivente.

Lunghezza massima dell'osso . 236 = 100 100 = 254

Larghezza della testa. . . 32(1)=: 13,5 13,2= 33,6

Larghezza della estremità infe-

riore 34 = 14, 4 14, 5 = 37

Spessore massimo della estremità

inferiore

Larghezza del corpo dell'osso .

Spessore del corpo dell'osso .

L'Omero di Peschiera è sensibilmente più corto di quello della Gru ordinaria,

anclie le altre sue dimensioni sono, proporzionalmente alla lunghezza, minori che nel-

l'Omero di quella. Nell'Omero di Peschiera si osserva però una più sentita curvatura

del corpo dell'osso ed una sensibile minor larghezza comparativa del medesimo , ciò

che risulta del resto dalle dimensioni date. 1 Condili e le Creste d'inserzione muscolare

sono sviluppatissime e l'osso ha un aspetto di forza superiore a quello della Gru or-

dinaria cinerea, per certo ha esso appartenuto ad un individuo robusto, avente acqui-

stato tutto lo sviluppo consentaneo alla sua specie.

Cubito (iig. 9).

Ornitolite di Pcscliiera Gru cinerea vivente.

Lunghezza massima dell'osso ... 272 288

Larghezza della estremità superiore . 26,8 29, 4

Larghezza della estremità inferiore . 17, 5 21, 4

Larghezza del corpo dell'osso . . . 10,2 13.

Il Cubito di Peschiera si distingue per gli stessi caratteri che l'Omero, minor

lunghezza cioè e minori dimensioni proporzionali, da quello della Gru cinerea. Anche

in esso però son molto più sentite le creste e le impressioni muscolari ed i tubercoli

su cui erano impiantate le remiganti sono molto più grossi e sporgenti.

Badia (fig. 10).

Lunghezza massima dell'osso

Larghezza della testa superiore

Larghezza della testa inferiore

Larghezza del corpo dell'osso .

Il Radio presenta gli stessi caratteri del Cubito : riduzione nelle dimensioni generali

e maggiore esagerazione dei rilievi ed impressioni per l'inserzione dei muscoli.

Mancano le Ossa Carpali.

Oroilolite di Pesciiiera Gru cinerea vivente.

. 262 275

10, 7 12,8

13, 6 15

8, 3 9,4.

(1) Essendo corrosi il Trocantere loternoela Cresta Pettorale, non posso dare che dubitativamente

questa dimensione.
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Metacarpale principale (fig. 11).

Ornilolile di Pescliiers Giù cinerea vivenle

Lunghezza massima dell'osso 119 124,6

Larghezza dell' estremità superiore 23 25,5

Larghezza dell' estremità inferiore 15 18,2

Larghezza del gran metacarpale 7 8

Lunghezza dello spazio intermetacai-pale. ... 164 167,5

Spessore massimo dell' estremità superiore .
'

. 14 18

Spessore massimo dell'estremità inferiore ... 11,4 12.

Le differenze esistenti fra il Metacarpale dell' Ornitolité di Peschiera e quello

della Gru ordinaria risultano abbastanza bene dalla tabella comparativa delle di-

mensioni. Il Metacarpale di Peschiera è più corto ed in generale più piccolo, ma le

due ossa che lo compongono sono maggiormente staccate fra di loro, quindi lo spazio

intermetacarpeo relativamente più lungo ; le Creste sono maggiormente sviluppate

quindi le due Teste relativamente più spesse. 11 Metacarpale Piccolo poi pare relati-

vamente più sottile. La forma però dell'osso e delle singole sue parti è affatto eguale

a quella delle corrispondenti nel Metacarpale della Gru ordinaria.

Alla fig. 12 poi ho fatto rappresentare una Vertebra cervicale assai guasta e

che ritengo essere la quinta. Per quanto se ne discerne, essa non presenta altra dif-

ferenza dalla corrispondente della Gru cinerea che di essere alquanto minore in tutte

le sue dimensioni.

Similmente, alla fig. 13 è riprodotta una Vertebra dorsale molto guasta e man-

cante, che ritengo essere la penultima; confrontata colla corrispondente della ordinaria

Gru , ne trovo assai più piccola la faccia articolare anteriore
,
più svolte invece le

Creste sulla metà posteriore della faccia inferiore del corpo. Anche il corpo della

vertebra presenta dimensioni lievemente più piccole.

In conclusione, fra le parti che abbiamo passato in rivista, noi abbiamo avuto

quelle che servono maggiormente al Paleontologo che si occupi degli avanzi di Uccelli,

cioè: le ossa delle gambe e sovrattutto il Canone, le ossa delle ali e sovrattutto l'O-

mero ed il Metacarpo. Le ossa tutte portano caratteri tali da non poter esitare un

istante a ritenerle come aventi appartenuto ad una specie di Gru, e se noi le aves-

simo trovate ciascune isolate, noi le avremmo pure classificate nella ordinaria specie

europea: Grus cinerea, ritenendo le differenze che ciascuno presenta dal corrispondente di

quella siccome puramente individuali. Per contro, l'aver trovate le ossa più importanti delle

gambe ed il ravvisare in tutte sempre gli stessi caratteri di maggiore allungamento e di

minor robustezza ci fa arguire ad una specie di Grii più alta su gambe ed avente un

corpo più piccolo della Gru cinerea. Di questo abbiamo conferma nelle dimensioni delle

vertebre, che, quantunque appartenenti ad individuo affatto adulto, sono lievemente

più piccole che in quella. La minor lunghezza poi della unica Vertebra cervicale

esistente, congiunta alla maggior altezza sulle gambe, ci fa supporre che l'animale

di cui essa faceva parte, dovesse avere od un numero maggiore di Vertebre cervicali^

od un collo relativamente più corto e che per conseguenza dovesse abbassarsi di più

per prendere il cibo. Finalmente le ossa delle ali meno svolte che nella Grus cinerea

ci fanno venire alla stessa conclusione tratta dai caratteri delle ossa delle gambe,

Sekie II. Tom. XXXVL z'
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cioè che Tanimale che ne doveva esser portato era di mole alquanto minore ed ol-

tracciò forse minor volatore, inquantochè il maggiore sviluppo delle creste ed impres-

sioni per l'inserzione dei muscoK ci fanno ammettere che le masse muscolari destinate

al meccanismo del volo dovessero essere di maggior mole per reggere al maggior sforzo

e quindi per circolo vizioso l'animale ne dovesse esser reso più pesante conseguente-

mente al minor sviluppo dei bracci di leva.

La Gru della Torbiera di Peschiera era dunque in totale più piccola della Grus

cinerea, e, a collo eretto, più bassa di quella, ma intanto era portata su gambe più

lunghe di quella e, nel volo, da ali più corte; era, nella facoltà del volare, lieve-

mente inferiore a quella, le era pure inferiore nella facoltà di procacciarsi il cibo

avendo un collo più corto, mentre era più alta sulle gambe.

Nella grotta des Eyzies (Dordogne) , il signor Lartet ha raccolta una porzione

inferiore di Tibia di una Grii che si distingue dalla Cinerea e persino da quella di

Australia per le sue dimensioni maggiori. Di questo pezzo il signor Milne Edwards

ha fatto il tipo di particolare specie che ha denominato Griis primigenia.

È questa, per caso abbastanza strano, l'unica Gru (1) stata segnalata in terreni

posteriori ai terziari in Europa, mentre in quelli non ne abbiamo che tre: la Grtis

excelsa e la Grus prohìematica nei terreni miocenici inferiori dell'AUier e la Grus

Fenthelici negli strati miocenici superiori o pliocenici inferiori di Pikermi (2).

Le dimensioni assolute e relative, sufficienti a far distinguere la Gru di Peschiera

dalla cinerea e dalle altre specie viventi, sono, a più forte ragione, valevoli per farla

distinguere dalla Grus primigenia Milne Edwards; non conoscendo poi, all'infuori delle

terziarie, altre specie fossili di questo genere, sono costretto a considerare la Gru di

Peschiera come rappresentante una nuova specie per la quale propongo il nome di

Grus turfa.

È egli più probabile che la Grus cinerea sia la figlia della Grus turfa o

della primigenia o di una terza specie della quale non abbiamo ancora indizi o che

altramente modificata sia ancora vivente? È questione questa che per ora credo meglio

lasciare insoluta.

Se l'Uomo preistorico vide e conobbe in Francia la Grus primigenia e se si servì

delle sue ossa, siccome rilevo dall'opera del Milne Edwards (3), altrettanto si può ben

dire della Grus turfa in Italia. Poiché nella stessa torbiera donde venne ricavato

questo interessantissimo fossile, vennero pure trovate le due magnifiche punte di freccie

di diverso modello, che ho fatto riprodurre (fig. 14 e 15) e che non vi ha dubbio

possibile che non sieno state fatte dall'uomo.

(1) Mentre il Rutimeyer, nelle due sue principali memorie sulle Palafitte: « Untersuchung der

Thierreste aus den Pfahlbauten der Schwais » e r Die Fauni der Pfahlbaulen • non enumera fra gli

uccelli rinvenuti nelle palafitte svizzere la Gru, trovo che nella seconda edizione francese dell'opera

del LuBBOCK: VHomme préhistorique, edita nel 187f) sulla terza edizione inglese, vien segnalata, in

base forse ad ulteriori scoperte, la Grus cinerea a Robenhausen. Non si è detto però quali parti dello

scheletro ne sieno state scoperte ed in quale stato.

(2) Nel nuovissimo trattato dell' Hoernes (R.): Elemente der Palaeosoologie, S, Leibzig, 1884,

pag.5M, viene data la famiglia dei Gruidi come finora senza rappresentanti allo stato fossile!

(3; Opera citata, voi. II, pag. 33, tav. LXXVI, fig. 8, 9, 10, 11.



DEh BOTI. ALESSANDRO POKTIS 379

Di più, il bel Eadio die ho presentato nella fig. 10 mosti-a, sulla faccia opposta

a quella su cui è rappresentato, circa a metà della sua lunghezza, due piccoli tagli

trasversali, un po' obliqui, fatti con strumento tagliente sull'osso ancora fresco, tantoché

la lamina ossea superficiale ne è ancora sollevata.

Identico fatto si osserva sulla Tibia disegnata fig. 2, ed ancora sulla faccia opposta

a quella che venne rappresentata. Anche qui, poco sopra metà, lunghezza, due intagli

paralleli, fatti alla distanza di due millimetri l 'un dall'altro con uno strumento tagliente

sull'osso fresco tantoché la lamina compatta superficiale é fra i due ancora assai sollevata.

Mentre, come vengo di dire, queste ossa presentano segni non dubbii che l'ani-

male in discorso sia caduto in mano dell' uomo, rimane a spiegarsi il come ed il

perchè l'uomo non lo abbia voluto utilizzare.

Infatti, se l'uomo avesse mangiate le carni di questo individuo, noi non avremmo

trovate assieme tante parti del suo scheletro (e ne avremmo probabilmente molte eli

piii se chi primo le scoperse non fosse stato un cavatore di torba) e se l'uomo ne

avesse utilizzate le ossa, che le presenti gli sarebbero state preziosissime per la con-

sistenza ed esilità loro, noi non le avremmo trovate cos'i intatte in tutte le loro parti...

In vista del presente fatto si potrebbero fare due supposizioni. La prima che l'indi-

viduo di Peschiera sia bensì stato cacciato e ferito dall'uomo, ma non ucciso e che

le ali sue robuste lo abbiano trasportato alquanto oltre per morir poi miseramente

in mezzo alla torbiera, incidente questo che succede abbastanza frequente anche oggid'i

con migliori mezzi di caccia. La seconda che la Gru fosse protetta durante il periodo

neolitico in Italia da tradizioni popolari analoghe a quelle che oggidì in Svizzera e

nei paesi al di là delle Alpi dove nidifica, proteggono la cicogna e che un qualche

individuo, ucciso per sbaglio dagli abitanti della torbiera, sia stato intatto gettato

all'acqua, in espiazione del fallo commesso.

Assieme agli avanzi di Griis tiirfa vennero trovati nella stessa torbiera resti di

più individui di Cervus elaphus , fra i quali uno con denti da latte e corna di uji

altro che aveva messe fuori le terze difese ; sui pugnali di queste ho ravvisato ancora

altre traccie di strumenti taglienti fatte sull'osso fresco.

Il laghetto intermorenico di Pro Foschin fu dunque, anteriormente alla sua tor-

bificazione, abitato dall'Uomo Neolitico, il quale, molto probabilmente, vi costruì delle

palafitte e possedette armi di selce. Suoi contemporanei e sue vittime furono colà fra

altri animali di cui non abbiamo ancora la Usta definitiva, la Grus turfa ed il

Cervus Elaphus.

Ricerche accurate nei laghi e nelle torbiere della Lombardia e del Veneto non

tarderanno, spero, a farci conoscere, accanto agli avanzi della industria umana nelle

^

sue fasi successive, anche reliquie sufficienti a stabilirne la Fauna Ornitica contemporanea
;

sono intanto lieto di constatare come alcune ossa, specialmente Metacarpali, di uccelli

già sieno state trovate nel lago di Varese ed il bel saggio della collezione Ponti, che

nella Sezione Antropologica della nostra Esposizione Generale ci dà una così completa

idea dei tesori trovati colà, mostra appunto parecchie di queste ossa (1).

(I) Nella stessa sezione notiamo pure ossa di Gralle e di Gallinacei diversi state trovate in com-

pagnia di vertebrati di altri ordini in qualcuna delle Terranaare dei dintorni di Viadana ed esposte
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V.

Traccio di Uccelli.

1. — ie impronte di penne del Bolca.

Ho ricordato, in principio di questo mio lavoro, come il Faujas di Saint-Fond

abbia menzionate e disegnate impronte di penne trovate verso il principio del secolo

nel Calcare Eocenico ad ittioliti di Monte Bolca e conservate ora nel Museo di Parigi.

Aggiungerò ora che le nredesime non furono le ultime colà trovate.

Da gentili informazioni epistolari inviatemi dal signor Comm. A. De Zigno mi risulta

che penne successivamente rinvenute si trovano ora conservate nel Museo della K. Uni-

versità di Padova e due altre nella collezione privata dello stesso signor Barone A. De

Zigno in quella stessa città, mentre altre parecchie trovansi ancora a Verona in mano

a varii proprietarii. Trattandosi di parti di organismo variabili molto su di uno stesso

individuo e dalle quali sarebbe forse pericoloso il voler trarre argomenti per discutere

le analogie dell'animale che le nutrì, mi astengo da descrizione qualsiasi e mi limito

ad una semplice menzione.

2. — U Orniticnite di Argenterà.

Ricordo qui sempKcemente come nel 1879 io abbia descritto e figurato col nome

di Ornitichnites Argenterae, un'impronta da me rinvenuta nelle arenarie eoceniche

superiori di Argenterà e che considerai siccome lasciata dal pie di un uccello. L'ori-

ginale fu in seguito da me lasciato nell'Istituto Geologico di Bologna.

dal benemerito Arciprete Antonio Parazzi , direttore del Museo civico Viadanese, al quale spetta il

merito di averle scoperte e, riconosciutane l'importanza e la natura, di avercele conservate.

Anche nelle Terramare del Modenese e del Reggiano accanto ad avanzi dell'umana industria si

trovano reliquie di Uccelli, dei quali in parte già furono determinate le specie. Così, nella stessa Sezione

Antropologica (classe VI Preistoricaì, alla Esposizione Generale Italiana di quest'anno figurano parec-

chio ossa ornitiche specialmente di G-allinacei raccolte dal Prof. Carlo Boni nella Terramare di Mon-

tale e conservate nel Museo civico di Modena.

Ricorderò anzi a questo proposito come lo Strobel già abbia dato, nel IX. volume àel Bullettino

di Paletnologia, fase. I e II, la lista deyli uccelli, fino al 18s3, trovati nelle Mariere dell'Alta Italia.

Essa consta dei dieci numeri seguenti :

1. Otus vulgaris Fleming a Gorzano.

2. Frugilegus segelum auct. jCorvus frugilegus L. Corvus frugivorus Coppi) a Gorzano.

3. Gallus domesticus L. a S. Ambrogio, Gorzano (Fide Boni), Bismautova , Parma, Ca-

stellozzo di Fontanellato, Bozzoletto.

4. Ciconia alba, Will. a Montale.

5. Ardea cinerea, L. a S. Ambrogio.

6. Gen et sp. ? trampoliere indeterminato a Montale.

7. Ansar segetum, Gacel. a S. .Ambrogio, Possioncella Levi presso Viadana.

8. Anas boschas L. a Montale, Colombarola, Parma.

9. Anas sp. a Cogozzo presso Viadana.

10. Gen et sp. ? Palmipede indeterminato a Ronchi presso Viadana.

Speriamo adunque di poter presto fare un completo catalogo, accompagnato ove occorra 'da il-

lustrazioni delle nuove forme, di tutte le specie di Eccelli sin qui rinvenute nei giacimenti post-terziarii

italiani.
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3. — Gii Oniìticniti dì Verrua {eoìlina di Torino).

Mentre nello scorso autunno percorrevo la Collina di Torino per farne la carta

geologica, m' imbattei qualche volta in lastre di calcare mostranti, sulla superficie di

stratifica2done, impronte che è qui, se non altro, il caso di ricordare.

La prima che mi colpì è una lastra di circa un metro e 20 centim. di lun-

ghezza per 90 centim. di altezza e 20 centim. di spessore proveniente da una delle

numerose cave di Alberese che si trovano nella zona eocenica ad argille scagliose

corrente al sud di Lavriano e Briisasco fin presso al castello di Verrua Savoia. Si

trova nel comime stesso di Verrua Savoia e dentro all'abitato del Valentino appog-

giata ad un fabbricato ed esposta alle intemperie e a tante altre vicende. Sulla sua

superficie si scorgono ben marcate una diecina almeno di impronte che ho così alla

sfuggita attribuite a piedi di uccelli che abbian passeggiato sull'antico limo calcareo-

sabbioso consolidatosi di poi in roccia molto resistente. Le impronte più belle mo-

strano ben chiare tre dita per ciascuna, il mediano più lungo e colle traccio di quattro

falangi fra cui la terminale aguzza come fosse stata terminata da un'unghia piuttosto

corta ed ottusa e i due laterali più brevi, con minor numero di falangi distinguibili e fra

le quali l'anteriore- aguzza allo stesso modo che pel mediano. Il dito più lungo mi-

sxu"a circa 7 centim. di lunghezza per uno di larghezza ; le altre due, subeguali, rag-

giungono 5 centim. cii'ca di lunghezza e sono più strette: la profondità di ciascuna

impronta è variabile fra i 5 e i 7 ndllim. Può darsi ripeto che tali impronte pos-

sano essere state causate da Uccelli che abbiano passeggiato su di un lido ricoperto

da un limo calcare arenoso e che siano state ricoperte e salvate di poi da altro strato

dello stesso limo che vi sia sovrapposto ; con tuttociò non reputo sia il caso di di-

limgarmi sovra di esse di più per non dare loro più importanza del convenevole.

Alti'a lastra dello stesso genere, della stessa provenienza, e colle stesse impronte

che la precedente, ma più piccola, vidi io abbandonata sulla strada in faccia all'abi-

tato di Camorano. La medesima è ora irremissibilmente perduta. Isella settimana tra

il 23 ed il 30 marzo 1884 venne adorierata come materiale da costruzione nella

volta di un ponticello della strada comunale che in Verrua Savoia unisce 1' abitato

di Sulpiano e Camorano a quello di Ronzo e Valentino in corrispondenza del risvolto

di strada presso la cascina Bila. Alla prima lastra da me ricordata poi, è minacciata

analoga sorte : la si reputò adatta a farne una soglia anteriore di forno ; tale sarà

probabilmente il modo suo di sparire.

Se io ricordai in questo lavoro tali impronte gli è soltanto perchè non volevo

trascurare di ricordarvi tutto quello che a mia conoscenza ha relazione con Uccelli o

loro traccio trovate in Italia e perchè nessuna impossibilità si oppone a ciò che, mentre

nella seconda metà dell'Eocene alcuni UccelU lasciaron penne nel calcare del Bolca, altri

lasciarono ossa in quello di monte Zuello ed altri forse passeggiarono sui lidi sabbiosi

che diedero poi luogo alle arenarie di Argenterà; alcuni individui di questa classe ab-

biano potuto manifestarsi pure, passeggiando sui lidi fangosi che durante tal epoca esi-

stevano in territorio di VeiTua Savoia.
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VI.

Avanzi fossili ornitici anteriormente noti.

Eicerche bibliografiche mi mettono in grado di aggiungere, sulla fauna ornitoli-

tologica italiana, le seguenti notizie.

1° Nel pliocene di Val d'Arno, secondo il Cuyier ed il Gervais, si sarebbero incon-

trati avanzi di Uccelli dei quali non furono paranco determinate le specie (1).

2° La caTerna di Verezzi in Liguria forni al Eamorino abbastanza copiosamente le

ossa di Uccelli. Il Milne Edwards che le studiò ne dà la lista seguente :

Falco cencìiris Corvus pica

Falco tinnunculus PyrrJwcorax alpinus

Strix hiibo Columha oenas

Athene passerina Tetrao alhus

Fringilla cannahina Tetrao urogallus

Loxia pyrrhula Coturnix conimunis

Turdus viscivorits Hallus crex.

Turdus migratorius

3° Dai trattati di Paleontologia di Giebel e di Pictet rilevo le due seguenti specie

come anteriormente conosciute nella breccie ossifere di Nizza

Turdus iresciensis Larus priscus.

4° Il La Marmerà, nel suo Voyage en Sardaigne (2), dà la seguente lista degli

Uccelli da lui trovati nella breccia ossifera di Monreale de Bonaria e determinati

da Cesare Studiati (pag. 698-704, 77 7-778).

Eapace de la taille du Falco albicilla

id. id. id. tinnunculoides

id. plus gros que le F. peregrinus

id. nocturne, espèce de Strix

id. id. de la taille d'ime Chouette

Autre rapace nocturne?

Autre de la taille d'une Chouette

Gros Corbeau?

Passereau à peu près gros comme un Merle

Autre passereau

id. id. de la taille d'un gros Merle

Gallinacé de la taille d'un Pigeon

id. de la taille d'une Poularde

id. id. id.

(1) Sono conservati nel Museo di Firenze, il quale deve inoltre possedere altri Ornitoliti miocenici.

(2) A. De La Marmora, Voyage en Sardaigne ou description statisiique, physique et politique de

cette ile. Turin, Bocca, 1857, toni. 11.
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Oiseau puissant dans le voi, de la taille d'un Cygne

Oiseaii pas bieu fort dans le voi, de la taille d'une Poularde

Palmipede, grande Fuligula?

id. de la taille d'une Sarcelle

id. de la taille d'une grosse Fuligula.

Il Milne Edwards (Bech. anat. et Pai. sur les Oiseaux fossiles , tome II,

pag. 598) vi aggiunge inoltre per personali ricerche V Upupa epops ed il Tetrao alhiis.

5° Per le stesse Breccie sarde si aveva invece , anteriormente al viaggio del

La Mai'mora e dietro le ricerche del Wagner e del Nitzch , la lista seguente , che

estraggo dai trattati di Paleontologia del Giebel e del Pictet:

Vulfur fossilis Corvus fossilìs

Aquila fossilis Corvus cornix fossilis

Strix sp. nictaea ? Ficus sp. martius ?

Turd'us hresciensis Tantaìtis hresciensis

Fringilla trochanteria Anas prop. A. tadorna et A. boscas.

6° Finalmente, per ciò che ha riguardo all' Isola Pianosa, nella lista di vertebrati

delle breccie data dal Eutimeyer in Gastaldi Intorno ad alcuni fossili del Piemonte

e delia Toscana, trovo registrata unicamente un'Aquila (pag. 28 dell'estratto) della

grandezza dell'Aquila fulva. Eitengo però impossibile che fra i materiali già stati

esportati e quelli ancora in posto in quell'isola non si abbiano a trovare gli elementi

per costituire una lista di uccelli almen tanto ricca quanto per la Sardegna o la

nostra costa Ligure.
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SPIEGAZIOiNE DELLE FIGURE

Tavola I.

FiG. ì. Estremità inferiore della tibia di Palaeogrus ìmnceps veduta anterior-

mente — Gr. Nat.

» 2. La stessa veduta iDOsteriormente.

» 3. La stessa veduta di fianco.

» 4. La stessa veduta dalla faccia inferiore.

» 5. Lastra di marna portante le ossa di Chenorois graculoides — Gr. Nat.

1. Falange del piede.

2. Porzione della fibula sinistra.

3. Falange del piede.

4. Porzione della tibia sinistra.

5. Falange ungueale dell'ala.

6

.

Tarso-metatarseo.

7. Falange del piede.

8. Falange del piede.

9. Eadio destro.

10. Cubito destro.

1 1 . Impronta della porzione pros-

simale del metacarpo destro.

12. Omero destro.

13. Vertebra cervicale.

14. Estremità distale del tarso-

metatarseo sinistro.

15. Frammento di costa sternale.

16. Porzione di costa sternale.

17. Estremità distale del radio

sinistro.

18. Porzione di costa vertebrale

destra.

19. Falange del piede.

20. Porzione di costa sternale.

Tavola II.

Grus turfa Portis

Gr. >/ del vero.

FiG. i. Tarso-metatarseo.

» 2. Tibia.

» 3. Fibula.

» 4. Femore.

» 3. Porzione del pelvi (Fig. 1-5 lato

sinistro dell'animale).

» 6. Coracoide.

» 7. Scapola.

Fig. 8. Omero.

» 9. Cubito.

» 10. Radio.

» ìì. Carpo (Fig. 6-11 Ala sinistra).

» 12. Vertebra cervicale

» 13. Vertebra dorsale.

» 14-15. Cuspidi di lancie trovate

assieme alla Grus turfa.
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SULLA

CONDUCIBILITÀ ELETTRICA
DELLE

SOLUZIONI ALCOOLIOHE DI ALCUNI CLORURI

STUDIO SPERIMENTALE

Dottor GIUSEPPE VICENTINI

Approvato nell'adunanza 25 Maggio 1884

La conducibilità elettrica delle soluzioni acquose di molti sali ha formato oggetto

di accui'atissimi studi, specialmente dopo che coU'uso delle correnti alternate la deter-

minazione della resistenza dogli elettroliti si può fare colla stessa facilità e precisione

di quella dei conduttori metallici.

La conoscenza della conducibilità elettrica dei sali disciolti nell'acqua e delle

leggi che la goyernano è d'una reale importanza dal punto di vista delle molte de-

duzioni teoriche che se ne possono cavare, tanto nel campo dei fenomeni elettrolitici,

quanto in quello delle ipotesi sulla costituzione molecolare dei corpi. Le molte ricerche

fatte su tale argomento hanno già servito a stabilire nettamente l'influenza che eser-

citano sulla conducibilità elettrica delle soluzioni acquose, la natura chimica dei corpi

disciolti, il vario grado di concentrazione e le variazioni di temperatura ; ed il Kohl-

rausch (1) in base ai risultati delle proprie esperienze e di quelle di altri, ha mo-

strato come per i sali studiati , noti ch,e sieno i numeri di trasporto degli ioni per

determinate loro soluzioni , si possa a priori calcolare con grande approssimazione il

valore della conducibilità di esse.

Sulla conducibilità elettrica delle soluzioni dei sali nell'alcool etilico non si sono

fatte ancora grandi ricerche ; non sono a mia conoscenza che una serie di esperienze

di G. Guglielmo (2) dirette allo studio della conducibilità delle soluzioni di K H
in alcool assoluto ed alcune altre serie più estese di esperienze fatte da E. Lenz (3)

e da C. Stephan (4), su soluzioni di vari sali in mescolanze di acqua ed alcool.

(1) F. Kohlrausch, Vriedemann's Annalen, Bd. VI, H. n. 2, 1S79.

(2) G. GaGLiKLMO, SuWuso ddVEUuromelro nella misura della resistenza dei liquidi , ecc. Atti

della K. Acc, Scienze. '1 orino, V. XVII, aprile, 188'.'.

(3| R. Lenz, Mémoires de l'Ac. Imp. des Sciences de St-Pétersbourg. S. VII, t. XXX, n. 9, 188?.

(4; C. Stepha.n, Wiedemann's Annalen; Bd. XVII, H. n. 12, 1882.

Sekie II. Tom. XXXYI.
'
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Mi proposi perciò di studiare la conducibilità elettrica delle soluzioni di varie

sostanze nell'alcool assoluto. In questa prima nota comunico i risultati relativi ad un

certo numero di cloruri. Per la poca solubilità posseduta in genere dai sali in questo

liquido, ho dovuto limitare le ricerche a soluzioni molto diluite. Ciò però non menoma

l'interesse che potessero avere i risultati finali, valendo per le soluzioni diluite le leggi

generali che governano tutta la categoria dei fenomeni che vanno studiati assieme a

quello della resistenza degli elettroliti.

In generale è ammesso che il potere conduttivo delle soluzioni sia dovuto ai corpi

che esse contengono e che la conducibilità del solvente sia nulla di fronte a quella

delle soluzioni stesse ; il passaggio della corrente attraverso ad esse sarebbe dovuto

al fenomeno della elettrolisi dei corpi disciolti, servendo gli ioni al trasporto della

elettricità da un punto all'altro del liquido. Sotto questo punto di vista la resistenza

opposta dagli elettroliti al passaggio della corrente è la conseguenza dell' attrito che

gli ioni soffrono nel mezzo in cui si muovono , vale a dire contro le molecole del

solvente e quelle del sale disciolto. La conducibilità elettrica di una soluzione salina

dipende quindi intimamente dalla natura degli ioni che si formano per effetto della

elettrolisi, da quella del solvente e del corpo disciolto, nonché dal grado di concen-

trazione della soluzione.

Il fatto constatato in generale per le soluzioni acquose di molte sostanze, che a

un determinato grado di concentrazione, diverso per i differenti sali, raggiungono un

massimo di conducibilità, mostra che il graduale aumento della conducibilità dell'e-

lettrolito pei- il numero ognor crescente degli ioni che prendono parte al trasporto

della eletti'icità, viene ad un certo punto superato dal rapido accrescimento dell'attrito

ch'essi incontrano per la maggior quantità di sale disciolto.

A prima vista potrebbe sembrare che per corrispondenti soluzioni saline in liquidi

diversi, dovessero esistere delle relazioni abbastanza semplici fra la conducibilità elet-

trica e la natura del solvente
;
quando si pensi però che i solventi possono agire in

modo diverso sulle sostanze' disciolte, sia producendo una semplice disaggregazione delle

molecole, sia entrando più- essi in intima connessione colle stesse, formando speciali e

più o meno comi^licati aggruppamenti molecolari, si arguisce già a priori come difficil-

mente possa verificarsi qualche relazione semplice fra la conducibilità delle soluzioni

di diversi sali, fatte in identiche condizioni, con differenti solventi.

La condizione piii opportuna per uno studio comparato della conducibilità

elettrica dei vari elettroliti è quella di una grande diluizione delle • soluzioni, perchè

allora le ricerche sono limitate a liquidi di cui alcune proprietà fìsiche, quali la

densità e la fluidità, sono pressoché identiche. Uno studio accurato di E. Lenz (1)

sulle soluzioni acquose diluitissime di molti sali, ha portato a conclusioni abba-

stanza generali, e più recentemente esperienze di Bouty (2) limitate a soluzioni

estremamente diluite , avrebbero condotto a constatare leggi della massima sem-

plicità e di grande importanza.

(1) R. Lenz, Mémoires de l'Acad. Imp. des Sciences de Si- Pe'tersbourg. S. VII, t. XXVI,

n. 3, 1878.

l'..')
E. BoDTY, Paris, Académie des Sciences, séances 21 janv., 1] levr., 13 mars iSS-i.
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Le esperienze che riporto nella presente nota si riferiscono a 35 soluzioni nel-

l'alcool assoluto di vari cloruri , e servono già alla deduzione di alcune conclusioni

d'ordine generale sulla conducibilità elettrica delle soluzioni alcooliclie.

Metodo seguito nelle esperienze.

Per determinare la resistenza elettrica delle soluzioni alcooliche da me studiate

ho seguito il metodo dapprima usato da Kohlrausch , consistente nel!' impiego della

solita disposizione del ponte di Wheatstone coU'uso di correnti alternate prodotte da

un piccolo rocchetto d'induzione a nucleo massiccio.

Non ho però usato l'ordinario elettrodinamometro di Weber, ma ricorsi a quello

più semplice e di più facile maneggio proposto dal Sellati (1) per lo studiò di deboli

correnti alternate ed il cui principio richiamo qui colle parole stesse dell'autore.'

« Si immagini che l'ago magnetico di un galvanometro a riflessione venga so-

stituito da un pezzetto di filo di ferro il quale possa oscillare in piano orizzontale e

nella sua posizione di equilibrio sia normale al meridiano magnetico. In tali condizioni

quel piccolo filo di ferro è sottratto all'influenza magnetica terrestre, e se esso è di

buona qualità e fu ben ricotto , non presenta alcuna traccia di polarizzazione magnetica.

Si immagini poi che il piano delle spire del filo avvolto sul telaio formi un angolo

di 45° col meridiano magnetico e clie si faccia passare nel filo di rame una corrente:

qualunque ne sia la direzione, essa ne magnetizza temporaneamente l'asticciuola di ferro

e tende a portarla in direzione normale al piano delle spire
;
quindi anche se le correnti

sono alternate la deviazione del filo di ferro ha sempre luogo nel medesimo senso come

avviene per il rocchetto mobile di un elettrodinamometro comune.

« La semplicità di questo apparecchio proviene dall'aver soppresso il rocchetto

interno dei soliti elettrodinamometri ed il complicato sistema di sospensione che l'ac-

compagna. L'ufficio del rocchetto interno è invece fatto dalla breve asticciuola di ferro

dolce che può venire sospesa per mezzo di un unico filo di poca torsione o di un

doppio filo a sistema bifilare. La leggerezza di tutta la parte mobile contribuisce a

rendere lo strumento assai pronto e sensibile ».

Dopo vari tentativi per costruire un apparecchio di questo genere, dotato di sen-

sibilità adatta alla qualità delle mie esperienze , ho trovato comodo sostituire al si-

stema astatico, di un ordinario galvanometro del Nobili, un fascette di nove fili di

ferro aventi il diametro di 0,7 mm. e la lunghezza di 35 mm., che ho scelti fra il

miglior ferro dolce che mi fu dato trovare, arroventato ripetutamente e lasciato raf-

freddare colla maggior lentezza. Questo fascette è portato da un filo di rame sotti-

lissimo , al quale è unito rigidamente un piccolissimo ago calamitato ; il fascette e

l'ago sono entrambi orizzontali e giacciono in piani verticali perpendicolari l'uno al-

l'altro. Tutto il sistema è sospeso mediante un filo di bozzolo, ed 11 piccolo ago ma-

gnetico è destinato a tenere il fascette di fili di ferro costantemente in piano normale

a quello del meridiano magnetico ; è però molto discosto dal telaio, in modo da non

(i; M. Sellati, Atti del R. Istituto Veneto di Scieme, Lettere ed Arti, T. I, S. VU. febb. 1883.
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sentire l'influenza delle correnti che ne devono attraversare il filo. Xel piano verticale

del fascette di fili di ferro è inoltre fissato un lungo, sottile, leggerissimo indice, che

segna sopra un quadrante diviso in gradi, le oscillazioni dell'intero sistema magnetico.

Il disco graduato è disposto in tal modo, sopra il telaio, che quando l'indice segna

45", il piano dell'indice e del fascette di fili, forma un angolo di 45° colla direzione

delle spire del filo del telaio. Per tutto il tempo che Tistrumento non venne smosso

dalla posizione iniziale , allo stato di riposo l' indice si mantenne costantemente in

corrispondenza alla divisione di 45°, indicando per tal modo che il sistema di fili di

ferro non è mai stato magnetizzato dalle correnti fatte passare attraverso al filo del-

l'istrumento. Il piccolissimo ago, destinato a tenere in posizione fissa ed opportuna il fascio

di fili, è dotato di momento magnetico così dehole, che sarebhe bastata la più lieve

traccia di magnetismo residuo nel fascette di fili di ferro dolce, se questo fosse stato

assoggettato all'azione di coiTenti troppo intense, per vincere la forza direttrice eser-

citata dalla terra sull'ago, e per cambiare quindi la posizione di equilibrio del sistema.

Di ciò ebbi la prova con vari fascetti impiegati nei primi tentativi.

Le correnti che faccio passare nel filo di rame di questo semplicissimo elettro-

dinamometro non producono mai deviazioni maggiori di 3 o 4 gradi. Facendo uso

d' una slitta di Du Bois Eeymond , come apparecchio d'induzione, è facile evitare il

pericolo di lanciare attraverso all'elettrodinamometro correnti troppo intense. Di fatti

dopo aver acquistata una certa pratica ed usando un po' di precauzione, nel corso

delle esperienze non mi accadde mai di far attraversare l'apparecchio da correnti di

intensità tale da lasciare qualche traccia di magnetizzazione nel fascette di fili di ferro.

Dopo preparato questo semplice elettrodinamometro ne ho studiato il comporta-

mento servendomi di esso per determinare delle resistenze metalliche note, di diversa

grandezza. Esso ha mostrato di funzionare benissimo, dando, entro i limiti della propria

sensibilità, risultati sempre concordanti fra di loro ed esatti. Poiché nella misura delle

resistenze mi valgo della disposizione del ponte di Wheatstone, dovendo l'elettrodina-

mometro servire ad indicare quando la corrente si annulla nel reoforo in cui è inserito,

fanziona più che altro da elettrodinamoscopio.

Due rami del quadrilatero di "Wheatstone contengono due resistenze perfettamente

eguali, ciascuna del valore di 751,75 U. S., preparate dal dott. G. Guglielmo per

alti-i suoi studi e da lui determinate accuratamente. la uno degli altri due lati del

quadrilatero si trova inserita la soluzione da studiare ; nell'ultimo finalmente la resi-

stenza variabile fornita da un reostato di Siemens , costituito da una serie completa

di resistenze da 0,1 a 5000 U. S. Nei casi in cui la resistenza da misurare è supe-

riore a 5000 U. S., sostituisco ad una delle resistenze di 751,75 U. S. un'altra

alquanto minore.

La condizione dell'annullamento della corrente nel ramo contenente l'elettrodina-

mometro la determino sempre in base a piccolissime osculazioni (da 0°,6 a 0°,9)

prodotte da due resistenze del reostato , che comprendono il valore della resistenza

incognita.

Osservò le deviazioni dell'indice dell'elettrodinamometro mediante lente di ingran-

dimento munita di tubo con opportuni diaframmi per togliere ogni errore di parallasse

nelle letture.



DEL flOTT. GIl'SEPPE VICENTINI 389

Le soluzioni alcooliche assoggettate alla esperienza, sono poste in tubi ad U della

forma di quelli già usati dal Kolilrausch , dei quali ho determinata colla massima

cura la capacità di resistenza , vale a dire la resistenza che offrirebbero se fossero

pieni di mercurio a 0°. Gli elettrodi impiegati sono costituiti da dischi di argento pia-
'

tinato e mediante tappi di severo vengono introdotti nel tubo fino a che i loro orli

coincidono con segni tracciati con acido fluoridrico tutto all'ingiro dei due rami aperti

del tubo stesso. Come Kohlrausch ha dimostrato, la platinazione degli elettrodi serve

a sopprimere le ultime tractie di polarizzazione, senza bisogno di ricorrere ad elettrodi

di grandissima superficie.

Per determinare la capacità di resistenza dei vasi adoperati , ho impiegato una

soluzione di solfato di zinco puro, della quale ho determinato scrupolosamente la re-

sistenza specifica. Ho preso perciò un tubo di vetro lungo 60 cm. e del diametro di

oltre IG mm. e lo ho diviso in mm. per tutta la sua lunghezza a mezzo della mac-

china divisoria, indi lo ho calibrato con mercurio in maniera da conoscerne il diametro

in ogni suo punto. Chiuso alle estremità mediante tappi forati di gomma
, possono

venire spinti nel suo interno due elettrodi di zinco amalgamato, saldati ad aste me-

talliche circondate completamente da un cannello di vetro. Mercè questo tubo riempito

colla soluzione campione di solfato di zinco e posto in apposito bagno d'acqua con-

tinuamente agitato e mantenuto a temperatura costante, ho detei'minato coll'impiego

di correnti alternate , la resistenza JR. di una colonna liquida di lunghezza ? e di

sezione s note e quindi la conducibilità 7c

B. s

della soluzione di solfato di zinco a varie temperature.

Conosciuta la conducibilità della soluzione di solfato di zinco, ho determinata la

capacità di resistenza dei vasi destinati allo studio delle soluzioni alcooliche , misu-

rando la resistenza offerta in essi dalla soluzione campione a una determinata tem-

peratura, quando gli elettrodi si trovano nella posizione fissata come dissi più sopra.

Per un tubo (^A) trovai la capacità di resistenza eguale a

149,5 .
10-' U. S.

media delle tre determinazioni

149,4 149,4 149,7

per un altro (B) mi risultò eguale a .

768,5 . 10-' U. S.

pure media delle tre determinazioni

769,4 768,1 767,7

Questi numeri danno un'idea della approssimazione che posso ottenere col mezzo del-

l'elettrodinamometro impiegato.

Per fare vedere come in queste determinazioni l' effetto della polarizzazione è

assolutamente trascurabile, faccio notare che il valore 149,4, che si riferisce alla
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prima determinazione fatta pel vaso A , lo ho ottenuto servendomi di elettrodi di

zinco amalgamato, gli altri due valori 140,4 e 149,7, impiegando gli elettrodi di

argento platinato.

In queste determinazioni come nelle seguenti, l'apparecchio d'induzione è tenuto

a distanza notevole dall'elettrodinamometro, sicché non possa agire per influenza sul

piccolo ago magnetico di questo.

Corpi studiati.

Le soluzioni da me assoggettate alla esperienza sono fatte con alcool assoluto

proveniente dalla casa Kahlbaum di Berlino. La sua densità a 18" la ho trovata

espressa da 0,79175 ; calcolando dalle tabelle di Mendelejeff la densità dell'alcool

assoluto a 18° essa si trova eguale a 0,79116.

I sali, tutti purissimi ed anidri, sono stati procurati dalla casa Trommsdorf di

Erfurt. Viene accennato in seguito al modo col quale taluno fu trattato prima di

essere portato in soluzione.

Per la mancanza di dati precisi sulla solubilità dei vari sali nell' alcool asso-

luto, allo scopo di prepararmi alla temperatura ordinaria soluzioni più concentrate

possibili, immergo sempre nell'alcool una quantità di sale eccedente e vo' agitando il

liquido molto di frequente.

Nella preparazione delle soluzioni ho l'avvertenza di usare la massima celerità,

per modo che l'alcool ed i sali igroscopici non abbiano a rimanere che per qualche

istante al contatto dell'aria esterna, dalla quale assorbono rapidamente il vapor di

acqua. I recipienti che impiego ho attenzione di lavare ripetutamente con acqua

indi con alcool e li asciugo riscaldandoli ad alta temperatura e facendo arrivare nel

loro interno una forte corrente di aria. Anche gli elettrodi, per ogni nuova soluzione

vengono lavati e diligentemente asciugati.

I sali da me studiati sono i seguenti: Li CI, NH^Cl; Ca Cl.^, Mg C/., , Zn CI.-,,

Cd CI,, , Cu CI,, . Le soluzioni le ho analizzate col metodo volumetrico di Gay-Lussac

per alcuni sali; con quello di Volhard (1) per quelli, ai quali il primo non è ap-

plicabile.

Per ogni sale l'analisi è limitata alla prima soluzione preparata come dissi in

antecedenza ; le soluzioni a minor grado di concentrazione le preparo mediante pesate.

Anche nelle pesate ho sempre cura di operare in maniera che l'aria atmosfe-

rica non venga a contatto delle soluzioni per una superficie troppo estesa e per tempo

troppo lungo. Trattandosi di analizzare una soluzione, tiro alla lampada i due capi

di un tubo di vetro, nel quale aspiro una determinata quantità della soluzione stessa;

ciò fatto saldo rapidamente una delle estremità affilate del tubo. Porto poscia il

tubo sul piatto di una bilancia della quale stabilisco l'equilibrio mediante tara. Scaccio

quindi una parte della soluzione che raccolgo in un vaso da precipitati di Erlenmeyer,

indi riporto il tubo sulla bilancia, ristabilendone l'equilibrio mediante pesi numerati.

(1| I. VolhaRd, J. Liebig^s Annalen der Chemie. Bd. CXC, S. I.
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Kipeteiiilo r operazione preparo tre porzioni di soluzione, il peso delle quali rimane

esattamente determinato, e che sono pronte per essere analizzate.

Per preparare invece le soluzioni di minor grado di concentrazione opero nella

seguente maniera. Metto una boccia vuota e tappata sul piatto della bilancia assieme

ad un certo numero di pesi rappresentanti presso a poco la quantità di soluzione da

prepai-are, e stabilisco l'equilibrio mediante tara. In questa boccia verso rapidamente

una porzione della soluzione della quale già conosco il contenuto procentuale p di

sale e per ristabilire requilibrio nella bilancia levo un certo numero di pesi P che

corrisponde al peso della soluzione introdotta. Dopo ciò aggiungo la quantità d'alcool

che reputo necessaria e di nuovo ristabilisco l'equilibrio levando dal piatto un altro

numero Pj di pesi. Preparo in tal modo una quantità P -f P^ di soluzione che con-

JJ.P
tiene grammi di sale ed il di cui contenuto procentuale è dato da

100

p.F
Ih

Di ogni soluzione determino la densità a temperatura prossima ai 18°. Mi valgo

all'uopo di un tubo Sprengel (1) del volume interno di circa 13 cm^. La tempera-

tura alla quale rimane riempito di soluzione è ottenuta con apposito bagno.

Nella preparazione di alcune soluzioni il sale resta in parte sospeso in seno al-

l'alcool rendendolo torbidiccio. In tal caso filtro la soluzione valendomi di un imbuto,

ad orlo smerigliato, coperto con lastra di vetro pure smerigliata, in modo che non

vi sia comunicazione diretta fra l'alcool e l' aria ambiente. Il collo dell' imbuto lo

spingo molto all'indentro nella boccia destinata a raccogliere il filtrato, avvolgendolo

con bambagia che caccio fra esso ed il collo della boccia. Noto in seguito quali

soluzioni ho dovuto filtrare.

La determinazione delle resistenze viene fatta nel vaso P (capacità di resistenza

768,5 .
10 ~™) in causa della grandissima resistenza delle soluzioni alcooliche. Il vaso

si tiene sempre in un bagno ad acqua. I tappi di severo che lo chiudono ed attra-

verso ai quali passano le aste degli elettrodi, protette da cannelli di vetro, entrano

a sfregamento nel tubo, gli orli del quale spalmo di cera fusa, allo scopo di impe-

dire tanto l'evaporazione dell'alcool, quanto l'assorbimento del vapor d'acqua. Per schi-

vare l'aumento di pressione nell' interno al crescere della temperatura
,
pratico però ogni

volta attraverso allo strato di cera ed al severo un foro, mediante un ago assai sot-

tile. Le osservazioni sono fatte a tre diverse temperature comprese fra zero e trenta

gl'adi. Il bagno è di tale grandezza da non essere influenzato troppo rapidamente

dalle variazioni della temperatura ambiente ; l'acqua è rimescolata continuamente me-

diante agitatore e la temperatura è letta di frequente con un cannocchiale, su di un

termometro diviso in quinti di grado, studiato alle due temperature fisse di 0" e 100°.

Nelle determinazioni a temperatura ordinaria, la temperatura del bagno varia appena

di qualche centesimo di grado
; per temperature più alte la variazione non oltrepassa

(I) H. Sprengel, Poggendorffs Annalen, B. CL, S. 459, 1873.
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quasi mai il decimo di grado. Per ogni determinazione prendo la media delle varie

temperature lette , ed il valore della resistenza delle soluzioni risulta sempre, per

ogni temperatura, dalla media di 4 o 5 determinazioni. Nei rari casi in cui la tem-

peratura varia di un paio di decimi di grado , faccio tre o quattro determinazioni

corrispondenti all' andamento crescente di temperatura , indi altrettante nel periodo

opposto. Le osservazioni alla temperatura di zero gradi sono fatte mettendo il vaso

di resistenza in opportuno apparecchio, dove lo circondo con grande cura di ghiaccio

frantumato, ed in esso lo lascio circa una mezz'ora prima di incominciare le osservazioni.

Risultati delle esperienze.

Nelle seguenti tabelle sono raccolti i dati relativi alle determinazioni eseguite

sulle varie soluzioni alcooliche. In esse si trovano indicati: il contenuto procentuale 7),

cioè la quantità in gi-ammi di sale contenuta in 100 grammi di soluzione; le den-

sità d delle soluzioni alle temperature di t° ; la resistenza -R alla temperatura #,",

espressa in U. S. , ed in fine il corrispondente valore della conducibilità li dedotto in

base alla espressione

'• = 1

e essendo la capacità di resistenza del vaso impiegato. La conducibilità è quindi ri-

ferita a quella del mercurio e nelle tabelle dò il suo valore moltiplicato per 10'"

allo scopo di evitare l'uso di un numero troppo grande di zeri.

Cloruro di litio.

11 cloruro di litio perfettamente anidro aggiunto a varie riprese nell' alcool, ;^i

discioglie dapprincipio con grande celerità. La soluzione contenente un eccesso di sale,

agitata di frequente nel corso di due giorni, si mostra torbidiccia tenendo in sospen-

sione la parte indisciolta di sale. Filtrata colle precauzioni accennate ed analizzata

col metodo di Gay-Lussac, risulta contenere il 13,597 % di sale. Ha un aspetto oleoso,

quantunque la sua densità sia abbastanza piccola. Le soltizioni 1 e 2 non le ho

studiate a 0" nel dubbio che l'abbassamento di temperatura troppo grande potesse

precipitare una parte del sale disciolto.
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Tabella I. Li CI

n" P d /" R t:

1- 18, 597 0,90373 18°,62 ,

2. 10,487 0, 87629 18",07

174,9
141, 7

125, 3

16°,79

25 ,55

30 ,55

4898,9
5423,4
6138,3

3. 7,369 0, 85275 18°,59

171, 7

145,0
122,2

14°,23

20 ,83

28 ,14

4475,8
5800,0
6288,9

4. 5, 351 0,83771 17°,89

244, 1

169, 7

132, 7

O^OO

14,75
25 ,60

3148,

3

4528,6
5791, 3

5. 3,404 0,82139 18°,89

259, 3

170,5
146. 2

0°,00

18 ,37

25,63

2963, 7

4507,3
5256,

5

6. 1,453 0,80524 18",87

307,

208,4
180,

0°,00

18 ,22

25 ,76

2499,2
8687, 6

4269,4

!

i

7. 0, 710 0, 79878 18°,58

479,6
340, 1

300,4

0°,00

18 ,39

25 ,49

1602, 3

2259, 6

2558,3

8.
i

0, 380 0,79588 18°,64

755,2
544, 2

482,0

0°,00

18 ,87

25,93

1017,6
1412, 2

1594,4

!

9. 0. 218 0, 79523 18°,09

1161, 3

848, 8

751, 3

1753,

1262,4
1143,4

0°,00

18 ,00

25 ,70

0°,00^

18,78
25,02

661,8
905,4

1022, 9

438,8
608,8
672,1

Sekie II. Tom. XXXYI.
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Cloruro di Ammonio.

Il sale che lio adopei'ato è purissimo e se si fa volatilizzare sopra una lamina di

platino non lascia nessun residuo. Sciolto però in abbondanza nell'acqua, comunica ad

essa una reazione acida abbastanza sensibile. Allo scopo di allontanare ogni traccia

eli acidità lo ho fatto ricristallizzare sciogliendolo in acqua distillata; lo bo quindi

essiccato tenendolo in un bagno ad aria a temperatura inferiore ai 60° per un paio

di giorni. Dopo tale trattamento disciogliendolo nell'acqua, la soluzione non mostrava

traccia sensibile di acidità. Questo sale è pochissimo solubile nell'alcool assoluto. La

soluzione ottenuta, analizzata col metodo di Gay-Lussac, risulta contenere solamente

0,603 % di sale.
"

Tabella !l. XH, CI

n ;' d e R t:

1

10. 0,603 0, 79417 18",42

1913

727

616

0°,00

13 ,61

25 ,23

841, 7

1057, 1

1247,6

11. 0,373 0,79314 18°,48

1304

987

.879

0°,00

17 ,33

25 ,39

589,5

778, 6

874,3

12. 0, 171 0,79211 18°, 5 5

2464

1890

0°,00

16 ,68

311,9

406, 6

>

1650
1

25 ,54 465,8

Cloruro di Oalcio.

Introducendo nell'alcool un eccesso di cloruro di calcio fuso, purissimo, esso in

parte si discioglie, ed in parte, dopo qualche tempo, rimane sospeso nel liquido, al

quale comunica un aspetto lattiginoso. Per facilitare la soluzione del sale ho tenuto il

recipiente per poco tempo in acqua riscaldata presso i 40°. La soluzione, filtrata come

al solito ed analizzata con ambedue i metodi di Gay-Lussac e Volhart mostra con-

tenere il 5, 64 \ di sale.
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Tabella US. Ca CI

n" P d /' R <i° k.^.U"'

13. 5,64 0, 83303 18%39
873, 2

711, 1

678,8

616, 5

0",00

15 ,13

18 ,80

25 ,68

880, 3

1080, 7

1113, 5

1246, 5

14. 3, 65 0,81904 18°,39

1054 0°,00 729, 1

851,3

767, 9

16 ,60

25,85

902, 7

1000, 8

15. 2,47 0, 81001 18",45

1278

1044

949

0°,00

16,66

25 ,94

601, 1

736, 2

809, 7

16. 1,21 0,80081 18°,82

1869

1527

1425

o°,oo
•

18 ,46

25 ,54

411, 2

503,3

539, 3

17. 0, 64 0, 79694 18°,78

2734

2326

0",00

15,57

281, 1

330, 3

- 2106 25 ,62 364, 9

18. 0,27 0, 79423 18°,40

4799

3942

3575

0°,00

17,34

25 ,75

160, 1

194,4

215,

Cloruro di Magnesio.

Il cloruro di magnesio anidi'o lo ho ricavato dal cloruro cristallizzato purissimo,

seguendo il solito metodo di preparazione, consistente nel trasformarlo dapprima in

cloruro doppio di magnesio e ammonio ; e nel fare poscia volatilizzare il cloruro d'am-

monio, aiToventando il clorui'o doppio, in crogiuolo di platino, fino a fusione completa. Col

clorui'O di magnesio anidro, fuso, cosi ottenuto, ho preparato analogamente agK altri sali

una soluzione che ho dovuto filtrare per allontanare l'eccesso di sale rimasto in sospen-

sione. Analizzata col metodo di Volhart risulta contenere solo il 0,807 ^ di sale
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Tabella IV. — 3Ig CI^

n" V d r R /i" A',.10-

19.

1

0, 887 0, 79978 IS^SO
1686
1391
1263

0°,00

16 ,17

25,40

455,8
552,5
608,5

20. 0,471 0, 79631 17°,79

2593
2055
1859

0°,00

15 ,24

24,81

296,4
374,0
413,4

21. 0, 299 0, 79444 18°,39

3481
2781

2488

0°,00

14,73
25 ,24

220,1
276, 3

308,9

Oloruro di Zinco.

Anche il cloruro di zinco fuso, purissimo, posto in eccesso nell'alcool assoluto in

parte si disoioglie ed in parte rimane in sospensione in modo che agitando la soluzione

essa assume un aspetto lattiginoso. Ho filtrata la soluzione, che, anaKzzata col metodo

di Volhard, risulta contenere il 7,327 /^ di sale.

Tabella V. — Zn CI

n° P d f R t." ^v.-iO-

22. 7, 327 0, 84991 15°,29

2150
1643
1526

1334

0°,00

14,21
18 ,31

25,89

357,4
1

467, 7

503, 6

576,1
23. 5,54 0, 83679 14°, 76

2728
2082
2030
1900
1723

0°,00

14,07
15 ,65

19,46
25 ,07

281, 7

369, 1

378, 6

404, 5

446,0
24. 4, 02 0, 82460 15",03

3609
2682
2510
2295

0°,00

16 ,08

19,72
25,12

212,9
286, 5

306,2
334,8

25. 1,69 0,80884 15°,45

6599
4895
4250

0°,00

16 ,35

25 ,03

116,5
157,

180,8
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Cloruro di Cadmio.

Il cloruro di cadmio anidro, introdotto nell'alcool assoluto sembra disciogliersi

con grande rapidità , ma invece rimane semplicemente sospeso in esso ; se la soluzione è

lasciata in riposo, il sale sospeso sì separa sotto forma di fiocchi in uno s.trato voluminoso.

La soluzione è analizzata col metodo di Volhard ; contiene 1,65 // di sale.

Tabella VI. — Cd CI

«° P d l" R ft" A:,_.10'°

26. 1, 65 0,80595 16°,61

8356

6403

5458

0°,00

15 ,50

25 ,69

92,

120,0

140,8

27. 0, 865 0, 79894 18°,17

13592

10749

9374

0°,00

15 ,09

24,52^

56, 5

71,5

82,

Cloruro Ramico. — Cu Cl^.

11 clonu'o di rame anidi'o, di color bruno, si disciogiie nell'alcool con grandissima

rapidità, anzi con sensibile aumento di temperatura e forma una soluzione di un color

verde cupo a inflessi metallici ; fra i sali da me finora studiati è quello che si scioglie

in maggior quantità nell'alcool assoluto. Molto probabilmente il cloruro ramico discio-

gliendosi nell'alcool forma con esso un qualche composto molecolare di costituzione

complessa. Lasciando la soluzione concentrata a temperatura un po' bassa, oppure espo-

nendone una certa quantità in tubo d'assaggio aperto, si depongono dei magnifici gruppi

di cristallini aghiformi, d'un bellissimo verde splendente, che colla lentissima loro

idratazione nell'aria atmosferica, passano, dopo molto tempo, ad un colore bianco

lievemente azzurrognolo.

Come è già noto, molti sali sciogliendosi nell'alcool formano con esso combinazioni

molecolari complesse, come ad es. : il cloruro di zinco, quello di calcio ed altri, e taluni

di questi composti furono studiati già da molto tempo da Th. Grahm (1).

La soluzione di cloruro ramico da me preparata contiene il 37,37 /^. La solubilità

del cloruro ramico nell'alcool assoluto supera quindi di molto quella dei cloruri antecedenti.

Le prime cinque soluzioni di questo sale non le ho studiate alla temperatura di

per schivare il pericolo che il sale avesse a depositarsi.

(!) Th. Graham, Poggendorff's Annalen, Bd. XV, S. 150.
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Tabella VII. — Cu Ch

n" P d l" R li" /^..iO"

28. 37, 37 1. 1956 18",89

541, 1

452,1

15",09

20,28

1420,2

1699, 8

29. 30, 45 1,0982 18°,18

334,2

480,6

377, 5

29,67

14°,12

22 ,35

2298,

1

1599,1

2035,8

30. 19,973 0, 97354 18°,53

310,0

514, 1

433,8

29,79

14°,64

21 ,94

2479,0

U94, 8

1771,

5

31. 12, 467 0,89859 18°,74

365, 1

704, 6

612, 5

29 ,80

14°,96

22,05

2104, 9

1090, 7

1254, 7

32. 8,000 0, 85834 18°,39

527,2

1021,

903,0

29,94

15°,35

22 ,41

1457,7

752,7

851,0

33. 4, 763 0, 83123 17'',85

798, 6

2004

1622

29 ,38

0°,00

14,99

962,3

383,5

473. 8

34. 2, 36 0, 81075 18°,52

1384

3251

2723

25,70

0",Oo

17 ,20

555,3

236,4

282,2

35. 0, 928 0, 80040 17°,73

2465

6503

5514

4965

25,31

O^OO

15 ,41

25,72

311, 8

118,2

139,4

154,8

1
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Coi valori delle tabelle antecedenti ho costruito il seguente quadro, nel quale si

trovano notate le conducibilità delle soluzioni alle tre temperature di 0", 18° e 25°.

K^ella colonna segnata vi sono espressi i numeri relativi delle molecole di sale contenute

nell'unità di volume delle soluzioni. Questi numeri sono calcolati in base alla grandezza

della molecola elettro -chimica, che si ottiene dividendo il peso della molecola chimica

per il numero delle affinità vinte nella sua decomposizione per effetto della elettrolisi.

Per i corpi da me studiati i valori della molecola elettro-chimica si ottengono tosto dalle

seguenti formole:

Li CI. XH^ CI: ^ {Ca CT,). i {3Ig Ch) , ^ {Zn Ci,), i {Cd CU, i (Cm C^.

I valori di ììi calcolati per la temperatura di 1 8° si hanno deducendo in base al

contenuto procentuale p della soluzione e del suo peso specifico s alla temperatura di

1 8°, il numero di milligrammi di elettrolito contenuti in un centimetro cubo di soluzione

e dividendo questo per il peso A della molecola elettro-chimica della sostanza, calcolato

come è accennato più sopra. Vale per ciò la formola:

^ ^ P -S

A

Dopo le prime esperienze di Kohlrausch, la conducibilità degli elettroliti venne

sempre riferita ai 18°; è per questo che riduco anche i miei risultati a questa tempe-

ratura per maggior facilità di confronto.

Nella colonna d^^ ho registrato la densità delle soluzioni alla temperatura di 18°.

Siccome sperimentalmente determino sempre la densità delle soluzioni a temperatura

prossima ai 18°, così nella riduzione opero analogamente a quanto fece Kohlrausch per

le soluzioni acquose, assumendo per coefficienti di dilatazione delle soluzioni (che sono

in generale molto diluite) quelli dell'alcoolassoluto. Mi valgo perciò dei coefficienti:

fi = 0,001033

6 = 0,00000145,

dati da Eechnagel (1) per l'alcool a 99,3 nei limiti di temperatura —39°, +27°.

Xelle tre colonne successive /.-„ , 7;^^ , Z;,. le conducibiKtà alle tre temperature di

0", 18°, e 25°, sono al solito moltiplicate per 10^".

I valori di 7i"„ sono dati dalla diretta esperienza
;
quelli corrispondenti a 7;^^ e Ic^. li

ho calcolati in base alle determinazioni fatte a temperature diverse, mediante la formola:

JC, = 7.-„ (l+ry.t + ^ f).

^ 7.

Eiporto infine sotto — i coefficienti di temperatura che ottengo dall'aumento medio

is

deUa conducibilità per l'innalzamento di temperatura di 1" fra 18" e 25°, diviso per il

valore della conducibilità a 18°.

;1) Physihalisch — Chemische Tabelten von Landolt v.nd Bórnstein.
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Tabella Vili.

«° m dts AviO° k,,.H- fi,, 10-
§k

Cloruro di Litio

1 2,894 0,90431 4519, 9 5350,

9

0, 0263
2 2, 163 0, 87635 4938,6 5795,2 0, 0248
3 1, 480 0, 85329 3148,

3

4879, 8 5706, 3 0, 0242

4 1, 055 0,83761 2963, 7 4468,

1

5182,

6

0,0228
5 0, 659 0, 82256 2499, 2 3670, 1 4206,4 0,0209
6 0, 276 0, 80598 1602,3 2244, 7 2538,

2

0,0187
7 0. 134 0, 79927 1017,6 1403,

8

1571,6 0,0170
8 0,071 0,79642 661,8 905,4 1011,

3

0,0167
9 0,041 0,79530 438,8 601, 8 671,4 0,0165

Cloruro di Ammonio

10 0, 089 0, 79450 841, 7 1127, 8 1243, 1 0,0146
11 0, 055 0, 79355 589, 5 786, 3 869,5 0, 0151

12 0,025 0, 79257 311,9 415, 1 462,2 0, 0162

Cloruro di Calcio

13 1, 084 0, 83337 880,3 1099,6 1235, 1 0,0141
14 0, 658 0, 81939 729,1 917, 2 991,6 0, 0116
15 0,440 0, 81039 601, 1 747,3 805,5 0,0111
16 0, 213 0, 80151 411,2 500, 5 537, 5 0, 0106
17 0, 112 0, 79760 281,1 338, 2 362,4 0, 0102
18 0, 048 0, 79457 160, 1 196, 3 213, 0.0122

Cloruro di Magnesio

19 0, 150 0,80046 455, 8 536,4 605, 8 0, 0108
20 0,079 0, 79613 296, 4 38o, 8 414, 0, 0105
21 0, 050 0, 79477 220, 1 287,0 308, 1 0, 0105

Cloruro di Zinco

22 0, 913 0, 84747 357, 4 500,9 567,4 0, 0191
23 0, 679 0, 83391 281, 7 394,4 445, 1 0,0183
24 0, 486 0, 82203 212, 9 296, 3 334, 0,0182
25 0, 252 0,80666 116,5 161, 3 179. 8 0, 0194

Cloruro di Cadmio

26 0, 145 0,80476 92,0 125, 1 140, 1 0, 0171
27 0,075 0, 79908 56, 5 74,6 82, 6 0, 0191
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Segue Tabella vili.

A-^.IO'" k,,.W k,,.^''

Cloruro Ramico

401

H

28 6, 654 1, 1956 1572, 6 1926,5 0, 0321
;ì9 4, 977 1,0985 1840, 8 2188,

4

0, 0270
bO 2, 898 0, 97504 1618, 9 1893, 0,0242
•òi 1, 668 0,89981 1169, 9 1328, 3 0, 0193
32 1, 022 0, 85870 787, 8 890, 5 0, 0186
33 0, 589 0, 83110 383, 5 495, 3 549, 6 0, 0157
34 0,285 0, 81121 325, 1 284, 7 310,4 0,0129
35 0, HO 0, 80016 650, 3 143, 153,6 0, 0105

Nella figura 1, rappresento graficamente la conducibilità delle soluzioni alla tem-

peratura di 1 8° ; sulle ascisse porto il numero m delle molecole, sulle ordinate le con-

ducibilità.

Le curve rimangono distinte nei seguenti tre gruppi : NH^ CI, Li CI — Mg CL
Ca Ci.-, — Cu Clg, Cd CI,, Zn Cì^, al primo dei quali spetta la massima condu-

cibilità.

Per il cloruro di ammonio, in causa della piccolissima solubilità nell'alcool assoluto,

bo studiato solo tre soluzioni, alla conducibilità delle quali spettano valori cbe cadono

sensibilmente sulla curva del cloruro di litio. La curva di questi due sali alcalini si

stacca in modo singolare da quella dei sali degli altri due gruppi. Dall' esame delle

curve risulta che per ni = 0,5 mentre la conducibilità del cloruro di calcio, il quale

appartiene al 2° gruppo, è circa il doppio di quella del cloruro di zinco , appartenente

all'ultimo gruppo, quella del cloruro di litio è quasi otto volte maggiore di questa.

Per i due sali più solubili nell'alcool assoluto (Li CI, Cu CI.-) si hanno due curve

molto estese; Esse manifestano un massimo di conducibilità ad un certo grado di con-

centrazione, che per il cloruro di litio corrisponde presso a poco ad mj = 0,9, per il

cloruro di rame ad m = 2 . Risulta inoltre ad evidenza dalle curve stesse, che anche per

soluzioni moltissimo diluite la conducibiKtà loro non cresce proporzionalmente alla con-

centi-azione, ma alquanto più lentamente. A simile conclusione è pure arrivato il Lenz (1)

in uno studio sulla resistenza elettrica di soluzioni acquose molto diluite di nume-

rosi sali.

Ho costruito le curve in iscala maggiore e da esse ho dedotte le conducibilità cor-

il) R. Lenz, Mémoires de VAcadémie imperiale des Sciences de St-Péiersbourg, S. VII, t. XXVI,

n. 3. 1S78.

Sekie II. Toii. XXXVI.
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rispondenti ai valori 0,1, 0,05 ài m e valendomi di essi ho calcolati i due coefficienti 1

X della equazione

Jc^^ = hn — l'm-

clie dà la conducibilità in funzione del numero delle molecole. 11 X , la conducibilità

molecolare del corpo in soluzione alcoolica, rappresenta il limite al quale converge il

valore del rapporto fra la conducibilità ed il contenuto molecolare.

Ecco i valori ottenuti:

X.IO^ x'.ios

VJ34CT 170,2 484

Li CI 167,5 530

Mg CI, 67,3 238

Ca CI, 47,2 124

Cu ci 15,0 20

Cd CI, 11,3 18

Zn ci. 6,4 (?)

Il ).' del cloruro di zinco risulterebbe eguale a 0, tale valore è però incerto; questo

sale essendo studiato per soluzioni meno diluite degli altri, il principio della curva non

è ben definito.

Kecentemente E. Bouty (1) studiando la resistenza delle soluzioni acquose diluitis-

sime di molti sali neutri, e servendosi di un metodo elettrometrico, è giunto alla conclu-

sione cbe tali soluzioni hanno la stessa conducibilità, quando contengono un peso di sale

espresso dal loro equivalente chimico. Questo fatto non si verifica entro il limite della

diluizione raggiunta nelle soluzioni alcooliche da me studiate.

L'influenza della temperatura sulla conducibilità delle soluzioni alcooliche, è al pari

di quella delle soluzioni acquose molto grande, e come per esse dimiiauisce al decrescere

della concentrazione fino ad un certo limite. Il limite al quale converge il coefficiente

di temperatura per le soluzioni alcooliche è alquanto piti piccolo di quello che si

riscontra per le soluzioni acquose. Anche qui si osserva che quanto più grande è la

conducibilità delle soluzioni e tanto maggiore è il coefficiente di temperatura ad esse cor-

rispondente ; così , mentre per la soluzione 1 di cloruro di litio (corrispondente ad

»? ^ 2,89) il coefficiente di temperatura è 0,0263, per la 9 (m = 0,041) è solo

0,0165. Per il cloruro ramico il coefficiente di temperatura varia da 0,0321 a 0,0105

(per w« = 6,64 e w? = 0,110).

Per i sette cloruri studiati, i limiti dei rispettivi coefficienti di temperatura oscil-

lano fra valori abbastanza discosti. Tracciate le curve di tali cofficienti, in funzione della

concentrazione delle soluzioni, si osserva che per i cloruri di zinco e di cadmio esse ten-

dono sensibilmente ad uno stesso valore; analogamente per i cloruri di litio ed ammonio

da una parte e per gli altri tre cloruri di magnesio, calcio e rame dall'altra.

()) K. Bouty, Paris, Académie des Sciences, séance du 2i janvier 1884.
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Una relazione fra la conducibilità delle soluzioni acquose e delle corrispondenti

alcooliche, non risulta dai numeri che mi ha fornito l'esperienza. Già l'ordine col quale

si aggi"uppano i varii cloruri da me studiati , rispetto alla grandezza della conducibilità

loro, è ben diverso da qiiello che seguono se disciolti nell'acqua. Metto qui di fronte i

valori di X calcolati per le soluzioni acquose e per le soluzioni alcooliche dei varii sali,

notando però che i X delle soluzioni acquose vennero dedotti per le due concentrazioni

m = 1 m = 0,5, quelli delle alcooliche per m = 0,1 in := 0,05.

Soluzioni acquose

NR^ CI 1 .10^ =:954
Ca CI, » 750

Mg ci » 719

Li CI » 701

Zn C\ » .681

Cd CL » 365

Soluzioni alcooliche

NH^ CI l

.

108 == 170,2

Li CI » 167,5

Mg CI, » 67,3

Ca Ch » 47,2

Cu ci » 15,0

Cd CI, » 11,3

Zn ci » 6,4

I valori di X per le soluzioni acquose sono quelli dati da Kohlrausch (1) ad ecce-

zione di quelli del cloruro di zinco e del cloruro di cadmio. 11 X del cloruro di zinco è

dovuto al Lenz (2) ;
quello corrispondente al cloruro di cadmio è tolto dalle esperienze

di Grotrian (3).

Dall'esame di questi numeri si vede tosto come i valori della conducibilità delle

soluzioni alcooliche sono molto più piccoli di quelli delle corrispondenti soluzioni acquose
;

ai diversi cloruri disciolti nell'acqua, spettano conducibilità molecolari dello stesso ordine

di gi'andezza, ciò che non si verifica per le soluzioni alcooliche degli stessi. Per le solu-

zioni acquose non si riscontra l'eguaglianza della conducibilità molecolare dei due cloruri

di litio e di ammonio sciolti nell'alcool. Mentre per le soluzioni alcooliche è più condu-

cibile il cloruro di magnesio, anziché quello di calcio, per le acquose ha luogo l'inverso.

Nel gruppo dei metalli pesanti, il cloruro di cadmio, disciolto nell'acqua si comporta

in modo anormale presentando una conducibilità molto piccola, cosa la quale ha con-

dotto Grotrian (4) a studiare a parte questo sale allo scopo di vedere se su tal fatto

abbia influenza la formula di costituzione ammessa generalmente per questo sale. Nel-

l'alcool invece il cloruro di cadmio mostra una conducibilità prossima a quella del sale

corrispondente di rame; si trova invece fare eccezione il cloruro di zinco che si mostra

dotato d'iuia conducibilità che è la metà di quella degli altri due sali.

II diverso grado di solubilità di cui sono forniti i diversi sali nell'alcool assoluto

non ha rapporto evidente colla conducibilità molecolare. Così, ai due sali più solubili

nell'alcool, il cloruro di rame e quello di litio, spettano conducibilità molecolari espresse

da 15.10 ~^ e 167.10 ~^; al cloruro di rame molto più solubile, spetta la conducibilità

più piccola.

(1) Kohlrausch, Wiedemann's Annalen, Bd. VI, H, 2, S. 157, 1879.

(2) F. Kohlrausch, 1. e.

(3) 0. Grotrian, Wiedemann's Annalen, Bd. XVIII, H. 2, S. 177, 1883.

(4) 0. Grotrian, 1. e.
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I risultamenti delle mie esperienze si possono quindi raccogliere nelle seguenti

conclusioni :

1. Le soluzioni dei sali nell'alcool etilico sono molto più resistenti delle cor-

rispondenti soluzioni acquose.

2. Anche per soluzioni diluitissime la conducibilità cresce più lentamente della

concentrazione.

3. Per i sali molto solubili nell'alcool la conducibilità raggiunge un massimo

per un determinato grado di concentrazione.

4. Dei cloruri studiati sono più conduttori gli alcalini; vengono poscia con

conducibilità molto inferiore i clorui'i delle terre alcaline, ed in fine i cloruri dei

metalli pesanti.

5. Per soluzioni diluitissime, contenenti egual numero di molecole di sale, i

'cloruri di litio e di ammonio, hanno pressoché uguale conducibilità.

6. La conducibilità dei sali in soluzioni alcooliclie, non è legata da alcuna

relazione semplice con quella di corrispondenti soluzioni acquose.

7. I coefficienti di temperatura sono alquanto più piccoli di quelli che spet-

tano alle soluzioni acquose; tendono a limiti alquanto diversi, comuni però ad alcuni

gruppi.

8. Non esiste alcun rapporto semplice fra la solubilità dei sali nell'alcool

e la conducibilità delle loro soluzioni.

Quando avrò estese le ricerche sperimentali ad un numero maggiore di sali, potrò

con maggior profitto stabilire studi di raffronto fra i diversi comportamenti dei sali

disciolti neir acqua e nell" alcool. Credo conveniente limitare per ora le conclusioni a

quanto sopra ;
perchè le determinazioni da me eseguite si riferiscono ad un gruppo troppo

speciale di combinazioni, per voler da esse cavare conseguenze d'ordine più generale.

Mi incombe l'obbligo di chiudere il presente scritto con una attestazione di rico-

noscenza al prof. Andrea Naccari per i consigli ed i mezzi fornitimi nel corso di questo

studio sperimentale che ho eseguito nel laboratorio da lui diretto.

(Dal Laboratorio di Fisica della R. Università di Torino).

Torino, Maggio 1884.
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MONOGRAFIA
DEGLI

ANFIBI URODELI
TAIL.I.%MI

DoTT. LORENZO CAMERANO

Approvata nell'adunanza del 15 Giugno 1884

I.

La presente monografia è destinata a far seguito a quella sugli Anfibi anuri

italiani che io presentai nell'anno 1882 e che ebbe l'onore di essere stampata nelle

Memorie di questa E, Accademia delle Scienze (1).

Io ho condotto questo layoro collo stesso sistema e colle stesse norme relativa-

mente al modo di considerare la nomenclatura e le divisioni tassonomiche : genere

,

specie, sottos])ecie, varietà, variazione, norme che io non starò qui a ripetere.

II.

Gli Anfibi urodeli sono come gli A. anuri molto variabili sia nelle forme sia

nella colorazione. Essi offrono un campo buonissimo per studiare le modificazioni pro-

dotte dalla scelta naturale e soprattutto gli interessantissimi fenomeni di adattamento.

Gli Anfibi urodeli, essendo più strettamente degli Anfibi anuri legati all'acqua,

ed essendo provvisti di scarsissimi mezzi di locomozione, sentono meglio di altri gruppi

di animali l'azione delle condizioni dei luoghi dove si trovano e quindi si modificano

più profondamente degli Anfibi anuri. Essi meglio ancora degli Anfibi anuri servono .

a caratterizzare la fauna di una data località.

Le modificazioni principali che avvengono negli Anfibi urodeli dipendono essen-

zialmente dal condurre essi vita più o meno terragnola.

Fra gli Anfibi urodeli italiani abbiamo esempi bellissimi di questa sorta di

(I) Ser. li, voi. XXXV, 11 Giugno 1882 (uscita nel 1883).
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modificazioni dalla Salamandra afra , forma
, possiamo dire

,
quasi esclusivamente

terragnola , al Triton alpestris , il quale prolunga , spesso per molti anni , la vita

branchiale e si riproduce anche in questo stato.

Nelle forme schiettamente acquatiche, come sono quelle appartenenti al genere

Triton, le estremità non sono molto sviluppate, mentre invece è sempre ben svilup-

pata la coda, la quale è compressa e presenta superiormente ed infeiiormente dei

rialzi membranosi destinati ad aumentare la sua superficie. Le estremità, in questo

caso, funzionando soltanto da organi dirigenti si sviluppano meno.

In alcune forme , come negli Euproctus , il tronco si allunga notevolmente.

Inoltre nelle forme acquatiche si sviluppano o sul dorso , o sulle estremità , soprat-

tutto nelle estremità posteriori delle espansioni membranose o in forma di creste , o

di palmature o di lobature , le quali concedono all' animale maggiore sicurezza e

maggiore rapidità di movimenti nell'acqua ; rapidità e sicurezza che sono necessarii

soprattutto ai maschi nell'epoca della riproduzione.

Nelle specie che passano nell' acqua solamente il periodo degli amori e della

riproduzione, le parti ora menzionate si sviluppano solamente in questo periodo e si

atrofizzano durante la vita terragnola.

Nelle forme schiettamente terragnole come sono le specie dei generi Salamandra,

Salamandrina, Spelerpes , ecc., osserviamo uno sviluppo proporzionatamente mag-

giore delle estremità e soprattutto delle estremità posteriori : la coda si fa più o

meno cilindrica e tende a deprimersi; in generale tutto l'animale, invece di essere

compresso lateralmente come nei Triton, si fa depresso. Gli Spelerpes , le Sala-

mandrine presentano questa depressione in un modo molto evidente. In queste

forme non abbiamo , o raramente e poco sviluppate , creste
,

palmature o lobature

membranose.

Anche la struttura della pelle e la colorazione si modificano col predominare

la vita acquatica o la vita terragnola.

Nelle forme schiettamente acquatiche le colorazioni più vivaci e luminose, rosse,

giallo-arancie, azzurro-ciliare, ecc. , sono in massima parte limitate alle parti infe-

riori. Nelle forme terragnole schiette esse tendono a portarsi anche nelle parti supe-

riori, come ne abbiamo esempi nel genere Salamandra , Salamandrina , ecc. Nelle

forme acquatiche più schiette troviamo non raramente nelle parti superiori una co-

lorazione verdastra più o meno spiccata. Ciò pare sia in rapporto colla natura delle

acque e soprattutto col colore del fondo delle pozzanghere dove gli animali vivono.

Queste colorazioni, sembra, si trovino principalmente negli animali che vivono in acque

poco limpide, calde e ricche di vegetazione.

Nelle forme terragnole schiette ora l'animale si uniformizza al colore del suolo,

come nello Spelerpes fuscus od anche nella Salamandrina perspicillata , ora cerca

di differenziarsi da esso il più possibile, come nella Salamandra maculosa e nella Sa-

lamandra atra. In questi ultimi casi l'animale possiede, come dimostrò il Darwin (1),

mezzi speciali di difesa, come sarebbe la abbondante secrezione velenosissima della pelle.'

(i; The desceni of man.
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I costumi delle varie specie di Anfibi urodeli italiani sono in rapporto colle mo-

dificazioni sopradette e colle condizioni speciali di vita di ciascuna specie : anzi per

talune forme variano da individui a individui secondo le speciali circostanze di vita

di ciascuno.

La stessa specie può presentare costumi diversi, soprattutto per quanto riguarda

la riproduzione, in due pozzanghere poco lontane.

Io ho già trattato a lungo questo argomento in un precedente lavoro sulla Vita

hranchiale degli Anfibi (1), ed a quello io rimando il lettore.

Negli Anfibi urodeli non sono rari i casi del perdurare negli adulti di alcuni carat-

teri della vita giovanile, vale a dire i fenomeni di neotenia o meglio di ebososia (2).

I più spiccati sono quelli che si osservano frequentemente nel T'riton alpestris.

Un altro caso di ebososia è ad esempio quello che si osserva nelle femmine

della forma italiana del Triton cristatus, le quali conservano spesso nello stato adulto

la linea gialla longitudinale mediana del dorso che è essenzialmente carattere dei

giovani.

Oltre a tutte queste cause modificatrici ve ne sono altre di cui io già feci cenno

nella monografia degli Anfibi anuri , le quali in certe località agiscono nella stessa

maniera sopra specie diverse ed anche sopra forme appartenenti a gruppi diversi. Queste

sono cause locali che ignoriamo intieramente.

In Italia, ad esempio, noi osserviamo succedere una analoga modificazione della

cresta dorsale dei maschi e della coda nel Triton cristatus e nel Triton vulgaris

Perchè questo analogo modificarsi delle due specie ? Quale è la causa di questo ca-

rattere regionale ? Lo ignoriamo intieramente.

Così pure fra le varie regioni italiane la parte bassa della valle del Po e so-

prattutto il Veneto ci presenta la Rana esculenta, i Triton cristatus e i Triton vul-

garis più abbondantemente e più intensamente macchiettati delle altre regioni. Anche

di ciò non sappiamo la causa.

L'altitudine sul livello del mare, per quanto riguarda gli A. urodeli agisce mo-

dificando i costumi dell'animale coll'offrire ad essi condizioni speciali di vita, come si

osserva nella Salamandra atra. Non ho osservato altre sorta di modificazioni, poiché

raramente le specie di A. urodeli del piano si spingono molto in alto sui monti, e

difficilmente quelle dei monti discendono al piano.

La Salamandra maculata e il Triton alpestris che si trovano tanto al piano

che sui monti non mi hanno presentate variazioni notevoli secondo l'altitudine.

Nella descrizione delle forme e soprattutto nella valutazione dei caratteri gene-

rici e specifici è d'uopo di tener conto di tutte le cause modificatrici sopradette per

poter dare un giusto valore alle differenze che le forme stesse presentano.

Negli Anfibi urodeli si hanno buoni caratteri generici e specifici , soprattutto

nelle ossa del cranio.

(1) Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, Ser. Il, voi. XXXV, 1883.

(2) L. Camerano, Intorno alla neotenia ed allo sviluppo degli Anfibi. Atti R. Accademia delle

Scienze di Torino, voi. XiX, 1883.
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Nelle ossa mascellari, nelle ossa pterigoidee, ecc., nelle arcate fronto-squamose

e nelle apofisi sopra orbitarie dei frontali.

Gli altri caratteri sono di ordine inferiore.

La disposizione dei denti palatini è carattere buono soltanto per la distinzione

dei grappi ; è incerto, per lo più, quando si tratta di caratterizzare le specie di uno

stesso genere, poiché essa varia, molto spesso, da individuo a individuo.

In una terza categoria è d' uopo collocare i caratteri fondati sulle espansioni

membranose del dorso, della coda e delle estremità.

In una quarta categoria stanno i caratteri di colorazione i quali sono molto

variabili, ora essendo costantissimi in certe forme, ora invece essendo variabilissimi in

certe altre.

Kispetto ai caratteri dedotti dalla colorazione mi pare tuttavia, che oggigiorno i

naturalisti eccedono alquanto nel negare loro ogni valore tassonomico. Negli animali

vi sono generalmente due sistemi di colorazione, uno mutabilissimo e, dirò così, pla-

stico ; l'altro, molto costante e difficilmente variabile. Quest' ultimo è generalmente

collocato nelle parti dell'animale che sono meno in vista e che quindi sono meno

soggette all'azione della scelta naturale. Io credo sarebbe cosa molto interessante e

utile lo studiare le colorazioni degli animali da questo punto di vista, poiché si arri-

verebbe molto probabilmente a trovare buoni caratteri differenziali delle varie forme.

III.

Credo utile di mantenere anche in questo lavoro gli stessi confini della fauna

italiana, già discussi nella monografia degli Anfibi anuri, e di mantenere anche la stessa

divisione dell'Italia in sotto regioni o proviucie zoologiche.

Io considero il territorio faunistico italiano limitato al Nord ed al Nord Ovest

dalle Alpi all'Est, dalla catena del Carro o al più il golfo del Quarnero fino a Fiume.

Fanno parte del territorio faunistico italiano la Corsica, la Sardegna e Malta.

Ne escludo, fino a che non si abbiano intorno ad esse più ampie cognizioni, l'isola di

Pelagosa, l'isola di Pantellaria e l'isola di Lampedosa, per le ragioni dette nel lavoro

precedentemente citato.

Io divido poi erpetologicamente il territorio faunistico italiano nel modo che segue ;

1. Provincia continentale o settentrionale.

2. » peninsulare o meridionale.

3. » insulare Corso-Sarda.

4. » insulare Siculo-Maltese.

La fauna italiana, per ciò che riguarda gli Anfibi urodeli, é più caratterizzata

che non rispetto agli Anfibi anuri , poiché essa possiede ,
paragonandola colle altre

regioni europee, in proprio due generi : Speìcrpes e Salamandrina, e inoltre ha fino

ad ora esclusivamente due specie del genere Eiiproctiis, di più del genere Triton ha

sotto-specie ben definite per due forme : il T. cristatus e il T. vulgaris.

Kispetto agli Anfibi anuri la fauna italiana é meno distinta da quella del ri-

manente d'Eux'opa.
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Le vaiie specie di Anfibi urodeli si possono
,
per quanto se ne sa, ora distri-

buire in Italia, nel modo seguente : di fronte ad esso ho creduto utile di riportare

anche lo specchietto della distribuzione degli Anfibi anuri.

ANFIBI URODELI ITALIANI

solili GENSRICO e SPECIFICO
PROVINCIA

conlinentale

PROVINCIA

peninsulare

PROVmClA

Curso-Sarila

PROVINCIA

Siculo-Maltese

Spelerpes fusciis -1- -1- -t- •

Salamandrina perspicillata .
-+-

. . 1

Eìiproctiis montamis . . -H .

Id. Busconii . . -+-
ì

Triton vulgaris tipo . . .

subsp. mcridionalis -+- -+-

Triton alpestris -(- -H .

Id. cristatus tipo

subsp. Karelinii -+- -1-

id. longipes .
-+-

.

Salamandra maculosa + -+- +- -H

Id. atra

Discoglossus pictus

-+ ,

• • • -+-

subsp. sardtis .
-+-

.

Bomhinator igneus -+- -1-
.

PeJobates fuscus

HyJa arborea tipo

-f-

-+- -t- -+-

subsp. Savignyi . +-
.

Bufo viridis +- -f- -+- +-

Id. vulgaris -h -+- + (1) -+-

Rana esculenta tipo -+- . + (2) •

subsp. Lessonae -+- H- . -+-

Bona muta -1-

Id. Latastii -+- -t- ^

.

»

Id. agilis -+- -t- . -H

(.1) Isola d'Elba.

(2) Riferisco a questa forma l'unico esemplare che ho potuto esaminare di Corsica.

Sekie II. Tom. XXXVI.
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Si Tede da questi specchietti che la provincia continentale è meno ricca di

A. urodeli della provincia peninsulare , mentre l'inverso accade per gli A. anuri. Essa

ha in proprio soltanto la S. atra , forma essenzialmente alpestre.

La provincia peninsulare ha in proprio la Salamandrina perspicillata. Questa

ultima si può considerare come forma essenzialmente appenninica, di più essa ha una

forma speciale di Tritoli cristatus la suhsp. longipes, la quale fino ad ora sarebbe

soltanto del Gran Sasso d'Italia e di Bologna.

La provincia Corso-Sarda è povera di forme ; ha comune colla provincia conti-

nentale la Salamandra maculosa ; colla P. peninsulare, lo Speìerpes fiiscus, ed ha in

proprio il genere Eiiproctus, rappresentato da due specie : VE. montanus della Cor-

sica e VE. Busconii della Sardegna.

La provincia Siculo-Maltese finalmente è poverissima di A. urodeli; fino ad ora

non vi si conosce con sicurezza che la Salamandra maculosa, la quale tuttavia vi è

poco frequente. È d'uopo avvertire che la Sicilia è , rispetto agli A. urodeli, poco

studiata.

IV.

Nella monografia degli Anfibi anuri io lamentava la scarsità di lavori faunistici

locali che potessero fornire dati precisi sulle specie italiane, questa mancanza si osserva

pure rispetto agli A. urodeli.

Io non intendo di dare qui la bibliografia completa riguardante gli Anfibi urodeli

italiani, ciò io cercherò di fare .più tardi in altra occasione per evitare ripetizioni

inutili.

Oltre alle opere generali sulla erpetologia italiana del Bonaparte [Iconografia

della Fauna italica, 1832-41); e del De Betta [Fauna italiana — Mettili ed

Anfibi, Milano, Vallardi, 1874); l'Italia possiede di già una Monografia degli urodeli

italiani dovuta al De Betta : Monografia degli Anfibi urodeli italiani e più dif-

fusamente delle specie viventi nelle Provincie venete (Mem. E. Ist. Veneto, voi. XI,

1864), la quale porta un prezioso contributo alla conoscenza degli urodeli del

nostro paese.

Fra le monografie descrittive limitate a qualche provincia ricorderò principalmente :

Gene G. — Synopsis Pieptiliwn Sardiniae indigenorum; Mem. Acc. Se. di

Torino, 2"ser., voi. 1, 1859 (con tav.).

De Betta — Erpetologia delle provincie Venete e del Tirolo meridionale;

Atti E. Acc. di Agricolttu-a di Verona, voi. XXXV, 1857.

I. Bedriaga — Zur Kenntniss der Ampliibien und Reptilien der Fauna, von

Corsika; Archiv. f, natur., 1883,

V. Fatio — Fatine des Verte'bre's de la Suisse, voi. Ili, 1872.

III. (Quest'opera contiene numerosi ragguagli intorno ad urodeli del Cantone

Ticino).
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Seguono poi molti lavori riguardanti i costumi, la riproduzione, l'anatomia , la

fisiologia e vari catalogi nominali, che qui non cito, ma che si trorano menzionati a

loro tempo nelle descrizioni delle singole specie.

Eiguardo ai catalogi nominali debbo ripetere ciò che già dissi a proposito degli

A. anuri , cioè che essi , se non vengono fatti con cura e con coscienza grandissima,

e tenendo conto, dei progressi della scienza, servono a pochissimo, anzi molte volte

creano confusione.

Lo studio delle faune locali diventa veramente utile quando è fatto con molta

diligenza, e quando si cerca di studiare le forme della località, dandone una descri-

zione sufficiente.

Molte regioni rimangono in Italia da esplorarsi rispetto agli Anfibi urodeli, e io

mi auguro che questo mio lavoro venga presto modificato da numerose ricerche.

10 non enumero qui tutte le persone che contribuirono a fornirvi il materiale

del mio lavoro, alle quali mando i miei vivi ringraziamenti.

Mando poi i miei migliori ringraziamenti al Capitano Giulio Bazetta , che mi

cede in istudio il ricco materiale Ossolano del museo Galletti, al Dott. I. Bedriaga

,

il quale volle gentilmente comunicarmi il prezioso materiale da lui raccolto in Corsica

dandomi facoltà di studiarlo a mio talento, ed al Prof. Riccbiardi il quale mi co-

municò l'esemplare tipico della Salamandra Corsica del Savi che si conserva nel Regio

Museo zoologico di I?isa.

11 materiale di questo lavoro risultante di oltre 800 esemplari provenienti da

molte località italiane, è ora deposto nella collezione dei Vertebrati italiani del

E. Museo Zoologico di Torino.

Class. AMPHIBIA
Ord. caudata.

La disposizione dei gruppi principali è essenzialmente quella proposta dal

Boulenger nel Cat. Batrac. Graden. Brit. Mus. Londra, 1882, modificata in

modo da cominciare dalle forme morfologicamente inferiori.

( / s. f. Plethodoktikae - Gen. Spelerpes - sp. fiiscus

^ \ -p, \ / » Salamandrina - » perspieillata

3 I ! SALAMAN- 1 p . i

'"^''^«'^^'^

^ p \ l » ±jZiprocms . . . {

^ »
j
DRIDAE j

J
/ Busconii

, , vulqaris
Salamandrinae ' \

a

Triton s' aìpestris

cristatus

l maculosa
Salamandra . l

I atra
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Fam. salamandridae.

Subfam. PLETHODONTINAE.

Denti del palato in due serie una trasTersale interrotta sui vomeri e due altre

longitudinali sul paraspenoide ; le vertebre sono anficeli.

Questa sottofamiglia, secondo il Boulenger (1), comprende i generi Anaides, Ple-

thodon, JBatrachoseps, Spelerpes, Muncuìus. Questi generi sono essenzialmente ame-

ricani. Il solo genere Spelerpes avrebbe una specie in Europa e precisamente in Italia,

lo Speleriìes fuscus. Non avendo potuto esaminare alcun esemplare delle numerose

specie americane del genere Spelerpes non posso dire nulla sulla convenienza o meno

di conservare la specie italiana unita alle prime o di farne invece un genere a parte

,

come la sua distribuzione geografica potrebbe far dubitare.

SPELERPES.

Spelerpes, Kafin, Atìantic. journ., N. 1, p. 22 (1832).

Geotriton, Bonap., Faun. ital, (1832) Tschudi, Class. Batr., p. 93, 1839.

La lingua è in forma di fungo e rotonda. Essa è sostenuta, nel mezzo circa,

da un peduncolo sottile ed estensibile, in modo che essa è libera tutto allo intorno.

Sul palato vi sono : ora quattro serie di denti , due sui palatini le quali convergono

allo indietro e due sul parasfenoide poste in dii'ezione trasversale ; ora ve ne sono

soltanto tre, due sui palatini ed una sul paraspenoide. Le dita dei piedi sono cinque.

In questo genere si comprendono modernamente diecinove specie delle quaK una

sola lo S. fuscus si trova in Europa ed in Italia , le altre specie si trovano nel-

TAmerica del Nord, nell'America centrale, nel Nord dell'America meridionale e nelle

Indie occidentali.

Spelerpes fuscus (Bonap.).

Geotriton fuscus — Bonap., Eaun. ital. — Gene, Synops. Eept. Sard. indig. Mem. Ac.

Se. di Torino, ser. II, voi. I (1839) — Gray., Cat. Batr. SaL, p. 47 (1850)

— Bum. et Bibr. Erpet. Génér. , voi. IX (1854) — De Betta, Monog. Anfib.

Urod. itaL Mem. Ist. Venet., voi. II, parte III (1864) — Cope, Proc. Ac. Phil.,

p. 102, 1869. —De Betta, Fauna ital., KettiH ed Anfibi, p. 84 (1874) —
Wiedersbeim, Annali del Mus. Civ. di Genova, voi. VII, p. 106 e seg. (1875)

— Giglioli, Elenco dei Mammiferi, Ucc, Eett., Anf. e Pesci ital., Catal. generale

della Esposizione internazionale della pesca di Berlino , Firenze , Stamp. Beale

(1880).

(I) Op. cit.
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Geotriton Genei — Thscudi, Classif. d. Batrach.
, p. 94, pi. 5, fig. 3 (1839).

Salamandra Genci — Scheleg., Fauna japonica, Ampli., p. 115. — Abbild. p. 122,

tav. 39, fig. 5-7 (1837J (1).

Speìerxìes fttscus — Straucli Kev. d. Salamandr.
, p. 83 (1870) — Schneider, Erpt.

Eui'op.
, p. (56 — A. Boulenger, Cat. of. Batrachia graden. of Brit. Mus.

,

pag. 69 (1882).

rt) 6 esemplari, Sardegna, Prof. Gene.

b) 40 esemplari, Genova, dal sig. Borgioli, 1884.

e) 1 esemplare, Luras (Sardegna) del Dott. Mossa, 1880.

il) 2 esemplari, Toscana, dal sig. Dott. G. Cavanna, 1883.

r) 5 esemplari, Val Casotto (Piemonte), dal sig. Dott. F. Sacco, settembre

1884.

Capo distinto dal tronco , corpo depresso e tozzo , coda subconica
,
grossa alla

base e terminata in punta all'apice ; estremità poco robuste e corte, dita delle zampe

anteriori e posteriori riunite alla base da una leggierissima palmatura.

(1) 11 BoXiPARTE , le. Faun. ItaL, e il Savi [Divisione generica dei Salamandridi italiani, nuovo

giornale dei letterati, Pisa, 1838), ed il Gene iRept. Sard. indig. Mem. Acc. Se. di Torino, ser. Il,

voi. I, 1839) accettano fra i sinonimi del Geolriton fuscus la Salamandra Savii GossE, citando il Cu-

\1ER {Règne animai, ediz. i^, voi 11, p. Ilo). Il De Betta nella sua monografia degli Anfibi urodeli

italiani riferisce con qualche dubbio questa sinonimia sulla fede del Savi e del Gene, non avendo po-

tuto consultare l'edizione seconda del Cuvier
;
più tardi nella Fauna Italiana (Rettili ed Anfibi) con-

serva senz'altro la Salamandra Savii Gosse come sinonimo del Geotriton fuscus. Ora , nel Cuvier

^Règne animai, li edizione, voi. II), a pag. 115), si legge: « Nous avons constate que la Sai. à trois

doigts (Lacèp. II, pi. 36) n'est qu'un individu desséché et un peu mutile de la Salamandre à lunettes

{Salamandrina perspicillaia Savi); — aj. Sai. Savi GossE ». La stessa co.'ia colle precise parole è ri-

petuta nell'edizione illustrata molto più recente del Règne animai di Fortin, Mass e C. Si vede da

ciò chiaramente che la Salamandra Savii Gosse è fatta dal Covier sinonima della Salamandrina per-

spicillata e non del Geotriton fuscus, specie questa che non è menomamente descritta o menzionata nel

Règne ani-mal di Cdvibr, né nella li edizione, voi. II, né nell'edizione illustrata. Io credo quindi, che la

confusione fattasi nella sinonimia relativa alla Salamandra Savii GossE sia derivata da un errore di

citazione fatto dal Bonapaetb, dal Savi e dal Gene, e che quindi la Salamandra Savii debba essere

tolta dalla sinonimia dal Geotriton fuscus.

Il Bonaparte stesso ha nel suo capitolo riguardante il Geotriton fuscus [Iconogr. Fauna. Ital.],

rispetto alla Salamandra Savii Gosse , le parole seguenti : « A bandire poi qualunque scrupolo con-

tribuisce la circostanza che, malgrado assidue ricerche , non abbiamo potuto rintracciare il quando

né il dove la pubblicasse il signor Gosse sotto il nome del Professore Savi. Né in ciò ci ha potuto

aiutare lo stesso cattedratico Pisano ».

Debbo dichiarare che io non sono stato più fortunato del Bonaparte , non essendo riuscito a

trovare la descrizione del Gosse. Io non arrivo a comprendere come il Bonaparte sia potuto cadere

nell'errore in quistione, poiché nel Cuvier non si fa cenno alcuno del Geotriton fuscus.

Rispetto al Geotriton fuscus farò notare ancora ohe la sinonimia di questa specie, data dal Bo-

naparte, dal Gekè ed anche quella del De Betta , deve essere alquanto modificata. La Salamandra

brune (Salamandra fusca) Bonnat, Tabi. Enc. Méth. Erpét., p. 65, deve essere considerata come si-

nonimo della Salamandra atra, come si può arguire facilmente dalle parole della diagnosi del Bon-

NATERRE : " S. fusca, S. tota fusca absque maculis, absque splendore. Laurenti , ibid.; Tout le corps

brun et terne, sans aucune tache, Les Alpes » .

Anche la Salamandra fusca di Gesnbr. Aldrovandi et Laurenti dagli autori sopraeitati con-

siderata come sinonimo del Geotriton fuscus è piuttosto da considerarsi come sinonimo della Sala-

mandra atra. L'Aldrovandi ad esempio ha a pag. 640 dei Quadr. dig. Ovip. , lib. I, le parole se-

guenti : « Duplex Salamandrae genus assignari, omnea Auctores referunt ... De terrestri Gesnerus

narrat, se aliquando unam in alpibus ir.venisse, quae tota erat fusca, absque splendore, cauda brevi
;

deinde lacteus sueeus ab ipsa percussa dimanabat , veluti in vulgari Salamandra accideri solet « .
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Lingua subrotonda libera tutto all'intorno e fungiforme. I denti sono disposti in

quattro serie: due anterioi'i dietro alle aperture interne delle narici disposte in due

archi leggermente convergenti verso la parte posteriore, e due con denti più numerosi

collocate nella regione posteriore del palato sul parasfenoide , le quali convergono

leggermente fra loro verso la parte anteriore e divergono alquanto nella loro parte

posteriore. Dita terminate da un rigonfiamento funzionante a mo di ventosa. Le

parti superiori di color giallo ocraceo abbondantemente chiazzato di grigio giallastro,

di bruno e di nero ; le parti inferiori di color grigio nerastro reticolato o punteggiato

di grigio bianchiccio. Dimensioni medie, lunghezza totale 5 m. 0,086, 6 m. 0,090 (1).

Il capo è abbastanza distinto dal tronco , ed è relativamente grande, soprat-

tutto per un notevole sviluppo del suo diametro trasversale misurato un pò" allo

indietro degli occhi. Questo diametro è in generale un po' più sviluppato nelle fem-

mine che non nei maschi, nei giovani (lunghezza totale m. 0,030) esso è anche

più sviluppato. Il capo è superiormente piano ; la distanza che vi è fra gli occhi

superiormente è eguale alla distanza che separa l'apice anteriore dell'occhio dalla

narice. Le guancie sono notevolmente inclinate, più negli adulti che nei

giovani ; il muso è sporgente ; la mascella superiore oltrepassa di circa

due millimetri l'inferiore; le narici sono terminali e molto discoste fra

^
loro, la distanza che le separa è spiccatamente maggiore di quella che le

Schema dei lìenii separa dall'angolo anteriore degli occhi. Negli individui molto giovani le

dello narici sono in proporzione notevolmente più grandi che non negli adulti
;

la bocca è grande e lo squarcio boccale giunge fino all'angolo posteriore

degli occhi
;

gli occhi sono relativamente grandi e sporgenti , il diametro massimo

dell'occhio è eguale alla distanza che corre fra l'angolo anteriore dell'occhio e le narici.

La lunghezza del capo, ora è un po' più corta della larghezza, come nelle fem-

mine, ora è eguale ad essa, come nei maschi, in questi ultimi talvolta la lunghezza

supera di un millimetro la larghezza : nei giovani le due dimensioni sono presso a che

eguali fra loro. La lunghezza del capo è contenuta tre volte e mezzo circa nella lun-

ghezza del tronco.

Il tronco è robusto
,
piano superiormente e leggermente incavato longitudinalmente

nella linea mediana. Le estremità anteriori sono relativamente corte e piccole, ripiegate

lungo i fianchi, esse oltrepassano di poco la metà dei fianchi stessi. Nei maschi e nei

giovani le estremità anteriori sono proporzionatamente più sviluppate e più lunghe.

Le dita sono quattro, corte ed appiattite, non appuntite e terminate da un rigon-

fiamento di color rossiccio, il quale funziona come una ventosa. Le dita sono riunite

alla base da una membranella la quale si prolunga alquanto lungo il margine laterale

delle dita stesse. Il primo dito è il più corto, il terzo è il più lungo, il secondo ed

il quarto sono eguali fra loro. Non ho osservato alcun tubercolo sulla faccia palmare.

Nei giovani le dita sono proporzionatamente più corte, esse sono provviste di rigon-

fiamenti terminali ventosiformi come gli adulti.

(1) La misura massima di m. 0,085 segnala del De Betta (Fau«n ital. in Rei. Inf.) e la misura

media segaata fra i m. 0,065 e m. 0,080 sono troppo piccole.
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Poco sviluppate e corte sono le estremità posteriori, ripiegate lungo i fianchi esse

arrivano nelle femmine e nei maschi un poco oltre alla metà.

Ripiegando lungo i fianchi l'estremità anteriore e posteriore si vede che nelle

femmine le dita dell'una arrivano coU'apice presso a poco alla base delle dita del-

l'altra, nei maschi arrivano talvolta fino alla fine della palma della mano o della

pianta del piede.

Le dita sono cinque relativamente corte e larghe, tronche alla estremità e prov-

visti di un rigonfiamento inferiore ventosiforme. Esse sono riunite alla base da una

membrana un po' più sviluppata che non nelle estremità anteriori. 11 primo dito è il

più piccolo, il secondo è più piccolo del quinto, il terzo ed il quarto sono quasi eguali

fra loro e sono i più lunghi.

Non ho osservato alcun tubercolo nella faccia plantare.

La coda è subconica, grossa ed alquanto depressa alla base e più o meno ap-

puntita alla estremità, talvolta essa è leggermente carenata nella parte inferiore verso

l'apice. La sua lunghezza è alquanto variabile : ora essa è lunga come il tronco
;

ora è lunga come il tronco e metà del capo, e ciò nei due sessi e nei giovani. Negli

individui molto giovani la coda è proporzionatamente più corta che non negli adulti.

La pelle è relativamente spessa, liscia o talvolta leggermente granulosa, mancano

vere parotidi , si osservano tuttavia due inspessimenti della pelle che partono dalla

estremità posteriore dell'occhio e proseguono più o meno spiccati lungo i fianchi fin

presso le estremità posteriori. Questi inspessimenti presentano un maggiore sviluppo

nella regione scapolare. Nei giovani questi inspessimenti sono poco spiccati. Inferior-

mente sia negli adulti sia nei giovani v' è una ripiegatura gelare assai spiccata.

La colorazione è in complesso poco variabile. Negli adulti le parti superiori, guar-

date complessivamente, si presentano di color giallo ocraceo sporco. Questa colorazione

è prodotta da molte chiazze di color grigio, e di color bruno di varia intensità e di-

segno , le quali coprono tutta la parte superiore dell'animale , la quale è fondamen-

talmente giallastra. Qua e là appaiono macchie irregolari di color giallo, ora sporco

e chiaro, come sul capo, sul dorso e sui fianchi, ora più vivace come sulla coda.

Si notano inoltre nella regione dorsale numerose macchie di color nero inten-

sissimo. A primo aspetto sembra che queste macchie non abbiano una disposizione rego-

lare , ma guardando meglio si vede che esse sono disposte nel modo che mostra la

figm'a (a) , vale a dire: sul capo all' indietro degli occhi vi è una macchia a V più o

mmo decisa col vertice voltato verso il dorso. Dal vertice del V partono essenzial-

mente tre serie di macchie nere, una longitudinale mediana e due laterali. Queste

serie si prolungano fino aUa base della coda, dove si confondono fra di loro. Spesso,

soprattutto negli individui di maggior mole , le macchie delle tre serie si riuniscono

trasversalmente fra loro in modo che l' animale è coperto di strisele nere incom-

plete e trasversali. Si nota ancora una fascia più scura, interrotta da chiazze chiare

grigiastre e giallastre , che parte dalla parte posteriore dell'occchio
,
passa sotto alla

ripiegatura laterale e occupa i fianchi perdendosi verso la coda.

Mentre la colorazione generale dell'animale come ho già detto, è molto costante,

è invece variabile l'intensità e la disposizione delle macchie nere sopraddette.

Sulla coda, nelle estremità, le macchie nere hanno disposizione irregolare.
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Le parti inferiori sono di color bruno grigiastro intenso, la parte gotare è ge-

neralmente più cliiara del resto. Sulla tinta generale del fondo vi sono numerose mac-

chiette di color grigio più chiaro ora ridotte a punti , ora più grandi , irregolari e

riunite fra loro in modo da costituire una reticolatura die viene a riunirsi con gra-

duati passaggi e sfumature colle maccliie dei fianchi.

La figura data dal Bonaparte nella Iconografia della fauna italica
,
buona per

quanto riguarda la forma dell'animale, non corrisponde granché nella colorazione ai

numerosi individui da me esaminati provenienti dalla Ligui'ia.

Nei giovani, lunghezza m. 0,028, le parti superiori del capo, del dorso, della

coda e delle estremità sono giallastre con molte macchiette nere tanto che l'animale

sembra come spolverato di giallo ; sul dorso e sul capo si notano ancora due linee

di macchiette nere più intense e abbastanza distinte , le quali partono dalla parte

posteriore degli occhi, convergono sin quasi a toccarsi nella regione scapolare, e poscia

si dividono e procedendo sul dorso fin verso la regione delle estremità posteriori dove

si perdono . Una terza serie di macchiette nere , ma meno distinte delle precedenti

,

va lungo la linea vertebrale del dorso dalla regione scapolare all'origine della coda.

Le parti inferiori e laterali sono nere con qualche punto giallastro o biancastro. Il

braccio è giallo chiaro, l'avambraccio e la mano sono macchiettate di nero, le estre-

mità posteriori sono macchiettate di nero.

Giunto l'animale ad una lunghezza di circa m. 0,035 esso presenta superior-

mente tinte più chiare : la tinta gialla è ancora analoga a quella dello stadio pre-

cedente. La serie di macchiettature sopra menzionate sono ben spiccate e di più si

osserva una macchia nera trasversale fra gli occhi. I lati del capo hanno il colore

della parte superiore : dall'angolo anteriore degli occhi al muso va una sottile riga

nera : il muso è nero all'apice. I fianchi sono come il dorso. Il dorso è separato dai

fianchi da una linea di macchiette nere che parte dall'angolo posteriore dell'occhio e

va lungo i fianchi sino alla estremità della coda. Le parti inferiori sono di color

nero bruno con molte macchiette puntiformi grigiastre. La macchiettatura si è ac-

cresciuta sulle estremità.

Gli individui che misurano una lunghezza totale di m. 0,058, o m. 0,000 hanno

generalmente una colorazione analoga a quella degli adulti.

Non ho osservato notevoli differenze sessuali di colorazione.

Dimensioni.

L I G D R I A SARDEGNA

9 Ó 9 9 Ó « 9 Juv. juv. Ó JUV.

Lunghezza totale . . . m. 0,1 uo 0,100 0,095 0,104 0,097 0, 086 0,077 0,052 0,029 0,081:0,039

» del capo . . « 0,013 0,015 0,012 0,013 0,013 0,011 0, 009 0,008 0,005 0,010 0,006

del tronco . .
> 0,044 0,043 0,041 0,046 0,041 0,037 0,034 0,021 0,015 0,036 0,017

t) della coda . « 0,0i3 0,044 0,042 0,045 0,053 0,038 0, 034 0,023 0,011 0,03510,016

» delle estrem. ant. » 0,016 0,018 0,016 0,018 0,017 0,015 0,012 0, 0U8 0,006 0,014.0,007

» >> " post. » 0,018 0,018 0,017 0,018 n.018 0,016 0,012 0,009 0,006 0,014 0,007
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Jj'hahitat sicuro dello S^cler^cs fuscus è limitato fino ad ora essenzialmente

all' Italia.

Mancano ancora i dati per stabilire con sicurezza la distribuzione geografica di

questa specie in Italia. Per quanto se ne sa ora questa specie manca nella valle del

Po , salvo nella sua parte superioi-e. Il Dott. Federico Sacco trovò nel settembre di

questo stesso anno (1884) cinque individui, un mascbio ed una femmina, entro ad

una caverna in Val Casotto. Lo Spderpcs fuscus si trova in Liguria (contorni di

Genova) alla Spezia e in varie località lungo gli Appennini (Abetone, Garfagnana

,

Montecatini, Pratolino, Fiesole, ecc. ; Seravezza, Massa Carrara, Poretta, Monti Asco-

lari, ecc. Lo S;pele)ycs fuscus si trova pure in Sardegna.

I costumi dello Speìeìyes fuscus sono quasi al tutto sconosciuti. Esso si trova

generalmente nei luoghi umidi ed anclie non molto caldi sotto i sassi fra il legno

infracidito, sotto i mucchi di foglie, ecc.; il Gene dice (1) « Habitat frequens hyeme

sub lapidibus in montibus circa Iglesias : in aquis numquam vidi »

.

Non consta che altri dopo il Gene abbia potuto osservare molto di più intorno

al modo di vita di questa specie. Il Prof. Arturo Issel mi disse di aver trovato fre-

quentemente lo Speleìyes fuscus nelle caverne della Liguria, attaccato sulle pareti,

il che è in rapporto colla conformazione delle sue estremità.

Nulla si conosce ancora di sicuro intorno alla riproduzione od allo sviluppo dello

SpeJerpes fuscus.

Io non ho potuto fare a questo proposito che le osservazioni seguenti :

Io ricevetti nel Marzo dell'anno corrente numerosi esemplari di Spelerpes fuscus

dal signor Borgioli, il quale li raccolse fuori dell'acqua nei contorni di Genova in

località fresche ed umide.

Di questi individui alcuni erano assai piccoli (lungh. totale m. 0,029) altri in

maggior numero erano adulti. Avendo aperte parecchie femmine, che avevano il ventre

turgido, osservai che esse presentavano dieci, dodici, o al più quattordici o quindici

grosse uova di colore giallo-chiaro presso a poco tutte della stessa grossezza e di un

diametro di circa cinque millimetri ; osservai ancora che le uova erano più grosse in

quelle femmine che ne avevano meno.

Altre femmine mi presentarono un numero molto maggiore di uova , ma queste

erano molto più piccole.

Avendo messo in disparte alcune femmine dal ventre turgido, per studiare lo

sviluppo ulteriore delle uova, esse morirono disgraziatamente dopo alcuni giorni.

Mi pare che date le condizioni speciali di vita dello Sjoelerpes fuscus in località

per lo più povere di acque stagnanti e di lento corso: dato il fatto del non averlo

mai trovato iu acqua, dato il fatto del piccolo numero di uova e del loro gi-ande

sviluppo ; dato ancora il fatto che l'animale non presenta forme e colorazioni schietta-

mente acquatiche , mi pare che si potrebbe supporre in esso una maniera di ripro-

duzione e di sviluppo analoga a quella delle Salamandre terrestri ; vale a dire una

sorta di viviparità.

(1) Sjnops. Rept. Sa)-d. Indig.

Serie II. Tom. XXXVI.
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Siilfam. - SALAMANDRINAE.

Denti palatini in due serie longitudinali mediane più o meno prolungate poste-

riormente : vertebre opistoceli.

Secondo il catalogo del Boulenger (1) la sotto-famiglia Salamandrinae com-

prende sei generi , vale a dire : Salamandra , Cinoglossa , Molge , Salaniandrina

Tylotriton, Fachytriton.

Di questi sei generi hanno rappresentanti in Italia solamente i seguenti (2) :

Salamandra — Molge — Salamandrina.

Per quanto riguarda i generi Salamandra e Salamandrina nulla ho da osservare.

Rispetto al genere Molge, io debbo osservare che esso mi pare troppo comprensivo;

il Boulenger riunisce in questo genere le specie appartenenti ai generi :

Triton Laur. Euprochis Gene

Pleiirodeles Micliah Glossoliga Bonap.

Megaiìterna Savi Pelonectes Latiste.

Io già dissi in un mio precedente lavoro (3), le ragioni per le quali credo che

sia conveniente di non fare generi troppo comprensivi, senza tuttavia ben inteso esa-

gerare nel senso opposto.

Nel caso attuale le 19 specie comprese nei generi sopra menzionati si possono

riunire in due generi, pigliando per base della divisione la direzione del quadrato iugale

e l'angolo che questa parte del cranio fa col mascellare inferiore.

Ciò facendo si vede che — Molge montana — M. rusconii — M. aspera,

e forse anche la M. poireti (di cui io non ho potuto esaminare il cranio), possono

costituire un gruppo generico
,

poiché in queste forme il quadrato iugale mentre è

diretto in basso e allo infuori è pure diretto dallo avanti allo indietro in modo che

si ha fra il quadrato iugale e il mascellare inferiore un angolo più o meno acuto.

Ciò si scorge facilmente osservando il cranio di profilo ; ma si può vedere anche molto

bene esaminando il cranio superiormente (4).

L'Euproctus rusconii è la forma che ha questo carattere più spiccato : la Me-

gapterna montana lo presenta in una maniera un po' meno spiccata, come si può

vedere dalle figure qui unite. Per queste forme io conserverei il genere Euproctus

del Gene, formato nel 1838 (5).

(1) Oat. Balr. Gradent. of Brit. Mia:, 1882.

(2) Il genere Chioglossa è della penisola Iberica. Il Tylotriton è dell' Imalaia, e il genere Pachy-

triton è della China.

(3) Monografia degli Anfibi anuri italiani. Mem. R. Acc. delle Se. di Torino, Ser. II, v. XXXV,
i883.

(4) Si consultino fra le altre le figure seguenti : Bedriaga , Beri. Z. Ken. fauna Corsika Archiv.

f.
Naturg., 1883, tav. Ili, fig. 1 (Megapterna montana), fig. 15 (Euproctus rusconii), tav. IV, fig. 18

[Hemitriton pirenaeus).

(5) Si/nops. rept. Sard. indig. Mem. .\cc. di Toi-ino, ser. II, voi. I, 1839.— Questo lavoro venne
letto all'Accademia il 18 Marzo 1838.
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Il genere Euproctus avi-ebbe adunque le seguenti specie :

E. montanus Savi E. aspera Dugés

E. Rusconii Gene E. poireti Gerv. (?)

Le altre specie del genere Molge di Boulanger possono costituire un altro gruppo

il quale avrà pure per carattere la disposizione del quadrato iugale.

11 quadrato iugale mentre è diretto in basso e allo infuori è pure diretto dal-

l'indietro allo avanti, in modo che si ha fra il quadrato iugale ed il mascellare infe-

riore un angolo più o meno ottuso. Ciò si osserva molto bene nel Triton cristatus,

e nelle altre specie affini, nel Triton boscae, e nel T. hagenniiillerì, nel T. waltii

l'angolo è meno ottuso; ma la direzione del quadi'ato iugale è sempre verso Favanti.

A questo secondo genere si può conservare il nome di Triton del Laurenti (1768)

lasciando stare il nome di Molge del Merrem. (1820).

Il genere Triton così costituito verrebbe a comprendere:

T. cristatus Laur. T. paìmatus Sch.

» Blasii de L'Isle. » Montandomi Blgr.

» ììiannoratus Latr. » Boscae Lataste (1).

» alpestris Laur. » SagenmiiUeri (2) Lataste

» vittafus Gray. » Waltlii Michah. (3).

» vulgaris (Lin.).

Ciascuno dei due generi ora menzionato è suscettibile di essere diviso in vari

gruppi sottogeneri come dirò meglio parlando a suo tempo dei singoli generi.

Genere SALAMANDRINA.

Fitzinger, Neue Classif. Eept.
, p. 41 — Tschudi, Batr,

, p. 93 — Bonaparte, Fauna

Ital. e Specchio generale dei sistemi Erp. Anfib. e Ittici. Milano 1845
, p. 6

- Hallovell, Proc. Acc. Not. Scienc. of Philadelph. (1856).

La lingua è subtriangolare, e grande : essa è fissa anteriormente ed è libera ai

lati e posteriormente. I denti del palato sono disposti in due serie longitudinali, l'ar-

cata ù'onto-squamosa è robusta ed ossea: le dita sono quattro sia negli arti anteriori

sia nei posteriori. La pelle è asciutta e finamente granulosa.

In questo genere si comprende fino ad ora una sola specie la Salamandrina

perspicillata (Savi) che fino ad oggi venne trovata con certezza solamente in Italia.

(1) Nulla posso dire della Molge pyrrhogastra, della M. sinensis e della M. viridescens, e della

M. terrosa non avendone potuto esaminare alcun esemplare.

(2) (3) Non è che con qualche esitanza che riunisco al genere Triton queste due forme e mi ri-

servo del resto di ritornare sopra di ciò in un'altra occasione.
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Salamandrina perspìcillata (Savi) (1).

Salaniandrd tcrcìigitata — Boniiat. Tabi, cyclop. method. Erp.
,

p. 64, taT. 12,

fig. 2 (figura pessima), 1789.

Salamandra tridactyla — Daud., Eept. Viti, p. 261 (1803).

Malga tridactylus — Merr., Syst. Ampli., p 188, 11 (1820).

Salamandra perspicillata — Savi, Mem. Bibl. ital., voi. XXII, p. 228 (1821) —
Nuovo Giorn. dei Letterati di Pisa, v. VII (1823) — Mem. Scient. Dee. 1,

p. 163, V. VII (1828) - Cuvier, Règne anim. II, ed. v. IL, p. 115 (1829).

Salamandrina perspicillata — Fitzing., Neue Class. Rept. , p. 66 (1826) — Syst.,

Eept., Fase. 1, p. 33 (1843) - Graven,, delie. Mus. Vratislav., p. 88 (1829) —
Bonap., Fauna ital., fase. XIX, t. 95, fig. 3 (figura buona), 1837 — Tschudi,

Classif. Batracb. p. 93 (1838) — Dum. et Bibr. Erp. gen., voi. IX, p. 69,

tav. 94, fig. 2 e 2" (figura mediocre) — De Betta, Monograf. Anf. Urodeli

Ital., Mem. Ist. Venet., t. XI, p. 528 (1864) — Jan. Mus. Medio!., p. 54

(1857) — Strauch., Rev. di Salam., p. 53 — De Betta, Faun. Ital. Eett. ed

Anf., p. 80 — Schreiber, Herp. Eur., p. 69 — Ramorino, Appunti sulla storia

naturale della Salam. perspicil., Genova, 1863 — M. Lessona, Proc. Zool. Soc.,

p. 254 (1868) — Sulla riprod. della Salamandrina perspicillata. Atti della

E. Accademia delle Scienze di Torino, voi. X (1874) — Wiedersh. , Salaman-

drina perspicillata und Geotriton fuscus — Annal. Mus. Civ. di Genova, VII

,

p. 5, tav. 1-XVII (1875) — Gasco, Amori del Tritone alpestre, Ann. Mus. Civ.

di Genova, voi. XVI, p. 41, nota (1880) — Giglioli, Elenco Mamm., Ucc, Rett.

Ital., Firenze (1880), p. 16 — Boulenger, Cat. Batrach. Gradent. of British.

Mus. (1882), p. 28 (2).

Seiranota condylura — Barnes in Sillimann., Amer. Journ. of scienc. XI, p. 278 (1826).

Seiranota perspicillata — Bonaparte, Ampb. europ., p. QQ (1839) — Gray., Batr.,

Grad. Brit. Mus., p. 29 (1850).

a) Due esemplari dell'Appennino toscano — dal Prof. Savi.

h) Cinquanta esemplari del contorno di Genova — dal sig. Borgioli, 1884.

e) Venti esemplari del contorno di Genova — dai signori Prof. Issel e Gasco.

f?) Sei esemplari Monte Maiella — dal Prof. Gibeili, 1884.

Capo distinto dal tronco : corpo depresso , sottile e snello ; coda sottile ed al-

lungata, subquadrangolare alla base e un po' compressa verso l'apice il quale è sottile

ed acuminato ; estremità proporzionatamente lungbe e ben sviluppate ; dita in nu-

mero di quattro, sia nelle zampe anteriori, sia nelle zampe posteriori; le dita sono

libere ; le dita si terminano con una sorta di piccolo indurimento a mo' di unghia.

(1) Nome volgare- Tarantolino.

(?) II Boulenger scrive fra i sinoaimi Seiranota perspicillata Bonap., Faun. hai. Ciò va corretto

così Seiranota perspicillata. Bonaparte, Ampli. Europ. Mem. Acc. di Torino, 1839. Nella Fauna ita-

lica il Bonaparte conservava ancora il genere Salamandrina.
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— Lingua subovale, libera, salvo nella parte anteriore, denti palatini disposti in due

serie longitudinali parallele nella parte anteriore e fortemente divei'genti fra loro nella

parte posteriore, a mo' di un ipsilon rovesciato. Parti superiori di color nero intenso

uniforme: sul capo fra gli occhi vi è una striscia trasversale, ora intiera, ora divisa

di color rosso sbiadito. Parti inferiori macchiate di rosso, di bianco e di nero : gola

bianca anteriormente e posteriormente nera ; coda inferiormente rossa.

Dimensioni medie: lunghezza totale ò m. 0,075, g m. 0,079.

Il capo è ben distinto dal tronco e di dimensioni mediocri ; il suo diametro

trasversale, misurato un po' allo indietro degli occhi, è notevolmente sviluppato : esso

lo è di più nei maschi che non nelle femmine e nei giovani.

11 capo è più o meno incavato nella parte anteriore e fra gli occhi , da questa

depressione partono dietro gli occhi due solchi i quali si dirigono, divergendo, a due

fossette ben sviluppate, poste dietro gli occhi
;
qualche volta le fossette e i solchi

sono in maggior numero e il capo appare scanalato. Lo spazio che è fra gli occhi,

superiormente, è uguale alla distanza che separa l'angolo anteriore dell'occhio dalle

narici. Al davanti dell'occhio vi è un solco e poi un rigonfiamento molto sviluppato,

che si estende fin quasi alle narici; le narici sono piccole e separate da una distanz

eguale a quella che le separa dagli occhi.

Nei giovani le narici sono notevolmente più sviluppate che non negli adulti (1)

Le guancie sono verticali e incavate trasversalmente: il solco è più

profondo nei maschi che non nelle femmine. yi

La bocca è grande e lo squarcio oltrepassa notevolmente l'angolo ' »

posteriore dell'occhio.
*^'*^' ^"

Schema
L'occhio è mediocre : il diametro massimo dell'occhio è notevol- dei demi paiaiini

della

mente maggiore della distanza che è fra l'occhio e le narici. saiamandrina.
perspicillata

Il capo è un po' più lungo che largo : la lunghezza del capo è

contenuta tre volte circa nella lunghezza del tronco negli adulti e due volte e mezzo

nei giovani.

Il tronco è mediocremente robusto : piano superiormente e subquadrangolare ; le

vertebre sono sporgenti e formano come una specie di piccola cresta nodosa: le co-

stole sono anch'esse molto sporgenti e visibili allo esterno.

Le estremità anteriori, ripiegate lungo i fianchi, giungono fino alla metà di questi

e spesso l'oltrepassano di due o tre millimetri. Le dita sono quattro, libere intie-

ramente, subcilindriche , e terminate da una sorta di indurimento cutaneo a mo di

unghia. Il primo dito è il più corto ; il più lungo è il terzo, dopo viene il secondo

e poi il quarto. La palma è rugosa e porta due tubercoli uno piccolo assai alla base

del 1° dito e Taltro più sviluppato alla base del 4°.

Le zampe posteriori sono proporzionatamente ben sviluppate e robuste , ripiegate

lungo i fianchi, esse oltrepassano di due o tre millimetri la metà dei fianchi stessi-

Le dita sono quattro e sono foggiate come quelle delle zampe anteriori ; il dito

più lungo è il terzo, il secondo ed il quarto sono a un dipresso eguali, il primo è

(1) Questo fatto si verifica anche nei giovani dello Spelerpes fuscus. Si consulti la descrizione di

questa specie.
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notevolmente più corto. La faccia plantare è rugosa ed ha due tubercoli, uno assai

piccolo e qualche volta mancante al tutto alla base del 1° dito e l'altro un po'

più sviluppato alla base del 4° dito.

La coda è sottile, alla base è subquadrangolare ; verso 1' apice è un po' com-

pressa: essa è notevolmente più lunga del capo e del tronco insieme; essa è lieve-

mente carenata al disotto.

La pelle è finamente ed egualmente granulosa per numerosissime piccole asperità

che la coprono; non presenta ripiegature ed inspessimenti notevoli (1).

La colorazione delle parti superiori è molto costante. La tinta generale è bruno-

nero intensissimo e vellutato. Sul capo fra gli occhi e sopra gli occhi si osservano

due macchie irregolari rossiccie o giallastre di forma e di' sviluppo irregolare: queste

macchie si riuniscono frequentemente fra loro e danno origine ad una macchia di

forma grossolanamente triangolare coll'apice rivolto verso la schiena. Talvolta vi sono

altre macchie rossiccie e giallastre irregolari sulle altre parti del capo e nella regione

scapolare. Sul capo degli individui che hanno soggiornato lungamente in alcool e dei

quali la tinta generale del corpo vi è fatta di color bruno clùaro, si vede che dal

davanti della macchia rossa vi è una striscia nerastra e allo indietro vi sono due

macchie nerastre che si riuniscono in modo da formare un V. Questo sistema di mac-

chiettatura si trova in varie forme di Anfibi urodeli , ed è del resto evidenti negli

individui di Salamandrina che hanno da poco tempo compiuto la metamorfosi. Il dorso

è generalmente di color nero uniforme, talvolta si osserva una serie longitudinale di

piccole macchie rossiccie lungo la linea sporgente esterna delle costole, queste macchie

si prolungano fino alla coda unendosi a quelle dei lati della coda stessa. La coda e

le estremità sono superiormente più o meno macchiettate di rosso.

Sono stati trovati qualche esemplari nei quali le parti superiori erano abbon-

dantemente sparse di macchie rosse. Il Dott. Giacinto Martorelli trovò nel Lucchese

un esemplare colle parti superiori intieramente rosse.' Questa varietà di colorazione

è assai rara.

Le parti inferiori hanno colorazione assai vai'ia. La gola è occupata per lo più

da una grossa macchia nera nei due terzi posteriori ; nel terzo anteriore vi è uno

spazio foggiato generalmente a mezzaluna di color gialliccio , talvolta più o meno

macchiettato di nero : il margine inferiore della mandibola inferiore è nero e delimita

anteriormente ed ai lati lo spazio in discorso. Non sono rari gl'individui nei quali

tutta la gola è nera. 11 petto , V addome sono macchiettati di rosso vivo , di grigio

rossastro e di nero.

11 disegno delle macchiettature , lo sviluppo relativo delle tre fiate è oltre ad

ogni dire variabile sia nei giovani sia negli adulti. Si possono stabilire a questo ri-

guardo i seguenti gruppi principali di sistemi di colorazione :

1° Petto ed addome di color rosso vivo uniforme con poche macchie nere

verso i lati.

(1) Si consulti a proposito della struttura della pelle di questa specie: Mario Lesso.va, Contributo

allo studio della p::lU degli urodeli. Meni. R. Acc delle So. di Torino, Sor. II, v. XXXIV, 1881.
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2' Petto ed addome di color grigio rosso con gi-osse macchie nere.

3° Petto ed addome di color grigio rosso e di color rosso vivace con macchie

nere più o meno numerose e più o meno sviluppate.

La parte inferiore delle estremità e della coda è di color rosso vivace senza

macchie, salvo tuttavia la regione cloacale la quale porta due macchie nere trasver-

sali che discendono dai fianchi e si riuniscono verso la metà della fessura cloacale;

queste macchie sono molto costanti sia nei giovani sia negli adulti. I fianchi sono

generalmente segnati da una striscia più chiara, rosea o giallastra; di forma e di svi-

luppo irregolare, interrotta da macchie nere e rosse, la quale si prolunga divisa in

macchiette sui fianchi della coda fino alla metà circa di questa.

11 Kamorino (Appunti sulla Storia naturale della Saiamandrina persincillata,

Genova 1863) cita un caso di albinismo: « l'individuo che lo presentava era più

piccolo che d'ordinario ; non perfettamente bianco , ma d'un bianco giallastro
; privo

affatto delle macchie rosse e ugualmente colorato sul dorso che alla parte inferiore.

Non ho osservato differenze sessuali costanti di colore.

Dimensioni.

L I G L R 1 A

APPENNINO
TOSCANO

Tipi di Savi

1

LIGl'IUA

1

9

0,081

Ó

0,080

Ó

0,089

9

0,083

9

0,076

Ó

0,088

9

(1)

0,097

9

0,063

Ó

0,080

juv.

0,061

juv.

0,036Lunghezza totale . . . m.

" del capo . . » 0,009 0,009 0,009 0,009 0,008 0,008 0,010 0,007 0,008 0,007 0,005

Larghezza « . . » 0,007 0,006 0,006 0,007 0,006 0,006 0,008 0,005 0,006' 0,005 0,004

Lunghezza del tronco . . » 0,026 0,025 0,028 0,026 0,025 0,027 0,032 0,020 0,026 0,020 0,013

» della coda . . » 0,046 0,046 0,052 0,048 0,043 0,053 0,055 0,036 0,046 0,034 0,018

» delle estrem. ant. » 0,012 0,010 0,010 0,010 0,009 0,011 0,012 0,009 0,010 0,008 0,005

delle estrem. post. » 0,013 0,012 0,012 0,011 0,010 0,012 0,013 0,010 0,012 0,009 0,006

La Saiamandrina perspicillafa è , fino ad ora , specie esclusivamente italiana.

Qualche autore la cita di Dalmazia (2) ma ciò deve essere meglio accertato.

In Italia, per quanto se ne sa è specie Appenninica; essa si estende dal Genove-

sato ad Aspromonte. Duméril e Bibron (3) dicono : « un très-bel exemplaire venant

de Sardaigne par M. Boié ».

Nessuno trovò mai, in seguito, la Salamandrina perspicillata in Sardegna ; io credo

che il Duméril e Bibron intendessero di indicare veramente l'isola di Sardegna poiché

in un altro . punto della descrizione essi dicono : « La queue est fort étendue

(1) Gli individui di queste dimensioni sono, a quanto pare, rari, io ne ho osservato un solo.

(2) BouLEXGER, Catal. Batr. Grad., 18^2. Questo autore fa tuttavia la citazione dubitativamente.

{3; Herp. gener., voi. IX, p. 71.
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CU inoins dans l'exeinplaire et mieux conseryé parmi ceux que le Muséum possedè et

qui provient de la Sardaigne ».

Nessuno, ripeto, ha in seguito trovato la Salamandrina perspicillata in Sar-

degna. È d'uopo quindi accogliere con molto dubbio questo Itaìntat, tanto più che l'ar-

ticolo del Duméril e Bibron, relativo a questa specie, è singolarmente pieno di errori
;

fra gli altri ve ne è uno veramente curioso. Duméril e Bibron dicono : « M. le Prince

Bonaparte dii que les paysans de la Tarantaise craignent ce Meptile , ancpiel ih

attribuent l'antique préjuge' de faire mourir les bestiaux quand ils l'avalent avec

leurs aliments ». Ora il Bonaparte non ha mai detto una eresia simile. Egli dice:

« I contadini la dicono Tarantolino, e la paventano con Vantico pregiudizio at~

tribtiendole la mortalità degli armenti che V abbian mangiata. » Come si vede il

Bonaparte non ha mai pensato di parlare della Tarantasia.

La Salamandrina si trovò con sicurezza nel Genovesato, Genova, Nervi, ecc. In

Toscana, Lucca, Firenze, Caramanico, Pistoia, ecc. Si trovò nei monti della Garfa-

gnana, negli Appennini di Ascoli, sul monte Laziale, sul "Vesuvio, a Tiriolo nella

Calabria e ad Aspromonte sul monte Maiella.

La Salamandrina perspicillata suole vivere nei luoghi freschi ed ombrosi in vicinanza

delle fontane e dei corsi d'acqua, riparandosi sotto i sassi e nelle fessure delle roccie

o fra le radici degli alberi. « Giù dai pendii nudi e rocciosi (dice il Lessona (1) )

che s'innalzano semicircolarmente a guisa di anfiteatro intorno alla bella città (Genova)

scendono ruscelletti che si fanno torrentacci negli aquazzoni, ma consuetamente hanno

appena \m filo d'acqua. Lungo il corso di questi ruscelletti si trovano di tratto in

tratto delle pozze con pareti e fondo rocciosi, ove l'acqua limpida quasi ristagna e

lentissimamente si rinnova, albergando vegetazione e vita animale inferiore. Poco di-

scosto da questi ruscelli stanno sotto le pietre le Salamandrine, che lungo la state,

come la Salamandra nera sulle Alpi, non si lasciano vedere, appaiono meno raramente

l'inverno, sono numerose fuori lungo le pioggie autunnali, e in sul principio della pri-

mavera vengono all'acqua per l'opera della riproduzione, e poi per la muta della pelle.

È opinione nel volgo delle campagne in Toscana, nelle Eomagne ed anche nel

Genovesato che la Salamandrina perspicillata sia velenosissima, non è d'uopo confutare

qui questo pregiudizio. La Salamandrina ha come gli altri urodeli una secrezione cutanea

sulla quale tuttavia non si sono ancora fatti esperimenti. 11 Eamorino (2) dice a

questo proposito : « Si disse che la Salamandrina non ha questa secrezione, ed in

realtà è assai difficile di constatarla, ove non si osservi con cura, ma se ciò si faccia,

si scorge che la Salamandrina tormentata od anche solo afferrata quando è libera,

si copre sul dorso di un sottile velo di un umore non bianco, come nella Salamandra,

ma assai più scuro, motivo per cui non fu avvertito. Si vede questa secrezione ove si

usi di un artifizio che consiste nel gettare nell'acqua l'animale e quivi irritarlo ».

I

(I) Michele Lessona, Nota intorno alla liprodiaionn dfiUa Salamandrina perspicillda. AUì ìi. Ace,

delle Scienze di Torino, voi. X, 1874.

{'>) Oi,. cit., pag. 17.
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La riprodimone della Salamantlrina perspicillata non è ancora intieramente nota.

Gli autori che se ne sono occupati principalmente sono: Giovanni Kamorino (1), Mi-

chele Lessona (2).

Il Wiedersheim, nel suo lavoro già citato sulla anatomia della Salamandrina per-

spicillata critica acerbamente, fuor di ragione ed evidentemente per partito preso la

nota del Lessona senza far conoscere tuttavia per proprio conto nessun fatto nuovo

relativo allo sviluppo di questa specie. Le osservazioni del Lessona vennero del resto

confermate pienamente dal Gasco (3). Io credo utile di riferire alcuni brani della

memoria del Kamorino, tanto più che questa è assai rara.

« Al conti'aiio di ciò che succede per gli altri batraci indigeni, quest'animale,

in Liguria almeno non ha letargo invernale. È a vero dire, più raro il trovarlo, ma
si trova e più volte ne potei avere durante il mese di dicembre, essendo le cam-

pagne coperte di neve; in Liguria sono i primi fra gli anfibii che diano opera alla

riproduzione e quantunque questo tempo dipenda qualche poco dal più o meno pre-

coce accrescimento della temperatura, si può asserire che al principio di marzo son

già deposte le uova, e per la metà trovansi di già dei girini ».

... Le femmine depongono le uova dal principio di marzo fino alla metà di

aprile. I luoghi da esse prescelti sono i rivi a piccolo corso d'acqua, ed in cui si tro-

vano dei ristagni. Quando si avvicina l'epoca da sgravarsi, esse vanno a questi e

stanno per più ore al fondo. L'uscita di ogni uovo è agevolata da movimenti di

torsione che l'animale fa col corpo tenendosi aggrappato ai sassi, mentre la coda

viene fortemente agitata: le uova escono ad una ad una (raramente a due assieme)

e ad assai lunghi intervalli; cadute al fondo vi restano attaccate pel glutine che le

circonda senza che la femmina prenda alcuna cura di esse; cosicché se ne trovano

di aderenti ai sassi, ai fuscelli secchi, alle foglie, ecc., che si trovino nell'acqua. In ge-

nerale però son poste nel sito più favorevole per scansare l'urto violento delle acque

ingrossate: le prime Salamandrine che occupano un punto del letto nel rivo, ove

vogliono deporre le uova, si collocano sotto le pietre, e attaccano le uova alla volta

che queste fanno sul terreno , al riparo di ogni ingrossamento d' acqua. Quelle che

vengono dopo e trovano i posti buoni occupati, le collocano alla rinfusa, come si è

detto ».

n girino della Salamandrina rassomiglia assai a quello dei tritoni. Lo sviluppo

embrionale dura 21 o 22 giorni. Verso il 55° giorno della sua vita si compie la

metamorfosi. A questo periodo esso misura appena la lunghezza totale di m. 0,030.

(1) Op. cit.

(2) Op. cit.

(3) Sugli amori del Trilon alpestris. Annali del Mus. civ. di Genova, voi. XVI , 1880, pag. 41,

Nola.

Serie II. Tom. XXXVI.
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EUPROCTUS Gene.

Gene, Synops. Rep. Sard. indig. , Mem. Acc. Se. Ter., s. II, voi. 1, pag. 282,

18 marzo 1838.

Quadrato iugale diretto dallo avanti allo indietro e faciente col mascellare in-

feriore un angolo più o meno acuto, arco fronto squamoso legamenfoso od

osseo.

L'Italia possiede due specie di questo genere:

VEuproctus Rusconii. Gene , e

VEuproctus montanus. Savi.

che si possono distinguere facilmente così:

I. Arco fronto squamoso legamentoso. — Parotidi ben spiccate.

Euproctus montanus.

II. (1). Arco fronto squamoso osseo — parotidi mancanti.

Euproctus Rusconii.

Queste due forme riunite in una sola dal Bonaparte e da molti autori posteriori

a lui sono invece molto distinte fra loro. Oggigiorno del resto ciò è ammesso da

tutti i migliori Erpetologi. Si consulti per quanto riguarda la storia di queste due

forme e le ragioni per le quali esse debbono essere considerate come specie distinte

soprattutto il recente e diligentissimo lavoro del Bedriaga. Beitràge zur Kenntniss

der Amphii. u. Rep. Corsil'a. Ardi. f. naturg. 1883.

Le specie di questo genere sono limitate sino ad ora, una E. montanus (Savi)

alla Corsica e l'altra VE. Rusconii (Geifè) alla Sardegna.

Euproctus montanus (Savi).

Molge platycephala (partim) Gravenh. — Deliciae mus. zool. vratisl, 1 Eept. Lipsiae

84 (1829). Bedriaga Zool. Anz. p. 451 (1879).

Megapterna montana. Savi. — Descrizione di alcune nuove specie di Mam. e Eett.

Ital. Nuovo gior. dei letterati n° 102 Pisa (1839) — Bedriaga Zool. Anzeiger

1882, p. 45 — Amph, ecc. Eept. Corsika Arch. f. nat. pag. 127 e seg. 1883,

tav. III a V.

Euproctus platyceplialus (partim). Bonaparte. — Ico. faun. Ital. (1839). Gray

(partim) Cat. Batr. Grad. Brit. Mus. p. 24 (1850). Gervais (pai-tim). Ann.

Se. Nat. 3° ser. voi XX, p. 314 (1853). De Betta (partim) Monogr. Anf.

(I) In questa se/.ione entrerebbe anche VE. asper {Euproctus pyrenaeus Duqbs) dei Pirenei.
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Urodeli Ital. M. K. Istitut. Veneto voi. XI, p. 556 (1864) — Fauna d'Italia

Kett. ed Anf. p. 91 (1874) — Lataste Kev. iatern. des Scienc. 42, p. 495

(1878), Bull. soc. Zool. de Trance, p. 304 (1878) - Giglioli B. z. Kenn.

d. Wirbel. Ital. Are. f. Natur. voi. 1 , p. 93 (1879) — De Betta. Nuova

serie di note erpetol. Atti R. Istit. Vetiet. Ser. V, voi. V (1879).

Euproctus Buscoììii (partim). — Duin. et Bibron. Erpétol. general, voi. IX, pagina

159 (1854).

Eiiproctus montanus. Giglioli. — Nota sulle specie ital. del genere Euproctus —
Ann. Mus. Civ. di Genova, voi. XIll (1878) p. 579 — Corsican Herpetology

in Natui-e voi. 19, n. 475, p. 97 (1878) — Bedriaga. Zool. Anz. 1879) p. 451.

— Bull. Soc. Impér. des natur. de Moscou n" 4, p, 321 (1880). Giglioli. —
Elenco dei Mani, e degli Ucc. Ittiol. e Anf. e pesci italiani. Firenze (1880),

p. 16. — L. Camerano. Ub. die Ital. Euproctus arten. zool. Anzeig. p. 45,

(1881). Mario Lessona. Contributo allo studio della pelle degli Urodeli Meni.

E. Acc. d. Se. di Torino, Sez. IT, v. XXXIV (1881). De Betta. Terza serie

di note erpetologiche. Mem. E. Ist. Venet. , ser. VI, voi. 1 (1883).

Pelonectes platycephalus (partim). Fitzinger. — Syst. rept. p. 33. 1 (1843).

Triton platycephalus (partim). Strauch. — Eévision d. Salamand. Gattung. Mém.

Acad. des Scienc. de St.-Pétersb. VIII Sér. , voi. XVI (1870) (partim). —
Schreiber Herpetologia europaea, p. 34 (1875).

Moìge (1) montana Boulenger. — Cat. Batrac. Graden. Brit. Mus., p. 23 (1882).

a — 4 Esemplari Corsica dal Prof. Giglioli, 1878.

è — 4 Esemplari Corsica avuti dal Dott. I. Bedriaga, 1883.

e — Oltre 50 individui adulti, giovani e in istato di larva di Corsica

avuti in comunicazione dal Dottor I. Bedriaga 1884.

Arco fronte squamoso legamentoso. Capo appiattito e poco distinto dal corpo:

parotidi ben spiccate: denti palatini disposti ad X, tronco mediocre subcilindrico:

estremità sottili, anteriormente le dita appuntite e libere: posteriormente 5 dita ap-

piattite, appuntite e libere; la fibula presenta un rigonfiamento dii-etto in basso,

e verso l'esterno a mo di sperone, nella femmina è poco sviluppato, nel maschio lo

è molto di più e presenta talvolta un rivestimento corneo; coda ciclo-tetragona alla

base, compresso nel resto; dorso senza cresta nei maschi: pelle grossolanamente gra-

nulosa. Parti superiori di color bruno più o meno intenso con macchie bruno-scure

irregolari e talvolta con una linea longitudinale mediana più chiara nei maschi, di

color bruno verdastro, macchiettato di bruno e con una linea mediana longitudinale

giaUiccia nelle femmine. Parti inferiori di color grigio rossastro e giallastro con o

senza piccole e numerose macchiettature sbiadite.

Dimensioni medie, lunghezza totale 6 m. 0,085, o 0,083.

n capo è sottile ed appiattito soprattutto verso la parte anteriore: esso è spic-

catamente più lungo che largo. La distanza che è fra gli occhi superiormente è eguale

(I) Molge. Merr. (1820) non Gravenh. (1829).
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a quello che fra le narici e die è fra l'angolo anteriore dell'occhio e le narici. Il

capo è superiormente piano : la parte superiore è nettamente separata dalle guancie

per mezzo di uno spigolo assai spiccato : la mandibola superiore sporge sulla inferiore

di uu millimetro circa; il muso è arrotondato.

La bocca è ampia e lo squarcio oltrepassa l'angolo posteriore del-

A
l'occhio di una quantità eguale a quello che è fra l'occMo e le narici.

La lingua è relativamente gi-ande e subovale. I denti palatini sono

Fili 3. disposti in due serie longitudinali riunite fra loro per un buon tratto

.

sciieni.i anteriormente e divergenti allo indietro come un i rovesciato.
dei ileiili pal,itmi ^
deWEuprocius L"occhio è relativamente piccolo e poco sporgente, il suo diametro

massimo trasversale è eguale alla distanza che è fra l'occhio e le narici.

La lunghezza del capo è contenuta tre volte e tre quarti circa nella lunghezza

del corpo nelle femmine e tre volte circa nei maschi.

Il tronco è mediocre, subcilindrico e poco distinto dal capo.

Le estremità sono in complesso piccole : le anteriori sono di poco più corte delle

posteriori, ripiegandole lungo i fianchi, le dita più lunghe delle une arrivano alla base

delle dita più lunghe delle altre. Le dita delle estremità anteriori sono 4 , piccole

,

subattrachite, appuntite e libere, il 1° dito è il più corto, il 4° è un po' più lungo

poi viene il 2° e poi il 3° che è il più lungo di tutti. La faccia palmare è rugosa,

ora senza tubercoli, ora con due ingrossamenti tubercoliformi , uno più grosso, alla

base del 4° dito ed uno più piccolo alla base del 1°.

Nelle zampe posteriori le dita sono 5, sono più lunghe, anche un po' più ap-

piattite delle anteriori: sono libere. Alla base delle dita si osserva tuttavia una pic-

colissima membranella interdigitale. Il 1" dito è il più corto, il 5° è un po' più

lungo, poi viene il 2°, poi il 4°, e poi il 3° che è di poco il più lungo. Nessun

tubercolo sulla faccia plantare.

Il rialzo cloacale è conico o subconico.

La coda è ciclo-tetragona alla base e fortemente compressa lateralmente nel

resto : la sua forma e la sua lunghezza sono variabili , nei maschi pare più lunga

e assottigliata ; nella parte ciclotetragona è superiormente e inferiormente carenata.

I maschi si distinguono facilmente dalle femmine per la presenza di un grosso

sperone fibulare rivestito generalmente di uno strato corneo più o meno spiccato.

Nelle femmine esiste una protuberanza fibulare: ma molto meno spiccata.

La pelle è sottile e liscia e talvolta con grossi tubercoli sparsi qua e là: sul

capo è frequentemente granulosa, soprattutto nella parte anteriore.

Le parotidi sono ben spiccate e lunghe un sei o sette millimetri e larghe tre o

quattro.

Non vi è cresta dorsale nel maschio. Frequentemente sui fianchi e sulla coda

vi sono lateralmente delle strie verticali che danno a queste parti un'apparenza di

segmentazione.

La pelle delle parti inferiori è sottilissima e lascia scorgere il colore dei visceri.

Colorazione. — In quanto riguarda la colorazione io credo utile di riferire qui

ciò che dice il Bedriaga nel suo esteso lavoro sugli Euproctus di Corsica e di Sar-

degna non avendo io potuto esaminare che animali conservati nell'alcool.
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La Megapterna montana, per quanto ne so, si presenta in due o tre varietà di colori.

In una di queste varietà che io cliiamerò Var. marmorata, la tinta fondamen-

tale della parte superiore del corpo è scura o bruna olivasti'a. Sul tono fondamen-

tale, specialmente nella femmina, spiccano delle macchie verdi chiare, verdi scure o

d"uu verde grigiastro.

Osservando più accuratamente l'animale si vede che queste macchie diversamente

conformate, tendono a ordinarsi in parecchie serie trasversali e sono seminate di pun-

ticini bruni i quali non rappresentano altro che piccole verruche. Le macchie au-

mentano decisamente di grandezza sui lati della coda. Verso il ventre il verde di

queste maccliie si fa più chiaro
;
per lo più si riuniscono insieme e formano d'ambo

i lati delle strisele longitudinali. Dalla nuca alla punta della coda si presenta una

linea gialla, d"un rosso aranciato o d'un giallo bruno, la quale del resto è per lo

più attraversata dalla superficie- dorsale verde. Questa linea mediana, per lo più

spiccata , non va fin sulla testa , ma vi è rappresentata da una striscia bruna scura

che comprende la zona mediana della parte superiore della testa , divide gli archi

delle parotidi , e si spiega in rami laterali verso gli occhi. Il contorno del muso è

bruniccio; le guancie, di tinta fondamentale bruna-chiara, sono macchiate di verde

sporco. La parte superiore delle estremità è macchiata di verde grigio sul bruno

chiai'o. Le dita hanno superiormente delle striscio trasversali brune-chiare e verdi

grigie. Per ciò che riguarda la colorazione della superficie inferiore delle varie parti

del corpo, dirò che questa colorazione è assai modificata dagli organi trasparenti sotto

la pelle sottilissima. Così per esempio, la pigmentazione grigia, per lo più predomi-

nante, anteriormente è modificata dal colore del fegato nella regione della gola e

sulle estremità dal rosso dei vasi sanguigni. 11 ventre e specialmente le sue parti

laterali, s'imperlano di un bianco di latte, e di un bianco giallognolo ; in molti in-

dividui ciò accade in modo assai evidente. I punti chiari sono spesso tanto numerosi

che danno al ventre una vera tinta bianchiccia o giallognola. La pupilla è ovale

trasversalmente. L'iride di un giallo-arancio è screziata di bruno scuro, screziatura

più spiccata anteriormente. Sulla gola e specialmente sui margini di essa , ci sono

dei pimti e delle macchie chiare.

Al tempo degli amori, come si capisce, tutte le colorazioni si fanno un po' più

spiccate, e specialmente nel maschio. Ma, fuorché in questo periodo il maschio

ha delle colorazioni meno belle di quelle della femmina; appunto in quest'epoca nel

maschio si sviluppa il tono fondamentale bruno a spese della macchiettatura verde,

che ci ricorda quella del Triton marmorafus. Bisogna tuttavia osservare che, tanto

la forma quanto il numero e la grossezza delle macchie verdi sono piuttosto notevoli

e che esse si presentano talora come strisele sottili, e talora come disegni in forma

di delta o di occelli. In quest'ultimo caso il verde cede ordinariamente il posto ad

un tono giallo-aranciato. Questa varietà si trova a Bastelica.

Gli esemplari di Megapterna montana, osservati e raccolti nei dintorni di Bastia,

sono affini alla varietà precedente per la tinta fondamentale scura e pel disegno

marmoreggiato di macchie verdi. Le macchie della parte superiore del corpo sono

d'un verde metallico scuro e coprono tanto la tinta fondamentale bruno-scura o nera,

che questa non appare più che in forma di linee serpeggianti. Sulla parte inferiore
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del corpo la tinta fondamentale è bruna o bruno-scura. In questo fondo scuro spiccano

sul ventre e sui fianchi numerosi punti che diventano madreperlacei al tempo degli

amori. L'iride è d'un rosso di rame, con una linea perpendicolare nera.

Questa Megapterna montana, provveduta di una breve coda e di una pelle

meno ruvida, anzi perfino viscida al tocco, secondo me, dovi'ebbe essere distinta con

una denominazione speciale di sotto specie ; ma io lascerò questo ufficio a quelli clie

saranno in grado di esaminare un maggior numero di esemplari.

Mentre questa Megapterna montana, vivente nel Nord della Corsica presenta delle

variazioni locali di forma e di colore ,
presso Bastelica , ed anzi nel fiume Prunelli,

troviamo una terza varietà costante di colore che vive in relazione colla forma mar-

moreggiata più sopra descritta ed ha un abito assai più semplice di quella. Astrazione

fatta dalla striscia mediana dorsale giallo-arancia o gialla, che si estende pure sulla

coda ove però non è più ben distinta, ti'oviamo nella parte superiore di questa varietà

due tinte di bruno, un nocciuola chiaro, diffuso per lo più sulla testa, sul tronco e

sulla coda e un tono giallo-bruno o bianco-grigio che si presenta da ogni parte in

forma di una striscia laterale. Queste strisele laterali separano la zona dorsale scura

dalle strisele bruno-scure o bruniccio , collocate verso l' infuori , che nascono ora sul

margine posteriore degli occhi , ora sulla spalla e che si estendono fino alla radice

delle estremità posteriori ed anche più oltre. Mentre le striscio giallo-brune o bianco-

grigie dei lati della testa sono appena accennate e, nella maggior parte dei casi, si

riconoscono soltanto da una macchia giallognola nella regione delle parotidi, le striscio

scure più sopra nominate sono evidentissime nella regione temporale dell'animaletto e

specialmente al tempo degli amori. Esaminando più attentamente questa forma si os-

serva una leggera traccia di macchie più chiare sulla parte superiore del tronco.

Queste macchie, come vedremo più tardi, non sono altro che gli avanzi di quelle che

adornano l'abito giovanile della Megapterna montana e che sono conservate in massima

parte dalla varietà di colore prima descritta. Vediamo inoltre che le strisele laterali

chiare sono costituite di un gran numero di macchie ordinate in serie longitudinali e

confluenti fra loro. Nella terza forma di questa specie che c'interessa in questo mo-

mento, la macchiettatura, riccamente rappresentata in origine si è mantenuta meglio

che non in tutte le altre regioni sui lati della coda nell' animale adulto , tuttavia

appare in esso di un giallo-grigio o giallognolo, mentre gli individui giovani presentano

maculature verdi. Le estremità scure superiormente o d'un bruno nocciuola chiaro

sono macchiate di giallognolo. Il ventre è colorito in modo simile a quello della

forma marmoreggiata. Il rigonfiamento cloacale appare parimente rosa-giallognolo come

nella forma suddetta. Al tempo degli amori i colori si rischiarano considerevolmente.

Il bruno scuro della parte superiore del corpo diventa bruno giallo e le striscio del

tronco appaiono d'un bianco giallognolo. In un individuo maschio di Megapterna da me

trovato, l'impallidirsi dei colori era tanto notevole, che l'animale appariva quasi bianco

giallognolo, misto di carnicino. In un altro maschio si vedevano sul dorso dei geroglifici

gialli che tuttavia scompai'ivano subito appena l'animale veniva messo nell'acquario.

Gli esemplari giovani, come abbiamo già detto, hanno una grande affinità colle

femmine della M. montanae marmoratae. Ho dinanzi a me due individui d'età di-

Tersa, lunghi, uno 48 mm. e l'altro 54 mm. che non differiscono per nulla fra loro.
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Il fondo nero o nero -bruniccio della parte superiore di tutte le regioni del corpo

appare invece interrotto e in parte ricoperto da grosse maculature d'un verde erba,

ramificate o riunite fra loro ; altre volte invece compaiono sulla superficie inferiore

dei piccoli occhielli ora semplicemente verdi, ora d'un verde metallico, oppure anche

delle striscie irregolari di macchie confuse fra loro, che si estendono trasversalmente

sul dorso. Superiormente esistono delle macchiette giallo-dorate sugli angoli anteriori

e posteriori degli occhi ; negli esemplari di color scuro queste macchie sono partico-

larmente distinte. Negli individui vecchi non esiste per lo pifi traccia alcuna di questo

ornamento che dovrebbe spettare piuttosto all'abito del tempo degli amori, perchè in

quasi tutti gli urodeli tritonici lo splendore argenteo o dorato appare più spiccato

appunto in questo periodo.

Potei scoprire soltanto in alcune Megapterue sessualmente mature e intensamente

colorite una costante punteggiatura giallo-dorata sulla .regione del muso e sul margine

posteriore dell' orbita , od una punteggiatura di splendore argenteo sulla gola e sul

ventre. Questa mancanza di splendore metallico negli esemplari a respirazione polmo-

nai'e è tanto più sorprendente , inquantochè le larve ne sono riccamente provvedute.

La linea mediana dorsale è generalmente assai distinta negli individui giovani che non

nei vecchi, ed appare molto risplendente d'un rosso aranciato o d'un giallo dorato.

Le larve, lunghe 45 mm., appena si trovano nell'acqua profonda diventano nere,

ad eccezione della suddetta linea dorsale giallo -ai'ancio o d'un rosso di ruggine. Ma

se poniamo queste larve in un vaso basso, pieno d'acqua, il loro colore si rischiara

subito e si riconosce allora che la colorazione scura non è distribuita egualmente sulla

parte superiore del corpo, ma presenta piuttosto un gran numero di macchie nere,

molto ravvicinate sopra un fondo color gi'igio d'acciaio o grigio giallognolo. Sui fianchi

del corpo e specialmente sui margini delle labbra le macchie appaiono circondate da

una materia colorante gialla iridescente ; sui limiti del ventre e sui lati della coda

si ramificano e sono provvedute di appendici brune più o meno distinte. L'orlo della

pinna caudale trasparente, presenta delle macchie gi'igie poco evidenti. Il ventre e la

regione della gola hanno parimente delle macchie grigie di cui i contorni sono spesso

confusi. La pelle inferiormente è tanto sottile , che si può distinguere il fegato , lo

stomaco e gli intestini. Le piante dei piedi non hanno macchie e sono grigie chiare.

Le branchie infine rosse o violacee.

La differenza tanto notevole nel colore delle larve della Megapterna montana,

secondochè esse si trovano nell'acqua più o meno profonda, mi conduce ad ammettere

che gli anfibi in generale diventino più scuri immergendoli nell'acqua e più special-

mente nell'acqua profonda, come fanno per la privazione della luce. Per esempio le

larve della Megapterna montana diventano più chiare, quanto più si avvicinano alla

loro metamorfosi finale e scelgono per dimora le acque meno profonde. Il color nero

si muta in bruno-nero o in bruno-olivastro ; il grigio-acciaio o il grigio-giallo cede

da principio il posto al tono giallo-bruno o verdognolo che più tardi passa in verde

spiegato.

Per l'occasione osserverò che le Megapterne adulte e i Discogìossus pictus che

ebbi l'opportunità di osservare in Corsica, nell'acqua appaiono più scure che non sulla

terra. Leydig nota un caso simile nella Rana platyrinus.
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Dimensioni

9 5 Ó 9 juv.

0,051

juv.
GIOVANE

còlle

branchie

GIOVANE
colle

branchie

Lunghezza totale . . . . m. 0,083 0,085 0.089 0,082 0,042 0,46 0,050

del capo ... » 0,011 0,011 U,OII 0,010 0,007 0,006 0,007 0,008

Larghezza » ...» 0,008 0,009 0,008 0,008 0,006 0,005 0,006 0,006

Lunghezza del tronco . . » 0,035 0,03^ 0,034 0,035 0,021 0,016 0,010 0,019

» della coda . . » 0,037 0,040 0,044 0,1)38 0,023 0,020 i),0L-3 0,023

» delle estremità ant. » 0.013 0,014 0,0 là 0,014 0,009 0,008 0,007 0,008

» delle estremità post. " 0,015 0,0 lo 0,016 0,014 0.011 0,009 0,007 0,008

L' Eiiprocttis montanus non venne trovato fino ad ora die in Corsica. I suoi

costumi, la sua riproduzione e il suo sviluppo non sono ancora intieramente noti. Ciò

che si sa in proposito lo si deve in massima parte al Bedriaga.

Avrei da osservare quanto segue sui luoghi in cui soggiorna la Megapterna mon-

tana e sulle condizioni della sua vita. La Megapterna sembra appartenere esclusiva-

mente alla fauna della Corsica. Finora almeno non fu mai trovata nei paesi circonvicini

'e pare che manchi pure nella vicina Sardegna. Mi stanno dinanzi alcune memorie

secondo cui nei monti dell'Ungheria settentrionale si trova una Salamandra apparen-

temente simile alla Megapterna montana ; tuttavia io credo che delle ricerche più

esatte dimostrerebbero senza dubbio che la Salamandra ungherese, sebbene possa ap-

partenere casualmente al genere Megapterna o Euproctus , specificamente è diversa

dalla forma corsicana. La Megapterna montana s'incontra dappertutto sulle montagne

della Corsica, ma è assai piii rara nelle bassure e sulle coste ove giunge isolatamente

essendovi gli esemplari adulti, le larve o le uova trascinate dai torrenti di montagna.

I veri luoghi in cui soggiorna sono le alte montagne e le strette gole delle valli ele-

vate. Nelle mie escursioni in Corsica raccolsi a preferenza le Megapterne nelle catene

di monti che circoijdano il Monte Kenoso. Gli scritti di De-Betta e di altri autori

ci dicono che questa Salamandra è pure stata trovata ai piedi del Monte Eotondo, nella

valle Restonica, per esempio a Zincava e presso Pontanone. Quest'animale è pure assai

frequente nei dintorni di Bastia, nella valle Suarta, tuttavia in tali luoghi non fu sempre

trovata allo stato di larva , il che mi fa supporre che il fregolo vi sia portato in

primavera o in autunno dai torrenti che scendono dai monti e che soltanto alcune

larve vi compiano la loro trasformazione e inmangono in vita , visto che i serbatoi

d'acqua dei dintorni di Bastia sono asciutti nel forte dell' estate. Un luogo propizio

per la pesca delle larve della Megapterna montana è inoltre la vai d' Grezza dove

si possono prendere facilmente nel fresco torrente ombreggiato che scorre nella stretta

gola la quale separa il piccolo villaggio di Stazzona da Carchetto.

Non trovai mai traccia della Megapterna montana nelle acque stagnanti. Quando

gli autori italiani citano « le acque correnti e stagnanti » come soggiorno della
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Megapterna, dell'Ei(2>yocfìis iiioìitanus, por acque stagnanti clevonsi intendere i piccoli

laghi « pozzi » volgarmente detti , oppure quei serbatoi vicini ad un torrente della

montagna , da cui possono essere alimentati
,
perchè la Megapterna montana evita

affatto le acque veramente stagnanti , come per esempio
,

quelle che si trovano sulle

basse coste della Corsica ; tali paludi della Corsica sono ordinariamente salate ed esposte

ai caldi piti forti. La condizione principale d'esistenza per le Megapterne adulte come

per le loro larve è dunque la fresca e limpida acqua dei monti.

Gli esemplari adulti cercano 1' acqua soltanto nel periodo degli amori , ossia in

primavera e in autunno, stagioni in cui non la abbandonano mai. Pare anzi che in

questo periodo il loro organismo si adatti così bene alla vita acquatica, che gli ani-

mali non possono più vivere fuori dell' acqua. Quando andavo alla pesca di queste

Salamandre avevo sempre la precauzione di tenere pronto un vaso pieno d'acqua o

un sacchetto umido per installarvi subito gli animali presi. Il fatto che le Megapterne

nel tempo degli amori muoiono subito appena si trovano sul terreno asciutto, mentre

possono continuare benissimo a vivere ravvolte in panni umidi , fa supporre che in

questo periodo 1' aria asciutta eserciti sulla pelle un' influenza mortale, che si spiega

nella diversità delle condizioni di struttura che ha la pelle di questi animali nel tempo

degli amori.

Finita l'opera della riproduzione questi animali abbandonano l'acqua e diventano

terragnoli. Le ricerche da me fatte allo scopo di determinare il tempo in cui inco-

mincia la vita acquatica o terragnola di questa Salamandra mi hanno persuaso che

la Megapterna è affatto soggetta alle variabilissime condizioni climateriche della

Corsica, e che nelle diverse località incomincia in tempi pure diversi la sua vita acqua-

tica terrestre. Di regola in primavera se ne va nell'acqua, appena la neve ha in-

cominciato a sciogliersi, cioè dalla fine di marzo al principio di maggio. Dal principio

di maggio alla fine di giugno la Megapterna abbandona 1' acqua per menare vita

terragnola, ritirandosi sotto le radici dei castagni. In questo tempo si può trovarla

per caso sradicando un albero , ma sempre in uno stato di semi-sbalordimento e

in agglomerazioni di molti individui. Non posso asserire che la Megapterna abbia

in tali circostanze una sorta di letargo estivo, ma è certo che i primi individui che

si lasciano vedere nell'acqua paiono sempre mezzi morti di fame e che la Megapterna

non si nutre affatto o pocliissimo nel tempo in cui sta sulla terra. Le prime pioggie

deirautunno traggono la Megapterna fuori del suo nascondiglio. Alla metà di settembre

al principio d'ottobre la troviamo di nuovo nell'acqua. Mi fu concesso di osservare

il principio del secondo periodo degli amori in due località della Corsica, e questo

fu nei primi giorni di settembre a Bastelica, non lontano dal monte fienoso e in

piincipio di ottobre nei dintorni di Bastia. A Bastelica che, relativamente ai dintorni

di Bastia ha un clima nordico
,

questi animali alla fine di settembre avevano già

terminata l' opera della riproduzione ed erano scomparsi. La caccia alla Megapterna

montana è assai difficile perchè H soggiorno acquatico di questo animale avviene in

tempi diversi secondo le varie locaKtà; si potrebbe girare tutta la Corsica anche nelle

epoche acconcie senza trovare un esemplare adulto di questa Salamandra. Facendo la

piacevole scoperta che il tempo del suo soggiornare nell'acqua non è ancora incomin-

ciato, è già finito. Se, per caso, si arriva in qualche luogo nel momento giusto, il

Serie II. Tom. XXXVI. g^
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più delle volte si rimane disillusi dallo scarso bottino che si fa di individui adulti

specialmente se si crede che le Salamandre caudate si trovino riunite in gran copia

durante il periodo degli amori. Trovai di rado più di due Megapterne insieme in uno

stesso luogo in luoghi poco discosti fra loro.

La metamorfosi della larva avviene in primavera e in autunno. Posso determi-

nare con precisione l' epoca di trasformazione della larva in alcune località abitate

dalla llegapterna
;
quest'epoca dipende dai rapporti climaterici delle varie località e

varia in conseguenza. Dal primo settembre al 15 settembre trovai nell'alta Bastelica

delle larve vicine alla trasformazione; altre che avevano già branchie trasformate ed

altre infine che misuravano appena 20 mm. e dovevano passare l' inverno nell'acqua

sotto il ghiaccio, il che corrisponde precisamente a ciò che abbiamo veduto per la

Salamandra terragnola. Pochi giorni più tardi nei dintorni di Bastia non trovai più

larve atte alla trasformazione. A Bastia, dove la primavera incomincia assai più presto

che a Bastelica, e l'estate è caldissimo e duia molto tempo, la seconda epoca di tras-

formazione era già passata.

Euproctus Rusconii, Gene.

Molgc lìlatycepliala (partim), Gravenhorst (1), Deliciae , Musei, Zool. vi'atislav.
,

pag. 84 (1829).

Euproctus Rusconii, Gene, Synop. Kept. Sard., Mem. Acc. Torino, ser. II, voi. 1,

p. 282, fig. 3-4 (1888) — Wiedersheim, Bemerk. z. Anat. des Eupr. Eusconii,

Ann. Mus. Civ. di Genova, voi. XII, pag. 545, tav. XX (1875) — Giglioli,

Nota sulle specie ital. del genere Euproctus, Ann. Mus. Civ. di Genova, voi. XIII

(1878) — Corsican, Herpetology, Nature, voi. 19, n. 475 (1878) — Bedriaga,

Zool. Aug. (1879) — Bull. Soc. Impér. des natur. de Moscou, n. 4, p. 321

(1880) — Giglioli, Elenco dei Mamm., Ucc. e Kett., Ittici. Anf. e Pesci Ital.,

Firenze (1880) ,
pag. 16 — L. Camerano, Ueber die itaUenischen, Euproctus

Arten. Zool. Anz.
, p. 45 (1881) — Mario Lessona , Contributo allo studio

della pelle degli Urodeli, Mem. K. Accad. d. Se. di Torino, ser. II, v. XXXIV

(1881) — De Betta, terza serie di Note erpetologiche , Mem. R. Ist. Venet.,

ser. VI, V. 1 (1888) — Bedriaga, Arch. fr. Naturg. (1883).

Euproctus Eusconii (partim) Dum. e Bibr. , Erpét. generale, voi. IX, p. 159

(1854).

Euproctus platycephalus (partim), Bonaparte, Paun. ital. (1839), Gray. Catal. Batr.

Gradent. Brit., Mus., p. 24 (1850) — Gervais, Ann. Se. Nat. 3. ser., voi. XX,

p. 814 (1853) -De Betta, Monogr. Anfib. TJrod. ital., Mem. E. Istitut. Venet.,

voi. XI, p. 556 (1864), Fauna d'Ital., Eett. e Amph., p, 91 (1874) — Nuova

Serie di Note erpetol., Att. E. Istit. Veneto, Serie V, voi. V (1879).

Pelonectes platycephalus (partim), Fitzinger, Syst. rept., p. 83 (1843).

(1} Molge Merr. (ISi-'O) non Graven. (1829).
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Triton jalatycepìialns (partim), Strauch. , Revision d. Salamanclriden Gattung., Mém-

Acad. St-Pétersb., Vili sér., toI. XVI (1870) — Sclireiber Herpet.europ., p. 54

( 1873).

Molge rusconii , Boulenger, Cat. Bati-. Grad. Brit. Mus. p. 24 (1882).

rt) 17 esemplari Sardegna, Prof. Gene.

b) 4 esemplari tre 5 e una ^ Sardegna, avuti in comunicazione dal Dot-

tore I. Bedriaga, (1884).

Aito fronte squamoso osseo, capo appiattito, depresso anteriormente e abbastanza

distinto dal tronco, parotidi mancanti, denti palatini disposti ad X. colla parte superiore

molto lunga e coi due rami inferiori corti e poco divergenti, talvolta le due serie pa-

latine spiccatamente discoste nel ramo superiore, tronco subcilindrico ed allungato, estre-

mità superiori sottili con 4 dita lunghe, appiattite, appuntate e intieramente libere, estre-

mità posteriori corte e tozze con 5 dita mediocremente lunghe, appiattite, appuntate e

libere ; la fibula presenta esternamente un tubercolo digitiforme nei maschi e una pic-

cola prominenza nelle femmine (1). — La coda è ciclo-tetragona alla base e note-

volmente compressa ai lati. — Dorso senza cresta nei maschi, pelle sparsa di numerosi,

piccoli e ben spiccati granuli rialzati. — Parti superiori di color bruno più o meno

scuro e piii o meno olivastro con macchiettature poco distinte, di color ruggine, sui

fianchi e sulla coda numerose macchiettature nerastre più o meno spiccate, i margini

della coda sono più chiari e di color ferrugineo , spesso una linea mediana longitu-

dinale più chiara sul dorso, le parti inferiori sono rosse ferruginose, o grigiastro-chiare,

con macchiettatui'e brunastre. Dimensioni medie. Lunghezza totale ó m. 0,100,

9 m. 0,085.

Capo relativamente grande e distinto dal tronco, piano superiormente e depresso e

subconico anteriormente, la distanza che è fra gli occhi superiormente alquanto più pic-

cola di quello che è fra l'occhio e la narice ed eguale a quella che è fra le due narici.

Il capo è notevolmente più lungo che largo, le guancie sono molto inclinate, ma
separate per mezzo di un rialzo sensibile dalla parte superiore del capo, le narici sono

(i; A questo riguardo debbo far notare che il Gene, che primo descrisse questa specie si sbagliò

nel caratterizzare i sessi, egli dice (Siììop. Rep. Sarà. Mem. Aco. Torino, Ser. FI, voi. 1). Ma^. tibiis

posticis laevibus. Foemina tibiis posticis calcaratis, ora le cose vanno precisamente al contrario. La
stessa cosa si deve dire per le altre differenze sessuali che egli cita in seguito nella descrizione re-

lativa alla cloaca, alla mole ecc. Io ho esaminato i tipi del Gene, e precisamente 1' esemplare da

lui figurato, tav. I, fig. 3, come femmina: esso invece è un maschio. Tutti gli autori posteriori se-

guendo il Gene sono caduti nello stesso errore, ed in vero non poteva passare per la mente di alcuno

che il Gene avesse commesso un tale qui prò quo. Il Bedriaga nel suo recente studio sugli Eu-
proctus (Ber.. Kenn. Amph. Corsik. Arch. nat. 1883 caratterizza giustamente i due sessi e dubita della

esattezza delle descrizioni degli Autori relative alle differenze sessuali. Egli tuttavia non avendo po-

tuto osservare il lavoro del Gene e i tipi, non ha potuto sciogliere recisamente la questione. Anche

l'esemplare figurato non troppo esattamente dal Bonaparte nella Iconografia della Fauna italica è

un maschio e non una femmina.

Anche naWEuproctus montanus era accaduto un errore analogo, che il Bedriaga (op. citat.)

corresse.

Nel Calai, of Batrach. Graden. of Brit. Mus. del Boulenger le differenze sessuali, di queste

due specie, sono esattamente indicate.
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teiniiiuili , il muso è quasi diritto anteriormente e sporge sulla mandibola inferiore

di un buon millimetro.

L'occbio è piccolo e poco sporgente, il suo diametro trasversale è eguale e con-

tenuto una Tolta e mezzo circa nella distanza clie separa l'angolo anteriore dell'occbio

delle narici, la bocca è ami^ia, lo squarcio boccale oltrepassa alquanto l'angolo po-

steriore dell'occbio, talvolta di un tratto eguale al diametro dell'occbio stesso, i ma-

scellari superiori sono sporgenti allo infuori sotto gli occbi.

La lingua è piccola, subovale quasi piriforme e libera alquanto ai lati.

I denti palatini sono disposti in due serie longitudinali, le

quali sono parallele e rovesciate fra loro per un tratto piii o

n meno lungo anteriormente e divergono posteriormente a guisa

di i talvolta non sono rovesciate anteriormente e ricordano
FiG. 4.

allora un po' la forma di quelli delle Salamandre.
Schemi dei denti palaliiii t i i t i t n
deìVEuprocius Rusconii La lunghezza del capo è contenuta tre volte circa nella

lunghezza del tronco.

Il tronco è subcilindrico ed allungato. Non ho osservato differenze notevoli nei

due sessi.

Le estremità anteriori sono sottili, ripiegate lungo i fianchi, arrivano alla metà

di questi nei maschi , vi arrivano stentatamente nelle femmine. Le dita sono 4 sub-

cilindriche e libere. Il 1° dito è il più corto, il 4° è un po' più lungo del 1", il
2°

è notevolmente più lungo del 4° e il 3" è notevolmente più lungo del 2°. Le dita

sono leggermente rigonfiate all'apice nella parte inferiore. La faccia palmare è priva

di tubercoli.

Le estremità posteriori sono di poco più lunghe delle anteriori, ma sono, soprat-

tutto nei maschi, più tozze e più robuste. Le dita sono 5, lunglie, sottili, poco ap-

piattite e libere (in una femmina ho osservato in una zampa una struttura anomala,

vale a dire il 5° dito è unito col 4° e il 3", il 2" e il 1° sono uniti fra di loro

per mezzo di una membrana interdigitale assai spiccata, l'altra zampa è normale). Il

1° dito è il più corto, il 2° e il 3° sono più lunghi e quasi eguali, il 4" è note-

volmente più lungo del 2°, il 3° è un po' più lungo del 4°.

Nel maschio la fibula presenta nella sua parte esterna ed inferiore un tubercolo

ddgitifprme molto sviluppato. Nella femmina esiste soltanto una protuberanza più o

meno spiccata. Il tubercolo dei maschi si riconosce assai bene anche nei giovani. La

faccia plantare è priva di tubercolo.

La coda è allungata e sottile
,
più o meno ciclotetragona alla base e più o meno

compressa nel rimanente. Essa conserva superiormente ed inferiormente una piccola

membrana analoga a quella del girino. Questa membrana è tuttavia di sviluppo assai

vario, raramente .essa giunge fin presso il livello dell'inserzione delle estremità poste-

riori. Anche la lunghezza della coda è variabile ; ora essa è lunga come il tronco e il

capo, ora è un po' più lunga ; nelle femmine e nei giovani è in generale un po' più corta.

Il rigonfiamento cloacale è conico nei due sessi.

La pelle non è molto spessa ed è sparsa di minute, ma ben distinte e sporgenti

granulazioni a mo' di piccole spine, queste sono principalmente abbondanti nei fianchi.

Le parti inferiori sono quasi totalmente liscie. Non vi sono parotidi.
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In quanto alla colorazione non avendo potuto esaminare che individui conservati

in alcool, riferisco qxà ciò che dice il Bedriaga nell'opera ripetutamente citata.

La parte superiore del mio esemplare è d'un grigio cenerognolo. Sui fianclii sono

distribuite delle macchie bruno-chiare. Nella metà del dorso, anzi nella linea longi-

tudinale scavata scorre una striscia spiccata che passa sulla testa , ma finisce alla

radice della coda.

Presso le narici e sulle palpebre superiori esistono delle macchie gialle. La su-

perficie inferiore di tutte le parti del corpo è giallognola o d'un bianco grigio con

numerose macchie sulla gola, ma poche di color bruno di ruggine. Queste macchie

e punti si concentrano per lo più sui lati del ventre. La parte inferiore delle estre-

mità, il riugonfiaraento cloacale, e l'ultimo terzo della coda appaiono più intensamente

coloriti di giallo e non hanno macchie.

Nella lai'va la coda termina piuttosto in punta. L'orlo del labbro superiore è

sollevato ad arco e nasconde lateralmente la mandibola inferiore. Le branchie sono

un po' più lunghe che non nella larva della Megapterna. La coda è più alta che in

quest'ultima; l'orlo della pinna incomincia già sul dorso, press'a poco nella metà, e

scorre acuminandosi, mentre nella larva della Megapterna, e specialmente in quella

della femmina, la pinna è arrotondata all'apice. Nelle larve della Megapterna che

ho esaminato, provenienti dai dintorni di Bastia, la punta della coda sembra troncata.

L'orlo della coda della larva dell' Euproctus appare fortemente sviluppato verso l'apice.

Le labbra della cloaca leggermente rigonfie, indicano chiaramente il tardivo sviluppo

di un rigonfiamento. Superiormente e lateralmente si vedono delle macchie bruno-

scure sopra un fondo bruno-giallo. La parte superiore è d'un giallo sporco e non

ha macchie.

Dimensioni

.

Ó 5 Ò 6 Ó 9 9 jiiv. 9
GIOVANE

branchiato

Lunghezza totale . m. 0,141 0,124 0,120 0,098 0,92 0,086 0,109 0,055 0,075 0,055

" del capo . » 0,018 0,016 0,015 0,U13 0,012 0,010 0,012 0,008 0,010 0,008

Larghezza » . . » 0,012 0,012 0,012 0,010 0,008 0,008 0,009 0,006 0,008 0,006 1

LuDgh. del tronco . . >> 0,054 0,054 0,045 0,039 0,037 0,030 0,045 0,021 0,028 0,021

» della coda . . > 0,075 0,075 0,060 0,046 0,043 0,038 0,052 0,026 0,037 0,026

» delle estrem.ant. > 0,019 0,019 0,018 0,015 0,014 0,012 0,014 0,009 0,013 0,010

ì

» delle estrem. post. » 0,022 0,022 0,020 0,016 0,014 0,013 0,017 0,010 0,014 0,001

I costumi e lo sviluppo di questa specie sono poco noti, è probabile tuttavia

che essi non siano molto diversi da quelli della specie precedente E. montarws.

Fino ad ora VE. Busconii non venne trovato che in Sardegna.
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TBITON LAURENTII

Laurenti, Syn. Kept.
, p. 37 (1768).

Quadrato iugale diretto dall'indietro allo avanti e faciente col mascellare in-

feriore un angolo più o meno ottuso , arco franto squamoso mancante o presente,

legamentoso od osseo.

L'Italia possiede solamente tre specie appartenenti a questo genere, vale adire:

T. cristatus, Laiir.

T. alpestris, Laur.

T. vulgaris (Linn.).

Queste specie si possono distinguere facilmente così :

I. Arco fronte squamoso, mancante.

T. cristatus, Laur.

IL Arco fronte squamoso, legamentoso.

T. alpestris, Laur.

T. vulgaris (1) (Linn.).

Trìton vulgaris (Linn.),

Lacerta vulgaris, Linn., Fauna Suec, p. 281, S. N., I, p. 870 (1766).

Lacerta palustris (partim), Linn., loc. cit., p. 281, S. N., I, p. 370 (1766).

Lacerta aquatica, Linn., 11. ce.

Lacerta taeniata, Sturm., Deut. Fauna III (1802j.

Triton palustris, Laur., Syn. Rept., p. 39, 145, tar. 4, fig. 2 (1768).

Triton parisinus, Laur., loc. cit., p. 40, TourneviUe, Bull. Soc. Zool. de Franco,

p. 74 (1879).

Triton vulgaris, Flem., Brit. Anim., p. 158 (1838).

Triton lobatus (Otth.), Tscud, Batr.
, p. 95 (1838). — Fatio Faune des Vertébrés

de la Suisse, III, p. 537, tav. 4 (1872).

Triton punctatus, Bonap. , Fauna ital. , Jennys.Brit. Vert.
, p. 304. — Selys, Faun.

Belg.
, p. 182, tav. 5, fig. 2. — Dugés, Ann. Se. Nat. 3' ser., XVII, p. 269,

— Dum. e Bibr. Erp. general. IX, p. 141.

(1) In questa sezione entrano pure le specie seguenti : T. Blasii e T. marmoratus che non si

trovano in Italia. Mancano poi all' Italia le specie costituenti la III sezione caratterizzata dagli archi

fronto squamosi ossei, nella quale vi sono il T. palmalus , il T. vitlatus , il T. Montandonii , il

T. Boscae, ecc., ecc.
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Triton taeniatus, Leydig,, Ardi. f. Naturg., p. 212, 1368 ; Straucli. Eevis. d. Sai.

Gatt. Meni. Acc. St-Pétersb., VII sér. (18 70), p. 49. — Schreiber, Herp. Europ.,

pag. 24.

Salamandra exigua, Laur., Syn. Eept., p. 41-148, tav. 3, f. 4 (1768).

Salamandra taeniata, Sclineider, Hist. Ampli., p. 58 (1799).

Salamandra addominaìis . Latr., Hist. Salam., p. 50, tav. 5 , f. 4. Daud. Eept.,

V. Vili, p. 250 (1803).

Salamandra pundata, Latr., Hist. Salam., p. 53, tav. 6, fig. 6 (1800). Daud. Ice.

cit., p. 257 (1803).

Salamandra vulgaris, Gray. , Griff. A.-K. IX, Syn., p. 106.

Molge punctafa, Merr. Tent., p. 186 (1820).

Molge taeniata, Gravenli. Deli., p. 76, tav. 11 e 12, fig. 1-2 (1829).

Molge vulgaris, Boiilenger, Catal. Batr. Grad. Brit. Mus., p. 14 (1882).

Lissotriton punctatus, Bell., Brit. Eept., p. 132.

Lissotriton palmipes, Bell., Ice. cit., p. 139 (1839).

Lophimis punctatus, Gray., Cat. Batr. Grad., Brit. Mus., p. 27 (1850).

Fyronicia punctata, Gray., Proc. Zool. Soc, p. 137 (1858).

Triton vulgaris (Linn.) subsp. meridionaUs

BouLENGER, Cat. Batr. Grad., Brit. Mus., p. 14 (1882).

Salamandra exigua, Kusconi, amours des Salam., p. 28, tav. 1, fig. 1 (1821).

Triton pahnatus, Bonaparte, Fauna ital. (1839), Massalongo, Saggio Erpet. popol.

,

Meni. Acc. di Verona, voi. XXIX, p. 433 (1854).

Triton lohatus, Bonaparte, Fauna ital. (1839).

Triton punctatus, Bonaparte, loc. cit.

Triton exiguus, Bonaparte, loc. cit.

Triton punctatus (Sinon. emendanda). De Betta, Erp. prov. Venete e Tirolo meridionale,

p. 348 ; Monograf. Urodel. ital. Nom. Ist. Veneto, XI, p. 546, tav. 25 (1864).

Triton taeniatus. De Betta, Fauna ital. Eett. ed Anf.
, p. 89 — Giglioli , Catal.

Ucc. e Eett. Ittiofagi e Catal. Anfibi e Pesci italiani, p. 15, Firenze 1880

— De Betta, alcune note erpet., Atti Ist. Veneto, ser. V, voi. IV (1878). —
L. Camerano, Caso di Polimelia in un Triton taeniatus, Schn. , Atti Soc. ital.

Se. nat., V. XXV, 1882.

Triton taeniatus, var., Schreiber, Herpt. Europ., p. 25.

Triton paradoxus (non Eazoum), Bedriaga, Bull. Soc. Nat. Moscou, p. 287 (1881).

Triton addominaìis, Bibr. in Bory. Expéd. Morée III, pi. 15, fig. 4-5 (1832).

a) 30 esemplari. Contorni di Torino.

6j 5 » Gattinara dal sig. Nervi, 1882.

e) 1 » Valduggia dal sig. Calieri, 1882.

d) 5 » Mentono (Veronese) dal Comm. E. De Betta.
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e) 60 esemplari Veneto del sig. Conte A. Ninni, 1883.

f) 5 » Ancona dal sig. Prof. Paolucci , 1883.

g) 1 » Gran Sasso d'Italia dal Prof. Pedicino, 1881.

h) 6 » Sesto (presso Firenze) dal Prof. H. GigHoli, 1878.

i) 15 » Contorni di Eoma dal Prof. F. Gasco, Maggio, 1884.

j) 6 » Pistoia dal Dott. G. Martorelli, 1884.

Jc) 1 » Campobasso dal Dott. Mamini, 1884.

Arco fronto-squamoso, legamentoso, apofisi sopra orbitali dei frontali spiccate

capo poco distinto dal tronco e piccolo
,
più lungo che largo , superiormente piano

,

denti palatini disposti in due serie longitudinali parallele pei due terzi anteriori e

divergenti posteriormente come un i , lingua piccola subovale, libera ai lati. Sul capo

tre solcbi longitudinali, corpo subrotondo, estremità piccole e sottili, dita acuminate

e libere, le posteriori dei maschi durante l'epoca degli amori fortemente lobate. Tu-

bercoli plantari e palmari esterni conici e sporgenti. Coda compressa e allungata, ap-

puntita, ma non terminata da un filamento ; maschio con una cresta dorsale spiccata

e piii o meno ondulata o dentellata nella stagione degli amori, rialzamento cloacale

mamillonare. Parti superiori brunastre o giallastre, una fascia longitudinale mediana,

più o meno estesa nelle parti inferiori, rossa o giallo-rossa. Sul capo dei maschi varie

strie longitudinali nere superiormente; ai lati, e sul rimanente del corpo, delle macchie

rotondeggianti nere più o meno numerose e più o meno grosse. Queste macchie sono

pure più meno numerose nelle parti inferiori.

Dimensioni medie, lunghezza del corpo, m. 0,078.

Triton vulgaris (Linn.) subspec. meridionalis.

Come la forma precedente salvo che nel maschio il tronco è subquadrangolare,

la cresta dorsale è più bassa e la membrana caudale si prolunga gradatamente in un

filamento notevolmente lungo e sottile. Colorazione e macchiettatura generalmente più

intensa, dimensioni medie un po' più piccole.

Dimensioni medie, lunghezza del corpo m. 0,072.

In Italia , a quanto pare , non si trova che la subsp. meridionalis , la quale

presenta veramente un po' il facies del Triton palmatus, Schn. , ed anzi vari Autori

italiani la confusero con questa. La forma italiana del Triton milgaris si potrà tut-

tavia distinguere facilmente dal T. palmatus, poiché essa non ha Varco fronto-squa-

moso osseo e il filamento terminale della coda si parte con gradazione insensibile

dalla coda stessa ; mentre nel T. joaìmatiis la coda è tronca e dal mezzo della tron-

catura si parte il filamento. Il primo carattere è, come facilmente si comprende, più

sicuro del secondo.

In Italia fino ad ora il vero T. paìmatus Schneid. non venne ancora trovato.
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In quanto alla forma tipica del T. vulgaris propria dell'Europa settentrionale

e centrale io non posso dire con sicurezza che essa non vi sia in Italia ; ma debbo

avveitire che non l'ho trovata fra i numerosi esemplari esaminati di molte località

italiane.

La descrizione che segue è fatta sopra esemplari italiani e quindi si riferisce

al T. viilgaris (Linn.) subsp. nicridionalis Bouleng.

Capo piccolo e poco distinto dal tronco: più lungo che largo soprattutto nei

maschi: superiormente piano e con tre scanalature longitudinali, le due laterali sono

soprattutto ben spiccate. Le guancie sono poco inclinate e nettamente separate dalla

parte superiore del capo : esse sono alquanto incavate longitudinalmente : il muso

arrotondato e poco sporgente sulla mandibola inferiore. La distanza che separa supe-

riormente gli occhi è eguale a quella che è fra gU occhi e le narici ed è più grande,

soprattutto nei maschi di quella che è fra le due narici.

La lunghezza del capo è contenuta tre volte circa in quella del tronco.

L'occhio è relativamente grande e poco sporgente : il massimo suo diametro tras-

versale è circa eguale alla distanza che è fra l'occhio e la narice.

Lo squarcio della bocca giunge fino all'angolo posteriore dell'occhio e l'oltrepassa

di poco.

La lingua è piccola, subovale e libera alquanto ai lati.

I denti palatini sono disposti in due serie longitudinali che cominciano fra le

apertui'e interne delle narici, corrono parallele fra loro per due terzi della loro lun-

ghezza e poi divergono più o meno, senza tuttavia spingersi molto allo indietro. La

divergenza tuttavia varia , le serie dentali hanno l'aspetto di un i

.

II tronco è subquadrangolare nei maschi: subcircolare nelle femmine, nelle quali

è anche più grosso e più tozzo. Il tronco dei maschi rassomiglia notevolmente a

quello del T. palmatus.

FiG. 6

aj Sezione de! tronco di un maschio di Triton vulgaris tipico.

bj Id. id. di T, palmulus.

cj Id. id. di T. vulgaris subsp. meridionatis.

Le estremità anteriori e posteriori sono comparativamente lunghe e presso a che

eguali fra loro: spesso le anteriori sono un po' più corte. Nel maschio le esti'emità

sono un po' più lunghe e un po' più robuste soprattutto le posteriori, che nella fem-

mina. Kipiegate lungo i fianchi le estremità dei maschi ne oltrepassano notevolmente

la metà: quelle della femmina giungono alla metà o la oltrepassano di poco.

Le estremità anteriori hanno le dita sottili, appuntate, soprattutto nei maschi, sono

intieramente libere. Il primo dito è il più corto, poi viene il quarto, poi il secondo e

poi il terzo che è il più lungo. Nella subsp; meridionalis le dita mi paiono propor-

zionatamente più sottili e più lunghe che nella forma tipica. Sulla faccia palmare
,

Seeie II. Tom. XXXVI. h^
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che è leggermente granulosa, vi sono due tubercoli, uno piccolo, che talvolta manca,

alla base del primo dito e uno più grande ; volto un po' allo infuori , spiniforme alla

base del quarto dito. Nei maschi questo tubercolo è talvolta più sviluppato che nelle

femmine. Negli individui italiani frequentemente questi tubercoli sono assai piccoli.

Le estremità posteriori sono più tozze e più robuste delle anteriori ed hanno

cinque dita, meno lunghe, acuminate, ma un po' più appiattite di quelle delle estre-

mità anteriori. Il primo dito è il più corto, poi viene il secondo, poi il quarto e poi il

terzo, che è di poco più lungo del quarto.

Nelle femmine le dita sono più corte che nei maschi e sono intieramente libere.

Nei maschi della forma italiana esse sono riunite alla base da una piccola membrana

interdigitale, la quale costituisce una vera palmatura per un quarto ossia della loro

lunghezza. Questa palmatura esiste generalmente anche al difuori del tempo degli amori.

In questo tempo il rimanente del dito si copre di una grossa lobatura.

Non tutti gli esemplari presentano questa palmatura, io l'ho osservata in modo

evidente soprattutto negli individui dei contorni di Eoma ed in alcuni anche del

Veneto. Non si tratta qui mai tuttavia, come già dissi sopra, di forme riferibili al T. pal-

matus Schneid.

La lobatura può essere di sviluppo molto variabile secondo gli individui.

Sulla faccia plantare vi sono generalmente due tubercoli, uno piccolo e frequen-

temente mancante alla base del primo dito, ed uno un po' più grosso e spiniforme

alla base del quinto dito. Anche quest'ultimo è in complesso poco sviluppato negli

individui italiani.

La coda è lanceolata e compressa : i lobi membranosi superiori e inferiori sono

principalmente sviluppati verso la base e vanno gradatamente decrescendo fino a

ridursi in un filamento sottilissimo e notevolmente lungo: talvolta nei maschi può questo

filamento misurare anche metri 0,010 e più. Nelle femmine il filamento è meno svi-

luppato. L'altezza della coda è minore negli individui italiani, che negli individui

della forma tipica. La forma generale della coda varia alquanto da individuo ad

individuo. Passata la stagione degli amori la coda dei maschi si riduce notevolmente

in altezza, il filamento terminale generalmente scompare, rimanendo tuttavia la coda

sempre assai appuntita.

La lunghezza della coda è come quella del tronco e del capo insieme od è anche

spiccatamente più lunga.

La pelle è sottile e liscia durante la vita acquatica e più o meno granulosa durante

la vita terragnola. Non vi sono rigonfiamenti ghiandolari nella regione parotidea. La

ripiegatara è appena accennata e spesso manca al tutto. I maschi hanno una cresta

dorsale ben sviluppata nel periodo degli amori, la quale comincia alla regione occi-

pitale, corre lungo il dorso e va ad unirsi a quella della parte superiore della coda:

questa cresta è meno sviluppata nei maschi italiani che non in quelli della forma

tipica , essa è ondulata e talvolta anche dentellata. Passata la stagione degli amori

la cresta dei maschi si riduce ad un semplice rialzo cordoniforme. •

Nelle femmine vi è anche durante la vita acquatica una piccola cresta alta al

più un mezzo millimetro od un millimetro che comincia alla regione occipitale , e

,

correndo lango il dorso , va ad unirsi a quella della coda. Non tutte le femmine

,
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anche durante il periodo degli amori presentano questo carattere, invece di una cresta

longitudinale una parte di esse lia un solco longitudinale e la cresta della parte su-

periore della coda giunge soltanto sopra al livello della apertura cloacale.

La colorazione in questa specie varia secondo i sessi, le stagioni e lo condizioni

di vita.

Nei maschi, durante l'epoca degli amori, la tinta generale delle parti superiori

compresa la cresta dorsale è brunastra, giallastra od anche giallo-olivastra. Vi sono

numerose e più o meno spiccate macchie brune e talvolta nerastre assai spiccate. Le

macchie più costanti sono quelle del capo , il quale presenta superiormente due macchie

nere a A disposte coli' apice verso il muso , lateralmente vi è una fascia nera che

parte dall'apice del muso viene all'occhio: riparte all'angolo posteriore dell'occhio e

riposta sino alla fine del capo. Un'altra fascia nera orla il mascellare superiore e l'in-

feriore. Sul tronco, sui fianchi, sulle estremità, sulle parti inferiori, sulla cresta e su un

terzo circa della coda, a partire dalla base stanno successive e più o meno grosse

macchie rotondeggianti brunastre o nerastre, generalmente a contorno un po' sfumato.

Talvolta queste macclùe si dispongono in serie longitudinali e talvolta occupano tutta

la coda. I margini della cresta dorsale, della parte membranosa della coda, il fila-

mento terminale di questa, i piedi e soprattutto il rialzamento cloacale sono di colore

nerastro, talvolta molto intenso.

La gola è giallo grigiastra od anche rossastra ; il petto ed il ventre , son di color

rosso più meno vivace ; una macchia rossa vi è anche nella parte anteriore del

rialzamento cloacale ed una piccola striscia rossa più o meno estesa si osserva piure

sul margine inferiore della coda. In varii esemplari avuti da Koma ho osservato che

anche il principio della cresta dorsale è di color rosso.

I lati del ventre e del petto e la parte inferiore dei fianchi sono di color

giallo più o meno vivo : finalmente nella base della coda nella parte inferiore
,
per

una lunghezza variabile, vi è una striscia di color azzun-o chiaro assai spiccata ed

elegante.

La femmina, anche nel periodo degli amori, è colorita meno elegantemente e meno

vistosamente del maschio. Generalmente le parti superiori sono brunastre, o bruno

giallastre, o bruno olivastre, ed anche talvolta quasi nerastre. Si osservano qua e là,

delle macchie più scure a contorno indeciso, le quali sui fianchi e sulle estremità sono

più chiare e definite. Sulle parti superiori verso i lati vi sono due linee longitudinali

più chiare, le quali dalla parte posteriore del capo vanno fino sulla coda.. Sui fianchi

le macchie bruns costituiscono talvolta una fascia oscura longitudinale. Il capo non

ha le fascie nere caratteristiche del maschio. Non raramente tuttavia vi si osservano

quelle dei lati del capo, ma in una maniera molto meno spiccata che nei maschi.

Negli esemplari italiani la femmiua presenta ai lati del capo due macchie chiare,

che partono dall'angolo dei mascellari e si dirigono in alto sotto gli occhi.

Le parti inferiori sono, come nei maschi, ma con colori meno vivaci. Il rialzo

cloacale è giallo o rossastro. La coda è per lo più orlata inferiormente di rosso.

Passata la stagione degli amori, e quando l'animale comincia a fare vita terra-

gnola, la colorazione del maschio si fa più scura e più sbiadita e si avvicina allora

a quella della femmina. Le macchie soprattutto del capo , del dorso e dei fianchi si
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fanno meno spiccate. Talvolta durante il soggiorno a terra l'animale diventa superior-

mente di color bruno nerastro intenso.

I giovani presentano essenzialmente il sistema di colorazione delle femmine.

Le variazioni del sistema di colorazione di questa specie riguardano principal-

mente il numero, la posizione e lo sviluppo delle macchie scure. In Italia si hanno,

per quanto io ho osservato, le varietà principali seguenti:

Var. a. Macchie rotondeggianti nerastre del corpo, numerose, grandi e rav-

vicinate, disposte irregolarmente.

Var. h. Come sopra le macchie dei fianchi e dei lati della coda si dispongono

in serie longitudinali.

Var. e. Macchie rotondeggianti nerastre , scarse
,

piccole e disposte irrego-

larmente.

Var. d. Macchie rotondeggianti nerastre , molto piccole e ridotte spesso a

semplici punti oscuri.

Var. e. Parti superiori giallastre o bruno grigiastre chiare con scarsissime

e piccole macchiette oscure.

Queste diverse sorto, di varietà si possono trovare insieme in tutte le località.

Debbo dire tuttavia che in complesso gli esemplari del Veneto e delle Marche pre-

sentano colorazioni più vivaci e macchiettature più abbondanti e più spiccate, mentre

quelli dell'Italia centrale tendono ad una colorazione più scura e più uniforme.
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Il Triton viilgaris è specie comune in Italia: essa abbonda principalmente nella

bassa valle del Po e nel versante Adriatico della parte peninsulare dove la subspecie

meridionaìis è più spiccata. Essa si trova pure assai frequente nell'alta valle del

Po : dove vive spesso insieme al Triton cristatus. Pare tuttavia cbe certe regioni più

o meno vaste della vallata stessa ne siano prive .- cosi ad esempio io non ne ho

mai potuto avere dal Novarese e dal Vercellese. Anche in Svizzera, secondo il Patio (1)

si verificano delle irregolarità nella distribuzione di questa specie. Il Triton vulgaris

non venne ancora trovato nelle isole italiane.

Questa specie sale poco in alto sui monti, la sua distribuzione in altezza sui

monti non è ancora ben determinata.

La riproduzione ha luogo in aprile o in maggio; le uova sono un po' più pic-

cole di quelle del Triton cristatus e vengono deposte in piccoli mucchi sui vegetali

acquatici o anche al fondo delle pozzanghere. Lo sviluppo si compie, ora in tre, ora

in quattro mesi, il Rusconi nella sua classica opera: Amours des Saìamandres aqiia-

tiques (pag. 53), dice: « le développement des tétards s'effectue, dans nos climats

au moins, dans l'espace de trois mois à peu près ».

Questa specie è meno schiettamente acquatica del Triton cristatus, poiché passa

dopo il periodo della riproduzione buona parte del tempo in terra.

Triton alpeatris (Laur.) (2).

Triton alpestris, Laur. Syn. Rept. p. 38, 142, tav. 2 fig. 4 (1768) — Sturm.

Deutschl. Fauna III (1828) — Tschudi Clas. Batracb... p. 95 (1338). -

Bonaparte Fauna Ital. (1839) — Dum. et Bibr. Erpet. general, IX, p. 146 (1854)

— Schreid Hist. Amphib. I, p. 28 (1799), Merrem. Syst. Amph. (sinon. emend.)

(1826). — Fitzinger, Neu. classif. und Verz. Mus. Wiens p. 66 sp. 3 (1826)

De Betta. — Cat. Rettili Yalle di Non. Atti Soc. Zool. Bot. Vienna II, p. 159

(1852). Cat. Syst. Reptil. Mus. p. 28 (1853). Erpetol. prov. Venet. e Tirolo

merid. p. 349 (1857). Fauna Veronese p.. 130 (1863). Monograf. Anfib. urod.

Ital. Mem. Ist. Venet. XI, p 540 (1864). Massalongo, Saggio Erpet. Veronese

Mem. Accad. Ver., voi. XXIX, p. 432 (1854) — Jan. Rept. Mus. Mediolan, p. 55

(1855).— Nardo prosp. anim. prov. venete, p. 62 (1860). Patio Bibl. Univers.

p. 275 (1864). — De Filippi, Archivio per la zool. Anat: voi. 1, 1867). Patio

Faune Vert. de la Suisse III, p. 541, tav. 3 (1872). — De Betta Fauna Ital.

Rett. ed Anfibi p. 87. — Sclireiber, Herp. Europ. p. 38, Giglioli, Catal. TJcc.

e Rett. Ittiofagi e Catal. An^bi e Pesci Ital., pag. 16, Firenze (1880). Gasco,

Amori e sviluppo del Tritone alpestre , Ann. Mus. Civ. di Genova , voi. XVI

(1880). — Camerano, Ricerche intorno alla vita branchiale degli Anfibi. Mem.

Acc. delle Se. di Torino, Ser. II, voi. XXXV 1883. Sulla neotenia Atti

R. Acc. Se. Torino voi., XIX (1883).

(1) Op. cit, p. 569.

(2) Salamandra aquatica. Wurfbain, Salamandrologia, p. 64, v. II, fig. 4 (1683).
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Triton (?) aìpestris, Gray. Cat. Brit. Mus. p. 21 (1850).

Tritoìì Wurfhainii, Laur. Syn. Eept. p. 38 (1768).

Triton Sahimandroidi'S , Laur. loc. citat. p. 40 — Schrank. Fauna Boica 1, p. 278,

sp. 258 (1798).

Triton apuanus, Bonaparte, Faune ital. (1839).

Salamandra cincta.'L&iv. Salam., p. 52, pi. 4 , f. 5 (1800) — Daud., Eept. Vili,

p. 259 (1803).

Salamandra ruhriventris Daud. loc. citat. p. 239, tay. 98, f. 1 (1803).

Salamandra alpestris Bechest. Lacepèd. II, p. 260. Schneider Hist. Ampli, p. 71.

Salamandra ignea Bechest. loc. citat. p. 263.

Molge ignea Merrem. Tent. 186 (1820) Gravenh. Delie, p. 81 (1829).

Moìgc alpestris. — Men. 1. citat. p. 187 (1829). Boulenger. Catal. Batr. Grad. Brit.

Mus. p. 12 (1882).

Lissotriton alpestris — Bonaparte. Indice illustr. nomencl. moderna.

Hemitriton alpesfris — Dugès Urodèles de France Ann. Se. Nat. 3 ser. voi. XVII,

p. 263 (1852).

a — 3 esemplari. Trentino, dal sig. Cav. E. De Betta.

» Eovereto, dal. sig. Prof. Cobelli, 1882.

» Varese, dal sig. Capitano G. Bazetta, 1882.

» Valli, Ossolane dal sig. Capitano G. Bazetta, 1882.

» Genova, dal sig. Borgioli, 1884.

» Ormea, dal sig. G. Peracca, 1883.

Questa specie è in Italia dimorfa. Una forma è abrachiata e l'altra è bran-

cJiiata.

Ciò si può stabilire senz'altro poiché anche la forma branchiata deve essere con-

siderata come adulta dal momento che dà opera alla riproduzione. Inoltre in alcune

località le due forme coesistono normalmente e non si trovano solo accidentalmente (1).

Io darò quindi separatamente le descrizioni delle due forme.

Forma abranchiata.

Arco fronto squamoso legamentoso: processi orbitali del fi'ontale distinti: capo me-

diocre, alquanto distinto dal tronco, arrotondato anteriormente e quasi elittico, denti

palatini ki due serie longitudinali mediane che si incontrano ad angolo anteriormente

a mo di un A. Il tronco è arrotondato e la coda è lanceolata compressa, ma non

molto alta, appuntita, lunga come il tronco o come il tronco e il capo insieme:

dita 4 anteriormente cinque posteriormente, libere, le dita posteriori alquanto appiat-

tite. Pelle liscia o finamente zigrinosa con un rigonfiamento nella regione parotidea

più meno spiccato. Il maschio in amore e durante la vita acquatica ha una cresta

b - 3

e — 1

d - 30

e — 50

f - 2

(1) CiMEBàNO, Ricerche intorno alla vita branchiale degli Anfibi. Mem. Acc. delle Se. di Tonno,
Ser. II, voi. XXXV, 1883. — Sulla neotenia. Atti R. Acc. Se. di Torino, voi. XIX. 1883.
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dorsale longitudinale alta un paio di millimetri circa. Due tubercoli palmari e plan-

tari più sviluppati nei maschi che nelle femmine. Parti superiori di color grigiastro,

brunastro, verdastro, azzuiTastro o anche nero con o senza macchie oscure : parti in-

feriori di color giallo arancio più o meno vivace, generalmente senza macchie. Sui

fianchi dal capo alla coda vi è una fascia chiara, biancastra o grigiastra o azzun-astra

macchiettata fortemente di nero. Nei masclii in amore sui fianchi al disotto di questa

fascia chiara vi è una striscia di azzurro chiaro e scuro. Sul dorso dei maschi la

cresta è macchiettata di giallo e di nero in modd che essa sembra percorsa da una

linea gialla longitudinale a zig-zag ; le estremità e la coda sono del colore del dorso,

per lo più presentano numerose macchie nere rotondeggianti.

Dimensioni medie. Lunghezza totale ó m. 0,080, 9 m. 0,88.

Il capo è più lungo che largo, piano superiormente a contorno ovale assai spic-

cato ; distinto dfil tronco : il muso è arrotondato e poco sporgente , le guancie sono

spiccatamente separate dalla parte superiore del capo e sono poco inclinate ; esse

sono fortemente incavate trasversalmente. La distanza che separa gli occhi superior-

mente è un po' maggiore di quella che separa le narici fra loro. Quest'ultima è

uguale a quella che separa le narici dagli occhi.

L'occhio è piccolo e collocato più vicino all'angolo delle mascelle che all'apice

del muso.

Lo squarcio della bocca è grande: la lingua è subcircolare: libera ai lati. I

denti palatini sono disposti a A, non ho osservato in essi variazioni notevoli. Il labbro

superiore sporge ai lati con una piegatura membranosa notevolmente sull'inferiore.

Il tronco è subcilindrico, rialzato posteriormente nelle femmine.

Le estremità sono mediocri: le anteriori un po' più sottili delle posteriori, so-

prattutto nei maschi, nelle femmine sono poste un po' più lontano le une dalle altre

per la maggior lunghezza del tronco.

Delle quattro dita anteriori il 1" è il più corto, il 4° è più lungo del 1°, il

2° è più lungo del 4° e il 3° è il più lungo di tutti. Nella faccia palmai-e vi sono

due tubercoli allungati uno alla base del 1° dito e uno alla base del 4° dito.

Delle cinque dita delle zampe il 1° e il 5° sono piccoli, il 2" è un po' più

lungo, il 4° ed il 3° sono un po' più lunghi e sono quasi eguali fra loro.

La coda è variabile di forma e di larghezza secondo la stagione e secondo che

l'animale è in livrea di acqua o in livrea di terra. Anche in quest'ultimo caso essa

è tuttavia sempre compressa. Nei maschi in nozze la cresta del dorso si continua

colla parte superiore della coda, con un abbassamento però alla regione corrispon-

dente superiormente alla cloaca. Quando scompare la cresta dorsale, la parte mem-

branosa superiore della coda si arresta sul dorso a questo punto. La coda è generalmente

lunga come il tronco e il capo nelle femmine e lunga come il tronco nei maschi,

nei quali essa è in compenso più larga verso la base. Nelle femmine inoltre il mar-

gine inferiore della coda è quasi diritto : mentre nei maschi è come il superiore più

o meno incurvato.

La pelle è mediocremente spessa, e ha molte piccole aspei'ità granuliforuii : talvolta,

nella vita terragnola essa diventa fortemente zigrinosa, quasi come nel Triton cristatus.

La ripiegatura gelare è più o meno evidente: talvolta manca.
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La colorazione è variabile assai. Le parti superiori possono essere grigiastre

,

bruuastre, olivastre, verdastre, azzurrastre od anche al tutto nere, sopra le prime

tinte, ora si trovano maccliiettature rotondeggianti ora marmoreggiature più o meno

spiccate. Queste varie colorazioni sono frequenti, almeno per (juanto lio potuto os-

servare soprattutto nelle femmine. Le parti inferiori hanno colorazione costantemente

giallo arancio vivacissimo, senza macchie sul petto e sul ventre, e con macchie nere

rotondeggianti, più o meno numerose sulla gola. I lati del capo, le estremità ante-

riori e posteriori, i fianchi sono coperti da macchie nere rotondeggianti abbastanza

regolari e caratteristiche. Queste macchie si prolungano pure più o meno sui lati

della coda. Nei maschi vi è una striscia mediana longitudinale dorsale dal capo al-

l'apice della coda la quale è di color giallo ed è coperta di macchie nere roton-

deggianti in modo assai regolai'e ed elegante.

Nel periodo degli amori, i iiaaclii del maschio hanno una striscia trasversale di

color azzurro chiaro: lo stesso si osserva pure sulla coda. Le parti superiori as-

sumono dei riflessi di color azzurro cupo bellissimi: le colorazioni gialle si fanno assai

vivaci, e anche le macchie nere acquistano in intensità.

Questa elegante livrea di nozze io non Tho osservata che negli individui del

Genovesato ; in quelli dell" Ossola , le parti superiori sono molto oscure
,
quasi nere

,

e sono prive dei riflessi azzurri.

Le femmine presentano nell' epoca degli amori tinte spiccate : ma variabili dal

verde chiaro al verde brunastro ed olivastro , con marmoreggiature più o meno spic-

cate. Le femmine dell'Ossola, e credo ciò si possa dire in genere delle alte regioni

alpine, hanno colorazioni meno eleganti e meno variate.

I giovani sono di color grigiastro o brunastro od anche nero

(Alpi) colle parti inferiori di color giallastro o rossastro. Gli esem-

plari che io ho esaminato avevano una striscia giallo rossastra che

partendo dalla nuca si prolungava fin verso un terzo del dorso.

Gli individui che io ho avuto dal Genovesato, da Ormea e da

Eovereto e dal Trentino, sono più vivacemente coloriti di quelli che

io ho osservato nelFOssola a varie altezze. Gli individui, ad esempio,

del lago di Antilone, dell'Alpe di Veglia, di Devero, ecc., sono anche fuori d'acqua

od in acqua, anche in amore, spesso superiormente di color nero cupo il quale passa

sui fianchi senza transizione al giallo arancio vivacissimo delle parti inferiori.

a b

A7Ì
FiG. 5 l'iK

Triton alpestris.

Schema
dei denli palalini.

aj Forina abraiichiata

b) forma branchiala.

VARESR GENOVA liOVERETO GENOVA OSSOLA

9 9 6 Ó 9 .

juv.

Lunghezza totale . . . . m. 0,091 0,092 0,074 0,082 0,094 0,035

» del capo ... .> 0,012 0,092 0,011 0,011 0,011 0,005

Larghezza « . . . >> 0,009 0,010 0,008 0,009 '0,009 0,004

Lunghezza del tronco ... » 0,032~ 0,036 ,0,028 0,03! 0,037 0,014

» della coda ... » 0,043 O.U-U 0,035 0,040 0,046 0,016

» delie zampe ant. . » 0,016 0,017 0,014 0,014 0,015 0,007

« delle zampe post. » 0,017 0,018 0,015 0,015 0,015 0,007

Seeie IL Tom. XXXVI.
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Forma hranchiata.

Il primo carattere per distinguere questa forma sono le branchie esterne le

quali possono essere più o meno sviluppate ; ma soprattutto meglio che lo sviluppo

dei rami branchiali, si deve por mente alla saldatura del coperchio branchiale, poiché

da questa dipende la maggior parte dei mutamenti che si producono nel capo

dell'animale.

La forma generale del capo è quella del girino che si conserva più o meno

intatta : si osservano tuttavia, unitamente ai caratteri proprii della vita girinale, alcuni

caratteri della vita della forma abranchiata , e ciò principalmente per quanto ri-

guarda la colorazione: la quale nel periodo degli amori ricorda abbastanza bene la

colorazione degli individui in amore dell'altra forma, quantunque in una maniera

meno spiccata.

Le zampe sono come nell'altra forma: il capo è da girino, come pure lo sono

il sistema dentale, la forma e lo sviluppo degli occhi.

11 tronco è compresso lateralmente: la coda è ampia, regolarmente lanceolata,

I rigonfiamenti cloacali sono come nella forma abranchiata.

La pelle è liscia (1).

Dimensioni medie. Lunghezza totale ó m. 0,085, ^ m. 0,088.

Questa forma coesiste colla prima nel lago Antilone nella valle Formazza e in

iiltre località dell'Ossola.

\ OSSOLA

9 Ó 9

Lunghezza totnle . . . . m. 0,088 0,086 0,088

» del capo . . . » 0,014 0,012 0,012

Larghezza » .... » 0,010 0,009 0,009

Lunghezza del tronco 0,033 0,032 0,034

11 della coda ... » 0,04

1

0,042 0,042

1) della zampa ant. . » 0,013 0,014 0,014

11 della zampa post. » 0,015 0,015 0,015

Il Triton aìpestris è una delle specie più interessanti degli Anfibi urodeli Eu-

ropei, sia per la sua distribuzione geografica, sia pei bellissimi esempi di adattamento

alle condizioni locali che essa pi-esenta. Si è nel Triton aìpestris che si può stu-

diare facilmente il fenomeno del prolungarsi anche per vari anni della vita branchiale

ed anche la riproduzione allo stalo branchiale, dal quale fatto ne viene il dimor-

fismo della specie come sopra è indicato.

(1) Per maggiori ragguagli sopia questa forma si consulti il mio lavoro ripetutamente citato
sulla Vita branchiale cUjli An/iiii.
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10 lio trattato a lungo questi fatti nel mìo lavoro intitolato: Bicerche intorno

alla vita branchiale degli Anfibi (1), e in quello sulla neotcnia (2). A questi la-

vori mando io il lettore desideroso di avere maggiori ragguagli e di conoscere la bi-

bliografia dell'argomento.

I costumi di questa specie vennero studiati principalmente dal Patio in Svizzera-

dove la specie stessa è molto abbondante (3). Gli amori poi: e la riproduzione die-

dero occasione ai due bellissimi e importantissimi lavori del Gasco (4) die io ho

già frequentemente citato, i quali non solo illustrano la specie in discorso : ma spar-

gono molta luce sulla fecondazione e sulla riproduzione degli Anfibi urodeli in ge-

nerale.

Da questi lavori del Gasco risulta:

« 1° Che non vi è accoppiamento e che il maschio depone i suoi sper-

matofori innanzi alla femmina.

» 2° Che la femmina postasi sullo spermatoforo appena emesso lo fa aderire

alle labbra divaricate e rovesciate ali 'infuori della sua cloaca.

» 3° Che la fecondazione è sempre interna e segue nell'ultimo tratto degli

ovidotti.

» 4° Che la femmina può cominciare a deporre le uova solo parecchi (7-8)

giorni dopo la fecondazione e continuare anche per 40 giorni ad emettere uova

sempre feconde senz 'altri rapporti col maschio.

» 5° D'ordinario le uova sono deposte nel corso di molti giorni (20-40); ma

100 e più uova feconde possono essere gettate dalla stessa femmina fecondata una

sol volta, nel volgere di 3-4 giorni ».

La durata del periodo branchiale è molto variabile: nei casi normali il girino

impiega tre o quattro mesi a compire il suo sviluppo e in questo caso giunge a

misurare: quando si metamorfizza dai m. 0,030, a m. 0,035.

I girini che svernano una sola volta e si metamorfizzano nell'anno successivo :

misurano per lo più m. 0,050 , o m. 0,058.

Gli altri che passano vari inverni allo stato branchiale, non si metamor-

fizzano che quando hanno già raggiunto le dimensioni dell'adulto, ed anche in qualche

caso, probabilmente, non si metamorfizzano affatto.

La distribuzione geografica in Italia di questa specie eminentemente nordica ed

alpina è poco nota. Il Triton aJpestris si trova essenzialmente nelle Alpi e negli

Appennini. Xelle prime sale a notevoli altezze fin oltre i 1500 metri sul livello del

mare. Negli Appennini discende fin presso al livello del mare (100 metri sul livello

del mare) ; Genovesato.

11 Triton aìpestris venne trovato con sicurezza nelle Alpi del Veneto e del

Trentino e della Lombardia. Nel Canton Ticino e nelle valli Ossolane è frequente.

(1) Mem. R. Aco. delle Se. di Torino. Ser. II, voi. XXXV, 1883.

(2) Atti R. Acc. delle Se di Toriao, voi. XIX, 188:1

(3) Op, cit.

(4) Amori del Tritone alpestre. - Sciluppo del Tritone alpestre. Ana. Mas, civico di Geoova
,

voi. XVI, 1880.
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Non venne trovato mai che io sappia nelle valli di Aosta , nelle valli di Lanzo

,

nella valle di Susa , nella valle della Stura , nella alta valle del Po , ecc. Esso si

trova a Ormea , a Bocchetta Cairo, a Savona , e in quasi tutto il Genovesato. Con-

tinua nell'Appennino Modenese o nel Pistoiese. Si trova pui-e, secondo il Bonaparte

,

nei monti Apuani (Seravezza) e nella Garfagnana.

Triton cristatus, Laue. (1).

Lacerta paìustris (partim), Linn., Fauna Suec, p. 281, S. N, I, p. 370 (1766).

Lacerta pahistris, Sturm. Deutschl. Fauna III, 3 (1802) — Eetz., Fauna Suec. I,

p. 287, escluso Synom. T. palustris. Laur. (1800) — Schaw. Gen. Zool. Ili,

p. 298 (1802).

Lacerta porosa, Ketz., Fauna Suec. I, p. 288 (1800).

Lacerta lactistris, Blumenbach. Haud. p. 248 (1800).

Triton cristatus, Laur. Syn. Kept., p. 36, 146 (1768) — Fitzinger, N. Class, uud

Verz. Mus. Wien. , p. 66, sp. 5 (1826) - Syst. Kept., p. 34 (1843) —
Tschudi , Classif. Batrach.

, p. 95 (1838) — Gray. , Cat. Brit. Mus., p. 19

(1850) — Dum. et Bibron, Erpet. general., v. IX, p. 131 (1854) — Leydig.,

Archiv. f. Naturg., p. 176 (1867) — Dell'Isl., Ann. Se. Nat., 4 ser., v. XVII,

p. 366 — Strauch. , Kevision der Salaman. Gatt., Mém. Acad. Se. Pétei^sh. VII

sér. (1870) — Fatio, Vertébr. d. 1. Suisse III, p. 520 (1872) — Schreib.,

Herpt. Europ., p. 48.

Triton cristatus, var. icterica, Keich. Nov. Act. Leop. Carol. XXXII, 1865.

Triton carnifex, Laur. Syn. Kept.. p. 38, 145 (1768).

Triton palustris, Flem. Brit. An., p. 157 — Jenyns, Brit. Vert., p. 303.

Trifon Bihronii, Bell. Brit. Kept., p. 119.

Salamandra cristata, Houttuyn Verhand. Genootsch. Vlissing IX, p. 333 — Schneid.

Hist. Amphib., I, p. 57, n. 2 (1799) — Latr., Hist. Salam., p, 29, 43, v. III,

f. 3 (1800) — Daud., Hist. Kept. Vili, p. 233 (1803).

Salamandra pruinata, Schneider, Hist. Amphib. I, p. 69 (1799).

Salamandra carnifex, Schneid., loc. cit., p. 71.

Molge palustris, Merr. Tent.
,

p. 187 (1820) — Gravenh. Delci, p. 85 (1829).

Molge cristata, Boulenger', Cat. Bati-. Grad. Brit. Mus., p. 8 (1882).

Semisalamandra cristata, Dugès. , Ann. Se. Nat., 3" serie, voi. XVII, p. 262 (1852).

(1) Questo animale si trova menzionato in molti autori anteriori a Lix.neo, fra i quali ricorderò

i principali :

Salurtiandro aquatica. Wurffbain, Salamandrol
,
pag. 6ó, tav. Il, f. 3 (1675).

Lacerlus aquoticus. Gesner, Quad. Ovip., p. 27 (1677).

Salamandra aquatica. Ray, Synops. Quad., p. 273 (!69V.

Salamandra batracon. Camerarius, Cent. IV, 70, p. 14(1 (1715).

Salamandra aquatica. Gronovius, Mus. IcbthyoL, II, p. 77 (1756).
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Triton cristatus, Lauk. , subspec. IcareUnii.

Saìamandru laticauda, Bonn. Encycl. Méthod. Erpet., p. 63, tav. 11, fig. 4« e 4ò

(1789) (1).

Salamandra platyura, Daub., Encyclop. Metbod. lU (1784).

Salaììiandra plafìcauda, Eusconi, Amours des Salamaudres, p. 29, tay. 1-2 (1821) (2).

Petraponia nigra, Massalongo, Nuov. Annali Se. Nat. di Bologna (1853J.

Triton carnìfcx, Bonaparte, Fauna Ital. (1832).

Triton htrelinii, Straudì. , Eévision de Salamand. Gatt., Mem. Acad. S. Pétersb.

,

VII sér., voi. XVI, n. 4, p. 42, tav. 1, fig. 1, (1870).

Triton cristatus, var. platyeephalus , Fatio , Faune des Vertébrés de la Suisse, III,

p. 527.

Molge cristata , vai'. Jcarelinii, Boulenger , Cat. Batr. Grad. Brit. Mus.
, p. 10

(1882).

Triton cristatus, Bonaparte, Fauna ital. (1832) — Balsamo in Cattaneo, Not. natur.,

s. Lombard., Fauna, p. 389 (1844) — De Betta, Cat. Eett., Valle di Non.,

Atti Soc. Bot. Zool.' di Vienna, II, p. 156 (1852) — Cat. Syst. Eeptil. Mus.,

p. 28 (1853) — Erpet. prov. Venet. e Tirol., p. 336 (1857), Fauna Veronese,

.p. 129 (1863) — Massalongo, Saggio, Erpet. popol., Mem. Accad. Veron.
,

voi. XXIX, p. 431 (1854) — Jan., Mus. Mediolan., p. 55 (1857) — Nardo,

Prosp. anim. venet., p. 62 (1860) — De Betta, Monografia Anfibi urodeli ita-

liani, Mem. E. Ist. Veneto XI, p. 534 — Fauna italiana Eett. ed Anfibi, p. 85

(1874) — P. Pavesi, Eendiconto Istituto Lombardo , ser. II, v. X, fase. XV
(1877) — Giglioli, Mam. Uc., Eet., Ittiof. e Anf. e Eett. italiani, Firenze, p. 16

(1880) — Campeggi, Catal. Eett. e Anf. di Contorno di Milano. Milano, 1883

— P. Eiccardi, Anfibi del Modenese, Ann. Soc. dei Natur. di Modena (1877)

— Bonizzi. Anfibi di Modena (1870).

Triton Bìasii . Prada , Notizie nat. e chimico-agronorbiche nella provincia di Pavia

,

1864 — De Betta, Fauna ital. Eett. ed Anf., p. 86 — Pavesi, Eendiconto

Istituto Lombardo, ser. II, v. X, fase. XV (1877) — De Betta, Alcune note

erpetol.. Atti Istituto Veneto, ser. V, voi. IV (1878).

(1) Le figure del Bonnaterre rappresentano forme molto somiglianti a quelle della s. sp. karelinii,

soprattutto per quanto riguarda la cresta dorsale del maschio : il capo tuttavia è mal disegnato e non

si può quindi fare nessun giudizio sicuro.

(2) Rusconi mantiene il nome di Daubenton al Triton cristatus, come dichiara egli stesso : credo

tuttavia che egli abbia modificato il platyura col plalicauda. Sarebbe utile di verificare- la cosa con-

sultando VEncyclop. del Daubenton del 1784, cosa che non mi venne fatto di fare.
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Trìton cristatus, subsp. longipes.

Triton longipes, Strauch. , Eévision de Salamand. Gatt., Mém.Acad. St.-Pétersb
,

VII sér., voi. XVI, n. 4, pag. 44, tav. 1, fig. 2 (1870).

a) 50 esemplari Contomi di Torino.

» Susa, Maggio, 1880, L. Camerario.

» Vai'Bse, 1883, dal sig. Capitano G. Bazetta.

» Lugano, 1882, dal sig. Ingegnere Liibini.

* Occbieppo inferiore (presso Biella) dal Dott. L. Scliiaparelli,

1877.

» Valduggia, dal signor Gallesi, 1882.

..> Verona, dal Comm. E. De Betta.

» Veneto, dal sig. Conte Ninni, 1883.

» Novara, dal sig. Capitano G. Bazzetta, 1884.

» Vercelli, dal sig. Dott. A. Malinverni, 1884.

» ConeglianoV dal sig. L. Mancini, 1882.

» Liguria.

» Vallombrosa, dal Prof. H. Giglioli, 1878.

lì Sesto (Firenze) id. id.

» Gran Sasso d'Italia, dal Prof. Pedicinio, 1881.

» Contorni di Koma, dal Prof. F. Casco, 1884.

» Porto S. Giorgio (Marche), dal Conte T. Salvadori, 1883.

» Ancona, dal sig. Prof. Paolucci, 1883.

» Bologna, dal sig. Bonafede, 1884.

» Campobasso, dal Dott. Mamini, 1884.

» Monte Soglio (Canavese\ L. Camerano, 1884.

» (larve) Monte Maiella, dal Dott. Gibelli, 1884.

Triton cristatus, Ladr.

Capo più lungo che lai'go (1), arrotondato anteriormente, superiormente convesso,

soprattutto nei maschi, poco depresso anteriormente, apofisi sopra orbitale mancante

appena accennata ; denti palatini disposti in due serie longitudinali che cominciano

fra gli orifizii nasali interni e si prolungano più o meno allo indietro , ora essendo

parallele fra loro ora riunendosi ad angolo nella parte anteriore ora presentando nel

loro percorso varie incurvature. Tronco allungato
,
più lungo nelle femmine che nei

maschi, zampe non molto lunghe e distanti fra loro, dita lunghe, sottili e libere, due

tubercoli palmari e due tubercoli plantari. Pelle robusta, più o meno granulosa, una

ripiegatura gelare assai spiccata, un inspessimento ghiandolare nella regione parotidea.

^) 3

e) 20

d) 3

e) 6

f) 2

9) 2

il) 60

i) 40

j) 9

Jc) 2

V 3

m) 3

n) 6

0) 12

P) 40

1) 24

r) 70

s) 1

i) 1

u) 1

V) 30

(t) Misurato sino alle sporgenze joidee.
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pori numerosi sul capo , sul dorso e sulla coda. Nei maschi una cresta dorsale , la

quale comincia sul capo , quasi all'apice del muso e piglia un grandissimo sviluppo

nell'epoca degli amori, la sua altezza supera spesso l'altezza del tronco. Nella coda

si nota uno sviluppo grandissimo della pelle soprattutto verso la base. Parti superiori

oscure , brune , o nere , o verdastro cupo , con o senza macchie, rotondeggianti più

scure, capo ora del colore del dorso, ora marmoreggiato o punteggiato di bruno, di

nero, di biancastro e di giallastro, gola bruno-nera fittamente macchiettata di chiaro,

parti infffl'iori di color rosso arancio più o meno rosso o più o meno giallo con mac-

chie oscure, brune, azzurrastre o nere od anche nere circondate di azzurrastro, ora in

piccolo numero, ora molto grosse e talvolta confluenti. Nel maschio la coda ha late-

ralmente una fascia bianca ben sviluppata soprattutto nell'epoca degli amori ; la cresta

dorsale è come il rimanente del dorso, ora con, ora senza macchie. La femmina e i

giovani hanno spesso sul dorso una linea mediana longitudinale gialla; una linea simile

si incontra pure nel margine inferiore della coda.

Lunghezza media m. 0,136.

Triton cristatus, Laur., subspec. Icarelinii, Strauch.

Come nella forma precedente, salvo che il capo è un po' più grosso, piano su-

periormente e più arrotondato nella parte anteriore. Il maschio non ha mai nemmeno

nel periodo degli amori una cresta dorsale molto sviluppata, raramente essa oltrepassa

in altezza il quarto di altezza del tronco , anche la coda è notevolmente meno alta

che nella forma precedente.

Lunghezza media m. 0,130.

Triton cristatus, Laur., subspec. ìongipes, Strauch.

Come nelle due forme precedenti
;
questa sottospecie ha i caratteri generali della

forma tipica, ma si avvicina molto alla subsp. harelinii, per quanto si può giudicare

dalla descrizione e dalle figure dello Strauch (1) per la forma del capo e per lo svi-

luppo e la forma della cresta dorsale del maschio e della membrana caudale. Il suo

carattere distintivo si è'" l'avere le zampe notevolmente più lunghe che non nelle forme

precedenti.

Lunghezza totale m. 0,129.

Delle tre forme ora descritte l'Italia, per quanto risulta sino ad ora, presenta in

modo sicuro solamente la seconda, alla quale anzi appartengono tutti gli esemplari

di Triton cristatus che io ho esaminato provenienti dalle varie località italiane ed

(1) Op. cit.
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alla quale si riferiscono le descrizioni degli autori italiani. Manca adunque all'Italia

la forma tipica del Triton cristatus, vale a dire la forma dell'Europa settentrionale

e centrale.

In quanto poi alla terza forma il subsp. longipes io riferisco ad essa principal-

mente gl'individui provenienti dal Gran Sasso d'Italia, e l'individuo (s) proveniente da

Bologna, e quello (0 "ìi Campobasso, i quali come dirò meglio in seguito, presentano

con essa notevoli somiglianze. Io faccio ciò tuttavia soltanto provvisoriamente, poiché

non ho potuto avere esemplari tipici della subsp. longipes,, e poiché non è nemmeno

ben accertato il valore delle sottospecie in discorso. Ad ogni modo è un fatto che

gli esemplari del Gran Sasso sono abbastanza diversi da quelli delle altre località

italiane e che essi rassomigliano alla subsp. longipes.

La descrizione che segue è fatta esclusivamente su esemplari italiani e perciò si

riferisce alla subsp. Icareìinii.

Il capo è relativamente grande e più o meno distante dal tronco. Nelle femmine

è un po' più grande che nei maschi. Gli individui del Gran Sasso d'Italia presentano un

capo più grosso e spiccatamente distinto dal tronco. La forma della testa è variabile

essendo essa a contorno ora più ora meno arrotondato od appuntito. I maschi hanno

spesso il capo più appuntato e talvolta anzi perfettamente ovale. Nelle femmine invece

il capo spesso si allarga bruscamente un po' al di là degli occhi. Visto di profilo il

ir
1^ ir ir

FiG. G.

Schema dei denti palatini del Triton cristatus s.sp. Karclinii

capo si presenta depresso anteriormente. In generale il capo è superiormente piano ed ap-

piattito soprattutto nelle femmine e negli individui del Gran Sasso. Nei maschi esso è

un po' più convesso, ma meno che nella forma tipica del Nord e del centro di Europa.

La distanza fra gli occhi superiormente è eguale a quello che è fra l'a-ngolo

anteriore dell'occhio e le narici ed è quasi il doppio di quella che separa le narici

fra loro.

Il muso è più meno aguzzo e la mandibola superiore sporge di un millimetro

poco meno sull'inferiore, il labbro superiore ricopre con una espansione membranosa

l'inferiore per due terzi cii'ca a partire dall'angolo della bocca. Questo carattere è

tuttavia variabile e talvolta è appena accennato.

Lo squarcio della bocca oltrepassa l'angolo posteriore dell'occhio della metà circa

del diametro trasversale dell'occhio stesso. Nei maschi lo squarcio è un po' più corto.

L'occhio è mediocre, poco sporgente, il suo massimo diametro trasversale è circa

e^ale alla distanza che è fra l'occhio e le narici.

Le guancie sono, ora molto inclinate e scanalate trasversalmente come nelle fem-

mine e soprattutto in quelle del Gran Sasso, ora quasi verticale come in molti maschi,

esse sono più o meno nettamente separate dalla parte superiore del capo per mezzo

di un piccolo rialzo.

La lingua è piccola subovale e un po' libera ai lati.
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I denti palatini sono disposti in due serie longitudinali e sono alquanto variabili

nella loro disposizione, come si può vedere dalle figure qui unite.

II capo è, niism-ato dall'apice del muso sino alle sporgenze ioidee, notevolmente

più lungo che largo. Spesso nelle femmine , soprattutto in quelle del Gran Sasso

e di alti-e località dell'Italia centrale la differenza fra le due misure è piccola.

La lunghezza del capo è contenuta tre volte circa nella lunghezza del tronco

,

nelle femmine vi è talvolta contenuta anche tre volte e mezzo.

Il tronco è robusto, senza essere tozzo, esso è inalzato verso i due terzi po-

steriori e poi si deprime verso il capo , in alcuni esemplari la depressione anteriore

è notevole. Nei maschi è proporzionatamente più corto che nelle femmine.

Le estremità anteriori nella massima parte degli esemplari italiani sono corte,

in quelle del Gran Sasso sono un po' più lunghe ed hanno a un dipresso le propor-

zioni del Triton longipes dello Strauch, come già ho detto. Nella tavola delle misui'e

degli individui delle varie località italiane si può scorgere bene l'andamento dello

sviluppo in lunghezza delle estremità anteriori.

Le dita sono quattro, appuntate, allungate, sottili e intieramente libere, il 1° dito

è il più corto, poi viene il 4°, poi il 2", poi il 3° che è il più lungo e che misura

negli esemplai-i italiani completi m. 0,007, m. 0,008, m. 0,009 e qualche volta

anche m. 0,010. La faccia palmare present?. un piccolo ma ben evidente tubercolo

alla base del 4° dito. Gli esemplari del T. cristatus tipico del Nord e del centro di

Europa hanno un secondo tubercolo più arrotondato e più piccolo alla base del 1" dito.

Negli esemplari italiani questo tubercolo è evidente nei giovani, negli adulti manca

quasi generalmente od è piccolissimo.

Le estremità anteriori, ripiegate lungo i fianchi, nelle femmine generalmente non

arrivano od andvano appena alla metà dei fianchi in quelle del Gran Sasso oltre-

passano alquanto la metà, in quelle di Eoma e di altre località dell'Italia centrale

arrivano generalmente alla metà ; nei maschi arrivano alla metà dei fianchi, in quelli

del Gran Sasso la oltrepassano notevolmente.

Le zampe posteriori sono più tozze delle anteriori e differiscono da queste ge-

neralmente poco in lunghezza.

Le dita sono cinque appuntate, un po' appiattite e intieramente libere. Il 1° dito

è il più corto, poi viene il 5", poi il 2°, poi il 4° e poi il 3^ che è di poco più

lungo del 4". Nella faccia plantare vi sono due tubercoli uno arrotondato alla base

del 5° dito ed uno più o meno appuntato alla base del 5° dito. Nei maschi questo

tubercolo è più sviluppato che nelle femmine e sporge spesso allo infuori. Talvolta

le dita sono molto appiattite, soprattutto nei maschi.

n rialzo cloacale è mamillonare.

La coda è di forma e di estensione molto variabile. Nelle femmine è lanceolata

ed appuntata e misui-a la lunghezza del corpo e del capo uniti insieme. Lo sviluppo

in altezza della coda varia da pozzanghera a pozzanghera, da individuo a individuo

,

è del resto cosa non facile trovare individui che abbiano questa parte perfettamente

intatta e la di cui cresciuta sia assolutamente normale.

Nei maschi la coda è lanceolata ed appuntata e talvolta termina con una punta

lunga e sottile, essa è più corta che nelle femmine poiché non misura che circa

Serie II. Tom. XXXVI. k'
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la luno-bezza del tronco , essa è iuyece più alta soprattutto verso la base. L'altezza

della coda degli esemplari italiani non giunge tuttavia mai ad eguagliare quella degli

esemplari del Triton cristattis tipico del Nord e del centro d'Europa come si può

vedere dalla tavola di misure qui unita. Talvolta il margine superiore della coda è

dentellato, spesso queste dentellature provengono da morsicature e da strappi fatti

da altri tritoni o da coleotteri acquaiuoli {Hydroxìhilus e soprattutto Bytiscus e

Cyliìster).

La pelle è spessa e di aspetto variabile secondo le stagioni e secondocliè l'ani-

male è nell'acqua o fuori dell'acqua. Nelle condizioni normali e nell'acqua essa è

rugosa , in qualche individuo anche granulosa. Vi è un rigonfiamento parotidiforme

spiccato all'indietro del capo ; la ripiegatura della gola è molto spiccata ; sul capo fra

gli occhi, sulle guancie, lungo il dorso e sulla coda vi sono numerosi pori; negli in-

dividui italiani sono soprattutto spiccati quelli del capo. Il maschio ha lungo il dorso

nella regione mediana una cresta che comincia sul capo fra gli occhi e si estende

fino all'origine della coda, questa cresta è molto più sviluppata in primavera che non

nelle altre stagioni ed è più o meno dentellata. Gli esemplari italiani , anche nel

periodo degli amori non hanno mai uno sviluppo della cresta cos'i grande come gli

esemplari del T. cristatus tipico , il che si può vedere dalle misure comparate della

tarda qui unita.

Gli esemplari del Veneto e in generale della parte inferiore della valle del Po

e delle Marche hanno la cresta in discorso forse più sviluppata di quelli delle altre

regioni italiane.

Negli esemplari del Gran Sasso e del Komano la cresta è poco sviluppata.

La colorazione è variabile secondo le località, secondo i sessi, secondo le stagioni

e secondo le condizioni di umidità, di temperatura e soprattutto di limpidità e di

profondità delle acque.

Nei maschi italiani le colorazioni generali e fondamentali sono : parti superiori

di color bruno nerastro o bruno verdastro o nero cupo. Nei primi due casi si osservano

generalmente numerose macchie rotondeggianti più scure sparse su tutto il corpo e

anche sulla cresta , su di questo si osservano talvolta (individuo q di Bologna', verso il

capo varie macchiettature gialle , resti forse della linea gialla dorsale della età gio-

vanile ; il capo è marmoreggiato di nero e di bianco giallastro o grigiastro. La gola

è nerastra punteggiata di chiaro, le parti inferiori sono di color arancio più o meno

giallo o più o meno rosso con numerose macchie nere, sui fianchi vi è una serie di

punteggiature biancastre più o meno appariscenti. La coda è bruno nerastra con una

fascia sui lati biancastra, assai spiccata soprattutto all'epoca degli amori, che ne

occupa i due terzi. Il rialzo cloacale è generalmente intensamente nero. Le estremità

sono segnate fino all'apice delle dita di macchiette nere rotondeggianti.

Nelle femmine italiane la tinta fondamentale è spesso un po' meno intensa che

nei maschi e può essere brunastra-grigio , olivastra o anche verdastra, od anche in-

tensamente nera. Le macchie rotondeggianti nere ad anche azzurro nerastre che stanno

sul corpo sono in generale più piccole e più confuse che nei maschi. Karissimamente

il capo è marmoreggiato , salvo sui lati del capo dove la marmoreggiatura chiara e

scura la punteggiatura chiara è assai spiccata.

I

1
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Sul dorso nella linea mediana vi è una striscia longitudinale gialla più o meno

spiccata e più o meno schietta, talvolta il giallo passa al verdastro. Questa riga gialla

circonda però interamente al di sopra e al di sotto anche la coda.

I fianchi sono spiccatamente punteggiati di chiaro, queste punteggiature si estendono

anche sulle estremità e sui lati della coda, sin quasi all'apice di questa. Vi sono tut-

tavia delle femmine prive intieramente delle linee gialle ora descritte e nelle quali

la punteggiatura chiara è poco sviluppata.

II rialzo cloacale è giallo e senza macchie nere.

Le parti inferiori sono come nei maschi ; i giovani rassomigliano alle femmine e

quasi costantemente presentano le righe gialle sopra indicate.

ìsei maschi giovani la linea gialla dorsale talvolta manca; in questi sono gene-

ralmente ben evidenti le macchie nere della regione cloacale.

Fra le numerose varietà di colorazione io menzionerò qui le principali, tenendo

conto soprattutto della loro distribuzione geografica in Italia.

Yar. oculata. Maschio. Parti superiori di colore bruno, nerastro od olivastro o

grigiastro, parti inferiori aranciate, capo spiccatamente marmoreggiato.

Le parti superiori, la cresta, i fianchi e le parti inferiori sono coperte da grosse

macchie nere, orlate di un cercine più chiaro che spesso tende, soprattutto nella sta-

gione degli amori , all'azzurrastro , cosicché si hanno delle vere macchie oculiformi.

Queste macchie si estendono, rimpicciolendosi, anche sui lati della coda dove spesso

sono disposte in linee longitudinali al disopra e al disotto della fascia bianca ; le estre-

mità sono coperte da numerose macchie brune , le quali spesso confluiscono fra loro

e hanno l'aspetto di una marmoreggiatura. Talvolta sui fianchi o sulla parte mediana

del ventre le macchie nere si riuniscono fra loro in striscio longitudinali.

Le femmine hanno una colorazione generale analoga a quella dei maschi, le

macchie oculiformi sono tuttavia più piccole e meno spiccate, ma sono numerose e si

estendono anch'esse lateralmente sulla coda, sul dorso esse si presentano talvolta di-

sposte in serie longitudinali ed anzi in qualche esemplare costituiscono due strisele

nere ai lati della striscia gialla mediana. Il capo non è marmoreggiato che ai lati.

Le estremità sono del colore del dorso, quindi più scure che nei maschi e con minor

numero di macchie.

Io ho ricevuto i migliori esemplari di questa varietà dal Veneto dove mi pare

che sia predominante sulle altre. Essa si trova tuttavia anche nelle altre località

italiane.

Var. atra. Parti superiori del maschio di color bruno nerastro o nero cupo.

Capo , cresta , estremità coloriti come il dorso , fianchi di color bruno nerastro con

macchie rotondeggianti più scure, parti inferiori di color giallo arancio vivissimo con

grosse macchie nere.

Femmina colorita come il maschio superiormente, ma con una riga giallo dorsale

ben evidente.

Questa varietà è frequente assai nell'alta valle del Po e nella massima parte

delle località italiane. GU individui figurati dal Bonaparte appartengono a questa

varietà.
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Var. atcrrima. Maschi e femmine superiormente e sui fianchi di color nero ebano

senza alcuna traccia di macchie
,

punteggiature dei fianchi della femmina e fascie

bianche della coda dei maschi poco spiccate.

Parti inferiori di color arancio carico con numerose
,

grosse e spesso confluenti

macchie nere. Estremità interamente nere, orlo giallo della coda ridotto nelle femmine

ad un piccolo tratto al di là della cloaca.

In qualche esemplare il colore giallo scompare intieramente e si ha allora un

caso di melauismo completo.

Questa varietà io l'ho avuta dal Eomano e anche in un grado un po' minore

da alcune località dell'alta valle del Po (Varese, Novara).

Var. obsoleta. Questa varietà si presenta colorita come la var. atra, salvo che

le tinte sono un po' meno oscure e soprattutto le macchiettature sono più incerte ,

anche nei maschi in amore. La tinta generale dell'animale tende al grigiastro. Io

ebbi questa varietà dalle Marche.

Non ho mai osservato casi di grande sviluppo della tinta gialla sui fianchi e il

passaggio di essa sul dorso.

10 credo di far cosa utile e grata al lettore di riferire qui il brano seguente

della classica opera del Eusconi: Aniours des SaJamandres aquatiques « Les Sala-

mandres de cette espèce (T. cristatus) quand elles sont fort jeunes, c'est-à-dire peu

après leur métamorphose, ont une raie d'un beau jaune, bordée de brun et de noir

laquelle s'étend depuis le milieu de la téte jusqu'à l'estrémité de la queue. A cette

epoque de leur vie, on ne remarque dans leur conformation extérieure aucune diffé-

rence entre le male et la femelle , mais au printemps de l'année qui suit , la raie

jaune disparaìt entièrement de dessus le dos du male et elle est remplacée par la

créte membraneuse et découpée qui à fait donner à cette espèce de Salamandre le

nom de Salamandra cristata. Vers le commencement de Tautomne de la seconde

année , la crete membraneuse présente à sa base des petites tàches jaunes, lesquelles,

en s'étendant peu à peu le long du dos, tìhissent par former de nouveau la raie qui

était disparue cinq ou six mois avant ; en attendant la créte membraneuse se rétrécit

et vers la fin de l'automne et méme avant elle se trouve changée en une raie un

peli saillante d'un jaune terne. Au retour de la belle saison de la troisième année

,

la raie jaune disparaìt, le male se pare de nouveau de sa créte, laquelle se rétrécit

notablement dès que la saison des amours est passée ; cependant elle lui reste tou-

jours ; vers l'automne on aper^oit encore quelques légères traces de la raie jaune
,

mais elles disparaissent à jamais au printemps de la quatrième année. D'après mes

observations, le male n'est en état de reproduire qu'au bout de trois ans ».

11 Triton cristatus è forma schiettamente acquatica e raramente lascia le poz-

zanghere. Essa è una specie molto vorace e si nutre di larve di insetti , di piccoli

crostacei, di girini, di varie specie di anfibi ed anche di girini della propria specie.

Ho osservato ripetutamente che il T. cristatus è ghiotto delle uova delle rane e delle

raganelle. Qualche volta si trovano nello stomaco di questi animali delle pietruzze e

dei pezzi di piante acquatiche, queste sostanze vengono ingoiate accidentalmente dal-

l'animale insieme a qualche insetto.
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In schiavitù si nutrono facilmente con carne cruda tagliata a pezzettini.

La riproduzione comincia generalmente alla fine di marzo o in principio di aprile
;

talvolta anche alla metà di marzo ; ciò varia secondo le località e secondo gli anni.

Lo sviluppo dura tre mesi o tre mesi e mezzo, come osservò il Eusconi (op. cit.) nel

contorno di Pavia e come io osservai ripetutamente nel contorno di Torino. In Sviz-

zera secondo il Fatio (op. cit.) lo sviluppo dura da quattro a cinque mesi.

Il letai'go invernale dura più o meno secondo gli anni, il Triton cristatus lo

compie ora nella melma al fondo delle pozzanghere, e per quanto io ho potuto os-

sei"vare, questo mi pare il caso più frequente, o fra il muschio, o fra le radici degli

alberi, o nella terra umida.

La distriljuzione geografica di questa specie in Italia non è intieramente nota.

Il T. cristatus è abbondante nella valle del Po e nella parte centrale dell'I-

talia peninsulai'e : nella parte meridionale è un po' più scarso ; senza tuttavia es-

sere raro.

Non è stato trovato con certezza, quantunque lo si trovi menzionato in vari ca-

talogi in Sicilia.

Non è stato trovato in Sardegna, in Corsica e nelle isole minori.

Nel versante Mediterraneo dell'Italia peninsulare è più scarso che non nel ver-

sante Adriatico e in alcuni tratti pare manchi al tutto.

Karamente il T. cristatus si spinge oltre ai 1000 metri s. 1. d. m.

Ho già detto sopra le particolarità che distinguono gli esemplari della bassa

valle del Po e del versante Adi'iatico ; versante che è caratterizzato dalla presenza

di qaella forma che io riferisco alla sotto -specie ìongipes di Straucli.
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SALAMANDRA.

Laukenti — Syn. liept. p. 41 (1768) (1).

Mancanza di arco fronto squamoso : lingua fissa anteriormente , spiccatamente

libera ai lati ed un po' anche posteriormente. Parotidi sviluppate, denti palatini di-

sposti in due serie longitudinali variamente incurvate : coda rotonda o ciclotetragona
;

4 dita anteriormente e 5 posteriormente.

Questo genere comprende fino ad ora soltanto tre specie che abitano la regione

Paleartica : una è del Caucaso {S. caucasica Waga) ed è rarissima, l'altra è pro^Dria

principalmente dell'Europa media {8. atra Laur.) , e l'altra è la più diffusa (^S. ma-

culosa Laur.).

In Italia si trovano la S. maculosa Laur. e la S. atra Laur.

Vari catalogi menzionano una quarta specie la S. carsica Savi. Ma questa non

deve essere conservata per le ragioni svolte nel capitolo relativo alla Salamandra

maculosa.

Salamandra maculosa, Laur. (2).

Lacerta salamandra, Linn. S. N. 1, p. 371 (1766) — S. N. Gmel., voi. 1, part. IH,

p. 1066, sp. 47 (part.) (1790) — Sturm. Deutschl. Faun. Ili (1799) — La-

treille, Hist. Rept. li, p. 194 (1802).

Salamandra maculosa, Laurenti. Syn. Rept., p. 42 e p. 151 (1768) — Fitzinger

Neu. classif. Mus. Wien., p. 66 (1826) — Gravenhorst. Del. Mus. Vratis, p. 74

(1829) — Wagler, Syst. Amph., p. 208 (1830) — Bonaparte Fauna italica

(1837) — Fitzinger, Syst. Rept., p. 33 (1843) —Balsamo in Cattaneo Notiz.

nat. Lombard., p. 388 (1844) — Gray. Cat. Batrac. Graden. Brit. Mus., p, 16

(1850) - Dugès, Ann. Se. Nat., Ser. IH, voL XVIl, p. 259 (1852) — Am-
brosi, Prospetto zool. in Statist. Trent., 1, p. 291 (1852) — De Betta, Catal.

(1) Molti autori considerano come autore del genere il Wurffbain , il quale parla della comune
Salamandra nella sua Salamandrologia che egli scrisse nel 1683. Ciò è poco conveniente; il primo a

stabilire il genere Salamandra secondo la nomenclatura binomia fu il Laurenti nel 17tì8, perciò il

nome di questo autore deve seguire il nome del genere Salamandra.

(2) Questa specie è nota da tempi antichissimi e la troviamo menzionata da Aristotile, Eliano,

NiCANDRO, Plinio, ecc., come pure da numerosi autori posteriori antecedenti a Linneo. Ricorderò qui

i principali :

M iTTHiOLi, Corn. in lib. 11. Diosrorid., cap. Ei6, p. 197 (1569).

Ferrante Imperati, Uisi nat., lib. XXVIll (1599).

C. (ìesner, Hist. anim., lib li, p. 80. Francoforte (IGL'O).

U. Aldbovandi, Bj quadr. ovip. , lib. I, cap. 1, p. 39 (1637).

J. P. Wurffbain, Salamandrologia, p. 52 (1683).

G. Ray, .Synops. anim
, p. 273 (1694).

0. .Iacobaeus, Acta afnensio, voi. IV (1699).

M. B. Valentini, Amph. zool., (1720).

A. Seba, Thes. rerum nat., v. lì, (1740).

C. OwEN, Hist. of liept., p. 92 (1742).

RoÉSEL. Hist. ran. nostr. figura nel frontispizio (1758).
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d. Kettili della valle di Non. Atti Soc. zool. Bot. di Vienna, II, p. 159 (1852)

Cat. Syst. Kept. Mus., p. 27 (1853) — Massalongo Saggio Erpet. popol. Mem.

Accad. Veron., voi. XXIX. p. 430 (1854) — Duméril et Bibron Erpet. génér.,

voi. IX, p. 52 (1854) — De Betta, Erpet. Prov. Venete e Tirolo, p. 318

(1857) — Jan. Eept. Mus. Medio!., p. 54 (1857) — Nardo, Prosp. anim. prov.

venet.. p. 62 (1860) — De Betta Fauna Veronese, p. 129 (1863) — Mono-

grafia, Anf. Ital. Mem. Istituto Veneto, voi. XI, p. Ili, p. 516 (1864) —
Leydig, IT. d. Molche d. wiìrtemberg. Fauna. Archiv. f. Naturg. 1867, p. 239

(1867) — Sti-aach, Salam., p. 30 — Fatio, Faune des Vertéb. de la Suisse III,

p. 491 (1872) — De Betta Fauna Ital. Eett. ed Anf., p. 78 — Schreiber,

Herpetologia Europaea, p. 75 — Lataste, Faune de la Gironde, p. 322 (1876)

— Giglioli, Elenco dei Mammiferi, Uccelli e Kettili ittiofagi'. Anfibi e Pesci,

p. 16, Firenze (1880) — L. Camerano , Scelta sessuale negli Anfibi urodeli,

Atti K. Acc. delle Scienz. di Torino , voi. XVI (1881) — Boulenger, Catal.

Batrac. Gradent. Brit. Mus., p. 3 (1882) — Benecke, Ueber dr. Entwicli. des

Erdsalàmanders. Zool. Anz. , n. 46, 1880.

Salamandra maculata. Merr. Syst. amph.
, p. 185 (1820) — Bisso Hist. nat. Ili,

p. 95 (1826) — Tschudi, Classif. Batracb. Nouv. Mém. Soc. Helv. II, p. 91

(1838).

Salamandra tcrrestris. Bonnaterre, Tab. Euc. méth. Kep., p. 62, voi. IX (1790) —
Schneider. Hist. AmpUb., p. 54 (1799) — Latr. Hist. Salam., p. 29, 32 (1800)

Daud. Hist. Eept. VIII, p. 221 (1803) — Dugès, Eecherch. sur les Batrac.

p. 155 (1835) — Catullo, Geoga. Venet.
, p. 174 (1844) — Eusconi, Hist.

Nat. Salamand. (opera postuma) (1854).

Salamandra vulgaris, Cloquet, Dict. selene, nat., voi. 47, p. 50 (1827).

Salamandra Corsica, Savi, Descrizione di nuovi mamm. e rett. Nuovo Giornale dei

Letterati, voi. XXXVII, N. 102, p. 208 (1838) — Bonaparte, Iconogr. Fauna

Ital. Anfibi (1839) — Dugès, Eecherch. zool. Urodel. Ann. Selene, nat. 3' ser.,

voi. XVII, p. 258 (1852) — Duméril et Bibron. Erpet. génér. voi. IX, p. 61,

Atlan. tav. 103, f. 2 (1854) — De Betta, Monog. Anf. urod. Ital. Mem. Istit.

venet., voi. XI, p. 520 (1864) — Fauna Ital. Eettili ed Anfibi, p. 80 (1874)

— Giglioli, Corsican Herpetology, Nature, Dicembre 5 (1878) — Beitrage z.

Kenntniss d. Wirbel. Italiens. Archiv. f. Naturg. (1879) — Elenco Mamm. Uco:

Eett. Ittiof. Anfibi e Pesci Italiani, p. 16 (1880).

Salamandra maculosa var. carsica. Strauch. Eevision dar Salamandriden Gattung.

,

Mém. Acad. Lnpér. des se. de S. Pétersb. VII ser., voi. XIV, p. 30 (1870)

— Schreiber. Herpt. Europ. var. J, p. 75 (1875) — Bedriaga, Ueber. d. geogr.

Verbreit. d. europai. Lurche. Bull. Soc. Impér. nat. Moscou, p. 339 (1879)

— Beitrage z. Kenntniss d. Amphibien u. Eept. de Fauna v. Corsika. Archiv.

f. naturg. (1883), p. 245.

aj Un esemplare di Liguria.

i) Quattro esemplari Valle di Non, Trentino del signor Dott. Eiccardo Ca-

nestrini, 1882.
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c) Quattro esemplari. Monte Fenera (Valsesia) metri 1000 sul livello del

mare dal signor Gallesi, 1882.

d) 1. Eovereto dal Professor Cobelli, 1882.

e) 2. Lugano dall'Ingegnere Lubini, 1882.

/) 7. Esemplari. Domodossola. Dal signor Capitano G. Bazzetta, 1882.

g) 2. Esemplari. E. Mandria (presso Torino). Dal signor B. Comba.

Il) 8. Esemplari. Collina di Torino.

i) 2. Esemplari. Valperga.

j) 1. Esemplare. Rivoli, dal Dott. G. Piolti, 1882.

/,-) 1. Esemplare. Pistoia, dal Prof. H. Giglioli, 1878.

ì

)

14. Esemplari adulti e giovani di Bastelica (Corsica) avuti in comu-

nicazione dal signor I. Bedriaga, 1883.

m) 1. Monte Soglio presso Kivara Canavese, ottobre 1883, L. Camerano.

Capo relativamente grande, depresso e subconico anteriormente ; corpo grosso,

quasi cilindrico e un po' piano inferiormente ; coda mediocremente lungg, subtetra-

gona e un po' conlpressa verso l'apice il quale è appuntito; le estremità sono tozze;

le dita sono quattro nelle estremità anteriori e cinque nelle posteriori
, più o meno

depresse e libere ; dietro al capo due parotidi ben sviluppate ; lingua grande di forma

elittica, arrotondata posteriormente, libera ai lati e un po' ancbe allo indietro ; denti

del palato disposti in due serie longitudinali assai variabili per lo sviluppo delle varie

curve, le due serie divergono fortemente nella parte posteriore. Parti superiori di color

nero cupo e lucente con macchie gialle di vario disegno e di vario sviluppo. Parti

inferiori di color nero intenso un po' meno delle parti superiori ora senza maccliie ora

con qualche macchia gialla.

Dimensioni medie: Lunghezza totale 6 m. 0,150, n m. 0,170 (1).

Il capo è proporzionatamente grande e ben sviluppato, la sua lunghezza (2) ora

è uguale alla sua larghezza massima, ora è alquanto inferiore a questa. In qualche

esemplare la larghezza supera la lunghezza di tre, quattro, ed anche di cinque mil-

limetri. Nei giovani i due diametri sono per lo più eguali, sia negli individui di Cor-

sica, sia negli individui continentali.

Superiormente il capo è piano fra gli occhi e conico nella parte anteriore in

modo che le guancie si continuano senza formare spigolo visibile coli' alto del capo.

Lo spazio che separa superiormente gli occhi è lungo quasi il doppio sia negli adulti

sia nei giovani del continente e di Corsica di quello che è fra 1' angolo anteriore

degU occhi e le narici. Le narici sono piccole e la distanza fra di loro è uguale a

quella che separa superiormente gli occhi.

Il muso è anteriormente appuntito e più o meno aguzzo secondo gli individui
;

nei giovani è un po' più rotondo ; la mandibola superiore sporge anteriormente di

due millimetri circa sulla inferiore. Ciò si verifica negli individui di Corsica e in

quelli del continente.

(1) Ib. Patio, Fauna des Vert. d. l. Suisse, III, p. 491, da ni. U,1S0 come dimensione media. Gii

esemplari italiani sono in complesso un po' poco piccoli.

(2) Misurata dall'apice del muso all'occipite.
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1 denti del palato sono disposti in due serie longitudinali incurvate variamente

nei vari individui. La disposizione di queste serie palatine è oltre a ogni dire va-

riabile nella Salamandra maculosa. Scliematicamente le due serie sono foggiate allo

ingrosso come due S posti l' uno di faccia all' altro. In alcuni individui la figura

dell' S è ben evidente e regolare e quindi lo spazio che le due serie delimitano fra

loro è spatuliforme ; ma nella massima parte de' casi la cosa non è così. Dividiamo

per comodità dello studio queste serie longitudinali in tre porzioni: una anteriore

(fig. In)' una mediana (fig. Ih), ed una posteriore (fig. le). Ora la parte ante-

riore è poco distintamente separata dalla mediana come nelle fig. 1, 3, 17, 15, 13,

12, ecc. Ora invece la separazione è spiccata poiché le serie dentali nella parte me-

diana hanno un decorso rettilineo e parallelo come ad esempio nelle fig. 9-14,

19-20, ecc. Nella parte anteriore ora le serie dentali convergono Tuna verso l'altra

come nelle fig. 1, 2, 3, 4, ecc., ora invece tendono a farsi parallele come nelle

fig. IS, 19, 20. Nella parte mediana le serie possono essere più o meno vicine e il

tratto parallelo può essere più o meno limgo come ad esempio nelle fig. 9, 19, 20,

14, ecc. Nella parte posteriore finalmente le serie dentali ora divergono facendo una

curva dolce, come nelle fig. 1, 3, 10, 17 ed ora facendo un angolo brusco e pro-

cedendo poi in direzione rettilinea come nelle fig. 9, 19, 20, 14, ecc.

Frequentissimamente, come mostrano le figure sopra citate, le due serie dentali

sono alquanto assimetriche.

Non si può stabilire nulla di fisso rispetto alla variazione di forma delle serie

dei denti palatini. Queste parti variano nei vari individui.

Io ho insistito sopra questi denti poiché , come è noto , il carattere principale

portato dagli Autori per caratterizzare la Salamandra carsica Savi, è appunto quello

della diversa disposizione dei denti palatini. Secondo il Savi, i denti palatini nella

Salamandra maculosa e nella Salamandra carsica sarebbero disposti cos'i :

Salamandra Maculosa.

« Denti ^palatini disposti in due serie :

curvate in modo da intercettare uno spazio

spatoliforme corto e largo, il manico del

quale è rivolto verso le fauci ; ciascuna

serie alla sua estremità posteriore diverge

verso l'articolazione della corrispondente

mascella , non con un angolo ma con

dolce cm-va ; le estremità anteriori non

si toccano ».

Salamandra Corsica.

« Denti palatini disposti in due serie :

approssimate e parallele per due terzi

della loro lunghezza
;

presso l'angolo an-

teriore della fossa orbitale bruscamente

divergono, e poi ripiegansi in modo, che

tornando ad accostarsi intercettano uno

spazio circolare ; indi giunte di nuovo

sulla linea mediana si riuniscono, e per

piccolo spazio scorrono nuovamente pa-

rallele. L'estremità posteriore di ciascuna

di queste serie è per un piccolo tratto

divergente ad angolo, verso la rispettiva

articolazione delle mascelle-».

Ora è facile convincersi che queste due descrizioni si applicano esattamente ai

vari individui di Salamandra maculosa continentale, dando una occhiata alla serie dei

disegui sopracitati, e come anche siano abbastanza frequenti soprattutto nel contorno

di Torino, di Domodossola, di Rovereto, ecc., individui coi denti palatini disposti nella
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maniera indicata dal Savi per la Salamandra Corsica. Le due descrizioni sopra riferite

dal Savi per le due specie di Salamandra riguardano due estremi di modificazione

delle serie dentali i quali si trovano promiscuamente negli individui di Salamandra

maculosa delle varie località italiane (1).

:ftjl il l j( w A i
<r

A A
Jt3

17 tS 13 20 ZI

Fig. 7.

Disposizione dei denli palatini della Saìamamlra viaculosu {2).

I. Sponde del Varo. — 2. Liguria. — 3. l'isloia. — -S, 3, (1, 7, Valle di ^on (TreiUino).

8. — Lugano. — 9. Roverelo. — IO, II, 12 Monle Keneia. — 13. Rivoli. — 14, Iri, Ì6,-

17, 18 Conlorni di Torino. — MI, 20. Domodossola. — 21 Corsica. — 22. Corsica, e.sein-

plare tipico del Savi.

La bocca è grande, lo squarcio oltrepassa notevolmente l'angolo posteriore del-

l'occLio; nei giovani lo squarcio è un po' più corto.

L'occhio è mediocremente grande e mediocremente sporgente ; nei giovani il suo

diametro massimo è generalmente eguale alla distanza che è fra l'angolo anteriore

dell'occhio e l'apice del muso; negli adulti è poco più inferiore a quest'ultima tal-

volta di quasi un terzo.

La lunghezza del capo è contenuta quattro volte circa in quella del tronco; nei

giovani vi è contenuta soltanto tre volte o tre volte e mezzo. Ciò si osserva sia negli

individui di Corsica, sia negli individui continentali.

Il tronco è robusto e di un diametro trasversale poco diverso da quello tra-

sversale massimo del capo; nelle femmine il tronco è più largo, del resto le dimen-

sioni del tronco per quanto riguarda la larghezza dipendono naturalmente dal punto

(1) A proposito della disposizione delle serie dentali palatine in questa specie debbo avvertire ohe

le figure schematiche date dal Dk Betta: soprattutto quelle date nella Fauna ital. Renili ed Anfibi,

debbono essere alquanto modificate come si può vedere dalle figure sopi-acilate unite a questo lavoro

le quali rappresentano non schematicamente le parti in questione e come si rileva dalla figura dei

denti della S. carsica data dal Bonaparte che io riferisco qui esattamente e dalla figura dell'esem-

plare tipico, fig. 7 e 22). La figura data dal Duméril neWErpetol. generali;, Atlante, tav. 103, fig. 2, è

singolarmente inesatta, il disegnatore ha segnato lateralmente alle serie palatine longitudinali due altre

serie di denti che non esistono : non si arriva a comprendere come sia accaduto questo strano errore.

(-) Credo utile di richiamare l'attenzione del lettore sulla disposizione frequentemente assimetrica

delle due serie dentali.
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al quale si trova lo sviluppo delle uova e degli embrioni. Il tronco è piano infe-

riormente e convesso superiormente ; talvolta si osserva una linea vertebrale sporgente
;

sui fianchi si osservano numerosi solchi che simulano gli spazi intercostali. Nei gio-

vani questi solchi sono evidentissimi e si estendono anche sulla coda.

Le estremità anteriori sono tozze e proporzionatamente ben sviluppate, ripiegate

lungo i fianchi ne oltrepassano alquanto la metà; nei maschi il tronco essendo un

po' più corto che nelle femmine le estremità superiori giungono più in basso.

Le dita sono quattro e più o meno appiattite secondo gli individui ; esse sono

arrotondate all'apice dove si nota un ispessimento cutaneo. Io non ho osservato in

nessun individuo ne del continente, ne di Corsica, ne giovane, ne adulto traccia al-

cuna di vera membrana interdigitale. Negli individui conservati in spirito la pelle

delle dita essendo piuttosto ampia si contrae e forma delle ripiegature lungo i mar-

gini laterali delle dita stesse tanto che a primo aspetto si direbbero lobati ; ma in

realtà non lo sono come si può scorgere negli individui freschi.

Negli individui metamorfizzati da poco od in quelli che sono vicini alla meta-

morfosi le dita sono cilindriche, invece negli individui molto vecchi 1' appiattimento

delle dita è veramente notevole.

Le dita sono quattro, il primo è il più corto, il terzo è il più lungo, il se-

condo è un po' più corto del terzo e il quarto è più corto del secondo, ma più

lungo del primo. Ciò si osserva in tutti gli esemplari sia del continente sia della

Corsica, sia giovani sia adulti. La faccia palmare è rugosa ed ha un tubercolo me-

diocre alla base del 4° dito ; le dita sono inferiormente un po' rigonfie all' apice.

Lo sviluppo del tubercolo palmare è assai variabile e talvolta negli adulti di grande

mole riesce poco discernibile.

Le zampe posteriori sono poco più lunghe delle anteriori , ma sono proporziona-

tamente più grosse, ripiegate lungo i fianchi ne oltrepassano notevolmente la metà nei

maschi ; le dita sono come nelle zampe anteriori per ciò che riguarda la forma ge-

nerale salvo che souo più grosse ed anche più appiattite , io le ho osservate sempre

intieramente libere. Le dita sono cinque : il primo è molto corto , il quinto è un

po' più lungo del primo, poi viene il secondo, poi il terzo ed il quarto che sono a

un dipresso eguali. Non ho osservato differenze notevoli a questo proposito fra gli

individui di Corsica e quelli del continente. La faccia plantare è rugosa ed ha un

tubercolo più piccolo di quello della faccia palmare e di sviluppo molto variabile,

non raramente esso manca, alla base del quinto dito.

La coda è, proporzione fatta col resto dell' animale, non molto grossa ; essa è

suhconica e più o meno quadrangolare verso la base, verso l'apice si comprime la-

teralmente e termina in punta. Nei giovani la coda è più compressa e più acumi-

nata che negli adulti. Essa presenta soprattutto nei giovani dei solchi ai lati che le

danno un aspetto segmentato. Inferiormente presenta o per la sua lunghezza o circa

fino a metà una solcatura longitudinale assai spiccata. Qualche volta questo solco

manca quasi al tutto. '
.

La lunghezza della coda è alquanto variabile ; nella massima parte dei casi , sia

negli esemplari del continente, sia in quelli di Corsica la coda è lunga quanto il

corpo, meno il capo. Nei maschi è generalmente im po' più lunga.

Sekie II. Tom. XXXVI. m^
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La pelle è spessa e più o meno liscia con numerose rughe e bitorzoli. Vi sono

due parotodi dietro gli occhi le quali hanno forma e dimensioni variabili; esse sono

nella massima parte dei casi più lunghe che larghe ; la lunghezza essendo per lo più

eguale a due volte la larghezza, e ciò sia negli esemplari di Corsica sia in quelli

del continente, sia nei giovani, sia negli adulti; molto variabile è il numero dei pori.

Lungo i fianchi vi sono due serie di tubercoli ghiandolari ricoperti di pori. Altri

pori in numero vario e bea evidenti si trovano lungo la linea vertebrale fino all'a-

pice della coda ed anche nelle estremità le quali presentano spesso dei rigonfiamenti

gliiandolari più o meno evidenti.

Inferiormente la pelle è liscia , con numerose rughe trasversali sul ventre e con

rughe disposte a reticolo sulla gola; la ripiegatura golare è ben spiccata.

La colorazione della Salamandra maculosa è caratteristica : la tinta fondamen-

tale è di color nero inchiostro lucente; le macchie sono di color giallo vivacissimo.

Lo sviluppo , la disposizione e il disegno delle macchie gialle è oltre ad ogni dire

variabile.

Le macchie gialle che io ho osservato essere costanti sono quelle che stanno

sopra gli occhi e quelle che sono sulle parotidi ; talvolta queste macchie si riuniscono

insieme costituendo così due striscio gialle longitudinali sul capo ; in qualche caso vi

sono due altre macchie gialle sulle narici che si uniscono anche alle prime.

Costante ho pure trovato una macchia gialla
, per lo più isolata, all'angolo po-

steriore dello squarcio boccale.

Sulle estremità verso la loro base si nota una macchia gialla assai costante ma

<li sviluppo variabile; questa macchia è molto evidente nei giovani e anche in quelli

ancora branchiati.

Sul dorso e sulla coda le macchie gialle sono variabilissime e ciò che è note-

vole esse sono spesso oltre a ogni dire assimetricamente disposte secondo la linea me-

diana. Molto irregolare è pure la macchiettatura della coda , e dei fianchi e delle

estremità.

Le parti inferiori che sono pure di color nero uniforme, presentano abbastanza

costantemente varie macchie gialle sotto la gola e soprattutto lungo il contorno della

mandibola inferiore, anzi queste macchie unendosi formano talvolta una grossa macchia

semilunata nella parte anteriore della gola. Nelle altre parti vi sono spesso delle

macchie gialle di forma e di sviluppo molto variabile. Talvolta, e ciò si verifica

soprattutto nei giovani, le parti inferiori sono al tutto prive di macchie.

Le macchie gialle del dorso ora si presentano isolate e più o meno rotondeg-

gianti; oi'a invece si riuniscono fra loro formando delle striscio trasversali o delle

strisele longitudinali più o meno sviluppate ; ma, quasi sempre , ripeto, esse sono di-

sposte assimetricamente.

Talvolta le macchie gialle pigliano molto sviluppo e allora l'animale appare

tli color giallo macchiettato di nero ; tal'altra invece le macchie gialle sono piccole

e poca numerose.

Questa ultima maniera di colorazione è frequente negli esemplari delle Alpi.

Non ho trovato argomenti per stabilire alcune varietà di colorazione un po' co-

stanti e localizzate, tanto da meritare un nome speciale.
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Per comodità, si possono riassumere nel modo seguente le variazioni di colore

più notevoli :

a) Maccliie gialle assai piccole e poco numerose: pai'ti inferiori quasi im-

maculate ;

b) Macchie gialle isolate e rotondeggianti e numerose ;

e) Macchie gialle degli occhi, delle parotidi e delle narici riunite in due

strisele longitudinali
;

<ì) Macchie gialle del dorso riunite fra loro in modo da formare delle

strisele trasversali sul dorso ;

fi) Macchie gialle del dorso poco numerose e molto allungate in direzione

longitudinale
;

f) Macchie gialle numerosissime sul dorso, sui fianchi e sulla coda e più

o meno confluenti fra loro;

g) Macchie gialle molto sviluppate e ricoprenti per larghi tratti l'animale.

Xon ho osservato differenze sessuali di colore.

Nei giovani le macchie gialle sono spesso meno sviluppate.

Gli individui brancliiati vicini alla metamorfosi e quelli metamorfizzati da poco

sono di colore bruno-giallastro maccliiettati di nero : talvolta, soprattutto nelle Alpi,

il color nero delle parti superiori è intenso : le estremità presentano sempre alla

loro base una macchia gialla: le parti inferiori sono di color carnicino chiaro senza

macchie (1).

Il Savi, come è noto, descrisse col nome di Salamandra Corsica gli esemplari

da lui esaminati di Sardegna fermandosi sopra i principali caratteri seguenti:

1° Testa assai più larga che lunga misurando la sua larghezza all'artico-

lazione delle mascelle, e la lunghezza del forame occipitale all'apice del muso;

2° Denti della mascella superiore e inferiore piccolissimi;

3° Denti palatini disposti in due serie approssimate e parallele per due terzi

della loro lunghezza; presso l'angolo anteriore della fossa orbitale bruscamente diver-

gono, e poi spiegansi in modo, che tornando ad accostarsi intercettano uno spazio

circolare; indi giunti di nuovo sulla linea mediana si riuniscono e per piccolo spazio

scorrono di nuovo paralleli. L'estremità posteriore di ciascuna di queste serie è per

un piccolo tratto divergente ad angolo, verso la rispettiva articolazione delle mascelle;

4° Lingua circolare, mediocremente larga, libera sui lati e posteriormente;

5° Glandolo postorbitali poco più lunghe che larghe, munite di uno scarso

numero di pori;

6° Pori dorsali radi, poco distinti
;

7° Estremità anterioii con quattro dita, subcompresse, subpalmate, senza

unghie ;

(1) È da notarsi la rassomiglianza che vi è fra la colorazione degli individui appena metamor-

fizzati della Salamandra maculosa ed i giovani dello Spelerpe.? fuscits , i quali pure hanno costantis-

sime le macchie sopra menzionate delle estremità.
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8° Estremità posteriori con cinque dita subcompresse, subpalmate. Dito

esterno rudimentario, secondo e medio subeguali, quarto assai più lungo del primo o

interno, quinto o interno quasi rudimentario e più corto dell'esterno;

9° Coda conica subcompressa più corta della metà di tutto l'animale.

Di questi caratteri quelli segnati ai numeri 2, 4, 6, 7, 8 e 9 hanno piccolissima

importanza e si trovano tutti nei varii individui della Salamandra maculosa di qua-

lunque località. Ho già detto nella descrizione come deve essere interpretato il carattere

della subpalmatura dato dal Savi.

Il carattere delle glandole parotidee è al tutto individuale. Kimangono i caratteri dei

denti palatini e quelli della forma del capo. Ho già parlato a lungo intorno ai caratteri

dei denti e ho dimostrato come l' importanza del carattere sia solamente apparente.

Viene ultimo il carattere della forma generale del capo, il quale, sarebbe più

larga proporzionatamente che lunga. Negli esemplari di Corsica da me osservati ho

trovato realmente il capo un po' più grosso e col muso più arrotondato e questo

sarebbe forse il solo carattere distintivo meno variabile; ma è d'uopo osservare: 1" che

gli esemplari di Corsica da me osservati erano molto grossi: mentre io non ho avuto

occasione di esaminare esemplari del continente di dimensioni analoghe ;
2° che i

giovani di Corsica sono perfettamente eguali nella forma del capo a quelli del con-

tinente ;
3° finalmente che il carattere della acutezza del muso è molto variabile

negli Anfibi.

Io credo, riassumendo le cose sopraddette, che non solo la Salamandra carsica

non si possa considerare come specie; ma che essa non debba essere considerata

nemmeno come sottospecie, poiché non è punto localizzata e soprattutto poiché non

offre una facies o un complesso di caratteri, coi quali si possa definire.

L'individuo descritto dal Savi e dal Bonaparte col nome di Salamandra Corsica

presenta un caso di variazione individuale.

Io aveva già presentato alla E. Accademia questo lavoro, quando ricevetti per

la cortesia del Prof. Eicchiardi comunicazione dell' esemplare tipico del Savi, che si

conserva nel E. Museo zoologico di Pisa. L'esame di questo esemplare ha confermate

le conclusioni sopra enunciate.

Ho figurato di questo esemplare il capo e le zampe antei-iori e posteriori, tav. I,

fig. 28, 29, 30.

Questo esemplare considerato isolatamente presenta veramente un complesso di

caratteri tali da giustificare la formazione di una specie come fece il Savi ; ma, se

lo si confronta con molti esemplari del continente e soprattutto con altri esemplari

della Corsica stessa, si vede che i caratteri differenziali svaniscono a poco a poco e

soprattutto non appaiono come caratteri localizzati agli esemplari di Corsica e non con-

cedono di stabilire né una specie, né una sottospecie. Negli esemplari di tutte le

località si possono trovare irregolarmente i caratteri che presenta l'esemplare in di-

scorso. Il carattere più spiccato che presenta l'esemplare del Savi è veramente quello

della disposizione dei denti palatini (fig. 7, n. 22). Ma confrontando la disposizione

di questi denti con quella variabilissima degli esemplari delle altre località si vede

come non si tratti che di una modificazione già rappresentata in un grado un poco

minore in esemplari di varie località.
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La Salamandra maculosa è uno degli urodeli più sparsi in Europa ed in Italia.

In Italia è frequente in tutta la parte continentale e peninsulare, dove si innalza

a 1000 o al più a 1500 metri sul livello del mare.

Questa specie pare esista anche in Sicilia al dii-e del Doderlein (1), del Mina

Palumbo (2) e del Sava (3).

10 non ho tuttavia potuto esaminare esemplari provenienti da questa località.

Anche il Giglioli si trovò nello stesso caso, poiché egli dice (4) la Salamandra ma-

culosa « sparsa in tutta Italia nei luoghi montuosi, sembra mancare affatto nelle

nostre isole, meno forse la Sicilia ».

Non al tutto sicura è l'esistenza della Salamandra maculosa in Sardegna: il

Gene, il Bonaparte, il De Betta, lo Schreiber, il Giglioli, ecc., o negano l'esistenza

di questa specie in Sardegna o la affermano dubitativamente.

11 Mina, Palumbo e il Doderlein nelle opere citate considerano la Salamandra

maculosa rappresentata in Sardegna dalla Salamandra carsica del Savi.

Ne io stesso , né alcun altri che io sappia ha mai potuto osservare esemplari

di S. maculosa della Sardegna. Nel catalogo dei Batraci urodeli del Museo

Britannico del Boulenger (Londra, 1882, p. 4), è segnato un individuo /; ó Sardinia

Prof. Bonelli [|o]. Io credo che questo Sardinia vuol forse indicare Regno di Sar-

degna come allora indicavansi spesso il Piemonte e gli Stati Sardi e non propriamente

l'isola di Sardegna.

Il Bedi'iaga poi dice esplicitamente (5): « Die Angaben Fatio's (Faune des

Vertébrés de la Suisse, voi. IH, p. 491) und De Betta's dass auf Sardinien Sala-

mandra maculosa durcli die S. Corsica Savi vertreten wird , bezweifle ich , seitdem

ich darùber Erkundigungen eingezogen und erfahren habe, dass Salamander ùberhaupt

auf dieser Insel nicht vorkommen. Das nàmliche hat bereits Schreiber hervorgehoben »

.

In Corsica la Salamandra maculosa, è, a quanto pare, assai abbondante e viene

chiamata nel nord dell'isola Cadelli lurclii e nel sud Cadelli montanilli come ha

fatto osservare il Bedriaga nell'opera citata.

Perciò che riguarda i costumi di questa specie possiamo dire che essa vive nei

luoghi umidi ed ombrosi, fra le roccie, sotto i tronchi fracidi, nelle buche del terreno,

nelle cantine, nei sotterranei ed ha prevalentemente vita notturna: suole uscire all'a-

perto nei giorni umidi ed anche piovosi, e dopo che è caduta abbondante pioggia.

Essa si nutre di insetti, di vermi e di mollaschi. Limax, Helix, ecc. Si deve consi-

derare questo urodelo più come animale utile che come animale nocevole. La sostanza

segreta della pelle è ricchissima di Salamandrina. ,

Molti autori si sono occupati della riproduzione e dello sviluppo di questa specie

(\) Alcune geaeralilà intorno alla Fauna sicula dei vertebrati, Ann. dei Naturai, di Modena,

Anno VI, 1872. — Rivista della Fauna sicula dei vertebrati — Nuove effemeridi Siciliane, voi. XI,

1881. Non trovo menzionata la 5. maculosa nelle due pubblicazioni del Boettger : Liste von Repti-

lien und Batrachien gesamelt, 1880-81 — Auf Sicilien d. H. Susp. Cari. Hirsch. Bericìit. Senckenberg.

nat. Gesel., 1880, p. 134, e 1881, p. 256.

(2) Prospetto degli studi di Erpetologia in Sicilia. Palermo, 1S63, p. 24.

(3) Lucubrasioni della Flora e Fauna etnea, 1884.

(4) Elenco Mam. Ucc. e Reti, ittiofagi, calai. Anf. e Pese, italiani, Firenze, 1880, p. 16.

(5) Beri. Z. Kenntniss d. Amph. n. Rept. von Corsika, Archi v. f. natur, 1883, p. 2ó3.
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deve essere ricordato prima fra tutti il Kusconi (1). Ultimamente si sono occupati

delle questioni relative all'accoppiamento od alla fecondazione in questa ed in altre

specie di Anfibi urodeli principalmente il Bedriaga, il Lataste, il Boulenger e soprat-

tutto il Gasco (2). Alle opere di questi autori mando il lettore desideroso di avere

maggiori ragguagli in proposito limitandomi a citare qui le osservazioni fatte dal

Boulenger in un caso ili accoppiamento fra un maschio di Saìamandra atra ed una

femmina di Salamandra maculosa.

« 1879, 28 Mars, soir.

6 h. 55. — Je tronve mon male S. atra cramponné à une femelle de S. maculosa.

Les bras du male sont passés au-dessus de ceux de la femelle. L'étreinte

est tellement forte que je puis soulever les deux animaux sans qu' ils se

séparent
;
je les manie quelque temps enfin de dessiner leur position.

La femelle se promène dans sa cage, entrainant avee elle le male, qui

est au-dessous.

Le male applique étroitement le dessus de sa téte contre la gorge de

la femelle ; lorsque la femelle relève la tète , le male la suit dans ce

mouvement.

De temps à autre il se frotte amoureusement contre elle, mais sans

rapprocher son cloaque du sien.

7 li. 43. — Le male se remue beaucoup, semblant vouloir entraìner la femelle vers

l'eau; je les y place, ils ne semblent pas s'y plaire.

8 li. — Les sexes se séparent. Il ne semblent plus chercher à s'unir; je les quitte.

8 h. 35. — IN'ouvelle visite. Nos deux époux sont toujours séparés, chacun à une

extrémité de la cage.

9 h. — Nouvelle visite. Cette fois je les trouve accouplés et à terre: je ne les

quitte plus.

11 li. — Ils sont toujours dans la mème position, n' ayant pas fait un mouvement

depuis 9 h.

11 11. 20. — La femelle fait quelques mouvements, puis se renverse sur le dos; le

male l'abandonne alors et se retire au bord de l'eau.

Les deux individus ne semblant plus se rechercher je les quitte à minuit ».

La Salamandra maculosa è, come è noto, vivipara : le larve nascono '• aventi la

forma di quelle dei tritoni con quattro zampe ben sviluppate e con tre grossi rami

(1) Histoire naturelle, déodoppement et mélamorphose de la Salamandre terrestre, opera postuma

con 6 tavole. Pavia - Bizzoni, 1854.

(2) F. Lataste, Accoupkmenl chei les Batraciens urodèles. — Revue Interri, des Sciences, 1 anno,

voi. II, p. 496. — Encore sur la fécondation des Batraciens urodèles, ibidem, 4 anno, 15 febb. 1881:

G. BoscÀ, Annules Sic. Erp. hist. nat., voi. IV, 1877 (sul Pleurodelea Waltlii).

I. Bedriaga, Beilràge Z. Kennlniss des Rippenmolches. Bull. Soc. cat. d. Moscou, 1879. —
Bertr. Z. Kent, d. .ìmph. Corsik, Archi v. f. naturg, 1883.

F. Gasco, Gii amori del Tritone alpestre. .Kna. Mus. civ. di Stor. nat. di Genova, 1880 — Les

.imours des Axolols, Zool. Anzeig., n. 85, 86, 1881.

Si consulti anche, come fa opportunamente osservare il Gasco (op. cit.). Lo Spallanzani, T>is-

sertazioni di Fisica animale — Sulla generaiione delta Salamandra acquaiuola, 1780.
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branchiali. La loro lunghezza è variabile da 20, 22, 25, 27, 30 ed anche 34 milli-

metri secondo il Fatio. Il numero delle lavye che la femmina emette annualmente è

incerto, come pure è incerta la durata della deposizione delle larve. Secondo il Patio

(op. cit., p. 497) questo periodo può essere anche di venti giorni.

Il numero delle larve, secondo vari autori, sarebbe di 10-12, ed anche di 72.

Il Fatio crede si possa stabilire una media di 35 a 40.

Due femmine da me osservate mi hanno dato l'una 42 larve e l'altra 24. La

prima aveva una mole notevolmente maggiore della seconda. Il Capitano Giulio Baz-

zotta mi scrive da Domodossola di averne osservate 64 in una gi'ossa femmina.

10 credo che indipendentemente dalle altre condizioni il numero delle larve che

depone una femmina dipenda in gran parte dalla sua età e dalla sua mole.

Non molto sicure eziandio sono le epoche nelle quali ha luogo la deposizione

delle larve. Alcuni ammettono solamente un accoppiamento autunnale e quindi la

nascita delle larve nella primavera ventiu'a: altri ammettono anche un accoppiamento

primaverile e quindi la nascita delle larve nell'estate. E un fatto ad ogni modo che

in autunno si trovano talvolta larve giovanissime di Salamandra maculosa, come se

ne trovano anche nel principio della primavera.

Nel giorno 29 marzo di questo stesso anno (1884) trovai sulla collina di To-

rino, larve aventi le lunghezze principali seguenti: mill. 0,031, mill. 0,034, mill. 0,040.

11 Rusconi, nell'op. citata, pag. 10, dice: « 1° l'epoque de l' accouplement des

salamandres communes, du moins dans notre pays, est le mois de juillet; 2° que le

temps de la gestation de ces reptiles est de huit mois environs » e a pagina 18 in

una nota dice: « d'après le Prence de Canino, les Salamandres terrestres seraient très-

fécondes, et leur fécondité, serait jusqu'à présent sans exemple parmi les reptiles qui

habitent l'Europe, car il avance, dans sa Fauna italica; qu'elles mettent au jour des

petits deux fois l'année :
' mes observations m'ont donneo des résultats bien différents »

.

Le osservazioni posteriori hanno confermato le idee del Eusconi: non abbiamo

dati fino ad ora per ammettere due accoppiamenti annuali. Le irregolarità di svi-

luppo delle larve, la presenza' contemporanea di larve molto grandi e di altre molto

piccole può spiegarsi coi fenomeni di prolungamento del periodo girinale: fenomeni

che sono stati osservati oramai iu quasi tutte le specie di Anfibi ui'odeli (1).

Secondo il Fatio la Salamandra maculosa deporrebbe in certe circostanze spe-

ciali le larve anche fuori dell'acqua , nella terra umida ; in queste larve le branchie

scomparirebbero rapidamente. Si avrebbe cioè in questo caso un raccorciamento del

periodo girinale.

La Salamandra maculosa fra noi si ritira verso la fine di novembre e riappare

generalmente in principio di marzo, e talvolta anche prima. Il Prof. Lessona (2)

dice: « ho avuto informazione di una Salamandra giallo-nera, pochi anni or sono,

veduta camminare sulla neve e mentre nevicava a Lanzo ».

(t) Si consulti a questo proposito L. Camer.\no, Ricerche intorno alla vita branchiale degli Anfibi

Mem. R. Acc. delle Se. di Torino, 1883 — Intorno alla neotenia ed allo sviluppo degli Anfibi. Atti

K. Acc. delle Scienze, voi. XIX, 1883.

(2) Calendario zoologico. Annali Acc. d'Agricoltura di Torino, voi. XVI, i873.
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Salamandra atra (Lauk).

Salamnìidra atra. Laur. Syn. Eept. p. 42, 149, v. 1 , f. 2 (1768). Bonn. Enc.

méth Erp. p. 65 (1790) - Schreid. Hist. Ampli. (1799). — Latreille Hist.

Eept. II. p. 218 (1802). — Daud. Hist Eept. Vili p. 22.5 (1803). —
Stunn Deut. Fami. Ili (1805). — Merr. Syst. Ampli, p. 184 (1820). —
Eisso Hist. X. Ili, p. 94 1826). — Fitzinger. Neu. Classif. Verz. Mus.

Wieu. p. 66 (1826). — Grarenh. Delie. Mus. Vratislav. p. 73 (1829) - Cut.

Eègue animai. Ed. Il, voi. Il, p. 115 (1829). — Wagl. Syst. Amph. p. 208

(1830) — Bonaparte Fauna italica fig. (1837) — Tschudi Classif. Batrach.

p. 91 (1838) - De Betta. Catal. Syst. Eept. Mus. p. 27 (1853) - Dum.

et Bibron Erpet. general, voi. IX, p. 62, 419 (1854) — Jan. Eept. Mus.

Mediolan. p. 54 (1857) — De Betta. Monogr. Anf. Urod. Ital. Mem. Ist.

Veiiet. XI, p. 324 (1864) — Leydig. U. die Molche d. Wlirt Fauna Archiv.

fr. naturg. p. 271 (1867) — Fatio. Faune des Vertèb. de la Suisse III. p. 498

(1872) — De Betta. Fauna ital. Eett. e Anfibi, p. 82. — Schreibei' Herp.

Europ. p. 72. — Giglioli Catal. Eett. Anf. Ital. p. 16 (1880) — Boulenger

Cat. Batr. Graden. p. 4 (1882).

Salamandra fiisca Laur. Synop. rept. p. 42, (1768).

Lacerta salamandra var. j3 Gmel. Nat. p. 1067 (1788).

Salamandra nigra —Gray Cat. Batr. Graden. Brit. Mus. p. 16 (1850) — Dugès.

Urodèles de Franca. Annales des Scienc. nat. sér. Ili, voi. XVII, p. 260, tav. 1,

fig. 8-9 (1852).

Salamandra alpestris Knauer Naturch. der Lurche. Wien. 1878, p. 118 (1).

tt — 4 esemplari. Alpi del Piemonte.

b — 13 esemplari. Monviso dal Professore M. Lessona e dal signor Carlo

PoUonera.

Capo non molto grande: piano superiormente, subconico anteriormente, corpo

mediocremente grosso subcilindrico ; coda mediocre ciclotetragona o subconica, estre-

mità tozze e relativamente poco sviluppate: quattro dita anteriori e cinque posteriori

subconici depressi, liberi intieramente; dietro al capo, due parotidi ben sviluppate,

lingua subtriangolare libera ai lati ed un po' anche posteriormente, denti palatini

disposti in due serie longitudinali variabili per lo sviluppo delle loro cui've ; esse

sono meno lunghe e meno fortemente divergenti allo indietro che nella Salamandra

macidosa. Parte superiori ed inferiori di color nero intenso e lucente, senza macchie,

pelle liscia : sui fianchi e lateralmente sulla coda, vi sono numerosi bitorzoli ghiandolare.

Dimensioni medie: Lunghezza del corpo ò m. 0,120, 9 ™- 0,130.

(I) Non si comprende il perchè il Rnauer abbia sentito il bisogno di dare ad una specie così

nota e così ben caratterizzata un nuovo nome, forse sarà stato per avere la soddisfazione di mettere

un mihi. Egli del resto non dà ragione del suo operato. Non si può a meno di deplorare questa ma-

niera e d'i fare che complica inutilmente una parte della scienza già per se stessa molto imbrogliata.

Sekie II. Tom. XXXVI. n'
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Il capo è tanto lungo come largo, e leggermente un po' più lungo che largo,

il suo diametro trasversale è leggermente più grande di quello del tronco; superior-

mente è piano, anteriormente è arrotondato e subconico, le guancie sono poco incli-

nate e più distintamente separate dalla parte superiore del capo che nella S. ma-

cuìosa: la distanza che è superiormente fra gli occhi supera di quasi del doppio

quella che è fra l'angolo anteriore dell'occhio e le narici ed è eguale a quella che

separa fra loro le narici.

5^ ì
FiG. 8.

Dusposìzione dei denti palalini delta Salamandra atra (I).

11 muso è alquanto appuntito , la mascella superiore sporge di un millimetro

circa sulla inferiore anteriormente.

La bocca è ampia e lo squarcio oltrepassa l'angolo posteriore delFocchio di

una distanza quasi eguale al diametro massimo di quest'ultimo.

L'occhio non è grande ed è sporgente il suo diametro massimo trasversale è

eguale ad una volta e mezzo circa la distanza che separa l'angolo anteriore dell'occhio

dalle narici.

I denti palatini hanno una disposizione generale analoga a quella che si trova

nella Salamandra maculosa. Le serie palatine sono variamente incurvate e sono a

questo riguardo molto variabili come si può vedere dai disegni uniti a questo lavoro.

Si può notare tuttavia che nella Salamandra maculosa, le serie dentali palatine sono

più sviluppate posteriormente e più fortemente ed anche più bruscamente divergenti.

È d'uopo pure ricordare come anche nella Salamandra atra si trovino dispo-

sizioni dei denti palatini che rassomigliano molto a quella che si osserva negli

individui descritti col nome di Salamandra carsica.

II tronco è meno grosso che nella Salamandra maculosa e un po' più assotti-

gliato verso la parte posteriore , sui fianchi vi sono depressioni verticali che hanno

l'aspetto di spazii intercostali.

11 tronco contiene tre volte circa la lunghezza del capo nei masclii, esso è un

po' più corto che nelle femmine.

Le zampe anteriori sono relativamente poco sviluppate ; ripiegate lungo i fianchi

•oltrepassano notevolmente la metà di questi. Le dita son quattro, il 1" è il più corto

di tutti, il 4° è più lungo del 1", il 2° è più lungo del 4° e il 3° è il più lungo

di tutti. Le dita sono arrotondate e notevolmente ingrossate all'apice e nella parte

inferiore.

Le dita sono intieramente libere: la faccia palmare non ha tubercoli. In

qualche esemplare si osserva tuttavia un inspessimento tubercoliforme alla base del

quarto dito.

(1) Ciedo utile di richiamare qui, come neìln Salamandra maculosa l'attenzione del lettore sulla

•disposizione frequentemente assimetrica delle due serie dentali.
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Le zampe posteriori sono poco più lunghe delle anteriori, ripiegate lungo i fianclii

nei maschi, arrivano fino alla base delle dita delle estremità, anteriori quando queste

vengono pure ripiegate lungo i fianchi ; nelle femmine arrivano invece soltanto a toc-

care ad oltrepassare di poco l'apice delle dita. Ciò dipende dalla diversa lun-

ghezza del tronco nei due sessi. Le dita sono cinque generalmente un po' più depresse

che nelle zampe anteriori. Il 1" dito è molto corto e in qualche esemplare al tutto

rudimentale : il 2° ed il 5" sono presso a clie eguali ; talvolta il 5" è un po' più

corto del 2°. Il 3° ed il 4° sono eguali e sono i più lunghi. Esse sono libere e

terminate come nelle zampe anteriori. Qualche volta si osserva uno ispessimento tu-

bercoliforme alla base del 5" dito.

La coda non è molto sviluppata ed ora è subconica , ora ciclotetragona. Essa

presenta delle solcature trasversali che la fanno sembrare segmentata. L'apice è più

meno appuntito, inferiormente si osserva spesso un solco longitudinale mediano che

parte dall'apertura cloacale e si estende pei due terzi ed anche per tutta la coda.

La lunghezza della coda è variabile ma generalmente in limiti ristretti, ora essa è

lunga come il corpo senza il capo; ora è lunga come il corpo col capo o in rari

casi, poco di più, nei maschi è spesso un po' più lunga.

La pelle è liscia e lucente, le parotidi sono ben sviluppate e in complesso poco

variabili di figura e di dimensioni. Esse sono due volte più lunghe che larghe, i pori

sono grossi e numerosi. Dietro all'occhio sulla mandibola superiore, all'angolo dei

mascellari vi è un piccolo rigonfiamento ghiandolare separato da un solco profondo

dalla parotide, esso porta vari pori grossissimi. Questo rigonfiamento l'ho trovato

molto costante. Lungo i fianchi vi sono numei'osi e spiccati rigonfiamenti ghiandolari

che si continuano talvolta anche per un piccolo tratto sui lati della coda. Nella

regione posteiiore dei femori e delle tibie vi sono generalmente due rigonfiamenti

ghiandolari, il loro sviluppo è tuttavia molto variabile.

Lungo la linea vertebrale si osservano generalmente, ma non sempre, superior-

mente dal capo all'apice della coda numerosi por:^ ghiandolari.

La ripiegatura golare è ben evidente. Le parti inferiori sono spesso granulose.

Il colore delle parti superiori è inferiori è nero lucente senza macchie ; le parti

inferiori sono spesso più chiare delle superiori, soprattutto sotto la gola dove talvolta

si ha del bruno scuro.

L'animale conservato a lungo nell'alcool perde a poco a poco il colore nero

quasi uniformemente.

La colorazione dei giovani è uguale a quella degli adulti.

Non vi sono notevoli differenze sessuali di colore.
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Di.mensinni.

9 9 9 Ó 9 J"^- 9 à Ó

Lunghezza totnle . . . . m. 0.129 0,143 0,135 0,143 0,138 0,092 0,130 0,109 0,001

» del capo ... » 0,017 0,018 0,017 0,016 0,015 0,011 0,015 0,012 0,011

Larghezza » ... » 0,0)7 0,018 0,016 0,017 0,014 0,011 0,015 0,012 0,011

Lunghezza del tronco ... » 0,0.54 0,054 0,054 0,057 0,057 0,037 0,051 0,046 0,038

» della coda ... » 0,0.58 0,071 0,064 0,070 0,066 0,044 0,064 0,051 0,042

» delle zampe anteriori » 0,025 0,024 0,023 0,024 0,020 0,017 0,020 0,020 0,016

» delle zampe posteriori » 0,026 0,027 0,025 0,024 0,022 0,019 0,021 0,022 0,017

» delle parotidi . . » 0,010 0,011 0,009 0,010 0,009 0,008 0,009 0,009 0,008

Larghezza delle parotidi . . » 0,005 0,005 0,004 0,004 0,004 0,003 0,004 0,004 0,004

La Salamandra atra è molto interessante per la maniera della sua riproduzione

die venne studiata per la prima volta dallo Schreibers (Meisner naturg Anz. d. allg.

schw. Ges. 1819 e Isis 1833), le osservazioni vennero in parte completate dal Fatio

(Faune des Vertébrés Suisse , III, p. 505 e seg). In Italia non vennero fatte che

io mi sappia osservazioni in proposito.

L'accoppiamento pare abbia luogo dalla metà di giugno alla metà di agosto, se-

condo le località e le circostanze, pare che l'accoppiamento si faccia in certe circostanze

speciali anche nella terra. Lo sviluppo che è tutto interno dura circa undici mesi.

Come è noto, due sole sono le uova che si sviluppano e producono due feti

che nascono uno dopo l'altro avendo già percorso nel seno materno gli stadi larvali,

e misuranti da 42 a 54 millimetri. I piccoli nascendo sono sprovvisti di involucri.

Questi piccoli sono al tutto simili agli adulti e secernono di già il liquido velenoso

cutaneo come gli adulti.

La Salamandra atra è essenzialmente specie dell'Europa media, e soprattutto

delle regioni montagnose. Essa vive a notevoli altezze sul livello del mare discendendo

solamente al disotto dei 900 o 800 metri sul livello del mare, e salendo fin verso i

8000. Essa vive sotto i sassi delle praterie alpine, fra le radici degli alberi nelle scre-

polature delle roccie nelle piccole vallate ombrose e fosche, scavate dai ruscelli alpini.

E facile trovarne poco prima e poco dopo la pioggia nei prati e sui sentieri delle Alpi.

In Italia questa specie è fino ad ora esclusivamente alpina: ma la sua distri-

buzione geografica anche nella catena stessa delle Alpi è molto incompiutamente

conosciuta.

Le località nelle quali venne fino ad ora trovata con sicurezza questa specie

sono, a quanto ho potuto riconoscere, le seguenti:

Varie località del Tirolo, della Stiria e del Friuli, Belluno, Bosco del Consiglio

(Veneto), Valle di Scalve e monte Presolana a 1800 e a 2000 metri sul livello del

mare (Presciano) (1). Valdieri , Monviso. In questa località è abbastanza frequente.

(1) De Betta, Alcune note erpetoluykhe. Atti K. Istitut. Venet., Ser. V, voi. IV, 1^78.
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Fino ad ora non venne incontrata questa specie nelle valli Ossolane, nella valle

d'Aosta, nelle valli di Susa, ecc.

Specie erroneamente citate dagli autori come linvenute in Italia e specie rin-

venute in località considerate da vari autori, come appartenenti al territorio faunistico

italiano.

Frotcus mtguinus Laur.

Questa specie vive nelle acque sotterranee delle Alpi della Carniola e in Dal-

mazia. Essa venne citata come esistente in Sicilia dal Davy, ma la cosa non venne

mai confermata.

Triton hlasii de l'Isle.

Triton marmoratus (Latr). Queste due forme vennero erroneamente citate da

vari autori come abitanti l'Italia, confondendo con esse alcune varietà di colorazione

del Triton crisfatus s. sp. kareìhiii.

Triton palmatus (Schneid). Anche questa specie venne erroneamente citata

come abitante l'Italia; essa venne confusa colla s. sp. meridionalis del Triton vul-

garis (Linn.).

Il Bedi-iaga sul suo lavoro. Ueber die geograpbische verbreitung der'europaischen

lurclie (1) indica per le varie località italiane le specie seguenti fondandosi sui lavori

degli autori precedenti.

Penisola Appenninica.

1. Triton taeniatiis — 2. Triton cristatus — 3. Triton alpestris — 4. Sa-

lamandra macuìosa — 5. Salamandrina perspicillata — 6. Spelerpes fuscus —
7. Salamandra atra (2).

Sicilia.

1. Salamandra macuìosa (3).

Sardegna.

1. Spelerpes fuscus — 2. Euproctus Eusconii — 3. Salamandrina per-

spicillata — 4. Salamandra macuìosa (var. Corsica) (4).

Corsica.

1. Salamandra macuìosa var. Corsica. — Euproctus montanus.

(1) Soc. des Nat. de Moscou, 1880.

(2) (3) Questi elenchi possono essere conservati tali e quali , salvo le osservazioni esposte sopra

rispetto alle forme di T, cristatus e T. taeniatus (T. vulgaris) che si trovano in Italia.

(4) Da questo elenco bisogna togliere la Salamandrina perspicillata. Ho detto sopra le ragioni

per le quali non credo si possa stabilire una var. Corsica della Snlamandra macuìosa.
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SPIEGAZIONE DELLE FIGURE

Tavola I.

(Le figure, salvo indicnzione in contrario sono di grandezza naturale).

PiG. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. — Siyelerpes fuscus. Fig. 7 , a /> zampa poste-

riore , a vista inferiormente : e zampa anteriore.

» 9, 10, 10'''^ 11. 12, 13, 14, 15, IQ. - Salamandrina lìerspiciìlata.

Fig. 13, a zampa ant. , h zampa posteriore viste inferiormente.

» 17, 18, 19, 20, 21. — Salamandra maculosa. 17 di Torino. 18, 19, 20,

21 di Corsica.

» 22. Bocca e denti palatini della Salamandra carsica figurata (da Bona-

parte. Iconografia della Fauna italica).

» 23, 24, 25. — Salamandra atra. Fig. 25, estremità posteriore vista in-

feriormente.

» 26,-27. — Triton alpestria . in livrea d'amore dei contorni di Genova.

26 femmina e 27 maschio.

» 28, 29, 30. — Salamandra maculosa {Salamandra carsica Savi tipo del

Savi), 29 zampa posteriore, 28 zampa anteriore.

Tavola II.

Fig. 1. 2, 3, 4, 5, 6, 7. — Triton cristatus subsp. karelinii. Fig. 1 9 di Vercelli.

Fig; 2 5 in amore di Novara 3 , 4 , ^ di Ancona. 6
, 9 ^^ Ancona

,

capo visto superiormente, 7 ó di Ancona, capo visto superiormente.

» 8, 9. — Triton cristatus 9 subsp. longipes , del Gran Sasso d'Italia.

» 10. — Triton cristatus ò in amore, forma tipica. Svizzera.

» 11, 12, 13, 14. — Triton vulgaris subsp. meridionalis 11 ó in amore

del Veneto. 12 ó in amore di Torino. 13 9 in amore di Ancona. 14

5 in amore di Ancona.

» 15. — Triton vulgaris, forma tipica, estremità caudale. Svizzera.

Fig. 16. — Estremità caudale del Triton palmaius. Svizzera.

» 17. — Triton alpestris ò Rovereto.

» 18. — Cranio di Triton palmatus.

» 19. — Cranio di Triton cristatus.

» 20, 21, 22. — Euproctus montanus di Corsica. 20 maschio. 21 giovane

22 cranio (da Bedriaga).

» 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30. - Euproctus Busconii, Sardegna; 23 ó, 24

zampa posteriore, a tubercolo fibulare; 30 giovane; 28 larva. Fig. 27 coda

di un maschio ; 2 6 rialzamento cloacale del ó ; 25 zampe antei'iori (a) e

posteriore (h) della 9; * sporgenza fibulare. Fig. 29 cranio (da Bedriaga).

.-."W \, \- \.'\.
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SULLE

PROPRIETÀ TERMOELETTRICHE

DELLE LEGHE

STUDIO SPEI\I MENTA LE
DI

ANGELO BATTELLI

Approvata nell'adunanza del 15 Ghigno 1S84

Fu notato da valeati fisici, e dallo stesso Seebeck (*), scopritore della termo-

elettricità, che nelle leghe metalliche, per poco Tengano alterate le proporzioni dei

metalli componenti, si producono spesso grandi yariazioni nel potere termoelettrico

delle leghe stesse, e che anzi nella scala termoelettrica esse non prendono tutte un

posto intermedio fra i metalli di cui sono formate.

Già varii fisici determinarono la forza elettromotrice di coppie formate da una

lega e da un metallo e fra essi va notato specialmente E. Becquerel (**) , che studiò

un numero considerevole di leghe, accoppiandole con un filo di rame e paragonando

la loro forza elettromotrice con quella di una coppia idroelettrica.

Il Eollmann (***) , studiò l'influenza della composizione sulle proprietà termo-

elettriche delle leghe, sperimentando sopra ciascuna a due temperature notevolmente

diverse; ma egli usò un metodo che permetteva poca precisione, e non tenne conto

esatto del rapporto fra i pesi dei due metalli componenti.

I soli Professori Xaccari e Bollati (****) hanno sinora esaminato come varii la

forza elettromotrice di alcune di tale coppie, al variar della temperatura. Essi speri-

mentarono sopra leghe di antimonio e piombo, e di antimonio e stagno a cinque o

sei temperature diverse ; e descrissero quindi i relativi diagrammi , ma altre occupa-

(*) Seebeck., Poggendorff's Annalen, VII, 148 ('826).

(") Becquerel, Ann. de Chim. et Physique, IV Sarie, Tomo Vili.

C") RoLLMANN, Poggendorff's Annalen, LXXXIII , 77 (18.51); LXXXIV. 275 (I8.dI); LXXXIX.
50 11853;.

(""*) N.^ccARi e Bellati. — latorno all'infiiienza della temperatura e delle proporzioni dei me-

talli componenti sulle proprietà termoelettriche di alcune leghe. — 'W Elettricista. 1877.



488 SULLE PROPRIETÀ TERMOELETTRICHE DELLE LEGHE

zioni li clistolsero poi dall'estendere il loro studio ad altre serie di leghe, onde de-

durne qualche legge generale.

Mi parve quindi utile intraprendere nuove ricerche su tale argomento, tanto più

che dalle due tavole del Naccari e del Bollati già s'intravede qualche cosa di comune

ad ambedue le serie di leghe, che, cioè, i loro diagrammi si accostano al diagramma

di uno dei due metalli, anche quando nella composizione l'altro sia in eccedenza.

Ho fusi i singoli metalli e le leghe entro un crogiuolo di terra refrattaria, e li

ho versati poi in una forma costituita da due grosse lastre di ferro, che, combaciando

insieme, lasciavano in mezzo una cavità cilindrica della lunghezza di 20'""'*, e del

diametro di 5°"°-, che erano le dimensioni, che dovevano avere le aste metalliche

da adoperarsi.

Onde ottenere legìie ben omogenee, ho avuto sempre cura di agitarle ripetuta-

mente nel crogiuolo con un bastone di vetro ; e per di più, i cilindri ottenuti con

una prima fusione, li spezzavo e li fondevo nuovamente. Siccome poi l'ossidazione

ineguale dei due metalli, durante il riscaldamento, avrebbe alterate le proporzioni dei

medesimi, ho mantenuto sempre alla bocca del crogiuolo una viva fiamma, gettando

nel crogiuolo stesso dei pezzi di paraffina.

Alle estremità dei cilindretti cosi, ottenuti saldai due fili di pakfong, che man-

tenni sempre gli stessi per tutte le leghe; e determinai la resistenza di ogni coppia

in tal modo formata, quantunque tali resistenze siano quasi uguali fra di loro, attesa

la grossezza dell'asta.

L'apparecchio da me adoperato, onde portare le due saldature a temperature

diverse, differisce e da quello di Kollmann, e da quello di Naccari e Bollati: giacche

il primo, come già dissi, non consente una grande precisione; il secondo, quantunque

opportuno pei metalli e per le leghe studiate con esso, non avrebbe forse dato buoni

risultati per leghe molto più conduttrici del calore, quali erano alcune di quelle sulle

quali ebbi a fare le mie esperienze. E, in vero, in tale caso ebbi ad osservare, che

trovandosi immerse nell'aria le due saldature, passava da una estreniità all'altra del-

l'asticella una considerevole quantità di calore; e il bulbo del termometro che stava

a contatto della saldatura meno calda non ne assumeva la temperatura. Anzi ho

anche tentato di tuffare una saldatura in un tubo di petrolio, il quale era immerso

alla sua volta in un vaso di ghiaccio fondente, ma non fui soddisfatto nemmeno di

questo artificio. Perciò ho ricorso al seguente apparato.

Ho preso un recipiente cilindrico pieno d'olio, nel quale era immerso un altro

recipiente cilindrico pieno d'olio anch'esso ; il secondo passava attraverso un'apertura

circolare, praticata nel coperchio che chiudeva il primo, sporgendo al di sopra di l""''

circa. Per un altro foro , che era nel coperchio, un agitatore poteva scorrere nello

spazio anulare interposto fra le pareti dei due recipienti, e un secondo agitatore scor-

reva pure nel recipiente interno. A distanza di circa 5°'"' era collocato un terzo re-

cipiente pieno d'olio, munito di agitatore.

Le asticelle metalliche furono piegate ad U e immerse colle loro estremità nei

due vasi ; e affinchè avessero posizione fissa, si saldò con mastice un pezzo di sughero

all'orlo del secondo recipiente, e in una scanalatura praticata nel sughero medesimo

si adagiò l'asticella, e vi si fermò solidamente con ceralacca.
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Fra i due recipienti stavano più schermi di latta e cartone. Il primo recipiente

veniva riscaldato al di sotto con una lampada, e contemporaneamente si agitavano

i liquidi in ambedue i vasi: così si poteva ritenere per certo che le due saldature

prendessero rispettivamente la temperatura del bagno in cui erano immerse.

Tali temperature erano segnate da due termometri che scendevano nei due re-

cipienti in modo che i loro bulbi combaciassero perfettamente con le saldature

delle leghe.

I termometri erano divisi in gradi, ma per mez;;o di una lento si potevano leg-

gere i decimi di grado. A metà della colonna termometrica che sporgeva dal bagno

più caldo, si teneva sempre un piccolo termometro, che ne segnasse la temperatura,

onde fare le correzioni dovute. Di ogni termometro poi si erano con esattezza deter-

minati i punti fondamentali, e di tratto in tratto nel corso delle esperienze si ripetè

questa operazione.

Dei due fili di pakfong, uno andava a pescai-e in un bicchierino di mercurio,

l'altro veniva congiunto a un torchietto di un galvanometro a riflessione. All'altro

torchietto del galvanometro stesso era congiunto un filo di rame, che metteva a un

reocordo, dal quale partiva un altro filo di rame, che poteva essere immerso- nel bic-

chierino di mercurio.

Cos'i veniva a formarsi un circuito, che si poteva chiudere o aprii'e a piacimento,

immergendo o togliendo dal bicchierino il filo di rame.

Fu determinata la resistenza dei due rocchetti del galvanometro a riflessione ado-

perando diversi metodi, e prendendo poi la media dei risultati; ne fu trascurata la

resistenza dei fili di congiunzione.

II reocordo venne campionato con tutta diligenza per mezzo di un'unità e di

un reostato Siemens.

Quando i due termometri segnavano temperature costanti e opportune, si pro-

cedeva alla determinazione della forza elettromotrice della coppia formata dalla lega

metallica e dal pakfong. E chiaro che rappresentando con R, la resistenza della coppia,

con J?, quella del galvanometro, e con U^ la resistenza esterna (inserita per mezzo

del reocordo), la forza elettromotrice sarà data da

dove I è l'intensità della corrente.

Per conoscer il valore della corrente che produceva nel galvanometro una data

deviazione, s'inserì nel cii'cuito ima coppia Danieli accuratamente preparata, e va-

riando la resistenza esterna, si osservarono sulla scala le posizioni dell'ago del gal-

vanometro.

in questa determinazione la deviazione era sempre così piccola,^ che si poteva

ammettere la proporzionalità fra la deviazione stessa e l'intensità della corrente che

la produceva.

Prendendo per unità di forza elettromotrice quella della Danieli, e indicando

con K l'intensità della corrente che produceva una deviazione corrispondente a una

Seeie il Tom. XXXVI. o'
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divisione della scala, con n il numero delle divisioni osservate quando la resistenza

del circuito era di i? unità Siemens, si aveva

è—-
^ 1 •

da cui -n = -=.— -

Bn

Moltiplicando ogni volta questo numero K pel numero delle divisioni corrispon-

denti a una data deviazione, si aveva l'intensità della corrente che attraversava il

circuito.

Per K si assunse un medio valore dedotto da un gran numero d'esperienze fatte

nelle condizioni indicate.

Siccome però nel corso delle esperienze da farsi con le coppie termoelettriche

occorreva sorpassare i limiti entro i quali la detta proporzionalità si verificava ; cosi

venne costruita una tavola di correzione per le deviazioni eccedenti quei limiti.

ìTel fare ciascuna determinazione del numero n di divisioni corrispondenti alla

corrente 'prodotta da una data coppia termoelettrica, procedeva così. Eaggiunta la co-

stanza della temperatura a cui voleva portare la prima saldatura, regolando opportu-

namente la grandezza e la posizione della fiamma, leggeva subito nella scala la posi-

zione di riposo dell'ago del galvanometro ; e poi, inserita un'opportuna resistenza per

mezzo del reocordo, chiudevo il circuito, e leggeva la nuova posizione dell'ago; indi

apriva un'altra volta il circuito, e rifacevo la lettura della posizione di riposo. Pren-

dendo la media fra la Ve la 3^ lettura, venivo a correggere i piccoli errori che si

avrebbero avuti per le variazioni dell'azione magnetica terrestre sopra un ago così

sensibile come quello del galvanometro.

Poi variando la resistenza del reocordo, tornavo a fare una seconda determina-

zione del numero n . indi ima terza, e talvolta anche una quarta. Facevo poi la media

fra tutte queste determinazioni. Si noti che in questo fi'attempo i tre agitatori erano

in continuo movimento, per conservare la temperatura costante in ambedue i bagni.

In tal modo per ciascuno dei metalli e delle legl;e sottoposti allo studio, deter-

minai i valori delle forze elettromotrici in sei o sette punti diversi: e con questi

valori descrissi una cnrva, portando sulle ascisse le differenze delle temperature del

bagno più caldo da una temperatura arbitraria, e sulle ordinate il valore corrispon-

dente della forza elettromotrice. Siccome il bagno più freddo non si manteneva a tem-

peratura costante, conveniva ridxuTe le forze elettromotrici ai valori che avrebbero

avuto nel caso della perfetta costanza della temperatura del bagno più freddo.

Il Tait (*), applicando alle equazioni del Thomson le conseguenze di una sua

pai'ticolare ipotesi dedotta dal principio della degi-adazione dell'energia, giunse a con-

cludere, che la forza elettromotrice d'una coppia termoelettrica può rappresentarsi così:

E=A{T^~ T,)
(^

^0-^^^') (1)>

(*; T.ur, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 1S70-7
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dove Tj e T.^ sono rispettivamente le temperature assolute della saldatura più calda

e della più fredda, e yl e 1\ sono due costanti, le quali dipendono dalla natura dei

metalli che formano la coppia.

Inoltre l'esperienze di Avenarius (*) e quelle dello stesso Tait (**) hanno posto

fuor di dubbio che la forza elettromotrice di una coppia termoelettrica vien espressa da

E{T^t) = a(T,-i)^h{T^-tf,

dove a a h sono due costanti e T^ e t sono rispettivamente le temperature delle due

saldature.

Se scriviamo il valore della forza elettromotrice per un'altra temperatura T„

della prima saldatura, ammettendo che t rimanga costante, e poi sottragghiamo questo

valore dal precedente, avremo:

a
ponendo ^o~'^+ ^' ^ A= — 2b,

e cosi siam giunti all'equazione (1), la quale perciò rimane verificata anche dall'e-

sperienza.

Avendo io descritte le curve che danno l'andamento della forza elettromotrice al

variare della temperatura T-^, ho potuto facilmente per mezzo di queste calcolare la

formola (1) per tutti i metalK e le leghe studiate. E per metterne poi più chiara-

mente a confronto le proprietà termoelettriche, ho seguito il metodo grafico del Thom-

pson; secondo il quale si prende sull'asse delle ordinate la quantità —— e su quello

delle ascisse la temperatura.

Dalla (1) si ha:

Perciò il diagramma si riduce ad una retta che taglia l'asse delle ascisse nel

punto corrispondente a T^; T^, è il punto detto neutro dal Thompson : e la quan-

tità A rappresenta la tangente trigonometrica dell'angolo d'inclinazione del diagramma

con Tasse delle temperatirre.

Faccio notare che, invece di prendere per T^ e T^ le temperature assolute, ho

preso le temperature centesimali; le indicherò quindi con t^ e 4-

Per uniformarmi poi alla rappresentazione data dal Tait per molti metalli, ho

espresse le forze elettromotrici in microvolt; ed ho fatta coincidere con l'asse delle

ascisse la retta del piombo, non quella del pakfong, togliendo o aggiungendo alle

forze elettromotrici ottenute per ogni lega, quelle corrispondenti della -coppia piombo-

pakfong.

(*) AvENARics, Poggendorffs Anno.len, CXIX, 406 (1863).

('• Tait, Trans, of the R. S. of Edinb ,
XXVIT, 125 (1872-73).
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Esperienze sulle leghe Bismuto-Antimonio.

Ho sperimentato sopra undici leghe di Bismuto e Antimonio affine di esaminare

minutamente l'influenza delle proporzioni e studiare anche leghe in cui entrino grandi

eccessi di ciascuno dei due metalli rispetto all'altro.

La composizione di tali leghe è indicata nel seguente prospetto.

COMPOSIZIONE ATOMICA RAPPORTI IN PESO
LEGHE ^ ' _

Antimonio Bismuto Antimonio Bismuto

r 25 14,50 1

2^ 8 4,64 1

3' 4 2,32 1

A' 2 1,16 1

5° 1 1,72

6^ 2 1 3,44

7» 6 1 10,32

8^ 7 1 12.04

9" 8 1 13,76

10" 2 17 1 14,62

11' 1 10 1 17.20

E qui debbo subito notare che per la grandissima fragilità del bismuto, del-

l'antimonio e delle loro leghe, riusciva assolutamente impossibile il piegarle ad TI
,

onde ho ricorso a quest'altro espediente per costruirle. Ho preso dei tubi di vetro

della lunghezza di 20"" e del diametro interno di S""-; e li ho rivestiti con strisce

di carta, legandoli poi strettamente con refe. Quando i metalli e le leghe erano fusi,

li versavo in queste specie di forme; il vetro, per l'alta temperatura a cui passava

d'improvviso, si rompeva, ma però manteneva la sua forma, perchè era ben fasciato

dalla carta. Quando tutto si era raffreddato non v'era che da togliere gU strati di

carta ed i frantumi di vetro, onde avere la lega adatta per essere collocata nel-

l'apparecchio.

Eiferisco nelle tabelle che seguono i valori delle forze elettromotrici ottenute

coU'osservazione per ogni coppia, a diversi intervalli di temperatura. E avendo poi



ANGELO BATTELLI 493

per mezzo di questi determinate le costanti A^^ T^ nella formola sopra indicata, ho

notato in una colonna di ciascuna tabella i valori delle forze elettromotrici calcolati

per mezzo di detta formola.

Faccio ricordai-e che, nelle tabelle stesse, E è espressa in microvolt.

i" COPPIA — (antimonio-piombo)

41,

58, 9

81,

101, 5

116, 4

131,

150, 5

t.

15°, 8

15, 8

16 ,

16 , 4

16 , 6

17 ,

17 , 2

osservato

+ 888, 90

+ 1611, 40

+ 2552, 00

+ 3500, 80

+ 4261, 50

+ 5011. 10

+ 6108, 00

calcolato

+ 897, 31

+ 1604, 89

+ 2553,23

+ 3506, 70

+ 4250, 61

+ 5012, 00

+ 6101, 30

li" coppia —- (bismuto-piombo)

f.

45,00

61,00

80,20

103, 4

121, 5

134,00

149,50

t.

16",

16 , 2

16 , 2

16 , 4

16 ,6

10 , 8

17 ,

osservato

- 925, 00

— 1449, 30

-2109, 50

-2931, 00

-3580, 20

-4047, 50

-4682, 00

calcolato

- 925,97

-1451, 41

— 2108, 86

2925, 23

-3585, 51

-4045, 30

4633, 32

E=-0,1833(^^-g [-165,86-^-) E= 0,0576 (^j-^,)/- 523,86 --^^^j

III" coppia — (lega 1" - piombo) IV" coppia — (lega 2" - piombo)

^1 h

I

osservato

1

calcolato
h h

i

osservato

1

calcolato

38, 2 14°, 2 809, 70 + 805, 66 40, 00 15°, 4 607, 20 • 609,91

59, 14, 4 1547, 60 + 1543, 72 64, 50 15, 8 1061, 40 1059, 62

80, 5 15, 2380, 00 + 2338, 65 89, 30 16 , 1919,20 1916, 17

98, 15 , 4 + 3020, 50 + 3022, 12 107,40 16 , 2 2420,40 2428, 40

118. 8 16 , + 3859, 70 + 3869, 78 131, 00 16 , 4 3125, 60 3126, 82

132, 2 16 , 2 + 4456, 20 + 4444, 39 147,40 16, 8 3774, 20 3772, 56

149, 16 , 4 + 5190, 00 + 5191, 79
1

E=- 3,00987 :h-*2) (-3u. -ili) E^-i ,05417('t^-t,){-^^--'^')
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Y° COPPIA —- (LEGA 3''' - piombo) vi" COPPIA— (lega 4' - piombo)

Lega: Sh^ Bi^ Lega: Sb.^ B i^

h h

]

osservato calcolato
h *2

E

osservato calcolato

38,00 16°, 364,5 367,0 42, 8 15°, 4 41,20 40, 00

57, 4 16 , 2 703,0 712, 55, 8 15 , 4 59,20 59, 16

78, 2 16 , 4 1137,0 1107,60 85, 5 15, 4 102, 50 103, 33

101, 4 16 , 4 1562,0 1592,62 100, 16, 123, 60 124,21

119,20 16 , 8 1952,

4

1957, 15 125, 5 16 , 6 161,90 161, 95

140, 17 , 2 2432,

2

2420,0 153, 5 17 , 2 205, 30 204, 02

151,20 17, 4 2690, 2684, 50

^=-0 03800
(
t,-g(-ui-':'') E=--0,00065(^j-y(-2217,6°-A^2)

VII COPPIA— (lega 5'- piombo) Tin" COPPIA -— (lega 6" - piombo)

Lega: Sb^ Bi^ Lega: Sb^ B /'.,

h h

1

osservato

11

calcolato
^1 ^2

]

osservato calcolato

46, 8 17°, - 29,50 - 29,83 42°, 16°, 8 - 310,50 - 309.64
1

69, 8 17,4 - 80,20 - 81,82 68 ,
8 17 ,

- 809,30 - 806,97

87, 2 18 , 2 -139,00 -137,82 91
, 5 17, 4 -1362,20 -1363,00

105, 18 , 2 -210,40 -210,37 112, 4 17, 6 -1985,60 -1987,62

127, 5 18 , 2 -322,50 -323,80 129
,
4 17 , 8 — 2570,20 -2569,80

145, 5 17 , 7 -432,60 -432,18 150
,

18 , -3378,30 -3379,00

i:= 0,0479
(\-Q Uv-m ^== 0, 2438 (/^j -g(-2i° -'4^')
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IX' COPPIA — (lega 7" - piombo) x" coppia — (lega 8" - piombo)

Lega : Sb^ B ig Lega : Sb^ Bi^

h i-2

E
h h

E

osservato calcolato osservato calcolato

47°, 2

...

16% 2 -9141,20 -9143,60 39, 4 16°, - 721,20 - 723,50

58 , 4 Ui , 4 -1830,00 -1324,68 57, 2 16 , 2 — 1349,50 - 1358,60

69, 8 16 , 6 -1709,60 -1711,58 80, 00 16 , 6 -2270,30 -2262,38

88 , 5 16 , 6 -2467,50 -2470,51 95, 50 16 , 6 -2961,20 -2960,67

115 , 17 ,
- 3671,80 -3673,00 109, 4 16 , 8 - 3626,50 -3626,80

139 . 4 17, 4 - 4929,50 -4924,62 130, 2 17 , 2 -4708,40 -4704,82

148, 3 17 , 6 — 5690,00 -5694,31

E=0 2328 {f -g(-95'-'^1 E--=0, 283 (^j--g(-105-^1
.

xf coppia — (lega 9^^ - piombo)

Lega: Sb^ Bi^

h h

87, 4 16°,

60, 16 ,

89, 8 16 . 4

108, 16
,
8

129, 2 17 .

150, 17 . 2

osservato calcolato

1315,20

2762,80

4716,90

5960,30

7448,20

8950,00

1320,68

2765,12

4723,71

5954,33

7444,55

8952,30

XII' coppia — (lega 1 0" -piombo)

Lega: Sb.-, Bi^^

t.

44°,

7

55 ,6

79 , 4

92 , 8

115 ,

127 ,0

150 , 8

L

16°, 4

16 , 4

16 , 6

16 , 8

17 ,

17,4

17 , 8

osservato calcolalo

2060, 20

2842,20

4458, 60

5320, 30

6786,40

7268,80

8951, 70

ì;=0,01002 (^i-g(-^ 89.2-
tj+ t^)

2060, 60

2834, 15

4463, 00

5321,50

6783, 32

7269, 60

8953, 65

\ E=0,1027 {t^-t,)( 7AO-^-^)
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(XIII" COPPIA (lega ll'-PIOMBO)

Lega Sb^ Bi^^

h h
E

osservato calcolato

39, 17°, 1645, 20 1640, 52

51, 8 17 , 2 2560, 30 2554, 92

69, 2 17, 4 3786, 30 3789, 25

84, 4 17, 4 5095, 80 5096, 85

100, 17 , 6 5855, 90 5860, 80

121, 5 17 , 8 7080, 60 7082, 68

146, 8 18 , 2 8770, 20 8765, 00

jE'= 0118 ( t-t,){^mh--'!'•)

Pongo da ultimo in un prostretto i valori dei punti neutrali e delle tangenti

trigonometriclie per ogni metallo e per ogni lega, affinchè più facilmente se ne possa

fare il confronto.

Metalli e Leghe
PUNTO NEUTRO

RISPETTO AL PIOMBO

TANGENTE TRIGONOMETRICA
dell'angolo'

con la linea del Piombo

SI - 166°, 86 - 0, 1833

P Sh-^Bi^ - 314, 00 — 0, 0987

2'' Sb^ Bi^ - 430 , 00 - 0, 05417

3^ Sb^ Bi^ - 446 , 00 - 0, 03800

4^ Sb, Bi^ - 2217 , 6 - 0, 00065

5' Sb^ Bi^ + 11 , 00 + 0, 0479

6" Sb^ Bi, - 21 , 00 + 0, 2438

T Sb^ Bi^ - 95, 00 + 0, 2338

8" Sb, Bi^ - 105 , 00 + 0, 2320

9^ Sb^ Bi^ - 589, 2 + 0, 1002

10' Sb, BL .
1 o * D

+ 740 , 00 + 0, 1027

ir Sb, Bi,^ + 659 , 00 + 0, 1118

Bi — 524 , 96 - 0, 0576



, ANGELO BATTELLI 497

Per mezzo poi di tali costanti applicando la forinola

^= ^^'0-0,

ho eostruito nella tavola P i diagrammi che rappresentano graficamente il fenomeno.

Se si pon mente così al prospetto, come ai diagrammi, si scorgono subito alcune par-

ticolarità degne di nota. Innanzi tutto il diagramma della lega quinta in cui i due

metalli sono in proporzioni eguali, si accosta di molto al bismuto, e quello della lega

sesta che contiene il doppio d'antimonio, si trova quasi alla medesima distanza dai

diagi'ammi dei due metalli.

I diagrammi delle leghe in cui prevale il bismuto si avvicinano al diagramma

del metallo stesso, tanto più, quanto più il bismuto è prevalente, finche lo raggiun-

gono e poi lo sorpassano. La lega decima {Si^ Bi^_^) fra tutte ha il diagramma

più lontano, mentre quello dell'undecima (Sb^Bi^^^) comincia nuovamente ad abbassarsi.

Invece non v'è nessuna lega, il cui diagramma oltrepassi entro i limiti delle

esperienze, quello dell'antimonio, quantunque nella lega I' {Sb.-,- B i-^) vi sia un gran-

dissimo eccesso di tale metallo.

Se si considera poi l'andamento dei punti neutri e delle tangenti trigonometriche,

si vede che la prima lega ha il punto neutro più basso che quello dell'antimonio, e

la tangente trigonometrica più piccola ; e di mano in mano che vanno diminuendo le

proporzioni dell'antimonio, il punto neutro va abbassandosi, e la tangente trigonome-

trica impicciolendosi fino a che l'uno e l'altra raggiungono un valore infimo per la

lega quarta, la cui retta, fra quelle che stanno al di sotto della linea del piombo

è la più vicina a questa ; al di sopra della linea stessa, i punti neutri che dapprin-

cipio sono relativamente alti, si vanno sempre più scostando fino a punti lontanissimi,

e finiscono per trasportarsi dalla parte opposta, diventando positivi ; le tangenti tri-

gonometriche vanno sempre abbassandosi fino a raggiungere un minimo per ricomin-

ciare poi a crescere quando i punti neutri sono passati dalla parte positiva.

In altre parole , cominciando dalla prima lega , i diagrammi si fanno sempre

meno inclinati alla linea del piombo, sino a diventarle pressoché paralleli
;
poi le si

inclinano della parte opposta, le passano al di sopra, e poi cominciano nuovamente

a diminuire la loro inclinazione fino a raggiungere quasi il parallelismo una seconda

volta: e finalmente tornano ad inclinarsi dalla parte opposta.

I diagi-ammi stessi danno la forza elettromotrice di una coppia composta da

due dei metalli o delle leghe studiate. Basta valutare l'area del quadrilatero che ha

per lati le ordinate spettanti alle temperature delle due saldature, e i tratti com-

presi tra quelle dei diagi'ammi spettanti alle due sostanze che formano la lega. Pren-

dendo e 100 per temperature delle saldature, e dando segno positivo alle forze

elettromotrici che hanno lo stesso segno della coppia antimonio-piombo, si vede che

nessuna delle coppie studiate ha forza elettromotrice maggiore della coppia antimonio-

piombo ; e che prendendo a considerare le coppie nell'ordine in cui va crescendo la

proporzione del bismuto, si trovano valori delle forze elettromotrici che vanno sempre

più accostandosi a quello della coppia bismuto-piombo, lo oltrepassano e raggiungono un

massimo (lega decima), dopo di che discendono fino al valore stesso di quella coppia.

Serie II. Toh. XXXVI. v'
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Se per rappresentare le esperienze, si adotta il partito di costruire i valori delle

forze elettromotrici dei singoli metalli e delle leghe in funzione della temperatura, si

vede che le curve spettanti alle leghe invece di distribuirsi nello spazio compreso fra

le curve spettanti ai due metalli in modo corrispondente alla composizione delle leghe

stesse, s'accostano alla ciu'va del bismuto, e per certe leghe , oltrepassandola, escono

da quello spazio.

Tutto questo si potrebbe anche rappresentare graficamente portando sulle ascisse

i numeri rappresentanti le parti di bismuto che con 1 di antimonio, costituiscono

ciascuna lega ; e sulle ordinate i valori delle rispettive forze elettromotrici. Si avrebbe

una curva che comincia dall'ordinata dell'antimonio, s'avvicina all'asse dell'ascisse, lo

taglia e sale dall'altra parte fino a raggiungere un'ordinata massima che è più grande

di quella spettante al bismuto; poi discende sino all'estremità, dell'ordinata stessa

del bismuto.

Già il Becquerel, mantenendo sempre a 0° e a 100° le saldature delle coppie

su cui sperimentava, avea trovate delle leghe che, accoppiate col rame, davano una

forza elettromotrice maggiore di quella del bismuto , ma egli non ha raggiunta la

lega, che dà in tali coudizioni l'effetto massimo, e che, secondo le mie esperienze, è

composta di 1 di Antimonio a 14,(3 di Bismuto in peso.

Esperienze sulle leghe Cadmio e Stagno.

Per vedere se anche per leghe Cadmio-Stagno si verificasse il fenomeno che ho

notato per quelle di Antimonio e Bismuto, mi è stato pure necessario sperimentare

sopra un gran numero di dette leghe. Come varii la loro composizione, apparisce

nella tabella che segue:

m COMPOSIZIONE ATOMICA IN PESI

LEGHE _ ^.__ — —
Stagno Cadmio Stagno Cadmio

V 18 18, 99 1

2' 7 7, 385 1

3" 4 4, 22 1

4^ 2 2, 11 1

ò' 1 1, 055 1

6^ 1 2 1 1, 89

7' 1 4 1 3, 79

8' 1 6 1 5,67

9' 2 15 1 7, 10

10' 1 9 1 8, 505

IP 1 10 1 9, 45

12' 1 11 1 10, 395
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Riporto senz'altro, nel modo già seguito per la serie antecedente, i risultati delle

esperienze eseguite sulle varie coppie.

COPPIA 1° -- (cadmio-piombo) COPPIA if — (stagno-piombo)

h t.

I

osservato

1
J

calcolalo
h t,

E

osservato calcolato

38, 6 16", 79,' 80 80, 65 36, 15°, + 0, 9 + 1, 00

55, 4 16, 2 153, 20 153, 06 51, 20 15 ,
- 0,040 - 0,032

79, 16, 4 277, 10 275, 27 82, 15 , 2 - 6, 50 - 6, 30

90, 17,0 338, 10 339, 30 97,40 15 , 2 - 11, 90 - 12, 25

112, 20 17 , 4 485, 50 485, 62 115, 6 15 , 4 -22, 00 - 20, 83

125, 30 18 , 582, 20 580, 52 130, 40 15 , 6 -29, 50 — 29, 36

149, 18, 6 773, 30 772, 03 151,60 16, 6 ^43, 20 — 44, 04

£=-(),0420(f,-g(-57. 17 -'l^1 E=0 ,006388 (^^-g (32,96^^)

iif COPPIA — (lega 1"-piombo)

Lega: Sn^, Cd^

K h

42, 17°,

61, 17 , 2

83, 20 17, 4

104,50 17, 4

122,40 17 , 6

148, 80 18,

osservato

0, 8

4, 70

13, 20

23, 50

37, 80

65, 80

calcolato

0, 73

4, 78

13, 32

25, 36

58, 41

62, 54

iv^ COPPIA — (lega 2''-piombo

Lega: Sn^ Gd^

t.

38, 6

60, 4

87, 4

99, 8

115, 6

140, 5

4

16°, 4

16 , 4

16 , 6

16 , 8

17 ,

17 , 4

osservato

5, 80

15, 12

33, 80

46, 20

61, 60

91, 30

calcolato

5, 60

15, 71

34, 52

45, 50

61, 62

91, 88

E=-0,00833{t^-t^)(26-^'^M E=- 0,00960 (t^- i^) Iv, 2 -*-^^A
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v^ COPPIA

—

(lega 3^-piombo)

Lega: Sn^ C'd^

h h

41,0 16, 4

61, 2 16, 8

73,4 17,0

98,2 17,2

126,4 17,4

148,2 17,8

E

osservato

12, 70

30, 80

53, 20

97, 20

159, 50

220, 10

calcolato

12, 73

31, 82

53, 23

96, 19

159, 62

219, 18

ti' coppia ( LEGA 4'-PI0MB0
)

Lega: Sn^ Cd^

t,

39,

59,

77, 40

101, 50

13^40

144, 50

L

17°,

17 , 2

17, 4

17 , 8

18 ,

18.

osservalo

31, 00

68, 70

117, 20

195, 00

357, 20

370, 00

calcolato

30, 26

68, 77

117, 33

194, 30

351, 00

375, 40

Ez : 0,0 1 95 (f^-g
(^

- 3,2 - -1-tÌ^) Z=- 0,029 vX
- 4) (

- 1 8 - i±-'^'

)

COPPIA vii' (lega 5"-PI0MB0) COPPIA Vili' (lega 6'''-PI03iIB0
)

Lega: Sìi^ Cd^ Lega: Sn^ Cd,

h h

1

osservato

J

calcolato
h h

osser\

]

ato

e:

calcolato

38,8 17°, 45, 10 45, 00 43,0 17°, 2 73. 20 73, 69

51, 5 17 , 4 76, 50 77, 77 59,8 17,4 133, 50 134, 12

79, 17 , 8 162, 80 167, 47 84, 4 17 , 8 239, 80 240, 72

100, 8 18 , 247, 80 246, 67 111, 2 18,0 384, 20 382, 30

119,2 18 , 2 327, 20 327, 19 128, 2 18,2 485, 60 485, 38

38,0 18, 4 420, 30 419, 26 149,0 18, 4 653, 80 654, 55

E=~ 0,028 (^j -hi -47°
2 ;

'B=— 0,<33611(i -y( -49-'^V']
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ix" COPPIA — (lega T^-piombo)

Lega: Sn^ Cd^

h f-2

42, 18°,

68, 8 18, 2

84, 4 18 , 6

101, 6 18 , 8

125, 4 19, 2

148, 6 19, 6

osservato

80, 50

190, 20

273, 80

372, 80

524, 50

690, 20

calcolato

80, 81

195, 38

273, 34

370, 33

522, 00

689. 79

x" coppia — (lega 8' - piombo)

Lega: Sn^ Cd^

t.

40,

71, 8

92, 6

110, 4

130, 6

151. 4

L

17^ 6

17 , 8

18 ,

18 , 4

18 , 6

19 ,

osservato

39, 20

251, 10

372, 00

488, 50

635, 40

810, 00

calcolato

39, 26

249, 19

370, 06

488, 67

639, 46

810, 65

E-- 0,0366 (^i-y[- 62"- ^L±ÌA £=:- 0,0560 (/^-g [-25- y^2\

XI' coppia — (lega 9" - piombo)

Lega : Sn.-, Cd^^

h h

35, 6 18 \ 6

49, 4 18 , 8

64, 8 19 ,

83, 6 19 , 4

100, 6 19 , 8

121, 2 20 , 2

146, 4 20 , 8

osservato

82, 70

156, 80

250. 80

378, 50

505, 20

674, 20

902, 90

calcolato

82, 84

157, 98

251. 29

377, 68

504, 45

674, 46

903, 70

xii'' coppia — (lega 1 0"" - piombo)

Lega: Sn^ Cd^

h Ì2

40, 6 18%

53, 4 18, 4

78, 6 18, 8

98, 4 19 .

114, 6 19, 4

131, 19, 6

148, 6 20,

osservato

126, 80

208, 20

388, 60

552, 40

698, 30

852, 60

1038, 10

-J

calcolato

128,68

208, 40

389,30

551, 35

695, 33

853, 80

1035,85

£;=-0,04140(^^-y('-90,D-^-LÌ^A E^-0,0i3i{t^-tJ-l01,3-*-^]
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Sin" COPPIA — (lega IP- piombo)

Lega: Sn^ Cd^^

37, 4

60,

79, 4

89, 8

108,

129. 2

150,

L

16°,

16 ,

16, 2

16 , 4

16 , 8

17 ,

17 , 2

osservato

113, 24

227, 54

278, 08

428, 04

567, 32

748, 22

945, 78

calcolato

113, 34

227, 92

281, 00

427, 42

567, 21

748, 48

945, 85

xiv" COPPIA — (lega 1 2' - piombo)

Lega: Sn^ ^^hi

t.

40, 2

58, 4

80,-

99, 5

116, 2

134,

152, 2

t.

15°, 8

16 ,

16 ,

16 , 2

16 , 8

17 , 2

17 , 8

osservato

112, 20

210, 50

351, 60

493, 78

618, 80

774, 80

946, 30

calcolato

112, 58

212, 18

349, 58

492, 74

620, 93

774, 20

945, 00

0,0426 («j -g(^- 83,6 -'-i^-^ E=- Q,0i2il {t-t.^(- 80,8- ^^"^

Eiassuino qui pure in un prospetto i valori dei punti neutri e delle tangenti

trigonometriche :

METALLI E LEGHE
PUNTO NEUTRO

RISPETTO AL PIOMBO
TANGENTE TKIGONOMETRICA

dell'angolo colla linea delPiombo

1" Sn + 32°, 95 -1-0,006388

2' ^«,3 Cd^ + 26, -0,00833

3^ Sn^ Cd^ + 1,2 -0,00960

4a Sn^ Cd, - 3, 2 -0,0195

5= Sn, Cd, — 18 , -0,0279

6- Sn, Cd, - 47 , -0,0289

ya Sn, Sd, - 49 , -0,03611

8" Sn, Cd^ - 62 , -0,0366

9" Sn, Cd^ -71,8 -0,0390

10^ Sn, Cd^^,^ - 90, 6 -0,04140

11» Sn, Cdg -101 , 3 -0,0434

12" Sn, Cd,^ - 83, 6 -0,04260

13' Sn, Cd,, - SO, 8 — 0,04241

14" Cd - 57 , 17 -0,0420
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Nella tavola IP si trovano descritti i diagrammi relativi al cadmio, allo stagno

e alle loro leghe. Dalla tavola stessa si vede subito, che anche la prima lega (Sn^^ C'fZj),

in cui Io stagno si trova in gi-andissimo eccesso, ha un diagramma che si scosta già molto

dal diagi-amma di quel metallo. Nelle successive leghe diminuendo continuamente le pro-

porzioni dello stagno e aumentando quelle del cadmio, i diagrammi si accostano sen-

sibilmente a quello di quest'ultimo ; sino a che il diagramma della lega ottava

(Sn^ Cdg) passa al di là del diagi-amma stesso del cadmio. Quelli della lega nona

[Sn^ Cd^^^) e decima {Sn^ Cd^) seguitano sempre più ad allontanarsi, mentre quelli

della lega undecima (Sn^ ^'(^jg) e dodicesima (Sn^^ ^^n) ^^ tornano a riaccostarvisi.

Se si osserva nel prospetto l'andamento dei punti neutri e delle tangenti trigo-

nometriche, si scorge che esso assomiglia moltissimo a quello delle leghe antimonio-

bismuto.

Infatti, cominciando dallo stagno, i punti neutri vanno nelle leghe successive sem-

pre abbassandosi finché raggiungono il punto neutro del cadmio e lo oltrepassano; e

seguitano poi ancora ad abbassarsi arrivando a toccare un valore massimo, da cui

nuovamente tornano verso quello del cadmio. I valori delle tangenti trigonometriche

invece vanno aumentando, cominciando da quello dello stagno; oltrepassano quello

del cadmio, raggiungono un massimo, e tornano indietro.

I punti neutri e le tangenti trigonometriche in queste leghe seguono un anda-

mento più ordinato che in quelle di antimonio e bismuto.

Per le forze elettromotrici valgono considerazioni simili a quelle fatte per la

serie precedente.

Esperienze sulle leghe Piombo-Stagno.

Ho formato dieci leghe di piombo e stagno, le cui proporzioni si vedono nel

seguente prospetto :

COMPOSIZIONE ATOMICA IN PESI

LEGHE —— ' _

Stagno Piombo Stagno Piombo

1^ 25 14, 25 1

2> 9 5, 13 1

3= 4 2, 28 1

4" 2 1,14 1

5^ 1,754

6" 2 3,508
7a 5 8,77

8' 6 10,56

9> -i
•

7 12,32

10' 10 17, 60
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Ecco i risultati delle esperienze:

COPPIA 1°— (lega 1^-piombo)

Lega: Sn.^.^ Fh^

h h

38, 18°,

51, 8 18
,
2

69. 8 18
, 4

92, 5 18, 8

115, 6 19 , 2

131, 2 19
,
4

150, 4 19
,
8

osservato I calcolato

- 0, 20

- 1, 20

- 3, 20

- 7, 30

-13, 00

-17, 80

- 24, 60

- 0, 24

- 1, 14

- 3, 20

- 7, 22

-12, 97

-17, 78

-24, 68

COPPIA II" (LEGA 2''-PI0MB0)

Lega: Sn^ Pb^

t.

39, 2

58, 4

73, 4

97, 6

115,

126, 2

148, 4

18°, 4

18 , 4

18 , 8

19 ,

19 , 4

19 , 6

20 ,

osservato

1, 32

3, 25

5, 42

9, 80

13, 62

16, 40

22, 60

calcolato

1, 75

3, 37

5, 45

9, 75

13, 56

16, 31

22, 60

£=0,0031 (^j-g/24-^ì^ì £^0,0020 {t^-t^} (-3°, 8-'!^?]

COPPIA III" — (lega 3'''-PI0MB0)

Lega: Sn^ Ph^

h ^

41, 18°,

62, 4 18,2

86, 8 18 , 6

100, 18,8

122, 2 19, 2

149, 8 19, 4

osservato

1, 78

4, 10

7, 14

9, 10

12, 60

17, 80

calcolato

1, 87

4, 08

7, 14

9, 05

12, 66

17, 80

COPPIA IT" — (lega 4'-piombo)

Lega: Sn, Pb^

39,

60, 8

84, 4

99, 8

114, 5

140, 2

L

18°, 2

18 , 4

18 , 8

19,

19 ,

19 , 4

osservato

1, 02

2, 30

3, 80

5, 10

6, 35

8, 65

calcolato

1, 04

2, 27

3, 93

5, 03

6, 31

8, 68

E= 0,00101{t^-t^}(- 51°- -^^ì £=0,000421 :^j-g /-90°,8-^l^A
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COPPIA V' — (lega 5''-piombo)

Lega: Sn^ Fb^

^1

1

f-2

iO, l9^

61, 2 19 , 4

78, 8 19 , 4

93, 2 19 , 9

112, 4 20 ,

130, 4 20 , 4

149, 20, 8

osservato calcolato

0, 60

1, 22

1, 94

2, 40

3, 22

3, 54

4, 58

0, 62

1, 29

1, 90

2 42

3, 16

3, 53

4, 60

COPPIA Vl° (lega V1°-P]0MB0)

Lega-: Sn^ F\

t.

36, 2

60,

84, 2

97, 2

115,

131,

152,

h
E

osservato calcolato

18°, 5 0, 40 0, 43

18, 8 1, 05 1, 03

19 , 1, 58 1, 67

19 , 6 2, 10 2, 00

19 , 6 2, 68 2, 79

19 , 8 2 96 2, 89

20, 2 3, 68 3, 61

£=0,00012(#,-y / _218°-^^2\ ^^0,000050 (ifj-g/ -462,2 -^ii^A

COPPIA TIl" — (lega 7°-P10MB0)

Lega: Sn^ Pb^

h ^2

45, 18^

63, 4 18 , 2

81, 4 18 , 6

96, 4 18 , 8

120, 4 19 , 2

142, 4 19 , 6

osservato

3, 20

3, 80

5, 20

6, 90

9, 45

12, 00

i:--o,ooo 369(^,-g(^-

calcolato

2, 15

3, 75

5, 30

6, 92

9, 48

12, 01

coppia viii^ — (lega 8'-piombo)

Lega: Sn^ JPb^

38°,

58 ,

80 ,

99 , 8

121 , 6

147 , 2

L

18°,

18 , 5

18 , 8

19 ,

19 , 4

19 , 8

osservato

1, 30

2, 85

5, 80

7, 75

11, 10

15, 40

calcolato

184-A±l21 jB:=-0,001007 (^i-^.)(-37,

1, 31

2, 79

5, 84

7, 84

11, 06

15, 46

0.^

Serce II. Tom. XXXVI.
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COPPIA ix" — (lega 9''-piombo)

Lega: Sn^ Fb^

h t.

41, 17°, 2

57, 17, 4

79, 18 ,

104, 8 18,, 4

130, 1 18, 9

154, 8 17 , 2

osservato

1, 30

2, 32

4, 20

6, 80

10, 20

13, 75

calcolato

1, 25

2, 35

4, 11

6, 93

10, 14

13, 70

coppia X" (lega 1 O^-PIOJIBO)

Lega : Sn^ P 6^^

'l ^2

E

osservato calcolato

53°, 17°, 4 0, 40 0, 45

62
,

2 18, 2 0, 66 0, 68

76 ,
2 17

,
8 1, 10 1, 08

102
,

2 19, 2, 25 2, 23

122, 19
, 4 3, 20 3, 29

145
,
2 20

,
4 4, 92 4, 83

£=-0,00085(^^-g/-32°,8-*-^ì E^ -0,000547 {t^-t.,) (l2\0-^^\

Faccio seguire il prospetto dei valori dei punti neutrali e delle tangenti trigo- \

nometriche.

PUNTO NEUTRO TANGENTE TRIGONOMETRICA

METALLI E LEGHE
RISPETTO AL PIOMBO

dell'angolo

colla linea del Piombo

Sn — 32°, 96 + 0,006388

1 Sn,.^ P6^ - 24 , + 0,0031

2 Sn^ Ph, - 3, 8 + 0,0020

3 Sn, P\ -51,0 + 0,00101

4 Sn^ P\ — 90 , 8 + 0,000421

5 Sn^ Pb^ - 218 , + 0,00012

6 Sn^ PI, -462
, 2 + 0,000050

7 Sn^ P6, - 184, - 0,000369

8 -S-n. Pb^ - 37 ,
- 0,001007

9 Sn^ Pb^ - 32 , 8 - 0,00085

10 Sn, Pb,, + 12, - 0,000547
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Da tale prospetto e dai diagrammi seguati nella Tavola III, si deduce clic anche

questa specie di leghe segue nelle proprietà termoelettriche le leggi che regolano le

due specie precedenti
;
perchè anche i diagrammi di quelle leghe, in cui sni'ova lo

stagno alcun poco in eccedenza, si accostano piuttosto alla retta del Piombo : e vantio

via via avvicinandosi sempre più a questa retta, a misura che diminuiscono le propor-

zioni dello stagno. Sino alla lega G'' (Sn Pb.^] i diagrammisi mantengono fra quelli

dello Stagno e del Piombo, ma poi passando al di là della retta del Piombo, rag-

giungono un massimo e retrocedono.

L'andamento dei punti neutri e delle tangenti trigonometriche mostra, che i

diagrammi si fanno sempre meno inclinati alla linea del Piombo sino alla lega 6". —
Cominciando dalla 7" che è passata al di là di detta linea, i diagrammi si vanno al-

lontanando per ritornai'e poi ad avvicinarsi alla linea stessa del Piombo.

Esperienze sulle leghe Antimonio-Cadmio.

Mi sono accontentato di studiare sei leghe soltanto di questa specie perchè le

ho credute sufficienti a mostrare l'andamento dei fenomeni.

La loro composizione si vede nella seguente tatella:

LEGHE
COMPOSIZIOI

Cadmio

vìe atomica

Antimonio

IN ]

Cadmio

PESI

Antimonio

P 20 1 18, 36 1

2 a
4 1 8, 67 1

3^ 2 1 1,886 1

4" 1 1 1 1, 089

5" — 1 1, 154

6" 5 9 1 1, 96

Queste leghe presentano l'inconveniente di essere fragilissime; malgrado tutte le

cautele non poteva mai impedire che si frantumassero nel maneggiarle. Perciò prima

d'avvolgere con carta i tubi di vetro, che dovevano servire da forme per le asticelle,

li fasciavo strettamente alle loro estremità con filo di rame. E quando erasi raffred-

data la lega che avevo dentro versata, riscaldavo successivamente le due estremità

del tubo sino alla fusione della lega stessa ; e vi immergevo i fili di pakfong, avendo

avuto prima cura di bagnarli con cloruro di zinco, onde non si formasse all'interno

uno strato di ossido.
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In tal modo preparate le aste, si collocavano nell'apparecchio senza togliervi il

rivestimento di carta ; e allora si denudavano le due estremità rompendo con cautela

i fili di rame, mentre i frantumi di vetro cadevano da per se stessi. In questo caso

naturalmente si aveva una conduzione di calore molto più grande ; ma tuttavia, agi-

tando continuamente anche il bagno più freddo, si riusciva a mantenere costante la

temperatura della saldatura che v'era immersa.

Le tabelle che seguono danno i risultati delle esperienze.

COPPIA i"— (lega 1 "-piombo)

Lega: Cd^^ Sb^

t.

38",

49, 5

63,

91 , 4

t.

20°,

20 , 4

20 , 8

21 ,

114, 5 21 , 2

133, 4

148 , 6

21 , 8

22 ,

osservato

120, 40

-208, 40

320, 60

586, 20

840, 10

1051, 20

1220, 80

calcolato

119, 960

207, 914

329, 522

583, 262

831, 310

1052, 76

1226, 86

coppia II'' — (lega 2'-piombo)

Lega: Cd^ Sb^

40°,

56 , 4

78 , 6

93 , 5

109 , 6

129 , 2

147 , 6

20°, 2

20 , 6

20 , 8

21 , 2

21 , 4

21 , 8

22 , 2

osservato

450, 50

862, 40

1522, 20

1980, 20

2539, 60

3262, 60

3990, 10

calcolato

454, 81

871, 31

1512, 00

1981, 52

2534, 30

3260, 80

3999, 22

£==_ 0,05362(^1-y(- 98,2—1—-?j E=-0,ì628{t^~Q 111 h+h

coppia hi"— (lega S^'-piombo)

Lega: C d^ Sb^

t

44°, 8

61 ,

85 , 2

109 , 3

133 ,

158 ,

18", 6

18 , 8

19 , 2

19 , 8

20,

20, 6

osservato

1989, 60

3280, 60

5334, 20

7480, 50

9590, 70

12184, 30

calcolato

1993, 62

3287, 70

5321, 60

7479, 52

9597, 89

12171, 50

coppia it° — (lega 4^-piombo)

Lega : Cd^ S b^

t.

46°,

58 ,

81 ,

103 ,

130 , 2

148 ,

L

20°,

19 , 8

17 ,

17 , 2

17 , 6

18 ,

E

osservato

6615, 30

9830, 20

16715, 30

22838, 40

30674, 50

35928, 20

calcolato

6611, 25

9813, 28

16727, 8

22847, 10

30671, 50

35936, 00

£=-0,3214(^1- g/- 312- ^-i-^'^ £=_ 0,4430 (^j-y/- 541
-^^2J
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COPPIA t"— (lega S^-piombo)

Lega: Cd^ Sb^,^

t

56, 2

79,

91, 3

101, 2

124, 8

U8,

L

21", 2

21 , 2

21 , 4

21 , 6

22 ,

22, 4

osservato

15436,

20598, 5

28116, 20

36208, 20

47690, 50

58872, 20

calcolato

1545, 45

20577, 2

28148, 1

36200,

47687, 5

58858,

COPPIA vi' (lega 6'-PI0MB0)

Lega: Cd^ ^^\,z

t.

57, 5

74, 2

91, 5

106, 5

124, 8

148, 8

^o

20°, 6

20 , 8

21 , 2

22 ,

22 ,

22, 6

osservato

9412, 60

18825, 60

18426, 40

22417, 60

27700, 20

34388, 60

calcolato

£=- 0,5820 (^,-g (-720- ^^^^ £ = _0,426(^i-y/- 559

2403, 00

13800, 80

18431, 20

22438, 00

27701, 50

34392, 20

Il prospetto dei valori dei punti neutri delle tangenti trigonometriche è il se-

guente :

N" LEGHE
PUNTI NEUTRI

rispetto al Piombo

TANGENTI TEIGONOMETEICHE

dell'angolo

colla linea del Piombo

1- Cd,^ Sb^ — 98, 2 - 0, 05362

2' Cd^ Sb^ - Ili - 0, 1628

8" Gd^ Sb^ - 312 - 0, 2214

4^ Cd^ Sb^ - 541 — 0, 4430

5* — — — 720 — 0, 5820

6' Cd^ Sbg - 559 - 0, 4261

Questi numeri e i diagrammi della tavola IV bastano già a mostrarci chiara-

mente che nelle leghe di Antimonio e Cadmio avvengono in maniera molto più distinta

e molto più rapida i fenomeni notati per le leghe antecedenti. E invero la V lega,

sebbene contenga eccesso di Cadmio, ha un diagramma già relativamente discosto da
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quello del Cadmio stesso; e aumentando le proporzioni delUAntimonio, i diagrammi

delle leghe rapidamente si muovono verso la retta di questo metallo, tantoché nelle

proporzioni di 2 di Cadmio a 1 di Antimonio in atomi, il diagramma della lega ha

oltrepassato di molto quello dell'Antimonio. In breve si arriva alla lega quinta che

ha il diagramma più lontano: e la lega successiva (^CcL Sh,j) che da essa poco dif-

ferisce, possiede già un diagramma che s'è riaccostato di molto a quello dell'Antimonio.

Anche i punti neutri e le tangenti trigonometriche molto rapidamente si scostano da

quelli del Cadmio verso quelli dell'Antimonio, li sorpassano, raggiungono un massimo,

e ritornano indietro.

Tutto questo m'ha fatto pensare che esista una legge generale che regoli 1' an-

damento dei diagrammi e dei poteri termoelettrici nelle leghe formate di due me-

talli presi in proporzioni diverse. Tanto più che osservando le esperienze del Naccari

e del Sellati, si vede che i diagrammi delle leghe studiate tendono sempre ad avvi-

cinarsi ad uno dei due metalli, piuttosto che all'altro ;
anzi nella 2^" specie, quello

della lega (Sn^ Sl^) oltrepassa la retta dello stagno.

Perciò formai altre leghe d'ambedue queste specie, esagerando le proporzioni dei

due metalli per vedere se seguivano del tutto l'andamento di quelle da me studiate.

I risultati ch'io ho ottenuti, dalle esperienze su queste due specie di leghe, li ho ri-

feriti al Pakfong, perchè a questa lega li avevano pure riferiti i Prof. Naccari e

Bollati.

COPPIA — [lega (Sb^ P&j,)-pakfong]

t.

42
,

58
,

8

79
,

2

103
,

122, 4

148 ,

4

18 , 4

18 , 8

19 ,

19 , 4

19 , 6

20 ,

E

osservalo 1

224, 60

386, 40

508, 80

878, 40

1108, 30

1434, 20

calcolato

223, 85

390, 40

507, 66

876, 48

Ilio, 00

1436, 10

COPPIA [lEGì

^1 h

39, 18 , 6

61
,

19 ,

83, 4 19 , 2

99
,

19 , 4

116, 5 19 , 8

143
, 6 20 , 2

osservato

107, 20

528, 40

362, 50

460, 80

566, 20

752. 80

calcolato

E=0,0d224:{t^-g /'_264-^J^^A ^=0,015412 (^j- g [- 313

107, 46

268, 45

360, 52

456, 60

568, 02

751. 01
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COPPIA — [lega («S'Òj P 62g)-PAKFONG]

t.

48
,
4

60
,

88 , 6

101
,

3

122, 4

151
,

6

4

18 , 2

18 , 4

18 , 8

19 , 2

19 , 8

20 , 2

osservato

236, 20

331, 60

568, 80

682, 30

874, 40

1158, 20

calcolato

235, 04

328, 65

571, 58

6S2, 90

875, 48

1159, 82

COPPIA — [lega (Sb^. P&j)-pakfong]

f,

41 , 3

70
,

96
,
4

105
,

6

123
,
4

148
, 6

^o

18 , 4

19 ,

19 , 4

19 , 6

19 , 8

20 ,

osservato

826, 20

793, 90

1350, 20

1545, 70

1955, 50

2608, 20

calcolato

328, 48

794, 66

1340, 10

1540, 60

1957, 42

2607, 52

£= 0,01984 (#^-g(- 359 -^liiì iJ=0,10884 (^^-g( - 102 -'^ ^^A

Si noti che la lega (^Sb^ -^^g) studiata da Naccari e Sellati ha, rispetto al

Pakfong, la forinola:

i;=0,04315(^i-g/-205—^^^ì

Il Piombo invece ha la formola:

ì;= 0,027646 (^-^2)(- 365,3- h+h

e l'Antimonio :

i;= 0,10963(t

Dalle forinole esposte si ricava il seguente prospetto

/2

^-g(-273,55-'i±Ì^)

metalli e leghe
PUNTO NEUTRO

rispetto al Pakfong

TANGENTE TRIGONOMETKICA

dell'angolo

della linea del Pakfong

Sh — 273, 55 + 0, 10963

1= Shs P\ - 102, 00 + 0, 10884

2' Sb^ Pb^ — 205, 00 + 0, 04315

3^ Sb, Fb^, — 264, 00 + 0, 03224

i" Sh, Fb,, - 313, 00 + 0, 015412

ò^ Sb, Fb,, — 359, 00 + 0, 01984

Fb - 365, 3 + 0, 02764
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Da questo prospetto e dal confronto delle tabelle e delle forinole si vedono

Terificarsi per queste leghe fatti sioiili a quelli che si hanno nelle altre specie; no-

tando che qui i valori dei punti neutri vanno al di là di quello dell'Antimonio, e

i valori delle tangenti invece al di là di quello del Piombo. Costruendo i diagi-ammi

si vede chiaramente come essi vanno sempre più accostandosi alla retta del Piombo,

la oltrepassano e, raggiunta una posizione massima, ritornano indietro.

Ho fatto pure due leghe di Stagno e Antimonio, delle quali riferisco i risultati:

COPPIA — [lega {Sb^
-^"ii)

-pakfong]

51°, 6

74, 6

98 , 2

115 , 3

132 ,

149 , 5

18°, 4

18 , 6

19 ,

19, 4

19 , 6

20 ,

osservato

218, 40

378, 80

573, 60

720, 60

870, 20

1039, 60

calcolato

216, 58

383, 83

574, 45

717, 88

870, 28

1037, 70

COPPIA LEG

h h

48, 18 ,

64, 4 18, 4

86, 3 18, 6

103, 4 18, 9

124, 8 20 , 2

151
,

20 , 6

osservato

878, 40

1390, 30

2108, 20

2705, 20

3462, 60

4494, 80

calcolato

876,08

1381,90

2112, 00

2705, 51

3467, à'Ò

4496, 50

£= 0,03041 ft-y(- 178,9-
t,+ t.0- 0,10001 (t-t^) .259-i±i^ì

Eicordo che per lo Stagno, secondo Naccari e Bellati, si ha:

E = 0,0A8208{t^-g(~18r-^^\.

Queste poche formole dicono senz'altro, che abbiamo qui pure lo stesso anda-

mento che per le serie antecedenti.

Si può ritenere con ragione che lo stesso fatto si verifichi anche per la leghe

di Antimonio e Zinco ; ne abbiamo una prova nelle leghe di Clamond e di Noè, nella

prima delle quali i metalli si trovano nel rapporto dei rispettivi pesi atomici, e nella

accenda, nel rapporto di 62 /Si a 36 Zn; queste leghe, come è noto, hanno un

potere termoelettrico molto superiore a quello dell'Antimonio.

Ma un'altra prova più soddisfacente la porge il Becquerel (*), che ho studiate

alcune di queste leghe fra 0° e 100" accoppiate con Eame; da tale studio risulta

che le forze elettromotrici di queste leghe arrivano a oltrepassare quelle dell'Antimonio

e vanno crescendo al crescere delle proporzioni dell'Antiinonio stesso, raggiungono un

massimo e prendono poi a diminuire.

e) Becquerel, Aìiv.. de Chini, et Physique, IV, T. Vili.
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Tenendo conto soltanto del modo di comportarsi delle leghe entro i limiti delle

esperienze da me eseguite, si riscontra un fatto che è comune a tutte le .combina-

zioni studiate, e che si può enunciare così.

Per i due metalli d' una di quelle combinazioni e per le leghe relative , si

traccino le curve che danno le forze elettromotrici in funzione delle temperature; le

curve relative alle leghe non si distribuiscono nello spazio interposto fra le curve spet-

tanti ai due metalli , in modo conforme alla composizione delle leghe stesse ; ma

s'accostano di preferenza e in modo notevole alla curva d'uno dei due metalli, e per

certe proporzioni escono da quello spazio, passando al di là della curva spettante a

quel metallo.

Questo fatto che era già noto per alcune combinazioni, secondo le mie espe-

rienze, apparirebbe generale, ed io cercherò di porre in chiaro se esso sia tale, esten-

dendo lo studio a leghe di diversa composizione.

E qui debbo rendere ì più vivi ringraziamenti al Professore Nacoari, che nel

compire questo studio mi fu sempre cortese di consigli, e lasciò a mia disposizione

tutti gli strumenti che furono necessarii per le esperienze.

Dal Laboratorio di Fisica della R Università di Torino,

20 Maggio 1884.

--.=3t>=S>dDi*>*)

Seeie il Tom. XXXVI.
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ERRATA-CORRIGE

Pag. 202 linea 19 dall'alto: invece di risultano leggasi risulta.

» 204 » 15 dal basso: » modo » metodo.

» 214 » ultima » s^ » Si

» 220 Nell'ultimo determinante il 2° elemento della 3° orizzontale dev'essere ecc.

» 222 linea 10 dall'alto: invece di I'^ leggasi 7,^.

» 233 » 12 dal basso I si cancellino le parole: e sono ortogonali a una

» 245 » 5 dall'alto ( sfera fissa.

» 234 » ultima: si cancellino le parole: (n. 5, nota)

» 256 » 15 dal basso: si cancelli la parola: che

» 257 » 9 id. , la formola (III) va scritta come segue:

» 270 » 18 dall'alto: invece di scisso leggasi scissa

» » » 21 id. id. dopjQii » ciclici

» 272 » 15 id. id. § 3. » § 4.

» 281 » 13 dal basso: si cancelli la parola cioè

» 283 » 16 dall'alto: dopo la parola doppii si ponga ;

..-.sj^..
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ISCR(Z10i\l E RICERCHE NUOVE

INTORNO

ALL'ORDINAMENTO DELLE ARMATE

ERMANNO FERRERÒ

Approvata nell'adunanza del 4 Maggio 1884

PREFAZIONE,

-L/opo la pubblicazione del mio lavoro intorno ?\V ordinamento delle

armate roraane, latta sullo scorcio del 1878, alcune parziali ricerche e

specialmente nuove iscrizioni vennero ad aumentare le notizie, che pos-

sediamo intorno a sì fatto argomento. Anzi tutto mi corre l'obbligo di

rammentare l'accurata recensione , che del mio libro volle fare il pro-

fessore Hermann Haupt, il quale, passando a benevola rassegna nella

Revue historigiie di Parigi (1) la materia da me esposta, si soffermò

a notare alcuni punti da me troppo brevemente trattati nella parte

concernente l'età repubblicana. Di questa brevità io stesso era persuaso,

allorché licenziai alle stampe questo volume, nel quale premevami sopra

tutto di studiare, col sussidio dei testi filologici ed epigrafici, l'ordi-

namento della romana marineria nell'età imperiale. E sin d'allora m'era

proposto di ritornare sull'argomento per alcune questioni, spettanti al

periodo repubblicano, sulle quali spero in tempo non troppo lontano di

(1) Année V (1880;, t XIU, p. 158-164.
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dare alla luce il risultamento di nuove mie indagini. Per quel che ap-

partiene all'evo imperiale mi tu grato il giudizio appieno favorevole del-

l'erudito tedesco , tanto più prezioso in quanto frutto di una diligente

disamina fatta da chi mostra accurata conoscenza della materia.

Lavori generali sull'ordinamento della romana marineria non appar-

vero in questi ultimi anni. Una chiara e diligente notizia sulle armate

romane fu inserita nel 1882 dal signor Antonio Héron de Villefosse nel

Di.ctionnaire des antiquités grecques et romaines del Daremberg e del

Sagho (1). In questa sommaria notizia l'autore ebbe cura di avvertire

1 lettori di essersi giovato specialmente del manuale del Marquardt e

del mio libro, mettendo però a profitto le nuove notizie, che potè rac-

cogliere.

Come opera di valore scientifico , dalla quale sia fatta progredire la

conoscenza di questa materia, non si può tenere quella, che nel medesimo

anno 1882 il signor Francesco Corazzini pubblicò sulla storia della mari-

neria militare dell'Italia antica (2); giacché è da dolere che l'argomento

bello e nobile sia stato trattato con insufficiente preparazione filologica ed

archeologica.

La condizione dei classiarii fu studiata insieme con quella degli equiti

singolari dal Mommsen (3) , il quale in recentissimi lavori intorno alla

coscrizione militare dell' impero ed alla patria de' soldati (4) trattò pure

di questo soggetto in quanto concerne la milizia navale.

Un breve scritto sulla marineria militare al tempo dell'impero fu pubbli-

cato dal vice ammiraglio Jurien de la Gravière nella Reinie des Deux

mondes (5) , in cui l' illustre uomo di mare inserì altri suoi pregevoli

(1) Ctassis, flotte romaine, p. 1230-1236.

(2j Storia della marina militare italiana antica, Livorno, 1882.

(3) Neil' ^«rmss, XVI, 1881, p. 463 e segg.

(4) Militum provincialium patriae, nella Ephemeris epigraphica, V, p. 159 e segg.
; Die Conscrip-

tionsordnung der romischen Kaiserseit, nelVHermes, XIX, 1884, p. 1-79, 210-234.

(5) La marine de Vempire et les flotiilles des Goths, nel quaderno del 15 febbraio 1884.

Sebbene in queste mie ricerche sull'ordinamento delle armate, non sia mio obbligo occuparmi

delle qnistioni attinenti alla costruzione delle navi, non debbo però dimenticare d'accennare gli

studii àe>ì nostro contro ammiraglio Fincati sulla posizione dei remiganti nelle polieri, i quali , seb-

bene si rivolgano specialmente alle navi delle repubbliche marittime italiane, giovano però a rischia-

rare la controversa quistione rispetto alle polieri dell'antichità , soggetto di ricerche e di esperienze
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stiidii sulla storia della antica marineria. Ma in questo nuovo scritto si

tace affatto dell'ordinamento navale, e non vi si trova se non una rapida

rassegna delle spedizioni marittime dell'età imperiale, fatta senza scopo

di ricerca erudita.

La suppellettile epigrafica si è alquanto accresciuta in questi ultimi

anni. Del Corpus ùiscripti.onum Latinarum sono usciti nuovi volumi. Po-

chissime epigrafi nuove o a me sconosciute mi furono date sì dal volume

ottavo, comparso nel 1881, contenente le iscrizioni dell'Africa romana,

raccolte dal Wilmanns e, dopo la morte immatura dell'autore, pubblicate

dal Mommsen, come dalla seconda parte del volume sesto (iscrizioni di

Roma) uscita nel 1882. Nell'anno passato vennero alla luce i volumi nono

e decimo, comprendenti, notevolmente aumentata, la silloge epigrafica

dellltalia inferiore pubblicata dal Mommsen nel 1852, con l'aggiunta di

quella delle isole italiane. Due sole iscrizioni nuove mi sono state fornite

dal volume nono, in cui si contengono le lapidi della Calabria, dell'Apulia,

del Sannio, del paese de' Sabini e del Piceno. Al contrario, non pochi

nuovi testi epigrafici ho raccolto nel volume decimo, in cui sono comprese

le iscrizioni de' Bruzzii, della Lucania, della Campania e delle isole e quindi

i marmi classiarii provenienti dalle vicinanze di Miseno , i quali vanno

sempre aumentando di numero.

In periodici archeologici ed in qualche altra opera ho trovato pure

parecchi nuovi testi epigrafici concernenti le armate dell'impero, alcuni

dei quali furono già soggetto di particolari mie osservazioni (1). In tutto

raccolsi un centocinquanta nuove iscrizioni. M' è parso di far cosa non inu-

tile ai benevoli lettori del mio libro nel riunire queste epigrafi e nel por-

gerle accompagnate dalle osservazioni e deduzioni, che da esse si possono

(V. Le triremi, 2' ed., Roma, 1881 ). Dallo stesso autore è da vedere lo scritto : La pugna navale

antica (Rivista marittima, anno XII, Ì879, p. 5-33; utile per la conoscenza della tattica navale

dell' antichità.

(1) Sulle iscrizioni classiarie dell'Africa. (Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino , XVII
,

1881-8"2, p. 88-93); Inscriptions de l'Afrique relalives à la flotte (Bull, épigr. de la Gaule, 11, 1882,

p. 157-162), Intorno ad una iscrizione classiaria scoperta a Castelvolturno (Atti dell'Acc. delle Scienze,

XVII, p. 379-382); Intorno ad un nuovo diploma militare romano (Ibid., XVIII, lt82-83, p. 353-356);

La marine mi'.itaire de l'Afrique romaine [Bulletin trimestriel des antigniités africaines , III, 1884,

p. 157-181).
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fare scaturire intorno a questo argomento, sul quale scarse sono sempre

le notizie, che si posseggono, e v'è solo da sperarne maggiori da nuove

e più importanti scoperte epigrafiche.

Avrei desiderato aggiungere testi inediti. Non mi fu dato trovarne,

salvo uno, che debbo alla gentilezza del mio amico, il professore Ettore

Pais, il quale m'assicurò che nelle sue ricerche nell'Italia superiore per

compilare il supplemento al volume quinto del Coiyus niun altro marmo

classiario era stato da lui veduto. Uguale assicurazione mi fece il cortese

professore Giulio de Petra, al quale mi rivolsi per sapere se inedite iscri-

zioni dell'armata fossero entrate nel museo nazionale di Napoli da lui di-

retto (1). Altri cortesi mi diedero desiderate notizie circa questa o quella

lapide. Fra i quali con animo commosso ricordo i miei due ottimi e cari

amici, il signor Florian Vallentin ed il P. D. Luigi Bruzza, la cui perdita

è pianta dalla scienza, è pianta da coloro , che poterono apprezzare come

essi, in mezzo agli studii, sapevano coltivare durevolmente l'amicizia.

Torino, 7 di aprile 1884.

Ermanno Ferrerò.

(1) Debbo al chiaro epigrafista spagnuolo , don Manuel Rodriguez de Berlanga, il quale ne in-

terrogò la Reale Accademia di Storia di Madrid, la notizia che niuna nuova iscrizione classiaria fu

trovata in Ispagna.
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A,.Itre armate, oltre a quelle, di cui ho dato lo specchio nel mio libro, non ci

furono fatte conoscere dalle nuove iscrizioni. Debbo però aggiungere che da un passo

di Strabene si può supporre che sin dal tempo di Augusto esistesse un' armatetta sul

lago Brigantino, ora di Costanza (1), dalla quale abbia tratto origine il numerus

iarcarionoìi , il cui prefetto nel quinto secolo risiedeva a Confluentes (Coblenz nel

cantone di Argovia) ovvero a Bregantia {Brigantium, Bregenz nel Tirolo austriaco),

siccome ci è fatto conoscere dalla Notitia dignitatum (2). Dell'esistenza di un'armata

nella Spagna citeidore non basta a persuadermi l'epigrafe tarragonese posta al console

Tiberio Claudio Candido, legato jjro praetore di questa provincia et in ea duci terra

marique adversus rebelles Ji[omines) h{ostes) p'^opidi) R[omani) (3) , nella quale si

accenna o alle incursioni de' Mauri contro questa provincia, al tempo di Marco Au-

relio (4) , ovvero alle reliquie della fazione di Clodio Albino , vinta da Settimio

Severo (5). jQ comando straordinario di Candido si può spiegare benissimo senza

ammettere l'esistenza di una speciale armata sulle coste ispaniche , e si può credere

con le teiTestri si unissero forze navali, raccolte altrove , sotto gli ordini del legato

della Spagna citeriore. Né troppo sicura mi pare la coliors nautarum menzionata in

epigi'afi di Kizza ora perite (6).

Accrescerò all'opposto le milizie navali dei due imperi al principio del secolo V.

Appartenevano, senza dubbio , a frazioni dell'antica classis Moesica , insieme con le

altre piccole armate dell' impero d'Oliente , stanziate sul Basso Danubio , i milites

tertii nauclarii, posti ad Appiaria (forse presso Eusciuk), e i milites nauclarii Al-

tinenses ad Aitino (Altenova nella Dobruscia, secondo il Bocking (7)), i quali trova-

vansi sotto il duca della Mesia seconda (8), e i milites nauclarii a Flaviana (luogo

sconosciuto) stanti sotto il duca della Scizia (9).

(1) iy_tl 02 ("^ it,tt"Jvj) ZKt vv;73V , yf ìj(prt77.':o òp/MoT/ipiCà TtjSÉpioj vau/xa;/&iv TTj5Ó; Oùtv5i/tZ0U5. (VII, I, 5).

Cf. Dione Cassio, LIV, 2i.

(2) Vedi Armate, p. 185.

(3) C. I. L., Il, n.41l4.

(4) Capitolino, li. Antoninus, 21.

(5) Cf. Wilmanns, Exempla inscr., n. 1201; Schiller, Geschichte der romischen Kaiserseit, 1. 1, Gotha,

1883, p. 717.

(6) Le iscrizioni, in cui compare tale coorte, sono tutte di Nizza {C. I.^L., V, n. 788'j, 7887, 7888^

7892), e si conoscono solo perchè conservate dal GiofFredo. Nota 1' Henzen : « rem piane singularem

« caveas ne temere prò certa accipias. Quamquam male potius desoriptos quam confictos titulos di-

B serim. » (In Orelli, III, ad n. 3620).

(7) Not., Or., p. 467.

(8) Not., Or., XL, 22, 28,

(9; Not., Or., XXXIX, 21).

Seeie II. Tom. ZXXVI. •• 2
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Pensa il Bocking (1) che alla milizia iiayale appartenessero altresì i milites

exjploratores, superventores, supervenientes, praeventores, directores, menzionati dalla

Kofitì'a , a cagione dei luoghi loro assegnati da tale documento (2). La congettura

del dottissimo illustratore della Notitia può essere probabile, ma nulla v'ha che per-

suada ad accettarla, anzi dal ricordo, che Vegezio fa degli explorafores (3), e da

quello, che Ammiano Marcellino fa de superventores e de praeventores (i^, non si

può in alcun modo dedurre che si tratti di militi navali piuttosto che di terrestri.

Neppure è certo, come crede l'Haupt (5), che alla marineria appartengano la

coorte prima Flavia Sapaudica, stanziata a Calarona (probabilmente Carens sul lago

di Ginevra), e la coorte Novempopulana, stanziata a Lapurdo (Baiona), perchè i loro

"tribuni sono enumerati nella Notitia insieme coi comandanti delle armatette dell'Italia

e delle Gallie nella lista delle praepositurae magistri militum praesentalis a parte

peditum (6).

Crede il Mommsen (7) che al principio dell'età imperiale le armate non avessero

ancora ricevuto un ordinamento veramente militare, tanto le ciurme quanto i capi-

tani fossero schiavi e liberti imperiali, e probabilmente da Claudio l'armata sia stata

per la prima volta ordinata in modo militare. Che agl'inizii dell'impero schiavi ap-

partenenti alla famiUci iniperatoris siano stati comandanti di nave ci è insegnato da

parecchie epigrafi comprese in questo supplemento (8). Che liberti imperiali abbiano

(1) Noi., Or., p.447.

(2) Nell'impero orientale trovavansi sotto il duca della Mesia prima il praefectus militum explo-

ratorwm , Novis, il praefectus mililum exploralorum ^ Taliatae (forse Milanovatz nella Serbia) ed il

.praefectus militum exploratorum, Zmirnae (Or., XLI , 34, 35, 37); sotto il duca della Dacia Ripense

il praefectus militum exploratorum, Transdiernis (Vecchia Orsova) (XLII, 29); sotto quello della

seconda Mesia i mililes praeventores, Ansamo (luogo così chiamato dal fiume di ugual nome affluente

del Danubio, ora Osma nella Bulgaria) (XL , 22); sotto quello della Scizia i milites superventores,

Axiupoli (forse presso Rossova nella Dobruseia) (XXXIX, 21).

Nell'impero d'Occidente sotto il comas litoris Saxonici per Briianniam sta il praepositus numeri

exploratorum, Portum Adurni (alla foce del fiume Adur, contea di Susses) (Occ, XXXVIII, 21 ); sotto

il dux Brilanniarum si trovano il praefectus nur/ieri exploratorum, Lavatris (Boves nel North Riding,

Yorkshire), il praefectus numeri direclorum, Vertarw (Brough nella contea di Westnioreland), il prae-

fectus numeri supervenientium Petueriensium, Dirventione
(
probabilmente luogo sulla Derwent nel-

l'East Riding, Yorkshire) (XL, 25,26, 31); sotto il ditx tractus Armoricani, il prnefeclus militum su-

perventorum, Mannatias (cioè Namnetes, civitas Namnetum, Nantes) (XXXVli, 18).

(3) 111, 6.

(4) XVIII, 9, a proposito dell'assedio di Amida nel 359, a difendere la quale concorsero sei lo-

.gioni ed altre milizie « et superventores atque praeventores ».

(5) Reo. hist., XUl, p. 162.

(6) a In provincia [liallia] Riparensi : Tribunus cohortis primae Flaviae Sapaudicae,

« Calaronae.

« In provincia Novempopulaaa: Tribunus cohortis Novempopulanae, Lapurdo ». (Occ, XLII,

n-!9).

(7) Hermes, XVI, 1S8I, pag. 463 e segg.

(8) Malf.hio Caesaris Irierarchus ;Brindisi, n. 721); Anthus Caesaris trierarchus Livianus (Fréjua,

n. 703); Helios Caesaris trierarchus (Roma, n. 720); Caspius trierarchus Ti. Caesaris (Roma, n. 719).

I tre primi possono essere schiavi di Ottaviano non ancora chiamato col nome di Augusto , epperò

anteriori al 27 av. C. L'ultimo è uno schiavo di Tiberio.
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aTuto SÌ fatto ufficio noi possiamo provare non solo per i tempi di Augusto e di

Tiberio, ma altresì per quelli di Claudio e di Nerone ed anche di Domiziano (1),

il che d'altra pai'te concorda con quanto ho osservato circa il comando delle armate

affidato, sotto Claudio e i suoi primi successori, a liberti imperiali, come già erasi

praticato da Sesto Pompeo e da Ottaviano, durante le guerre civili (2). Ma che le

ciurme fossero tratte esclusivamente dalla familia imperatoris è cosa, che da niun

documento ci è attestato, e per cui si può solo fare una supposizione. Neppure pos-

siamo con sicm-ezza affermare che l'armata mancasse negl'inizii dell'impero di un

ordinamento militare ed abbia avuto questo soltanto da Claudio. Il diploma di questo

imperatore portante la data del 52, a mio avviso, può in parte contraddii'e a ciò.

Da questo diploma (3) la cittadinanza appare concessa frierareJiis et remigihiis qui

ììììlifaveriiHf in classe quae est Miseni et sunt dimissi honesta missione. Il diploma

poi appartiene ad un Besso designato come gregalis. Dunque la legge di concessione

della romana cittadinanza era fatta in favore di peregrini, uomini liberi, opperò non»

ischiavi e neppure liberti imperiali. Nel primo caso mal s'accorderebbe con la con-

dizione servile l'indicazione del militare servizio; nel secondo la concessione della cit-

tadinanza. Per questo rispetto il diploma concorda pienamente con gli altri posteriori,

che possediamo, appartenenti all'armata. Le voci poi militaverunt e gregalis accen-

nano ad un proprio e vero servigio militare; onde possiamo affermare che nel 52

l'armata di Miseno era composta, tanto ne' comandanti di nave, quanto negli uomini

delle cinrme (designati col vocabolo di remiges , sul cui valore altra volta ho di-

scorso (4)), di peregrini, il cui servigio era tenuto come servigio militare. Ma notiamo

ancora che dopo militaverunt sta scritto et sunt dimissi honesta missione. Dunque

gli anni di servigio di questi trierarchi e remiges erano compiuti. Quanti erano questi

anni ? 11 diploma noi dice ; non si fa però troppo ardita supposizione nel pensare che

fossero ventisei , come vediamo indicati , diciannove anni dopo , nei due diplomi di

Vespasiano in favore dei veterani dell'armata misenense e della ravennate, qui sena

et vicena stipendia aut plura meruerunf (5). Se dall'anno 52 togliamo ventisei

,

siamo condotti all'anno 26, duodecimo dell'impero di Tiberio, nel qual anno possiamo

conchiudere il servizio navale già essere tenuto come servizio militare e a questo essere

chiamati peregrini.

Conveniamo poi col Mommsen nell' ammettere che soltanto dal tempo circa di

Adriano in poi le iscrizioni ci consentono di formarci una più esatta idea della co-

stituzione della romana marineria.

(1) Può essere liberto di Ottaviano o di qualcuno de' principi della famiglia augustea, che por-

tarono il nome di Caio Giulio Cesare, C. lulius Caesaris l, Automatus trierarchus (Miseno, n. 590).

Liberto di Tiberio è Ti. Julius Aug. l. Hilarus navarchus Tiberianus (Roma, n. 717); di Tiberio &

Livia: Ti. lulius Aug^usii) et Aug(uslae) l. Diogenes trierarchus (SUseno, n. 41); di Claudio o Nerone :

Ti. Claudius Aug. l. Seleucus trierarchus (dell'armata britannica, Boulogne, n. 507) ; Ti. Claudius Aug.

l. Eros trierarchus exactus classis Augustae Alexandrinae (Scerscel, n.705); Ti. KJ.auJios S-:^zitoù

à-xtj.tCB-.poi Zr,jx cpcfipxpyc; z/aor/;; UtfviBiai (cssia del Ponto, dell'età di Domiziano; Perinto, n. 498).

(2) Armate, p. 32. Agli esempii quivi citati si aggiunga quello di un sottoprefetto dell' armata

di Alessandria dopo Claudio, il quale era liberto di Tiberio, fattoci conoscere dal marmo n. 704.

(3) N. 23.

(4) Armate, p. 40 e segg.

(5) N. 29, 368.
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Nel mio libro ho dato (1) uno specchio della patria de' classiarii, quale risulta

dalle epigrafi, dividendoli fra le armate. Da questo specchio si è tosto potuto vedere

come i soldati per questa o per quell'armata non si levavano in provincie determi-

nate, ma come una medesima regione dava uomini ad armate diverse.

Qui ripeto questa tavola, con le aggiunte forniteci dalle nuove iscrizioni e con

le correzioni recate da alcune lezioni più esatte di marmi misenensi riprodotti nel

Tolume X del Corpus. Ho mutato altresì l'ordine di questa tavola , distribuendo i

numeri delle iscrizioni secondo le pi'ovincie ; in ciascuna poi ho tenuto la divisione

delle armate (2).

Sardinia Sardus. M., 114 a, 124, 181, 201, 267, 279, 296, 305,

312, 314, 323, 613, 672, 674, 687. — K., 475, 481,

491. — CI. ine, 577, 579.

Fifensis ex Sardinia. M., 26.

Corsica Corsus. M., 202, 657. — E., 479. — CI. ine, 578.

Cursicanus. E., 463.

Corstis Vinaceniis. M., 202.

Opinus ex Corsica. CI. ine, 581.

Germania Germamts. M., 243. — E., 470.

Alpes Camiinnus. E., 426.

Italia . Italicus. M., 109, 664, 677. — E., 442.

Italus. E., 442.

Bomo Ateste. E., 371.

Formiamts. M., 48.

Italicus domo Miseno. M., 28.

Verna Misenas. M., 81.

Misenensis. M., 599.

Italus domo Nola. M., 85.

Verna Ostensis. M., 331.

Verna (Miseni). M., 321. — (Eavennae). E., 392, 406.

Pannonia Fannonius. M. , 210, 217, 268, 307'"^ 315, 353, 612. —
E., 369, 376, 419, 425, 445, 449, 467. — CI.

Brit., 511.

Fannonius domo Flavia Sirmio. M., 55.

Dalmatia Dalmata seu Belmata. M. , 86, 185, 212, 213, 215, 260,

286, 646, 690. — E., 375, 396, 399, 408, 413, 427,

434, 437"^ 446, 447, 454, 456, 459, 462, 471, 488,

702. — CI. ine, 569.

Belmata Castri Flanae. E., 393.

Desidias. C. I. L., Ili, priv. VI (3).

(I) Pag. 42.

(2) M indica l'armata di Miseno, R quella di Ravenna.

(3) Alia legione II adiutrice, formata con soldati tratti dalla marineria, appartiene il milite, di

cui è il diploma di Vespasiano del 70.
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Dalmatia Bitio. CI. ine, 570.

Lìhurmis Varvarìnus. K., 407.

Maesems. E., 3GS.

MoESiA Musiaticiis. M., 316.

Thracia Bessus. M., 23, 53&, 54, 56, 106, 159, 177, 190, 195,

196, 208, 211, 219, 251, 270, 290, 295, 302, 320,

328, 332, 337, 338, 340, 341, 344, 349, 658, 662,

670, 675, 676, 689. - K. , 384, 414, 440, 452,

468, 474.

Achaia Ch-aecus (1). M. , 183, 188, 262, 278 (?), 319, 330, 347.

K, 441.

Actiacus Nicopolitanus. M., 424.

Asia Asiamis. M., 143. 654.

Phryx. M., 653.

Phri/gius Laudiceims. C. I. L., Ili, jwitJ. IV (2).

PoNTi-s ET BiTHTNiA. Bifhyiius. M., 242, 254, 647, 671. — E., 448.

Bitliynus civitate Phisiada {JPriisiade). E., 433.

Nicaensis. M., 102, 117, 125. - E., 701 (?).

Ponticus. M., 76, 95, 116, 153, 231, 345. - E., 700 (?).

Cappadocia etc. . . . Cappadox. M., 150.

Gnigissus ex civitate Coroxnsso vico Asseridi (Lycaoniae). CI.

ine, 723.

Ltcia et Pamphtlia. Pamphìjhis. M., 617.

CiLicu Cilix. M., 53a, 69, 74, 115, 165, 198, 227, 265, 274, 291,

325, 346, 356, 673, 678. - E., 480. — CI. ine,

578.

SiEiA Syrus s. Surus. M. , 58&, 103, 110, 121, 234, 326, 329,

606, 679. — E., 382, 402, 412, 421, 422, 438. —
CI. ine, 727, C. I. L., Ili, ijriv. V (3).

Surus Garasenus. M., 24.

Surus enus. CI. Brit., 510.

Aradeus. E., 430.

Seìeuciensis. M., 123.

Arabia Syrus natione Araius. M., 187.

Aegtptus Aegyptius. M., 82, 93, 100, 112, 134, 151, 154, 170, 173,

174, 221, 228, 229, 237, 248, 250, 261, 280, 284,

287, 310, 836, 609, 634, 656, 665. - E., 404, 431,

461, 486, 493.

Aegyptius LycopoUtes. M., 603,

(1) Graecus noa significa già oriuado della Grecia propriamente detta od Acaia, ma di qualsivoglia

provincia greca.

(2) Diploma di Galba (68) spettante ad un soldato della legione I adiutrioe, già classiario.

(3) Diploma di Galba (63) ad un milite della 1 adiutrice.
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Aegtptus ...... Alexandrinus. M., 73, 120, 130, 152, 158, 175, 178, 179,

205, 226, 281, 288, 334, 633, 638, 642, 663. -
E., 432. — CI. Germ., 530. - CI. ine, 363.

Coptita. CI. Alex., 494.

Creta ET Cirenaica. J.xo natione Graeeus (Oaxi Cretae oppidi?). CI. ine, 573.

Cyrenensis. M., 239.

Liiycus seu Lihucus. M., 317. — K. 400, 416, 485.

Paraetoniìis. CI. ine. , 556.

Africa Afer. M., 63, 180, 224, 306, 311, 350, 357 (?), 618, 684.

— CI. ine, 555.

Afer Bizacinus. CI. Brit., 706^

Incerta Agradiensis. M., 223. — K., 460.

Vihiensis. M., 604.

Una doppia specie di osservazioni noi possiamo fare, osservando questa tavola,

cioè sul modo , con cui la patria è indicata nei titoli de" classiarii, e sulle regioni,

donde questi soldati provenivano.

Circa il modo di designare la patria, il più ovvio nelle epigrafi sepolcrali era

l'indicazione delle provincie col solo aggettivo etnico, ovvero con questo preceduto da

natione (1); quindi Sardtis, Corsiis, Frinnonius, ecc. Tale regola vale peri nativi

delle Provincie di Sardegna, Corsica, Germania, Pannonia, Dalmazia, Mesia, Ponto,

Cappadocia, Panfilia, Cilicia, Africa. Eara è la menzione della città. Così non abbiamo

se non un Pannonio, il quale col nome della provincia congiunge quello della patria

Sirmio ; un Dalmata, che indica pure il castro Plana , in cui avea sortito i natali
;

un Africano, che si designa Afro Bizacino o dalla città di Byzaciinn o dalla regione

dell'Africa Bizacene; finalmente due Dalmati, che, omesso il nome generico del loro

popolo, si appellano l'uno Liburno Varvarino dalla città di Liburnia Varvaria, l'altro

accennando il nome della patria Ditto. Gli originarli della Tracia indicano il popolo

de' Bessi, a cui appartengono, giammai la provincia : forse il vocabolo Besso può qui

avere un senso più esteso e comprendere in generale i nativi di tutta la Tracia (2).

Un analogo esempio ci è offerto da un Licaonio, il quale, ponendo un epitafio a sua

moglie, ne indica la gente (finora sconosciuta) de' Gnigissi , ed aggiunge ancora la

menzione della città di Coropisso e del vico, a cui ella apparteneva, notando ch'egli

era ex eadem civitate et vico (3). I nativi delle provincie greche s'appellano Graeci:

è da notare che con questo nome non s'indicano solo gli oriundi della Grecia propria

od Acaia, come dicevano i Eomani. Un nativo di Nicopoli d'Epiro si chiama Azziaco

(1) r.f. Armate, p. 42, nota 3.

(2) Il Moramsen {Hermes, XYl, 1881, p. 453, nota 2; XIX, 188'l, p 33 e sog. ) crede che la voce

Bessus iudichi non solo chi apparteneva a questo popolo della Tracia , ma in generale tutti i nativi

della Tracia e della Dardania, osservaudo come, in epigrafi di equiti singolari, cittadini di Apri e di

Scupi, città che non erano dei Bessi propriamente detti, sian detti Bessi (C. 1. L. , VI, 3177, 3205),

V è però da notare la formola natione Thrax, che occorre in titoli militari.

{i] N. 7-'3. L'iscrizione, scoperta a Terracina, appartiene ad un nauphylax, che potrebbe anche

non essere della marineria militare. Terracina non era porto «lilitare: però presso gli antichi non

esisteva tutta la differenza, che è presso i moderni fra i porti militari e i mercantili (La Blanchère,

nella Rev. arch. 3» s., 1884, III, p. 139).
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Nicopolitano. Quelli della provincia d'Asia esprimono la loro provenienza o col nome

generico della provincia o con quello della regione speciale : cosicché insieme con

due esempii di Asiani abbiamo uno. di un Frigio. Parecchi esempii troviamo di Bitini ;

alcuni pure , che indicano solo la città di Nicea ; unico il Bitino di Prusiade. Frequenti

sono quelli, che indicano la patria Siria, talora ricordando solo il nome della città,

cosicché troviamo un Aradeo ed un Seleuciese. Assai numerosi sono coloro , che si

chiamano. Egizii ; numerosi sono pui-e gli Alessandrini ; unico é il nativo di Licopoli,

che insieme col nome generico di Egizio enuncia quello della città.

È dubbio assai se il classiario, che al suo nome aggiunse le voci Axo natione

G-raccus, fosse un Cretese nativo di Oaxus. Fra gli originarli della Cirenaica abbiamo

un Cù'enese ed un Paretonio: di questa provincia, non dell'Africa propriamente detta,

reputo siano oriundi i Libici, che appaiono in alcune poche iscrizioni.

Gli originarli dell'Italia erano indigeni della regione, in cui stava ordinariamente

stanziata Tarmata, e convien supporre fossero figliuoli de' soldati in guarnigione nei

porti della penisola. Essi o chiamausi Italici, ovvero indicano con maggior precisione

il luogo della nascita (per esempio natione Formiamis, natione Misenensis, natione

Itaìiis domo Noia)
,
premettendovi anche la voce verna (verna Misenensis , verna

Ostensis), o dicendo verna senz'altro, dovendosi intendere del luogo, in cui la lapide

fu diseppellita. Del Nolano e del Formiano riparlerò più innanzi. Si ricordi poi ancora

la presenza di un alpigiano del paese dei Camunni fra i militi dell'armata di Kavenna.

ÌSei documenti ufficiali (tali sono per il nostro argomento gli estratti delle leggi

di privilegio concesse ai militi, ossia i cosi detti diplomi militari) la menzione della

patria è fatta con maggiore specificazione. Così noi abbiamo in un diploma (1) un

Siro Garaseno, in un altro un Corso Vinaceno (2) , in un terzo un Fifensis ex Sar-

dinia (3), in un quarto un Italico domo Miseno (4), in un quinto un Dalmata, che

è chiamato col nome del popolo de' Mezei (5), in un sesto un Coptita (6) e final-

mente in un settimo un Ojiimis ex Corsica (7). Abbiamo però semj)licemente in

diplomi un Besso (8) ed un Pannonio (9).

Se poi ricerchiamo la provenienza de' classiarii dalle singole regioni dell'impero

troveremo che alcune provincie ne forniscono un numero maggiore, altre un numero

più ristretto, finalmente alcune provincie mancano affatto. Lasciamo stare l'Italia, i

cui figli menzionati nelle lapidi dell'armata sono, come abbiamo notato, per l'ordi-

nario nati dai soldati di mare di stanza nei porti militari di questo paese , o , come

dii-emo appresso , appartengono ad età più recente ; lasciamo stare pure la Grecia,

per il valore troppo generico della parola Graeeus , come abbiamo osservato ; e con

le rimanenti lapidi potremo avere la seguente proporzione :

'I) N. 2t

(2) :y. 25.

(3) N. 26.

(4; N. 28.

(5; N. 368.

(6) N. -194.

(7)N. .-81.

(S) K. 23.

(9) N. b69.
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Classiarii originarii di Egitto 53

» Tracia. 39

» Dalmazia 32

» Sardegna 21

» Siria 21

» Ponto e Bitinia 17

» Cilicia 17

» Pannonia 16

» Africa 11

» Corsica 7

» Creta e Cirenaica 7

» Asia 4

» Cappadocia e Licaonia 2

» Germania 2

» Alpi 1

» Mesia 1

» Licia e Panfilia 1

» Arabia 1.

Trarre conseguenze assolute dalla mancanza di certe provincie nell'elenco di

quelle, che diedero uomini alle armate, e dal maggiore o minor numero di classiarii

di questa o quella provincia, che ci sono fatti conoscere dalle epigrafi, sarebbe cosa

assurda , siccome già ho notato nel mio libro (1). Tuttavia la persistenza della

mancanza di certe provincie, come le ispaniche, le galliche, la Britaunia, già da me

segnalata , e la quale dura nella centuria e mezza di nuove lapidi classiarie, qui

riunita, sempre più deve farci tendere a cangiare in affermazione il forte dubbio che

non si traessero militi per l'armata da queste provincie, nelle quali, come ho osser-

vato, si levavano coorti ed ale ausiliarie. Assai presto Gallia e Spagna ebbero la

romana cittadinanza: le tre Gallie già n'erano in possesso sotto Claudio; la Spagna

è verosimile l'ottenesse da Adriano : per ciò i nativi di queste provincie, godenti della

cittadinanza, non venivano a militare nell'armata , ove , come si dirà appresso, assai

tardi compaiono i cittadini romani. Era le provincie, che non fornirono uomini al-

l'armata, annovera il Mommsen altresì l'Acaia, la Macedonia, Cipro (2) e Creta. A

quest'ultima, come fu veduto, può forse appartenere un milite di mare; quanto alle

due prime (oltre all'Azziaco Nicopolitano sovra citato) nulla ci vieta di assegnare ad

esse qualcuno dei Graeci, anche essendo certi che questo vocabolo ha un significato

esteso oltre ai limiti della Grecia propria.

Che le Provincie imperiali fornissero in massima parte gli uomini all' armata è

ciò , che bene osservò il Mommsen nei notevoli e sagaci suoi studii sulla coscrizione

(1) P. 45.

(2) Nel mio libro indicai questa isola fra le regioni, che diedero uomini alla marineria. Se non

che la lapide n. 154, con natione Cypr., pubblicata dal Mommsen (/. R. N. , n. 2748) e dal Garrucci

{CI. pr. Mis., n. 54) sulla fede del Vignoli e del Gori, esiste a Londra, fu riletta per il Corpus (X,

n. 3516) e vi si trova nation. Aegypl.
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neirimpero romano (1). Provincie imperiali erano la Pannonia e la Dalmazia, per le

quali ripeterò quanto pure ho già notato che , al tempo di Vitellio, Tacito affermar

l'armata ravennate essere stata in gran parte composta di indigeni di questi paesi (2) ;

imperiali erano la Mesia, la Tracia, la Cappadocia, la Licia e Panfilia, la Cilicia,

la Siria, l'Arabia, l'Egitto. Senatoria fu la provincia di Ponto e Bitinia, ma, impe-

rante Traiano, diventò imperiale. La Sardegna, assegnata al senato nella ripartizione

delle Provincie fatta da Ottaviano nel 27 av. C, passò nel 6 di C. all'imperatore, per tor-

nare, sotto Nerone, al senato ; ma è da notare che, sotto l'aspetto militare, benché retta

da un proconsole, si poteva tenere come provincia imperiale (3). Tuttavia, anche le Pro-

vincie senatorie non erano affatto escluse dal servigio navale. L'Asia , l'Africa , la

Cii'enaica e Creta ce ne porgono esempii certi
, probabili soltanto la Macedonia e

l'Acaia. Manca la provincia di Cipro, mancano le provincie senatorie della Betica

e della Narbonese, ma mancano pure le altre provincie imperiali della Spagna e della

Gallia, salvo la Germania. Insomma si può conchiudere con molta verisimiglianza che

al servizio navale fossero sopra tutto chiamati indigeni delle provincie imperiali e più

specialmente della Sardegna e Corsica, Pannonia, Dalmazia, Tracia , Siria , Egitto-

e di quelle dell'Asia Minore.

Sulla condizione gim-idica de' classiarii poi, oltre a quanto ho discorso nel mia

libro , si debbono ancora aggiungere alcune osservazioni , per le quali giovano assai

le ricerche del Mommsen sulla condizione degli equiti singolari, alla quale egli con-

giunge altresì quella dei militi della marineria (4).

Agl'inizii dell'impero , siccome ho detto , se fuvvi , come suppone il Mommsen

,

un periodo, in cui di schiavi e liberti imperiaK si componesse la romana marineria,

questo ha dovuto avere brevissima durata e non eccedere il principato augusteo e

l'inizio del tiberiano, conciossiachè verso l'anno 26 già possiamo stabilire esssrvi pe-

regrini nell'armata di Miseno. Questo elemento perdura. Peregrini sembrano il cen-

turione classiario Obarito ed il trierarco Erculeio, ricordati da Tacito come assassini

di Agrippina giuniore (5) ;
peregrini sono il centurione Platore e il soldato Marco, a

cui spettano i diplomi di Vespasiano del 71 (6); peregrini sono poi altri classiarii (7),

(1) Hermes, XIX, p. 46.

(2) Risi., II!, 12.

(3) Vedi Mjmmsen nel C. I. L., X, p. 777.

(4) Hermes, XVI, p. 458 e segg.

(5) Ann., XIV, 8.

(6) N. 24, 368.

(7) Eccone la lista :

Alhenio coron. ci. Rav., n. 403.

Basus Virli
f. mil. ci. Rav., n. 428.

Baio Laedionis
f.

mil. ci. ine, n. 566.

Crescens Silvani mil. ci. Syr., n. 502.

Dassis Ca. . . mil. ci. ine, n. 568.

Horv.s Poheci f. pror. ci. Germ., n. 530.

Idiopanlus Alexandri f. mil. ci. ine, n. 572.

Mit'js $t/in-£ mil. ci. Syr., n. 504.

Menander hort. ci. ine, n. 557.

Paius Versonis f. mil. ci. ine, n. 566.

Serie IL Toii. XKXVI.
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•circa i quali , se per determinare il tempo, in cui vissero , mancano le note crono-

logiche, non è improbabile tuttavia supporre che appartenessero al primo secolo o al

principio del secondo.

I diplomi posteriori, salvo i due ultimi appartenenti alla metà del terzo secolo,

spettano a soldati designati non più con nome peregrino , ma bensì con la forma

italica dei due o tre nomi (1). Essi indicano il nome peregrino del genitore: pere-

grino è pure in uno d'essi il nome del figliuolo del classiario, che insieme col padre

ebbe la cittadinanza. La massima parte poi dei nomi de' soldati di mare , che in-

contriamo nelle iscrizioni, presenta la forma italica. Talvolta insieme col nome ro-

mano il classiario congiunge quello peregrino (2). In questi casi sempre è notato il

nome peregrino del genitore (3). Alcune altre volte il nome del padre peregrino è

indicato dal figlio classiario , senza che questi noti il doppio suo nome latino e

peregrino (4). Salvo questi esempii , la paternità non è quasi mai espressa nelle

lapidi dei cìassiarii. Onde il Mommsen crede d' inferire che le armate si compo-

nessero altresì di libertini, i quali, entrando in servigio, perdevano il patrono, ed

acquistavano così una ingenuità fittizia, e quindi non si curavano d'indicare il pre-

Phallaeus Dioclis f. gub. ci. Rav., n. 380.

Scaeva Liccai
f.

mil. ci ine, n. 730.

Verus Misai
f.

mil. ci. Rav., n 477.

...Alus Pinihsi f.
symph. ci. ino., n. 559.

Niuno di questi accenna la patiia, salvo Eorus, che indica la sua origine alessandrina.

(1 ) Dipi, di Domiziano, a. 85 (ci. Alex.) : C. Gemetlus Croni f.
(Coptita), n. 494.

Dipi, di Adriano, a. 127 (ci. Rav.): C. Fusius Curadronis f, n. 370.

Id. a. 129 (ci. Mis.): M. Numisius Saionis
f.
Nomasius (Corso Vinaceno), n. 25.

Id. a. 134: Numitorius Agisini
f.

Tarramo et Tarpalar filius eius (Sardo Fi-

fense), n. 26.

Dipi, di Antonino Pio? (ci. ine): L. Valerius Cainenis f.
Tanius (Corso Opino), n. 581.

{2j Eccone gli esempli conosciuti :

L. Anlonius Leo qui el Neon Zoili f.
mil. ci. Mis. (della Cilicia), n. 165.

M. Atlius Nepos qui Zecaehr id., n. 182.

M. Caecilius Yalens qui Chilo Bilhi f. mil. ci. ine, n. 567.

lallius Yalens qui el Licca Bardi
f. opt. ci. Mis., n. 83.

C. lulius Silcanus qui et Diophanis Diophani mil. ci. Mis. (della Bitinia), n. 254.

C. lulius Pudens qui Dines Saulis f. id. (Besso), n. 670.

C lulius Yalens qui el Bisa Serri f. scriba ci. Mis., n. 627.

C. lulius Yiclor qui et Sola Vini f. mil. ci. Mis., n. 256.

M. Plolius Paulus qui et Zosimus trier. ci. ino., n. 549.

C. Ravonius Celer qui et Baio Scenobarbi mil. ci. Mis. (Dalmata), n. 213.

M. Seius Longinus qui el Menophilus Anioni... id. (di Nicea), n. 297.

T. Suillius Albanus qui et Timotheus Menisci f. arm. cust. ol. Mis. (di Nicea), n. 102.

L. Yinidius Celer qui el Temans. . . f. mil. ol. Mis. (Dalmata), n. 690.

(3) Fa eccezione M. Plolius Paulus qui el Zosimus (n. 5-19), unico fra i trierarchi , che abbia un

oppio nome. La sua qualificazione di trierarchus Augusti lo assegna al principio dell'impero.

(4) Si trova ciò nei seguenti esempii, oltre a quelli già citati da' diplomi:

L. Atilius Xenonis
f.

Pudens scriba vet. ci. iVlis., n. 133.

Sex. Baebius Bai. f. vet. ci. ino., n. 562.

Cassius Veneti
f. Venetus vet. ci. Mis., n. 200.

L. Dicimius Scava Dercelonis
f.

missio. ci. Mis., n. 214.

Bionysius Pleflarchi
f.

Trallianus scriba ci. Germ., 713.

L. Dumilius Demeiri
f.

Demelrius subunot. ol. Mis., n. 122.

il/. Sabinius Fadi f. Hera fab. ci. Mis., n. 625.

Tarulius Talenti
f.

mil. ci. Mis. (Sardo), n. 314.
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nome del manomissore nei loro marmi (1). Questa congettura non è improbabile
,

neppure è interamente persuasiva: nulla si oppone a credere che molti classiarii tra-

scurassero di esprimere il nome del loro padre peregrino. I vernae
,

per esempio
,

erano eyidentemente ingenui, eppure nelle lapidi, che conosciamo, mai niuno di essi

enuncia il nome paterno.

Qualche esempio (rarissimo è vero) abbiamo di classiarii col nome del genitore

non peregrino. Lasciamo in disparte un navarco principe ed un trierarco, che, oltre-

al nome del padre, indicano ancora la tribù (2), i quali esempii non servono per il

nostro caso; come neppure ci serve quello di un ai-chitetto dell'armata di Miseno (3).

Noi non troviamo che un veterano dell'armata misenense (4), un altro d'incerta ar-

mata (5), un piloto dell'armata germanica (6) ed uno scriba della ravennate (7),

oltre a due esempii fornitici da diplomi, l'uno da quello dei Filippi del 247 di un

opzione dell'armata di Miseno (8) , l'altro dal diploma di Decio del 249 di un li-

brario sesquipliciario della ravennate (9). Questi è nativo di Ateste; l'opzione è di

Miseno; il luogo della nascita fa supporre ch'egli fosse figlio di un soldato già di

stanza in quel luogo. La tribùnon è menzionata nei citati esempii che in due casi (10)^

l'uno di un veterano, l'altro dello scriba (11).

Pensa poi il Mommsen che a partire dal secondo secolo la condizione dei pe-

regrini all'entrare in servizio nel corpo degU equiti singolari , ovvero nell' armata

,

divenisse la latinità (12). Che equiti singolari e militi dell'armata non fossero per regola

generale cittadini romani è dimostrato dal fatto della concessione della cittadinanza,

finiti gli anni del servizio (13); che non fossero più peregrini nel senso proprio del

vocabolo risulta dal modo più comune, con cui esprimono i loro nomi , vale a dire

la forma pluiinominale italica. A ciò aggiungendo la costante mancanza della tribù.

(I) Hermes, XIX, p. 17, nota 3. Una lapide ci fa conoscere M. Arrius M. l. Princeps soldato del-

l'armata di Miseno (n. 6i!). Ma non può darsi che in vece di il/, l. vrsi dovesse scrivere M. f- ? Anche,

ammettendo l'esattezza dell'epigrafe, è pur sempre un esempio isolato.

(2) C. Julius C. f. Fai. Magnus nav. princ. ci. Mis., n. 584 (probabilmente dell'anno 198).

C. Marcius Volson.
f.

Serg. Maiimus trier. ci. Mis., n. 44.

Si può ancora aggiungere 0. Sulgius L. f. Pap. Caecilianus, che fu navarco nell'armata di Miseno,

e poi occupò altri gradi più alti nell'armata e nell'esercito sino a quello di prefetto della legione III

Cirenaica [n. 31).

(3) C. Veltius C. f.
Claud. Gratus, n. il3.

(4) ....niws C. f. An. Sihanus, n. 307.

(5) L. Trebius L. f. Ruso, n. 576.

(6) L. OclaviìiS L. f. Elaites, n. 713.

(7) M. Valerius M. f. Claud. Coloriva, n. 407.

(8) r. Flai-ius T. fa. Alexander, n. 28.

(9)- merinus L. f.
Sempronianits, n. 371.

(IO) N. 307.

(I I) Nell'epigrafe : 31. Valerio M. f. Claud. Colono Liburn. Varvari. scrib. cl.pr. Raven. il Mommsen
crede che Claud. non esprima la tribii Claudia , ma sia il soprannome della città di Liburnia Var-

varina {Hermes, XVI, p. 466, nota 3, cf. C. I. L., Ili, n. 6418). La mancanza delle tribù nelle lapidi

dei veterani dell'armata, che avevano ricevuto la cittadinanza, terminati gli anni di servizio, proviene

anche in parte, come ben nota il Mommsen, da ciò che molte di tali iscrizioni appartengono al secolo

terzo, in cui la tribù era già andata in disuso ed anche chi la possedeva non si curava di enunciarla.

(12) Hermes, XVI, p. 458 e segg.

(13) Un soldato dell'armata di Ravenna, che ha militato ventisei anni , è detto Romana cimiate

donalus, ciò che equivale probabilmente a missus honesta missione ossia a veleranus.
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devesi ammettere ch'essi necessariamente doveano essere Latini (1). Questo diritto di

latinità od era posseduto dal loro luogo natio, ovvero ad essi personalmente conferito

all'entrare in servizio. 11 nome poi di colonia , che si trova dato a parecchie città

indicate nei titoli di questi soldati, non ha nulla di contradditorio: ninna ragione,

in fatti, vieta di ammettere che dopo Adriano vi fossero colonie di diritto latino.

La celebre costituzione di Caracalla concedente la romana cittadinanza a tutti gli

uomini liberi, domiciliati nell' impero romano, non ebbe, com' è noto, quell" indole gene-

rale, che le si volle un tempo attribuire. Non solo essa non tolse di mezzo le cause,

«he potevano produrre differenze nello stato delle persone suddite dell'impero; ma nem-

meno tutti i non cittadini ebbero da essa la romana cittadinanza (2). Ed in fatti

gli equiti singolari sembra non abbiano profittato di tale concessione. Il contrario

avvenne per i militi dell'armata. Di Caracalla abbiamo un diploma da poco cono-

sciuto (3) in favore dell'armata di Eavenna; ma ci manca il nome del soldato. Po-

steriori a Caracalla sono i due diplomi sopra rammentati, spettanti a soldati di mare,

l'uno del 247, imperanti i due Filippi, l'altro di Decio del 249. I soldati men-

zionati in essi sono evidentemente cittadini; il primo diploma spetta aXVex optione

T. Fl{avio) T. fil. Alexandro n{atione) Ital{ico) d{omo) Misen{o) , l' altro all'ex

librar(io) sesqu[i;pliciario) merino L. f. Sempro[majno dom{o) Ateste. I pri-

vilegii, contenuti nelle leggi di questi imperatori non giovavano già a far conseguire a

questi militi la cittadinanza, di cui già essi erano in possesso, ma a regolare le loro

unioni con donne non cittadine e la condizione giuridica della moglie e della prole. In

fatti il primo diploma è dato in favore, oltre che dell'opzione, anche della moglie e di

quattro figli, di cui il primo appare nato da questa, gli altri da genitrice diversa: l'altro

diploma insieme col librario sesquipliciario ne rammenta pure il figlio. Se il luogo della

nascita poi, come ho detto, può far supporre che l'opzione misenense fosse figlio di un

milite dell'armata, altrettanto non si può dire del nativo di Ateste, librario nell'ar-

mata di Eavenna. Al contrario
,

pensando alla cittadinanza da questo posseduta , si

deve ammettere che verso la seconda metà del secolo terzo anche nella milizia navale

si trovassero Italiani, oltre ai vernae, che ci furono palesati dalle epigrafi. Ora sap-

piamo che gl'Italiani, appunto perchè cittadini, non militavano prima nell'armata:

ed al terzo secolo parimente si possono assegnare le due epigrafi, in cui come soldati

di marineria appaiono un nativo di Formia ed uno di Nola e probabilmente altresì

alcune di quelle , in cui solo si legge la generica menzione di Italiciis o à'Italìis.

Conchiudendo, nella composizione dell'armata romana noi possiamo stabilire i

seguenti periodi:

1° Un periodo di formazione, in cui liberti imperiali non solo, ma anche schiavi

del principe, si trovano essere capitani di nave : secondo il Mommsen, durante questo

periodo, da lui prolungato sino a Claudio, le ciurme altresì sarebbero state formate con

(1) L'opinioae del Mommsen è accettata dal Willems, Le droit public romain, 5= ed., Louvain,

1883, p. 411.

(2) Vedi Moramsen, nell'Hermes, XVI, p. 475 e segg. Cf. Mispoiilet, Instilutions politiques des Ro-
mains, t. II, Paris, 1883, p. 168.

{3) N. 698.
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gente della famìTta imperatoris, e l'armata non avrebbe avuto un vero ordinamento

militare. Noi al contrario crediamo che questo periodo abbia avuto breve durata ,

presto essendo scomparsi gli schiavi dell' imperatore dagli ufficii superiori classiarii

,

essersi mantenuti , al contrario , ancora per qualche tempo liberti imperiali a capi-

tanare navi ed a comandare talora le armate. Quanto alle ciurme niuna notizia po-

sitiva ci è fornita ne dagli scrittori, ne dai testi epigrafici.

2" Un periodo, che possiamo giudicare già cominciato sotto l'impero di Ti-

berio , e la cui durata possiamo potrarre alla fine del primo secolo , forse anche ai

primi decennii del secondo. In questo periodo le armate sono composte di peregrini,

che conservano la peregrinità durante il servigio ed alla fine di esso acquistano la

romana cittadinanza per privilegio imperiale.

3° Un periodo, comprendente il secondo secolo e parte del terzo, durante il

quale si deve ammettere che i militi di mare levati fra i peregrini di determinate

Provincie acquistino la latinità per il fatto solo dell'ingresso nell'armata.

4° La costituzione di Caracalla modifica probabilmente questa condizione. I

classiarii diventano cittadini. Alla metà del terzo secolo noi possiamo stabilire la

presenza di cittadini nell'armata Ciò ha conseguenza altresì sulla provenienza regionale

de' classiarii. Italiani entrano nell'armata, laddove prima i nativi della penisola non

erano che figliuoli di soldati della marineria seguenti la professione de' loro genitori.

La serie dei diplomi militari fu accresciuta in questi ultimi anni, per fortunate

scoperte, sino a settantotto (1) ; un solo diploma nuovo spettante all'armata ci fu

dato dalla Sardegna
, quello sopra rammentato di Caracalla , il quale è pertanto il

decimosesto di tali documenti concernenti la marineria romana (2). Mancando in

questo mutilo diploma , appartenente ad un ignoto milite dell'armata di Kavenna
,

l'indicazione della potestà tribunicia ed essendovi solo enunciata la terza salutazione

imperatoria ed il quarto consolato , il diploma può appartenere ad uno degli anni

fra il 213 ed il 217.

La formola di questo diploma ipsis filisque eorum, quos susceperint ex mulieribus,

qiias secum concessa consuetudine vixisse proì)averint,etc., uguale a quella, che si trova

nei posteriori diplomi del 247 e del 249, e diversa da quella, che s'incontra nei diplomi

anteriori, ove le donne dei soldati sono chiamate iixores, richiede alcune osservazioni.

^1) I diplomi militari pubblicati nel Corpus e nella Ephemeris epigraphica erano sessantadue,

alloi'chè venne alla luce il mio libro (1878), oltre ad uno, allora inedito, ma a me noto. Appresso ne

apparvero altri quindici seWEphemeris (IV, p. 183-187; p. 495-515; V, p. 9,-104), ai quali è da ag-

giungere il diploma di Domiziano dell'anno 83 scoperto a Coptos e pubblicato dal De^jardìns, Comptes

rendus de l'Acad. des inscr.et belles lettres, 1883, p 441-449.

f2) N. G98. V. il mio scritto Intorno ad un nuovo diploma militare romano, negli Atti dell'Acc. delle

Se., XVIII, p ^,53 e segg. Quivi ho osservato che il Mommsen, pubblicando un fraramer^to di diploma di

Domiziano [Eph. ep., W,priv. n. LXIV), pensò fosse menzionata nella parte perita l'armata germanica.

Tra le parole equilibus et p[edilibus^ e qui militaver\unt] vi è uno spazio
,
per il quale non si trova

facilmente un altro supplemento; onde il Mommsen propone di leggex'e et classiariis , supplemento

« aptum omnino exercitui Germaniae inferioris . Mi parve dubbia la cosa; ad ogni modo in vece di

et dassiariis preferirei aggiungere et classicis, come si legge nel diploma di Domiziano per l'armata

alessandrina (n. 49 1) ed in uno di Traiano per le milizie ausiliarie e l'armata della Mesia (n. .542,

cf. n. 541 \
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L'opinioae del ilommsen sul matrimonio de' soldati romani è stata in parte

contraddetta dal Wilmanns nel suo lavoro intomo al campo di Lambesa (1). Il

Mommsen pensa che ai soldati cittadini fosse vietato il matrimonio, durante il servizio,

laddove i non cittadini potevano tor moglie , secondo le loro leggi e consuetudini

particolari e queste unioni acquistavano dalle leggi di privilegio gli effetti di quelle

contratte fra cittadini. Da Settimio Severo poi sarebbe stato concesso ai soldati di

tener seco concubine (2).

n Wilmanns suppone che i legionarii avessero facoltà di contrarre simulacri di

matrimonio con cittadine romane. Della quale facoltà avran goduto altresì le milizie

privilegiate destinate al presidio di Eoma. Se non che, mentre i soldati delle coorti

pretorie ed urbane potevano vivere in concubinato con donne peregrine , e, in virtù

di speciale privilegio , il matrimonio diveniva legittimo alla fine del sei-vizio , come

risulta dai diplomi ; i legionarii, al contrario, non potevano venire a tali unioni, non

esistendo alcun diploma per essi che le riveli (3) e non essendo ben viste le unioni

fra i soldati cittadini e gli abitanti delle provincie.

Il Wilmanns dà un'altra spiegazione al passo di Erodiano, dal quale il Mommsen

credette d'inferire la facoltà del concubinato concessa da Settimio Severo. Erodiano

fra i decreti da questo imperatore emanati dopo la sconfitta di Albino (decreti, che

Macrino reputò dannosi alla disciplina militare) annovera quello di potere yu^at^j

cruvor/.sfv (4). In questa espressione il Wilmanns scorge il diritto dato ai soldati di

coabitare legalmente con le loro donne. Ed osservando la diversa disposizione, che

appare nel campo di Lambesa , a partire appunto dal regno di Severo, conchiude

che siho allora il soldato abitava nel campo, adesso eragli concesso dimorare nel

vicino villaggio con la moglie o la concubina e venire soltanto nel campo nelle ore

di servizio (5).

Teste un erudito francese, il Mispoulet, riprese l'esame della quistione del ma-

trimonio de' soldati romani (6). Egli stima che il divieto del matrimonio non esistesse,

e fonda la sua opinione sopra i seguenti argomenti: disaccordo, che sarebbe fra sì

fatto divieto e 1" indole della legislazione romana, che stabilisce privilegii in favore

dei soldati; disaccordo speciale fra questa proibizione, la quale dovrebbe essere opera

di Augusto, ordinatore dell'esercito permanente, e la tendenza della legislazione augustea

favorevole al matrimonio e contraria al celibato; mancanza di un testo speciale, che

provi questo divieto; esistenza di epigrafi, in cui non solo i soldati del presidio di

(1) Pubblicato nelle Commentaliones philologicae in honorem Th. Mommseni, tradotto poi, annotato

ed accresciuto di un'appendice epigrafica dall'ab. Thédenat, nel Bulletin trimestriel des antiquilés afri-

caines. II, 1883, p. 185-200, 238-251, 3c0-344, 393-417.

(2) C. 1. i., Ili, p. 906 e segg. Cf. ^r>na/e, p. 53. Tale opinione è pure quella del Marquardt, iìòm.

Staatscerw., voi. II, p. 542; e del Madvig, Rdm. Staatsverf., voi. II, p. 566.

(3) Salvo per militi delle due adiutrici di poco posteriori alla formazione di queste legioni costi-

tuite con soldati della marineria allora peregrini.

(41 111, 8.

(5) Lo Jung (Die roman. Prov,, p. 134, nota i) osserva che non conviene dimenticare le diffe

renze degli usi locali, altro essersi praticato in Africa, altro nelle regioni danubiane.

(6) Le mariage des soldats romains, nella Revue de philologie, de Uttérature et d''histoire ancienne,

TIII, 1884, p. 123-126.
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Eoma, gli ausiliarii e quelli dell'armata, ma anche i legionarii appaiono ammogliati,

e difficoltà di ammettere che sempre si tratti di matrimonii celebrati prima di entrar

in servizio, stante la giovane etti, in cui tale servizio principiava (1) ; testi giuiidici, che

accennano a soldati ammogliati, fra i quali testi alcuni evidentemente si riferiscono

a matrimonio contratto durante il servizio (2) ; interpretazione diversa al passo- di

Dione Cassio, in cui si volle scorgere espressa tale proibizione (3). Egli tuttavia osserva

che, se in diritto i matrimonii de' soldati erano ammessi, nel fatto tali matrimonii non

dovevano essere frequenti, sopra tutto per l'impossibilità della vita comune a cagione

del servÌ2do militare: quindi comprendesi da ciò perchè Tacito (4) e Tertulliano (5)

rappresentino i soldati come viventi nel celibato.

n ilispoulet accetta per il passo d'Erodiano la spiegazione, che il Wilmanns e

altri prima di lui vi avean dato, la facoltà cioè concessa ai soldati da Settimio Severo

di poter vivere in comune con le lor donne (6).

Egli soggiunge alcune osservazioni intorno all' ms . Conubii indicato nei diplomi.

Questo conuhium è la facoltà di contrarre un matrimonio retto dal dii-itto civile

romano di guisa che un tale matrimonio produrrà tutti gli effetti derivanti dalle

iustae rntptiae. Se il soldato, nel momento, in cui riceveva il privilegio, era ammo-

gliato, il suo matrimonio ex iure gentium, ove avesse sposato una Latina od una

peregrina, convertivasi in iustae nuptiae : se era ancora celibe, acquistava la facoltà

di contrarre matrimonio non solo con una cittadina, ma altresì con una donna pere-

grini iuris. Questo beneficio del conuhium si estende anche al concubinato, la volontà

dei due concubini lo può trasformare in matrimoniò. Ciò il Mispoulet deduce dalle

espressioni del diploma dei Filippi, uguali a quelle citate del diploma di Caracalla.

Egli poscia combatte l'opinione della retroattività del conuhium, vale a dire nega

che il conuhium concesso al soldato ammogliato durante il servizio faccia sì che i

figHuoU nati prima di tale concessione siano trattati come se fossero nati da due

(1) Vedi sull'età, in cui si cominciava a militare, Foerster, Das heerespflichlige Alter bei den

Ròrnern, nel Rheinisches Museum fùr Philologie, XXAVI, 1881, p. 158-160. Egli compose una tabella

coi voi. II, III, V, VI p. 1', VII del Corpus e con Renier, /. jR. de l'Alg., dalla quale si avrebbe, aver

cominciato il servizio a 13 anni un soldato legionario ed uno di coorte urbana; a 14 un legionario,

un ausiliario, un vigile, un milite di corpo sconosciuto; a Ì5 un pretoriano, un equite singolare, tre

legionarii, tre ausiliarii; il numero va crescendo a 16 anni, ecc. Per l'armata ho dato una tavola nel

mio libro, alla quale variazioni non importanti son date dalle nuove iscrizioni. Aggiungo tuttavia

alla fine questa tavola rifatta.

(2) Papiniano (fr. 16 D., De ci^s^r. pec. (XLIX, 17)) esamina la questione se la dote data o promessa

ad un figlio di famiglia soldato faccia parte del peculio castrense. — Ulpiano (fr. 45, § 3 D., De ritu

»i2y)(. (XXIII, 2}) parla di schiava comprata col peculio castrense dal figlio di famiglia soldato e quindi

manomessa e del diritto di sposarla. — Papiniano (fr. 35 D., eod.) afferma: « filiusfamilias miles ma-

< trimonium sine patris voluntate non contrahit u.

(3) Questo storico dice che Claudio T^r,- ^ro'xrzjou.i-joiì, 1-v.ò-/ì /•jvarza; o-j/. ìòi-imm tv. -/= -m -lófiM-i é^si»,

ri t5v /i-/^u:r,/.i-a-j òtzacoJ,uara lia/.i. |LX, 24). In vece d'intendere Una impossibilità legale del matrimonio,

il Mispoulet ravvisa nelle parole di Dione un'impossibilità di vita comune fra un soldato e sua moglie

stante le leggi militari, quindi dispensa da parte di Claudio ai soldati celibi delle pene sancite dalla

legge Papia Poppea per i non ammogliati.

(4) Ann., XIV, 27.

(5] De exhorl.casl., 12.

(6) Osservo ancora che Dione Cassio, dicendo i soldati yjvarzzg ojz U^rja-iro i/tv>, si riferisce a cosa

non più esistente al suo tempo. Sappiamo in fatti ch'egli scrisse la sua storia dopo Settimio Severo.
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cittadini romani. Finalmente egli crede che questo ius conuhii fosse concesso altresì

ai legionarii, e stima che la mancanza di diplomi per questi non possa essere un

argomento negativo.

Gli argomenti dal Mispoulet addotti a sostegno dell'opinione che tutti i soldati

romani potessero contrarre matrimonio mi sembrano persuasivi, del pari che la spie-

gazione del passo di Erodiano, dal "Wilmanns e da lui ammessa. Sulla natura del co-

nuhium indicato da' diplomi non v'ha dubbio: differisco però da lui sull'interpretazione

della formola sopra riferita dei diplomi di Caracalla e dei posteriori, e tosto ne darò

la ragione. Farmi poi che giustamente sia notata la non retroattività del conubium

rispetto alla prole nata innanzi alla concessione di esso (1).

Ora, venendo a ciò, che più strettamente si connette col nostro soggetto, cioè il

matrimonio de' classiarii, dobbiamo, come già ho fatto nel mio libro (2), osservare la

diversità delle formolo usate nei diplomi, ma dando ad essa uua diversa spiegazione.

Sino al 145 il conubium è dato ai soldati di mare cum uxoribus, quas tunc liahuis-

sent cum est civitas iis data, aut, siqui caelibes essent, cum iis quas postea du-

xissent. Nei due primi secoli i classiarii furono peregrini e poi Latini, quindi, mentre

acquistano la cittadinanza, hanno convertito in iustae nuptiae il loro matrimonio, o,

se celibi, quello che contrarranno con donne non cittadine.

Dal 213-17 in poi si parla di figli, quos susceperint ex mulierihus, quas secum

concessa consuetudine vixisse prohaverint, e di connubio cum iisdcm, quas tunc secum

habuissent cum est civitas iis data, aut, si qui tunc non haluissent, cum iis quas

postea uxores duxissent. Il Mommsen ravvisa in queste muìieres, quas secum concessa

consuetudine etc. le concubine permesse da Severo, e, pubblicando il diploma di Cara-

calla, trova confermata la sua congettura sul diiitto di concubinato concesso dal padre

di questo imperatore (3). Il Mispoulet pure crede che qui si tratti di concubine, e

soggiunge che non bisogna dare troppa importanza alla modificazione della formola e

ritardare sino al tempo, in cui questa appare così mutata, l'applicazione del conubitim

al concubinato.

Ài contrario io son d'avviso che questa mutazione di formola abbia importanza e si

riferisca ad un cangiamento nello stato dei classiarii. Nei due primi secoli non vi può

essere per i classiarii quistione di matrimonio o di concubinato nelle loro unioni con

(1)1 diplomi parlano solo dei figli per ciò che concerne il diritto di cittadinanza. Gaio, dopo aver

enunciato gli effetti del conubium di cittadini con Latine o peregrine (1, 57), soggiunge : « Unde et veteranis

« quibusdam concedi solet prinoipalibua constitutioiiibus conubium cum his Latinis peregrinisve quas

i( primas post missionem uxores duxerint; et qui es eo matrimonio nascuntur, et cives Romani et in

tt potestate parentum fiaut n. 11 giureconsulto qui non parla che del conubium cutn uxoribus, quas postea

duxissent, non con quelle, quas tunc habuissent, quindi non può essere invocato contro la retroattività

del conubium, È da notare che nel palinsesto veronese fi'a il § 57 e il seguente v'è uno spazio bianco,

in cui sembra non esistesse scrittura. Osserverò che le prime parole uwrffc e( ammtìsse da quasi tutti gli

editiri di Gaio, compresi il Kriiger e lo Studemund (anche nella loro recentissima edizione, Berlino,

188i), non si leggono cosi nel codice, dove, giusta l'apografo studemundiano.ai vedrebbe Vnd e e'.. Il Po-

lenaar nella sua edizione di Gaio (Leida, 1876) propone imde caura cognita; lo segue il Muirhead (ed.

di Edimburgo, ISSO); il Dubois (ed. di Parigi, 1881) nota: • Cette iugénieuse restitution est très-plau-

« sible », ciò che non credo, essendo contraria all'espressione usata ne' diplomi.

(2) Pag. 53.

(3) C.I.L., X, p.996, ad n.8325i Epìi.ep.,\, p. 104.



DI ERMANNO FEKKEKO 25

donne, non essendo essi cittadini. Queste unioni diventano col conìii/itm acquistato

matrimonii regolati dal diritto romano. Ma, come abbiamo veduto, dal tempo di Ca-

racalla in poi nell'ai-mata entrano cittadini romani, i quali o celebrano iustae mi^tiae

con cittadine, e quindi non hanno d'uopo di priyilegio alcuno, ovvero convivono in

concubinato con donne di lor coudizione o di condizione peregrina, ed allora il conubium

è necessario per legittimare sì fatta unione.

Insomma i classiarii vengono a trovarsi nell'analoga condizione de' militi delle

coorti pretorie ed urbane , ai quali il conuhium è espressamente dato per le loro

uuioni con donne peregrini iuris. Ma per gli equiti singolari, che, a quanto sembra,

non hanno avuto il vantaggio della romana cittadinanza al tempo di Caracalla, perdura

nei diplomi l'antica formola, uguale a quella un tempo pure usata per i classiarii (1).

Importante poi è la notizia dal nuovo diploma fornita circa la durata del ser-

vizio navale già accresciuta da ventisei a ventott'anni. Dai diplomi precedentemente

noti potevasi stabilii-e soltanto che sì fatto prolungamento del servizio nell'armata

fosse stato introdotto nello spazio di novantotto anni fra il 145 ed il 247. Ora

questo spazio si riduce di trenta e più anni fra il 145 e il 213-217. Forse tale

innovazione è da ascriversi a Settimio Severo, autore di molte riforme nella milizia.

Le nuove iscrizioni nulla aggiungono alle nostre cognizioni sui comandanti delle

ai*mate.

Un nuovo prefetto della misenense (2), uno della ravennate (3), im sottoprefetto

della prima (4) , ed un sottoprefetto dell'alessandrina (5) (primo esempio di un sot-

toprefetto di un'armata provinciale), oltre ad un nome mutilato di un prefetto o di

un sottoprefetto di una delle due armate pretorie (6), compaiono nei testi epigrafici riuniti

in questo supplemento. Il prefetto dell'armata di Miseno, che la nuova iscrizione ci

fa conoscere, è insignito del titolo di vir perfectissimus, portato, a partire dal terzo

secolo, da personaggi dell'ordine equestre e che già s'è incontrato in tre altre lapidi

di prefetti dell'armata (7). Il sottoprefetto dell'alessandrina, posteriore a Claudio,

è un liberto di Tiberio. Concorda ciò con quanto sappiamo sul comando delle ar-

mate affidato nei primi tempi dell'impero altresì a liberti imperiali.

Ho trattato con la maggior ampiezza possibile nel mio libro degli ufficiali su-

periori deUa marineria, navarchi e trierarchi, ho parlato dei centurioni classiarii, che

nel primo secolo sembrano diversi dai navarchi e trierarchi, ma dopo la metà del

secondo secolo sembrano essere la stessa cosa, ed ho mostrato come i principes fos-

sero navarchi assunti a tal grado equivalente a quello dei centurioni primipili nella

milizia di terra (8).

H) Diploma di Severo Alessandro a. 230 (C. /. L., Ili, ^Wu. LI). Lo stesso si dica per certi corpi

di ausiliarii, come risulta dal diploma d'ignoto imperatore fra il 216 e il 247 [Eph. ep., IV, p. 508,

prix!. LXXIl ).

(2) Is". 582.

(3) N. 698.

(4) N. 583.

(5) N. 704.

(6) IS. 716.

(7) ÌS". 18, 19, 20.

(8) P. 34 e segg.

Serie II. Tom. XKXVI, 4
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Le nuove iscrizioni ci fanno conoscere un certo numero di navarchi e trie-

rarchi, alcuni del primo secolo schiavi o liberti imperiali (1). La mia congettura che

i navarchi ed i trierarchi designassero comandanti di navi diverse, questi delle minori,

triremi cioè e liburne, quelli delle maggiori, quadriremi, quinqueremi, hcxercs, seguita

pure dal Mommsen (2), è confermata da un secondo esempio epigrafico, quello cioè

di un trierarco comandante di una liburna dell'armata alessandrina (3). Una lapide

ci fa conoscere un adiutor trierarchi quadriere Venere (4). Si può spiegare ciò in

due maniere, od ammettendo che i comandanti delle quadrii-emi si appellassero altresì

trierarchi (allora le sole quinqueremi ed hexeres saranno state capitanate dai navarchi],

ovvero pensando che l'ufficio di adiutor trierarchi qui volesse designare in generale

aiutante del capitano di nave, anche allorché questi propriamente non era un trie-

rarco. Non dimentichiamo il diploma di Claudio (5), dove la voce trierarchi ha cer-

tamente un senso lato.

Che la nave di qualunque specie corrispondesse (almeno dopo un certo tempo)

ad una centuria è ciò, che non ha più d'uopo di essere provato. Ai numerosi esempii

già noti altri sono aggiunti dalle nuove iscrizioni (6). Pra le quali è notevole quella

di un naufilace, che dice di essere centuriae Aeliani (7), esempio, che fa risconti'o

e reca appoggio a quello già conosciuto del piloto (come il naufilace ufficio stretta-

mente marinaresco), che designa non il nome della nave, ma quello del centurione (8).

I centurioni compaiono pure in parecchie lapidi di questa nuova silloge (9), fra

le quali in una d'incerta armata un centurione è designato col nome di centurione

classicus (10).

Lo Héron de Villefosse notò che le iscrizioni, in cui compaiono i centurioni, sono

state trovate per lo più lungi dalla stazione principale dell'armata, a Koma (11), a

Atene (12), a Centuncelle (13), ad Ostia (14), e giudicò probabile che questi centurioni

comandassero drappelli di soldati di mare (15). Avvertasi tuttavia che anche i din-

torni di Miseno e di Eavenna diedero non pochi marmi con nomi di centurioni (16).

(1) >.'avarchi: CI. Mis., n. 585, (586?), 587; d. Germ. , n. 712; ci. ine., n. 717. — Trierarchi:

CI. Mis., n. 588-595; ci. foroinl., n. 703; ci. Alex., n. 705; ci. ine, n. 718-721.

(2) Ad a 1. L, X, n. 33'iO.

(3' N. 705.

(4) iN. 621.

(5) N. 23.

(6) Il nome della nave è preceduto dalla indicazione di centuria nei n. 640, 654 ,
6.5", 661, 677.

Col nome della nave il classiario indica il nome del centurione {mil. de lib. Triton. cent. M. Vefli)

nel n. 730. Invece del nome della nave trovasi quello del centurione nei n. 607, 676.

(7) N. 607.

(8) IS. 58. V. Armate, p. 39.

(9) CI. Mis., n. 59'), 597, 599; ci. Rav., n. 699. Abbiamo un dznturio veteranus nel n. 600 ed un

emerilus ex c(enlurione) nel n. .598, entrambi dell'armata di Miseno.

(10) N. 722.

Ili) N. 47, 50, 51, I.i8, !62, 318, 337, 357, 699.

(12) N. 251, 309, 338.

(13) K. 270.

(14) N. 196. Aggiungansi le seguenti lapidi: trovata m Sardegna, n. 220; a Calcedonia, n. 379;

a Luco presso il Iago Fucino, n. 443, a Cesarea di Mauretania, n. 722.

(15) Classicus ou classinrius centuria, in Daremberg et iSaglio, Dirtionn. des a.rdi'iuile's, p. 1223.

(16) N. 52-56, 295, 330, 376-378, 596-600.
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Se poi centurioni comandarono piccole divisioni di armate o squadre di classiarii, ciò

pure è noto per trierai'clii (1).

Affermai altra volta comparire i pn'nc/2ìes dell'ai-mata in quattro epigrafi (2).

Due di esse, meglio esaminate, non appartengono a 2'>rinc(ìpes), ma sì a princ{ipales) (3).

Kimangono adunque l'iscrizione di Petronio Afrodisio ex trierarc[ho] navar[c}w] et

principe dell'armata ravennate (4) e quella di Tito Flavio Antonino primopilo nella

legione I adiutrice, dopo essere stato ex n. princ. classis nell'armata di Miseno (5). Lessi

queste sigle ex n{umero) princ{ipum) classis ; col Mommsen , clie ripubblicò questo

marmo (6), preferisco ora di leggere ex n{avarcìio) princ{ipe). Un'iscrizione da pocbi

anni scoperta menziona un navarchus princeps (7); onde si deve credere che il titolo

di priììceps fosse accompagnato con quello di navarco, designando il primo dei na-

varcbi e corrispondendo, . come già abbiamo notato, a quello del centurione primopilo

dell'esercito. Xon è poi improbabile la supposizione del Mommsen che il navarchus

arcliigyhernes di un' epigrafe napolitana (8) e l' arx-Jiigiibernus ricordato dal giure-

consulto Giavoleno (9) siano la medesima cosa del navarchus princeps (10).

Lo stesso Mommsen nel ripubblicare la mutila lapide baiana (11), intorno a cui

ragionai nella mia opera, riportando i due supplementi diversi del Mommsen e del-

l'Henzen ed accostandomi a quest'ultimo , abbandona la restituzione proposta nella

sua prima edizione delle epigi'afì dell' Italia inferiore, e ne propone una nuova , che

però differisce anche dall' henzeniana. Ai titoli di Marco Aurelio e Lucio Vero , di

cui solo rimane più quello di Bivi Jservae a'bnepotih{us) egli fa seguii'e: navarclii

et trierKRCBl . CLASSIS . PKABTOE . MISEN
|
quod ad alteros ccNTVEIONATVS .

QVIBVS . DIYYS . PIVS
|
classem . suam . /ioko iAVEEAT . ADIECTO . TEETIO .

OKDIKE
I

optimum princi^Mi . AEQVAVEEINT. Soggiunge: lam cum ex titulo

quamvis mutilo satis intelligatur Pium alterum centurionatum in classe instituisse,

(1) Armate, p. .56. Parlando della vexillatio dell'armata e dei vexillarii classis non ho già inteso,

come crede l'Haupt [Reìjue histor., XIII, p. 163), piccole squadre di armate provinciali ; ma dislacca-

menti di soldati della marineria, anche per il servizio di terra, com'egli è d'avviso. Lo stesso dotto

nota che reciprocamente vi furono legionarii, i quali servivano talora nella marineria; ciò che appare

dall'iscrizione orelliana n. 6959 [= C. I. L., V, n. 2501), spettante ad un soldato legionario, che prese

parte ad un proelium navale. Può essere che qui si tratti di soldati imbarcati per qualche spedi-

zione terrestre, ovvero per imitazione della tattica navale della repubblica, in cui frequentemente

sulle navi ponevansi militi di terra, destinati altresì a pugnare ne' combattimenti marittimi. Né diverso

è il caso degli ó-iirat zzi rolÓTX!, che Dione rammenta a bordo delle navi traversanti il Tigri nella

spedizione partica di Traiano (LXVllI, 26\ L'Haupt cita pure l'iscrizione orelliana n. 3454, come esempio

di un centurione legionario insignito della corona navale. Convien notare che questa epigrafe fu con-

servata soltanto nei manoscritti del Giocondo e del JMazochi, che il primo nella lin. 4'' e nella 7^ legge

coronatali, dagli editori del voi. VI del Corpus n. 3584) a ragione corretto in corono. vall{ari).

(2) Armate, p. 36.

(3) .\. 58 6 e 335.

(4) ]N". 372.

(5) N. 35.

(6) a I. L., X, n. 3348.

(7) S. 584. V. il mio scritto Intorno o,d una iscrizione classiaria scoperta a Castelvotlurno , negli

Alti dell'Acc. delle Se. di Torino, XVIl, p. 379 e segg.

(8) .\. 38. V. .4rmale, p. 40 e seg.

(9) Fr. 46 D., Ad S. C. TrebM. (XXXVI, 1).

(10) Ad C. I. L. , X, n. 3348

(11) Armate, n. 33. V. p. 37 e seg.
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Marcum et Vcrum tertimn ordinem addidisse, verisimile est trierarchos a Fio ita

exornatos et ordinatos esse , ttt alteri quodammodo centuriones fierent. Ad id

exemplum fratres imperatores aliud genus principaUmn similiter commodis et ho-

noribus ad centurionnm exemplum exornavisse videntur, fortasse guiernatorum
,
qtd

centuriones et trierarchos dignitate proxime secuti videntur esse. Probabile est ad

hanc ordinationem imperatorian fratrum aliquo modo pertinere titulum mtper re-

pertum Alexandreae : A^KANLON TtON €N CTOACO UPA\TQP\Q eie. (1). sed quid

significet et quinam sint decani frustra quaesivi (2). E termina giudicando, come

è vero e come lio notato io pure, scarsa ed errata {non minus exilem^ quam per-

versam) l'esposizione di Vegezio sulla marineria romana (3), ciò clie non seppe av-

vertire taluno, da cui recentemente si volle studiare s"i fatto argomento.

Dichiarai congetturale ogni restituzione della lapide di Baia, così malaugurata-

mente spezzata, che, intera, sarebbe una delle più notevoli per il nostro soggetto, e

per averla tale si sacrificherebbero volentieri tanti marmi classiarii cosi avari di no-

tizie. Tuttavia fra la supposizione nuova del Mommsen, che nel tertius ordo scorge

l'inalzamento dei gubernatores agli onori del centurionato per opera di Marco Aurelio

e Lucio Vero , dopoché il loro genitore adottivo già vi avea inalzato i comandanti

delle navi, e l'opinione accettata dall'Henzen che il tertius ordo indichi il grado di

decurione municipale conferito ai navarchi e trierarchi, già insigniti del grado o delle

insegne del centurionato, mi sento sempre inclinato di più verso questa. Noterò ancora

il navarco principe dell'iscrizione n. 584 essere stato ascritto all'ordine dei decurioni,

anzi fra i duumvirali di Volturnum. Il che, siccome altrove ho avvertito (4), sino ad un

certo punto può corroborare l'opinione dall'Henzen ammessa; tuttavia non basta da sola

per sostenere la riferita congettura sull'interpretazione del titolo baiano , per la quale ha

come sappiamo, maggior valore la promessa d'Ottaviano , vincitore di Sesto Pompeo,

d'iscrivere i suoi centurioni fra i decurioni dei rispettivi loro municij)ii (5).

Per ciò, che spetta ai principales dell'armata, non troviamo ricche notizie nei

titoli, che qui ho raccolto. Tre soli nuovi ufBcii classiarii ci. furono rivelati: il cornicu-

larius praefecti, Vadiutor trierarchi, Vexactus. Dubbio è il vexillarius ; pare che

le sigle bix. pri. di una lapide del museo di Napoli si possano sciogliere in bix[il-

larius) pri[ncipalis) (6), nel qual caso si può assegnare il marmo all'armata: dubbio è

pure se nello officioriim di un frammento di lapide delle vicinanze di Miseno

si celi un ufficio classiario (7). Probabile soltanto si è che un Diadumenus a ra-

tionibus menzionato in una iscrizione scoperta a Miseno (8)- fosse uno schiavo impe-

(1) È l'iscrizione n. 580 bis della nostra raccolta.

(2) Ad C. 2. L, X, n. 3340.

(3) Sulla fede di Vegezio, anche per ciò, che concerne la milizia terrestre, vedi 1. G. Foerster, De

fide Flavi Vegeti Renati, Bonnae, (879.

(4) Aia delCAcc. delle Se, XVII, p. 381.

(5) Dione Cassio, XLIX, 14. La base onoraria di questo navarco pi'incipe ha note cronologiche,

ohe possono convenire tanto all'anno 93 quanto al l'JS; ma è assai più probabile che sia di questo

ultimo anno.

(6) i\. 620.

(7) iN. 693.

(8) K. 629.
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riale destinato a tenere i conti dell'armata stanziata in quel porto, come schiavo

imperiale era il dispensato)- elassis e liberto imperiale il tabularms od archivista

dell'armata di Kavenna, entrambi già noti (1).

I tre nuovi ufficii classiaiii si spiegano facilmente. L'esistenza dei coruicularii

presso i legati e i tribuni delle legioni, il prefetto del pretorio, il tribuno delle coorti

pretorie , il prefetto della città , i tribuni delle coorti urbane , il prefetto , il sotto-

prefetto , i tribuni dei vigili , i comandanti dei corpi ausiliarii ed altresì presso il

prefetto dell'annona e procuratori provinciali (2) ci faceva sperare di trovare col tempo

uguale ufficio presso i prefetti delle armate. Tale speranza è soddisfatta da una lapide

disseppellita nell'antica Bauli (3). È probabile si trovi altresì col tempo il corniculario

del sottoprefetto, dacché quest'ultimo nell'armata aveva col prefetto la medesima

relazione, che i comandanti di tal nome avevano nei vigili.

Al secutor trierarchi dobbiamo aggiungere Vadiutor trierarchi , menzionato in

una lapide del museo Britannico proveniente dall'agro napolitano (4), il qual princi-

palì's trova il suo riscontro nell'adiutor trihtmi delle coorti urbane e dei vigili.

Un'iscrizione di Cesarea di Mauretania è posta a Ti. Claudio Aiig. 1. Eroti

trierarclio ìihurnae Nili exacto elassis Ang. Alexandrinae (5). L'ufficio di exa-

ctìis (lo stesso che ab actis , od actuarius , od actarius) , noto nell'esercito, ove

abbiamo aetuarii di legioni e di corpi ausiliarii (6), ancor mancava alla marineria.

Ignoro se in questa iscrizione exaetus designa un ufficio amministrativo nell'armata

alessandrina, avuto prima di quello di tiierarco , ovvero se il trierarco era nel mede-

simo tempo rxactus di tutta o di una parte dell'armata.

Nuove iscrizioni furono aggiunte a quelle già possedute sovra parecchi degli ufficii

classiarii, che passai in rassegna nel mio libro. Se non che l'oscurità, che ravvolge

l'ordinamento dei j)rincipales nell'armata per la esistenza di gradi speciali, che non

s'incontrano nella milizia di terra, perdiu-a né j)otrà essere diradata che dalla scoperta

di latercoli. Le lapidi singolari, che possediamo, non sono di natiu-a tale da gittare

luce sovi'a questo argomento.

Due dei nuovi titoli spettano a gubernatores o piloti dell'armata di Miseno (7), un

terzo scoperto sul Beno rammenta pure un guhernator evidentemente dell'armata germa-

nica (8). Tre nuovi proreti della misenense (9); tre naufilaci della stessa armata (10) ed

uno di armata incerta (11); parecchi opzioni (12); due subopzioni (13) ci sono fatti co-

noscere da queste epigi'afi. Fra gli optiones della milizia di terra se ne trovano designanti

(1) Armate, p. 62, n. «39, 409.

(?) V. Marquardt, Róm. SIaatsverw
.

, voi. Il, p. 528 e sag.; Cauer, De muneribus militarihus

centurionatu inferioribus, neìVEph. ep., IV, p. 412.

(3) N. 62!.

(4) N. 622.

(5) N. 7U5.

(6) Marquardt, op. cil., voi. II, p. 533; Cauer, p. 431.

(7j N. 601, 602.

(8) N. 713.

(9; N. 603, 604.

(10) N. 605, 607.

(11) ÌS. 724.

(12) CI. Mis., n. 608-614, 618, 665. - CI. Hav , n. 700. - CI. Germ.. n. 714.

(13) a. Mis., n 615, 616.
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un Tifficio speciale; nell'armata abbiamo trovato con questo vocabolo indicati pure pre-

posti ad un'amministrazione militare come gli optiones navaliorum di Moguntiacum

(Blagonza) e Voptio factionis artìficum dell'armata misenense (1). Nei vigili noi abbiamo

l'optio conv. di ufficio incerto (2). Un optio conv. di una quadrireme troviamo pure in

nna lapide del museo Britannico, che per la sua provenienza va ascritta all'armata mise-

nense, e nella quale a torto il Elein suppose si dovesse leggere opt. corn[ìccn) (3) ed io

credei fosse da leggere opt. cent{iirkie) ovvero l'indicazione dell'armata (4).

Alcuni armortim custodes compaiono nei nuovi marmi (5), ove troviamo pirre

alcuni fahri (6), un de' quali è dupliciarius (7).

Dai sei medici, cbe annoverai nel mio libro , uno va tolto. In fatti nella lapide

segnata col n. 121 posta a M. Lollio Valenti med. Ili Fide maìii(pHlarì) la. sig\?i

med. non va sciolta in medfico) , ma designa certamente il nome della patria (8);

così i rimanenti medici dell'armata sarebbero tutti dupliciarii, come dupliciario è il

nuovo datoci da un marmo misenense (9).

Dagli uffici! del commissariato dell'armata dobbiamo cancellare il rat/onaJis, che

inesatta lettura di una lapide del Museo napolitano (10) mi aveva fatto iscrivere.

AWexceptor col nome della quinquereme Victoria, che incontriamo in un'epigrafe raven-

nate, devesi aggiungere V except(or) trfierarcJn), se è indovinata la mia restituzione di

una linea guasta di una lapide del museo arcivescovile di Eavenna (11).

Eicordisi, oltre aXVexceptor Xìraefecti praetorio (12), aHÌ'excepfor praesidi(s) della

provincia di Mesia (13) ed tiìVexceptor praefecti dei vigili (14), sopra tutto ì'exceptor

tribuni in questa stessa milizia (15). Quale fosse il suo uffizio è indicato dall'etimologia:

colui che raccoglieva (excipiehat) le parole in fretta dettate. Un titolo puteolano ci

palesa un nuovo librarius col nome della nave (16); alti'i marmi forniscono nomi di

nuovi scribi (17).

Finalmente, oltre a parecchie nuove epigrafi di soldati dupliciarii (18), noi possediamo

ora altresì quella di un soldato sesquipliciario o sescùplaritis (19). Eammento il diploma

atestino di Decio, da cui già si avea notizia di un librario sesquipliciario dell'armata di

Eavenna. Le nuove epigrafi di veterani non aggiungono altre notizie ; segnalo soltanto il

nome di un secondo veteranus Augusti, che s'incontra in due lapidi di Pozzuoli (20).

(1) Armate, p. 58 e seg.

(2) C. I. L, VI, 1058, cent. 7, n. iO.

(3) Jen. Liieraiurzeii., 1876, p. 384.

(4) N. 558.

(5) a. Mis., n. 617-619, 673, 686.

(6) a. Mis., a. 624, 625. — CI. Rav., n. 701.

(7) a. Mis., n. 623.

(8) Il Mommsen {C.I.L., X, u. 3599) crede si debba leggere ,\kd{iolanensi).-

(9) N. 626.

(10) N. 130.

(11) N. 702.

(12) Muratori, p. 864, 3.

(13) C.J.L., VI, n. 2977.

(14) C.I.L., VI, n. 1056, cent. 2, 69.

(15) C.I.L., VI, n. 1057, e. 7, 34; n. 1058, e. 3, 1?.

(16) CI. Mis., n. 628.

(17) a. Mis., n. 627. - CI. Germ., n. 713. — CI. ine, n. 721.

(18) CI. Mis., n. 630, 631. — CI. Rav., n. 7U?. — CI. ine, a. Tió.

(19) a. ine, n. 726

(20) N. 66.^ 669.
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CLASSIS MISEJVEiYSIS

Del centinaio e mezzo di epigrafi, che sono contenute in questo supplemento,

più di due terzi appartiene all'armata di Miseno, la quale già nella mia prima sil-

loge epigrafica classiaria era quella più largamente rappresentata (1). Niuna denomi-

nazione nuova venne fuori per quest'armata.

(1) Di 581 iscrizioni ;' alcuni numeri sono ripetuti), 357 appartengono all'armata miseuense; ag-

giungendo le nuove lapidi, noi abbiamo più di 450 spettanti all'armata di Miseno , mentre meno di

tre centinaia appartengono alle altre. Fra queste 141 sono dell'armata di Ravenna, una sessantina

circa di incerta armata, il resto spetta alle armate provinciali.

Nel voi. X del C. I. L., il Mommsen collocò fra le iscrizioni dell'armata di Miseno parecchie, in

cui non v"è che l'indicazione di miles o di veteranus. Ciò pure ho fatto io nella mia collezione (cf

p.57, nota 10) ed in questo supplemento, allorquando le lapidi provengono o da Miseno o da Ravenna
o da luoghi molto vicini al porto misenense (Baia, Pozzuoli, ecc.); ma ho trascurato di farlo allorché

non se ne conosce esattamente il luogo dello scoprimento, sebbene, trattandosi dilapidi esistenti a Napoli,

si possa dubitare che siano state rinvenute nei luoghi, presso cui era stanziata l'armata. Tali sarebbero:

C.I.L., X, n. 3513 = Fiorelli, Cai., n. 612;

N. 3519; n. 3537-38 = C.T.L., VI, n. 3572 (per isbaglio fra le romane; apparteneva al Museo

Valletta a Napoli; indi passò presso l'Andreini, poscia a Firenze presso il Gori {I. E., 1, p. 250; III,

p. 65), finalmente nel Museo di questa città);

N. 3n41 = Fioielli, n. 818;

N. 354
'( = Fiorelli, n. 852;

ÌN'. 3548;

N. 3349 = Fiorelli, n. 632;

N. 3659 (già nelle collezioni Valletta, Andreini, Gori, ora nel Aluseo di Firenze);

N. 3665.

L'esclusione di queste lapidi (che possono essere classiai'ie) dalla silloge nostra non ci priva della

più piccola notizia per il nostro soggetto.

Fra le cìassiarie il Mommsen colloca ancora il n. 8374, da Napoli portato nel collegio delle Querce

presso Firenze (non potrebbe nelle lin. 2-3 iu vece dell'inintelligibile vntera. Aeg. IX leggersi Ke-

tero.[nus) Aug[v,stv n[oslri\ o leg[ionis) IX? ; , n. 1969 = Fiorelli, n. 10-'i3 (è un epitafio posto ad una

donna natione Citicissa dal marito, che nemmeno sì designa come milite); n. 198l_ (epitafio di una

donna natione vernas Nvcherinae (di Nuceria) eretto del figlio, anch'esso senza alcuna designazione

militare; v.' nelle correzioni ed aggiunte in fine la nota al n. 119 della nostra raccolta). Nell'iscri-

zione, dal Guarini detta pompeiana, n.3448= Fiorelli, n. 1681, egli legge n{auf;/lax) , che nell'indice degli

uificii elassiarii corregge in n'oxarchus). — Non credo appartenga alla marineria militare il servo imperiale

ricordato con molti altri servi e liberti imperiali nella tavola anziate: Argaeus gfber (gubernatur?) Cen^

sorini,ianus] [C. I. L., X, n. 6638, G. 5). Può forse essere dell'armata la lapide sarda di Grugna (fra Silici

e Tharros) n. 7537: D.ÌI.
\
Farsordo Oc \ eia-io n-.H.s

\
tip. XX q'ui) v ixil) o(nnos) XL.
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Ecco quelle, che incontriamo in questi marmi:

Classis praetoria Misenensis, 582-584, 588, 591, 592, 597, 601, 604, 607,

608, 627, 631, 632, 638, 639, 643, 649, 650 h, 651, 652, 655,

658, 662, 663, 665, 667, 671, 672, 676, 677, 680, 683,688, 689,

694, 697.

Classis praetoria Misenatium, 677, 716 (?).

Classis praetoria Misenensis pia vindex, 639.

Classis praetoria Misenensis pia vindex Philippiana, 661.

K(),kV(7jj) Mista.), 644 (1).

La massima parte de' nuovi titoli di quest'armata pretoria proviene da Miseno

o da luoghi vicini. Un'iscrizione trovata a Mariana nella Corsica (2), un'altra dissep-"

pellita ad Aleria (3) ed una terza, venuta pure alla

***• luce in questo luogo e la quale pare classiaria (4),

M COENELIO OC "^^ persuadono ad assegnare nei due principali porti

TAVIANO V- P- PEAEP della Corsica stazioni dell'armata misenense, il che

CLx*lSSIS • PEAET • MISEN • d'altra parte si poteva conoscere anche da Tacito, il

DVCI . PEE • AFEIOAM quale rammenta, al tempo di Otone (69), un trierarco

NVMIDIAM • MAVEETA <^^elle liburne stanti in Corsica (5). Si può pure sup-

NIAMQVE • SPLENDI porre l'esistenza di altre navi da guerra sulle spiagge

DISSIMVS • OEDO • della vicina Sardegna (6).

MVNICIPI BISICENSIS Ai diciotto prefetti dell'armata di Miseno un nuovo

PATEONO • INCOMPAEA fu aggiunto da una lapide scoperta fra le rovine di

BILI . OB . MEEITA Bijga (l'antica Bisica) nella Tunisia (n. 582). Tu questi

31. Cornelius Octavianus, che per la designazione di

vir perfectissinms e per il comando straordinario avuto, col titolo di dux per Africani,

Numidiam Mauretamamque mostra di essere posteriore a Settimio Severo, dopo cui

Al MommseD non riesce sicura (v. ind. del C. I. L., X) l'attribuzione all'armata di Miseno delle

iscrizioni con nomi di scribi n. 1953 (Pozzuoli) = Fiorelli, n. 1019;

N. 1955 (agro napolitano) = Fiorelli, n. 1617;

N. 1957 (Pozzuoli) = Fiorelli, n. 9c>1
;

N. 1958 (origine incerta; già a ]Napoli\

Persisto poi per le ragioni addotte nel mio libro (p. 36, nota 11) ad escludere dalle genuine, o

almeno da quelle di sicura lezione, l'iscrizione palermitana riferita dal Garrucci, CI. pr.Mis,, n. 224,

sulla fede del Torremuzza (Iscr, di Palermo, Palermo, 1762, n. 64; Siciliae vet. inscr. coli., Panormi,

1769, IX, n. 3), ohe il Mommsen ammette nel CI. L., X, n. 7288.

(1) Inoltro le forme errate: Clasis pretorio Mesenatium, n. 630; Clasis jjvet. Misent. , n. B'.iO
;

Classis praetoria Misensis, n. 660; Class. Misensis, n. 660.

(2) N, 660.

(3) N. 639.

(4) N. 675bi=.

(5) « Claudium Pyrrhicum trierarchum liburnicarum . . . navium. » ffiii., II, 16.

(6) N. 220, 675.

ìS'S. Bijga (Bisica) nella Tunisia. Ferrerò, nel Bull, des ant. afric. II, 1883, p. 301, n. 156.
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cominciarono ad introdursi i titoli onorifici e regnante il quale la Numidia fu separata

dalla provincia proconsolare d'Africa. Sembra poi quest'iscrizione anteriore al riordi-

namento amministrativo di Diocleziano, che accrebbe il numero delle provincie africane (1).

All'unico sottoprefetto di quest'armata conosciuto sinora ci è dato aggiungerne un

secondo, il cui nome ci è rivelato pure da una lapide africana (n. 583) : C. Anniiis Fla-

riantis, assunto a tale dignità dopo essere prefetto di una coorte ausiliaria, indi tribuno

legionai'io, poscia prefetto di un'ala. Dalla sottoprefettura dell'armata di Miseno passò

all' ufficio di procuratore delle Aìpes Actrectianae e quindi del tractus Kartaginiensis.

Appartiene alla fine del secondo o al terzo secolo (2).

5S3

C. ANNIO FLAVIA
NO EQVO PVBLIC
PEoCVE TEAC
T VS KAETHA Gì
NIENSIS PEOCVE
ALPIVM ATEEC
TINAEVM SVB
PEAEFEC CLASSIS
PEAET MISENENS
PEAEF ALAE I FL SA

BASTENOEVM TEIB
LEG III ITALIC PEAE
FEO COHOETIS IIII

EAETOEVM DONIS
MILITAEIB DONA
TVS BELLO GEE
/////// Nico n /////////

///////////////////////////

//////////////////////////

(1) Vedi su questa iscrizione la mia lettera al sig. J. Pciinssot, scopritore di questa epigrafe

nella feconda sua missione archeologica nella Tunisia, nel Bulletin trimesiriel des antiquités africai-

nes, II, 1883, p. 301 e seg.

Un'iscrizione di Setif rotta nella parte inferiore è dedicata agli dei Mauricii ed al genio del luogo

da un M. Cornelio Ottaviano (Delamare, Expl. scient. de VAlgerie. ArchéoL, pi. 84, n. 10; Reaier,

/. B. de l'Alg. , n. 3302 ; C. I. L., Vili, n. 8435). La forma delle lettere può convalidare la congettura che

questi sia il medesimo della lapide di Bijga.

(2) Pallu de Lessert nel Bull, des ant.afr., HI, 1884. p. 51.

58S. Thimgad {Thamuges) nell'Algeria. Ponile, nel Recueil de la Société arch. de Constantine

,

XXII, 1882, p. 361, n. 109.

Serie IL Toh. XKXVI. 5
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5S6.

divi • MAGNI • PlI • Irntoninif.

jnt)Z(TVS • PIVS ET • SVPEc oHìnespWcjpt;!

coNLAPSAM • A SOLO • EESTIT«it
cwrANTE • SVLGIO • GieciUano

5S4. in latere sinistro:

in latere

dextero:

urceus

C • I VLIO • C • F

FAL • MAGNO
NAVAEC • PEINC
CL A S • FE • MISE N

ADLEG • IN • OED • DECVP
ET • INTEE • Il VIEALE..

DECEET • DECVE •
P •

P

MVNIC • EEVEEF
C VIVS • DEDI
DECVEION

DEDIC PR • IdVS • AV

SATVENINO • ET. . . .

CVEANT • Q • SERVILI . .

TI • CL PHILi!,

patera.

5S5.

D • M
WcMEMOEIO • EILIO

S

DOLCISSIMO
SATVENINIVS • ISIDOEVS
NAVAECHVS • ET TIBIA SEEENA

• PAEENTES

•

SS4. Base di marmo rotta nella parte inferiore, che nella superficie piana della parte superiore

mostra ancora uno dei fori, in cui era infissa e saldata la statua del personaggio, a cui la epigrafe fu

dedicata. Scoperta a Castelvolturno, scavandosi i fondamenti del palazzo municipale, ora a Capua

nel Museo Campano. Noi. degli scavi, ì 880 (ottobre), p. 392. La ripubblicai, commentandola, negli Atti

della R. Acc. delle Scieme di Torino, XVII, 1881-82, p. 379 e segg. , tav.VIII. (Intorno ad una iscrizione

classiaria scoperta a Castelvolturno) , da un calco (che ho riprodotto in fotografia) inviatomi dal cavaliere

D. Gabriele Jannelli, segretario della Commissione conservatrice dei monumenti di antichità e belle

arti per la provincia di Terra di Lavoro. C.I.L., X, n. 8215.

C.Iulio C.f. Fai. Magno na-oarc[ho) princ[ipi) clas{sis) pr[aetoriae) Misen{ensis) adleclfo) in or-

d(inam) decur{ionum) el inter duomralelji] decret[o) decur[ionum) p{oslidatione) p{opidi) munic{ipes) re-

vere[ntes]. Cuius ded\\c[aiione)\ decurionlibusl (sestertios) XX [nummos dedit]. Nel lato : Dedic[ata

pr[idie)Idus Au{gustas) Saturnino et[. . . . cos.] curanl{ibus) Q. Servili{o. . . ] Ti. Ct{audio) Phile[...iimris.].

585. Scopertaa Miseno. Nel Museo di Napoli. Fiorelli, Cat, n. 471; C. I. L.. X, n. 3342.

Come rettamente notò il Garrucci {CI. pr. Mis., p. 31) il personaggio ricordato nell'ultima linea è

lo stesso, a cui appartiene la lapide n. 31, il quale fu navarco nell'armata misenense, in cui, dopo essere

stato nella milizia terrestre ed aver occupato altri ulBcii, tornò con l'ufflcio di praepositus reliqualioni.

L'imperatore, a cui questo titolo fu dedicato, è Elagabalo o Severo Alessandro.

58«. Bacoli. C. I. L., X, n. 3352.
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58S.
D • THIASVS • M 5§9.

D • M VALEEIVS • VEEVS
C • A E Eli BIS • NAVAECVS-CLA VALEEIAE • CEES
A FONIA NI .;c SIS • PEETOEIO • MESE CENTIS • TÈ • P
TEIEEAECHI NATIVM • VIXIT SEVEEAE • VIX
CLASS • PEAET ANNIS • XXIIII • VALEEIVS aN • III - M • V
MISENENS EVOK • PATEE • ET • IVLIA

MATEE • FILIO • FECEEVNT

590.

C • IVLIO-CAESAEIS •

L • AVTOMATO • T^IEEAE
IVLIA • C • L • PLVSIA • SOEOE
EECIT ET • SIBI • ET • SViS

59<.

A MALE PAEOAEVM DVEA DE LEGE SOEOEVM
EAPTVS IN HlS lACEO TELLVEIS SEDIBVS ATEAE
Bis SEPTEM MINVS ANTE DIES QVAM QVINQVE PEE OEBES
SOLIS EOIGENAE COMPLEEEM PAEVOLVS ANNOS
NOMINE LONGINIVS PEAENOMINE GAIVSOLIM
evi PEOGVLVS COGNOMEN EEAT NVNG VMBEA NEG VMBEA
SVBTEE HVMVM POSITVS MOETIS TEGOE ECCE SEPVLCHEO
NEC MINVS ET CONTEA GENETEICIS FEATEE CEEATVS
QVATTVOE HlC ANNiS EXS QVADEAGINTA DIEBVS
MAIOE IN AETEENAM.MEESIT SVA LVMINA NOCTEM
HIC MEVS VT EEATEE STABIANO LITOEE MECVM
CONDITVE IN TENEBEIS ACHEEONTIS LABITVE VNDIS
NVNG TIBI NE GEAVE SIT FELIX • QVlCVMQVE VIATOE i

DICEEE Si SAPIVNT • ALIQVID POST • FVNEEA MANES -5

ANTONI V ET V PEOCVLI v MOLLITEE v OSSA GVBENT <5

C. LONGINIVS^ PEKCVS PATEE v

TEIEEAEC • CL • PE V MIS v ET v

LICINIA PEOCILLA MATEE v

FILIO V DVLCISSIMO v

SSS". Roma. Fronte di sarcofago con cartello, fra due coppie di delfini per parte, trovata nel

palazzo delle Finanze, cortile del Debito pubblico. Noi. degli scavi, 1879 (ottobre), p. 265; Lanciani,

nel Bull, della comm. arch. coni, di Roma, 1880, p. 26, n. 188; Eph. ep., IV, p. 342, n. 922.

588. Già a Pozzuoli. Ora a Napoli nel Museo. C.I.L., X, n. 3353.

Seguendo il Mommsen [1. R. N., n. 455'), collocai questa lapide fra le apocrife (n. 8*). Il Mommsen,

che la vide nel Museo di Napoli, la restituì poi fra le genuine. Resta quindi giustificata l'asserzione del

Garrucci, Cl.pr.Mis., n. 22, che da questa lapide siasi composto il titolo ligoriano n. 36* della mia raccolta.

589. Bacoli. C. I.L., X, n. 3363.

59©. Miliscola. C. I. L., X, n. 3357.

591. Casteilamare di Stabia. Scoperta nel 1876 " nella parte meridionale del vescovato .... a tre

« metri sotto il suolo attuale». Noi. degli scavi, 1878 (settembre), p.SOI, da comunicazione dell'ispet-

tore signor M. P. Rispoli; C.I.L., X, n. 8131.

Il sepolto chiamavasi Gaio Longinio Proculo. Nella medesima tomba giaceva un figlio del fratello

di Licinia Procilla.
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599.

D • M
IVLIAE • STATILIAE

D AT IVILL AE
SANCTISSIMAE • FEMINAE
CONIVGI • INCOMPAEABIL

P • MANILIVS • SABINIANVS

TE • CL • Pi • MIS • EECIT

593.

iDIS • SIBI ET
25^1800 • TE

D E V E
IMO

et iibertis ZifterTAB VS
posterisque eor TM

595.

prò EEDITV • ET VICTOwa
^E • AVG • M • C • TOTIVSQ»e domus divinae

DECVE • MISENIS • ET • TEam?

_iVlT • TEIEEAEO • PEIb

pral^F LEG • III • GALLIO • PBA. f.

OL SEVEEO • ET •

595.

D M
EELIOIONIS

IVBENIS • EEVEEEN
TISSIMI • QVI • VIX • AN • XXI
MEN IIII DIES • XXYIII
• VALEEIVS • MAOEINVS

tr AVGG • BEENAE SVO
B • M • P

396.

D • M
AVEELI A • IVLI

A

VIX • ANN • VI • MEN • V
AVEELIV • MACEDO • sic

FILIAE • DVLCISSI • M • P

593. Trovata a Vogheoza presso Ferrara. Castodita da persona privata. Da copia comunicatami

dall'amico prof. Ettore Pais, che mi scrive essere: «su marmo con bellissimi caratteri. Dei lasti'oni,

i( che coprivano il monumento, uno aveva il sigillo seguente:

IMP L • SEP • SE • AG
« l'altro

lAAPeOkSPA CsicJ ".

59S. Scoperta a Pozzuoli. Indi a Napoli nel Museo. Fiorelli, Cai., n.979; C.I.L.. X, n. 3364.

59A. ISapoli. Maffei, Mus. Ye.ron., p. 352, 10. — C.I.L., X, n. 3354.

Un Caio Valerio Macrino trierarco è ricordato dall'iscrizione n. 45. E molto probabile che sia la

stessa persona di questa. La natura dei due titoli è uguale, un epitaflBo cioè posto ad un giovanetto,

la dizione è identica, in entrambe notiamo lo scambio della v in b.

595. Scoperta a Miseno. Ora a Bacoli. C.I.L., X, n. 3342a.

2, {hdi\ae Aug{ustae) m[atris) c[aslrorum). — 6, Cl[audio) Severo et [Victorino oppure Quintiano

COS.']. Nel primo caso l'iscrizione apparterrebbe all'anno 200, e la Giulia della liB. 2^ sarebbe Giulia

Domna; nel secondo al 235 e l'imperatrice sarebbe Giulia Mamea.
59fi. Bacoli. C.I.L., X, n. 3366.

i

\
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59».

37

D M
TEEENTIAE • S E
CVNDILLAE • VIX • AN
XVIII • M • VI • IVLIVs
ATHENODOEVS • EME
BIT • EX • G • CONIVGI • DVL
CISIMAE -B-M' F

D M
M M A E I I

P V D E N T I S
NAT • M I S E N E N S I S
VIX • ANf • xxn • MIL • A • IIII

S C E N T I A • M A E I A
MATEE FILIO • PIENTISS

B M • E

599.

cOELIO DOEG
cENT • CL PE •

vixBlT ANNIS • LX
^lYS • SEVEEINV

f^EOTIS • LIB
patrONO .

eoo.

D • M
T MINVCIVS • SATVE
NINVS > VETEEAN
HELPIDI • VEENAB
SVAE • ET • SIBI • ET LIB
LIBEETAB • • POSTEEISQ

EOEVM

eoi.

M • ANTONIVS
LVPVS

M

•

ANTONIO
LVPO • GVB • EX • CLAS
PE • MISENENSE
PATEI • BENE MEE

6«3.

protonie viri

R'EA/IS GVBEENATOEIS EX III E//

gvMrnaculum AN • X
j j j j j j j j j j j j j j j j j j J j XXI prora

^N ATI Sn.jlllljlllllllljlllll
XTEINI

599. Poìlena, nella villa Santangelo. C.I.L., X, n. 3367.

59S. Scoperta a Baia verso Miseno. Indi a Pozzuoli, presso il canonico Criscio. C. I. L., X
n.3373 [«Duhnius et Criscio descripserunt " )•

3, CVXDINAE Duhn — .5, 6, ernerit[us) ex c{enturione).

599. Bacoli. Foucart, nella Rivue arehéol., nouv. serie, 1869, voi. IX, p. 212; C. I. L., X. n. 3368.

600. Scoperta a Miseno. Ora a Pozzuoli presso il can. Criscio. C.I.L., X, n. 3369.

601. Bacoli. Già a Napoli. C. I. L., X, n. 3429.

603. Scoperta a Napoli, ora nel Museo di Donnaregina. C. I. L. , X, n. 3437 a.
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605

D • M
T Y C H E S
ANCILLAE
ANTONI
VALENTIS
NAVE • V • Vie

TOBIA
YIXIT • ANN

XXIII

AKMATE DELL IMPERO KOMANO

607.

miles paenulatus d. latere gladium habens,

s. pugionem, s. manu sotto innixiis, d.

hastam tenens

M • VALEEI
CAPITO NAV/-

CLASS • PE • MIS • • AELIANi
MIL • ANN • XXII YIX ANN XL

/ /

eo3.

D M «

C <> APONIO <5 EVDEMON
PEOEETE <5 III « IVNONE
VIX ANNIS XLV <5 MILI
ANNIS XXIII N EGYPTI
LYCOPOLITES <5 AIE ZIA BI
TALIS VXOE EIVS ET PVBLIVS
AIEZA FILIVS EIVS ET C <5

IVLIVS lEEAX IIII DACICO
PEOEETA FEATEE ET • HEEED

B M <$ F

604.

D • M •

C • I V LJ Z I L2_P EOE
CLAS • PE MIS • III/ FIDE
NAT • VIBIENSIS • VIXIT
ANN • XXXV • MIL • XVII
IVLIVS SILVIVS ET IVLIA
ZOE • PATEI • B • M • F •

60«.

- D M -

G • lNliiivr.% MA E I N V M • N A
VPHYLACE III A^GVSTO • N
ation SYEO • STIPENDIO
EVM • XII • M • IVLIVS • MAEI
NVS • FEATEE • ET • HEEES • BEN
E • MEEENTI • FECIT

<i03. Pozzuoli, presso il caa. Criseio. C. I. L., X, n. 3482.

604. Già a B acoli. C.I.L., X, n. 3485 {descripsit A. Sclioene).

3, '< lllL traditur » Corp., che corregge llli.

G05. Scoperta a Miseno. Ora a Pozzuoli, presso il caa. Crisoio. C.I.L., X, n. 3455.

60G. Napoli, presso il prof. Guglielmo Guiscardi. Hiibner, nel BuM. dell' Inst., 1S57, p. 52; C.I.L.,

X, n. 3450.

609. Pireo, nella via EÒTt^ote. Schmidt, nelle Mittheil. d. deutsch. Inst. in Athen. VI, 1881, p. 341;

Eph.ep., V, p.73, n. 201.

2, « CAPITON • AVE traditur .. . Eph.
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«IO.

e • CASCELLIO • LONGKO
OPTIONI • V • VICTOR
NAEVIA • EVTYCHIA •

CONIVGI • ET BLASTVS
LIBEKT • BENEMEEENTl

eis.

D • M
T . FLAVI -^FIEMI-
OPTIONI • mi . EOE
TVNA • NAT • PANNO
VIX • ANN • XXXXV •

MIL • ANN • XXXVI •

AELIVS • VALEEIA
NVS • B • M • E •

60S.

D
T • A •

OPTIONI
CL • PE

wcei'.s MATEE
A

5 M S '5

L N_G I N I A N
•EX • UT . VENEEE •

mS • IVLIA • EVFINA
LOCVS • DATVS • ESt patera

PONTIF • IVLIO • FLAVIANO
5 PATEONO <5

609.

D M
L • ANTISTIG
I^IDOEO • OPTiont

sic III • VENENEEE NAt.on^

6ÌcAEGYPTIS • VIXit
AN • XXXX i MIL • A^
XX • HEEMES • LI»»

PATEONO • P m f.

6tf.

D • M
CL • ZOSIME • VIX
ANN • XXIII- M- VI-

INAPTABILI • FEM
ET INCOMPAE • CO
IVG • COIVG • B -"M sic

EAB • ANTON • OPT
FECIT

613.

D • M
L • GAEGILIVS VEBANVS
OPTIO EX III PESEO r s

N SAEDVS VIXIT
ANNIS XXXVIII
M • ni D VII • MILITA
BII ANNIS XX
L GAEGILIVS VEBANVS
FIL PATEI • BENEMEE3N
TI • EECIT

fiOS. Ara scritta con belle lettere. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C.I.L., X, n. 3458.

fi09. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C.I.L., X n. 3460.

610. Londra, nel Museo Britannico. Proveniente, come altre sotto descritte, dall'agro napolitano.

C. L L, X, n. 3463.

611. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C.I.L., X, n.8209.

4, « inaplabitis femina est opinor cui alia nulla possit apiari, id est comparar! ». Corp.

613. Pozzuoli, presso il canonico Criscio. C.I.L., X, n.3465.

613. Pozzuoli, presso il canonico Criscio. Lapide con lettere piccole e brutte. Spano, Memoria

sopra una moneta di Nicolò Daria e scoperte archeologiche, ecc., Cagliari, 1t68, p. 48; C. /. L., X>

n. 3466.
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614.

D • M •

VIBIVS • FELIX
OPT • m • ^VF • VIX •

AN • Vin - SOSSIA

QVINTA • HEE B • M
FECIT •

«15.

D M •

ABIAE • TITIANE • VI .;.

XIT • ANNOS • IIII
P • ANNIVS • TITI
ANV^ • SVBOPTI-

• III • OCEANO •

F I L I A E S Y B sic

FECIT

616.

• D • M •

« u L I A E . H E E M I N E •

VIX • AN • XXX
IVLIVS • MALCHVS
SVBOPTIO . Ili PIETATE B M • F •

«19.

D M
M-- FL • CAPITO
AEMOE • CVST
LIB • VIETVTE NAT PAm
PHYLVS VIX • AN • L •

MIL • AN • XXIIII DECCIA
FOETVNATA COIVGI B • M

61i$.

D • M
M • GAEGILJ • FELIGIS
AEMOE TTI S A T Y E A
N • AFEE • STIP • XXVIII •

VIX • ANN • LUI • MES • II •

M • NAEEIVS • QVADEAT
OPT • III • TIG • HEE • B M • F

6«».

BIS • MANIBVS
D • PVBLICIVS •

APEE • AEMOEVM CVSTOS •

in • SOLI • SIBI • ET PVBLICIAE

TYCHE • LIBEETAE OPTIMAE 1

614. Già a Bacoli. C.J.L., X, n. 3477 [descripsit A. Schoene).

3, « FVF traditur » Corp., è da leggere il nome della trireme Evfrates. — 4, AN • Vili, o la let-

.tura è corrotta, o mancano le parole vii; ann... mil.

615. Bacoli. C.I.L., X, n. 34£6.

616. Bacoli. a I.L., X, n.3497.

ei». Bacoli. C.I.L., X, n. 3400.

61 S. Scoperta presso il Mare Morto, indi a Bacoli. C.I.L., X, n. 3400 a.

619. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C.I.L., X, n. 340u.

1
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D M
CAEPINIAN
BIXTT AN II « ME
mi IVLIVS ASC
LEPIADES BIX <$ PEI
FI PIENT « FECIT
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«21.

• D • M •

ANNIAE

•

TEETIAe
CONIVGI • KAEISS •

• FECIT •

M • ANNIVS • YEEVS
COENICVL • PEAEF

41

6S3.

D M
M • NAEVIVS ASOLE
PIADES ADIYTOB
TE • mi A^ENEEE
VIXIT • ANNIS^XXII
MENSIBVS V

«33.

D M
m a e c i a e e v h d i a e
vix • ann • xl • men -ih
baebivs fiemvs • fabee
dy.pl • itti • dacico • pateo
itemq coivgi • libee • opse
qve:jTissimae et pientissimae

b m de se fecit

634.

D • M
G • IVLIO GEEMANo

FABEO
G • LONGINIVS • CLEMES
ET G • IVLIVS • MAXIMVS

H • B • M • F

«35.

M . SABINI • FADI-
F • HEEAE • FABEl • DE LIB •

TAVEO EVBEO

6«6. GZt.

D M /

V A L E E I A E A •ISIDOEAE ET •

VEEN • MISEN EX
VIX • AN XVIII • MIL
MENS • V • D VIII A •

M • IVL • CASVLLIN
MED • DVPLIG
CONIVGI • B M • F

DIS • MANIE
IVLIO • VALENTI • QVI
DI ZA • SEEEI FIL • SCEIB

• CLAS • PEAET • MISEN
• ANN • XXV-VIX • AN,- XL
IVLIVS • IVLIANVS • ET

A • IVLIVS •

PATEI • BENE
LIBEETABVS •

STALEIANVS • FIL
MEE F • w LIBEETIS
POSTEEISQVE • EOEVM

630. Napoli, nel Museo. Minervini, nel Bull, arch.nap., n. s., II, p. 152, n. 35; Fiorelli, Cat.,

n. 963, C. 1. L., X, n. 3502.

Probabilmente è classiaria e v'è da leggere 5, ì)ix{illarius) (per «ea;(jHanMi)) pri{ncipalis).

6, fi-fio) pient\ìssi'mo).

631. Bacoli. C.I.L., X, n. 3415.

633. Londra, nel Museo Britannico. C. I.L.^ X, n. 3391.

633. Scoperta a Miseao; indi a Pozzuoli presso il can. Crisoio, C.I.L., X, n.3426.

Barbio Firmo era patrono e coniuge di Marcia Evodia, il che è malamente espresso con le parole

patronus itemque) co[n]iugi liber[tae) opsequentissimae.

634. Già a Pozzuoli. Collezione S. Francesco. Mommsen, /. R. N. ; n. 2892. Ora nel Museo di Napoli.

Fiorelli, Coi., n. 776; C. I. L., X, n.34l8.

Seguo il Mommsen nel collocare quest'epigrafe fra le classiarie, sebbene non sicuro di tale attri-

buzione.

635. Bacoli. CI L, X, n. 3421.

636. Scoperta a Miseno nel 1868. Ora a Baden presso Vienna. C.I.L., X, n,3444.

63?. Bacoli. C.I.L, X, n. 8374 a.

Serie II. Tom. XXXVI. 6
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ILE • CYEILLAE
eonh.Gl CASTISS
foNE • MEEENTI

/ILA LIBEAE
ini" DACIC

639.

DIADVMENVS
A EATIONIB

ARMATE DELL JMPEEO KOJIAKO

630.

MEMOEIAE •

AVEELIO DALMATIO •

MIL • DVPL • CLASIS • PEET •

MISBNT • Q • V . AN XXXVni •

M •Vn • D • XX • CASTEICIA •

PEIMA • COG • CVM • QVO
VIXIT • AN • XX • B • M • P •

I

6Sfl.

D . M
SEX • SEDATINI
SVPEEI • MIL
D VPLICIA EI
CL • PE • MIS • TEI
EBE • LIEEE(?)

633.

IVLIA • BENEDICTA • SE VIVA • FECi^ .-ibi et

AELIO BVTYCHIANO • VETEEANO EX d
ASSE • PE • MIS • MAEITO • SVO • ET • AELIAE
ANIMEQVITATI • FILIAE • ET • LIB • LIB • POS
TEEISQVE • EOEVM QVOD SI IN HOC • MV
NIMENTO • SIVE • POMAEIOLO • ALIQVIS •

EXTEEVM • PONEEE VOLVEEIT • SIVE •

VENDEEE • LOCVM • TVNC • POENAE •

NOMINE • DAEE • DEBEBIT • BEI • P • PVTE
OLANOEVM •

: S • X • M • N

633.

D M
C • AESIO • FEL../.V67-

MO NAT • ALE ..•.<,»;,

STIPEN -VI • \i.eit

ANN • XXVII- ••

C-IVLIVS- AELIA«,s

634.

C • ANNIO • ANV
BIONI • III • PACE •

N • AEGYPTIO • VI
XIT • AN • XXXVI •' M
LIT • ANNIS • XVI
PISON • ACHIL
LAS ET • IVLIV
S • EVDEMON
HEEEDES • B • M • E

6588. Pozzuoli, presso il can. Ci'iscio. C.I.L., X, n. 3439.

689. Trovata a Miseno nel 1779 col n. 18. — Da lettere e giornale del tempo, C. /. i., X, n.3347.

Il Mommsen afferma che dal luogo, in cui l'epigrafe fu scoperta, « certo colligitur Diadumenum
« traotavisse rationes classiarias », ciò che, a parer mio, è solo probabile.

630. Capua. Scoperta presso la via Latina, ora nel palazzo municipale. Jannelli, negli Atti della

comm.conserv.dei monum. della prov. di Terra di Lavoro, 1875, settembre; C.I.L., X, n.3882.

631. Roma. « Stele di marmo trovata negli anni decorsi nella vigna del Finto, sull'angolo delle

« vie Appia e delle Sette Chiese ». Lanciani, nel Bidl. della comm. arch. com. di Roma, 1880, p. 25,

n. 187; Eph. ep., IV, p.34i, n.92I.

5, 6, LIBERA
I

PT Epf^

633. Scoperta a Pozzuoli. Ora a Napoli nella collezione Santangelo. Pisano Verdino, nel Rend.
della R. Acc. di arch. leti, e belle arti, Napoli, 1853, p. 224-230; C.I.L., X, n.3594.

4, et lib[ertis) lib[ertabusque).

633. Pozzuoli, presso il can. Criseio. C. I. L., X, n. 3512.

634. Londra, nel Museo Britannico. C. /. L., X, n. 3515.



DI EKMANNO FEKREKO 43

63e

D M
L • ANTONIO
SABINO •• YE
TE • EV^^ODIA

P • B • M

«35.

D • MAN • S

TESNEVS • SEKAPIAS
NAT • AECtYPT
VIX • ANNIS • XXXII
CONIVXS • ANNIVS
BASSVS • III • lOVE
ET • SEEAPION • FILIVS
EIVS • B • M • P

«37.

D M S

CANTONII
SILVANI VETE
EANI VIXIT AN

NIS L

«41.

M • AEIVS • M • L
PEINCEPS
VIXIT AN • XIX
MIL • AN • YJii .

EX~Iin- VESTA

«3S.

C • APOLLONIO • PEISCO
MIL . CL • PE • MIS

N • ALEX • VIXIT • AN • XL
L • FABVLLIVS • SEEENVS
DVPL • CLASS • EIVSD

• HEEES

«39. «40.

D M S

IVNIA • TEETYLLA • PIA • HIC
SITA • EST • QVAE • V • A • XXIIII
L • APEONIVS • FELIX • MIL •

CLPEPVMIS • PEAECO • PE
CONIVGI • INCOITP

D M
e • AEEIS ^PoL
LINAEIS • • In • PA
CE DOMITI

• PILIO S VO •

• B • M FEC

«35. Già a Pozzuoli. Maffei, M. V., p.477, 7 (dal Pratilli). — CI. L, X, n. 3638,

La proveaienza pralilliana m'avea persuaso a seguii-e il ^lommsen {I.R.N., n. 465 *) e collocai-e

quest'epigrafe fra le false o sospette (n. 17*), mentre piuttosto pare soltanto corrotta.

«3«. Scoperta a Miseno. Ora a Pozzuoli, presso il can. Criscio. Foucart, nella Revue archéoL,

n. s., 1863, t.IX, p.214; C.I.L., X, n. 3525.

5, p{airono) b{eneì m[erenii).

«39. Pozzuoli. Collezione San Francesco. Mommsen, f.R.N., n. 2843. Ora nel Museo di Napoli.

Fiorelli, Cai., n.SlS; C.F.L, X, n.3526.

«3S. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C.I.L., X, n. 3504.

«39. Aleria (Corsica). Iscrizione in caratteri grèles et très serrés. Les barres transversales des

E et des T sont courtes et sinueuses. L'iscrizione è del secolo IH. « Offerte parM. Giuli, instituteur, à

« M. Waltz, ancien vice-recteur de la Corse, actuellement professeur de littérature latine à la Faculté

des lettres de Bordeaux, chez qui je l'ai vue et estampe'e à Aiaccio i. Lafaye, nel Bull. ép. de la

Gaule, III, 1883, p.290.

5, cl{assis') pr[aetoriae) p(iae) v[indicis) M[isenensis).

«40. Scoperta a Miseno. Ora a Pozzuoli, presso il canonico Criscio. C. I. L., X, n. 3533.

2, Arris forma greca per Arrius.

«41. Scoperta a Miseno, in presenza del can. Criscio, presso il quale si conserva a Pozzuoli.

C.I.L., X, n. 3531, ove si soggiunge :« De sinceritate ne dubites ».

1, è proprio sicuro che nel M. L non vi sia un errore per M. F? — 3, AN. XIX, vi dev'essere

un errore del lapicida; che con gli otto anni di servizio mal s'accordano i diciannove di età.
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«43.

DIS MANIBVS •

Q • ATTIYS • PAVLIKYS
ìir AESC • MILITAVI!

ANN • Vili • M • II • VIX

ANN XXXin • M • V D
III • M • ANNrV^S SEVEEVS
MILES • CL • P E • MIS
DE III • MEEC • AMICO
OPTIMO • BENE ME E
EX • TESTAMENTO • F • C

S T • T • L

«42.

D • M AETOEIVS • VALBS
III • VIETVTE • NATIONE • ALE
XANDEINVS • VIXIT • ANNIS

•

XXVI • MILITAVIT • ANNIS • VI • IV
LIA • AGEIPPINA • B • M • F .

D M
AVEELIO VA
EO III VICTOEIA NA
DAL MA • TA • IVLIVS
DEMETEIVS B M F

G49.

CASSIO • CELEEI • MlLlT •

EX • CLASSE • PEAETOEIA
MISÉNENSE • TYCHE
LlB • PATEÓNO • BENE/

MEEENTI

644

AC • AA

A r P H A 1 O 1" C

INn ETRATOrC
B • K- M • B€I2 ANO
N -MHzec- y • Aei • H

KOZOrC IMB6IA CI

PHMA MARITO BCNÉ
M e p e N T I H

K€T

«45

D M
M AVE • INGENV

/ /

MIL VIX oNN / / / /

M • AVE c;
I I j I I

FEAT I I i I I I I I I

648.

D m
C • CASSIO I ve

TEE • NAT • I

«49.

DlS MANlLVS
M • CALVENTIVS

PEISCYS
LITHYNVS • VIXIT
ANNIS XXXXV
MILITAVIT ANNIS
XXII EX III DANWI
SVLLIVS ALBANVS
BENEMEEENTI

«43. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C. I. L., X, n. 8208

«43. Scoperta presso Albano. — Da un codice, Symbolaelitter.,à&ca.à\s secundae voi. IX, Romae

1754, p. 235, n. 14.

«44. Sorrento. Titolo latino scritto con lettere greche. Capaccio, Neap. hist.^ 1. II, p. 508; Gudius,

ms. — C.f.Gr., u. 5870; Mommsen, I.R N., n. 2143; C.I.L., X, a. 71 9.

Devesi leggere DJs) M{anibus) Aurelius hnpelratus v[eteranus) c{lassis] M{isenensis) vix{it) an{n)o{s)

L, me(n)se's) VI, di{es) Vili, co{niux Impia Irena marito benemerenti fecit.

645. Bacoli. C. L L., X, n. 3542.

«46. Bacoli. C. /. L, X, n. 3545.

649. Bacoli. C.I.L., X, n. 3553.

È probabile che il Tito Sullio Albano, che dedicò questa lapide, sia il Tito Suillio Albano armo-

rum ciistos, a cui spetta il titolo sepolcrale n. 102. Può confermare l'ipotesi la patria bitina, essendo

nell'epigrafe citata indicato come di Nicea, e spettando la lapide ora riportata ad un Sitino, amico del

dedicante.

64§. Museo di Napoli. Mommsen, J. R. N., n.7271 ; Fiorelli. Cai., n. 1033; C.I.L., X, n.35:;6.

L'aggiunta della patria induce a crederlo classiario.

649. Trovata a Miseno, ora a Pozzuoli, presso il sig. Giuseppe Criscio. C. I.L., X, n.3557.
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eso. «51.

a b D
VALEEI AE D M M • CASS
VITALI L • CASSIO COL EBVEI

YALEKIVS ONI MILIS «r VETEE • EX
FOETYNATYS CLASE • P • ,/o

MISEN • S

VITALI M III NILO SATENST
P-B-M-F V • AN • L • MI; MAEC

AN XXVIII CONIV

45

«55

M
e L E M E N S

MIS • III

M • A • XXVIII
• C .

«53.

D M
C • CLAVDI • ISAVRICI • m • CON
COEDIA • NATINE • PHEYX • sic

VIXIT • ANNIS • XXXVIII • MIL •

ANNIS • XVIIII CYEANTEr CN
DOMITIVS • FAVSTVS • FIDVG «e

AEIS • HEEEDES • TEETIA •

CONIVGI • ET • SEOVNDA
FILIA • BENE • MBK • FEO

«50.

D • M
Q COCCEIO TVEBONl-
MANIP • LE • V • VICTOEIA
MIL • T • ANNIS • XXllI • NAT •

AEGYP • T • VIX • ANNIS • XXXXllI •

CALLYTIC • HERES • CONIvGI
B • M • F •

654.

653.
D • M

TI • GL • PISON • CEN D • M • s •

t III VENEEE- N -ASIANVS M • CASSIO • VITALI

•

STIP • XXVI • Q • V • A • XLini • M • X • D • XX MIL • CL • PE • MIS • QVI •

CL • MAECELLINA VXOE VIXIT ANNIS • XXV • M • X •

ET • TI • CL • PISON • FILIVS EEEDES • FF •

B • M • F

650. Proveniente da Roma. Lastra marmorea opistografa. Ora a Rossie Priory ia Iscozia. Kin-

naird, Notes and reminiscences of Rossie Priori/, Dundee, 1877, p. 27, n. 129, 130; donde Epli. ep.,

IV, p.341, n.9I8.

b 3-5, mili{li) clo.s[s)e p[raeioria) M(isenensi) III Nilo.

651. Trovata a Cuma. Comunicata nel 1772 al Seguier, fra le cui carte (conservate nella biblio-

teca di Nimes) si trova. — C.I.L., X, n.3559.

659. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C.I.L., X, n. 3561.

653. Bacoli. C.I.L., X, n. 3565.

5-9, sembra si dovesse scrivere: Cn. Domitio Fausto fiduciario herede Tertia coniugi et Secunda

filia patri bene inerenti fecerunt.

654. Ischia. Chevallay de Rivaz., Inscr. des eaux minérales d'Ischia, 5" ed., Naples, 1846, p. 50,

da cui d'Ascia, Sloria d'Ischia, Napoli, 1867, p. 455. — C.I.L., X, n. 6800.

«55. Roma. Museo Lateraneuse u in repositis ». Eph. ep., IV, p. 341, n.919.

656. Pozzuoli, presso il can. Criscio. CI. L., X, n. 3568.

3, manip{u)l{a]r!f}. — 4, ìnil{i)t{amt). — 5, Aegypt{i.o).



46

«57.

ARMATE DELL IMPERO ROMANO

«5S.

D • M
T • DINNI • GELEEIS •

ni VESTA • NAT •

COESO STIP XXII •

ANTONIA NEEEIS CONIVG
B • M F ET

D • M
DINNIO • VALENTI • VETEE •

CLASS • PE • MIS- NAT IONE
BESSVS • DINNIVS CALOCAE
EVS ET DINNIA • VALENTINA • FILI
• AFEODISIA • LIB • PATEONO MEEENT

G6«.

D M
ìììiles (unica succinta et paemila ìndiitits

.

pugioneìn s. laiere habenSj d. kastani tenenSy

i. sciAtum solo inniccum

T • F • SEBESTIANO MIL
C -J^ P • E • MIS • P • V • PHILIP •

S III Vie • M • AVE • SALVI
ANVS • FEA ET CON

e5».

e • DOMITIVS
PEISCVS • VET

660.

EGELLIVS • NIGEE • MIL
EX • CLASS • MISENSEwe
MIL • ANN • XIIX • VIX •

ANN • XL • H • S • EST

663.

D • M
M FL • VALENS

MIL CLAS PE MISEN
MIL • ANNOS VI

NATIO • BESSVS-

«63.

D M
C IVLIO APONIANO

ALEXANDE • VIXIT
AN XXXXVIIII • In IS

MIL • In CL • PE- MIS • ANN XXIIX
ZOSIME • VXOE BMF

65?'. Bacoli. C.I.L., X, n.3572.

65S. Londra. iS'el Museo Britannico. C.I.L., X, n. 3573.

Un Caio Dinnio Valente dedicò una lapide funeraria (esistente a Roma) ad un soldato di un'ar-

mata pretoria {Ann., n. 565). Forse è la stessa persona, che in questo titolo compare come veterano

della misenense; onde si può credere che anche questa lapide provenga da Roma.

659. Scoperta a Pozzuoli. Museo di Napoli. ?iIommsen, I.R.N., n. 6351; Fiorelli, Cai., n. 897;

C.I.L., X, n.3575.

Il luogo dello scoprimento induce a crederla elassiaria.

660. Tavola di marmo con lettere di tempi bassi, scoperta nel 1879 a Mariana (Corsica), ora a

Bastia presso il dott Perelli. P(erelli\ nel Bull, de la Soc. des sciences hisl. et naiur. de la Corse, Ba-

stie, 1881, p.26; Lalaye, nel Bull, épigr.de la Gaule, I, 1881, p. 230; da essi C.I.L., X, n.83?9.

1, .'EGELLIVS Perelli, EGELLIVS Lafaye. Questa ultima lettura è esatta, come mi assicurò il

dott. Perelli, che verificò l'iscrizione, a mia richiesta, quindi cade l'arbitraria coi'rezione del Corpus:

l. GELLIVS.
Lo stesso dott. Perelli gentilmente mi fece sapere non essersi trovate altre iscrizioni a Mariana

dove però debbono giacere nascoste cose antiche. Pietre tumulari furono trovate ad Aleria, ma esse non

concernono le armate, salvo i n. 639 e 675.

66fi. Scoperta a Tessalonica, ora a Costantinopoli nel museo di Cinili Kiosk. Schmidt, nelle

ilitth. des deutsch . Inst. in Athen, VI, 188f, p. 133; Eph. ep., V, p. 70, n. 208.

T{ito) F^lavio?] Sia]besliano mil{iti\ cl^assis)pr{aetoriae) Mis{enensìs\ p{iae] v[indicis) Phìlip[pianae)

(cenluriatriere) Vic^toria) M. Aur(elius) Salvianus fra(tri) et con{tuberali].

663. Acheté à Rome en 186&. Robert, Melanges d'arc/ic'oL, Paris, 1875, p. 21; Eph. ep., IV,

p.34l, n.920.

663. Scoperta nel 1876 a due chil. da Gonnesa ("presso Iglesias in Pardegnal in un luogo detto

Suni perdaus. Spano, Scop. arc/i. failesi in Sardegna in tutto l'anno 1876, p. 8 ; C I.L., X, n.7f-35.
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G64

D • M _IVL AQVILAE 01
SILVANO • NAT • ITALIC
MILIT • ANN • • XV • •

V I X

I

T • ANN • X •

SCENTIA • VALEEIA • VXOE
B • M • F

CG5.

« D • M • «
C . IVLIO AEISTONI MILITI
CL • PE • MISEN • LIB • NEEEIDE
AEGYPTIO • MILIT • ANN • XIIII
VIXIT • ANN • XXXV • C • AEEVN
TIVS • VALENS • OPTIO • EX EADEM

HEEES • E • M •

6G9.

D M • S

IV • LI • • MA • EI N
• VETE • EA • NO • AVO • N

QVIBIX-AN-LX-M-VII-
DI • E « VIII IV • LI • A • FB • LICITAS

CO • IV • Gì • BE • N • MEE FECIT

66«. «e«

D M
C • IVLIO • DI
DYMO • VETE
E AN • IVLI
A • MAMILLa
COIVX • B • M • F

D $ M
C • IVLIO • GEEIk a

NO • MIL • CL • PE • MIs-

III • TIGEIDE • VIX
ANN • XXXX • HEEE
D E S B • M • F

D M •

M • IVLIO M A EI N
VETEEANO AVG • N QVI
VIXIT • ANNIS • LXX • III •

M • ni • DIEBVS • VII •

LIBEETI • PATEONO, •

• B • M • F •

690.

C • IVLI • PVDENTIS
MANI • LIB • LIBEETATE
QVI DINES SAVTIS •

NAT • BESSVS • VIXIT
AN XXXX • MIL • AN
XXIII FECIT • C ANTISTI
VS • EVFVS HEEES
BENE • MEEENTI

«64. Bacoli. C.I.L., X, n. 8211.

665. Già a Napoli. Ora a Londra nel Museo Britannico. C. /. L., X, n. 3469;

L'opzione Caio Arrunzio Valente della liburna Nereide è lo stesso, che è ricordato nella lapide n. 77.

666. Scoperta a Miseno, ora a Pozzuoli presso il can. Criscio. Foucart, nella Rev. archéol., n. s.

1863, IX, p. 214; C.I.L., X, n. 3587.

669. Salerno. Notizie degli scavi, 1883 (luglio), p. 253.

66S. Pozzuoli, presso il can. Criscio. In un coperchio di un'arca. C. /. L., X, n. 8212.

669. Pozzuoli, presso il can. Criscio. C. Zi., X, n. 82i3.

e^O. Bacoli. C. /. L., X, n. 3590.
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6?1.

D « M •

T LAELIO CEISPO
MILIT <5 CLO PE MISENEN
m LIBEETAT <> NAT BITHYNVS
YIX -ANN • XL • MIL ANN • XVI •

L • SOSSIYS • DIONYSIYS ITI CAPE
HEEES • B M •

«93

D ^l

T L I C I N l V S M I il E
mL CL PE ATIS IX III Vii
XX • A • A' X N SAEDVVA^r-
M • NONIVS • AQVILIAIVS
PEATIE • nVS • EX mi LIBEE

H B • M F

693.

D • M
C • LVCILIO LVGIANO ITI SA
LVTE • N • CILIX VIXIT ANN
XXXV . MILIT • ANN • X •

C • HELVIVS -IVLIANVS AEM
EX EADEM SECVND • HEE • B M • F

«94. 695. 695 bis.

D M MAECI CAE
LESTINI NAT SAE
inL ANN XIIII VI

XIT ANN XXXII
FILIA PA
EENTI B M F

D • M
M • MAEIO • GEL
SO • MAN • ni • ATHE
NONICE • NAT • BESS
VIX • ANN • XLV • MIL
ANN • X.'VII • L • VA
LEIVS

/ /
/ / BVCCI

MEEEN.i FECIT

D M <5

FL • BITALIS MAEIo
FV SCIA NO CoIV
Gì BENE MEEENTI
FECIT STVPENDIo
EVM • XXVII

691. Baeoli, C. I. L., X, n. 3597.

69%. Scoperta a Miseno. Pozzuoli, presso il canonico Criscio. Iscrizione con lettere barbare, di

cui alcune rimangono non abbastanza intelligibili. C. I. L., X, n. 3598.

D'Js) M(anibus). T. Licinius Memor miles) cl[assis) pr{aetoriae] Mis'enensis) ex III Ven[ere?)

m{iUtavU) a[nnis) n{umero) X, n[atione) Sard{us) , v(ixit) a{nnìs) XXVII (?). M. Nonius Aguilinvs

frater eius ex IIII Liberlfate) h{eres) b[ene) m'erentì) f{ecit).

693. Londra, nel museo Britannico. C.F.L., X, n.3402.

694. Pozzuoli, presso il can. Criscio. Spano, Mem. sopra una moneta di Nicolò Daria e scoperte

archeologiche, ecc., Cagliari, 1868, p. 4S; C.I.L., X, n. 36UI.

695. Scoperta a Miseno. C. I. £., X, n. 3602 (Criscius dedit Bruzsae).

6, « XXXVII — 7, LEPIVS traditur .. Corp.

695''«. Aleria (Corsica). Caratteri di bassa età. Lafave, nel Bidl. r'pigr, IV, 1884, p. 18, n. 5.

.", IT mon.

Il luogo dello scoprimento induce a credere che il soldato avesse servito nell'armata di .Miseno.
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«««

D • M
L • METTENI • MEK
CATOKIS-MIL-CLA
SSIS • PE- MISENEN-
> CAESILi • HISPANI •

NAT • BESSVS • MIL • AN •

XVIIII • VIX • AN • XL •

L • METTENIVS • E • ET • L •

METTENIVS • MEEGV
EIVS • LIB • PATEI • ET • PA
TRONO B • M • F

D M
NAEBIO PAVS
TO MILITI CL PE
MISENATIVM
CHI SALVTE NATI
ON ITALICO QVI
VIX ANNIS XXII • M
V DIEBVS XIII MILIT
ABIT ANNIS VII NAE
BIVS SATVENINVS

sic MILEX FEATEI piscis

INCOMPAEABILI
na "-^jcis

p^mco
ra

699.

D • M
L • SENTIVS • ZENO
MANIP • III • MINEE
VA • NAT • S VE VS •

VIX • AN • XXX • ML • A^' VI
MVEEIVS • EVFVS • ET
SAEE/NIVS • EVFVS

H • B M • F

«VS.

e • SEMPEONIVS • MAXI
MVS • m • ATBSNONICE
NAT • CILIX • VIXIT . ANN
XL • V • MIL • XXV • IVLIA

MAECIA CONIVG • B • M • F

e§o.

D • M <5

...9ILICIVS LON_GVS

. . . CLAS PE • MISEN . Ili TEI
«ii.PHÓ « MIL <5 ANN -5 XXI
vix.K N N • X X X X
..CLAVDIVS LONGINVS

B M <5 F <5

«81.

• D • M •

SILICIVS • VICTOE •

MIL • QVI VIXIT •

ANN- XXVIII •

MIL ANN • Vili M VII
• D • V

69®. Cagliari, nel sobborgo di Villanova, nel cortile della casa di Francesco Cappai, in via Gesii

Maria. Bandi di Vesme, nelle Memorie della R. Acc. delle Scienze di Torino, serie II, t. XXV, 1871, p. 51
;

Spano, Meni. sopra una moneta di Nicolò Boria e scoperte archeologiche, ecc., Cagliari, 1868, p. 46
;

C.I.L, X, n.7595.

6 SS. Pontecagnano (frazione di Montecorvino Pugliano, prov. di Salerno) « scoperta in prossimità

« del mare... poco discosto dall'antica Piceniia .... Ivi .... fu trovalo un sepolcro, che, all' infuori

Il dell'epigrafe e delle grandi dimensioni del cadavere, nulla presentava di rimarchevole. Pare che in

« quel sito fosse stata una necropoli a giudicarne dagli sparsi avanzi di sarcofagi, dei quali si con-

n serva alcuno quasi intero, decorato con ippogrifi, a guardia di un'urna». Not, degli scavi, 1880 (feb-

braio), p.67; C.I.L., X, n.81i9.

fiSS. Londra, nel museo Britannico. C.I.L., X, n. 3623.

699. Napoli, in casa Vargas-Macciucca. C.I.L., X, n.3626.

6SO. Scoperta a Pozzuoli. Napoli, nel museo Santangelo. CI. L., X, n. 3629.

6SÌ.. Scoperta a Miseno; indi a Pozzuoli, presso il can. Criscio. C.I.L., X, n.3631.

Serie II. Tom. XXXVI.
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G8S.

d M
blL I • FELI GIS
TTT • S A T Y E A
STIP • XXVIII
«NN • LUI • MES • n
tc.LEEIVS QVADEATvs

. . . TIG • HEE • B • M F

683.

D • M
M • STLABIO • FELICISSIMO

MIL • CL • PE • MIS • QVI •

VIXIT • ANNIS • XX Vni •

MILIT • ANN • VI • AVEE
LIA • PEIMIGENIA • COIV
Gì • SVO • B • M • F •

6S6

L • VALERIO • CRISPo
MILITI • EX • m • AT-iENONl

M • AMBIBIVS • GELEE • ABMOE
m • SILVAN • CONGNAT • BEN • MEE • FEO

6S4.

L • VALEEIVS//
VETE • EX • CLAS • PE
MISE • NATIO • AP
VIXIT • AN • LVI
MILTAVIT • AN
DOEISLIBET

B • M • F

«89.

SEX • VALEEIvS
INGENVS III
AVG • NAT • SAED • V • AN • XXX
MIL • VII L • SATVENINVS
EX EADEM • H • B • M

685.

D M
VALEEIO AE
LIANO • QVI
VIX • AN • LX • MI
AN XXVIII • IV • LIA
CY • EILA • COIV
Gì • B • M • P

e8S. Bacon, e. r.L., X, n.8210.

7, ... Tigr(ide), nome della nave.

683. Scoperta a Bacoli, verso Miseno. Ora a Pozzuoli, presso il can. Criscio. C. I.L., X, n. 3633.

©84. Londra, nel museo Britannico. C.I.L., X, n.3643.

«85. Bacoli. C. /. t., X, n. 3643a.

G8C Londra, nel museo Britannico. C.I.L., X, n. 3408.

2, fine, Athenoni(ce)

.

689. Londra, nel museo Britannico. C.I.L., X, n. 3650.
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M • V I B I V S • L V
PVS • MILES • EX
CLASSE F^ M I

SENS • NAT • BES • sic

MIL • ANN • XVIin
VIXIT ANNIS XXXX

HEEEDES • BENEMEEENTI • FEO
L • COENELIVS CEESCENS EX m lOVE
M • MAECIVS ///ENS EX m III/SEO
L • LVClLIVS CVPITVS .X III CV^ID

eso.

D • M
L • VIEEIDIO CELEEI
QVI ET TEMANS

FILIO DELMAT
VIX • ANN • XXXXIX
MILIT • ANN • XXIII
T • COSCONIVS FIEMVS
III • SOLIS HEEES BB
NBMEKENTI PECIT

DIS MAN
L • VETIDIVS • EVFVS
MIL • EX OLA • PEABT
MIS • MILITA • AN • XVI
BENE MEEENTI • POSVIT

SEEES

694.

TA • F
-tflL •

IBI
L I •

V E

Q V • ANN • XLV
CL • PE • M\
ET • C N I V
B • M • F

P S T A E I

691.

kVLiisr I/S
MPEI

691S.

E I

F
MILIT
AjNN XXII
IXIT • AN •

XL

693.

M T A (j 1

OFFICIOEV
NINO • MANIPV

68S. Londra, nel museo Britannico. C.I.L., X, n. 3663.

689. Bacoli. C.I.L., X, n. c664.

9 fine, probabilmente [Per]seo.

690. Già a Pozzuoli. Maffei, M.F., p.477, 9 (dal Pratilli).— C.I.L., X, n.3666.

Collocai quest'epigrafe tra le false o sospette, seguendo il Mommsen , /. R. N., n. 466 *
; ma essa

non ha alcun indizio di falsità.

691. «Trovato nello scavamento di Vacua ». C.I.L., X, n. 3671.

6»3. Bacoli. C.I.L., X, n. 3672.

693. Pollena, nella villa Santangelo. C.I.L., X, n.3457.

3, manipu\laris], onde l'epigrafe sembra classiaria; forse neWofficioru[m'] della linea 2^, che dovea

essere preceduto da altra parola perduta, è indicato un ufBcio classiario ancora ignoto.

694. Scoperta a Baia. Comunicata nel 1733 da Ignazio Maria Como al Muratori. Ms. (1735) di

Antonio Angelo Procaccelli nella Marucelliana. — C.I.L., X, n.3669.
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695.

iiiiiiiiniiiiiiiiiiinii
llllllllllllilìUllilllll
illlllUliilllllll^^ in
FID llllllinilllllll CR
ViX • AN • XXXII . MILI •

AN-XIII FECIT HEEE-
DES • IVLIVM • SEREN

•

ET DOMITIVS STEN

699

P R • M I b

Q VINTAc
ET SALLVSTIA.

MATRI EIVS
POSTERISQVE EOEVM

E T et Uh. libertab.

M S

69«.

MISENE
ANN • XXV

CVR

69S. Museo di Napoli. Mommsen, /. R.N., n. 2867; Fiorelli, Cai., n. 610; C. /. £., X, n. 3591.

«9S. Pollena (presso Napoli), nella viHa Santangelo. C.I.L., X, d.3670.

699. Tersatto presso Fiume, nel museo Nugent, proveniente dall'agro napolitano. Neigebaur,

Die Sùdslaven und deì-en Ldnder, Leipzig, 1851, p. 247; C. I.L., X, n. 3620.

6. E[oc) m{onumenium) s[we] s{epulcrum) [e[o:terum) h{eredem) «.{on) s(equitur) ].
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CLASSIS JiAV^ATATAS

Nei cinque nuovi testi epigrafici spettanti all'armata di Eavenna, essa non è

menzionata, se non due volte sole, con denominazioni già note.

Classis praetoria Antoniniana Ravennas, 698.

Classis Bahennatium , 699.

In una lapide mutila (n. 716), che relego fra quelle di armata incerta, si può

leggere tanto Classis praetoria \Jlavenì%\atium quanto \JIiscìì^atium: Appartiene a

quest'armata pretoria il nuovo diploma di Caracalla (n. 698), da cui è fatto cono-

scere un quindicesimo prefetto di essa, Gongius Nestorianus, il quale è certamente

il personaggio di ugual nome
,

procuratore forse del porforium Ilìyrici dei tre

Augusti (Settimio Severo, Caracalla, Geta), rammentato da un'iscrizione di Petovione

dedicata fra il 203 e il 211 (1).

[Imp. Caes(ar), Divi Sept]imi Severi Pii ArabficiJ AdiabfeniciJ Part(hici)

\max(imi) Brit(annici) max(imi) f(il%us), D]ivi M. Antonini Pii

Germ(anici) Sarm(atici) [ne2y(os), Divi Antonin]i Pii pronep(os),

Divi Hadriani ab[nep(os), Divi Traian\i Parth(ici) et Divi Nervae

adnep(os), [M. Aurellius An]toninus Pius Felix Aug(ustus), Par-

[th(icus) max(imus), BritfannicusJ] max(imus), Germ(anicus) ma-

x(imus), pontif(ex) maxifmus), [triò(unicia) potfestatej?, im]p(era-

tor) III , co(n)s(ul) IIII, p(ater) p{atriae), prò cc(n)s(ule)

\iis qid 'inilitaverunt\ in classe praetor(ia) Antoniniana Ravennate

,

[quae est su]b Gonfio Nestoriano , octonis et vicen\is st^ipendis

emeritis dimissis honesta missione,

(!) C.I.L., III, n. 4024.

G98. Scoperto in Sardegna, nel territorio di Fonni (provincia di Sassari, circondario di Nuoro).

Ora a Cagliari, nel museo a.vQhm\og\co.Not. degli scavi, 1882 (dicembre), p. 440 (donde Ferrerò, negli

Aiti della R. Acc. delle Scienze di Torino, XVI II, 1882-83, p. 345 e segg.); Nissardi, nel Bull.deU'fnit.

di corr. arch., 1883, p. 56 e segg.; C.I.L., X, n. 8325; Eph. ep., V, p. 98, D.LXXVII.
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q[uo]rum. nomina suhscripta sunt, [ipsis flisq^ue eorum, quos] susceperint

ex mulierib(ns), [quas secum concessa consuetu\dine vixisse proba-

[verint, civitatem Eomanam] dedit et conubium cu[m iisdem, quas

lune secum] habuissent, cum est ci[vitas iis data, aut, si qui tunc

non habuissent, cum iis,] quas postea uxor\es duxissent dumtaxai]

singuli singu\las].

69».

TIVO EX PROTECTORIBY5

3 CLASSIS EABENNATIVM..
MENSIBVS Vn DIEBVS..

EEENTI CONIVqi DV..
NON ..DEPOSITVS IIII

EO PVEEO QVI VIXIT .

900.

D rosa M
C • TITIO • G/k-

LIANO • VET
EX • ^^TIOISE

N "^ICA

A.N

«Ot-

D I D I V
ABEE • II

A T N I C

A

699. Roma. Trovata nei fondamenti del palazzo della Posta in piazza San Silvestro. Not. degli

acavi, 1879 (dicembre), p. 332; Lanciani nel Bull, della comm. arch. com.di Roma, 1880, p. 26, n. 189;

Eph. ep., IV, p. 342, n. 923.

900. Ravenna. « Nei lavori per la costruzione del tronco ferroviario Ravenna-Rimini, nel tratto

fra Ravenna e Bevano, nella regione Classense a S. Severo ». Trascritta dall'ispettore dott. Silvio

Busmanti. Noi. degli scavi, 1881 (agosto), p.215.

Sembra classiaria; nella linea Z'^ si può leggere: n[at{ione) Pont\ic{o); nella 6' [militavit vixit} an.

Me ne inviò un calco il eh. dott. Silvio Busmanti.

901. Trovata a Classe di Ravenna. Lanciani, Bull, della Comm. arch. com. di Roma, 1878, p.271,

n. J50.

"Vi si può leggere ... Didm[s] .. . \f'\aber ii[i\ . . . \n\al Niclaensis] , e può appartenere al Didio

Saturnino menzionato nella lapide ravennate n.456; in questo caso la penultima linea di quest'ultimo

titolo si dovrà leggere f(aber) de triere Diana.
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903

delpliinns D M delphinus

M • VAL • SATVE •

m • PIET •

VIX • ANN • XX
MIL • MEN • VI

M VAL • OAPIT •

EXCEPT TE
L • DOM • MAET
DVP SVB • P • C

ITE • V • AVG
M • SESTI • PVDE
N • DEL • VIX • AN
XXVIII • MIL • AN

VIII • in • PIET • M •

VAL • CAPITO • F

E-H-B-M-PO-

90S. Collocai questa epigrafe, che trassi dal Doni (p. 224, 11) e dal Muratori (p. 865, i) tra le

false e sospette (a. 39*) avvertendo però che, benché non si potesse dichiarare assolutamente falsa,

tuttavia essa dovevasi tenere siccome interpolata o male trascritta. Non badai che tale iscrizione tro-

vavasi nelle Novelle leti, fiorent. (XI, 1750, col. 320, n.29) e in C. Spreti (tav. Il, n. 70, cf. le illustr., p. 64

e segg.;. Accortomi, ne richiesi un apografo, che ebbi dalla cortesia del dott. Busmanti. L'epigrafe era

ad Argenta (a 45 chilometri da Ravenna), donde, nel principio del secolo passato, fu trasportata a

Ravenna e collocata nel museo arcivescovile, ove tuttora si conserva. Le lettere sono rozze ed ineguali,

dalla linea 9^ in giù sono piìj piccole ed appaiono scolpite con maggiore accuratezza.

2 fine, VR mon. — 7, linea rotta mal leggibile, le due prime lettere e le tre ultime sono chiare,

non così quelle di mezzo. Farmi però probabile la mia restituzione: lo Spreti vi legge EXEHER-FR.
D{is) Minibus) M. Yal{erii) Satur{nini) (triere) Piet{ate) vix{it) ann{os) XX, mil[itamt) men{ses) VI,

M. Yal{erius) Capit{o) except(or) tr{ierarchì) L. Dom{itius) Mart[ialis) dwp[licarius) sub{heredes] p{p-

nendum) c[uraveruni). Ite'm) (quinquereme) Aug[usta) M. Sesti(ì) Pude{ntis) niatione). Del'^matae) vix(it)

an{nos) XXYIII mil{iiar>it) an(nos) VJII (triere) Piet{ate) M. VaUerius) Capito fr{ater) h{eres) h(ené)

m{erenii) pìi(suit . . . ).

Se la mia interpretazione è giusta, qui si avrebbe un titolo sepolcrale posto a Marco Valerio Sa-

turnino della trireme Pietas dai sotto eredi Marco Valerio Capitone, exceptor trierarchi, e Lucio Do-

mizio Marziale duplicarlo, ed un altro titolo al dalmata Marco Sestio Pudente della quinquereme Augusta

posto dal fratello ed erede Marco Valerio Capitone della trireme Pietas. Probabilmente il Marco Va-

lerio Capitone della prima parte e quello della seconda sono la stessa persona?
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CLASSIS FOROIULIENSIS

All'armata, riunita da Ottaviano nel porto di Forum lulii (Fréjus) sulla spiaggia

della Gallia Narbonese e formata con navi prese nella battaglia di Azio, appartiene il

trierarchus Caesaris ricordato nell'iscrizione n. 703, già nella collezione di Peiresc

ad Aix. Questo trierarco è uno schiavo imperiale di nome

Anthus. 11 secondo nome Livianus
,

giusta l'uso noto

nell'onomastica servile, deriva da quello del primo prò- -^'^'--n.O GAiibAEIb
'

. . . j 1 • • T TEIEEAECHO LIVIANO
pnetario, che può essere Livia, consorte del principe. La ^ _ TASO • F • f
stazione navale di Forum lulii ebbe breve durata: forse

fu soppressa nel 22 av. C, allorché la Narbonese divenne provincia senatoria (1).

L'iscrizione muratoriana, scoperta a Fréjus, che io collocai fra le sospette (2),

dev'essere restituita fra le genuine (3). Tuttavia, non potendosi stabilire l'età di essa

ed essendo probabilmente posteriore alla soppressione della stazione navale di Forum

lulii, conviene annoverarla fra quelle d'incerta armata.

(1) AUmer, Inscr. de Yienne, I, p. 421. Cf. Héron de Villefosse, Classis, in Daremberg et Saglio,

DicCionn. des ani., p. 1235.

(2) N. 32*.

(3) N. 728.

903. Fréjus. « Ce monument curieus pour Fréjus faisait partie de la colleotion formée par Peireae

« à Aix ou dans soa chàteau de Belgeatier et lui avait été envoyé pai- Nicolas Anthelmi {de Initiis, etc.

« p. 230). Le témoignage du neveu de celui-ci, Joseph Aathelmi, est à cet égard confirmé par l'anno-

« tatiou suivaate écrite de la main de Peiresc sur la copie de l'inseription : Foro Julii, 1628, eruta,

« opud D. Antehni. (Manuscrit de Peiresc à la Bibliothèque Kationale, Inscr. antiqiiae, voi. II, fol.. 27 »*

Aubenas, Histoire de Fréjus (Forum lulii), ses antiqiiiiés, son pori, Fréjus, 1S8I, p.748, u. 12.
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CLASSIS ALEXANDRINA

Due nuovi testi lapidarli di quest'armata sou venuti alla luce. Il primo (n. 704)

appartiene a Ti. luìius Aiig. 1. Xanthus, il quale, dopo aver avuto l'ufficio balneario

di tractator sotto Tiberio, da cui fu manomesso, e sotto Claudio, era, dopo la morte

di questo principe (54), siibpraefectus classis Alexandriae.

Quest'iscrizione è, senza dubbio, anteriore all'anno 86, a cui appartiene il più an-

tico documento, che conoscevasi dell'armata d'Egitto,

il diploma cioè di Domiziano. Essa conferma pertanto,

TI • IVLIO • AVG • LIR come notò il suo primo editore (1), la mia ipotesi

XANTHO • TEACTATOEI cbe l'armata alessandrina risalisse ai primi tempi

TI • CAESAEIS • ET dell'impero, e non fosse che la continuazione del-

DrVi • OLAVDI l'armata tolemaica. Notisi il nome di classis Alexan-
ET • SYB • PEAEF CLASSIS , . , , . , , , . .

, -. _,^ , ..^^_,^, _, ariae, che trova riscontro con la denominazioneALEXANDEIAE '

ATELLIA • PEISCA • VXOE c?as5?s g'«<ae esOiij'sCTu' del diploma claudiano del 52

ET • LAMYEVS • L • HEEEDES e reca appoggio alla mia congettura (2) che di un

V • A • LXXXX nome speciale mancassero le armate sotto i primi

Cesari, e soltanto lo avessero dopo Claudio. Notisi

pure la qualità di liberto imperiale avuta da questo sottoprefetto, il che è il primo

esempio di comando in secondo di un'armata affidato nel principio dell'impero ad un

liberto del principe , esempio da aggiungersi a quelK, che possediamo da Tiberio ad

Otone, di liberti imperiali ammiragli delle armate d'Italia. Le quali con l'alessan-

drina doveano avere analogia, giacche sappiamo come l'Egitto possedeva ammi-

nistrazione particolare , avendo gl'imperatori voluto dooni retinere l'antico reame

tolemaico (3). Onde originariamente i prefetti ed i comandanti di nave dell'armata

di Alessandria avranno dovuto essere scelti nella familia imperatoris.

(1) Lanciarli, nel Bull, della comm. arch. coni, di Roma, 1880, p. 24, n. 8l3.

(2) Armate, p. 71.

(3) Op. cit., p. 161.

904. Roma. Cippo di marino con timpano, pulvini, patera, orciuolo, ecc. e lettere assai belle

Scoperto nella necropoli presso la porta Maggiore. Lanciani nel Bull, della comm. arch. com. di Roma,

1880, p.24, n. 186; Eph.ep., IV, p. 343, n.9:i6.

Serie II. Tom. XXXVI. 8
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Ciò ci è confermato dall' isci'izione n. 705 posta ad un trierarco classis Aug.

Alexandrinae, liberto di Claudio o di Nerone. Questa epigrafe è la più antica che

offra il soprannome à'Augusta dato all'armata, la quale è chiamata non più Alexan-

driae, ma Aìexandrina. Delle due iscrizioni con questo titolo da me già spiegate (1),

l'una è del 134, l'altra appartiene pure al secondo secolo (2).

TI CLAVDIO AVG • LIB • EEOTI
TEIEEAECHO • LIBVENAE • NI
LI EXACTO • CLASSIS • AVG
ALEXANDEINAE • L • IVLI
VS • C • E . EAB • SATVENINVS • ET • M •

ANTONI VS • HEEACLA • TEIEE
HEEEDES • EIVS • FECEEVNT

Questa lapide fu scoperta a Cesarea di Mauretania (Scerscel). Oltre ad essa furono

trovate in questa città altre otto iscrizioni. Di questi nove testi lapidarli, sette sono

iscrizioni funerarie, due titoli onorarli. Le prime appartengono ad un soldato dell'ar-

mata siriaca (n. 502); al trierarco anzidetto dell'armata alessandrina (epitafio posto

da un altro trierarco) ; alla moglie di un soldato sesquipliciario di un'armata, il cui

nome è rotto (n. 726); ad un trierarco senz'aitra indicazione (n. 551); a un centu-

rione classicus (n. 722); a uno scriba classis (n. 724); l'ultima è un monumento

eretto a suo fi-atello da un diiplicarius classis (n. 725). Questi sono epitafii di soldati

di mare residenti a Cesarea. Di queste iscrizioni una spetta ad un milite dell'armata

siriaca, una a due trierarchi dell'alessandrina, una terza ad un soldato di un'armata,

di cui è perito il nome, quattro poi ad ufficiali e soldati di un'armata, il cui nome

non è menzionato (3). Io ho riunito parecchi esempii epigrafici, in cui la classis è

menzionata senz' altra designazione, nei quali si tratta di un'armata conosciuta, di

stanza nei luoghi, donde provengono i monumenti (4). Ora questa classis, la quale si

incontra nelle iscrizioni della capitale della Maui'etauia Cesariense, non può essere che

(t) Loc. cit.

(V) Dedicanti del nostro epitafio sono L. lulius C. f.
Fab. Satwninus et il/. Antonius Heracla

trier. heredes eius. La sigla trier. si deve sciogliere in trierarchus o trierarchi? In quest'ultimo caso,

oltre al trierarco Marco Antonio Eracla, che nel suo nome mostra origine straniera, forse anche liber-

tina, si avrebbe un capitano di trireme cittadino ed ingenuo. Conviene però, per maggior prudenza,

attenersi al primo scioglimento.

(3) Due iscrizioni di Scerscel appartengono a veterani senz' altra indicazione {C. 1. L. , Vili,

n. 9388, 9394), una ad un veteranus Alexandrinus [Bull. ép. de la Gaule, III, 1883, p. 224, n. 128).

Nulla ci consente di attribuirle piuttosto all'armata che all'esercito , sebbene il Mommsen ( Eyh. ,

ep., V, p. 196) giudichi l'ultima sine dubio classiaria.

(4) Armate, p. 7i

.

V05. Scercel. n Trouvée à l'ouest de la ville, sur la rive droite de VOued el Kantara «. Schmitter,

nel Butt. épigr.de la Gaule, li, 1882, p. 139, n. 2. Cf. Ferrerò, ibid., p. 157, note 2; Héron de Villefosse,

nel Bull, des ani. afric, 18S2, p. 19, n. 1.

1 fine, TI mon.
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Tarmata di Siria o quella d'Egitto. Alla prima spetta l'epitafio n. 502, alla seconda

il n. 705, il quale, contenendo il titolo mortuario di un liberto di Claudio o di

Nerone, non dev'essere di molto posteriore alla riduzione della Mauretania in provincia

romana, cominciata da Caligola nel 40, compiuta da Claudio due anni dopo (1).

Da Cesarea proviene pure un titolo onorario (n. 543) posteriore ad Adriano,

spettante a Publio Elio Marciano, il quale fu praejjositus classis Syriacae et Augustae,

dopo il quale ufficio tenne quello di prefetto dell'armata di Mesia. Della stessa città è

l'epigrafe eretta ad un procuratore di diverse provincie da un jpraepositus classibus.

Xulla ci vieta di supporre che le classes menzionate in questo marmo siano altresì

la siiiaca e l'alessandrina. Onde con tutta probabilità si può assegnare a Cesarea, ricca

e splendida città, munita di ampio porto, nel quale si rinvennero nel 1847 resti di navi

romane (2), la stazione di una squadra delle armate siriaca ed alessandrina, sotto il

comando di un 2Jraeposik{S, titolo, com'è noto, che non designava un grado speciale

nella milizia, ma era straordinario e probabilmente provvisorio e serviva ad indicare

ufficiali di grado diverso.

A questa divisione navale stanziata in Mauretania appartenevano anche i soldati

di mare, che una lettera da Vario Clemente, procuratore della Mauretania Cesariense

a' tempi di Antonino Pio, diretta a Marco Valerio Etrusco, legato della legione III

Augusta, ricorda come lavoranti, insieme co' Gaesates, ad un cunicolo o galleria presso

Saldae (Bougie). Questa lettera si legge in un monumento scoperto a Lambesa nel

1866 (3): Cimi
|
o^us aàsignari^em) ut scirent

|

qiiis queni modiim suitni
\
perfora-

tionis haber[et)
|
certamen operis in

|
ter classicos mili

|
tes et Gaesates dedi

|

et

sic ad compertusi
|
onem montis convene

|
runt, scrive il procuratore nella lettera,

che è inutile riportare per intiero (4).

(1) L'Héron de Villefosse (Bull, des ant. afr., I, 1882, p. 19) crede che alla morte di Tolemeo, re

di Mauretania, nel 40, od almeno al principio del regno di Claudio , sia stata mandata una squadra

dell'armata d'Egitto per aiutare l'esercito, che ridusse in provincia la Mauretania, e questa squadra

sia poi rimasta, sotto l'impero, in istazione permanente a Cesarea insieme con una squadra dell'ar-

mata siriaca.

Il La Blanchère suppone che la divisione navale di Cesarea provenga dall'armata di Giuba, re di

Mauretania {De rege Juba regis Jubae filio, Parisiis, 1883, p. IM).

(2) De Verneuil et Bugnot, Cherchel, nella Revue afrìcaine, 1870, n. 79-80. Vedi i piani dei porti

n^M'Expl. scieniif. de V Algerie, Archileciure del Ravoisié.

(3) Cherbonneau, nel Ree. des mem. de la Soc. ardi, de Constanline, 1868, p. 479, pi. V , donde la

trasse il Mommsen, che ne diede un commentario neiWArch'iologische Zeiiung, 1871, p. 5. Fu ripub-

blicata nel ai.L, Vili, n. 2728.

Secondo il Mommsen i Gaesates, abitanti della Gallia meridionale (dei quali Vallentin, Les Alpes

Cottiennes et Graies, 1" partie , Paris, 1883, p. 19), sarebbero soldati ausiliari. Il Wilmanns li crede

operai a mercede.

(4) Vedi la mia notizia Sulle iscrizioni classiarie dell'Africa, negli Atti dell'Ace. delle Se, XVII,

p. 88-93 (tradotta con aggiunte nel Bull. ép. de la Gaule, II, p. 157-162) e il recente mio scritto La

marine militaire de l'.ifrique romaine, nel Bull, des ant. afr., Ili, 1884, p. 157-lSl.



60 ARMATE DELLMMPEKO KOJIAKO

CLASSIS BRITANNICA

L'unica nuova iscrizione dell" armata britannica è quella segnata col u. 706,

esistente nel museo di Arles ed appar-

tenente ad una persona, che ebbe un

ufficio, il cui nome è perito. E proba-

bile che nelle parole Phi., che seguono

al nome della Classis Britannica, sia

celato l'epiteto di FhiUj^piana portato

altresì, come sappiamo, dall'armata misenense (1)

906.

ENTIVS • SATVENINVS • EX
CLASSIS BEITANNICAE • PHI
TIGNE AFEE BIZACINVS • O
YNICIPIO SEPTIMIA LIBE
YDEITANVSTE

CLASSIS LIBYCA

Ninna nuova iscrizione, oltre a quella scoperta a Costantina, l'antica Cirta, è

venuta alla luce a rivelarci notizie intorno alla classis nova Lihyca. Questa epigrafe,

cirtense, come abbiamo osservato (2), non può essere posteriore agli otto primi anni

del regno di Commodo. L'Henzen, come pure abbiam notato, crede che con qualche

probabilità, si possa, attribuire l'origine di quest'armata alle incursioni dei Mauri sulle

coste della Spagna al tempo di Marco Aurelio (3). Ma, nel silenzio assoluto dei testi

filologici ed epigrafici, questa non è che semplice supposizione. A mio avviso, come

(1) Armate, p. 66.

Il Renier (Mèi. d'épigr.
, p. 271 ) suppose che appartenesse all'armata britannica il C. Flamus

lanuarius, figlio di una donna maura, alla quale spetta un'epigrafe di Corseult, da cui apprendiamo

che questa donna avea seguito suo figlio nella Gallia e v'era morta. 11 Boutaric pensa piuttosto che

costui facesse parte delle coorti ausiliarie di Mauri , che la Notitia ci mostra stanziate nello stesso

paese flnstit. mililaires de la France avant les armces permanentes, Paris, 1863, p. 38, nota 1).

(2) Armate, p. 180.

(3) Quest'opinione è seguita da Schiller, Gesch. der rom. Kaiser:seit, voi. 1, Gotha, 1883, p. 650,

nota la.

90G. Arles, nel museo. Héron de Villefosse nel Bull, des ant. afric, I, )882, p. 23, n. 2.

2, PHI mon. — 4, IB id. — 5, « Des traces de lettres qui précèdent l'Y appartiennent peut-ètre

à un H ». Hér.
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alti-ove ho esposto (1), quest'armata, la quale verso il 180 era costituita da poco

tempo, poiché si appella nova, fa eccezione alla regola, che è seguita nelle denomi-

nazioni di tutte le altre armate, le quali, o, come le due d'Italia e quella d'Egitto,

aventi fra di loro una certa rassomiglianza, si appellarono dal nome del porto prin-

cipale, in cui erano stanziate, ovvero, come le altre, presero il nome della provincia.

Nel secondo secolo non esisteva alcuna provincia di Libia, poiché le due di Libia Supe-

riore e Libia Inferiore furono create solo al tempo di Diocleziano (2). La provenienza poi

da Cii"ta, città lontana dal mare, non dà alcun lume sulla stanza di quest'armata, per

cui non si può stabilire in niun modo l'identità col naviglio frumentario africano

istituito da Commodo (3), ed alla quale mi pai-e altre stazioni non convenissero se non

sulle spiagge del paese, che nel secondo e nel terzo secolo geograficamente s'appellava

Libia, sebbene ufficialmente non avesse questo nome (4). Il quale, in fatti, davasi alla

regione posta fi'a la Numidia e l'Egitto e comprendente la provincia di Cirenaica e la

Marmai-ica, la quale amministrativamente faceva parte della provincia d'Egitto. Parecchi

porti notevoli trovavansi sulle spiagge libiche, fra gli altri Cirene e Paretonio. Occorre

poi non dimenticare che il proconsole della Cirenaica, benché governatore d'una pro-

vincia senatoria, ebbe il comando di forze militari (5). Del resto non ci è dato sta-

bilire se l'armata di Libia, che verso il 180 era da poco istituita, abbia avuto lunga

durata, né se fu soltanto provvisoria. Laonde non possiamo ammettere la supposizione

dell'autore della notizia sulla milizia dell'Africa romana, inserita nel volume ottavo

del Corpus inscri])fionuìn Latinarum, che l'armata di Libia sia stata stanziata a Ce-

sarea, sotto gli ordini del procuratore della Mauretania (6).

(1) La marine milit. de l'Afr. rom., nel Bull, des ant. afr.. Ili, p. 175 e

(2) Marquardt, Rom. Slaatsverto., voi. I, 2^ ed., p. 457.

(3) Lampridio, Comm. Anton., M. Questa identificazione parve probabile al Klein [Rhein. Mus.

far. P/iiloL, N. F., XXX, 1875, p. 295). Se il trierarco dell'iscrizione di Costantina avesse apparte-

nuto a questo naviglio frumentario, avrebbe indicato i titoli da Commodo conferiti a questa classis

frumentaria (Herculea Commodiana), che Lampridio poi non chiama già Libyca, ma Africana.

(4) 11 Lumbroso notò che la distinzione delle due Libie nella divisione provinciale dioclezianea

proveniva da una tradizione amministrativa risalente forse a' Tolemei {L'Egitto al tempo dei Greci e

dei Romani, Roma, 1882, p. 27).

;5^ Marquardt. voi. di., p. 462, nota 4.

(6' Pag. XXII. ISeppure possiamo accettare la supposizione del Boissière che l'armata libica abbia

incrociato lungo le coste della Numidia e dell'Africa proconsolare {V.Algerie romaine, 2^ ed., Paris,

1883, 1" partìe , 276). Perchè non avrebbe allora preso il nome di classis Africana o di classis

Numidica ?
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CLASSIS GERMANICA

La collezione epigrafica dell'armata germanica si accresce di parecchi tegoli e

mattoni, n. 706-710, già pubblicati dal Brambach, che vi leggeva C{oJiortes) G{erma-

niaé) p{iae) f(ideles) e dallo Schuermans rivendicate alla C[lassis) G[ermanica')

p{ia) f{ideìis). Cosi pure è probabile l'uguale lettura dell'illustre epigrafista del

Belgio in una base scoperta in Olanda (n. 711), in cui il Brambach vi trovò men-

zionati i gladiatores c{o'hortium) G{ermaniae) p(iarum) f{idelium), e nel fianco di una

lapide votiva di un'opzione al dio Bacurdo, già a Colonia (n. 714). S'aggiungono poi

un'iscrizione del mezzodì della Francia di un trierarco, nella quale l'armata germanica è

chiamata soltanto Classis Germanica (n. 712), e quella scoperta nelle vicinanze di

Colonia (n. 713) contenente l'epitafio di un guhernator posto da uno scriba , eviden-

temente dell'armata renana. Le iscrizioni marmoree e laterizie, scoperte ne' paesi

renani, possono servire a segnare le stazioni di quest'armata, tra le quali le principali

dovettero essere certamente presso Spira (almeno nel secolo V (1)), a Moguntiaciim

( Magonza) , Antunnacimi (Andernach) , Bonna (2) , Colonia Agrippinense ed in altri

luoghi sul basso Eeno ed anche sul mare.

9©'Sf.

e C • G • P • F
6 C • G • P • P e ce • PE

(1) Ciò risulta da Simmaco (Laud. Valentin., 21): « regio Nemetensis extenditur, recessum flu-

< minia murorum ambitus viodicavit
,
parvo aditu nec satis libero, ut stationis exitus propugnaculis

« desuper protegatur. Habent sua quodam modo. Fallit eminus intueates theathrum cousaeptum,

quicum videant per summa discurri per ima nesciunt navigari ».

(2) Il passo di Floro (II, 30 (IV, 12)) concernente Druso: « Bormam et ilaesoriaoum pontibus iunxit,

a classibusque fìrmavit », che fu variame'nte interpretato e corretto ed ho riportato in Arm., pag. 181,

nota 1, può essere letto con Napoleone HI (Hist. de ''•nUs Cesar, t. II, p. 146, nota 2): « Bonnam et Ges-

soriaoum etc. », ammettendo che la strada da Bagacum (Bavay) a Gessoriacum (Boulogne-sur-mer),

indicata nell'itinerario Antoniniano, e quella, che, secondo il medesimo itinerario, da Bavay, per Tongres,

giungeva al Reno, a Bonna, già esistessero sotto Augusto; Druso le abbia migliorate, costruendo ponti

sui numerosi corsi d'acqua, ch'essa traversava, e ponendo stazioni navali a Bonna e Gessoriaco. La

squadra di Gessoriaco divenne poi il nucleo dell'armata britannica, la cui istituzione, abbiam detto

(p. 172), deve rimontare al tempo delle conquiste di Claudio in Britannia.

SOV a. Rumpst. Tegolo. Schuermans, Ép. rom. de la Belg., nel Bull, des comm. d'art et d'arch. de

la Belgique, XVIII, 1879, p.63, n. 354, dove riunisce le iscrizioni concernenti l'armata germanica. Cf.

Bone, Classis Germanica pia fidelis, nei Jahrb.des Vereins von AUerthumsfr., LXXI, 1881, p. 107-110.

Altri trovati a Colonia. Brambach, G. I. Rlien., n. 1971, 3, che legge in essi come nei seguenti:

c{ohortes) G(ermaniae) p{iae) f[ideles) ; mentre rettamente lo Schuermans (ibid., p. 63, n. 354 A) in-

terpreta c{lassis) G{ermanica) p(ia) f(idelis).

b. Museo di Colonia. Brambach, C. I. Rhen., n. 436 g 1; Schuermans, l.c.
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«OS. «11. «oo.

co PF MAETI • VIOT • a t.BG • XXX •

EX GEE INF GLADIATOEES CGPF
C • G P • FCGPF "^

1) EEG • XXV
EX • GEE • INF , CO • P F

CO • PF C • G • P • F
EXGEE • INF • «is. M • XXX

CO : PE :

EX : GEE : INF
CLAVD • ALBINAE
TIB • CL • ALBINI

C • C • P • F NAVAEC . CLAS 910.
EX • GEE • INF GEEM • FILIAE

M P M P E I V S CO
/ EX • GEE • INF PEISCIÀNVS

CO • P • E • COIYGI OPTIMAE
CAT • VAL "P

e. Voorburg (Olanda). Si scoprì in questo luogo una quantità di tegoli e di mattoni con queste

lettere. Nel museo di Leida. Brambach, C. I. Rhen. , n. 23 h ì ; Sohuermans, p.64, n. 354 B.

d. Nello stesso luogo. Brambach, n. 23, h 2 ; Schuermans, p. 64, n. 354 C.

a invece di F.

e. Cattwijk aan Zee (Olanda). Due mattoni. Brambach, n. 4, Ad; Schuermans, p. 64, n. 354 D.

ce leggi CG; E leggi F.

«OS a. Weisweiler presso Juliers. Brambach. C. I. Rhen., n. 591 ; Schuermans, p. 64, n. 354 E his.

1 , Meglio che c{ohortes) G^ermaniae) p{iaé) f[ideles) come propone il Brambach , v' è da leggere

con lo Schuermans c(lassis) G^erinanica) p[ia) f{idelis). — 2, ex{ercitus) Ger[maniae) inf^erioris). Credo

che exercitus sia al nominativo, non al genitivo, cioè che sianvi menzionati la classis e ì'exercitus non
già la classis exercitus, come suppone lo Schuermans.

6. Medesimo luogo. Schuermans, p. 64, n. 354 E.

e. Cattwijk aan Zee (Olanda). Mattone. Brambach, C. I. Rhen., n. 4 Aa 7; Schuermans, p. 64,

n. 354 G.

d. Trovato in Olanda. Brambach, C. I. Rhen., n. 139 * 5' (« laterculus suspectus est »); Schuermans,

p. 64, n. 354 H.

e. Già presso Aquisgrana. « Ein Siegelstein von rother Farber mit sein vergoldeten Ecken «

,

Brambach, C /. Rhen., n. 630; Schuermans, p. 64, n. 354 1.

f.
Tegolo trovato presso il castello di Britten (Olanda). Brambach, C. I. Rhen., n. 4 C 32

;

Schuermans, p. 64, n. 354 F.

«09. a. Cattwijk aan Zee (Olanda). Mattone. Brambach. C. I. Rhen., n. 4 A e 3; Schuermans

p.65, n. 354 J.

leg[io) XXX c{lassis) G{ermanìca.) p[ia) f(idelis).

b. Vicinanze di Nimega. Brambach, CI. Rhen., p. 361, n. 12 (fra le spurie); Schuermans p. 65,

n. 354 K.

1, (L]eg[io) XXV.
e. Vicinanze di Rodenlirchen presso Colonia. Brambach, C. 1. Rhen., n.436^ 2 (ovvero Rodin-

gen presso .Juliers; Steiner, Codex inscr. Rom. Dan. et Rheni, n. 1222); Schuermans, p. 65, n. 354 L.

2, M • XXX, « litteras significatione non magis capio ». Brambach — rettamente Sohuermans:

{legio) XXX.
9SO. Tegolo scoperto presso il castello di Britten (Olanda). Brambach, C. I. Rhen., n. 4 C 24;

Schuermans, p. 65, n. 354 M.

2, C. At{tius) Val[erianus) t(egularum) f(igidus) ovvero l(egulam) f{ecit).

?H. Base scoperta in Olanda, poscia a Dordrecht. Da Smetius, Brambach, C.I.Rhen., n. 138, il

quale nella lin. 3' crede si possa leggere: c[ohortium) G[ermaniae) p{iarum) f^idelium). E probabile

la lettura dello Schuermans, p. 65, n. 354 _M : c(lassis) G[ermanicae) p(iae) f(idelis).

«13. Romagnieux ([sère, arrond.de la Tour du Pin). « Cippe... extrait en 1839 de dessous le

« mattre-aatel de l'Église paroissiale ». Allmer, Inscr. ant. de Vienne, I, p. 420. Cf. Atlas, n.269.
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913.

rosa

L • OCTAVIVS •

L . F • ELAITES • GVB
EENATOE • ANN •

LVIII STIP • XXXIII •

H • S • E • DIONYSIVS •

PLEST-IAECHI E • TEA
LLIANVS • SCEIBA •

PEO • MEEIT

914.

B A C V ED
SACEVM

M • ALBAN . VS
P ATEEN VS

OPTIO
V • S • L • M
II • SIL • COS

in latere:

C • G- P
•

E

CLASSIS PANNONICA — CLASSIS MOESICA

Ad una delle due armate danubiane appartiene l'epigrafe tunisina (n. 715) del

T • FLATIO • T • FlL

QYIR • GALLICO
PEOG • AVG • PEOV
AFEIO • TEAC • EAET
pr<,EF • CLASSIS • F////

K///I////////ÌIN////CII
^nBI////////Iini////////

//////////////'///////////
/////////7///y////////Bvs

///////////////7HADEI,,,o

/////Ì1//////T0 DATO///

/////////////!////////////
DECV,-,vNES • C • E • ET
»n,«^CIPES 'HISIDVENSES

prefetto T. Flavius T. F. Quir. Gaìliciis. La F. che segue alla voce classis è ini-

ziale di Flavia, cognome tanto dell'armata di Pannonia, quanto di quella di Mesia.

7-13. (1 Eine halbe Stunde sùdlich von Kòln liegt am Rhein 'die alte Burg'». Aschbach, nei

Jahrbùch. des Ver. , LXVI, p. IS, tav. V.

914. Colonia. Da altri, Brambach, C. I. Rhen., n. 385. Si può forse leggere nel lato con lo Schuer-

mans, Bitll. de comm. de la Belg., XVI li, p. 6.ó, n. 354 0: c(Uissis) G(ermanicae) ;p(iae) f{idelis]. Kon
v'è però da congetturare con questo erudito che il cornucopia alluda al nome della nave.

SAS. Krisch el Wed [Chisidito) nella Tunisia. In una base infissa nel muro della moschea. Guérin,

Voy. dans la rég. de Tunis, t. Il, p. 186, n. 'l'ò'à. solamente le lin. 1-3 e il principio della 4; C. I. L.,

Vili, n. 1269. Cf. Ferrerò, Sulla iscr. class. dell'Africa, ni^gli Alti della R. Acc. delle Se. di Torino,

XVII, 1881-82, p.30.

5, F[lav. Pann.] ovvero F[lav. Moes.]. — 13-14, decv[rio}n3s cfivexj R(omani) et{mvni]c>iies

\C]hisiduenses.
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CLASSI^S INCERTA

316. ?!?.

/////////>- ^-S Si S ;EAETOEI//
I il) III l'iATIVM • E • V • PATEON/

D . D . p.p.
CVEATOEE • IVLIO OPTATO

TI • IVLIO • AVG
NAVAECHO •

CLAVDIA •

VIEO

• L • HILAEO
TIBEEIANO
BASILEA
SVO

•SÌ9 «1$.

C A S P I V S
TEIEEAECTVS

TI • CAESAEIS • HIC
SITVS EST

D • M
EVDAEMON • VIXIT

ANN • XXXX • ET •

POSIS • QVI • VIX • ANN • XI •

AVEELIVS DIOGENES TEIEE
LIBEETIS • SVIS BENE • MEE • FEO

9 SO.

HELIOS CAESAEIS • TEIEEAECHVS

SI6. Trovata a Ghardimau (Tunisia;, in una rovina presso il forte romano. È incisa sulla j^arte

inferiore d'un piedestallo, di cui manca la sommità. Cagnat, in Archives des missions scientifiques,

t. IX, p. 148, D. 248; Delattre, nel Bulletin critique d'histoire, de Utteralure et de ihéologie, I!, 1881, p. 60

(Cf. Héron de Villefosse, ibid., p. 79).

1, SSIS PRAETORE fsie) Delattre.

Da leggere: [praefecto (o subpraefeclo) c\lassis \^p]raetori[ae Misen- o Itaven]aiium

e{gregw] i'(iVo) paironl^ol d{ecre1o) d [ecurionum] p[ecunia) p[uhlica) curatore C. lulio Optato.

919. Roma, nel museo Vaticano. C. /. L., VI, n. 8927.

SI 8. Roma, nel museo Capitolino. Maffei, Mas. Ver., p. 299, 6; Guasco, Man. cap., p. 562; Eph.

ep., IV, p. 342, n. 925.

SI». Scoperta a Roma. Indi ad Urbino. Fabretti, p. 362, XIV; C. I. L., VI, n. 8928.

930. Scoperta nel 1735 a Roma, presso la porta Latina. Ora Firenze, nel palazzo Rinuccini. Do-

nati, p. 331, 4; C. J. L., VI, n. 8929.

Sekie II. Tom. XXXVI.
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«3«.

IVLIA
P A T E A •

LEZBIA •

OETIS • F
SYEIAE •

VXOE •

CAESAEIS •

TEIEEE • TEIPTOLEMO

«SS.

CLEO
Q A^ A E ET

C • IVLI • MEN
• ANTIOCHENSIS
AD • DAPHNEM
MALCHIONIS
TRIEEAECHI • DE

988.

"VIAGIVS • MAXIMS
-LASSICVS • VIX • AN .

i/MENSIBVS • II • ET •

Ì20GATA • FABRICIA •

PBOGLl • F • CAESAEiES
MAXIMI 7 VXOE

S • S •

M. AXj
I
rs

G OWj
j 1

1

1

D • M
VALEEIAE • FEONTINAE • NAT GNIGISSAE • EX • CI

VITATE • COEOPISSO • VICO • ASSEEIDI • D • N • FILIAE • VAL
FEONTONIS • AQVILIENI • QVAE • VIXIT • ANN • XXVIIII

MENSIBVS • III • DIEBVS • XXI
VALEEIVS • MONTANVS • NAV/VLAX • EX • EADEM
OIVITATE • ET VICO CONIVGI • KAEISSIMAE • B • M • F

«84.

D • M •

INSTEIVS VICTOEINVS SCE;
BA CLASSIS LIBVENA AVG
VIX • AN • XLV HSE • S • T • T • L • TEEBIA •

MVSTIA • HEEES • CONIVGI • FACIVN
DVM • CVEAVIT

«21. Brindisi. Scoperta nel 1845. C. /. L,,AX, n. 41, of. p. 652.

(c lulia Cleopatra filia C. luli Menoetis fuit , uxor Malchionis Caesaris servi. Nota trierarchum

« Caesaris servum , non militem igitur ; nisi fortasse Augustus primo tempore classiarios ex familia

« sumpsit ». Corp.

9%8. Fra Scersoel e Novi nell'Algeria. Ora a Scerscel nel museo. Reuier, I.R.de l'Alg., n. 39H2;

mancante delle lettere inclinate C. /. L., Vili, n. 9386. Cf. Ferrerò, negli Atti dell'Acc. delle Se. di To-

rino, XVII, 1881-82, p.90.

. . . Magius Maxim[u)s \{centii,rio) c\lassicus, mx{il) an(nis) L . . . mensibus 11, et Rogata Fabricia

Prodi f. Caesarie{n)s(is} Max\i]mi (centurionis) uxor, [vixit annis .... Hic] s{iti) s'^unt) . . . [Magius'\

Max[im]us [sibi e(] con[iug]i.

SSS. Scoperta a lerracina nel 1758. Pantanelli, ms. — C.I.L., X, n.8261.

6 « NAVILAX , traditur ». Corp.

Coropisso, città della Licaonia, nota per la menzione, che ne fa Strabone (XII, vi, 1, p. 568), da cui

erroneamente è scritto Ko/jotiotsós, e per le monete (Eckhel, Doctr. num. vel.. Ili, p. 30) Ignota la na-

zione dei Gnigissi ed ignoto il vico Asseride, il quale è detto d{omini) n{oslri), cioè di coloni imperiali.

E la prima iscrizione di un uomo appartenente alla marineria scoperta a Terracina, seppure è

di un classiario.

934. Da Scerscel portata nel museo d'Algeri. Berbrugger, nella Revue afric, IV, p.461; Renier,

ibid.. Vili, p. 283; CI. i., Vili, n. 9379. Cf. Ferrerò, negli Atti dell'Acc.di Torino, XVII, 1881-82,

p. 90.

I

I
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palma D ij M ij S palma

ANTONIO AVITO
MILITI EX N SVE

987.

D • M •

C • ANTHESTIVS NIGEE
OEVM • VIXIT AN EX • III • CAPEICOENO/
XXI • MILITAVIT
ÀN • VI • ANTONIVS
KAEVS DVPLICAE
IVS • CLASSIS FEA
TEI BENE MEEEN

palmaTI FEGIT ^0 palma

«SG.

NATIO • SVEVS • VIXJLT

AN-XXX- MIL • AN /Xll

L • LVCCEIVS • AQVILAS
EX • In AVG • B • M • FEO

D ^ M
GAEGILIAE HONOEATAE • SALDITANAE • VIX/(

ANNOS • SINE • CEIMINE • VLLO • VIVITE • MOET <i« • mors

OMNIBVS • INSTAT • DISDITE • QVI LEGITIS EGregu -vivere

HEE ENNIVS • EOGATVS SESCVPLAEIVS • GLa<.«s

MAEITAE • MEAE • DIGNAE • ET MEEITAE • GAB,Guiae terra

TIBI LEVIS SIT

SS9.

''^*- FL MAE • THA • NAE G
ME • FEMINAE • NAT^
GIVI • ANTIOCHI A TT

^N/ //'////
/// • PL LVPEE'-^I

MAVEAN/// CTASSIS CON
PE/// CLASSI;/ MEEITIS • EI^;'

^^
• KAL • FEB • GVM

TIBI G

WSS. Scerseel. Schmitter, nel Bull, e'pigr. de la Gaule, li, 188^, p. 139, n. 3; e da apografo del

sig. J. Poinssot.

93G. Seerscel. « Stèle brisée à droite ainsi qu'à la partie supérieure, qui présente quelques vesti-

« ges d'une figure en relief. A VEl Kantara ». Schmitter, nel Bull, e'pigr. de la Gaule, II, 1882, p. 278,

n. 31.

S89. Proveniente da Roma. Lastra di marmo con pessime lettere. Ora nel museo di Stockholm.

Eph. ep., IV, p., 342, n. 924.

SSS. Fréjus. J. Antelmi, De initiis, etc-, p. 22; Muratori, p. 794, 2 (misit Bimardus). — Aubenas,

Hist.de Fréjus, p. 749, n. 13.

Collocai quest'epigrafe vista dall'Antelmi ed ora perita fra le sospette (n. 32*). Essa però dev'essere

rivendicata fra le genuine. Non potendosene stabilire l'età, ed essendo probabilmente posteriore alla

soppressione della stazione navale di Forum Julii, è meglio annoverarla fra quelle di armata incerta.

4, vi si può leggere pr[aef{eciusj]
,
pr[inc{eps]']

,
pr[inc(ipalis)'].

989 Bolsena. Stevenson, nelle Notizie degli scavi, 1880 (agosto), p. 279.

Leggo : Fllariae) Marthanae c[aslissi]mae feminae nali[one Syrae] civi Anliochiae Fl{avius) Lu-

perci\u:>] . . . classis Com[agenensis (o Comensis] prò] meritis eiu[s deposita [?).. .] hal{endas) feb{rua-

rias) cum . . . [pax\ tibi c[utn sanctis].

Questa e la iscrizione n. 699 sono le sole cristiane , che si conoscano , spettanti alle armate.
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931

CLASSIS • ]

MERC/
CVEA • AGEN

«30.

SCAEVA • LICCAI •

MlL • DE • LIB • TRlTON
M VETTI VlXI • AN •

XXXV • M I L A N \' llll

93S.

\IN

llllllllllllllllllll

OL.ABEia.ii,j_L

kASSIS A\
11/J///////PID

V S I M
H S

Appartiene al secolo IV o al V. Le lettere COÌS nella linea ó non possono essere altro che le iniziali

del nome dell' armata. Come avvertì il eh. editore , si possono supplire con Comensis o Comage-

nensis, armate esistenti al tempo delle Notilia dignitatv.m.

SSO. Scoperta presso Brindisi. C.I.L., IX, n. 42.

SSfl. Roma. « Frammento di lastrone marmoreo scorniciato trovato negli scavi della via Sacia «.

Lanciani , nel Bull, della comm. ardi. com. di Roma, 1S82, p. 163, n. E64 ; Noi. degli scavi, 1S82

(aprile), p. 222.

1, classis F\l[amae) Pannonicae vel Moesicaé]'}

ZS'i. Scoperta presso Andernach. Ora a Benna, nel museo. Brambach, C. J.Rhen., n. 677.

4, Pare si debba leggere [c]tes5;s , e quindi si debba collocare fra le clafsiarie questa epigrafe,

che ho respinto, Arni., p. 62, nota 9. A quale armata appartenga è impossibile determinare. Lo
Schuermans (Bull, des comm. d'art et d'arch. de la Belg., XVIII

, p. 77. Z.) la colloca tra quelle

della germanica, e non esita a leggere 4-5: Aulgustae] Ger{manicae) p{iae) f(idelis) , argomentando

il titolo di Augusta dato all'armata del Reno, titolo che sinora non risulta da altri documenti e che,

ove pure si leggesse con certezza in questa lapide, potrebbe anche convenire all'alessandrina. Egli

scorge pure lin. 3 i dolabrarii.
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STAZIOiNI NOTE DELLE ARMATE

PRIMI TRE SECOLI DELL'IMPERO.

ARjVUTE STAZIONI Testimonianze

Armate dei mari.

Classis Misenensis

Classis Bavennas

.

Miseno e luoghi Ticini (Cam-

pania).

Ostia (Lazio)

Centuncelle (id.)

Alena (Corsica)

Mariana ( id. )

Sardegna

Pireo (Acaia) (?)

Eoma (soldati per il servizio

nell'anfiteatro, aventi il

loro quartiere nella re-

. gione III).

Ravenna (Endlia)

Aquileia (Venezia)

Centuncelle (Lazio)

Svetonio, Oct., 49; Tacito, Aìin.,

IV, 6; Plinio, Ep., VI, 16;

Vegezio, IV, 31, ecc. La maggior

parte delle iscrizioni spettanti a

quest'armata.

Svetonio, Vesp., 8. Iscr. n. 7,

166, 196, 216.

Iscr.n. 146, 149, 161, 179,191,

252, 270, 284,320.

Iscr. n. 639, 675*^ Cf. Tacito,

Eist., II, 16.

Iscr. n. 660.

Iscr. n. 220, 676.

Iscr. n. 338, 607.

Lampridio, Comm., 15. Not. re-

gionum, reg. III. Cf. Svetonio,

Vesp., 8. Iscr. n. 8, 9, 10,

152, 158, 159, 181, 199,

207, 208, 221, 234, 274,

282, 286, 290, 298, 327,

329, 332, 351, 353.

Svetonio, Oct, 49 ; Tacito, Ann.,
'

IV, 5; Vegezio, IV, 31. La

maggior parte delle iscrizioni

spettanti a quest'armata.

Iscr. n. 553, 554, 562, 576

(forse dell'armata di Raven-

na). Cf. n. 214.

Iscr. n. 395, 432, 476.
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ARMATE STAZIONI Testimonianze

Classis Eavennas.

.

Pireo (Acaia) (?) Iscr. n. 468.

Eoma (soldati per il seiTizio

delle naumachie, aventi il

loro quartiere nella re-

gione XIY).

JSot. regionum , reg. XIV. Iscr.

n. 410, 413, 439, 444, 445,

455, 493.

Classis Foroiuliensis Forum luliì (Fréjus) (Gal-

Ua Xarbonese).

Strabene, IV, p. 184; Tacito,

Ann., IV, 5; cf. Plinio X. E.,

IH, 35. Iscr. n. 703.

Classis Alexandrina Alessandria (Egitto) Il nome stesso.

Altri luoghi sul NUo, spe-

cialmente presso le cate-

ratte.

Iscr. n. 494, ostraJca raccolti

sotto il n. 497.

Cesarea (Mam-etania Cesa-

riense).

Iscr. n. 543, 546, 705. V. Classis

Syriaca.

Classis Pontica . . . Trapezunte (Cappadocia) (al

tempo di Vespasiano).

Tacito, Sist, III, 47 (cf. II, 83);

Flavio Giuseppe, Bell. luci

,

II, XTI, 4.

Peiinto (Tracia) (al tempo

di Domiziano).

Iscr. n. 498.

Cizico (llisia) (al tempo di

Elagabalo).

Iscr. n. 499.

Classis Syriaca . . . Porti della Sii'ia Il nome stesso. Cf. il nome di

classis Seleucena da Seleucia,

neUa e. 1 (Valentiniano e

Valente; Th. C, Le classicis

(X, 23), dell'anno 369.

Porti dell" Asia Minore ,

della Grecia e delle isole

dell'Egeo.

Iscr. n. 501 (Efeso), u. 502
(Tenos), n. 503 (Pireo), n. 504
(Teos nella Lidia).

Cesarea (Mauretania Cesa-

riense).

Iscr. n. 502, 543. Cf. n. 551,

722, 724, 725, 726.

Classis Britannica Gessoriacum ( Boulogne
)

(Gallia Belgica).

Iscr. n. 506-512.

Dubrae (DoTcr) (Britannia).

Portus Lemanae (Lymne)

(id.). j

Iscr. n. 513, 517.

Presso il Vallo d'Adriano,

(id.)

Iscr. n. 514, 515.

Classis Libyca .... Porti della Libia, (ossia Ci-

renaica e Marmarica
)

(Cirene, Paretonio).

Il nome stesso.
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ARMATE STAZIONI Testimonianze

Armate dei fiumi e dei laghi.

Cìassis Germanica

Classis Pannonica

.

Armatetta sul lago

Brigantino.

Sul Keno in parecchie sta-

zioni, fra cui:

Moguntiacum ( Magonza )

(Germania superiore).

Autunnacuni ( Andernach )

(id.).

Bonna (Germania inferiore).

Colonia Agrippinense (id. ).

e sul basso Keno nella

odierna Olanda (id.).

Sul medio Danubio in pa-

recchie stazioni neUa Pan-

nonia.

Sul basso Danubio, in pa-

recchiestazioninella Mesia

Lago Brigantino ( Vinde-

licia).

Iscr. n. 532, 533.

Iscr. n. 525, 531.

Floro, II, 30 (IV. 12).

Iscr. n. 528, 530, 534, 707 a,

b, 709 e, 713, 714.

Iscr. 707 a, e, d, e, 708 e, d, f,

709 a, l, 710, 711.

Il nome stesso. Iscr. n. 536, 537,

538, 539.

Il nome stesso. Iscr. n. 540.

Strabene, VII, i, 5. Cf. Dione

Cassio, LIV, 22.
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STAZIONI DELLE ARMATE
AL PRINCIPIO DEL SECOLO V

SECONDO LA Kotitia cUgnitcìtum

ARMATE STAZIONI
Luogo
della

Not. dignii.

Impero d' Occidente.

Classis Misenatium

Classis Mavennatiiim

Classis Venetum. . .

Classis Comensis . .

Milites muscularii.

Classis fluminis
Mliodani.

Classis harcariorum.

Classis Ararica . . .

Classis

Anderetianorum

.

Classis Samlriea. .

Numerus harcariorum

Miseno (Campania).

EaTenna (Flaminia) . . . .

Aquileia (Venezia)

Como (Liguria)

Massilia (Viennese)

Vienna, Arelate (Gallia

Eiparense).

Ebrudumim Sapaudiae,

(Yverdon sul lago di

Neufchàtel) (id.).

Caiallodmmm (probabil-

mente Chalóns - sur -

Saóne ) ( Lugdunese pri-

ma).

Parisi! (Lugdunese Seno-

nia ).

Locus Quartensis, locus

Hornensis
(
probabil-

mente sulla Somma ed

alla foce di questo fiume)

(Belgica seconda).

Conflitenies (Coblenz al

confluente dell'Aar e del

Eeno), Brecantìa (Bre-

genz sul lago di Costanza)

(Eezia).

Magister miUtum
praesentaìis aparte

peditum.

id.

id.

id.

id.

id.

id.

id.

id.

Dux Belgicae

secundae.

Dtix Baetiae primae

et secundae.

OccXLII, 11.

» XLII, 7.

» XLII, 4.

» XLII, 9.

» XLII, 16.

» XLII, 14.

» XLII, 15.

» XLII, 21.

» XLII, 23.

» XXXVIII,

» XXXV. 32.
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ARMATE STAZIONI Da chi dipendenti

Luogo
della

Aot. dignit.

Classis Lauriacensis Lauriacum (Lorch) (No-

rico Kipense).

Dux Pannoniaepri-

niae et Narici Pi-

pensis.

Occ, XXXIV,
43.

Classis Arlapensis et

MaginensìS (o Co-

mageneusis).

Arlapa (Gross-Pochlarn)

,

Comagenae (presso Tuln)

(id.).

id. » XXXIV,
42.

Legio secunda Ita-

lica m Hitnm lihur-

loviacum (forse Aschacli)

(id).

id. » XXXIV,
37.

nariorum.

Legio prima Norico-

rmn militum libur-

Aditwense ( forse lova-

vium, ora Salzburg) (id.).

id. » XXXIV,
40.

narioruìti etc.

Legio lihurnariorum

primorum Norico-

rum.

Fafiana (forse presso Ips,

vicino a Gross-Pochlarn)

(id.).

id. » XXXIV,
41.

Classis Sistrica. Carnuntum (Petronell)

,

Vindoiona (Vienna) (Pan-

nonia prima).

id. » XXXIV,
28.

Legio quartadecima

gemina mHitmn
liburnariorum etc.

Carnuntum. id. » XXXIV,
26

Legio decima et quar-

tadecima geminae

militum lihurna-

Arrabona (Eaab) (id). id. * XXXIV,
27.

riorum.

Classis Histrica. Mursa (Eszeg) (Pannonia

seconda).

Dux Pannoniae se-

cundae Pipariensis

et Saviae.

» XXXII,

52.

Classis prima Flavia

Augusta.

Sirmium (Mitrovie) (id). id. » XXXII,

50.

Classis secunda

Flavia.

Graium (luogo sconosciuto)

(id.).

id. » XXXII,

51.

Classis prima
Pannonica.

Servitium (Gradiska) (Sa-

via).

id. » XXXII,

55.

Classis Aegetensium

sive secunda Pan-
Biscia (Siszek) (id.). id. » XXXII,

56.

nonica.

Classis Sistrica. Florentia ( forse presso

Mohàcz) (Valeria Eipen-

se).

Dux Valeriae

Pipensis.

» XXXIII,

58.

Serie II. Tom. XXXVI. 10
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ARMATE STAZIONI Da chi dipendenti

Luogo
della

Not. dignit.

Impero d'Oriente.

Classis Histrica.

Classis Stradensis

et Germensis.

Naves amnicae et

milites ibi deputati.

Milites tertii

nauclarii.

Milites nauclarii

Altinenses.

Classis Histrica.

Classis Eatiariensis.

Legio secuìida Her-

culia musculorum

Scytliicorum et

classis.

Milites nauclarii.

Viminacium (Kostolatz)

(Mesia prima).

Margum (presso il fiume

Margtts ora Moraya
)

(id.).

(Mesia seconda)

Appiaria ( forse presso

Rusciiik) (id.).

Altinum (forse Altènova

nella Dobruscia) (id.).

Aegeta (presso il ponte di

Traiano : vicinanze di

Tnrn - Severin
) ( Dacia

Eipense).

Matiaria (Arcer) (id.).

Inplateypegiis (?)(Scizia).

Flaviana (?) (id.).

Dux Moesiae primae

id.

Dux Moesiae

secundae.

id.

id.

Dux Daciae

Eipensis.

id.

Dux Scythiae.

id.

Or., XLI, 38-

» XLI, 39.

XL, 36.

XL. 22.

» XL, 25

» XLII, 42.

» XLII, 48.

» XXXLK,
35.

» XXXIX,
20.
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INDICI DELLE ISCRIZIONI

NOMI DI UOMINI E DI DONNE
È notato il (jrado agli uomini appartenenti alla marineria — ra = )iu7t'S; v = vetcranus;

r>I — cja-ssis Misenensis; R= classis Ravennas.

632.

633.

ci. Germ.

686.

T. A Longinianus opt. M., 608.

Aehillas, 634.

Aelianus cent. M., 607.

Aelius Eutycliiantis v. M.,

B Valerianus, 612.

Aelia Animaequitas, 632.

C. Aesius Felicissimus m. M.,

Afrodisia, 658.

P. Aieza, 603.

Aiezia Bitalis, 603.

M. Albanius Paternus opt.

lU.
M. Amlaibius Celer arm. cust. M._

C. Annius Anubio m. M., 634.

)) Bassus m. M., 635.

C. Assirs Flaviaxus subpraef. M., 583.

M. Annius Severus m. M., 643.

P. » Titianns subopt. M., 615.

» Terus comic, praef. M., 621.

Annia Tertia, 621.

Anthestius Niger m. ci. ine, 727.

Anthus Livianus trier. Caes. (ci. Foroiul.),

703.

L. Antistius Isidorus m. M., 609.

C. B Eufus, 670.

AsTONiaus Plus.

Divus Antoninus Pius, 698.

Antonitis, 691.

Antonius Avitus, 725.

M. s Heracla trier. ci. AI., 705.

» Karus dupl. ci. ine, 725.

M,

C

M. Antonius Lupus gub. M., 601.

M. » Lupus, 601.

L. » Silvanus m. M., 636.

C. » Silvanus v. M., 637.

» Valens naupb. M., 605.

Antonia Nereis, 657.

C. ApoUonius Priscus m. M., 638.

P. Aponius Aieza, 603.

C. » Eudemon pror. M., 603.

L. Apponius Felix m. M., 639.

G. Am(u)s ApoUinaris m. M., 640.

G. Arrius Aponianus trier. M., 588.

M. j M. 1. Princeps m. M., 641.

G. Arruntius Valens opt. M., 665.

M. Artorius Valens m. M., 642.

Atellia Prisca, 704.

Q. Attius Paulinus m. M., 643.

M. AUEELIUS

Divus M. Antoninus Pius Germ. Sarm.

698.

M. Aurelius G , 645.

B Dalmatius m. dupl. M., 630.

» Diogenes trier. ci. ine, 718.

M. ì Ingenuus m. M., 645.

B Macedo cent. M., 595.

M. B Salvianus m.- M., 661.

B Varus m. M., 646.

Aurelia lulia, 596.

B Primigenia, 633.

Barbius Pirmus fab. dupl. M., 623.

Blastus, 610.
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Caesiliu3 Hispanus cent. M., 676.

Callityche, 656.

M. Calventius Priscus m. M., 647.

Caracalla.

Imp. Caes. Divi Septimi Severi Pii Arab.

Adiab. Part. max. Brit. max. f. Divi M.

Antonini Pii Germ. Sarm. nep. Divi

Antonini Pii pronep. Divi Hadriani ab-

nep. Divi Traiani Parth. et Divi Nervae

. adnep. M. Anrellius Antoninus Pius Felix

Aug. Parth. max. Brit. max. Germ. max.

pontif. max. trib. pot. ? imp. Ili cos.

mi p. p. prò COS., 698.

Carpinianus, 620.

C. Gascellius Longinus opt. M., 610.

Caspius trier. Ti. Caes. ci. ine, 719.

C. Cassius A V. M., 648.

C. 5 Celer m. M., 649.

L. » Colo . . . m. M., 650 6.

M. » Eburi ... V. M., 651.

M. » Vitalis m. M., 652.

Castricia Prima, 630.

Claudius.

Divus Claudius, 704.

Ti. Claudius Albinus nav. ci. Germ., 712.

Ti. » Aug. 1. Eros trier. ci. Alex.,

705.

C. » Isauricus m. M., 653.

» Longinus, 680.

Ti. » Phile . . . , 584.

Ti. » Piso m. M., 654.

Claudius Sevebtjs cos. a. 200 vel 235 p.

C. n., 595.

Claudia Albina, 712.

s Basilea, 717.

s Marcellina, 654.

3) Zosime, 611.

Q. Coeceius Turbo m. M., 656.

Coelius Dorg cent. M., 597.

L. Cornelius Crescens m. M., 689.

M. CoRNELirs Octavianus praef. M., 582.

T. Cosconius Firmus m. M., 690.

Crescens trier. M., 589.

Deccia Fortunata, 617.

Diadumenus a ration. M., 629.

Didius fab. R., 701.

Dines V. C. lulius Pudens.

Dinnius Calocaerus, 658.

T. j Celer m. M., 657.

C. » Valens m. M., 658.

Dinnia Valentina, 658.

Dionysius Plestarchi f. Trallianus scr. ci.

Germ., 713.

Diza V. A. lulius Valens.

Domitius, 640.

Cn. s Faustus, 653.

L. » Martialis, 702.

C. » Priscus V. M., 659.

» Sten. . . , 695.

Doris, 084.

Egellius Niger m. M., 660.

Elagabalus vel Severus Alexander
. . . Divi Magni Pii A[ntonLni f.] invi-

ctus Pius Felix, 586.

Eudaemon, 718.

Evvodia, 635.

Fabius Anton. . . opt. M., 611.

Fabia Titiana, 615.

L. Fabullius Serenus m. M., 638.

Fadus, 625.

Felicio, 594.

M. Flavius Capito arm. cust. M., 617.

T. » Firmus opt. M., 612.

T. Flavius T. e. Quir. Gallicus praef. ci.

Pann. vel Moes., 715.

Flavius Lupercius ... ci. Com. . . , 729.

T. F(lavius?) Sabestiamis m. M., 661.

M. Flavius Valens m. M., 662.

Flavia Bitalis, 675 Ms.

» Marthana, 729.

Gallus cos. a 198 (ut videtur) p. C. n.,

584.

M. Gargilius Felix arm. cust. M., 618.

L. » Urbanus opt. M., 613.

L. y> Urbanus, 613.

Gargilia Honorata, 726.

GoNGius Nestokianus praef. E., 698.

Hadrianus

. . . Hadrianus, 715. — Divus Hadrianus,

698.

Helios trier. Caes. ci. ine, 720.

Helpis, 600.

C. Helvius lulianus arm. cust. M., 673.

Herennius Eogatus sesqu. ci. ine, 726.

Hermes, 609.

Insteius Vietorinus scr. ci. ine, 724.

C. lulius Aelianus, 633.

C. » Aponianus m. M., 663.

» Aquila m. M., 664.

C. » Aristo m. M., 665.

» Asclepiades vex. prine (?) M., 620.

» Athenodorus em. ex cent. M., 598.

C. » Caes. 1. Antomatus trier. M., 590.

M. » CasuUinus med. dupl. M., 626.

» Demetrius, 645.

C. » Didymus v. M., 666.
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Julius Flavianus, 60S.

» Eudemon, 634.

C. » Germanus fab. M., 624.

C. B Germanus m. M., 667.

Ti. » Aug. 1. Hilarus uav. Tiberianus ci.

ine, 717.

G. s laso, 703.

G. » leras pror. M., 603.

A. » lulianus, 627.

B Malchus subopt. M., 616.

G. » G. f. Fai. Magnus uav. princeps M.,

584.

G. » Marinus nauph. M., 605.

M. Ti Marinus v. Aug. M., 668.

M. s Marinus, 606.

» Marinus v. Aug. M., 669.

G. » Maximns, 624.

C. » Menoetes, 721.

C. » Pudens qui Dines Sautis (f.) m. M.,

670.

L. » G. f. Fab. Saturninus, 705.

» Sereuus, 695.

» Silius, 604.

A. » Staleianus, 627.

A. » Valens qui et Diza Serri f. scr. M.,

627.

Ti. luiiusAug. L. Xasthus subpraef. ci. Alex.,

704.

G. lulius Zoilus pror. M., 604.

lulia, 587.

» Agrippina, 642.

» Benedicta, 632.

» Cleopatra quae et Lezbia, 721.

s Cyrilla, 635.

luLiA DoMXA vel luLiA Mamaba.
[lujlia Aug(usta) m(ater) c(astrorum)

,

595.

lulia Felicitas, 669.

3) Hermion, 616.

3) Mamilla, 666.

ItJLIA MajiAEA V. luLIA DoSINA.

Itilia Marcia, 678.

2) C. 1. Plusia, 590.

B Eufina, 608.

T> Statilia Dativilla, 592.

» Zoe, 604.

lunia TertuUa Pia, 639.

T. Laelius Crispus m. M., 671.

Lamyrus, 704.

Lezbia v. lulia Gleopatra.

Licca, 730.

T. Licinius Mimor m. M., 672.

Licinia Procilla, 591.

C. Longinius Clemens, 624.

C. » Prisous trier. M., 591.

C. » Proculus, 591.

L. Lucceius Aquilas m. ci. ine, 727.

L. Lucilius Gupitus m. M., 689.

C. » Lucianus m. M., 673.

M. Maccius . . . eus m. M., 689.

Magius Maximiis cent. ci. ine, 722.

Malcliio Gaes. trier. ci. ine, 721.

P. Manilius Sabinianus trier. M., 592.

Marc ... 651.

M. Marcius Gaelestinus m. M., 674.

Marcia Evhodia, 628.

M. Marius Celsus m. M., 675.

» Fuscianus m. M., 675 bis.

M. » Pudens cent. M., 599.

Memorius, 585.

L. Mettenius, 675.

L. j Mercator, 676.

L. » Merciirius, 676.

T. Minucius Saturninus cent. v. M., 600.

Murrius Eufus, 679.

M. Naevius Asclepiades adiut. trier. M., 622.

Naevius Faustus m. M., 677.

M. Naevius Qnadratus opt. M., 619.

Naevius Saturninus m. M., 677.

Naevia Entycbia, 610.

Nerva.

Divus Nerva, 693.

M. Nonius Aquilius m. M., 672.

L. Octavius L. f. Elaites gub. ci. Germ., 718.

Pison, 634.

Plestarchus, 713.

M. Pomponiiis Priscianus, 712.

Posis, 718.

Priscus trier. M., 593.

Proclus, 722.

D. Publicius Aper arm. cust. M., 619.

Publicia Tyclie, 619.

Quinta Sallustia, 697.

Eogata Fabricia, 722.

M. Sabinius Fadi f. Hera fab. M., 625.

Saef. . . uius Eufus, 679.

Saturninius Isidorus nav. M., 685.

L. Saturninus m. M., 687.

Saturninus cos. a. 198 (ut videtur) p. 0.

n., 584.

Sautis, 670.

Scaeva Liccai (f.) m. ci: ine, 730.

Scentia Valeria, 664.

Secunda, 654.

G. Semproniiis Maximus m. M., 678.

L. Sentius Zeno m. M., 679.
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Sepximius Severus. L. Valerius Crispus m. M., 686.

DivusSeptimiusSeverusPiusArab. Adiab. » Evokatus, 587.

Pari. max. Brit. max., 698. » Fortunatus, 650 a.

Serapion, 735. » Fronto, 723.

Serrus, 627. Sex. » Ingenuus m. M., 687.

Q. Servilius . . . , 584. C. b Macrimis trier. M., 594.

Sex. Sedatinius Superus m. dupl. M., 681. » Montanus naupb. ci. ine, 723.

M. Sestius Pudens m. E., 702. » Quadratus m. M., 682.

Silieius Longus m. M., 680. M. » Saturnimis m. E., 702.

» Victor m. M., 681. » Venis nav. M., 587.

Silius Felix m. M., 682. L. » ... bucci, 675.

L. Sossius Dionysius m. M., 671. Valeria Frontina, 723.

Sossia Quinta, 614. » Isidora, 625.

M. Stlabius Felicissimus m. M., 683. » Severa, 589.

[C.'l Sulgius C[aecilianus] nav. vel praep. rei. » Vitalis, 650 a.

M., 586. L. Vetidius Eufus m. M., 6S8.

T. Sullius Albanus, 647. M. Vettius cent. ci. ine, 730.

Ternana v. L. Virridius Celer. Vibius Felix opt. M., 614.

Terentia Secundilla, 598. M. » Lupus m. M., 689.

Tertia, 653. Vibia Serena, 585.

Tesneus Serapias, 635. L. Virridius Celer qui et Temans . . . f. m. M.,

TlBEEITIS. 690.

Ti. Caesar, 704, 719. Zosime, 663.

C. Titius Caelianus opt. E., 700. Clemens m. M., 655.

Teaianus. a Cj'rilla, 623.

Divus Traianus Parth., 698. Paulinus, 691.

Trebia Mustia, 724. entius Saturninus princ. (cuius muneris

Tyche, 605, 649. non liqnet) ci. Brit., 706.

L. Valerius v. M., 684. rotis, 597.

j Aelianus m. M., 685. ta m. M., 694.

M. » Capito nauph. M., 607. vila libr. M., 628.

M. y> Capito except. trier. E., 702. Aòpijkioq 'IvTòETpdcxoue m. M., 644.

M. » Capito, 702. Ifi^Éta Etp'/jva, 644.
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n

UFFIGII GLASSIARII

A rationibus j^rohab. M., 629.

Adiutor trierarchi M., 622.

Armorum custos.

armorum custos M. , 617, 619. — armo-

rum M., 618, 673, 686.

Centurio.

centurio M., 596, 597, 599; E., 699. —
centui-io classicus ci.. ine, 722. — centurio

veteranus M., 600. — emeritus ex c(entu-

rione) M., 598.

Cornicularius praefecti M., 621.

Dnpiiciarius rei duplicarius.

duplicarius ci. ine. , 725. — du.pl. M. ,

638; E., 702. — miles dupliciarius M.,

631. — miles dupl. M., 630. — faber dupl.

M., 623. — medicus dupl. M., 625.

Emeritus.

emeritus ex c(enturione) M., 593.

Exactus ci. Alex., 705.

Exceptor trier. E., 702.

Faber.

faber M., 62i, 625; E., 701, — faber

dupl. M., 623.

Gubernator.

gubernator M. , 601, 602; ci. Germ. 713.

Librarius M., 628.

Manipularis :=: miles.

manipularis M., 656, 670, 675, 679, 693.

Medicus.

medicus dupl, M., 626.

Miles lìassim.

Kauphylax,

nauphylax M. , 606, 607. — naufylax M.

,

605; ci. ine, 724.

Navarchus.

navarchus M., 585, (.586?); ci. Germ.,

712. — bis navarchus M., 587. — navar-

chus Tiberianus ci. ine, 717. — navarchus

princeps M., 584.

. . . offioiorum(mMnMs classiarium?) M., 693.

Optio.

optio M., 608-614, 618, 665; ci. Germ.,

714. — veteranus ex optione E., 700.

Praefectus.

praefectus classis (E.), 698.

praef. classis praet. Misen., 582.

praefectus t)eZ subpraefectus M. vel E., 716.

cornicul. praef. v. h. v.

Princeps v. navarchus.

Principalis.

bix(illarius) pri(ncipalis) (?) M., 620.

Proreta.

proreta M., 603, 604.

Scriba.

scriba M., 627; ci. Germ., 713; ci. ine,

724.

Sesquipliciarius.

sescuplarius ci. ine, 726.

Suboptio M., 615, 616.

Supraefectus.

subpraef. classis praet. Misenens., 583.

subpraef. classis Alexandriae, 704.

Trierarchus.

trierarchus M., 588-593, 595; ci. Alex.,

705; ci. ine, 718. — trierarchus Caesaris

ci. Foroiul., 703; ci. ine, 720, 721. —
trierarchus Ti. Caesaris, 719. — [trierar-

chus] Augg. M., 594.

Veteranus.

centurio veteranus M. , 600. — veteranus

ex optione E., 700. — veteranus M., 632,

636, 637, 648, 651, 658, 659, 666, 684. —
veteranus Aug(usti) n(ostri) M., 668, 669.

VexiUarius (?).

bix(illarius) pri(ncipalis) (?) M., 620.
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m

NOMI DELLE NAVI

Le navi, il cui nume compare ptr la prima volta, sono segnate con asterisco.

CLASSIS MISENENSIS

Quinquerenies

* Aug(itsta), 702.

Victoria, 605, 656.

Qnadriremes

Bacicus, 603, 623, 628.

Fortuna, 612.

* Liberitas), 672.

Yenus, 622.

Vesta, 641.

Trìremes

* Aesculapius, 643.

Athenonice, 675, 678, 686.

Aug{usta) od Aug{ust%is), 606, 687.

Capricornus, 671.

Concordia, 683.

Cupido, 689.

DanuMus, 647.

Uuphrates, 614.

Fides, 604, 695.

F . . . , 602.

Immo, 602.

* lupiter, 635, 689.

Liber? 631.

Liberfas, 671.

Mercuritis, 643.

Jfmerva, 679.

iViiMs, 650 6.

Oceanus, 615.

P«a;, 634, 640.

Perseus, 613, 689 (?).

PieMs, 616.

>SaZ!«s, 678, 677.

Satyra, 618, 682.

Silvanus, 664, 686.

(SoZ, 619, 690.

Kfifm, 618, 667.

Triiimphus, 680.

FeJM«s, 608, 609, 654.

Victoria, 646, 661

Yirtus, 642.

Libnrnae

* Libertas, 670.

Nereis, 664.

* Taurus ruber, 625.

Fm-ìms, 617.

Incertae

T«firm, 682.

CLASSIS EAVENNAS

Quiiiqncremes

Augiiista) , 702.

Triremes

* Pietas, 702.
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CLASSIS ALEXANDRINA

Liburnae

• Mlus, 705.

CLASSIS INCERTA

Trireme» y Libnrnae

Aug{usta), 727. * Aug{usta), 724.

Capricornus, 727. * Triton, 730.

* Trijìtolenms, 721.

Alla tavola dei nomi delle navi data in Armate, p. 28, oltre alle correzioni segutite nelle

aggiunte in fine del volume, si facciano ancora le seguenti: à&lVhexeris Ops della

armata di Miseno ai tolga il n. 299; dalle navi di quest'armata si sopprima la qua-

drireme Olivus; si corregga in Athenonice la trireme Athenae; si aggiunga alla

trireme Pollìix il n. 279.

IV.

PATRTA DEI GLASSIARII

Vedi nel testo pag. 12-14.

Sekie II. Toh. XXXVI. H
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Eli IN CUI 1 CLiSSlAM PRlfflPIiRiO A IITIRE

Ad anni 8 (?) principiarono a militare classiarii 1

» 9 (?) » 2

» 10 (?) » 1

» 11 (?) » 1

» 15 » 6

» 16 » 4

» 17 » 9

» 18 » 27

» 19 » 24

» 20 » 57

» 21 » 29

» 22 » 22

» 23 » 21

» 24 » 12

» 25 » 14

» 26 » 6

» 27 » • 6

» 28 » 5

» 29 » 2

» 30 » 5

» 32 » 3

» 33 » 2

» 34 » 1

» 85 » 5

» 37 » 4

» 40 (?) » 1

» 44 » 1

i

I
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AGGIUNTE E CORREZIONI

alle iscrizioni contenute nel libro

L'ORDINAMENTO DELLE ARMATE ROMANE

13. Fu pubblicata poi nel e. I.L., X, n.3618

dal Mommsen, che la vide. L'iscrizione

è divisa in otto linee: TI • IVLIO •

AVG • L
I

OPTATO
|
PONTIANO

|

PEOCVEATOEI • ET
|
PEAEFEGT

•

CLASSIS
i

TI • R^LIVS •
|
TI • E • FAB

\

OPTATVS • n • VIE. Nelle parole Opta-

tus UUiìertius dei codici pliniani, ove si

accenna a questo personaggio (2f. M.,

IX, 17 ) , sagacemente il Mommsen indo-

vinò doversi leggere Ojitatus e Ubertis.

16. Pubblicata in C. I. L., X, n. 1127.

Esiste tuttora a Mercogliano, dove la vide

il Mommsen nel 1876 destinata per ilmuseo

di Napoli, nel quale non è ancora entrata,

siccome mi annunciò il eh. de Petra.

1, in vece di GN leggi CN. — 2, me-

desima correzione — 4 fine, da supplire

proc. in vece di leg. — 5, leggi SYEIAe
— 7 fine , aggiungi proc. — 8, da sup-

plire Proc. au. — 9e segg., GVST • OEDI-
NIBVs ex

I
EQYITE • EOMANo exerci-

tato
I

EI • EQVITi{»i praetorian
|
> •

COH • I pr. leg. ni cyr. ni gali.
\
XV

ÈSoll
I

1». = G. I. L., X, n. 1582.

4 fine, 5 princ, co
|
HOETIVM.

18.=: C. I. L., X, n. 3336.

19. = C. I. L., X, n. 3323.

1 , sarmatico max .... persico max

I

germanico MAX VII Britan-

nico.

«©. = G. I. L., X, n. 3344.

Il Mommsen la giudica del secolo V.

*9.^ G. I. II., X, n. 3384, rigettando asso-

lutamente come spuria la parte inferiore.

Vedasi al detto luogo del C. I. L. il

commentario giuridico a questa epigrafe.

L'essere i contendenti ricorsi al sottopre-

fetto dell'armata e non alla giurisdizione

ordinaria si può spiegare supponendo che

il fondo, di cui si quistionava, fosse posto

fra i sepolcri de' classiarii; quindi colui,

che presiedeva all'amministrazione degli

accampamenti, avea competenza per de-

cidere una sì fatta controversia. Si co-

nosce il titolo sepolcrale eraso de' Patulcii

(0. I. L., X, n. 2826, conservato dal-

l'Accursio).

«3. — G. I. L., X, n. 769.

«4. =: G. I. L., X, n. 867.

1G - G. I. L., X, n. 7855.

Si levi la nota prima.

«8. — G. I. L., X, n. 3335.

«O. = G. I. L., X, n. 3339.

9X.— G. I. L., Vili, n. 1322. Scoperta a

Takàber (l'antica Thuccabor) in Tunisia.

5, TI mon. — 10 fine, IESI — 11 fine,

COIV^i
3«. r= G. I. L., X, n. 3345. Già a Miseno

prima di passare nel collegio dei Gesuiti

a Napoli.

33. := G. I. L., X, n. 3340.

4 pr., s littera ante AVEEAT non tam

a fuerat N quamE ». Gorp. Cf. Arm.,^. 37.

34. - (7. I. L., X, n. 3341.

4, meglio che ex n{umero) princ{ipum)

cl{assis) è da leggere ex n{avarcho) prin-

c(ipe).

36. = G. I. L., X, n. 33.50.

3, levare il sic. La lettura BIS è esatta

e confermata dal n. 537.

3*. « Nuper Miseni inventum b. Garrucci,

Gì. pr. Mis., n. 26; G. I. L., X, n. 3351.

38. = G. I. L., X, n. 3349.

39. — G. I. L., X, n. 3362.

40. — G. I. L., X, n. 3350.

^\. — G. I. L., X, n. 8358.

4«. — G. I. L., X, n. 3859.

44:.— G. I. L., X, n. 3361.

45. = G. I. L., X, n. 3355.

46. = G. I. L., X, n. 3337.

48. =: C. I. L., X, n. 3365.

S.%. T G. I. L., X, n. 3371.
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53 a.= C. J. L., X, n. 3600 — b= 0.

I. L., X, n. 3372.

54. = 0. J. i., X, n. 3374.

55. = C. I. L., X, n. 3375.

1, DAZANTIS.
56 a. — C. I. L., X, n. 3376 — b = 0.

I. i., X, n. 3611.

a 7 fine, in vece di ESN leggi FILI.

5*. =C. I. i., X, n. 3428.

58 a. - G. I. L., X, n. 3385 — b = (7.

I. L., X, n. 3509.

3,9.-0. I. L., X, 3430.

60. =0. I. i., X, n. 8431.

61. z= C. I. L., X, n. 3432.

e.l. — G. I. L., X, n. 3444. Ora a Fi-

renze, nel museo. Da me trascritta.

6, MILITAVI!.
63. — G. I. L., X, n. 3485.

6, GYBEEN.
e*. — G. I. L , X, n. 3436.

65. —. G. I. L., X, n. 3437.

7 fine, HF
66. — G. I. L., X, n. 3484.

6ff. = G. I. L., X, n. 3483.

68. = G. I. L., X, n. 3446. Ora a Fi-

renze, nel museo. Da me trascritta.

69. =; G. I. L., X, n. 3445.

90. = G. I. L., X, n. 3453.

ti. — G.I. L., X, n. 3447.

»«. —. G. I. L., X, n. 3451 {recognovi).

93. — G. I. L., X, n. 3452. Ora a Napoli,

in casa del conte Vargas-Macciucca, sa-

lita di San Potito.

94.— G. I. L., X, n. 3454.

75. — G. I. L., X, n. 3449.

96. = G. I. L., X, n. 8461.

99. - G. I. L., X, n. 3464 a.

Trascrissi il frammento conservato nel

museo di Firenze, in cui si legge : / / / / /

AEGYPTII VIXIT
|

/
/-/

/ / MIL • ANN •

XXII
I

'// //\^S CLEMENS • EX
| /////

VESTA • C • AEEVNTIVS
|

///ENS •

OPT LIB • NEEEIDE
|

////B M P.

98. = G. I. L., X, n. 3462.

90. — G. I. L., X, n. 3464.

8©. - G. I. L., X, n. 3467.

8«. ~ G. I. L., X, n. 3470.

83. = G. I. L., X. n. 3468.

3 , a lALLI potius quam LAELI

,

« quamquam elementa ILET in titulo

« vix differunt b. Gorp. —3, « LICCAE
« potius quam LICCAT ». Id.

84. - 0. J. i., X, n. 3473.

85. - G. I. L., X, n. 8474.

86. — G. I. L., X, n. 3475.

89.-0. J. L., X, n. 8476.

88. = C. I. L., X, n. 3471.

89. = G. I. L., X, n. 3472. Tuttora a

Napoli presso i PP. Filippini.

90.-0. I. L., X, n. 3479.

91.— C. I. L., X, n. 8456.

9'!e. — G. I. L., X, n. 8394.

93. — G. I. L., X, n. 3396.

94. - G. I. L., X, n. 3410.

95. — G. I. L., X, n. 3397.

96. = C. J. L., X, n. 3399.

99. — 0. I. L., X, n. 8898.

2 princ, T •

98. — G.I.L., X,n.3895. Da me trascritta.

99. = G. I. L., X, n. 8409.

100. — G. I. L., X, n. 8408.

10l.-=C. 1. L., X, n. 8404.

lOa. =: G. I. L., X, n. 8406.

103. = 0. I. L., X, n.'8407.

104. — G. I. L., X, n. 8401.

i©5. = G. I. L., X, n. 3495.

6, munici{pi) meglio che (amico).

S©6. = G. I. L., X, n. 1080. Ora a Pom-
pei « apud J. Bracali ». V. G. I. L.,

X, p. 969.

1©9. = G. I. L., X. n. 8413.

1©8. = G. I. L., X, n. 3411.

B©9. = G. I. L., X, n. 3413.

Il©, rr (;. I. L., X, n. 3494.

HB1. = C. I. L., X, n. 8480.

4 fine, DA ... in vece di M.
Il«. = (7. I. L., X, n. 8892.

114 a. = G. I. L., X, n. 3423. — b — 0.

I. L., X, n. 3427.

b 2 pr., T • in vece di L ; — 6, SAE-
NIVS. — 7 pr., ///MVLVS.

115. = 0. I. L., X, n. 3424. Presso i

PP. Filippini.

ai©. — (7. I. L., X, n. 3425.

119. — (7. I. L., X, n. 8419.

118. -0. J. L., X, n. 3420.

119.-0. I. L., X, n. 8499.

Niicherina è il nome della patria {Ifu-

ceria). Alla medesima famiglia di questa

donna appartiene forse l'iscrizione baiana

pubblicata dal Gori [Syinb. lift., I, p. 48),

della quale parte esiste a Napoli (0. J. L.,

X, n. 1981), posta da un Caio Modio

Valentino alla madre Giulia Anta nafione

vern. Nucherinae.

««©. = 0. I. L., X, n. 8500. Nel museo

di Firenze. Da me trascritta. Mancano
le due prime linee conservate dal Vignoli.
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l«a. -0. I. L., X, u. 34U.

!««. — C. J. L., X, n. 8-103.

I«». - G. I. L.. X, n. 34S7 (con qualche

diversità nella divisione delle linee, avendo

l'editore seguito l'Accursio, nei cui mano-

scritti si trova conservato questo titolo).

1«4. ^ G. I. L., X, n. 3501.

1?B5. — (7. I. L., X, n. 3415.

b 2 pr., levare C.

I«C. - C. I. L., X, n. 3441.

l«s. - G. I. L., X, u. 8599.

3, med. non sembra si possa leggere

med{ico). Secondo il Mommsen Med(io-

laniensi?).

I«9.=;0. J. i., X, 3142.

6, « in litura restitutus est s. Oo/jp.

150. = G. I. L., X, n. 3574.

2-3, se
I

EAPION • Non è quindi

di un rationalìs, ma di nn semplice sol-

cato. — 3. Il nome egizio persuade a

supplire A{ìe,vandrintis). — 5 fine, MI l.

151. — C. I. L., X, n. 3433.

13«. - G. I. L., X, n. 3440.

133. r: G. I. L., X, n. 3488.

Ì9*. — G. I. L., X, n. 3489.

2, PATEEN.
aS5. = 0. I. L., X, n. 3380.

136. -r G. I. L., X, n. 1954.

139. -- G. I. L., X, n. 3493.

1SS.= 0. J. L., X, n. 1957.

130. =r C J. L., X, n. 8345.

1-80. -C. J. L., X, n. 3503.

141..= C. J. L., X, n. 3506.

14«. r=C. J. i., X, n. 3505. Nel museo

di Napoli. Piorelli, Gat., n. 651.

143. = 0. I. i., X, n. 3508.

144. Questo numero va levato. È un fram-

mento d'iscrizione puteolana non classia-

ria, che trovasi intera in Fiorelli, Gat.,

n. 1031; G. I. L., X, n. 1790.

145. = (7. I. L., X, n. 3417. A Firenze,

nel museo.

149. — G. I. L., X, n. 8511.

148.= 0. I. L., X, n. 3459.

151. =iC. J. L., X, n. 3514.

1154. =: G. I. L., X, n. 3516. Ora a Lon-

dra, nel museo Britannico.

155. — G. I. L., X, n. 3517.

159. - G. I. L., X, n. 3518.

163.= 0. I. L., X, n. 3521.

164. — G. I. L., X, n. 3878.

165. = G. I. L., X, n. 3377.

«69.=:C7. I. L., X, n. 3522.

168. = G. I. L., X, n. 3523

*C». rr G. I. L., X, n. 3523.

fao. =0. I. L., X, n. 3520. Ora a Fi-

renze, nel museo.

m. Questo numero va levato. Il fram-

mento pubblicato dal Garrucci, Gì. ;pr.

Mis., n. 30, non è altro che parte del

titolo, da lui dato al n. 214 e ripetuto

al n. 76 della mia raccolta.

198. r= G. I. L., X, n. 3580.

193.— 0. I. L., X, n. 3532.

194. =C. I. L., X, n. 3584.

2, PITONI MIL EX — 4, AEGYP —
5, XX^IIII — 6, GENIAL.

195. =:0. I. L., X, n. 3608.

19«. = 0. I. L., X, n. 469.

19S.-:(7. J. L., X, n. 3535.

180. = C. I. L., X, n. 3422.

ISa. •= C. J. L., X, n. 3386 : « descripsi

« non recte ; iam restituì veram lectionem

« quam dederat Garruecius ».

2, « ZECAEPE mihi visum est, ZE-
« CABEE Garruccio, sed ut neutri de

« lectione satis constaret ». Gorp. '—
4, ANN • XVII— 5, DOMITIVS DEA-
CO.

ISS. -0. I. L., X, n. 3536.

6, MEEENT.
184. = 0. I. L., X, n. 3539.

185. = G. I. L., X, n. 3540.

18«. = 0. I. L., X, n. 3543.

189. = C. I. L., X, n. 3546.

189. ^ G. I. L., X, n. 3547. A Firenze,

nel museo.

flSS. '—- G. I. L., X, n. 635, che segue la

lezione del Giovenazzi {God. Yat.), mi-

gliore di quella dell' Anastasi.

2, CAESIVS NEH — 8, MIL EX
— 4, NAT • NIX « fortasse scr. NAT .

« & LX ». Goìy.

19S. = G. I. L., X, n. 3554.

194- — C7. J. L., X; n. 3552.

195. r:C. I. L., X, n. 8555. Presso i

PP. Filippini.

198.-0. I. L., X, n. 3558.

SO©.— C'. I. L., X, n. 8661.

2, VENETVS.
[ . . . G]assius Vene[ti •/.] Vmetws ve-

te\ra\nus ex classe si[bi et] Firmio Proto

et [
]ae Moschidi, ~etc.

«®S. = G. I. L., X, n. 3652.

«OS. = G. I. L., X, n. 3551.

504. = G. I. L., X, n. 3563.

505. = G. I. L., X, n. 3564.

2OO. = 0. J. L., X, n. 3641.
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«09. = C. I. L., X, n. 3566.

«IO. = 0. I. L., X, n. 3569.

ieii. = C, I- L., X, n. 3660.

ZtS.— G. I. L., n. 8570.

7, si può anche leggere [fZ(e)] ]){eeu-

nia) s{ua).

«13.- G. I. L., X, n. 3618.

2, C • CKAVONIVS. — 4, NATIONE
DALra.

«t».— 0. I. i., X, n. 3576.

7, /////IVS • FE/y//;

230. = C. I. L., X, n. 7592.

7 pr., il mio amico dott. E. Pais rivide,

a mia richiesta, l'iscrizione, e mi assicurò

non esistere il segno > , posto dal Cor^pus,

bensì trovarsi C N col secondo segno

abbastanza visibile, onde si deve leggere

c{enturia) Gn{aei) Valeri. — 9, LIT.

SZZ.— C. I. L., X, n. 3578.

4, LONGINIVS.
«24. — G. I. L., X, n. 3550.

4, MILI AN.

«25- Questa lapide stava al ponte San Laz-

zaro sul Pisciatello presso Cesena. Nella

parte opposta fu inciso un apocrifo editto

romano vietante di passare in armi il Bu-

bicone. L'iscrizione antica fu pubblicata

intera da Amati, L'isola del Gongresso

triumvirale, p. 19, con interpretazione del

Borghesi, donde Tonini, Bimini avanti il

principio dell'era volgare, Eimini, 1848,

p. 888. Trovasi ora a Cesena (Zazzeri,

Storia di Cesena, Bologna, 1881, p. 17).

Vi si legge : T • GAIVS • EMINENS
YET • CL • PE • E • S • SYE • Y • S

|

P • ET •
!
CASSLÌE MAETINAE SYE

CONIYG • ET • T GAIO lYL • FIL

I

Y • A • YI • M • XI • D • X
I

LOC • D
A • M • SEMPEONIO •

| GEAPTO
AMICO • CAE SEYIYO D • D •

|
SIQ

H-A-P-E-S-S-A- DAB IN • E
P • M • E • HS

T. Gaius Eminens vet(eranns) cl{as-

sis) pr{aetoriae) B(aveìinatis) n{ationé)

Syr{us) v{icus) s(ibi) p{osiiit) et Cassiae

Martinae n(atione) lSyr{ac) coniugai) et

T. Gaio Iul{iano) Jil{io) v{;ixit) a{nnos)

YIm{enses) IJd{ies) X. Loc{iis) d{atus)

a M. Semjironio Gratto amico car{is-

simo) sevivo d{ecreto) d{ecurionìim). Si

q(uis) li{anc) a{rcam) p(ost) e^xcessum)

s(upra) s(crÌ2)torum) a{pcruerit) dah{it)

in r{em) i]{uhli.cam) m{univipii) E{aven-
natis) sestertios ....

Questo titolo va perciò levato dall'armata

misenense ed aggiunto alla ravennate.

228. = C. I. L., X, n. 3381.

22». = G. I. L., X, n. 3579.

230. = G. I. L., X, n. 3580.

2S«.=:C. I. L., X, n. 8581.

232.— C. I. L., X, n. 3582. Ora a Na-
poli presso il conte Yargas-Macciucca

,

salita di San Potito.

2, ALEXANDEI — 3, MISENAT —
4, YIXIT — 5, MIL • AN — 6, XXXI •

CYEANTIB — 7, CASSIO ANTIOCHO
ET — 8, ANTONIO NIGEIN////

233. — C. I. L., X, n. 3595.

235. — G. I. L., X, n. 3596.

23«. -: G. I. L., X, n. 8635.

23?. = C. I. L., X, n. 8583.

23S. = 0. I. L., X, n. 3584.

24©. = G. I. L., X, n. 3585.

24fi. = 0. J. L., X, n. 3586.

242. t=C. I. L., X, n. 8490. Bimane nel

museo di Firenze un frammento conte-

nente le ultime lettere delle linee 2-6 cioè :

EO
I

SEN
I

. ITHYN'
ANN • XXII

I

ENYS.
243. = G. I. L., X, n. 8588.

24S.=;C. J. L., X, n. 3491.

5 fine, s LI quadratarius prò ET »

Gorj). ; continuo però a leggere scriba

li(hrarius). — 6 fine, YETEEANYS id.

248. = G. I. L., X, n. 3589.

24». = G. I. L., X, n. 3360.

233. -= G. I. L., X, n. 3334. A Firenze,

nel museo, dove la trascrissi.

254. — G. I. L., X, n. 3492.

255. - G. I. L., X, n. 3593.

256. = 0. I. L., X, n. 3598.

258- — G. I. L., X, n. 3577.

259. = G. I. L., X, n. 3890.

20». = G. I. L., X, u. 3642.

1, lYCIO.

202. = C, I. L., X, n. 3603.

2eS. — C. I. L., X, n. 3604.

2C5. - G. I. L., X, n. 8605.

266. = G. I. L., X, n. 8606.

2«8. = G. I. L., X, n. 3607 ; cf. p. 974,

dove è riprodotta corretta , vista dal

Mommsen a Glienick, vicino a Berlino,

presso il principe Carlo di Prussia :

D • M
I

M • MAEI • MAETIA
| LIS

NAT • PANNONI
|
YS • LIB MINEE-

YAYA {sic)
\
YIXIT • ANNIS • L • MIL

|

ITAYIT • ANNIS • XXYI
|
L FYEIYS

QYINTIA
]
NYS HEBES

|
B M.
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2G9.-0. I. L., X, n. 3379.

Z'iZ. — C. I. L., X, n. 3382.

S93. — C. I. L., X, n. 3560.

2, MLii / NI VALElT — 8 pr.

,

MIL EX.

3?5. - C. I. L., X, n. 3609.

5, in due linee: CONIVGI
|
BENE •

MEEENTI.
Sie. - C. I. L., X, n. 8610. Da me tra-

scritta.

«?S. -0. I. L., X, n. 3612.

«99. = C. I. i., X, n. 3613. A Glienick

presso Berlino , nel museo del principe

Carlo di Prussia, dove la vide il Momm-
sen, elle la riprodusse secondo la vera

lezione, ihìd., p. 97-1, soggiungendo che

la 1" linea è di poco sicura lettura.

1, T • FL • OALPVENIYS — 2,

EX • III • POLLVG •

8SO. - C. I. L., X, n. 8614.

381. — C. J. £., X, n. 3605.

SS3. = C. I.i:.,X,n.3816.L'epigrafedella

parte opposta della lapide, ihkl., n. 1711.

88S. - C. I. L., X, n. 3617.

389. - C. I. L., X, n. 3387.

393. - C. I. L., X, n. 8619.

295. — C. I. L., X, n. 3370.

396. = C. I. L., X, n. 3621.

399. -C. J. X., X, n. 3622.

1, LONGINVS — 2 fine, ANTONI
— 9, fine PriTIS « cognomen mulieris

(t piane incertum est b. Corp.

399. = C. I. L., X, n. 3611.

Secondo il Mommsen è assai dubbio che

in questo titolo sia indicata Vhexeris Ops,

anzi che l'epigrafe stessa sia classiaria:

(c versum de quo quaeritur y> scrive egli

« denuo esaminatum sic scriptum repperi:

1 IVSPVS MAEIT AP • VI 0^ ut

<c virgola perpendicularis tenuis admodum
<c sit et fortasse praemittenda ».

300- - C. J. L., X, n. 3624.

S03.— C. I. L., X, n. 3625.

6, 7, in vece di XXVI AEMI
|
LIVS

sarà forse meglio leggere in questo titolo

ora perduto XXV L • AEMI
|
LIVS.

303. = G. I. L., X, n. 3507.

304. 2, 3, L SBXTILIO • EVFO VET •

EX • CLASSE
I

PEAETOEIA • SnSE-

ÌVM — 4, lELPIDI — 6, EVFINA
VIVA • FECIT Così corregge l'_E?pA.ei).,

IV, p. 93, n. 260, da una silloge com-

posta, come sembra, nel secolo XVI e

conservata in un ms. del XVIII esistente

in biblioteca privata ad Oderzo. Un fram-

mento della medesima silloge si ha in un
ms. della biblioteca Olivieri a Pesaro, il

quale solo porta la correzione citata della

linea 4% e neUa linea 6" legge EVFINA,
che nel ms. di Oderzo è scritto EVFFINA.

309'"^ --r G. I. L., X, n. 3628.

308- - C. I. L., X, n. 3682.

SU.— 0.7. J}., X, n. 3634.

6, MILT (sic).

3«3. —- G. I. L., X, n. 8636.

313. =: G. I. L., X, n. 3637. Ora a Napoli

presso il conte Vargas-Macciucca, salita

di San Potito.

2, PElSCi — 3, VICTEIA {sic) — 4,

VII • VIXIT • AN • — 6, HEEES
/ / / /

314.- G. I. L., X, n. 687.

315. = G. I. L., X, n. 3639.

31 «. ~ G. I. L., X, n. 3640.

5, 6 Musiaticus rr Moesiaticus.

331 .
— G.I.L., X, n. 8646.

9, LBEETIS {sic).

L'iscrizione della parte opposta =: G. I.

L., X, n. 2666.

3Z2. = G.I. L., X, n. 8647.

333. = C. I. L., X, n. 3648.

4 fine, XX.
334. — G. I. L., X, n. 3649.

335. = C. I.L., X, n. 3646.

3S6. = G. I. L., X, n. 3652.

33§. :-: G. I. L., X, n. 3653.

33©. = G. I. L., X, n. 8388.

7, esatta la lettura del Garrucci: LV-
CEIO • FILIO.

33i. =C. I. i., X, n. 8654.

335. = 0. I. L., X,n. 3510.

4, princ{ipalis).

33e. = G. I. L., X, n. 3388. Tuttora a

Napoli presso i PP. Filippini.

339. = G. I. L., X, n. 3655.

340. — G. I. L., X, n. 3656.

341. — 0, I. £., X, n. 8657.

6 pr. , XLVII L •

343.— C.J. i., X, n. 3658.

343.— 0. I. i.,X, n. 3571.

5, MISN {sic) e giustamente nota il

Mommsen : ce Mis{e)ìi{ensis) opinor non

ff Mis{enensis) n{aufylax) -t> .

34». = G. I. L., X, n. 3662.

2, 8, ATHENO |
?i«cE — 3, fine VI —

6, ATENONICE — 7, HEES {sic). Vi è

chiaramente indicata due volte la trireme

Athenonice, della quale abbiamo tre nuovi

esempii (n. 675, 678, 686), onde al n. 100
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converrà leggere non Athen{ae) come prò- 4?!. — C. I. L., IX, n. 3892.

posi, ma Athen{onice). 50©. — Q. I. L., Vili, n. 8934.

S*?. = C. I. L., X, n. 3677 (dal Labus). 502. — 0. I. £.. Vili, n. 9385.

350. — G. I. L., X, n. 3389. 1, D M S S •

853. = C. I. L., X, 3338. 5^0. — e. I. L., Vili, n. 7030.

354- — G. I. L., X, 3529, ignorando pure
3^ TVTOEIBVS.

la spiegazione da darsi alla 1' linea. &ZZ- '=: G. I. L. VIII n. 9327.

3, 4 [seJ)^achri locu\m ipse siU dum ad- 535. ^ e. I. L., VIII, n. 7977. Nel museo
viveret [elegit qui ]}]lacuit et comparava. di Philippeville.

355. = G. I. L., X, n. 3567. 543. - G. I. L., Vili, n. 9358. Già a

356.= G. I. L., X, n. 3668. Scerscel.

359. — G. I. L., X, n. 3644. 9, SEBASTe». — 10, GLASSIS — 12,

1, nàitAfe\r (?) Ili V. MOESIATICAE — 11 pr., G.

358. — G. I. L., X, n. 3673. 5.14. - G. I. L., IX, n. 3609 {recognovit

363. = G. I. I., X, n. 6657. Eoma, nel Dressel).

museo Gapitolino. 546. — 0. I. L., VIII. n. 9363.

7, PEAEP. 8, Dev'essersi omessa una linea dopo

3116.=: G. I. L., IX, n. 5439. l'S*; imperocché iproc. provinciae senza

7 fine, AV mon. — 15 fine, VM mon. altro non può stare.

36». — G. I. L., IX, n. 5857. 55S .
— G. I. L., VIII, n. 93b2.

1, APPALIO Ligorio, da cui Gorp. ; 555. - G. I. L., X; n. 3483.

APPAEIO Smetius, ms. Questa iscrizione scoperta nell'agro na-

3?fO. =^ G. I. L., X, n. 7854. Cf. Uph. ej)., politano dev'essere congiunta con quelle

IV, p. 171. dell'armata misenense.

Ultima linea Guradronisf. — Aggiungi 558- -^ G. I. L., X, n. 3478. Proveniente

i nomi dei testimonii: dall'agro napolitano, epporò da unirsi coi

L. Vibi titoli dell'armata misenense.

Q. Zolli 3, la lettura è esatta, h'opt. conv. si

G. Gaesi trova pure fra i vigili (C. J. L., VI,

M. Tetti n. 1058, cent. 7, n. 10): ne ignoriamo il

Ti. Glandi significato.

L. Pulii 559. =: G. I. L., IX, n. 43.

415. = G. I. L., X, n. 3524. 560- ^ G. I. L., X, n. 3448, dove solo per

416. =: C J. -ZJ., X, n. 3527 (còme scoperta congettura è collocata fra le iscrizioni

a Cuma). dell'armata misenense, ignorandosene la

436. = G. I. L., IX, n. 5749. provenienza.

Data fra le lapidi di Eoma dal C J.i., 565. Un Gaio Dinnio Valente, veterano

VI, n. 3153. Esiste a Fermo (via Cialdini, dell'armata di Miseno, è menzionato nel-

n. 20), dove la vide il Mommsen. l'epigrafe n. 658; forse è lo stesso che

443. ^ G. I. L., X, n. 3891. dedicò questa lapide; se così fosse, qiiesto

454. — G. I. L., X, n. 3486. titolo andrebbe fra quelli della misenense.

456. = Gf. n. 701. 595. =- G. I. L., IX, n. 1G31.

495. -— 0. J. £., X, n. 3645. Scoperta a II Mommsen (CorjJ.) mantiene nell'in-

Bacoli. dice la trireme Diomedes.

Agginuta a pag. 21 , nota 1.

Due frammenti di diplorai militari furono testé pubblicati nel KorrespondensUa'.t dar Westdeul-

scken Zeilschrift fiìr Geschiclite und Kunst, 1884, n. 5, col. 6U; n. 6, col. 70. Il numero di questi mo-

numenti è cosi accresciuto ad 80.



TRASCRIZIONE

DI ALCUNI

TESTI COPTI
TRATTI DAI PAPIRI DEL MUSEO EGIZIO

DI TOEINO

CON TRADUZIONE ITALIANA E NOTE

SI

FRANCESCO ROSSI

Ap]pr. nell'adunanza dell'8 Giugno 1884

La benevola accoglienza fatta al mio Saggio di trascrizione di un

codice copto del Museo Egizio dì Torino, mi diede animo a proseguire con

maggior lena la pubblicazione degli altri codici della nostra ricca collezione,

ed oggi mi onoro di presentare all'Accademia i testi copti del Museo, che

riguardano il celebre concilio di Nicea, ed il suo più illustre campione,

TArcivescoYO di Alessandria S. Atanasio, l'impavido propugnatore della fede

ortodossa della Chiesa Cattolica contro le eresie di Ario, di Sabellio e di

Fotino. Tutti questi testi erano stati riuniti con parecchi altri papiri in un

solo codice di novantacinque fogli dal nostro Peyron, che così lo descrisse:

Continet sermones morales, sententias Synodi Nicaenae, ium vitam AtJia-

nasii siìuriam.

Questo insigne scienziato , i cui lavori sulla lingua copta gli procac-

ciarono poscia cotanta gloria, aveva ricevuto dal nostro Governo l'incarico

di ordinare i papiri copti e greci della celebre collezione egiziana del Dro-

vetti, pervenuti a Torino, come notai nella mia precedente memoria, in

un deplorevolissimo stato. L' illustre orientalista con diligenza e pazienza

maggiori d'ogni lode, condusse a termine in breve tempo il difiQcile com-

pito. Fatti incollare su leggiera e trasparente carta quei fragilissimi fogli,

Seeie II. Tom. ZXXVI. 12
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con quella profonda conoscenza, che aveva di queste due lingue, li classificò

tutti con sapiente ordine, secondo il loro contenuto, e dei papiri greci, che

erano in piccolo numero, fece una quanto mai fedele ed esatta trascrizione,

che venne poscia pubblicata con traduzione latina e dotti commenti nei

volumi di questa Accademia. I papiri copti, che erano molto più numerosi,

furono da lui divisi per materia in sette codici, di cui diede una descri-

zione sommaria, ma esatta nella prefazione del suo impareggiabile lexicon

copto, ove egli li cita con tutte le altre fonti, a cui attinse per la compi-

lazione di questo suo ammirabile lavoro.

Ma pur troppo questo accurato ordinamento dei nostri papiri non si

conservò lungamente, e quando io mi accinsi a trascriverli, trovai non solo

alterato l'ordine delle pagine nello stesso codice, ma ancora mescolati e

confusi fra loro fogli di codici diversi.

D'onde e quando si producesse questa confusione nella nostra colle-

zione, è oggi difficile riconoscere. Fors'anco vi ebbero parte, involontaria-

mente, i dotti, i quali nel lungo periodo, che corse dall'anno 1829, in cui

il Peyron già aveva compiuto l'ordinamento, sino ai nostri giorni, vennero

a studiare i nostri papiri, e nel farne l'esame hanno potuto, inavvertente-

mente certo, spostare i fogli, che sgraziatamente non erano stati, per la

massima parte , numerati. Infatti la Direzione del Museo Torinese si fece

sempre un dovere di facilitare ai dotti lo studio delle sue collezioni, e da

Champollion sino ai nostri giorni ebbe l'onore di accogliere nelle sue sale

gli uomini più insigni n,ella scienza, i quali ci lasciarono sempre con pa-

role di lode per la grande cortesia loro usata (1).

Il signor Eugenio Revillout, che prima di me studiò i nostri papiri,

e ne copiò un grande numero, pubblicava nel 1873 due di questi in un

opuscolo col titolo : Le Concile de Nicée, cVajwès les iexLes coptes — Pre-

mière sèrie de documenis. Exposilion de fot — Gnomes du Saint Con-

cile fpapyrus du Musée de Turinj, ove si leggono in una nota a pag. 21

le seguenti parole : De nouveaux fragments découverts par nous, tant à

(1 ) Uaa volta tuttavia fu la Direzione accusata di scortesia. Quest' accusa le mosse un certo Ei-

sealhor, il quale, volendo farla da padrone in casa altrui, pretendeva si staccassero i papiri dal muro

par avere maggior agio a studiarli e fotografarli, alcuni dei quali vi erano anche infissi ; ed al nostro

rifiuto , inspirato unicamente dal timore che si potessero sciupare questi preziosi documenti , menò

grande scalpore. In seguito la Direzione, per torre ogni pretesto ad ulteriori doglianze, fece nel re-

cente riordinamento del Museo, con non piccola spesa distribuire tutti i papiri entro quadri su comodi

ed appositi leggìi , cosicché il nostro Museo , con singolare esempio tiene oggi esposta tutta la sua

numerosa collezione di papiri in modo che lo studioso può con tutto il suo agio leggerli, studiarli e

copiarli.
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Turin qìià Nnp/es, nous ont enfin conduit à une identificatìon certaine

de ce iexte dogma t/'que.

Ora. per ciò che riguarda il Museo Torinese, io mi credo in obbligo

di far osservare, che i testi relativi al Concilio di Nicea erano stati dal

Peyron tutti riuniti col titolo SentenUae Si/nndi Nicaenae, nel IV codice

che egli segnalava ai dotti fin dall'anno 1835. Per poco poi che uno abbia

studiato il suo rinomato Lexicon, si sarà tosto convinto, dalle continue ci-

tazioni, che vi fa di tutti questi codici da lui, come dicemmo, dottamente

classihcati e descritti, che nessuno dei numerosi nostri papiri passò a lui

inosservato, e dovette avere dei testi anche dei più piccoli frammenti una

perfetta conoscenza (1).

Umile cultore di questi studi, sulle tracce del mio illustre concitta-

dino, ho già in massima parte ricomposto l'ordinamento dei nostri papiri,

e spero di potere col vostro favorevole voto aggiungere, nelle Memorie di

quest'Accademia, ai testi greci già pubblicati dal Peyron quelli, non meno

importanti e molto più numerosi, dei codici copti. Questa mia seconda

pubblicazione si comporrebbe di tre distinte parti. Nella prima do il testo

che ancora ci rimane della vita di S. Atanasio, nella seconda quelli riguar-

danti il Sinodo di Nicea, e nella terza parecchi frammenti, che trovai di-

spersi nella nostra collezione, e che si possono sino ad un certo punto coi

due primi collegare.

Il primo di questi testi, che nella sua integrità doveva comprendere

cinquantotto pagine, ed ora è ridotto a ventotto, ci narra le persecuzioni

patite da S. Atanasio e dagli altri vescovi suoi compagni nell'esilio, la loro

miracolosa liberazione e trionfale ritorno in Alessandria. La prima sua

pagina porta il numero 1 1 (f^j, e procede con l'interruzione di un foglio

sino a pagina 2i (kp). Prosegue quindi dalla pagina 41 (515) sino alla

pagina 58 (hh), nella quale termina il racconto, come indica la forinola

generalmente usata dai monaci copti nel licenziare i loro scritti sacri, che

trovasi in fine di questo testo: ndi neoor iiinnoTTe eSo?^aiTOOT^ cyd.

enea neneg - 8<iju.Hn, cioè: sia gloria a Dio sino alla fine dei secoli -

Così sia (2).

In questa stessa pagina (n. nS) comincia il primo lesto del Sinodo;

(1) Il merito di essere i primi a pubblicare un antico testo non basta oggi ai nostri novelli

scienziati, ma vogliono ancbe darsi il vanto di averli scoperti nelle collezioni, ove giacevano, secondo

essi, ignorati. Così lo Schiaparelli nel 1830 scopriva il testo che De-Rougé segnalava già nel 1851!

(2) Vedi il calco riprodotto nella tavola I posta in fine della Memoria.



92 FKAKCESCO KOSSI

ma tra questo ed il precedente è intercalata una breve linea colle parole:

<iecJ.nd.croT ?iOroT.

Questo secondo testo porta il titolo: ne (rn)a)juH nTCTnsoioc eTOTciiS,

e comprende ventinove pattine; procede cioè dalla pagina 58 nk sino

alla pagina 87, in fine della quale si legge ancora la formola di congedo

sovra indicata (I); epperò possiamo dire, che in queste ventinove pagine,

portanti solo qualche piccola lacuna prodotta dallo sfogliamento del papiro,

noi possediamo un intero testo copto,

A questo primo testo del Sinodo tiene dietro un frammento, che

nei nostri papiri fa seguito ad un lungo testo, contenente la vita del

santo anacoreta Aphov , che fu pubblicato testé dal signor Révillout

nella Revue Éjì/ptologir/i/e, 3' sèrie. — La prima pagina di questo fram-

mento, che è segnata col numero 120 (nk), porta in testa il titolo TCTnao^oc

nniKdrcieTSe' Tnrcxic eTOTOK, e va sino a pagina 127 inclusivamente, dandoci

così un testo continuato di otto pagine, che contengono la professione di

fede dei vescovi radunati in Nicea e la condanna delle dottrine di Ario,

di Sàbellio e di Fotino sulla Trinità e personalità divina.

Di questo frammento e del precedente testo, il signor Révillout diede

nel sovramenzionato opuscolo la trascrizione continuata, senza seguire Tor-

dine e la disposizione delle pagine e delle linee. Ciò non ostante io mi

sarei astenuto dal ristamparli, se in questa trascrizione egli avesse mostrato

maggior fedeltà all'originale. Ma avendola collazionata coi nostri papiri,

trovai che oltre all'omissione di alcuni brani, che egli disse illeggibili, e

che io tuttavia riuscii a leggere (2), egli modificò ancora in varii luoghi il

testo. Io segnalerò al lettore, nella mia trascrizione, con un asterisco tutti

i punti in cui il Révilloot si scosta dall'originale ; si potrà così vedere, che

se in alcuni luoghi questi corresse dottamente il testo, in allri omise

parole che sono ancora oggi ben leggibili nei papiri, e fece pure, a mio

debole giudizio, errate letture.

La terza parte, che aggiunsi come appendice alle due prime, si com-

pone di alcuni piccoli frammenti, che dovevano probabilmente appartenere

al testo relativo alla vita di S. Atanasio, e di altri di minor mole che

vanno segnalati col nome di questo santo

Ad ottenere poi una trascrizione, per quanto è possibile, fedele e

perfetta, seguirò anche in questa, come ho fatto nella mia pubblicazione

I

(I) Vedi tavola II.

('2) Di questo brano è dato il calco alla tavola Ili.
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del Va.ìigelo di Nicndemn, il metodo al quale si attenne nel secolo passato

il dotto prelato bolognese Luigi Mingarelli nello stampare i codici copti

della Biblioteca Naniana di Venezia. Questo metodo consiste nel riprodurre,

come si farebbe con un calco, il testOj di guisa che sieno mantenute la

disposizione e l'ordine delle linee in ciascuna pagina, senza introdurre

alcuna modificazione, tranne quella di separare, secondo le norme adottate

dal JMingarelli e dallo Zoega, e seguite costantemente dal Peyron, le parole

che in questi manoscritti sono contigue (1).

In questo modo si ha inoltre jil vantaggio di poter riprodurre con

esattezza tutù i segni diacritici e le abbreviazioni, che occorrono negli ori-

ginali, e che in una trascrizione, come è quella del signor Hevillout, non

sempre si possono osservare. Arrogi ancora che nelle lacune per rottura

sfogliaraento, frequenti nei fragili papiri, il lettore può tosto riconoscere

il numero delle lettere a supplirsi, lettere che io segnalo con puntini ogni-

qualvolta non riesco a compiere le monche parole (2).

Siccome, per serbare la massima fedeltà ai testi, ho pure riprodotto

gli errori materiali ed evidenti, così li segnalerò qui sotto al lettore, colla

designazione delle pagine e delle linee in cui s'incontrano, dividendoli in

due classi, secondochè si trovano in parole greche od in parole copte.

Nelle parole greche oltre l'allungamento della vocale o ora in ot come in

KOTnpid (pag. ]) invece di Konpid, ora in cu come in egcjupHCTeid (pao-. ii)

ed enoìXAei per e£opHCTerci ed enox^er; Tcuncuc (pag. liv) per xonoc; e la

contrazione del dittongo er in r come nelle parole rpnnH, Te/\ioc, ecc. invece

di eipHHH, Te<\eroc, abbiamo r'dTdKron (pag. ni, lin. 27) per KdTcìrton;

en^pdne (pag. v, lin. 17) per eTfpdne, OTocid (pag. vni, lin. 9) invece

di oTOTcìd., e nella stessa pagina a linea 24 aoj«.ooTcion invece di

80JU.OOTCIOC forma che è pure ripetuta a pag. xlvii, lin 20 : ncipxfGKonoc

Tpag. IX, lin. 3) per ndpxienrcKonoc, <in<ied.nticroc (pag. xix, lin 5) per

dna. dedndcroc; nejvceTZiTndToc (pag. xxiii, lin. 19) per negOTcro^TndToc;

if^Xi" (pag- xxxviii, lin. 4, nel margine) per^pT^cn; juiHTpHnoc (pag. xlviii,

lin. 16) per J«.6TpHTOC ; eHcrdcrepron (pag. xlviii, lin. 27) per eTcrdCTHpion;

cno2id2,6 (pag. xLix, lin. 1 3) per cnoTZsd^e ; Tdnord (pag. lui, lin. 1) invece

(1) II signor Révillout in questa separazione delle parcle non segue sempre la stessa regola, ed

ora separa parole che altre volte tiene unite.

,'2) Il signor Révillout chiude frequentemente fra parentesi lettere che nei papiri sono ancora oggi

del tutto visibili, o presentano tali vestigia da non lasciar dubbio sulla loro originale forma; io

pongo soltaoto fra parentesi quelle lettere (cadute affatto colla rottura del papiro) delle quali il con-

testo rende ovvia la restituzione.
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di Jtt€Tcinoici ; ci<in<ieeiU(iTr?e (pag. lvih, lin. 43) per <ind.Hejuid.Ti5e; juere-

noiTO (pag- Lxii, lin. 31) invece di jlxh nenorTo, ecc.

Nelle parole copte sono a segnalare le seguenti forme: pag. i, lin. 9

jAepoTo6e invece di j«.d.poTO(Je; pag. ni, lin. 6 Korer per koti; pag. iv,

linea penultima nnenenepHT per nnenepHv; pagina vi, lin. 28 efcTO per

erfCTO ed a pag. vn efcTHT per erfcTHr; pag. viii, lin. 10 iTrnoTTe per

iSnTnoTTe; pag. xii, lin. l'eTong, per eTOTong; pag. xxi, lin. 27 ngciTer

per ngdTG
; pag. xxu, lin 13 thpoot per thpot; pag. xxvni, linea ultima

jSnTejìq invece di j5nTHpq; pag. xxix, lin. 22 iìnnnoTTe con raddoppia-

mento dell'articolo n, ed alla linea 24 della stessa pagina eTOTOTXdr invece

di eTOTXd.!; pag. xxx, lin. 18, d-TeKTeocnn invece di exeKTexnH
; pag. xxxi,

lin. 25 nrcTJHH invece di necTHJu.; pag. xxxii, lin. 26 gai invece di go.-

pag. xxxni, lin. 10 gii OTHcxHJui.d per gri OTCxftjud; pag. xxxvii, lin. 10

d.Td.n<indTdn invece di ó.r<i.n<i.ró.n
; pag. xxxix, lin. 9 Teqcynn per TeqcyxHn;

pag. XLHi, lin. 1 nfqAid.d.T invece di iTTeqxjLdd.T; pag. xuv, lin. 26 e6o?\gooT

gooT per e6o?v8rt OTgooT ; pag. xlix, lin. 9 eTenTd.npo invece di eTe'rnTd.npo
;

pag. Liv, lin. 25 nÌ3pju.juid.o per npjà«do, ecc.

Fra questi errori dovuti all'incuria degli amanuensi credo doversi anche

porre la parola cd.ngoT che trovasi nel secondo testo, a pagina li, linea 7;

radice che non è data, per quanto io sappia, da alcun lessico, e che nella

mia traduzione interpretai nel senso che meglio mi parve rispondere alle

altre parole della frase. Né debbo infine tacere che in parecchi punti furono

questi testi deturpati da correzioni con raschiature compite più tardi da

persone imperite, che ne alterarono il senso.

Per tutti questi motivi confido che, se non per la traduzione, in cui

forse non sempre ho saputo riprodurre il pensiero dell'autore copto, avrò,

per la fedeltà della trascrizione, benevolo il giudizio dei dotti.
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^Jé." I- ty?vH/\' <i nnoTTG n<ig(ju.eq) ex

611S. TtHCciT neqcon . ('r')cu

CH^ d.fiaj?^H?\ d. nnovre ndg

Axeq eTÌJjuLnKHJUie . ihcotc

nnciTH' <iqcy?vH?v dqxpe npn dge

pdfq gii TJUHT6 iiTne . re

^ea)^' d.qcy/\H?\ ciq($ujTn nju

M.Ó.^ÌQó.Xìi . CdJlA-iJfCJUUl (iqcy?vH?\'

ciqTpe TAAepoTOf^e neicu

TdTeiAOOT eSo?\ d.CTà.7^6e

neqeiSe . dnnd.' d.ccy^H?\

diC3C<ipi?e ndc ncdJU(.OTH?i'

d. 2sd.veix ty?\H?v' dqTd?\(^e noT

o)^ junMoc . co/\oiuiai

dqcy?\H?v ci. nnoTTe ^ ndq n

OTCo^fd. «Ti OTiULnTCdfie .

gH?itd.c dqcy?\H?\' dqcuTdA».' n

Tne ncgoiTre npojune iTrt

cooT neSoT . H?\icdroc

dqaj(?\H?\' d.q)TOTJtec neTJiio

OTT gii oT(^enH . d.TXdpj?e

fiKeAinTH npojane ne^eKrdc

g,iTJu. necy?>H?\' d. ncyo-UnT

nad.(MOC ty?NH?\ d nnOTxe

TnnooT jutneqdrre?\oc ojd

pooT d.q6oHeei epoor •

ifcuS eqgn TKOTnpid' dqcy?\H?\

eapd-V ennoTTe d.qSoHeei epoq

djTO) d.qTd?\(>oq ali neqcycjune

2>)dnrH?\' eqsA*- nujar niijuoTr
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r
klfi-i II. d.cjuj?\H?\' ó. nnoTxe ajT<iJui

nreTTdnfJo' . ne^c ic <iq

TCdSe neqAid.eHTHC e

cy^H?\' . ó. nexpoc cy?\H?i'

<iqTOTnec TciSiod .

KopnH?\roc d.qcy?vH?v' <^

nnoTTe TnnooT ner

poc ujdpoq dqSdOTr^e

«juoq . ndT?\OG drjcy?\H>i

dqTOTnec eTTT^coc €<[

(JUIOOTT (?)) . dnOK gOltUT

nefneitxJT dedndcroc

diSujK gn gda «nelpdcjuoc

ngdg neon exSe ndpid

noe diKdgTnCi ennoTTe)

dVty?\H?\ Ggpdi e(poq). dTiu

dcjSoHoer tpo'r gn ndnet

pdCJU.OC THpOT • dnOK

jùin HKeceene itenrcKO

noe nTdTqtTOT nJa

judi eTe^cuimcTeid e

OTpfidTOC Tnneoe

.

dTLU gii njud eTiujn.dT ne

pe genpujjuie cyoon ix

jLtó.r 6Tg00T ejudTe gn

TeT^TCìc' . dTLU epe nd

•IT-) III. Hp «njLid eTJU-itdT goee ejudxe

«n ncu6S . dnppiine cnTe

junxtd efjuijw.dT jun cyoJuiT
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iteSoT . TdpxH juen htcìt

qrrn enjud. efJuju<iT . dne

nujx^e'f ngenKOTer ngoT

eT6e nSdLpoc nT<i(56ec

eTgii njud. efjujiAiiT eorgOTe ,

ne ecydxe epoc . nenTdq

2J00C xe nex ngdn epo'i dTcu

<inoK -|"n<iTUJLu6e . nxocj

nenxtinnez nenpooraj

THpq epocj • junncd. nzujK "•

^e ncjTOOT nefiOT en —
•

cyoon gjuL ngozgz eTjuuuidLT

junnocuc dnon gj OTCon

dnnpo} nen(?i2 eSo?v egpdi

enzoerc nd'r 6TC[rpooTcy

gd OTon niAA eTge?\ni^e

epocj . dnaj?\H?\ gju. nengH(T)

(TH)pq gn genjiAOKgc' «.n

(ge)npjÙLerooTe . d'-.jccu

TJu epon . (nTeTnoT (?) n)(?r

nenxdcjXOOG ze eri en

tydze qndxooc xe eicgn

Hxe ^ jOineiAid . nentyoon

ae ne gn orrdxdKion e<qo'

HKdKe (iine ejui(?))n ee expe

OTd HdT eoTd enxHpq .
,

'Jì< IV. eijiiHxei execiAH «noTd'noTd'

exncojTjìi. epoc enconc

i»ne5cc gì*. n6ncy?>H?\ K.^'V.^»'^

expeqfiOHeei epon . dTcu

nqpnenJU-eeTe gli nKdg £»

nenéfiSio'. e6o?>ze d ne

cnHT neniCKonoc goz

Serie II. Tom. XXXVI. 13
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gx ejmdTe gn TcKJSec Sn nKd

K6 efjuÌJiiciT . ni<ciT<ipJon

r<ip eTJUJUciT necjOTHT ene

3HT gli nKd.a eqopz gn (g)en*iiH

Hcye iiu.05c?^oc eojdTnozn

enecHT epo<"j junndT e(cy<i)

pe npH gLufn jOijiiHne . e(pe)

ixsx<i.TOÌ Jxh ncinopc^ep . . (?) ic

«nenKCJUTe THpcj . dnon

ze nejuCrtTd.n jOliacìt jtMcìt n

ge?\nic nojjTg . en(Jo?\2(n)

ned nnoTTe ndr eTn(oirgrt)

nneTge?\ni^e epoq . W^é

ze gr OTCOn nepe nen((iix)

nopy €6o?\ epe nengHT

dcye jGinnoTTe ejicjuoT

engTiAnere ene^cc gn noi

ZH iinniKon' epe noTd'noTd'

iìjuion poeto . dTO) enco?\C?\

nnenenepHT gn n?>oroc ir

Terpd^H j«.n ndn6Tdr're?ir(on)

V. enoTtJUJU. g«- ncydze iinnoT

Te nxeTcyH th]ic epe ncyd

ze iinnoTTe go?\6 gn xen

Tdnpo egOTO eneSrcJU Jun

njL!iOT?\g . endndCTpe^e

gn iino?\iT6rd nneneioxe

erovddS . ju.d?MCTd npnjueeTe

nftjjdze CTgoM ixn. nn.o6

ndCKHcrc exocy junjudKd

proc dnxcunroc nex^oper

«n65cc iuin njuLdKdproc ndgo

•AIO np'jujue iÀnpo<|>HXHC
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nexcyoon gjui nju.cipHC €T

Kfju. epon ììee noTJu.OTCiKO~"

ecjKiiA enoprd,non nxeq

Kredpd . ncii 6e ne rfjJduje n

gHTOT . dTuj enen^pdne Jiiri

nenepHT gii njiid. eTnofri e

gOTn ngHTq . gn Tndcye ze

JTTeTojH e(ndge)p<ifn gr OTcon

gn OTCcy (?)lneciTno(J noTé?'(l)

. . . gjuL iTKdKe eTnofn egoT~*

epocj . TOTe d neTCHg zcjuk

e&o}\ ezcun ze nexgiiooc

gii nKdKe iin edi'Sec «

njuoT noTOein dcjcyd' ndT

nxepe niAd xe THpq poTOc?

egOTO enoToern iìnegoor

dn(jLuyT THpn fiTeTnoT

9.iÌ£)-i VI. dnndv enxoeic erjdgpdfq gn

TenjuHxe . dqcooTTn nrccj

(?f2 eroTddS e6o<\ ezain'

nezdq ndn ze -fpHnn nafn

THpfn • TderpnnH exe xai'i

xe -|-^ jujuoc nHxn . -j-pHHH

nnxn ndcyooc €xngox'

exzriAoerx gHxox nnde

cooT gn xegiH excoTxoin

-fpnnH nnxn ndoxoige npecj ,

6enpu:jtxe ernoTze nneTd6o

ore eydtvne nne-^TOCoore

(1| 11 papiro era rotto in due pezzi e nel fissarne i frammenti sulla carta, furono spostate alquanto

le lettere; dubito quindi della sua giusta ricomposizione.
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-fpHHH nnfn ndcdern npeq

T{d.7s6iv. . . ) eTpndSpe ere e

pcineTe nTjunTpu;o.e ze n

neTKnoc gju. nno6e . -|-pH

nH nnfn ndpeqrdcyeoercy

eTOTddS fÌTtiTOTUjrig e6o?\

juindp<in gJUL nKdg THpq . "f

pnnH riHTJn nd«.dk)TTpoc n

<i.e7\HT\H0 nTdTpi«.dp)(TTpoc)

ngdg neon gdTW. nppo («

nKdg exSe ndpidnoc . ere

gHHxe 6e df-foTO) «julcutR

gn nefngree THpov nxdT

cycune iiJULCJUTn gn r7\oei6e

(n)ndprdnoc . niTd?\drnujpoc

neSrnn ndf gtcto eSo?> n

TOTeid nTjuLJrrnoTTe rigo

Lacuna di due pagine.

> te < VII. ncyHpe nennd eroTddS' .

Toxe d nppo dAidgxe iindce

fine efjuijuLdT nro-j Jun nex

njuuuidci dqndpdiiiOT ÌJtM.oq e

gpdi eTOofn edqgcun ero

OTq ftdnd dedndcioc ecjzcu

iuJULOC ze ngoTn ngjute ngooT

eTfiiJueTdnoer neegoJuio?\oref

nxnrcTie nopeozogoe fine

nieKonoG nrdie^ajpi^e i*

AtooT gn xecjdi^iopjitH usi n

Kdnuun nTnrexie exoTddS

nxdcoTujjTg e6o?>gn nrKdrd

xno?\rG epe ndetcux Kuucxdn

xrnoc junjLid exjuijuLdT epe
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nKeenicKonoc decindcioc

gTnorp(ii|ie epoc eqo" nno

Tdpioc juneoToeriy efiu.

li.d.T «njtldKcipiOC ci?v6^<in?,pOC

nentCKonoc . ec{fJu(.goj«.o

?vOrei nneTJ epe a. ^edLndctoc

^cSlu ndq epooT h nce(poK)

8q ecjong juTri OTon niju. ex

cujTjLi nccuq . H nceziTq e

nronoc nTdTe^uupi^e nijt

xidKcipfoc nenrcKonoc epocj

nTecjd'JofiJLiH . dnoK goiujT

KcucTcìnTioc -fTcTO e6o?\

nxeqnrcTrc eeooT . dTcu

efcTHT e6o?\ ndgpit nnoT(Te)

i.T<i YIII. «Tri npLUJuie eqxoj jùjuloo gli

neq?\<ic ncyoTcyddTq JuTh

Teqrdnpo nujOTTOuic xe

OTCCunr ne ncynpe jul

nnoTTe . dnoK 2s6 -j-gOAio

?\orei nrexprcic eTOTd.d.S

ndxncupx ze oTJUinTnoTTe

noTOJT Te . OTJunTZoeic

noTUJT Te OTOcrd. ìTotojt

Te eJtvn nuupz cyoorr jìtìat

noTTe . oTTe AAeccyrSe .

OTTe JULecnoìOJne . OTTe

juLecTdKO . nnoTTe juiAie :

€5o?\gii nnoTTe jùJULe .

noToein jOume e&oT^sJx noT

oern iÌLJu.e . ncjung, i*A*.e e5o?\

gli. noung, juuiie . Tco^rd ijijue

eSo?vgrt Tcoi^rd. eTordciS'
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nndnTOKpdTUjp e6o?vg*ii ne

TciJULclgTe «nKOCJULOC THpq

«iTu; -f-gojiiLO?\orer «[nennd.

eTOTddS exe neTTcìgo jGL

nTHJxj ne . ncyojmnr OTcS. ne

OTxpidc noTcuT Te ngojuio

OTcron . -j-ftOAiO/^orer n

nóX iinejuiTO 6So?\ JùnnoTTe

iJin npcJUJiie Kdxd. ee nxdqgo

A>.o7\orei gcuujcj n(Jr ndei

lux iijUciKcipioc cyd.nfq6cuK

e)p(ix^ jùnnoTxe . dTcu Kdxd

!» ^-8 IX. ee nxdcj^r^dCKe ndT

n6f dedndcfoc ndnicSooxe (1)

exndnoTOT ndpxiCKonoc

npdKOxe . dnoK ^e -fKe

?\eTe gn x^P<^ nrju gri x(Jix nn

enrcKOnoc nxdTer eSo?\

gn x^P'i nrjuL ndi nxdTcì eSo?^

gn xegtupHCTeid expe ot

on nrjui goj«.o?\orei nxnicxic

exoTddS . nexndpdxco)

Ttx te ncexlJigoj«.o?»oref

eTdXingopoc (?) jOinxdKO iió.

pioc npecjzioTd en65cc .

Hdi" ze ne ripdn nnenrcKonoc

exoTdd6 nopeozsogoc

gii xnicxic exoTddS • d

edndcroc gn pdKcuxe . ?\r

fìepioc gn gpcujuiH . ht

onTcroc gn xd^prrH . er

(.1) La lettura ndnicSoOTe è incerta presentando questo gruppo tracce di raschiatura.
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ceSioc [gli. nonT(ujc)

.

Cd.

pdnicun gli ejmoTi . Xtd.

KdprOC gn TKOJOT . e*r

CTOXfOC art ioTnnn . er

?iOPioc an Tdi^ndc

.

ICJU

gdnnHC oh e^ecoc

.

lAdp

KOC gn TdCId -^ n<iT?\OC

&n grepix^ -^ -^ ne(cTO ?)

pioc gJiA juncfe • ~ CI?\OT

d.noc gn Xddne .

kS^ X. eTnpenioc gn gpozn'

iepHJUid.c gn ciain'

apdPonTioc gli noTSdcre

Tiiiioeeoc gn ?veonTUj'

ju-deedioc gn TKi?\rKid'

nexpoc gn Kopmeioc'

ndi de nxepoTXi ndpioc efio?v

giTiA nppo dTzrfq grt tìiaht6 m

ncTngeZipion exjuLHTe fine

niCKonoc exoTddS dTcyd

ze njujuidq exSe nKdncun n

TnicTiG erovddS nr fj tTn

neTniiJu.dq . nxooT ^e ju

noTecycdgcuoT e&o}\ nxeT

judTOT ngoq excy^vH gn Ter

tJttoch' Tdi nra. OTMHHcye Td

KO eSo?igiTOOTC . nnoTTe

iinTHj5c| nndnroKpdTUjp' dc[

gdpnd^e jìinppo ««.di' ne^cc

•dCfrÌTq e6o?\gn TJUHTe nnnddXf (1)

eHpr. ' ndpioc neipeqxiOTd

(1) Questa parola fu Fopiapposta ad un'altra e scritta in gran parte sai margine, inoltre questo

ed il precedente foglio sono divisi in due pezzi incollati su fogli distinti.
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enexà ciqg,oiiio?iOrer n(Tni)

CTic iineqeroTe . dzn

rtcìr te THpov ngoTn junegjtie

ngoov nTdcjaopi^e jùaxoov

n6i nppò fxne dpioc OTUucy

o. . JU.eTd.noei e6o?\gn

TeqdpnHcic eTJitea nord

HTOcj julFi neqpeqxrcyozne

epoor ; «iTGHiJLcine junf)pò

Lacuna di 18 pagine.

XI. (6p)e necfgo -ueg noppH egorn

(e)pon . dnon 2ie JuncjiAe?\ei nST*

(e)nTHp<::i exfie nno6 neooT n

(Td.)ner ngn-rq . nezdq ae ndod

ndcioc 256 nxoK ne decindcioc

neTcyxopfp nneKK?\Hcrd jù.

nKOCJUOC THpq . nezdi nd^q

ze dnOK dn nexcyTOpfp jujuloot
"

d?i?\d nTOK neTojTopfj) ìjijuioot .

dTCJu epe nm junnoTre cyHq

nT6Kd^opju(.H jun n(KeoTd

ergiuiooc e,dgTHK Qtx nxpe-

TefjtccjufjuL ned nujdze n. .

(. . . eTe)fhSdcdnre;e nn

cyooc «nexc . eTTUjn 6e

necSooTe ex. . . . «.n (Jrn

tyjuLcye exndnoTOT nxd

neKerujT gonoT eTOOXK

eqndSuJK epdxq iinnoTxe

Gcxtun Tno6 iindpgHCid Ài

n65cc nxdccyoìne nxeK

K?\HCid «ne5cc 8'T«. neKeiujx

evTUJn n3C<ipiGJU.d jftTd kujc
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(T)dnTinoo 3C<*pt?e ìaaidot n

n6)mcKonoc gn neqgooT'

(Te)noT grcjuaiK d nenrcKO

noe xuucope e6o?v . d. nenpe

cSJTxepoo tuzn . d ixhié.

(Kono)c d jùiAondxoG

XII. 7\o erong, e6o?\ . gioiu-'K

d neKK?\HCid cycjuq ^e jjin(ne)

K?,HprKoc ngHTOT . d(ne)

\Jrd?vj«.u.'2iOO cuzn gii nni' «
nnoTxe . d neeTcrd /\o

( 1 ) eT^HK e

gpdi €Tne . eie orjuiHH'jje

npojune -fcopJw. giziii nKdg

ei7H(J en gdg nronoG er^i

a)(K)ei nctyi . dJpncjyS^

iinpduje nT€KK?\Heid .

d Texepozonrd otuj. . .

T nnd(Ji2 26

noe (mpor) ajTopfp . d ne

3Copoe THpq nndrpeP^oe

pcynHpe ezJS nenzoiiypE

eSo^xe d nencfnorqe ?\0

ctShk egpdl cydpppT •

a.}\7\ó. nexc le n.à.i<.<s.<i.n dn n

ctucf cyd eneg . d?\?\d cjnd

n<i. ndn nqitTn eSo^^gS

TdiXM-d<\tueid ef7t ngHTC

ndi" ze nTdi'zooT egofn e

gii rippo eiorujcy erp&q

(>aunT iTq-fdno<|)dQ,HC epo(cj)

(!) Questa linea, che porta tracce di raschiatura ha in principio un piccolo tratto (-»-) seguito da

alcune parole illeggibili, e termina col gruppo eTSHK 6.

Serie II. Tom. ZXXVI. 14
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ìTtocj ^e nexdq ndr ze k<x

eapdV Ten . . . nre . .

'- jUn " ^m- **" TerAinTd.TCCJufIii sire

fJftScuK nceKprne ««.cufn

fti OTCorr grxn neniCKonoc

dTUJ ngcin eroTndXOoq ^
nci6(rpe) dnoK Aixoq nTdzooTK

eTeKno?\rc . dtoTUJ^S ne

Zd'r ndcj ze diOTcu ei'cKenTei «

JULOl dTO) TdV Te TdCTJH.60T?Md

eTpd^grcG jLin ndcySp jLie?\OC

ojdnxe nnoTTe nd' ndn nq

K . . neneKK?\Hcrd nKecon

{me) n?\doc pdcye njtiAAdn . n

Toq ^6 nezdq ndi ze eKOTuuty

exooT Kedcy «no?\ic ojdnxK

CKenTcr jOlìxok . dfoTtuyS

nezdf ndq ze Jttd nrjLt epe npn

ujd ezcuq endneocpicxrdnoc ne

eKcydnzooTT rdp etxé. nrjui "f

nd(?rne juine5cc 8tgH jl«x?-Oì eqp

gAJiJue «Aioi . dTLU HTerge dq

OTegcdgne eTpeTqixn gn ot

gcun sifXt ndceSHC ergiiooc

gdgTHq dnoK AAn icr?\UjpoG

nenpecSTTepoc nceTd?\on

eTKOTi ncKd^oc gn oTKpoq

gcuc eTndztfn enjiid exepe ne

nicKonoc ngHTq nceqrTn eSo?»

iìcenoxn rila ... gn TJUHTe /iw

JuiOTerooTe ncejiiOTOTT jujul.

. . . zrfh n(Jr iTpeqgcuTS
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't3L2.< XIV. à.rrd.'hon 6tkoti n(;K<i<|)OC

nrooT ie <iTe(i e)fio?^ eTT<i?^HT ci"

no6 nTo'i . nTepnnujg ^e exAin

Te fìiUijuLOTetoOTe <in6cucyT dn

ndT enpcujue nonoq eTcefiroc

nsTnoTXOC edqei eapdi Qfx

nzoi' epe neqgo uieg fìoppH egOT*

epon nro'j ne necjó ncuGHp ed

pioc . nexdi dnoK dodndcioc

Te dKgtCe eKnHT KdTd Uld eK (?; (1)

. . . jQjuLOK uo ndngocroG

juinncujc dKei end ... n

edH 2ie juneKujng • • • •

cno?\ . . e6e u

TeKniCTic

nò. ne

Zdcj ^e Te iItok

gcjuoìK JTTK OTenicKOnoc

edcy itno/MG . r^^po dqKe?\eTe

CKddK eSo?v . iiTOcj ^e nezd'-f

Te dnoK OTeniCKonoc dn

OTTe pcju n"fiincyd ó.n riTKe

UnnTpecSTTepoc mo.iT. . .

0.7^0. eicyoon jun ndeiujx d

edndcroc xrn xdJunTKOTi

dTO) ixfndcnxq nSo?v dn uj(d
)

TnfioJK epdxq IirinOTTe g(r)

OTCon . nuLOT 6e ex. .

.

(1) Questa e le susseguenti otto linee sono nel papiro talmente annerite che ne potei decifrare

pochi segni.Bolo pochi segni
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> 27i < XV. f '

lAcicjgu) w nrernoT dcjoTeg

cdgne niiJUiiToi npecjacurB

eTpGTiioTp XiiAort eneit(Ji2

«Ti nenoT€pHT6 ncétJujTg

«necKa^oc gapon. edTp

gujt enèKpo avRcidn efio^v

dLnon 2i6 n€pe n6r2 ilnen

jDHT nopy eSo5\ . niTCcipi

2ie itceSH?! e6o<\' dn . nrev

noT xe cice(i) n(Jf t€k?iOO?v6

dcgdpnd^e jOiJLion JxR necKd

^OG dcxÌTn eneKpo . iÀne

njuiooT ptju' ef egorn enecKd

^oc 6nTHpt[ . d jutiuppe ex

gli nen(ÌtK Sa)?\ e6o?\ . dndge

pdfn eiJin «ppe gn nencJrz

OTTe nenoTepHTe . &yhd. ne

pe neooT iinexc Kture epon

ned Cd RMX eqpgjujuie «juion

ndrre?\OC ze iinzoeic nrdcj

pgiÌAJu».e iJLixon eSo^gìT jujuiot

eioore nexdq ndn xe juku

fn ci nojoefX jOin€5cc . Schk

egOTH ojd npp6 exfie dproc

**rrpP80T€ -fcyoon nwnHfn

einOTgM. jwjuujTn . dTUj ei

zidKonei epuufn gTi jud niM.

exeTndStJUK epoor nTOK

ixn neKtySp enrcKonoc cydrt

TexnTdgò epdTC nTnicxic

exoTddS . JSnncd ndi 6e eqgo

(n)q epon . dnon 2i6 djuiJULOOcye
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»• ju?<i XVI. egOTn eTno?\tc . nd.i he n

TdTei efio?v ezn e<i?\ciccd.

endLT ze dnoTXdV eSo?*

g*i njuooT nTd. nppò no

zn epoq dTei eSo?\gn rno

?,ic THpc evujcy €6o?\8n

OTnocJ ncjuH ze ord ne

nnoTTG n<ie<ind.oioc

nexc io . <iTuj Usi KeoTd

nfi<\>><iq . OTei T6 Teqnrc

TIC eTCOTcun . <ìtcju JSn

KeoTei' nS?\Mc . friaoiio

?vorer ze on nTnrcTic

ndecincicioc iidpxreni

CKOnoc eTOTddS . fn

goJuto/Norer nTGTprdc

eTOTd.<iS ngojbt ODIACIoc

nd-Tncupz . dTUJ nd.Tna)

cune . ndTOTe efio/\ nn(eT)

epHT . ndTcyiSe . ndTTd

KO . ndTeiJULe epoc . ndT

geTgaifc . JtdTnoSe (n)

peq^ojng . Tenno?\ic th

pC TCTO' eSo?v itTniCTIC

ndpioc npeqziOTd €ne5cc

Hdi ze epe Tno?iic thjjc

Z'-u jùAiooT goicTe erpec

noem giTn rdajH niÀJiiH

Hcye . dTcu Tecynnpe n

Tdccyoine dTJiTC ndgiSju.

XVII. nppo . njULdKdpioc he ó-sa.

ndcioc ixn i'ci^ujpoc nenpe

cSTTepoc dTnxoT nreTnoic
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gtfn TorKOTnoiAi<i iinnoTTe

dvoTcìaoT ftn TAiHTe junnd.

?MiTion jGinpiiò . TOTe

dqcigepcif^ SigH iAnppo ii6i

dnd d.O(ind.cioc grt TndpaH

crd. iinexc eqxHK ngHT e

zn itciojw ftTd. nnoTxe x<^Pf

z,e tJLtxoor n<iq . nezdq ndq

n(^r nppo ze Kci?\a)C dKer ujdpo

«leindcroc ncyoerz juinexc

(n)<irujniCTHC nxe tjlag .

n(ie?\o^opoc ndróoiTn '

noiKonojmoG nJUAiTCTHpio

eTOTddS . naroiKHTHC nTe

TnrcTic eTOTOz nxe TKd

eo?\rKH 6KK?\Hcid . dKer

cydpon srzn «.«.OTerooTe

OTecy nzoi gì neecj ti nexe

pe neócc pgiAAiie juAAoq S'^n n

TJia nfxTHT . dKer cydpon ir

OTecy ftjunoTT experoTcu

ndK sifn npo eropz . cu

nenxd nenTdqxdJuiie nxHpq

zrjuLoerx gdxeqgH . dK-f^pH

nH ndn nxeKJuLnxdxnaìpi:

cu nex^oper iine^cc nppo n

-f-pHHH . dKXCUOTn gd gdg iÌKin

> MH 'i XYIII. trnoc eSo?\gixooxn jQ.

nK(JtxJxn cu nenxdqcycu

ne ncySp nndrre?\OC git

xeq(5rnjuLrcye ncxec^dnrKcT"

xdiinxepo XHpc nxd nnOT

xe Kdeicxd jùAtoi' ezcuc c^cd
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pi^e n<iK iineooT riTeKjSnT

othhS ncyopn exKcip^cer ezujc

gJuL neeponoc npdKOTe .

eTpeKojujne on eKeipe

juinenuieeTe gn neKaj?iH?v

eT0T<i<i6 . <iTCJU nrcycune eK

^roiKer nneKK?iHcr<i THpoT

KdTd. TjSnTpjuinsHT iTn t(co)

i^ici nTd. nnoTTe x<ipi?6 («)

Aioc ndK grfn nKdncun ex

OTddS nxd ndnocTO?\OC Dcd

pi^e «AiooT ndn eSo^grfn

TTdnpo junnofi ìTcdg ne^cc

.

TenoT 6e dpr ndgpe epon gn

n^HTHiAd eTopx iln n?\oroc

exai*. ndgo «neRgHT eTSe

ncytjucu(?e nTdTcyoo(Jn n

gnfq n6i xìdpidnoc ndi exdp

JTd nxoTCìd i*nju.onor6nHC

Htok 2ie cu ncycuc er/tgOT

z5ù epon nnKe^d?\dron

exzr egOTn epon Kdxd nexe

pe nnoTxe nd;x;opHrei ti.

Jtxo'] ndK gixh xdpdnn u.nexc

ndi excoSxe no-n nxjuinxep(o)

>Jsìè< XIX. Toxe dqoTcuyS gn oTC(>pdgx

nezdq junppo' n6i dndedndx;roc

ze goxr Jiien cJu nppo' xe dxgdp

nó.z,e iùneKgHx gixn eTceSioc

nectOTp' ndi 6XgTnoSd?ie

jujuon exSe irdpidnoc cydn

XKefcupi^e txjtxon Ain nKce

mcKonoc exoTddS exfie
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TniCTic nneneroxe nxdT

Kddc egpdi JTcyopn exeTprdC

eTOTddS T6 . e^-^TOun 6e ne

tJxìxat eqojovcyov jùjuo'j gn

TeqJutnTZdcrgHT' juh iincjui

JSc gH nne^ó-roc no<i?\dCCd.

nee ju^dpdtl) jìtniOToercy

rÌToq jun neTiuIjuidq . n

TOK 2ie ój npf)o' cuufjù. epoi n

TdTdo^eoeicy ndK gn crndp

gHcrd fcTnrcTic exoTddS

ndTge nT€ nex^ • fn

d nrcTere ennoTTe nercux'

nndnroKpdTcup cu nppo nen

TdqTdJuire rne juTrt OKdg Un n

Kd' niju nefnndT epooT jùTrt

nere nfnndT cpooT dn .

¥ dTcx) TnnfCTeTe enjuionore

HHC ncynpe nre nnoTTe Te nexc

nnoTTe i*iA.e e6o?i8«. nnoTxe

juiiie . noToein iJiu.e e6o?\

gii noToern «jul6 . noing i«-

juie eSo?\gii ncung «ne . npeq

Tdngo e6o?\8Ìi npeqxdngo

t^H^ XX. £ dTcu xnnrcTeTe enennd

exOTddS npeqxdngo .

nexM-OTg iuinxHpq exe

neprer iinxHjjq . nex

ojoon gii nccunx xHpq

dxuj eqniqe gM H-ó. nrjui iTce

ndx epoq dn . exer 2.e ó

i xnnicxeve ene5GC ti nppo"

26 OTCOjnx à-ti ne KdXd xni

I
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CTic eeooT n<ipioc . atcu

cjcyoon juui nett-ux xrn

Tdp3CH . d-TLu nTdrjTdiure hth

pq e6o?>8rTOOTq Kd.T<i neq

OTu-'y : gOAiorojc tH

¥ niCTETe encyoJuinT OTd ne

neitJUT npeqrdngo . nojH

pe npeqTdngo . nennS ex

OTdciS npecjxdngo . ne(i)

cyojuirr oTd ne . OTxpidc

ngojuioovcroc xe ejL'.n no;

p2 ngHTc : ilnncaìc
5""

7 xngoju.o?.orei nxe

eeoiOKOC jmdpici xpeqzne

noTxe xndpeenoc ndx

xuj?\IL xenx<icj(jLrce iìnen

x<iqn?\<icce iui(nKOc)jiioc

TenxdcoTOìLu' norecy n

CTnoTCfd. nsooTX . <ic«r

ce noTecy nzoigU . d.c^

ndciKe noTety n^xKcic

dccddiT^ itOTecy ngrce .

>'nd,< XXI. <iC"J-eKiSe noTeoj ncyojne

c3.C8?\00?i6 noTeuj npooxcy

dcnrcxere noTey ngoxgx

£ xnnicxeTe ze on excind.cxd.

ciG exoTddS exndcyiune ned

p| niJUL e8o?\8ixn. nnoTxe . eixe

arKdioc . eixe peqj5noSe ce

ndxtJuoTn XHpoT ero iidxxdKO

experfgdn epooT 65o?i8tx«.

nenxdcjconxoT : go-iioioic

H xnnicxere exenpoc^opd ex

Sekie II. Tom. XXXTT. 15
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OT<i<i6 nccxjAJid jmn necnoq rf

Jc ne5cc nenxoeic . noeiK

iTn nnpri' ujopn jiien eJU«.n<iTen

enfKó.'hei eapdl ezcuoT oro

eiK ne txn OTHpri . xinncd xpe

noTHHS 2ie eniTi?\e egpcii e

20JOT . ó. noerK pccuiAd. itnoTTe

d. nnoTHpron pcnoq nnofre

^ iTnncujG on TnarcTere erSci

nTicJLid itOTtUT . npeqxnò

iÌKecorr ìinrid. . nexeipe £>.

npcjuiiie nSppe . npefjeicu e

fio?\ nnnofie . npeqzno

nOTecy iÀiAHTpd nd.T nró. nr

UJT OTonaq ndn eSo/\8n jul

jmd. ngdTef itniopadnHC . e

(T) Ter ze ori f7igoJu.o?\orer n

TndpoTCìd. «.nenzoeic

26 nee jfìTdTqrf^ espcii juijuloc

T(<ii)Te ee eTqnHT juljuioc

>NB-! XXII. ecjc|ioper «ncujjLid nxdqzr

fq e5o?ig«i juLdprd. Tndpeenoc

eTOTddS epe nó.rre'hoc

THpoT njuijuicicj ecj^opei «

neooT jLinercDT . qosuloi

io. cuG Tn80Juto?\orer nnerpci

^H nniqe nxe nnoTxe nd.i

iÌTci nerTrtd eroTcìdS cyd7:e

gpdr ngHTOT : nn.o6 nKe

jS <J>d?\dron enól THpoT Tngo

JLio?(Orei jujuoq ere neqxo

OT neTdrre?\ron ne ere

1
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pe nexpeiCTidnoc thpoot (I)

cuj ngHTOT . dTcu ncdg'

n<iT?\oo n/\(iG iinec^novcje

Axn n6nicTO?\OOTe nKdtìo

?,iKon . eie IMI ne nKd.c^(i

?i<iion ti) nppo enT<ic(i<ind.c[ iX

nnoTxe expcizooT epoK ze

Kdc epe 0'vrd.7\6o cytune n

TeKxJfTXH eT6e toigtic eeo

OT ndproc ncu nTciTn?\d.n<i «

jiiOK juTn genKOOTe endcyo;

OT . ecycune 6e uj nppo nr

Ke^(i?\d.ion nxdizooT ce

coTTCun ndgpdK eiezooT

dnrne eniiid nnencyfTf' ir

eniCKonoc nxdKegujpi

^e MJULOOT (nxd^opAiH) rtd

pioc . ndi nxepeqzooT n

6f niiidKdpioc dodndCfoc '

>np-i XXIII. nZdpgHx' . dqoTO)'^ iT(Jf np

pò ah OTCJiAH jujuhxpjùipdyj

e^zaìH-jLioc hdnd dedndcioc

2Se nxOK juen uù nKHpTg iìxjuie

dK^cSd) ndn Kd?vujc nadg neon

dnon ze dnpdxocjuxjuL hccjuK

exSe xcTjui6oT?iid junrpeqxd

KegHx eTceSioc ndpidnoc

nexcHuj . xenoT 6e neKpdxoc

hxdiAnxepò D^dpi^e ndK noTe

OOT ìxh OTxiAtH gd ngrce xh

por nxdKiyonoT . dTO) "{'SO

(j) In questo punto il papiro presenta una raschiatura e la parola THpOOT è di un altro carattere.
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Ju.o?\orei iÀnAinTcnooTC ri

Ke^(i?\<iion RrdKZooT ^h or

iiinTd.Tcyi6e iTrt OTTdgo epciTCf

edKTcìgo epd-fc nrniCTrc gjui

iJLnTceiULnoc niix . Toxe dq

Ke^iGTe nxeTnoT n6{ nppo" noT

SepeTcìpioc ite^TceTZiTnciToc ne

gn Teq(?OJU expeqSoiK Td^i"

ned nenrcKonoc exQTddS

ncjfiTOT ndq ncdyq ngoOT

epe njuidKdproc dedndcioc gdg

fin nppo ecjTdXpo juijut.0fj gn

TnrcTic eTCOTTcun . ng,OTn

6e ncdtycj ngooT dcjrtTOT epdrq

iinppo eT^oper ixneKhotx n

TniCTic . njiidKdpioc 2,e dod

ndcroc dcjTOjjiTnT epooT jut

nSo?\ nTno?\rc diMcnd^e n

neTepHT . nezdq ridT 2e -j-pn

jTi XXIV. nH nHxrr ndpujnrcxHC ir

xe xjuie nxdTJt«.raje Kd?\a!C e

•Zìi xnicxic iynenzoeic io

nezdT ndq ze cnjuiJUdK gcu

OJK nenxdnjuLfcue Kd?cxjc

e6o?»gixoofq . xoxe ftxe

pe nppo ccuTJUL exfiHHxoT dq

xujoxn gìTM neqeponoc

dqdcnd^e «JLiooT . dTLU dq

OTOJ^ enex6rz nezdq

ndT ze Kd?\cuc dxefner cyd

pon aj nde?\HXHC nxe xnr

cxrc . xoxe <^i?\rnnoc nSe

pexdproc edqxdTÒ enppò
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ngennotJ ncynnjie e<i nnor

T6 ddT nnemoKOnoc gr Te

gtH . d^^oToia on eToofcj

ciqd'trOT «JLIOOT efMTpeT(ÌcI)

noTecy nuj?vH?\ exajcj exSe

jùneeooT nricfciciT nd.T .

nTOOT te gì ovcon <i.vf ndcj

npHHH e6o?\atfJu(. nju<iKdpioc

detincicroc . nppo ze dqzo

OT JutnovdnoTd eneqxonoc

gn OTerpnnH . nASdKdproo

gujcj ded-ndcioc dcjzooTcj e

Teqrro?ifC grt OTerpnnH . edq

X<ipi?e ria.'--] ngenzsujpon e

ndcycuoT encoSxe nneK

K?\Hcrd rtTdTcypcytJupoT gr

Tn nxdze nTnrcxic .ed

nppo cgdi cyd ndTec]no?vrc

XXV. nnecyn(Hp)e thp(ot) ftxd

nnoTTe x<^P^Z^ {sx)jHLOor nó.q

nrepeqer te egoTn epdKoxe

R6! dnd dedndcioc d nj«.HHcye

THpq 6f e6o?vgHTq exn TejLipdJ

ned?\dccd eTUjoj e6o?\gn ot

no6 ngpooT novnofj erpdcye

ejuLdxe xe d nnoTxe eine ndT ìà

ncTcyoJc eqoTox . diro) nT(er)

gè d n?\doc ScuK egOTn exeKK^iH

Gid gn OTpdcye nre next: • <i

neKK?vHcrd jnoTg npdcye nKecon'

d nenpecSTTepoc eT^pdne

d RzidKOnOC OTpOT «JUOOT

d jundpeenoc pyjd . d iìjuiond
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DCOC jutOTg, norpoT . dTZuj nner

^d.?i«OC . d. TnO?\IC TftpC JUOTg

npdcye . junìtcci ridi' <x uxì.<ì.hcx

pioc p cdwj ngooT eqojdxe

jùìn njLtHHuje eii[T<iZ|id iijutooT

gh TnrcTic excovTCun' . ne

Zciq nd.T JULnjuegcd^ ngooT n

gOTn nTeKK?\Hcr<i ze clutia

epo'i tu ndcnHT . <iTa) itdcuHpe

eie gHHxe d. nnoTTe CKend^e

jOumon ojdnfqnTri ntnh gn ot

eipnnH . gd-nc (>e ei^oi ne erpd.

SlUk' UJd. nAJLdKd-piOC dATCUniOC

nTdXicMOT eGoTigrxooiq ze

d. neoToerLy /lT€qjuriiTg?\?\6

ftcjun egOTn expeqGoiK ujd. nnOT

xe . xoxe ó.qf ndT n"fpHnH dqer

(efi)o?\ gixooxoic . njLid.KdproG

5XVI. ^e dnx(uu)nioc d. nnoTxe xd

«-Off (ng)oTn ncyo«nx ngooT

expe d.ed.ndGroc e'i egoTJi e

pd.Koxe dqxdJiie neqjmdenxHC

cndT ndnnoTxe JLs.n Qó.tJL<i.Te

xoxe dqer eSo/\ exAionn ex

giSo?\ dLfjcycjune eq(>tjucyx

eSo?>gHrq. nxepeqgcun

2,e exju!.onH n6i é.nó. d.ednd.cioc

du^xcuo-rn n6t nQ,7\}\0 exoTdd.S

dLcjer e6o?\gHfc[ eqxdzpHT e

zn xeqgepStJux' epe neq

gHX juieg npdoje qvl nenrid

iunnoTxe . dqpdKxq ene

CHx n6\ ng?\?\6 exndnoTq
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cii:jOTa)ajT ndnd ciec^.ndGioc

dTcu d-j-fnr epojq <iTga!?\6 e

neTSpHT . iJUTnCCUO d.Tfit.UK

egoTn <iTcy?vH?\' <iTg.«ooc

Toxe njuidKcipioc diiTcunroc

<iqnefq pcuq ncoìSe gn ot(x)<ì

pio . d-TO) ne2d.q ndnd dOdndcioc

26 -j-pHnH nxeKfJrner egorn

cydpon ih njuLdpxTfioc nccufTr

ere gHHTS, ne "fcyrne nctuq dV

uidTe «Aioq exe ndr ne erpd

ndT epoK . dTLU -fpnnH iTreK

K?vHCid ejw.nd-fKd cuj«.d egpdCi)

-fpHHH ndK ^opoSd6e?\ nen

TdC|KLUT JÙnHr Ixn'X.oeic . -p

pHHH ndK co?\OA«a)n npei:j(Ko)

cjuter iinepne iinzoeic .

XXVII. ere gHHxe d nnoTxe x-iP'^e ìììxok.

ndi' gtxn ^pHrtH nxeKK^ncid

Kdxd ee nxdVxdjLioK eSo?\aixn

xe^cdprc iinnoTxe eJundXK

SoìK epdxq jùinnoTxe . exer rdp

Kecyoiinx ngooT nexe OTnxdi

COT gii niKOCJU.oc e.«.nd^6cuK e

pdxq joinnoTxe . -J"ndpdKd?\ei ze

iìjuLOK exjuixdJuiepujAJie exziideH

KH ex(g)n xeniAHxe gr OTCon cydn

^ScjuK epdfq iìnnoTxe gn oth

ct;x:''ì . ndi (>e epe ng?\?\o zcu ìà

JULOOT drjprjuie n(?r dnd dOdndcroo

njuLdKdproc e6o?\2e iAnt|Kddtj

€($ai gdgxnq tydnxqer eSo?\gn

caìju.d . xoxe dirxcjuovn . dT
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cy?vH?\' dTicnd^e iìneTepHT *

d.q^ ndq n-J-pnnH «i^ier efio?<sr

TOOTq . dcuj'june 2se «nncd

Tpener efio?\aiTOOTq junjuiciKci

proc cinTLunioc d.ner egovn e

pdKOxe . dTuj ixnnca. cyoiunT

ngooT dqilTon «Jitoq n6ì nxaa.

Kdproc dnTLunioc . dTei ujdpo

dTTdjLion xe dcjXiTon juumoq

g7i OTnKOTK endnoTq . dTUJ

dTZcu epon «neqSioc «judKd

proc dncdgq eKexcucujjie JUidv

ddq ncdOTCd nd'i nTdcjzoKcj

eSo^vgn oTerpnnH dqScuK e

pdfq .wnnoTTe ^n OTeooT .

edqKU) junnccuq noTCTT?iH

JTdTf^rju gn rex^P'^ nKHJue

exe neqSroc ne expoToern

XXVIII. e6o?\8JUL ne;x;c nnovre n

^é.^T06^ epoq zrn TecjilnT

KOTl . ndi neooT £?nnov

Te 6fio?\siTOofq cyd eneg

iteneg gdJWHn '-— -^^ '---

dedndCIOT ?\0('0T :

nernoìiAH nxcTngozoc exoTddfi

nnoTxe neiujx ovdrdeoc ne

nexc nzoerc ne . dToi
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nnoTTG OTdrdeoc ne . ne

nnd eT0Td.d6 . nnoTxe JuTh

f^ aoreiTe . OTxe jun gda'

cyoon nTjunTnoTTe . n

Toq Pdp ne TdpXH . <iTUJ nxuuK

jùnTepq . iinKTr

XXEX. ciAd tyoon gn rexpidc . <i?s?\ci n

TOq nxoeic dqctJunT «nTHpcj

jOtiTn neTÒ nzoerc eMdT gn

neqgfiHTe . dq-f- oTdT2iO?OTCio^

Zie nneTgju. nxHpcj xeKdc epe

neinpogdrpecic OToiirg efio?\

d Tenpogdipecrc ftgoeine e£»

COOT gdXAA ne5cC - dTOI dCZdC

TOT ndpd ndrre/\OC . genKO

OT ze dcxrxOT ediTnTe . £sl

ne nnoTxe cnx ?\ddT eqgooT

nK62idriiLonion gooT <i.n gn

xe'pijTcrG . <i.'K?\ó. gn xeTnpo

gdfpecic . nKedrre?\oc D.

nnoTxe xeTnpogdrpecic dc

cypnXdcxoT gli. ndPdeon eT

dpecKe jùtnnoTxe xnpoT

eneTgHT «JULin jùjuloot iSn

neTTdero . xe^TCìc rdp «

nnoTxe ncpxpeid dn n>,ddT gn

nenxdTconxoT . nxnjjq xe

nxoq qp^cpi-i jOtnnnoTxe . ot

xe nneqcnx ?\ddT nq(JcI) eqoTOZ

eTOTOTZdF rdp xHpoT gixn

xeneprid juneqoTOJo} . H.

ne nnoTxe ndp cnx MdT ei '

juLHxei eSo?vgixooxcj li.

Serie IL Toii. XXXVI. ^^
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*
.... jun nequjHpe . n

{c)cunT Pdp THpoT JuinnoTTe

fK{ nnd nex (1)

>J< XXX. dT^dne jiiJULOOT . epe nnoTxe

jue nneTCtJuq

nerccuflù. ^e ncoicf

cecovTcun gn Tempogciipecic

epe Tenpoftcìipecrc iunnoTTe gn

neqgSHTe . sixn nd'i r<ip «n^JUiOT

Te egoerne art npaume xe <irre?\oc

dTO) genKOOT xe zdiAAUJn .

neTOTOìcy ecoìT-O. ned nnoTxe

qndxrciAH eneqenTO?>H . ndi ze

iÌTeiJuiine ndtyopnq eTeKK?vH

crd . nexe nqcycjupn «aaocj dn

eT6KK?iHCfd eqdtie?\ei eneq

OTXdf juAirn JUJULoq . nexirHT

pdp epdTq jLinnoTxe eqcyrne n

Cd OTSoHGid . tyoprrK exeK

K?\Hcrd jùnftcujc dxeKxexnH

zeKdc epe nnoTxe cjulot ene

gSHTe nneK(Jiz . nexjjojprr

«jLioq exeqxexnH ndpd nnr «

nnoTxe epe neqgcuG ndajtxine

gn OTjmnxdxgoxe . djudgxe

nnenxdKOOXAiOT gTt. nm ju

nnoTxe . Kdn eKpgcjuS . h eKJUo

ocye . dTCJU nrndpnoSe dn ne otR

nexqrojn' egenjLince OTCucy epoq' gn xeKK>HCid

(1) Le parole nq nftd neX sono di uu altro carattere, e trovansi ^lOviapposte alla prima linea

della pagina XXX.

I
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qcoTTi endf n6ì neTÌTKOTK gli. ne-|Hi"

GTJuoTTe eTeKK?\Hcr<i xe . . .

fìeicu 66o<\ nnnoSe atoj jud

pe noT<inoT<i pitxe ezn neqno(fìe)

OTKOT'f rdp ne nendge gi2££(.(nKcva)

f I
»?d.< XXXI. exSe n<ir cycye eport epgHSe e

zn nennoSe . ngujS nTSK

K?iHOf<i n6aj?\H?\ juiAdTe gr conc

nercycize git TeKK?\HCi<i . aacì

?vrcT<i evcjucy ecjcojoj junnoTTe

OT ne ngHT xe <iK6a)K enni' «.

nnovxe . ecyze KndSujK egO'T'

eJiid.T nrcujycj . nnoTxe Jiien

ÌAn?\d.d.T nd.cycyocf[ Teqc|>Tcrc rdp

TdeiHT egoTO eneTcyoon THpoT

neTTdcyò ^e nTeqTijmtJuprd

ne neTndTO?viuid epn6o?v jùnoT

cuaj «nnoTTG . neT(ÌajcyT

ned oTCgrjiie gn TeKK?\Hctd eq

Tdcyò ndcj nTKO?>dctc . xe

cgriAe 2ie ernocAiei juaioc eriHi

jGinnorTe OTdGHT ne necer

OJT juTh necgdi . Tdi 2ie rtTerjur

ne ndcaijTjui nxecipTXH . or

cgijue ecfnoTS epoc eTe(K)

K?\Hcrd juid?.iCTd TeroTcung

jujULOC e6o?\ OTpecjcyjuicye erzuj

?\On Te . jùnnOTS TdemT dn

ndgpjù. ncocfioc noe nreni

CTiJLH nn6d?\ . TeTc|)opei n

gen?vooT ezn Tecdne ecorvj

ng eSo?\ nxecjunTdeHT' dT'.u
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Texepe neccjcu' fiH?\ eSo?» exe

ndi ne eqò ncyKi?,' ecRd^Gr fi

gendeHT' . OTcatJULe ecydTiuie

• _
piTG grTJUL nnoTTe jutn npujju.e

erSe TJuatTaciK «.n TzrofKHcrc

>lE< XXXII. junecHi" . ned rdp erajOTerr

OTn OTJuiocTe OTHp, ncujcj

Kocjuer' ixtxò JùrroTad'i gn

-f-one nnoTÓfZ . usi TJUinTgdK

i

nTOTTcìiipo . epe nerord

dS pdp juoTTe eneradi' 26 nd

xoefc . iinpjuiepe KOCAier «

lAÒ uj TecgrjuLS . ó.'^7\à. dpr nuie

e-re nnicdeie' THpov ergri

niTdcfioc . etI Pdp evgtzlui

n€(5?\0(J iinujcjune tydpe ned

?\o ngHTOT . Koejuer nxov

ifTDCH 8^^ TJULTtTJiidinoTTe • n

Te^ «.noTgHx' en^jó^Te ix

nnoTTe eTpcojTjui epocj .

jun pujjute ncdSe nd(Sdj jun OT

egiJULe ndBHT . Texe iteeecu

xjuL Pdp dn ned neceicux mi

necgdf OTdBHX xe . nd

cyape ed^aJK eSo?\ noTcgtJue i*.

AXÓ.Ì Kocjuei' . iAJULdern Pdp n

(1) Jun xilnxnoerK

eTgn netUKi?»' . juTn jì

ga)?\K . Kndco"rn OTegrjuie ec

juLOCxe iunnoSe gn xjunxKd

edpoG juLneca!^

(1) Il principio di questa e della susseguente linea è raschiato nel papiro.
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TeT-fcTHjui ie enec6d/\ ec

Tdcyeoeraj nTecunTdTcydr

gcuS JTiiA «nccujuci pxperd. i*.

jiiooT <i.n . oTJunTdTcyA'r

Te cjjoper «jhoot . ot ne

^^XXXIII. ngHT MnecTHA* nnSdK . eT

ccjucy rd.p neiKUjrx eTTdeiHT

giTM. nKpjmec nnanfic . nex

KOCiJier iGijtiofj gn TeKK?\Hcrd.

n<ip<i Teq^Tcrc eqcLuuj ii

nziHAiiOTproc . gfic noTgò

gn TeKK?\Hcrd. juji

nQ,rp . ATLu «.npcKc5.n2!<i?\i5e

noT\|rT3CH . OTTI neTAioocye

àn OTHcx"At<i eqgooT ecjiieeTe

ze OTTI nextfcJucyT nccjuq'

ndi t& rtTefjbiine otcight ne

npcujute exacucjuKe nTeqjnopr

equie nxutnTdTCOorn i\n

kotV . nexò 2ie nd.TCOOTn

ceb niTCOoicn «aagcj . xidpe

xeKgSc'JU cyaine nd.K npoc t6

SCperd. «nccujLid . <itcu iAnpKOC

«ei «JULOK gn OTcjcò ndi rd.p

itTd.TT(id.r} nnegiOAie . etyze

Kndpjuidf Kocjutei nee noTCgume

nd.eHT eKtyajSe epoc gn ot -. . (1)

ngooTT pdp eqKH espdr gn 0TCgij«.e nee

jumgHrejuLCJun noTno?\ic

OTpojJue jùJLidiojHpe qnd-j^

(I) Questa linea ha ancora tracce poco visibili di lettere aggiunte nel margine come pure è scritta

nel margine la parola OTCglAie della linea susseguente.
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c6uj nneqcuHpe ró-T^wc . xeq

cyeepe &e qndTCciSoc ennoAioc

cytune noe noTgHrejtiujn

nneKcynpe . «ìtcju nneKzrcyr

ne ezoioT . epcydn xeKcye

epe eniOTiiiei eriULfiTncipee

noe dKwncyd. noTDC<ipfC •

>Y^-t XXXIV. cend. pnjueeTe a'TiA

nxoerc . nzoeic rdp OTddS

dTCJU cjiAe nneTOTddS . ot

ndpeenoc ìtcciSh ne ecxn

TCJunc eAAdpfd. . nr« ^e neTndcycyd

ze endndì' nTJUddT M(nen)20ic

iTTd. nnoTxe juiepiTc exfie nec

gSHTe exSe nd.i ci.^6o'i7^e epoc

iineqcyHpe jujiiepix' . eTJuioT

Te enercuT ndreneTOc ze

nerujT jBinexc . d-TO) JÌToq ne

gn OTjme eTJUiOTTe gcuLuq e

JtAdpfd ze TJUdd-T iinKOeiC . dTCU

gn OTixe ÌTTOC Tenxdczno

j5nenTdqn?\d.cce «juloc . ot

re junqfjoìzfi xe dcxnoq n(Ji

JUldpid. . dTCU itTOC gtJUCL'C JLinC

TdKo TtTecndpeenid . edcm

ce jGinenccjUTHp . d?\?\d ngoTO

nxoq dqgdpeg epoc ndq noe

nOTdgo eqTdeiHT . iuine JUd

prd ndT engo ngooTT eneg

ncyjLAAio . erSe ndr pcu dc (2)

(1) Il gruppo neK ii scritto al ilisopra del verbo pnxteeTe, e ti"i queslo verbo e la preposizione

grTAA era uua parola di tre o quattro lettere che ora è tutta raschiala.

(2) Questa e la susseguonte linea mancano nel testo del Revillout come pure le due ultime Ji

questa pagina.
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ujTopf}) nTepecca!fit(eTe)

c«-H nrci6piH?\ n<ipne?\oc .

ÌTTOc ze nccoTOJju <in guuc

eccddimj noTct-UJAd . d./\?><i

cydCOTUJJbL exGe Td.nrf.rKH(n)

rec^TCìc xe nnecj«.0T8,(e)

GH junecoToerty . necco

OTn rdp dn ne j«.necKcuK(d8HT ?)

XXXV. jujurn «juoc . OTTe jucckì

_ — *

jiecóiz iun6o?v nneGnd?\?\efn

enea • necdnd^cujpei r'dp

ne gì» neCHi jutdTddc eT^rdKO

ner ndc sifn TecuiddT «Jitrn

««.oc . eccydnnoTe he e

ScuK cydpoc ne«.ec(>«.($o«.

exdTe ?\dd'r nyjd^ie ndc ned

necgcJuS ««dxe . e6o?v2e dc

TdpKOc ef«TpecTd«.oc e^d

dT noTCÙ endn(i)KOC«.oc ne —
^ «nr

neca**-OOc 2\e ne neon ni«.^ gr ne
epe necgò (^cucyr e«.«dncyd

eSo?vXe neccy?\H?\ ne ezn tu

zn . nepe neccnnT rdp e

nreT«ef endT epoe ncecgd

ze n««dc . dT'JU ne«.ecdne3ce

nepe ndrne?\oc rdp nHT cyd

poe itgdg neon eToecuper

«neXfipciKTHp nxeeno

?MTeid' erpcynnpe ««.oq

nec/tKOTK 2ie on npoe xe

OCPHcre «nginnS ««dxe'

dTcu g'juc ecj-AATon «nec

caj«.d dn . OTTe rdp «ne
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ndT enKLUKdgHT Asnec

caumd eneg . eccyd.nnov

ze esopei rloTojTHn •

necydTojTcìja nnecSd.?\ ne

ex ... . ajH r<ip nTecgci

. . . juinqcyujne ngHTC

n(^r nccunr nnegrojuie

?|5< XXXVI. neco rdp ndTCOOTn egcig ngujS

JTTe nSioc . e o?.ze necoTHV

efio?\ neoii.o7\ovi fine

gro«e . nxd. nzoeic rdp

6'jjajT e&o7\^3Ìx ne(rj)cainT

THpcj iJLrKjndT enereine m

juLdprd. . exfie ndi" dqcofnc

ndcj eTJUiddT . ecyxe OTn or

ei 6e ovujoj eTpeTJutoTTe e

poc xe ndpeenoc juidpec

"fnTCJuric ejuLdpid . Tdi" ^e nd

juie cendJuoTTe epoc ze xjud

dT «nzoeic . OTndpeenoc

ejuiecnHCTeTe iiJLtHne cyd

poTgè jùincy(^OJL» juìuoc eprrdp

eenoc . Tndpeenoc rdp

cyoon KdTd necpdn . nd

noTC nT655rgdi egoro epoc

nxenopneTe nxeoTujaj

dn ezrgdr junpTCìo no(er)K

OTTe atnnS . junnore itce

gè eTOT?\dJULndc edcznd

juiepe ndpeenoc KOCJULei ix

JULOC . OTTe pò) jmeTeid jQneTgò

TeTcyopTf rdp ncnoTZiH ne

TCiuoTn egTOOTe . ncecjr «
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nzLucujLie ncecuty . <ìtcu e

ojdTpga'S n6i2' zrn n^ncnre

tyd zn\|fiTe . Tcnxe n<ip

noTnoT jìajujpri ety<iT ....
eTUJuj . dTLU on ze zin h^n)

XXXVII. iprTe . TeTKOCAiHcrc rdp THpc

eccyoon ndT eSo?\gx'i n?\oroc

ór ne (1) eca.ixe7\e'i endndrntu

ere ricnderjULe dn enoTcuty

«necnTju^roc . ov ne ngHT

nOTKOJOT SdTn OTpOOTe .

dTLu OT ne ngHT noTJHond^cH

gdxn ovcgfJLte ecgAiooc ilTt gdi

OTJUtbitd^CH e(p)e necaoÌTe 6 n

dTdvdndTdn . necndeoc ò JS

jLirne juirne . TJutnTojdT nefi

cuj ne ndTdn jùncopr . xer

xoo(^e xe nTecgSccu TeciJfT

XH- KHAi. ndpd OT(>OOTne . OT

juiondXH ncdSH juiecajdze

iln gooTT enTHpq . TdeHT

2ie cydccaiSe juin ngf^cyrpe .

noe iunpdn eTTdeiHT nTe

nnoTxe nxd ndOHx npLujuie

ró.é.q enei^cL)/\on . xdr xe ec

jutnpdn nxjunxndpeenoc

er-f- «JOLoq egendOHx ncgfiLte

npdn Pdp on nxiTnxndpeenoc

ne npdn iinnoTxe . jutrt or

juLond^cH jùndpeenoc ndóuu

(l) Il papiro ia questo punto fu corredo e porta sovrapposta in più piccolo carattere una parola

colla finale eenOC.

Serie II. Tom. XXXVI. 17
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yr ned. OTnoTS' JuTn OTAidp

KdprTHC . neTnxooTc Pdp

(co)Tn epooT Junecn<iT . nee

. . . . n nexcoTn ennoTS

. . . . T?,H . T<iV Te ee ixh nex

f|H<! XXXVIII. cofn eTJuinTnd.peenoc gn n

dpexH . xndpeenrci ae «nca)

jud. JLvhxdc juiAidT nxe . . . (1)

nxe — ^
r- oTAinxcoo . . . xe

OT ne n^HT noTndpeenoc ec

ceTg' noT6 egoicrt . h dty ne ngHT

nxexjULOTft nitxHHSe nngoixe

ecojoTcgoT «jiioc ze dnr ot

ndpeenoG - njud ncujoirg noT

ndpeenoc ne nd^o nxeciJfTXH'

nexKHKdgHT eccydn^grcuoT

dcccjuoTg ndc egOTn noTdso'

. . TiAnxcydv XHpc nxndpeenrd

xe TgTnoxdPH . dTO) xdnoxd

PH JLirt xexe juinecxcroc itoeiK

OTCftrjuie ecujfne ned otujjul

ixh nexc nccycye dn ejueg gH

TC enxHpcj . xec^pdriG jGi

nxfiSo ne xnHCXeid, . nex

Tdcyo ^e nxecjxpo^H ndcye

neqcyujne . cdgcuK eSo?* n

OTndpeenoc nxe nzoeic .

dTUJ £inp(5tucyx exexe . . .

. . gdi' 26 nneTKprne juijuiok

gcuc cyd?vpne . OTJUondXH

(!) Qui pure il papiro porta correzioai di altra mano eoa raschiature, ma come le correzioni sono

ora illeggibili, indicai lo spazio occupato con puntini.
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ecJitoo'Jje juiieepe novAiio

nciXH dn Te . dTLU Texjuoocye

juLdTddc gHn egoTn eTn(opnrd)

OTpujiie eqnopnere er . . .

Tecfcgrjuie juiJUdT OTdxcy . . .

vi0< XXXIX. ^,j^^(j oTgtiTSajHpe ne . jlih orn

OToere nddnexe eze neq(^po(S

ezn oTneTpd

qcooirn rdp xe iTqnd.pa)T ndcj dn

OTxe jun OTCdSe nd"f" neqcnep

jiAd JtgennopnH eqndcyujne

rdp ndq dn . Kdn eqcydnujcu

ne on eqndtycune encdgOT .

npuujme ncdSe "f"Cu e"!" xeqcuHn

na^nnopnH . tydcj^ ndT

iineqcnepjud exTdeiHT

gn n€6puj'Jo6 xnpoT . nd

GHT 2i6 nxoq CHty ndgpdcj •

ojcge ecddnoi neKujnpe kó.

?\ujc . dTCJU cucye e^co

eneKcnepjiid . -fco epoK

jmdTddK Su npojAie . dTcu nn

"fco eneKcuHpe . nexgjuo

oc USI cgfjue dgpoq' q^cucyr

ned KeoTei . epcydn OTd rdp

ejuThxq cgrjue iXxidT (>aiyT

neqnoSe kh6 . ju(.d?»icxd nex

gAiooc jun cgrjiie . eqxdjao n

OTOn nrjui gJuL nxpeqtocyx

xe OTnopnoc ne . sJTn nop

noe (>e nezdq ndK?\Hponojur

nxMnxepo nAÀnHTe . p,oj e

poK exencguiie . eceine nne
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(aio)juie THpoT . neT(>eeT

(iin) oTcaiAAe jiJi(iiVi.<ic qn<i£»

(To)n ngHT ez'x'c . <ìtlu jun

>3-( XL. nexncKjujaj T ncx'C gx'OJC

giit najr Pd-p eTKncVjjr «xiocf

eTndcyr «julo-j ndK . neT

6eeT iTn Terjcgiiuc KdTd

TJULnTiyd.T jttnrci«oc qnd

nd-T egenajHpe ncd.S6 •

dTLXj nexnciTGQo gn nego

OT ncTndre necj-^npe nd

tyjuLcye nd-j . iieTujAAcye

^e iìnzoeic' gn otaag . neq

cynpe n<icy«ci.e ndcj gn OTJUte

ÀTrt JULTon ngHx ujoon gjuL

ncung «.npcujuie nee «ne

T6 otTìtcj gencynpe ncdSe

eroTOX ecycjune . evo nzm

cupe . neTndpgIigd?v Juinzo

ere gn OT-we cendxddT ndq

xen' neKojHpe exeKK?vHcrd

dToi egenAS-dncLu c-.n . xcd

fiooT ie exórnccjuxIJL g7t or

KdpLU--f . dTiu gM. neoToeiyj

nxeKx.inTgA?\o cendc?\

cai?K gn nujdze jdnnoTxe

epe npcujue pg?^?^o exSe xjuie

xÀTnxcydpdge rdp eccyoon

nnpeqzróo^i . OTaj(nHpe)

xe nSroc itnd-f-if ic nuj . .

XLI. pojune ze JxnoT6n nofie ri

ctuoT . xdi on xe e e juLn[>a!Ju.e
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€Tnd.pciTnoSe' qndp oTno(5

/Idae . junoTpd.TCOOTn linnoT

Te n(ir nercoorn JùLjuorj .

Tjù[nTpt;qxr(Jo?v rdp co ndTCO

oTn juiiAOC . JÌrhpLUju(.6 nxpf

CTidnoc nd.xr(5o?\ . TÌirnT<iT

cooTcn Pcip OTpeqxi(Jo5\ xe .

OTpaiJiie Pdip eqxi eSo^aTi. ncjujiAct

juinexc ncyoje dn epoq exi(^o?\'

nnoTTe rdp' otìag ne . dTcu

nexjiAe iinnoTTe jiieTzr(?o?\

OTcynnpe' Te TT6?\«.opid. n

neTSHK egOTn ezli itCujaici li.

nexc eTJULeg nKcug gr juocTe

nnoTTe OTAidipcjujme ne .

dTcu neruLOCTe nìTpujjLie n

ceyine dn . epe neTJuiocTe

nneTepHT juiocTe juinnorre

dTcu eTdnoTdcce nd-q xe «.np

jnepifii . oToei iineTJULOCTe

neiKUun iìnnoTTe . neTp n

neeooT ndp noTpojjue eqeipe

jidcj OTdditj . «jR gTionn gì*.

nndooc JunAiocxe dTcu OT

cynH})e ne 2e ecj(^j«.(Ì0Jit

epon TH}57i . neTJtie JSneT

grxoTai-f eqjLie iinnoTTe

neTJue ze JuLnnoTTe . nnoTTe

;>o6<i XLII, ndiueprfq . neTepe nnoTTe

zfi jue juiAioq OTojHpe ne xtTe

nnoTTe . otSotg ndgpli nnoT

Te ne OTpcjujuLe eqKTO Hjitoq

€So?\ JutncujJULd Sine;;^ eq(Jen
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?\oeicy6 X6 nj-juLnojd.' dn . ns

Tf. mjerpe juaio'-j dn /TjLincyd juLniuiT

CTHpion qndzi ngenno($

ncHcye . ot ne ngHT xinex

CTHcire «.n'^ccufjÙL encucy n

nsrpdi^H . nexe iiiTqctJJTJìi

rdp' enmcy nndndrncucic J*.

neTdrre?\ion eqccufie iìcd

njuLTGTHpron . nere ncjdi

cedne ze dn eTjiInTdTeen

THC UnccujuLd xxn necnocj ai

ne^icc jùinpTpeqKt e6o?\ ngHxq .

neTnicTere 2,6 e})Ofj qndp

cyopn eTeKK?\Hcrd . npoìAie

rdp npeqpgOTe nd?^Tner' eT

tydncy?\H?, nGe-^<i.KAeì etx

ndfqSoìK eTeKK?\Hcrd .

ndAA6?\HC 2:6 iiToq cydqpgde

dTUJ AAeqxtcJUOT . nexpujo

pÌT eTeKK?\Hcid qndzr noT

cjjiov eqKHS . nexndpgde

XUJpic dndPKH . dqpgde e

necjuov . y^uje exi e6o?\8JiA

ncojjuid iTn necnoq june5cc

JSnecjuiOT noTKOT'i eqo(6e)

»op< XLIII. nrepcuTG nTqjuddT nere nqzr cdp

dn eSo?\ ngHTq jSnTq cung jOl

judT . nGTXr ze lijmoq eqgn

OTXCJUglì r*juocTe . H grt oTd

Kdedpcid AÀnopneid qgoov

enexe ilnTq enexen zr

. Usi no6e go

OT ndgpB. nnoTxe noe •>.
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njtiocTe . eSo?^ rdp gjìi ndi' e

ujd.pe gtuxS cytune . nex

jaoouje ^e gn OTnoSe £*nci

pò. ^Tcrn' neon te ne jùnex

jiAOCTe . cycipe T<ir<inH eiuj

€So?^ nnoSe nrja . nxiocxe

ae gcucucj cydqxoop e6o?\ nnd

d.p6Te epe xd

pdnH' npener nnexpeicxid

(n)oc . nexxr r<ip iinexc a

cye epoq ezr juneqKeOTcucy

jjutxe xdPcinH iTnxcixcooT

juiAdT . x<ird.nH rdp' coorn

npaj«e niju . nzuuK itxd

pdnH ne pnexndnoTcj n

poìjuie nrjii . nexpnexnd

noTq ^e nnexjuiocxe juuuoq

qndxnxujnq ennoTxe .

*

jun pujjuie eiinrcj dpdnn

ndSeKe nexpnexnd

oio XLIV. noTcj nneqxdxe qndxr noT

K?\OJU. ndxgcju65 . ndty nge nq

ndpnexndnOTq d.n npwjuLe

nriA n6ì nexetpe nneqxdze .

epe nnexndnoTq 2ie ujoon

«AJbidxe ó.n e6o?\8n gdg nxpHJW.d

npeqpnexndnoTq rdp cydq

XcuK eSo?\gn OTdnox «juloov

Mju.ornujpy ixh oToeiK novan

oxcyrne ne noxxpeif^Tidnoc

eTnfq cyxHn cnxe eqcuficy

jujULOq enexe iTnxdq . ecyxe

gli ncung xriKOfntJunr uTn nen
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epHT . nocuj xi(i/\/\on neTnd

Tc5.KO . dpfiuiciipcujuLe cnQì n;y«.

juio' fdp THprt . irrt?\dd.T ndne

gli npcuMG €fiO?\an TKO?^<icro n

ee nT<Ard.nH . d-ptuiciiptjujuie

geoic eKujoon nrnduJCK dn

OTH[) ne neKdoe gizjù nKd(o) n

CKKo' «jLioq eSo/Ngn OTner

OjOTeiT" . OTn OTgOOT COTTI

rtdgpXt nco^oc . dTUJ ajdq[id

cye ezjut ngHT rloTaooT noTOiT

ndeHT ^6 iÌTOq ajdi-^26 neq

dge eSo?\gooTgoo'r . urtncoic

cydcjojzh jueqfSn ?vddT gn necj

6ix . OTTt OTi-iLUJUie ncdGe nd

-fco' G200C Te nco(?.

ndeHT ^e fÌToq cudqTdTe c.ccy

Ttrju . cendKpiiie Asnpcujue

XLV. gd ncydze npcuq . ncei[dp(ncu)

S^ rdp ó.n nnKejuLeere £*n(eq)

gHT . OToer «npujji!t.e eTu;(S^)

«JLtoq epoq OTddq . dTTddC . .

ndK giTn neKnpdgic eTpeK . .

nOTT6 . TeKdJue?vrd jLidVdd(c)

cendfnToinr' en^duiiDjn

Kdi rdp ftTdTp Tei'ge eTfie Te(Td)

jiie/\rd . ovdJiie?\HC npoitte qg(e)

egOTn enTdKO . neTe nqq(f)

pooTcy rdp (^n gd neqoTZdi xt(dT)

ddq . nrjm neTndTdngOTf(q)

neTqrpooTcy gd neqoT2Jdi(. .

poTujH npoerc gipn npò Mn(Hi)

mtnoTTe . dTtu nneqpd(TCo)
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ovn eneTOTndocyoT . ne

t6 nd-TcooTn' end-ndmoìcic

ovfSnH ne . ner-f ngTHC| e

nciuaj' nqn<ij5nofie <in . ner

jne juntydxe jQ.nnoTTe ecjAie jù

nnoTxe . nexerpe 2^e mjliocj

eqo ìtujShp ennoTxe . ner

Shk egorn ezi* nctujutd «nen

xoeic gn OT-j-ge erj-[-6ujnT jui

nnoTTe . nerndXi ze efio?\ n

gnfq ecjTdge ecjTdKO ixne^

txùiiQ Ju.<iT<i<iq • OTOToercy

nercyoon noTcuju. gt coi Kdxd

ncy'r «Aie . neoTOcrcy ze «.

nAiTCTHpron cyuje eddq gn

OTno(5 ngdpeg . nexzf jù

nctUAJid juLfT necnoq H.nexà

grt ottBSo dqzi rtOTno(^ ir

XLVI. (T)oTcrd . dTOJ orn6oix «juioq

(e)TOTnec pecjiAOOTT . cjuo

(T)n ae eTOTnec p6qju.ooTT e

(g)oTO eneiee noTgdipeTfKOC

(n)gdipeTiKOC Pdp ncenrcTCTe

(d)n ennoTTe . OTxe necjnex

OTddS' . (i.7\7\(}. ene-roTojty ju

JUin JULJUIOOT . OTtUOJ 2se niJUL

ngen eSo?» dn ne gja nennd eT

(oT)ddS eTXi enecHT ediInTe

(oT)cynHpe ne npk gn neT^oce

(o)T?\ddT ne ndgpli neooT ìà

(n)noTTe . (1)

()) Il resto di questa linea ed il principio della susseguente furono raschiati e riscritti in una

maniera illeggibile.
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Tdi T6 ee «neooT iinpH

ndgpii. neooT «nnoTre .

ecyze mrcy^OAi «npcujme e

niT engo iinpH eqtyoon gn

Teì'nofi jajiinTeTTe?\HC . Td'f

Te ee JuTnajóOM. n?\<iciT endT e

njiAereeoc iinnOTTe . juin

paujiie rdp ndndv eneqgò n^tjung

nTdfjKO) Pdp nezdq JunecjuLd

ncyaune guL npn . ne^judn

cycune ze ne noToern gn OTJLie

ecyze ÌAnuj6oJUL ft^ddT endT

eTOTCtd jùinpH exSe n«dn

cycune junnoTTe eTarcucuej

Kdinep eq(^(aj)z6 ejutdxe fid

gjxu. neooT iunnorre . ndpd

enxHp (?) . K . T peoTd ndcyzooc

^o< XLVII.

r
Z Td otkot'ì ne . dTcu ecj

txn Terge . ndi Pdp d

rj-\- Ain)eqgJuiJULe JuTrt Kdpnoc

. pà'il'' • OT2s6 TCKTrCtC Hd

. dT ó.n dxnfc} . d nnoTTe

rd)p KdeicTd jujuLoq eTe^oT

cr)d junegooT . ecyze ncoj

nx) Pdp TderHT rÌTeige eie

. nTdqconfcj ototG epoq

n)o'rHp . ecyxe epe ngeenoc

TH)poT ò nee noTdnoT' jOl

13l)oov eSo^gn ed?\dccd no.

gp)« neooT JunnoTTe . go

. . o)t 2ie qzoce dTCJU cjTdei

h)t itdgpn ccunT nrjui rtTdn
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nnoTxe rdp OTdJUHTpHnoc

ne . ciTO) erjjuOTg iinTHpq

e. . eizn neocepofSrn ecj

tycuzn junxHpq . ^ò nQore

OTenreTiAfd. THpq ne . nrju.

rdp nenxdqqei iiineg?\0(5

«nnoTTe eneg, • exSe ne

Q?\o6 Pó.p ndTcydze epoq cyd

pe nexoTddS coìTc juijuLoq

(n)oTecy narc epoej . ex

(cy)dnneiee ae jGuuioot n

OTKOTI nCJTCd600T ST

KOTf MAiepOC . gli. . . .

. . . n'jj

.... eTJutndV ....
JiAOfj ne

5-a^<; XLVIII. exSe ndV qro) tktxoc

THT HTUJTG flTdrdnH . dTCJU

nere nqndenreTMe V///M/M,

ned efiAiAdT eqgnn g(jui neq)

ccujutd ìirt neqcnoq . ^^

ndi p'jj eTAiOTTe epo(q ze njiiT

CTHpion eqoTddS . e(pcydn)

OTd Z6 TO?.JU!.d ezr eSo(?\ gii.)

ndi nqoTddS dn qndcy((june)

neno^coc jumcojjuid Ii(n ne)

cnoq «.nzoerc . ndr 2:(e)

ngdrrdcjbioc expe npuj(iA6 zr)

66o?\ ngHxq . dTO) ex(peq-«.e)

pe JuiAitoq nyjopn ixe . . .

nxn OTdcyq dn expequjoj . .

£tjuLon exJLtxpenddq g'JL!(a)q)

JTKeoTd . dTO) nexnoK . . .
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nfnddrj juineTsrTOTUj . .

ndi ne nnojuoc . dTtx) nenpo

^HTHc . orpoìAiie ecjzr jùLnergr

TOTUJf^ nf^onc junfcj Kornoi

nrd JujuiciT «ri ncoJXHp . ora.

equjfiy jujuo'j eneTgrTOTO)'^

ecfKHKciaHT' cendoS^oT epocj

gUJCJUq eqKHKdgHT gJUL n6HJU.<i

«nexc . nexSHK egorn e

zìi neeHcrdCTHpion eqgri

OTXCJugli juiTnTnoerK ceni

Tddrj exoofq nTCdTe nd.T

zend . OTpa'iAe rdj) junop

XLIX. WM'mmmmmme nercy

0.'//////M///j.n& nergiui nKdKe

(jrfMTOei ernHCTeid

\l¥Mf///M7////A nefnSd?v eT(Jrn(Jaj

cy(T eT)cyOTeiT . gdpeg e

nefli?vdc eTKdTd?vd?ird gd

peg- enernjuLddze enióin

ctuTJui eTujOTerx . gdpeg e

Tenxdnpo enr(>ina!pK exjuieg

JTcy/\oq gr gore . ju.dpe noTd

noTd iJuncuin Kdnnd g« neq

gHT egOTn energrxoTUjq

judpe noTdnoTd cnoT2ide;e

egdpeg epoq eni6nT0?\H' Td

peq(5n ee ffSujK egorn enm

jùnnoTTe eyj?\H?\ . enajdn

ScuK ndp egoTn enni «nnoTre

enofn glw. ndTdn Juinzid6o?\oc

€nndcy6«(Joju«. ndcy rtge' n

cycun epon nnenTO?\H jùl
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nnoTTe . ndoj nge Knd

^jhKh 8*4 nn'i «.nnoTTe . R

itnnHCTeTe JùnengHT'

coTTCun dn . otte neKfSiz

OTddG dn . ndTdn rdp ofn

nrndaj6ibi(Joju. d-ix eTóJhe nen

TO?\ooTe 6T6 ndi ne naHAAOcro*

nTeKK?\HGrd . kzlu «juloc

ze -fpnncTerd eKpa^S enzm

ZH . ncLuiid jueg iJinopnrd

ngHT JiAeg nccuuuq . TeifT

(XH) ^^.^^ on fai^.

KJUteeTe eSo dY////M//M////M

ixn negSHTe . . cyo V////M////À

w/mo.ere cyd . . cu . . n Kd

dTUJ itTOOT ncepcy

n?\dc iU-eg nKdTd?\d?ifd

nórx JLieg ncnoq . noTepHTe

n(H)T eTKdKId . TTdnpO ZI

qo6c gju. nzrn(5onc - iijuiddxe

ccufju. enegSHTe gtò ncu?,ocf

KAie nnpeqzHp . krht epdxoT

nnpeqKdOTnoT . k6hk cyd ir

peqjuoTTe . KCddncy nnec|idp

M.Ó.KOC . KÓ nojSnp enpeqziore

KTHs' jun itpeq-J gè . tootk

cuionT JuTn npeqTCuprr . nzoi'

THpq OTTI gd ndTdn nTKdKId

dTUJ nexdK xe ^pnHcreid ^
cy?>,H?> . AiH exSe nineeooT th

poT (1) nxd nenpo^HTHC cuoj e6o?\

(1) L'originale porta in alto fra T e n un' d ohe sta probabilmente per la particella dn in cor-

relazione qui col JUH precedente.
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26 nm i«nea)/NH?i rtTOìfn dxe

THddcj ncnH/Ndfon ncoone

uezdq on ze eTeTncydnnpoj ne

fn(Jiz egpdi epoi -f-ndKTe n<i6d>.

e&o'h jQjucufn . neTn(?iz rdp

jueg ncnocj . qcHg on ze ne

TnnHCTeid jun nexnoTiucq

TdlJrT^CH JlAOCTe £lJUlOOT .

nezdq on n6\ iepHAiidC nenpo

^HTHC 26 iXH OTShS /ìgOlTe

Te TdK?\H]ionojuLrd ndi . . .

\'//mf/////m.LI. ^^^P^M^e^l^J
nn W///M///MMMM////MM////////M

ere juinTOT W/M////M////////MM.

rdp ndn 8tT(n n)6np(o^H)

THC 26 dl200T nOT

an TJUIHT6 nneTiino?\ic .

difpcuKg nneTJicdngOT

nrjiiHTe nnen?\dTeid .

dTUJ junefrtKTe thttti

epoi' neze nzoerc . di'puj

gT nnefnojHpeKOTì' Jxn

nefngpcyipe gn otìulot

eqoty . dTcu «neTnKTe

THTTn epoi ne26 nzoi'c

di200T noTcyujc^e 62»»

nKdpnoc THpq Mnefn

Kdg . dTOJ grndf jLtnefnKTe

THTTn epoi' n626 nzor'c

d'iTdKe THTTH KdTd 06 n

Td'fTdKe cozoiAd juin

rojiAoppd • dTLu grnd'r on

«nefriKTe THTfn epo'i'
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neze nxoeic . n<ii (?e

THpoT JLtH noe aizcun ó.n

ojd. nooT ngooT e6o?\'

jujiAciTe 26 nTndicedne

dn nee «ndeHT ctot

LII. W///M//M////MM/////M////M///À ex

W//M////M//M///M/M[:^)^'vr.Qoo grfH ne

y///////////////////A nc5.p(3c . o)c exSe eoiTe

W/M///////////À enpron ne eqcooq ecydq

(ncuuj)ne jùneq^TCìKon ei^TCìc

c(n)Te : cycicjp oTKcirpoc e^o rig,oo(TT)

nc|p OTKdrpoc eqò ncgrxse .

d.non gcucun ci necnHT enajd.n
'

naiujne nTen^Tcrc nee n

eoiVe . gencon juien ennojT

egOTn eT6KK?vHcrci ennuupcy

nnen(5rx eSo?^ ency?\H?\' . h en

HHCTeTe . gencon 2\e on en

djroT nnpeqKd-OTnoT jun «

^dpjudKOC juìn npeqpndgpe

ze cyujne n<in nndcyre .

ndcy 2>e nge cu ndJuiepciTe i*.

nnoTTe ndc^cunr dn epon

nqn opra nijii eapdf excun .

ndcy nge cfnd(ScjuujT ezn nen

HHCTerd «n nenty?\H?\ . juih

(e)TSe -fé . . npsuu . à.n eeooT

jfiTd nnoTxe (jucy eSo?\ epon

gFTn iejJHAJirdc nenpo^HXHC

ze JULH egpdi ezn ndi" nfnddiu.

ncgine <^.n neze nzoerc :

H ezn OTgeenoc nxeiJbiine

xd'IfTXH nderpe ò.v\. fioTKSd
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dcy 6e ne neKSd exepe njiOT

Te ndnfq egpd'i exujn ir

gOTO expen jueTcìnoer noe

p-urt LUI. (1) Tdnoid ^e gn OT«e tydcxpo

enoSe ni** . njudein nxjiie

Tdnoid ne nprjue . nprjiie ^e .

ne cydq'jeT irnoSe e&oW

fcStJù ijtneKcyHpe xe nneqp

cySHp' erpujjiAe npeqpnoSe

dTCJU qndnpoKonre Kdxd

neKOTUJcy . «dpeqcyrne n

Cd TecSuu ìTtootot fìffcdg'

nTeKK?\HCid . judpeqndT e

neTcSooTe nanfq • xen' xeK

Tdnpo encydKe JuinnoTTe

dTcu npjAoocye suTn gencdSe .

junpxen' pcuK ecupK . dTCJU ju

npcdgOT iinKdefKcun «nnoT

xe . cyine ircd necAtOT . dTcu

Aidpe necjuoT cyojne gn pvon

Jbinj5cecy MdT npuj(iAe) e(nxH)pq

dTUJ ecyujne SoTCJUcy dn e

xpe pujjue coojK . nxoK gai

ujK junpccucy . -j-eooT nov

g?\?\6 . dTuj Kdjutd ndq expeq

gjuooc . cyine gHxq noTon

nìix . dTcu jùTrtpcjujuLe nd-fnoT

6ò ndK . JuinpOTeg grce e?\ddT

npujjuLe . dTO) «npdrxei n

OTpjuAido itcon cndT . ofn

TdK oeiK nocyq exujK jultt

(!) Questa pagina cominciava con un'altra linea, che fu poscia diligentemente raschiata, ma se

ite vede tuttavìa qualche leggerissima traccia.
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neraiTOTUJK . diincyine

nnercyaine . <itlu nrSujK

*-nzi LIV. nf-fijantyrrte nneTofn

egOTn . Kd.n tirk oTpiJi«cio

xeK TeKdPiciKonrci e6o?i'

nneKOTepHTe . THrai

nr e<iSpcig<ixi nd.1 exe nd.cy(6)

neqgTndp^conTd . d.Tuj e

njiAd nTeqiurnTJiid.ituM.iA6

dfijuncyci noTcuju jun nnoTTe .

gdeH juen ngcjuS nrju' zne or

junTcydngTHC} ndK TdpoT

cyngTHT gdpoK . ndpxujn

nTno?\[c . noTc] ne itKd nìu.

eTgn Tno?vic . eT6e nd'r n

cycye dn epoq e^eone e (1)

^iddT . ecuiune ze OTpJutjmdò

ne OTd' cycye epoq ngOTÒ ep

nrcTOG . dTtJU nqcpqe eneK

K?v(Hc)rd . nnoTTe jLie itnex

nd' nngHKe eTKHKdgHT Ree

iOineTndKcuT noTTCJunoic

«neqpdn . OTpjuiAidO eqnd'

nngHKe nd'r OTpj«.JULdo ne e

5o?\gifiui nnoTTe . cydpe

ngHKe pdcye eTcydncydze

ruiJLidq grfjuL nppjuAido . eq

Qe'hnìz,e eiÌTon eSo?\ iJumoq

tycye ngOTO enpjujuido expeq

pdcye gli nTpeqTcujuinT e

(1) Questa e è formata da una primitiva n di cui è rimasta una leggera traccia.

Serie II. Tom. XXXYI. 19
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ngHKe . ciTO) n^ornóq ze (i.{<^)

pcySHp e'rpcujue nxe nnoTTe

LV. ndpxujn ncdSe tcu-j tg t

X3inrpix»xó.ò iinKOCJuioc

ngHKe gcuLuq rlcdSe Tujq re

TAAnTpuiAido A*n(K)ediujn e

Te TÌInTepÒ rixinuTe tg . ov

goxe ne nnoTTe g«. ne:|eooT

neooT xe «nnoTxe ìxotq, jOl

nTHpq . nìJtx iieTndcygLun e

neq6d.?v . epe ndeHX jLieexe ze

ixn nexnderjute epoq . ncjco

OTn d.n 26 cjo nojig noe noT

rpdnexHo . dpigoxe p,HT^ «

nnoTxe t.u npLUJu.e nryliuje

ndcj gii xeKnpoa<iiiiGCic . otoj

ng 6So?\ juneKnoTC . cucy e

gOTn epoq gn ormtxnA nngHKe

-f"
JUineKoeiK nnexpKdeix' . dTcu

fircycunn exeKK?.HCi(i . dvo)

cene x(ii2 jungHKe iìiA».Hne . dTcu

f" nd.q Kdxd xeK(5oA» . OTnpoc

^opd jL»dpeccytune ndK gli nH(r)

iinnoxxe . dxuj xdndpxH nìi

rennuLó. . dprcyopn epooT . nn

TddT iinOTHHS . -f gd XeKlIrT

3CH engocon KOng . epcydn

npujjwe Pdp jmoT juepe neqcyd

xe ndjuoxn eSo?\ . nexe JuTh

xdq ?vddT ned ngcjuG nneqcJisj

OTn(?o«. jùiiuoq e-j-juhxnd

e . . e n . . . dprKe epoq ec|

cydn(d . . . . ) . ècyze ot nd
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m-< LVI. eVpiK6 engHKe ze £iìrTqx|'.u

ne nnd.HT . eie of neTnd

ujtjune iinpIiju(.<io eqKd

noTS ein noTfi cgdnTo(v)p

cyHSe . dTLU ncfJUOTg ngen

THHSe ngoiTe ujdnxoTp

goo?\e . exfie ndi' vò ndjmepd

Te gcuc edneiiAe ze epe noT

tucy iJLnnoTTe gw. nnì . julcS.

pTumepe nnd . nnd' nexdcj

cydcjcyoTcyoT jujuioq ezn

T6KPICIC . ndeidxoT rdp ne

Zdq nnndHT ze ìTtoot ne

TOTHdnd' ndT . nzoeic Te

zcu jujuoc ze cyaine ircydn

gTHq 2se OTcydngTHq ne

nexneiujT . «npKpine

xe ìtneTKpine ìàiacutit . ix

npT(JdeFO ze nneTTC^deie

THTfn . KO) eSo?\' TdpOTK'JU

nnfn eSo?i .
"f"

TdpoT^ nafn

OTcyr endnoTcj eqTe(JTCU(^

eqnegnoTg eqnene efio?^

cendTddq eKOTH thttti

gì* ncyi pdp exeTndyr ìuijli(oc)

eTndoji iiHfn AS-Aioq .

ndi neooT ndq un nnoTTe

u^jó. eneg neneg gdJUHn ,

LVII. -^ -~ -—

'

Se TnroTfC

Tcrngozioc .
ctotoz'

iìniKdid ex -^ ->
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TniCTic n

TdTCjmnTc

gn niKdici

eSo?\8rfn

edPici ncTn

ftOZiOG .

fiinicTere

ernoTTe n

OTCUT . ner

tJUT nndnxo

Kp(iTUjp .

npecjTdjuLfo n

nefnndT e

pooT . juut ne

Te rtTnndT

epooT cin .

ciTLU OTZOeiC

noTUJT re

(ne5cc) nojH

pe £tnnoTTe .

6d.T2noq iXJtSLO

norenHC e

&o7\Qtx nerujT .

Gxe ndi ne ze e

fio?vgn TOTcrd

iOinerujT .

Othotts e6o?v

gn OTnoTTe

.

OroToern e6o?\

gn OTOToein .

OrnoTTe jujue

eSo?\gn OTnor

Te Mjuie .

GnTd.Tznoq .

nTdTTdAArOCJ

dn . ovgoJUOOT

cron ne mi

necjeiujT .

ndi iÌTó. iìkó.

mix cycune e

So?igrTOOTC} .

neTgn «nHTe

uih neTgrzju.

nKdg . ndi

PKd LVIII. eTfiHHTn

dnon npuu

116 . dTCU eT

6e nenoTKd'r

dcjei enecHT .

dcjpcdp^ dCJ

ynarce .

dTCU dqilOT .

dTCJU dqTUj

OTn gli. niieg

cyoiiT ngooT

dTOJ dqfiUJK

egpdi eiùnHTe .

eqnHT e-|-

gdn eoTon

nrii. eToHg

un neTiiooTT

.

dTcu ngdrTo"

jùrTrid .

ndì' 2>e eTZoj

£tuoc ze

qujoon noT
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Pk6 LIX.

OToeruj nq

cyoon dn nKe

OToeiiy .

xe MndTOT

JULAcrq ftq

uJOOn dlt

.

(h) ze nTdq

cuLune e6o?v

gn nexe itce

cyoon dn .

H eSo^gn Ke

gTnOCTd

ere . H eSo^

gn KeoTcìd .

erzu; «Moe

enajHpe a

nnoTTe xe

ujdqncxJLU

ne . dTOj tydcj

cyi6e . ndi

ce ddnd

eeju.dTi

Z,e AtlAOOT

n(>i TKdeo

?\IKH nd

noero^vfKH

neKK?\Hcid

eSo?>gri Ter

nicTic eTOT

ddS . Tdi n

TdTciiinfc

gn niKdid.

Tno?\re grrn

neneroTe .

edTciTnfe

npOC OTOT

oern nnid

Kdrpeoc expeT

efM.e encyd

26 JlTdTgO

«.o?\0r6i

«ULOOT ngn

TC e6o?^grTn

itenicKonoc

.

ero ngOTo

GTHne ir

ujiÀToje

«ftTOJJUlHn .

OTCTng02>OC

nTOiKO'rjm.e

nn Te .

(. .)he eTOTHg

ned TnreTtc

nTdcpcypn

c"iJ.nfG .

fndndeej«.d

Ti^e xÌTnic

TIC ncdSe?v

?MOC . Tdi ex

ZOJ JÙJIAOC 26

ndi' ne neicuT

jun nujHpe'

iTn ngdpion

«nnd .
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2SLU «Aloe 26

neroJT nxocf

ne ncuHpe .

<1TUJ ncyHpe

JtToq ne ner

CUT . dTUJ n

Terge on ne

ngdp ion ju.

mTcì- . gaie te

OTnpoecu

noxt noTcuT

ne neicyoAAT

PKd. (sic) LX. ìTpdn . ndr e

gfn^yiÀAAo'

ne eTniexic .

neicuT rd.p th

cooTn «jutocj

nei(UT . ciTO)

najHpe eqò n

ojHpe . d.Tcu

ng<irfon B.

imo. . OTJun

Tepo noTcuT

.

OTOTeid noT

CUT .

Gti te on fnd

ndeejiiciTi^e

nii^OTrnoc

Tdj eTZcu ik

juioe 26 nrd

ncynpe cycu

ne zm juidpid

enied .

Gneqcyoon

te dn Qd.0it

«iTdi' . cxT^T^ó.

GdTcypncyd

26 Aten epoq

gn ncypÌT

iTTCucy gn

nerpd<|)H

eTOTddS

.

JtTOOT te er

2UJ iXJtXOC

26 nTdqcycu

ne 2rn juid

pfd enicd or

ddCJ KdTd

TeqjutnT

noTTe

.

/Idi' Zie fn

cooTn jù

AAOOT eTÒ

iicyXijuio

eTnieTie .

ncyape rdp

cyoon eq mi

neqeicuT

noToercy

niju . HTe

peqxnoq

neqcyoon

ne . dTcu neq

jìTrx neqeicuT
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XLI. ne KdTd ee (1)

excHg gn

ìUt oToercy

Pcip cyoon

nqcyoon d.^

n6i ncuHpe'

d.?\?\ci novo

eioj nrjui or

ercuT ne eT

nxdq MJUdT

«necjujHpe

dTCU OTOJHpe

eTnTd.c} jOl

ÌXÓ.V iiìneq

6RUT .

Otó.t6oìjl Pdp

ne neiLUT

eqcyoon 6zn

tyHjje itOT

OTcueicy .

engde ze n

ceMOTTe

epocf z(e) n(er)

(cut) gaie KA

Td. npoKcunH

d?\Ad rjcyoon n

6i neiojT ner

LUT noToeity

niju KdTd ee

ixTdncgpn

PKr LXII.

200C . nOT

cySnp Pdp dn

ne . <x'?\}\<i. nxe

poTZnofj neq

jun neqeroiT

KdTd ee n
*

Tdncypncsd(i)

dTCJU ndi juen

enzuj M.JU.0

OT eTSe ner

CUT **n ncyH

pe . eT6e ne

rrHd 2se ngd

non . Td'i

Te ee efiinfc

T6T6 xe OT

nnd JTTe

nnoTTe ne

.

OT n(nd.) ngd.

non . oT

nnd eqXHK

e6o?\' OTnd

pdK?\HTOC .

OTdTConTq

OTdTJrpdfcj

edqcydze

g«. nnojuLOC

juTi nenpo

$HTHC jìTri n

dn0CTO?\OC

Gdqe'r eneCHT

(1) Le prime sedici liaee di questa colonna, di cui ho dato il calco nella tavola III, furono omesse

nel testo del Revillout come illeggibili.
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eKJw. nrop

2id.nHC ex

Se TAinT

pujM.e ie UL

ncynpe nrei

gè . fUnic

TeTe ze cic|

zr OTpoìJue

jtTe?MOC e

fio?\an Tei

peqxne nnoT

Te jutcìprci e

So?\an OT

nrid. eqoT

d-dS .

ne6o?\ dn

an OTCnep

jjL<x npujjiie

juerenoFTÒ

ó.7\}\ó. e6o?\

gn OTrrrtd.

eqOTcld.S

Kd.Td. ee ex

CHS èTn it

eTdrTe?\To'.

dq^opei 2ie

iÀnCCUAld.

jurt TeipT

XH ndjuie .

d.Tuj grt or

CJuiOT dn .

OTte gn OT

(JrnjueeTe

PkI LXIII.

ó.n . HTeige

rdp dLqei e

negtJL npcu

A»6 g" OT

ZLUK (...)

d.TtJu ze dc{

cyen£»Kdg

.

dTO) ze dT

cocy^ .

dwTCU dTTO

JUlCq . dTtU

ze d.cjTUJO'T"

gjui nju.eg

cuoìIt n

gOOT . dTO)

ze dTZifq

egpd'i 6Tne .

d.TUJ Z6 dq

gJlAOOC ned.

OTndJui ju

nercuT .

edcjp npcu

jue nnoTTe

nTdqzrxq

egpdi eTne .

ecjnHT e-{-

gd.n eneT

ong juurt neT-

JULOOTT .

(ndi') ^6 niju

epe Terpd

$H cydze eT
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ujopn itTcucy .

nee v<i.p e

neTcydxe

exSe OTCCJunx

neTndTcigo

cin epdTOT n.
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1° Frammento.
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gn nrKdid. e
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eTOTddS
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SUJK ....

2° Frammento.

gOllOItJJC OT6
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OC'errrcKonoc

irpdKOTe^ eTSe
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ne ....
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3° Frammento.
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4° Frammento.
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nneTHn epooT . ti nety?vH?i

«Tn TnHCTerd ngenoTqe n

nexgiA ngeSojujn . cu
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5° Frammento.
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Tpeqxr' gii ncLUjud ixnexo
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nexetpe %e gn OTcoo'r(n)

(tyd.T)2rKScJ. «juocj . tjui .

6° Frammento.
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7° Frammento [diritto).
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TRADUZIONE DEI TESTI COPTI

Il primo di questi testi ci ha conservato , come già notammo , alcuni episodii

della vita di Sant'Atanasio, il cui racconto, a giudicare dalle parole d.H<inciCiOT

7\orOT poste in fine del testo, lo scriba copto ritrarrebbe da un sermone di questo

illustre padre della Chiesa.

Ora di questo sermone noi non possediamo più che due brani, dei quali do

qui la traduzione, per quanto è possibile, letterale (1).

Mancano le sedici prime pagine del manoscritto ; la diciasettesima , la prima

della mia trascrizione, così comincia :

. . . (Giacobbe) pregò, e Dio lo salvò dalla mano di Esaù, suo fratello ; Giuseppe

pregò, e Dio lo liberò dall'Egiziana ; Giosuè di Nave (Nun) pregò, e fece che il sole

si arrestasse nel mezzo del cielo ; Gedeone pregò e vinse i Madianiti ; Sansone pregò

e fece dalla mascella d'asino scaturire acqua a calmare la sua sete' (2) ; Anna pregò

e Dio le donò Samuele (8) ; Davide pregò e lenì la contrizione del popolo (4) ;

Salomone pregò, e Dio gli diede la saggezza e la prudenza ; Elia pregò e chiuse il

cielo tre anni e sei mesi (5) ; Eliseo pregò e risuscitò tosto i morti (6) ; furono con-

cessi altri quindici anni (di vita) ad Ezechia per la preghiera (7) ;
pregarono i tre santi e

Dio mandò loro il suo angelo e li soccorse ; Giobbe nel letamaio fece orazione al Si-

gnore, e Dio lo soccorse, e lo sanò de' suoi mali; Daniele nella fossa dei leoni (pag. ii)

pregò e Dio chiuse la loro bocca ; Gesù Cristo pregò ed insegnò pure a' suoi discepoli

a pregare. Pietro pregò e risuscitò Tabita, Cornelio pregò e Dio inviò a lui Pietro,

che gli diede il battesimo; Paolo pregò e risuscitò il morto Eutico (8). Io pure, padre

vostro , Atanasio venni in molte tribolazioni molte volte a causa degli Ariani , ma

confidai in Dio e lo pregai, ed egli mi soccorse in tutti i miei travagli ; e con me gU

altri vescovi coi quali fui mandato in esigilo nella penisola di Òrhatos (9); là abi-

(1) Nella mia traduzione ho notato con questo segno (?) quei passi in cui, o per inesattezze o per

lacune nel testo, non sono ben certo d'avere afferrato il pensiero dell'autore copto.

(2) I Giudici, XV, 18, 19.

(3) I Re, I, 20.

(4) li Re, XXIV, 17.

(5) ili Re, XVII, 1.

l6) IV Re, IV, 35.

(7) Ivi, XX, 6.

,8) Atti degli Apostoli, XX, 9.

(9) OTpSciTOC si potrebbe considerare come traduzione di Urbate , oggi Oradiska, che nell' Iti-

nerario di Antonino è posta sulla via tra Sirmio e Salone, se l'autore copto non l'avesse designata col-

l'epiteto JTHCOC (isola o penisola). Due antiche città in Egitto, che nella forma dei loro nomi si ac-

costano a questo sono .\rbat e Pharbait o Pharbaetus, entrambe nel Delta, e poste dallo Champollion

[VEgypte sous les Pharaons) la prima sul ramo canopico del Nilo e la seconda sul ramo pelusiaco.
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tavano uomini ci' indole molto malvagia , e l'aria (pag. ni) era ivi molesta molto e

fredda ; noi passammo in quel luogo due anni e tre mesi. Nel principio die vi ci

avevano rilegati, noi fummo molestati, per alcuni giorni, da grave fetore (1), che

è terribile a dirsi. Quegli che disse : « giudica me, ed io renderò il contraccambio, »

è Quegli in cui ponemmo tutta la nostra sollecitudine. Dopo quattro mesi che era-

vamo in quella oppressione , noi stendemmo simultaneamente le nostre mani al

Signore, a Colui che ha cura di tutti gli uomini che sperano in lui ; noi pregammo

con tutto il nostro cuore nelle afflizioni e nelle lacrime. Tosto ascoltò noi Quegli che

disse : « tu parli ancora, egli dirà : ecco io sono ivi (2). »

Noi eravamo in una oscura spelonca, ove non avea modo di vedere l'un l'altro

affatto (p. iv) & non si sentiva che la voce di ciascuno di noi che pregavamo Cristo

nella nostra orazione, perchè ci aiutasse e si ricordasse di noi nella terra della nostra

umiliazione
;
poiché i fratelli vescovi furono molto oppressi da quel fetore ed oscurità.

Imperocché quella spelonca era profonda nella terra , e chiusa da molte barre , ove

ci gettavano ogni giorno all' ora in cui il sole tramontava. I soldati ci guardavano

tutto attorno. Non avendo quindi alcuna speranza di vita ci rivolgiamo a Dio,

che salva coloro che sperano in lui ; epperò a lui erano stese le nostre mani ;

stando i nostri cuori appesi a Dio, benediciamo, inneggiamo a Cristo con canti spi-

rituali, ciascuno di noi vegliando, ed a vicenda ci consoliamo nelle parole della Scrit-

tura e con quelle deirEvangelio (p. v), consumiamo nella parola di Dio l'intera notte;

la parola di Dio è dolce alla nostra bocca più che miele e cera , noi ci rifacciamo

sulla costituzione dei nostri Padri santi, noi sopratutto ricordiamo le parole piene di

dolcezza , e le grandi meditazioni del beato Antonio , il portatore di Cristo, e del

beato Pacommio, l'uomo dei Profeti , che dimora nell" Egitto australe ; esse ci com-

movono come un musico , che tocca le corde della sua chitarra. Queste adunque

sono le nostre consolazioni, e noi ci rallegriamo vicendevolmente nel luogo in cui

siamo chiusi. Nel mezzo della notte sorgemmo in piedi tutti insieme, una gran luce

si fece in mezzo alle tenebre in cui eravamo avvolti. Allora si compì sopra di noi

la Scrittura : a quelli che seggono nelle tenebre e nelle ombre di morte la luce

splendette.

Il luogo tutto poi essendo splendente piil che la luce del giorno, noi guardammo

e tutti subito (p. vi) vedemmo ritto in mezzo a noi il Signore. Egli stese la sua

mano santa sopra di noi e ci disse : Pace a voi tutti , la mia pace , che è mia, io

la dono a voi ; pace a voi, miei pastori fedeli, che guidate le mie pecore nella retta

via ;
pace a voi , miei pescatori d' uomini , che gettate le vostre reti e prendete le

anime
;
pace a voi , miei medici, che sanate coi vostri medicamenti, che curate Tu-

manità, acciocché non si putrefaccia nel peccato ; pace a voi, miei predicatori santi,

che avete confessato il mio nome sulla terra tutta
;
pace a voi, o miei martiri atleti,

che avete testimoniato molte volte in faccia al re della terra contro gli Ariani. Ecco

(1) La radice ó.6&ec, che non trovasi nel dizionario del Peyron, è data dal Parthey come parola

sahidica col sig liticato di odore , onde la traduzione letterale della nostra frase eTGe nfidpOC

nT<i(?6eG a causa del grave odore.

(2) Isaia, LXV, 24.
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io vi ho sciolto dai vostri travagli tutti, che avete patito per colpa degli Ariani. Questo

povero disgraziato, che impugna l'essenza della divinità

Dopo una lacuna di due pagine prosegue il testo (p. vii, Un 2).

Allora il re fece prendere quel malvagio co' suoi compagni e lo consegnò nelle

nostre mani. Essendosi accostato- ad Atanasio disse : abbia quaranta giorni a pentirsi

e confessare la fede ortodossa dei vescovi, che io esigliai per causa sua, ed i canoni della

fede santa, che fu proclamata nella città di Nicea, essendo il mio padre Costantino

in quel luogo, e avendola sottoscritta anche il vescovo Atanasio, che era notario (1),

in quel tempo, del beato Alessandro vescovo. Non confessando le cose, che gli ha in-

segnato Atanasio, o sia bruciato vivo con tutti quelli che lo ascoltano, o sia mandato

al luogo, in cui furono coniinati i santi vescovi per causa sua. Io pure, Costanzio, ri-

provo la sua fede malvagia, e riprovato sia innanzi a Dio, (p. viii) ed agli uomini

quegli che dice colla sua lingua, degna di essere tagliata, colla sua bocca, degna di

essere otturata, che una creatura è il figlio di Dio.

10 poi confesso la Triade Santa, inseparabile, perchè è un Dio solo, un Signore

solo, un' essenza sola, senza alcuna separazione della divinità, che non genera muta-

zione , non genera divisione , non produce perdita ; Dio vero di Dio vero, luce vera

di luce vera, vita vera di vita vera, sapienza vera di sapienza santa, l'onnipotente,

che comprende il mondo intero ; e confesso lo Spirito Santo, informante l'universo. I

tre sono uno, una triade unica di essenza. Io confesso queste cose innanzi a Dio ed

agli uomini nel modo, che ha pure confessato il padre mio beato, finche si congiunse

a Dio, e nel modo (p. ix) che le ha insegnate a me Atanasio
,

quello delle buone

dottrine, l'arcivescovo di Alessandria (2)

Questi poi sono i nomi dei vescovi santi ortodossi nella fede santa :

Atanasio in Alessandria , Liberio in Koma , Dionisio nell'Africa (?) , Eusebio in

Ponto , Sarapione in Thmoui , Macario in Tkoou , Eustachio in Joppe , Eulogio in

Tafne, Giovanni in Efeso, Marco nell'Asia, Paolo in Gerico, Nestorio in Menfi, Sil-

vano in Tanis (p x) , Eutropio in Kodi , Geremia in Sion , Dragonzio in Poubaste,

Timoteo in Leonto, Matteo nella Cilicia, Pietro in Corinto.

Questi adunque avendo ricevuto Ario dal re, lo condussero nel mezzo del Sinedrio

fra i vescovi santi , e ragionarono dei canoni della fede santa con lui, e con quelli

che erano con lui. Ma essi non poterono scacciare il loro veleno di serpe, che s'era

insinuato nella loro anima, per cui tanti si perdettero.

11 Dio dell' universo, l'onnipotente, strappò di mezzo ai denti velenosi di Ario,

questo bestemmiatore di Cristo, il re, amante di Cristo, che confessò la fede dei suoi

(1) Gli scribi dei vescovi scelti per lo più nell' ordine dei chierici, portavano il titolo di notario

e quando i vescovi avevano piiì notari , il primo di essi chiamavasi cancellario od anche ardii can-

cellano (Ddcange, Glossarium ad scriptores mediae et infimae latinitatis).

(2) Qui abbiamo un passo di . circa nove linee, della cui correttezza molto dubito, ove trovasi fra

le altre cose la parola eT(iZrngopOC affatto ignota. La traduzione letterale di questo passo sarebbe :

(I Io poi ordino in ogni contrada nella mano dei vescovi che sono venuti da tutti i luoghi e quelli

« che sono venuti dall'esiglio, che tutti confessino la fede santa. Quelli poi che non ubbidiranno e non

« la confesseranno , si perderanno (?) con Ario il bestemmiatore di Cristo. » Con queste parole ha

voluto probabilmente 1' autore copto alludere a qualche ordine del re per la riunione dei vescovi di

ogni contrada e di quelli che erano stati esigliati per giudicare Ario il bestemmiatore di Cristo.
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padri. Ma non ostante tutto ciò, nei quaranta giorni stabiliti dal re, non volle Ario

ritrarsi dalla sua apostasia, piena di bestemmia; egli ed i suoi consiglieri si presen-

tarono al re (1).

{Pag. Xl) . . . Il suo volto era pieno di ira contro di noi ; ma noi non ce

ne davamo alcun pensiero, a causa della grande gloria che in noi ne veniva. Disse

poi ad Atanasio : tu sei Atanasio , il pertui-batore delle cbiese di tutto il mondo.

Dissi a lui, non io sono il perturbatore di esse, ma tu sei il loro perturbatore, e la

casa di Dio è desolata per causa tua, e dell'altro che siede presso di te, ascoltando

le parole d'Ario (?) e tormentando i pastori di Cristo. Dove sono le dottrine (sante)

ed il culto, che il padre tuo ti ordinò di prestare a Dio ? Ove è la grande libertà

di parola (nv.'^òriGia) di Cristo, che fu fatta da tuo padre alla chiesa di Cristo? Ove

sono i favori, che ne' suoi giorni Costantino accordò ai vescovi ? Ora sotto di te i

vescovi furono dispersi , scemarono i sacerdoti , i diaconi . . . . i monaci (p. xii)

cessarono di mostrarsi. Sotto di te le chiese furono spogliate, né più chierici in esse
;

si cessò di psalmodiare nella casa di Dio, e cessarono di salire al cielo gli olocausti.

Ecco io erro da parecchi anni sulla terra, e mi nascondo in molteplici luoghi a quelli

che mi ricercano ; io ho obliato il gaudio della Chiesa, l'ordinazione {yjiooro''jic/.) fu

tolta (?) alle mie mani, i diaconi (?) tutti furono conturbati ; l'intero coro degli an-

geli fu meravigliato della nostra dispersione
, poiché cessarono di salire sino ad essi

i nostri incensi. Ma Cristo Gesù non ci abbandonerà in eterno , ma verrà a noi e

ci trarrà dalla cattività in cui siamo.

Queste cose poi io dissi contro il re, volendo che egli si adirasse e lo palesasse (?)

(nq-f-cinocIdCHc). Ma egli disse a me: Cessa (2)

(p. XIII, lin. 3) ed il giudizio che pronuncieranno, lo farò io (eseguire) e manderò te

alla tua città. Io risposi e dissi a lui : ho già fatto le mie riflessioni e questa é la

mia deliberazione : io solfrirò co" miei compagni pazientemente (?) finché Dio avrà

misericordia di noi e (ci rimetterà) le nostre chiese un'altra volta ed i popoli gioi-

ranno con noi.

Egli poi disse a me : a qual città (3) vuoi tu andare, finché tu abbi fatto le

tue riflessioni ? Io risposi e dissi a lui : ogni luogo, ove sorge il sole, è luogo dei

Cristiani ; imperocché dovunque tu mi mandi , io troverò Cristo innanzi a me che

mi regge.

E cosi ordinò al malvagio, che siede presso di lui, che ci prendesse di nascosto,

e me con Isidoro e coi sacerdoti ponesse con inganno in un piccolo scafo, come per

condurci al luogo dei vescovi (ma) ci togliesse, ci gettasse in mezzo delle acque e ci

facesse ivi perire.

r* carnefici ci presero e (p. xiv) ci posero in un piccolo scafo. Essi poi uscirono

salendo sopra una grande nave. Trovandoci noi nel mezzo delle acque, guardammo e

(1) II racconto è qui nuovamente interrotto da una lacuna di diciotto pagine.

(2) La breve lacuna che qui pi'esenta il testo, rende oscuro il senso delle tre prime linee della

susseguente pagina, la cui traduzione letterale sarebbe: « con questa disubbidienza andate e vi giudi-

chino ad un tempo i vescovi. «

(3) Nella trascrizione copta (p. xiil, 1. 14) leggi 6200TK edUJ JUnO?\IG.
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vedemmo ruomo di sangue Eusebio l'eunuco, salito sulla nave, col volto pieno d'ira

contro di noi ; era egli il compagno di Ario.

Dissi io Atanasio : tu ti affaticasti a fuggire (il testo clie segue di

otto linee presenta pochissime parole ancora leggibili
,
quindi prosegue) : tu pure tu

sei un vescovo ? in qual città ? Egli poi disse : io non sono un vescovo, ne sono degno

pure di altro sacerdozio .... ma io sono col padre mio Atanasio sin dalla mia

fanciullezza e non lo abbandonerò finche piaccia a Dio chiamarci a lui. La morte

adunque .... (altra lacuna di due linee) (p. xvj. Tosto ordinò ai soldati car-

nefici, che ci legassero le mani ed i piedi, e perforassero lo scafo sotto di nei. Dopoché

ebbero navigato molto alto (pel mare) ci abbandonarono. Noi poi tenevamo le nostre

mani stese sul petto Tosto poi venne una nube

che avvolse noi e lo scafo, e ci condusse al Udo, senza che l'acqua penetrasse punto

nella barca ; i vincoli, che tenevano strette le nostre mani, si sciolsero, noi ci trovammo

ritti senza alcun legame alle mani ed ai piedi. Ma la gloria di Cristo circondava noi

da ogni parte governandoci. L'angelo poi del Signore, che ci resse sulle acque, disse

a noi : ottimamente , o atleti di Cristo , andate dal re contro Ario , non temete , io

sono con voi e vi salverò e vi servirò in tutti i luoghi in cui andrete, tu ed i tuoi com-

pagni vescovi a stabilire la fede santa (1). Dopo ciò si nascose a noi, e noi entrammo

(p. xvi) nella città. Gli abitanti poi vennero al mare a vedere, come noi eravamo stati

salvati dalle onde, in cui il re ci aveva fatto gettare ; ed uscirono da tutta la città escla-

mando con grande voce : uno è il Dio di Atanasio Cristo Gesù, e nessun altro faori

di Lui, una è la sua fede sana e nessun'altra fuori di lei. Noi poi confessiamo anche

la fede di Atanasio, arcivescovo santo, noi confessiamo la Triade santa consustanziale,

inseparabile, inconvertibile, immutabile, immortale, incomprensibile, ininvestigabile, im-

peccabile , datrice di vita. La nostra città tutta riprova la fede di Ario, il bestem-

miatore di Cristo. Queste cose la città tutta disse commossa dal prodigio fatto, e si

portò presso il re (p. xvii).

n beato Atanasio poi ed il sacerdote Isidoro furono tosto guidati dall'economia

di Dio, e si collocarono nel mezzo del palazzo del re. Allora il padre Atanasio stette

innanzi al re con la franchezza di Cristo, fidente nelle forze, che Dio gli accordava.

Disse a lui il re : Bene venisti a noi, o Atanasio, guerriero di Cristo, campione

della verità, Vatloforo invincibile, l'economo dei misteri santi, l'amministratore della

fede sana della Chiesa cattolica. Tu venisti a noi sopra le acque, senza navi, né noc-

chieri, tu sei colui, ohe Cristo regge sulle ali dei venti; tu venisti a noi senza i cu-

stodi, che ti aprissero le salde porte ; tu sei quegli, cui il creatore dell'universo indicò

la via. Tu hai dato la pace a noi , o portatore di Cristo , re della pace , tu hai

(1) Il racconto di questo prodigio, che leggesi pure in un papiro copto del Museo Borgiano, segnato

nel catalogo del Zoega col n. clx (p. 261), è narrato nella vita di S.Atanasio, tradotta da un testo

arabo in latino da D.Reaandosio, con queste parole, che sono la traduzione quasi letterale del papiro

copto del Museo Borgiano : L'imperatore poi comandò che fosse posto (Atanasio^ in una piccola nave,

CI senza acqua, senza pane, senza nocchiere o timoniere , e così solo fosse abbandonato in alto mare.

Ma Dio protesse il suo eletto e sotto il suo governo la nave dopo tre giorni approdò in Alessandria.

« Il clero ed il popolo gli andarono incontro, e salmeggiando per via Io condussero con grande pompa
« nella chiesa, di dove furono cacciati Gregorio e quelli che seguivano la sua perversa fede. »
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sostenuto molte lotte (p. xyi]]) contro di noi , ne fosti vinto. A te che fosti fatto

compagno degli angeli nella tua pugna di gloria, il mio regno tutto, su cui Dio mi

collocò , accorda la gloria del tuo primo sacerdozio regnando sul trono d' Alessan-

dria , acciocché tu faccia anche ricordo di noi nelle tue preghiere sante ; e tu am-

ministrerai tutte le chiese secondo la prudenza e la sapienza che Dio ti concesse,

secondo i canoni santi, che gli Apostoli hanno ricevuto dalla bocca del grande maestro

che è Cristo. Ora, dunque, sana noi dagli errori degli Ariani, questi che negano l'es-

senza dell'Unigenito.

Tu, poi, oh ! pastore fedele, di' a noi i capi che ci riguardano, secondo quello

che Dio ti avrà istruito con la carità di Cristo, questi che ci ha preparato il regno.

{Fag. xix) Allora rispose con calma, e disse al re padre Atanasio
;
per verità, o

re, fu il tuo cuore preso dall' eunuco Eusebio, questi accusante noi per causa degli

Ariani, finché tu ci esigliasti con gli altri vescovi santi per la fede dei padri nostri,

che essi professarono sulla Trinità santa.

Dove è mai colui che si vanta nella sua superbia ? Non lo immerge forse nel

fondo del mare, come il Faraone di una volta, lui e quelli che sono con lui ?

Tu poi, o re, ascolta me, che ti annunzio con franchezza la fede santa, immor-

tale di Cristo.

1. Noi crediamo a Dio, padre onnipotente, o re, quegli che ha creato il cielo

e la terra, e le cose tutte che vediamo, e quelle che non vediamo
;

2. E noi crediamo all'unigenito figlio di Dio Gesù Cristo, Dio vero di Dio

vero, luce vera di luce vera, vita vera di vita vera, il vivificatore del vivificatore;

3. (p. xx) E noi crediamo nello Spirito Santo vivificatore, quegli che riempie

l'universo della sua energia, quegli che é in ogni creatura, e spira in ogni luogo, e

non é veduto
;

4. Noi crediamo poi ancora in Cristo, o re, dicendo che non è una creatura,

secondo la fede malvagia di Ario, ma è col padre fin dal principio, ed ha creato l'u-

niverso da sé, secondo la sua volontà
;

5. Parimente crediamo alla Triade, formante unità col Padre vivificatore, Fi-

gliuolo vivificatore , Spirito Santo vivificatore , una triade consustanziale , non avente

divisione in sé (1);

6. Dopo questo confessiamo anche la accogliente Dio (eeozoKOC (2)) Maria,

la generatrice di Dio , la vergine incontaminata
,

quella che generò il formatore del

mondo, quella che concepì senza il concorso del maschio, figliò senza macchia, partorì

(i) La traduzione letterale di questo passo del testo è: « noi crediamo nei tre che sono uno, Padre

" vivificatore, Figlio vivifìcatoi'e , Spirito Santo vivificatore; questi tre sono uno, una Triade di es-

senza, ecc. e t'ormano, secondo la dottrina di S. Atanasio, le tre ipostasi della Santissima Trinità, che

sono di.stinte ma non divise. "

(2) OGOZOKOC: questa parola formata da 5òOJ Dio e dal verbo os/OU.Cil (forma ionica S^y.O'J.at)

significa letteralmente che accoglie o che riceve Dio, titolo perfettamente adatto a Maria la j^eneratrice

di Dio. Tuttavia per il frequente cambiamento nel copto della T in t potrebbe anche altri credere

che Oe02;0K0C stesse per dsoVOXO^ la Deipara; ma questo non deve essere nel caso nostro, poiché

questo epiteto è dato a Maria immediatamente dopo, nella sua vera forma copta; Tpe'J 2rtenOTT6;
sarebbe quindi una ripetizione inutile dello stesso titolo.
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senza dolore, nutrì senza travaglio, (p. xxi) allattò senza malattia, divenne gravida

senza affanno, credette senza investigazione;

7. Noi crediamo poi ancora alla risurrezione (dndCTdCic) santa, che avverrà

di ogni cai-ne da Dio ; sia il giusto, sia il peccatore, risusciteranno tutti, essendo im-

mortali per essere giudicati da Colui che li ha creati;

8. Parimente noi crediamo al sacrifizio santo del corpo e del sangue di Gesù

Cristo, nostro Signore. 11 pane ed il vino, prima che noi li consacriamo, è pane e vino,

ma, dopoché il sacerdote ha pronunciato (le parole sacre) su essi, il pane è fatto

corpo divino, il vino è fatto sangue divino
;

9

.

Dopo questo crediamo ancora ad un solo battesimo
,

quello che genera

un'altra volta lo Spirito, che fa l'uomo nuovo, il mondatore dei peccati, il genera-

tore senza matrice, questo con cui il Padre si manifestò a noi sul fiume Giordano
;

10. Di più ancora noi confessiamo la presenza (ncipoTcìd.) del Signor nostro,

poiché come sali (al cielo), cos'i egli viene portando il corpo che prese da Maria, la

Vergine santa ; sono gli angeli tutti con lui, che arreca la gloria del Padre.

11. Parimente confessiamo le scritture inspirate da Dio, queste che dettò lo

Spirito Santo.

12. Come il più grande di tutti questi capi noi confessiamo i quattro evan-

geli], a cui attingono (lett. bevono) tutti i Cristiani. Ecco questi sono i capi, o re, cui

piacque a Dio che dicessi a te, affinchè sanassero la tua anima dalla fede malvagia

degli Arii, questi che trassero in errore te ed altri molti. Se dunque, o re, questi capi

che io dissi, sono retti al tuo cospetto, io dirò : vieni insieme co' miei compagni ve-

scovi, che hai esigliato per causa degli Arii.

Queste cose avendo detto il beato ed impavido Atanasio, rispose il re con voce

piena di mansuetudine, dicendo al padre Atanasio : Tu veramente, o banditore di verità,

ci hai bene istruito molte volte, ma noi fummo increduli verso di te, a causa dei

consigli di questo corruttore dei cuori , Eusebio , degno di disprezzo. Or dunque la

potenza del mio regno ti accorda gloria ed onore per le fatiche tutte, che hai soste-

nute. Ed io confesso i dodici capi, che dicesti immutabili e saldi, su cui hai stabilito

la fede con ogni venerazione. Allora chiamò tosto il capo (1) de' suoi corrieri (2)

e lo mandò ai vescovi santi perchè li conducesse a lui fra sette giorni.

Essendo il beato Atanasio presso il re, lo confermò nella fede retta. Fra i sette

giorni adunque li condusse innanzi al re
,

portanti la corona della fede. 11 beato

Atanasio poi andò loro incontro fuori della città, e si abbracciarono vicendevolmente.

Disse loro : pace a voi, campioni della verità, che avete ben combattuto per la fede

(1) e^TCeTiTTlclTOG (e£.0T(Jl02^Tn<iT0C) : questa parola che non trovo nei dizionari, e nella

forma si accosta ai titoli , in uso nel periodo bizantino, z^Oìj^iapyXiq ed s^0U'7l0y.p(/.TCi)p governa-

tore, comandante (V. Glossary of later and Bysantine Greek by E. A. Sophocles, pag. 3Ulj fu da me

presa nel senso di principale, superiore, capo.

(2; SepeTcìpiOC (6Hpt2idpiOC, SepeidplOC) erano i corrieri che portavano gli ordini dei

principi. Questi corrieri una volta saliti a cavallo, non ne discendevano più, neppui'e per mangiare,

finché non avessero compiuto il loro mandato; epperò si tenevano sempre pronti cavalli al loro ser-

vizio, detti veredi dal latino vehendo e veredarii, i detti corrieri. (V. il dizionario già citato del Du-

cange alla parola veredarii, pag. 1489).
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del Signore nostro Gesù Cristo. Dissero a lui : essa sia pure con te
,

pel quale noi

abbiamo bene combattuto.

Allora il re, avendo ricevuto il loro annunzio, sorse dal trono, li abbracciò ed

adorò le loro mani, e disse loro : ottimamente, voi siete venuti a noi, o atleti della

fede. Allora Filippo il corriere del re gli narrò i grandi prodigi! cbe Dio aveva fatto

ai vescovi per via.

Li ringraziò inoltre ancora di non avere cessato di pregare per lui, non ostante

il male cbe aveva loro fatto. Ma essi ad una volta diedero a lui pace per il beato

Atanasio. Il re poi rimise ognuno al suo posto in pace. Mandò pure il beato Atanasio

nella sua città, in pace avendogli largito molti doni per riparare le cbiese, cbe erano

state distrutte dai nemici della fede, e scrisse agli abitanti della sua città i prodigi

tutti, cbe Dio gli aveva fatto. Essendo poi il padre Atanasio entrato in Alessandria,

il popolo tutto gli venne incontro sul lido del mare, mandando grandi grida di gioia,

e rallegrandosi molto, percbè Dio gli avea ricondotto il suo pastore salvo. E cosi il

popolo entrò in cbiesa nel gaudio di Cristo.

Le chiese furono nuovamente piene di letizia, i sacerdoti si rallegrarono, i dia-

coni furono giulivi, le vergini fecero festa, i monaci pieni di contento cantarono i loro

salmi, la città tutta era in gioia.

Dopo queste cose stette il beato sette giorni, parlando alla moltitudine, che con-

fermava nella fede retta. Al settimo giorno nella cbiesa disse : ascoltatemi , fratelli

miei; ecco, Dio ci ha difesi finche ci condusse a voi in pace. Mi abbisogna dunque

che io vada al beato Antonio, e riceva la benedizione da lui, poiché il tempo della

sua vecchiaia si avvicina, ed egli andrà a Dio.

Allora egli diede loro la pace, e li lasciò. Dio poi annunziò al beato Antonio

che fra tre giorni Atanasio sarebbe entrato in Alessandria, ed egli l'annunziò a' suoi

due discepoli Paphunzio (nd.nnOTTe) ed g,d.«<iTe (1). Allora usci fuori della sua

cella e stette guardando.

Accostandosi poi alla cella padi-e Atanasio, sorse il santo veccliio ed usci appog-

giato al suo bastone, col cuore pieno di gioia nello spirito di Dio. Si chinò il buon

vecchio, ed adorò padre Atanasio, e baciò la sua bocca, e si abbracciarono tra loro.

Poscia entrarono (nella cella) pregarono e sedettero. Allora il beato Antonio piegò la

bocca ad un amorevole sorriso, e disse a padre Atanasio : pace alla tua visita a noi,

martire eletto; ecco quello, che io cei'co, l'ho ottenuto, e questo è di vedere te

e la pace della cbiesa, prima che io lasci il corpo. Pace a te, Zorobabele, il costrut-

tore della casa del Signore, pace a te, Salomone, l'adomatore del tempio del Signore.

Ecco Dio ti ha donato queste cose per la pace della Chiesa, nella maniera che l'an-

nunziai per l'amore di Dio, prima che io salga a Dio. Imperocché sono ancora a me

tre altri giorni in questo mondo prima che io salga a Dio. Ti prego poi di non annun-

ziare ad alcuno il patto (McieHKH) che é insieme tra noi, finché io sia salito a Dio

in pace. Queste cose dicendo il vecchio, pianse padre Atanasio , poiché non gli per-

mise di rimanere presso di lui, finché uscisse di vita (lett. dal corpo).

(tj Ho conservato questo nome come è scrìtto nel copto.
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Allora sorsero, pregarono e si abbracciarono vicendevolmente, ei gli diede la pace

ed usci.

Avvenne poi che separatici dal beato Antonio, rientrammo in Alessandria, e tre

giorni dopo morì il beato Antonio, e vennero a noi e ci annunziarono, clie riposò in

un buon sonno, e ci narrarono la vita sua beata, e noi la scrivemmo in un altro solo

volume, separatamente da questo, che fu compiuto in pace. Egli salì a Dio in gloria,

avendo lasciato dietro di se una pietra immobile nella contrada d'Egitto, ove la sua

vita è splendente per Cristo Dio, a cui egli si attaccò sin dalla sua fanciullezza. —
Gloria, a Dio sino alla fine dei secoli. Amen (1).

(I) Atanasio, della cui vita un notevole episodio ci hanno conservato i nostri papiri, nacque nel-

l'anno -^96 dell'era cristiana in Alessandria da illustre famiglia. Dotato di felicissimo ingegno, compì
con molto onore i suoi studii nelle scuole dei grammatici e retori più in fiore a quei tempi, e )(Ocu

più che ventenne già scriveva contro l'Arianesimo, che allora infestava la Chiesa, opere piene di eru-

dizione.

L'arcivescovo della sua città natale, Alessandro, uomo di molta dottrina ed invecchiato nelle lotte

contro le sette, lo volle, sebbene non fosse allora che diacono, compagno nel concilio di Nicea, che

l'imperatore Costantino, per togliere i dissidii sorti nella Chiesa Orientale, convocava in Bitinia nel-

l'anno 325, ove convennero dalle diverse parti della terra trecento e diciotto vescovi. In quelle adunanze
di tanti insigni prelati rifulse su tutti il valore del giovane Atanasio nel confutare le dottrine ariane.

Morto poco tempo dopo Alessandro, Atanasio, già preconizzato dal suo antecessore, fu dal clero e dal

popolo innalzato alla cattedra di Alessandria. Questo sommo onore accordato al loro più acerrimo

nemico , accrebbe vieppiù 1' odio degli Ariani contro di lui. Onde si fecero a combatterlo con ogni

sorta di accuse e calunnie , e riuscirono colle loro male arti a fare per ben cinque volte esulare il

santo vescovo dalla sua sede.

11 suo primo esigilo ebbe luogo sotto il regno di Costantino, il quale alle accuse degli Ariani, e

colla speranza forse di ottenere più facilmente la loro conciliazione, nell'anno o35, senza udirne le

discolpe, confinò Atanasio a Treveri nelle Gallie. Ritornato in Alessandria dopo la morte di Costantino,

avvenuta nell'anno 337, ebbe nuovamente, sempre per la guerra degli Ariani, ad esulare due altre

volte mentre regnava l'imperatore Costanzio.

La prima volta fuggì da Alessandria per sottrarsi alle persecuzioni di Geòrgie, che raccolto, col-

l'aiuto degli Ariani, un discreto numero di soldati, invase la città e si fece ad incrudelire colla plebe

cristiana che parteggiava per Atanasio, inondando di sangue le chiese, rubando i vasi sacri e violando

le vergini.

Atanasio, dopo sei anni di vita raminga nei deserti della Tebaide, ritorna colla protezione divina

in Alessandria, ove è accolto dal clero e dal popolo con grandi feste, e costringe Georgio a fuggii'e

co' suoi settari.

Sette anni dopo questo fatto , un altro Georgio , entrato con duemila soldati in Alessandria , oc-

cupa l'episcopato, e, preso Atanasio, lo consegna ad un certo Sunno, o come altri lo chiamano, Salis,

un cultore di idoli, perchè lo conduca con Liberio Romano e Dionisio Antiocheno all'imperatore in

Costantinopoli, ma con segreto ordine di ucciderli per via. Dio li scampò da queslo pericolo, ed Ata-

nasio venne con Liberio a Roma, ove stette sino alla morte dell'imperatore.

Il quarto esigilo ebbe luogo sotto Giuliano l'Apostata, il quinto ed ultimo ai tempi dell'imperatore

Valente. Onde si può dire che dei quarantasei anni in cui tenne la cattedra arcivescovile di Alessandria,

quaranta anni passò in continui perigli e lotte, e solo negli ultimi sei anni della sua vita potè godere

di una tranquilla e non più turbata pace, ma affranto dagli anni, e più ancora dai lunghi travagli

cessava di vivere quasi ottuagenario nella sua città natale, nel mese di maggio dell'anno 373.

S. Gregorio Nazianzeno che nell'anno 379, al giorno anniversario della sua morte, ne pronunziava

il panegirico, lo chiama il vescovo secondo l'ideale proposto da S. Paolo nella sua lettera a Timoteo.

« Egli , dice S. Gregorio , assiduo nei digiuni e nelle orazioni , insuperabile nelle veglie e nel salmo-

« diare, pronto a soccorrere gli indigenti, sapeva resistere ai potenti ed ai superbi, e farsi umile coi

€ deboli. Le vergini ammiravano in lui il modello del celibato cristiano, le donne maritate il consi-

« gliere, i romiti la voce che eccita ed eleva il pensiero al cielo, coloro che vivono in sodalizio il le-

« gislatore
, quei che si danno alle speculazioni filosotìche il provetto teologo. Egli era ai semplici

« guida , agli impetuosi freno , agli infelici consolatore , alla vecchiaia bastone d' appoggio , alla gio-

-* ventù pedagogo, alla povertà mano liberale , alla ricchezza dispensiero. Né basta. Le vedove loda-

Serie II. Tom. XXXVI. 22
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SENTENZE DEL SINODO SANTO

Dio Padre è buono ; Cristo è Signore e Dio ; buono è lo Spirito Santo. Dio non

ha principio, ne alcun termine è alla divinità. Imperocché Egli è il principio ed il

fine dell' universo. Nessuna creatura (p. xxix) è nella Trinità, ma il Signore stesso

creò l'universo ; né vi ha chi domini alcuna cosa nelle opere sue. Egli diede poi il

libero arbitrio a quelli che sono nel mondo, acciocché le volontà si manifestino. La

volontà di alcuni li collocò presso Cristo e li innalzò sopra gli angeli, altri poi pre-

cipitò neir inferno. Dio non creò cosa alcuna cattiva , anche i demoni non sono per

loro natura malvagi, ma per loro volontà. Gli angeli pure di Dio sono primieramente

portati al bene dalla loro volontà, preferendo tutti Dio al loro proprio utile, ed alla

loro stessa gloria.

La natura di Dio non abbisogna di alcuna delle cose create, ma Tuniverso ha

bisogno di Dio ; né egli creò cosa alcuna acciocché permanga salvo (1), imperocché tutte

le cose sono salve per l'energia della sua volontà. Dio nulla ha creato se non per suo

figlio; imperocché lo Spirito suo è (p. xxx) quegli che sviluppa tutte le creature di

Dio. Dio ama quelli che lo ascoltano . quelli poi che lo ascoltano , sono retti nella

loro volontà. La volontà dell'uomo é nelle sue opere ; imperocché per esse alcuni fra

gli uomini sono chiamati angeli ed alcuni altri demoni. Quegli che vuole ubbidire a

Dio, ascolterà i suoi precetti. Costui poi si affretterà alla chiesa. Chi non si affretta

alla chiesa, trascura la sua propria salute. Imperocché quegli che si rifugge in Dio,

cerca un aiuto. Affrettati alla chiesa, poscia alla tua arte, acciocché Dio benedica le

opere delle tue mani. Chi si affretta all'arte sua fuori della casa di Dio, la sua opera

sarà a temerità.

« vano in lui il protettore, gli orfani il padre, i poveri l'amico dei poveri, i pellegrini l'albergatore

Il volonteroso, i fratelli l'affeltuoso fratello, gli infermi il medico, i sani il guardiano della loro salute.

« Tutti infine trovavano in lui l'uomo intento a spandere su tutti o sul maggior numero possibile i

« tesori della sua cai'ità. »

I numerosi scritti di questo strenuo campione della fede ortodossa composti in lingua greca fu-

rono per la prima volta riuniti e pubblicati a Parigi nell'anno 1698, in cinque volumi in foglio col

titolo : Athanasii opera omnia, preceduti dalla vita di questo santo, da cui trassi questi brevi cenni.

(1) La traduzione che il Révillout dà di questo passo: « rien n'a été créé pour subsister par soi

mème, etc. » non è del tutto fedele al nostro testo, che dice , verbo per verbo , non creò cosa alcuna

acciocchì: permanga salvo (nC|6tJJ ecjOTOX) ; nelle quali parole parmi meglio espresso il pensiero,

che il mondo non contiene in S3 stesso la ragione della sua conservazione e della sua salvezza , ma
esso perdura ed è salvo per la volontà di Dio ; od in altri termini, la dottrina dell'azione permanente

di Dio nel mondo.
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Tienti alle cose che hai udito nella casa di Dio, sia che tu lavori, sia che tu

passeggi, e non peccherai. Quegli che ha l'animo alle usure, che cosa desidera a sé

nella chiesa ? A costui è da preferirsi chi dorme nella sua casa.

La chiesa è chiamata il luogo di purificazione dei peccati, ed ognuno pianga i

suoi peccati, imperocché breve è la nostra durata di vita sulla terra (p. xxxi). Perciò

delibiamo piangere sui nostri peccati.

Oggetto della chiesa è solamente la preghiera e la supplicazione. Chi parla in

chiesa, sopratutto alla lettura, si fa beffe di Dio. Ma a Dio nessuno può fare iu-

giuria, imperocché la sua natura è gloriosa più di tutte le cosa esistenti, ma aumenta

la sua punizione colui che oserà trasgredire la volontà di Dio.

Chi guarda una donna in chiesa , si accresce il castigo. La donna poi che si

abbella per la casa di Dio, ha stolto il suo padre ed il suo marito
; questa poi in

tal modo perderà la sua anima. Una donna che si copre d'oro in chiesa, sopratutto

quella che ne fa pompa, é un'idolatra. L'oro non è stimato dal saggio più che l'anti-

monio agli occhi. Quella che porta ornamenti sul capo fa palese la sua insipienza, e

quella che ha la chioma sciolta , cioè ondeggiante , chiama a sé gli insensati. Una
donna è amata da Dio e dagli uomini, per la temperanza e buon governo (p. xxxii)

della sua casa. Imperocché la bellezza vana ha un odio che la insegue. Adornati pei'

tuo marito coll'opera delle tue mani e colla moderazione della tua bocca ; imperocché

le sante chiamano il marito loro, mio signore ; non amare di ornarti, o donna ! ma
pensa a tutte le belle che sono nella tomba ; imperocché anche quelle che giacciono

nel letto inferme, la bellezza le abbandona. Adorna la tua anima dell'amore di Dio,

e dà il tuo cuore alla parola di Dio, ascoltandola.

Nessun uomo saggio dimorerà con una donna stolta, imperocché quella che non

ubbidisce al padre suo ed al suo marito, é una stolta. Figlio mio, sta lontano da una

donna che ama gli ornamenti, imperocché sono indizi di (vanità) e di adulterio i cin-

cinni ed i gioielli. Conoscerai una donna che odia il peccato, alla mondezza del suo

volto. Quella che dà l'antimonio a' suoi occhi rivela la sua vanità. Il corpo non ha

bisogno di alcun ornamento (lett. cosa) , é vanità portarli ; a che (p. xxxiii) giova

l'antimonio agli occhi ? Una splendida immagine è deturpata dal fumo delle lampade.

Chi si adorna in chiesa contro sua natura offende il Creatore. Tieni (o donna) il tuo

volto coperto in chiesa e per le piazze, e non dare scandalo ad un'anima !

Yi ha chi cammina con un contegno cattivo credendo di attirare a sé lo sguardo,

ma un uomo di tal fatta é un insensato. L'uomo che si rade la bai'ba ama l'igno-

ranza dei fanciulli (rassomiglia cioè ai fanciulli senza esperienza) ; l'ignorante poi non

ha coscienza di sé.

Il tuo vestimento sia a te secondo il bisogno del corpo. Non ornarti di una

(lunga) chioma, poiché ciò conviene alla donna ; se tu amerai ornarti a guisa di una

donna stolta, in che cosa differisci da essa ?

L'uomo è costituito sopra la donna come il governatore di una città. Un uomo

amante dei figli istruii'à i figli suoi bene , alla figlia sua poi insegnerà la legge. Sii

come un governatore a tuoi figli, e non arrossirai di essi. Se tua figlia desidera di

rimanere vergine, tu sei fatto degno di una grazia, (p. xxxiv) ed il Signore si è ri-

cordato di te. Imperocché il Signore è santo, ed ama i santi. Una vergine saggia é
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quella che rassomiglia a Maria. Chi mai potrà dire la bellezza della madre del nostro

Signore, che fu amata da Dio per le sue opere. Per questo ha fatto abitare in lei il

figlio suo prediletto. Si chiama padre increato, il padre di Cristo, ed egli è in verità
;

chiamasi pure Maria la madre del Signore, ed è in verità, essa è quella che ha ge-

nerato colui che l'ha creata, ne fu abbassato, perchè Maria lo generò ; ed essa pure

non perdette la sua verginità, avendo partorito il nostro Salvatore. Ma di più egli se

la conservò come un tesoro prezioso.

Maria non vide mai il volto d' uomo straniero, opperò si conturbò quando udì

la voce dell'angelo Gabriele. Questa non si consuma al modo di chi nutre un corpo,

ma si consuma per necessità di sua natura , non compiendosi prima del suo tempo.

Non conosceva la sua propria nudità (?) (1).

(P. xxxv) Si ritirava nella sua casa sola, servita dalla sua propria madre. Quando

poi essa veniva presso di lei, non le poteva dire neppure una parola del suo stato, poiché

aveva giurato a se stessa di non parlare a persona di questo mondo, dell' annunzio.

Sedeva poi volgendo ogni volta la sua faccia all'oriente, poiché pregava senza inter-

missione. I suoi fratelli desideravano vederla e parlare con lei, ma ella non li rice-

veva. Gli angeli venivano molte volte presso di lei, contemplando il carattere del suo

governo, ammirandolo. Dormiva poi anche ugualmente un solo sonno, e cosi non dava

riposo al corpo ; né vide mai la nudità del suo corpo ; se era a portare una tunica,

si chiudevano i suoi occhi non erano in lei le consuetudini delle donne; (p. xxxvi)

ignorava molte cose della vita
,
poiché stava lontana dal conversare delle donne. Il

Signore guardò in tutta la sua creazione, e nulla vide che rassomigliasse a Maria, perciò

se la scelse a madre.

Se dunque una donna vuole essere chiamata vergine, rassomigli a Maria. Questa

poi fu chiamata in verità la madre del Signore. Una vergine che non digiuna ogni

giorno sino a sera, non ha forza per essere vergine. La vergine sia secondo il suo

nome. È meglio che tu prenda marito anziché prostituirti (nopneTe). Se non vuoi

prendere marito non saziarti di pane, né di sonno, per tema che sia trovata la tua

lampada spenta. Le vergini non stanno allo specchio, né fanno lozioni alla loro faccia.

La loro prima cura é- sorgere al mattino per prendere il libro e leggere, ed attendono

alle opere di mano dall'ora seconda sino alla nona. Le due prime ore sono (consacrate)

alla lettura, ed anche dopo la nona; (p xxxvii) imperocclié ogni loro ornamento trag-

gono esse dal verbo. Che é di colei che neglige le letture ? Essa non conoscerà la volontà

del suo sposo. Qual é il vantaggio della paglia vicino al fuoco? e qual é il vantaggio

di una monaca (2) presso una donna che abiti col marito ? Una monaca che porta

vesti di vario colore, ha pure affezioni di diverse specie. La bontà del vestimento è

(1) L'originale è qui molto annerito e temo della fedeltà della mia trascrizione, poiché il gruppo

OTTE JUieCKcl neC^IZ A>n6o?v nnecncl?\?\etn enep, significherebbe letteralmente: né pose

le sue mani fuori, né si agiterà mai (?). 11 signor Révillout, di questo passo e di quello che segue, o

per meglio dire , dalla linea 21 della pagina xxiv sino alla linea quarta della pagina sxvi del testo

(46 linee in tutto) non dà la traduzione, e si restringe a dire che il passo si riferisce alla Vergine

Maria; dubita tuttavia se esso riguarda la vita reale di Maria Vergine, o descriva solo un tipo ideala

della vergine cristiana.

(2) La parola monaca (jUOriciXH) è qui presa in senso largo e si applica a qualunque donna

che viva appartata nel mondo e consacrata alla preghiera senza tuttavia far parte di alcun sodalizio.
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il colore (naturale) della lana. Quella che tinge la sua veste ha 1' anima sua nera

a gnisa di un sacco (1). Una monaca saggia non parla affatto cogli uomini, ma la

stolta scherza coi giovanetti. Come gli uomini stolti danno il nome venerato di Dio

agli idoli, così pure danno a donne insensate il nome di vergine. Imperocché anche

il nome di vergine è un nome divino. La monaca vergine non volgerà lo sguardo né

all' oro , né alle perle ; imperocché ciò che ha è migliore di queste due cose. Come

altri sceglie l'oro fra le cose materiali, cosi altri (p. xxxYiii) sceglie la verginità fra

le virtù : ma la verginità del corpo senza quella dell' anima é pazzia. A che giova

una donna che ammucchia l' oro, o qual é l'utilità di colei che riempie le casse di

vesti, e si vanta dicendo : « io sono vergine ! » Il ripostiglio di una vergine è il tesoro

della sua anima. Se ella veste i nudi, accumula per sé un tesoro. La bontà tutta

della verginità è la sommessione, la rinunzia e 1' astinenza. Una donna che cerca il

cibo, il Cristo non può saziarla affatto. 11 suggello della purità è il digiuno. Chi fa

copioso il suo nutrimento moltiplica (2) le sue malattie.

Sta lontano da una vergine del Signore e non portare lo sguardo sulla donna che

ha marito, acciocché non ti giudichino come un sacrilego. Una monaca che va a pas-

seggio a mezzogiorno non è una monaca, e quella che passeggia sola si avvicina alla

prostituzione. Un uomo che commette adulterio, avendo la sua donna é un insensato

(p. sxxis) ed un infanticida. Uu agricoltore si guarderà dal gettare il suo seme sulla

pietra, imperocché sa che non gli germoglierà, né alcun uomo saggio darà il suo seme

ad una meretrice, imperocché non riuscirà per lui, o se anche riuscirà sarà a male-

dizione.

L'uomo saggio si guarda di dare la sua tunica a meretrici e darà il suo seme

prezioso sopra tutti i semi ? ma lo stolto lo tiene in disprezzo (3).

Tu devi nutrii-e i tuoi figli bene, e devi risparmiare il tuo seme. Sii parco con

te stesso, o uomo! e non lo sii co' tuoi figli. Chi ha moglie, perché guarda le altre?

Imperocché se uno che non ha moglie, pecca col suo sguardo due volte , tanto più

quegli che ha moglie; esso mostra a tutti col suo sguardo che è un incontinente.

Nessun incontinente, é detto, erediterà il regno dei cieli. Basti a te la tua donna
;

essa è simile a tutte le altre. Chi abita con una sola donna, riposerà il cuore in essa

e non quegli (p. xl) che la perseguiterà collo sguardo. Imperocché colla misura con

cui misurerai sarai misui'ato. Chi convive colla sua donna, secondo il fine del matri-

(1) Invece di KHJll nd-pd OTÓOOTne il signor RéviUout legge (TeC\^TXH) KH JUincipci

OT($OOTne, e traduce son dme reste sans méme un sac, mentre secondo la mia trascrizione si ver-

rebbe a dire che « 1' anima della donna vana è nera ,
spregievole come un sacco, » similitudine a cui

ricorre, frequentemente la Bibbia per esprimere il cordoglio , 1' umiliazione , ecc. e corrisponde anche

all'interpretazione che il Kabis, nelle sue aggiunte al dizionario copto del PeyrOQ, dà di questa parola:

(>OOTne(OT) tela vilis, ac rudis et coloris admodum nigri.

(2) RéviUout corregge il gruppo ndaje del testo in Td.cye che rende più chiara la sentenza

dell'autore copto « Quiconque rend abondante sa nourriture, rend abondantes ses défaillances , " ma se

si vuole stare al testo deesi tradurre : a chi fa copioso il suo nutrimento molte [sono) le malattie.

iZ) II testo è, nell'originale alterato, con raschiature ed aggiunte di altra mano. Il signor RéviUout

corregge il testo npa;«e nCd.Se in npctJUie ndOHT e traduce tutto questo passo secondo un

testo da lui esaminato a iSapoli che suona così : « l'insensé regarde à donner son vètement : et pre-

tiosum semen suum dat consuete meretricibus. Quid pretiosius semine hominis ? Quid inter cuncta

semina? Insano semen contemptnm.
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moiiio, vedrà figliuoli saggi, e chi sarà, casto nei giorni della sinassi (cTndrt), i figli

suoi lo serviranno. Quegli poi che serve il Signore in verità, i suoi figli lo serviranno

in verità. Non vi è nessuna tranquillità di animo nella vita dell' uomo come quella

che si ha in figli saggi, sani di malattia e forti. A chi servirà il Signore in verità la

stessa cosa sarà fatta a lui.

Fa che i tuoi figli prendano amore alla chiesa e non all'osteria. Insegna poi loro

ad ascoltare in silenzio, e nel tempo della tua vecchiaia ti consoleranno colle parole

di Dio. Gli uomini si fanno vecchi per la verità , imperocché breve è la durata di

vita dei mentitori. Come è un prodigio la vita di uomini di novecento (p. XLi) anni (?)

perchè non peccarono, così pure l'uomo che non peccherà avrà una Innga durata di

vita.

Non sono ignorati a Dio quelli che lo riconoscono. Ma il mentire è non cono-

scere. 11 cristiano non mentirà, imperocché la non conoscenza è un mentire. Un uomo

che riceve il corpo di Cristo non deve mentire, imperocché Dio è verità, e quelli che

amano Dio non mentiscono. Maravigliosa è l'audacia di quelli che vanno verso il corpo

di Cristo pieni di invidia e di odio. Dio ama l'uomo, e coloro che odiano gli uomini

non hanno onta ! Quelli che si odiano tra loro, odiano Dio e lo respingono dicendo :

non amarci !

Guai a colui che odia l'immagine di Dio ! Imperocché chi fa male all'uomo, lo

fa a se stesso. Non vi é alcun allettamento nella passione dell'odio, ed è cosa me-

ravigliosa, che essa abbia potenza sopra di noi tutti.

Colui che ama il suo prossimo ama Dio; chi poi ama Dio, Dio (p. XLii) l'araei'à,

e quegli che è amato da Dio, un figliuolo è di Dio. È una abbominazione innanzi a

Dio l'uomo che si scosta dal corpo di Cristo, pigliando il pretesto di non essere degno.

Quei che non si fa degno del mistero riceverà grandi castighi. A che giova venire alla

sinassi e non ascoltare la lettura delle Scritture ? Imperocché colui che non ascolta la

lettura dell'Evangelio si fa gioco del mistero. Chi poi non attende 'al sacrifizio

(iTriTcìTeenTHc) del corpo e del sangue di Cristo, non vi partecipi! Ma quegli che

vi crede, si affretterà alla chiesa, imperocché 1' uomo religioso si affligge se si prega

e si salmeggia prima che egli sia arrivato in chiesa, ma il negligente é ultimo, e non

è benedetto. Chi si affretta alla chiesa, sarà benedetto doppiamente : quegli che sarà

ultimo senza necessità, è ultimo alla benedizione. Bisogna ricevere il corpo ed il sangue

di Cristo a guisa del bambino che ha sete (p. XLiii) del latte di sua madre ; impe-

rocché colui che non lo riceve, non ha vita. Quegli poi. che bruttato d'odio o nella

sozzura della prostituzione lo riceve , meglio sarebbe per lui il non aver vita. Nessun

peccato é, al cospetto di Dio, più grave dell'odio, imperocché l'odio è quello che uc-

cide. Chi poi cammina nel peccato contro natura , è il fratello di colui che odia.

La carità lava tutti i peccati, l'odio invece discaccia (tutte) le virtù. La carità con-

viene ai Cristiani , imperocché quegli che riceve Cristo , deve ricevere anche la sua

volontà. La carità non disconosce alcuno, imperocché riconosce tutti gli uomini. La

perfezione della carità è far bene a tutti gli uomini ; colui che fa bene a quelli che

l'odiano, si renderà simile a Dio. L'uomo che non avrà carità, non avrà mercede. Chi

fa del bene a' suoi nemici riceverà una corona incorruttibile. Come mai non farà del

bene a tutti gli uomini quegli che fa del bene ai suoi nemici ? Il bene poi non sta



TRASCRIZIONE DI ALCUNI TESTI COPTI DEL MUSEO TORINESE 175

solo nelle molte ncchezze, imperocché colui che fa il bene lo compie con un bicchiere

d'acqua fresca, e con un solo pane. È un'onta per un cristiano, che ha due tuniche,

obliare quello che non ne ha alcuna. Se in vita ci associamo gli uni con gli altri,

quanto più innanzi alla morte (lett. i perituri). Ama l'uomo, impei'occhè siamo tutti

pellegrini, e nulla salverà l'uomo dalla punizione come la carità. Ama l'uomo mentre

sei, non dimorerai a lungo. Quanta è la tua durata di vita sulla terra ? non disper-

derla in cose vane !

Vi è per il saggio un giorno migliore, ed egli gioisce dell'utilità di un solo giorno.

Ma lo stolto disperde la sua vita in un giorno e, venuta la sua fine, non trova nulla

nelle mani.

L'uomo saggio si asterrà dalle parole contumeliose, ma lo stolto pronuncia ogni

sorta di contumelie. L'uomo sarà giudicato dalle parole della sua bocca, imperocché

non saranno dimenticati anche i pensieri del cuore.

Guai all'uomo che oblia se stesso ! Ti fu dato di divinizzarti colle tue opere,

la tua sola negligenza ti farà simile ai demoni ; imperocché essi divennero tali per

la loro negligenza. L'uomo negligente cade in perdizione, impei'ocché quegli che non

ha cura della sua propria salute chi lo vivificherà ? Chi ha cura della sua salute

passa le notti di veglia alle porte della casa di Dio, e non ignorerà le cose che si

leggeranno, chi non conosce le letture, è (come) una bestia. Quegli che attende alla

lettura, non peccherà; e quegli che ama la parola di Dio ama Dio: chi poi lo fa,

diventa l'amico di Dio. Chi va verso il corpo del nostro Signore come ad un festino

(lett. in ebrietà), imta Dio, e chi lo riceverà essendo ebbro, perde la sua stessa vita.

Vi ha un tempo per mangiare e bere secondo una giusta misura. Il tempo poi del

mistero è necessario che si compia con grande osservanza. Quegli che riceve il corpo ed

il sangue di Cristo con purità, riceve una grande sostanza (oTno6 nroTcrd (1)), ed ha

potere di risuscitare i morti. Ma è più facile risuscitare i morti che persuadere un ere-

tico. Imperocché gli eretici non credono a Dio né ai suoi santi, ma alla loro propria

volontà. Ogni volontà poi non proveniente dallo Spmto Santo, conduce all'inferno. Am-

mirabile è il sole nell'alto dei cieli (in excelsis), ma è nulla in confronto alla gloria

di Dio, come (é una tenue facella in confronto ad un vasto incendio) cosi è della

gloria del sole in confronto alla gloria di Dio. Se non é possibile all'uomo guardare

la faccia del sole, che è pure (al confronto di Dio) di cosi poco momento, gli sarà

tanto meno possibile di contemplare la grandezza di Dio , imperocché nessun uomo

vedrà mai in vita la sua faccia, perchè pose, egli disse, la sua abitazione nel sole.

La sua abitazione poi é la luce in verità; se nessuno può contemplare l'essenza del sole

a causa dell'abitazione di Dio che é in esso, ancorché esso sia ben poca cosa in confronto

della gloria di Dio

Imperocché questo (il sole) ha dato il suo calore, e nessun frutto maturerà, né la crea-

2done durerà senza di lui. Imperocché Dio l'ha collocato a dominazione del giorno. Se

dunque la creatura è cosi prestante, di quanto mai non la supera colui che l'ha creata ?

Se le nazioni tutte sono come un bicchiere d'acqua nel mare, a petto della gloria di

(I) Il signor Révillout, invece di OTCfd, legge OTCL'Al e traduce: re^oit une nourriture sublime.
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Dio, tanto più egli è elevato e prestante a petto di tutta la creazione di noi. Im-

perocché Dio è immensurabile e riempie l'universo. Egli (riposa) sui cherubini lasciando

l'universo in timore ; egli è ogni (nostro) desiderio (?). Imperocché chi mai ha potuto

sopportare la soavità di Dio ? Per questa soavità ineffabile i santi lo pregano senza

vederlo

Per questo è detto, chi (sarà respinto) dalla sede della carità ? e chi non desidererà

quella bellezza nascosta nel suo corpo e nel suo sangue ? Per questo anche è chia-

mato il mistero santo. Se uno poi osa ricevere questo, quando non è puro, diverrà col-

pevole del corpo e del sangue del Signore Questa poi è 1' oblazione (é.rió.6iX0(:) a

cui l'uomo partecipa

Un uomo che fa- ingiuria al suo prossimo, non ha alcuna comunione col Salvatore:

uno che oblia il suo prossimo nudo , sarà pure obliato nudo innanzi al tribunale di

Cristo. Chi va all'altare contaminato di adulterio sarà dato alle fiamme eterne impe-

rocché un uomo adultero, . .

(guardate) i vostri occhi da sguardi inutili
,
guardate la vostra lingua dalla maldi-

cenza
;
guardate le vostre orecchie da ascoltare cose vane

;
guardate la vostra bocca

da giuramenti pieni di spavento e di orrore. Ciascuno di voi ponga nel suo cuore la

misericordia verso il suo prossimo, studii ciascuno di osservare i comandamenti, e tro-

verà il modo di andare nella casa di Dio a pregare. Imperocché se noi entriamo nella

casa di Dio, portando i colori del diavolo, come potremo ricevere noi i comandamenti

di Dio? Come pregherai tu nella casa di Dio? o digiunerai col tuo cuore non retto?

colle tue mani non pure ? Imperocché i colori (del diavolo) pesano, e tu non potrai

portare i comandamenti che sono il tesoro pubblico della chiesa. Tu dici : io digiuno
;

tu operi invano. Il corpo pieno di lascivia, il cuore pieno d'impurità, l'anima , .

la lingua piena di maldicenza, le mani piene di sangue, i piedi corrono al vizio (kc^kìó.),

la bocca esulta nella violenza, le orecchie ascoltano cose turpi, tu ami gli istrioni, tu

corri ai piedi degli indovini, tu ti porti presso gli incantatori, tu nutrì i facitori di

filtri (icipjUciKOc), tu ti fai compagno dei bestemmiatori, tu ti mescoli coi crapuloni,

la tua mano si unisce con quella dei rapaci , la nave è tutta carica di ogni sorta

di vizi, e tu dici : io digiuno ! io prego !

Non è forse a causa di tutti questi mali che il Profeta gridò : la casa della

preghiera voi l'avete fatta caverna di ladri. Disse ancora : se voi stendete le vostre

mani a me, io distoglierò gli occhi miei da voi, imperocché le vostre mani sono piene

di sangue. È anche scritto : i vostri digiuni e le vostre contrizioni sono odiate dalla

mia anima. Disse ancora il profeta Geremia : forse un antro di iene è la mia eredità

a me ?

a voi dai Profeti : io ho mandato un in mezzo alle vostre città, io ho

abbruciato le vostre masserizie (1) in mezzo delle piazze, e voi non vi siete conver-

(1) Considerai la parola CdngOT come foi-ma deturpata di C.ó.nQ.O'Vn la parte interna, ciò che

è nell'interno quindi neTflCdn&OT le cose vostre interne, le vostre masserisie.
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titi a me, disse il Signore ; ho colpito i vostri fanciulli e le vostre fanciulle di morte

violenta, e voi non vi siete convertiti a me, disse il Signore ; io ho mandato una malattia

sopra ogni fratto della vostra terra, e tuttavia non vi siete convertiti a me, disse il Signore ;

io ho distrutto voi al modo che distrussi Sodoma e Gomon-a, e tuttavia non vi convertiste

ancora a me, disse il Signore. Tutte queste cose forse non sono su noi sino a questi giorni ?

Ma noi non intendiamo a guisa dello stolto

(p. Lii) Si disse ai tempi antichi (?) della iena, che è un animale immondo, che muta

natura in altra natura, e un tempo è maschio, ed un tempo è femmina. Noi pure, o

fratelli, cangiamo di natura come la iena. Ora corriamo alla chiesa, stendiamo le nostre

mani, preghiamo e digiuniamo, ora corriamo agli indovini, agli incantatori, ai facitori

di filtri, perchè siano a noi di protezione. Come mai, o miei cari, Dio non s'irriterà

contro di noi, e non porterà sopra di noi tutta la sua collera ? Come guarderà i nostri

digiuni e le nostre preghiere ? Non è forse a causa di queste male azioni (?) che Dio

gridò a noi per mezzo del profeta Geremia : forse che non H visiterò ? disse il Signore,

di una nazione di tal fatta l'anima mia non farà vendetta ? Qual è dunque la ven-

detta che Dio prenderà di noi, se non ci pentiamo come

(p. lui) La penitenza in verità trionfa di tutti i peccati. 11 segno della penitenza è

il pianto. 11 pianto poi asterge i peccati. Istruisci tuo figlio, acciocché non si faccia

compagno del peccatore, e progredirà secondo la tua volontà. Cerchi l'istruzione dai

dottori della chiesa, ed imprima (lett. vegga) in se i loro ammaestramenti. Fa gustare

alla tua bocca la parola di Dio, e cammina coi saggi. Non fare che la tua bocca

prenda gusto a giiu-are, e non oltraggiare l'immagine di Dio (o chi è fatto all'immagine

di Dio). Ricerca la benedizione, e sia la benedizione nella tua bocca. Non offendere

mai alcun uomo ; e se vuoi che nessuno ti insulti, tu pure non insnltare. Onora il

vecchio e lasciagli il posto perchè segga. Sii rispettoso con tutti, e nessuno si adirerà

con te. Non dare molestia ad alcun uomo, e non domandare due volte al ricco. Avendo

del pane, dividilo col tuo prossimo. Visita gli infermi, e va (p. Liv) a visitare i carcerati,

se anche tu sei ricco, compi il tuo servigio sacro de' tuoi piedi. Sii simile ad Abramo

che aveva molti possedimenti, e per la sua ospitalità fu fatto degno di condividere il

cibo con Dio.

Innanzi poi d'ogni cosa sii misericordioso, acciocché sia usata misericordia con te.

Il governatore della città ha sue tutte le cose che sono nella città, per questo

a lui non conviene essere geloso di alcuno. Se poi uno è ricco, deve ancor più essere

fedele, ed attendere alla chiesa. Dio ama quelli che hanno pietà dei poveri nudi, al

pari di coloro che costruiranno un santuario (Tonoc) al suo nome. Un ricco che abbia

pietà dei poveri, questi è un ricco innanzi a Dio. Il povero si rallegra se il ricco gli

rivolge la parola, poiché spera ristoro da lui. Conviene piuttosto al ricco essere lieto di

incontrarsi col povero, e gioire di farsi compagno ad un uomo di Dio. (p. Lv) L'arconte

saggio ha sua la ricchezza del mondo
;
parimente il povero saggio ha sua la ricchezza

dell'altra vita (iÀnKediujn), che è il regno dei cieli.

Terribile è Dio nella sua gloria. La gloria di Dio riempie il mondo. Chi si oc-

culterà a' suoi occhi ? Lo stolto crede che nessuno lo conoscerà. Egli ignora che tro-

vasi nella vita come ad un convito ! Temi Dio, o uomo ! e servilo colla tua buona

volontà ( npogcirpecHc) ; aprigli la tua mente, ed invocalo per la misericordia dei

Serie II. Tom. XXXVI. 23
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poTeri. Dà il tuo pane agli affamati, ed affrettati alla chiesa , e porgi la mano al

povero ogni giorno, e dà a lui secondo il tuo potere. Fa la tua offerta nella casa di

Dio, e le primizie dei prodotti affrettati a portarli al sacerdote. Dona per la tua anima,

mentre vivi, imperocché quando Tuomo muore, la sua parola non permarrà ....
(p. LTi) Sii propenso al povero, perchè non è felice. Che cosa sarà del ricco, che pone

oro sopra oro, sino a che arrugginisca, e riempie i cofani di vesti sino a che siano

tarlate ? Perciò, o miei cari, siccome sappiamo che la volontà di Dio è per la mise-

ricordia, amiamola ; la misericordia, disse, è lodata sopra la giustizia ; imperocché, disse,

beati i misericordiosi, perché sarà loro fatta misericordia. 11 Signore Gesù disse: siate

misericordiosi
,
perchè misericordioso è il padre vostro. Non giudicate e non sarete

giudicati, non condannate e non sarete condannati, perdonate e sarete perdonati, donate

e vi sarà donato. Una misura buona, copiosa, compatta, trabocchevole sarà versata

nel vostro seno, imperocché colla misura con cui misurerete, sarete misurati.

Di ciò sia gloria a Dio sino alla fine dei secoli. Amen.

(P. Lvii) IL SINODO DI NICEA SULLA FEDE SANA

LA FEDE STABILITA IN NICEA DAL SANTO SINODO

Noi crediamo in un Dio solo. Padre onnipotente, creatore delle cose che vediamo

e di quelle che non vediamo ; ed in un Signore solo Gesù Cristo, Figlio di Dio, che

è generato figlio unico dal Padre, cioè dalla sostanza del Padre. Dio di Dio, luce di

di luce, Dio vero di Dio vero, che é stato generato e non creato, consustanziale col

Padre suo
,
per cui furono fatte tutte le cose che sono nel cielo e sulla terra , che

(p. Lviii) per noi uomini e per la nostra salute è disceso, prese carne, patì e morì e

risuscitò nel terzo giorno, e salì al cielo, d'onde verrà a giudicare i vivi ed i morti,

e (crediamo) nello Spirito Santo.

Coloro che dicono che egli (il Figlio) è (esiste) un tempo, e non è (non esiste)

un altro tempo, perchè prima di essere generato non esiste , od esistette da ciò che

non è o da un'altra sostanza o da un' altra essenza , dicendo che il figlio di Dio è

mutabile ed alterabile, costoro certamente anatematizza la Chiesa cattolica ed apo-

stolica (p. Lix), fuori di questa fede santa che fu stabilita nella città di Nicea dai

nostri padri, che la stabilirono, perchè fosse di luce ai fedeli per conoscere le parole

che furono ivi confessate dai vescovi, che erano in numero più di trecento e diciotto,

piuttosto dal sinodo dell'universo.

Secondo poi la fede che fu primieramente stabilita, noi anatematizziamo la fede

di Sabellio che dice : lo stesso è Padre e Figlio e Spirito Santo ; imperocché erra

dicendo che il Padre è anche Figlio ed il Figlio è anche Padre , e così pure è lo

Spirito Santo, cosicché è una persona sola con tre (p. Lx) nomi. Queste cose sono
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straniere alla fede. Imperocché il Padre lo viconosciamo Padre, ed il Figlio è Figlio,

e (così) lo Spirito Santo, un regno solo ed un'essenza sola.

Noi poi anatematizziamo anche la (fede) di Potino dicente, che il Figlio esistette

da Maria in poi, ma che prima non esistette, e solo si parlò prima di lui profetica-

mente nelle Sacre Scritture ; dicendo pure che egli esistette da Maria in poi sola-

mente secondo la sua divinità. Queste cose noi riconosciamo straniere alla fede. Im-

perocché il Figlio è col Padre suo in ogni tempo
;

quando fu generato egli era ed

era col Padre suo (p. LXi) al modo, che è scritto nelle (Sacre) Scritture. Imperocché

non vi fu un tempo in cui il Figlio non era, ma in ogni tempo ed il Padre è col

Figlio suo, ed il Figlio col Padre suo. Imperocché é impossibile che il Padre sia senza

Figlio dm-ante un tempo, e che sia poscia chiamato Padre come per accrescimento
;

ma il Padre é Padre iu ogni tempo, al modo che noi prima dicemmo ; imperocché (il

Figlio) non è un compagno, ma quando fu generato era col Padre suo nel modo clie

prima scrivemmo. Queste cose noi diciamo del Padre e del Figlio. In quanto poi allo

Spirito Santo noi crediamo così : egli è uno spirito divino, uno spirito (p. lxit) per-

fetto, paraclito, increato, inaccessibile, che parlò per la legge coi Profeti e cogli Apo-

stoli, che discese sul Giordano.

In quanto all' umanità del Figlio, noi crediamo in questo modo : egli prese (il

corpo) d'uomo perfetto da questa generatrice di Dio, Maria, per opera dello Spirito

Santo, e non dal seme dell'uomo, a Dio non piaccia! (juHrenoiTo) ma dallo Sinrito

Santo nel modo che è scritto nei Vangeli. Portò corpo ed anima in realtà e non in

apparenza od in idea. Imperocché così venne a salvare gli uomini compiutamente,

(p. LXiii) Ed inoltre patì, lo vilipesero, (morì) (1) e lo seppellirono e risuscitò al terzo

giorno, e salì al cielo e sedette alla destra del Padre, avendo divinizzato l'uomo, che

portò al cielo ; e verrà a giudicare i vivi ed i morti. Queste cose tutte dice di lui

la Scrittura nelle profezie. Imperocché come si è parlato di una creatura, non avranno

affeiTato le moltitudini di testimonianze. Ma parlano del Figlio di Dio perfetto, e sta-

biliscono ciò che deve far intendere la perfezione della sua incarnazione (?).

Noi poi anatematizziamo ancora quelli che non confessano . . .

Il primo frammento contiene il principio di una lettera scritta del Concilio di

Nicea. Le poche parole che ancora ci rimangono dicono : « Lettera fatta (scritta) in

Nicea dal Sinodo santo. » 1 vescovi poi furono detti essere più di trecento diciotto

nel loro numero. Essendo i fratelli venuti •

In questo piccolo frammento la parola aOTO (più) fu aggiunta dopo e scritta,

come si vede anche nella mia trascrizione, sul margine ; e noi troviamo la spiegazione

di questa correzione nella lettera dell'arcivescovo Enfino, conservata in un papiro copto

(I) Il signor Révillout tiene corno errata la forma dTCOcyq e vi sostituisce dTdcyq che traduce:

il a été crucifié: ma parmi che possa anche stare la forma dlPCOcycj e che l'autore copto abbia

voluto con questo verbo (CCUUJ ignominia afficere, mlipendere) segnalare meglio gli insulti e la pena

ignominiosa inflitta al Divin Salvatore; si concilia inoltre colla sentenza posta in bocca di S.Francesco

dal Bossuet: « Giacché il Signore non ci giudica degni di tanta gra/.ia andiamcene , o fratello, a ter-

minare i nostri giorni nel martirio della penitenza e cerchiamo tal sito ove ci sia concesso bere a

lunghi sorsi la ignominia della Croce ; » e col « Disonor del Golgota » del nostro Manzoni.
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del Museo Vaticano, pubblicata nel catalogo dello Zoega. In questa lettera dopo aver

detto, con le stesse parole del nostro frammento (1), che i vescovi che presero parte

al Concilio di Nicea erano più di 318, prosegue: « Noi udimmo al tempo del Sinodo

« che quando si numeravano i vescovi seduti sui loro troni erano trecento diciotto,

« ma numerandoli quando sorgevano in piedi , ne trovavano trecento dicianove , uno

« cioè di più. E però non si potè mai in alcun modo verificare quale fosse il loro

« vero numero , né conoscere il nome di quest' ultimo , perchè quando si veniva nel

« numerarli a lui, egli prendeva le sembianze del suo vicino. Fu quindi rivelata la

« cosa a taluni essere lo Spirito Santo il trecentesimo decimo nono , che li aiutava

« a stabilire la fede retta. Per la qual cosa fu detto essere stato il loro numero

« più di 318. »

Il secondo frammento dice: Parimente un esegesi che pronunziò il padre Ata-

nasio, arcivescovo di Alessandria sulla nascita del nostro Signore Gesù Cristo nel

giorno ventinove (del mese) di "xoi&k (2).

Questa stessa data è ripetuta nel terzo frammento ove si legge che la nascita

del nostro Signore Gesù Cristo fu ai ventinove di xoidK, all'ora settima della notte

e fu battezzato all'ora decima della notte dell'undici del mese di Tohe (il nostro gen-

naio) da Giovanni Battista, e fu preso dai Giudei il giorno dieci del mese di Par-

mouti (il nostro aprile).

Il quarto frammento versa sull'efficacia della preghiera e del digiuno. La parte

ancora leggibile dice : (1. 8) o digiuno e preghiera, la tromba che chiama i morti a

sorgere ; o digiuno e preghiera, la scacciatrice di tutti gli spiriti malvagi , come in-

segna a noi il Salvatore colla sua dottrina nell'Evangelio allorché i suoi lo interro-

garono sul demonio dicendo : non lo potremo noi respingere ?

Kispose il Maestro di verità insegnando a' suoi discepoli in qual modo si possa

scacciare questo demone, disse : questa razza (renoc) non può cacciarlo se non colla

(1) eneiiH dTZOOC ze rienrcKonoc ceeipe ngOTO ecyjunxtyejìJinTajAiiHn

gri xeTHne. nrepe necnHT ze. S'.uk enKO-iirTcìTcun noTcon &. gnnog, gn
nn<i?^A<iTion tydze jùm necnHT. ze dncuT** ze iineoToeity nTCTnao^oc
epyjcin neniCKonoc thj)ot gJAOOc gr neTOfionoc nceonoT cydT(Jen ajjLinTLue

jTrtTujAtHn neniCKonoc eTa«.ooc arzn neToponoc GTajd.nTUJOTn te nced.-

gepciTOT cydTojn ujM.nTcye AAnTipic fsixó.f eTo ngoTO nord. . exSe ndr

AAnoTGcu neg nga-S e6o?\ ze othp ne neTZcuK . otte nexo ngOTO jutnoTeiJUie

eneqpdn - ci.'h'hó. eTiydnncug epo-j eTwn cyd-jzi nerne juneTgrTOTcutj . «nrtcd

edH ^e Mnga!6 d ngLuS 6'jShn c6o>\ egoine ze nennd eTOTddfi ne njueg

('jjITnTLye) «TtTiJric erjnjiij«.dT eq-j- nrooTOT eTXdgo epdrc ftTniCTfc

eTCOTTtL'n . exSe ndV dTZOOc ze gOTO ecuiinTcue «.nTujjuHn . V. Lénormant,

Fragmenta versionis copticae libri S'jnodici de j:rimo Concilio aecumenico Niceno (p. 19), Parisiis, 185L'.

(2 XOtdK era il quarto mese dell'anno egizio che coraiaciava col mese di eo) r.TT, il cui primo

giorno corrispondeva al quarto del nostro mese di settembre e quindi il 29 di Koiah ai 25 del nostro

dicembre. V. Tukius, Rudimenia linguae coptae, p. 391-392.
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preghiera e col digiimo: il digiuno e la preghiera aiutano quelli che sono in . . .

Cristo in cui ponemmo ogni nostra cura.

A voi pure, o figli miei santi . innanzi ad ogni cosa comando cH ricorrere alla

preghiera con fede, ed al digiuno che ci lia custoditi in ogni luogo in cui andammo.
La preghiera ed il digiuno ci hanno illuminato in mezzo alle tenebre, il digiuno ha
aperto le porte della prigione, ci ha condotti a salvezza in mezzo a tutti i popoli.

preghiera e digiuno scudo

preghiera e digiuno, annona a coloro che sono nella famina, la preghiera ed il

digiuno hanno vestito i nudi in mezzo al gelo

Quinto frammento. In questo frammento sono condannati specialmente quei Cri-

stiani che ricorrono ai maghi ed alle loro arti.

Per questo (dice il testo a linea 13), adunque quegli che oserà dare il corpo

ed il sangue di Cristo ad un mago, pecca e si fa simile a Giuda. Imperocché questi

avendo fatto ciò che ha fatto, consegnò il nostro Signore Gesù Cristo nelle mani

d'uomini peccatori una volta, ed avendo riconosciuto ciò che ha fatto, giudicò se stesso

non essere più degno di vivere, e si appese e morì. Ma colui (che ricorre ai maghi)

è più malvagio dei demoni, profanatori del corpo di Cristo. Imperocché i demoni. .

Cristo il santo di Dio. Ed essendosi rimproverato

Il mago poi lo conosce e grida al demonio : ubbidiscimi ! Né questo solo, ma si cinge

di una veste per persuadere i semplici a commettere cose abbomi-

nevoli. Per questo è maggiormente malvagio ed indegno di venire alla vita ....

E facile adunque parlare con un'idolatra più che parlare con un mago. Imperocché

quegli se é degno di un dono ....

Non avere adunque comunione con un'arte odiata da Dio e dagli uomini e non . .

Sesto frammento. Di questo frammento ecco quanto potei decifrare: (linea 4) . .

Imperocché (liberati) da simile prigione, la tristezza fuggì, i veementi dolori cessarono,

l'agitazione delle onde del mare diminuì, le navi sante approdarono al porto della

salute, il provvido pastore raccolse le pecore -nel loro sicuro ovile, furono le fiere

malvagie inseguite e cacciate, i rettili velenosi si nascosero nelle loro tane, piene di

i lupi, dilaniatori delle anime, si nascosero nelle loro dimore tenebrose, i barbari si

conturbarono e fuggirono dal re Cristo

La Chiesa pure fu coronata (dCCTe^dnoT), i vescovi fecero festa, i sacerdoti si ral-

legrarono, i diaconi presero fiducia (ndpgHCid^e), le vergini Cantarano i loro inni,

i monaci dissero i loro salmi, i vecchi si adunarono nel loro santo Sinedrio, e reci-
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tarono le loro odi spirituali , ed il suono si diffuse nella casa santa. La virtù del

digiuno, fatta madi'e della Chiesa, attorniò nella sua danza (doxopGTe) i suoi figli.

Io scrivo dunque a voi, o miei figli e mie figlie dilette, io mi rallegro nel Signore,

e gioisco nel mio spirito, io abbraccio voi tutti in un abbraccio senza fine, pieno di

pace ; i fratelli tutti che sono con me . vi salutano nel Signore , i cori dei vescovi

santi

' Settimo frammento. Quest" ultimo frammento contiene due piccoli brani di un

testo ; nel primo è detto che « essi stessi udirono che il re esigilo (lui) a causa degli

Ariani » le altre poche parole che seguono, suonano : « tosto corse a lui, . . . .

abbracciommi. Io poi lo rialzai e lo abbracciai »...

La traduzione del secondo brano è

innanzi a te, o uomo potente nella fede di Cristo, ti conceda la sua pace in ogni

luogo, atleta della verità !

Dicendo poi queste cose il santo uomo, ecco io vedo Cristo parlante colla sua

bocca. Poscia mi accolse dentro. Al domani mandò i fratelli chierici al vescovo Gen-

nadio
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