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Ubungsaufgaben

AUFGABE 8.1. Zeige, dass die folgenden priadikatenlogischen Ausdriicke all-
gemeingiiltig sind.

(1)
(2)

VaVyVz((r =y ANy =2) >z = z2).

(Vza) — «
(wobei « ein Ausdruck ist).

(3)

a1 N\ ag N\ ag — 6,
wobei aq, ag, ag die Gruppenaxiome sind und
B:=Vz(Ve(zz =xNzz=12) > 2=¢)

1st.

AUFGABE 8.2. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und f € S ein n-
stelliges Funktionssymbol. Zeige, dass der Ausdruck

Jy((fry...xn=y) AV2((fr1... 00 =2) > y=2))

allgemeingiiltig ist.

AUFGABE 8.3. Es seien py,...,p, Aussagenvariablen und /1, ..., 8, pradika-
tenlogische Ausdriicke. Zeige, dass man, wenn man in einer allgemeingiiltigen
aussagenlogischen Aussage «, in dem keine weiteren Aussagenvariablen vor-
kommen, jedes Vorkommen von p; durch ; ersetzt, einen allgemeingiiltigen
pradikatenlogischen Ausdruck erhélt.

AUFGABE 8.4. Axiomatisiere den Korperbegriff in einer geeigneten Sprache
erster Stufe.

Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfungen (genannt Ad-
dition und Multiplikation)

+: A xK—Kund -: K x K — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.



(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b, ¢ € K gilt: (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a + b=+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be K mit a+b=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=1b"-a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir allea € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mit a-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a-(b+c¢) = (a-b) + (a-c).

AUFGABE 8.5. Axiomatisiere den Begriff eines angeordneten Korpers in einer
geeigneten Sprache erster Stufe.

Ein Korper K heiit angeordnet, wenn es eine totale Ordnung ,>“ auf K
gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c (fir beliebige a,b, c € K)
(2) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € K)

erfiillt.

AUFGABE 8.6. Sei S ={0,1,+, -, >} die Symbolmenge fiir einen angeordne-
ten Korper. Zeige

R#Vm‘v’y(mZyHﬂz(x—y:zz))

und
QlZﬂ(VxVy(ac2y<—>5|z(x—y:zz))) .

Uber den reellen Zahlen kann man also das Symbol > mit anderen Symbolen
ausdriicken.

AUFGABE 8.7. Sei S = {0,1,+,-,>} die Symbolmenge fiir einen ange-

ordneten Korper und f ein einstelliges Funktionssymbol. Formuliere iiber
S" = SU{f} folgende Eigenschaften.

(1) Die Stetigkeit von f.
(2) Die gleichméBige Stetigkeit von f.
(3) Die Differenzierbarkeit von f.

Gesucht ist also ein Ausdruck o aus L% mit der Eigenschaft, dass « in einer
Interpretation von S’ (gegeben durch einen angeordneten Korper K und eine
Funktion f: K — K) genau dann gilt, wenn f stetig ist.
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AUFGABE 8.8. Zeige, dass die Polynomfunktionen in einer Variablen iiber
einem angeordneten Korper stetig sind. Formuliere diese Aussage iiber dem
Symbolalphabet S = {0, 1, +, -, >} fiir Polynome eines festes Grades.

AUFGABE 8.9. Sei S = {0,1,+,-,>} die Symbolmenge fiir einen ange-
ordneten Korper und f ein einstelliges Funktionssymbol. Formuliere iiber
S" = SU{f} die Aussage des Zwischenwertsatzes.

AUFGABE 8.10. Sei S = {0,1,+, -, >} die Symbolmenge fiir einen angeord-
neten Korper. Formuliere {iber S die Aussage des Zwischenwertsatzes fiir
Polynome vom Grad d.

In welchem Zusammenhang stehen die beiden vorstehenden Formulierungen?

AUFGABE 8.11. Es seien aq, as, a3 die Gruppenaxiome und
a = Ve(Vy(Vz(puyr =eANpxy =eANpze =e A purz =€ — y = 2))),

also die Aussage, dass das inverse Element eindeutig bestimmt ist. Zeige,
dass «a aus keiner echten Teilmenge I' C {ay, ao, a3} folgt.

AUFGABE 8.12. Es sei I' eine Ausdrucksmenge und « ein Ausdruck in einer
Sprache erster Stufe. Zeige, dass I' F « genau dann gilt, wenn I'U {—a} nicht
erfiillbar ist.

AUFGABE 8.13.*
Formuliere die Injektivitét fiir eine Abbildung
f: D—Z7

pradikatenlogisch mit Hilfe der Verwendung von Sorten.

AUFGABE 8.14. Formalisiere mit dem Symbolalphabet S = {f, g}, wobei
f, g einstellige Funktionssymbole sind, die Aussage, dass die Hintereinander-
schaltung von injektiven Abbildungen zwischen Mengen wieder injektiv ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 8.15. (2 Punkte)

Formalisiere mit dem Symbolalphabet S = {f, g}, wobei f, g einstellige Funk-
tionssymbole seien, die Aussage, dass die Hintereinanderschaltung von sur-
jektiven Abbildungen zwischen Mengen wieder surjektiv ist.

AUFGABE 8.16. (2 Punkte)

Welche der folgenden pridikatenlogischen Ausdriicke sind allgemeingiiltig
(x,y seien Variablen)?



AUFGABE 8.17. Es sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Bestimme, welche
der folgenden Ausdriicke untereinander dquivalent! sind.

(1) VaJy(fr =y),
(2) VaTz(fzx = z),
(3) Jz(fx = x).

AUFGABE 8.18. Es seien u, x,y, z Variablen und f, g einstellige Funktions-
symbole. Bestimme, welche der folgenden Ausdriicke untereinander dquiva-
lent sind.

a)

(1) Vavy((fz = fy =z =y) A9z = gy — & =y)),
(2) VaVy(fr = fy — 2 = y) AVaVy(gz = gy — v =y),
(3) VaVyVuVz((fr = fy = 2 =y) A (gu = gz = u = 2)).

Ve3y(fy = x) AVz3y(gy = ),
Vady (fy =z A gy = ),

(1)
(2)
(3) VzIyVudz(fy =z A gz = u),
(4) VaVudy3z(fy = x A gz = u).

AUFGABE 8.19. (2 Punkte)

Zeige, dass die Kommutativitdt der Addition aus den iibrigen Kérperaxiomen
folgt.

Tipp: Zeige zuerst, dass Ox = 0 ist.

AUFGABE 8.20. (2 Punkte)

Sei S ={0,1,+,-, >} die Symbolmenge fiir einen angeordneten Kérper und
f, g zwei einstellige Funktionssymbole. Formuliere iiber S" = S U {f, g} die
Aussage, dass die Hintereinanderschaltung von zwei stetigen Funktionen wie-
der stetig ist.

AUFGABE 8.21. (3 Punkte)

Formuliere ein pradikatenlogisches Axiomensystem fiir einen metrischen
Raum iiber einem angeordneten Kérper mit Hilfe von Sortenpradikaten.

1Zwei Ausdriicke o und 8 heiBen dquivalent, wenn a <> 3 allgemeingiiltig ist.



