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Ubungsaufgaben

AUFGABE 14.1. Zeige durch ein Beispiel, dass Lemma 14.5 ohne die Voraus-
setzung, dass eine surjektive Terminterpretation vorliegt, nicht gelten muss.

AUFGABE 14.2. Es seien S C S’ Symbolalphabete und seien L° C L5 die
zugehorigen Sprachen Es sei

rcrs
eine Ausdrucksmenge.

(1) T' sei widerspruchsfrei. Ist dann auch I', aufgefasst in L%, wider-
spruchsfrei?

(2) T sei maximal widerspruchsfrei. Ist dann auch T, aufgefasst in L%,
maximal widerspruchsfrei?

AUFGABE 14.3. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehérige Sprache
und 7" die zugehorige Termmenge. Es sei

rcirs
eine Ausdrucksmenge. Zeige, dass durch

s 2p t genau dann, wenn [(s) = I(¢) fiir jede Interpretation mit I E T’

eine Aqui\ialenzrelation auf T definiert wird. Wenn man I vergrofiert, werden
dann die Aquivalenzklassen grofier oder kleiner?

AUFGABE 14.4. Es sei S ein Symbolalphabet, T die zugehotrige Termmenge
und L° die zugehorige Sprache. Es sei I' C L® eine Ausdrucksmenge. Zeige,
dass die formale Aquivalenzrelation ~p aus Konstruktion 14.7 die semanti-
sche Aquivalenz 2 aus Aufgabe 14.3 impliziert.

AUFGABE 14.5. Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehorige Sprache.

Zeige, dass zu
=190
die in Konstruktion 14.7 eingefiihrte Aquivalenzrelation die Identitét ist.
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AUFGABE 14.6. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehorige Sprache.
Die Ausdrucksmenge I' bestehe aus = = y, wobei x, y veschiedene Variablen
seien. Zeige, dass zwei Terme s,t genau dann dquivalent im Sinne von Kon-
struktion 14.7 sind, wenn es eine Kette von Termen

lo=8,t1,t2, ... L1, 1y =

derart gibt, dass beim Ubergang von t; nach t;; genau ein Vorkommen von
x (bzw. y) in ¢; durch y (bzw. z) ersetzt wird.

In der folgenden Aufgabe sollen die Variablen zi,...,z, verschieden sein.
Dennoch gibt es zwei Interpretationen fiir Teil (2), die aber inhaltlich dqui-
valent sind.

AUFGABE 14.7. Es sei S ein Symbolalphabet und L® die zugehorige Sprache.
Es sei [ € L° eine Ausdrucksmenge. Zu fixiertem n € N, sei F,, die Menge
der n-stelligen Funktionssymbole. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Durch
f=g, falls I(f) = I(g) fiir alle Interpretationen I mit I E T’

wird eine Aquivalenzrelation auf F,, definiert.
(2) Durch

f~g, falls -V Vo, .. Vo, fry... 2, =921 ... 2,

wird eine Aquivalenzrelation auf F, definiert.

(3) Die Aquivalenzrelation ~ impliziert die Aquivalenzrelation 22,

(4) Es sei ~ die zu T' gehorende formale Aquivalenzrelation auf der
Termmenge im Sinne von Konstruktion 14.7. Dann gilt fiir Terme
s1 ~ty,..., 8, ~ t, und Funktionssymbole f, g € F,, mit f ~ g die
Beziehung

fs1...8, ~ gti...1,.

AUFGABE 14.8. Es sei o € L° ein atomarer Ausdruck, der zugleich eine
Tautologie ist, also F a. Zeige, dass a gleich s = s mit einem S-Term s ist.

AUFGABE 14.9. Bestimme den Rang der folgenden Ausdriicke.

(2) dza = fa,
(3) (mRzy A ffr=c) — (3xa = fx),
(4) (VyRzxy) — (Jxa = fz).

AUFGABE 14.10. Zeige durch Induktion iiber den Aufbau der Ausdriicke,
dass sich bei einer Termsubstitution der Rang eines Ausdrucks nicht dndert.
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AUFGABE 14.11. Warum fiithrt man im Beweis zum Satz von Henkin nicht
Induktion iiber den Aufbau der Ausdriicke?

AUFGABE 14.12. Das Symbolalphabet S bestehe aus einer einzigen Variablen
x und einem einzigen einstelligen Relationssymbol P. Zeige, dass zu einer
Interpretation I die Giiltigkeitsmenge I© C L° keine Beispiele enthalten
muss.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 14.13. (3 Punkte)

Es sei I' eine Menge an S-Ausdriicken (iiber einem Symbolalphabet ), die
folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) Fiir jeden Ausdruck « ist o € I oder - € T.
(2) Aus I' F « folgt @ € T', d.h. T" ist abgeschlossen unter Ableitungen.
(3) T ist widerspruchsfrei.

Zeige, dass I' maximal widerspruchsfrei ist.

AUFGABE 14.14. (4 Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet und L° die zugehorige Sprache. Es seien s,t
verschiedene Terme. Zeige, dass es eine S-Interpretation I mit

I(s) # 1(1)
gibt.

AUFGABE 14.15. (8 (1+3+1+3) Punkte)

Es sei S ein Symbolalphabet und L*® die zugehorige Sprache. Es sei I' C L*
eine Ausdrucksmenge. Zu fixiertem n € N, sei R,, die Menge der n-stelligen
Relationssymbole. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Durch
P =@, falls I(P) = I(Q) fiir alle Interpretationen I mit [ T’

wird eine Aquivalenzrelation auf R,, definiert.
(2) Durch

P~Q, fallsI' - Vo Vo, .. . V2r,Pry... 2, < Qx1 ... 2,

wird eine Aquivalenzrelation auf R, definiert.
(3) Die Aquivalenzrelation ~ impliziert die Aquivalenzrelation 2.



(4) Es sei ~ die zu T' gehorende formale Aquivalenzrelation auf der
Termmenge im Sinne von Konstruktion 14.7. Dann gilt fiir Terme
s1 ~ t1,...,8, ~ t, und Relationsssymbole P,Q) € R, mit P ~ @
die Beziehung

Fl—Pslsn<—>Qt1tn

AUFGABE 14.16. (2 Punkte)

Bestimme den Rang der folgenden Ausdriicke.

(1) gry =,

(2) Yxger = gax,

(3) (=PzV ggryy = gee) — (3xPx),

(4) (VyPy) — (=3zgcx = gegex A ¢ = c).



