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Ueber die Transformation der elliptischen Functionen bei
zusammengesetztem Transformationsgrade.

Von
L. KieperT in Hannover.

Bei den Untersuchungen iiber Transformation der elliptischen
Functionen hat man sich, was die wirkliche Ausfithrang der Rech-
nungen betrifft, bisher meist auf den Fall beschrinkt, wo der Trans-
formationsgrad n eine Primeahl ist. Man unterliess es, die susammen-
gesetsten Ziahlen noch besonders zu behandeln, weil man im Allgemeinen
eine Transformation vom Grade ab erhilt, indem man zuerst eine
Transformation a'*® Grades und dann eine Transformation bte» Grades
ausfiihrt.

Ausserdem hiufen sich bei den bisher gebriuchlichen Methoden
die Schwierigkeiten, welche die Ausfithrung der numerischen Rech-
nungen bietet, ungemein, wenn 7% eine zusammengesetzte Zahl ist,
weil dann der Grad der Modulargleichungen noch schneller wichst als
der Transformationsgrad. So ist z. B. ftir » = 30 bei Anwendung der
Jacobi’schen Bezeichnungen der Grad der Modulargleichung zwischen
% und v in Bezug auf jede dieser beiden Veriinderlichen gleich

@+1) B41) B+1) = 72.

Trotzdem ist diese Beschrinkung des Transformationsproblems auf
Primeahlen eine schidliche gewesen, denn erstens gewinnen die alge-
braischen Beziehungen, welche bei, dieser Aufgabe auftreten, erhthtes
Interesse, wenn man zusammengesetzte Werthe von % beriicksichtigt,
und zweitens gewihren diese algebraischen Beziehungen auch Mittel,
um die Rechnungen, welche fiir die Transformation vom Grade ab
nothwendig sind, wesentlich einfacher zu gestalten als bei dem oben
angedeuteten schrittweisen Vorgehen. Diese Mittel sollen in der hier
folgenden Abhandlung angegeben werden,

Es besteht némlich zwischen der absoluten Invariante J*) der

*) Die Bezeichnung J ist von Herrn Klein in seiner Abhandlung: ,,Ueber die
Transformation der elliptischen Functionen und die Aufldsung der Gleichungen
finften Grades“ (Math. Annalen, Band X1V, S. 111—172) eingefithrt worden.
Dabei ist

g’a
= g —2ig’
wo g, und g, die von Herrn Weierstrass benutzten Invarianten sind.
Mathematische Annalen. XXXII. 1



2 L. Kiepzar.

gegebenen elliptischen Function und der absoluten Invariante J der
transformirten Function eine Gleichung, deren Rang?*) g leicht bestimmt
werden kann und im Verhiltniss zum Grade dieser Gleichung klein
ist. Deshalb giebt es nach bekannten Sitzen aus der Algebra Hiilfs-

grossen §, welche dem Rationalititsbereiche (J, J) angehdren (d. h.

welche rationale Functionen von J und J sind), und die Eigenschaft
besitzen, dass die Gleichungen
(1) FE,J)=0 und F,(§,J)=0,
welche zwischen § und J, bez. zwischen & und J bestehen, in Bezug
auf J und J von niedrigerem Grade sind als die Gleichung zwischen
J und J.

In den Fillen, wo ¢ = O ist, d. b. in den Fillen, wo n eine der
Primzahlen

2,3,5,1, 13,
oder eine der zusammengesetzten Zahlen
4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25

ist, kann man sogar J und J als rationale Functionen einer solchen
Hiilfsgrosse £ darstellen, und zwar fanden Herr Klein in der oben
erwihnten Abhandlung und Herr Gierster in einer daran anschliessen-
den ,Notiz iiber Modulargleichungen bei zusammengesetztem Trans-
formationsgrade‘‘ (Math. Annalen, Band X1V, S. 537—544) eine solche
Darstellung auf rein algebraischem Wege.

Eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens fiir die Fille, in denen
der Rang ¢ =1 ist, lag sebr nahe. Da giebt es solche Hiilfsgrossen

t, fir welche die Gleichungen (1) in Bezug auf J und J nur noch
vom sweiten Grade sind. Die Auflosung der Gleichung (1) liefert

dann eine Darstellung von J und J als rationale Functionen von § und
von einer Quadratwurzel aus einer Function dritten oder vierten Grades
von ¢ Die Versuche aber, eine solche Hillfsgrosse £ auf reim alge-
braischem Wege zu finden, waren trotz der eifrigsten Bemiihungen
ganz vergeblich. Erst durch Mittel, welche die Theorie der elliptischen
Functionen selbst bietet, ist es mir gelungen, diese Aufgabe fir
@ =1, und ebenso die grosseren Werthen von ¢ entsprechende Auf-
gabe zu 1dsen**).

¥) Die Bezeichnung ,,Ramg‘* riihrt von Herrn Weierstrass her und ist
gleichbedeutend mit dem Ausdruck ,,Geschlecht, den Clebsch einfithrte, Die
Zahl ¢ hat hier also denselben Werth wie bei Riemann die Zahl p.

*#) Die gzahlreichen weiteren Arbeiten, welche Herr Klein und seine Schiiler
iiber Transformation der elliptischen Functionen verdffentlicht haben (vergl. ins-
besondere das Referat in Bd. 26 dieser Annalen, S. 455—464), kommen fiir diese
Entwicklungen nicht unmittelbar in Betracht, insofern es sich in ihnen nur gans
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Fir ¢ =2 z. B. giebt es nach Riemann (Seite 116 der ges.
Werke) solche Hiilfsgrossen §, fiir welche die Gleichungen (1) in Bezug

auf J und J nur vom sweiten Grade werden, und andere Hiilfsgrossen
7, fir welche die Gleichungen

@ Fy(7,J)=0 und Fy(y, J)=0

in Bezug auf J und J vom dritlen Grade sind. Hierbei besteht
zwischen & und 7 eine Gleichung, welche in Bezug auf § vom dritien
und in Bezug auf 7 vom sweiten Grade ist. Ausserdem sind nicht nur
¢ und % rationale Functionen von J und J, sondern auch J und J
sind rationale Functionen von £ und n, oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, sie sind rationale Functionen von § und von der Quadratwurzel
aus einer Function fiinfien oder sechsten Grades von .

Ist ¢ > 2 und gerade, so kann man den Grad der Gleichungen

(1) nach Riemann auf -;—(o+2), und ist ¢ > 2 and wungerade, so
kann man den Grad auf % (¢ + 3) herabdriicken. In besonderen

Fillen erniedrigt sich der Grad der Gleichungen (1) sogar noch weiter.
Eine solche Hiilfsgrosse § moge in dem Folgenden ein ,, Parameter

und der Grad der Gleichungen (1) in Bezug auf J und J moge der
,yCharakier des Parameters { genannt werden.

Gelingt es also, Parameter mit moglichst niedrigem Charakter zu
bestimmen, so erkennt man ohne Weiteres, wie sehr das Transforma-
tionsproblem dadurch vereinfacht werden kann, denn der Grad der

Gleichungen, durch welche die Beziechung zwischen J und J gegeben
wird, ist wesentlich kleiner als bei den Gleichungen, welche man bisher
zur Vermittelung dieser Beziehung benutazte.

Dabei ist es fiir zusammengesetzte Transformationsgrade gar
nicht ndthig, von der Herstellung der Gleichungen (1) auszugehen,
man kommt vielmehr weit schuneller zum Ziele, wenn man mehrere
Parameter mit moglichst niedrigem Charakter bildet, die Form der
Gleichungen feststellt, welche zwischen je zweien unter ihnen besteht,
und die noch unbestimmten Zahlcoefficienten dadurch ausrechnet, dass

3

man die beiden Parameter nach steigenden Potenzen von h* =5 ent-

beildufig um die Aufstellung der zwischen J und J bestechenden Gleichung
handelt. Immerhin besteht zwischen diesen Arbeiten und meiner Untersuchung
eine Uebereinstimmung im Princip: hier wie dort handelt es sich darum, bei der
Construction von Rleichungssystemen auch im Falle hdheren Ranges den Anschluss
an die Theorie der algebraischen Functionen zu bewahren, andererseits geeignete
Irrationalititen der eigentlichen Theorie der elliptischen Functionen zu entnehmen.
Vergl. insbesondere die Dissertation von Herrn Fricke (Leipzig 1886): Ueber
Systeme elliptischer Modulfunctionen von niederer Stufensahl.

1*



4 L. Kieperr.

wickelt. Aus diesen Gleichungen ergeben sich dann die Gleichungen
(1) fast ohne Rechnung.

Um dieses Verfahren sogleich durch ein paar einfache Beispiele
zu erldutern, betrachte man die Transformation vom Grade 12 und
vom Grade 18. In beiden Fillen werden die Gleichungen (1) in

Bezug auf J und J vom ersten Grade, aber in Bezug auf § werden
sie fir # = 12 vom Grade 24, fir » = 18 vom Grade 36. Wollte
man daher die Gleichungen (1) direct bilden, so wiirde die Rechnung
doch noch ziemlich umfangreich sein. Benutzt man dagegen den Um-
stand, dass man mehrere Parameter mit dem Charakter 1 angeben
kann, und dass zwischen je zweien von ihnen, & und §;, eine Glei-
chung von der Form

abebs + bk, +ckp+d=0

besteht, so kann man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d in wenigen
Minuten durch Reihenentwickelung berechnen. Ist dann die Trans-
formation fiir irgend einen Factor von % (z. B. fir 2 oder fiir 3)
bekannt, so ergiebt sich aus diesen linearen Gleichungen, wie spéter
gezeigt werden soll, ohne Weiteres auch die Darstellung von J und J
als rationale Functionen von §. oder von &g.

Wenn auch die Rechnung in den Fillen, wo ¢ > O ist, nicht
ganz so einfach wird wie in den eben besprochenen Beispielen, so war
es doch dem Verfasser moglich, die im ersten Theile der Abhandlung
hergeleitete Methode im zweiten Theile auf eine grosse Anzahl von
Beispielen anzuwenden.

Nachdem némlich in den beiden ersten Abschnitten die Eigenschaften
der Transformationsgleichungen und der Parameter, (welche Wurzeln
gewisser Transformationsgleichungen sind), untersucht worden sind,
werden im driften Abschnitte die Transformationen vom Grade 2, 4,
8, 16 und allgemein vom Grade 2= erledigt.

" Im vierten Abschnitte folgen dann die Transformationen vom Grade
3, 9, 27, 81, 243 und allgemein vom Grade 3°.

Die Potenzen von Primzahlen a, welche von 2 und 3 verschieden
sind, werden im fiinfien Abschnitte beriicksichtigt, namentlich die
Transformationen vom Grade 5, 25, 125, 7 und 49.

Der sechste Abschnitt behandelt allgemein die Transformationen
vom Grade 2a und erledigt die besonderen Fille

n=16, 10, 14, 22 und 26.

Ausserdem ist hier noch die Transformation 11'** Grades untersucht
worden. Fir # = 11 wird ndmlich ¢ = 1, so dass es Parameter mit
dem Charakter 2 geben muss. Das Auffinden solcher Parameter ist
dem Verfasser aber erst dadurch gegliickt, dass er die Transformation
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22tn Grades zu Hiilfe nahm. Da fiir andere Primzahlen Aehnliches
gilt, so ist dieser Umstand ein weiterer Beleg dafiir, dass man das
Transformationsproblem durchaus nicht auf Primzahlen beschrinken
darf, dass vielmehr erst die susammengesetsten Zahlen die hinreichen-
den Hiilfsmittel zur befriedigenden Losung dieses Problems bieten.

Im siebenien Abschnitte werden die Transformationen vom Grade
4a, insbesondere vom Grade 12, 20 und 28 ausgefithrt.

Daran schliessen sich im achten Abschnitte die Transformationen
vom Grade 8a, 16a, allgemein vom Grade 2°a mit den besonderen
Fillen ’

n =24, 48, 96, ...40, 80, ...

Die Transformation vom Grade 3a wird im neunfen Abschnitte
durch die besonderen Fille n — 15 und % = 21, und die Transforma-
tion vom Grade 9a wird im zehnfen Abschnitte durch die besonderen
Fille » = 18 und % = 45 erliutert.

Schliesslich handelt der elfie Abschnitt noch von der Transforma-
tion 6a' Grades, woftur der Fall » = 30 als Beispiel dient.

Bei diesen Anwendungen gelingt es haufig noch, die Resultate
in besonders elegante Form zu bringen. Wihrend niimlich die all-
gemeine Aufgabe nach den vorstehenden Angaben so lauten wiirde:

,Man soll J und J als rationale Functionen sweier Parameter mit
moglichst niedrigem Charakter darstellen, so dass die Beziehung
zwischen J und J durch die viel einfachere Beziehung zwischen diesen
Parametern ersetzt wird, kann man in vielen Fillen J als rationale

Function eines eingigen Parameters & und J als dieselbe yationale Func-

tion eines zweiten Parameters E darstellen, wobei dann zwischen £ und £
eine verhiiltnissmissig einfache Beziehung stattfindet.

Mit den durchgefiihrten Beispielen ist die Zahl der leicht zu
bewiltigenden Anwendungen durchaus nicht erschopft; aber der Um-
fang der Abhandlung wire zu gross geworden, hiitte man noch mehr
besondere Fille herangezogen. Auch wird nicht das Hauptgewicht
auf die Durchfithrbarkeit zahlreicher Beispiele gelegt, sondern auf die
algebraischen Beziehungen, welche mit der angegebenen Methode in
Zusammenhang stehen. Man hat es némlich hier mit ,, Klassen“ alge-
braischer Gleichungen zu thun, deren Verzweigung der Untersuchung
leichter zuginglich ist als in den meisten bisher bekannten Beispielen.
Ebenso finden die hier erliuterten Methoden, wie ich spiter zu zeigen
hofte, umfangreiche Verwendung bei der complexen Multiplication der
elliptischen Functionen.
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Was die Bezeichnungen betrifft, so werde ich ebenso wie in
meinen fritheren Arbeiten die Theorie der elliptischen Functionen nack
den Methoden von Herrn Weierstrass zu Grunde legen. Da sich
aber die hier folgenden Untersuchungen eng an meine Abhandlung:
,Ueber Theilung und Transformation der elliptischen Functionen
(Math. Annalen, Bd. 26, S. 369—454)*) anschliessen, so sollen mehrere
Bezeichnungen, welche ich dort erklart habe, auch hier benutzt werden.

Dem primitiven Periodenpaare 2w, 2@’ sollen wieder die Grossen

o' i

@  h=e®, Qo) =GR [Ja—w =0

entsprechen Vertauscht man das primitive Penodenpaar 20, 20" mit
einem #quivalenten

(4) 2@ =2po + 290, 20" =2p'0 4 29’0, (pg'—p'g=-1),
so indert sich Q(®, @')** gar nicht, denn es ist
®) Q@, o) =@, o) = A =g, — 27g,

Ferner war
o5 o) ,
(6) f(n)= “omar L(n) = @'f(n),
es wird also, abgesehen von einer 24'> Wurzel der Einheit,
e (5. @)
Qo)
Noch etwas einfacher werden mehrere Ausdriicke in meiner vor.

Abh, wenn man die von Herrn Weierstrass definirte Function ou fiir
den vorliegenden Zweck durch eine andere Function, nh‘.mlich durch

(68) L(n) =

nlat
%

O] t(u)=t(u{‘a’,’ii')=e
ersetzt.**) Dabei ist

®o(u|w, @)

%) Diese Abhandlung wird daher in dem Folgenden &fters zu erwihnem
sein. Deshalb soll sie nicht immer mit dem ausfiihrlichen Titel, sondern nur
durch die Worte: ,,meine vorige Abhandlung* oder noch kiirzer: ,,m. vor. Abh.*
citirt werden.

*%) Aus einer miindlichen Mittheilung des Herrn Weierstrasa schliesse ich,
dass er bei seinen eigenen, nicht verdffentlichten Untersuchungen dber die Trans-
formation der elliptischen Functionen vermuthlich denselben oder doch einen
Bhnlichen Ausdruck wie s(%) benutzt. Nach den Bezeichnungen von Jacobi (ges.
Werke, Bd. 1, S. 501) wird

i, o) = ()" T ).
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(43) 2T =2pn+2q7, 27 =2p'n+2¢7.
Es folgt dann aus der bekannten Formel

O(U42®) = (—1)retrte iut+d gy,
weil in diesem Falle pq 4 p 4 g immer eine ungerade Zahl ist,
B t(u42@)= —z(u), 2T —u)=—t(—u)=-1(u),
und wenn man

=228
setzt , "
o | CD=TET ),

((2nmae) _ (208)  (ndwm) (2e0)

Der Vortheil, welchen diese Function z(u) fiir die Transforma-
tion der elliptischen Functionen bietet, ergiebt sich z. B. schon aus
den folgenden Forméln. Nach Gleichung (17a) m. vor. Abh. war
fir B e=2m -4 1

(10) &) =o(u| 5, a)=e" B ﬁ[@(u)— o (222)];%)

fuhrt man aber die Functionen z(u) und 7(u) statt o(w) und & (u)
ein, so erhilt diese Gleichung die einfachere Form

(10a) 7z(u) = r(ul —:—, 7.5-') = 7 (u)* ﬁ[p(u) —p 2;0)]'

a=1

Ist  eine gerade Zahl, also % = 2m - 2, so wird nach Gleichung
(17b) m. vor. Abh,

(1) s = 6(“l %’ @)= B'“’cn(u)cS(u)"‘l ﬁ[b’(“)—s"(g:m)] ,

e=1

eine Gleichung, welche durch Einfihrung der Functionen z (%) und ¥ ()
die einfachere Form

*) Hierbei geniigt die Grdsse B, der Gleichung
2B,® =2n(7 — 1),
in der 7 aus 4} entsteht, indem man das primitive Periodenpaar 2&, 2&" mit
—1 — .
20 = —”— y 20 =28 ’
vertauscht, Ersetzt man nun in Gleichung (10) das Argument « durch
u48=u-42nw,
80 erhdlt man obne Schwierigkeit den angegebenen Werth von B,. In gleicher
Weise wird B, fiir gerade Werthe von n erklirt,
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1a) s0=+(u| &, 5) = s ] [ o0 (252)]

a=1
annimmt. Dabei geht z;(w) in @hnlicher Weise aus o; (%) hervor, wie
7(u) aus 6(u), es ist ndmlich :
_ _
(12) () =t T)=¢c **0au) = '(‘:(&i)ﬂ .
Aus Gleichung (24) m. vor. Abh. folgt sodann, dass die Grosse,

2“’) identisch ist, so
n

welche dort 6,p,., genannt wurde, mit — ‘l:(
dass also

2a8®
(13) Oapag=—1(—; )

wird, wodurch die Gleichungen (26) und (32) ebendaselbst die ein-
fachere Form

19 p(22)—p(2%)~ -

(522 (10
NEDNCO
@ () [T ()

=1
erhalten. ¢

Erster Theil.
Allgemeine Untersuchungen.

1. Abschnitt.
Eigenschaften der Transformationsgleichungen.

§ 1.
Zuriickfiihrung der reducirten Theilungsgleichung auf Transformations-
gleichungen. *)
Es sei n eine beliebig zusammengesetzte Zahl, also
(16) n=a%blcr.
und es seien wieder die Zahlen ¢ (n) und T'(n) definirt durch die
Gleichungen

*) Was hier unter der reducirien Theslungsgleichung zu verstehen ist, findet
sich in § 2 m, vor. Abh,
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p=om=n(1-3)(1=3)(1=%)- -~
= 20 = (143) (145) (4+2)- 5

ferner sei wieder

amn

2lo 4 2ra

(18) W= w"n“ = n 7

wobei die beiden ganzen Zahlen 4 und g keinen Factor gemein haben
sollen, der auch ein Factor von % ist, dann gilt bekanntlich der Satz:

I. Ist S eine symmetrische Function der %q:(n) Grassen p(lw),
wo | alle Werthe anmimmt, welche su n relativ prim und kleiner sind
als % , 80 ist S die Wursel einer Gleichung T (n)t* Grades, deren Coef-

ficienten rationale Functionen von g, und g, sind.

Der Satz hat nur einen Sinn, wenn % von 2 verschieden ist, und
kann dann bewiesen werden, wie folgt:

Da I relativ prim ist zu #, so gehoren die Grossen p(lw) simmt-
lich zu dem reducirten System der Theilwerthe von @ (w) (vergl. § 2

m. vor. Abh.); ihre Anzahl ist daher —;- @(n). Dieselben Theilwerthe,
nur in anderer Aufeinanderfolge, erhilt man, indem man % mit mw
vertauscht, wenn m zu n relativ prim ist. Es sind ndmlich die -:qu(n)
Theilwerthe g (Imw) simmtlich von einander verschieden, weil aus

p(hmw) = g (I, mw)
folgen wiirde, dass 1544)

imw F lmw=mw(l,F+1,) =2p0 4+ 290
eine ganze Periode wire, Dies ist aber nur mdglich, wenn I, I,
durch n theilbar ist, d. h. wenn |
p(w) =p(Lw).
Sind die ganzen Zahlen ! und m gegeben, so kann man aber immer

4

eine ganze Zahl },, welche kleiner als -’21 ist, so bestimmen, dass
m F1=0(mod. n
und deshalb i ( )
p (lymw) = p(lw)
wird. Da nun p(lu) eine rationale Function von g (u) ist, so kann
S auch als eine rationale Function von g (w) allein dargestellt werden.

Deshalb ist
S = R(p(w))

sicher die Wurzel einer Gleichung
(19 F(8, 9,1 9)) = 0,
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deren Grad in Bezug auf S gleich -;—qp(n) T (n) ist, und deren Coef-

ficienten rationale Functionen von g, und g, sind. Setzt man namlich
fir p(w) die simmtlichen Theilwerthe des reducirten Systems und
bildet die zugehdrigen Werthe von R (p(w)), so sind dle symmetrischen

Functionen von diesen —(p(n) TI'(n) Grossen rationale Functlonen von
g, und g;. Deshalb entsprechen auch die Wurzeln der Gleichung (19)
den --93(”) T'(n) verschiedenen Theilwerthen des reducirten Systems.

In diesem Falle sind aber je —fcp(n) Wurzelu einander gleich,

denn S #ndert sich gar nicht, wenn man p(w) mit p(mw) vertauscht.
Man erhilt daher, von welchem Werthe % man auch ausgehen mag,

8 = R(p(w)) = R (p (mw)),
wobei m alle Werthe annehmen darf, welche zu n relativ prim und

kleiner sind als g—; folglich muss F(S, g,, g;) die %qp(n)" Potenz

einer gansen rationalen Function von S sein, die nur noch vom Grade
T(n) ist, d. h. S ist die Wurzel einer Gleichung T'*» Grades, deren
Coefficienten rationale Functionen von g, und g, sind.

Dieser Satz findet sich auch in der inhaltsreichen Abhandlung von
Herrn H. Weber: ,,Zur Theorie der elliptischen Functionen* (Acta
mathematica, Bd. 6, S.375), naturlich mit der Modification, dass es

gich dort nicht um symmetrische Functionen der %-:p (w) Grossen g (1w),

sondern um symmetrische Functionen der (1) Grossen sin am (sQ)
handelt, wobei
Qo AE+ 4K
%

ist und s alle zu % relativ primen Zahlen durchlauft, die kleiner als
n sind. Deshalb sind dann auch die Coefficienten der Gleichung bei
Herrn Weber rationale Functionen von %2

Herr Weber nennt eine solche Gleichung eine zum Transforma-
tionsgrad n (oder kurz eu n) gehirige Transformationsgleichung.

Diese Bezeichnung soll auch hier benutzt werden, und ebenso die
beiden Sitze, welche Herr Weber fiir solche Transformationsgleichungen
angiebt, ndmlich:

II. Jede Transformationsgleichung ist entweder m'eductbel oder sie
ist die Potens ciner irreduciblen Gleichung.

1. Durch die Wurzeln einer belicbigen irreduciblen Transforma-
tionsgleichung sind die enisprechenden Wurzeln aller Transformations-
gleichungen rational darstellbar.

Der Beweis dieser Satze ist fiir die vorliegende Modification ganz
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in derselben Weise zu filhren moglich wie bei Herrn Weber, soll
aber erst bei der hier folgenden Verallgemeinerung gegeben werden.

Der Begriff der Transformationsgleichung lisst sich nimlich noch
wesentlich erweitern. Schon in § 3 m. vor. Abh. hatte ich folgenden
Satz bewiesen:

IV. Ist C, . eine cyklische Function von p(w), p(kw),...p (k*1w),
wo w wieder gleich wi, und wo x die kleinste Zahl ist, fur welche
k= + 1 (mod. n) ist, so wird C,, die Wursel einer Gleichung vom

Grade — ¢p(n) T (n), deren Cocfficienten rationale Functionen von g,
und g, smd
Ist n oder % die Potenz einer Primzahl p, die von 2 verschieden

ist, oder hat » einen der Werthe 2 und 4, so giebt es primitive
Wurzeln g von n. Setzt man in diesem' Falle &k = g, so wird 2x
gleich @ (n) und C;, die Wurzel einer Resolvente vom Grade T'(n),
welche dieselben Eigenschaften besitz2t wie eine Transformations-
gleichung. Auch in einigen anderen Fillen kann man durch einmalige
Anwendung des Satzes 1V Resolventen vom Grade T'(n) bilden. Wenn
dies aber nicht moglich ist, wenn man also auf diesem Wege nur
Resolventen erhilt, deren Grad ein Vielfaches von T'(n) wt so ldsst
sich folgendes Verfahren einschlagen.

Da 2x < ¢(m) ist, so kann man unter den Zahlen, die zu n

relativ prim und kleiner sind als = 5 » eine Zahl s so auswihlen, dass sie

den 2x Zahlen
+1, 4k 8. .. 4k

modulo n nicht congruent ist. Es sind dann die x» Grissen

(20) p(sw), pksw), p(k*sw), ... p* ~'sw)
von einander und von den » Grissen
(21) p(w), p(kw), p(k*w), . .. p(k*—'w)

verschieden. Wire namlich
p(kes10) = p (K s)
und ist z. B. « < §, 80 miisste
kesw - kPsw =krsw(1F k2 =2pw 4 2qa
eine ganze Periode sein. Da w aber den Nenner s hat, und die
Zahlen % und s zu % relativ prim sind, so misste
k-2 =41 (mod. n)
sein, und dies ist unmdglich, da « und § beide kleiner als »n sind.
Wiare dagegen
@2) p (k2 sw) = p (k*10),
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so kann man auch hier voraussetzen, dass « <@ ist, denn wire &> g,
so konnte man § mit 8 4 x vertauschen. In beiden Fillen ist

I<p—a<x.
Aus Gleichung (22) wiirde folgen, dass
ksw - kPw = k*w (sF-k—°) = 2po 4 2qa’
eine ganze Periode ist, dass also s - %%~ durch % theilbar ist. Dies

\ widerstreitet aber der Wahl von s.

Bildet man jetzt die Grossen
(23) p(s?w), p(ks’w), p(k*s*w), . .. p(k*~'s’w),
so konnen zwei Fille eintreten. Entweder ist g (s*w) eine der Grossen
p(w), pkw), p(**w), ... pE*1w) in der Reihe (21), oder ¢ (s’w)
ist von ihnen verschieden. Im ersten Falle ist die Reihe (23) nur
eine cyklische Vertauschung der Reihe (21); im zweiten Falle aber
enthalten die Reihen (20), (21) und (23) lauter wverschiedene Theil-
werthe des p, was man in #hnlicher Weise zeigen kann, wie es vorhin
bei den Reihen (20) und (21) geschehen ist.

Bildet man in dem zweiten Falle noch die Reihe

(24) p ($°w), p(ks*w), p(R*s*w), ... p(k*~*$’w),

so konnen wieder zwei Fille eintreten: Entweder ist die Reihe (24)
nur eine cyklische Vertauschung der Reihe (21), oder sie enthilt lanter
Theilwerthe von p, die in den vorhergehenden Reihen noch nicht ent-
halten sind. In dem zweiten Falle ist das Verfahren noch weiter
fortzusetzen, schliesslich wird man aber immer zu einer Reihe

(25) p(s°w), p(kow), p(R2s°w), . . . p (k*~1570)

kommen miissen, welche nur eine cyklische Vertauschung der Reihe
(21) ist. Bezeichnet man mit ¢ die kleinste Zahl, welche dieser
Forderung entspricht; so muss 2x6 ein Theiler von @(n) sein, denn
die xo Grossen p(k*sfw) sind simmtlich Grossen von der Form g (1w),
wo ! alle Zahlen durchlduft, welche zu % relativ prim und kleiner

sind als % , 80 dass p(lw) im Ganzen -;—qp(n) verschiedene Werthe hat.

Wenn nun x¢ nicht gleich, sondern kleiner ist als —-;-q:(n) , 80 wihle

man [, so, dass p(l,w) von den x ¢ Grossen p(k*sfw) verschieden ist.
Vertauscht man jetzt % mit {,w, so erhdlt man ein zweites System
von x6 Grossen p(k°s®l,w), welche von einander und von den x¢
Grossen des ersten Systems verschieden sind.

Entweder sind damit die —q:(n) Grossen p (lw) erschopft, so dass

2%6 = ——-(p(n) wird, oder man kann durch passende Wahl von I,
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noch ein drittes System von x6 Grossen @(k* sf I, w) bilden und so
fortfahren, bis simmtliche Grossen g (lw) vorgekommen sind.
Braucht man im Ganzen m solche Systeme, so ist also

-;— @(n) = mxe6,
folglich ist %(p(n) ein Vielfaches von xo.

Bezeichnet man jetzt mit C® die cyklische Function der Grossen
p(s2w), p(ksew), pk*sew), ... p(k*1s*w), welche aus C, (oder
kiirzer aus C) durch Vertauschung von % mit s*w hervorgeht, so kann
man eine cyklische Function O’ der cyklischen Functionen
(26) c, cw, c®, ... CY

bilden®*) und kann C’ wieder als eine cyklische Function der x Gréssen

p(w), p(kw), p(F*w), . .. p(k*~'w)
betrachten, weil p(seu) eine rationale Function von p(u) ist. Deshalb

kann man auf C’ den Satz IV anwenden, nach welchem C’ zunichst

die Wurzel einer Resolvente vom Grade ﬂ”;—f—(”—)— wird.

Bei dieser Resolvente sind aber je 6 Wurzeln einander gleich,
denn durch Vertauschung von g(w), p(kw), p(k*w), ... p(k*'w)
mit p (s*w), p (ks*w), p (kK*s*w), . .. p(k*'s*w) geht C in C@,
CW in Cleth, | iber, so dass sich die cyklische Function C’ gar
nicht &ndert. Der Grad der Resolvente, von welcher C’ abhingt, lésst

sich also auf &S)Tﬁ)— reduciren, und es gilt der Satz:
%0

V. Ist C@ eine cyklische Function der x Grissen
p(s2w), p(ks*w), p(k*s°w), . . . p (k*~'s*w),
wo x der kleinste Exponent ist, fur welchen k* = -+ 1 modulo n wird,
und ist C’ eime cyklische Function der 6 Fumctionen
- C,0m, 0!, ... Cl,
wo o der kleinste Exponent ist, fir welchen
§° = + k= (mod. n)

wird, wihrend « noch irgend einen der Werthe 0, 1,2, ... 2 —1
haben darf, so ist C' die Wursel einer Resolvente vom Grade 20T
deren Coefficienten rationale Functionen von g, und gy sind.

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, muss man schliesslich zu

einer Resolvente vom Grade I'(n) gelangen, die auch noch , eine su
n gehirige Transformationsgleichung‘ heissen soll.

*) Eine solche Function mdge ,,eine mehrfach cyklische Function von den
Theilwerthen der p- Function* heissen.
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An Stelle der symmetrischen Functionen von ¢ (Iw) im Satz I sind
jetzt also ein oder mehrere Cyklen dieser Grossen getreten.

Die Sitze II und III gelten auch noch flir den so erweiterten
Begriff der Transformationsgleichung.

Dass némlich eine solche Transformationsgleichung irreducibel oder
die Potenz einer irreduciblen Gleichung ist, folgt daraus, dass sich
g, und g, gar nicht #ndern, wenn man das primitive Periodenpaar
2w, 2@ mit den #quivalenten

2% =2po + 2¢0, 2%’ =2p'0 4 2¢'o" (pg—p'q=+1)
vertauscht. .Dagegen kann man die Zahlen p, g, p', ¢ so wihlen, dass
aus einer Wurzel der Transformationsgleichung alle #brigen durch
solche Vertauschungen hervorgehen. Wenn also die Wurzel einer
Transformationsgleichung irgend einer Gleichung geniigt, deren Coef-
ficienten rationale Functionen von g, und g, sind, so miissen derselben
Gleichung auch alle iibrigen Wurzeln der Transformationsgleichung
geniigen.

Sind ferner
Zyy Zyy oo . Tp
die Wurzeln einer bestimmten Transformationsgleichung und

Yis Y2y - - Yr
die entsprechenden Wurzeln irgend einer andern Transformations-
gleichung, so sind auch
- Y12, 9,53, . - - Y197
die Wurzeln einer Transformationsgleichung, denn z,* kann als eine
Function von ¢(w) allein angesehen werden, deren Werth sich gar

nicht #ndert, wenn man p(w) mit einer der -21— @ (n) Grossen p(lw)

vertauscht. Dasselbe gilt von y,, folglich auch von y,z°.
Deshalb sind die Ausdriicke

Y + 9, +---+yr = Gy,
9% + Yz, +---+yrzr =a,
(27) 2: + 92 4+ !Iz‘x;‘ = Gy,

ha oy e+ Yyrar ' = ar,
als rationale Functionen von g, und g, darstellbar. Setzt man nun
F@)=(—2z)'2—2,)...(@—2r)
und
—F%:—f'—(ﬂ = Fy(z) + zF,(z) + 2’ Fy(z,) + - - - + 2™ Fr(z),
so wird

(28) y, F'(z) =a,Fy(z))+a, F\ (2)) + 0, Fy (2,)+ - 4 @71 Fr_1 () .
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Der Kiirze wegen moge ein Ausdruck, welcher die Wurzel einer
Transformationsgleichung ist, eine Transformationsgrosse heissen.
In dhnlicher Weise ldsst sich auch der Satz beweisen:
VI. Sind z, und y, beide cyklische Functionen von
p(w), p(kw), p(K*w), ... p(k*'w),
so lisst sich y, als rationale Function von z, und den Invarianten
g, und gs darstellen.

Ist némlich » = , und sind

o (n) T (n)
2x
Zyy Zgy ..y
die Wurzeln der Resolvente fiir z, und
Yis Y20« - Y
die entsprechenden Wurzeln der Resolvente fiir y, so sind die Ausdriicke
%W ot +--twm =by
noh  tht +otws =b,

29 y.xl’ + 3/2‘52 + + vav’ = bz:

Y ‘”1' ! + Y2 xz'—‘ + + .'IV“’v”-l = 0

als rationale Functionen von g, und g, darstellbar, weil y,z,* gleich-
falls eine cyklische Function von p(w), p(kw), p(k*w), ... p(k*'w)
ist. Setzt man also

G@)=(2—2) (z—)...(z—)

und

GBI =0 _ Gy(s,) + 2G,(=) + 22Gy(@) + -+ + 2 Gos()),

so wird

(30) 4, G'(z,) = b, Gy(2,) + b, Gy (%)) + b, G2 () + - -+ b1 G ().
Man erkennt ohne Weiteres, wie man diesen Satz auch noch

verallgemeinern kann auf zwei Grossen 2, und y,, welche mehrfach
cyklische Functionen von Theilwerthen der g-Function sind.

8§ 2
Berechnung der Theilwerthe n'*~ Grades der Function gpu.

Wie niitzlich die vorstehende Erweiterung des Satzes I von sym-
metrischen auf cyklische Functionen ist, erkennt man daraus, dass man
jetzt sehr leicht die Theilwerthe der p-Function durch Wurzelausziehen
berechnen kann, sobald man die Auflosung einer Transformations-
gleichung besitzt. Nach Gleichung (28) kennt man daun die Auflosung
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aller Transformationsgleichungen und man kann (unter Beibehaltung
der im vorigen Paragraphen erklirten Bezeichnungen) setzen fiir a==0,
1,2, ... x—1

M__sﬁ dani a(x—l) ”i x
31) 0«=[9(w)+6 * phw)te * pkw)4-+e " (k""‘w)]-
Es sind dann ¥C,, C,, C,, - - + Cy_, cyklische Functionen von g (w),
p(kw), p(k*w), - - - p(k*~1w) und deshalb Wurzeln von Resolventen

des —"L(l'%(l)—“" Grades. Aus den Gleichungen (31) folgt aber

wp(w0)=VC+  VC+  VOt-+ VG,

An' Q(x—l)ﬂl

. _2ai _
(32) () =G, + "‘fv.+e “Vc+ +e T ;/c,,_,,

Dabei kann man noch g(w), p(kw), - - - rational durch eine
einsige Wurzelgrosse, z. B. durch ¥/C, ausdriicken, denn C, und

l/ _Z":‘ sind cyklische Functionen von g (w), p (kw), p (K*w), --- p (F*—'w)
1

und deshalb nach Satz VI in § 1 rationale Functionen von C,, g, und g,.
Setzt man ferner fir §=0,1,2, ... 6 —1
2pmi 4pni Ho-N) fai
R ey e’ C'+-te ° el
wobei C" aus C, hervorgeht, indem man w mit s*w vertauscht, so

o) In)

Sve und man

ist Cs,s5 die Wurzel einer Resolvente vom Grade
erhilt aus den Gleichungen (33)

=VCan+VCl, +VCz  +-+VE.I,

34 2 a0 mi _te-y
(34) ac.a"=";/0;o+e ”;/c l+e ‘i/c;,s+---+e © YCioo,

Auch hier lassen sich die vorkommenden Wurzelgrossen 7rational
durch eine einzige ausdriicken.

Indem man so fortfahrt, kann man schliesslich die Theilwerthe
der p-Function, welche dem reducirten System angehoren, durch
Transformationsgrossen ausdriicken. Dabei hat man genau ebenso
viele Wurzelausziehungen nothig, als Cyklen zu den betreffenden
Transformationsgrﬁssen fiihren, und das Product der Wurzelexponenten

ist gleich o ¢p(n)



Zur Transformation der elliptischen Functionen, 17

Die Auflésung der Transformationsgleichungen durch algebraische
Operationen ist moglich fiir die singuliren Werthe von %—, bei denen

complexe Multiplication stattfindet. Dann giebt also die vorstehende
Methode einen Weg an, auf dem man die Theilwerthe der ¢ - Function
leicht berechnen kann.

§ 3.
Einige Sétze diber die Bildung von Transformationsgréssen.

Bei der Bildung von Transformationsgrossen, wie sie in § 1 durch
die Satze I bis VI angegeben ist, kann man noch dadurch eine Modi-
fication herbeifiihren, dass jede symmetrische Function auch eine
cyklische Function ist. Deshalb kann man den Satz I mit den Sitzen
IV und V in der Weise combiniren, dass man z. B. zunichst die
cyklische Function C von den Grdssen @ (w), p (kw), 9(k* w), --- o (k*—'w)
bildet, dann aber fiir C’ eine symmetrische Function von C, C, C®),
«e. Clo-1)  getzt,

Der Vortheil, welchen die Benutzung symmetrischer Functionen
bietet, liegt in dem Umstande, dass man mehrere Schritte anf einmal
machen kann, die man bei cyklischen Fanctionen nach einander machen
misste. Ist z. B. 2x6 < @(n), ist also

o(n) =2vxo0,
80 kann man der Zshl s im Ganzen v verschiedene Werthe s,, s,, - - 5,
geben, so dass die Theilwerthe g (k*sfw) simmtlich von einander ver-
schieden sind, wenn « die Zahlen O bis x — 1, B die Zahlen O bis
6 — 1 und y die Zahlen 1 bis » durchliuft. Dadurch werden aber
die % ¢ (n) Grossen ¢ (lw) erschopft.
Geht nun durch Vertauschung von tw mit st: w die cyklische Function

Cin CY tber, und bildet man eine symmetrische Function dieser
v Grossen CY, so ist sie eine Transformationsgrisse.

Bisher waren bei der Bildung der Transformationsgrossen die-
jenigen Theilwerthe p (1w) der p-Function ausgeschlossen, bei denen
| einen gemeinsamen Theiler mit » hat. Auch diese Beschrinkung
kann noch aufgehoben werden, weil p(au) eine rationale Function
von p(u) ist. Wenn also a der grosste gemeinsame Theiler von I

und n ist, so wird eine cyklische Function der Grdssen
p(GW), p(kaW), p(k2GW), o . p(kx—law)
auch eine cyklische Function von
p(W), 9(’010), p(lc’w), cos p(k*'w)

. Mathematische Annalen, XXXIL ]
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sein. Dabei kann freilich der Umstand eintreten, dass x micht die
kleinste Zahl ist, fiir welche

ak*'=+a(mod.n), oder k*=1(mod. 2),
ist. Wird z. B. schon
‘ k=1 (mod. 2),
go ist ¢ ein Factor von x, also % == r{. Deshalb wird man es in
Wirklichkeit nur mit einer cyklischen Function der ¢ Theilwerthe
p(aw), pkaw), -+ - p(k*aw)

zu thun haben; man kann sie aber doch noch a.lp eine cyklische
Function der » Grossen .

p(aw), p(kaw), - - - p(k‘-‘aW)

betrachten. Bezeichnet man nimlich mit C®@ diejenige cyklische
Function, welche aus C durch Vertauschung von aw mit k% aw her-
vorgeht, so wird
C®—=C ud Ce— .: (C+CW 4 C® 4 . .. 4 Q1)
eine cyklische Function der x Grossen p(aw), p(kaw), - - - p(k*1aw).
Beschrinkt man sich bei dieser Betrachtung auf symmetrische
Functionen, was fiir die spiteren Untersuchungen ausreicht, so gilt

zunéichst der folgende Satz:
1. Durchliuft 1 alle gamezahligen Werthe, welche zu n relativ

prim und kleiner sind als T’:i’ wo a ein beliebiger Factor von n ist,
so kann man jede symmetrische Function X der %cp(:i)eana Theil-
werthe p(law) auch darstellen als eme symmeirische Function der
3 @(#) = n, Theilwerthe p(lw).

Beweis. Die (rationale) symmetrische Function X der s, Theil-

werthe g (law) lisst sich bekanntlich als rationale Function der Potenz-
summen

8, = D p(aw), 8= pllawy, 8= plaw), -

darstellen, wobei sich die Summen nur tiber », Werthe von 1 erstrecken.
Nun wird aber

p(law) = p(l,aw), wemn }=-41, (mod. %)
ist. Deshalb darf man die Summation iiber alle zu % theilerfremden
Werthe von ! erstrecken, die kleiner sind als %, ohne dass sich die
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Werthe von S, S,, S;,..., von dem Factor %:l abgesehen, #ndern.

Man kann also X auch als symmetrische Function der n, Theilwerthe
¢ (law) betrachten und folglich auch als symmetrische Function der
n, Theilwerthe p(lw), weil p(au) eine rationale Function von g (u) ist.
Da bei diesem Satze a ein ganz beliebiger Theiler von n ist, so
ergiebt sich daraus auch noch der folgende allgemeinere Satz:

1L. Sind a,b,c,... beliebige Factoren von n und durchlaufen 1,1, ...
alle 2u n theilerfremden Zahlen, welche bes. kleiner sind als ——, —>

2a’ 2b’
e+ 80 kann man eine rationale Function der Theilwerthe ¢ (I,aw),
P (bdw), p(l.cw), - - -, welche symmetrisch ist in Besug auf die n, Theil-
werthe p (l.aw), ebenso in Besug auf die n, Theilwerthe p (I, bw), ebenso
in Besug auf die n, Theilwerthe p(locw), 4. s. w., als symmetrische
Function der n, Theilwerthe p (1w) darstellen.
Dabei darf sich unter den Factoren a, b, ¢, ... auch der Factor 1
befinden.
Verwendet man bei Bildung einer Transformationsgrosse nur Theil-
werthe der g-Function von der Form g (l.aw), so gehort sie eigentlich

zur Transformation vom Grade %- Deshalb wird in diesem Falle die
Transformationsgleichung reducibel, d. h. sie ist die Potenz einer

rreduciblen Gleichung niedrigeren Grades, so dass durch eine solche
Transformationsgrosse die lbrigen niché mehr rational darstellbar sind.

Der Unterschied zwischen den beiden Grossen

wo 2ot 2a . 20 _ 2padt 2qa
” n n

besteht darin, dass p und g zu einander relativ prim sind, wihrend 4
und g noch einen gemeinsamen Factor haben diirfen, der aber zu n
relativ prim sein muss. Die Allgemeinheit der vorliegenden Unter-
suchungen erleidet jedoch keine Beschrinkung, wenn 4 und g der-
selben Bedingung unterworfen werden wie p und ¢g. Deshalb soll
in dem Folgenden der Kiirze wegen

(35) : s 21’;"’:’;“.11_"'“

= W
n

gesetzt werden.

§ 4.
Wirkliche Herleitung einiger Transformationsgrissen.

Unter den Transformationsgrossen, bei deren Bildung haupt-
sachlich symmetrische Functionen verwendet werden, moge an erster

2.
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Stelle diejenige genannt werden, welche Herr Weierstrass angegeben
hat*), nimlich die Grdsse

(36) G = p(®) + p20) + - - - + p (25 w),

wobei n als eine wungerade Zahl vorausgesetzt wird. Man kann aber
diesen Ausdruck ohne Weiteres so umgestalten, dass er auch noch ftir *
gerade Zahlen anwendbar ist, indem man setzt

(368) B, = 2G, = p(w) + p(210) + p(3w) + - -- + p((n—1)w0).**)
Nach Gleichung (14) wird
p(aw) — p(2aw) = =00

ferner erhdlt man mit Riicksicht auf die Gleichungen (9) fur
n=2m+41=06141

fI t(2aw) = ﬁ r(aw), ﬁ 7(3aw) = (— 1) ﬁ 1C))
und deshalb
GY)) H [p(aw) — p(Raw)] = _m(;_li_
o=t z(aw)?
Setzt man also
(38) f= H 7(aw),
so ist o=t .
(38 8) = [ ctawp = [ [ c(ew)

als symmetrische Fanction der m Theilwerthe p(aw) eine Trans-
formationsgrosse.

- Die Grésse f* habe ich schon in meinen fritheren Abhandlungen
tiber Transformation der elliptischen Functionen***) benutzt. Auch
in der folgenden Untersuchung wird dieser Ausdruck eine wichtige
Rolle spielen.

*) Vergl. Felix Miiller, de transformatione functionum ellipticaram.

Berlin 1867.
#*) Dieser Ausdruck ist schon in Gleichung (18) m. vor. Abh. erklirt

worden.
**¢) Vergl. Journal fir Mathematik, Bd. 87, 8. 199—216, Bd, 88, 8. 206—212

und Bd. 95, 8. 218 —281. Math. Annalen, Bd. 26, 8, 369 —454.
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Ist » durch 2 oder durch 3 (oder gar durch 6) theilbar, so soll
f? auch dann noch durch die Gleichung

(39) flga) = f’=Hf(W)

definirt werden. In diesem Falle ist aber nicht f?, sondern erst eine
Potenz davon eine Transformationsgrosse.
o' ni
Entwickelt man f, bez. f2, nach Potenzen von h=¢ @ , so
findet man (vergl. § 7 m. vor. Abh.), dass fiir beliebige Werthe von n

(40) (5, @)= Q((: ;;) :

Auf die Grosse f3 wird man fiir ungerade Werthe von n, also
fir # = 2m 4+ 1 auch auf folgende Weise gefiihrt. Bekanntlich ist

o Pl = — L) 2,
folglich ist
- t(2aw) m
_ll t 4 (aw) = ('_ 1) 11 ,(uw)c — 1) IJ z(aw)?’
oder .
(42) LI #@o) = (=1

Daraus folgt z. B., dass fiir 5 = 6! + 3 die Grbsse f° eine Trans-

formationsgrosse ist.
Fir n = 9 ist sogar schon f3 eine Transformatlonsgrosse (vergl.

§ 31 m, vor. Abh.), denn da ist
(43) == ()N ()¢ (5)

eine cyklische Function der Grossen p(—?—), 9(4—;), p(—s-:-)-

Ein anderes Beispiel ftir die Benutzung ecyklischer Functionen
und zwar flir die Benutzung mchrfach cyklischer Functionen liefert § 23
m. vor, Abhandlung. Ist némlich » das Quadrat einer ungeraden
Primzahl a =2b+4 1=61-41, und ist g. eine primitive Wurzel
in Bezug auf den Modul %, so ist b die kleinste Zahl, fiir welche

g% =1 (mod. a), ¢* = — 1 (mod. a),
(44) {g!ﬂbE 1 (mod. n), g**= — 1 (mod. n).
Setzt man jetzt

g°w=wu, und k=gt



22 L. Krepgrr.

so lasst sich zeigen, dass
1

_ p(aw,) — p(2aw,) = p (¥ w,) — p(2Fw,)
(45) Za ¢ (aw,) ll 9 (K w,)

eine cyklische Function der a Theilwerthe
$(0a), p(kwa), (K*ws), - -+ p(k*'wa)
wird. Wegen der Congruenzen (44) ist nimlich
p(*ws) =  p(wa), PRkw.) = p(2w.),
p(kaw,) = p(aws), p2kaws) = p(2aw.),
# (k*wa) = — p'(wa), ¢ (kaw,) = — p’'(aw,),
folglich sind

[p(a10.) — p(2a,) }_’[ [p(k105) — p(2RP 1))

und
a—1

¢ (awa) | [ ¢ (®8100)

=0 ]
rationale Functionen von g(w,), die sich gar nicht i#ndern, wenn man

p(w,) mit p(kw,) vertauscht. Deshalb ist (nach Satz IV in § 1) «,
die Waurzel einer Resolvente vom Grade

b-T(n)="ba(a+ 1)
Schliesslich wird

(46) yEHza

a=1

— : p(awa)_ ¥ (2aw,) & p(l';’wa)_'"(2‘7pu’a)
B IJ [ ¢'(awa) !J v (kFu,) ]

eine symmetrische, also auch eine cyklische Function von 2,, z,,... z,
und deshalb (nach Satz V in § 1) die Wurzel einer Resolvente vom
Grade 7(n), d. h. y ist eine Transformationsgrosse.

Man kann jetzt noch zeigen, dass y -gleich [ (—:—, w') ist;
denn es ist

v=]1 [p(agf'w)—p(ng“w) L’I pw+“w)—pw~w)]

i ¢ (ag”w) # (P w)
n s
- plew) — p(2aw) _ f* —F
a=1 P'(dW) f—s )

Uebrigens erkennt man ohne Weiteres, dass man das vorstehende
Beispiel als eine Combination zweier anderen erhillt; das eine findet
man, indem man
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a—1

Za = [p(a®a) — ¢ (2awy)] l_f[ [p(k® wa) — p(2k? w,)],

b
Y= Zg = f*
setzt, und das andere, wenn
a—1

]
z.-=p'(awa)ﬂp'(kﬂ w); y=] ] va=r-
= a=1
ist. Dabei bleibt / auch dann noch eine Transformationsgrosse, wenn
a keine Primzahl ist. (Vergl. m. vor. Abh. § 23 und 24.)
Von besonderem Interesse fiir das Folgende sind auch die Aus-
driicke, welche die Form

48) R=[] ¢
haben, wo [ alle zu » theilerfremden Werthe durchliuft, welche kleiner

sind als 3 - Nach Satz I in § 1 ist dann R? sicher eine Trams-

formationsgrosse. Fiigt man jetzt aber noch die Voraussetzung hinzu,
dass sich # in zwei Factoren @ und b zerlegen ldsst, welche zu ein-
ander relativ prim und grosser als 2 sind, dann gilt der Satz, dass R
selbst eine Transformationsgrosse ist.

Beweis. Da a und b relativ prim sind, so giebt es zwei ganze
Zahlen z und y, fiir welche

(49) ar — by =2
wird. Setzt man jetzt
ax — 1 =1,
so ist
az=r—+41, by=r—1, abzy=1r*—1,
.also
(60) r2 =1 (mod. n).

Die Zahl r ist daher sicher theilerfremd zu %; ferner sind auch
die Zahlen r 4+ 1 = az und r — 1 == by kein Vielfaches von n;

denn wire
r+1=ax=cn=abec,
so wire
az — by =b(ac — y) =2;
das ist aber unmoglich, weil b grosser als 2 vorausgesetzt ist. Ebenso
_wiirde aus

folgen, dass

r—1=by=cn=abc

ax — by =a(z — be) =2
wire, und das ist gleichfalls nicht moglich, weil @ nach Voraussetzung
grosser als 2 ist.
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Da a und b beide grosser als 2 sind, so sind ¢(a) und @(b) beide
durch 2 theilbar, folglich ist

9(n) = ¢(a) p(b) = 4v
durch 4 theilbar. Die Anzahl der Factoren auf der rechten Seite von
(:lelchung (48) ist daher gleich 2v, so dass man diese Factoren paar-
weise ordnen kann, und zwar vereinige man
# (lw) mit ¢'(Irw)
Diese beiden Grossen sind, auch vom Vorzeichen abgesehen, von

einander verschieden, weil 7 4 1 nicht durch » theilbar ist. Es geht
jetzt also Gleichung (48) tber in

(48a) R—=+ T_I # (law) ¢’ (l70),

wobei die 4v Zahlen
+h, £4n L, £br, -+ L, by
modulo % zu den ¢ (n) Zahlen ! congruent werden, welche kleiner sind
als # und keinen Factor mit » gemeinsam haben.
Nun ist wegen der Congruenz (50)
¢ (1) ¢ (Irw) = ¢/ (brw) ¢ (r20)
eine rationale Function von p(lw), deren Werth sich gar nicht indert,
wenn man p(lw) mit p (Irw) vertauscht, d. h. ¢'(lw) ¢’ (Irw) ist eine
cyklische Function von p(lw) und g (Irw) und ist deshalb die Wurzel
einer Resolvente vom Grade

T o) - T(n) = v - T(n).

Da nun R eine symmetrische Function der v Grossen ¢’ (law) ¢’ (larw)
ist, so wird R selbst die Wurzel einer Resolvente vom Grade T'(m),
d. h. R ist eine Transformationsgrisse.

Die Voraussetzang, welche fiir den Beweis des vorstehenden Satzes
erforderlich war, dass sich nimlich » in zwei Factoren a und b zer-
legen ldsst, welche zu einander theilerfremd und grésser als 2 sind,
ist fiir die meisten Zahlen erfiillt; ausgenommen sind nur die folgenden

Fille
n=a, n=a% n==2a und n=2a°,

wo a eine ungerade Primzahl ist. Aber auch in diesen Fillen ist,
wie schon oben erwidhnt wurde, R? sicher eine Transformatlonsgtoase
Ist z. B. %# =2a und a =2b 4 1, so wird

a—8

— Hp((?« —Yuyp==]] ¢,
wo g eine primitive Wurzel modulo n sein soll.

’
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Gerade fiir # == 24 kann man aber noch einige andere Trans-
formationsgrossen herleiten, die spiter mehrfach benutzt werden sollen.
Es sei also #=2a und a =2b+ 1, wobes aber a auch eine zu-

sammengesetzte Zahl sein darf, dann setze man
(2«0)

(61) S=H9(hm _H (‘m) n (2«0)

Nun ist aber nach Gleichung (39)

lf[ (22) = [+ ) = 1(2 =) = 1@y,

amal

[ty = [~ 8o =
folglich wird

f@*FEy |
(51a) 8 — [P L

Zum Beweise, dass S eine Transformationsgrdsse ist, benutze
man die bekannte Formel
— o) — a—a)(a—e _ ¢ (@)
plu—o)=e+ p(u) —e @) + s —pwer
Daraus folgt, indem man noch @ mit @ vertauscht,
(52) P (T — u) = #'(®) p' (%)

@) —p@)]F

Setzt man in dieser Formel u = 2—:3—, so erhilt man

" a—2¢ @)y (2utl) v ()¢

[(2010 _ (u)] ’
folglich wird

(63) S-HP(“ ~a)¢ (57)
o (220)

o @ b a .
= l l 2
20 a= [P l;l — 9 (0)]

8 ist also eine rationale Function von p(@) und eine symmetrische

Function von den b Theilwerthen 9(2: ), folglich ist S eine Trans-
formationsgrisse.

2«0)
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Noch wichtiger fiir das Folgende ist die Grosse 7', welche durch
die Gleichung
» Saw | @, 'ﬁ")

1. p (2aw | :’w)

definirt werden soll. Es ist nimlich, wie bekannt,

(54) -+

F |5 @) =p@)+9E—a),
oder mit Ricksicht auf Gleichung (52)
9" (@)
@ ¢ )=r (- e Er)

Nun ist nach Gleichung (42)

T o (20 Y= (— 1) f(a)-® = — V@B, @)%
L[ CE[mm)= oo == =5

und wenn man in dieser Gleichung @ mit 1 vertauscht,
[[v(2]2) == [[o(52|2%)

» Nsa
- - Q(?": = (— 1y fQﬁ;
o(Z.a) o)

Deshalb wird bei passender Wahl des Vorzeichens

fn)? f(n)
P8 T p_TWW |
(56) flay f@° ’ f@ f@)°

Jetzt folgt aber aus Gleichung (55), dass 7' immer eine Trans-
formationsgrosse ist, denn es wird

o e [ G o)

eine rationale Function von ¢ (@) und eine symmetrische Function
von den b Theilwerthen ¢ 2‘;‘”).

Ist die Zahl a nicht durch 3 theilbar, so ist sogar schon T' selbst
eine Transformationsgrosse. Es ist dann némlich
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? 2m L (4eB +1 ’
T=Il[ =)= )] H:(Evfg)'

a—2a u') (a+2a )

H[P(M"{. —9(@')] H 2am) <@y

t(sz(zm—x)m)!

) 3
i Sy

a=1

folglich wird

13 p(Quw) p (@) +1 1'7' '(2(2‘,_1)’)!
”n

11 p(?aw)_ (4«:5) (@)

2(2 —l)
:(m; H ( - .

A oder

— 20
e [
)0 T e
— __f(”)' = T2,
+ flarf(2)* +
Deshalb ist auch T'? eine rationale Kunction von @(®@) und eine

2am

symmetrische Function der b Theilwerthe p( wenn also g picht

durch 3 theilbar ist, so sind 7’3 und 7'? Transformationsgrﬁssen,

folglich auch
s
'-1—,; = T -

Fassen wir diese Beispiele susammen , so haben wir folgende Tabelle
von Tramfmationsyriissen'
n—1

1) fo = [ ] t(aw) fir n=6141,
n—1

©8) | 2) o= [ ] ey fur n=6l+3,

a=1

| 3) for = 1;1 t(aw)® fir n =9,
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. 6i(8i+1)

4) f(n) = t(aw) fir n=a?= (614 1),

a=1
5 R =[] ¢uw), (wo 1 alle Werthe durchisuft, welche

zu % theilerfremd und kleiner sind als %), wenn sich n
in zwei theilerfremde Factoren a und b zerlegen lisst,
(58) die grosser sind als 2,
6) R*= H # (lw)* fir alle Werthe von n,

23

I I R e

8) Te=—T™__ fir 4=24=
) T FE r n=2a=2(61+41),

L 9) T fir ne2a=4b+4 2

Die Zahl dieser Beispiele wird in den spiteren Paragraphen noch
wesentlich vermehrt werden. Aus der Form der vorstehenden Trans-
formationsgrossen erkennt man auch schon, wie man in analoger Weise
noch andere wird bilden konnen. Bezeichnet man nidmlich mit

-Du Du Da: et
beliebige Theiler von # und mit
0y, 8, 0y, -

positive oder negative ganze Zahlen, so haben die gefundenen Trans-
formationsgrdssen alle die Form

(59) z = f(Dy)" f(Dy)* f(Dy) - -
Es liegt deshalb die Frage nahe: ,Wie muss man die Exponenten
é,, 8,,d;, - - - bestimmen, damit z eine Transformationsgrosse wird?“

Die Beantwortung dieser Frage wird der Gegenstand der folgenden
Untersuchungen sein.

§ 5.
Transformationsgleichungen nullter Dimension, oder invariante
Multiplicatorgleichungen.

Ist eine Transformationsgrosse, sie heisse z, gleichzeitig auch eine
homogene Function m'>» Grades der Grossen p(lw), so kann man da-
durch noch eine Vereinfachung herbeifithren, dass man die Theilwerthe
¢ (lw), simmtlich durch

0= 0@, o0 = (2) #* [T a— iy
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dividirt. Dadurch wird die Function z selbst durch @*™ dividirt. Setzt
man jetzt noch, wie das schon in meinen fritheren Arbeiten ge-
schehen ist,

(59) 9= P72, 9y = QVp;, z=@im§,

so erhilt man aus der Transformationsgleichung

(60) F(2, 95 95) =0
unmittelbar die Gleichung

(60a) FE, 1¢Y) 78) =0,

in welcher die Grdsse ¢ nicht mehr vorkommt.

Ein Beispiel fiir diese Umformung liefert § 19 m. vor. Abh.,, wo
der Uebergang von der f-Gleichung zur L-Gleichung erklart wurde.
Die Vereinfachung, welche man durch diese Umformung erreicht, be-
steht namlich darin, dass man jetzt y, als die eimeige unabhingige
Verinderliche betrachten kann, denn es ist 27p,® = 9, — 1, wihrend
die Transformationsgrosse = eine algebraische Function der beiden Ver-
énderlichen g, und g, war.

Auf der anderen Seite ist es aber wieder storend, dass durch die

Factoren . )
S = V9 —21g?, Q@2=Vg’— 2y,
welche man zur Erklirung von y, und y; nothwendig hat, Irrationali-

liten benutzt werden, so dass § im Allgemeinen nicht mehr eine
Transformationsgrosse ist. Auch die Irrationalitdt

373V3 =)' —1
muss man zu vermeiden suchen.

Dies geschieht, wenn man noch die Beschriinkung hinzuftigt, dass
die Zahl m (némlich der Grad der Homogenitit) durch 6 theilbar ist,
dass also m = 6r; dann blesbt

& *
©h S= T T W
noch eine Transformationsgrosse. Die Coefficienten der zugehorigen
Transformationsgleichung sind erstens rationale Functionen von g, .
und gy, sodann aber auch von der nullten Dimension, folglich sind
die Coefficienten rationale Functionen von

3 2

(62) 7= —J, bez. von 27y, = g',*_!_g;g., =J—1

Auf diese Weise gelangt man zu einer Transformationsgleichung
nullter Dimension, welche eine ,,imvariante Multiplicatorgleichung ‘¢
heissen soll. (Vergl. die oben citirte Abhandlung von Herrn Weber,
S. 384).

Von solchen invarianten Multiplicatorgleichungen wird in dem
Folgenden ausschliesslich die Rede sein.
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Setzt man, wie es bereits in Gleichung (59) geschehen ist,
(63) z = f(DY f(Dy)* f(Ds)* -

_ gt (59 e

Q(®, m)D.J. o, m)n,d, Q(a, m)”"" )
so wird nach § 19 m. vor. Abh.
(64) —4m=(D, —1)6, + (D, —1)8, + Dy — 1) 83+ - - 5
diese Gleichung enthilt eine erste Bedingung fiir die Exponenten
8,,0,,0d,,- -, und zwar muss nach der getroffenen Festsetzung die
Zahl 4m durch 24 theilbar sein. Aus z erhilt man jetzt durch Multi-
plication mit @Q(w,0) " = Q(@, @')—*n

(1] = ] .
) t=]] Q((ﬁ ,,2 = L(D)* LD, L(Dy -

Eine solche Hillfsgrosse £ soll, wenn sie eine Transformatwnsgrosse
ist, ein ,, Parameter* fiir die Transformatlon nte® Grades heissen.
Zwischen J und jedem Parameter £ besteht nach den fritheren Sitzen
eine invariante Multiplicatorgleichung, welche in Bezug auf & vom

Grade

I =n(1+ )+ )+ ;)
ist, wenn § wirklich zum Transformationsgrade )

n=a*bfcr.

gehort. Jede andere Transformationsgrosse lasst sich dann, wie frither
gezeigt wurde, rational durch £, g, und g, darstellen. Ist aber die
andere Transformationsgrosse auch ein Parameter, so ist sie sogar schon
durch die Grossen & und J rational darstellbar.

Zu den Transformationsgrossen gehoren auch die Invarianten g,
und g; der transformirten Function, die sich nach den Angaben in
§ 10 m. vor. Abh. als rationale Functionen von f(n)?, g, und g, dar-
stellen lassen. Deshalb lassen sich g, und g, auch als rationale Func-
tionen von §, g, und g; darstellen, wobei £ ein beliebiger Parameter
ist. Daraus folgt, dass die absolute Invariante

9* —21g¢
der transformirten Function sich gleichfalls rational durch ¢ und J
darstellen ldsst; d. h. auch J ist die Wurzel einer Transformations-
gleichung
(66) F(J,J)=0,
welche die ,,Invariantengleichung’ heissen soll. (Vergl. die oben citirte
Abhandlung von Herrn Weber, 8. 383.)
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§6.
Eigenschaften der Invariantengleichung F(7, J) = 0.*)

Zu der Invariantengleichung und ihren Eigenschaften kann man
auch auf folgendem Wege gelangen. Es sei nach den Bezeichnungen
von Herrn Weierstrass

(67) %— =z, ")

dann ist bekanutlich die absolute Invariante J eine eindeutige Function
von t, welche mit J(zr) bezeichnet werden moge. Diese Function
andert sich gar nicht, wenn man t mit

(68) T= Ll (py —pg=+1)

vertauscht. Die beiden Grossen 7 und 7 mogen dquivalent heissen,
und das Zeichen fiir diese Aequivalenz sei

(69) 7o

Eine Transformation nt* Grades filhrt man aus, indem man T mit

(10) - T =nt
vertauscht. Dadurch verwandelt sich die absolute Invariante J oder
J(%) in J(r), ein Ausdruck, welcher der Kiirze wegen auch mit J be-
zeichnet werden mdge, und es gilt der Satz:
1. Zu jedem Werthe von J gehoren im Gansen T'(n) von einander
verschiedene Werthe von J.
Beweis. Nach den Gleichungen (68) und (70) ist
T =g Mt
TR Trtar
Bezeichnet man nun den griossten gemeinsamen Factor von %
und ¢ mit D, ist also
Q) n=AD, g=fD, Aq =32,
go sind die ganzen Zahlen § und & zu einander relativ prim, und
man kann zwei ganze Zahlen «, und y, finden, fiir welche
a8 — By, =+1
wird. Setzt man jetzt noch

*) Dieser Paragraph enthilt zam Theil Untersuchungen, welche in #hn-
licher Weise schon von den Herren Dedekind (Journal fiir Mathematik, Bd. 83),
Gierster und Hurwitz (Mathematische Annalen) und H. Weber (Acta mathe-
matica, Bd. 6) aunsgefiihrt sind. .

**) Diese Veriinderliche z ist nicht zu verwechseln mit der Function z(u),
die in der Einleitung definirt wurde.
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e=ay+ Bz, y=y,+dz, C=npe—py,

8o ist auch
. ad —By=+41,
und es wird

(12) C=np'a,—py,+ Az(v'q — pg) = np'a, — py, — Aa.
Man kann also die ganze Zahl z immer so bestimmen, dass

(13) 0<C< A
Setzt man jetzt
(14) v = 20t

so erhilt man mit Riicksicht auf die vorhergehenden Gleichungen
v+ 8¢ . Ar+C3+ D3z __ np +ng'’c
a+f7 Ao+ Cp+ Dps ?+gz
Daraus folgt

(15) J@)=J "I;i;f'f )=a( 0-};11):).

Um alle verschiedenen Werthe von J(z) zu erhalten, welche dem-
selben Werthe von J(r) entsprechen, geniigt es daher, fiir 7 alle
Grossen # zu setzen, filr welche
(76) | AD=n wd 0<C< 4
ist. Dabei diirfen 4 und D noch einen gemeinsamen Theiler ¢ haben,

aber C muss zu ¢ relativ prim sein, denn ein Theiler, der den drei
Zahlen A, C und D gemeinsam ist, wére auch ein Theiler von

p=Aa+4 Cf und g= D8
Da aber pg —p'g= 41 ist, so drfen p und ¢ keinen gemein-
samen Factor haben.

~ -
= NT = 7.

C+ D«
A
man durch die vorstehenden Angaben erhilt, sollen die ,;z- Reprisen-
tanten‘* heissen. KEs bleibt nur noch iibrig, ihre Anzahl zu bestimmen.

Da C nur die Werthe annehmen darf, welche zu ¢ relativ prim
und kleiner sind als A4, so gehoren zu jedlem Werthe von 4

Die von einander verschiedenen Werthe von , Wwelche

A
LAY,
Werthe von C; die Anzahl der z-Reprisentanten ist daher
A
() ) =D 5 o),

wobei sich die Summirung iiber alle Zahlen A erstreckt, durch welche
n theilbar ist (die Zahlen 1 und n eingeschlossen).
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Sind nun #’ und %” zu einander relativ prim, und ist
n=nn", w=A4AD, n'=A"D"

sind ferner ¢ und ¢” die grossten gemeinsamen Theiler von A’ und D,
bez. von 4” und D", so wird

(78) v =D Lo =D Lo o't
=D L et)- D Aot = viw) v(").

Man hat daher nur néthig, die Zahl ¢ (n) zu bestinmen, wenn n
die Potenz einer Primzahl @ ist. Daun wird

a—1

(a")=2 ¢ ¢(t)=1+2—— -a*(a —l)+a“==a"(1+—)

Hieraus folgt, dass fiir
ne=a*bbcr ...

v =a(1+2) (14 2)- (1 + 2

(79) 1 1 1
=+ 2+ +3) =T

wird.
Diese T Werthe von J (ﬁ De sind, so lange der Werth von
7 beliebig ist, wirklich von einander verschieden, denn J (M)

und J (gl—'l'—Dif-) konnen nur dann einander gleich sein, wenn
C-;D: und C,-;lD,t

zu einander #quivalent sind, d. h., wenn es
vier ganze Zahlen «, f, y, 0 giebt, fiir welche
Cit+ Dz _ Ay+Ca+Dax
A, Aa+4+ Cpg+4 Dfx
ist. Dies giebt nothwendiger Weise
=0, ad=+1, 4, =Ae.
Da A und A, beide positiv sind, so muss
e=-+41, 0=+4+1, A =4, D,=D, Ci=A4Ay+C
sein, Hierbei ist aber y sicher gleich O, weil C und C, beide zwischen
0 und 4 — 1 liegen sollen. Aus der Gleichheit von o ( 0+AD') und

J (ﬁ"%"—’—) folgt also

Ci+ Dz _ C+ Dz
A, A
Mathematische Annalen. XXXIL 3

und ad — fy =41
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Die T verschiedenen z-Repriisentanten liefern daher, wie zu be-
weisen war, 7' verschiedene Werthe von J = J ( ¢ 'ZD' ) , welche
(80) J1(®), Jo(), + - - Ix(x)
heissen mogen, da sie simmtlich Functionen von z sind.

Bezeichnet man nun mit «, f, y, d vier beliebige ganze Zahlen,
welche der Bedingung ad — fy = + 1 geniigen, und vertauscht man

© mit 712: , 80 gind die T Grossen

y+ 3= v+ 8z v+ ’
(81) A8 A Cre D IR G O N
gleichfalls von einander verschieden. Da nun aber
. y+dr '
"+ nd (a+sz) _ pep +y0)+n@r +3d)c _ wp +ng'c
p+gq v+6t) (ep+7v9)+Br+ 9= Pt qit
a-t fz

ist, wobei bekanntlich p,g," — p,’q, wieder gleich 1 wird, so sind die
T Grossen (81), abgesehen von der Reihenfolge, identisch mit den
T Grossen (80). Deshalb wird das Product

n (j - 70 (“))

a=1
eine eindeutige Function von 7, welche ungeiindert bleibt, wenn man

v mit %T:;—: vertauscht. Daraus folgt bekanntlich, dass dieses Pro-
duct eine rationale Function F(J, J) von J und J ist, und man er-
hilt den Satz:

1. Die T Grissen J,(t), Jy(%), - -+ Fo(t) sind die Wurzeln
einer Gleichung T'* Grades
(82) F(J,J)=0,
deren Cocfficienten rationale Functionen von J sind.

Diese Gleichung soll wieder die , Invariantengleichung® heissen.
Von ihr gilt der Satz:

1. Die Invariantengleichung ist irreducibel.

Beweis. Ist J(n7) die Wurzel einer algebraischen Gleichung
(83) G(J(n1), J()) =0,
80 hat man eine Identitdt fiir alle Werthe von =, fiir welche die

_ Reihenentwickelungen von J(z) und J(nt) convergiren, d. h. fiir alle

Werthe von 7 mit positivem imaginiren Bestandtheil. Dieselbe muss

auch befriedigt werden, wenn man z mit z— -2 T9% vertauscht.
p+g:
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Da nun aber J (7) gleich J(7) ist, so ist J (nf:) eine Wurzel der-
selben Gleichung (83), d. h. die T verschiedenen Grdssen

Ju Ju '71'

milssen simmtlich Wurzeln der Gleichung (83) sein, folglich ist die
Invariantengleichung #rreducibel.

Unter den Werthen von J mdgen die beiden
J(nt) und J (%)

besonders hervorgehoben werden; dadurch erhiilt man aus Gleichung
(82) die beiden Gleichungen

(84) F(J(n1), I(r) =0
und
(841) F (J(%), J(r)) = 0.

Vertauscht man jetzt in Gleichung (84a) die Grbsse v mit nr,
80 wird ‘
, (85) F(J(r), J (n7)) = 0.
Die Gleichung (84) bleibt daher noch richtig, wenn man J(#t) mit

J(z), oder J mit J vertauscht. Da aber die Gleichung (82) irreducibel
ist, so gilt dies. nicht nur fiir J(nz), sondern fiir jedes beliebige

J, und man erhilt
F(J,J)=+F(J, J).
Hierbei muss aber das obere Zeichen gelten, weil fiir das untere

* Zeichen die Gleichung (82) auch fir J — J befriedigt werden miisste,
was fiir beliebige Werthe von 7 nicht moglich ist. Dies giebt den Satz:

IV. In Gleichung (82) ist die linke Secite F'(J, J) eine symmehsche
Function der beiden Jnvarianten J und J.
Zu jedem primitiven Periodenpaar gehort ein einziger 7-Repriisen-

tant, wie vorher gezeigt wurde, zu jedem 7-Repriisentanten gehoren
aber unendlich viele primitive Periodenpaare

2p0 4 290, 290 4 24 o’
Ist der z-Reprisentant ﬁ}i
Zahlen p, ¢, ¥, ¢ z. B. in folgender Weise bestimmen.
Man wihle die ganze Zahl & so, dass
(86) p=Aa+C und g=D
relativ prim sind; ferner wihle man die ganzen Zahlen p’ und ¢’ so,

dass ,
pd —pg=+1

gegeben, so kann man die ganzen

3.
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Setzt man dann
8) p=1, y=dag—1, d=Ag, v =27
80 wird in der That
y+07 __ Aeqd — A4 AgC+A¢D: _ A(pg—V+4ngr _ ny 4ng'c

a+ﬁ= da+C+ D+ - p+gr TR L
und

«d —fy=+41.

§ 7.
Der Rang der Invariantengleichung.

Die Gleichung, welche zwischen J und J besteht, wirklich zu
bilden, ist bis jetzt selbst bei den kleineren Werthen von n unter-
lassen worden, weil man sie durch wesentlich-einfachere Gleichungen
ersetzen kann. Wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde,

giebt es in dem Rationalititsbereiche (J, J) Htlfsgrossen &, welche
die Eigenschaft besitzen, dass die Gleichungen

(1) F,J)=0 und F (¢, J)=0,
welche zwischen § und J, bez. zwischen £ und J bestehen, in Bezug
auf J und J von niedrigerem Grade sind als die Invariantengleichung.

Dieser Grad der Gleichungen (1) ist eine fiir § charakteristische
Zahl und soll deshalb der ,,Charakter* von § heissen. Ist ndmlich 5
irgend eine andere Grosse des Rationalititsbereiches (J, J), so kann
man auch eine Gleichung zwischen £ und 7 herleiten, deren Grad in
Bezug auf 5 im Allgemeinen gleich dem Charakter von § ist. Ebenso
ist der Grad dieser Gleichung in Bezug auf § gleich dem Charakter
von 7. Nur ausnahmsweise kann sich der Grad dieser Gleichung
zwischen § und 7 erniedrigen. Dies geschieht z. B., wenn man fiir
7 eine rationale Function von { wihlt.*)

Ist ¢ == 0, so giebt es solche Hiilfsgrossen § mit dem Charakter 1,

d. h. es giebt Hillfsgrossen &, durch welche sich J und J rational
darstellen lassen. Ist £ eine solche Grosse, so haben alle fibrigen

die Form
at+b
CcE4d’

Ist ¢ =1, so giebt es unendlich viele Hulfsgréssen £ mit dem

Charakter 2, Zwischen je zweien besteht eine Gleichung, welche in
Bezug auf jede der beiden Grossen vom sweilen Grade ist, wenn nicht

*) Man vergleiche die von Riemann gegebenen Siitze aus der Theorie der
Abel’schen Functionen (ges. Werke, Seite 81 bis 135),
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etwa die eine lUmear abhingig ist von der anderen. Deshalb lassen
sich J und J rational darstellen durch eine solche Hiilfsgrosse & und
durch die Quadratwurzel aus einer Function dritten oder vierfen Grades von £.

Ist ¢ =2, so giebt es unendlich viele Hiilfsgrossen £ mit dem
Charakter 2, die aber sammilich linear von einander abhingig sind.
Durch zwei solche Hillfsgrossen § lassen sich daher J und J nicht
rational darstellen. Dagegen giebt es ausserdem noch unendlich viele
Hiilfsgrossen 4 mit dem Charakter 3, so dass J und J sich als rationale
Functionen von § und 7 darstellen lassen. Da nun die Gleichung
zwischen § und 7 in Bezug auf & vom dritfen und in Bezug auf g
vom sweiten Grade ist, so kann man J und J rational ausdriicken durch
£ und durch die Quadratwurzel aus einer Function fiinflen oder sechsten
Grades von &,

Ist ¢ > 2 und gerade, so giebt es nach Riemann (ges. Werke,

Seite 116) Hilfsgrossen & mit dem Charakter - (¢+2);

ist ¢ > 2 und umgerade, so giebt es nach Riemann Hiilfsgrossen
¢ mit dem Charakter - (¢+3).

In Ausnahmefillen kann der Charakter noch niedriger werden.
So wird z. B. die Invariantengleichung bei der Transformation 30Qte
Grades den Rang ¢ =3 haben. Der Riemann’schen Angabe ent-
sprechend miisste dann der Charakter jeder Hiillfsgrosse des Rationalitits-
bereiches (J, J) mindestens 3 sein. Es giebt aber in Wirklichkeit
schon Hilfsgrossen mit dem Charakter 2, die simmtlich linear von
einander abhiingig sind; man hat also den sogenannten hyperelliptischen
Fall. Hiilfsgrossen mit dem Charakter 3 giebt es in diesem Falle
iiberhaupt nicht. Dagegen findet man noch Hiilfsgréssen mit dem
Charakter 4, so dass sich J und J rational durch £ und die Quadrat-
wurzel aus einer Function sicbenten oder achien Grades von £ dar-
stellen lassen.

In allen Fillen giebt es aber Hiilfsgrossen £, deren Charakter
gleich oder kleiner ist als —;—(a+3). Indem man also J und J als

rationale Functionen von zwei solchen Hiilfsgrossen £ und 5 darstellt,
kann man die Invariantengleichung durch die Gleichung zwischen
£ und 7 ersetzen. Dadurch wird eine um so grossere Vereinfachung
herbeigefiihrt, je niedriger der Charakter von § und 7 ist.

Um zu entscheiden, ob der Charakter einer Hiilfsgrosse moglichst
klein ist, muss man zuniichst den Rang ¢ der Invariantengleichung
bestimmen.
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Dies kann man verhiltnissmissig leicht ausfithren, weil man die
singuliren Werthe von J genau kennt. Man weiss ndmlich, wie
z. B. Herr Klein in seiner oben citirten Abhandlung zeigt, dass fir

J = 0 immer nur je drei Werthe von J einander gleich werden, dass

fur J = 1 immer nur je swei Werthe von J einander gleich werden,
und dass fir J = oo die Verzweigung je nach den Werthen von n
eine verschiedenartige ist. Dies sind die eingigen singuliren Werthe
von J, so dass man von diesen singuliren Punkten nur noch die
Ordnungszahlen, deren Summe s heissen moge, aufzusuchen hat. Kennt
man aber die Zahl s, so erhdlt man auch die Zahl ¢ aus der be-
kannten Formel

(88) ) 20=5—2T+4 2.
Es sei der Kiirze wegen { eine dritte Wurzel der Einheit, also
(89) 2= —1+iy3,

dann wird J =0, wenn ¢ mit { dquivalent ist. Um nun zu unter-
suchen, welche von den 7' Grdssen J' (i’t{ﬂ) fir diesen Werth von
v einander gleich werden, heisse I der grosste gemeinsame Theiler
von A und C — D, es sei also

(90) A=Df und C— D=DJ,

wobei B und & relativ prim sind. Deshalb kann man zwei ganze
Zahlen @, und y, so bestimmen, dass

ad — By, =+1
wird. Setzt man jetzt
(908) e=0ay+2f, y =7+ 28, 4 =DB, C'=—De,

so wird
AD =AD=mn, a0 —fy=-+1,

und man kann die ganze Zahl z so bestimmen, dass
0<—a<pB, oder 0LKC' < 4.

= C' 4 D'
—
auch einer der T' 7-Repriisentanten. Dabei folgt aber aus
v+ 8" — Ay+4C84 D — — D4 (C— D)z
a4 7" Aa+4+Cp+ Dpe Az
dass flir t = ¢
(91) 7 o0 —D+(g D¢ Q"ZP_{ - 7,
Ferner sei D" der griosste gemeinsame Theiler von A und C, also
A=D"'f, C=D"0
dann kann man zwei ganze Zahlen o, und y, so bestimmen, dass

Deshalb ist
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a0 —fy =1
wird. Setzt man jetzt
¢ =ay+zf, ¥=yp,+ 28, A"= A — (C—D)f,
C" = (C—D)a’' — Ay,
so ist auch «'¢’ — f'y’ = + 1, und man kann die ganze Zahl z so
bestimmen , dass
C’'=(C—D)ay — Ay, — A"z

nur einen der Werthe 0,1, 2,...4” — 1 hat. Da nun ausserdem

A'D" = AC— AC+4+ AD = AD =n,

und die drei Zahlen A”, C”, D" keinen gemeinsamen Kactor haben,
8o wird

= c’ -;ID
gleichfalls einer der 7' z-Repriisentanten, und es folgt aus
y+0’t" "y 4+ C"& 4 D8 C—D4Cx
o+ ft A+ O F+DFr = AF Az
dass filr 7 = §
92) N OA(1D+-}£)0§ — O-ZDC _

Damit ist bewiesen, dass fiir z = { die drei Grossen 7, ¢”, "’ einander
dquivalent werden, so dass die drei zugehﬁngen Werthe J (7)), J(z")
und J (7’ ') einander gleich sind.

Da ' aus den 7-Reprasentanten beliebig ausgewiihlt war, so werden

fiir z = ¢ je drei Werthe von J einander gleich. Eine Ausnahme findet
nur dann statt, wenn die drei z-Repriisentanten v’, +” und =" fiir alle
Werthe von z einander gleich sind. Dies geschieht, wenn
(93) A=A =4", C=0=C, D=D=1D"
wenn also nach den Gleichungen (90) und (90a)
A=Df, C=—Da, C—D==1D3J.
Da aber A, C und D keinen gemeinsamen Factor haben, so muss
D=1, A=f=n, a=—C, §=C—1
sein. Daraus folgt .

ad — = — C(C—1) —ny=1
oder By ( ) ’

(94) C?* — C+ 1=0(mod. n), oder (2C—1)*= — 3 (mod. 4n).
Ist ¥ = Ci *, und geniigt C der Congruenz (94), so werden

in der That die Gleichungen (93) befriedigt, d. h. die Grossen z” und
7" werden mit ¢ identisch.
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Bezeichnet man also mit & die Anzahl der Werthe von C, welche
der Congruenz (94) geniigen und kleiner sind als n, so bilden die T
Werthe von J, welche dem Werthe J = O zugeordnet sind, —;-(T— &)

Cyklen zu je drei, wihrend & Werthe von einander verschieden
bleiben.

Deshalb ist J=0 ein singuliirer Werth von der Ordnung < (T— ).

Fiir v oV ¢ wird J = 1; um nun zu untersuchen, welche von den
T Grossen J (£+A—D') fiir diesen Werth von z einander gleich wer-
den, heisse D’ der griosste gemeinsame Theiler von 4 und C, es sei also

(95) {A=D’ﬂ, C=D39, aoﬁ—ﬁyo=+l,
¢=a,+ 28, y=y,+20, A'=Df, C = — Da,
dann wird

0 —fyp=+41, AD=A4AD =n,
und man kann z so bestimmen, dass
0<—a<$

0<C < 4.

und deshalb

Daraus folgt, dass ©” = —C"—'Z,DI—' auch einer der 7-Repriisentan-

ten ist, und dass )

y+ 37" A'y+4C'3+4 D'z — D4 Cx

«tpc ~ AetCPFDp: ® 4s
wird. Dies giebt fiir z = ¢
(96) ¢ o —1;-.!-0.' _ C‘ZD"»=:'.
Die beiden Grossen J(z') und J(z") werden daher fiir + = i einander
gleich. Wenn also " und z” zwei von einander verschiedene z-Reprisen-
tanten sind, so sind auch J(7') und J(z") von einander verschieden
ausser fir z =4. Die beiden Grossen 7" und ¢” konnen aber nur
dann identisch sein, wenn

97 A=4, C=C, D=D,
wenn also nach den Gleichungen (95)
A=Df, C=Dd=— De.

Da aber die drei Grossen 4, C und D keinen gemeinsamen Theiler
haben diirfen, so wird

D=1, A=f=n, C=0=—aq,
¢d —fy=—C*—ny=+1,
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also
(98) C?= — 1 (mod. n).

Ist ¢ = C:" , und geniigt C der Congruenz (98), so werden
in der That die Gleichungen (97) befriedigt, d. h. die Grossen =" und
z” sind identisch.

Bezeichnet man also mit & die Anzahl der Werthe von C, welche der
Congruenz (98) genfigen und kleiner sind als 5, so bilden die 7' Werthe
von J, welche dem Werthe J = 1 zugeordnet sind, -;— (T'— &,) Cyklen
zu je zwei, wahrend ¢ Werthe von einander verschieden bleiben.

Deshalb ist J=1 ein singuliirer Werth von der Ordnung —(T—&)."

Bei jeder Umkreisung des Punktes J == oo wiichst die Verinder-
liche z um 1; bei g Umkreisungen geht also
tl — 0'*; .Df
diber in
w  C+Dup+Dx
=4

Ist ¢ wieder der grosste gemeinsame Theiler von 4 und D, ist also
A=at, D=dt,

so wird erst fiir p = a die Grdsse t” = v’ 4 d mit ¢’ iiquivalent. Man

erhilt also an dieser Stelle, wenn man von dem Repriisentanten =’

ausgeht, einen Cyklus von a = —‘:— Reprisentanten, die fir J = oo
denselben Werth von J liefern.

Jedem Nenner A entsprechen zunichst i:— @ (t) Werthe von C, die
also g (t) solche Cyklen zu je % bilden. Deshalb ist der Werth J=co
ein singuldrer Werth von der Ordnung

©99) D'(F-Do® =D Lo —Dlot)y=T- 9(3).

Damit sind alle singuldren Werthe von J erschopft, so dass die An-
zahl der singuliren Punkte mit Riicksicht auf ihre Ordnungszahl gleich

s = 2 (T—&)+ 5 (T— &)+ T—Zp(t)
= —te— Zo)

ist. Deshalb findet man aus Gleichung (88)
(101) 120=T4 12 — 4¢, — 3¢, — 6 Z9(0).
Diese wichtige Formel hat schon Herr Gierster in seiner Notiz tber

(100)
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Modulargleichungen bei zusammengesetztem Transformationsgrade (Math.
Annalen, Bd. 14, 8. 537—544) gegeben. Die Andeutungen iiber ihre
Ableitung sind aber so knapp, dass eine ausfiihrliche Darstellung nicht
dberflilssig erschien.

§ 8.
Tabelle.

Da bei den Anwendungen, welche in den spéteren Abschnitten
folgen sollen, der Rang ¢ fiir eine grossere Reihe von Werthen der
Zahl n gebraucht wird, so war es nothwendig, aus der Formel (101)
eine Tabelle fiir ¢ herzustellen, welche die weiter unten behandelten
Fille umfasst, und welche hier folgen mdge:

n Bedingungen. 0
- 12941 |12v+41 ist eine Primzahl v—1
12045 12945 ,, ,, ” v
12047 112047 ,, ” v
12y 411 | 129411 ,, " v+41
(12v 4 1212941 ,, ,, " 1292 — 3v—1
(12» 4 5212945 ,, ,, ” 1292 + b
(12v 4 72 1204+7 ,, ” 12024+ 9v 4 1
(12v 4112120411 ,, ,, » 1202 4 17Tv 4 6
4 r>1 2.4—241-—-3.22
2.4 r>0 4-424+1—4.2-2
2(4¢+1) | 4¢4+1 ,, - c—1
42v+1)| 2041, , w o r>0(41(04+1)41-3.21
2.472b41)| 2041 ,, , w5 r>0]|2.4~1(b41)41—4.22
3(61+1) | 6141 ,, " 21 —1
9a a o »” a—2

Insbesondere findet man fir die Zahlen 1 bis 61 folgende Tabelle

n & & Zo(?) e
2 0 1 2 0
3 1 0 2 0
4 0 0 3 0
b 0 2 2 0
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" & ! | Zo() e :
| ol 2l 2| 3
42 0 i 0 8 5
43 2 0 2 3
44 0 0 6 4
45 0 0 ' 8 3
46 0 o | 4 5
41 0 0o = 2 4
48 0 0 12 3
49 2 0 8 1
50 0 2 12 | 2
51 | 0 0 4 5
52 1 0 0 6 5
53 0 2 2 4
54 0 0 12 4
55 0 0 4 5

56 | 0 0 8 5
57 1 2 0 4 5
58 0 2 4 6
59 0 0 2 5
60 0 0 12 1
61 2 2 | 2 4

II. Abschnitt.
Eigenschaften der Parameter.
§9.

Bildung von Parametern.
Nach den Ausfithrungen der beiden vorhergehenden Paragraphen
kommt es darauf an, Hillfsgrossen £ zu bilden, welche dem Rationalitéits-

bereiche (J,J) angehdren und einen mdglichst niedrigen Charakter
besitzen.

Auf rein algebraischem Wege wiirde die Losung dieser Aufgabe
schon deshalb grosse Schwierigkeiten bieten, weil die Invarianten-

gleichung, d. i. die Gleichung zwischen J und J, selbst gar nicht
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bekannt ist. Dagegen gelangt man dlirch Anwendung der schon frither
(§ 5, Gleichung (65)) erklirten Producte

Q(—;—, ) !
102) &=]JJ\ oo ) = LDYPLDY LD ...,

welche der Kilrze wegen ,, L- Producte’‘ genannt werden sollen, zum
Ziele. Dabei waren D,, D,, D,, ... beliebige Theiler von n, und die
Exponenten d,, d,, d;, . . . waren positive oder negative ganse Zahlen.
Sind diese Exponenten so bestimmt, dass § eine Transformationsgrisse
wird, so wurde § ein Parameter genannt, weil dann § dem Rationalitéts-
bereiche (J, J) angehbrt.

Dies folgt schon aus Satz III in § 1 (Seite 10), nach welchem
die Transformationsgrosse £ durch g,, g, und die Transformationsgrésse
J rational darstellbar ist. In dem vorliegenden Falle ist aber £ von
der nullten Dimension, folglich kommen g, und g; nur in der Ver-
bindung \

S o7g2
and 9e 9s

279, I
w—rigr =7 !
vor, d. h. § ist eine rationale Function von J und J .

Es ist also zunichst die Frage, wie man die Exponenten 4, ,4d,, d,,...
bestimmen muss, damit £ wirklich ein Parameter wird.

Die Antwort auf diese Frage findet man entweder auf dem Wege,
der bei der Bildung der Transformationsgréssen eingeschlagen wurde,
indem man

(103) z = (D, f(Dy)" f (Dy)* . . -
rational durch die Theilwerthe der p-Function auszudriicken versucht.
Man kann aber auch den Umstand benutzen, dass jeder Parameter §

als rationale Function von J = J(r) und J = J(nz) darstellbar ist.
Nun #ndert sich J(r) gar nicht, wenn man v mit der @quivalenten

Grosse —I’Fj'_—z:— vertauscht.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass bei dieser
Vertauschung auch die absolute Invariante J(nz) der transformirten
elliptischen Function ungeindert bleibt, ist bekanntlich

g =0 (mod. n) oder g =nr.
Jede eindeutige, analytische Function § der Grosse z, welche bei der
r+4q=
p+nre

Vertauschung von r mit gleichfalls ungedndert bleibt, und
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als Function von J tiberall algebraischen Charakter hat, ist eine
rationale Function von J und J. Dabei ist natirlich

(104) pq —pnr=-+41.

Vertauscht man nun das primitive Periodenpaar 2w, 2@" mit dem
dquivalenten

(105) 2% =2p0 4 2nr0,, 2% =2p'0 4 29w,
80 verwandelt sich

nos . n .
Q@,0) in Q@) =e(5 )0, o),
wobei ¢ (p » ®7) eine 24' Wurzel der Einheit ist, welche in § 11—15

m. vor. Abh. bestlmmt worden ist. Bezeichnet man — mltA so geht
bei derselben Vertauschung der Perioden

e(%. o) in 5, ®)=e (B, ) e(3 @)

iber. Deshalb verwandelt sich bei dieser Vertauschung

(106) L(D) in o(ﬁ’p LD): o (% ';’)
Setzt man also
AD = A,D,=ADj=":.-=AD=mn,
so verwandelt sich § bei dieser Vertauschung der Perioden in sich
selbst, multiplicirt mit dem Factor

d, d. J,
e(J;.’p', A;'r ‘ ( 'po A.'r ’o( lp' A.r . B
p, nr ]l+di+al+

r q
Da £ als Function von J nirgendwo eine wesentlich singuliire Stelle
hat, so heisst die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
£ ein Parameter ist: Der Factor (107) muss immer gleich 1 sein,
wenn man fir die ganzen Zahlen p, r, p’, ¢ alle moglichen Werth-
systeme einsetst, welche der Gleichung (104) gentigen.
Ist z. B.

(107)

p=1, r=0, p=1, g=1,
so wird nach Gleichung (134) m. vor. Abh.

1, 0y %
e (0, 1)=¢"
folglich ist in diesem Falle der Factor (107) gleich

D= D+ (B D&+ (D=1
[

und wird nur dann gleich 1, wenn
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(108) { Z(D—-1)é

= (D, —1)8, + (D, —1)8, 4+ (D3 —1)8;+ - - - =0 (mod. 24).
Diese Bedingung, der die Exponenten &,, 8,, d;, . . . geniigen miissen,
ist iibrigens schon in Gleichung (64) ausgesprochen worden, als mfan

verlangte, dass die Zahl m durch 6 theilbar ist.
Eine zweite Bedingungsgleichung findet man, indem man

: p=1, r=1, p=0, ¢ =1
setzt. Dann wird

Ani
1,4 3
oo, )=,
folglich ist hier der Factor (107) gleich

‘:—; @+ ditdi )~ 48— Ay — A0y~ -]
e

und wird nur dann gleich 1, wenn

(n—4,)8, + (n—4,)8, + (n—4;)8; + - - - = 0 (mod. 24),
oder
(109) (D, —1)4,08,+ (D, — 1) 4,0, 4 (Dy—1) 4305+ ---=0(mod. 24).

Diese Bedingungen (108) und (109) sind nothwendig; sie sind aber
auch, wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend, wenn die Ex-
ponenten &,, d8,, d;, . . . simmtlich gerade und auch n gerade ist.

Sind die Exponenten d,, J,, d;, ... simmtlich gerade, aber n
ungerade, so tritt noch eine dritte Bedingung hinzu.

Die Untersuchung wird niamlich wesentlich einfacher, wenn man
sich auf den Fall beschrinkt, wo die Exponenten d,, d,, d;, . . . lauter
gerade Zahlen sind, weil man es dann nur mit 12t Wurzeln der Einheit
zu thun hat, welche sich viel leichter bestimmen lassen als die 24ter
Wourzeln der Einheit ¢. Nach den Angaben von Herrn Hurwitz
(Grundlagen einer independenten Theorie der Modulfunctionen u. s. w.,
Math. Annalen, Bd. 18, 8. 528) wird namlich

a, b\? a, b Eé'—i
e\, d) =|lc,a]=¢
wobei

(110) Ee==(1—c*)[bd+43(c—1)d+c+3] + c(a+d—3).
Deshalb verwandelt sich L(D)? bei der Vertauschung des primitiven
Periodenpaares 20, 20’ mit 2@, 2@ in
ﬁ E‘ ‘E"
L@y
wobei
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E = (1—-D'p*)[Arg+3¢(Dp' —1)+Dp' +3]+Dp'(p+4 —3),
E'=(1—p?) [nrg+3¢(» —1) +9+3]+00+4d—3).
Daraus folgt

E—E'=(D—-1)[—nrp'*¢ —p*(3¢+1)+3p(¢—1)

—rd A(D—1)+3p%[¢ —1—p' (3¢ + 1] D(D—1)
—9*(39+1)D(D—1)(D-2).

Damit £ ein Parameter ist, muss

(112) Z(E'—E")8 =0 (mod. 24)

sein. Nun ist aber nach den Congruenzen (108) und (109) noth-

wendiger Weise

(108a) 2D —1)0 = 24a,

(1098) Z(D—1)As = 24b,

wo g und b beliebige ganze Zahlen sind, folglich reducirt sich die

Bedingung (112) auf

(1128) { 39 (@ —1)(¢+1)—4p'¢]1ZD(D—1)0
—9p%@8¢+1)ZD(D—1)(D—2)8 = 0 (mod. 24).

Dabei ist — 12p'3¢'.D (D —1)8 sicher durch 24 theilbar; ist p’ gerade,

so ist schon 3p'2(¢'— 1) durch 24 theilbar, und ist p" ungerade, so ist

3(p'+1)D(D—1)0 durch 24 theilbar. Die Congruenz (112a) reducirt
sich also weiter auf
112b)  p'3B¢+1)ZD(D—1)(D—2)8 = 0 (mod. 24).
Ist » eine yerade Zahl, so wird auch ¢ = nr gerade, also ¢’ un-
gerade; deshalb muss in dlesem Falle -
3¢ + 1 durch 2, DD —1)(D—2) durch 6 und § durch 2
theilbar sein, so dass die Congruenz (112b) ganz von selbst befriedigt
wird. Ist aber » eine ungerade Zahl, so kann man ¢ so wihlen, dass
p'*(8¢ + 1) die Factoren 2 und 3 nicht enthilt, dann tritt also noch
die Bedingung
(113) ZD(D—1)(D—2)d = 0 (mod. 24)
hinzu. Dadurch erhilt man also den folgenden Satz:
1. Die Hiilfsgrosse
§ = L(Dy)" L(Dy)y» L(Dy)h . .. ;
ist ein Parameter, wenn die Exponenten 0, 0,, 8,, .. . simmilich gerade ‘
Zahlen sind, und wenn
1) Z(D—1)0 = 24a, .
2) (D —1)A8 = 24b, |
3) ED(D—1) (D —2)8 = 24c.
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Die letste Bedingung kommt noch im Wegfall, wenn n eine gerade
Zahl ist. .

1L Sind die Exponenten d,,8,, 3,, . . . eum Theil ungerade Zahlen,
so kann & nwr dann ein Parameter sein, wenn auch hier die beiden
ersten Bedingungen, dass nimlich (D —1)0 und Z(D—1)Ad durch
24 theilbar sind, erfiilll werden. “Diese Bedingungen sind nothwendig,
aber moch wicht hinreichend, wie sich aus den spiter folgenden Bei-
spielen ergiebt.

§ 10.
Definition und Berechnung des Charakters, welchen ein Parameter
besitzt.

Ist £ ein Parameter, d. h. ist £ eine rationale Function von J und
J, so besteht zwischen £ und J eine Gleichung, welche in § 5 eine
y»invariante Multiplicatorgleichung‘ genannt wurde. Der Grad dieser
Gleichung in Bezug auf J wurde der Charakler des Parameters §
genannt und mdge mit ch bezeichnet werden. Es besteht némlich
zwischen £ und jeder anderen Grosse 7 des Rationalitidtsbereiches

(J, J) eine Gleichung, welche in Bezug auf 7 wieder den Grad ch
besitzt, wie aus bekannten algebraischen Sitzen hervorgeht.

Um nun den Werth von ch fiir einen Parameter £ zu berechnen,
entwickele man die T'(n) verschiedenen Werthe von £ nach Potenzen von

w'nt

h=e¢® .
Dies geschieht, indem man die Entwickelung fiir die einzelnen Factoren
von { vornimmt. Setzt man zu diesem Zwecke wieder, wie in den
Gleichungen (86),
p=A4a+C und ¢g=D,
wo @ so gewdhit ist, dass p und g relativ prim sind, so entspricht
das primitive Periodenpaar
2% =2p0 4+ 290, 20 =2p'w 4 2¢ @

nach § 6 dem 7 Repriisentanten Ej;-»ll'—- Jetzt sei £, der grosste
gemeinsame Theiler von D und D,, es sei also
(114) q=D=tv, D,=tv,,

wobei v und v, relativ prim sind. Deshalb giebt es zwei ganze Zahlen
d und z, fir welche

(115) dv, =p -+ xv

wird. Nach diesen Bestimmungen setze man

(116) a=10,9, b= —v, ¢c=—pl, — 24,
Mathematische Annsien. XXXII. 4
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dann wird
ad—bec=+1,

[} o , —z ’
(17) o +b% =, cptdw =224 2

folglich wird

—:cao o —afa,b ] ,
me (G T)=e (2o (5 ®)
Bezeichnet man also die Grosse, welche aus A durch Vertauschung
von @, @ mit — t , —t.:f +% hervorgeht, mit A,, so ist
z‘ﬂc "
(119) hy=e  h™.
. 1 1
Da nun die Entwickelung von Q(w, @') mit(%)’ k" beginnt, so
ist das erste Glied in der Entwickelung von Q(—g— ,"ﬂr’), wenn man

mit K, eine Constante bezeichnet, auf deren Werth es hier gar nicht
ankommt,

t, 1
(120) K h“" K hl%D, K hl%u
Ist z. B.

Ay 1}

D,==1, also f, =1, 4, =n,
so wird das erste Glied in der Entwickelung von Q(@, @)

Kh“==g )( ) h”,

wie zu erwarten war. Die Entwmkelung von

L= (52)

Qo)
fangt also mit ¢
4,
y ty*—n Tza (09— Dy
(121) R T e

an, wo K, wieder eine unwesentliche Constante ist.
Die Entwickelung des Parameters §, oder genauer von E(c+ D'),
beginnt daher, abgesehen von einem constanten Factor, mit

hﬁ; [4,8:(t>— D)) 4 4205 (ts?— Dy} + 4,6, (1,2 - Dy)+-- -]

Dagegen beginnt die Entwickelung von J nach steigenden Potenzen

von h mit Nimmt man nun noch hinzu, dass § wegen der

1
1728h¢
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Productdarstellung der L nur an solchen Stellen Null oder unendlich
werden kann, an denen J = oo ist, so findet man nach bekannten
Sitzen der Algebra das folgende Resultat:
Der Ausdruck
(122) S(n, D)=A, 8, (t,*— D)+ 4,0, (!,>— D,)+ 4,85 (4> — Ds) +- - -
werde, wenn er positiv ist, mit P, und wenn er negativ ist, mit N be-
seichnet, dann wird
(123) ZP=—X3XN<=24n-ch,
wobes die Summation tiber alle T-Reprisentanten 2u ersirecken sst.
Diese Summation kann man schrittweise ausfithren, indem man
zunichst alle 7-Représentanten beriicksichtigt, bei demen D und des-
halb auch 4 denselben Werth hat. Die Anzahl dieser T-Repriisentanten
ist nach den Auseinandersetzungen in § 6 gleich —‘:— @(¢) und werde
mit (4) bezeichnet, so dass also

2 9(t) = (4).

Dabei ist ¢ der grosste gemeinsame Theiler von 4 und D. Fir alle
diese T-Reprasentanten hat niamlich S(n, D) denselben Werth, so dass
man nur die Werthe der Producte (4) S(n, D) fiir alle Theiler D zu
untersuchen hat, die in n enthalten sind.

Setzt man noch
(124) (4,) 8(», D,)=(4,)[4,8,(t*— D,)+ 4,8,(,*—D,)

+4,0,(t> — D)+ -- | =24nk,,

80 wird nach bekannten Sitzen der Algebra k, eine ganse positive oder
negative Zahl, weil die (4,) zu D, gehdrigen Werthe von §(C—f"2
einen Cyklus bilden und fiir A = O (bez. fiir J = oo) einander gleic:
werden. Bezeichnet man also die positiven Werthe von %, mit %, und
die negativen mit k., so geht Gleichung (123) tiber in
(125) Zkp = — Zky = ch,
wo die Summation jetzt nur noch iiber alle Theiler D, von n zu
erstrecken ist.

Ist p die Anzahl aller Theiler von %, so bildet man die g Glei-
chungen
(126) (4,)S(n, D,) = 24nk,.
Dadurch erhilt man z. B. fir Dy =1, (4,)) = A4, =n
(126a) 4,8,(1—D,) + 4,0,(1—D,) + 4,8,(1— Dy) + - - - =24k
und far

Dyr=n, (dua) = 4y1=1
erhilt man
(126b) (D, —1)8, + (D,—1)8, + (Dy—1)8, + - - - = 2k, s.
4.
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Dies giebt nach den Gleichungen (108a) und (109a)
(127) ky=—20, kyy=a.

Aus Gleichung (125) folgt auch noch, dass von den p Gleichungen
(126) die eine schon aus den iibrigen p — 1 Gleichungen folgt.

Bisher waren die Exponenten &, d,, d;, ... als gegeben betrachtet,
man kann jetzt aber auch die ganzen Zahlen %, als gegeben ansehen
und aus den Gleichungen (126) die p — 1 Grossen

8,,0,,0,,...0,
berechnen. Gelingt es nun, die u — 1 gansen Zahlen ky, ki, . . . ku—s
so aussuwihlen, dass auch die Grossen 8., 0,, 0, ... 8u—1 ganze
Zahlen werden, welche durch 2 theilbar sind, so ist § fiir gerade Werthe
von n sicher ein Parameter; fiir ungerade Werthe von n tritt noch die

Bedin
g ED(D—1) (D—2)6 = 24c-

hinzu,

Bei den Anwendungen wird man iibrigens auch diejenigen Werth-
systeme der 8 beriicksichtigen, bei denen sie theilweise myerade Werthe
haben. Allerdings muss man dann erst untersuchen, ob § ein Para-

meter ist.

Unter den Werthen von &y, &, k,, %5, . . . ku—s welche ganzzahlige
Werthe von 8,, 8,, dg,... liefern, sind dlejemgen besonders zu beachten,
fiir welche sich ein moglichst kleiner Werth von ch ergiebt.

§ 11
Complementire Parameter.

Vertauscht man o mit —':—, so geht J in J und

dber. Es ist die Frage, ob auch § ein Parameter ist. Setzt man z. B.
T=0, ¥ =—ao,
und beachtet man die wichtige Formel |
(128) (,,,, 2) =Ym @, o),
8o wird
1 T E gy ) plo(g )
Q(‘pv m) ' Q(-—, m)
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Damit § ein Parameter wird, miissen zuerst zwei Bedingungen be-
friedigt werden, welche den Glexchungen (1085) und (109a), niémlich
den Gleichungen

Z2(D—1)8 =24a und Z(D—1)A4Ad = 24b
entsprechen, und welche hier die Form
Z(A—-1D0—m-—-1)0]=—2(AD—A)0=—2(D—1)A0=244
und
Z[A—1)Dd — (n—1)0] = — Z(D—1)0 = 24V’
annehmen. Diese Bedingungen sind aber sicher erfiillt, denn es wird,
wie man ohne Weiteres erkennt,
' d=—> und ¥ = —a,
wobei a und b ganze Zahlen sind, weil nach Voraussetzung § ein
Parameter ist. Es wird daher auch { ein Parameter, wenn die Ex-
ponenten 9, d,, d;, . . . simmtlich gerade sind, und wenn auch # eine
gerade Zahl ist,
Ist dagegen » umgerade, so tritt noch die Bedingung
S = Z[(43—n® — 3(42—n?) 4 2(4—n)]6 =0 (mod. 24)
hinzu. Auch diese Bedingung wird erfiillt, denn nach Voraussetzung
ist £ ein Parameter, es ist also
Z(D3—3D*4-2D)8 = Z[(D3*—1)—3(D*—1)+4+2(D—1)] 6 =0 (mod. 24),
folglich ist
S= Z[A43(1—D%)—34*(1—D*+424(1—D)}é
=—X[(43—1)(D*—1)—=3(A*—1)(D*—1)+2(4 —1)(D—1)]0.
Da 7 ungerade ist, so miissen auch 4 und D ungerade sein, also
A=2B+1, D=2E + 1, folglich wird
A —1=4B(B+1) und D*—1=4E(E+1).
Dies giebt
= - B[4~ 1)(D*— 1) +2(4—1)(D—1))8
= — Z[(8B*4-12B*+4-6B) (8 B*} 12 E* 46 E)+8BE]d
= — 4BEXZ(16 B*E*+2)0
=—4BEXZ(B*E*—1)d = 0 (mod. 24).
Es mdge noch ein zweiter Beweis hinzugefiigt werden, der auch

den Fall umfasst, wo die Exponenten & theilweise ungerade sind.
Da £ ein Parameter ist, so ist § darstellbar als rationale Function

von J und J. Setzt man z. B. wieder

T=0, 0 =—o,
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8o wird

(129) E=R (J(z), J(%)) :

Vertauscht man jetzt @ mit -% , 80 geht J(z) in J(nt) und J (%) in
J(z) tber. Dadurch wird
(130) E=R(JI(nv), I(z))
d. h. auch § ist eine rationale Function von J und J und deshalb ein
Parameter.

Dabei ist freilich zu beachten, dass die hier benutzten Werthe
von ¢ und £ verschiedenen 7-Reprisentanten zugeordnet sind.

Was fiir die Vertauschung von @ mit —:-’- gezeigt wurde, ldsst sich
natiirlich auch fir die Vertauschung von & mit % in @hnlicher Weise

zeigen, so dass man zu jedem der T'(n) Werthe von £ einen zu-
gehdrigen Werth von £ finden kann.

Die beiden Parameter § und § mogen ,,complementire Parameter®
heissen. Von ihnen gilt also der Satz:

1. Die Gleichung, welche swischen einem Parameter & und der
absoluten Invariante J besteht, geht in eine Gleichung swischen dem
complementiren Parameter § und J diber, indem man & mit & und J
mit J vertauschi.

Da diese neue Gleichung in Bezug auf J denselben Grad hat wie
die erste Gleichung in Bezug auf J, so gilt auch noch der Sata:

II. Zwes complementire Parameter haben denselben Charakier.

In vielen Fallen lassen sich J und J beide rafional durch § und

£ darstellen, so dass die Invariantengleichung gewissermassen durch
eine viel einfachere Gleichung zwischen zwei complementiren Para-
metern ersetzt ist. Es kommt aber auch vor, dass der Rang der

Gleichung zwischen § und § niedriger ist als der zwischen J und J,
dann ist natiirlich eine solche Darstellung nicht méglich. In einzelnen

Fillen wird auch § mit £ identisch. Dann sind J und J sogar Wurzeln
derselben Gleichung.
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II. Theil.
Anwendungen.

III. Abschnitt.
Transformation vom Grade 2.

§ 12,
Transformation vom Grade 2.

Fir # = 2 wird ¢ == 0. In diesem Falle wird, wie sogleich gezeigt
werden soll,

Q .:.; , o 24
(131) E= L)Y = é(;-,—g).).—
ein Paramefer niedrigsten Grades. Es war namlich nach Gleichung
(190) in § 27 m. vor. Abh.
L¥ — 129,18 4 16 = 0,
eine Gleichung, welche man auch auf die Form
(132) J:d —1:1==(E416): (E—8)2(E}64): 1728¢
bringen kann.
Der zu § complementdre Parameter ist hier

.€.= 212 Q(m, m)u 21t

Q(._.’ o )N E H
folglich wird
(133) J:J—1:1=(E416):(E—8)? (E+64):1728E,
oder
(133a) J:J — 1:1 = (E+4256)%: (E—512)* (E464) : 1728¢2.

§ 13.
Transformation vom Grade 4.

Fiir » = 4 ist wieder ¢ = O und n hat die Theiler 1, 2 und 4.

Setzt man also
E=L(2)% L9,

80 findet man aus Gleichung (126) die drei Gleichungen

— 28, — 30, = 24k,, 0, = 24k,, 0,4} 398, = 24k,,
oder
(134) 0, = 24k,, 0, = — 8(k,+2k,).
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Indem man von den drei ganzen Zahlen %, %,, k, die eine gleich 0,
die zweite gleich 4+ 1 und die dritte gleich — 1 setzt, erhilt man
drei Parameter mit dem Charakter 1, némlich
L(4) L(4)

(135) b= Topr B=LW@% b= fg"
Da k, und %k, ganse Zahlen, und d,, d,, n gerade Zahlen sind, so
sind §,, ,, §; Parameter; ausserdem ist der Charakter bei allen dreien
gleich 1, also moglichst niedrig.

Aus diesem Grunde ist auch jeder der drei Parameter §,, §,, &;

durch jeden der beiden anderen linear darstellbar. Es giebt also z. B.
eine<Gleichung von der Form

a§|§,~-|— b +ck,+d=0,
wobei man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d sehr einfach dadurch be-

stimmen kann, dass man § und §, nach steigenden Potenzen von
1

h* = ¢ entwickelt.**) Dies giebt

*) k= 0, kj=—1, ky=+41 giebt den Parameter ,,
,koﬂ— 1, k,’ 01 kt=‘+l » ”» ” €2'
ko-+1, k|=_1' kt" o » ”» El-

Die tbrigen Fille, welche —;—, —E]»~, _EL liefern, kdnnen dibergangen’ werden.
1 L1 3

**) Es ist 2weckmiissig, bei der Entwickelung der L-Producte

e(3 o)\
- [Tror-[1(°6E0)
® =0, ® = — o zu setzen; dann wird némlich
o(3-=) _¢(= D)

LD =@ = = Q@,a)

Nun ist nach Gleichung (3)

1 1 o 11
Q@ ) -(%)’ h“l l (1 = 17) = (Z)TAS (1RO Rohtoh— B,
=1
oder, wenn man .
3 3
A" =g, also A2 =54, Rt=3s"
setzt,

1 =
0@, @) =(Z)T M- — 4P ),

: 14
0o H)=(F) MU—st =M P ),
L(D)-s—’—‘:w"')““““"““*‘"‘ii-_ﬂﬁ;.
11— — 2"+ " — — 5
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(136) B i TR
r 6 6
a8 L —b— O Lp g — 2R

Deshalb folgt aus Gleichung (132)

(138) J:7 — 1:1om (14 145 5 (1— 345, +E02(1HE )
: 1085, (1—E,)*.

Die zu §,, &,, & complementiren Parameter sind

El = 1633) g! = }'z_:i‘) gs 16 ’

also _
E+E=1,
folglich wird nach Gleichung (108)
(139) J:J —1:1=(+14+E")’: (1—34E +E°) (1 +4E)
: 108 El(] - gl)‘;
oder
(139a) J:J —1:1 = (16—16§,4£,2)%: (32—32§, —§,2)2(2—§,)?
: 108,4(1—§&)).

§ 14.
Transformation vom Grade 8.

‘Fiir n =28 ist gleichfalls p =0 und n hat die Theiler 1, 2, 4
und 8. Setzt man also

§= L@ L&) LEB)*,
so findet man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen

— 48, — 63, — 18, = 24k,,
+20,+ 0 — 9, =24k,
+ 6,+38,+ 8, =24k,
+ dn+3"z+763'=24ka;

"1 = 2(_ ko + 5"1 - 2"2):
(]41) 0, =2(+4 ko - ’?I + 67‘2),
8 = 4(—ky— k, —2k,).

(140)

oder

Indem man jetzt von den vier Grossen k,, k,, k,, k; die eine gleich
-4 1, die zweite gleich — 1 und die beiden anderen gleich O setzt,
erhilt man 6 Parameter mit dem Charakter 1, némlich
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L(8pL(2)4

£ L(8)8 L(2)¢ g, = T
1 = W—' 2 = L(4 14 ?
L(8) L(2 Ly®
() g =ZOIO o Ime &
o= LW & LW b
5T LELEF &’ T LET T R/

Da diese Parameter simmtlich den Charakter 1 haben, so besteht
zwischen je zweien von ihnen eine lineare Gleichung von der Form
abebs + Db + clp +d =0,

wobei man wieder die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d sehr leicht durch
1

Entwickelung nach Potenzen von Bt = ﬁndet Auf diese Weise er-
hilt man die Gleichungen

P ok N S SUN S |
(142) ! 14457 144§ ™ 144§’

1 és
b= =1
Dabéi wird mit Riicksicht auf die Gleichungen (141)

o Bb 10kt
LM =4k

£

— 2

(143) Ligp = £ =150,
u_ &7 (1—4f)(1+4E)

L(8) ‘.&7 6‘7

Bezeichnet man die drei Parameter, welche bei der Transformation

vierten Grades auftraten, mit &,(4), §,(4), &(4), so wird

(144) E(4)=E? also E(4) =1 — 165 (4) = 1 — 1657,

folglich geht die Gleichung (138) tber in

(145) J:JJ—1:1=(1—16£2116E)% : (1 — 1652 —8E44)? (1 —8%,%)?
: 1728§,8(1—16&47).

Der zu §; complementire Parameter ist

§6=_"7
folglich wird
¢) ko= 0, ky= 0, ky=—1, ky ==+ 1 giebt den Parameter {,,
ky = 0:kl=+lykt=;l’kl= o ” ” &2,
k=41,k= 0, ky=—1,k= 0 , ” ” s
k= 0,k=41,k= 0, ky=—1 » » &
b=+ 1, k= 0, k= 0, ly==—1 ” »" &
]‘o-"’l'l’kl-—l;kt"' 0, kgme 0 ” ) &.
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(146) J:J —1:1=[16(1 —§)+§,43:[32(1 —§.?) — E42(2 — &2

:108E,5(1 —&,2),
odor Ef(1—E?)

J: T —1:1=[(1—4&)* 4256 £,(14-4&)7]°
(1463) :[(1—48)* —5125,(1+4£,)" 1 [(1 —4&,)* + 32E,]?
117288, (1 4 45, (1—4&;)°.
Wie vortheilhaft die hier benutzte Methode ist, erkennt man am

besten, wenn man sie mit der Herleitung von Gleichung (199) in
m. vor. Abh. vergleicht.

§ 15.
Transformation vom Grade 186.

Fir n = 16 ist gleichfalls ¢ = 0 und » hat die fiinf Theiler 1, -

2, 4, 8 und 16. Setzt man also
£ = L(2)% L(4)* L(8)* L(16)*,
so findet man aus Gleichung (126) die fiinf Gleichungen

— 88, — 128, — 148, — 158, — 24k,,
. +48,4+ 0 — 20, — 38, = 24k,
(147) +28, 4+ 63,4+ 20,4 0 =24k,
+ 4+ 38+ T8+ 38, =24k,
+ 8+ 88,4+ 78,4 1560, — 24k,
oder
8 = — ko -+ bk, — 2k, 4 0,
3= 0 —2k + 5k — 2k,
(148) G=+ K+ b— b+ 6k,
8, — — 2k, — 2k, — 2k, — 4k,.

Indem man jetzt von den finf Grissen %, %, k,, Xy, k, die eine
gleich -} 1, die zweite gleich — 1 und die iibrigen drei gleich O setzt,
erhilt man 10 L-Producte mit dem Charakter 1,*) niimlich

£ L(16)¢L(4)* £ L(16)*L(4) £ L(4)t

VETLES ) ST TLEeyLer A 7O IR

§4 L(16)* L(2)s L(16)tL (4)* g L(16)2L(8) L (2)*
=Tier ' = ILelem’ BT Zar

(149)

*) Streng genommen kann nur bei Parametern von einem Charalier die
Rede sein; es soll. aber hier, und ebenso bei den folgenden Anwendungen,
durch die ganzen Zahlen %, ki, K, ... kﬂ_l der Charakter der L-Producte

nach Gleichung (126) erklirt werden gleichviel, ob sie Parameter sind oder nicht.,
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g oo ZUOTLE» | LOOPLE) . LErLEy

1= TL@)L@ey’ T T L@E < ST T Lay
: g,—= LOLO) v

10 L(4)a

(149)

Da bei & und &, die Exponenten 8 gerade sind, so sind fiir diese
Grossen die Bedingungen alle erfiillt, welche bei Parametern erfiillt
werden miissen, folglich sind £, und & Parameter mit dem Charakter 1.
Ferner ist die Grosse

£? L(16)¢ L (4)14
2 = "LEW L2

ein Parameter mit dem Charakter 2, welcher aus

o Lorzer _ 9 ) o ="
2 L Q( o ﬁ')“Q(m, >

entsteht, indem man @ mit #‘2’— vertauscht. In derselben Weise geht
£, (8) in &2 iber. Nun folgt aus den Gleichungen (142)

25,(8) =14 §(8),
oder, indem man @ mit % vertauscht, .
(150) 26,7 =1+ &2

Wiire £, ein Parameter, so miisste sich §, linear durch den Parameter
£, darstellen lassen. Dies ist aber nach Gleichung (150) nicht mdoglich,
folglich ist &, kein Parameter.

Anders verhilt sich die Sache bei §. Es ist nimlich

1)

g = ZUSKLCY _ fuorrey | m=r
(8) f(®) (_4_) ) ( )

Nach Formel (14), némlich nach der Formel

*) Die zugehdrigen Werthe von k), k,, k,, k;, k&, ergeben sich aus der
folgenden Tabelle:

€ | b | & | B | s | & | & | B | & | Ew
k| o | o |+1{0]|4+1/0 |0 |—1]0 |41

k|l oo |—1|41]0 |0 |—1]0 |41|0
Bl o |41/ o0o|ofo|—1]{0] o0 |—=1{—1
ky| -1|—1| 0 |—1|—1) 0 | 0| 0] o0 o0

El+1] o]l ofol o l41|4+1|4+1]0]0
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( 208 — “)5)1(2(64-&)0)

(2«&)_9(260) (zam) (235)_'

wird
D=2 Dl ()0 2]
~IET ey ey
Bl (- N - )
(3)<(9)
=T CE Ly Ly
folglich ist

[e(D-eCOF @@ [ D))
[ (®)—+@][¢(5) - (D[ - ()
_ @G () (5@
() G- CF)
[
5a=l__ 5 5 =g-ﬂ‘
RORCINED |
Hieraus erkennt man, dass sich §, als eine rationale Function von
p(%—) darstellen ldsst, die sich gar nicht &ndert, wenn man p(g)
mit p (3—:-), "] (—:—") , oder (7—:~) vertauscht. Es ist also £, ein Para-
meter mit dem Charakter 1. Deshalb werden auch die Grossen

(151) E = Eagu g = ? y Eg= L = &
Payameter; dagegen sind die Grossen

gz: §s=_‘a %’ £|o=%

keine Parameter, weil §, kein Parameter ist. Erst die Quadrate dieser
Grossen sind Parameter mit dem Charakter 2.
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Zwischen je zweien von den 6 Parametern mit dem Charakter 1
bestehen Uneare Gleichungen von der Form

by + bke + ks + d =0,

wobei man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d wieder sehr leicht durch
1

Entwickelung nach Potenzen von h® = 5 findet. Auf diese Weise er-
hili man die Gleichungen
g: = :—'I‘—Z%:’ 54 = l_-|-12_§;’ Es = ﬁfg{g;, 87 =1— 253’
g1z pa_ 144G
[ (142§)
Aus den Gleichungen (149) folgt dabei:

(152)

( 2 &bt __ 1— 16§
L (2)‘ E.'} 8“ g’s ’
o _ hbt _ 1—16g
(153) ) L(4) E.‘ 5‘4 g" ki
7£.3 J— )7 2
L(8)% = gf:‘gzw - 4€a§.£1+45. )
= & _ —2850(0+28)
S e

Da nun &2 = £(8), so folgt aus Gleichung (145)
(164) J:J—1:1=(1—16§3*} 16§,%)%: (1 —16E,*—8E;5)?(1 —8&,)?
: 1728,1%(1— 16E54).
Der zu §; complementire Parameter ist

(155) ~ B=t,
deshalb findet man sofort aus Gleichung (154)

(166) J:d —1:1e==(16 — 16§ 4--£,5)%: (32 — 3284 —£,8)2 (2 — &,%)?
1108 £,18(1 —§,4).

§ 16.
Transformation vom Grade 2°.

Fir n = 2¢ = 16m ist T'(n) = 24m. Man kann aber sogleich
Parameter §{ angeben mit dem Charakter m, so dass der Grad der
Gleichung zwischen £ und J in Bezug auf J 24 mal kleiner ist als
der Grad der Invariantengleichung.

For # = 16 und fiir #» == 32 haben diese Parameter auch einen
moglichst niedrigen Charakter, fiir grossere Werthe von » muss es
aber allerdings Parameter geben, deren Grad noch kleiner ist als m
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Es wird n&mlich fiir
n = 64, 128, 256, 512, 1024, . . .,
m=— 4, 8, 16, 32, 64,...,
s+3)= 3, 6, 12, 26, b4,.

Beispiele fiir solche Parameter mit dem Charakter m sind die Grossen

L(16m)* L (4m)? L(4m)*L(m)* L(16m)t L (2m)®
150 & ="Teme B~ "Lamr 4T ZEmrLmr
welche aus §,(16), E;(16), £,(16) hervorgehen, indem man @ mit
% vertauscht.

Zum Beweise, dass §, ein Parameter mit dem Charakler m ist,
beachte man, dass die Theiler von % in diesem Falle
Dy=1,D;, =2, Dy=4,... D, 3s=4m, D,y =8m, D, = 16m
sind. Deshalb wird
6,=0,0,=0,...0,s=+2,0,4=—6,8,=-44

und
S(n, D)= A4,8,(t,>—D,) =8l s — dm)—12(t,> , — 8m)4-4 (t.) — 16m)
=81, s — 12t} 42},

Giebt man nun dem Theiler D die Werthe D,, D,, D,,. .. D,, 80
wird immer
lag=1lo_1 =1y = D;

deshalb ist in diesen Fillen

S(n,D)=0
und
(158) ky=0,k =0,k =0,...k-s=0.
Dagegen ist
(A1) Sy Dyy) == 8 - 16m* — 12 . 64m? 4 4 - 64m?
== —24.16m* =+ 24 - 16m - ko,
(4s)S(n, D;) =8-16m? — 12.64m? | 4 - 256 m?
Jso =-+24.16m> = 4 24 - 16m - k,,
(159) ker=—m, ko= m.

Die Grdsse §, ist also ein Paramefer, weil die Exponenten 4,, d,, d;,...
gerade Zahlen sind, und weil die Grdssen %, und k. ganzzablige
Werthe haben. Ausserdem ist mit Riicksicht auf die Gleichungen
(158) und (159) der Charakter von £, gleich m.

Der Beweis dafiir, dass &, ein Parameter ist, lisst sich auch fihren,
indem man zeigt, dass sich §, auf die Form
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16m)! f(4m)? S __974.2)™
(160) &, = (g,3—27g,>)™ f( ;Z)Suf)(s me 4,,59"‘ g

,f2a—1
- H so( ;m lli’)
bringen ldsst.
Da §,, & und & aus §,(16), E5(16), £,(16) durch Vertauschung
von @ mit 2 hervorgehen, so gelten auch hier die Gleichungen (152),
m
niémlich
Bo—=1—26 1
P42 M 1428
oder
P Rk | N L ol 1
2

Deshalb sind auch §; und §, Parameter mit dem Charakter m.

Das Vorstehende gentigt schon zur Bildung der Gleichungen zwischen
g, und J. Es wird namlich nach den Gleichungen (141), (149) und
(152)

(8 LOMLOY _ 60D _ 25,00
' L@® = 16 — 1T EG6Y
also
1 — §(8) 1— §(16))2
(161) . 1 + TFa® = ViFaas

Vertauscht man @ mit 7, so geht £ (8) in £,(8m)? und §(16) in
£,(16m) iiber, folglich erhilt man aus Gleichung (161)

1—§,(8m) 1—E,(16m)\2 1—
(162) 1+E@mE ~ \14¢(16m) T+ 5:)
oder
(163) THineRr = b
Daraus folgt
. R
(164) 53(8'»)==W(1il/1 — 16&,Y).

Kennt man also die Gleichung zwischen §;(8m) und J, so findet
man hieraus auch ohne Weiteres die Gleichung zwischen £ und J.

Die zu &, und §; complementéren Parameter sind bez.

r-gl Q(le IGM) 0(16"' 4’”) ng‘((:)i = 2§,(16),

(165)4 Q(l(im 8m

- 0(16 m' 4m ) Q(lsm m ) - L(16)* (L(4) — £ (16) .
2L(8)* 2

\ Q(lom 2m.
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Daraus ergiebt sich eine weit einfachere Darst‘ellung. Es ist namlich
nach Gleichung (154)
J:J —1:1e=[1— 16£(16)* 4 16£;(16)%]
(166) :[1 — 16&,(16)* — 8, (16)*]2[1 — 8&;(16)4)?
: 1728 £;(16)'%[1 — 16 £, (16)'].

Vertauscht man jetzt @ mit T:F' so geht J in J und §,(16) in %
iber, folglich wird (genau wie in Gleichung (156))

(167) J:J — 1:1 = (16—16§44£5)3:(32 — 32,4 — £,5)2(2 — §,4)?
: 108E,'6(1—§,4).
Die beiden Gleichungen (166) und (167) geben die Transformation
vom Grade 16m, wenn man noch die Gleichung zwischen £;(16) und
&, hinzufiigt. Dies kann aber mit Hiilfe der Gleichungen (162) und
(163) leicht geschehen, denn es wird
45,(16)  _ (1—§(39)).

144§,(16) 14-§,(32)7°
(168) et 1 Y el TGNy

14§, (32 14-§,(84) 7

IV. Abschnitt.
Transformation vom Grade 3-.

§ 17.
Transformation vom Grade 3.

Nach Gleichung (46) m. vor. Abh. war fiir ungerade Werthe von
n, also fir n =2m 4 1

(169) I C22) = —vrr,
folglich wird fir » ==_3
(170) = L(3)" = @"f(3)"* =

.

, (20

v (3)

ein Parameter, und zwar ein Parameter mit dem Charakter 1, weil
nach Gleichung (204) m. vor. Abh.

A7) J:J —1:1=(E4+3)3(E+27): (E2+18E—27)2: 1728¢
wird. Der zu § complementire Parameter ist E*l, folglich wird

(172) T:T— 1:1 == (E+243) (§+27) : (E?— 436 £ — 19683)2: 1728 &5,

Mathematische Annslen. XXXII, 6
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§ 18.
Transformation vom Grade 9.

Fir n =9 wird ¢ = O und # hat die drei Theiler 1, 3 und 9.

Setzt man deshalb
E=LE™LO®,

so findet man aus Gleichung (126) die drei Gleichungen
(173) — 69, — 86, = 24k,, 40, = 24k,, 26, + 848, = 24k,,
oder
(174) 6, =6k, 20, = — 6k, — 9k,.
Hierans ergiebt sich nur ein einziger Parameter mit dem Charakter 1,
némlich
R N GORGr )
Dagegen giebt es drei Parameter mit dem Charakter 2, némlich
(176) &= f(g); y B= 71,;'(%);‘7 g = 11:((39))1: )
Dafiir, dass £, ein Parameter ist, sind alle Bedingungen erfiillt. Des-
halb sind dann auch
glgggz und §3=€2:€

Parameter. Nun besteht zwischen § und §,, bez. zwischen § und &,
oder ¢ und & eine Gleichung von der Form

(@824 bE+ o)k + (0, BBy E+ ) = 0,

wobei man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, a,, b,, ¢, sehr leicht durch
3

die Entwickelung von § und £, nach Potenzen von h° — 5 findet.
Dies giebt

& 1
a7 &= gsgra BT Eretu BT pregw
Deshalb wird
ws) L@ =@ =I —p 4 opr 218,

Die Gleichung (171) geht daher tiber in
J:J—1:1= (8498 +2TE+3)(E+3)
(179) : (B4 18£5-4135§4 4504 2 - 89152 - 486 £ —27)2
: 1728k (824 9E4-27).
Diese Gleichung kann man noch einfacher schreiben, wenn man der
Kirze wegen
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(180) E+3=1
setzt, dann wird n@mlich

(1798) J:J —1:1=(?—24)3%° : (1° — 369>+ 216)2: 1728 (4 — 27).
Der zu § complementire Parameter ist

(181) E=2" also E4+3—=7=— 3‘5;*9’ - *"(n'lj:%

Dadurch erhilt man

(182) J:J — 1:1=(7®—24)373: (7°— 367 - 216)2: 1728 (7* — 27).

§ 19.
Transformation vom Grade 27.

Fir » = 27 wird ¢ =1 und » hat die Theiler 1, 3, 9 und 27.

Setzt man also ‘
£ = L(3)* L©9)* L(27)*,

so erhilt man aus Gleichung (126) die vier Gleichungen
— 188, — 244, — 260, — 24k,,
+ 128, 4+ 0 — 40, = 24k,
+ 46,4 164, + 44, = 24k,,
+ 29, + 894, + 260, = 24k,,
68, = — 2k, + 10k, — 3k,,
(184) 60, =+ 2k, — &, + 12k,,
20, = — 2k, — 2k, — 3k,.

Hieraus folgt zunichst, dass k, und %, durch 2 theilbar sein miissen.
Ferner ist ‘

(183)

oder

60, = — 2(ky+k,) + 12k, — 3k,

folglich muss k) - k, durch 3 theilbar sein. Deshalb giebt es nur
zwei L-Producte mit dem Charakter 2, nimlich

L .
(185) £ = T(%% und §, = L%){ﬂ.*
Ausgerdem findet man aber noch drei L-Producte mit dem Charakter
3, namlich z

(3) L(9)

(18?—) 53 = L(9)3) E‘ == "1'1—(27)?7 gs = #"*)

Nh= 2, k= -2 k= 0, k= 0 giebt die Grosse §,,
k= 0, k= °1k:=_2’kl=+2 L) » &,
%) o= —3, k= o,k,=+2,k.=+1giebtdieGerseg,,
ko=+1)kl=+2,k!=' 01k3=“3 2 ) ” €41
ko-—l:"t"—zikt-+2:kl=+l ” ” ”» &
5*
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Zum Beweise, dass diese fiinf Grossen simmtlich Parameter sind,
beachte man zunichst, dass § schon fiir die Transformation 9'» Grades
ein Parameter war, folglich ist & erst recht ein Parameter fiir die
Transformation 27'» Grades. Ebenso ist § ein Parameter, denn die
Exponenten 8, und 48, sind gerade, %, und %; sind ganze Zahlen und

ZD(D—1) (D—2)3d =0 (mod. 24).
Deshalb ist auch
E] = _EL

3
ein Parameter. Sodann ist ’

a=13
Hp.(?ﬂ .
e I LN I CE

¢, ist also eine rationale Function von ¢ (-27) welche sich gar nicht

#indert, wenn man p( ) mit p( ) vertauscht, folglich ist E‘ eine
cyklische Function von

0(22), s ( L

und deshalb ein Parameter. Da,ra.us folgt, dass auch

£ o=
2 Euds
ein Parameter ist; und zwar sind §, und §, Parameler mit miglichst

niedrigem Charakler.
Zwischen §, und £, besteht nun eine Gleichung von der Form

(k24 bE, )82 + (a, 62+, & )6 + (0282 + b8 +¢,) =0,

wobei man die Zahlcoefficienten a,b,c,a,,d,, ¢, » By b,, ¢, findet,

indem man &, und §, nach steigenden Potenzen von K* = ¢ entwickelt.
Es wird némlich

; 0(o. %) @, o
o1 Q(m, %)4

o\3 o
IR A (w, 27) Qm(_'__z 1—32+4+0495°— 1244042725 —42,"4-0
("” 9) +814°—1082104....
Daraus ergiebt sich
(187) (9§|2-|-3§,+1)§22 + (98,2 —6§—2)§, 4 (95,2—65,4-1) =0,
oder
(187a)

= (1—— g 4894 -),

24685 —9¢— 3w
& T2 35498y
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wobei
(188) w=+VEEd—2TE3) =22+ - --.
Das Vorzeichen der Wurzel w ist in Gleichung (187a) durch die Ent-

wickelung nach Potenzen von s bestimmt.
Nach Gleichung (178) war

L(3)? = L(9)° + 9L(9)* + 21 L(9)%,

oder

L (8)'
% = L(9)* + 9L(9) + 21,

oder, wenn man die in den Gleichungen (185) und (186) gegebenen
Bezeichnungen anwendet,

— ]
(189) = b9, + 21, g = Y

Das Vorzeichen von w findet man wieder durch Reihenentwickelung.
Zwischen §;, und , besteht eine Gleichung von der Form

(@b 402+ ck +d)E>+(a,E°+ b, &7+ ki +dy)E,
+(a,8,°+b,8,*+ ¢, +d,) =0,
wobei man die Zahlcoefficienten wieder durch Reihenentwickelung leicht
bestimmen kann. Dies giebt

(190) (38 —1)° &' — 38,35, —2) & + & =0,

oder (35 —2) EE—2)+
35,35 —2)—w 1 3E(BE—D 4w

(190a) £ = _BT;—T)’——’ = '_'251—,

(191) & ==

Nun ist

(192) §9)=LOP =&, EO+3=f+3=n= "5k
folglich erhilt man nach Gleichung (179a)

(193) J: J — 1:1 = (n®—24)39% : (n*— 367>+ 216)% : 1728(—27).
Der zu 7 complementiire Parameter heisse 7, dann wird

(194) J:J —1:1 = (P—24)37 : (7° — 36 74 216)? : 1728(78—27),
wobei :

— 3[54E2+27¢2 — 36 —2—9
(195) = 27§+ 3= PRI oseb 20w,

Da die Parameter 7 und 7 beide als rationale Functionen von §,
und w dargestellt sind, so geben die Gleichungen (193) und (194)
schon die Beziehung zwischen J und J. Man kann aber auch noch
die Gleichung angeben, welche zwischen 5 und % besteht. Nach den
Gleichungen (189) und (190a) ist nidmlich

286 +w 1 — 3, +1 — 9§+ w
§3+9=—— . Ed+3 & 2F, )
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folglich ist
bl (549 oder k= gy
Nun wird aber nach Gleichung (189)
£ = 1 - 1
Y Vet oh+n Vretsnto
also

196) £ — __ Vr"+8n+9 »_ slatetelwtants]
( ) Ea = y = ’
4 n+6—3/n*+389+9 nt+6—sVa+3n+9
oder :
(1968)  (n46) G—3)° = 27(x2+37+9) R+6)
Durch Elimination von 7 aus den Gleichungen (192) und (193) erhilt
man auch eine Gleichung zwischen J und &,, welche in Bezug auf J
nur vom zweiten Grade ist, nimlich

1268 15(275,3—1)J2 4 29.35(729&,1% — 4536 £, 15 T458 £, 1?
(197) l —3186E,°—108¢,54-89¢,3—3)J

+ 98, —27E,°4-27¢,5—1)%(95,°—1)* = 0.

Ebenso findet man aus den Gleichungen (194) und (195) durch Elimi-
nation von 7 eine Gleichung zwischen J und §, welche in Bezug auf

J gleichfalls nur vom zweiten Grade ist. Ihre Herleitung ist aber
tiberfliissig, weil die Gleichungen (193), (194) und (196) fir die An-
wendungen bequemer sind.
Schliesslich ist noch
—0Ez2

. I - .
LEne = b

§ 20.
Transformation vom Grade 8L
Fiir » = 81 ist ¢ = 4 und » hat die Theiler 1, 3, 9, 27 und 81.
Setzt man also
g= L(3) L(9)* L2 L(81)*,

so erhilt man aus den Gleichungen (126) die fiinf Gleichungen

— 548, — 71268, — 180, — 800, = 24k,,

+ 368, + 0 —1268; — 166, = 24k,,
(199) + 128, + 486, 4 126, + 0 = 24k,,

+ 49, 4 160, + 528, 4 160, = 24k,,

+ 26,4+ 846, 4+ 260, - 800, = 24k,,
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oder
186, = — 2k, + 10k, — 3k, + O,
184, = 0 — 3k, + 10k, — 3k,
188, = + 2k, + 2k, — k, - 12k,
60, = — 2k, — 2k — 2k, — 3k;.

Hieraus findet man nur en L-Pmduct £ mit dem Charakter 3,
nimlich

L
(201) =™

ausserdem erhilt man noch 5 L-Producte £ mit dem Charakter'6,
namlich
g LO p _ LEPLE) o LEDLGY
L=T@E 2= Loy > =3 T L}
L(27) L(3)* L(81)* L(9)

b="ger b= ey 7

Die Grossen , und &,-waren schon Parameter fir » = 27, folglich
sind sie es auch fiir n = 81. Ebenso ist §; ein Parameter, denn die
Exponenten 4,, 8,, 8,, 8, sind gerade, k, und %, sind ganze Zahlen,
und es ist

(200)

(202)

ED(D — 1) (D — 2) 8 = 0 (mod. 24).
Deshalb sind auch \
]
E=—»& lmd €4=%=£E3

Parameter, und zwar ist § ein Parameler mit moglichst niedrigem
Charakter., Endlich ist auch

& = L(81)° - §'§,
ein Parameter, denn es ist, wie man leicht zeigen kann,

L(81)* = @0 f(81)* = e

ﬁ" ¢ (2::)

a=1

- eine cyklische Function der 27 Grossen
20 i\ , (8B 27m
e(50) (i) e (5D - o O™

und deshalb ein Parameter (mit dem Charakter 12).

*) ky=—+1, ky=42, k= 0, ky=—2, k,——1 giebt die Grisse &.
#4) ky=46, ky=—6, ky= 0, ky= 0, k= 0 giebt die Grisse §
ko= 0, ky= 0, ky=—6, ky=-4, ky=+42 ” ” »
ko‘=+1: ky=--2, k'——6, ky=+2, k4_+l ”» » »w &
ko-+2: k!=+4) ky=——8, k)=" 0, k= 0 » ” » &
k= 0o k= 0, kl= 0, k,=——-6, k=16 ” » » &
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Da
£, (81) =§,(27) und §,(81) =§,(27),
so gilt auch hier noch die Gleichung (187), némlich
(203) (96,38, +1) &7+ (95, —68,—2) §,+ (9%, — 6§, +1)=0.
Vertauscht man @ mit —:—, so geht § in & und &, in § dber,
folglich gilt auch die Gleichung
(204) (9&,2+36,+1)&+ (987 —68,—2)§+ (95— 6§,+1)=0.
Ferner ist nach Gleichung (186)

(205) £ = 54 (27))
deshalb geht die Gleichung (190) iiber in
(206) (86 — 108 — 3538 —2)8 + E =0
Um die Beziechung zwischen J und J zu erhalten, setze man
L(217)? L(81)*
(20) P,= Loy, P=0r, P=I0L,

-

dann ist P, gleich £(27) und P, ist gleich -5‘-(127), folglich wird nach
Gleichung (196)

¢ = — 3 Pl + 9

o BT Ve
oaer

(2083) (Bs + 3)° (P + 9P, 4 27) = (P, + 9)*

Vertauscht man @ mit —;l—, so geht P, in P; und P;in P, tber,
deshalb wird Py
209 P=—3 _B+y
(209) ! t Veetorgn

Nach Gleichung (179a) oder (193) ist nun
(210) J:dJ — 1:1 = (p®—24p93: (q®— 367>+ 216)*:1728 (*—27),
wobel

(211) n=P,+3
ist. Der zu % complementire Parameter ist
(212) . 1= 3 +3

80 dass 7 mit Riicksicht auf die Gleichungen (208), (209), (211) und
(212) als irrationale Function von 7 darstellbar ist. Es wird dann
wieder )

(213) J: T —1:1 = (3 —24)*5%: (5* — 86 3 4 216)° : 1728 (3* — 27).




Zur Transformation der elliptischen Functionen. 13

§ 21.
Transformation vom Grade 243.
Fiir n =243 wird ¢ = 19 und » bat die Theiler 1, 3, 9, 27,
81, 243. Setzt man also
£ = L(3)% L(9)% L(27)% L(81)% L(243)%,

so erhilt man aus Gleichung (126) die sechs Gleichungen

( — 1620, — 2163, — 23493, — 2400, — 2420, = 24k,,
+ 1084, + O — 36d; — 486, — 524, = 24%,,
+ 366, + 1446, + 36,4+ O — 126, = 24k,
+ 120, 4 480, 4 15605 + 488, + 124, = 24k,,
+ 40, + 160, 4 524; 4 1600, + 528, = 24k,,
t + 26,4+ 84,4 268; 4 806, - 2428, = 24k,

(214) ¢

oder
540, — — 2k, + 10k, — 3k, + O + O ,
548,— 0 — 3k + 10k, — 3k, + O , |
(215) 548,— 0 4+ 0 — 3k, 4 10k — 3k, |
549, = + 2k, + 2k, ++ 2k, —  k, + 12k,
188, — — 2k, — 2k, — 2k, — 2k, — 3k,

Hieraus findet man einen Parameter

., ¢ L)
(216) §=380

mit dem Charakter 9, wihrend % (¢ + 3) =11 ist. Ausserdem erhilt
man eine ganze Reihe von Parametern mit dem Charakter 18; solche
Parameter entstehen z. B. durch Vertauschung von @ mit % aus den

Parametern mit dem Charakter 6 fiir die Transformation vom Grade 81.

Um die Beziehung zwischen J und J anzugeben, geniigt das
Folgende. Es sei wieder wie in Gleichung (207)

P,=L(9®, P,— L(27)? P, — L(81)

L(8) ® L)
und
' L (248)
@17) , P, =22,
dann wird
P,+9
&9 Pn= =34 ppen,¥u

fir v=2, 3, 4 Setzt man jetzt noch
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n=P,+3, n=7p +3,
so gelten wieder die beiden Gleichungen
(219) {.1:{_— 1:1= (1_)3—24)3?‘: (1;°—36113+216)2: 1728(':13—27),
J:T—1:1= (58 —24)*53: (4* — 36 7+ 216)*: 1728 (* — 27).

§ 22.
Transformation vom Grade 3c.

Die Methode, welche in den vorstehenden Paragraphen zum Ziele
filhrte, kann auch ganz allgemein fiir die Transformation vom Grade
3¢ benutzt werden. KEs sei also

(220) P,—=L(9®, P, =1£_((§';>,1, i Py Lféz‘_‘z;' ’
(221) n=2P,+3, ;,=_‘12_]:+3,

dann gilt fir v =2, 3, 4, - -- @ — 1 die Gleichung
(222) Poy—=—3+4 P, 49

yPrt+oP, +o1’

und es wird

223) {J:J-— L:1 = (7’ — 24)* n*: (n* —369°+216)*: 1728(y* — 27),
J:T—1:1 = (78—24)°5®: (7° — 369>} 216)*: 1728 (5* —27)-

Die bei dieser Transformation nothwendigen irrationalen Operationen
sind auf die Ausziehung von & — 3 Cubikwurzeln beschrinkt.

V. Abschnitt.

Transformation vom Grade a*, wenn a eine Primzahl von der
Form 67 41 ist.
§ 23.
Transformation vom Grade a.

Ist a eine vou 2 und 3 verschiedene Primzahl, so hat man hier
vier Fille zu unterscheiden, namlich

La=12v+4+1, II. a=12v+45, Il a=12v41T1,
V. a=12v+ll.
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IL. Fir a=12v+41 wird g=v»— 1 und
(224) §= L(a)
ist ein Parameter mit dem Charakter v = ¢ 4 1. Es ist hier ndmlich

S(a, D) = 2(¢?* — a),
woraas sich

(225) 2(1—a)=—24v =24k, 2(a—1)=+4 24v=24F,

ergiebt. Die Gleichung zwischen £ und J ist bereits in m. vor. Abh.
untersucht worden. Der zu § complementére Parameter ist

(226) E= %
8o dass die Gleichungen
F(E,J)=0 und F(%, 7) =0 .

die Beziehung zwischen J und J vermitteln. (Vergl. m. vor. Abh.
Gleichung (148) fiir a = 13).

II. Fir a =127 45 wird ¢ = » und es besteht eine Trans-
formationsgleichung zwischen f(a)? und g,; es besteht also auch eine

ibr entsprechende Gleichung zwischen L(a)? und y,= }/J. Die Grosse
L(a)? ist aber kein Parameter, sondern erst

(227) § = L(a),
und zwar hat £ den Charakter

S3v4+1=38¢+41,

S(a, D) = 6(t* — a),
6(1 —a) = — 243y + 1) = 24k, 6(a— 1) = 24(3v4+1) — 24k,

Fiir a =5 wird v =0 und der Charakter von §{ gleich 1; aber fiir
alle tibrigen Werthe von a und » muss es Parameter geben, deren
Charakter noch bedeutend niedriger ist als der von £.

Dieser Uebelstand wird einerseits dadurch gusgeglichen , dass schon

1 1
zwischen §° und J° =gy, eine Gleichung besteht. Es ist aber auch
hier die Bildung von Parametern mit niedrigerem Charakter moglich,
wenn man nicht die Transformation gt Grades zum Ausgangspunkte
wihlt, sondern die Transformation vom Grade ab.
(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (145) fiir » = 5, Gleichung (149)
fir @ = 17 und Gleichung (152) fir @ = 29).

III. Fir ¢ =12» 4 7 wird ¢ = v, und es besteht eine Trans-
formationsgleichung zwischen f(a)? und g;; es besteht also auch eine

denn hier ist
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ihr entsprechende Gleichung zwischen L(a)? und p; = (Jd——"ll )‘}. Die

Grosse L (a)? ist auch hier kein Parameter, sondern erst
(228) £E= L(a)},
und zwar hat § den Charakter
2v + 1= 29 + 1,
S(a, D) = 4(t> — a),

4(l —a)=—24Q2v + 1) = 24k,, 4(a—1)=242v + 1) = 24F,.
Fir @ =17 wird v ==0 und der Charakter von § gleich 1; aber auch
hier muss es fiir alle ibrigen Werthe von a Parameter geben, deren
Charakter niedriger ist als der von £, Ein Ausgleich dieses Uebel-
standes findet in @hnlicher Weise statt wie im zweiten Falle.

(Vergl. m. vor. Abh. Gleichung (146) fir ¢ = 7 und Gleichung
(150) fir a = 19).

IV. Fir a =12y 4 11 wird p=1v 4 1, und es besteht eine

Transformationsgleichung zwischen f(a)?, g, und g, Dagegen ist
L(a)* kein Parameter, sondern erst

(229) §= L(a)?,
und zwar hat £ den Charakter
6y 4+ 5=6¢ —1,

denn hier ist

denn es ist
S(a, D) = 12(¢,* — a),

12(1 —a)=—24 (6 v} 5)=—24k,, 12(a—1)=24(6v+45)=24k,.
Hier ist also £ nicht einmal fiir v == 0 ein Parameter mit niedrigstem
Charakter. Ein Ausgleich dieses Uebelstandes findet in #hnlicher
Weise statt wie beim zweiten und dritten Falle; in § 34 wird sogar
gezeigt werden, wie man mit Hiilfe der Transformation 22'*» Grades
einen Parameter mit niedrigstem Charakter fiir die Transformation
11te» Grades bilden kann.

(Vergl. m. vor., Abh. Gleichung (147) fiir @ = 11 und Gleichung
(161) fir a = 23).

§ 24.

Transformation vom Grade a3
ne=qale= (61412 =121(314+1) 41,
80 ist #» — 1 immer durch 24 theilbar, und deshalb ist
(230) §=L(n)= @ 'f(w)

Ist
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(i

Wie namlich schon in § 23 meiner vor. Abh.

gezeigt wurde, ist f(n) in diesem Falle, wo n == a?, die Wurzel einer
Transformationsgleichung, folglich gilt dasselbe von

Hierbei wird

und deshalb
(231)

n—1

L(n) = (g5° — 2Tg) ™ f(m).

S, D) = t,2 — a?

2

k= — 1OLED

80 dass der Parameter £ den Charakter

(232)

1
ch =131+ 1)

1(3l
) k=0, k=4 HED,

hat. Der Grad der Invariantengleichung dagegen ist in Bezug auf J

und J

Tn)=m+4 1)n=24ch +n+ L

Durch Einfithrung des Parameters § wird also der Grad der benutzten
Gleichungen um mehr als das 24-fache erniedrigt.

Der .Charakter dieses Parameters ist auch in allen Fillen nur
wenig verschieden von dem niedrigsten Grade, den ein Parameter fiir
den zugehorigen Werth von s iiberhaupt haben kann.
man acht Fiille zu unterscheiden, die sich aus der folgenden Tabelle

Hierbei hat

ergeben:

" 0 ch ch—5(0+2)|ch-5(e+3)
(24v4-1)? |4822— 6v—1 |240°} 29 5v—1
(24v4-5)? | 4842410 24v2410v+4-1 5v

(233) (24v4T7)? |4892+18v41 |24024-14042 5v
(24v+411)| 4842 4-34v+6 |240%4-22045 5v41
(24v4-13)?| 4802442048 | 2402426047 Hbv42
(24v+417)?| 4802458 v4-17 | 2422434 v4-12 5v42
(24v+19)?| 4802466422 | 240v°+4-38v415| Hv43
(24v+423)? | 4824820435 | 24v°4-46v4-22 5v43




8 L. KieeesrT.

Beispiele.
n e | ch | ch—z(e+2) | ch—jzle+3)

52 =25 0 1

Tt =49 1 2
112 = 121 6 5 1
132 = 169 8 1 2

172 = 289 17T | 12 2

(234)

192 =361 | 22 | 15 3

23' =529 | 35 | 22 } 3
29 =841 | 58 | 35 5

31?=961 | 67 | 40 5
372 =1369 | 98 | 57 1

592 = 3481 | 266 | 145 11

13? = 5329 | 413 | 222 14

§ 25.

Transformation vom Grade 25 und 49.

In § 25 m. vor. Abhandlung wurde schon die Transformation
vom Grade 25 ausgefithrt, und zwar ist nach Gleichung (177a) und (179)

J:J —1:1=[L(5)24+10L(5)+5]3
(235) : [L(5)"*+22 L(5)%+ 1251 [L (5)'*+4 L(5)*—1]?
: 1728 L (5)8
und
(236) L(5)® = ES+ BE‘+ 16E°+ 25E74- 25E = g4 5P 45y — 11,

wobei
n=§+1=L(25)+1

gesetzt worden ist. Dies giebt nach Gleichung (180a) m. vor. Abh.
J:J—1:1 = (n1°4-1073+4-35%°—12954-507*—60 %4252 —60n--16)3
(237) :(*+4) (n*+ 39+ 1)
< (7/0-+ 1074357 1874-507'—907>-+ 267907+ 6)°
11728 (n*+- 593+ 59— 11).




Zur Transformation der elliptischen Functionen. 79

Die zu § und 7 complementiren Parameter sind
gF__ 5 - _&§+6 __ nt4
(238) g=? und ﬂ=——'.§_—ﬂ—l’
so dass zwischen Jund 7 dieselbe Gleichung besteht wie zwischen J
und 7. Da aber 7 eine rationale Function von 7 ist, so kann man
J und J als rationale Functionen von 7 darstellen.

Fir # =49 wird p = 1. Auch fiir diesen Fall sind schon in
§ 26 m. vor. Abh. die wichtigsten Formeln angegeben. Nach Gleichung
(185a) daselbst erhiilt man némlich, wenn man L(7) =z setzt,

Tid —1:1= (2% + 132* + 49) (2° + 52t + 1)°
(239) { : (21% 4 142" 4 6325 + T0z4 — T)? : 17282+
und
(240) 2 — 183 + BE* + T8) a*

— (7 + TE° + 218" + 498! + 1478° + 3438° + 343§) =0,

oder
(2408) 22* = T(E3+ 58+ TE)+ (B +TE+7) VE(457+21§4-28).
Vertauscht man @ mit —4% , 80 geht Jin J,

@41) EinE—; und w—pEEAEF2EF28) in w—ot X

lber. Deshalb ist es jetzt leicht J und J als rationale Functionen
von § und w darzustellen. Dabei wird das Vorzeichen von w durch
die Entwickelung nach steigenden Potenzen von A bestimmt.

§ 26.
Transformation vom Grade as.

Setzt man fir n = q®
(242) b=,
80 wird
S(n, D) = — a*(t,> — a) + 4,2 — a® = {2 — a?t?
deshalb findet man aus der Gleichung (126) die vier Gleichungen
1—a? = 24k,, (a—1)(1—a?) = 24Fk,, 0 =24k%,, a(a’—'l) = 24k,,
oder

hy=— 18I, k=—27113141),

(243) ?
ky=0, ky=3 131+ 1).

A4



80 L. Kizprgrr.

Der Charakter von § ist daher

(@—1)
(244) FUBI 1) = “4

Bildet man nun bei der Transformation vom Grade a? die Gleichung,
welche zwischen L(a) und L(a?) besteht, also die Gleichung

To) el »w)) 0

(‘5 o) ' Q@ ®)

(245) F(L(a), L(a?) =0, oder F ( 0

und vertauscht man in dieser Gleichung @ mit 1:—, so erhdlt man die
Gleichung

L(a)
(246) F(33 8=

Indem man noch aus diesen beiden letzten Gleichungen die Grosse
L(a) eliminirt, findet man die Gleichung

(247) G(L(a?), §))=0.
Nach diesen Vorbereitungen kann man die Transformation vom
Grade a® in folgender Weise ausfiihren. Setzt man der Kiirze wegen

, L(a
(248) L(a?) = P,, L_E‘;)—)ap,,

so erhilt man bei der Transformation vom Grade a? die Gleichung
(249) ‘ H(J, P) =0,

die in Bezug auf P, vom Grade a(a 4 1) und in Bezug auf J vom
Grade a ist. Vertauscht man jetzt @ mit 5, so geht Jin J und

———Q ﬂ'%f;— in Q(“" “Q(—’w) -
W@ T () o(B.e) B

tiber. Deshalb vermitteln die drei Gleichungen

P, =

@50) H(J, P)=0, H(J, 7‘;-;) =0, G(P,, P)=0

verhilltnisdmiissig einfach die Beziehung zwischen J und J.
Dabei ist der Charakter von { = Py noch kleiner als 4 (¢ + 2)

bez. als -;- (¢ + 3), wie man aus der folgenden Tabelle erkennt:
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81

" 0 s(e+2)—ch|5(e+3)—ch
@'=(24v4+1) | (a'+a2—12a—2) v(a—10)41
@=(24v45) | L(a*+a?—12a+46) | v(a—6)

03— (44T | L(a'-a'—12a+4) | v(a—4)
(251) g3 e (249 4-11)8| L (674 a>—12a+12) va+2
o= (24v+13)| | (a*+a?—12a—2) | v (a42) 42
a¥= (24417 | |\ (a%4 a>—124-+-6) v(a+6)+6
@ = (249419 | 1 (a%+ a?—12a+-4) v(a48)+8
a3 =(24v4-28)°| 1 (a*+ a*—120+12)| v(a+12)+13
Beispiele.

n e | ch |3(e+2)—ch|3(e+3)—ch

125 | 8 | 5 0 |

343 | 26 | 14 0

(252) 1331 111 bb 2

2197 | 184 © 91 2

4913 | 417 | 204 6

6859 | 583 | 285 8

12167 | 1036 | 13

|
§ 21.

Transformation vom Grade 125.
Fiir n = 125 ist ¢ = 8 und

(233)

P, = L(25),

dann wird nach Gleichung (236)

(254)

Mathematische Annalen. XXXII.

_ L(e9s) |
Bo="1w

L(B) = PS5+ 5P+ 15P2 4+ 25P2 4+ 25 P,.

6
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Vertauscht man in dieser Gleichung & mit %’—, so geht sie fiber in
Ppo:L(5) = PS5+ 5P*+ 16P3 25 P24 25 P,,
oder mit Riicksicht auf Gleichung (254)
(Pp: (P + 5P} + 15P2 4 25 P, 4 25)
=P’ + 5P+ 15P3 4 25 P2 4 25 P,
Setzt man jetzt wieder
P+ 1e=1,

so gilt zwischen J und 9 die Gleichung (237). Der zu 5 complemen-
tire Parameter ist aber in diesem Falle

(255)

= [ Py+-6
(256) 1=+ 1=t
Jetzt ist J dieselbe rationale Function von 5 wie J von % nach

Gleichung (237), und zwischen 7 und % besteht eine Gleichung, welche
aus Gleichung (255) hervorgeht, indem man
(257) P=g—1, P=-b_

n—1
setzt. Diese Gleichung ist in Bezug auf jede dieser beiden Gréssen
vom 5'** Grade und heisst

(258) m—1pm-1"
= 125(n* + 9° + 69 + 69 4 11) (7* 4 n° + 672+ 67 + 11).

§ 28.

Transformation vom Grade a°.

Die Transformation vom Grade a® ist in § 26 in ganz &hnlicher
Weise ausgefiihrt wie in § 19 die Transformation 27! Grades, nur
gestaltet sich die Rechnung fiir # = a® insofern einfacher, als schon
L(a%): L(a) selbst ein Parameter wird, wenn @ = 61 4- 1 ist, wihrend
fir a = 3 erst L(a%)?®: L(a)® ein Parameter wird. Wie aber aus der
Transformation 27t Grades die Regeln fiir die Transformation vom
Grade 3¢ hergeleitet warden, so findet man jetzt auch aus der Trans-
formation vom Grade a3 die Regeln fir die Trausformation vom
Grade a®. Setzt man nidmlich

‘ L(a% _ L(a%)
(259) 1-.’2 = L(a’)’ 'PB == '—‘L—(a) ) .Pa - L(ac—l) ]

so gelten die Gleichungen
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(260) H(J, P,) =0, H(J, a )ao G(P,, P,ys) =0

fir v=2,3, ... «a— 1. Dabei haben die Functionen G(P,, P,4.)
und H(J, P,) genau dieselbe Bedeutung wie in den Gleichungen (250).

V1. Abschnitt.
Transformation vom Grade 2a.

§ 29.
Allgemeine Bemerkungen fiber die Transformation vom Grade 2a.
Ist » = 24 und hat die Primzahl @ die Form 4¢ 4 1, so mt der
Rang ¢ gleich ¢ — 1. Setzt man in diesem Falle
(261) £ = L2)* L(a)» L2a)*,
so wird
S(8, D) = ad (4 — 2) + 28,47 — a) + 8,6 — 2a),
und man erhiilt aus der Gleichung (126) die vier Gleichungen
— ad, —2(a — 1) 8, — (24 — 1) 8, = 24k,,
+ad,— (a—1)08,— (a— 2)0; =24k,

@2 )= s +2e—1)0+ (a—2) 8 =21k,
+ 8+ (a—1)8+ (2a —1)8 =24k,
oder
(a2 —1)8, =8[— (6 — Dk +2(a+ Dk + 3k,
263) ] (@ — 1) 8, =8[+ (@ —2)k+ (a+ )F +3aky],
(@ — 1) 8, = 8[— (26 — 1) ky — 2(a + 1) k, — 3ak,].

Nun ist aber
a? — 1= (4c+ 1)’ — 1 =8¢(2c 1+ 1),
folglich gehen die Gleichungen (263) iiber in
¢e+1)8=— (a—2)k+2(a+ 1)k + 3k,
(2633) l @18 =+ @—Dk+ (a+ 1)k +3ak,
€(2¢4+1)0y =— (2a — 1)k, — 2(a + 1) k, — 3ak,.

§ 30.
Transformation vom Grade 6.

Fir #n =06 wird a =3, ¢c=1 und ¢ = 0. Deshalb findet man
aus den Gleichungen (263a)
264 0,= — ky+Sk, 43k, 0,=+4k,+4k,+9Fk,, 0y=—0k—8%k —9E,.
6.
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Indem man von den vier Grossen %,, k,, k,, k; die eine gleich
+ 1, die zweite gleich — 1 und die beiden anderen gleich O setat,
erhilt man 6 L-Producte mit dem Charakter 1, ndmlich
L(6) £ — L(s)* £ - Leyp
! L(3)*L(2)3"' >? L@3)ML(2)¢? 3 L) L2y’
fo= LOL@  p _ LOLEP o LEF
¢ L@ = L(3» * ° 7 L@)p LR
Die Grossen §, und &, sind Parameter, denn die Exponenten
d,, 0,, 0, sind gerade Zahlen, % ist gleichfalls eine gerade Zahl.
Aber auch §; ist ein Parameter, denn es ist

f(6) '(%)s ( ) — @

“= Ferrer — @ e(2)—p(22)’
3

folglich ist ¢, eine rationale Function von p(éi) und deshalb eine

Transformationsgrisse. Da ausserdem die Dimension von §; gleich 0
ist, so ist & ein Parameter. (Vergl. Gleichung (58) Nr. 9). h
Deshalb sind auch die Hillfsgrdssen
54-'2_:; gﬁ"'%» Es E'e'
Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter snmmthch den Charakter 1.
Folglich besteht auch zwischen je zweien dieser 6 Parameter eine
Gleichung von der Form

ababs + bEa + clp+ d =0,
wobei man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d sehr leicht durch Ent-

wickelung der Parameter £, uud £ nach steigenden Potenzen von
I .

h® =z finden kann. Dadurch erhilt man

(266) r’ 96’ 83"8 L—& E‘ 1—§’
b= b= 9—5.
oder

*) Die zugebdrigen Werthe von k,, &, ks, k; ergeben sich aus der folgenden
Tabelle:

bbb 6] 6

0 ’+| 41| —1] o0 0

k. —1[ 0 | =1 0 | 41| 0
ki o '— 0 0 | —1( —1
' +1' 0 | o +1l 0 | 41

|
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(266a) =0, b= b
oder
(266 b) =18k, b=

Aus den Gleichungen (265) folgt nuu

g Bify _ (O— 8P —9%) 1 — 8§,
L — &

& E0+E)?
gve . & . _1—9%  __ (14E£)(1—8¢)
(267) L (5) T Et(1 — &) &' ’
w B (—98F _ (&) —8LF
L6} = e B — b %

Nach Gleichung (132) war

i —1:1 = [L(2)*+416] : [L(2)*—8]* [L(2)* 4 64] : 1728 L(2)*
und nach Gleichung (171) war

J:d —1:1=[L(3)*4 3] [L(3)"?+427) : [L(3)**+ 18 L(3)12—27]*

A : 1728 L(3)'2.

Aus jeder dieser beiden Gleichungen kann nun mit Riicksicht auf die
Gleichungen (267) J als rationale Function eines der 6 Parameter
dargestellt werden. Fiir den vorliegenden Zweck wiirde eine dieser
Darstellungen geniigen, fiir die spiiter folgende Transformation 12t

und 18t'e» Grades ist es aber zweckmiissig, die Invariante J als Function
von §, und von §; darzustellen. Dies giebt

J:J—1:1=(1 — 9§, 4 3§, — 3E3)" (1 — 3&,)3
(268) : (1—12§,4-308,>—36 £,54-9E,4)? (1—6 £, — 3 £,2)2
: 1728E,°(1 —§,)%(1—9¢,),
oder

J:d — 1:1=(1 — 68 — 12§ - 833 (1 — 2§,)°
(2682) { (L — 8 — 8E® — 85" (I — 4§, — 8E,?)
: 17285,5(1 + &) (1 — 8E,).

Die zu &, und {, complementiren Parameter sind

deshalb erhilt man
J:J —1:1=(243 — 243§, + 95,2 —,%)*(3—§,)°
(269) :(129—972E,4-270&,°—36 £,°4-§,4)* (27— 18E,—§,%)?
(1728559 — §,)° (1)),
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oder
J:d—1:1=(64—48E; — 12,2 — £3)% (4 —&,)°
(2693) l : (B12— 5128, — 855 — &, (8 — 48— &)
: 1728E,8(84£¢)* (1 — &)

§ 31.
Transformation vom Grade 10.

Fir #n =10 wird a =5, ¢c= 41 und ¢ = 0. Deshalb findet
man aus den Gleichungen (263 a)

{"1 = —ky + 4k + k), 8, =L, + 2k, + 5k,
03 == - Bko - 4k, b 5k2-
Indem man von den vier Grossen %, k, , k,, k; die eine gleich 4- 1,

die zweite gleich — 1 und die beiden anderen gleich O setzt, erhilt
man 6 L-Producte mit dem Charakter 1, nimlich

(210)

g o LU e LGO* . LU10)
@) ! LEFLE)'’ ® LEFLET’ % LE) LEs

£ LUorLEe) , _ LaoLey g LU0

4= T L) % L® ? 8~ "Ler LR )

Die Grossen § und &, sind Parameter, denn die Exponenten
d,, 8,, 8, sind gerade Zahlen, n ist gleichfalls eine gerade Zahl.
Aber auch §; ist ein Parameter, wie schon in § 4 gezeigt wurde.
(Vergl. Gleichung (58) Nr. 8.) Deshalb sind auch die Hiilfsgrossen

S NP S 13
W= = By

Parameter, und zwar haben diese 6 Parameter simmtlich den Charakter 1.
In derselben Weise wie bei # =6 findet man daher die Gleichungen

S Sl 7 _1 — — _4&
(272) g? 5_€|' 483 1 gl) §4 1_5‘)

4 4t
€°=—5TE' §s=3‘ﬁ:

¥ Die zugehdrigen Werthe von Ky, k;, kg, k; sind genau dieselben, wie bei
den entsprechenden Grdssen fiir # =6 und ergeben sich aus der folgenden
Tabelle:

B O |41 |42 —1] o
k|l —1] 0o [ —1] o |41
Bl 0 | —=1] 0 0 | —1{—1
k| 41| -0 0 | 4+t}| o | 41

&6 | & | & | & | & | &
0
0
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oder

b=1—4k, b=qhp, §=1318,

1 1--4§
S L I E T

Aus den Gleichungen (271) folgt jetzt

(2128)

u o, Bib _ 1—44
L@ & U+ &)’

. ' 6 oo B A=)+
(213) L(5) £

g‘l H
8, 6% __ (1+&)(1—4§)°
L(10) &bt &’

Indem man diese Werthe von L(2)* in die Gleichung (132) fiir
die Transformation 2'» Grades einsetzt, oder indem man den Werth
von L(5)® in die Gleichung (235) fir die Transformation 5% Grades
einsetzt, erhidlt man

JiJ—1:1=(1—4§,416§,5416£,%)3
@) {1+ 4601 — 26+ 267 (1 — 26— 487 |
> (1 —28,—6E.2—8E3—4E,4)?
(1728E,19(1 — 4¢,) (14 &;)%

Der zu & complementiire Parameter ist

’

275 13 & — 4
70 el el
folglich ist
J:d —1:1=(256 — 256 £, 4 45,5+ £,°)°
(276) (4482 (8 — 48+ 57 (4 — 28 — &)
>< (64— 328, — 24 E,? — 8E2 —E44)?
1 1728E,9(1 — &) (4 + &)

§ 32.
, Transformation vom Grade 14.
Fir n =14 wird a =17, ¢=2 und ¢ ==1. Deshalb findet
man aus den Gleichungen (263a)
(277) 68, = — 5k, + 16k, + 3k,, 68, =4 5k, + 8%, + 21k,
68, = — 13k, — 16k, — 21k,.
Daraus folgt; dass k, 4 k, immer durch 3 und %, 4 %k, immer durch

2 theilbar sein muss. Den Charakter 2 haben daher nur die folgenden
L- Producte:
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L(14)3 L(2)*

o= LMY e
(278) 1 L(1) L(2)? 2 _L(7)3 ’
L(14)¢ L(14)

b= FAGI AT b= @ Ly ")

Bei £; sind ohne Weiteres alle Bedingungen erfiillt, welche erfiillt
werden miissen, damit £, ein Parameter ist. Auch §, ist nach § 4,
Gleichung (58) Nr. 8 ein Parameter. Deshalb sind auch
2

(219) g,.a-?‘_ und £, = _g:_
Parameter, und zwar haben diese 4 Grossen &, &,, &, §, siémmtlich
den Charakter 2.

Die Gleichungen (277) liefern ausserdem noch L-Producte mit
dem Charakter 3, nimlich die Grossen :

L(14y L(14) L(7)® L(14)*
7 = ‘L'(v”o’L'(g)T' Ny = L@y Ny = L2’
P L(14)3 L (2)? L(14)
(280) 1 7y = (L)(7)1( ) y 0= L(7)}, e = L('l_)(”—L)('.!) ’

L(14)

M= TapLEy’ MW= L(14)° L(7) L(2)%. %)

Hierbei sind die Grossen %,, 1, 7, und 7,, wie aus ihrer Form ohne
Weiteres hervorgeht, Parameter. Daraus folgt aber, dass auch

@81) m= P =, =En, =
Parameter sind.

Man konnte glauben, dass die Anfiihrung der Parameter £, und §,
iiberflilssig sei, weil sie sich nach Gleichung (279) rational durch §,
und §, darstellen lassen. Aus einem ihnlichen Grunde scheint von

den Parametern % nur ein einziger erforderlich, denn es ist

(282) no=Ens, M=E&mn, = TE:_,

withrend 7,, %,, 1, 15 durch die Gleichungen (281) dargestellt sind.
Fiir die folgenden Rechnungen gewibrt aber die Kenntniss so vieler

*) Die zugehdrigen Werthe von ko, k,, kg, k; ergeben sich aus der folgenden
Tabelle:

‘-_EL & i|€i m l e _n._l_m_ s | rz_._l |

k| o |—1|{+1t{+2] 0|0 |—1|F+1|—2|—2|+3]|—3
k| o |[4+1|—1|—2|—8|—38{—2{4+2[—1|—1{ 0 | 0
k|—2|—1|—1| 0| 0 (42|+1|—38{+2| 0 |[—3[41
k(42|41 |+1]| 0 [4+3[4+1]|+2 0 |[+1|4+3]| 0 |+2
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Parameter wesentliche Vereinfachungen, wie sogleich gezeigt werden
soll. Zwischen &, und £, besteht némlich eine Gleichung von der Form

(283) (ads’+b&+ )82+ (a1 &2+ by Es+-c)) E+ (@, 65° + 0,834 ¢,) =0.
Mit Ricksicht auf die Gleichungen (279) folgt hieraus

(@283® + baks + ¢,) &2 + (a,8° + b, 82 + ¢, &) &,
+ (abyt + bE® 4 c§h) =0,
(8285 + Do &y + ) £ + (a, &' + b, &* + ¢, &7 §
+ (a&® 4 083 + ckf) = 0.
Da aber diese Gleichungen in Bezug auf £; auch nur vom zweiten
Grade sein dfirfen, so ergiebt sich hieraus mit Nothwendigkeit
a=0, b=0, by=0, ¢,=0,
so dass die Gleichung (283) die einfachere Form annimmt
(283a) ct? + (a2 + b Es + ) & + 0,8 =0.
Durch Reihenentwickelung findet man hieraus verhiltnissmissig leicht
(285) 88z — (5 — T + 1) E + &2 =0.
Ferner besteht zwischen %, und §, eine Gleichung von der Form
(286) (ab®+ bE+cE+d)n?+ (a >+ 0,62+ ¢, 6+ d)
+ (8,65 + 0,8 + 6,8+ dy) = 0,
aus der mit Riicksicht auf die Gleichungen (262) folgt

(aky® 4 bE,? + c& 3+ dE) e (ay &' b, &3+ ¢, &7 d, Ey) s
+(a, Ess""‘ b, Eaz'l‘ Cy gs +d2) =0,
(287) | (87 +VES + c8® + dEy) * - (0 8554 b, &' - ¢, E3+-d, E) 7,
+(a, ;%4 b, €%+ ¢, 85 +dp) = 0,
(“z 340,674 283+ dy) me® +(a, 8,54 b, Ey° ¢, &'+ d, EP) 7,
+(aky® +0E;® ¢ 4-dE,%)=0.
Damit diese drei Gleichungen in Bezug auf & simmtlich nur vom
dritten Grade sind, muss '
¢4=0, b=0, ¢=0, =0, ¢,=0, d,=0
sein, so dass z. B. die Gleichung zwischen % und £; die einfache Form
At 4 (.53 + 0,8+ ¢ & + d) n F a by =0
erhilt. Die Bestimmung der iibrigen Zahlcoefficienten durch Reihen-

entwickelung macht dann keine grossen Schwierigkeiten mehr und
liefert die Gleichung

(288) Exn? — (6,° — 88 — 8E; + 1), + 495, =0.
In dhnlicher Weise findet man die Gleichung
(289) E2ng? + (957 — 2E,) n, — (82 — 1762 4 108, — 1) = 0.

(284)
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Der Kiirze wegen schreibe man jetzt £ statt 8f,, dann gehen die
Gleichungen (285) und (289) tiber in
(290) { E—8) & — 185 —E¢E—1)=0,
En? 4 E(98 — 16)n, — (83 — 178 4 80§ — 64) = 0.
Setzt man jetzt
(291) w =+ Y45+ 138 + 32§,

wobei das Zeichen - bedeutet, dass man in der Entwickelung nach
1

steigenden Potenzen von A" =5 das erste Glied positiv nehmen soll,
8o wird

: 78 — —9 16—
(292) §3=%:%s %_=_€-2|'€ =,
also '

_ E—8)E—8(E—1) _ E&H—8(E+EI+S
(293) (2 E E

Jetst findet man aus den Gleichungen (278) und (280)
L) = _:_a‘ - 24 L)t =y = 553—8(€€+ &) +8 ,
4

5

(294)

2 Sa'm’ __ 26 |
Ly B8 200

Indem man den Werth von L(2)* in die Gleichung (132) einsetzt,
erhiilt man

(295) J:J —1:1 = (E44-206E;)3 : (E*—D512E,)? (B4 64&;): 1T28E8E,.
Die zu § und §; complementiren Parameter sind
(296) E=¢& und § =§,
folglich
(297) J:J—1:1=(£,44 256 E;)3: (£,4 —512&,)2 (4464 E,) : 17288,
oder mit Rucksicht auf die Gleichungen (279)
(297a) Jid —1:1 = (E*416E,7)%: (B4 — 8E,7)2(E' 4 64E47) : 172854, M.
Man kann natiirlich noch aus den Gleichungen (290) und (295)
die Grosse £; eliminiren und erhilt dadurch die Gleichung
212 JEU(E — 1) (E— 82 J?
4 29 3 [TE9(E—8)2 — 20 BEM(E—8R(E—1)
(298) —210.3.751 (5 —8) (E—1) — 228 (E— 8) (E— 1
o E—1)]J
—[E7(E—8)+28.T¢ -2k —1)3 = 0.
In ihnlicher Weise kann man auch eine Gleichung zwischen J und §

angeben, fiir die Anwendungen ist es jedoch zweckmissiger, sich der
Gleichungen (295) und (297a) zu bedienen.
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§ 33.
. Transformation vom Grade 22.

Far # =22 wird ¢ =11, ¢=3 und ¢ = 2. Deshalb findet
man aus den Gleichungen (263a)
290 58, = — 3k, + 8%, + k,, 509, =23k, + 4k, + 11k,,
(299) 53, = — Tk, — 8k, — 11k,,

also
5(0; + 8,) = 12(k + k;), 5(3; + 0)) = — 4(k + k),
5(8 + 6,) = — 10(k, + ).
Deshalb miissen k, 4 %k, und k, 4 k, durch 5 theilbar sein. Soll also
der Charakter kleiner als 5 sein, so muss man .
kk+% =0 und % 4k, =0

setzen. Dies giebt &, = — k,, k, = + k,, folglich erhiélt man fiir
ky= — 1 die Grosse —

22)t L(2)?
(300) g LOLIOE,
und zwar ist §, wie man ohne Weiteres erkennt, ein Parameter mit
dem Charakter 2. Das ist aber auch der einsige Parameter mit so
niedrigem Charakter, den das angegebene Verfahren liefert. Dagegen
findet man 14 Hillfsgrossen mit dem Charakter 5*), von denen aber
nur die beiden '

L(22)¢ L(22)
(301) b= Taypzer "W &= gy

hervorgehoben werden mégen. Auch §, und §, sind Parameter, so
dass also zwischen £ und §, eine Gleichung von der Form
(at® + bE* F-c8 +dE2 ek + NE®
302) + (@8 + b8+ e+ teab+)E
+ @8 + b8 + 6f +d8+ 6E+1,)=0
1

besteht. Setzt man nun A" = 2 und entwickelt die beiden Parameter
¢ und §, nach Potenzen von 2, so erhilt man

*) Diese 14 Hilfegrossen erhillt man, indem man fiir k&, k,, %, k; die
folgenden Werthe einsetat:

k|+5/ 0 | o |+6[—5] 0 [+1 +11+2 —2|—3|+3 —4'+4
k|o|—-5] 0 |—8| 0 |+5[—1|F+4 —2|—8|—2{—8|—1]|—4
k|—5/0|—58] 00 |—5|—4|—a|—3[+3|4+2|—2[+1]—1
k| o |+5|4+5] 0 |+5| 0 [+4|—1|+3|+2(+3|42|+4|+1
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E=251—2+42—- 22+ 453 — 42 4 52* — 625 977
— 12254132 + .- -,
E,= 2> — 4% 4+ 1027 — 24 2% 4 552" — 1162'0 + 2308 . . - .
Daraus folgt sofort, dass
a,=0, b,=0, ¢,=0, dy=0, =0
sein muss. Setzt man f, = 1, so findet man aus dem ersten Gliede
der Entwickelung a, = — 1, dann aus dem zweiten b, == —- 14, aus
dem dritten ¢, = — 73, aus dem vierten d, = — 184 und aus dem
finften ¢, = — 240. Die nichsten Glieder der Entwickelung geben
die Gleichungen '
a+f4+12=0, be==14a, c="13a, d=184a, e=240q,
) f=122a 4 121. ‘
Aus den spiiter folgenden Gliedern® ergiebt sich aber, dass a
gleich 0 sein muss, folglich ist die Gleichung zwischen § und §,

(303) 12182 — (8> 4 1484 4 T3E% 4 184§2 4 2408 4 122)E, 4+ 1 =0,
oder

(303a) 242§ —=§>4- 14£'4-T3E° 1848742408 4 122 — (§4-3) (§4-5)w,
wobei

(304) w =Y EFFAEF S T OEF 88+ 6EF 16) = 45—+ -

Die zu £ und §, complementiiren Parameter sind

- 4 e
(305) E=i wd § =,

folglich hesteht zwischen § und £, die Gleichuug
E3E,2 — (1228% 4 960&4 - 2944 £3 - 46728 -+ 3584 £ 4 1024)¢,
(306) + 12185 = 0,

oder

'k, = 618% - 480! 4 14725 4 2336 £ + 1792§ 4 512

(306a) —4BE+ 9 BE+ D w.

Dabei wird

¢ : ]
(307) LY = %, L(11)"? = _55':_, L(22)* = _iefg_ )

Um L(2)* als rationale Function von § und w darzustellen,
beachte man, dass

-g‘— = £ 1484 + 3£+ 18452 + 2408 + 122 + (E+3) (E+5) w,

1218 _ 6185 4 480E¢ 4+ 14728 + 933682 4 1792E + 512

- . +4BE+ 9 GE+ D w
ist. Setzt man jetat




Zur Transformation der elliptischen Functionen, 93

(308) (+2) '+ 95+ 2652+ 365+ 16) = 4,
so erhilt man
(309) 2L(2)" = E[44-28°+ (1) (E+4) 4w],
oder
(309a) L(2)% — E(A* 2B L(2)* + E2 = 0.
Deshalb findet man aus der Gleichung (132), welche fiir die Trans-
formation 2'» Grades aufgestellt wurde,
J:d —1:1 = [§(42+28)+ 32+ EE+1) (5 +4) )’
(310) : [E(A?H28) — 16+ E(E+ 1) (E+4) Aw]®
< [E(4? 4 28%) 4 1284 E(E+ 1) (E+ 4) A w]
$ 1728 - 4E[A* 284 (E+ 1) (E+4) Aw].

Einfacher gestaltet sich die Gleichung, wenn man J rational durch
§, £ und §, darstellt, dann wird

Jid —1:1 = (E416%,E,)° : (E° — 8E,&,)* (E°+ 64, £,)
(310a) { : 1728568‘;522’
und
(311) {7: J—1:1e= (256 4 ESE, £,)° : (D12 - EOE, £,)2(64 4 £°F, £,)
: 17285122 E,2.
§ 34.

Transformation vom Grade 11.

Besonders bemerkenswerth ist es, dass die Transformation vom
Grade 22 auch einen Purameter vom mniedrigsten Charakter fiir die
Transformation vom Grade 11 liefert. Setzt man namlich wieder

1 at
h"= z’ N ell o= &
und nennt man die drei Werthe von E__L_(%z():{;'(z)* , welche dem

Parameter

Q(m, .;,;_ 12 Q(;i;—, _ m)u
Qo @) T Q@ — )t

zugeordnet sind, &', £’ und £, so hat man bez. zu setzen:

L(11)"? =

V=, d =—a; =110+ 0, 3 =— o;
) B=1lo+ 2, 3 =H0 4 o}

.
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und es wird

£ - oG =) e(5-=) e(og) el )
PYCANN PR R A S TR
£ = g-";%’ — 'i')’ q(“_?_-i, “"’),
Q("ml'l'-” ,— o) Q1o+ o, — o)
(312) | e(= 33m+m)9( Iote’
9(«», ! @@, o)
o Q(llm+2m bo+ @ )Q(llm+2¢n 5”+0')g
Q(llm+2m , 6m+m) Q(llm+2o, 5“’+m’)7—
_ o5 e -)

k (e, 2) Qo wy
Mit Riicksicht auf die Formel

(m,w>=(—) 1"[(1—h*-)

r=1

findet man

*) Die lineare Transformation der Perioden, welche hierbei erforderlich
ist, geschieht nach den Regeln, welche fiir die lineare Transformation von @ (w, o')
in § 15 m, vor. Abh, gegeben sind. Dabei braucht man fir §, &”, &' bez. die
folgenden 24%» Wurzeln der Einheit:
9mi

8ai dni

(-1 0)=‘ ek D= Te(ahal)=e"
_ 3w ni ot
o o)=¢ " e(Ct )= . e(1g )=e”
_8mi _ami smi
(L2 =c TLe(Ch = T e g d)=e"
smi 8ai 3ai
(L% N=c T o(lh D= s e( 'y D=e”
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Y o O oy Y o
g - g ln(l— e (e lll(l g—1)2(] _gtv-11)2

v _ (1_,v £387)2() — 117 8372

[Ty,

r=1
”l (l_‘dv (l—‘“’)’ " v
| 4e? 1’[.__,3-,)-,(—l o 4221—[(14-:2 )2(1 4-£0)2,

Da nan bekanntlich n(l—z""‘) (14221 (146%) = 4 1 ist,
r=1

so erhiilt man
(314) EE'E o= —
Durch Entwickelung nach Potenzen von s findet man
Fe= o1 —242— 2824423 — 4244 525 — 6% 4 967 — 12,8
4+ 138+,
t'=—pg1—2—p— 202 — 423 — 4% — D25 — 625 — 927 — 1248
— 132? + ceey,
folglich ist
E 4§ = — 4+ 14042004+ 384680+ -,
ferner ist
" =+ 4(s2 422443284624 9204 14212 4. ),
30 dass mit grosser Wahrscheinlichkeit
(315) E g b ——d
sein wird. Der strenge Beweis fiir die Richtigkeit dieser Gleichung

ergiebt sich aus dem Folgenden. Nimmt man némlich vorliufig an,
diese Gleichung sei richtig, und setzt man noch

(316) EE + 88" +EE =—n,
so ist £ eine Wurzel der Gleichung

(317) B8 — g5+ 4=0,
und es wird

(317a) n = E2 4 4F + 45

ein Parameter fir die Transformation 11'* Grades. Umgekehrt: Ist g
durch die Gleichung (317a) definirt, und lisst sich zeigen, dass 9
wirklich ein solcher Parameter ist, so gelten auch die Gleichungen
(317), (316) und (315). Dies kann aber leicht geschehen. Es war
namlich nach Gleichung (307)
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L' = L(11)1? = —55'-',-;

oder, wenn man fir £ und §, nach den Gleichungen (303a) und (306 a)
ihre Werthe einsetzt und die daraus folgende Gleichung zwischen §
und L' rational macht,

L — (£ 10£° -+ 158 E5 - 628E7 - 1321 £5 4 1835655+ 3128+
— 276 £3 - 2882 — 384 £ -4 586 — 83251 - 896 E—2
—448¢-% — 512§ 1024E-5) L1? 4 118 = 0,

oder mit Riicksicht auf die Gleichung (317a)
(319) L*» — (*—29*— 8793+ 1049*+ 15369 — 614) L'2411° = 0.

Hieraus erkennt man, dass % fiir die Transformation 11t Grades ein
Parameter mit dem Charakter 2 ist, und dass % sogar fiir n = 11, wo
@ = 1 wird, ein Parameter vom niedyigsten Charalkter ist.

Setzt man

(320 {W’ + Y+ 8) (P F4n*— 127 —304)
=+ V2" + 127° — 404* — 9407 — 2912,

(318)

so wird
(321) We=wE+4+2-—-2E-9),
wobei nach Gleichung (304)
0 = + V(EFARTF BT 4) E T8+ 66 16)

ist. Nach Einftthrung dieser Bezeichnung folgt aus Gleichung (319)
2L = 9* — 29" — 8T 4 1049* + 156369 — 614

+®—3) (*—57—16) W.

Um auch die Gleichung zwischen % und J zu erhalten, setze man
in Gleichung (310) der Kiirze wegen A? - 2§° = C, dann wird

02 — (§+ ])’I (g+4)2A?w1 — 4§|0

und die Gleichung (310) geht iiber in

{ 1928 - 45[C+(E+1) (E+4) Aw0] T

— [EC+32+EE+1) (E+4) AwP.

Bezeichnet man nun mit J;, den Werth, der aus J hervorgeht, indem
man w mit — w vertauscht, so wird

(32%) 17282 J J, = (E8+ 16 CE-34 256 E—4).

Ferner wird

17128(J+ J,) = E2C* + 16(3E+4-266E—1")C - 2&" 4 1536,

(322) {

(323)
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folglich ist die Gleichung zwischen § und J, wenn man sie rational

macht,

(172822 — 1728[£22 44 £ 4 902E%° - 11484 £19 - 102113 §18

46757967 4346200816 414084708 E15

~+ 46285536 £14 - 124201 79213

+ 273795522 §124- 496807216 ¢!

-+ 740569 632 £1° - 901431344 &°

-} 886328 9608 + 692209408 ¢

-+ 418722656 £64- 188931072 £8

(324) | + 5999206444 12176384 £3 4 1318912¢2
+49152§ 4 1536 4 4096 (1 22—
4209838411444 4048E5 97468
+16192E-74- 1830484 13376¢—°
+5632§—104 1024 ,-11)]J

4[5+ 16874176 (2E6 4 19854104 54 3683
-+ 886524 1472 - 16641216 14-512£-2)

\ +16384£-34-25654]3 = 0.

Setzt man in dieser Gleichung §* 4 4& + 4§~ = 7, so geht sie
tiber in

1728272 — [+ 11(290 43 7% —8.2978 —128.13¢7
+2.2275 484 64. 1267 15 64263374
—128.6331 43— 1024338972
—4096(5541 7 —8-1181)] 1728
+ (4256 73+ 64. 87264 6437
+512.197)% = 0.

(3254) |

Noch einfacher ist die Herleitung dieser Gleichung, wenn man J
1

und 7 nach steigenden Potenzen von s = A" entwickelt. Da die Ent-
wickelung von 1728J mit #—* und die von % mit 22 beginnt, so hat
die Gleichung zwischen % und J die Form

1728%(an+ a,)J 2 + 1728 (by'24-b 't 4 by 004+ -+ b, 4 b,,) J
+ (en*+en’+en*+egnt-c) = 0.
Daraus findet man dann verhdltnissmissig leicht die Werthe der ein-
zelnen Zahlcoefficienten.,

Eine Bestitigung dafiir, dass die Gleichung (325) richtig berechnet
ist, gewahrt ihre Auflésung nach J. Es muss sich nimlich J rational
durch 7 und W darstellen lassen. In der That wird

Mathematische Annalen. XXXIL 7
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2. 1728J = g1! 4 11 (2714 37°— 8-209# —128.13 7
+2.227575 641267 48 4 64..2633 7*
— 128633148 — 1024 33892
+ 4096 (— 55417+ 8-1181)
+ W (nP+ 16 75— 2577 — 1552 78—5344 55433544 ¢
. + 199168534-3020842—1077760p—946 176).

Der Parameter £, welcher fir die Transformation 11t Grades zu

(e ] OO ] (o
(= =) @, o

(325b)

complementir ist, wird
. oG 5) o= %)’
(326) LI LA :
(5 @) Q@ oy
Dies ist aber einer der 36 Werthe von £, die zur Transformation
22t>» Grades gehoren, so dass die Gleichung (325) ungeéndert bleibt,
wenn man § mit § vertauscht. Dasselbe gilt von Gleichung (325a) wenn .. ‘
man % mit % oder, was auf dasselbe hinauskommt, J mit J vertauscht;
d. h. J und J sind die beiden Wurseln der quadratischen Gleichung ‘
(325a), oder mit anderen Worten: ,,Die Invariante J geht in J diber,

wenn man in Gleichung (325b) + W mit — W vertauscht.*
Man kann dies auch in folgender Weise zeigen. Der zu L(11)1? ‘

s aus Gleichung (322) folgt aber

complementéire Parameter ist L(u

(327) ;_(l‘l_‘)‘_, = — 29 — 879 + 10492 + 16367 — 614

- (n—3)(n’—5n— 16) W,
deshalb sind L(11)!? und die beiden Wurzeln der Gleichung (319).

L(n)ﬂ

§ 35.
Transformation vom Grade 26.
Filr # == 26 wird @ = 13, ¢ = 3 und ¢ = 2. Deshalb findet man
aus den Gleichungen (263a)
(328) 218, = — 11k, + 28k, + 3k,, 2193, =11k, 4 14k, 4 39k,,
210y = — 25k, — 28k, — 39k,,

61 + "2 = 2("1"‘"2)7 3("2"‘"3) = 2(ko+k1);
(8, 4 05) = — 12(k,+-k,); ‘

also
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deshalb muss &, -} &, durch 3 und %, 4 %, durch 7 theilbar sein. Man
findet daher nur einen Parameter mit dem Charakter 2, namlich

L(26y
(329) E= L{3) L(2)*

und vier Parameter mit dem Charakter 3, nimlich

£, — L(13), g, = LG

TLep
(330) £ L(26)* L(2)y¢
3 = L8y L2t £y = T3 LE)" )
Nun ist
(331) B=f, b=tk &=tk

und zwischen § und %‘ besteht eine Gleichung von der Form
(@8 4-bE +cb+d) ¢, + (@ B+, 8o b+d) ¢
' + @8+ b8 + e, b+ dy) = 0.

Daraus ergeben sich die Gleichungen

@B+ b8+ cE+d)E* + (a8 + b, 84, E24-d, B)§,

+ (3,85 + 0,8+, B2 +-d, £ = O,
(a8 +bE+cE+d)E? + (a8 +-b 80 -, 82+ d, E)E,

+ @, 8"+ 5,8+, §°+ d,§4) =0,
(@B +b8+cE+DE? + (a, 8+ b, 8+ 4+ 4, ),

+ (@84 0,88 4, €' +-d,y§%) = 0.

Da aber diese Gleichungen in Bezug auf { simmtlich nur vom dritten
Grade sein diirfen, so ist

a, =0, b=0, ¢,=0, b=0, ¢=0, d=0,
folglich reducirt sich die Gleichung zwischen § und §, auf
(332) agf? + (a,8+0,8+-c, E+d)E, + d =0.

: 1

Dabei ist, wenn man A% = s setzt,

§ =2—22+4 28 —26' 4 48— 44 557 — 6829294 - . .,
E=2—2—-024 24442854,

Y ko=-+1,k=—1, kg=—1, ky =+ 1 gicbt den Parameter §,

kh=—2,k=—1, k=42, kK=+1 , ” ” &
bh=—1, k=2 h=+4+1, k=42 , ”» ” &
k=43, k= 0,k=—3,k= 0 , ’ " &s»
h= 0,k=—-3 k= 0,k=+3 , ” » &.

7%
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80 dass man erhilt
(333) E5 — (B3 —482—4E+1)E + 1838 =0,
oder
(333a) 2%, =282L(13)2 =§ —4E2— 45414 w,
wobei
(334) we==pE —8F 4 8F — 188 - 82— 85+ 1.

Fir die Transformation 13t Grades gilt (nach Gleichung (148)
m. vor. Abh.) die Gleichung

J:J—1:1e=(§+58,+13)(E,* + 76>+ 208>+ 19§, 4-1)°
(335) : (8168, +13)(E,° + 108,°+ 46, + 108§,
+ 122,24 38§, —1)* : 1728§,,

wobei §; = L(13)? ist und sich nach Gleichung (333a) rational durch

E und w darstellen l@sst.
Die zu { und §, complementiren Parameter sind

(336) E=% wd E=7,
folglich ist
J:d —1:1 = (§,+5E+13)(E,*+-19-13§,°4-20-13%¢,?

+7-13%, 4 134

(337) : (€24 6E,+ 13) (£,5 —38- 13,5 — 122. 132, ¢
—108-13%¢,3—46 - 134,2— 10- 135§, — 13%)?

: 1728¢,19,
wobei

b =g (B—40—4k+14w),

b=k = 5 (B—4B—4t+14w).

Da § = —i—:— ist, so kann man aus Gleichung (333) auch leicht die
Gleichung zwischen &, und §, herstellen; es wird namlich

(339) gas + E,’ - 51 52['51 §z+4(§|+§2)+ 13] = 0.

(338)

Wegen der Beziehungen, welche zwischen den Parametern §, &,
£,, & und £, nach Gleichung (331) bestehen, ist es nothwendig, noch
andere Parameter einzufithren, um die Grossen L(2)** und L(26)*
rational durch £ und w darzustellen. Zu diesem Zwecke setze man

L(13)'* L(2 L(26
(340) "h='—iﬂ)2_5)u_(L und "’ETHT)(F)-Z)"_= En,.

Nach Gleichung (58) Nr. 8 ist zundchst %, ein Parameter, und deshalb
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auch n, = %, : £"; und zwar ist der Charakter dieser beiden Parameter
gleich 7. Deshalb hat die Gleichung zwischen & und %, die Form

(@8 + 0,80 -+ a)n,? + (B +b, 84+ +b)n,

ies o + (8" F 8+ ¢)=0.
Dies giebt
(341) {(ag7+a| E - +ar)n,? 4 (bE" 4D, 513_,_:..,.1,1&1)%
+ €8 + o0+t = 0.

Da aber diese Gleichung in Bezug auf £ auch nur vom Tt Grade
sein darf, so muss

al=a3=a3="'-a1=0,

C=¢ =C="-==(g =0
sein, folglich reducirt sich die Gleichung (341) auf

an? 4 (OE +4-b,E - 4b))n, + ¢, = 0.

Durch die Entwickelung von £ und 7, nach steigenden Potenzen von
£ findet man hieraus leicht die Gleichung

{641),’ + (E"—138% - 525 —T8E4 4 T8E3—52E2 4 13E — 1),
(342)
+&=0,
oder, wenn man der Kiirze wegen
(343) & — 1388 -} 52£5 — T84 4 T8BES —52E2 4 138 — 1 = E
setat, '
(342a) 128y, = — E — (B2 —38t+1) (82— 6E+ 1w,
oder

(342b) 28— — B 238+ 1) 65+ Dw = 28 VEL()™.

Hieraus folgt

(344) 2EBL(2)* = E* — 128" — E(12—3E+1 (82—6E41)w,
oder

(344a) ERL(2)% — (E*—128E) L(2)* + 4096& =0,

_ (345)  L(26) = £ L(2) = 5 (B — 48— 4k 14-0) L2,

Dadurch erhélt man auch noch eine zweite Darstellung der absoluten

Invarianten J und J als rationale Functionen von £ und w.. Setzt
man némlich der Kilrze wegen

(346) (§*—3E+1) (*—6t+1) = F,
so wird nach Gleichung (132)
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J:J —1:1e= (B4 32619 — 128" — EFuw)®

(347) : (E*—16£19—128¢"— EFw)? (E*4128E15—128¢'— EFuw)
:1728. 42 (B2 — 1285 — E Fw).

Dabei geht J in J iiber, wenn man - w mit — w vertauscht.

*
VII. Abschnitt.

Transformation vom Grade 4a.

§ 36.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 4a.

Ist # = 4a und hat die Primzahl a die Form 2} -} 1, so ist der
Rang ¢ nach der Tabelle in § 8 gleich b — 1. Setzt man in diesem
Falle

(348) £ = L(2)% L(4)": L(a)» L(2a) L(4a)’,
so erhilt man

8(n, D) = 2ad,(4,*—2) + ad,({; —4) + 48;(4°—a)

+ 29,(¢2—2a) + 9, (t,2 —4a).

Deshalb findet man aus der Gleichung (126) die sechs Gleichungen
—2a0,—3ad,—4(a—1)8,—2(2a—1)d,—(4 a—1)0;, =24k,
+ ad+ 0 — (@—D&— (@—2)8,— (a—1)8 =24k, 1
+ ad,4+3ad,— (a—1)03— (a—2)8,— (a—4)0,—24F,,
— 28,— 30,4+4(a—1)0;+ 2(a —2)0,+ (a—4)d,=24EF,,
t+ 0+ 0 4 (a—1)0;+ Ra—1)d,+ (a—1)d;, =24k,
+ 8+ 38+ (a—1)d;+ (2a—1)d,+(4a—1)d;=24k;,

(349)

oder
b(b+1)8, = 2[—( b+ 1)k, + Bb4+2)k, — (B+1)K,
+ 0 - 3k,],
b+ =20+  k— 20k 4+20+Dk
+ ks + 2k,],

+ @b+ 1)k — (2b41)E,),

Bb+1)8, =2(+ (b+Dk+ 0—2k + (G+Dk
+ 0 +3@4Dk,

Bb4+1)d, =2[— @b+ Dk — bk — 2041k,

\ — (2b+ 1)k — 220+ 1)E,).
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§ 37.
Transformation vom Grade 12.
Fiir n = 12 ist ¢ gleich O und die Gleichungen (350) gehen iiber in

0, = — 2k, + Tky — 2k, + O — 3%,
10:=+ Kk —2k + 4k + ¥ + 2k,,
(351) O0g=— k+ k+ 0 + 3k — 3k,
8= +2k — K +2k+ 0 + 9k,
0, = — 3k, — 2k, — 4k, — 3k, — 6F,.
Setzt man also von den 6 Zahlen k,, k,,...k; die eine gleich
-+ 1, die andere gleich — 1 und die 4 iibrigen gleich 0, so erbdlt man
15 L-Producte mit dem Charakter 1. Es genligt aber, zuniichst nur
5 von diesen Grossen anzugeben, nimlich

£ L(12)¢L(2) L6
=L BT Ierier

L (12)* L(3)* L(2)'° L(12)
(352) £ = Le)°L)' = TArLE)

g, — LUDLEILOF ,
. 5 LEPLEP -

Dabei erkennt man ohne Weiteres, dass die Hilfsgrossen £, , £, und §;,
bei denen die Exponenten sémmtlich gerade sind, Parameter werden.
Ferner sind nach den Gleichungen (14) und (15)

o ton_@CAE)_v(G)-e(
17 T@prG) +(3) <@ NEEwED ) )

& _ fOrfer_ * (@) _ [e(5) ¥ (27“’)1s
& fey? 1:(—';—)3 o (:232)2

rationale Functionen von p(%), die sich gar nicht dndern, wenn man
9 (%—) mit ¢ (5—‘?) vertauscht, folglich sind £, und & Transformations-
grossen nullter Dimension, d. h. auch £, und & sind Parameter.

) ko= 0, ky= 0, kym—1, ky=m 0, ky= 0, ky=-}1 giebt die Grisse £,,
kh=+41, k= 0,k= 0o k.==—l, k= o ks’ 0 » » ”» &

k= 0, k=41, ky= 0, k= 0, kyg=—1, ky= 0 ,, , n &
k=41, k=0, ky=—1, ky= 0, ky== 0, ky= 0 , ,, ”» &
ko=—1, ky=+1, ky== 0, ky= 0, k= 0o k§= 0y » n &
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Deshalb besteht zwischen je zweien dieser Parameter mit dem
Charakter 1 eine Gleichung von der Form

agagﬂ + bgc + Cgﬂ +d= O,
wobei man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d sehr leicht durch Entwickelung
1

nach steigenden Potenzen von h® = & bestimmen kann. Auf diese
Weise findet man

1— e 11—
(353) gz"':‘;;‘_*_"g:, E;, ‘%‘lw Eag—l 45., §5== -2?1-%)',
oder '
1— 3§ _ 1-—¢§ ¢ 1—¢
B5) =Ty B~ =iy b w

Jetzt kann man auch ohne Weiteres die tibrigen L-Producte mit
dem Charakter 1 angeben und aus ihrer Darstellung als rationale
Functionen von §; schliessen, dass sie simmtlich Parameter sind. Es
wird némlich

£ ith g LUYLOLEr
6 2 155 L6)SL@)$ ?
¢ o B& _ & _ LUYLErLEr s
T = 4 & FATD ATY I
£ = 3—& __ Bk _ _L(8y .
8. 2 & - L(2PLAPLEPLE)’
g oAb _ & _ LODLE Ley
o 1—§ & YAGD AR
£y = 28  _ & L(lz)' L(8) L(4)*
14§ Bk @ LEy
(355) £ 4, _ Eika — L(i2yp
" 34§ £ L@4)L@3»’
£, = 2§ __ &b _ L(12LEBPL(2?
12 8—& &b LEPLEE
o =B _ & _ LU LErLE)
BTRE—& & LeyL@
£, — 2(14-&) —Et = L(12) L(2)
14 3§ O™ L(6) L(4)®* L3
£, = 34 & & L(12)3 L(3)° L(2)’
V815 = Sty —

2@—&) Bk LEPL(H)

Es konnte iberflissig erscheinen, diese 10 Parameter wirklich zu
bilden; ihre Form ist aber doch von Interesse, weil man mitunter
durch Nachbildung derartiger Formen auch fiir andere Werthe von n
Parameter findet,
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Aus den Gleichungen (352) erhilt man
L(2)* = E18 8 __ (1—&MN'(1—95"

GEd & !
G6)  {LO"= g = gaoay
L el - T
(357) £ = £,(6)

ist, so stimmen diese Gleichungen genau mit den Gleichungen (267)
tiberein. Ferner wird

8w Etb _ (1—35)(1+E)

(358) PE= & ’
L(12)% = EME _ (1—3&)"(1+438) (145

bTE" BTA—E)

Sehr einfach gestaltet sich schliesslich die Beziehung zwischen den
abeoluten Invarianten J und J. Nach Gleichung (268) wird nimlich

J:J—1:1=(1—9&,24 3£, —3E,%3(1—3E,2)?
: (1—128,°+308,'—36&,°+ 9E,°)* (1—68,°—38,!)°
: 1728E,12(1 —£,2)3(1 —9&,2).
Der zu §, complementire Parameter ist
(360) B=t,
folglich wird
J:J —1:1= (243 — 24324 9E 4 —E (3 —E,?)?
:(129—972¢,24- 270§, 4—36§,0--£,8)1(27—18E,2—£,4)?
:1728E,12(9 - £,)3(1—§,%).

(359)

(361)

' § 38.
Transformation vom Grade 20.
Fiir n =20 ist a = 5, b == 2 und ¢ = 1. Die Gleichungen (349)

und (350) gehen daher tiber in
(— 100, — 150, — 160; — 189, — 190, == 24k,
+ 58,4+ 0 — 446,— 30, — 40, =24F,,
‘ + 546, + 156, — 46, — 30, — O, = 24%,,

— 20, — 30,4 160, 4+ 60,4+ O, = 24k,,
+ &+ 0 + 46+ 96,4 49, =24k,
‘B, + 30,4+ 40,4+ 99, + 199, = 24k,

(362)
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und
3d'=—3ko+ ]2k‘—3k2+ 0 - 3k‘,
30, =+ k — 4k + 6k + k+ 2K,
38, =+3k+ 0 43k + 0 4 15k,
30, = — bky — 4k, — 6k, — 5k, — 10k, .
Die Anzahl der Parameter mit dem Charakter 2, welche man
durch passende Wahl der ganzen Zahlen %, k,, k,, ks, k,, K, erhdlt,
ist ziemlich gross; deshalb mogen hier nur diejenigen hervorgehoben

“werden, welche schon bei der Transformation 10'® Grades Parameter
mit dem Charakter 1 waren, némlich

g o LOOL _ _ Loy g — _ L(10)
V==L L 527 LE)LERF? = LE)LEF?
E L(10)* L(2) E — L(IO)L(2)’_ § — L(10)%
‘= T L > L ' %~ TLEP L)

und ausserdem diejenigen, welche aus diesen durch Vertauschung von

o |

@ mit -2- hervorgehen, némlich

_ L@o)Le)* L(20)* L(2)* L(20) L(2)®

365 = LaorLay’ ™= TopLe T Lo L@
(365) L(200°L(4) _ LeOL@® L(20P L@) »
M= "rLaoLer’ M= LioyLe)’ "= LaoyL4E) )

Diese 12 Grossen haben alle den Charakter 2, wie man aus der An-
merkung ersieht; ferner sind §,, &,, &, &, &, & Parameter fiir die
Transformation 10 Grades, folglich sind sie erst recht Parameter fiir
die Transformation 20' Grades. Nach Gleichung (272) bestehen
zwischen ihnen die Relationen

T e N T
(366) {‘z 5—§ 3 = E 45: 1—§ 5 = 5'-51
6=

6—&

%) Diese 12 Parameter erhdlt man, indem man fiir k,, k,, ks, &3, k¢, ks
die folgenden Werthe einsetzt:

I & & 5: & & & M Ne Ns | N s Ne
k| 0 (42 +2 —2( 0 0 0 |4+1|(41|—1] 0 0
k|—1| 0 |—1| 0 |+1]| O 0 |[4+1|4+1|—1] 0 0.
kg|—1} 0 |[—1| 0 |4+1| O |—2]|] 0 |—2| O |4+2| O
ksl 0 | —2]| O 0 [—2|—2| 0 |—1] O 0 |—1|—1
kg|+1| O 0 (41| 0 |41| 0 |—1] O 0 |[—1)|—1
ks|+1] 0 0 |41} 0 |+1]|42] 0 0 |42 0 |42
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_Deshalb gelten auch die entsprechenden Gleichungen zwischen den
Grossen 7, , 1,, . . . 5, n&mlich

1—79 1—q 47 4
267 N = 5_,‘:r Ns =3 Yy M= 1_',"; s = § 7 ?
(367) ok
e = 5—’11.

Nun ist #, ein Parameter, weil die Exponenten simmtlich gerade
sind, folglich gilt wegen der Gleichungen (367) dasselbe auch von

N2y My May M und 7.
Zwischen &g und %, besteht eine Gleichung von der Form
(@& +dE+ o + (a &> +-b & +e)n, + @52+ b6 +¢,) =0,

wobei man die Zahlcoefficienten sehr leicht bestimmen kann, indem
1

man §; und %, nach Potenzen von K= s entwickelt. Es ist nimlich
Ey =p2—ot 40—} 210} 4512},

7, = 1—4s4 462+ 042! — 42°— 162°-}- 1667} 465 125°— 12510 .. . ;
daraus ergiebt sich

(368) n,? — 2882 +46+ 1)+ (16§ —854-1) =0,

oder

(368a) m = 882 + 48 + 1 — 4w,

wo

(369) w=+VhLE+ D@+ ) =+s+ -

Daraus folgt noch

_ _dm _ (45 (1468) —bw
(370) L e (e A =Ty

Nach den Gleichungen (273) wird
(371) LM =_1—%6_ L5p— (1—4% £ 210

L(10p = (=28R0t8) ;
ferner ist '
8 o bims _ 1—4& 16
(372) Lty & & (A—n)G—m "’
L(20)** = Biban® _ _1—4&  299°6—n)
Genfn P4 (1=n°

Nach Gleichung (274) wird schliesslich

J:J—1:1=(1—4,4 16,54 16 £,5)
(1448 (126,428, 77126, —4E,?)(1—2%,— 68,785,348, 1)?
11728E,10(1 —4 &) (14-&5)2.

(313)
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Nun ist der zu §; complementire Parameter
(314) By =Tl (1+&) (14-6£) —Bw

4 41+§) (1—4k) !

8o dass man erhilt
J:J —1:1=01—4E} 16E°+ 16 E)*
(375) H(14+48) (1 - 26+ 287" (1 — 26— 4%)°
><(1—2E—6E'—8E'—4E')
: 1728 2310(1 —'423) (1 + Es)’.

Die Gleichung, welche dabei zwischen §; und E; besteht, folgt aus
Gleichung (374), es wird niémlich

(874a) 16(1+4&)(1—4E)E’—8(14&) (1468 Es+ (1 —4,)=0;

sie ist in Bezug auf §, und & symmetrisch.

§ 39. ,
Transformation vom Grade 28.
Fir n =28 ist a =17, b=23 und ¢ = 2. Deshalb gehen die
Gleichungen (350) iiber in
60, = — 4k, + 17k, — 4k, + 0 — 3k,,
60, =+ k,— 6k + 8% 4+ %k + 2k,
(376) 603 =— k+ k+ O+ Tk— Tk,
68, =+4 4k + b + 4k, + 0 + 21k,
60, = — Tky — 6k, — 8k, — Tk, — 14F,.
Hieraus findet man zuniéchgt 2 L-Producte mit dem Charakter 2,
némlich

(377) 31 — L(28) L(4) , Ez L (28 L(7) L(4)*

L) = TLOsPLEP
und 5 L-Producte mit dem Charakter 3, némlich
L(14» L(7)

£ LESLUPLE) Laar
S=TTLMLET ) MT LR ST LE)LE LEP’
(378) L(28)' L(2)* £ L8t L(T) L4 o

1= T LA L) )

6 == T4 L(a)’
Zum Beweise, dass £, ein Parameter ist, bilde man mit Riicksicht
auf die Gleichungen (14) und (15)

*) Die 7 Hilfsgréssen §;, &, ...§; erhiilt man, indem man fir &y, k,,...%s
die folgenden Werthe einsetzt:
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o(T)-r @) P(T)=eGE) (T)-#(3)
eCD-e(D) (P)-e(D) (D -+(3)

_ )LD DCICD)

(2) <@ =7 ey

Dies ist eine rationale Function von p( ) die sich gar nicht éndert,

wenn man % mit einem der Theilwerthe

e () e (G0) 9 (5 e C32), 0 (7

vertauscht, folglich ist dieser Ausdruck eine Transformationsgrosse
nullter Dimension d. h. also ein Parameter. Ebenso ist auch L(4)8
ein Parameter, denn es ist

L) = gs' — 27g*

¢ (%)' [n (3;—) —¥ (0)]' .

__fe8)
f=LO 7oy rar

ein Parameter und hat den Charakter 2. Bei £, und £ sind die
Exponenten gerade, folglich sind & und & Parameter mit dem Cha-
rakter 3. Dasselbe gilt von §; und £, denn es ist

(319) ' by =k, E = E k.
Die Form der Gleichung zwischen §, und £, ist daher
(380) {(aé,’-[—bg,’-l-cg, +ad) &+ (0, 62+ b, 82 ¢, &+ d,) &,
+ (@63 + b, 8,2+ ¢, 8, +-d,) = 0.
Dies giebt ausserdem die Gleichungen

Deshalb ist auch

by | b | B | B0 | & | & | &

k|—1] 0o |—2{—1] 0| 0o |41
k| o |—1|—1|—1]—1] 0] 0
k| +1|+1| 0 |—1]—2|—8|+2
k|—1] 0o | o |+1]+2] 0 |—1
k| o |—1|41|4+1|{+1] 0 |—2
k|+1|+1|+2|+1] 0o |+3] o
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(a4 bE k3 +dENE? 4 (a8, + 0,83+ ¢ 5,2 +d,§)E,
‘ + (@, 83+ 0,82+ ¢, +d,) =0,
(a&" b+ ck>+dEME? 4 (a,6,°+b &+, §2+d, §,2)
+ (@834 0,8+, +dy) =0,
aus denen hervorgeht, dass

a=0, b=0, ¢,=0, dy=0
sein muss. Die Gleichung (380) reducirt sich daher auf
(3803) (c&,+d) &2+ (ay &,°+ b, &2 +-¢, &, + d,) s+ (3.6, +B,)§,2 = O.

Setzt man hn=:, 80 wird

g, =81—1—240+424+0—g54+0+436"4+0—25°4-0425"" ...,

fy=rt—g1— 34224244 2840—2254388—5" —455—24°
_2310+ cesy :

folglich geht die Gleichung (380a) iiber in

(381) (& +2)E? — (& *+3E2—66 —8) — TE2(5,+2) =0,

oder

(381a) 2(5+2)6 =§°+ 3§ — 6§, — 8+ w,

wo

w =+ V& F D F 106+ 1) + 2BEF 1) + 28
(382) | —+VETFEFD 26+ GIF3ETD
S SR
Dies giebt auch noch die Gleichung
(383) 28,5, +2)8, —£° + 38> — 65, — 8+ w.
In #hnlicher Weise findet man die Gleichung zwischen §, und §;,
namlich
(384) 5+ 2(38,°+16£,2 1248, 4-32)8 — 16,° =0,
oder
(384a) E38y = —(36,°+16§,*-+ 24§, 1 32) + 4w.
Da nun

4
(385) E6 = —LL%
ist, so folgt aus den Gleichungen (381a) und (384a) durch Multipli-
cation

264 +2) Sor
(586)  {— (6, — &5+ 468 4+ 2565, 4576 £, + T68%, + 512)
+ (§,+4) (¢,*— 8§, — 16)w.
Setzt man jetzt
(38) L) =1,
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so werden die zu £ und % complementiiren Parameter
- - L 4
0 Eef o g4
Deshalb folgt aus Gleichung (386)
Y ek s L A
d - — (&, +4) (52 —8§, —16)w
un

(390) {2€| (8 +2)n=(§,°+68,°+ 18,'+-32§,* - 23,2 — 2§, - 8)
+ (& +1) (2 + 28 —1)w.
__ Die Beziehung zwischen den beiden absoluten Invarianten J und
J ergiebt sich daher unmittelbar aus Gleichung (146) m. vor. Abh.,
und zwar wird
J:d—1:1=(9*4139+449)(n*+-59+41)°
(391) { : (4 149+ 6342+ 107 —T)? : 172817,

(392) {7=7—1=1-("1’+131'z+49)("z’+517+1)’

: (74147746372 4-T07—T)2 : 17287.
Wenn man also die Werthe von % und % aus den Gleichungen (390)
und (389) einsetzt, so sind J und J als rationale Functionen von &,

und w dargestellt.
Setzt man noch

L
(393) =z ooy = & (14,

so ist 7, sicher ein Parameter fir die Transformation 14'» Grades,
also auch fiir die Transformation 28t Grades; dabei ist der Charakter
von 9, gleich 4. Deshalb findet man zwischen §, und 5, die Gleichung
(394) &> +2)n— (B + 487+ 1157+ 145,4-8)n, + 1 =0,
oder

(3%4a) 25°(E,+2)n = (§,*+ 45+ 1152+ 14§, 4 8) — (§,+D)w.
Daraas folgt dann

o L@ =t oL@ =t
0

Ly = fo, Loy = 25,

so dass man diese Grossen ohne Schwierigkeit als rationale Functionen
von £, und w darstellen kann.

Da ¢ in diesem Falle gleich 2 ist, so miissen alle Parameter mit
dem Charakter 2 linear von einander abhiéingig sein; es besteht daher
auch zwischen §, und &, eine lineare Gleichung, némlich

(396) (51 +2) gz = gl .
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VIII. Abschnitt.
Transformation vom Grade 2¢a.
§ 40.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 8a.

Ist a eine Primzahl von der Form 2b 4 1, so wird fir » = 8a
der Rang ¢ = a — 2, wihrend fr » — 44 der Rang ¢, =2

Es sei nun

£(4a) = L(2)% L(4)* L(a)* L (2a)% L(4a)*

ein Parameter fiir die Transformation vom Grade 4a, und der Cha-
rakter von §(4a) sei ch; dann kann man durch Vertauschung von @&

—8
2 war.

mit -‘:— aus §(4a) sogleich einen Parameter §(8a) mit dem Charakter
2ch herleiten.
Setzt man némlich

397 0=—0,—0,—08 —0,— 6,
so wird
(398)  &(8a) = L(2)°L(4)% L(8)* L(2a)» L(4a)* L(8a)%.
Dabei ergiebt sich der Charakter von §(4a) aus den Gleichungen
—2ad,—3a0,—4(a—1)0;—2(2a —1) 0, — (4a—1)0,=24F,,
+ a8 +20 — (a—Dd— @—2)8,— (a—1)d=24k,
+ ad,+3ad,— (a—1)d;— (a—2)0,— (a—4)0;=24k,,
— 20,— 30,4+4(a—1)0;+ 2(a—2)9,— (a—4)0,=24%k,
+ &+ 0 4 (a—1)0;+ (2a—1)d,4 (a—1)0,=24Fk,,
0t 80,4 (a—Da+ @a—1)d,+(4a—1)d,—24k,.
Fir §(8a) sind dagegen die entsprechenden Gleichungen, wenn man
die Relationen (397) berticksichtigt,
(—2a8,—3a0,—4(a—1) 03—2(2a—1)4d, —(4a—1) 0,=241,=24k,,
—2a6,—3ad,—4(a—1)0;—2(2a—1)0,—(4a—1) 0,=241,=24k,,
+2ad,4 0 —2(a—1)d;— 2(a—2)0,—2(a—1)0;=24l,=48F, ,
+2a0,4-6a6,—2(a—1)03— 2(a—2)0,—2(a—4)0,=24l,=48Fk,,
— 20,— 30,+4(a—1)d5+ 2(a—2)0,+ (a—4)0,=241=24k,,
— 20,— 30,4+4(a—1)0;+ 2(a—2)d,+ (a—4) 0;=241;=24k,,
+ 20,4+ 0 +2(a—1)0;-+2(2a—1)0,+2(a—1)8,=24l,—=48k,,
\+ 28,46a08,+2(a—1)3,+2(2a—1) 8,+42(4a—1) §,=24l,—48k, .
Es ist also

hth=2k, =2k, l;=2k, Ll =2k, l,=2k, 1,=2k,

(399);

(400) 4
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d. h. der Charakter von £(8a) fiir die Transformation vom Grade 8a
ist genau doppelt so gross wie der von £(4a) fiir die Transformation
vom Grade 4a. Ist z. B. der Charakter von £(4a), nimlich

at2 __a+1
oh < l2 s

so ist der Charakter von §(8a) fiir die Transformalion vom Grade 8a

a1 e+3
2ch < 2FL — 43,

also im Allgemeinen moglichst niedrig, wenn der von §(4a) moglichst
niedrig ist.

Auch die weiteren Rechnungen lassen sich jetzt verhiltnissmissig
einfach durchfithren, Ist nidmlich §(2a) irgend ein Parameter fiir die
Transformation vom Grade 2a, so findet man bei der Transformation
vom Grade 4a eine Gleichung

(401) F(¢(2a), £(4a)) =0.
Indem man nun @ mit —"2’- vertauscht, geht

E(2a) in £ (4a) und E(4a) in E(8a)
tiber, wodurch man aus der Gleichung (401)

(402) F(t (4a), £E(8a)) =0
erhilt. Ist dabei
(403) £2a) = L(2) L(a)* L(2a)*,

80 setze man
8 =—(atats), dh=4¢, 0,=0, 0,=4¢, 0 =¢.
Dadurch wird nach den fritheren Angaben
§,(4a) =E(4a) = L(2)% L(4)* L(2a)* L(4a)*,
. £(8a) = L&) L(®)» L(4a) L(8a)",
und der Charakter von £(4a) wird doppelt so gross als der Charakter
von §(2a) fiir die Transformation vom Grade 2a. Da zwischen §(4a)

und §(8a) dieselbe Gleichung besteht wie zwischen £(24) und §(4a),
so ist jede weitere Rechnung vermieden.

§ 41.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 16a.
Ist a wieder eine Primzahl von der Form 2b 4 1 und # == 164,
so wird der Rang ¢ gleich 45 — 1, also —(¢+3) =2b+ 1 =a. In

diesem Falle ldsst sich der folgende Satz beweisen: Ist
Matbematische Annalen. XXXII 8
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(407) &(8a) = L(2)% L(4)% L(8)% L(a)* L(2a)* L(4a)* L(8a)*
ein Parameter mit dem Charakter ch fiir die Transformation vom Grade
8a, und geht £(16a) aus E(8a) durch Vertauschung von @ mit —:—
hervor, so st £(16a) fir die Transformation vom Grade 16a ein
Parameter mit dem Charakter 2ch.

Der Beweis wird in ganz #hnlicher Weise gefiihrt wie bei dem

entsprechenden Satze im vorhergehenden Paragraphen. Setzt man
ndmlich nach Gleichung (124)

(408) (4,)S(8a, D,) = 24 - 8ak,,

wobei 4, D, = 8a, und wo D, die Werthe .

Dy=1, D=2, D=4, Dy=28, D, =a, D, =2a, D, = 4a,
D, = 8a '

annimmt, und setzt man dem entsprechend

(409) (4,)S(16a, D,) = 24 - 16al,,

wobei 4,/ D, = 16a, und wo D, die Werthe

1, 2, 4, 8, 16, a, 2a, 4a, 8a, 16a
apnimmt, so findet man
(410) {lo=ko’ b=k, l,=2k, =2k, I =2k,
by =k, le'=kn b =2k, ls'=2kes ly = 2k;.

Daraus folgt, dass der Charakter von §(16a) genau doppelt so gross
st wie der Charakter von §(8a).

§ 42.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 2=.a.

Diese Betrachtungen lassen sich auch auf den allgemeinen Fall
dibertragen, wo % = 2%.q und « > 2 ist. Dadurch findet man auch
sofort die Gleichungen, welche man bei der Transformation vom Grade

2¢. g braucht. Ist ndmlich 5(;—) ein Parameter mit moglichst niedrigem
Grade fiir die Transformation vom Grade %, und geht §(—11) bez. in

E(%) und £(n) iiber, indem man @ mit —; und 42— vertauscht, so folgt

aus der Gleichung

F(5(3) £(3)) =0 i
unmittelbar die Gleichung

F(¢(3), &m)=0.
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Beispiel. Es sei
I(35 * L(n)t
n\ L (n) '’
£(3) z(3)

dann ist §(n) ein Parameter, und es wird

(411) E(m) =

Dt"’@%; 2"'%; Da"’%» Dy=n
und
n
1) S(n, D) = 4a (12— 1) —4a (82— ) —4(t2 — D) +4(t,2—n)

= 4da(t’—4")—44>—1?).
Fir D=1,2,4,...2*! wird daher

f ==ty o=ty =t, =D,

also
S(n, D) =0.
Ebenso wird fir D = a, 2a, 4a,...2'a = —:-
D ,
tn=tz=—a" ty=1t, =D
und deshalb
S(n, D)=0,
o a n
Dagegen wird fir D = 2° = —
t1=2_,:,v b= %) t3=%, tc‘“%:

S(n, _)= antla—1) (A)S(n, %)E_ﬂ(i;:_’)_ = 2nk,,

al
folglich ist
(413) kg =—23%(a—1) = — 20-3p,
Endlich wird noch fiir D =n

n

n n
2a’ tz_";: h=5, t{=mn,

ty = ')
S(n, n) = 220D _ 94pp,,,

oder
(414) k3o = + 223 (a—1) = 4 222},
Daraus ergiebt sich, dass der Charakter von § gléich 2¢-2p ist. Man
erhélt auf diese Weise
far n—4a, 8a, 16a, 32a, 64a, 128a, 256a, 512a,...,
e+1=b, 2b, 4b, 8b42, 16046, 326418, 646442, 128b}-98,...,

ch==b, 2b, 4b, 8, 160, 320, 64, 1288,....

s.
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Dabei hat £(n) die gewiinschte Form, denn man erhélt die Parameter
E(-;) und §(n) durch Vertauschung von @ bez. mit -1;—— und —1’-

aus £(7)-

§ 43.
Transformation vom Grade 24.

Fir n =24 wird ¢ =1 und der in dem vorhergehenden Para
graphen angefithrte Parameter

L(24)' L(a)
(415) §=ZierLey"
Ausserdem mogen hier noch die beiden Parameter
L(12)*L(2)* L(e)
(416) § = L(©6)L(4)° und §, = ITOWAOR

hervorgehoben werden, die nach Gleichung (352) auch schon Para-
meter - fiir die Transformation 12t Grades waren, und zwischen denen
nach Gleichung (353) oder (354) die Beziehung

(417) £, = ;;g oder f =173

besteht. Jetzt ist aber nach Gleichung (265) und (266a) fur die Trans-
formation 6! Grades

Loy 1 —9§,(6)
40 = 1HiLer = T-we

wobei Ly
(]
€2(6) = T(3)ﬂ L(-z)T = 822
ist, folglich ist

198" _ bi(3—)
(418) §i(6) = Lt8 — Bl

Vertauscht man jetzt @ mit %, so geht -

§,6) in 2 und & in §
iiber, folglich wird

EB—8 EQ+8 -8
(419) V=S T ay
und
(4192) &= F5 wo w=+VEAFHB-H =2+

14+Eé-w 8346f—E—4w
U20)  b=3i5Fe = GFe
Durch die Gleichungen (356) und (358) sind L(2)*, L(3)',
L(6)*, L(4)® und L(12)* als rationale Functionen von §, dargestellt.
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Mit Rilcksicht auf Gleichung (420) kann man daher diese Grossen
auch als rationale Functionen von § und w darstellen.
Vertauscht man noch in der Gleichung

L2 = a—sé)a +se.)'(i+g,) - BB —g)
. EM(—6* (Chat DECE S HACE o D)

@ mit %, so erhilt man

24— 92 u & (!i_—_____é)’ .
(2D L =24 L@ GopratoeTre

Zwischen §, und J besteht die Gleichung (359), némlich
Jid—1:1=(1—-9§2485,* —3E,°5)3(1—8§,)?*
:(1—12§,24 30,4 —36£,04 9E,8)? (1 —6£,2 — 3E,%)?
11728 E,12(1 —§,%)%(1 —9&,%).
Der zu §, complementére Parameter ist

(422)

»

Ez = %)
folglich findet man aus Gleichung (422)
J:d —1:1=(243 — 2432 9+ — £6)3 (3 —£2)3.
3729 —972E24- 2708 — 36 50 - £5)? (27 — 182 — E4)?
:1728E12(9—§2)3(1—£?).
Die Gleichung, welche dabei zwischen § und §, besteht, heisst
(424) (B+£)E,2 — 2(8+6E—8%)E, + (1—6)*=0;
sie wird symmetrisch in Bezug auf £, und §;, wenn man fir § den
Werth 3 §; einsetzt.

(423)

§ 4.
Transformation vom Grade 48, 96, u. s. w.

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erhilt man auch die Trans-
formation vom Grade 48, 96, u. 8. w.
Setzt man niamlich fir n = 48

L (48)* L(8)* L(24)'L(4)* L(s)?
UB) &= oL " T I@ILET 2T L Ler

80 bleibt die Gleichung (422) zwischen J und §, bestehen.
Der zu &, complementire Parameter ist auch hier wieder

£2=‘§‘;

so dass auch die Gleichung (423) bestehen bleibt. Da jetzt aber §
anders definirt ist als in dem vorhergehenden Paragraphen, so muss
man hier die Gleichung (424) ersetzen durch die beiden Gleichungen
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(426) {(3‘|""2|)2§z2 —2@3+6n —n)E 4+ (1—9,)'=0,
(14+-8&)n*—E@B—§) =0.

Die absolute Invariante J ist daher eine rationale Function 12t*® Grades

von §,2, J ist genau dieselbe rationale Function von —i.— , wahrend

die Beziehung zwischen £ und £, durch die beiden Gleichungen (426)
gegeben ist.

Fiir # = 96 milsste man setzen

£ L(96)* L (16)t g L(e)
' 7 = T@EsL(32)’ =2~ LE\LE®’
(427) _ L(24) Ly L(48)* L(8y
1= T L@}’ "= LearLaer’

«lann gelten auch jetzt noch die Gleichungen (422) und (423), wihrend
die Beziechung zwischen £ und £, durch die drei Gleichungen

(B+n)%E —2(3+6m—n,)& + (1—9,)* =0,
(428) l(l +2)02 — 7, (3—m,) =0,
(148 —E@—E =0
gegeben ist.
In dieser Weise kann man fortfahren und erhdlt fir n = 2=.3

LyL (—:-)'

—— e,k
n\3 n\i4’
(429) r(3) (3)
_ L(.12)* L(2".2)?
Y L(2".6)* L(2".4)*

Die Gleichungen (422) und (423) gelten dann fir alle Werthe
von «, welche grosser als 3 sind, wihrend die Beziehung zwischen
£ und &, durch die Gleichungen

B+n)E —2@+69, —n)E + (1—1,) =0,
(430) A+ nu)D? — Bet1 (B3 — 1) = 0,

(1487, —EBG—E =0
gegeben ist.

L(ey
= TEr L

(v=1,2,3,...a—3).

§ 45.
Transformation vom Grade 40, 80 u. s. w.
Setzt man :

IHLIEF’ "7 Lerle’

(431) LEOPLE)  p _ L(40P L)

I _ _Lqo _ _ L{op
= 2 = "L(20FL@8)’

L(10°L(4)’
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allgemein #.10) )
¢ - L0 ® L(2”

(432) & L(2"-8) L(2"-2)’

so gelten pach Gleichung (272) und nach Gleichung (370) die

Relationen ¥) (Lt
— 1—49 — 147)(1+6n) — 5w
(433) " T ST i ma—am

wobei

(439) w=ynl+ 1) (1 + 4%,

oder ’

(4338) (1+7)(1—4n)§*—2(0+n) (1 +69)§ + (1—47n)* = 0.
Daraus folgt auch noch eine Gleichung zwischen §, und #%,, ndmlich
(435) 162 —2@—n) &+ 7 =0

Indem man @ mit % vertauscht, geht #, in €, und § in §, dber,
folglich findet man aus Gleichung (435)
(436) & Ezz —2@2— El) L+ E2=0.
Ebenso erhdlt man die Gleichungen
gzgsz - 2(2 —Ez) §3 + 522 =0,
(437) 67— 22 —§)E +&2=0,

Jetzt gelten die beiden Gleichungen
J:d —1:1=(1—4n+4 169" 4 169%)*
(438) (L4 1) (1 — 29 4 20 (1 — 29 — )’
X (1 —29—692— 893 — 49
: 17289 (1 — 49) (1 4 7)?,
und _ _ _
(JT: T —1:1=(1—474 1675 4 169°)°
s+ 4n) (1 — 294279 (1 — 27 — 49’
><(1 — 27— 672 — 87— 47
L : 17287 (1 — 4n) (L + 7)°,
gleichviel ob es sich um die Transformation vom Grade 10, 20, 40, 80

oder allgemein 22 - 5 handelt. Auch hat 7 iiberall dieselbe Bedeutung ;
dagegen ist

(439)

%) Die Bezeichnungen sind hier so gewdhlt, dass die Grdssen, welche in
Gleichung (271), (272) und (364) bis (874a)

&, & M6

genannt wurden, hier bez.
m m, &

heissen.
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7010 =5 = i,
(#40) 1 4720)=£, 47(40) =§,, 47(80) =&, - - -
47(25.5) = E0 1.

Die Beziehungen zwischen den Grossen 7, 7,, &, &, - - - sind dabei
durch die Gleichungen (433) bis (437) in der einfachsten Weise gegeben.

IX. Abschnitt.
Transformation vom Grade 3a.

8 46.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 3a.

Ist a eine Primzahl von der Form 2b 4 1 =614 1 und % = 3gq,
so wird ¢ =21 — 1. In diesem Falle erhdlt>man also
(441) - £ = L(3) L(a)» L(3a)%
wnd S(3a, D) =ad, (4 — 3) + 38,(t,2 — a) + &(t,2 — 3a).
Dies giebt
—2a0, — 3(@a— 1), — (3a — 1) 0, = 24k,
| + 2ad, — (a—1)d, — (a — 3) d; = 24k,,
(442) l —28,4+3@—1)8,+ (a—3)8,— 24k,
+20,+ (@a—1)08,4 (3a — 1) &, = 24Fk,.
Fir a =61 — 1 erhilt man hieraus

2181 —1)0, = — (Bl — 2) ky + 91K, + 2k,,
(443) ‘ 21831 — 1) 0, =+ (8l — 2) ky + 31k, + 2ak,,
2181 — 1) 03 = — (91 — 2) k, — 9k, — 2ak,,
und fir ¢ =674 1
I 21814+ 10, = — Bl — 1) Eky+ U+ 3) Kk, + 2k,
(4438) | 218l 4+ 1) 0, =+ Bl — 1)k, + Bl + DE 4 2ak,,
l 20814+1)8;=— 91+ 1) kg — (91 + 3) &, — 2ak,.

§ 47.
Transformation vom Grade 15.

Fir # =15 wird a=5, l==1, o=1, und die Gleichungen
(443) gehen tiber in
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48, = — ky+ 9% + 2k,
(444) [ 40, =+ k + 3k, + 10&,,
48, = — Tk, — 9%, — 10%,,
also
(445) {"1 +62=3("7| +k2): é\1'|'"a"—"—2(l7o'|"7"2),
200, + 03) = 3("’0 + kl)'

Deshalb muss k) + %, durch 2 theilbar sein. Sobald man den Zahlen
ky, Kk, k;, Werthe beigelegt hat, fiir welche d, eine ganse Zahl ist,
so liefern diese Werthe auch fiir 8, und d; ganse Zahlen, wie man
sofort aus den Gleichungen (445) erkennt. Dadurch findet man leicht
die folgenden L -Producte mit dem Charakter 2

£ - LQ1s) £ L(16) L(3)* g, = _L(sp
VS LEPLE®? 2= T LEr ZEFL®)’

5, = _ L) £ L5yt L(5) £ L(15)¢
EGLEP’ = Lt * %= LELEF?

e BI04 1) 208 1.0

Nach Gleichung (58) Nr. 5 ist
C (2B (4B (8B /(140
E=y (’1‘5‘ (—15‘)9 (1—5)9’ (T
eine Transformationsgrﬁsse Dabei wird aber
= () (%) «(%) < (55 = s rer
= Terrer
£ = Ls? __ (g°—27g," F(15)
L5y L(3)° 62 f(3)

ein Parameter. Dasselbe gilt von §,, denn bei £, sind die Exponenten
simmtlich gerade und auch die Bedingung

S ZDD—1) (D —2)8=0 (mod. 24)
wird befriedigt. Deshalb sind auch

(447) Ey =§,E und § = i—

(446)

folglich ist

%) Man erhiilt diese L-Producte, indem man fiir k,, %, k,, k; die folgenden
Werthe einsetzt:

b | b | B | B | B | B | B | &0

— — A - = S J i Np—

k|4+1|—1] 0 [+2] 0 |—1|4+1]|—2
k|—1|4+1| 0 |—2|—2|—1]|41] 0
ky|—1|—1{—2| 0 [+1] 0 |—2|+1
Ey|4+1|4+1{42| 0 |F1{+2] 0 |1
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Parameter, und zwar laben £, §,, &, £, simmtlich den Cha
rakter 2.¥)

3
Durch Entwickelung nach Potenzen von A" = s findet man,
dass zwischen §, und §, die Gleichung

(448) gg 22 + (glz + 5€l - 1) 52 + 981 =0
besteht. Dies giebt

(448a) 288 =1—5§ — £+ w,
wobei '

{w' + VA +E —§) (T — 115 — §?)

449
(449) — YT= 10, = BETF 0ES F 7.

Daraus folgt

258 L(3)1? = 2§,3E,3
(450) = (1—58 — &) (1 — 10§, —457 + 1057 + &)
+ (1 — 2§ —§?) (1 — 8§ — §2) w,
oder .

450 { ESL(3)* — (1—58—§%) (1—105,— 457+ 105°+-£,9) L3)"
(450a) 41298 —0. .

* Fir kye=—3, ky=—1, ky=+3, ky=+ 1 erhilt man
noch den Parameter
(461) 7= L(5)",
dessen Charakter gleich 4 ist. Deshalb findet man durch die Ent-
wickelung nach steigenden Potenzen von z die Gleichung
(462) §° L(G)* — (1 + &%) (1 — 9§ — &) L(5)° + 125§, =0,
oder
(462a) 2§39=2§°L(5)°=(1+§")(1— 9§, —§*) + (1— 4§ —§7)w.

Setzt man den Werth von L(3)1? in die Gleichung (172),

nadmlich in

J:Jd —1:1=(L72+43)%(L1?427): (L*+418 L12—27)%: 17128 L2,

*) Dagegen sind

&, &= &és, €1='§f: E.=-%

keine Parameter, weil
20\
a_zor_ror_ ¥ (5)
6 6 )
£ L(3) 1(3) P’(?)p’(?’)

. ‘ . 20 . 28
als rationale Function von g F) das Zeichen wechselt, wenn man p(—“—,—

mit p(}l—:— vertauscht.
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oder den Werth von L (5)® =% in die Gleichung
(453) J:d—1:1=(n? 109+ 5)%:(n* 4+ 47— 1)2(9*+22 74 125): 17289
ein, so erhilt man J als rationale Function von § und w. Dies giebt
1728 - 4[(1 + &%) (1 — 9§, — &) + (1 — 4§, — Y w] &,
(454) = [(1— 18§, 81§,*— 8§,3— 180,418 §|5+‘€1°+ 88,"+§,°)
+(1—9§ +§°—§(1 — 4§ —§)w]>

Der zu £, complementiire Parameter ist wieder £;, so dass man aus der
Gleichung (454) auch J erhilt, indem man - w mit — w vertauscht;
oder mit anderen Worten: J und J sind die Wurzeln derselben quadra-
tischen Gleichung.

Noch einfacher kann man die Beziehung zwischen J und J durch
die Gleichung (453) und die Gleichung

(455) J:J —1:1e= (24107 45)"% (249 —1)* (42422 + 125): 1728y
darstellen , wobei

- 128 L(3)* 126
(459) 1= =t
der zu 7 complementire Parameter ist und aus dem fiir  gefundenen
Werthe hervorgeht, indem man in Gleichung (452a) + w mit — w
vertauscht.
Schliesslich ist noch

(457) L(15)" = §,3 L(3)"* L(5)"%,
also gleichfalls eine rationale Function von § und w.

§ 48.
Transformation vom Grade 21.
Fir n =21 wird a=17, l==1, p=1 und die Gleichungen
(443a) gehen tiber in
40, = — k + 6k + kK, N
(458) 40, =+ K + 2k + Tk,
4(’3 = — 5ko -_— 6"‘ _— 7]‘2,
also
(459) 0+ =2(k +5%), 0+ d=—(Fk + k),
2(0, + 9y) = — 3(ky + F,)-
Deshalb muss %, 4 &, eine gerade Zahl sein. Sind die ganzen
Zahlen k,, k,, k, so bestimmt, dass d, eine ganse Zahl wird, so sind

auch 8, und d; ganse Zahlen. Dadurch erhdlt man 8 L-Producte mit
dem Charakter 2, ndmlich .
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L(21y LenL ]
5 L(7)(!2£)(5)l ’ ‘52 = (21"4)(3) (7) ) gs = L(ZI) L(3)’,
L(21)*L(3 L7 L(21)°
(460) g, = LGEIO g T(g)’,_, £, — ~L_(7)(_L%37,
g — Lew £ L(21) "
T L LAY LE)

Hierbei ist £, sicher ein Parameter, denn die Exponenten d,, d,, d,
sind gerade Zahlen und gentiigen der Bedingung

ZD(D — 1) (D — 2) =0 (mod. 24).
Nach Gleichung (68) Nr. 5 ist

) (50 9 () 9 (57 £ (450) # (57) = 1558

eine Transformatmnsgrdsse , folglich ist auch

Ve, _ L@ f(21)
Q" T QFLMLE) 1M rE)

eine Transformationsgrosse. Dasselbe gilt von

()~ (D) [ (F )—P(”)][ o(F) = v ()]

f7)' = L<7>“
so dass auch (

g, — LEVI®) _ QUfen )

2 L(s) f(3)
eine Transformationsgrosse ist, d. h. &, ist gleichfalls ein Parameter.
Dasselbe gilt von

(461) fo=bE und g —=E
Dagegen sind
(462) b, &= "5' 5.-,=-§f, E=§%

keine Parameter. Durch Entwickelung nach Potenzen von A" =g
findet man

(463) 5, gzz el 321 + 512) 52 + 731 =0,

*) Die zugehdrigen Werthe von k,, ky, %,, k; sind die folgenden:

blalalale]s]6]s

kl+1]|—1|+2] 0 !+1 0 —1|42
By|—1—1|—1|41;—2|—2! 0 | o
k|—ti+1| 0 |—2/+1] 0 |—1]—2
k|41 |41 —1]+1] 0 [+2]{+2] 0




Zur Transformation der elliptischen Functionen. 125

oder
(463a) 286, =(1—3§ 4+ &)+ w,
wobel
(464) we=+}p1—6f —17§2 — 65>+l =F1+--- -
Ferner wird
&t - 49 L(3)¢ 49 49
(465) N = L(7)4 - 'T"' und n= L(21)¢ = EEL(T = AR

und zwar findet man aus Gleichung (463a)
(466) {2313'_1 = (1—6§ —3§2— 65>+ £+ (1 — 38 + £ w,
283y = (1 — 6§ — 32 — 65>+ &) — (1 — 3 + &) w,
d. h. % und % sind die beidlen Wurzeln der quadratischen Gleichung
(467) EP72 — (1 — 6% — 8§ — 653 + £,Y) n - 49, = 0.
Nun ist nach Gleichung (146) m. vor. Abh.
J:d —1:1=(q+ 137+ 49) (1 + 57 + 1)}
(468) { : (qt + 147 + 6372 -+ T0q — T)? : 17287,
80 dass man J sehr leicht als rationale Function von £ und w dar-
stellen kann. Dabei sind die zu & und % complementiren Parameter
g, und 7= ;,9” , 80 dass J in J tbergeht, wenn man -4 w mit —w
vertauscht. Dadurch erhilt man
{fu‘f— 1:1= (3t + 187 + 49) (2 + 57 + 1°
s+ 149 + 6372 + 109 — 7)*: 17289,
Um auch noch L(3)'? und % (21)° rational durch & und w aus-
zudriicken, beachte man, dass
(470) LBy =85 und LEDS = §§28

wird. Nun ist allerdings §, kein Parameter, aber £;2 ist einer mit
dem Charakter 4 und gentigt der Gleichung

(471) g4k — (1 — 10§, 4 16,2 + 28E,3 — TE,4) §,2 4 189¢,2 =0,
oder
471a) 2§,08,2—=(1—10§, 4 15§24+ 28E3—TE 4+ (1 —TE +TE)w.

Dadurch wird es auch méglich, L(3)'? und L(21)¢ als rationale Func-
tionen von £ und w darzustellen,

(469)
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X. Abschnitt.
Transformation vom Grade 9a.

§ 49.
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 9a.

Ist # =9a und a irgend eine Primzahl, so wird ¢ —=a — 2.
Setzt man jetzt wieder
(472) £ = L(3)% L(9)* L(a)* L(34)% L (9a),
8o ist
S(n, D) =3ad,(4* — 3) + ad,(t,* — 9) + 99;(t,* — a)
+ 30,(t2—3a)+ 8,(t? — 9a).

. Daraus findet man

(— 640, —8ad, — 9(a-- 1) 0y —3(3a — 1) 4,

— (9a — 1), = 24k,,
+4ad,+ 0 —2(@—1)d;— 2(a—3)0,

— 2(a — 1) 0, = 24k,
+ 246, +8a8,— (@—1)0;,— (a—3)4d,

— (a—9) 0, = 24F,,
— 60, — 89, +9(@—1)0;4+ 3(a—3)4,

+  (a—9) 9, =24k,
+ 40, + 0 +2(a—1)0;+4+2(8a—1)4,

+ 2(a —1)6, = 24k,,
+ 20, + 8% + @18+ Ba—1)3,
\ + (9a —1) 6 = 24%,,
oder, wenn man der Kiirze wegen a®> — 1 mit G bezeichnet,
( G =—(a+1Dk+ Ba—1)k — (a+1)k+ 0 — 6k,
2Gd, =4 6k —3(@—2)k +6(at+1)k + 6k + 9k,
474) | 2@y =— 6k, 4+ 3k + 0 +6ak,— 3ak,,
Go, =+ (a+1)ky+ (@a—b)k + (a+1)k, 4+ 0 -+ 6ak,,
| 2G8y = — 6ak, ~+ (6a—3)k —6(a+1)k, —6ak,— 9ak,.

(473)

§ 50.
Transformation vom Grade 18.

Ftr n = 18 wird a = 2, ¢ = 0 und die Gleichungen (474) gehen
iiber in
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0=— k+3k— k+ 0 — 2k,
28, =+ 2k + 0 + 6k, + 2k, + 3k,
(475) 28, = — 2k, + k + O + 4k — 2k,,
0=+ k— k+ k+ 0 + 4k,
28y = — 4k, — 3k, — 6k, — 4k; — 6k,.

Setzt man daher %, == 0 und %, =0 und von den vier Grdssen
ko, %y, kg, ks die eine gleich 4 1, eine zweite gleich — 1 und die
beiden tibrigen gleich O, so erhdlt man 6 L-Producte mit dem
Charakter 1, niimlich

g LOO L0 PR 10)
(476) LOLE 2 LOFLe)’ 37 TL(3)L(2)*?

E L(18 L(3) £ — L(18) L(8) L(2) £ LO8)L(3) L(2)*
+=CLEPLE) ST L@LE O’ 8T LEFLE) )
Dabei ist

E. L(18) £(18) ( ) (w) ( ) (

R R CONCONEDN D)

= (25
(_) 1_1 o 5“0)_p(2.6"m)’

. folglich ist §, eine rationale Function von p( ) die sich nicht

andert, wenn man p(l—s—) mit 9(218 oder mit p(z 250 (lTs"

vertauscht. Deshalb ist &, eine Transformationsgrosse nullter Dimension,
also ein Parameler.
Der zu §, complementire Parameter ist

(477) =1,
folglich ist auch & ein Parameter.

*) Die zugehdrigen Werthe von ko, k,, ky, k5, %, k; sind die folgenden:

Ev | b | & | B | & | &6

k| 0 |4+1|4+1] 0 |—1] 0
#| 0 0|0 | 0| o0]oO
k| O [—1] 0 |—1| 0 |—1
ky|—1| 0o |—1l 0| 0 |41
k| o|lo{oj|jo]o]|o
si1]1 0 | 0 |41|41] 0
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f(6) "(2—&)—6"“’) (—) £ (6
ferrer — p( )¢ _) =@ —&®

ist schon fiir die Transformation 6t Grades ein Parameter, ausserdem
ist auch §;2 ein Parameter, weil die Exponenten 4,, d,, d,, 8,, 4,
simmtlich gerade sind. Daraus folgt, dass auch £; selbst ein Para-
meter ist. Mithin sind auch

ks & &
(479) =0 b= b=F
Parameter mit dem Charakter 1.

Zwischen je zwei von diesen 6 Parametern besteht eine Gleichung

von der Form -
abeby+ bE, + et +d =0,

wo man die Zahlcoefficienten a, b, ¢, d sebr leicht durch die. Ent-
1

wickelung von §, und ; nach steigenden Potenzen von h° = ¢ findet.
Dies giebt die Gleichungen

=1"'2§3, §2=

bm g by

Da §,3 = §;(6) ist, so folgt aus Gleichung (268a)

J:JJ —1:1=(1—6§3— 12§,°5 — 8E,%)3 (1 — 2§,3)°
(1 — BE— 86— 85! (1 ~ 45— 8,9
: 1728E,'8 (1 4 £3) (1 — 8§,%).

Der zu §; complementire Parameter ist

Die Grosse

(478) 2=

& — 3¢
(480) {g, TEe b

(481)

gs == E
folglich wird
J:d —1:1= (64— 4853 — 12E5 — £9)% (4 — £3)°
:(b12 — B12E3 — 89— E,17)2 (8 —4, — £,9?
L 1728E,18(8 + £,9)2 (1 — E9).
Aus den Gleichungen (267) findet man ohne Weiteres

p— l - 85"
L@ = gt ey

(14 & (1 —8&")
(483) L@y = UHEIU=86)

(482)

u_ (4 (L =850
L(6) = &" !
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und aus den Gleichungen (476) folgt noch

s & _ (1—28) 00+ &"
Lop = &,

484 68’ !
(484) LOsP _ kBt _ (1—2W) (148
L@ = & &
§ 51,

Transformation vom Grade 45.
Fir n == 45 wird ¢ = 3 und die Gleichungen (474) gehen tiber in
40 =— k+4k— K+ 0 — &,
160, = 4+ 2k, — 3%, + 12k, + 2%, + 3k,,
(485) 168, = — 2k, + k,+ 0 + 10k, — 5k,
46 =+ k+ 0 + k+ 0 4+ 5k,
160, = — 10k, — 9k, — 12k, — 10k, — 15k,.
Hieraus findet man 10 L-Producte § mit dem Charakter 4, namlich
(f = L08) g, — LUy

PACH DN = LEr
E — L(46)! £ L (45)
3= "L(9) L(5)* ’ 4= L9t Ls) *
L(45)* L(3) L(45)* L(5) L(3)
486) &= Taier “=—ZIaniw

g — LUDLOPLE o _ LWs) L)
d L) L@ * = — L)

g LOOLEPLEP o _ LUHLO) L) ,
L 50 L(sp Loyt @ =10 L(lb)'L(a)'_')

*) Die zugehdrigen Werthe von £,, &, ks, k3, %, ks sind die folgenden:

& & & & ¢ & & & & ko | m T2 s L

k|+4|—1|4+1|4+38] 0 |—8|—1]|—2] 0 [F1|+1]|]—1]F2] 0
k| 0 |—2] 0 0 0 (1] 0 0 (4+2|—2|—2|—2]| 0 0
| 0 |—1|—1|—8(—4|—1|—38|4+2|—2|+1|—1|41]| 0 |F2
k| —4|4+1|—8|—1] 0 [41|48|—2|42(4+1 (42 0 [41|—1
k| o |[4+2/ 0| 0|0 |o0o]ofo]|—2|]—2{0]0|—2f[=¢
kKl o |+1|+8|41|44+8[F1]42f 0 |{+1] 0 |+2]—1]+1
Die L-Producte

L(s) . L(45) L(9) B 10)] L (45) L(9)
7y == —f(3)’ y T et Ns L5’ Ny = _.L_(IT)’_’
welche in dieser Tabelle noch berticksichtigt sind, haben den Charakter 8, sind
aber keine Parameter.
Mathematisohe Annalen. XXXIL 9
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Dabei ist &, sicher ein Parameter, weil die Exponenten & gerade
sind und der Bedingung

ZD(D — 1) (D — 2) § =0 (mod. 24)
gentigen. Auch £, muss ein Parameter sein, denn

L1
(487) b6 = Tarray = ¢
ist schon ein Parameter fiir die Transformation 15t Grades. Zwischen
dieser Grosse £ und L (5)® gilt aber nach Gleichung (452) die Beziehung

BLE)M™ — (L + ) (1 — 98 — £) L(5)* + 125 =0,

und es ist
EL®)S =&}
folglich erhiélt man die Gleichung
(488) B —(1+E8)(1—95—8) 6+ 1258 =0,
oder mit Riicksicht auf Gleichung (487)
(489) E(1+ &°) &' + 96,°6,° + 96,6, — (1 — 125§,%) = Q.

Die zu § und §, complementéren Parameter sind

L(45)* L(3)* = b
(490) §=Zamrzer "™ B=3

folglich besteht zwischen £ und £, die Gleichung
(491) BES— (14 E) (1 —9E—E) §3 + 125 = 0.
Aus den Gleichungen (488) und (491) folgt
— g 1 —98) — gt 9 s ge

(492) £ = B+ E( eei()l —ég(:) £+ £

[0 — B E+9) +EEE+ 9 —
> [E* — B+ 9) + EEE + 9) — &
— 125528 (5 — 1)' = 0.

Aus der Gleichung (145) m. vor. Abh. fir die Transformation
Hten Grades findet man daher

J:J —1:1 e (&8 + 108283 4 BEO®
P+ 486 — B (6" + 22876, + 12689
: 1728E10 &,3,
J:J —1:1 = (g% 4 260828, 4 3125)°
(495) l © (E*6,—BO0 §2,3— 15625)" (B4, + 22826, 126)
: 1728 E10g, 15,
Somit sind J und J als rationale Functionen der beiden Parameter §
und £ dargestellt, wobei zwischen & und § die Gleichung (493) besteht.

(493)

’

(494)
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XI. Abschnitt.
Transformation vom Grade 6a.

§ 52..
Allgemeine Bemerkungen iiber die Transformation vom Grade 6a.

Ist # == 6a und @ eine Primzahl von der Form 61 4- 1, so wird
e=a— 2 und

£ == L(2)% L(3)% L(6) L(a)% L(2a)% L(3a)* L(6a)*.
Daraus folgt
( —3ad0,—4a8,—5ad,— 6(a—1)3,—3(2a—1)8,
—2Ba—1)0;— (6a—1)d, = 24%,,
+3ad,—2a0,— ad,— 3(a—1)d,— 3(a—2)4,
) — (Ba—1)0;— (3a—2)0; = 24k, ,
— ad,+4ad,+ ady— 2(a—1)0,— (2a—1)d;
— 2(a—3)d3— (2a—3)0, = 24k,,
+ ad,+42ad,+5a0,— (a—1)0,— (a—2)0;
— (a—38)8,— (a—6)6? = 24F,,

(496) — 38,— 40,— 50;+ 6(a—1)8,+ 3(a—2)d;
+ 2(a—38)d;+ (a—6)0, = 24k,,
+ 38— 24,— &+ 3(a—1)8,4+3(2a—1)J;
+ (@—3)0+ (2a—3)d, = 24k,
— 8,4 40,4+ 0,4+ 2(@—1)0,4+ (a—2)d
+2Ba—1)d,+ (Ba—2)08, = 24k,
+ 8,4+ 20,+ 50,+ (a—1)&+ (2a—1)4;,
] + Ba—1)8,+ (6a—1)3, = 24k,,
oder
(@ —1)8, = — (Ba+ 2Dk +2(Ba—1)k,+(@—2)k;—2(a-+D)ky
+k,—8k, — 3k,,
(a?—1)8,=—(2a+3)k,+(a—3)k, +3(2a — 1)k, —3(a+1) &,
497) —k, —4k,—9k,,
(a*—1)0;=+ (a+6)k,—2(a—3)k, —3(a—2)k,46(at1)k,
5k,+8k+ 9k,
(@*—1)8=— (a+6)k,—(a—3)k — (a —2)k,— (a+ 1)k
| +5ak,—4ak;—3ak,,

9.
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(@ —1)8, =+ @a+3)k, +2(@—3)k, +(2a—Dky+2(a+ )k,
—ak,+8ak,+3aks,

o) | (@— D=+ Bat- Dkt Ba—1)k+ 36—k +3(a+ )k,
+ak,+4ak,+9ak,,

(@*—1)8;=- (Ba—+1)ky—2(B3a—1)k,—3 2a—1)k,—6(a+1)k,

‘ —bHak,—8ak,—9ak,.

Setzt man z. B,

£ — La) L(2) E=___.§(la) £, = L(6a) L(a) L(8) L(2)*
1 L2a)L@©)’ ®°2 L) L3)® 8 L(3a) L(2a)t L(6)* °®

80 findet man bez. fiir

| 12k | 12, | 12k, | 12k, | 12k, | 19k, | 12K, | 12k
& a—1 [2@—1)|—@—1) |—20@—1)|—(@a—1) |—2a—1)] a—1 [2(a—1)
t(2(@—1)| a—1 |—2(a~1)|—(a—1) |—2(a-1)|—(a—1) |2(a—1)| a—1
B o |s@—1] o |—8@—1| o' |—3a-1| o |s@—1)
8 53.

Transformation vom Grade 30.

Fir # =230 wird a =5 und ¢ =3. Die Gleichungen (497)

gehen dann iiber in

( 240, = —17k)+ 28k, + 3k,—12k,+ Fk,— 8ky— 3k,
240,=—13k,+ 2k, 421k, —18%k,— Kk, — 4k, — 9k,
240, =+11ky— 4k, — 9k,--36k;,+4 5k, 4 8k+ 9k,
(498) { 246, =—11k,— 2k,— 3k,— 6k, 25k, —20k;—15F,,
240, =413k, 4k, + 9k,+12k,— b5k, + 40k 4 15%,,
240,=+17k,+ 14k, + 9%, 18%ks+ 5k, 20k, 445k,
| 240 ==— 31k, — 28k, —27k,—36 ky— 25k, —40k, — 45k,.
Daraus findet man 2 L-Producte mit dem Charakter 2, némlich

£ L(30)* L(5) L(3) L(2)
1= T Ls) LAorLp ?
£, — L(30) L(5)* L(3)* L (2)
2 L(16)* L(10) L(8) ’

und eine grosse Anzahl von L-Producten mit dem Charakter 4. Es
geniigt, die folgenden hervorzuheben:

(499)
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( g, = L9 LGS L2) g — _ Laoy
LAV LG L LE)® ™= LEepLEt’
L (30)* L (3)* L(10)t

b = Lo Lor & = T L

£ = L(30)* L(3)* £ — L(10)

1= Taeyr Ly’ 8= LE LEr’
£, — LOOLE)
b= Torie

Ausserdem sollen noch drei L-Producte mit dem Charakter 6 benutzt
werden, némlich

(500)

L (15 L) L8y I (30)* L(6)?
(501) g“’arb)('ﬁ’ £ =—(—L)—(5)—.l, 512=17(%3;ij@'*)

Dabei sind die Grossen
(502) £, =£,(10), & =£(10), & =§5(10)

sicher Parameter, zwischen denen nach den Gleichungen (272a) die
Relationen '

(503) 54 =1— 4&3, Ee _l—j's—ﬁe
bestehen. Ebenso ist !
(504) £ = £,(15)

ein Parameter, wihrend §;, £, £,, und §, schon deshalb Parameter
sind, weil die Exponenten & bei ihnen simmtlich gerade sind, Daher
ist auch

(505) b=

~

ein Parameter, und dasselbe gilt von §,, weil —gl: =& der zu §

complementéire Parameter ist.

*) Die zugehdrigen Werthe von %, ky, k,, ... k; ergeben sich aus der
folgenden Tabelle:

G| G| 6| & & & & | & & | b0 | b ke
Wl o |—=1|41] 0 |[4+1!4+8] 0o |+3] 0 i F2|—2]—1

E |41} 0 [+1]—3] 0| 0 [—1|—3] 0 |[+1]|—1]—2
k| O |+1|—1| 0 |+38|4+1] 0 |F1] 0 |—2|F+241
ky|—1] 0 |—1|—1] 0] 0 |—38|—1] 0 |—1|41|42
k| 0 |4+1]—1] 0 |—1]|—3| 0| 0 |—1|—2[—2]—1
Es|—1| 0o |—1{+4+8] 0| 0 [4+1] 0 |4+1]|—1]—1]|—2
k| 0 [—1|+4+1]| 0 |—3)—1] 0| 0 |—38 42 2|41
k|41 o |+1]41] 0 0 |4+3] 0 |4+3|4+1]+1]|42
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Zwischen §; und £, besteht daher eine Gleichung von der Form

(ab*+ 08 +0) &2+ (a8 + b6 + ) &,
+ (@62 + b6 + ) = 0. .
Durch die Entwickelung nach steigenden Potenzen von -

findet man aber, wie zu erwarten war, dass sich diese Gleichung auf
den ersten Grad in §, und §, reducirt. Es wird ndmlich

14§
(506) f—dth
und
b BO—8) b _ HO—E)
CONEE b Tl ey il <y ey

Ferner besteht zwischen § und £ die Gleichung
(508) 16&,%6*+4(1 438, + 50— E)E— (1 28+ 252 —§4) =0,
oder

(508a) 8§38 =— (1435 + 52— §Y 4w,

wobei

w=+y 146§ +98°+6E°—4F, — 655+ 95,°— 65 7+§°
(509) =+V(1+§1—£12) (1+4€1_§|2)(1+€|+2§tz—,'€|s+€t‘)
—t 4.
Mit Hilfe der Gleichungen (503) kann man jetzt auch £, und &;

rational durch § und w darstellen.
-Nun sind aber die zu §,, &, £ complementiren Parameter bez.

(510) E=bk, E=1, =1,

wihrend die zu & und w complementiren Grossen
=Ll o 1=h 0 = T30 __

(511) b= =1re "™ Y=gy

sind, folglich kann man auch &, &, und §; leicht als rationale Func-
tionen von £ und w darstellen. Ferner findet man

(612) [ 28,(1 — §,2)2E,, = (L — &, + BE? + 1885 — BE* — £ — £°)
+ (1 - 4&1 - 5,’)w

und fir den zu §,, complementiren Parameter

(513) gn - EL"

Deshalb lassen sich auch
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Lop=Fb,  Lep=f,  Lop=-i,
. 4g 3 3 2
B1) { L@ = Bh Lasna AL g g SbEL
2 E8EEn
L(30) RN
als rationale Functionen von £ und w darstellen.
Schliesslich folgt aus Gleichung (274)
J:J —1:1=(1— 4§ 4 16§° 4 16&°%3
(515) : (14 487 (1 — 28,4 2§,%)? (1 — 2§, — 4§

1 1728£10(1 — 4&) (1 + &,)?
und

J:J —1:1= (266 — 256&, 4 45,° + £,°)°

X (1 — 28 — 65? — 8E3 — 4&')?

(516) (44 &7 8 — 26 + &7 (4 — 28 — &7

: 17285101 — &) (4 + &)%

wobei £ und £ rationale Functionen von £ und w sind.

Hannover, im December 1887.

>< (64 — 328, — 24£,? — 8E, — £y



Ueber die Combinanten binarer Formensysteme, welche ebenen
rationalen Curven zugeordnet sind.¥)

Von

WiLBeLM Gross in Ellwangen.

I. Allgemeines fiber die rationalen Curven,
§ 1L

Die erzeugenden Functionen.

Eine ebene rationale C, sei in Dreieckscoordinaten gegeben durch
die Gleichungen:

0% = [fi(A) = Gy A* + an At 4 - - - + aa,
i=1,2,3,

mit beliebigen, von einander unabhéngigen Constanten aio, aiy, ... .
Die bindre Variable werde bald nicht homogen wie hier, bald homogen
— 4,, A, — geschrieben; verschiedene Buchstaben 4, g, ¥ sollen
immer mehrere Reihen bindrer Variablen bedeuten.

Die Eigenschaften einer solchen Curve, Punkte und Punktgruppen
auf ihr, oder in der Ebene ausserhalb liegende und der Curve zu-
geordnete geometrische Gebilde sollen dann invariant heissen, wenn
die in den Gleichungen dieser Eigenschaften, Punkte und sonstigen
geometrischen Gebilde auftretenden algebraischen Formen invariant sind
sowohl bei linearer Transformation der ternéren Variablen z,, z,, z,
und der zu denselben proportionalen Functionen f,(4), f,(3), f;(3)
(,erste lineare Transformation®), als auch bei linearer Transformation
der bindren Variablen 1,, 4,, (,,zweite lineare Transformation),

*) Die folgenden Seiten bilden einen Auszug aus der Inaugural-Dissertation
des Verf,, mit gleichlantendem Titel, welche unter der Leitung von Herrn Prof.
Dr. Brill in Tibingen entstanden, und im Jahre 1887 im Druck (Stuttgart Gebr.
Krdner) erschienen ist.
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Die entsprechenden algebraischen Formen sind nun simmtlich
Combinanten im Sinne der bindren Formentheorie*), nur enthalten
unsere Combinanten im Unterschied von der bisherigen Definition
dieses Begriffs auch ternére Variablen, und zwar Punktcoordinaten,
welche ebenso zu transformiren sind wie die ihnen proportionalen
bindren Formen f,(4), f,(%), fs(1), und Liniencoordinaten, welche zu
den Punktcoordinaten contragredient sind.

Die rein bindren Combinanten der drei vorgelegten Formen
fi(), f(&), f;(2), d. h. diejenigen, welche keine terniren Variablen
enthalten, sind nach einem bekannten Satz von G ordan®**) insgesammt
Invarianten der erzeugenden Function mit drei Reihen binirer Variablen

fi(d) () f,(3)
fiw) f@) fw)
L) () f)

Zu diesem Satz hat Herr Prof. Brill in einer Vorlesung des
Wintersemesters 1885/86 einen einfachen Beweis gegeben, welcher
sich auf die Ausfihrungen von Clebsch im Crelle’schen Journal,
59. Bd,, p. T—14, stiitzt und mit deren Hilfe zundchst zeigt, dass
simmtliche Combinanten ganze rationale homogene Functionen der

(”g' 1) Determinanten

G==

Q19 G3¢ Qsq
a1r Q3r Q3r
A1y Q3 a3,
sein miissen, wo ¢ rs alle Combinationen zu dreien aus den n 4 1
Zahlen 0,1, 2...n durchliuft.

Analog findet man nun fiir das erweiterte, auch Formen mit
ternéren Variablen enthaltende System der Combinanten, welche der
rationalen C, zugeordnet sind: Wenn in diesen Combinanten hdchstens
g Reihen von Punktcoordinaten z{), z/®, ... 7 =1, 2, 3, und hochstens
h Reihen von Liniencoordinaten u®, u®), ... ¢+ = 1,2, 3, vorkommen
sollen, 8o sind sie alle bindre simultane Invarianten folgender er-
zeugender Functionen: .
@) () f:(3)
1) der Fanction @ = |f,(8) fu(l) fo(w)
L) () fi(v)
f(3) f,(3) fi(4)
2) der Functionen G,(z@)= | fi(u) f(s) f3(u)
z, @ zz( () xs(ﬂ)

(grs) =

~

e=12,...9,
*) Salmon-Fiedler, Algebra der linearen Transformationen, 2. Aufl., p.209.
#3) Mathematische Annalen, Bd. V.
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AOREACE A
3) der Functionen G,(z(®), z(®%)) — | g, (8m) z,(0m) zy(0m) |,
xi(eﬂ) xz(e") :ta(?u)
omy 00=1,2;1,3; .--59—1,9,
4) der Functionen G,(u®) = u,f, (1) + %,9f,(3) 4+ usf;(2),
6=1,2,...h.
Ausserdem sind sie algebraisch zusammengesetzt mit den terndren
identischen Covarianten, namlich
z’(QM)' xz(em) a;s(em)
5) mit (z(®m) () (%)) = | z,@w) g, g en) |,
z,%)  z,() xs('h)
Omy 0n) 0=1,2,3;1,2,4;...;9—2,9—1,9,
6) mit ully = u,@2,@ + u,@2,@ + u@z,@,
e=1,2,.--g;0=1,2,... h
Umgekehrt ist jede bindre simultane In- oder Covariante der viererlei
erzeugenden Functionen — und passend eingerichtete algebraische
Function der terniéren identischen Covarianten — zugleich auch in-
variant fiir die erste lineare Transformation, d. h. sie ist eine der
rationalen C, zugeordnete Combinante.
Zu den Determinanten vom Typus (¢rs) treten ndmlich jetzt noch
neinfach gerinderte Determinanten vom Typus
Grqg G3g QG3g
(grz) =|air as, as,
Ty %3 T
pdoppelt geriinderte’ Determinanten vom Typus

’

Q19 G3gq Gasg
(q22) = |2 =z x4

’ 4 ’

Ty Ty X
Ausdriicke vom Typus a1,4, 4 a3, 4, 4 as s, sowie die terniren
identischen Covarianten hinzu.

Bei der ersten linearen Transformation verhalten sich die Reihen
von Punktcoordinaten z,, z,, 23; 2,, ,, #,’; ... ebenso wie die
dreigliedrigen Reihen a,,, @y, @5; @y, Gy, @545 - .., Welche aus
den Coefficienten der Functionen f;(1), ¢ =1, 2, 3 gebildet sind, die
Liniencoordinaten bilden’ contragrediente Reihen.

Die zweite lineare Transformation. hat auf die terniren Coordinaten
gar keinen Einfluss. Das System der einfach gerinderten Combinanten

’
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mit nur einer Reihe von Punktcoordinaten z,, z,, 2, oder das System
L) (D) £4)
fi(w) f(w) fi(w)

U T
stindig dem System der rein binéren Combinanten von zwei Formen
n* Ordnung f,(1), f,(3), oder dem System der Invarianten von

283 2((3 *). Fiar die einfach gerinderten Combinanten
gelten dieselben Regeln iiber das Gewicht und die Differential-
gleichungen, welche fiir bindre simultane Invarianten zweier bindren
Formen n'r Ordnung gelten.

Die doppelt gerinderte Form @, verhdlt sich als binire Form
ebenso wie die Form n'r Ordnung f,(2).

der Invarianten von G,(2) entspricht voll-

y =

§ 2.
Die elementaren Combinanten.
Aus G und @, bilden wir:
G=(—D'u—v)(r—4)A—-uG,
Gi= 4 —p)Gy.

Wenn man die Formen mit mehreren Reihen binérer Variablen
G’ und G, in bekannter Weise **) in Reihen entwickelt, welche nach
aufsteigenden Potenzen der bindren identischen Covarianten (pv),
(v1), (Ap) fortschreiten, so erbdlt man als Coefficienten in diesen
Reihen die bindren Polaren von Functionen mit nur einer Reihe binérer
Variablen. Diese letzteren Functionen heissen die unmgerdinderten, be-
ziehungsweise die einfach gerdnderten clementaren Combinanten der
rationalen C,. Nimmt man hierzu noch die Formen vom Typus G,
als sweifach gerinderte elementare Combinanten, und bemerkt, dass G
und G," bindre simultane Covarianten der in ihrer Entwicklung auf-
tretenden elementaren Combinanten sind, so hat man den Satz:

Alle, bes einer rationalen C, auftretenden, fir beide lineare Trans-
formationen invarianten, algebraischen Formen sind bindre simultane
In- oder Covarianten der eclementaren Combinamlen; und jede bindre
simultane In- oder Covariante der lelgteren ist imvariant fir beide

%) Die Bildung ,,gerfinderter* Formen aus ungerfinderten bhat Herr Franz
Meyer in Untersuchung gezogen: Franz Meyer, Apolaritit und rationale Curven,
p. 18—25.

**) Gordan, Math, Annalen, Bd, IIl, p. 381. — Clebsch, Theorie der
bin#ren Formen § 10. — Gordan, Ueber das Formensystem biniirer Formen, § 2.
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lineare Transformationen. Ausserdem treten noch die Ausdriicke vom
Typus (xx'z") und 4, == %, %, + 4,2, + sz, auf.

Das System der Combinanten, welche eine vorgegebene endliche
Anzahl von Reihen ternérer Variablen enthalten diirfen und der ratio-
nalen C, zugeordnet sein sollen, ist also ein endliches. Es wird da-
durch gewonnen, dass man die elementaren Combinanten bildet, die-
selben mit den vorgegebenen Reihen ternirer Variablen anschreibt,
und nun mit Hilfe derselben alle mdglichen von einander unabhéngigen
Ueberschiebungen und binéren Polaren bildet.*)

Es giebt noch zwei andere Wege zur Herleitung der elementaren
Combinanten. Einmal kommen vermdge des Apolarititsprincips**) zu
den obigen erzeugenden Functionen noch andere, indirecte, erzeugende
Functionen hinzu. Neben die directe, mit 3 Reihen bindrer Variablen
geschriebene, erzeugende Function der ungeriinderten Combinanten tritt
eine indirecte erzeugende Function mit # —2 Reihen binérer Variablen

Fmk () - T

Neben die directe, mit 2 Reihen bindirer Variablen geschriebene, er-
zeugende Function der einfach gerinderten Combinanten tritt eine
indirecte erzeugende Function mit # — 1 Reihen bindrer Variablen

My=4@p)--- I
Und neben die directe, mit einer Reihe binfirer Variablen geschriebene
erzeugende Function G, der zweifach gerinderten Combinanten tritt

eine indirecte erzeugende Function mit n Reihen bindrer Variablen,
welche aus der bindren Polare fif.f, ... f: von

= (i} + fL4) = f(3)
durch zweifache Ridnderung entsteht und mit I',” zu bezeichnen ist.
Reibenentwicklungen von " und [’ liefern wieder die unge-
rinderten und einfach gerénderten elementaren Combinanten. -
Ausserdem aber, und zwar am einfachsten, kann man die elemen-
taren Combinanten mittelst der Regeln tiber Gewicht und Differential-

*) Der in den letzten Sitzen enthaltene Gedanke ist von Herrn Study aus-
gesprochen in den Berichten der K. Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften,
Mathematisch - Physische Classe, 88. Bd,, p. 4 f. Doch diirfte obige ausfiihrlichere
Darstellung auch selbstindigen Werth besitzen. Das zweite Capitel enthilt eine
systematische Anwendung der hiermit aufgestellten Methode auf die ebene ratio-
nale C; (Fall n =38, m = 3 bei Study).

**) Ueber den Satz von Brill-Stephanos, betreffend die Combinanten apo-
larer Systeme, siehe: Brill, Math. Annalen, Bd. XX. — Stephanos, Faisceaux
de formes binaires, ayant une méme jacobienne (Mémoires présentés par divers
savants. Paris 1883, p. 18 ff.). — Franz Meyer, Apolaritit u. r. C. — Stroh,
Math, Annalen, Bd. XXIL
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gleichungen, denen sie als binére simultane Invarianten der drei Formen

fi(2), ,(2), f;(A) gentigen milssen, ableiten. Thre Ordnungszahlen
sind aus der Tabelle von Hrn. S8troh*) zu entnehmen.

§ 3.
Zugeordnete Curvenschaaren. Das Einsetzen.

Unter den nach Obigem aufzustellenden und geometrisch zu
interpretirenden Formen einer rationalen C, sind solche vom Typus

» 9
@(z,, Ty, Z3; Ay, 4,), d. h. solche, welche an Variablen nur eine Reihe
von Punktcoordinaten zur p‘e® und eine Reibe von bindren Variablen zur

P _9_
g'" Ordnung enthalten. Das durch die Gleichung ¢ (z,,2,,%s; 4,,4,)==0

dargestellte geomettische (Rebilde ist eine Schaar von Curven pter Ord-
nung mit Parameter 4, wobei die Curven der Schaar den Punkten der
rationalen C, eindeutig zugeordnet sind. Durch jeden Punkt in der
Ebene gehen g Curven der Schaar, oder die Schaar ist ,,von der

P 9
g'* Classe.“ Ebenso stellt eine Combinante vom Typus @ (,,%,, 4y 4,,4,),
gleich Null gesetzt, eine Schaar gt** Ordnung von Curven pter Classe dar.
Weitere Beziehungen solcher Curvenschaaren zu der rationalen
C, werden dadurch gefunden, dass man in den Combinanten die Punkt-
coordinaten z; beziehungsweise durch die Functionen f;(u), t==1, 2,3,
und die Liniencoordinaten u; beziehungsweise durch die Functionen

in—8 ofy of; of; ofy
F‘(l"h By) = 6y OBs  Ops Opa’

, i,k 1=1,2,3; 2,3,1; 3,1,2,

ersetzt. Die geometrische Bedeutung dieser Operationen ist klar. Im
ersteren Fall erhilt man die Schnittpunkte einer Curve 4 einer Schaar
mit der rationalen C,, oder die durch einen Punkt u der C, gehenden

g np
Curven der Schaar. Hat die entstehende Combinante ¥(4,, 4,5 u,, #,)

den Factor (Au), so liegt jeder Punkt A der rationalen C, auf der
ihm zugeordneten Curve der Schaar, die Schaar heisst eine er-
zeugende**). Enthilt aber die Combinante y eine hohere Potenz von
(An) als Factor, so hat die einem Punkt A der rationalen C, zu-
geordnete Curve der Schaar in diesem Punkt A zwei- oder mehrpunktige

*) Math. Annalen, Bd. XXII, p. 404.

*+) Vergl. Brill, Ueber rationale Curven und Regelfiichen, Math.-physicalische
Classe der Miinchener Academie, Mai 1885. — Franz Meyer, Ueber die Redn-
cibilitdt von Gleichungen, ebend. 1886,
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Berithrung mit der rationalen C,, und von den durch einen Punkt p
der rationalen C, gehenden Curven der Schaar fallen zwei oder mehr
zusammen, und bilden diejenige Curve, welche dem Punkt g zu-
geordnet ist, Die rationale C, wird von der Curvenschaar eingehillt.

Die Operation des Einsetzens ldsst sich noch allgemeiner anwenden.
Statt der Punktcoordinaten kann man in eine Combinante drei Func-
tionen einsetzen, welche den Punktcoordinaten irgend einer zur ratio-
nalen C, invarianten rationalen Ordnungscurve proportional sind, statt
der Liniencoordinaten drei Functionen, welche den Liniencoordinaten
irgend einer solchen Classencurve proportional sind. Immer wird man
wieder eine Combinante erhalten. Und nicht nur Functionen mit
einer, sondern auch solche mit mehreren Reihen bindrer Variablen,
kénnen an die Stelle der terniren Variablen gesetzt werden.

II. Die rationalen Curven dritter Ordnung mit Zugrundlegung
der erzeugenden Functionen und elementaren Combinanten.

§ 1
Die dreireihigen Determinanten, erzeugenden Functionen und elementaren
Combinanten.

Der laufende Punkt 4 einer Cy* ist gegeben durch die Gleichungen
8 _ .
0% =[i(4,, &) = @i A® + ai1A*> 4 aizs 4 + a3,
1=1,2,3,
die laufende Tangente 4 durch die Gleichungen

_4 of, of, of, of,
6“.'==F,'(11, 12)= a}: 81: -— 81: i“:’

ik, 1=1,2,3; 2,3,1; 3,1,2.

Die auftretenden dreireihigen Determinanten und analogen Functionen
der Liniencoordinaten sind

a3 =(012) 4, =(01x) a0=2 @io Ui

a,=(013) 4, = (02z) o =D auw
a,=(023) A, =(08z) B,=(122) = anw

a,=(123) 4, =(132) o= D) aisu;
4, = (232) i=1,2,s
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Die directen erzeugenden Functionen sind:

G =ayduv + a(pv 4+ vA 4 Ap) + (A + p + v) + ay,
G/ = (4, + 4, u + 4y) 4

+ (A0° + (4 + By s + 4,) 4

+ (4sp® + 4, s+ 4;),
G, = )i+ a, A 4 a,A + a; = a;°

Die indirecten erzeugenden Functionen:

Me=aga®+4 3a,4* 4 3a,4 4 aq,
M=0@4,p»+ 34, p+ By)ar
+ (34 + (94,4 B p + 34, 4
+ B+ 34, p+ 34y,
My =oadpy + o, (pv +vd+ Ap) 4 Vo, (A4 p + v) + o

== o, o, (Polare von G, = a;%).
Die elementaren Combinanten sind:

03 = wy A3 + w,4% 4 w,1 4 w,
= a,4° 4 30,42 + 34,4 + a,
= 4,4+ 24,8+ 34; + By) A* 4 24,4 + 4,
Q-3AS—BS’
o = oyA’ + @4 + @, 4 + ay,
(e = 442, + 7, + 1333).

Die einfach geriinderten erzeugenden Functionen geben, in eine
Reihe entwickelt:

G = WaWa2+ 4 Quy),
M =3W2W.2— 4 QAn).

Ich stelle die einfachsten und wichtigsten Combinanten sammt ihrer
geometrischen Bedeutung tabellarisch zusammen. Eine vollstindigere
Aufzihlung der untersuchten Formen ist in der eingangs genannten
Inauguraldissertation gegeben. Wir bezeichnen im folgenden durch:

*) Stephanos, 1. c. pag. 39.
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(p(apu), «p(;), u. 8. w. ganze homogene Functionen ptr Ordnung,
und zwar durch

(p(;;,,) e. F. der Coefficienten a; (§ =1,2,3, k=0, 1, 2, 3) der
Functionen f‘(lsl);

(p(g) e. F. der Determinanten as, a,, a;, ag;

¢(Z—:’._B) e. F. der Determinanten A,, 4,, 4,, 4,, 4, By;

(p(a:’) (such z. B. W(::)), e. F. der Variablen z,, z,, ,;

q:(:z) e. F. der Ausdriicke «,, a,, a,, a,;

(p(i) e. F. der bindren Variablen 4,, 4,.

§ 2
Ungemischte Formen.

a) In- und Covarianten von w;.%)

Bezeichnung Der Form, gleich Null gesetzt, entspricht

wp="I’ Die drei Wendepunkte.

020, w0, == G’ Die Bedingung, dass die drei Punkte
251 %y 1, p, v auf einer Geraden liegen.

hyt = 1/3(ww')tw, w,’ Die zwei Parameter des Doppelpunkts,

Die drei conjugirten Punkte der Wende-
gt = 2(wh) wth, punkte, e

d = — 2(hk’)?, Discriminante von A,® und w,3.

%) Vergl.: Igel, Ebene Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt,
Math. Annalen, Bd. VI. — H. Rosenow, die Curven dritter Ordnung mit einem
Doppelpunkt, Inauguraldissertation, Leipzig 1873.
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b) @ und das System von W;*

145

i Der Form,
Bezeichnung Du::l:‘f;;:ggzen gleic&ﬂ;&igﬁ:etm Bemerkungen
T 12 Die Wende-
Q“‘P(A; B) 1’(“) 1)"'—“’1’ gerade")
z;=f;(})
1 33 1228 3 . .
G/ =o9(4,B); 4; p) Verbindungslinie

v(a;2; p;9) =
= (1%) (u9) 00,0,

z;=1;(»)

der zwei Curven-

punkte 2 und p.

a

1 4
Wi=9(4,B; 1)

148
P(@; d;8)=(1p)'w;tw,
Z; = f{("’)

Tangente der C,*

im te 1, die
Gyt als Classen-
curve

Hp=6(WW R W2 W}

'2 2 4
—(Apry(a;d;p)=
=—(Ap)t {6, w3 w3 w,?

Eine die C,* ein-

vierter Classe von

hiillende Schaar

Vergl. n;t, 8. 146

_® 4 —bw,'w, W'} | Corven zweiter
= .A. B H )« 2 Y
?(4, B; 1) k3 () Ordnung
z;=f; ()
_ , . . — Cist die De-
Q@ —eHW") 0 Dxalry.txonale.c. terminante der
3 P( k:;"h‘:ag g Coefficienten
—540 == ‘P(_—A: B) unktcoordinaten) von G ***)
z;=f;(4)

. 54 oCc .,
s4C =?2 oz, %
T
i=1,2,3

= @(@) Q@) Q)
— 8(H(=), W (),

2 l,
=g (x; &)

363
Y(a;d; p)=
= — 18h'w; w, (1p)

z; = f;(3)
x."= f.(l‘)

*) Vergl. 8. 141,
**t) Franz Meyer, Apolaritit u. R, C. p. 25, — Vergl. ferner fir das
Folgende: W. Stahl, Rationale ebene Curven 4. Ordnung, Crelle’s J. Bd. 101,

p. 308, f.

Die Polar-
kegelschnitte

Ternéire Polare
durch bin#ire
Operationen
dargestellt

**%) Franz Meyer, Ap. u. R. C. p. 17 ffi — Baltzer, Determinanten,

8. Aufl., § 11, 15.

Mathematischo Annalen. XXXIL

10
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c) Das System von a3
: Der Form
. Durch Einsetzen : :
Bezeichnun, leich Nullgesetzt,| Bemerkungen
& entsteht & entspn%ht g
13 1 8 4 1derC, ¢ di
Grm o= o D) |wloidim = urteyw, | GO e
sy = F () curve
1) Eine Schaar von | Die CpM der
1214 Ordnungskegel- | Schaar fllt zu-
v(@;d;p;9) = schnigen mif Ea- sazélme!é mit
1 21 2 rameter u; jeder er C,:
a"a” = p(e; i; p) =(14) ;'3' w10, () Kegelechnitt er- Hy—2W§Q=0
1 zeugt die Cy als|
4 —w, w24 .,): Clagsencurve Die Gerade A der
I 2) eine Schaar von | Schaar f&Mt zu-
Geraden mit Pa- | sammen mit der
U, = Fy(») rameter 1 Geraden W § =0.
5 Durch Transfor-
A= (aa')ray o 238 Einhiillende Kegel- | mation aufPunkt-
L "2 P(a; d; p)= schnittschaar, Je-| coordinaten er-
Py =— (Ap)tw, w3 der Kegelschnitt d.| hlt man als Glei-
== g (a; 4) # “# 8. berilhrt die drei| chung der Schaar
u; = F,(u) Wendetangenten. Hj— Wi Quu0
. 4 0 Die C,*alsClassen-
P =2(AA)’=¢(¢) u'.=F‘(l) ’Curve

1
=q(a; 4, B; 1)

&y = f; ()

§ 3.
Formen, welche ans gerdnderten und aus ungeréinderten Determinanten
gemischt sind.
. Der Form
Durch Einsetzen . )
i leich Nullgesetzt,| Bemerkungen
Bezeichnung entsteht g entapright t g8
85 = -§- (Ww)* W, s 18 Strzhlenll))ﬁschelal
S h:n) s * | ausdem Doppel-
1, v(a; 4; p)=(@p) hp punktpp

”l' = 3(“'0). o, Wy
1 8

1
= (a; a; )

2 24
P(a;d;p)=
= 6'01'0“. w%' w;"
— 5w, w,, w,}
+ 8B (py

u;, = F‘(F")

Der Cayley'sche
Kegelschnitt als
Ordnungscurve

Die Form ¢ ist
identisch mit der
bei H,*auftreten-

den Form %’



Combinanten bin&rer Formensysteme. 147
. Der Form
. Durch Einsetzen . :
Bezeichn leich Nullgesetzt,| Bemerkungen
e e L 8
aj,=6(ah)ath, s 8 4 Die Determinante
2 13 va; 4; ) Hesse'sche Curve. | des Polarkegel-
= p(a; a; i) Die Hesse’sche als |schnitte C'=0ver-
e 1 8 |=@w g2h w2 w Ordnungscurve |8chwindet, wenn
- S %, 9;(a3 83 1) Yoo merRougt i R0’ die gy bear.
1 spriingliche Cy! als
[ + 2 hlhl‘w‘wl"} P Clags'oencur:e durch g (a; a;;; 3)
i=1,2,8 ersetzt werden

%= F(s)

8 1
Ps = (o)’ = 9 (a; a)

4 4
¢(a; 1) bt 2"" h"’

u; = F,(2)

Der Doppelpunkt

Ueber das Biischel derjenigen Kegelschnitte, welche die Tangenten
des Doppelpunktes in deren Schnittpunkten mit der Wendegeraden
berihren, und die zugehdrigen Formen, s. d. Inauguraldissertation

d. Verf.

II1. Beitriige zur Theorie der rationalen Curven vierter

Ordnung.
§1

Die dreireihigen Determinanten und die elementaren Combinanten.

Wir- setzen hier wieder:

.
0% =[f1(4;, &) = @io A* 4 a1 4> 4 a;3 4% + aisd + a4,

und

[}
ow= F,(i;, 1;) =

i=1,2,3,

ofy of

of, of,

4y 0ks Oy Ok’
i,k 1==1,2,3;2,3,1;3,1,2

Die dreireihigen Determinanten und analogen Functionen der
Liniencoordinaten sind:

10*
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as = (012) A, = (017)

a, = (013) 4, = (027) ay =) aiot

a, = (023) b= (014) Ay=(032) By= (122) & = aurw

Gy = (128) by=(024) 4, = (042) B,=(132) &= auw

a;=(124) b, =(034) 4,=(142) By=232) ay=_ austh

as = (134) A, = (242) oy w= D tath

ay = (234) 4, = (342) i=1,2,3.
Die elementaren Combinanten sind:

10,5 = 10, 4% + 10, 4% + w, A4 + w, A% + w,A? + w, A + w,
= a3A% 4 3a,4° 4 (Ba; + 6b;) A* + (ag + 8by) A®
+ (3a; 4 6b;) A2 4 Bagd + a,
g2t = ¢y A*4-q, A4 g, =(a,—3b;) A+ (ag— 2 bg) A 4 (a,— 3b;)
Wit = WA+ W45+ WAt W, A3 W, 42 WA+ W,
= A A%+ 24,2% 4 (34, + B;) 1* 4- (44,4 2B,) 43
+ (845 + B;) A* 4 24,4 + 4,
A= QA+ Q14 4 @,
= (2As - B:) a» + (8 Ac - B-l) A4 (2A5 - Bs)
ot =yt + o, A% 4 2,42 - ayd + e,
mit theils bekannter, theils leicht abzuleitender geometrischer Be-
deutung.

§ 2
Das Kegelschnittbiischel A4 - B = 0.

2 8
Es giebt nur zwei Combinanten vom Typus ¢(a, b; 4,, 4,), ndmlich

0 gt = 0y go 8 -+ =y (0 — BB) A <
und

hi® = 10(0w’)? w;* wy't = —;- (12wy0, — bw,?) A* 4 . - -

Die Gleichung h:® 4 aw;®q;? = 0, mit willkiirlichem Zahlencoeffi-
cienten «, stellt ein invariantes Biischel von Punktgruppen achter

Ordnung auof der C,% dar.
2

Forner giebt es nur zwei Combinanten vom Typus (4, B),
namlich die Ueberschiebungen
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A=60(WW) = 120W, W, — 20W, W, + 8 W, W, — 3 Wy,
2

8
m. Eins. v. 2 = fi(3) : 9(a, b} 7y, &) = & Bhs® — 2u° g37)
und
=2(QQ )2=4Q002 — @

mit E. v. ;= fi(4): w,(a b; 2.,, 2)=-—(h,1 + 16wt ¢2%).

Die Gleichung 4 + B = 0, mit willkiirlichem Zahlencoeffi-
cienten g, stellt ein Biischel von invarianten Kegelschnitten dar.
Jeder Kegelschnitt des Biischels schneidet auf der C,® eine Punkt-
gruppe des Biischels 5% - aw:®¢q;®* = 0 aus. Zusammengehdrige
Werthe der Factoren « und f sind durch die bilineare Gleichung ver-
bunden:

af 4+ 12¢ — 168 4 8 =0,
Diesem Biischel gehdren an:
1) Der Kegelschnitt durch die sechs
Wendepunkte und die zwei Wurzel-
punkte der Gleichung ¢;? = 0 mit & = oo, p=—12.
2) Der Kegelschnitt durch die acht
Beriihrungspunkte der vier Doppel-

tangenten mit ¢ =—4, pf=-—-2.
3) DerKegelschnitt, welcher die sechs
Wendetangenten bertihrt mit o = -g—, f=3.

4) Der Kegelschnitt, welchem die
Wendedreiecke der ersten Oscu-
lanten aller Punkte der C,%® ein-

16

beschrieben sind *) mit ¢ =——-, p=—23.
§ 3.
Existenz eines dreifachen Punktes.

Die bekannte Bedingungsgleichung fir die Existenz eines drei-
fachen Punktes auf der C%:

@y Gy @y O 0 O
Ay Gy3 Ggg Gyy Gy Gy
0| %12 OG22 G2 Gz Gy Gy
Gy Gy G3 Gy Gy Gy
Gy Qg Gyp Gy Gy Gy
0 0 0 a“) ago aso

= G389 — 4, G5 + ayb; - bya; 4 bsb; — by’

*) Man vergl. W. Stahl, Rationale ebene Curven vierter Ordnung. Crelle’s
Journal Bd. 101, p. 306 ff.

O
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erhilt, mittelst der Combinanten
a=60(ww)t, b=2(qq)%
und unter Beriicksichtigung der identischen Relation
@30y — a38; + aghy =0
0=gqa —3b.

die einfache Form

§ 4.
Einhiillende Kegelschnittschaaren.

Auch bei der C.® treten einhiillende Kegelschnittschaaren auf.
Man hat
8

2
Hp = 10( W W'): W4 Wit = o(4, B; 1,, 4,),

4
mit Einsetzen von z; = f;(s)
2 8 8 2 [ (]

(@, b; Ay, Ag; By, ) = (Ap)2 ¥ (@, b 4y, Ag; py, 1),
)

1
W =o(4, B; 4, 4,);

mit Einsetzen von z; — f}(;)
1 (] 4 1 4 2
V(a, b5 4y, 4y5 1y, By) = (Ap)* V' (a, b; 4y, 455 y, 1y).
Somit ist Hp 4 e« W3¥@:? = 0 fiir jeden Zahlenwerth von « die
Gleichung einer einhiillenden Schaar von Kegelschnitten,
Die Schaar

Hf —2WEQt=0
wird in anderer Form auch dargestellt durch die Gleichungen

e, =0 (aa,? binire Polare von a;*)

A = 24(ad)?a2a;? = 0.

und

Ellwangen, im December 1887.




Zur Theorie der Dedekind’schen Ideale.

Von

Lupwia Baur in Mainz.

In der Abhandlung der Herren Dedekind und Weber ,Theorie
der algebraischen Functionen einer Verdnderlichen“ (Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, Band 92, p. 181 —290) bedeutet

£(0,8) =0+ 5,01 4.+ 510 + by =0,

unter der Voraussetzung, dass die Coefficienten b, - - - b, ganze oder
gebrochene rationale Functionen von # ohne gemeinsamen Theiler sind,
eine irreductibele algebraische Gleichung. Das System aller rationalen
Functionen von © und # bildet einen Kdrper algebraischer Functionen
Q vom Grade n, und die Functionen 1, ©, ©% ... ©*1 eine Basis
dieses Korpers. Durch v wird der Inbegriff aller ganzen algebraischen
Functionen von ¢ in Q; durch o, @,, - - - @, eine Basis von »
bezeichnet,.

Hieran schliessen sich folgende Bemerkungen, die dazu dienen
konnen, der ganzen Theorie eine etwas concretere Gestalt zu geben.
Die eingeklammerten Citate beziehen sich stets auf die genannte Ab-
handlung.

1 Ist

o =[e, e, - a]
ein beliebiger Modul, und bedeuten p,, p,, - - - p, beliebige ganse rationale
Functionen von &, so ist

[y, a0y« o @] = oy, @)y -+ @ P&y 4 pray+ -+ piay],
denn offenbar ist jede Function des ersten Moduls in dem zweiten
Modul enthalten und umgekehrt. Die (s 4 1) Functionen

Oy Gy oo Oy P+ -+ D,
bilden eine reductibele Basis des Moduls q.

II. Ein jeder Modul o bleibt ungeindert, wenm man eine Basis-
function « ersetst durch trgend eine Function p, die ihr congruent ist
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in Beeug auf den Modul, dessen Basisfunctionen die (s — 1) wbrigen
Basisfunctionen des Moduls o sind.
Es ist z. B.

(e, @y < -+ @] = [, a3, - -+ @],
B, =, (mod. [y, - - - a)),

By =c, + 0,4 - 4 pe,,

denn offenbar ist auch hier wieder jede Function des einen Moduls in
dem anderen enthalten.

Ein einfaches Beispiel moge die Anwendung dieser Regeln zeigen.
Es sei '

wenn

d. h. wenn

f(©,8) =06*— R(s) =0,
R(e)=(s—a) (¢ —a,)--- (8 — azet1),
und keine 2 der Grossen a; einander gleich; ferner
0= [z - a1, 9],

. b=[2—a,, 0],
8o ist

ab={[(¢—a,) (8 —a,), (¢—a)0O, (2—a,)0, R(s)]
=[#—a)(#—a,), (¢—a)0, (¢—a,)0O, 0]
=[(¢—a)(e—ay), (¢ —a)0, (s — a)) 0]
= [(2 —a,) (¢ — a,), 0, (@, —a,)0)
=[(s — a)) (¢ — a,), O]

Ferner ist
a?={[(¢ —a)’ (¢#—a,)0, R(s)]

Bedeutet nun allgemein Th (z,, #,, - - -) den grossten gemeinsamen
Theiler der ganzen rationalen Functionen z,, x,, - -, 80 ist

Th((z — a,)}, R() =2 —ay,

und man kann daher zwei ganze rationale Functionen von £, etwa p
und g so bestimmen, dass

p-(#—a)+gq-R(e)=2—a,,
und es ist dann
?=[t—a) (#—a)0, s —a
=[0, (¢ — a:) 6, #—a]
=[1,0] (s — a) =v(s — a).
Es ist leicht ersichtlich, dass itberhaupt, wenn in der Basis eines

Moduls mehrere ganze rationale Functionen z,,z,,--- von g vor-
kommen, dieselben stets ersetzt werden konnen durch Th(z,, 2,, - - -).
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III. Bilden die n ganzen Functionen o, @,, - - - 0, eine Basis
von v, so kann eine von thnen stels gleich 1 gesefzt werden.

Beweis: Bilden «y, a,, - -- @, eine Basis von v, ohne dass eine
dieser Functionen den Werth 1 hat, so muss es doch, da die Function 1
ebenfalls in v enthalten ist, #» ganze rationale Functionen a,,, «: ., a1
von 2 geben derart, dass

l=ugay ¢ + a0+ -+ 1s o
Enthielten nun a,,, --- a1, einen gemeinsamen Factor 2z — ¢,
so wiirde die Division der beiden Seiten der vorstehenden Gleichung

durch & — ¢ zeigen, dass auch

P eine Function des Moduls »,

d. h. eine ganze Function von g ist. Dies ist unmoglich, da eine
ganze Function von # fiir einen endlichen Werth von ¢ niemals un-
endlich gross werden kann. Es muss also Th(a,,, - - - a1s) = const.,
und deshalb miissen andere ganze rationale Functionen von g, a,,
Gy, * + + Gy 50 bestimmbar sein, dass 2 4 a;,ay - Gxw =1
(§ 4. 1). Setzt man dann:

0 =0, & + -+ AGala,
0y == Gy + -+ A3y ly,

@ = @10 + -+ * + Gunlin,
8o bilden die #» Functionen w,, @,, - - - @,, von denen die erste den
Werth 1 hat, ebenfalls eine Basis von » (§ 3. 7). Damit ist der Satz
bewiesen.
IV. Es sei nunmehr a ein beliebiges Ideal, so besitzt dasselbe
eine irreductibele Basis, die aus n ganzen Functionen 8,, f,, - - - P
besteht (§ 7); und es ist daher

a =[pu pzr e pﬂ]r
By="by 0 4 - biaora,
ﬁu == Un10, + L + bnﬂmﬂ)

wo die b, ganze rationale Functionen von # und so beschaffen sind,
dass

N(@)=(0)= D 4 by - bus=0.%)

Da N(a) - @« eine Function des Moduls a ist, so konnen die
Basisfunctionen @,, : - - @, von ¥ durch Multiplication mit von O ver-
schiedenen ganzen rationalen Functionen von ¢ in Functionen des

*) Durch a 5= b soll bezeichnet werden, dass a einen von b verschiedenen
‘Werth hat.
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Ideals a verwandelt werden. Da ferner das kleinste gemeinsame Viel-
fache von o und a das Ideal a selbst ist, so liefert § 6, 3 das Resultat:
Ist o, ©,, ..., eine Basis von o und o ein belicbiges
Ideal, so kann von diesem eine Basis @, a,, ... &, in der
Form angenommen werden:
Gy == Gy @y,

== a!l °’| + “22“’2;

Ky == dn1 60, +a,.,w2+ S ol
und es ist dann:
a==[e, @, ...a,
-N(a) == a-“ a22 o oo lune

Dieser wichtige Satz kann iibrigens leicht mit den einfachsten
Mitteln direct bewiesen werden.

Es sei in dem fiir die Functionen f,, ... f, aufgestellten Gleichungs-
system o, die letzte der Functionen, deren Coefficienten nicht simmt-
lich verschwinden (thatsichlich ist », == n), ferner

Th(bl"n b”n L] bl’x) = Qy,v,
' blr‘ = @3 * Qy,y,,
und g,, ... ¢. seien ganze rationale Functionen von s so bestimmt, dass

lelﬁ + et + qﬂb"'l = Qy,»,+
Setzen wir dann:

a,=qf+ -+ dnbs,
= Qy,1 0, + e + Gy, v,—1 Dy, + Gy, v, Dy, ,
i =pr—ai-a,
so haben die Functionen 8’ die Form:

B, "= bn @, + +' b: n—1 Oy,—1,

ﬁﬂ’ = nlm| + + bsr.—lmr,—-ly
und es ist nach I und II

a=1[B) By:-..Bus @],
=[pl'7 ﬁz”' . 'ﬂ’:) av.], v, §n.
Die Functionen g,,...ps enthalten jetzt die Functionen w,,, ... @,
nicht mehr. Wenden wir das eben beschriebene Verfahren genau in
derselben Weise auf die Functionen 8, ..., fs an, indem wir durch
o, die letzte der Functionen ®,,...w, bezeichnen, die iiberhaupt
noch in den f’ vorkommt, so ergiebt sich, dass
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a=1[8"y ..., Ba) ttny @], v, <7<,
wo
By, == Gy,1 @ + e + Gyyy, @y,
und die Functionen 8,”,...p#s die Functionen a,, ... @, ... o,
nicht mehr enthalten. Nach hbochstens » maliger Anwendung dieses
Verfahrens findet man, dass: '

a=1[0,...0, Crgy Crg 11+« Au],
V< Vpy <o - < vy <.
Da nun die Basis eines jeden Ideals aus » Functionen besteht, so muss
e=n; vy=1,v, ,=2,...9,=n

gein. Damit ist der Satz bewiesen.

V. Hieraus ergiebt sich sofort die Form der Primideale. Damit
nimlich a ein Primideal sei, ist nothwendig und hinreichend, dass
N(a) eine lineare Function von g, etwa N(a) =2 — g, sei (§ 9, 7).
Da nun N(a) == @, @,, . . . Ggs, 80 muss eine von den Functionen a,
den Werth s—g,, die ibrigen miissen den Werth 1 haben. Wir wollen
der Einfachheit halber annehmen, ®,,...@, sei eine solche Basis von o,
in der @, — 1 ist. Dann kann nicht @, — 1 sein, denn sonst wiirde
das Ideal die Function @, = 1 enthalten, und in Folge dessen gleich
o sein, was dem Begriffe eines Primideals entgegen ist (§ 8, 6). Also
MUSS Gy ==& — 8, Gpp==---m==Qpy==1 und die Basis «,...a,
eines Primideals darstellbar sein in der Form

o = (s—2)a,,
o, = Gy 0 + @,,
@y = a0, | Gy, @, + @y,

Uy = (g1 By + An2 @, + e + G, n—1 D—1 + Wy .
Da nun

o =f, =& — 2,

a, = f, = 0, — ¢, (mod. [a,]),

oy = fy = @y — ¢; (mod. [¢,, a,]),

ty = fu = 0y — Ca (mod. [@,, a,, . . . €s]),

wo die ¢,, ¢;, . .. ¢s constante Grdssen bedeuten, so bilden auch die

Functionen f,, ..., eine Basis unseres Primideals und wir erhalten
so den Satz:

Legt man, was immer miglich ist, fiir o eine solche Basis

@, @,, ...0s su Grunde, in der @, =1 ist, so st jedes
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Primideal p, dessen Norm N(p) = 2 — s, ist, darstellbar in
der Form:

p=1[2—2,, @— ¢y, ... 0, —Cn],
wo die Grossen c,, .. .cy constante Grossen sind. Umgekehrt
ist auch jedes in dieser Form enthaltene Ideal ein Primideal,
denn es ist N(p) = s — 7, eine lineare Function von 2.

Die Bedeutung der Constanten ¢,,...c¢, ist klar. Bezeichnet
nimlich P den Punkt, der das Primideal p erzeugt, so muss jede
Function des Ideals p in P den Werth O erhalten, d. h. in P mues
£ =gy, @y=2Cy,... 05 =y 8ein. Umgekehrt ist auch der Punkt P
durch diese Forderung vollstindig definirt.

Besonders anschaulich gestaltet sich die Form der Primideale,
wenn A(1, ©, ..., ©*1) keinen quadratischen Factor enthilt, wenn
also — beildufig gesagt — die von Riemann mit r bezeichnete Zahl
den Werth O hat und keine 2 Verzweigungspunkte zusammenfallen
und sich aufheben (Riemann, ges. W. p. 104, 105). In diesem Falle
bilden ndmlich die Functionen 1, ©,... 0" ! eine Basis nicht nur fiir
Q, sondern auch fiir 9. Dies geht direct aus § 3,7 der Dedekind-
Weber'schen Abhandlung hervor, da dort gezeigt wurde, dass, wenn
die n ganzen Functionen @,, ... ®, eine Basis von Q bilden und eine
Function in o existiren wiirde, die nicht in dem Modul [@,, .. ., @]
enthalten wire, dann nothwendig A(w,, ... ®,) durch einen Factor
(¢ —c)? theilbar sein miisste. Jedes Primideal p eines solchen speciellen
Korpers, kann dann, wenn N(p)=2—3,, in die Form gesetzt werden

p=1_[2—2,0—06, 02— 6% ...0%! — 9, 1],
wo ©, jede Wurzel der Gleichung f(0, g,) = O sein darf.

Die genannte Bedingung ist z. B. erfiillt bei einem hyperelliptischen
Gebilde, wo

f(©,8) =0*— R(s) =0,
R(8) = (s—ay) ... (s—ase11)
und keine 2 der Grossen a gleich gross sind. Es ist nimlich dann

_|s@ s@© |_j2 o
const. A(1,0) = S(8) S(Re) lo 2R(s) ,
A(1,0) = R(9),

und
P=[9—’o; 6 —6,].

Mainz, Mdrz 1888.



Sur les propriétés graphiques des figures centriques.
(Extrait d'une lettre adreseée & Mr, Paach.)
Par

VentTura ReEves v Prosper & Madrid.

Je crois que les propriétés graphiques des figures centriques dont
le centre est un point propre peuvent étre demontrées sans le secours
de la section par un plan et en conséquence sans se servir de la belle

théorie des points et droites impropres. Il suffit de démontrer pour
ces figures le théordme qui corresponde & la proposition connue de
Desargues sur les triangles perspectifs dans le plan.
Or, on y parvient comme il suit.
Soient
oax-oa,
Oﬂ : oﬁ,,
oy - oy
trois couples de droites, chaque couple étant située dans un méme
plan avec la droite ow. On suppose que les droites o, 03, 0y, de
méme que les o«’, 0f’, 07 ne tombent pas sur un méme plan.
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Prenons
sur oa le point a,

sur oc’ le point o’

d’une telle fagon que la droite aa’ coupe o@ en o', les points o', a et
a’ étant arrangés dans l'ordre ao’'a’ (ce que est toujours possible).

Par le point o' menons une droite telle qui coupant of et of’ en
b et b" les points o', b, b’ soient arrangés dans l'ordre o'dd’ (ce que
Ton peut faire toujours).

Menons enfin par o' une droite telle que coupant oy et 0y" en ¢
et ¢’ les points o, ¢, ¢ soient arrangés dans l'ordre o'c’c (ce que est
de méme toujours possible).

Les droites ao'a’, o'bb’ et o'cc’ peuvent étre supposées comme
non situées dans un méme plan.*) '

Alors les droites

ab et a'b’ se couperont en C,

be et b’¢ se couperont en A4

et ac et a’c se couperont en B.
D’apres la situation perspective des triangles abc et a’'b'¢’ (non
situés sur un méme plan) les points A, B, C seront placés sur une
droite et les droites 04, 0 B, 0C tomberont dans un méme plan. Cela

démontre le théoréme en question. Je suppose que tous les points,
dont je me suis servi pour la démonstration antérieure, sont toujours

des points propres.

Madrid, 1888.

*) Car si les droites ao'a’, 0'bd’ et 0'c’c tombent sur le méme plm‘!, par le
point o' on méne la droite o'¢,’c qui est & considérer alors au lieu de la droite

oce.




Ueber die uneigentlichen Geraden und Ebenen.
(Auszug aus einem Schreiben an Herrn V. Reyes y Prosper).

Von

M. PascH in Giessen.

Sie beweisen*) auf denkbar einfachste Art den Satz: Wenn die
Strahlen ¢ 8y « ' ¢’ durch einen eigentlichen Punkt laufen und die
Ebenen «o’, ff, yy’ sich in einer Geraden schneiden, so sind die
Schnittlinien der Ebenen Sy und f'9’, ye und p’e/, «f und «'f in
einer Ebene enthalten.

Die Betrachtungen, mittels deren ich in meinen ,,Vorlesungen fiber
neuere Geometrie‘ die uneigentlichen Geraden und Ebenen eingefiihrt
habe, werden nun erheblich vereinfacht, wenn man Ihren Beweis
vorausschickt. '

Nachdem namlich in § 6 die uneigentlichen Punkte eingefiihrt sind,
werden in § 7 behufs Einfihrung der uneigentlichen Geraden drei
beliebige, zn zwei Ebenen P und @ zugleich gehdrige Punkte 4, B, C
und ein eigentlicher, zu keiner dieser beiden Ebenen gehdriger Punkt
F angenommen. Es soll bewiesen werden, dass die Punkte A BCF
in einer Ebene liegen.

Construirt man Figur 13, wie in dem Buche angegeben, wobei
man jetzt den Punkt K ausserhalb der Ebenen Fgy, Fyea, Faf
wihlen wird, so liegen auf der Ebene P die Punkte abc und auf der
Ebene @ die Punkte afy derart, dass sich die Geraden aw, b8, cy
in dem Punkte K, die Geraden bc und 7 in 4, ca und ye in B,
ab und ef in C begegnen. Betrachtet man also das Btindel der
Strahlen Fa, Fb, Fe, Fa, Fg, Fy, so schneiden sich die Ebenen
Fae, FbB, Fecy in der Geraden FK, die Ebenen Fbc und Fgy
in FA, Fca und Fye in FB, Fab und Fef in FC, und mithin
fallen die Strahlen ¥4, FB, FC in eine Ebene.

Nachdem hierdurch der Begriff der uneigentlichen Geraden gewonnen
ist, werden behufs Einfitlhrung der uneigentlichen Ebene in § 8 vier
Punkte BCDE, von denen keine drei in gerader Linie liegen, so
angenommen, dass die Geraden B.D und CFE sich in einem Punkte 4

*) Vergl. die voranstehende Note des Herrn Reyes y Prosper.
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begegnen. Es ist zu beweisen, dass auch die Geraden BC und DE
einen Punkt gemein haben.

Zu dem Ende benutze ich irgend eine Ebene P, welche keinen der
Punkte ABCDE enthilt, und einen eigentlichen Punkt K ausserhalb
P; der Fall, wo die Punkte A BCK in einer Ebene liegen, bleibt
ausser Betracht. Die Ebene P trifft die Strahlen K4, KB, KC,
KD, KE bezw. in Punkten a, b, ¢, d, ¢ derart, dass von den Punkten
bede keine drei in gerader Linie liegen, aber die Geraden bd und ce
gich in a begegnen; den Schnittpunkt der Geraden b¢ und de nenne
ich f. Ich nehme ferner ausserhalb der Ebenen P, KAB, KAC,
KBC, KDE irgend einen eigentlichen Punkt L; von dem Falle,
wo die Punkte A BCL einer Ebene angehoren, ist wieder abzusehen.
Den Schnittpunkt der Geraden B C mit der Ebene LDE nenne ich
F und betrachte nunmehr das Biindel der Strahlen, welche L mit 4,
B,C, D, E, F, a, b, ¢, d, ¢ [ verbinden.

Die Ebenen Lad, LbB, LcC gehen durch die Gerade LK,
ebenso die Ebenen La A, LdD, LeE. Folglich schneiden sich die
Ebenen Lbc¢ und LBC, Lca und LCA, Lab und LA B in drei
Strahlen eines Btischels, ebenso die Ebenen Lad (Lab) und LAD
(LAB), Lae(Lac) und LAE(LAC), Lde und LDE. Begegnet
also die Gerade bc der Ebene LBC etwa in g, die Gerade de der
Ebene LDE etwa in h, so schneiden sich die Ebenen Lab (Lbd)
und LAB (LBD) auf der Ebene Lgh, d. h. die Ebenen Lgh, Lba,
LBD laufen durch eine Gerade. Daraus folgt aber weiter, dass die
Schnitte der Ebenen LbB und LdD, LgB(LBF)und LhD (LDF),
Lgb(Lbf) und Lhd(Ldf), also die Strahlen LK, LF, Lf in eine
Ebene fallen, d. h. dass die Strahlen Kf, LF und mithin die Ebenen
KBC, KDE, LBC, LDE einen Punkt (F") gemein haben. Durch
diesen Punkt laufen die Geraden BC und D E,

Giessen, 4. April 1888,
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Demniichst erscheint:

Die hauptsichlichsten
Theorien der (Geometrie

in ihrer

fritheren und heutigen Entwickelung.

Historische Monographie

von

Dr. Gino Loria,

Professor der htheren Geometrie an der Universitit zu Genua.

: Unter Benutzung
zahlreicher Zus#itze und Verbesserungen seitens des Verfassers

ins Deutsche tbertragen
von

Fritz Schiitte.
Mit einem Vorworte von Professor R. STurw.

[V u 132 S]] gr. 8 geh.

. Die in den Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino
Ser. II Bd. 38 im vergangenen Jahre erschienene geschichtliche Mono-
graphie des Herrn Loria: ,,I1 passato e il presente delle principali teorie

eometriche* ist ein sehr dankenswerter Versuch, nach einer einleitenden

ehandlung der #lteren Zeit die Entwickelung der Geometrie seit der
Mitte unsers Jahrhunderts darzustellen. Sie fihrt dem Leser die haupt-
sichlichsten Untersuchungsrichtungen vor, liefert ein reichhaltiges Ver-
zeichnis der bedeutenderen Verdffentlichungen und bietet so dem An-
finger ein Mittel, sich in dem unermefslichen Gebiete der modernen
Geometrie leichter zurechtzufinden, whhrend sie die Vorgeschrittenen
auf die Probleme hinweist, die der Erledigung harren. Sie erscheint
hiermit in einer mehr zugtnglichen Ubertragung ins Deutsche, welche
von der Turiner Akademie und dem Verfasser genehmigt, vom letzteren
vielfach verbessert und erweitert und in den Litteraturnachweisen ver-
mehrt worden ist. Dieselbe gliedert sich in folgende neun Abschnitte:
I. Die Geometrie vor der Mitte des 19. Jahrhunderts. II. Theorie der
ebenen Curven. III. Theorie der Oberflichen. IV. Untersuchungen dber
die Gestalt der Curven und Oberflichen. Abziihlende Geometrie.
V. Theorie der Curven doppelter Krimmung. VI. Abbildungen, Corre-
spondenzen, Transformationen. VII Geometrie der Geraden. %III. Nicht-
euclidische Geometrie. IX. Geometrie von # Dimensionen.



Zur Erinnerung an Axel Harnack.

Von
A. Voss in Miinchen.

Der am 3. April dieses Jahres als Professor der Mathematik am
k. Polytechnikum in Dresden 'verstorbene Axel Harnack gehdrt zu
jenen Minnern, die sich durch Vielseitigkeit der Begabung nnd Reich-
thum der Gedanken in hervorragender Weise ausgezeichnet haben. In
der ersten Hilfte des kurzen, kaum mehr als zwdlf Jahre umfassenden
Zeitraums, wihrend dessen es ihm vergénnt war, selbstindig zu arbeiten,
mit geometrischen Untersuchungen beschiftigt, zu deren Behandlung
gerade in derjenigen Richtung, wie sie Clebsch in so charakteristischer
Weise vertreten hat, ihn ein besonders gliickliehes Talent befdhigte,
bat er sich in den letzten Jahren seines Lebens fast ausschliesslich und
mit immer steigendem Erfolge jenen grossen Fragen der reinen Analysis
zugewandt, die seit Dirdchlet’s Arbeiten iiber die Darstellung will-
kiirlicher Functionen fortwahrend neunen Anstoss zu tieferem Eindringen
in die Fundamentalbegriffe der Lehre von den Functionen gegeben
haben.

Carl Gustav Axel Harnack ward geboren am 7. Mai 1851 zu
Dorpat als Sohn des ausgezeichneten Theologen Theodosius Harnack,
jetzt Prof. emer. daselbst. Schon in frither Jugend entwickelte sich
bei ihm eine lebhafte Neigung fiir mathematische und physicalische
Gegenstinde; die entscheidende Anregung, sich ganz der Mathematik
zu widmen, verdankte er auf der Universitit Dorpat vorzugsweise seinen
Lehrern A.v.Oettingen und F. Minding. Nach Vollendung seiner
Studien, von deren Erfolg unter anderen auch seine von der Dorpater
physical. medicin. Facultit mit dem ersten Preise gekrtnte Arbeit*)
,yUeber Maxima und Minima von Ellipseninhalten in Kegelschnittreihen
und Netzen* zeugt, wandte er sich 1873 nach Deutschland, wo neben

*) Diese bereits 1872 vollendete Arbeit ist indess nicht verdffentlicht -
worden.

Mathematische Annalen. XXX]IL : 11
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den analytischen Disciplinen gerade za jener Zeit durch die eminente
Begabung, mit der Clebsch seinen Schillern die Arbeiten der deut-
schen und englischen Geometer zuginglich zu machen wusste, anch
das Interesse fiir geometrische Stodien weitergehender Art sich in be-
sonders lebhafter Entwickelung befand. In Erlangen, wo sein Vater
1853—1866 als Professor gewirkt, er selbst einen Theil seiner Jugend-
zeit verlebt hatte, zog er bald die Aufmerksamkeit Klein’s auf sich.
Vor allen interessirte ihn der Kreis von geometrischen Fragen, welche
sich an die von Clebsch und Gordan bearbeitete Theorie der
Abel’schen Functionen angeschlossen hatten, in die er namentlich
darch Klein eingefibrt wurde, sowie die Fortbildung, welche die
Algebra in der Bewiltigung der auf die Theorie der homogenen Func-
tionen gerichteten Aufgaben erfahren hatte, und in der er sich der
ausgezeichneten Forderung Gordan’s erfreuen durfte, der nicht lange
darnach von Giessen nach Erlangen berufen war. Durch Klein’s An-
regung entstand zunichst seine Inauguraldissertation®) ,,Ueber die Ver-
werthung der elliptischen Functionen fiir die Geometrie der Curven
dritter Ordoung®, in welcher zum ersten Mal der Gedanke ausgefihrt
ist, die von Clebsch begrtindete Parameterdarstellung der Curve dritter
Ordoung nach den von Klein eingefithrten Gesichtspunkten®**) zu
entwickeln und durch die mannigfachen Beziehungen, welche die von
Clebsch begonnene Connextheorie***) bietet, zu bereichern. Eine
weitere Ausdehnung namentlich nach dieser letzteren und der formen-
theoretischen Seite hin gab er sodann diesen Untersuchungen in der
Arbeit fiber cubische ternire Formen.t)

Mit diesen ersten Arbeiten stehen in enger Verbindung seine Note
iber den A bel’schen Satz{{), dem er eine neue und fiir geometrische
Anwendungen elegante Form abzugewinnen wusste, ferner seine Unter-
suchungen tiber die Behandlung der algebraischen Differentiale in
homogenen Coordinaten, i) die fast gleichzeitig auch von Linde-
mann in den von letzterem bearbeiteten Vorlesungen von Clebsch
entscheidend gefordert ist, sowie der von Harnack zuerst aus-

*) lnauguraldissertation, Leipzig 1876, auch erschienen Mathem. Aunalen
Bd. IX, 8. 1. -

*%) Klein, Ueber eine neue Art der Riemann'schen Flichen, Math. Ann.
Bd. VII, B, 568.

#3%) Vgl. die Darlegungen von Clebsch in den Math, Ann. und den von
Lindemann bearbeiteten Vorlesungen, S, 924—1087.

1) Zur Theorie der terndren cubischen Formen, Math. Ann. Bd. IX, S. 218,

++) Berichte der phys. med. Societdt zu Erlangen, 1875; dann auch Math.
Ann, Bd. IX, 8. 388.

1) Ueber eine Behandlungsweise der algebraischen Differentiale in homo-
genen Coordinaten, Math, Ann. Bd. 1X, 8. 371. Man vergleiche auch die Linde-
mann’sche Arbeit in den Vorlesungen von Clebsch, S. 764—923.



Zur Erinnerung an A. Harnack, 163

gesprochene Beweis des Satzes, dass eine ebene Curve vom Geschlechte
p hochstens aus p 4 1 getrennten Ziigen bestehen kann. Wenn gleich
dieser Satz auch auf anderen Wegen gewonnen werden kann,*) so
wird doch die véllig elementare Art, in der Harnack, auf Vor-
- stellungen von M6bius und Pliicker zuriickgehend, die Existenz von
Curven der m. Ordnung, denen die genannte Eigenscbaft zukommt,
begriindete, von dauerndem Werthe bleiben.

Noch wihrend des Entstehens dieser Arbeiten hatte sich Harnack
als Docent fiir Mathematik an der Universitit Leipzig habilitirt (Herbst
1875).**) Er hat hier vorzugsweise fiber geometrische Fragen gelesen,
auf die er sich sowohl durch die Richtung, die seine eigenen Studien
genommen, als auch durch die ihm #bertragene Herausgabe der
Hankel’schen Vorlesungen iber synthetische Geometrie hingewiesen
sah.***) Seine ausgezeichnete Lehrbegabung, das ihm eigene Geschick,
bei sorgfaltiger algebraischer Behandlung des einzelnen stets den Blick
auf principielle Fragen zu concentriren, gewannen ihm gleich von
Anfang an einen zahlreichen Kreis von Zuhorern und die Anerkennung
der Professoren Scheibner und Neumann, mit denen er dauernd
in pietitvoller Beziehung geblieben ist. o

Die so gliicklich begonnene Leipziger Thétigkeit musste Harnack
sich gleichwohl entschliessen, aufzugeben, als er im Herbst 1876 an
die technische Hochschule zu Darmstadt als Professor der Mathematik
berufen wurde. Ostern 1877 begriindete er daselbst seinen eigenen
Hausstand mit Elisabeth von Oettingen aus Ludenhof bei Dorpat.
Nur kurze Zeit hat er in Darmstadt gewirkt; schon im Herbst 1877
siedelte er nach Dresden iiber.

Das Polytechnicum zu Dresden hatte unter Zeuner’s Direction
einen michtigen Aufschwung genommen. Derselbe erbffnete insbeson-
dere auch den mathematischen Studien eine weitere Perspective, die
unter Schlomilch’s ausgezeichneter Thatigkeit daselbst gepflegt waren,

*) Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven, Math, Ann.
Bd. X, 8.189. Einen anderen, auf der Betrachtung der symmetrischen Riemann’-
schen Flichen beruhenden Beweis des Harnack’schen Satzes gab Klein, Rie-
mann’'s Theorie der algebraischen Functionen, Leipzig 1882, 8. 72. Uebrigens
findet sich auch schon bei Schottky, (conforme Abbildung mehrfach zusammen-
hangender ebener Flichen, Journal v, Crelle 83 (1877)) der Nachweis der Existenz
von ebenen Curven des Geschlechtes ¢ mit ¢ 4 1 geschlossenen Theilen, daselbst
§ 6, S. 814.

**) Als Habilitationsschrift hatte Harnack die, Anmerk. S. 162 ++}, erwithnte
Arbeit eingereicht; den Gegenstand seiner Habilitationsvorlesung bildete eine
geschichtliche Darlegung des Begriffs der algebraischen Curven, in der zum
Schluss auch der soeben angegebene Satz beriihrt wird.

) Hermann Hankel, Die Elemente der projectivischen Geometrie in
synthetischer Behandlung, herausgegeben von Harnack, Leipzig 1875, Teubner,

11°
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und fiir die nach dessen Uebergang in einen anderen Wirkungskreis
in Konigsberger aufs neue eine gefeierte Kraft gewonnen war.
Nicht ohne Zagen nahm Harnack den Ruf an, der ihm bei Kénigs-
berger’s Berufung nach Wien zu Theil wurde; mit Eifer aber suchte
er den vielfachen Pflichten, welche die Organisation der Anstalt von
ihm forderte, gerecht zu werden.

Die Aufgabe, ein grosseres Publicum in die Principien der Dif-
ferential- und Integralrechnung mit einer auch fiir weitergehende rein
wissenschaftliche Bedirfnisse ausreichenden Allgemeinheit einzuftihren,
nahm fortan sein ganzes Interesse in Anspruch. Wie er selbst iiber
seine Aufgabe als Lehrer an einer technischen Hochschule dachte, hat
er aufs klarste gelegentlich einer Recension im Civilingenieur aus-
gesprochen.*) , Sieht man von der elementaren Mathematik ab, so
erhebt sich immer wieder das schwierige Problem, welches bei allen
Lehrbiichern der sogenannten hoheren Mathematik, ja bei dem ge-
sammten mathematischen Studium, zumal an den technischen Hoch-
schulen sich geltend macht: die Frage nach der Behandlungsweise
der einzelnen Disciplinen hinsichtlich der Vollsténdigkeit und
Priicision. Letatere zumal erfordert nach dem gegenwirtigen Stande
der Wissenschaft eine so grosse Vertiefung, dass man von vornherein
darauf verzichten muss, ihr tiberall dadurch gerecht zu werden, dass
man die einzelnen Theoreme in jhrem vollen Umfange klar legt, wohl
aber lisst sie sich durch eine genaue Einschrinkung derselben jeder
Zeit aufrecht erhalten. Die Aufgabe, welche der mathematische Unter-
richt und jedes Lehrbuch zu losen haben, ist also meiner Meinung
nach so zu fixiren: klare und vollstindige Auseinandersetzung der
grundlegenden Begriffe, moglichste Beschrinkung der reinen Theorie
nebst scharfer Formulirung der Lehrsitze innerhalb gegebener eng
gezogener Voraussetzungen, Reichhaltigkeit in der Anwendung auf
gebotene Probleme.

Aus diesen Vortriigen ist zuniichst sein Werk tiber die Elemente
der Differential- und Integralrechnung, hervorgegangen,**) in dem er
sich allerdings auch viel weitergehende Aufgaben gestellt hatte. Dasselbe
hat wegen der geschickten und originellen Darstellung, in der die
principiellen Fragen tiberall an die Spitze treten, ohne dass doch die
Anwendung auf das einzelne vernachlissigt wird, und die Betrachtung
sich in vbllig abstracte dem Verstindnisse der Studirenden weniger

*) Das Citat im Texte ist entnommen aus der von Harnack verfassten
Anzeige des von Heger und Reidt verdffentlichten Handbuches der Mathematik,
Breslan 1879 und 1881, Civilingenieur Bd. XXIX.

**) Die Elemente der Differential- und Integralrechnung zur Einfiihrung in
das Studium dargestellt von Axel Harnack, mit Figuren im Text, Leipzig
1881, Teubner.
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zugingliche Fragen verliert, allseitigen Beifall gefunden.*) Sein Wunsch,
dasselbe bei Gelegenheit einer neuen Auflage zu einer theoretischen
Darlegung der Grundprincipien im Sinne der neueren Functionentheorie
zu gestalten, dagegen die Erdrterung der mehr elementaren Anwen-
dungen zuriicktreten zu lassen, fiir welche er inzwischen selbst durch
die alsbald zu erwéhnende Bearbeitung des Serret’schen Cours de
calcul différentiel et intégral den angehenden Mathematikern ein vor-
ztigliches Werk geboten hatte, ist leider nicht in Erfiilllung gegangen;
in seinem Nachlasse®*) haben sich tibrigens keine Vorarbeiten zu einer
solchen Bearbeitung vorgefunden.

Damit beginnt zugleich die zweite Periode in der wissenschaft-
lichen Thatigkeit Harnack’s; in der That hat er seitdem sich fast
ausschliesslich analytischen Untersuchungen zugewandt. Zuniichst nahm
er die Bemerkung T6pler’'s,*®) dass die Coefficienten der Fourier’-
schen Reihe sich vermittelst einer der Methode der kleinsten Quadrate
nachgebildeten Betrachtung ergeben, zum Ausgangspunkt von Unter-
suchungen iber die Fourier’sche Reihe. Bekanntlich hat Du-Bois-
Reymondt) zuerst den Beweis des wichtigen Satzes gegeben, dass
‘die Coefficienten einer trigonometrischen Reihe in die Fourier’sche
Form gebracht werden kénnen, wenn die Function endlich und inte-
grabel ist, oder in den Punkten einer Menge erster Gattung unendlich
wird. Harnack’s Bestreben war zundchst darauf gerichtet, diese
Untersuchungen wo moglich zu vereinfachen und zu erweitern. Indem
er die allerdings beschrinkende Voraussetzung einfithrte {1), dass die
dargestellte Function nebst ihrem Quadrate integrabel sei, liess sich
nicht allein das schliessliche Verschwinden der Fourier’schen Coef-
ficienten sondern auch die im allgemeinen gleichméssige Convergenz
des beliebig - weit ausgedehnten Restgliedes der Reihe nachweisen.
Reicht auch die angegebene Voraussetzung nicht aus, um die glied-
weise Integrirbarkeit der Reihe zu erweisen, so scheinen doch diese

*) Man sehe die Recensionen von H. Weber, S8chldmilch’s Zeitschrift
fir Math. u. Physik, Bd. 27, 8. 161; Wangerin, Deutsche Literaturzeitung vom
Jahre 1882; Hoppe, Fortschritte der Mathematik fir das Jahr 1881, S. 202;
Godt, Zeitschrift fiir math, u. naturw. Unterricht von Hoffmann, 1883, 8. 61;
Gianther, Blitter fir das bayerische Gymnasialwesen 1882, S. 165.

##) Ausser den bereits verdffentlichten Schriften hat sich im Nachlasse
Harnack’s noch die sorgfiltig ausgeftthrte Habilitationsvorlesung, sowie ein
allerdings nur zum Theil fertiges Manuscript vorgefanden, dber das S. 171, Anm.
berichtet ist.

#s%) Anzeiger d. Akad. zu Wien, 7. Dec. 1876; Repertorium d. Math,
Bd. I, 8. 402.

1) Abhandlungen der k. bayerischen Academie, 1I, CL, Bd. XII, 1. Abth,
Seite 119.

+f) Math. Ann, Bd, XVII, S. 128; Bd. XIX, B. 235 u. 324.
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Betrachtungen geeignet, auch weitergehende Untersuchuf:gen, wie sie
Harnack namentlich in seiner Schrift de la Série de Fourier, Paris
Gauthier-Villars 1883,*) ausgefiihrt hat, zu fordern. Auch von anderen
Mathematikern, z. B. Halphen**), der unabhingig davon denselben
Gang eingeschlagen hatte, ist die bereits von Harnack erkannte
Verwendbarkeit fiir analoge Fragen betont worden, obwohl anderer-
seits kein Zweifel dariiber bestehen kann, dass die weitere Verfolgung
des von Du-Bois Reymond eingeschlagenen hochst scharfsinnigen
Weges, wie sie von H 6 1d er ausgefiihrt ist, zu allgemeineren Resultaten
- hinleitet. ***)

In engem Zusammenhange steht hiermit die Einfihrung des Be-
griffes der discreten Punktmenge, mit dem Harnack an die von
Hankel in dessen Tiibinger Festschrift) ausgesprochenen Ideen an-
kniipfte. Eine Punktmenge heisst darnach discret, 1) wenn sich sémmt-
liche Punkte derselben in eine endliche Anzahl von Intervallen ein-
schliessen lassen, deren Summe beliebig klein gemacht werden kann,
mag dabei auch die Anzahl jener Intervalle iiber jeden Betrag wachsen.

Beriihrte sich einerseits diese Begriffsbildung mit den tiefgehenden
und wichtigen Untersuchungen G. Cantor’s iiber Punktmengen tiber-
haupt, so steht doch Harnack mit derselben zuniichst auf den dem
Riemann’schen Integralbegriff erwachsenen Gesichtspunkten. In der
That hat auch die discrete Menge bei den Problemen der Integralrechnung
eine wesentliche Wichtigkeit, wihrend fir die fundamentalen Unter-
suchungen, die gleichzeitig die Differential- und Integralrechnung be-
treffen, die Cantor’schen weit aligemeineren Conceptionen massgebend
erscheinen, wie dies z. B, auch aus den Schee ffer’schen Arbeiten {it)
hervorgeht.

Die Untersuchungen tiber die Fourier’sche Reihe lenkten

*) Diese Schrift findet sich auch im Darboux’schen Bulletin des sciences
math. et. astr. 1883. Ser. II, t. 6.

#%) Vgl Halphen, Sur la série de Fourier, Comptes Rendus t. 95, 8, 1217
und t. 96, 8. 168; ebendaselbst auch t. 95, 8. 967 die Bemerkung von Hugoniot,
Sur le développement des fonctions en séries,

**%+) Holder, Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, Math. Anunalen
Bd. XXIV, 8. 181.

1) Hankel, Untersuchungen iiber die unendlich oft oscillirenden und
unstetigen Fungctionen, Festechrift der Universitit Tiibingen 1870; wieder abge-
druckt Math. Ann, Bd. XX, 8. 63; vgl. besonders S, 87 u. ff.

+}) Siehe Math. Ann, Bd. XXIV, 8. 218. Der Begriff der discreten Menge
bei Harnack deckt sich iibrigens mit dem der Panktmenge vom Inhalt Null bei
G. Cantor,

+1+) Ludwig Scheeffer, Zur Theorie der stetigen Functionen einer reellen
Verdnderlichen Act. Math. V, 8, 188 und 278, ferner allgemeine Untersuchungen
dber Rectification der Curven, daselbst S. 52. Es ist dies dbrigens auch von
Harnack selbst bemerkt worden, z. B. Math. Ann. Bd. XXIV, S, 281, Anmerk,
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Harnack’s Interesse weiter auf den Fundamentalsatz aus der Theorie
der Functionen einer complexen Variabelen, nach welchem jede end-
liche eindeutige und stetige Function, welche in einem Gebiete eine
endliche und stetige Ableitung besitzt, in demselben durch eine Potenz-
reihe dargestellt werden kann. Er zeigte hier,*) wie dieser Satz nebst
der Laurent’schen Erweiterung sich unmittelbar aus der Theorie der
Fourier'schen Reihe gewinnen lisst, und wie die von Riemann ge-
gebenen Unstetigkeitsbedingungen précisirt werden konnen.

Doch schon wihrend dieser Zeit machten sich die Anfénge des
Leidens bemerkbar, das auf sein inzwischen auf das gliicklichste ent-
wickeltes Familienleben sobald einen triiben Schatten werfen sollte.
Von Hause aus zart organisirt, hatte Harnack sich beim Besuche
eines Seebades, wie es schien, eine Erkiltung zugezpgen, die bald
einen ernsteren Charakter annahm. Als auch ein Aufenthalt in Botzen,
den er im Frithjahr 1883 nahm, keine wesentliche Besserung herbeiftihrte,
war es leider nicht mehr zu verkennen, dass ein tieferes Leiden seinen
Organismus ergriffen hatte. Er musste sich entschliessen — wozu ihm
die k. Séchs. Regierung in der entgegenkommendsten Weise die Mog-
lichkeit erdffnete, — seine Lehrthitigkeit zeitweilig ganz aufzugeben,
um in Davos, wohin ihm seine Familie Ostern 1884 folgte, Kriftigung
zu suchen.

Aber auch in dieser Zeit, die sein lebhaftes Pflichtgefithl beson-
ders schwer empfand, ist er nicht milssig gewesen. Nicht nur nahm
er auch aus der Ferne lebhaften Antheil an allen Fragen, welche die
Dresdner Hochschule bertihrten; mit staunenswerther Energie erledigte
er wihrend des 1!/,jahrigen Aufenthaltes in Davos, fern von allen
literarischen Hilfsmitteln, die Aufgabe, die er sich in der deutschen
Bearbeitung von Serret’s Calcul différentiel et intégral®¥) gestellt
hatte. Von dem Werke Serret’s hat Harnack eine vorziigliche
Uebersetzung geliefert, die soweit wie mdglich das Original wieder-
giebt; aber in einer Reihe von Zusitzen, die durch kleineren Druck
kenntlich gemacht sind, und namentlich in den beiden letzten Banden
dieses grossen Lehrbuches einen bedeutenderen Umfang einnehmen,
bat er eine Fiille wichtiger Ergénzungen hinzugefiigt, durch welche
dasselbe ganz wesentlich gewonnen hat. Namentlich moge hier die
musterhafte Darlegung der Theorie der Fourier'schen Reihen und
Integrale ***) angefithrt werden; sie ist geeignet, den angehenden

*) Anwendung der Fourier'schen Reihe auf die Theorie der Functionen
einer complexen Ver#nderlichen, Math. Ann, Bd. XXI, 8. 805.
*%) Serret, Cours de calcul différential et intégral, II édition, Paris,
Gauthier-Villars 1880, '
¢%¢) Siehe in Serret-Harnack, Lehrbuch der Differentialrechnung etc. die
Abschnitte: Grundriss der Theorie der Fourier'schen Reihe und der Fourier’schen
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Mathematikern auch schon in den ersten Semestern den Zugang zu
den Untersuchungen Riemann’s und anderer Forscher zu erdffnen.

" Als Harnack Ostern 1885 zurlickkehrte, schien seine Gesundbeit
gekraftigt, wenngleich er sich selbst keineswegs verhehlte, dass sein
eigentliches Leiden nicht gehoben war. Aber seine Arbeitskraft hatte
sich ungeschwiicht erhalten; ja, sie schien noch gewachsen.

Die Untersuchungen fiber die Darstellung willkiirlicher Functionen
einer reellen Variabelen mussten Harnack naturgemiss auf die
erweiterten Probleme fiihren, welche mit dem sogenannten Dirichlet’-
schen Princip aufgetreten sind. Bekanntlich ist der Beweis des Satzes,
dass die Differentialgleichung A2?% == 0 stets ein Integral besitzt,
welches in der Begrenzung eines ebenen oder riumlichen Gebietes
vorgeschriebeng Werthe annimmt, in der Weise, wie derselbe, von
W. Thomson zuerst ausgesprochen, namentlich seit Riemann fiir
die Functionentheorie eine hervorragende Wichtigkeit erlangt hat,
lingst als nicht ausreichend erkannt worden, Es ist das Verdienst
von Neumann und H. A, Schwarz¥*), diese Schwierigkeit zuerst
unter bestimmten Voraussetzungen tiiberwundén zu haben. In der
Programmschrift der eidgen. polytechn. Schule von 1870 zeigte
Schwarz, wie aus der conformen Abbildung eines Polygons auf die
Halbebene die Existenz der Green’schen Function mittels bestimmter
Convergenzprocesse erkannt werden kann, falls das Polygon in eine
nach Aussen tiberall convexe Curve fibergeht. Einen anderen Beweis,
der zum Theil auf erweiterten Voraussetzungen beruht, hat derselbe
in den Berichten der Berliner Academie gegeben (1870). Zu derselben
Zeit gelang es Neumaun,*) den genannten Satz sowohl fiir die
Ebene als den Raum zu beweisen, sobald die Begrenzung iiberall
convex nach aussen ist, und mit Hiilfe einer gleichzeitig von Schwarz
gefundenen Methode auch auf anderweitig begrenzte, auch mehrfach
zusammenhiéingende, Gebiete zu erweitern. Harnack stellte sich nun
die Aufgabe, diese Resultate auch fiir den Fall, dass die Berandung,
die nicht nur eine analytische Curve zu sein bmucht, von diesen Ein-
schriankungen befreit ist, directer zu gewinnen. In der That zeigte er,
in einer der K. Siichs. Gesellschaft der Wissenschaften am 2. Mai 1886
tibergebenen Abhandlung®*), wie der von Schwarz eingeschlagene

Integrale, Bd. 1I. S.843—380; ferner: Zur Integration der partiellen Differentialglei-
chungen in der Theorie der Functionen einer complexen Verdnderlichen, Bd. III
S. 878888, sowie auch die einschligige Darstellung in den ,,Grundlagen der
Theorie des logarithmischen Potentials*. Leipzig 1887.

*) Vgl. die Darlegung bei Klem, Math. Ann. Bd, XXI, 8. 153, Literarisches
zum Dirichlet’schen Princip.

**) Existenzbeweise zur Theorie des Potentiales in der Ebene und im Raume,
Berichte d. siichs. Gesellschaft d. W. 2. Mai 1886.
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Weg sowohl in der Ebene als auch im Raume, wenigstens fiir ein
einfach zusammenhingendes Gebiet durchgefithrt werden kann. Die voll-
stindige Darlegung dieser Untersuchungen, namentlich fiir den Raum
war ihm nicht mehr beschieden.

Dagegen hat er in seinem letzten grdsseren Werke, iiber die
Theorie des Potentiales®) ftir die Ebene eine zusammenfassende Dar-
stellung der Schwarz’schen und Neumann’schen Untersuchungen
~ in Verbindung mit seinen eigenen Resultaten gegeben, welche zugleich

die wesentlichsten Gesichtspunkte enthilt, die er bei dem Problem im
Raume einzuhalten beabsichtigte.:

Von Ostern 1885 an hatte Harnack seine Vorlesungen ohne
Unterbrechung wieder aufgenommen, obwohl sein Beflnden ein wechseln-
des war und namentlich im Sommer 1887 seine Angehorigen wieder
mit Sorge erfilllen musste. Im Winter darauf kam wieder eine giinstigere
Periode filr ihn; noch im December nahm er Theil an einer Sitzung
der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften, zu deren ordentlichen
Mitgliedern er seit 1886 gehorte, ja er unternahm selbst kleinere
Reisen, um seinen fast ganz unterbrochenen persdnlichen Verkehr mit
Fachgenossen zu erweitern. Aber schon im Februar sah er sich wieder
gezwungen, seine Ausgiinge auf das nothwendigste Mass zu beschriinken.
Noch hoffte er noue Kriftigung in der milden Luft der oberitalienischen
Seen zu finden; mit ungewdhnlicher Energie fithrte er seine Vor-
lesungen weiter, um ohne mit seinem eigenen Pflichtgeftihl in Wider-
streit zu kommen, in den Osterferien eine Erholungsreise etwas linger
ausdehnen zu konnen. Es sollte nicht sein. Am 16. M#rz brach er
mitten in der Vorlesung zusammen; sein Leiden, das bisher doch nur
langsame Fortschritte gemacht zu haben schien, nahm plétzlich eine
unerwartete unheilvolle Wendung: schon nach wenigen Tagen ward
er den Seinen entrissen. Die Vorboten dieser Erkrankung waren schon
eingetreten, als er sein letztes Manuscript®*) an die Redaction dieser
Annalen einsandte, und selbst in den letzten Tagen beschiftigte ihn
noch der Gedanke an eine Revision seiner Elemente der Differential-
rechnung fiir eine englische Uebersetzung, zu der er seine Genehmigung .
ertheilt hatte.

Axel Harnack besass eine Personlichkeit, die auf alle, die mit
ihm in Berihrung gekommen sind, vom ersten Augenblick an durch
die unmittelbar hervortretende Reinheit und Liebenswiirdigkeit ihres
Charakters einen tiefen Eindruck machte. Liebevoll und kindlich ein-

*) Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials und der Potential-
functionen in der Ebene, Leipzig 1887.

**) Es ist dies die hier anschliessend verdffentlichte Schrift Harnack’s
tber Cauchy’s zweiten Beweis fiir die Convergenz der Fourier'schen Reihe.
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fach im hduslichen Kreise, voll von sittlichem Ernste und doch heiterer
Frohlichkeit im Verkehr mit seinen Collegen und Freunden, erfiillt
von dem idealsten wissenschaftlichen Streben und dabei doch wieder
mit sicherer Festigkeit die gegebenen Verhiltnisse unveriickt im Auge
behaltend, iibte er nicht nur auf seine Schiller einen michtigen Ein-
fluss, auch @ltere Manner ordneten sich gerne dem um so vieles jlingeren
unter, ohne dass er in seiner Bescheidenheit den Wunsch dazu hitte
hervortreten lassen. Eines hohen Vertrauens erfreute er sich nicht
nur unter seinen Collegen, sondern auch in weiteren Kreisen, ins-
besondere auch in seiner alten Heimat, der er stets die treueste An-
hinglichheit bewahrt hat. Die Macht der Rede stand ihm in seltenem
Masse zu Gebote; mithelos gelang es ihm, den Reichthum seiner Ge-
danken zugleich in die treffendste Form, zu kleiden.. Bedeutend war
seine Begabung filr organisatorische Fragen; bei schwierigen An-
gelegenheiten wusste er immer den Nagel auf den Kopf zu treffen.
Sein fruchtbares Wirken als Lehrer fand auch vielfache #ussere An-
erkennung: in Dorpat dachte man daran ihn als Nachfolger Minding’s
zu gewinnen; 1877 erhielt er einen Ruf an die Universitdt Rostock,
1882 an die technische Hochschule zu Aachen. Beidemale glaubte er
ablehnen zu sollen; einem 1883 an ihn ergangenen Rufe an die tech-
nische Hochschule zu Minchen war er bereit zu folgen, doch trat
seine Gesundheit hindernd dazwischen.

Harnack war zugleich ausgezeichnet durch eine vorziigliche
literarische und #sthetische Bildung, die er gern in der Geselligkeit
des Hauses weiter forderte; geschichtliche und philosophische Studien
beschiftigten ihn unausgesetzt in seinen Mussestunden. In die Ein-
samkeit von Davos begleitete ihn das zu eben der Zeit vollendete
grosse Werk von Wundt*) tiber die Principien der Erkenntniss, und
die Art, wie er sich im eigenen Denken {iber die Grundlagen aller
Naturerkenntniss klar zu werden suchte, mag der seinem Freunde und
Lehrer A.v. Oettingen gewidmete Vortrag bezeichnen, den er, von
dort zuriickgekehrt, in der naturwissenschaftlichen Gesellschaft zu
Dresden hielt.**) Leibniz’ grossartige Personlichkeit fesselte ihn
begreiflicherweise insbesondere. Von Interesse wird immer die kurze
und dabei doch so lebendige Darstellung von Leibniz’ Wirken***)
bleiben, welche er Ostern 1877 als Redner zur Geburtstagsfeier seines

*) W. Wundt, Logik. Eine Untersuchung der Principien der Erkenntniss
und der Methoden wissenschaftlicher Forschung. Stuttgart, 1880—1883.

**) Naturforschung und Naturphilosophie, Vortrag, gehalten in der natur-
wissenschaftlichen Gesellschaft zu Dresden von A, Harnack, Leipzig 1885,
Teubner,

*%) Leibniz’ Bedeutung in der Geschichte der Mathematik, Dresden 1887,
Zahn und Jaensch.
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Landesherrn gab, und von der man mit M. Cantor®) nur wiinschen
mochte, dass dieselbe in erweiterter Gestalt hitte veréffentlicht werden
konnen. So erinnert Harnack in mehr als einer Beziehung an den
ebenfalls der Wissenschaft so frilh entrissenen Hermann Hankel.
Beider Arbeiten haben, wie sich leicht auch im einzelnen nachweissen
liesse, einen #hnlichen Verlauf genommen; beiden war gemeinsam der
feine Sinn fiir die historische Entwickelung der mathematischen Pro-
bleme, der sichere Blick fiir alle Fragen, die mit den Aufgaben des
Unterrichtes zusammenhiingen, und das lebendige Interesse fiir das
ihnen anvertraute Lehramt.

Sein Geschick hat die weiteren Erfolge, welche die Wissenschaft
seinem beharrlichen Forschen bereit zu halten schien, nicht zur Wirk-
lichkeit werden lassen. Aber in Einem ist er auch in der kurzen
Lebenszeit zur Vollendung gereift: in der sittlichen Festigkeit seines
Charakters, die, getragen von einer tief religisen Grundanschauung,
welche er als ein Erbtheil seines Vaterhauses doch auch vollig selbst-
stindig in sich entwickelt hatte, die Quelle war, aus der sein den
hochsten Aufgaben zugewandtes Streben immer neue Kraft schopfte.
Die Wissenschaft wird ihm dauernd ein ehrenvolles Andenken be-
wahren. Die einzigartige Personlichkeit Axel Harnack’s aber, in
der in harmonischer Weise alles vereinigt war, was den eigentlichen
Werth des einzelnen Menschenlebens ausmacht, wird seinen Schiilern,
seinen Freunden und Fachgenossen stets unvergesslich bleiben.

Minchen, im Mai 1888.

*) Vgl. das Referat von M. Cantor in der Zeitschrift fiir Math. u. Phys.,
Bd. 32, 8. 821. Dass Harnack auch selbst beabsichtigen mochte, den im Texte
angefithrten Wunsch M. Cantor’s zu erfilllen, scheint aus einer Vorlesung iber
die geschichtliche Entwickelung der Geometrie insbesondere des 17. Jahrhunderts
hervorzugehen, die er im letzten Semester gehalten hat, und die auf selbstindigen
Studien dber diese Periode beruhen diirfte.
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Axel Harnack’s literarische Publicationen.
I

In den Mathematischen Annalen.

1) Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die Geo-
metrie der Curven dritten Grades. Inauguraldissertation, Leipzig
1875; Bd. IX, S. 1.

2) Zur Theorie der terniren cubischen Formen, Bd. IX, S. 218.

3) Ueber eine Behandlungsweise der algebraischen Differentiale in
homogenen Coordinaten , Bd. IX, 8. 371. :

4) Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven, Bd. X,
S. 189.

5) Ueber die Darstellung der Raumcurve vierter Ordnung erster
Species und ihres Secantensystems durch doppeltperiodische Func-
tionen, Bd. XII, 8. 47.

6) Bemerkungen zur Geometrie auf den Linienflichen vierter Ord-
nung, Bd. XIII, 8. 49.

7) Ueber eine Eigenschaft der Coefficienten der Taylor'schen Reihe,
Bd. XIII, 8. 555.

8) Notiz tiber die algebraische Parameterdarstellung der Schnittcurve
zweier Fliachen zweiter Ordnung, Bd. XV, S. 560,

9) Ueber die trigonometrische Reihe und die Darstellung willkiir-
licher Functionen, Bd. XVII, 8. 123.

10) Vereinfachung der Beweise in der Theorie der Fourier'schen Reihe,
Bd. XIX, 8. 235.

11) Berichtigung zu diesem Aufsatze, daselbst S. 521.

12) Anwendung der Fourier'schen Reihe auf die Theorie der Func-
tionen einer complexen Veriinderlichen, Bd. XXI, 8. 305.

13) Die allgemeinen Sitze fiber den Zusammenhang der Functionen
einer reellen Variabelen mit ihren Ableitungen. Erster Theil
Bd. XXIII, 8. 244, zweiter Theil Bd. XXIV, S. 217.

14) Note tiber die Abbildung einer stetigen linearen Mannigfaltigkeit
auf eine unstetige, Bd. XXIII, S. 285.

15) Ueber den Inhalt von Punktmengen, Bd. XXV, 8. 421.

16) Bemerkungen zur Theorie des Doppelintegrales, Bd. XXVI, 8. 566.

17) Ueber die mit Ecken behafteten Schwingungen gespannter Saiten,
Bd. XXIX, 8. 436.

18) Ueber Cauchy’s zweiten Beweis fir die Convergenz der Fourier'-
schen Reihe und eine damit verwandte #ltere Methode von Poisson.
Bd. XXXII.
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IL
. .
In den Sitzungsberichten der physical.-medicinisshen Societdt
zu Erlangen.

1) Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fir die Geo-
metrie der Curven dritter Ordnung, 13. Juli 1874.

2) Zur Theorie der cubischen terniren Formen, 8. Februar 1875.

3) Ueber einen Beweis des Abel'schen Theorems, 12. Juli 1875.

IIL.

In den Berichten der math. phys. Classe der k. Séichs. Gesellschaft
der Wigsenschaften zu Leipzig.

1) Beitrige zur Theorie des Cauchy’schen Integrales, 12. Nov. 1885.

2) Existenzbeweise zur Theorie des Potentiales in der Ebene und im
Raume, 2. Mai 1886.

3) Ueber die Darstellung einer willkiirlichen Function durch die
Fourier-Bessel'schen Functionen, 12, Dec. 1887.

Iv.
In Schldmileh’s Zeitschrift fir Mathematik und Physik.

1) Ueber lineare Constructionen von ebenen Curven dritter Ordnung,
XXII, 8. 38.
2) Zur Theorie der Wirmeleitung in festen Korpern, XXXII, S. 91.

V.
In anderen Zeitschriften.

1) Ueber algebraische Differentiale, Annali di Matematica, Ser. II,
t. 9, S. 302

2) Théorie de la série de Fourier, Darboux, Bulletin des sciences
mathém. et astron., ser. II, t. VI, 1883; auch separat erschienen,
Paris, Gauthier-Villars 1883.

3) Ueber die einfachsten Methoden zur angeniherten Berechnung
ebener Flidchen, Civilingenieur, Bd. XXVIII,

VI.
Reden und Festschriften. s
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Ueber Cauchy’s zweiten Beweis far- die Convergenz
der Fourier'schen Reihen und eine damit verwandte altere
Methode von Poisson.

Yon
Axer Harnack .

)

Durch die epochemachende Arbeit, welche Dirichlet im Anfang
des Jahres 1829 iiber die Convergenz der Fourier'schen Reihen ver-
offentlichte (Crelle’s Journal Bd. 4), waren alle Versuche in' den
Schatten gestellt, welche bis dahin gemacht worden waren, um die
Giiltigkeit dieser Reihen zu erweisen. Dirichlet selbst erdffnete seine
Arbeit mit einer Kritik des Beweises, den Cauchy im Jahre 1826 der
Academie vorgelegt hatte (Mémoires de I'Académ. T. VI, 1827), in-
dem er nachwies, dass derselbe die Fortsetzbarkeit einer reellen
Function in das complexe Gebiet ohne weiteres voraussetze, und #ber-
dies eine Schlussfolgerung mache, die in dieser Allgemeinheit sicherlich
far bedingt convergente Reihen unzulissig sei. (Er bemerkt dazu:
nde ne comnais sur cet objet qwum travail di & M. Cauchy etc.).
Mit der Unterscheidung der bedingten und unbedingten Convergenz,
sowie mit dem Nachweis, dass gewisse Integralsiitze nur dann an-
gewandt werden konnen, wenn die Function nicht unendlich viele
Oscillationen besitzt, waren iiberhaupt erst die Grundlagen fiir eine
sichere Untersuchung geschaffen, und zugleich entwickelte sich die
Erkenntniss, dass die Function nicht in vollig unbeschrinkter Weise
willkiirlich sein dirfe.

Als dann Riemann seine Arbeit im Jahre 1854 schrieb, fiibrte
auch er den niamlichen Cauchy’schen Beweis mit einigen Bemerkungen
an, und seitdem hat sich in den historischen Darstellungen dieser
Theorie die Gewohnheit eingebiirgert, dass abgesehen von dem heuristi-
schen Verfahren Fouriers und seiner Vorginger keine andere Arbeit
als die erwihnte vor der Dirichlet'schen genannt wird. Auch die grosse
Abhandlung von Bonnet: ,Sur la théorie générale des séries, welche
im Jahre 1849 von der belgischen Academie mit einem Preise gekront
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wurde, macht hiervon keine Ausnahme, wiewohl sie sonst recht voll-
stindig in ihren Angaben ist.

Indessen verhalten sich die Thatsachen doch anders. Im 12. Bande
(19. Hefte) des Journal de I'Ecole Polytechnique vom Jahre 1823 sind
die umfassenden Versuche von Poisson enthalten, welche sich auf die
Convergenz der Reihen mit trigonometrischen Functionen und mit
Cylinderfunctionen beziehen, und im zweiten Bande seiner ,,Exercices
de mathématiques vom Jahre 1827 hat Cauchy seine Theorie der
Residuenrechnung mit einer ausfithrlichen Abhandlung abgeschlossen
(,,Sur les résidus des fonctions exprimées par des intégrales définies
pag. 341 —376), die einen neuen Beweis fiir die Convergenz der
Fourier'schen Reihen enthdlt. Bei beiden Autoren handelt es sich
nicht blos um die gewohnliche Reihe, welche nach ganzzahligen Viel-
fachen des Argumentes fortschreitet, und welche in der Dirichlet'schen
Arbeit allein bebandelt wird, sondern es werden auch die Reihen in
Betracht gezogen, bei welchen die Parameter von den Wurzeln irgend
einer vorgeschriebenen transcendenten Gleichung abhdngen. Sehen
wir vorldufig von der Methode Poisson’s ab; fiir diesen zweiten Beweis
von Cauchy gestaltet sich die Sachlage wesentlich giinstiger als fiir
den ersten!

Wie ich bereits in einer Anmerkung zu meiner Arbeit iiber die
Fourier- Bessel'schen Functionen (Berichte der k. Sdchs. Gesellschaft
der Wissenschaften 1887) ausgesprochen habe, wird dieser Beweis zu
einem genauen und vollstindigen, sobald man nur die Voraussetzungen
iiber die Beschaffenheit der darzustellenden Function betont, unter
welchen gewisse Umformungen bestimmter Integrale, die bei Cauchy
vorkommen, allein und iiberdies in etwas anderer Form als dort zu-
ldssig werden.

Von einer Prioritét kann bei Cauchy nicht die Rede sein, wenn
es sich um den ersten exacten Beweis in der Theorie handelt; seine
Leistung ist tiberhaupt mit der von Dirichlet incommensurabel, weil
sie sich von vornherein ein anderes Ziel steckt.

Aber auf Grund der Dirichlet'schen Ergebnisse erlangt die doch
dltere Cauchy’sche Methode die Bedeutung, dass sie die eigentliche
Grundlage fiir die ganze Theorie der Reihenentwickelungen dieser Art
in ihrer allgemeinsten Form bildet, eine Theorie, welche man seit den
Arbeiten Dirichlet’s und Riemann’s nur auf die speciellsten Formen
der Fourier’schen Reihen beschrinkt hat, statt sie auf Grund dieser
Arbeiten vollstindig anszubilden, Nun ist es ja im Allgemeinen be-
kannt, dass die Residuenrechnung dies alles umfasst; wie aber Cauchy
selbst speciell filr die trigonometrischen Reihen in einfachster und
gegenwirtig leicht corrigirbarer Weise den Beweis ausgefithrt hat, ist,
irre ich nicht, in Vergessenheit gerathen.
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Aus diesem Grunde halte ich es nicht fiir tiberfliissig, eine Dar-
stellung des wesentlichen Inhaltes dieser Arbeit zu geben. Dabei
lasse ich die zahlreichen Beispiele von Reihenentwicklungen meistens
fort, indem ich die Beweise der Hauptsitze, so wie sie dort gegeben
sind, entwickele und die Stellen bezeichne, an denen eine bestimmte
Voraussetzung iiber die darzustellende Function nothwendig wird, da-
mit die Mittelwerthsitze angewandt werden konnen. Die niichst-
liegende Voraussetzung dieser Art ist die sogenannte Dirichlet’sche,
dass nimlich die im Allgemeinen stetige Function nicht unendlich viele
Oscillationen hat.

Die von Cauchy gegebene Entwickelung ldsst sich nun auch, wie
im zweiten Abschnitt gezeigt wird, so modificiren, dass sie (bei einer
tiberall endlichen, oder einer absolut integrirbaren Function) schliesslich
nur noch auf die einzige nothwendige Bedingung, némlich auf die
Convergenz des bekannten Dirichlet'schen Integrales, fuhrt; auch dann,
~ wenn es sich um die Reihen mit allgemeineren Parametern handelt,

Im dritten Abschnitt habe ich die von Poisson angegebene Methode
kurz erortert, um zu zeigen, wie auch dieser iiberaus sinnreiche Ver-
such im Grunde nichts anderes als eine Residuenrechnung ist, die,
wenn sie als solche aufgefasst und durchgefiihrt wird, keinen Be-
denken mehr.unterliegt, wohl aber den Charakter der darzustellenden
Functionen von vornherein etwas einschrankt.

L

Es sei f(#) eine fir alle endlichen Werthe der complexen Varia-
belen 2 = ref? definirte, eindeutige analytische Funchon so ist das
Integral

gefihrt in positivem Umlauf um die Begrenzung eines beliebigen Ge-
bietes gleich der Summe der Residuen, welche zu den verschiedenen
im Innern des Gebietes gelegenen Unendlichkeitsstellen der Function
gehoren. Ist die Begrenzung ein Kreis vom Radius #, dessen Mittel-
punkt der Coordinatenanfangspunkt ist, so besteht die Gleichung:

2

(1) . j Free) o9 dp — 2 R((F())*)

*) Mit R ((f(#))) soll ein Residuumwerth von f(z) bezeichnet sein, bekanntlich
der Coefficient des Ghedes ! T vem 2, ein Unendlichkeitspunkt ist.

Mathematische Annalen. XXXIIL 12
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Die Function f soll nun die Eigenschaft haben, dass sich eine
in’s Unendliche wachsende Werthreihe des Modul r, 7,,7,,...7,...
angeben lésst, fiir welche das Product

)] £f(8) = ruc? f(r %)

gleichmiissig bei allen Werthen von ¢ nach einem bestimmten Werth
F convergirt. Alsdann besteht die Gleichung

®) F= D' (@),

wobei die unendliche Reihe, welche die Gesammtheit aller Residuen
der Function f(#) in der unendlichen Ebene enthdlt, nach einem be-
stimmten Gesetz gebildet ist, ndmlich so, dass die Radien der con-
centrischen Kreise die oben erwihnte Werthreihe durchlaufen. Diese
Gesammtheit wird daher von Cauchy der Hauptwerth des Integral-
residuums genannt. Von besonderer Wichtigkeit aber ist es, zu be-
merken, dass die Gleichung (3) selbst dann noch besteht, wenn bei
den angegebenen Werthen von r die Gleichung lim f(¢) = F fir
einzelne Werthe von ¢ nicht erfiillt ist, vorausgesetzt nur, dass die
Differenz f(s) — F endlich bleibt, und nach Ausschluss solcher
einzelner Stellen durch beliebig kleine Kreisbogen im #ibrigen gleich-
missig nach null convergirt.

" An Stelle des Integrales (1) kann man auch das Integral

+3
) Ly f 1 (fre®) — f(— re9)) v dg

betrachten, so dass die Gleichung (3) auf der Voraussetzung basirt,
dass dieses Integral demn Grenzwerth ¥ hat, oder auf der engeren
Voraussetzung, dass das Product

(6) s 5 ((()) —f(— 8) — F=0

wird, wenn der Modul von # eine bestimmte in's Unendliche wachsende
Werthreihe durchlduft, mag dann auch fir einzelne Werthe des Argu-
mentes @ (von — 5 bis + ’:) diese Differenz nicht null werden,

aber endlich bleiben.
Nimmt man nun an, dass die Function f(#) einen Parameter z
enthilt, und von der Form ist
¥(2) f(2, %)
@) ="gw ‘
wobei f(#,z) und 9(¢) bei allen endlichen Werthen von z endlich
bleiben sollen, so sind die Unendlichkeitsstellen von f(2) diejenigen,
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an denen @(s) verschwindet. Ferner wird auch der Grenzwerth von F
im Allgemeinen von f(z) abhingig, also mit F'(z) zu bezeichnen sein,
8o dass die Gleichung entsteht:

®) Fz)= D ® "(?af((:jjf) "(&)) @, ).

In dem ersten Summenausdruck soll die doppelte Klammer bei
@ (#) andeuten, dass die Residuenwerthe sich nur auf die Nullstellen
dieser Function beziehen; in dem zweiten Ausdruck ist angenommen,
dass sich die Summation tiber alle Wurzeln der Gleichung @ (1) =0
erstreckt, und dass diese Wurzeln nur einfache sind. Fiir vielfache
Wurzeln ist dieser Ausdruck zu &ndern.

Es werde nun

flo,9) = feenfde (o> z)
5\
gesetzt, so ist, entsprechend der Gleichung (4), der Grenzwerth von

M 3 et g dp - L Frma [ sy dp
o

Zo

;’((:3 bei Werthen von 2,

deren Modul in’s Unendliche wichst, und deren reeller Bestandtheil
picht negativ ist, im Allgemeinen den Grenzwerth ¢ haben. Ferner

soll im Allgemeinen (d. h. immer mit Ausnahme etwaiger einzelner
Werthe des Argumentes)

zu untersuchen. Es modge der Quotient

lim 2 :E’)) e'“‘f‘) f(u)dp =0

sein. Man kann diesen Ausdruck zerlegen in die Factoren

25 e und s [ et f(u)dp.

Zo

Wenn der erste Factor im Allgemeinen den Grenzwerth null hat,
und der zweite durchaus endlich bleibt, so hat auch das urspriingliche
Product im Allgemeinen den Grenzwerth null. Man erhilt demnach
aus dem fritheren Satz (Gleichung 3) den

Lehrsatz 1. [Es seien @ (2) und ¢ (8) eindeutige, analytische
Functionen der complexen Variabelen s = re'¥, welche bei allen end-
lichen Werthen von = endlich bleiben, ferner sei f(n) eine willkiirliche
Function der reellen Variabelen u, die innerhalb eines Intervalles von
g =z, bis p=x > z, endlich (und selbstverstindlich auch integrirbar)

12¢
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ist. Wenn nun fir passend gewdihlie Werthe des Modul r, welche
in's Unendliche wachsen, und fiir positive Werthe von cos ¢ die Aus-
driicke - )

— £ Z,
® e mi e
wobei ¢ eine bestimmte Constante bedeutet, im Allgemeinen gleichmdssig
null werden, und allenfalls nur in der Umgebung einselner Stellen von
@ einen von null verscho'edenen, Jjedoch endlichen Werth behallen, so ist

) 29% ((&;"(3)) e'('-”f(y) du  oder Z w((‘)) J Ale—u f(u) dp
gleich

—Lclims f e~ f(u) dp,
vorausgesetst, dass dieses Integral einen bestimmien Gremswerth ergiebt,
und dass

(10) lim ¢ J e~*w—=) f(u)du sowie lim g j e f(u)dp
z z
durchaus endlich bleiben.

Den vorstehenden Satz habe ich absichtlich in dieser Weise for-
mulirt, weil die Entwickelungen bis zu diesem Punkte von Cauchy
vollkommen bewiesen sind. Sein Beweis erleidet nun aber einen Sprung,
weil er ohne weitere Beschrinkungen {iber die Function f(z), und
auf Grund eines Mittelwerthsatzes, der ohne solche Beschrinkung un-
zuléissig ist, folgerte, dass

(11) lim s [t f(u) dp = f(a)
2,
ist, und dass die letzte Bedingung des Satzes immer erfilllt ist.*) Es

) Er setst ohne weiteres mittels der Substitution z —p = -y
z 7 (- %)

s‘/ e = fu)dp = (cos g + 4 sin (p)‘/ ¢ (cosptising)y f(a: - %y) dy
0

Z,
©

= (cos ¢ -+ ¢ 8in @) f(z)J.e- (cosgp-+isingly g,

ferner:

= 2
[t cn(ra—pining) i du=1ie) [ =1 con(ria—p) sing) d
wobei § einen mittleren Werth bedeutet; u. s. w.
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sind vielmehr solche Eigenschaften der Function f(z) anzugeben, bei
denen diese Bedingungen sicher erfiillt sind. .
Eine hinreichende Voraussetzung dieser Art ist z. B. die Dirich-
let'sche, dass die Function f(z) im Intervall von z, bis z im All-
gemeinen stetig ist, und nicht unendlich viele Maxima und Minima
hat. Denn alsdann wird fiir alle Werthe von 2, deren Argument

innerhalb der Werthe — == und + - liegt, der Grenzwerth des
Integrales gleich

lim & f =) f(u) dp

= f(z) lim f e~ g dp + lim fe-'(’-“ (W) — @) s dp.

Da die Function f(u) — f(2) im beliebig kleinen Intervall ihr
Zeichen nicht wechselt, so kann mit Hillfe des zweiten Mittelwerth-
satzes ohne weiteres geschlossen werden, dass der Modul des zweiten
Integrales durch Wahl von & beliebig klein wird, wie gross auch r
werden mag, wihrend das erste Glied der rechten Seite den Werth
f(z) ergiebt. Auf Grund des némlichen Satzes folgt dann auch, dass
der Grenzwerth von (11) endlich bleibt, wenn # in unmittelbarer Um-
gebung der rein imaginéiren Werthe - ri liegt, und dass auch der
Grenzwerth der Integrale (10) bei allen Werthen des Argumentes ein
endlicher ist. Denn es ldsst sich beispielsweise das zweite Integral
in (10) gemiss den Intervallen, in denen f(g) monoton ist und sein
Zeichen nicht @ndert, in eine endliche Anzahl von Theilintegralen
zerlegen, die von der Form sind

ge- = f(E)j.’d"“" cos(ur sin p) dp

und
ige = /(E)‘/‘d‘"‘“? sin (ur sin @) dp
E
und jedes derselben behdlt fir » == oo einen endlichen Werth. (z,, z,,
%y, %,, £ bedeuten stets Werthe zwischen den Grenzen z, und z).

Fiir eine Function, welche der Dirichlel'schen Bedingung geniigt,
besteht also die Gleichung :

(12) —cf(@) 2 e j de— f(u)dp (T(R) =0; z > z,).
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Auch ldsst sich die Giltigkeit dieser Gleichung beweisen, wenn
f(z) einen endlichen, integrirbaren Differentialquotienten besitzt, u. drgl.
Beispiel: @(¢)=e*—1 %(¢)=1 (a reell u. positiv)

P(— 5) 1 . . elE-x & (z—2—a)
lim o(— 3) - | — ¢ 03 = 1’ lim a1 = 1_¢9° -Ov

wenn der Modul von z unendlich wird, und etwa die Werthreihe -

(2k-|; D= jurchliuft , wihrend das Argument von 4 % verschieden

und £ — 2y — a < 0, also ¢ < z, 4 a ist. Ist das Argument gleich '
i%, 80 bleiben die Ausdriicke endlich. Da hier die Werthe 4, fiir

welche @ (4) verschwindet, diejenigen sind, fir a4 = 0 oder 4 2k =,
so folgt durch Vereinigung der Glieder, die zu entgegengesetzt gleichen
Werthen von 4 gehdren:

LY

(19) +i@=1 f ) de + —2 J [y e g,

fur alle Werthe von z inmerhalb des Intervalles von z, bis z, 4 a.
Damit ist bereits das Wesentliche der gewdhnlichen Fourier'schen
Reihe bewiesen.

Cauchy giebt iiberdies noch die Beispiele: @ (2) = e — 3,
9@) =2 und @(s) =e¢**— 2bz 4 ¢, @(8) =e %' — 2ba.

Der bewiesene Satz ldsst sich so abindern, dass man an Stelle
der constanten unteren Grenze z, eine constante obere Grenze X > z
einfihrt, also

X .
f(s, @) = f &= f(u) dp
setzt. Ist dann *

e 10) . P(—2) —
llm(w&) —-C) und lim o8 et (X—2)

im Allgemeinen gleich null, so wird, wenn die Function f(z) wiederum
der Dirichlet'schen Bedingung (oder irgend einer anderen als hin-
reichend erkannten) geniigt:

¥ Ofte) = 27 % iy f o 160 du-

Fir @(2) = e**— 1, ¢(2) = e** wird:
eﬂl

—az
—=1, lim - plx-=0
et —1 e —1 ’

wenn z > X — a; also besteht innerhalb des Intervalles von X — a
bis X die Gleichung:
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k=

14) @) =5 j fw)de+ 3> f f(u) cos 2E=a) g,

k=al

so dass durch Addition der Reihen (13) und (14) und fiir @ = 2% dle
Fourier'sche Reihe in der gewdhnlichen Form erhalten wird.

Diese Summation zweier Reihen lisst sich nun auch in folgender
Weise allgemein aussprechen:

Lehrsatz 2: Es sei @ (s) eime eindeutige analytische Function,
welche bei allen endlichen Werthen von 2 endlich bleibt; es werde an-
genommen, dass sich die-Function @ (8) in swei Summanden ¥ (8) und
1(8) serlegen lisst, so dass fir Werthe von 8 mit positivem reellem
Bestandtheil, die in's Unendliche wachsen und deren Modul passend
gewdhlt ist, die Quotienten

— 3 (2
:((_ z} und ;TZ;
im Allgemeinen null werden, und allenfalls nur in der Umgebung
eingelner Werthe des Argumentes @ endlich bleiben, ferner dass dasselbe
auch noch von den Ausdriicken

:E: ) pX—2)  und ;{’; ¢+ (X—2)

gilt.  Alsdann st fir alle Werthe von z innerhalb der Grensen z,
und X

1) Ff@=-2% «:,if,)» e f(w) dp,

\

% @)= % «:f;;’» e 0,

wobes f(x) eine willkiirliche reelle Function im Intervall von z, bis X
ist, welche den friiher eingefiihrten Bedingungen gemigt.
Denn es ist zufolge der Gleichung v (2) 4 %(2) = @ (s) und der
obigen Bedingungen
lim£=8 —1=0 uwnd & eem =0,
mithin gilt der Lehrsatz 1., aus dem die Reihe (15) hervorgeht, und
ebenso ist

$(5) P(=5) sx—a
lim 10) —1=0 und %T_-B— e )==O,

womit der modificirte Satz 1. und also die Reihe (16) bewiesen ist.
Aus den Gleichungen (15) und (16) folgt noch, indem man
. 1(8) = — ¢(s) setzt (unter der Bedingung @(z) = 0):
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1 @ [ e
@)= 2 Rgay [eeniwan
z

X
=-Dw ((f,g)))) ;f e f(p) du,

so dass also

X
(17) f@= D% (;';23)) et f() dp

=~ 2 %y, ) ()

Unter den Beispielen, welche Cauchy an diese allgemeine Formel
kniipft, seien genannt:

w(e) = et — e, ¥(8) = e, 1(s) = 2

@) =e"*+ e —2bs, yY@)=e*—0bs, (2 =€ — bz
Besonders beachtenswerth aber ist die Substitution

(18) () =erg(s) —etgd —2), v(s) =e=9(s),

wobei g(#) eine ganze rationale Function in # bedeuten soll. Hier ist

X
9 —
9 f0) = 3 R Ay S o e,

wenn X — z,==a. Diese Gleichung enthélt nimlich, worauf Cauchy
nur mit der Bemerkung aufmerksam macht: ,,ces diverses formules
sont fort utiles dans la solulion des problémes de physique mathé-
matique’* . . ., als speciellen Fall die allgemeinere Reihe, welche be-
reits Fourier in seiner Warmetheorie angegeben hat, bei dem Problem
der Kugel, bei welcher die Punkte in gleicher Entfernung vom Mittel-
punkt auch die gleiche Temperatur haben. Denn es sei g(s) = s -} 5,
und b == 0, so ist

@ (8) = 2(e** + €7%%) + h(e** — e~%%).
Alle Wurzeln der Gleichung @ (s) = O sind rein imaginir; be-
zeichnet man sie mit s= 41, so geniigt 4 der Gleichung
Acosal 4+ hsinad =0,
deren Wurzeln reell und paarweise entgegengesetzt sind. Es ist

@' (A3) = 2((1 + ah) cos ai — Aa sin ad) im_ggl’l';__I"_“l_.
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Also wird
: ' evaien *
f@) = D) i A0 sinad feten f@)dp.
A=—o Zo

und vereinigt man die Glieder, welche zu entgegengesetzt gleichen
Werthen von 4 gehdren, so folgt

20) /(&) = 555-am j f@de+ D ot j flw) cos(z—p) A dp.

Die Summation erstreckt sich hier nur noch tiber die positiven
Waurzeln A.

Eine andere, mit dieser verwandte Formel, welche in den ein-
gangs erwihnten Arbeiten von Poisson vorkommt, findet sich bei
Cauchy in der Form

X
A (445 (Bt f &) () dp

@D f(x)=-2§ﬁ (A+aB+ae —(A—nB_gneo)

Eine weitere Umformung dieser Reihen, insbesondere in solche,
welche nur den Cosinus oder nur den Sinus enthalten, erreicht man
schliesslich noch durch den

Lehrsatz 3. Es sei ¢(z, 5) eine eindeutige analytische Function
der Variabelen 2, welche den Parameter x enthilt und endlich bleibt
bei allen endlichen Werthen von 2z, wihrend x innerhald der Grenzen
z, und X liegt. Wenn dann die Grenswerthe von

$(z,2) _, RICHN
(22) 2@ €% und ~o@ X,

wihrend der Modul von z in's Unendliche wiichst, im Allgemeinen null
werden und allenfalls nur fir eincelne Werthe des Argumentes von O
bis 2x von null verschieden, jedoch endlich bleiben, 3o ist -

v(x.2) [ _,
(23) D R [emn fu)dp =0,
vorausgesetst, wie wir hmmfugen, dass die Function f(x) nicht un-

endlich viele Mazima und Minima hat, oder unmter einer anderen als
hinreichend erkannten Bedingung.

Denn die Gleichung (23) besteht, falls

(24) lim 5 22 f e+ f(u)dp =0
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wird, resp. fiir einzelne Werthe von ¢ endlich bleibt; und die Gilltig-
keit dieser Gleichung ldsst sich aus den Bedingungen (22) ableiten,
wenn man fiir alle Werthe von 2, deren reeller Bestandtheil positiv
ist, den Ausdruck in der Form

X

Y e f e (DL

Zo

und fiir alle Werthe von s, deren reeller Bestandtheil negativ ist,
den Ausdruck in der Form

X
—'f;(,’%;,)i) =X . zj e f(u) dp
betrachtet. Diese Integrale mit dem Factor s behaftet, die schon in
den Ausdriicken (10) vorkamen, bleiben durchaus endlich auch fiir
rein imagindre Werthe, wenn f(z) der eingefiihrten Bedingung geniigt.

Cauchy beweist die Gleichung (23) als eine Folge der Bedingungen
(21) ohne Voraunssetzungen fiber f(z); aber der Mittelwerthsatz, welchen
er anwendet, besteht in dieser Allgemeinheit nicht, und muss durch
den zweiten Mittelwerthsatz, bezogen auf den reellen und aunf den
imagindren Theil des Integrales, ersetzt werden, indem unendlich viele
Oscillationen von f ausgeschlossen werden.

Setzt man z B.

T(8) = e g(8) — = g(b — ),
¥ (@, 8) = e et g(s),
80 ist
z (2, 2) & ¢t (8), &% v(z, 2) ¢ ¢t (Xte—2z)

a(s) ®(2) ®(5) —w@ 9 (2)

e—l

und die iibrigen Bedingungen sind erfiillt, wenn X — 2, =4 und z
inuerhalb dieses Intervalles liegt. Sonach wird

X
®?g(s) e* (=35 f —su du =0
2R g dg gy, =0

Vereinigt man diesen Ausdruck mit der Reihe (19) durch Addition
oder Subtraction, so folgt

x
N e e L
f(®) 2 R ((**9(s) — 6= g (b — 1)) J e == f(u) dg.

Fir den Fall b = 0, g(¢) = 2 + h erhdlt man hieraus die
Reihen:
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A X
(26) f®) = Tar j f(w) dp +
X
+ 2 varevar cos e — 20 [[1() e 4 — ) de
Zo

X
@7) f@) = 2 PR LICArN f £(w) sin (g — ) dp.
z,

Die Werthe 4 sind in beiden Fillen die positiven Wurzeln der

Gleichun
g Acosal 4 hsinad =0,

Die zweite Reihe ist die von Fourier angegebene. Fir h =0

(2k+ l)u

werden die Wurzeln filr A ==00 wird 4 = fal und man

erhilt unter anderen auch dxe gewahnhchen Sinus- oder Cosinusreihen.

IL

Es soll nun gezeigt werden, dass in den von Cauchy behandelten
Beispielen die Convergenz der Reihen immer auf der Convergenz des
bekannten Dirichlet’schen Integrales beruht, so dass, ebenso wie fiir
die gewohnliche Fourier'sche Reihe, diese Bedingung die eigentlich
wesentliche auch bei den allgemeinen Reihen dieser Art bildet. Ich
nenne sie die eigentlich wesentliche, oder die nothwendige und hin-
reichende, indem ich im iibrigen von der Voraussetzung ausgehe, dass
die darzustellende Function eine endliche und integrirbare ist. Be-
kanntermassen liesse sich letzteres erweitern auf absolute Integrirbarkeit
u. drgl, was aber hier nicht in Betracht gezogen werden soll.

Bei dem Beweise des ersten Lehrsatzes, sowie in allen folgenden,
ist zur Vereinfachung der Untersuchung an Stelle des Integrales (4)
immer das Product in (5) getreten. Behidlt man aber die urspriingliche
Integralformel bei, so ist statt des Ausdruckes (7) der Grenzwerth von

+3 +3
() 7 j 20 (s, ) ds — o S LICON Sy

n

zu untersuchen, wobei die Integration nach s = re‘? auf dem Halb-
kreise mit dem Radius » zwischen den Grenzen — % und + % aus-
zuftthren ist. Wir betrachten zundchst das zweite Integral; es ist
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K

2
f— E-%f(— 2, x)ds = — T»in']f(_ s, r)dz

il n

- z"’j("’('—’) c)f( 5 ) ds

und

(29) —mff( a,a:)dz=—

e f ds f et f(4) dp

-—-—-ff( w22 gy

Auf den Grenzwerth dieses Dirichlet’schen Integrales fir r == oo
ist also der Werth der Reibe zuriickgefiihrt, wenn gezeigt werden
kann, dass die Integrale

@ [y = [

die Grenzwerthe null haben, wobei angenommen wird, dass die Werthe

¥(s)

lim )

— c) und lim

im Allgemeinen glelch null smd, und dass sie, wenn sie filr einzelne
Werthe des Argumentes ¢ von null verschieden sind, endlich bleiben.
Fir das Folgende werden wir annehmen, dass diese besonderen Werthe —
wie in allen vorhergehenden Beispielen — nur an den Grenzstellen

+ -’2i sich befinden.

Betrachtet man zuerst die Integrale mit Ausschluss der Grenz-
stellen — % und 4 %, weil fiir diese die Grenzwerthe und auch
die Function f(s, z) sich in besonderer Weise verhalten, so ist

modj(:g—:;—c)f( 2, x)ds<fmod (= ’))—c]mod [f(— 5,x)]rdq)
——-+a --—+l
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und da der Werth des ersten Modul auf der rechten Seite beliebig
klein wird, so wird auch der Werth des Integrales beliebig klein,
wenn

fmod [f(—e& z)]rdg also :/rdqa ;""°°"P("") abs[f(u)]dp
_?.|.. —? +n

o.o] EY

endlich bleibt. Wenn nun die Function f(g) durchaus endlich ist, so
geniigt es, dass

E3
- - ‘—o

1 — e—" 008 P(z—=)
f"d¢‘/e""°"'“""dﬂ "=‘/—.e—c;§;— do
_._+. __+,

bei beliebig wachsenden Werthen von » endlich bleibt, was in der
That der Fall ist. Also ist nur noch das Integral in der Umgebung
der Grenzstellen zu untersuchen. Wir betrachten die obere:

Nl
o] q

mod. f‘g— &) f(—s,2)ds < j mod. (32— cmod. (f (— 5, 2)) rdg.

Es wxrd aber

mod. f(— #, ) = mod. fe-'«z—m f(w)dp

== mod. j e"("'#)”'?(cos (rz— p)sin g)

— isin(r(z—p) smcp)) f(p)du
durch Wahl von r beliebig klein, welche Werthe auch ¢ zwischen
% —é& und % haben mag. Denn setzt man # sin ¢ =n, so er-

kennt man nach einem bekannten Riemann’schen Satze aus der Theorie
der trigonometrischen Integrale, dass

[eosn(e—w) flw) dp und f sin n(z — ) £ () dp

mit wachsenden Werthen von n unabhingig von shren Grensen be-
liebig klein werden, und diese Eigenschaft bleibt anuch erhalten, wenn
der Exponentialfactor e—7(@-#)oos¢ hinzutritt, da derselbe nach dem
zweiten Mittelwerthsatze vor das Integral tritt, so dass sich nur die
Grenzen desselben @#ndern. Demnach ist zu fordern, dass
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fmod (—— - c) rdg

endlich bleibt. Diese Forderung ist erfilllt, sobald die darstellenden Func-
tionen #(g) und @ () die Eigenschaft haben, dass nicht nur

(;f’f::; —c) sondern auch ( —-——c)e‘" (x> 0)

im Allgemeinen null, und fir 2 = - rs endlich wird. Denn setzi man

Yo — ) =g,

wobei g(z) eine durchaus endlich bleibende Function bedeutet, so ist

LRy

(31) jmod ("'( -‘) c)rdq) ——Jmod [9(2)] - e—ore? rdo

und es ist
=

sins

]
. — arsin
e-areocyrd¢= e—ary_id_(p.=M[ 1 ]. 1—¢ arsins
8ln @ sin @ P ’
0

wobei M [ 1 be-
sin @

deutet. Dieser Ausdruck bleibt aber bei noch so grossen Werthen
von r endlich, und folglich ist auch

] einen mittleren Werth zwischen 1 und v

c) f(— 2, z)de

unter der eingefﬂhrten Voraussetzung null. Dasselbe gilt fiir die Um-
gebung der unteren Grenze, wodurch das Verschwinden des ersten der
Integrale (30) dargethan ist.

Fiir das zweite der Integrale (30) gilt das nimliche, wenn wir
auch hier die Voraussetzung einfithren, dass nicht nur

%(8) im 2@ ga:
lim @) sondern auch lim o &

im Allgemeinen null wird, und nur bei rein imaginiren Werthen von
2 end.lich blesbt.
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Denn es wird

[wfg e"] [e-2*f(e, 2))de

-3 + N
beliebig klein, falls
2 - x_.
f mod.[e=**f(s, z)] rdp also [rdo f eroong(—ata—u) gbs [f(u)] du
— _+. - +n

endlich bleibt. Damit dieses der Fall sei, muss « >z — z, sein.
Ferner wird fir die Umgebung einer Grenzstelle

ﬂ

mod. ‘/w,)f(z,z)dﬂ<‘/mod [W(')e'(’- ]m°d° [em*G==)f(z,2)] rdg.

o (2)

2
Nun wxrd aber, wie vorhin gefunden wurde,

x
mod. e~ *=—=) f(g, ) = mod:f e f(uydu
zo
durch Wahl von » beliebig klein, und

j mod. [:E‘; e'("—’o)] rdp

bleibt, da wir :g)) der Annahme nach gleich g(#)e—* setzen konnen,

wobei g(s) durchaus endlich, wenn ¢ > z — #, ist, wie die Gleichung
(31) lebrt, endlich.

Sonach kann man an Stelle des ersten Lehrsatzes folgenden Satz
aussprechen (wobei ich die frither genannten allgemeinen Eigenschaften
der analytischen Functionen @ (s) und %(g) nicht wiederhole):

Gentigt die tiberall endliche Funmction f(z) der Bedingung, dass

(32) lim J F) P18 ay = 5 (@)
ist, so besteht die Gleichumg:

(33) — el = 23, f demf(p)dp
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falls die Functionen ¥(2) und @ (s) die Eigenschaft haben, dass fiir
Werthe von & mit wachsendem Modul und positiwem reellem Theil die
Grenswerthe

lim (355 —)err und lim 2 oo

null werden, fir rein imaginire Werthe von s aber endlich bleiben,
wobet @« > x — x, sein muss.
Aus der Gleichung (33) folgt auch umgekehrt die Gleichung (32).
Beispiel: Ist @(s) =e**— 1, ¢(¢) = 1, 80 wird c= — 1,
denn es ist

. — (a—a)s
hm("( 2) +l) €45 = lun =0falls a<a
und
lim ) grs — lim & -=0fallsa<a
w(2) fi—
Mithin gilt die Entwickelung (13) fiir alle Werthe von z, fiir welche
z—2x,< a.

Der sweite Lehrsatz des vorigen Abschnittes kann direct beibehalten
werden; denn in demselben ist bereits angenommen, dass die Quotienten

:((__2 und z((?) auch dann noch nach Null convergiren, wenn sie mit

einem Exponentialfactor von der Form e** multiplicirt werden; es ist
dort « = X — z,. Also ist auch

im (2(=2) . 20 s
lim(Z=0 —1)er =0 wd 23 e,

ferner

. ¥ (2) s P(—2) s
lim a0 -—l)e“ =0 und B(— ‘)e" - (.

Sonach ist der zweite Lehrsatz gilltig, fiir alle Werthe von z inner-

halb des Intervalles von z, bis X, sobald fur die Function f(z) das
Dirichiet’ sche Integral

Jim J f@) 2rE=Y dp = 2 { f(a+0) + flz—0)}

Geltung hat. -
Der dritte Lehrsatz erfordert, wenn wir an Stelle der Bedingung
(21) die urspriingliche Integralbedingung treten lassen, dass

(34) lim j ds %2 ;"’ e"ﬂf(y)dy =0

wird, wenn dieses Integral a.uf einem Kreise # = ref? gefithrt wird,
dessen Radius ins Unendliche wachst.
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Wir modificiren nun auch diesen Satz, indem wir die Bedingung
einfithren, dass fiir Werthe von s, deren reeller Bestandtheil positiv ist,
v(e z)

o(s)

wird, und dass fir die Werthe von 2z, deren reeller Bestandtheil
negativ ist,

lim - eai = ()

v(sz) _
hm —w—("')—e 3‘—0

wird; bei rein imaginiren Werthen von # sollen die Grenzwerthe end-
lich bleiben. Bedingungen fir die Werthe von « und 8, sowie fiir
deren Vorzeichen werden sich sogleich ergeben.

Zerlegt man das Integral (34) in die Theile

+__ Ml

: P ¢
J1s 22 e je—xu: () dp + f ds Pt et [ runf () du,
‘ %o

8o erkennt man, indem man wie frﬂﬁer, zuniichst das erste Integral
zwischen den Grenzen ——+ & und ——- & betrachtet, dass dieser
Theil beliebig klein wird, falls

2 X

‘/;. d¢‘/.e—rcoup(p—a) d“

-3;_.'.. %o

fir 7 = co endlich bleibt, woraus folgt dass x, — a > 0 sein muss,
oder « < z,. Ks ist also a negativ wenn z, negativ ist. Seleen wir
a=2z,—48, 80 ist das erste Integral in der Umgebung der Grenzstellen:

[

2
fds "’:(' ‘)’) e % e—"ﬂ—‘o)f(p) dp.

o

" Das innere Integral wird beliebig klein, und

: ¥(&x) ..
jrdq;mod.[ B ¢ ]

L)

bleibt wie friher gefanden endlich, weil der Voraussetzung nach

% (2, z)
o(2)

Mathematische Annalen, XXXIL 18

8_"‘ — g(z) e—al
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ist, wobei g(#) eine durchaus endliche Grosse ist; f(u) unterliegt keiner
anderen Einschrinkung, als dass es eine endliche und integrirbare
Function ist.

Das zweite Integral erfordert ebenso, dass

+3 .
—fdz u’(—l, ) d},‘/eg(ﬂ_m f(y‘) dl‘
_r %o

null werde, und fiihrt auf die Bedingung 8 > X > «,. Ist dieselbe
erfiilllt und setzt man g = X 4 J, so ist auch an der drenzstelle

2
lim — fdz L) grx / “=Df (u)dp = 0.
Z,

Es kann demnach der dritte Lehrsatz so formulirt werden:

Wenn fiir ¢« < 2, < X und g > X > z, die Grenswerthe

cow(e2) o, s (2 )

1 ~o@® e und lim TN

null werden, wihrend der Modul von 2z in bestimmier Weise ins Un-

endliche wichst, mit Ausnahme der rein tmaginiren Werthe von 2, fir
welche sie endlich bleiben, so ist

e b

X
r=w,p=32n
S sie0 f e*uf () dp =0

r=0,9=0 -4

sobald die Function [(u) durchaus endlich ist.
In dem friiher behandelten Beispiele ist

@ (2) = e**g(£) — e~ 20-Ig(b—£),
¥(z, 2) = e**g(2) e~ *(=-2=)

also
VE D) g TRy
®(2) e*g(s) — e gb—sg) ’
¥@9) g EOTTHERge)
E(z) € g(z) — ea(b——z)y(b —2)

Es muss also
—2z+42z2,—a<0 oder > 2z,— 2
und

2¢ —z 4+ 2z, — >0 oder < (2a—-242r)<2X—2
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sein, und diese Ungleichungen sind mit den fritheren ¢ <z, und § > X
vertriaglich, da z im Intervall zwischen z, und X liegt.

Sonach bildet die Convergenz des Dirichlet’schen Integrales —
abgesehen von der Endlichkeit und Integrirbarkeit der darzustellenden
Function — die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir alle
Reihen, die hier betrachtet worden sind.

III.

In einer gewissen Verwandtschaft zu den Sétzen von Cauchy steht
das Verfahren, mit dessen Hiilfe Poisson in seinen Arbeiten aus dem
Jahre 1823 allgemeine Probleme aus der Theorie der Wirmeleitung
zu erledigen suchte. Fir die Einsicht in die geschichtliche Ent-
wickelung nicht nur, sondern auch fiir eine einheitliche Erkenntniss
aller zur Theorie gehdrigen Methoden, auch solcher, die scheinbar
weit auseinander liegen, ist es meines Erachtens von Werth, an einem
Beispiele dieses Verfahren zu wiederholen, und zu zeigen, dass es
seinen Beweis durch die Residuenrechnung findet.

Poisson geht in seiner Abhandlung®) von dem Laplace’schen Satze
aus, dass ein allgemeines Integral der partiellen Differentialgleichung

1) o _ g2 O
durch das Integral

oz oxt
o :I-ao .
c_lz-y?
)] u—Tfr“'f(x+2ath)da—T’/;/e 1 fly)dy

dargestellt wird, wobei f(y) eine von — oo bis - oo willkiirliche Func-
tion ist, die er aber als differentiirbar annimmt, indem er den Werth

+o
(z—y)
®) T e TS /; U W)y

setzt. An Stelle des unbegrenzten unendlicheh Raumes soll nun der
Raum betrachtet werden, welcher durch die Ebenen 2z = — 1 und

Z = 4 | begrenzt wird, und es sollen in diesen Grenzebenen zu jeder
Zeit ¢t die Bedingungen erfillt sein:

(4a) -gg—-}-ﬁu-:aO fir z=1,

(4b) M —pu=0 fir z=—1,

*) Mémoue sur la distribution de la Chaleur dans les Corps solides, pag. 27ff.
Journal de I'Ecole Polyt, T.XII (Cahier 18).

13*
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wahrend fir { == 0 der Wirmezustand durch die Gleichung u = f(z)
fir das Intervall von — 7 bis | ! gegeben ist. Es entsteht also die
Aufgabe, in dem allgemeinen Integral (2) die Function f tiber das
gegebene Intervall hinaus derart fortzusetzen, dass dasselbe eine Losung
der Aufgabe unter den nun vorgeschriecbenen Grenzbedingungen dar-
stellt. Auf Grund der Gleichungen (4a) erhdlt man aus den Glei-
chungen (1) und (2) die Bedingung

4o
—y)
/ (610 + 24 2)ay =0

-—_

die bei allen Werthen von £ erfiillt sein muss. Da der Exponential-
factor sich nicht &ndert, wenn man an Stelle von y den Werth I 4y
oder ! — y einsetzt, so folgt, dass diese Bedingung erfiillt ist, wenn

® Bfly+9+- df(y+l) +Bf(l—y) — df(‘zily—l) —0.
Ebenso folgt aus (46): '

©) ﬂ'f(—l+y)—L(d”y'—')+ﬂ'f( 1—y) + * df‘-l 1-9) _ .

Diese Gleichungen, aus denen sich die Fortsetzung der Function f iiber
das Intervall von — ! bis - ! hinaus ergeben miisste, werden in
folgender Weise benutzt. Das Integral (2) ldsst sich mittels der
Gleichung

o
(z—y)”

e O — 22Vt e’ cos (y—z)ede
Vn
in der Form darstellen:
(1) - f e g f(y) cos (y—)s dy,

wobei also eine Vertauschung in der Reihenfolge der Integrationen
ohne weiteres vollzogen ist. Um das innere Integral zu berechnen,
werden die einfacheren Integrale

®) Jemrway=p, [erfmyay=q
0 0

eingefilhrt, in denen A einen reellen positiven Parameter, oder einen
complexen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, bezeichnen soll. Als-
dann ist
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j ety dy=e (p —Ji“"”f )ds),
® o }
Jg-"f(l—-g) dy = —eM (q —'/e"f(y)dy) .
0

Schreibt man nun die Gleichung (5) in der Form
e Pvd[efyf(l+y)] = efrale=fv f(l—y)],
so folgt nach Multiplication mit e—*¥dy und durch Integration
N9+ +6) fe Q-+ 9)dy=Crtef () —B) ferr ().

Bildet man die Integrale vom Werthe 0 an, so ist C == 0 und fithrt
man sie bis zur Grenze oo, so verschwinden die ersten Terme auf
jeder Seite. Es wird also

-y ;-"f(l+y)dy=(h—ﬂ1/ eHrfd—y)dy.

Demnach folgt aus den Gleichungen (9) die Relation:

]

(10) () e'p + (h—p)eHg = (h+ﬁ)e“fe"'”f(!/)d!/

+ —ﬁ)e-"‘_[ M1 (y)dy.

Eine zweite Gleichung derselben Art wird durch Vertauschung von g
mit — g, und von ! mit — ! gewonnen:

(11)  (—F)eMp+ (h+p)etg=h—F)e* e f(y)dy

+ (B)e [orrway.

Aus diesen beiden Gleichungen erhilt man die Werthe von p und ¢
in der Form: \

T (=h
(12) b= o)’ q= o(—h)

wobel N
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(13) @ (B)=(h+ B) (h+ B)e* — (h—B) (h — B e,

(14) (8= (h-HBY+-B ) fe~rf(y)dy—(h—B)o— e~ e 5)dy

+Gh—p)(h+F) | & f(y) dy.

Die Grossen p und ¢ sind nunmehr lediglich durch die Werthe be-
stimmt, welche die Functionen f im Intervall von — 7 bis 4 I besitzt.
Aus den Integralen p und ¢ ldsst sich das Integral

-!-w
J i f(y)dy

bilden, indem man in p fiir 5 den Werth g-2i, in ¢ den Werth g— s
einsetzt, wobei g eine beliebig kleine positive Grésse bedeuten soll;
es ist dann

+o :
s Fim [t  w(si—g)
(19) ‘/e— )y = ll;no [w(n‘+y) w(zi-g)]

Dieser Ausdruck ist null, ausser in der Umgebung der Stellen, fiir
welche @ (#7) =0 wird; an diesen Stellen wird der Werth des Integrales
unendlich. Dasselbe gilt also auch von dem Integrale

ﬁ(y) cos (y—=x)zdy.

Bezeichnet man einen reellen Werth von #, fiir welchen @ (¢7) = 0
wird mit 4, und setzt man #=2 4 ¢, so sind bei der Integration
nach 2, wie sie die Formel (7) erfordert, immer nur beliebig kleine
Werthe von £ in Betracht zu ziehen, welche die Umgebung einer
Stelle 4 ausmachen; es wird also

— tim L. NSY (ozii (7745 —z2i [ 7' 75\ p—marti?
(16)  w=lim 2”Z’(ef Zdd + e Zdz)e ‘
wobei fiir Z gemiss der Gleichung (15) der Werth

[1&"_": 9 _ _?_("—9)]

®(si+g) B (25— g)
fir Z' der Werth

[ﬂ*.“:ﬁ:g' — .'l’.(:“':y)_]
@a(—zitg) B(—2i—g)

eingusetzen ist, und alsdann der Grenzprocess fiir g = 0 vollzogen
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werden soll. Den Werth des Integrales [Zds in beliebig kleinem
Intervall ermittelt Poisson in folgender Weise: Es ist

B(si—g) = (Fi4+9)D'(13), w(sitg) = ¢(d9).
Also ‘ '

44
2g p(11) 73 411:(1{)
Z = (y_'-i53 No (43) und fddz (lt) arctg_

und fiir g =0
¥ (44)
== 27‘ _6,—()._')- .
Den Werth von [Z’ds erhilt man hieraus durch Vertauschung von
-+ i mit — 4, und sonach erhilt die Gleichung (16) die Form:

. 1P(“) 2i (AN _en
a7 %= 2[31“ wan T€° “w"?—_ﬁ]e o

Die Summation erstreckt sich iiber alle positiven Wurzeln 4 der Glei-
chung @ (4¢) = 0, welche nach (13) auf die Form gebracht werden

kann:
BB —4*)8in 214 4 (B+p)Acos 2l1A=0

und welche nur reelle Wurzeln hat.

Dass dieser Beweis an mehreren Stellen einer genaueren Ueber-
legung bedarf, da an den Gliedern einer unendlichen Reihe Grenz-
processe bestimmter Art vollzogen sind, ist evident. Nichts destoweniger
hat Liouville denselben im Jahre 1836 im ersten Bande seines Journales
als einen gilltigen unverindert (nur fiir den Fall ¢ == 0) reproducirt;
er fiigt in einer Anmerkung hinzu: ,,Dans ses Exercices mathématiques
M. Cauchy a trasté la méme question par une méthode fondée sur le
caleul des résidus.“

Ossian Bonnet hat dann im Jahre 1849 in der eingangs erwihnten
Abhandlung versucht, den Poisson’schen Beweis, den dieser auch auf
die Cylinderfunctionen anwandte (a. a. O. pag. 290 ff.) zu einem exacten
zu machen. Es ist ihm aber nicht gelungen, denn erstlich setzt er
die Convergenz der zu beweisenden Reihe auf Grund von andersartigen
Liouville’schen Untersuchungen voraus, wodurch der Werth der ganzen
Methode von vornherein beeintrichtigt wird; Sodann hat er selbst am
Schlusse erklart, dass an einer wesentlichen Stelle die Untersuchung
nicht zu Ende geftihrt ist. Dieselbe ist iiberdies ungemein complicirt.

Die Convergenz und der Werth der Reihe (17) ldsst sich aber
unmittelbar feststellen, wenn man dieselbe als Residuenreihe betrachtet,
gebildet fir alle Wurzeln # =1 der Gleichung @ (i5) =0 die nur
reelle und paarweise entgegengesetzt gleiche Wurzeln hat.

Es ist der Werth der Reihe (17) gleich
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(18) Em pire _0112)_ af,u___‘__b/"l’(") e-@ Mt +ise gy

((ﬂ ("))) 2% e(t2)

wenn dieses Integral auf einem Kreise mit dem Radius r gefithrt wird,
dessen Radius ins Unendliche wichst, vorausgesetzt, dass.das Integral
einen bestimmten Grenzwerth ergiebt. Zerlegt man dasselbe in die
Theile

n
LJ ‘u’(iﬁ) e @ttisz Jg _'T;;J.w('_ "‘) e—avt—izz g

2z | ®@32) o (—18)
0

und setzt man nach den Gleichungen (12), da in dem ersten Integrale
der reelle Theil von is negativ ist,

. ~® ; -
= frefedy, FEG-p = ferre,

so erhidlt man:

= — 0 ” L
(19) §I;J 3‘“’"'*‘“"15{8‘"”/‘”(31) dy‘g%]e‘“”‘—"'dﬁ[e"vf(y) dy.
[ [

Der Grenzwerth des Integrales

®
Je—a"‘t+u(z— Ndz
o

fir r == oo ist gleich dem negativen Werth des Integrales f gefiihrt

-— 0

auf der reellen Axe und bekommt den Werth

I G

_ V’—l e “dat
oVt :
Sonach wird die Summe (19) gleich

+ >
1 -
2oVt e f(y)dy,

—w

wobei angenommen ist, dass in derselben die Reihenfolge der Inte-
grationen vertauscht werden durfte.

Will man die Untersuchung der Reihe (17) fiir den Fall { = 0
ausfihren, so tritt an Stelle von (19) der Ausdruck

_;?feuad, ;—uy f(y) dy — ?‘;J;—u;dgjeuvf(y)dy
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und es wird, wenn die Integration auf einem Halbkreise mit dem
Radius » ausgefithrt wird

n
j'e“.(z—y) Az == — 2HO@—y)r
(1]

zr—y
Also ist die Reihe gleich
.1 > sin (z—y)r
(20) r‘;‘g;ff(!/) Tz—y dy

und dieser Werth ist gleich f(z), vorausgesetzt, dass dieses Integral
Geltung hat. '

Fasst man alle Voraussetzungen zusammen, so ist, wenn man noch
die Differentialgleichungen (4) durch directe Differentiation der Reihe
(17) bestitigt, folgender Satz bewiesen.

Wenn eine im Intervall von — 7 bis < ! willkiirlich gegebene
Function derart iiber das Intervall hinaus fortgesetzt wird, dass die
Integrale (8), in welchen % eine beliebige Grosse bedeutet, deren
imagindrer Bestandtheil nicht negativ wird, durch Gleichungen von
der Form (12) sich darstellen lassen, und so beschaffen sind, dass in
den Formeln (19) die Vertauschung der Integrationsordnung méglich
ist, so convergirt die Reihe (17) und stellt ein Integral der Differen-
tialgleichung (1) dar, welches fiir £ == 0 den Werth f(«) im Intervall
von —1 bis I besitzt, und welches den Grenzbedingungen (4) geniigt.

Auch fiir ¢ = 0 convergirt die Reihe (17) und stellt die Function
f(#z) dar, wenn das Integral (20) diesen Grenzwerth hat. Es wire
also noch zu untersuchen, ob nicht alle diese weiteren Bedingungen
nothwendige Folgen der Gleichungen (12) sind.

Diese Untersuchung kann man sich ersparen; denn die Reihe,
welche sich filr f(z) ergiebt, ist nun, wie eine einfache Umformung
lehrt, identisch mit der im ersten Abschnitt Gleichung (21) erwihnten.
Denn der Werth % (s), welcher durch die Gleichung (14) definirt ist,
kann in der Residuenreihe einfach durch den Werth

4
(2+8) s+ B f:"’f(y) ay

-
ersetzt werden, weil der Factor

(e—B)(e—p) e = (e+B) (s+ P
ist unter der Bedingung @ (2) = 0, und weil das Glied

-I:K
(=) (s+8) [ 71 (9) dy
=i
einen verschwindenden Beitrag in der Residuenreihe liefert.
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Die vorstehenden Betrachtungen sind zu einer allgemeinen Beweis-
methode fiir die Darstellung der Function f(2) nicht geeignet, weil sie
die Differentiirbarkeit derselben und die Giiltigkeit von Integrationen
mit unendlichen Grenzen voraussetzen, Bedingungen, die nach dem
allgemeinen Satze des vorigen Abschnittes keine nothwendigen sind.
Auch fir die Cylinderfunctionen wird man daher die Poisson’schen
Betrachtungen schwerlich als Grundlage fiir einen allgemeinen Beweis
der Darstellung einer Function ausbilden kdonnen.

Dagegen ist es fiir die Probleme in der Theorie der Warmeleitung
von Werth, dass man nunmehr die Methoden mittelst deren Poisson
complicirte Aufgaben behandelte und die Form ihrer Reihendarstellung
feststellte, als heuristische beibehalten und sodann durch den Residuen-
satz von Cauchy vollstindig beweisen kann; denn alle diese Reihen
stellen sich, wie hier an einem Beispiel gezeigt ist, unmittelbar als
Residuenreihen dar.

Dresden, im Februar 1888.



Ueber die scheinbare Wechselwuku.ng von Ringen, welche in
einer incompressibeln Flassigkeit in Rube sich befinden *).

Von

Epuarp Riecke in Gottingen.

Die folgende Mittheilung enthdlt einen Beweis des bekannten
Kirchhoff’schen Satzes, welcher allgemeiner ist als der von Kirch-
hoff gegebene, insofern er iiber die Dimensionen und Entfernungen
der Ringe keiner beschrinkenden Voraussetzungen bedarf. Die Ver-
allgemeinerung wird ermdglicht durch eine eigenthiimliche Wahl der
erzeugenden Curven und bleibt daher auf Ringflichen von einem ge-
wissen besonderen Charakter beschrinkt. Die Grundlage des Beweises
wird durch einige Sitze iiber elektromagnetische und elektrodynamische
Fernwirkung geliefert, mit welchen wir uns zuerst zu beschiftigen
haben.

L

Es sei gegeben ein beliebiges System galvanischer Strome i,,4,, yeeny
welche in den geschlossenen Curven s,, s,, s, . .. circuliren. Wir be-
stimmen das elektromagnetische Potential @ derselben und construiren
die Flachen constanten Potentiales, sowie die Kraftlinien. Die Flichen
constanten Potentiales werden begrenzt von den Stromcurven; jeder
bestimmten solchen Curve ordnet sich ein bestimmtes System fécher-
artig von_derselben ausstrahlender Flichen zu; die Zahl dieser Systeme
ist daher ebenso gross wie die Zahl der Stromcurven. Sie werden
von einander getrennt durch Flichen, welche zwischen den Strom-
curven verlaufen und welche den Raum in einzelne Zellen theilen,
deren Kerne durch die Stromcurven repriisentirt sind. Auf jenen
Flichen, welche wir als Grenzflichen bezeichnen, ist das Potential
constant, aber in verschiedenen Theilen derselben verschieden. Die
Grenzflichen werden namlich zu vollstindigen Potentialflichen erginzt
durch eine zweite Art von Flichen, welche die einzelnen Stromcurven
untereinander verbinden. Sie durchschneiden die zwischen den letzteren
liegenden Grenzflichen in gewissen Linien, den Grenzlinien. Be-

*) Abgedruckt aus den Nachrichten der k. Ges. d. W. zu Gottingen.
November 1887.
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trachten wir eine bestimmte Grenzlinie, etwa diejenige, welche von
der Verbindungsfliche der Strome z, und ¢, erzeugt wird, so unter-
scheiden sich die Potentialwerthe zn bexden Seiten derselben um 4=z,
beziehungsweise 4 x1,.

Die Kraftlinien bilden geschlossene nge, welche in der unmittel-
baren Nachbarschaft einer Stromcurve nur diese eine umschliessen,
bei grosserer Entfernung zwei und mehr Stromcurven umschlingen.
Der Uebergang wird gebildet durch Curven, welche in der Form einer 8
zwei benachbarte Stromcurven umlaufen. Die Doppelpunkte derartiger
Kraftlinien liegen auf den zuvor besprochenen Grenzlinien; die elektro-
magnetische Wirkung selbst ist in den Doppelpunkten gleich Null.
Die Kraftlinien werden im Folgenden bezeichnet durch den Buch-
staben m.

Die Potentialflichen P besitzen eine doppelte Schaar von Kriim-
mungslinien; die Linien der einen Schaar sind geschlossen; die &ussersten
von ihnen laufen parallel mit dem Rande s der Fliche; die folgenden
werden von den vorhergehenden stets vollstindig umschlossen; wir
bezeichnen diese Curven als Parallelcurven p. Ziehen wir alle durch
die Punkte einer Parallelcurve gehenden Kraftlinien, so entsteht eine
ringformige Fliche, R, welche die Stromcurve s umhilllt. Die Curve p
kann jederzeit so gewihlt werden, dass die Fliche R nur diese eine
Stromcurve umschliesst. Eine zweite Erzeugungsart des Ringes er-
giebt sich, wenn wir erst eine einzige von den Kraftlinien zeichnen,
welche bei der vorhergehenden Construction auftraten; durch diese
legen wir dann Parallelcurven und verbinden dieselben durch eine
Fliche, welche identisch ist mit dem zuvor erhaltenen Ringe. Wir
erkennen hieraus, dass jede Ringfliche R tiberzogen ist mit einem
Netze sich rechtwinklig durchschneidender Curven, den Parallelcurven p
und den Kraftlinien oder Meridiancurven m.

Wir setzen nun voraus, dass jede der Stromcurven s;,S,,s;...
in der angegebenen Weise umschlossen worden sei von einem Ringe,
R,, R,, R,..., auf welchem die Schaaren der Curven m und p ver-
zeichnet sind. Wir denken uns weiter jene Flichen bedeckt mit
galvanischen Stromen, welche in der Richtung der Parallelcurven p
circuliren. Die Stiirke der Strémung sei an irgend einer Stelle m einer
Meridiancurve gegeben durch L g

e dr?;
wo ¢ wie frither das elektromagnetische Potential der Strome 4,, 4,, ¢; ...
bezeichnet. Die gesammte Elektricititsmenge, welche in der Zeit-
einheit durch die Meridiancurve m hindurchgeht ist hiernach gleich

1 d(p

4 dm dm;
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wird das Potential @ so definirt, dass die Componenten der elektro-
. magnetischen Kraft durch seine positiven Differentialquotienten dar-
gestellt werden, so ist dieses Integral gleich ¢, d. h. gleich der Stirke
des Stroms, welcher in der von dem Ringe umhiillten Stromcurve s
circulirt. Wenn wir also die Stirke der zu m senkrechten Stromung
in der angegebenen Weise bestimmen, so erscheint der in der Axe s des
Ringes laufende Strom ¢ ohne Aenderung seiner Stirke ausgebreitet iiber
die Oberfliche. Mit Beeug auf diese in den Ringflichen R, R,, R, ...
circulirenden galvanischen Strome gellen nun die folgenden Siitze.

1. Die elektromagnetische Wirkung auf alle Punkie tm Inneren
der Ringe ist Null.

2. Die clektromagnetische Wirkung auf alle Punkte ausserhalb der
Ringe ist dieselbe, wie die der Strome f4,, ,, %5, ..., welche in den
Ringazen s, S,,S; ... circuliren.

Man kann hiernach die Strome ¢ bezeichnen als die Bilder der
an der Oberfliche der Ringe vorhandenen galvanischen Stromungen.

Um diese Sitze zu beweisen, ziehen wir erst aof irgend einer
Potentialfliche P, das System der Kriimmungslinien, die Parallel-
curven p und die zu ihnen senkrechten Linien, welche wir durch »
bezeichnen. Der Rand der Fliche P, wird gebildet durch eine Parallel-
curve p,, welche auf der die Stromcurve s umbhiillenden Ringfliche
liegt. Wir ziehen auf der letzteren auch eine Meridiancurve m, und
nehmen auf dieser zwei Punkte O’ und O” so, dass die zwischen ihnen
liegende Strecke durch den Schnittpunkt O der Curven m, und p,
halbirt wird; der Abstand von O’ und O” sei dm, Wir ziehen endlich
die Parallelcarven p’ und p”, welche durch O’ und O” hindurchgehen
und construiren die von jenen begrenzten Potentialflichen P’ und P”.
Die gesammte Stirke der zwischen den Curven p’ und p” enthaltenen
Stromung ist gleich f; :—”‘: amy = —}; (¢” — @); hier sind unter
¢” und ¢’ diejenigen Potentialwerthe zu verstehen, welche den durch
9 und p” begrenzten Flichen entsprechen. Wir denken uns jetzt die
ganze Strdmung concentrirt in der mittleren Curve p,; wir ersetzen
also die in dem ringformigen Streifen p’ p” ausgebreitete Stromung
durch eine lineare. Zerlegt man die ganze Oberfliche des Ringes
durch aufeinander folgende Curven p’p” in Parallelstreifen, so kénnen
die in ihnen enthaltenen Stromungen alle ersetzt werden durch lineare
in den Mittelcurven p laufende Strome; es wird so die Stromung,
welche iiber die Oberfliche des Ringes continuirlich ausgebreitet war,
wieder aufgelost in ein System von linearen Stromen. Die Stirke
derselben ist gleich der Differenz der Potentialwerthe, welche den die
Streifen begrenzenden Zwischencurven p’ und p” entsprechen, multi-

plicirt mit -
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Wir kehren nun zuriick zu der Betrachtung der Potentialflache
P,; dieselbe zerfillt in eine Reihe von Quadraten durch das System
ihrer Kriimmungslinien. Denken wir uns alle diese Quadrate um-

flossen von Stromen von der Stirke & (9" — ¢), so wird das so

entstehende System geschlossener und unendlich kleiner Strome auf
alle ausserhalb der Fliche liegenden Punkte genau dieselbe Wirkung
ausiiben, wie der in der Curve p, circulirende Strom. Vorausgesetzt
ist natfirlich, dass die Richtung der die Quadrate umfliessenden Strome
iibereinstimmt mit der Stromrichtung in p,.

Durch die Seiten eines der auf P, befindlichen Quadrate ziehen
wir Kraftlinien; es entsteht dann eine in sich zuriicklaufende Réohre,
von welcher zunichst vorausgesetzt werde, dass sie nur die eine be-
trachtete Ringfliche umschlingt. Die Rohre durchschneidet alle Po-
tentialflichen, welche durch die Parallelcurven p, p’, »” hindurch-
gehen. Sie wird ihrerseits durch die Flichen, welche den Zwischen-
curven p’, " entsprechen, in eine Reihe aufeinander folgender Zellen
zerlegt; diese sind in ihren mittleren Querschnitten umzogen von den
Linien, in welchen die Rohre von den Potentialflichen der Parallelen p
durchschnitten wird. Jeden der auf dem Ringe circulirenden linearen
Strome konnen wir ersetzen durch ein System unendlich kleiner Strome
auf der entsprechenden Potentialfliche. Die Eintheilung der letzteren
stellen wir her mit Hilfe der von den Quadraten der Fliche P, aus-
gehenden Rohren. Es sind dann die von Stromen umflossenen Ele-
mente der Potentialflichen gleichzeitig Querschnitte der von den Kraft-
linien gebildeten Rohren oder der in diesen von den Flichen P’ und P”
ausgeschnittenen Zellen. Bei der von uns betrachteten Rohre werden
also die mittleren Querschnitte umflossen sein von Stréomen von der

Stirke 4—;- (9" — @), wo ¢” den Potentialwerth auf der Endflache,

¢’ den auf der Anfangsfliche der entsprechenden Zelle représentirt. -
Diese Strome kdnnen wir weiter ersetzen durch magnetische Pole auf

den Endflichen der Zellen. Ihre Stidrke ist so zu bestimmen, dass

das magnetische Moment der durch sie gebildeten Magnete gleich ist

dem galvanischen Moment der entsprechenden Strome. Ist also g die

Stirke des auf der Endfliche liegenden Nordpoles, dm die Linge

einer Zelle, do ihr Querschnitt, so ist

1 " P 1 d
pdm=—— (9" — @) do; p=-- 4> do.

Nach einem bekannten Satze ist % do innerhalb einer von

Kraftlinien gebildeten Rohre constant; die Stiirke der auf den End-
flichen der Zellen liegenden Nordpole ist also bei allen dieselbe. Nun
bildet aber jede solche Fliche gleichzeitig die Anfangsfliche einer
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folgenden Zelle, sie trigt also gleichzeitig einen Siidpol von derselben

Starke % g—: do. Die Wirkyngen der Pole heben sich somit auf

in all denjenigen Punkten, welche ausserhalb der betrachteten Rohre
sich befinden. Dasselbe ist auch dann der Fall, wenn die betrachtete
Rohre gleichzeitig mehrere Ringflichen umschlingt; nur entspringen
dann die Potentialflichen, welche die Zelltheilung bewirken, nicht
mehr von einem einzigen, sondern gleichzeitig von all den um-
schlungenen Ringen.

Der ganze zwischen den Ringflichen enthaltene Raum wird aus-
geftllt von den durch die Kraftlinien erzeugten Rohren; auf jede der-
selben findet die vorhergehende Betrachtung Anwendung. Die Geesammt-
wirkung der in den ROhren hergestellien magnetischen Vertheilung
ist also gleich Null fiir die innerbalb der Ringe liegenden Punkte.
Die magnetische Vertheilung ist aber substituirt an Stelle der Strome,
welche die Querschnitte der Zellen umfliessen; diese ihrerseits sind fiir
alle im Inneren der Ringe liegenden Punkte #quivalent mit der auf
der Oberfliche der Ringe vorhandenen Stromung. Es ist somit ge-
zeigt, dass auch diese auf die in dem Inneren der Ringflichen be-
findlichen- Punkte keine elektromagnetische Wirkung ausiibt.

Es bleibt also noch fibrig der Beweis des zweiten Satzes, welcher
die Wirkung der Stromung auf einen ausserhalb der Ringe gelegenen
Punkt betrifft. Wir verfahren in diesem Fall zunéchst ganz ebenso
wie in dem vorhergehenden. Ausgehend von den auf der Fliche P,
gezeichneten Quadraten erfiillen wir den ganzen Raum mit den Rdhren,
welche durch die von dem Rande der Quadrate aufsteigenden Kraft-

linien erzeugt werden. Innerhalb einer dieser Rohren liegt der Punkt 4

mit der magnetischen Masse -} 1. Wir grenzen ein als geradlinig zu
betrachtendes Stéick S der Robhre so ab, dass der Punkt 4 in der
Mitte desselben liegt. Die Liinge von S sei sehr gross im Vergleich
zu den Dimensionen des Querschnittes, es enthalte also der Rohren-
theil S seiner Linge nach eine grosse Zahl einzelner Zellen. Wie
friher konnen wir zunichst an Stelle der auf der Oberfliche der Ringe
vorhandenen Stromung das System der unendlich kleinen Stréme sub-
stitniren, welche die Querschnitte der einzelnen Zellen umfliessen. Die
Ersetzung der Strome durch magnetische Pole ist aber jetzt nur an-
wendbar bei denjenigen Zellen, welche ausserhalb des’ Abschnittes
S sich befinden. Die Stréme, welche die Oberfliche von S umziehen,
bilden in ihrer Gesammtheit ein Solenoid. Die Wirkung eines solchen
auf einen inneren Punkt ist gleich der Wirkung derjenigen magnetischen
Belegung der Endflichen, welche fiir alle dusseren Punkte mit dem
Solenoid #dquivalent ist, vermindert um eine in die Richtung der Axe
fallende Kraft, welche gleich ist 4x multiplicirt mit der auf die Léngen-
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einheit der Axe kommenden Stromstirke*). Um die Wirkung des
Rohrenabschnittes S auf den Punkt 4 zu ermitteln, konnen wir also
zunichst wieder die Strome ersetzen durch die #quivalenten Pole. Wir
erhalten dann ganz dieselbe magnetische Vertheilung wie in dem vor-
hergehenden Falle und die Wirkungen der Pole werden sich daher
auch jetzt wieder zerstoren. Es bleibt also nur iibrig die in die
Richtung der Solenoidaxe, also in unserem Falle in die Richtung einer
Kraftlinie fallende Wirkung. Um diese zu_berechnen, beachten wir,

dass auf die Strecke dm der Axe die Stromstérke ?lx— (9" — @), also

auf die L#ngeneinheit die Stromstirke % "’"d;"' - -4%. . g_:

kommt. Die elektromagnetische Wirkung der auf den Ringen vor-
handenen Stromungen iet somit in dem betrachteten Punkte 4 ge-

geben durch —g{-, sie ist also in der That identisch mit der Wirkung

der die Curven s durchlaufenden Strome ¢.

1L

Wir gehen nun iiber zu der Betrachtung der von den Stromen
i)y g, 83 . - . ausgetibten elektrodynamischen Wirkung. An der Stelle 4,
welche durch die rechtwinkligen Coordinaten z, y, # bestimmt werden
mdge, befinde sich ein Stromelement jds mit den Richtungscos. «, g, 7.
Wir denken uns in A einen magnetischen Punkt von der Masse 1,
und bezeichnen die Componenten der Kraft, welche von den Strémen
¢ auf diesen Punkt ausgeiibt wird, durch 4, B, C; die Componenten
der auf das Element jds ausgeiibten elektrodynamischen Wirkung sind
dann gegeben durch:
X =j(BC— yB)ds,
Y=jiyd— aC)ds,
Z =j(«B— B4)ds
In diesen Formeln ist der bekannte Satz enthalten, dass die
‘elektrodynamische Wirkung senkrecht steht gegen das Stromelement
.und gegen die durch seinen Anfangspunkt hindurchgehende Kraftlinie.
Die Formeln gelten unter der Voraussetzung, dass die Axen des
Coordinatensystems in der Reihenfolge z, y, # ein rechtliufiges Strahlen-
biindel darstellen. Die Determinante

a B vy
A B C
XY Z

*) Riecke, Pogg. Ann. 145 8. 218.
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ist vermbge der fir X, ¥, Z geltenden Werthe positiv, Folglich
bilden die Richtungen des Stromelementes, der Magnetkraftlinie und
der elektrodynamischen Kraft gleichfalls ein rechtliufiges Strahlen-
btindel. Legen wir eine menschliche Figur in die Richtung des Ele-
mentes, wenden wir das Gesicht derselben nach der Magnetkraftlinie,
so giebt die ausgestreckte linke Hand die Richtung der elektrodyna-
mischen Kraft an. lhre Stirke ist gleich

VX*+ Y2+ Z2e= jyY'A? 4 B? 4 C?sin (ds, m) ds.

Wir werden diese Sitze nun auf das System unserer ringformigen
Stromflichen in Anwendung bringen. Ihre elektromagnetische Wirkung
auf einen &usseren Punkt ist gleich der Wirkung der linearen Strome i.
Aus dem vorhergehenden Satze folgt, dass auch die elektrodynamische
Wirkung der auf den Ringen ausgebreiteten Strdmung auf ein ausser-
halb derselben befindliches Stromelement dieselbe ist, wie die Wirkung
der in den Axen der Ringe circulirenden Strome i,, 4,, 45 ... . Die
elektromagnetische Wirkung der auf den Ringen angenommenen
Stromung verschwindet im Inneren derselben; gleiches gilt somit auch
von der elektrodynamischen Wirkung auf ein beliebiges im Inneren
der Ringe liegendes Stromelement.

Wir lassen den Punkt 4, den Anfangspunkt des Elementes jds
auf einem beliebigen Wege der Oberfliche eines Ringes niher und
néher rticken; immer besteht zwischen den in demselben vorhandenen
elektromagnetischen und elektrodynamischen Wirkungen die zuvor ge-
gebene Beziehung. Diess wird auch dann noch der Fall sein, wenn
der Punkt A unmittelbar an die &ussere Ringoberfliche sich anlegt.
Die magnetische Kraftlinie, welche durch 4 hindurchgeht, ist dann
gleichzeitig eine Meridiancurve m des Ringes. Die Richtung der
magnetischen Kraft ist dadurch bestimmt, dass das Strablenbiindel,
welches durch die Stromrichtung p, die &ussere Ringnormale » und
die Richtung von m gebildet wird, der Ampereschen Regel entsprechend
ein rechtliufiges sein muss. Lassen wir nun die Richtung des Strom-
elementes jds zusammenfallen mit dersParallelcurve p, so beriihrt die
durch das Element und die magnetische Kraft gelegte Ebene die Ober-
fliche des Ringes. Es fallt also die Richtung der elektrodynamischen
Kraft in die Normale # und zwar nach dem vorhergehenden Satze in
die Richtung der inneren Normale. Da der Winkel (ds, m) bei der
angenommenen Lage des Elementes ds ein Rechter ist, so ergiebt sich
fir die Grosse der elektrodynamischen Wirkung der Ausdruck:

.. d@
]dS'd—'; .

Wenn der Punkt 4 und mit ihm das Stromelement jds auf die
innere Seite der Ringfliche tritt, so verschwindet die auf dasselbe
ausgefibte elektrodynamische Wirkung.

Mathematisobe Annalen. XXXII, 14
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IIL.

Wir wenden die vorhergehenden Sitze an auf die Elemente der
auf den Ringflichen vorhandenen Stromungen selbst. Grenzen wir auf
irgend einem der Ringe ein Element ab von der Linge dp, der
Breite dm, so hat der in demselben in der Richtung p laufende Strom

die Stirke Tl'— g—: dm. Wir denken “ns, dass der Ring aus einer

Membran von endlicher Dicke hergestellt sei, und nehmen an, dass
die Stromung sich nicht beschriinke auf seine Oberfliche, sondern ver-
theile {iber die ganze Dicke. Bezeichnen wir diese durch N, ein
Element der Normalen, welches im Abstand v von der inneren Ober-
fliche sich befindet durch dv, 8o kommt auf das Volumelement dp dm dv
die Stromstirke L a g

k4

= am N

Ist M die magnetische Kraft, welche das gegebene Stromsystem an
der Stelle des betrachteten Elementes ausiibt, so ist die elektrodyna-
mische Wirkung auf dieses letztere gleich

1 do ady
o= dm WP Am M

Nun ist M an der inneren Oberfliche, d. h. fiir v = O ebenfalls gleich
Null; an der &usseren fir v == N gleich g—z, somit kann an der

Stelle v gesetat werden
M=2 99
N dm
Die ganee elektrodynamische Kraft, welche auf das dem Oberflichen-
element dp dm enisprechende Stick des Ringes ausgesibt wird, ist dem-
nach gegeben durch

N
L2 dpam i [(vav = (S2) dpam.

Diese Kraft stellt sich also dar in der Form eines auf die Ring-
oberfliche mach innen 2u ausgeiblen Druckes, welcher besogen auf die
Fliicheneinheit den Werth besitst

1 (d2Y.
8x \dm

Die elektrodynamische Wechselwirkung der Ringe R,, R,, R, ...
selst sich susammen aus der Gesammiheit aller dieser Drucke; be-
trachten wir einen einselnen Ring R,, so ist die Wirkung der auf seine
Oberfliiche ausgeiibten Drucke dieselbe wie die Wirkung der elekiro-
dynamischen Fernkrifte, welche auf seine einselnan Elemente ausgesibl
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werden von den Ringen R,, R, ... und von den anderen Elementen
des Ringes R, selbst. 8Sind die Ringe starr, so setzen sich jene Drucke
gu denselben translatorischen und rotatorischen Kriiften zusammen,
welche auf der anderen Seite durch die Differentialquotienten des
elektrodynamischen Potentiales dargestelit werden.

Iv.

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt endlich in ein-
fachster Weise der Beweis des Kirchhoff’schen Satees. Es seien ge-
geben die Curven s; in denselben denken wir uns die galvanischen
Strome ¢,, 4,, t5 . .. circulirend und berechnen das elektromagnetische
Potential ¢ derselben. Wir umschliessen die Curven s durch die Ringe
R,, R,, Ry, ..., welche durch das Netz der sich kreuzenden Parallel-
und Meridiancurven erzeugt werden. Den Raum zwischen den Ringen
erfillen wir mit einer incompressibeln Fliissigkeit von der Dichte g,
welche im Unendlichen ruht; der constante Druck, welchen sie im
Unendlichen besitzt sei gleich Null. Befindet sich die Flissigkeit in
einer stationdren Stromung, deren Geschwindigkeitspotential gleich
dem elektromagnetischen Potential ¢ ist, so ist der Druck an einer
beliebigen Stelle gegeben durch

B j09\? 29\? 09 \?
G G+ G
An der Oberfliche eines Ringes ist somit der Druck gleich
p(do)?
) 7{»‘) )
d. h. entgegengesetzt gleich dem frither betrachteien elektrodynamischen
Druck, wenn wir die Dichte der Flassigkeit gleich - setzen.

Wenn also eine Fliissigkeit von der Dichte % m der a"yeyebenen
Weise durch die Ringe hindwrch in Circulation verselst wird, so iiben
die letsteren eine scheinbare Wechselwirfung auf einander aus, welche
der elektrodynamischen Wechselwirkung der entsprechenden auf den
Ringoberflichen ausgebreiteten galvanischen Stromungen enigegengesetst
gleich 1st.

Zusatz. In noch grisserer Allgemeinheit als von Kirchhoff
wurde der in Rede stehende Satz von William Thomson im Jahre
1870 ausgesprochen, wenn auch ohne Beweis. Seine in den ,,Pro-
ceedings of the Royal Society of Edinburgh for Feb. 1870 enthaltene

. 14*
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Mittheilang ,,On the Forces experienced by Solids immersed in a
Moving Liquid“ bezieht sich auf den Fall, dass in die Fliissigkeit
beliebige feste Korper mit und ohne Durchbohrungen eingetaucht sind.
Korper, welche nicht durchbrochen sind, oder durch deren Oeff-
nungen hindurch keine Circulation der Fliissigkeit stattfindet, erfahren
Wirkungen entgegengesetzt denjenigen, welche auf einen absolut
diamagnetischen Korper unter denselben Umstinden im elektromagne-
tischen Felde ausgeiibt werden.



Classification und Integration von gewohnlichen Differential-
gleichungen zwischen 2y, die eine Gruppe von Transformationen
gestatten.,

. Von
Soprus Lie in Leipzig.

(Die nachstehende Arbeit erschien zum ersten Male im Friihling 1883 im
norwegischen Archiv.)

In einer kurzen Note zur Gesellschaft der Wissenschaften in
Gottingen (3. December *1874) gab ich u. A. eine Aufzihlung aller
continuirlichen Gruppen von Transformationen zwischen zwei Variabeln
z und y. Ich lenkte ausdriicklich und stark die Aufmerksamkeit darauf,
dass sich hierauf eine Classification und eine rationelle Integrations-
theorie aller Differentialgleichungen

fl@yy ---y™) =0,
die éine continuirliche Transformationsgruppe gestatten, begriinden
lasst. Spater habe ich nun das hiermit scizzirte grosse Programm
mehr im Detail ausgefithrt. So gab ich in den Abhandlungen der
Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania (1874*)) eine rationelle
Methode zur Integration von linearen partiellen Differentialgleichungen
mit einer Reihe bekannter infinitesimaler Transformationen; hiermit
hatte ich dann gleichzeitig eine vollstindige Integrationstheorie von
gewohnlichen Differentialgleichungen

fzyy --- y™) =0
mit bekannien infinitesimalen Transformationen erhalten. Ich gab
ferner in mehreren Abhandlungen**) in diesem Archiv (1876, 78)
eine Darstellung von denjenigen Methoden, vermdge deren ich in den

*) Die betreffende Arbeit ist im Wesentlichen reproducirt in den Math, Ann.
Bd. XI.

**) Diese Abhandlungen sind theilweise (aber nicht vollstindig) in den Math.
Ann. Bd, XVI in neuer Bearbeitung reproducirt worden.
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Jahren 1873 —1874 alle continuirlicken Gruppen von Transformationen
einer zweifach ausgedehnten Manuigfaltigkeit bestimmt hatte.

Hiermit war indess keineswegs mein 1874 scizzirtes Programm,
selbst auf gewohnliche Differentialgleichungen zwischen z und y be-
schrinkt, zur Ausfihrung gebracht. Nicht allein hatte ich die an-
gekiindigte Classification noch nicht durchgefithrt, sondern es stand
auch noch zuriick nachzuweisen, einerseits, wie man entscheidet, ob
eine vorgelegte Differentialgleichung eine continuirliche Gruppe ge-
stattet, anderseits wie man diejenigen Differentialgleichungen in ratio-
neller Weise integrirt*), die zur Bestimmung der betreffenden Gruppe
dienen. Der Hauptzweck dieser Abhandlung ist, diese beiden wich-
tigen Capitel meiner Theorie eingehend zu entwickeln. Gleichzeitig
halte ich es fiir zweckmiissig, einige Theile meiner Theorie, die ich
allerdings frither schon im Wesentlichen gegeben habe, auf’s Neue und
mehr ausfitbrlich zn behandeln.

Im ersten Abschnitte fithre ich die von mir 1874 angekiindigte
Classification von gewohnlichen Differentialgleichungen, die eine con-
tinuirliche Gruppe von Transformationen zwischen z und y gestatten,
vollstindig durch. Ich betrachte successiv alle derartigen Gruppen,
reducirt auf canonische Formen, und bestimme die zugehdrigen in-
varianten Differentialgleichungen**). Darndth zeige ich, dass eine
beliebige vorgelegte Gruppe im Allgemeinen ohne Integration von
Differentialgleichungen und jedenfalls durch Integration einer Diffe-
rentialgleichung 1. O. auf ihre canonische Form gebracht werden kann.
Hierdurch gelingt es, alle bei einer beliebig vorgelegten Gruppe in-
variante Differentialgleichungen anzugeben***).

%) Siche die Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Chri-
stiania 1881, Siehe auch meine Begriindung einer Invariantentheorie der Be-
rithrungstraneformationen. Math. Ann. Bd. VIII, 1874.

*%) Die Gesichtspunkte der citirten Note filhren indess noch weiter. Man
kann u, A. jede Gruppe von Bervhrungstransformationen zwischen zyy auf ge-
wisse von mir bestimmte canonische Formen bringen, und darnach die zu jeder
canonischen Form entsprechenden invarianten Gleichungen angeben u. s. w.

##%) Als ich 1874 in meiner mehrmals besprochenen Note hervorhob, dass
auf meine Bestimmung aller Gruppen von Transformationen der Ebene eine

Classification aller Gleichungen f(zyy' . ..y™) == 0 mit einer Gruppe gegrindet
werden kann, hatte ich diese Classification noch nicht im Detail ausgefihrt. Ich
hatte die Mdglichkeit einer Classification, d. h. die Mdglichkeit der Aufstellung
der Typen aller Differentialgleichungen f==0, die eine Gruppe gestatten, er-
kannt. Die hierzu erforderlichen Rechnungen hatte ich aber nicht im Detail aus-
gefilhrt, und noch weniger publicirt. Indem ich dies ausdriicklich hervorhebe,
bemerke ich, dass der berilhmte franzdsische Geometer Halphen in seinen aus-
gezeichneten Untersuchungen iber Differentialinvarianten (Liouvilles Journal Bd. 2
(Serie 8) 1876, Sur les invariants diff., Thése, Paris 1878 u. s. w.) im Grunde
einen wichtigen, wenn auch sehr speciellen Theil meines Programms ausgefiihrt
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Im zweiten Abschnitte dieser Arbeit wende ich meine allgemeine
lingst publicirte Integrationstheorie von linearen partiellen Differential-
gleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen auf ge-
wohnliche Differentialgleichungen f(zyy - .- y™) =0 mit einer be-
kannien Gruppe an. Derartige Gleichungen kdnnen in zwei etwas
verschiedenen Weisen behandelt werden. Entweder kann man meine
allgemeine Theorie direct anwenden und muss dann successiv eine Reihe
vollstindiger Systeme aufstellen. Oder auch man fingt damit an, die
vorgelegte Gruppe auf ihre canonische Form zu bringen; dadurch er-
hélt f == 0 ebenfalls eine canonische Form; hierbei hat man nur ge-
wohnliche Differentialgleichungen zwischen zwei Variabeln zu be-
handeln. Die Entwickelungen dieses Abschnittes sind grosstentheils
nur als Beispiele und Illustrationen zu meiner alten allgemeinen Theorie
zu betrachten. :

Im dritten Abschnitte denke ich mir eine ganz beliebige Gleichung
f(xyy - -.) =0 vorgelegt und stelle die Frage, ob dieselbe infini-
tesimale Transformationen gestattet. Ist dies der Fall, so werden diese
Transformationen bestimmt durch gewisse lineare partielle Differential-
gleichungen erster und héherer Ordnung, deren Integration in den
meisten Fillen durch successive Quadraturen oder durch Integration
einer Riccatischen Gleichung 1. O. geleistet werden kann. Es giebt
nur zwei Fille, in denen die Bestimmung der infinitesimalen Trans-
formationen von f == O nicht in dieser einfachen Weise geleistet werden
kann. Wenn f = O eine Gruppe gestattet, als deren canonische Form
die allgemeine projective Gruppe der Ebene gewihlt werden kann, so
verlangt die Bestimmung dieser Gruppe im Allgemeinen die Integration
einer linearen Gleichung dritter Ordnung. Gestattet andererseits f =0
eine Gruppe, als deren canonische Form die Gruppe einer linearen
Gleichung *) gewihlt werden kann, so verlangt die Bestimmung unserer
Gruppe die Integration einer gewohnlichen linearen Differentialgleichung.

hat (siehe § 1, Nummer 3 dieser Arbeit) allerdings mit schdnen Anwendungen,
die mir theilweise ferner lagen. Halphen macht anfmerksam auf die Beziehungen
zwischen seinen Untersuchungen und Klein’s und meinen gemeinsamen friiheren
Untersuchungen tiber solche Curven, die eine infinitesimale lineare Transforma-
tion gestatten. Dagegen kannte er nicht meine anderen viel weiter reichenden
Arbeiten, insbesondere nicht meine Note in den Gdttinger Nachr., wie auch nicht
meine 1874 publicirte Theorie der Integration von linearen partiellen Differential-
gleichungen, die eine bekannte Gruppe von Transformationen gestatten,

*) Besonders merkwiirdig ist der Fall, dass die lineare Gleichung des Textes
in eine mit constanten Coefficienten sich umwandeln lisst. In diesem Falle ge-
schieht wiederum die Bestimmung der gesuchten inf! Transformationen durch
Quadratur; kann jedoch die besprochene lineare Gleichung mit constanten Coeffi-
cienten die Form y") =0 erhalten, eo ist die Integration einer Riccatischen
Gleichung 1. O. erforderlich.
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In weiteren Abschnitten gedenke ich einige verwandte Theorien,
die ich schon seit einiger Zeit im Detail ausgefilhrt habe, zu ent-
wickeln. Insbesondere werde ich meine Theorien auf solche Gleichungen
f(xy:--y™) =0 anwenden, in denen die Grisse y™—1 nicht vor-
kommt. Anderseits werde ich alle Gruppen von Beriihrungstransfor-
mationen der Ebene in canonischer Form betrachten, und ihre in-
varianten Differentialgleichungen aufstellen; hieran schliesst sich eine
rationelle Integrationstheorie solcher Gleichungen f == 0, die eine be-
liebige Gruppe von Bertihrungstransformationen gestatten.

Abschnitt 1.

Classiflcation aller gewohnlichen Differentialgleichungen
zwischen axy, die eine Gruppe von Transformationen zwischen
diesen Variabeln gestatten.

Bestimmen die Gleichungen

7, = f(zya a,- - - a)
Y =9 (zyaa,---a)
zwischen den alten Variabeln zy, den nemen Variabeln z,y, und den

Parametern a,a, - - - a, eine (continuirliche) Gruppe von Transforma-
tionen, so liefert eine Relation der Form

Q(fpd, -« b) =0
mit r 4 ¢ Parametern a, - - - a, b, - - - b, eine Schaar und zwar die
allgemeinste Schaar von Curven, deren Inbegriff die vorgelegte Gruppe
gestattet. Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe Transformations-
gruppe. Zu bemerken ist allerdings dabei, dass die r 4 ¢ Parameter
a;, by nicht simmtlich wesentlich zu sein brauchen®).

Wihlt man die Function Q in bestimmter Weise, so kann man
durch wiederholte Differentiation hinsichtlich z so viele Gleichungen
zwischen zy, den Differentialquotienten

oo &y
yo dz'

*) Die r 4 ¢ Parameter sind wesentlich, wenn eine beliebige Curve der

Schaar
Q@ydy - - - bg) =0

mit ¢ wesentlichen Parametern durch keine infinitesimale Transformation der
Gruppe in sich transformirt wird und auch nicht in eine benachbarte Curve
dieser Schaar dbergefithrt wird; giebt es dagegen ¢ unabhBingige infinitesimale
Transformationen der Gruppe, welche eine beliebige Curve der Schaar wiederum
in eine Curve der Schaar ilberfdhrt, so sind unter den r - ¢ Parametern
y - ag by .- De nur r 4 ¢ — ¢ wesentlich.
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und den Parametern a;b, bilden, dass es mdglich wird, diese Para-
meter wegzuschaffen, Hierdurch findet man in jedem einzelnen Falle
eine Differentialgleichung, die unsere Gruppe gestattet. Und offenbar
kann jede derartige Differentialgleichung in dieser Weise gebildet
werden. Diese Methode ist indess nicht zweckmissig, indem sie uns
keine Uebersicht ither die Gestalt und die Eigenschaften der betreffenden
Differentialgleichungen liefert. Zweckmassiger ist es, wie ich seit
1874 bei allen meinen Untersuchungen tiber Transformationsgruppen
zu thun pflege, die infinitesimalen Transformationen der Gruppe ein-
zufithren, und vermdge derselben die Bestimmung der betreffenden
Differentialgleichungen durchzufiihren.

Unsere Gruppe mit den » Parametern a; enthdlt nach mir r un-
abhéngige infinitesimale Transformationen*), etwa

o Bif =§&i(zy) ';;% + ﬂt(x.'l)%'
(=1,2-..7)

Bei einer solchen inf, Transformation erhilt 2 das Increment 3z =§;6¢,
y das Increment 8y == 7,d¢; gleichzeitig erhdlt y* ein Increment 8y,
y’ ein Increment dy” und tberhaupt y ein Increment dy®». Wir
werden diese Incremente berechnen. Es ist

dz—a—dy—dy-—‘%dz

3 _ 2 ay
at ét dx dxt
oder
dy dz
3y éz-d < — dy-d — Gn—ydi
3 = dz* dx
=0y e (On _ 08 __ 2 08 _
ox +Y (63/ ox y o0y e
Dementsprechend ist .
3y _ " —ydk o
aJt dz n

und iiberhaupt

y™ - an™N _ = gg
at dz

= n("‘).

*) Die infinitesimale Transformation, bei der 2 und y die Incremente
) Oz = {(zy) 3¢, 3y =(zy) st
erhalten, bezeichne ich immer mit dem Symbol
of L o
€55t 2y

.
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Setze ich nun

Bimf =& af +"I. +’7‘m 8f +--- 4+ ’2*‘"')73{:7»,
=127

so sind B,®f, B,m)f, ... B,mf die r infinitesimalen Transformationen
unserer Gruppe, aufgefasst als transformirend nicht allein 2y, sondern
zugleich die Differentialquotienten y . - . y™. Und also (Gotting.
Nachr. 1874, p. 537; Math. Ann. XVI, p. 462—463) bestehen

=1 Relationen von der Form

1-3
B (Bya) (f)) — Bym (B (f)) = 2 Cie BAmf,

in denen die ¢, Constanten &ind, die iiberdies von der Zahl m unab-
hiingig sind.
Soll nun eine Differentialgleichung *
flzyy - - -y™) =0

unsere Gruppe gestatten, so ist hierzu erforderlich und auch hin-
reichend, dass sie die r inf. Transformationen B;™f gestattet; denn
dann gestattet /= O jede infinitesimale Transformation Z¢; B, f der
Gruppe und also zugleich jede endliche Transformation derselben, die
ja durch Wiederholung einer inf. Transformation erzeugt werden kann.
Und dies kommt daraof hinaus, dass die » Gleichungen

1) & af+m ;+'7‘ma_y"+ ) ___,__.0

vermdge f==0 identisch bestehen sollen.

Die weitere Discussion stellt sich verschieden jenachdem r gleich,
kleiner oder grisser als m - 2 ist.

Nehmen wir zunéichst an, dass m 4 2 = ist. Dann ist zum
Bestehen der r Gleichungen (1) erforderlich, dass die Determinante

A= Ig‘n‘n‘(l) N ﬂ‘(ﬁ—’)l
verschwindet. Dabei kénnen wir vorliufig von dem Falle, dass A
identisch verschwindet, absehen, indem dies, wie wir spiiter zeigen,
nur ganz ausnahmsweise eintritt. Daher muss die Gleichung A == 0
vermége f==0 bestehen. Es ist anderseits nicht schwierig zu be-
weisen, dass die Differentialgleichung A = 0 immer unsere Transfor-
mationsgruppe gestattet. Fir eine synthetische Auffassung ist dies
unmittelbar evident. Ein Werthsystem zyy - - - y*—% gentigt namlich
der Gleichung A = 0 dann und nur dann, wenn dasselbe nicht ver-
moge der Gruppe in jedes benachbarte Werthsystem ibergefiihrt
werden kann. Wiinscht man einen analytischen Beweis, so bemerke
ich, dass ich fiir den Fall m = 1 schon einen solchen Beweis geliefert
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habe (sieche Math. Ann. Bd. XVI p. 475), dass ferner der Beweis fiir
einen allgemeinen Werth von m in ganz entsprechender Weise ge-
fobrt wird. Hierauf ndher einzugehen halte ich hier nicht fiir noth-
wendig. Ich bemerke nur, dass man im Folgenden bei jeder An-
wendung des betreffenden Satzes seine Richtigkeit leicht direct verificirt.
Wir wollen sodann annehmen, dass m 4 2 < r ist. Dann ist zum
Bestehen der Gleichungen (1) erforderlich, dass alle in der Matrix

& e - g

enthaltenen (m-}-2)-reihigen Determinanten gleichzeitig verschwinden;
und da dieselben nicht identisch gleich Null sein konnen, indem A
nach unserer Voraussetzung nicht identisch verschwinden soll, so
miissen die soeben besprochenen Determinanten, die offenbar ganze
Functionen der Grossen y® sind, einen gemeinsamen Factor (A) ent-
halten; dabei ist klar, dass diese Grosse (A) ebenfalls ein Factor von
A sein muss. Dies giebt uns nun zunichst den Satz:

Satz. Sucht man alle bei der vorgelegten Gruppe B.f--- B,f
invarianten Differentialgleichungen
fzyy --- y™) =0,
deren Ordnungssahl m nicht grosser als r — 2 ist, so muss man die
Determinante
A = Igf Ni ﬂ‘(‘) [P n‘('—’)l

bilden. Verschwindet dieselbe nicht identisch, so liefern thre Factoren
gleich Null gesetst die gesuchten Differentialgleichungen.

Als Corollar fliesst hieraus der Satz:

Gestattet eine Differentialgleichung m*r Ordnung f == 0 m 4 2
oder noch mehr wmfinitesimale Punkitransformationen, so kanwn man
ohne Beschrinkung annehmen, dass f eime ganse Function der Grissen
Yy ist.

Dieser Satz ist im Vorangehenden nur unter der Voraussetzung
erwiesen, dass die Determinante A nicht identisch verschwindet. Der-
selbe ist indess allgemein giiltig, wie wir spiter nachweisen werden.

Es eriibrigt noch alle bei der Gruppe invarianten Differential-
gleichungen f(zyy - .- y™) =0, deren Ordnungszahl m grésser als
r — 2 ist, zu finden, Dabei schliessen wir wie frither vorldufig den
Ausnahmefall A = 0 aus. Unter dieser Voraussetzung bilden die
r Gleichungen (1) nach meineni frither citirten Satze ein vollstindiges
System mit m 4 2 — r gemeinsamen Losungen. Sei zundchst
m 4 2 =r - 1, dann giebt es eine Losung ¢,, die durch Integration
" gefunden wird*). Dabei hingt @, nur von zyy .-. yr-V ab. Sei

*) Diese Integration kann immer geleistet werden, wenn die endlichen
Transformationen der Gruppe bekannt sind.
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darnach m 4 2 = r 4 2, dann giebt es zwei Lisungen, unter denen
@, die eine ist; die zweits Losung ¢, hingt von zyy - - - y) ab. Ist
m+4 2=r-43, so giebt es drei Losungen ¢,, @, und ¢;, welch’
letztere von zyy -..ytd abhingt. Fir einen beliebigen Werth
von m giebt es m — r 4 2 Losungen @,@, - - - Pm—ris. Es ist nun
leicht zu sehen, dass jedenfalls nur die beiden ersten ¢, nimlich ¢,
und @,, durch Integration bestimmt zu werden brauchen. Kennt man
¢, und ¢@,, so findet man die tibrigen ¢, folgendermassen durch
Differentiation.

Es ist die Gleichung '
9, —ap; +b=0
mit den beiden arbitriren Constanten g und b eine invariante Diffe-

rentialgleichung ' Ordnung. Differentiirt man nun hinsichtlich z,
so ist die hervorgehende Gleichung

d o, do,
dz —%az =0
oder die iquivalente
89
:z = G == dq’.
Py do,
dx

eine invariante Gleichung (7 - 1)' Ordnung mit einer arbitriren
Constante, ’
Also kann die Grdsse

dgy , do,
dx ° dz

als Grosse g, gewihlt werden. Dementsprechend kann

dg, , dgy
dxz ° dx

als Grosse @, gewihlt werden u. s. w. Dieses Bildungsgesetz zeigt,

dads @, hinsichtlich yi~+), dass @, hinsichtlich y+¥ linear ist u. s. w.
Satz. Jede bei der Gruppe B,f - - - B,f ivariante Differential-

gleichung, deren Ordnumg grosser als r — 2 ist, besitet die Form

Qg P9y -+ +) =0.

Zuletzt nur noch einige weitere Bemerkungen {iber invariante
Differentialgleichungen
flxy - -- y(?)) =0,
deren Ordnung ¢ nicht r — 1 ibersteigt. Nehmen wir wieder an,
_dass A nicht identisch verschiwindet, und sei A; ein Factor von A,



Ueber Differentialgleichungen, die eine Gruppe gestatten. 221

der von den Grossen zyy’...y—*— abhingt. Dann enthilt das
Integral von A;=0 s — ¢+ — 2 arbitrire Constanten:
9xya, ... _;3)=0,

d. h. die Gleichung A; = 0 hat co™——2 Integralcurven. Bei den Trans-
formationen der Gruppe werden diese Integralcurven unter sich ver-
tauscht, und zwar wird jede einzelne Integralcurve durch ¢ 4 2 unab-
hingige infinitesimale Transformationen der Gruppe in sich selbst
transformirt,

Ist insbesondere A, ein Factor von A, der die Grosse y™—® ent-
hilt*), so ist Ay =0 eine invariante Differentialgleichung, von deren
Integralcurven jede swei unabhiingige infinitesimale Transformationen
der Gruppe gestattet. Besitzt A keinen Factor A, der yr—® wirklich
enthilt, so heisst dies, dass es keine Curve giebt, die zwei und nur
zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe gestattet.

Betrachten wir endlich die invariante Differentialgleichung (r — 1)ter
Ordnung

Py = G,
deren arbitrire Constante g, einen bestimmten Werth erhalten hat.
Diese Differentialgleichung hat oo—! Integralcurven, die durch die r
unabhéngigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe unter sich
vertauscht werden. Also schliessen wir, dass jede Integralcurve durch
eine und nur eine infinitesimale Transformation der Gruppe in sich
transformirt wird.

In den drei ersten Paragraphen dieses Abschnittes betrachten wir
successiv alle Gruppen von Punkttransformationen der Ebene, indem
wir sie auf die von mir bestimmten canonischen Formen gebracht
voraussetzen. Fiir jede solche canonische Gruppe bestimmen wir die
zugehorigen invarianten Differentialgleichungen. In dem letzten Para-
graphen zeigen wir, wie eine beliebige vorgelegte Gruppe auf ihre
canonische Form gebracht wird.

§ 1.
Gruppen, die keine Differentialgleichung 1. 0. invariant lassen.

In meiner Aufzihlung aller Gruppen von Punkttransformationen
einer Ebene (Gottinger Nachr, 1874, Math. Ann. Bd. XVI) theilte ich
alle derartigen Gruppen in gewisse Hauptclassen, jenachdem die be-
treffende Gruppe keine, eine, oder mehrere Differentialgleichungen
erster Ordnung invariant ldsst.

In diesem Paragraphen betrachte ich jede Gruppe, die keine
Differentialgleichung erster Ordnung invariant ldsst, und bestimme

*) Die Form der Determinante A zeigt, dass A, hinsichtlich 4 ~2) linear ist.
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alle zugehdrigen invarianten Differentialgleichungen hdherer Ordnung,
- unter denen sich immer eine von zweiter Ordnung findet (welche durch
passende Coordinatenwahl die lineare Form y” = O erhalten kann).

Die betreffende Gruppe enthiéllt entweder acht oder sechs oder
fiinf Parameter. Sie ist &hnlich mit der allgemeinen projectiven Gruppe
der Ebene oder mit einer Untergruppe derselben, die sechs oder fiinf
Parameter enthiélt. Wir denken uns im Folgenden unsere Gruppen
auf die soeben genannten canonischen Formen gebracht. '

1. Jede funfgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung erster
Ordnung invariant ldsst, kann auf die canonische Form*)

0,4, %9, TP — Y4, Yp
gebracht werden. Die Determinante A erhilt fir diese canonische
Form den nicht identisch verschwindenden Werth:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

A=|0 =z 1 0 0 = 9y"3,
y —y —2y —3y" —4y”

y O _y12 _._3ny11 —4y1yur 3y"2|

Daher ist y” == O die einzige invariante Differentialgleichung, deren
Ordnung kleiner als vier ist.

Zur Bestimmung der Grdssen @, und ¢, bilden wir die folgenden
linearen partiellen Gleichungen, in denen wir, wie immer im Folgen-
den, y; statt y® schreiben:

Bf= 2L =0
Bof = g; =0
f-=a' +8y.
Bf=a:af ygg 2!11 8f 3y,aa;--~ 6ys—ai=0
2 of

5f‘= Yy T - yl ay‘ 3y|y2 ay (4y'y3+3y2 )
— (5919, 1 109,95) '5;“ — (6y,¥,+15y,y,+ 10%2) —8%% =0

*) Statt =— 3f und 68 f pflege ich zu schreiben p und g. So z. B. schreibe ich

zp — yq statt a:aif« —y g f , um die infinitesimale Transformation

8x=xd6t, Jy=— ydt
zu bezeichnen.
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und suchen ihre beiden gemeinsamen Losungen. Die drei ersten Glei-
chungen zeigen, dass ¢, und @, nicht von 2, y oder y, abhiingen. Die
beiden letzten Gleichungen erhalten durch Reduction die einfachere Form

B\f = 3y, 21 + 49, 5L +5y,5”’,,f + 6y 4L =0
B,f =3y, 2L + 109,95 2L + (159,9, 41099 2L = o.

Wir integriren Bbf == 0 in der gewdhnlichen Weise, filhren sodann
ihre Liosungen
35
Ya» O‘i‘f 3¥.94 — 595, @5 =39,’y, — e,y — 5 ¥**)
als neue unabhingige Variabeln in

B,f = By, +B4Oz +BA(’3‘%-O
ein und erhalten hierdurch dle Gleichung
392 o1 + 8o, oL + 120, 2L =0,
deren Ldsungen
[
Py = r @ “"""‘
! ;’; 2 %'

eben die gesuchten Grdssen ¢,**) und ¢, sind. Es bleibt nur iibrig,
die friher gefundenen Werthe der Grossen ¢, und @, einzusetzen. Man
bemerkt, dass @, linear hinsichtlich y, und anderseits ¢, linear hin-
sichtlich y, ist.

Da ¢, hinsichtlich y, irrational ist, so kann es zuweilen zweck-
missiger sein die Grosse ¢,° als @, zn wihlen. Eine #hnliche Be-
merkang lésst sich mehrmals spiter machen.

2. Jede sechsgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung
erster Ordnung invariant ldsst, kann die canonische Form

P, 4,29, Y9, =9, Yp
erhalten. Die Determinante A wird fiir diese canonische Form gleich

*) Die Grdsse ¢, erhiilt durch die Substitution ge == 8y,y, — 5y,* den Werth

10
0 = 39'ys — 169:9s 9. + - v

Es ergiebt sich spiter, dass die Gleichung ¢4 ==0 eine bemerkenswerthe geo-
metrische Bedeutung besitst.

#3) Man verificirt leicht , dass jede Integralcurve einer Gleichung g, == Const.
wirklich eine infinitesimale lineare Transformation unserer Gruppe gestattet. Ich
erinnere daran, dass Kletw und ich in einer gemeinsamen Arbeit die Theorie
dieser Curven eingehend entwickelt haben.
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10 0 ) 0 0
01 0 0 0 0
a0 1000 ~2400s
Yy 4 Y2 Ys ' Y, —34,9,)-
z0 —y, —2y, —3y, —4y,
¥y 0 —y? =399, —4y,ys —3y,® —5y,y, —109,y;

Es giebt daher zwei invariante Differentialgleichungen, deren Ordnungs-
zahl kleiner als fiinf ist, nimlich
y»==0, und 5y;> — 3y,y, = 0%).
Zur Bestimmung der Grdssen @, und ¢, miissen wir nach unseren

gewohnlichen Regeln sechs lineare partielle Differentialgleichungen
zwischen 2yy,y, ...y, bilden. Drei unter diesen Gleichungen

Bif=4L=0, Bf=2L—0, Bf=sl+2L—0

sagen nur aus, dass @, und @, von z, ¥ und y, unabhingig sind; die
drei tibrigen Gleichungen erhalten durch eine einfache R.eductmn die
Form

B,f= !lzdy."‘.’laayf;“l‘ +!/e_“‘=‘0
Byf = ysdf'l‘ .'Ic + +4!ls‘d‘f;‘=0
Bof =3y,* 'aéi + 103/2.'13 5-f— + (159,4,+10y,") 5 _a__

+ (21y,y, +35y3!/4) - =0.
Die Ldsungen von Bgf = 0, ndmlich

39,9, — 595> = o,
86 0
39575 — 50,9y — 3 9s° = 6y = 39,y — 159,93y, + 5 %°

70
39,95 — 103y3 — - 6,95" — 3bys! = 6, = 3y,’y; — 219, y;y;
5
+ 359,9,%y, — 8? v

fihren wir als neue Variabeln in die Gleichung B;f = 0 ein und
bringen sie hierdurch auf die Form

*) In der gewihlten canonischen Form besteht unsere Gruppe aus allen
projectiven Transformationen, bei denen die unendlich entfernte Gerade ihre Lage
behiilt. Die Integralcurven der Gleichung® 6y,* = 8y,y, sind alle Parabeln, d. h,
Kegelachnitte, welche jene Gerade bertihren. Jede solche Curve gestattet wirk-
lich zwei unabhiingige inf. Transformationen unserer Gruppe,
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0 2
20, af + 30, adf 40, acf 0.
Die entsprechenden Ldsungen, nimlich ‘

[ [ 7]

ol @

befriedigen als Grossen nullter Ordnung hinsichtlich y, y, . . . y, eben-
falls B,f = 0 und kdnnen daher als die gesuchten lnvnnanten @, und @,
Oy Oy

%-—;j“), P2 = g1

gewihlt werden. Auch jetzt sind @, und ¢, ganze Functionen von
¥,ys und dabei ist @, linear hinsichtlich y,, @, linear hinsichtlich y,.

. (]
3. Wenn eine achtgliedrige Gruppe keine Differentialgleichung
1. O. invariant lisst, so kann sie auf die canonische Form

p, 4, 29, Y4, =p, ¥p, 2’p + zyq, zYp + ¥*q

gebracht werden. Die Determinante A erhélt durch Ausfithrung und
einfache Reduction die Form

Y Ys Ys Ys Ys
0 y 2y 3y, 4y,
A=|0 3y, 10y,y; 15y,y,+10ys* 21y,y,+35y,y,|.
0 3y, 8y 1by, 24y,
00 6y, 30y,ys 60y,y,+40y,*

Zur Berechnung derselben subtrahirt man von den Gliedern der dritten
Reihe zuerst diejenigen der vierten Reihe, multiplicirt mit y,, und

darnach diejenigen der fiinften Reihe, multiplicirt mit y. ; dann ver-

schwinden alle Glieder der dritten Reihe ausgenommen das ]etzte und
es wird

Ys 2y, 3y,
3y, 8y, 1by,
0 6y, 30y,y,

A = — 2y,(99,’ys — 45 4,9, 9, +409,°)°,
sodass A nicht identisch gleich Null ist. Es giebt zwei invariante

4
A = (159,959, — 39,29, — 5-95°)

oder

*) Auch jetzt gestattet jede Integralcurve einer Gleichung @, = Const, eine
infinitesimale Transformation und gehdrt somit der von Klein und mir unter-
suchten Categorie an.

Mathematfsche Annalen. XXXII. 16
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Differentialgleichungen, deren Ordnung kleiner als 7 ist*), némlich
¥, =0 und
@ 99,*ys — 459,959, + 40ys* = 0.

Um jetzt die Grossen ®, und ®, zu berechnen, miissen wir nach

unseren gewdhnlichen Regeln acht lineare partielle Differentialglei-
chungen in den Variabeln zy y, . . . y; (den acht infinitesimalen Trans-

formationen p, ¢, g, yg, zp, a'p + 2Yyp, yp, zyp + ¥'¢ ent-
sprechend) bilden. Die drei ersten unter diesen Gleichungen

Bf=2L=0, Bf=2L—0, Bf=ull + -

sagen nur aus, dass ®, und &, von 2y und y, nnabh:inglg sind. Diejenige
Gleichung, die der inf. Transformation zyp - y?q entspricht, brauchen
wir nicht zu bilden; sie ist nimlich wegen der Relation

(yp, z*p+2yq) = 2zyp + ¥*q
eine Consequenz der ﬁbrigen. Die Grossen ®, ¢, sind daher bestimmt
als Functionen von y, 9, . . . ys durch die Gleichungen

Bf =t o+ 2L 4y gL =0

Bsf‘=!/33f + 2y, aayf +- +6ys—L=0

Bof =39, 2L + 89, 2L +15y, 2L + 249, 2L 435y, 2L
+48y1—i=0

Bif = 39." 5 + 109.9; 5, ay +(15yzy4+10ya’)

+ (213/23/5 +35!/sy4) + (28.'/zys+56.'/%!/5+35!/42) or
(36y,y,+84y3%+126y,y5) 7 —o.

Zur Bestimmung der gemeinsamen Losungeu &, und ¢, derselben
bilden wir zuerst die Losungen von Bg = f, nimlich

Y= 19,
0, = 3y, — 4y,’

2 1 =
03 = 39,°Y; — 5Ys0, — *32' ¥s* = 5 (99,*y; — 454,959, + 40y*)

*) Das Resultat des Textes war a priori evident. Denn es giebt ja nur
zwei Curven, die gerade Linie und der Kegelschnitt, die mehr als eine infinitesi-
male und lineare Transformation in sich gestatten. Halphen hat zuerst die
obenstehende Differentialgleichung (2) der Kegelschnitte wirklich aufgestellt.
Ebenso hat Halphen zuerst die spiiter aufgestellen Grdssen ®, und ®, berechnet.
[Ich erfahre nachtriiglich, dass schon Monge die Differentialgleichung der Kegel-
schnitte berechnet hat. Januar 1888).
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0, = 39,° !lc—831303—2031329z—i:lya“'3!lz"'ye—24yzz!/a.'/s+60!Izyaz!/4-40!ls‘

700 280
e = 99,'y;— 35950, — 140957 s — <~ ys° 0, — —— ¢°
1120

= 99,'y;— 1059,ys ¥ +420y2 Ys'Ys — 100y, y,3y, + ¥°
06 = 274,°Y;—48y, 05’—24'35% e,—16- 140!13’03—2800!/3492 "'8‘380.'13e

und fithren sie darnach zusammen mit y, als neue Variabeln in B,f=0,
B,f =0, Byf =0 und B,f =0 ein. Nun ist, wie man leicht sieht
By, =94,, BYs=y9;, Bior =lka;
By, =0, Byyy=1ys, Byo =i
also erhilt B,f =0 in den neuen Variabeln die Form

btk 20l 430l 4 60, 2L =0
und B;f =0 die Form

!Isa;+ 92 + +606_'=0

sodass B,f = 0 sich auf
of
A =0
reducirt. Ferner ist klar, dass Bf = 0 die Form

of

=0

0Ys

annimmt. Zuor Einfihrung der g, als Variabeln in B,f=0 bilden
wir die Ausdriicke

B, e, = 6y,%y,

B,y =0

B0, = — 39,%0; 1+ 20y,y5 0,

B, 05 = ¥, (—21¢,4350,%) + ¥,7y; - 1050,

B, s = ¥,*(—3605+3-126 0, 0) + ¥,y5(504 0,210 ¢,?);
also erhilt B.,f = 0 durch Division mit y,2 die Form

9216 2L 4 209, 2L 4 1050, 2L + (300, + 210¢,) 2L}

+{— 380, 2L +(—210,+350.) oL +(—3695+3-12se,os>§—;;=0,

welch letztere Gleichung sich wegen —yf- == 0 in zwei spaltet. Die ge-k

suchten Grossen ®, und @, sind daher bestimmt als Functionen von
@, 05 - . . g durch die drei Gleichungen
15°
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2?2af+39333:+ +690"£=’0
Cr=62L 4200, 7 + 1050, 7 + (5040, +2100) 2L
Df==—3osaa £ +(—2194+35oz’) +(—3605+3 1269203) dee ="

[unter denen die erste aussagt, dasa ®, und ¢, Functionen von den

Verhiltnissen der Grossen 024 o,*- .. g,,* sind].” Wir bestimmen die
Losungen von Cf = 0, namlich

5 2
03) Uy =0y — 5 02
35
Uy == 05 — 5~ 0203
176
Uy = Qg — —5 0" — 84,u,
und fithren sie als Variable in Df = 0 ein. Nun ist
Doy =0, Du, = — 3¢,, Duy = — 2lu,, Duy = — 36u,
und also erhélt Df = 0 durch Division mit — 3 die Form
0
oo 2L, ZLp 12 2L
Die entsprechenden Losungen sind
5 2
05, 6 =20yt — Tu? = 20,0, — 35 0,0,” — T (0, — 5 0,’)

6a 14
1= Qalhg— —o =ty — o~ u,®

245 36 b 28 5 3
=93(96—849394+ 3 02) 12(95—"2‘0203)(04“‘5022)'{";:(04“5922) .
Und da die gesuchten Grossen ¢, und ®, Functionen von den Ver-

héltnissen der Grdssen g,” g,,*l- .. 96& sind, so kdnnen wir setzen:

¢, =-2_
1 Q.g,

Hiermit ist diese Untersuchung zum Abschluss gebracht¥*).

[ ]
P, = —L .
2 9:3

*) Im Laufe dieser Abhandlung benutze ich hiufig den folgenden bekannten
Satz: ,,Bilden 4;f=0,..4,f=0 ein vollstindiges System in ;... 2, so kann

die Integration desselben folgendermassen geschehen. Man sucht die Ldsungen
P1...¢, , von A f=0; bildet sodann

af=0=tp Lt te, 50T

Sind die Verhiilsnisse der 4, ¢, nicht Functionen von ¢, . . . @, _, allein, s0 zerlegt
die Gleichung Asf = 0 sich in mehrere. Wir integriren eine beliebige unter ihnen

of

Pu—1
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§ 2.

Gruppen, die zwei und nur zwei Differentialgleichungen erster Ordnung
invariant lassen.

Im vorangehenden Paragraphen behandelten wir alle Gruppen, die
keine Differentialgleichung erster Ordnung invariant lassen, und be-
stimmten ihre zugehorigen invarianten Differentiaigleichungen hoherer
Ordnung. Jetzt erledigen wir dasselbe Problem fiir alle Gruppen mit
zwei und nur zwei invarianten Differentialgleichungen 1. O. Dabei
konngn wir nach meinen friiheren Untersuchungen (Gott. Nachr. 1874,
Math. Aun. Bd. XVI) annebmen, dass diese beiden Gleichungen 1. O.

eben sind

d dz 1
ylﬂ‘a—g—ﬂo, nnd ‘d—y_"y—'—"-';O,

und dass dementsprechend die betreffende Gruppe eine der folgenden
canonischen Formen besitzt:

a| |a P ¢! |al| |a
va| lvg q ve| |va| |ve
P zp+cyq, 'p | |¥a |¥4¢
¢l T T || s |»
va| | ¢ p+q¢ | |%TP| |%P
v*a| |ya| | zp+yg — #?
P |¥*q| 2p+9q

Wir werden der Reihe nach diese 9 Gruppen betrachten und ihre
zugehorigen invarianten Differentialgleichungen zweiter und hoherer
Ordnung bestimmen.

4. Zuerst betrachten wir die aweigliedrige Gruppe ¢, yg. Die
zugehorige Determinante

verschwindet identisch; dies beruht darauf, dass jede Curve (d. h. Gerade)
der Schaar z = Coust. bei der Gruppe invariant bleibt. Zur Bestim-
mung der invarianten Differentialgleichungen mter Ordnung

f(@yy; - Yn) =0
und fihren die entsprechenden Ldsungen ..., o etwa in A4,f=0 ein. Die

hervorgehende Gleichung Ay, % + -+« = 0 behandeln wir dann in analoger
1
Weise u. 8. w.
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bilden wir die beiden Gleichungen
9
—ag'ﬂo) yd;'l'yl ayf"l' +ym_=0

Ist m > 1, so ergiebt sich, dass f eine arbitrdre Function der Grossen

Bt In
Yo %
ist. Wenn dagegen m = 1 ist, so konnen die beiden Gleichungen
%= 0, y-- ay + yl =0

nur dann gleichzeitig bestehen, wenn y, — O ist; es ist ndmlich an
sich unméglich, dass f nur z enthdlt. Zu den hiermit gefundenen
invarianten Differentialgleichungen muss die Gleichung

It
Y

gefilgt werden. Dieselbe entgeht uns bei unserer Coordinatenwahl.
Dieselbe Bemerkung ist bei allen Gruppen dieses Paragraphen zu
machen,

5. Die zu der Gruppe p, g, yq gehorige Determinante
100
010
0y 9

verschwindet nicht identisch. Sie liefert die invariante Differential-
gleichung erster Ordnung y, = 0, wozu wie soeben die Gleichung

2 e0m fiigen ist.
Y1

A =

Die invarianten Differentialgleichungen f==0, deren Ordnung
grosser als 1 ist, werden bestimmt durch die Relationen

3: Oa—f—O,ya§+y.ayi+ +ym -

und somit ist f eine arbitrire Function von

H Y%, In
Y Y1 ’
6. Die zu der Gruppe p, ¢, yg, zp gehorige Determinante
10 O 0
01 O 0
A=loy gy w|T7U"
z 0—y —2y,
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verschwindet nicht identisch. Es giebt drei invariante Differential-
gleichungen, deren Ordnung kleiner als 3 ist, nimlich
‘l == =
=0, v 0, y,=0.
Zur Bildung der invarianten Gleichungen hdherer Ordnung
fzYy...yn)=0
bilden wir vier lineare partielle Differentialgleichungen, unter denen
zwei nur aussagen, dass f von z und y unabhingig ist. Die beiden
tibrigen Gleichungen

a,,-,+yz fto il =0

yzayf +2 .'Ia + +(m—1)yma =0

zeigen , dass f eine arbitrire Function von
-3
R T e 73
vyt o9’ y,"'“
ist.

7. Die zu der Gruppe p, g, zp + cyq gehorige Determinante

1 0 0
A=|0 1 0 = (c—1)y,
z ¢y (c—Ny

verschwindet identisch dann und nur dann, wenn ¢ =1 ist. Diesen
Ausnahmefall beriicksichtigen wir nicht in diesem Paragraphen, indem
die Gruppe p, ¢, zp + yq einfach unendlich viele Differentialglei-
chungen erster Ordnung, némlich jede Gleichung der Form
y, == Const.

invariant lasst. '

Wenn ¢ verschieden von 1 ist, so ldsst unsere Gruppe nur zwei
Gleichungen erster Ordnung, némlich

1

invariant. Die invarianten Gleichungen hoherer Ordnung f = O werden
bestimmt durch

o—0, % —0, c— 1y 2L +<c—2)u,af +- ot —m)yn 2L =0,

80 dass f eine arbitrire Function der Grossen

Y2 .. Ym
-2 o—m
c—-1 c—1

Y1 Y1
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sein muss. Diese Bestimmung bleibt auch daun giiltig, wenn ¢ gleich
" einer unter den Zahlen 2,3, ...m ist.

8. Die zu der Gruppe ¢, yg, y*q gehorige Determinante

01 0
A=|0 y Y
0 y* 2yy,

verschwindet identisch, indem jede Curve (d. h. Gerade) der Schaar
« = Const. bei unserer Gruppe invariant bleibt,

Zur Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen zweiter
und héherer Ordnung bilden wir die Gleichungen

g; 0, v, af+ +.’Im =0

w2+ 3y, 2L +(4y.ys+3yz’) T +.. =0,
deren Lﬁsungen sind

3 2
nh—g YA+ 39 — 4
2
Y1 N

Man verificirt leicht, dass ¢, (Siehe die Einleitung) eine Function von

P =2, Q= y P3=

dpy .
z, @, und —% ist, indem

dg
@3 = da;

ist. Jede bei der Gruppe ¢ yq y%q invariante Differentialgleichung
dritter oder héherer Ordnung hat somit die Form

f(‘”‘Pz ?: daz' )"’O

wo ¢, den obenstehenden Werth besitzt.*)

9. Die zu der Gruppe p q yq y*q gehorige Determinante

1 0 0 0
A 01 0 0 9.3
0y ¥ Y, 4

0 9?29y, 2yy,+2y,?

verschwindet nicht identisch; es giebt, wie man sieht, keine invariante
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Durch Rechnungen, die mit
denen der vorangehenden Nummer fast identisch sind, findet man zur

*) [Die Differentialinvariante ¢,, die schon bei Lagrange auftritt, spielt
in Schwarz’s schdnen Untersuchungen eine wichtige Rolle; Januar 1888.]
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Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen dritter und héoherer
Ordnung die Werthe

\ _3_ s
@ L Rl a9 __ 9°Ys — 491ty + 39’
1 Y ) Pp= dz X
und iiberhaupt
a* P4
P ="dg,

Die betreffenden invarianten Differentialgleichungen haben die Form
(@ ®;...0)=0.

10. Die zu der Gruppe p + ¢, zp + yq, 2*p -+ y’q gehorige
Determinante '

1 1° 0
A=z y .0 = 2(y—x)*y,
2y 2(y—2)y,

verschwindet nicht identisch. Die Gleichung
y—x=0
bestimmt eine invariante Cutve. Die invarianten Differentialgleichungen
zweiter und dritter Ordnung werden bestimmt durch die Gleichungen
of | of |
=t oy
of of of or
z,-—-l-y———— Y2 5ys — 295 5o 7Y =0,

Aty I t2(y—a)y, IL + @y —42),+ 29,7 — 29,) S
+ [(2y—62)y;+ 69,9, —64,] —%,f; =0,

von denen die erste uns lehrt, dass f die Grossen z und y nur in der
Combination % =2 — y enthidlt. Die beiden letzten Gleichungen
erhalten durch Einfilhrung von w als Variabeln statt  und y die Form -

of of of
% Y, ay’ - 2”3 'aE’ = O,

2uy, 2L+ [Buy,—29,1+ 29, 2L + [4uy, — 64,9, +63,] JL = 0.

Wir fithren die Losungen der ersten Gleichung, namlich

Yir Yy = ¥y, %Yy =103
als Variabeln in die letzte Gleichung ein; dies giebt

2y, af + B —29°+29)) 5, ,,,, + [4v,—6y,9,+ 6} §£=0.

Die entsprechenden Lésungen
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1

=3 1 _1
v Y, 2‘|‘2(!/1”+.'I| : =@y,

1 )
v9~? + 69, (.'/1’ + 4 ’) —6+y~) =9,
sind die gesuchten Grissen ¢, und ¢,. Es bleibt nur iibrig die Werthe
von v, und vy einzufithren.

11. Die zu der Gruppe p, ¢, yq, zp, y*q gehorige Determinante

1 0 0 0 0
01 0 0 0
A=0y Y. Yys “"4!/12(3/1!/3—‘:— yzz)
z 0 —y, —2y, —3y,
0 ¥ 29y, 2yy,+29° 2yy;-h6y,1. |

verschwindet nicht identisch. Es giebt ausser y, = 0 und _;T =0 nur

eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung nicht 3 iber-
steigt, némlich
2y,y; — 3y,* = 0%).
Zur Bestimmung der Grissen ¢, @, bemerken wir, dass sie als
Functionen der drei Grossen

-3

awy, _ Yo _ 4 %% 4 ; !I:'

G)] Wy == T gt T3 47
_ T _ !h!/l !h !h !Ia '
0, iz, y. —5H 22 49 L 17T _9 o

durch die (der infinitesimalen Transformahon zp entsprechende) Gleichung
B4f=‘yza;+ yaaf+33/4 af+4!/5 f =0
bestimmt sind. Nun ist aber
B,w, =2w,, B,w,=3w,,. Bw;=4w,
und also wird

.B‘f=0=2wl aaf+3w2 f +4w3§Q10fT.

Die Losungen dieser Gleichungen
= Y1 = s
P wl% r P2 = e
sind die gesuchten Grossen @, und g@,.
¥) Die invariante Differentialgleichung des Textes bestimmt alle Kegelschnitte

durch zwei gemeinsame Punkte. Diese Kegelschnitte werden durch passende
Coordinatenwahl alle Kreise der Ebene (oder alle Kreise einer Kugel).
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12. Die zu der Gruppe

P ayqzpyqap
gehorige Determinante

1 0 O 0 0 0
01 0 0 0 0
A 0y v Y, Ys Ys
z 0 —uy — 2y, — 3y, — 4y,
0 ¥ 29y, 2yy,1+2y? 2yy3+6y,y, 2yy,+8y,y;+6y9,°
2 0 —2zy, —4zy,—2y, —6zxy,—6y, —8zy,— 12y,

hat den nicht identisch verschwindenden Werth
A=—4y (2!/1.'13 — 3y
Es giebt daber ausser y, =0 und 7 == 0 nur eine invariante Diffe-

rentialgleichung, deren Ordnung kleiner als finf ist, die folgende
némlich:
2919 — 3y, = 0.
Die zu der Gruppe gehorigen Grossen ¢, und ¢, sind Functionen
von den frither (3) gefundenen Grossen

Wy = N3 — %’222*)

W, = 9, — 4nyn3 + 39,

wy =75 — 5nyn, — 471,° + 179,795 — Ip,?

W, =1y — 6mymy — 13m37m, + 27 9,°y, + 427,7m° — 8T,y + 369,°

und zwar geniigen sie (den Transformationen zp und z?p entsprechend)
den beiden Gleichnngen

Af=ny 2L 29, 20 4. +5m—’—-=-0

Bf= 2L 43y, af +6m 2L 4109, 2L 4159, 2L — 0.
Nun ist

Aw, = 2w,, Aw,=3w, Aw,=4w,, Aw, —=5w,,

Bw, =0, Bw, =2w,, Bw;=5w,, Bw, = 9w,
Daher sind ¢, und ¢, bestimmt als Functionen der ws durch die
Gleichungen .

24, af + 3w, f’f + 4w, af + 5w, 8L=.0

2w, -‘9—%+5w2—f+9w3-%=0
3
deren Losungen sind

*) Im Texte setzen wir dberall 7, statt %‘-
1
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4w,w. — bw,?
P= ey

4'0.‘104 — lSw.w,w,-{- 1510’3 .

P, =
0,
Fiihrt man hier die Werthe der Grdssen w; ein, so erhdlt man die
Ausdriicke von ¢, und ¢, als Functionen von den y;.

§ 3.
Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung erster Ordnung
’ invariant lassen.

Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung 1. O. invariant
lassen, konnen (Gottinger Nachr. 1874; Math. Annalen, Bd. XVI) auf
eine der folgenden canonischen Formen gebracht werden, wobei X;
eine Function von z, s und ¢ Constante bezeichnen. "

X9 | Xq X,q X q q
X.q . . . zq

X,'q X, q X.q z'q

X, q yqg (p+éeyq| p |zp+4cyq

q g1 q q
zq zq | zq zq
!
zrq [ rrq|rTq x'q
P yq| p p
zp+-[(r+Dy+at)g| p 22p+7ryq yq
zp |B*p+rxyq zp
z*p+rzyq
| | I
p yq
zp+yq il
zp

z’p+2zyq| |2*p+2Y9q
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Wir werden successiv diese canonischen Gruppen betrachten und ihre
invarianten Differentialgleichungen zweiter und hoherer Ordnung be-
stimmen.

13. Die zu der Gruppe p, zp 4+ ygq, z*p + 22yq gehorige

Determinante
1 0 0
A=z y = 2¢y?
z* 2zy 2y
verschwindet nicht identisch. Die invariante Gleichung 1. O.:
)
Y1

entgeht uns bei unserer speciellen Coordinatenwahl.
Die Grossen ¢, und ¢, haben als Losungen der Gleichungen

=0, y I —y, ;,a; 295 4 =0
a-!/i + % ayz =0
die Werthe
P1=29Y, — 9% P=19"Ys
14. Die zu der Gruppe ygq, p, zp, 2?p + 2yq gehorige Deter-
minante

1 0 0 0
0 y % Y2 2
b= z 0 — % — 2y, =291

~

2 zy y—=zy, — 3zy,

verschwindet nicht identisch. Die Gruppe lisst daher eine Gleichung
zweiter Ordnung und zwar y, = O invariant, was darauf hinauskommt,
dass die Gruppe eine projective ist.

Die Grdssen @, und ¢, befnedlgen die vier Gleichungen

gf 0, y + +.'/4W=0
+9 2L+ yzay,+ -+ 4y, 2L =0,

-y ,,yf' + 39, af + 8y, i—=0
und haben somit die Werthe

=M+33{1?h
P * i
Y Y%

— 3yny.—4yys® |
L 2 v
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15. Die zu der Gruppe X,q - - - X,q gehorige Determinante
0X, X, - X,
A=

0X, X, - X, -9
verschwindet identisch, da jede Curve (d. h. Gerade) der Schaar
z = Const. bei der Gruppe invariant bleibt. Zur Bestimmung der in-
varianten Differentialgleichungen

flzyyy - - Ym) =0
bilden wir die v Gleichungen

(4) X 6;+Xi' 3;+...+X‘(m)7a’£=0’

die nur wenn m > r — 1 ist, andere gemeinsame Li‘)sungen als z
besitzen kdnnen®*). Fir m = r ist, wie man leicht verificirt, ausser z
zugleich die Determinante

XX - X0

D= XX - X»
Y Y - Y
eine Losung. Wir kdnnen daher
=12, @,=D*)
setzen. Setzt man iberhaupt
x' X' .. X0 x'(r+v)

D; = XX' X(' n)x(»q-o
Y Y *°° Y= Yryi

so ist D; immer eine Losung der Gleichungen (4), dabei vorausgesetzt
dass m > r 4 4. Man kann daher
= D
setzen. s ‘
16. Die zu der Gruppe X,q - - - X,q yq gehorige Determinante A
" verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen f= 0
sind bestimmt durch die (r 4 1) Gleichungen

*) Der Schluss im Texte beruht darauf, dass die X, in dem Sinne un-
abh#ingige Functionen von « sind, dass keine Relation der Form X¢; X, =0 mit
constanten Coefficienten besteht.

**) Ist r=1, 80 giebt es unbeschriinkt viele invariante Differentialgleichungen
erster Ordnung, indem die invariante Gleichung D == f(z) von erster Ordnung ist.
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. of 2
Rl x o pxm o

v+ Lt v a”,,’;=o.

Dieselben haben (ausser z) keine gemeinsame Ldsung, wenn m < r.
Ist m =r, so giebt es eine specielle gemeinsame Losung, nimlich
die lineare und homogene Differentialgleichung

D=0,
wobei wir D in derselben Bedeutung wie soeben brauchen. Ist
m = r 4 ¢, so sind die Grossen
gD D D
DD D
Losungen unserer linearen partiellen Differentialgleichungen, und wir
konnen daher

. D, D;
P =2, %‘='Di, P =
setzen.
17. Die zu der Gruppe

X,q--- X.q, p-+ eyq (¢ = Const)
gehorige Determinante

1 ey &y, -+ Y
0 X, X/ - X0

0 X, X/ .- X,r)

verschwindet nicht 1dentxsch Ausser %— O giebt es keine invariante

Differentialgleichung, deren Ordnung kleiner als r ist*). Die Grossen
9,9, - - - sind Functionen von z, D, D;, D, - .- und geniigen dabei
der Gleichung

Bf + &Y af + + 8![,. __' =0
oder der iquivalenten
Bz - 4 BD. 20 | BD,. o+

*) Den Fall r=1 schliessen wir im Texte aus, indem es dann unendlich
viele invariante Differentialgleichungen 1. O. giebt (siehe § 4).
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wo Bz e==1 zu setzen ist. Zur Berechnung der Ausdriicke BD;
erinnern wir (Math. Ann. Bd. XVI p. 499) daran, dass die X; Rela-
tionen der Form

( X = Ay X:

X =1y X, + 2, X

5) 1 Xa = me + ‘1'32X +133 (4ix = Const.)
Xk == J.uX + 153X2+ A)Xk

L o . . ) -

erfillen. Daher ist, wie man durch Ausfithrung findet,

BD =+ 24+ -+ 4+ D =FkD
D= (- o o = =+« . )_l)‘..=]‘;1)l

BDi=(- - + - + + - + - )D‘Bk])‘
wo k eine Constante bezeichnet. Die gesuchten Grissen ¢, ¢, sind
daher bestimmt durch die Gleichung

2L+ kp 2D+

sodass

¢y =De**, @=2De*=, ... gia= Die*=

wird. )
Unter Nummer 15 gaben wir die allgemeinen Ausdriicke der

Grossen D;. Diese Ausdriicke konnen indess vermdge der Formeln

(5) wesentlich vereinfacht werden. Denn es ist

D,
i_‘=(4,,+ -+ h) D= Zin - D,

woraus
232
Diaag Q,

wo Q; eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten
von Yy, « + * Yr-1Yrts bezeichnet. Daher wird

22
Di=e oy +kany + - - 4+ Firm1 Yr1 + Firpi Yrgi)
und
Pit1 = e"'(ksoy +---4 ki,r—l Yr—1 + ka,r+¢ yr+.-).
Wir gehen hier nicht auf die einfache Berechnung der Constanten
ky ein*). Dagegen heben wir ausdriicklich hervor, dass die Con-

*) D =0 ist, wie wir gesehen haben, im vorliegenden Falle eine lineare ho-
mogene Differentialgleichung mit constanten Coefficienten. Es ist dabei klar,
dass diese Constante beliebige Werthe haben kdnnen.
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stante ¢ ohne wesentliche Beschrinkung gleich Null gesetzt werden
kann. .

Wir bemerken nur noch, dass sich unter den invarianten Diffe-
rentialgleichungen beliebig viele lineare und homogene mit constanten
Coefficienten finden. Denn wenn ¢, ¢, - - - beliebige Constanten be-
zeichnen, so stellt

ae+ e+ =0
immer eine solche Gleichung dar.

18. Die der Gruppe

X,q- - Xqyqp
entsprechende Determinante
1 0 0 .-.- 0
0 X, X/-.-- X\
e . )
0 X, X,/ --- X,»
O v v - 9

verschwindet nicht identisch. Es giebt ausser yi = 0 eine und nur
1

eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung r nicht iiber-
steigt, namlich

D = 0%).
Die Grossen ¢, @, - - - sind Functionen von z, D, D, - - ., bestimmt
durch die Gleichungen

ar of . of aD , of D
4w == %t tom e

of of of
O=y5y thgy + t¥ng—
Nun ist, da die X, darch Relationen der Form
X=X 44X, -+ X

verkniipft sind:

aD
d_z‘ = Di(4 + - - - + 4) = Dik,

woraus |

D, = e=(cioy + cayy + - - + Cir—1Yr—1 F Cirpi¥rii)
Hieraus ergiebt sich, dass wir

D D,
® =3 9’2=“Dl ete.

*) Ist r =1, 8o giebt es zwei invariante Gleichungen 1. O.: yl =0 und
1
D == 0. Diesen Fall schliessen wir im Texte aus.
athematische Annalen, XXXII. 16
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setzen konnen. Die ¢; sind Briiche, deren Zihler und Nenner ganze
und lineare Functionen (mit constanten Coefficienten) von yy,y,--- sind.

19. Die Determinante A der Gruppe

qgzq---2'qgp zp+ cyq
hat den Werth T ey

1 0 0 e e e e e e e e e 0
0 1 0 e e e e e e e e 0
0 z 1

0 z—! (r—12-2 ... r—1)...3.2.1 0
z ey (c—Dy - Cc—r—Dgpa (-5

d. h. es ist, wenn wir einen nicht verschwindenden Factor wegwerfen,
A= (c— 1y,
A verschwindet daher nur, wenn ¢ = r ist.
Ist c4=r, soist y, =10 (ausser -5— = O) die einzige invariante

Dlﬁ'erentmlglelchung, deren Ordnung r nicht #tbersteigt *). Die Grdssen
@, @, - - - sind (Nummer 15) Functionen von DD, - - - und erfiillen
iiberdies die Relationen

L =0, 2 +cy Lte—ny L+

Nun aber ist, wie man durch Ausfﬁhmng ﬁndet, indem man un-
wesentliche constante Factoren wegwirft, '

D=y, Dy=9yrp1, Dy =9yrys

Also wird
yr-l—l _ yr+8
P === 2——'_c r—z"'..
y_c_—T y To—r
r r

Zuriick steht noch der Ausnahmefall ¢ = r. In diesem Falle ver-
schwindet A identisch. Man findet, dass
_;_: =0, y,=Const.*), y,11=0
die einzigen invarianten Differentialgleichungen sind, deren Ordnung
r 4+ 1 nicht ibersteigt. Die Grossen ¢, @, sind Functionen von

Yry Yrg1y Yryz - oy

*) Auch jetzt soll der Fall r =1 ausgeschlossen sein.
**) Ist insbesondere r=c =1, so giebt es o! invariante Differential-
gleichungen 1, O, (siehe § 4).
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bestimmt durch die Gleichung

.
af
Yrtt ay ™ + 2942 5, — + 3y +-
Daher wird
P =y Pp=—FtL | =T epe ... .
? y:+l !I:-H

20. Die Determinante A der Gruppe

qzq---27'qgp ap+(ry+427)¢q
hat den Werth
A=yr(r—1)...3.2.1

und verschwindet somit weder identisch noch fiir specielle Werthe der
Variabeln. Ausser ?l— == ( giebt es daher keine invariante Differential-

gleichung, deren Ordnung r nicht dibersteigt. Die Grdssen ¢, ¢, sind
bestimmt durch die Relation

—1)---3. _3f___ of  __ of _ ... =
r(r—1) 3-2. Yrt1 ot 29,42 ore 0

und haben daher, wenn man zur Abkiirzung
rr—1)---3.2. 1= 2
setzt, die Werthe

20y, Soy,

DYy
Pr=Yr416 , Pr=1Yrts¢ , P3=YyYrse  etc.
21. Die Determinante der Gruppe

qzq---2'qyq p zp
hat den Werth:
A= YrYri4a.

Es giebt daher drei invariante Differentialgleichungen, deren Ordnung
kleiner als 4 2 ist, niimlich

L =0, =0, gpu=0%.

Y1
Die Grdssen ¢, @, - - - hiingen nur von ¢, yr41Yrt2 - -+ ab und er-
fillen dabei die beiden Gleichungen
Yr of t Y5, —t 9t a:i’ =0
Yr ay . +2~""*’ 8yfa +eee=0

*) Der Fall r =1 ist im Texto ausgeschlossen.
16*
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Sie besitzen somit die Form
[ )

Ye¥rgr o Y'Y
!I’»+1 T !/s.q.l ’
22. Die Determinante A der Gruppe

4 x¢, - 2'q, p, 2zp+ (r — 1)yg, z'p+ (r — D zyg
_ besitzt (wenn wir von einem nicht verschwindenden constanten Factor

@ =

absehen) den Werth: y,2. KEs giebt daher ausser yL == 0 nur eine

invariante Gleichung, n&mlich y,. = 0%), deren Ordnung r 4 1 nicht
iibersteigt. Die Grossen @, @, - - - sind Functionen von y, yny, - - -
und erfiillen dabei die beiden Gleichungen:

B =+ 1)t 44 + (4 3ot g+ o+ B) s gL =0
-+ Dy T T20+0n ,+3(r+3)y,+, T == .

Die Ldsungen der letzten (xlelchung sind
Yo "+ DYeYrta — (r + 2) grs = u
(r+ 192 yris— 3+ 1) (r +3) 9 Yrt1¥r13+2(r +2) (r+ 3) yopr = 1y

Fihrt man dieselben als Variabeln in Bf =0 ein, so kommt die
Gleichung

r+1y ;;'+2(r+3)u2—5+ 3(,-+3)u1_aauil=o

mit den Losungen

. %
P = 379
1
y, ™+

%y
P2 = —Jugm °
y, "

23. Die Determinante A der Gruppe
qgzq---2'qygpzp L'p+ (r—1) zyq
hat den Werth
A=y[(r+2) yrps — (¢ + D 9:Yr1s];
dabei ist vorausgesetzt, dass wir von einem constanten, nicht verschwin-
denden Factor absehen. Es giebt daher susser -;—' =0 nur zwei
invariante Differentialgleichungen, deren Ordnung r 4 2 nicht iber-

*) Der Fall # =1 soll im Texte ausgeschlossen sein.
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steigt. Die eine ist y, = 0*), die zweite kann auf die bemerkens-

werthe Form
1 ”
() =0
gebracht werden.
Die Grossen ¢, @, - - - unserer Gruppe sind Functionen von den

o: der vorangehenden Gruppe. Ueberdies erfiillen sie, der Trans-
formation yq entsprechend die Relation

yray +y"+1 ay +!I af “'=O;

daher konnen wir, indem wir die Symbole U, %y, Y, m derselben Be-
deutung wie in der vorangehenden Nummer gebrauchen, den Grossen
o unserer Gruppe die folgenden Werthe beilegen:

P=—y) P=ia
%

§ 4
Gruppen, die unendlich viele Diﬂerentialgleichnngen 1. 0. invariant
lassen.

Wenn eine Gruppe unendlich viele Differentialgleichungen 1. O,
invariant ldsst, so kann sie auf eine von den drei folgenden cano-
nischen Formen gebracht werden

. ¢ | [,
aptye| 2TV 1

Wir werden successiv diese drei canonischen Gruppen betrachten und
ibre invarianten Differentialgleichungen bestimmen.

24, Die Determinante A der Gruppe p ¢ zp + yq:
100
010
z y O

A=

verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen sind
bestimmt durch die Relationen

%“0, %=0 .'Izaf + 2y, aa; +3y4af+

*) Der Fall r=1 soll im Texte ausgeschlossen sein.
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Daher sind
y, = Const,, y, =20

die einzigen invarianten Differentialgleichungen, deren Ordnung 2
nicht tibersteigt. Die Gréossen ¢, @, - - - haben die Werthe

= - Y =_y4_....
P1=Y, P, v’ Ps3 v

25. Die Determinante A der Grupype g zp + ygq:
01
z Yy
verschwindet nicht identisch. Die Gerade x = O bleibt bei der Gruppe
invariant. Die Grossen @; sind bestimmt durch die Relationen

af of af of
2y =0 T — % g ay, — 29y 5,- — 39, v

und haben daher die Werthe:

Pr=Y,%, @, =y, Py=y,7°--
25. Wenn endlich eine Differentialgleichung die einzige infini-
tesimale Transformation p gestattet, so besitzt sie die Form

fYYYs -+ ym) =0.

Hiermit kennen wir canonische Formen aller Differentialgleichungen
zwischen z und y, die eine Gruppe von Transformationen zwischen z
und y gestatten.

A=

=z

=0

8§ 5.
Reduction einer beliebigen Gruppe aunf ihre canonische Form.

Wenn eine beliebige Gruppe von Transformationen zwischen z
und y vorgelegt ist, so ldsst sich immer, wie wir zeigen werden,
durch ausfilhrbare Operationen entscheiden, auf welche canonische
Form sie gebracht werden kann. Ist diese Bestimmung geleistet, so
verlangt die wirkliche Reduction der vorgelegten Gruppe auf ihre cano-
nische Form in den meisten Fillen nur ausfiihrbare Operationen; aus-
nahmsweise wird jedoch die Integration einer Gleichung 1. O. noth-
wendig.

Hieraus folgt, dass die Bestimmung der zu einer beliebigen Gruppe
gehorigen invarianten Differentialgleichungen im ungiinstigsten Kalle
die Integration einer Gleichung 1. O. verlangt.

26. Wir zeigen in dieser Nummer, wie man durch ausfithrbare

Operationen entscheidet, auf welche canonische Form eine vorgelegte
Gruppe gebracht werden kann,
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Man bestimmt zuerst durch Determinantenbildung, ob es keine,
eine, zwei oder unendlich viele invariante Differentialgleichungen 1. O.
giebt.

Existirt keine solche Gleichung 1. O., so hat die Gruppe 5, 6
oder acht unabhiéngige infinitesimale Transformationen. In jedem von
diesen drei Fallen giebt es nur eine entsprechende canonische Form,
so dass eine weitere Discussion iiberfliissig wird.

Giebt es zwei und nur zwei invariante Gleichungen 1. O., so fragt
es sich zunichst, ob A identisch verschwindet oder nicht. Verschwindet
A nicht identisch, so hat die Gruppe 3, 4, 5 oder 6 unabhingige
infinitesimale Transformationen, und dabei ist die canonische Form
vollstindig bestimmt, wenn die Zahl der inf. Transformationen gleich 5
oder 6 ist. Entbidlt unsere Gruppe drei infinitesimale Transformationen
B, f, B,f, B,f, so kann sie entweder die canonische Form p, ¢, zp+4-cyq
oder die canonische Form p 4 g, 2p + yq, #*p + y*q erhalten. Diese
beiden Fille lassen sich dadurch charakterisiren, dass die inf. Trans-
formationen (B;B;) im ersten Falle eine zweigliedrige Untergruppe
bestimmen, wihrend sie im letzten Falle eine dreigliedrige Gruppe,
namlich die urspriingliche Gruppe liefern. Enthilt unsere Gruppe vier
infinitesimale Transformationen, so kann sie entweder die canonische
Form q yq p zp oder die Form g yq y?q p erhalten; diese Fille
lassen sich dadurch charakterisiren, dass die (B;B;) im ersten Falle
eine zweigliedrige Untergruppe, im zweiten eine dreigliedrige Unter-
gruppe liefern. Verschwindet A identisch, so kann die Gruppe ent-
weder auf die canonische Form ¢, yg, oder auf die canonische Form
d, Y4, y*q gebracht werden. Die Zahl der unabhiingigen infini-
tesimalen Transformatfonen entscheidet, welcher Fall vorliegt.

Jetzt setzen wir voraus, dass eine vorgelegte Gruppe B,f - - - B,f
eine und nur eine Gleichung erster Ordnung

of of

invariant Jiasst. Unter den infinitesimalen Transformationen k, B, -----
-+ k, B, giebt es einige, etwa ByOf, die eine Relation der Form

BOf = qu(zy) Af
erfilllen; denn es giebt ja jedenfalls » — 3 inf. Transformationen, die
jede Integralcurve von Af= 0 invariant lassen. Wir haben also
4 wesentlich verschiedene Moglichkeiten zu beriicksichtigen: a) Be-
_ friedigt eine jede inf. Transformation B:f eine Relation der Form

Bif = gi(zy) Af,
8o kann die Gruppe entweder auf die canonische Form Xq--- X.q
oder auf die Form X g --- X,q yq gebracht werden. Das erste tritt
ein, wenn alle (B;B;) =0 sind. Die zweite Hypothese findet statt
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wenn die (B;B;) nicht simmtlich verschwinden. b) Giebt es unter
den s Ausdriicken B;fs—1, etwa B,°f... BY,f, die eine Relation

BOf = qu(zy) Af
erfiillen, so bilden die s— 1 Transformationen By0f eine Untergruppe,
die der Categorie (a) angehort. Verschwinden alle (B9 B,®), so hat
die Gruppe B:f die canonische Form X,q ... X,q p 4 syq, wo ¢
ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden kann. Verschwinden
die (B9 B,®) nicht simmtlich, so ist X,qg--- X,q yq p die ge-
suchte canonische Form. c¢) Giebt es s — 2 Ausdriicke B,Of, die
eine Relation .
BOf =g - Af

erfilllen, 8o bilden die Transformationen (B;B:;) eine Untergruppe,
die der Categorie (b) gehort. Eine zweite Untergruppe bilden alle
B)Of. Verschwinden die (B B;®) nicht simmtlich, so hat die
Gruppe die canonische Form ¢ zg---2~'q yq p zp. Verschwinden
dagegen alle (B B)°), so kann die Gruppe entweder die Form
qzq---z p zp+Kyq oder die Form gzg---2™1q p 2p+ (ry+27)q
erhalten. Um zwischen diesen beiden Moglichkeiten zu entscheiden,
bildet man die Determinante A, Ist A ein nicht identisch ver-
schwindender Differentialausdruck (s — 2)tr Ordnung, so hat unsere
Gruppe die canonische Form

g zg---2'q p 2p + Kyq
K7
Verschwindet A identisch, so hat die Gruppe ebenfalls die eben
hingeschriebene Form, nur mit dem Unterschiede, dass K = r ist.
Wenn endlich A eine nicht identisch verschwindende Function von z,
y und g’ ist, so kaun unsere Gruppe die canonische Form

g zg---@lgpap+(ry+2) g
erhalten. d) Giebt es s — 3 infinitesimale Transformationen By, so

sind vier verschiedene Fille moglich. Ist s =3, so kann die Gruppe
die canonische Form

p zp+yq &*p 4 2zyq
erhalten. Ist s =4, so ist
yq p xp =*p + zyYq
die gesuchte canonische Form. Ist s > 4 und ist dabei jedes
(B B;) = 0, so ist
qzq---2'gp, 22p+ (r—N)yq, @’p+ (r — 1) zyq

die gesuchte canonische Form. Sind dagegen die (Bi® By®) nicht
simmtlich Null, so kann uusere Gruppe die canonische Form



Ueber Differentialgleichungen, die eine Gruppe gestatten. 249

g zg---27'q, y¢, p, zp, @’p+ (r — 1) 2Yq
erhalten. ’

Wenn endlich eine vorgelegte Gruppe unendlich viele Gleichungen
erster Ordnung invariant ldsst, so kann sie auf eine von den drei
Formen

¢ ¢ Ptceys; paxptyg
gebracht werden. Die Anzahl der unabhingigen inf. Transformationen
entscheidet, welcher Fall vorliegt.

Also ist es uns wirklich gelungen, durch sehr emfache, immer
ausfilhrbare Rechnungen zu entscheiden, welche canonische Form eine
vorgelegte Gruppe besitzt.

27. Hat man nach den soeben entwickelten Regeln die zu einer
beliebig vorgelegten Gruppe gehorige canonische Form bestimmt, so
stellt sich die Frage, wie die Ueberfilhrung auf diese Form wirklich
geleistet wird. Ich gebe eine kurzgefasste Erledigung dieser F'rage.

Betrachten wir zunichst ein einfaches Beispiel. Sei B,f...B,f
die vorgelegte Gruppe und p,, g,, %, p,, ¥, ¢, ihre canonische Form.
Bilde ich dann die (B;B:), so erhalte ich eine zweigliedrige Unter-
gruppe, die tiberdies in der viergliedrigen invariant ist. Sei B, B,
diese Untergruppe. Ich bilde die Gleichungen

(¢y B, + ¢, B,, By) =k, (¢, B, + ¢, B,)
(¢y By + ¢ By, By) = ky(¢, B, + c,B,),
in denen ¢, c,k k, Constante bezeichnen sollen. Das Verhiltniss

% wird bestimmt durch eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln

ich ohne Beschrinkung gleich O und oo setzen kann. Alsdann sind
B, und B, die beiden einzigen invarianten Transformationen unserer
Gruppe; sie entsprechen daher p, und g,. Darnach wéhle ich By und
B, 80, dass die folgenden Relationen bestehen:

(ByBy)=B,, (B,B,)=0, (B,B,))=B,, (B,B;)=0, (B;B,)=0.
Setze ich sodann

Bi=§p+ma=p, By=%pr+me=4q,

By =§&p+ ma=ap, B,=¥p+ e =%%,
so finde ich

B hm R
Durch Einfithrung der hiermit bestimmten Variabeln z;y, erhilt die
vorgelegte Gruppe B;f ihre canonische Form.
Als zweites Beispiel betrachte ich eine dreigliedrige Gruppe

B,f B,f Byf, die auf die canonische Form ¢, z,¢, y,q, gebracht
werden kann. Ich bilde die drei Ausdriicke (B;B:), die eine zwei-
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gliedrige Untergruppe, etwa B,°B,° bilden. Dabei kann ich ohne
Beschrinkung annehmen, dass B,° B,° und B; unabhingige infini-
tesimale Transformationen unserer Gruppe sind; durch Multiplication
von B; mit einer zweckmilssigen Constante erreicht man, dass Rela-
tionen der Form

(BloBzo) =0, (B,°B3) = Bio’ (B,"B;,) = Bzo
bestehen. Sodann setze ich
Bl=§p+n9=4q
B = §,p 4+ 1,9 = 2,9,
B =&p+ 039 =19,9,
woraus durch Elimination von ¢,
& —z&)p+ (1, —2m)g=0
EG—wnéE)p+ (—ym)g=0

und
e.=
=
E_Eo__&
h ="

folgt. Hiermit kennen wir eine Punkttransformation, vermdge deren
unsere Gruppe auf ihre canonische Form gebracht wird.

In den beiden vorangehenden Beispielen hat die Reduction der
vorgelegten Gruppe auf ihre canonische Form weder Quadraturen noch
Integrationen von Differentialgleichungen, sondern nur Differentiationen
und andere ausfithrbare Operationen verlangt.

Als drittes Beispiel betrachten wir eine dreigliedrige Gruppe
B, B, B; mit der canonischen Form g zq p. Wir bestimmen wie
in der vorangehenden Nummer die invariante Gleichung 1. O.:

Af=X -%; +Y % und suchen darnach alle infinitesimalen Trans-
formationen BY, die eine Relation der Form

BSf = qu(2y) Af
erfillen. Wir wollen annehmen, dass B,f und B,f solche sind. Dann
kann ich ohne Beschrénkung voraussetzen , dass die folgenden Rela.-
tionen bestehen:

(Bs Ba) =0, (BzBa) = B,, (Bx 2) =0.
Alsdann setze ich
B, ‘=§1P+’hq=m
B, = §p + 1,9 = 2,4,

By =&p + mq=n
woraus zunichst
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2, — & _
T E :
hervorgeht. Die Grosse y, ist eine Lﬁsung der Gleichung
(&) F—o=t L4 L

und diese Gleichung gestattet die bekannte infinitesimale Transformation
¢, = £, + 1,q; daher findet man ohne weiteres einen Integrabilitats-
factor und fiir y, den Werth

— [ 5dy—mdzx
51 Ns— &
Als viertes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe

B, B, mit der canonischen Form g¢,, #,p, + y,4,- Wir konnen ohne
Beschrinkung annehmen, dass (B, B,) = B, ist. Wir setzen

B=Xp+ Yg=gq,
B,=X,p+ Y, ga=2zp, + %14,
Dann ist z, eine Losung der Glelchung
of
==X+ %]

mit der bekannten infinitesimalen Transformatlon B,f. Also ist der

Ausdruck
X,dy— Y,da

W= |X7Y,-YX,

eine Function von z, und zwar, wie wir jetzt zeigen, gleich log z,.
Es ist nach meinen bekannten Formeln

(@12) =0, @»n+%49, %) ==z

das heisst
[/ 0
X, 3:' +Y(3—;‘=07 X, g:‘ + Yz%‘?““zl’
woraus
(X, 7, — X, X)) 288 — _ ¥,
(X,Y,— X, ¥,) i‘%;“' = X,
und X,d Y,d
- X,dy — Y,dz
g5 — [ XI=XT:
folgt, wie behauptet wurde. — Zur Bestimmung von y, bilden wir

die Gleichungen
@y) =1 @o+9a,.9) =y
oder die dquivalenten

a!ll_l_Y ayn=1’ 3!l|+Y2il_|_=yl

283
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und hieraus die Relationen
(XY, — X, 7)) %% 4 Yy, =X,
(X, Y, — X, ¥) %% — Xy, = — X,

vermoge deren y, durch zwei successive Quadraturen bestimmt wird.

Als fiinftes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe
B, B, mit der canonischen Form g¢,, y, ¢,. Dabei konnen wir an-
nehmen, dass (B, B,) = B, ist. Wir setzen

B, =Xp+ Yg=gq
B, = X,p+ Y,q=y9,q,

xl Yl
Wex Ty

Die Grosse z, ist eine ganz beheblge Lt')sung der Gleichung
! az + Y, 1 "— =,

deren Integration somit erforderlich 1st.
Sei jetzt iiberhaupt B, ... B,,

Bf=X2 v 2
eine beliebige vorgelegte Gruppe und C, ... C

Cif = gi a of + ’7‘
ihre canonische Form, die nach den Regeln der vorangehenden Num-
mer bestimmt wird. Wir konnen in jedem einzelnen Falle die B,f
derart wahlen, dass die r Gleichungen

Bif""olf) B,f=02f, .. B,f=0C\f
bestehen konnen. Konnen diese Relationen zwischen zyp g und
Z, ¥, P, 4, hinsichtlich z, y, aufgelost werden, so ist hiermit die gesuchte
Punkttransformation gefunden. Ist eine solche Auflosung unmoglich
so bildet man zundéchst die Ausdriicke
Cizy Ciyy,

die bekannte Functionen von z, und y, sind und setzt sodann

Bay=X22 1 ¥, "’”' = Caz,,
By, =X 20 "5" + Y 3% = Ciy,.

woraus

Dies giebt 2¢ Differentialgleichungen l. 0. zwischen z, ¥, y und z,
die im Allgemeinen zur Bestimmung von 'z, y, durch Quadratur ge-
niigen. Nur wenn die canonische Form die eine von den drei
folgenden ist
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%5 &Y% Q9D Y,
ist die Integration einer .Differentialgleichung 1. O. nothwendig.
Wenn cine belicbige Gruppe von Transformationen swischen x und y
vorgelegt ist, so entscheidet man suerst durch Differentiation, auf welche
canonische Form sie gebracht werden kann. Ist dies geschehen, so ver-
langt die Reduction auf diese canonische Form im Allgemeinen nur
ausfiihrbare Operationen. Nur wenn die belreffende Formy eine von
den folgenden ist,
&G 9% 9,999’0
wird die Integration einer Gleichung 1. O. nothwendig.

28. Sucht man alle bei einer beliebig vorgelegten Gruppe zwischen
z und y invarianten Differentialgleichungen, so bringt man die Gruppe
zuerst auf ihre canonische Form und stellt sodann ohne weiteres die
betreffenden Differentialgleichungen auf.

Dies giebt den folgenden Satz, der die wichtigsten Ergebnisse
dieser Abhandlung resumirt.

Ist eine gans beliebige continuirliche Gruppe von Transformationen
ewischen x und y vorgelegt, so findet man alle invarianten Differential-
gleichungen ohne Integration von Differentialgleichungen, wenn die Gruppe
mehr als drei infinitesimale Transformationen enthilt. Giebt es drei
inf. Transformationen mit der canonischen Form q yq y*q oder swei
inf. Transformationen mit der canonischen Form q yq oder endlich nur
eine inf. Transformation, so wird die Integration einer Gleichung 1. O.
nothwendig. In allen anderen Fillen geniigen Differentiationen und
Quadraturen.

In diesem Satze wird vorausgesetzt, dass nur die infinitesimalen
Transformationen der vorgelegten Gruppe bekannt sind, Kennt man
zugleich die endlichen Transformationen dieser Gruppe, so kann man
immer, auch in den drei Ausnahmefdllen, die zugehdrigen invarianten
Differentialgleichungen ohne Quadratur oder Integration angeben.

Januar 1883.

Abschnitt II.

In dem vorhergehenden Abschnitt bestimmte ich die Form aller
Gleichungen
@99 ym) =0,
die eine continuirliche Gruppe von Transformationen gestatten. In
diesem zweiten Abschnitt entwickele ich die allgemeine Integrations-
theorie aller derartigen Gleichungen, indem ich meine allgemeine
Integrationstheorie von linearen partiellen Differentialgleichungen mit
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bekaunten infinitesimalen Transformationen fir die betreffenden Bei-
spiele im Detail durchfiihre,

Dieser Abschnitt zerfdllt in mehrere Paragraphen, deren jeder
sich an einen bestimmten Paragraphen der ersten Arbeit als Fortsetzung
anschliesst.

8 1
Integrationstheorie von Differentialgleichungen mit bekannten
infinitesimalen Transformationen der Form
X(@)p + Y@)q-
In diesem Paragraphen integrire ich successive alle Differential-

gleichungen 2tr und hoherer Ordnung mit einer bekannten Gruppe,
deren infinitesimale Transformationen simmtlich die Form

X(z)p + Y(y)q
besitzen. Es wird dabei vorausgesetzt, dass die betreﬁende Gruppe

keine anderen Differentialgleichungen 1. O. als y’ = 0 und —7 =0 in-
variant ldsst.

1. Gestattet eine Differentialgleichung m‘e Ordnung die Gruppe
¢, yq so ist sie, wenn wir =* y, = 4 setzen, reducibel auf die Form

du a™ 3y )
Q xuﬁ"'dxm_’ =

Man integrirt diese Gleichung (m — 2)tr Ordnung und erhilt hierdurch
eine Relation mit m — 2 Constanten

Y =W[f(za,...an-s),
aus der durch wiederholte Integration

f/(z)dz

_fd fi@ae

2. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe
P, ¢, Y4, so ist sie, wenn wir

Y Y
Y *s Y v

setzen, reducibel auf die Form

Q uvig . )—0

hervorgeht.
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Durch Integration dieser Gleichung (m — 3)t¢* Ordnung erhilt man
eine Relation mit m — 3 Constanten
(1) f_:‘:“;%ax"'am—s)goi
die wir auch folgendermassen schreiben kdnnen

: —d? Y ) G- )= 0
Man erhilt daher jedenfalls durch eine Quadratur eine Gleichung,
y, =y, F(z), die nach den Regeln der vorangehenden Nummer durch
zwei Quadraturen integrirt wird.
Nach der soeben angegebenen Methode verlangt die Integration
einer Gleichung der Form

@ 3= F()

drei und zwar drei successive Quadraturen. Ich entwickele jetzt in
Uebereinstimmung mit meinen alten Integrationstheorien eine etwas -
andere Methode, die allerdings ebenfalls drei Quadraturen, nicht aber
drei successive Quadraturen verlangt. Die Gleichung (2) ist iquivalent
mit der linearen pa.rtiellen Differentialgleichung

Af = +y1,,;+yzaf+y, f =0,

welche die drei 1nﬁn1teslmalen Transformationen

B,f=3L, Bzf=§§, Bf=y-] +y, ay‘+yaay.

gestattet. Jetzt kann man in swe: Welsen ein dreigliedriges voll-
stindiges System. mit einer bekannten infinitesimalen Transformation
bilden. Einerseits gestattet nimlich das vollstindige System

Af =0, B,f=0, B,f=0
die infinitesimale Transformation Byf und daher (Math. Ann. Bd. XI)
hat die diquivalente totale Differentialgleichung
y Fdy, —y,dy, =0

einen bekannten Integrabilititsfactor, n&mlich 27» wo

1 v v yF
10 0 O
—y.? —g?F.
A=lp1 0 o |T¥—WF
Oy v ¥

Dies liefert ein Integral von Af = 0 nimlich

Y Fdy, —y,d%
3) f Vg i = Const.
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Anderseits aber gestattet das vollstindige System
Af =0, B,f=0, Byf=0
die bekannte mﬁmtes:male Transformation B, f und daher liefert meine
alte Theorie auch das Integral
f (y* ¥ — !I:')dz'l‘ Y23y — Y139, = Const.
— 9

von Af =0. Aus den belden hiermit gefundenen Integralgleichungen
erhilt man durch Aufldsung y, als Function von z, und darnach durch
eine neue Quadratur y als Function von 2.

3. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe
P, 4, xp -+ cyq, wobei die Constante ¢ von Null und 1 verschieden
sein soll, so kann sie, indem wir

Y
@y = ,'_, Pp = f’_,
!In"__l !In"—__l

setzen, auf die Form

dos . d™ 3y

Q (‘Pl P2 do, d_tp{ﬁ’) =0
reducirt werden. Durch lntegration dieser Gleichung (m — 3)tr Ord-
nung erhdlt man eine Relation mit m — 3 Constanten
(@ 9.8 ...an3)=0.
Kommt in derselben ¢, nicht vor, so findet man durch Auflosung
c—2
Y= K-y,

und darnach y als Function von z durch zwei (unabhiingige) Quadraturen.
Hat man dagegen zur Integration eine Gleichung der Form

Ys =y!c lF( o_g>=n’
y!

d 3/:

80 setzt man
' CYs= g =T
woraus

4) ay. =94 = S F (——--) = o.
vt

Diese Gleichung 1. O. zwischen den Variabeln y, und y, gestattet die
infinitesimale Transformation

1).'/1 + (c—2)y, 8y.
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und daher ist
1 1
| 1o | T =% — (c—Dy,®
(c—1) Yy (c—2)y
ein Integrabilititsfactor und somit
dy, — ®d
f (0—1):t (c'—yl’)ﬂi == Const.

ein Integral von (4). Nachdem hiermit eine Relation zwischen Y
und y, erhalten ist, bestimmt man y als Function von z durch zwei
(unabhiingige) Quadraturen.

4. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe
P q yq =p, so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Glei-
chung y” == 0 absehen, reducibel auf die Form

Q (‘Paq’z"' :’::.2)‘“0;

wo ¢, und @, die Werthe

Y, 2
Py = y;h: y Pp= y;;/ £

haben. Durch Integration dieser Gleichung (m — 4)tr Ordnung erhilt
man eine Relation zwischen ¢, @, und m — 4 Constanten:
P, =f(9),

wobei wir von dem einfachen Falle einer Relation ¢, = Const. ab-
sehen. Es handelt sich also darum eine Gleichung der Form

=35 1C5)
zu integriren. Wir setzen
Y Y __
Y -
. Y1 v Y )
dann wird
au — NYs— %Y __ p B2
“do Y19 — Ys* P —1

P =, 9 =r(%),

sodass wir eine Diifereutia.lgleichnng 1. O. der Form

2 or(2)

integriren miissen. Dieselbe ist homogen in % und v? und also ist

*du —v Fdv
/ “gu_wF — Coust

Mathematische Annalen. XXXIL 17
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eine Integralgleichung. Hiermit ist Alles reducirt auf die Integration
einer Differentialgleichung dritter Ordnung der Form % = % (v) oder
Ys Y
w6
Dieselbe kann nach den Regeln der Nummer 2 erledigt werden. Es
ist aber moglich einen anderen und einfacheren Weg zu gehen, wie
ich jetzt in Uebereinstimmung mit meiner alten Integrationstheorie
zeigen werde.
Die vorgelegte Gleichung

Yy, = _!{t’_ !/l 3/3 ) w

y*
ist iquivalent mit der linearen partlellen Dlﬁ‘erentialgleichung
Af =3 4y g, 2Ly, 2w il o,

welche vier bekannte infinitesimale Transformationen, néamlich
Bf=3L, Bf=3L

Bf =yl g 2Lty 2L 4y, 2L

3 yay e y, +vsaJ,

Bf =3l —y 2L —u, 3‘»—3% o0

gestattet. Dabei bilden einerseits die Gleichungen
Af =0, Bf=0, B,f=0, Byf==0

ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Transforma-
tion B,f und dem entsprechenden Integrale

Y=y W)dy, + (Y1 W — s ) Ay - + (Y2 —919:)dyy ;
Ys'¥s — 29195 +y Yy W

und anderseits bilden die Gleichungen
Af=0, Bf=0, B,f=0, B,f=0

ein vollstiindiges System mit der bekanuten infinitesimalen Transforma-
tion B,f und dem entsprechenden Integrale

f(3y.'—2y.W)dy- + 5 W —39sy,) dys + (29:*— 19y dys |

Y9'Ys — 219 + Y1 W

Eliminirt man gy, zwischen den beiden gefundenen Intcgralgleichungen,
so erhilt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

?¥.9) =0,
die durch zwei (unabhingige) Quadraturen erledigt wird.
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5. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe
P+ a, zp + yq, z*p + y*q, so ist sie, wenn wir

Py = (z—y)!lzyi_%+2 (!h—;-'l'.'/l__:-)

1 -1
@, = (—9)'ysy,~* 4 Bo, (Zh’ +y, ’) — 6@y 4y

setzen, reducibel auf die Form

e d"‘_“'"v_:)

Q (‘Pv P, dgm? 0.

Wir integriren diese Differentialgleichung (m —3)'r Ordnung und erhalten
hierdurch eine Relation mit m —3 Constanten

f(pr 9,8y - --)=0.
Enthilt dieselbe nicht die Grosse ¢,, so integrirt man die betreffende
Gleichung ¢, = Const., indem man nur die infinitesimalen Trans--

formationen p + ¢ und zp 4 yq berticksichtigt. Dagegen ist es un-
méglich, eine Gleichung der Form

9, = F(p,)

allgemein zu integrirep, wihrend man sie allerdings auf eine Riccatische
Gleichung erster Ordnung reduciren kann. Dies soll jetzt gezeigt
werden.

Als Variabeln wihlen wir die Grdssen y, und ¢,. Es ist, wie
eine einfache Rechnung zeigt:

dy, — _!(1_(9’:_?}11& — 291—*)
d 3
P P — 5 1 — 12
oder, wenn wir J/y, — ¢ setzen,

ds sp, — 28 — 2

- 8 .
Flo)— 5 o1 — 12

do,

Ist ®(y,9,) = Const. eine Integralgleichung der soeben gefundenen
Riccatischen Gleichung, so findet man die beiden fehlenden Integral-
gleichungen von @, = F'(¢,), durch Differentiation. Setzen wir namlich

of o o of of or
Bf =250+ 9 55+ 20y —2) 4 5 - +[Cy—42)y* + 29,2 =2y ] 5 -,
so sind

B(®) = Const. und B(B(®)) = Const.

ebenfalls Integralgleichungen von @, = F'(¢,), und es geniigt daher

nachzuweisen, dass die drei Grossen ¢, B® und B(B(®)) unabhiingige

Functionen von zyy, und y, sind. Es ist, da Bo, verschwindet:
17*
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B@)=24—2)-y, 2o

B(B®) = 4y— 21y, 25 (0 55) + 202 —2)y, 5o

und also sind die Grossen ¢, B® und B(B(P)) unabhanglg hmsicht-
lich zyy, und @,, womit der Nachweis gefiihrt ist*).

6. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe
4, ¥4, 9¥*q, so ist sie reducibel auf die Form

m—3
Q(zwd_w. .. d__.'_o_)=0,

dx dz™3
WO
Ys 8
2R
Y1 2yt

gesetzt ist. Wir integriren die Gleichung (m—3)r Ordnung Q = 0
und erhalten hierdurch eine Diﬁ‘erentialgleichung 3. 0. der Form

Y 2 !h’
die wir Jetzt auf eine Riccatische (Jlelchung 1. O. reduciren werden.
Setzen wir

so wird
s _ % _ 9
dx Y1 Yt
oder
daz M
®) g _ Loy F).

Ist W(2z) = Const.” eine Integralgleichung dieser Riceatischen
Gleichung, so findet maun die bejden fehlenden Integralgleichungen von
w = F(z) folgendermassen durch Differentiation. Setzen wir

+ Y% 5y + (2y 3/2""23/12) = Bf,

*) Die Entwickelungen des Textes liefern das einfachste Beiapiel zu einem
allgemeinen Theoreme in meiner Theorie der Transformationsgruppen. Gesetzt
in der That, dass ein vollstindiges System 4,f=0... 4.f= 0 in den Variabeln
2y ...%x,n —r inf. Transformationen B,f... B, , f gestattet, und dass es nicht
gelingt, ein Integral durch Differentiation zu bilden. Dann kann man ohne Be-
echriinkung annehmen, dass die B;f eine Gruppe bilden, Sei diese Gruppe ein-
fach, und sei Byf ... B,f eine Untergruppe mit der grisstmdglichen Zahl Para-
meter. Dann bildet man das vollstindige System

Af=0... A f=0, B‘f=0...Bof=- 0.

Gelingt es dasselbe zu integriren, so findet man immer die fehlenden Losungen
des Systems A;f=0 durch Differentiation. In dieser Arbeit setze ich dicsen
Satz, den ich im Uebrigen friiher in viel allgemeinerer Fcrm aufgestellt habe,
nicht als bekannt voraus.



Ueber Differentialgleichungen, die eine Gruppe gestatten. 261

s0 sind B W = Const. und B(B(W)) = Const. bekanntlich Integral-
gleichungen von w = F(z); es geniigt daher nachzuweisen, dass
W, BW und B(B(W)) unabhingige Functionen von zyy, und y,
sind. KEs ist B(z) = 0 und

B(W)=9!;B, LA

BBW)Y=4Z¥ g2 4 IW ”’ Y9

sodass W, BW und B(B(W)) wirklich hmsxchthch yzy, und s
unabhiingig sind. Hiermit ist die Integration von w = F(z) auf die-
jenige der Riccatischen Gleichung (5) zuriickgefuhrt.

7. Gestattet eine Differentialgleichung m' Ordnung die Gruppe
q Y49 y*qp, so ist sie reducibel auf die Form

Q(wﬂ .o dM-sw)=0’

dx dz™ 8

wo wiederum

»_Bw

Y1 2yt
gesetzt ist. Man integrirt die Gleichung (m — 3)r Ordnung, die
offenbar immer auf eine Gleichung (m— 4)‘r Orduung reducirbar ist.
Die hierdurch gefundene Differentialgleichung 3. O. von der Form
. w = F(z)

wird darnach nach den Regeln der letzten Nummer auf eine Riccatische
Gleichung 1. O. zuriickgefithrt.

8. Gestattet eine Differentialgleichung mtr Ordnung die Gruppe
9999’9 zp,

so ist sie®) reducibel auf die Form

do s @
Q(q)’¢2 —d-q-:—.-. d%m—; -=O,

wo

w

‘pl=;§_, Py="gir W =gy W =75
gesetzt ist. “Man integrirt die Gleichung (m —5)t Ordnung Q = 0
und findet hierdurch eine Differentialgleichung

P, = f(9y),
die wir folgendermassen schreiben

*) Wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung: 2y,y; — 3ys? =0
absehen.
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w’ = w? (L') .
f ")
Diese Differentialgleichung gestattet zwei bekannte infinitesimale Trans-
formationen
of of - of of of ..
Frl und zﬁ—_yna_y'— 2.'/23—3,;—,3%3—%—' )
die in den Variabeln z und w die Form
O ynd 22 24 0L
ox

ox ow
besitzen. Also ist

o’ dur’ — ant
/ L ::., _';5,‘:” = Const.
eine erste Integralgleichung. Hiernach findet man durch Aufldsung
und Quadratur eine Differentialgleichung der Form
w = F (),

die nach den Regeln der Nummer 6 auf eine Riccatische Gleichung
1. O. reducirt wird.

Mau kann im Uebrigen die Integration der Gleichung ¢, = f(g,)
in ctwas anderer Weise durchfiihren, wie hier kurz angedeutet werden
soll. In der That, setzt man

— 1 %Y __ 3
. % Yy 2! .
so wird
du _ g, —2ut—1
do, 29, — 39,

Ist diese Riccatische Gleichung integrirt, so findet man durch Differen-
tiation zwei weitere Integralgleichungen der Gleichung @, = f(9,),
die man darnach auf eine Differentinlgleichung zweiter Ordnung mit
den beiden infinitesimalen Transformationen p und zp reducirt. Durch
zwei Quadraturen findet man daher endlich y als Function von z.

9. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe

999 y*q p zp 2°p,
so ist sie, wenn wir von der integrablen Gleichung 2y,y, — 3y,2 = 0
absehen, reducibel auf die Form

dm——o
(s i) =0,

WO
4ww” — Hw'?
wl’

P =

— 40"’ — 18ww w4 150"
P2 o
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und wie frither
Ys 83 % ’ dw

W = - W == —— o oo

Y1 E) !h. ’ dx

gesetzt ist. Durch Integration der Gleichung (m—6) Ordnung
Q = 0 erhiilt man eine Relation der Form

P = f(9,),

die eine Differentialgleichung 3. O. in den Variabeln z und w darstellt.
Dieselbe gestattet drei bekannte infinitesimale Transformationen p, zp,
«?p, die in den Variabeln 2w die Form

of of of of of

FrE xa—z—2wa—w, z’a — 4w —— B0
besitzen. Zur Integration unserer Differentialgleichung 3. O. fiihren
wir die Grossen

w=w ‘w, ¢ —=4ww —5w-dw?

als neue Variabeln ein. Dann wird

du g —w
(6) do, Pe
Ist

W (ug,) = Const.
eine Integralgleichung dieser Riccatischen Gleichung 1. O., so findet
man folgendermassen durch Differentiation die beiden fehlenden Integral-

gleichungen von ¢, = f(¢,), aufgefasst als Differentialgleichung 3. O.
in w und z. Setzen wir

a ’ 4 ’
Bf=x’—g£ —4zw —,d-g—(ﬁa:w +4w) g‘i — Brw”+10w’) —agfr
g0 ist By, =0

1
BW = afBu 4%’% 3
177
1
BBW =16 -—w— — 8zw ’?a‘:’

und da die Grossen W, BW und BB W hinsichtlich u @, z und w
unabhiingig sind, so findet man durch Elimination von % und ¢,
zwischen den drei Gleichungen

(O] W = Const., B W = Const., BB W = Const.
die Grosse w bestimmt als Function von z:
w = F(z).

Diese Gleichung ist nun selbst eine Differentialgleichung 3. O, in y
und z, die nach den Regeln der Nummer 6 vermoge einer Riccatischen
1, O. integrirt wird.
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Hiermit ist die Gleichung sechster Ordnung @, = f(¢p,) vermoge
sweier Riccatischer Gleichungen 1. O. integrirt. Dabei ist indess zu
bemerken, dass wir erst nach der Integration der ersten Hiilfsgleichung
(6) die zweite Hiilfsgleichung 1. O. aufstellen konnten. Es ist aber
nicht schwierig einzusehen, dass man die Integration von ¢, = f(g,)
auf die Integration zweier von emander umabhingiger Riccatischer
Gleichungen 1. O. zurlickfithren kann. Man bemerke in der That nur,
dass die beiden Gruppen g, yq, y*q und p zp z*p vollstindig gleich-
berechtigt sind. Vertauscht man daher im Vorangehenden die Grossen
z und y, so erhilt man eine mit (6) analoge Riccatische Gleichung,
deren Integration ebenfalls drei Integralgleichungen

W, = Const., CW, == Const., CC W, = Const.
von @, = f(p,) liefert. Dabei ist es einleuchtend, dass diese drei
neuen Integralgleichungen von den drei fritheren (7) unabhingig sind.
Und also ist wirklich die Gleichung sechster Ordnung ¢, = f(¢,) auf
zwei unabhingige Riccatische Gleichungen 1. O. zuriickgefiihrt.

§ 2.
Integration von Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen
Transformationen der Form
X(@)p + ¥(>y)q- :

In diesem Paragraphen entwickeln wir die Integrationstheorie aller
Differentialgleichungen von zweiter und héherer Ordnung mit einer
bekannten Gruppe, deren simmtliche infinitesimale Transformationen
die Form X (z)p 4 n(xy)q besitzen. Dabei wird ausdriicklich voraus-
gesetzt, dass die betreffende Gruppe keine andere Differentialgleichung
erster Ordnung als yi = (0 invariant ldsst.

Gestattet eine Differentialgleichung m'e Ordnung die Gruppe
P, xp + yq, =*p + 2z2yq, so ist sie, wenn wir
29y, — ' =91, VY=o,
setzen, reducibel auf die Form

dm—a
Q(‘P:‘Pz X 'a..% =0.

Man integrirt diese Gleichung (m—3). O. und erhilt hierdurch eine
Differentialgleichung 3. O.:

P, = f(9),
die wir jetzt auf eine Riccatische Gleichung 1. O. reduciren werden.
Wir filhren neue Variable ein, nimlich y, und ¢,; dann wird

ayy _ '+ o,
do, 4
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Sei W(y,®,) = Const. eine Integralgleichung der soeben erhaltenen
Riccatischen Gleichung und sei

Bf =2t 3L + 22y 2L 4 2y 2L 4 29, —20y) L,
80 wird
BW=2%‘1y

BBW==4y2 +4xy aW

und, da die Gréssen W, BW und BBW oﬁ‘enbar unabhiingig sind,
so geben die Integralgleichungen
W == Const., B W = Const., BB W = Const.
durch Elimination von y, und ¢, die Bestimmung von y als Function
von Z.
11. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe

ye, p, zp, =’p-+ 2Yq
so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung y,=0
absehen, reducibel auf die Form

Q(‘Pa%" .,._4) 0

wo ¢, und @, die Werthe

1

|
o)

1
=99 "%+3y ‘uy

P, =3yy,~ "y, — 49y, 0y’
haben. Wir integriren die Gleichung (m — 4)'r Ordnung Q = 0, und
erhalten hierdurch eine Relation

92 =1 (91)
das heisst eine Differentialgleichung vierter Ordnung, die unsere Gruppe
gestattet. Dieselbe soll jetzt auf eine Riccatische Gleichung 1. O.
reducirt werden. Wir fiihren @, und

u=(yy,* !/2)*
als neue Variabeln ein. Dann wird

au — U — 2 — 2ut
do,

2 1 )
= — — ot
3 P 39’:+6

Ist W(ugp,) eine Integralgleichung der gefundenen Riccatischen Glei-
chung, so setzen wir

Bf =z 2L+ ay L+ (y—ay,) 2L — 32y, 2L — by, +3y) 2L
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und bilden die Ausdriicke

BBW =ul(u57) vy + w57 (29—t — 229y,

die offenbar von einander und von W unabhingig sind. Daher erhilt
man durch Elimination von # und ¢, zwischen den Gleichungen

W = Const., B W = Const., BB W = Const.
eine Relation der Form

yy,~' = F(2),
woraus als definitive Integralgleichung
dz
S
hervorgeht.
Man kann im Uebrigen die Integration der Gleichung ¢,=f(gp,)
in etwas anderer Weise durchfihren, wie ich hier kurz angeben werde.
Bringt man in der That die vorgelegte Gruppe auf die Form

Bif =p, B,f=2xp+yq, Byf =2'p+ 2yq
B,f=yq,
so bilden B,f B,f B,f eine dreigliedrige Untergruppe und dabei be-
stehen die Relationen
(B;B,) =0, (B,B,)=0, (ByB,)=0
(die, wie ich beiliufig bemerke, aussagen, dass B, B, B eine tnvariante
Untergruppe bilden). Bringe ich daher die Gleichung @, = f(¢,) auf
die Form
Yo = F(299,9.95)
und ersetze sie darnach durch die lineare partielle Diﬂ'erentialgleichung

0
Af=L it Lty 2+ I —o,
8o bilden die Gleichungen
Bfe=0, B,/f=0, B,f=0, Byf=0

ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans-
formation B,f. Das entsprechende Integral, das man ohne weiteres
aufstellen kann, liefert eine Differentialgleichung 3. O. mit der be-
kannten Gruppe p, 2zp + yq, 2%p + zyq. Sie wird nach den Regeln

der vorangehenden Nummer auf eine Riccatische Gleichung 1. O.
reducirt.

3/.

13. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe
X,q, X,q0... Xy,
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so ist sie reducibel auf die Form
abD aTD
Q(zp.?z_. . .__)=0,

dr
WO
X, X, .. X,(')
XX’ x,r =D
y Y% Y

gesetzt ist. Durch Integration der Gleichung (m— r)'r Ordnung Q=0
erhilt man eine Relation

D = F(z)

das heisst eine lineare Differentialgleichung rtr Ordnung, die bekannt-
lich nach Lagranges oder Cauchys Regeln integrirt werden kann, indem
das allgemeine Integral von D = O bekannt und gleich X¢X; ist.

Ist die vorgelegte Gleichung m'e Ordpung linear, so ist auch
Q = 0 linear. Der bekannte Satz, dass eine lineare Gleichung m'e
Ordnung mit » bekannten Particularintegralen sich auf eine lineare
Gleichung (m — r)e Ordnung reduciren lisst, ist somit ein sehr
specieller Fall unserer soeben entwickelten Theorie.

Auch die oben besprochene Reduction der Gleichung D == F(z)
auf die einfachere Gleichung D = O fliesst als sehr specielles Corollar
aus meinen alten Integrationstheorien. Ich werde diesen Zusammen-
hang in zwei etwas von einander verschiedenen Weisen begriinden.
Sei die Gleichung D = F(z) auf die Form

yr=7V
oder die iiquivalente Form

Af =ty Gt V=

gebracht. Diese lineare partielle Differentialgleichung gestattet » be-
kannte infinitesimale Transformationen: :

Bf =X+ xi g X O

=0

(i=1,8-.-7)
die paarweise in der Beziehung
(BiBy) =0
stehen. Also bilden die Gleichungen
Af =0 B|f =0 By_1f =0 Bppaf =0 .- B,f=0

ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans-
formation B:f; und daher findet man die entsprechende Losung W,
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durch Quadratur. In dieser Weise findet man  unabhéngige Losungen
von Af = 0, deren Integratiou hiermit geleistet ist.

Die hiermit ausgefiihrte, principiell einfache Integration von
D = F(z) ist insofern unvollkommen, als sie nicht die explicite
Form der Grosse y als Function von z liefert. Daher fiige ich die
folgenden Bemerkungen hinzu, Setze ich

X, x‘ .o X0
Xr 1 X("—l) = D,,
UEEERRE Yr—1

so kann die Gleichung D 4 F(z) = 0 nach dem Vorangehenden auf
die Form

dx
gebracht werden. Ordnen wir die letzte Gleichung nach den Grossen
¥, 80 kommt

(Xl X, - r—l’)) {.'/r +o- yr—l} 4+ 4 f(a:) = ()
und anderseits erhdlt D 4 F(z) durch Entwnckelung, wenn wir zur

. Abkiirzung
(Xi Xz' .o X,,"-l) = A
setzen, die Form:

Ay + 32 Yr-1+ - - - 4 F(2).

Durch Vergleichung findet man daher die folgenden Werthe von ¢ (x)
und f(z):
dloazA

) f@) =2 F@),

(x,x,- - X" =A
gesetzt ist, Also kann D + F(z) = O die Form

?(2) =
wo

d log A Ar
G+ IEE D4 T F@ =0

erhalten und durch Inbegratnon kommt
D=—1 f A, F(z)dz.
Analoge Ueberlegungen geben uns die  Formeln
D= — %‘/.A,F(a:) dz, (i=1-...7),

und da die r Grossen D; linear und homogen in den Grossen yy, ...y
sind, so findet man durch Auflosung die bekannte Form der Grosse y.
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Man sieht leicht, dass diese beiden Integrationstheorien der Glei-
chung D + F(z) = 0 im Wesentlichen identisch sind.

13. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe
Xiq--- %49 yq,

so ist sie reducibel auf die Form

dlog D ™" log D )
Q (x A e e e - O,

wo D dieselbe Determinante wie in der vorangehenden Nummer be-
zeichnet. Durch Integration dieser Gleichung (m—y—1)tr Ordnung
erhilt man eine Relation

dlog D
%2 _ p

und durch Quadratur die lineare Gleichung
D= J F.dz
die nach den Regeln der vorangehenden Nummer integrirt wird.

14. Gestattet eine Differentialgleichung mt Ordnung eine Gruppe
von der Form
X.q---Xq,0p,
so ist sie reducibel auf die Form

do e
2o 5 Gar)="

wo @ eine lineare und homogene Function mit constanten Coefficienten
von Y y, . . .Y, darstellt:

p=cytey + -ty
Man integrirt Q = 0, dic als eine Gleichung (m —7 —1)¢r Ordnung
zu betrachten ist. Hierdurch findet man eine Differentialgleichung
rtert Ordnung der Form

v+ + oy = Fla),
die in der bekannten Weise integrirt wird.

15. Gestattet eine Differentialgleichung mte Ordnung die Gruppe

Xq---X.q yqg p,
so ist sie reducibel auf die Form

dm-r—i
Q(¢I¢2' .. .—%.)=0;

d (mm—r—!

@, und @, haben die Werthe
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do e
— dx — dxt
L 21 R 2 @

wo @ wie soeben eine ganze und homogene Function mit constanten
Coefficienten von yy, ...y, bezeichnet.
Durch Integration der Gleichung (m—r —2)t Ordnung Q =0
kommt eine Relation
P, = f(9)

oder

oder endlich

d';t;s.upa (dlogqa) (dlogq7

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung erledigt man durch zwei
Quadraturen, und erhilt so eine Gleichung

¢ = F(z)
die in der bekannten Weise integrirt wird.

16. Gestattet eine Gleichung m'e Ordnung die Gruppe
qzq---a'q, p, zp + cyq, C+f,
so ist sie reducibel auf die Form

dm—r—l
2 %) =0,

wo
Yrt1 Yrie
=70 Pr= o
y v T

Durch Integration der Gleichung (m — 7 —2)tr Ordnung Q = O erhiilt
man eine Relation

o—r—3

dy, e
Yr1 d;—:—x == Yr f(o),

die eine Differentialgleichung 1. O. in den Variabeln y, und y,, dar-
stellt. Diese Gleichung gestattet die infinitesimale Transformation

+ cy af +---+ (c—r)y' aaf + (c'—r_l)y"+l O;f )
Yr r41
und also giebt eine Quadratur eine Bestimmung von y,4, als Function
von y,. Darnach giebt eine zweite Quadratur y, als Function von z
und endlich findet man vermdge r neuer Quadraturen y als Function
von z.

17. Gestattet eine Gleichung m' Ordnung die Gruppe
qaq...z77'q p 2P+ Y4,
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so ist sie, wenn wir von den integrabeln Glelchungen Yrp1 = 0,
¥, = Const. absehen, reducibel auf die Form

Q(‘Pl P, - ‘;m n::f:)=

Yrse

wo

Py =19Yry Pp=
' 2 vi,

Durch Integration der Gleichung (m—-r—2)'er Ordnung Q == 0 erhilt
man eine Relation

Yris = Y41 f(yr)
oder .

Y

d;— = y"+l/ (.'/f))
woraus

e = 1%
und

z—fdy, c—f/(v.-)dw.

Hierdurch ist y, bestimmt als Function von z und daher findet man
y durch r weitere Quadraturen.

18. Gestattet eine Differentialgleichung mt'er Ordnung die Gruppe
gzq-- 2" pap+ (ry+2)g,
80 hat sie die Form
dm—r—!
2(9,9, - ';,;’...—_:%‘)=0'
wo
@1 = Yrt1€"", @y = Yrya ' "
T=1:2.0(r—1)r.

Durch Integration der Gleichung (m —r — 2)tr Ordnung Q = 0 erhiilt
man eine Relation @, = f(p,) oder

dy _
Yot =g = € f (Y ),
r

das heisst eine Differentialgleichung 1. O. zwischen y, und y,4, mit
der bekannten infinitesimalen Transformation

of - 1 of
—,;'l'("!l'l"x) Lyt w ay — Yty

Daher bestimmt man zuerst y,,, als Function von gy, durch eine
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Quadratur, darnach y, als Function von z durch eine zweite Quadratur
und schliesslich y als Function von z vermoge » Quadraturen.

19. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe

qzq---2'q 9yq p zp,
so hat sie, wenn wir von den beiden integrabeln Gleichungen y, = 0,
Y~41 = 0 absehen, die Form

dm—r—s
Q(‘qu’z ce dg ,,..,f;) 0,

WO
YrYria 2y,
P = = 7 P2 “—ra"ii *
Y1 Yt

Duarch Integration der Gleichung (m—r — 3)r Ordnung Q = O erhilt
man eine Relation @, = f(@,), das heisst eine Differentialgleichung
2. 0. in y. und Yppa:

Yois _ Weis _ Yo f(v,ym)g d (y Ly
Yo 49, 47T\, 