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Lineare Algebra II
Vorlesung 43

POLYNOME IN MEHREREN VARIABLEN UND NULLSTELLENMENGEN

Als eine Anwendung der Diagonalisierbarkeit von symmetrischen Matrizen
bzw. der Hauptachsentransformation besprechen wir, wie man einfache po-
lynomiale Gleichungen in mehreren Variablen von niedrigem Grad auf eine
besonders einfache Form bringen kann. Dazu fithren wir kurz Polynome in
mehreren Variablen ein.

Definition 43.1. Zu einer Variablenmenge X1, ..., X,, und einem n-Tupel
(v1,...,V,) € N" nennt man einen Ausdruck der Form X{*--- X" ein Mo-
nom in den X;.

Der Grad eines Monoms ist die Summe der Exponenten, also gleich vy + 15 +
e + Vp-

Definition 43.2. Unter einem Polynom F' in den Variablen X, ..., X, iiber
einem Korper K versteht man eine endliche Linearkombination von Mono-

men
F = ZCVXV
,
mit ¢, € K.

Der Grad eines Polynoms ist das Maximum der Grade der beteiligten Mono-
me (also derjenigen Monome, die mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten
wirklich vorkommen). Ein Polynom F' = F(Xy,...,X,) in n Variablen {iber
K definiert durch Einsetzen eine Funktion

K" — K, (x1,...,2,) — F(21,...,2,).

Dies sind wichtige Funktionen in der héherdimensionalen Analysis. Die Varia-
ble X; in diesem Sinne interpretiert repriasentiert einfach die i-te Projektion,
und die Addition und die Multiplikation von Polynomen entspricht dann der
Addition und der Multiplikation von Funktionen, bei der die Werte in K
addiert bzw. multipliziert werden.

Definition 43.3. Zu einem Korper K und einer Variablenmenge X1, ..., X,
besteht der Polynomring

K[X1,...,X,]
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aus allen Polynomen F'(Xj,...,X,) in diesen Variablen, wobei diese Menge
durch die komponentenweise Addition und die Multiplikation, die sich durch
die distributive Fortsetzung der Regel

X X X X = X{"1+81 .. .X;;nJrSn
ergibt, zu einem kommutativen Ring gemacht wird.

Definition 43.4. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X,...,X,] ein
Polynom in n Variablen. Dann nennt man

{Pe K" | F(P)=0}
das Nullstellengebilde (oder Nullstellenmenge) zu F.

Das Nullstellengebilde zu F' ist also einfach die Faser zu der durch F' gege-
benen Funktion

F: K" — K.

Bein = 1 ist dies einfach eine endliche Ansammlung von einzelnen Punkten,
den Nullstellen von F', (bei F' = 0 handelt es sich um ganz K), bei n > 2
entstehen aber zunehmend interessantere und kompliziertere geometrische
Gebilde. Das Studium dieser Gebilde heiflt algebraische Geometrie. Bei n =
2 spricht man von algebraischen Kurven.

Bei beliebigem n hat ein Polynom vom Grad < 1 die Gestalt
F=uX++aX,+0b

und das zugehorige Nullstellengebilde ist einfach die Losungsmenge der in-
homogenen linearen Gleichung

a1x1 + -+ apx, = —b,

also ein affin-linearer Raum.

REELLE QUADRIKEN

Die Polynome vom Grad zwei und ihre Nullstellenmengen sind weitgehend
mit Mitteln der linearen Algebra beherrschbar.



Definition 43.5. Unter einem quadratischen Polynom F € K[X,..., X,]
iiber einem Korper K versteht man ein Polynom vom Grad 2, also einen
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Ausdruck der Form
F = Z CLinZ‘Xj -+ szXz +c
i<j i=1
mit aij,bi,c € K.
Beispiel 43.6. Zu einem quadratischen Polynom aX? + bX + ¢ in einer
Variablen X mit a,b,¢ € K und a # 0 findet man die Nullstellen durch

quadratisches Erginzen. D.h. man schreibt (die Charakteristik des Korpers
sei nicht 2)

b b\> B2
aX?4bX +e=al X2+ X+ ) =af (x+2) - =+,
a a 2a 4a2  a

Dies ist genau dann gleich 0, wenn
2
X = +y [V e b
402 a 2a

2  c 1
— —— = —Vb? —4dac

40> a 2a
in dem Korper existiert. Je nachdem gibt es keine, eine oder zwei Losungen.

und die Wurzel

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen quadratischen Polynomen und
Bilinearformen her.

Definition 43.7. Zu einer Bilinearform (—, —) auf einem K-Vektorraum V'
nennt man die Abbildung
V— K, v— (v,v),

die zugehdrige quadratische Form.

Zu einer fixierten Basis vy, . . ., v, wird eine Bilinearform durch ihre Gramsche
Matrix

G = (gij)ij
beschrieben, und die zugehorige quadratische Form V — K wird, wenn man
X; fiir die i-te Projektion (die zugehorige Dualbasis) schreibt, durch das
quadratische Polynom
Xy
(X, ., Xo)G | 1 | = Z 9ij XiX; = ZQ@@XE +Z (9ij + 95) Xi X;

X, 1<ij<n i<j

beschrieben. Im symmetrischen Fall ist dies

> 0aXP 4+ 205 X:X;.

i<j
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Umgekehrt kann man jedes rein-quadratische Polynom in n Variablen in
dieser Weise mit einer symmetrischen Gramschen Matrix ausdriicken. Die
Theorie der reell-symmetrischen Bilinearformen erlaubt es, durch eine geeig-
nete Koordinatentransformation (einen Basiswechsel) die gemischten Terme
wegzukriegen.

Beispiel 43.8. Wir erstellen eine Liste von reellen quadratischen Polynomen
in den beiden Variablen X und Y mit den zugehorigen Nullstellenmengen,
wobei wir die Koeffizienten auf 0,1, —1 beschrinken. Wenn nur die eine Va-
riable X vorkommt, so hat man im Wesentlichen die drei folgenden Moglich-
keiten.

e X2  Das Nullstellengebilde ist eine ,,verdoppelte Gerade*.

e X2 -1 Das bedeutet X = =+1, das Nullstellengebilde besteht also aus
zwet parallelen Geraden.

e X2 +1 Das Nullstellengebilde ist leer.

In diesen Fillen (wo die zweite Variable Y nicht explizit vorkommt) ist das
Nullstellengebilde einfach die Produktmenge eines nulldimensionalen Null-
stellengebildes (endlich viele Punkte) und einer Geraden.

Nun betrachten wir die Polynome, wo beide Variablen vorkommen.
e Y2 - X  Das Nullstellengebilde ist eine Parabel.
e Y2 - X2  Das bedeutet (Y — X)(Y + X) = 0, das Nullstellengebilde

besteht also aus zwei sich kreuzenden Geraden.

e Y24+ X?  Die einzige Losung ist der Punkt (0,0), das Nullstellengebilde
ist also ein einziger Punkt.

e Y2—X?-1 Das bedeutet (Y — X)(Y + X) = 1, das Nullstellengebilde
ist also eine Hyperbel.

e Y24+ X2 -1 Das Nullstellengebilde ist der Einheitskreis.
e Y24 X241 Das ist wieder leer.
Das Polynom XY — 1 taucht in dieser Liste nicht direkt auf, da es in den
Variablen X = U+ V und Y = U —V, also
U—v? =1

geschrieben werden kann. In dieser Form ist es also doch in der Liste. Der fol-
gende Satz sagt unter anderem, dass bis auf Verzerrungen die Liste vollstindig
ist.



Ein Paraboloid.

Ein hyperbolisches Paraboloid, auch eine Sattelfiiche genannt.

Ein Ellipsoid. Die Oberflache ist eine Quadrik.



Ein Doppelkegel.

Ein einschaliges Hyperboloid.

FEin zweischaliges Hyperboloid.

Beispiel 43.9. Wir erstellen eine Liste von reellen quadratischen Polynomen
in den drei Variablen X,Y und Z mit den zugehorigen Nullstellenmengen,
wobei wir die Koeffizienten auf 0,1, —1 beschranken. Ferner betrachten wir
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nur solche Polynome, wo sémtliche Variablen vorkommen und deren Null-
stellengebilde nicht leer ist.

o Y2+ X2 7 Das Nullstellengebilde ist ein Paraboloid.
e Y2 - X2 -7 Das Nullstellengebilde ist eine Sattelficiche.

e X?+Y?+ 7% Die einzige Losung ist der Punkt (0,0,0), das Nullstellen-
gebilde ist also ein einziger Punkt.

e X?24+Y?2+72-1 Das Nullstellengebilde ist eine Sphdre, also die Oberfliche
einer Kugel.

e X24+Y2 72 Das Nullstellengebilde ist die Losungsmenge zur Gleichung
7% = X? + Y2 Das ist ein runder (Doppel)-Kegel.

o X?4+Y?2-7%2-1 Das Nullstellengebilde ist ein einschaliges Hyperboloid.
e X24+Y2 7241 Das Nullstellengebilde ist ein zweischaliges Hyperboloid.

Satz 43.10. Jedes reelle rein-quadratische Polynom
F = Zainin
i<j
besitzt in einer geeigneten Orthonormalbasis (beziglich des Standardskalar-
produktes) die Form
F =Y nUu

1<i<n
Die Koeffizienten r; sind die Eigenwerte der quadratischen symmetrischen

Matrix
M = (@)1 j<n

mat

aij fur 7 = ] s
Q5 = % fU,T’Z < j,
QAj4 . . .
5 fiiri>j.

Beweis. Mit der im Satz aufgestellten Matrix M kann man das Polynom in
der Form

X1
(X, ..., X)) M |
Xn
schreiben. Nach Definition ist die Matrix M symmetrisch. Nach Satz 42.12
gibt es eine Orthonormalbasis vy, . .., v, des R", beziiglich der die neue Gram-
sche Matrix
D = B"MB

Diagonalgestalt besitzt, wobei
B = M;
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die Basiswechselmatrix von der neuen Basis zur Standardbasis bezeichnet,
was wir kurz als

(%1 €1
— Btr
Ud €d
im Sinne von Bemerkung 9.3 ausdriicken. Es sei Uy, ...,U, die Dualbasis

zur neuen Orthonormalbasis. Die U; beschreiben also die neuen Koordina-
tenfunktionen, und diese fassen wir als neue Variablen auf. Es besteht dann
nach Lemma 14.14 die Beziehung

X1 Uy
: =B :
Xaq Uq
Es ist somit
Xi
F o= (le aXn)M
Xn
X1
= (X1,..., X,)B""DB'| :
Xn
Uy
= (Uy,...,U,)D| :
Un

Wenn man dies ausrechnet, so ergibt sich Y i | r;U2, wobei die r; die Diago-
naleintrége von D sind. Nach Lemma 21.10 stimmen die Eigenwerte von M
mit denen von D (einschlielich der Vielfachheiten) iiberein. 4

Beispiel 43.11. Wir betrachten das rein-quadratische Polynom
F = 3X? —4XY +5Y>
Um Satz 43.10 anzuwenden, miissen wir von der Matrix
v (5 5)

die Eigenwerte bestimmen. Das charakteristische Polynom ist

(X =3)(X —=5)—4=X>-8X+11 = (X —4)*-5.
Somit sind die Eigenwerte gleich

1 =5+ 4 und Ty = —V5+4.

In einer geeigneten Orthonormalbasis besitzt dieses Polynom daher die Form

F= <\/3+4>U2+ (—\/3+4>V2.
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Beispiel 43.12. Wir méchten die rein-quadratische Form

3
5X2 +2Y?2 4+ 2XY —2YZ

auf Standardform im Sinne von Satz 43.10 bringen. Die zugehorige symme-
trische Matrix ist

O —olw
DO
|
—_

deren Eigenwerte wir bestimmen miissen. Das charakteristische Polynom der
Matrix ist

X-2 -1 0 5
det | -1 X-2 1] = (X——)(X2—2X—1)—X
0 10X 2
7 3
= XP - X?’4+X+=
TR ;2 ;
= X-D(X*—-X-=2
272

- (X—l)(X—B)(XJr%),

die Eigenwerte sind also

1
1,3, —.
P 2

In den neuen Variablen U, V, W zur Orthonormalbasis aus den Eigenvektoren
zu diesen Eigenwerte ist

1
F =U?*+3V2— §W2.

Satz 43.13. Jedes reelle quadratische Polynom

n

F = Zainin + szXz +c

i<j i=1

besitzt in einer geeigneten (verschobenen) Orthonormalbasis (beziiglich des
Standardskalarproduktes) die Form (mit k < n und r; # 0)

F = Z 'r’Z-Ul-2 + s
1<i<k

oder die Form (mitk < n—1undr; # 0)

F = rlU+sUs.

1<i<k

Beweis. Wir fithren auf dem rein-quadratischen Anteil ) < a;; X;X; die Trans-
formation aus Satz 43.10 durch und erhalten neue Variablen V; (die dual zu
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einer Orthonormalbasis sind), in denen das Polynom die Gestalt

F=3 aVi+) fiVitg

1<i<k j=1
bekommt, mit einem gewissen k& zwischen 1 und n, wobei die e; # 0 seien.
Die Summanden

eV:+ Vi
kénnen durch quadratisches Ergédnzen mit den neuen Variablen U; = V; + h;
auf die Gestalt

€; U'L2 + 9i
gebracht werden. Abgesehen vom nun rein-quadratischen Term bleibt ent-

weder eine Konstante oder ein lineares Polynom {iibrig, welches als Variable
Ur+1 angesetzt werden kann. U

Die im vorstehenden Satz auftretende Darstellung nennen wir die Standardge-
stalt einer quadratischen Form. Bei ihr kommen nur rein-quadratische Terme
sowie allenfalls eine Variable in der ersten Potenz vor. Der Satz besagt al-
so, dass jede quadratische Form in geeigneten orthonormalen (kartesischen)
Koordinaten auf eine solche Standardgestalt gebracht werden kann. Fiir das
Nullstellengebilde bedeutet eine solche Koordinatentransformation lediglich,
dass eine affin-lineare Isometrie angewendet wird.

Bemerkung 43.14. Eine quadratische Form in Standardgestalt
Z riUf + s bzw. Z TiUf + sUgs1,
1<i<k 1<i<k

wie sie nach Satz 43.13 stets erreicht werden kann, kann weiter vereinfacht
werden, wobei man allerdings Verzerrungen in Kauf nehmen muss. In den

neuen Koordinaten
Z; = V |ri|Ui

bzw.
1
Ui = ——2
Vil
fiir ¢ = 1,...,k besitzt die quadratische Form eine Darstellung der Form
> xZ7+sbaw. > +Z7+ 57k,
1<i<k 1<i<k

wobei die Vorfaktoren jetzt gleich 1 oder gleich —1 sind. Man spricht von ei-
ner normierten Standardgestalt der quadratischen Form. Durch Vertauschen
der Reihenfolge kann man erreichen, dass die ersten Variablen den Vorfaktor
1 und die hinteren den Vorfaktor —1 besitzen. Bei diesem Ubergang erfihrt
das Nullstellengebilde Verzerrungen, aus einer Ellipse wird beispielsweise ein
Kreis gemacht oder eine Parabel wird gestaucht. Da sich das Nullstellenge-
bilde nicht &ndert, wenn man die Form mit —1 multipliziert, kann man davon
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ausgehen, dass die Anzahl des Vorfaktors 1 mindestens so grof} ist wie die
Anzahl des Vorfaktors —1.
Beispiel 43.15. Wir betrachten das quadratische Polynom

F = 3X?—4XY +5Y? 46X +2Y —7

und mochten es gemafl Satz 43.13 auf Standardform bringen. In Beispiel
43.11 haben wir den rein-quadratischen Anteil 3X? — 4XY + 5Y?2 mit Hilfe
der symmetrischen Matrix
3 =2
v-(55)

untersucht und die Eigenwerte als

:L'lzx/g—l—élundxg:—\/g—i—él

bestimmt. Um F' selbst auf Standardform zu bringen, brauchen wir die Eigen-
vektoren, und miissen mit ihnen den Variablenwechsel explizit durchfiihren.
Die Eigenvektoren sind
-2 nd 2
VE+1) M AVE-1
und somit bilden
v o) = 7 ()
U= — und v = ———
10+ 2¢/5 \Wo+1 10 25 \Wo—1

eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Es besteht die Beziehung
VB+1

—2
u\ _ [ vio+2v5  V10+2v5 €1
v) 2 V51 €9
V10-2v5  /10-2v5
im Sinne von Bemerkung 9.3, und mit den neuen Variablen U,V gilt gemaf

Lemma 14.14 die Beziehung

—2 2
X\ [ Viorevs  Vio-2v5 U
vy ) — VE+1 V51 V)
V10425 \/10-25
Dabher ist (fiir den rein-quadratischen Anteil muss man nichts ausrechnen)

F
= 3X?2 —4XY +5Y?+6X +2Y -7

) , 2 2
- (\/5+4>U +(—\/3+4)v +6<\/mU+\/mV>
V5 +1 V5 —1
+2< _10+_2\/5U+ — >V—7

2 2 V5 \/_
L (s et
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Quadratisches Ergénzen mit

) 56
U_W+\/10+2\/5(\/5+4)
bzw.
B —5—+/5
V_Z+\/1o—2\/5(—\/3+4)
liefert
,  —10+2v5
(\/5+4>U+ 10+2\/\/5_U .
B ,  —10+2V5 5-/5
N (\/5+4)W +\/10+2\/5 V10 +2v/5 (V5 + 4)
) 60 — 20v/5
= (Ve "0+ 2v5) (V51 4)
und

(~v5+a)v2+ 0+2v5

v V5
o ., 10425 —5— /5

= (VEre)2 -2 V10— 2v/5 (—/5 + 4)
_ (—\/5+4)Z2— 60 + 20v/5

(10— 2V5) (V5 +14)

Insgesamt ist

F = <\/3+4)W2+<_\/g+4>zz_ 60 —20v5 60 + 20v/5

(10+25) (V5 4) (10-2V5)(~v5+ )
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