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' A N A L Y S E qu'on explique clans 
cet Ouvrage, fuppofe la com-
mune 5 mais elle en eft fort diffé-
rente. L'Analyfè ordinaire ne 

traite que des grandeurs finies : celles-ci pé-
nétré jufque dans l'infini même. Elle compare 
les différences infiniment petites des gran-
deurs finies 5 elle découvre les rapports de ces 
différences : 6c par là elle fait connoitre ceux 
des grandeurs finies, qui comparées avec ces 
infiniment petits font comme autant d'infi-
nis. On peut même dire que cette Analyfe 
s'étend au-delà de l'infini : car elle ne fe borne 
pas aux différences infiniment petites î mais 
elle découvre les rapports des différences de 
ces différences , ceux encore des différences 
troifiémes, quatrièmes, 6c ainfi de fuite, fans 
trouver jamais de terme qui la puiffe arrêter, 

a i j 



rV 

h P R E F A C E . 
De forte qu'elle n'embraffe pas feulement 
l'infini 5 mais l'infini de l'infini, ou une infi-
nité d'infinis. 

Une Analyfè de cette nature pouvoit feule 
nous conduire jufqu'aux véritables principes 
des lignes courbes. Car les courbes n'étant 
que des polygones d'une infinité de cotés , & 
ne différant entr'elles que par la différence 
des angles que ces cotés infiniment petits font 
entr'eux 5 il n'appartient qu'à l'Analyfe des 
infiniment petits de déterminer la pofition de 
ces côtés pour avoir la courbure qu'ils for-
ment , c'eft-àdire les tangentes de ces cour-
bes, leurs perpendiculaires, leurs points d'in-
fléxion ou de rebrouffement 4 les rayons qui 
s'y réfléchirent, ceux qui s'y rompent, &c. 

Les polygones infcrits ou circonfcrits aux 
courbes, qui par la multiplication infinie de 
leurs côtés , fe confondent enfin avec elles, 
ont été pris de tout temps pour les courbes 
mêmes. Mais on en étoit demeuré là : ce n'eft 
que depuis la découverte de l'Analyfe dont il 
s'agit ici, que l'on a bien fenti l'étendue 6c la 
fécondité de cette idée. 

Ce que nous avons des anciens fur ces 
matières , principalement d'Archimede , eft 
affurément digne d'admixatiofl, Mais outre 
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qu'ils n'ont touché quà fort peu de courbes, 
qu'ils n'y ont même touché que légèrement ; 
ce ne font prefque par tout que propofitions 
particulières ôc fans ordre, qui ne font aper-
cevoir aucune méthode réguliere ôc fuivie. 
Ce n'eft pas cependant qu'on leur en puilfe 
faire un reproche légitime : ils ont eu befoin * mm» 
d'une extrême force de génie * pour percer tlineisfp'<r*-
V i» i r • ' O 1 traftatum 

a travers tant d oblcurites, oc pour entrer les cum Us wqne 

premiers dans des pais entièrement inconnus. ^Inmhhês 
s'ils n'ont pas été loin, s'ils ont marché 
de longs circuits? du moins, quoi qu en dite dmonsimio-
f Viette, ils ne fe font point égarés: ôc plusTm defpiriLr 
.« , , r , » •/v>r, hum tangemi-

les chemins qu us ont tenus etoient difficiles bus artifimm 
Ôc épineux, plus ils font admirables de ne s'y mfqulZmn, 
être pas perdus. En un mot il ne paroît pas l"^""! faîe~ 

, ? i\ r • i "or, ab earum 

que les Anciens en ayent pu taire davantage contemplation 
pour leur temps: ils ont fait ce que nos bons ^["Ùinfiru. 

elprits auroient fait en leur place 5 ôc s'ils ?ulus «nîmo 
étoient à la nôtre, il eft à croire qu'ils au-m^JuuZ 
roient les mêmes vues que nous. Tout cela demnftrati°-

n r • 1 i ' / i- / ti 1 • »tsmenonpeu 

elt une luite de 1 égalité naturelle des elprits «/># totam, 
Ôc de la fucceffion nécelfaire des découv ertes. f ^ p^idê 

Ainfi il n'eft pas furprenant que les An- J^eis fPlrall~ 
ciens n'ayent pas été plus loin ; mais on ne + siverê m-

fçauroit aftés s'étonner que de grands 
mes, ôc fans doute d'auffi grands hommes 

^ ••• SupLGeom. 
a uj r 



vj P R E F A C E . 
que les Anciens, en foient fi long-temps de-
meurés là 3 ôc que par une admiration prefque 
fuperftitieufe pour leurs ouvrages, ils fe foient 
contentés de les lire ôc de les commenter , fans 
fe permettre d'autre ufage de leurs lumières, 
que ce qu'il en falloit pour les fuivre 5 fans ofer 
commettre le crime de penfer quelquefois 
par eux-mêmes, ôc de porter leur vue au delà 
de ce que les Anciens avoient découvert. De 
cette manière bien des gens travailloient, ils 
écrivoient , les Livres fe multiplioient , ôc 
cependant rien n'avançoit : tous les travaux 
de plufieurs fiecles n'ont abouti qu'à remplir 
le monde de refpeétueux commentaires Ôc de 
traduétions répétées d'originaux fouvent affés 
méprifables. 

Tel fut l'état des Mathématiques , ôc fur 
tout de la Philofophie, jufqu a M. Defcartes. 
Ce grand homme pouffé par fon génie ôc par 
la fupériorité qu'il fe fentoit, quitta les An-
ciens pour ne fuivre que cette même raifon 
que les Anciens avoient fuivi 5 ôc cette heu-
reufe hardieffe, qui fut traitée de révolte, nous 
valut une infinité de vues nouvelles ôc utiles 
fur la Phyfique ôc fur la Géometrie, Alors on 
ouvrit les yeux, Ôc l'on s'avifa de penfer. 

Pour ne parler que des Mathématiques ? 



P R E F A C E . vij 
dont il eft feulement ici queftion,M. Defcartes 
commença où les Anciens avoient fini , ôc 
il débuta par la folution d'un Problême ou 
Pappus di t* qu'ils étoient tous demeurés. On 
fçait jufqu'où il a porté l'Analyfe ôc la Géo-uk ?• 
metrie, Ôc combien l'alliage qu'il en a fait, m'u°' 
rend facile la folution d'une infinité de Pro-
blêmes qui paroiffoient impénétrables avant 
lui. Mais comme il s'appliquoit principale-
ment à la réfolution des égalités, il ne fit d'at-
tention aux courbes qu'autant qu'elles lui pou-
voient fervir à en trouver les racines : de forte 
que l'Analyfe ordinaire lui fuffifant pour cela, 
il ne s'avifa point d'en chercher d'autre. Il 
n'a pourtant pas laiffé de s'en fervir heureufe-
ment dans la recherche des tangentes 5 ôc la 
méthode qu'il découvrit pour cela, lui parut 
fi belle, qu'il ne fit point de difficulté de dire, 
* que ce Problème étoit le plus utile & le plus * Gemct-
général, non feulement qu'il f u t , mais même 
quil eut jamais defiré de favoir en Géometrie. 

Comme la Géometrie de M. Defcartes a voit 
mis la conftruétion des Problêmes par la réfo-
lution des égalités fort à la mode, ôc qu'elle 
avoit donné de grandes ouvertures pour cela 5 
la plupart des Géometres s'y appliquèrent, ils 
y firent auffi de nouvelles découvertes , qui 

Liv. 2. 
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s'augmentent ôc fe perfectionnent encore tous 
les jours. 

Pour M. Pafcal, il tourna fes vues de tout 
un autre côté : il éxamina les courbes en elles-
mêmes , ôc fous la forme de polygone 5 il re-
chercha les longueurs de quelques-unes , lef-
pace qu'elles renferment , lefolide que ces 
efpaces décrivent, les centres de gravité des 
unes ôc des autres, &c. Et par la confidéra-
tion feule de leurs élémens, c'eft-à- dire des 
infiniment petits, il découvrit des Méthodes 
générales ôc d'autant plus furprenantes, qu'il 
ne paroît y être arrivé qu'à force de tête Ôc 
fans Analyfe. 

Peu de temps après la publication de la 
Méthode de M. Defcartes pour les tangentes, 
M. àe Fermât en trouva aufli une, que M. 

*irtf.7i. Defcartes a enfin avoué* lui-même être plus 
rm"5* fimple en bien des rencontres que la fienne. 

Il eft pourtant vrai qu'elle n'étoit pas encore 
aufli fimple que M. Barrow l'a rendue depuis 
en confidérant de plus près la nature des poly-
gones , qui préfente naturellement à l'efprit un 
petit triangle fait d'une particule de courbe, 
comprife entre deux appliquées infiniment 
proches, de la différence de ces deux appli-
quées , ôc de celles des coupées correfpondan-

tesj 



P R E F A C E . ix 
res 5 ôc ce triangle eft femblable à celui qui 
fe doit former de la tangente, de l'appliquée, 
ôc de la foutangente : de forte que par une 
fimple Analogie cette derniere Méthode épar-
gne tout le calcul que demande celle de M. 
Defcartes, ôc que cette Méthode, elle-même, 
demandoit auparavant. 

M. Barrenrv * n'en demeura pas là, il inventa *ien. Geo-

aufli une efpece de calcul propre à cette M e - 8 o * 
thode?mais il lui falloit, auflî-bien que dans 
celle de M. Defcartes, ôter les fractions, ôc 
faire évanouir tous les fignes radicaux pour 
s'en fervir. 

Au défaut de ce calcul eft furvenu celui du 
célébré * M. Leibnis ; ôc ce fçavant Géome- „ r 

• \ -n L'P. » 

tre a commencé ou M. Barrow. ôc les autres an. 1684. 
avoient fini. Son calcul l'a mené dans des paisp'467' 
jufqu'ici inconnus 5 & il y a fait des décou-
vertes qui font l'étonnement des plus habiles 
Mathématiciens de l'Europe. Mrs Bernoulli 
ont été les premiers qui fe font aperçus de la 
beauté de ce calcul : ils l'ont porté à un point 
qui les a mis en état de furmonter des diffi-
cultés qu'on n'auroit jamais ofé tenter aupa-
ravant. 

L'étendue de ce calcul eft immenfe : il con-
vient aux courbes mécaniques , comme aux 

b 
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géométriques 3 les lignes radicaux lui font in-
differéns 3 & même fouvent commodes 3 il 
s'étend à tant d'indéterminées qu'on voudras 
la comparaifon des infiniment petits de tous 
les genres lui eft également facile. Et de là 
naiffent une infinité de découvertes furpre-
nantes par rapport aux tangentes tant cour-
bes que droites, aux queftions De maximis 
Çtf minimis , aux points d'infléxion & de re-
brouffement des courbes, aux dévelopées, aux 
cauftiques par réfléxion ou par réfradion, ôcc. 
comme on le verra dans cet Ouvrage. 

Je le divife en dix Sedions. La premiere 
contient les principes du calcul des différen-
ces. La fécondé fait voir de quelle manière 
l'on s'en doit fervir pour trouver les tangen-
tes de toutes fortes de courbes, quelque nom-
bre d'indéterminées qu'il y ait dans l'équation 

* Defigu- qui les exprime, quoique M. Craige * n'ait 
ITZrZ' pas crû qu'il pût s'étendre jufqu'aux courbes 
quadratu- mécaniques ou tranfcendantes. La troifiéme, 
ts,part. i. c o m m e n t q pert ^ refoudre toutes les queftions 

De maximis & minimis. La quatrième, com-
ment il donne les points d'infléxion & de re-
brouffement des courbes. La cinquième en 
découvre l'ufage pour trouver les dévelopées 
de M. Hugens, dans toutes fortes de courbes. 
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La fixiéme ôc la feptiéme font voir comment 
il donne les cauftiques , tant par réflexion que 
par réfradion, dontl'illuftre M. Efchirnhaus 
eft l'inventeur, & pour toutes fortes de cour-
bes encore. La huitième en fait voir encore 
l'ufage pour trouver les points des lignes cour-
bes qui touchent une infinité de lignes don-
nées, de pofition, droites ou courbes. La neu-
vième contient la folution de quelques Pro-
blêmes qui dépendent des découvertes précé-
dentes. Et la dixième confifte dans une nou-
velle manière de fe fervir du calcul des diffé-
rences pour les courbes géométriques : d'où 
l'on déduit la Méthode de M s Defcartes ôc 
Hudde, laquelle ne convient qu'à ces fortes 
de courbes. 

Il eft à remarquer que dans les Sedions 2, 
3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , il n'y a que très peu de pro-
pofitions j mais elles font toutes générales, ôc 
comme autant de Méthodes dont il eft aifé 
de faire l'application à tant de propofitions 
particulières qu'on voudra : je la fais feule-
ment fur quelques exemples choifis , perfuadé 
qu'en fait de Mathématique il n'y a à profiter 
que dans les Méthodes, ôc que les Livres qui 
ne confiftent qu'en détail ou en propofitions 
particulières, ne font bons qu'à faire perdre 

b i j 
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du temps à ceux qui les font, ôc à ceux qui 
les lifent. Aufli n'ai-je ajouté les Problêmes 
de la Seétion neuvième, que parcequ'ils paf-
fent pour curieux, ôc qu'ils font très univer-
fels. Dans la dixième Seétion ce ne font en-
core que des Méthodes que le calcul des dif-
férences donne à la maniéré de M Defcartes 
ôc Hudde 5 ôc fi elle font fi limitées, on voit 
par toutes les précédentes que ce n eft pas un 
défaut de ce calcul, mais de la Méthode Car-
téfienne à laquelle on f affujettit. Au contraire 
rien ne prouve mieux l'ufage immenfe de ce 
calcul, que toute cette variété de Méthodes5 
ôc pour peu d'attention qu'on y fafle, l'on 
verra quil tire tout ce qu'on peut tirer de 
celle de Mr? Defcartes ôc Hudde, Ôc que la 
preuve univerfelle qu'il donne de l'ufage 
qu'on y fait des progreflîons arithmétiques, 
ne laifle plus rien à fouhaiter pour l'infailli-
bilité de cette derniere Méthode. 

J'avois deflein d'y ajouter encore une 
Seétion pour faire fentir aufli le merveilleux 
ufagede ce calcul dans laPhyfique, jufqu'à 
quel point de précifion il la peut porter, ôc 
combien les Mécaniques en peuvent retirer 
d'utilité. Mais une maladie m'en a empêché : 
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Le Publie n'y perdra pourtant rien, ôc il 
l'aura quelque jour même avec ufure. 

Dans tout cela il n'y a enc ore que la pre-
mière partie du calcul de M.Leibnis, laquelle 
con lifte à defeendre des grandeurs entières à 
leurs différence infiniment petites ôc à com-
parer entr'eux ces infiniment petits de quel-
que genre qu'ils foient : c'eft ce qu'on appelle 
Calcul différentiel. Pour l'autre partie, qu'on 
appelle Calcul intégral, ôc qui confifte à re-
monter de ces infiniment petits aux gran-
deurs 011 aux touts dont ils font les différen-
ces, c'eft - à - dire à en trouver les fommes, 
j'avois aufli deflein de le donner. Mais M. 
Leibnis m'ayant écrit qu'il y travailloit dans 
un Traité qu'il intitule De Scientid infiniti > 
je n'ai eu garde de priver le Public d'un fi bel 
Ouvrage qui doit renfermer tout ce qu'il y a 
de plus curieux pour la Méthode inverfe des 
tangentes, pour les rectification des courbes, 
pour la quadrature des efpaces qu'elles ren-
ferment, pour celles des furfaces des corps 
qu'elles décrivent, pour la dimenfion de ces 
corps, pour la découverte des centres de gra-
vité , ôcc. Je ne rends même ceci public, que 
parce qu'il m'en a prié par fes Lettres, ôc que 
je le crois néceffaire pour préparer les efprits 



xiv P R E F A C E 
à comprendre tout ce qu'on pourra découvrir 
dans la fuite fur ces matières. 

Au refte je reconnois devoir beaucoup aux 
lumieres de Mrs Bernoulli, fur tout à celles du 
jeune prefentement Profefleur à Groningue. 
Je me fuis fervi fans façon de leurs découver-
tes & de celles de M. Leibnis. C'eft pourquoi 
je confens qu'ils en revendiquent tout ce qu'il 
leur plaira, me contentant de ce qu'ils vou-
dront bien me laiffer. 

C'eft encore une juftice due aufçavant M. 
* journal Newton, ôc que M. Leibnis lui a rendue * lui-

^ S . m ê m e : Qu'il avoit aufli trouvé quelque chofe 
1^4. de femblable au calcul différentiel , comme il 

paroît par l'excellent Livre intitulé , Philofo-
phiœ naturalis principia JUathematica , qu'il 
nous donna en 1687, lequel eft prefque tout 
de ce calcul. Mais la CaraCtenftique de M. 
Leibnis rend le fien beaucoup plus facile ôc 
plus expeditif? outre qu'elle eft d'un fecours 
merveilleux en bien des rencontres. 

Comme l'on imprimoit la derniere feuille 
de ce Traité, le Livre de M. Nieuuuentiit m'eft 
tombé entre les mains. Son titre , Analjfis 
infinitomm, m'a donné la curiofité de le par-
courir : mais j'ai trouvé qu'il étoit fort diffé-
rent de celui-ci 5 car outre que cet Auteur 
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ne fe fert point de la Caraéteriftique de M. 
LeLn s, il rejette abfolument les différences 
fécondés, troifiémes , àcc. Comme j'ai bâti la 
meilleure partie de cet Ouvrage fur ce fonde-
ment , je me croirois obligé de répondre à fes 
objeétions, & de faire voir combien elles font 
peu folides, fi M. Leibnis n'y avoit déjà plei-
nement fatisfait dans les Aétes * de Leypfick. 
D'ailleurs les deux demandes ou fuppofitions ispy.p. 
que j'ai faites au commencement de ce Trai- il

6°]\& 

té, & fur lefquelles feules il eft appuyé, me 
paroiffent fi évidentes , que je ne crois pas 
qu'elles puiffent laiffer aucun doute dans 
l'efprit des Leéteurs attentifs. Je les aurois 
même pu démontrer facilement à la manière 
des Anciens, fi je ne me fuffepropofé d'être 
court fur les chofes qui font déjà connues, & 
de m'attacher principalement à celles qui font 
nouvelles. 
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I N F I N I M E N T P E T I T S 

P R E M I E R E P A R T I E . 

DU C A L C U L DES D I F F E R E N C E S -

S E C T I O N P R E M I E R E . 

Ou l'on donne les Réglés de ce Calcul. 

D E' F I N I T I O N I . 
I 

N appelle quantités variables celles qui 
augmentent ou diminuent continuelle-
ment ; ôc au contraire quantités confiantes 
celles qui demeurent les mêmes pendant 
que les autres changent. Ainfi dans une 
parabole les appliquées ôc les coupées font 

des quantités variables, au lieu que le paramètre eft une 
quantité confiante. 

A 



2 A N A L Y S E 

D E ' F I N I T I O N I I . 

L a portion infiniment petite dont une quantité variable 
augmente ou diminue continuellement, en eft appellée la 

Fie . i . Différence. Soit par exemple une ligne courbe quelconque 
A MB, qui ait pour axe ou diametre la ligne AC , ôc pour 
une de fes appliquées la droite PM 5 ôc foit une autre ap-
pliquée pm infiniment proche de la premiere. Cela pofé; 
fil'onmene MR parallele à AC ; les cordes AM, Ami 
ôc qu'on décrive du centre A , de l'intervalle AM le petit 
arc de cercle MS : Bp fera la différence de AB, Rm celle 
de BM, Sm celle deAM, ôc Mm celle de l'arc AM. D e 
même le petit triangle MAm qui a pour bafe l'arc Mm ; 
fera la différence du fegment AM ; ôc le petit efpace MPpm, 
celle de l'efpace compris parles droites AB, BM, ôc par 
l'arc AM. 

C O R O L L A I R E . 

1 • I L eft évident que la différence d'une quantité confian-
te eft nulle ou zéro : ou (ce qui eft la même chofe) que les 
quantités confiantes n'ont point de différence. 

A V E R T I S S E M E N T . 

On fe fervir a dans la fuite de la note ou caraBerifiique d 
pour marquer la différence d'une quantité variable que l'on ex-
prime par une feule lettre ; &pour éviter la confufion, cette no-
te d rîaura point! autre ufage dans la fuite de ce calcul. Si Ion 
nomme par exemple les variables A P , x ; P M , y ; A M , z 5 
(arc A M , u ; l'efpace mixtiligne A P M , s -, & le fegment 
A M , t : dx exprimera la valeur de P p , dy celle de R m , dz 
celle de S m , du celle du petit arc M m , ds celle du petit efpace 
M P p m , & dt celle du petit triangle mixtiligne M A m . 

I . D E M A N D E O U S U P P O S I T I O N . 

O n demande qu'on puiffe prendre indifféremment 
l'une pour l'autre deux quantités qui ne différent entr'elles 
que d'une quantité infiniment petite : ou ( ce qui eft la même 
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chofe) qu'une quantité qui n'eft augmentée ou diminuée 
que d'une autre quantité infiniment moindre qu'elle, puiffe 
être confiderée comme demeurant la même. O n demande 
par exemple qu'on puiffe prendre Ap pour AP, pm pour 
PM, l'efpace Apm pour l'efpace APM, le petit efpace 
MPpm pour le petit rectangle MPpR , le petit feêteur 
AMm pour le petit triangle AMS , l'angle pAm pour 
l'angle PaM , ôcc. 

I I . D E M A N D E O U S U P P O S I T I O N . 

3- O N demande qu'une ligne courbe puiffe être confi-
dérce comme l'affemblage d'une infinité de lignes droites; 
chacune infiniment petite : ou ( ce qui eft la même chofe ) 
comme un polygone d'un nombre infini de côtés, chacun 
infiniment petit, lefquels déterminent par les angles qu'ils 
fontentr'eux , la courbure de la ligne. O n demande par 
exemple que la portion de courbe Mm ôc l'arc de cercle 
MS puiffent être confidérés comme des lignes droites à 
caufe de leur infinie petiteffe, en forte que le petit triangle 
m S M puiffe être cenfé rettiligne. 

A V E R T I S S E M E N T . 

On fuppofe ordinairement dans la fuite que les dernier es let-
tres de l'alphabet , z , y , x , &c. marquent des quantités va-
riables ; & au contraire que les premiere s a,b,c, &c. marquent 
des quantités confiantes : de forte que x devenant x-4-dx} y , z , 
&c. deviennent y •+- dy , z -+- d z , dtc. * Et a, b , c , &c. de- * Art. r. 
meurent les mêmesa, b , c , ôcc. 

P R O P O S I T I O N I . 

Problême. 
4- P R E N D R E A* différence deplufieurs quantités ajoutées 
enfemble, ou foufiraites les unes des autres. 

Soit — ^dont il faut prendre la différence. 
Si l'on fuppofe que x foit augmentée d'une portion infini-
ment petite 5 c'eft à dire qu'elle devienne x-t- dx ; y de-

A ij 
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*Art. r. viendra alorsy+ày\ & pour la confiante s * , elle 
demeurera la même a : de forte que la quantité propo-
fée a-\-x-*-y— ^ deviendra a-\- x-Srdx->ry -\- dy— ^ 
— fa différence, que l'on trouvera en la retranchant 
de cette derniere, fera dx + d y — dx, Il en eft ainli des 
autres 5 ce qui donne cette réglé. 

R É G L É I . 

Pour les quantités ajoutées, ou foufraites. 

On prendra la différence de chaque terme de la quan-
tité propofée, ôc retenant les mêmes fignes, on en com-
poferaune autre quantité qui fera la différence cherchée. 

P R O P O S I T I O N I I . 

Problême. 
5 - P R E N D R E / s différence d'un produit fait de plu fleuri 
quantités multipliées les une s par les autres. 

i° . L a différence de x y eûydx-t-xdy. Cat y devient 
ysrdy lorfque x devient x d x ; ôc partant xy de-
vient alors xy dx -\-x d y-*- dx dy, qui eft le pro-
duit de x -4- d x par y •+• d y , ôc fa différence fera ydx 

*Jrt.2. •+•x dy •+• dxdy, c'eft à dire *yd x -t-xdy: puifque^.vgy 
eft une quantité infiniment petite par rapport aux autres 
termes;* d x , ô c x d y , car fi l'on divife par éxemple ydx 
ôc dxdy par dx, on trouve d'une part y, ôc de l'autre 
dy qui en eft la différence, ôc par conféquent infiniment 
moindre qu'elle. D'où il fuit que la différence du pro-
duit de deux quantités eft égale au produit de la diffé-
rence de la premiere de ces quantités par la fécondé, 
plus au produit de la différence de la fécondé par la pre-
miere. 

2°. L a différence de x ; / ^ eft y xdx x x.dyxydsg. 
Car en confidérant le produit xy comme une feule quanti-
té , il faudra, comme l'on vient de prouver, prendre le pro-
duit de fa différence;* dx -+- x dy par la fécondé x ( ce qui 
donne;* \dx-*-x xfly ) plus le produit delà différence dx. 
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de la fécondé la premiere xy{ ce qui donne xydx) » 
ôc partant la différence de xyx fera y\dx+- x^dy 
.+• xy d x. 

3°. L a différence de xy xu eft uyxflx m- uxxdy 
wH-uxy dxr*- xy xd«- C e qui fe prouve comme dans le 
cas précédent en regardant le produit xy x comme une 
feule quantité. l i e n eft ainfi des autres à l'infini, d'où l'on 
forme cette régie. 

R É G L É I I . 

Pour les quantités multipliées'. 

L a différence du produit de plufieurs quantités multi-
pliées les unes par les autres, eft égale à la fomme des pro-
duits de la différence de chacune de ces quantités par le 
produit des autres. 

Ainfi la différence de a x eft xo-^adx, c'eft à dire 

a d x. Celle de a->r-xxb—y eft bdx —ydx — ady 

r-xdy. 

P R O P O S I T I O N I I I . 

Problême. 
6 . P R E N D R E la différence d'une fraBion quelconque. 

L a différence d e J e f t y - x ~ x d 7 . Car fuppofant j = 
on aura x = y x > & comme ces deux quantités varia-
bles x ôc y x doivent toujours être égales entr'elles , foit 
qu'elles augmentent ou diminuent , il s'enfuit que leur 
différence, c'eft à dire leurs accroiffemens ou diminutions 
feront auffi égales entr'elles ; ôc partant * on aura d x 

, - , dx xjy ydx x dy 
=ydx + zjy> & dx=—y = yy en mettant 

pour x fa valeur C e qu'il falloit, ôcc. d'où l'on forme 

cette réglé. 

R É G L É I I I . 

Pour les quantités divifées > ou pour les fraBions. 

L a différence d'une fra&ion quelconque eft égale au 
A i i j 
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produit de la différence du numérateur par le dénomina-
teur , moins le produit de la différence du dénominateur 
par le numérateur : le tout divifé par le quarré du déno-
minateur. 

Ainfi la différence de fera > celle de fera 
adx 

aa-\- xax-y-xx' 

P R O P O S I T I O N I V . 

Problême. 
7* P R E N D R E A* différence d'une puiffance quelconque par-

faite ou imparfaite d'une quantité variable. 

I l eft néceffaire afin de donner une régie générale qui 
ferve pour les puffances parfaites ôc imparfaites, d'expli-
quer l'analogie qui fe rencontre entre leurs expofans. 

Si l'on propofe une progreffion géométrique dont le pre-
mier terme foit l'unité, Ôc le fécond une quantité quel-
conque x , ôc qu'on difpofe par ordre fous chaque terme 
fon expofant, il eft clair que ces expofans formeront une 
progreffion arithmétique. 

Prog. geom. i , x, x x , x L x * , x*, x6, x 7 , ôcc. 
Prog. arith. 0 , 1 , 2 . , 3, 4 , y , 6 , 7 , ôcc. 
Et fi l'on continue la progreffion géométrique au de£ 

fous de l'unité , ôc l'arithmétique au deffous de zéro, les 
termes de celle-ci feront les expofans de ceux aufquels 
ils répondent dans l'autre. Ainfi — 1 eft ! expofant de 

- , — 2 celui de — , ôcc. 
X ' XX 

Prog. geom. x , 1 , 7 , — , > ôcc. 
Prog. arith. i , o, — s, — 2 , — 3 , — 4 , ôcc. 
Mais fi l'on introduit quelque nouveau terme dans la 

progreffion géométrique , il faudra pour avoir fon expo-
fant , en introduire un femblable dans l'arithmétique. 

Ainfi Vx aura pour expofant ^ : \/x, j - . v ' x 1 , 7 : 773 ; 

— : - A — , — y : 7 7 7 , — | : de forte que ces expref-
V x * 
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fions V x ô c x T , fx&cxJ, ^ ô c x ï , . i ô c x — T Ô C C . 

ne fignifient que la même chofe. 
Prog. geom. i,Vx,x.i, ^ x , ^ / x x , x . i , ^ x . ^ x x , 

Prog.arith. o , i . o , j , f ., i . o , f , f , f , i . 
_ I T x i M i ij- » 1 . » i i. 
P r o g . g e o m . — —s > —'• — J V 7 7 ? V f f T , ' « , p " ~ JT 

Prog. arith. — 1 , — 7 » — — l >—T> — 1 > — 2 ' — 3 * — 7» — 
O ù l'on voit que de même que Vx eft moyenne géomé-

trique entre 1 ô c x , de même auffi^eft moyenne arith-
métique entre leurs expofans zéro & 1 : ôc de même que 
\Jx eft la premiere des deux moyennes géométriquement 

proportionnelles entre 1 ô c x , de même auffiy eft la pre-
miere des deux moyennes arithmetiquement proportion-
nelles entre leurs expofans zéro ôc 1 : ôc il en eft ainfi des 
autres. Or il fuit de la nature de ces deux progrefiions. 

i°. Que la fomme defc expofans de deux termes quel-
coniques de la progreffion géométrique fera l'expofant du 

terme qui en eft le produit. Ainfi x4"4"* où x7 eft le pro-

duit de x3 par x 4 , Ôc * î 7 où x { eft le produit de x i 

L
 r j. -

par x 3 , ôc x 3 s o ù x 15 eft le produit de x 3 par 
« 2 JL 1 ~ 

xJ, Ôcc. D e même x3 3 où x 3 eft le produit de x 3 

par lui - même, c'eft à dire fon quarré, ôc x"4"1"*"1"*"1 où 
x 6 eft le produit de x 2 par x 2 par x 2 , c'eft à dire fon cube, 

i_ 1 1 ± 
& x 3 3 3 3 où x 3 eft la quatrième puiffance 

1 
de x 3 , ôc il en eft ainfi des autres puiffances. D'où il 
eft évident que le double , le triple, ôcc. de l'expofant d'un 
terme quelconque de la progreffion géométrique eft l'ex-
pofant au quarré , du cube, ôcc. de ce terme > ôc partant 
que la moitié', le tiers, ôcc. de l'expofant d'un terme quel-
conque de la progreffion géométrique fera l'expofant de 
la racine quarre'e, cubique, ôcc. de ce terme. 

2°. Que la différence des expofans de deux termes quel-
conques de la progreffion géométrique fera l'expofant du 

» 
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quotient de la divifion de ces termes. Ainfi x t ï 

= x i fera l'expofant du quotient de la divifion de 

x T par xT , ôc x 7 7 = x f i fera l'expofant du quo-

tient de la divifion de x T p a r x 7 ; où l'on voit que c'eft 

la même chofe de multiplier x T par x 7 que de divi-

fer x — T p a r x 7 . Il en eft ainfi des autres. Ceci bien en-
tendu , il peut arriver deux différens cas. 

Premier cas, lorfque la puillance eft parfaite, c'eft à dire 
lorfque fon expofant eft un nombre entier. L a différence 
de xx eft 2 x d x , de x 3 eft $xxdx, de x 4 eft 4.x3 dx, ôcc. Car 
le quarré de x n'étant autre chofe que le produit de x par 

* Jrt. x , fa différence * fera xdx-f-xdx, c'eft à dire 2 xdx. D e mê-
me le cube de x n'étant autre chofe que le produit de x 
par x par x , fa différence* fera xxdx-i-xxdx-hxxdx, c'eft 
à dire 3xxdx\ ôc comme il en eft ainfi des autres puiffances 
à l'infini, il s'enfuit que fi l'on fuppofe que m marque un 
nombre entier tel que l'on voudra, la différence d e x m fera 

mxm 1 dx. 
Si l'expofant eft négatif, on trouvera que la différence 

, m , 1 , mxm 1 dx m ld 
d e x ou de ^ fera — — — mx 

Second cas, lorfque la puiffance eft imparfaite, c'eft à 
dire lorfque fon expofant eft un nombre rompu. Soit pro-

m 
pofé de prendre la différence de o u x ° ( ™ exprime un 

m 

nombre rompu quelconque) on f u p p o f e r a x n = s ^ , ôc en 
élevant chaque membre à la puiffance» on a u r a x m = ^ n , 
ôc en prenant les différences comme l'on vient d'expliquer 
dans le premier cas, on trouvera ;»xm ldx=nzff 

& m " m ~ l d x = = " l - l d x , o u " J d x N x m — n , en 
nf.n~~~l » n x 

m 

mettant à la place de — 1 fa valeur «x « Si l'expo-

fant eft négatif, on trouvera que la différence de x — ^ 
m 

1 -x" dx 
ou de m fera Z s=s—-x a 

* iT - Ce 
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C e qui donne cette réglé générale. 

R É G L É I V . 

Pour les Puiffance s parfaites ou imparfaitesi 

L a différence d'une puiffance quelconque parfaite ou 
imparfaite d'une quantité variable, eft égale au produit de 
l'expofant de cette puiffance , par cette même quantité éle-
vée à une puiffance moindre d'une unité, ôc multipliée par 
fa différence. 

Ainfi li l'on fuppofe que m exprime tel nombre entier ou 
rompu que l'on voudra, foitpolîtif, foit négatif, ôc x une 
quantité variable quelconque, la différence de xm fera tou-
jours m x m — l d x . 

E X E M P L E S . 

L a différence du cube de a y—xx, c'eft à dire de • i 
a y — x x , eft 3xay— xxxady — 2 xdx = 3 a 3 yy dy 
— 6a a xjcy dy-\- 3ax't dy— 6aayyxd1 2ay xi dx 
*— 6 xJ dx. 

L a différence de V f j f f f j y ou de Xy-+-yy » 
, 1- y dx-+-x dy-\-xydy% 

~Xxy-hyy 2 xy d x x d y-4- 2y dy, ou 
^ _____ I ,. , • I 

Celle de V a * •+• axyy ou de , eft ty a*-t-axyy 

• » Celle de 

ou de a x-irxx 3", ettjxax-i-xxJxadx-b2xdx , ou 
adx-4- ixdx 

ly/a. 

L a différence de V a x x x A ->r a xyy ou de 

ax-4rXX-4ry/ A ^ . a X y y 2 . eft 7 X ax-t-XX+V a X y y 2 

* a d x + 2xdx-4-ayydX~±Ejff adx+ixdx 

2 Vai-4-axyy ' u 1 Vax xx y / ^ ^ 

ayydx-4-iaxydy 
W*i+axyyx iy ax-*- x*+yu^.axyJ 

B 
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\jctx-*rxx 

\ 

* A r t 7 6. L a différence de " fera félon cette réglé * ôc celle 
ail »• / • V y v 

des 

2 X -3- y Y —ydx—xdy—iydy ^ AaX-4-XX. 
l\ xy-^-yy 

xy + yy 

R E M A R Q U E . 

I L eft à propos de bien remarquer que l'on a toujours 
fuppofe en prenant les différences, qu'une des variables x 
croiffant, les autres y , K, &c . croiffoient aulfi ; c'eft à dire 
que les x devenant x-*-dx , l e s / , ôcc. devenoient 

y a r d y , JÇ.-4- ^ A- & c - C'eft pourquoi s'il arrive que quelques-
unes diminuent pendant que les autres eroiffent, il en fau-
dra regarder les différences comme des quantités négati-
ves par rapport à celles des autres qu'on fuppofe croître ; 
ôc changer par conféquent les lignes des termes où les 
différences de celles qui diminuent fe rencontrent. Ainfi 
f i l o n fuppofe que les x croiffant, lesyôc les ^diminuent; 
c'eft à dire que les x devenant x - t - d x , les y ôc les ^de-
viennent y — dy ôc jy— d ôc que l'on veuille prendre la 
différence du produit xy Zj il faudra changer dans la diffé-
rence xy d ^ x z j y - ^ y ^dx trouvée* , les lignes des 
termes où dy ôc dz^fe rencontrent : ce qui donne;* j^fx 

x y dz^— x zfiy pour la différence cherchée. 
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S E C T I O N I I . 

Vfage du calcul des différences pour trouver les Tangentes 

de toutes fortes de lignes courbes. 

D E' F I N I T I O N. 

SI l'on prolonge un des petits côtés Mm du poligone FIG. 2. 
qui compofe * une ligne courbe > ce petit côté ainfi * atrt. 

prolongé fera appellé la Tangente de la courbe au point 
M o u m. 

P R O P O S I T I O N I . 

Problême. 
9 - S o IT une ligne courbe A M telle que la relation de la fiG.p 

coupée A P i l'appliquée P M , [oit exprimée par une équa-
tion quelconque, & qu'il faille du point donné M fur cette 
courbe mener la tangente M T. 

Ayant mené l'appliquée M P , ôc fuppofé que la droite 
MT qui rencontre le diamètre au point T, foit la tangente 
cherchée; on concevra une autre appliquée mp infini-
ment proche de la premiere, avec une petite droite MR pa-
rallèle à A P. Et en nommant les données A P , x ; P M , y, 
( donc Pp ou MR=*=dx, ôc Rm—dy. )les triangles fem-
blabiés m RM ôc MPT donneront m R(dy).Rm (dx): : MP 
( f . p T — f f Or par le moyen de la différence de l'é-
quation donnée, on trouvera une valeur de dxen termes 
qui feront tous affedés par dy, laquelle étant multipliée 
par y ôc divifée p a r ^ , donnera une valeur de la foutan-
gente P T e n termes entièrement connus ôc délivrés des 
différences, laquelle fervira à mener la tangente cherchée 
MT, 

R E M A R Q U E . 

1 0 ' L o R S Q U E i l e point T tombe du côté oppofé au F1G.4 
point A origine des x, il eft clair que x croiffant, ; dimi-

B ij 
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* Jrt. 8. «ue 5 ôc qu'il faut changer par conféquent * dans la différen-

ce de l'équation donnée les lignes de tous les termes où dy 
lé rencontre:autrement la valeur de dx en dy feroit néga-
tive; & partant auffi celle de P T ( y ~ ) . I l eft mieux ce : 

pendant, pour ne fe point embaraffer , de prendre tou-
jours la différence de l'équation donnée par les réglés que 

* Secl. i. l'on a preferites * fans y rien changer ; car s'il arrive à la fin 
de l'opération que la valeur de P T foit pofitive, il s'enfui-
vrà qu'il faudra prendre le point T du même côté que le 
point Â origine des x-, comme l'on a fuppofé en faifant le 
calcubôc au contraire fi elle eft négative,il le faudra prendre 
du côté oppofé. Ceci s'éclaircirà par les exemples fuivans. 

E X E M P L E I . 

FIG. J. N . S I l'ON veut que ax—yy exprime la relation de 
A P à P M; la courbe A M te ra une parabole qui aura pour 
paramétre la droite donnée a , ôc l'on aura en prenant de 

part ôc d'autre les différences, adx = 2ydy,&cdx—-ff 

ôc P T ( ) = f y = 2xeï\ mettant pour y y fa valeur ax. 
D'où il fuit que fi l'on prend P T double de A P, ôc qu'on 
mene la droite M T, elle fera tangente au point M. C e qui 
écoit propofé. 

FIG. 4. 2°. Soit l'équation aa?=-xy qui exprime la nature de 
l'hyperbole entre les afymptotes. On aura en prenant les 

différences xdy-+-ydx = o , ôc partant PT ( f f ) — — x. 
B o ù il fuit que fil'on prend P T— P A du côté oppofé au 
p o i n t é , ôc qu'on mene la droite MT, elle fera la tangente 
en M. 

3°. Soit l'équation générale;/ 1 1^* qui exprime la na-
ture de toutes les paraboles à l'infini lorfque l'expofant m 
marque un nombre politif entier ou rompu, ôc de toutes 
les hyperboles lorfqu'il marque un nombre négatif. O n 
aura en prenant les différences mym—1dy = dx, ôc partant 

PT ( f f ) =z mym == mx en mettant p o u r ; m fa valeur x. 
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Si m — l'équation f e r a ; 3 = rfxx qui exprime la 
nature d'une des paraboles cubiques , ôc la foutangente 
p y —s 1 x. S i m = — 2 , l'équation f e r a 4 3 = x ; ; qui ex-
prime la nature de l'une des hyperboles cubiques , ôc la 
foutangente P T = — 2 x. I l en eft ainfi des autres. 

Pour mener dans les paraboles la tangente au point A 
origine des x , il faut chercher quelle doit être la raifon 
dcdx ad y en ce point ; car il eft vifible que cette raifon 
étant connue, l'angle que la tangente fait avec l'axe où 
le diametre fera aufli déterminé. On a dans cet exemple 
dx.dy::mym—1. 1. D'où l'on voit q u e ; étant zéro en A , 
la raifon de dy ad x doit y être infiniment grande lorfque 
m furpaffe 1 , Ôc infiniment petite lorfqu'elle eft moindre: 
c'eft à dire que la tangente en A doit être parallele aux 
appliquées dans le premier cas, ôc fe confondre avec le 
diametre dans le fécond. 

E X E M P L E I I . 

1 2 • S o 1 T une ligne courbe A MB telle que A P %P B p I G 

( x x J = 7 ) . TM\yy) :: AB (a) .AD (b). D o n c 3 = 

— XX, ôc en prenant les différences , ff1—adx—z xdx ; 
. „ . xayy xax—ixx 

d ou 1 on tire PT(^) = 77=77; 7 = 7 7 - , en met-

tant pour fa valeur ax — x x ; ôc P T—AP ou AT 

-X x 

S u p p o f a n t à p r é f e n t q u e ^ i 7 x PB —x).PM 

(y%) A B (a). A D (b), on a u r a Ç , ^ - ^ x a—x1 ,'ôc ett 

prenant les différences __ 3 x x d x * a —> x — 

2adx-*-2xdxxxi, d'où l'on t i r e ^ == — — 

jxXa — x ou fax 
3 a — — xx 3 * — f x )a J * 

*v 3 xxxa x2—xa-4-zxxx 5 
xax 

B i i j 
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Et généralement fi l'on veut que m marque l'expofant 
de la puiffance de A P, ôc» celui de la puiffance d e PB, 

on aura ~ — = x m x a — x qui eft une équation gé-

nérale pour toutes les ellipfes à l'infini, dont la différence eft 

b 

d'où l'on tire ( en mettant pour t l f f l l fa valeur x m x a —x") 

P T ( ) — »'-4-"v'nx<» -v" ~x , 
\ dy ' T— . y v m - t 

mxm 'xr—"—ZTUTx^-"- x ma—*—nx 

ou 
m — u,x ma — m — nx 

E X E M P L E I I I . 

' 3 L e s mêmes chofes étant pofées que dans l'éxem-
ple précédent, excepté que l'on fuppofe ici que le point 
B tombe de l'autre côté du point A par rapport au point 

P , on aura l'équation ay f = x a -+- x qui exprime 

la nature de toutes les hyperboles confiderées par rapport 
à leurs diametres. D 'où l'on tirera comme ci-deflùsPZ* 

m-i-ny.ax-4-xx fa 

m a - 4 - m - 4 - « .v 

Maintenant fi l'on fuppofe que AP foit infiniment gran-
de, la tangente T M ne rencontrera la courbe qu'à une diff 
tance infinie, c'eft à dire qu'elle en deviendra l'afymptote 

CE ; ôc l'on auraence cas AT ( • AC, 
m a -1- m -+- n x ' "»-!-» 

puifque a étant infiniment moindre que x , le terme m a 
fera nul par rapport à m~fnx. Par la même raifon en ce cas 
l'équation à la courbe deviendra aym+B = bx m*f'n. Ainfi en 
faifant pour abréger m-**n — f , ôc en extrayant de part ôc 
d'autre la racine^, on auray\fa==x^Jb , dont la différence 

eft dyffja —dx\Jb : de forte qu'en menant A E parallele aux 

appliquées, ôc en concevant un petit triangle au point où 

l'afymptote CE rencontre la courbe, on formera cette pro-

portion ou \Ja.\j b\\AC.(ja).AE— Or les 
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valeurs de CA Se AE étant ainfi déterminées , on menera 
la droite indéfinie CE qui fera l'afymptote cherchée. 

S i ? w = i ô c » = i , la courbe fera l'hyperbole ordinaire, 
ôc on aura AC—^a, ôc AE=~ Vab, c'eft à dire à la moi-
tié du diametre conjugué , ce que l'on fçait d'ailleurs être 
conforme à la vérité. 

E X E M P L E I V . 

I 4 * S O I T l 'équat ion; 3 —x^—axy (A P — x, P M—y, FIG. 
a eft une ligne droite donnée ) ôc que cette équation 
exprime la nature de la courbe A M Sa différence fera 

5yydy — 3xxdx=axdy+ajdx. D o n c » 

= en mettant 
\ dy * }xx-t- ay j«r*-3- ay 

pour 3;3 — fa valeur 3axy. 
Maintenant fi l'on fuppofe que AP ècP M foient cha-

cune infiniment grande, la tangente T M deviendra l'afym-
ptote CE, ôc les droites AT, A S deviendront A C, AEqui 
déterminent la pofitiondelafymptote. O r AT que j'ap-

pdfe ' ' - . d'où l'on tire , = ASt. = f « « 

que A T devient A C, parce qu'alors a t eft nulle par rap-

port a a x. Mettant donc cette valeur 4 à la place d e ; 
d a n s ; 3 — x 3 = axy, on aura 2 7 * ' x 3 — a 1 x^—^a1 txx, d'où 
l'on tire (en effaçant le terme l a ^ t x x , parce que x étant 

infinie, il eft nul par rapport aux deux autres 2 -jt3 x3 & a 3 x 3 ) 

A C (t) — j a. D e même A S • ( ; — ^ ) que j'appelle 

„ "xy J ' N I> • l'Syy Vf 

* — ~Tx> d o u l o n w e x ^ ï ï + T s — » ' pareeque 

; étant infinie par rapport à r , le terme as fera nul par rap-
port au terme a y ; ôc en mettant cette valeur dans l'équa-
tion à la courbe, on trouvera AE{s)~t a. D'où il fuit 
que fi l'on prend les lignes AC, A E égales chacune à f a , 
Ôc qu'on mene la droite indéfinie CE, elle fera l'afymptote 
de la courbe A M. 
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O n fe réglera fur ces deux derniers exemples pour trou-
ver les afymptotes des autres lignes courbes. 

P R O P O S I T I O N I I . 

Problême. 
1 ^'S 1 fuPP°fe ^ANS propojîtion précédente que les 
coupées A P foient des portions d'une ligne courbe dont l'on fea-
che mener les tangentes P T , & qu'il faille du point donné M 
fur la courbe A M mener la tangente M T . 

Ayant mené l'appliquée MP avec la tangentePTÇÔc fup-
pofé que la droite M T qui la rencontre en T, foit la tan-
gente cherchée ; on imaginera une autre appliquée mp 
infiniment proche de la premiere , ôc une petite droite 
M R parallele à P T : ôc en nommant les données A P, x ; 
P M,y, on aura comme auparavant M P p ou R = dx, R m 
= dy,&c les triangles femblables mR M ôc MPT donneront 

mR ( dy). R M(dx) : : MP (y) .P On achèvera 

enfuite le refte par le moyen de l'équation qui exprime la 
relation des coupées AP (x) aux appliquées P M (y), 
comme l'on a vû dans les exemples qui précèdent, ôc com-
me l'on verra encore dans ceux qui fuivent. 

E X E M P L E . I . 

l 6 . S ° 1 T — = x V T a f l - y J , dont la différence eft 

1Kjdy—yydx ^ dxV»*+yy + , S . Qn aufa £n rédui_ 
xx * aVaa-y-y y 

fant cette égalité à une proportion dy . dx(MP.P T) 

. v*» + yy y-y y txJ fil—. Et partant le rap-
a xx xx aVaa-y-yy A A 

port de la donnée MP à la foutangente cherchée P T , 
fera exprimé en termes entièrement connus ôc délivrés des 
différences. C e qui étoit propofé. 

EXEM-
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E X E M P L E I I . 

1 7 - S 0 1 T * — -7-, d o n t L différence eft d x = 

on aura PT f f - ) = j =x: Si l'on fuppofe que la ligne 
courbe A P B foit un demi-cercle, ôc que les appliquées 
MP , étant prolongées en ( f , foient perpendiculaires fur 
le diametre AB ; la courbe A MC fera une demi-roulette 
ou cycloïde *: fimple lorfque b — a, allongée lorfqu'elle 
eft plus grande, ôc accourcie lorfqu'elle eft moindre. 

C O R O L L A I R E . 

* S 1 la roulette étant fimple, l'on mene la corde AP ; 
je dis qu'elle fera parallele à la tangente MT. Car le trian-
gle MPT étant alors ifofcele, l'angle externe TPQjieta 
double de l'interne oppofé TM£K_0r l'angle APfig eft 
égal à l'angle APT, puifquel'un ôc l'autre a pour mefure 
la moitié de l'arc AP\ ôc partant il eft la moitié de l'angle 
TPQ\ Les angles TM(f, APQ^feront donc égaux entr'-
eux; ôc par conféquent les lignes MT, AP feront paral-
lèles. 

P R O P O S I T I O N I I I . 

Problême. 
* 9 - S O I T une ligne courbe quelconque A P qui ait pour dia-
metre la droite K N A Q , & dont l'on fçache mener les tan-
gentesBY^i foit déplus une autre courbe A M telle que menant 
comme on voudra, l'appliquée M Q qui coupe la premiere 
courbe au point P , la relation de l'arc A P à l'appliquée M Q 
foit exprimée par une équation quelconque. Il faut d'un point 
donné M mener la tangente M N . 

Ayant nommé les connues PK,f, KQ^ s ; l'arc A P,x; 
MQf y ; l'on aura ( en concevant une autre appliquée mq 
infiniment proche de MÇf ôc en tirant PO, MS parallèles 
à AQff) Pp=.dx, mS = dy ; ôc à caufe des triangles fem-
blables KPQJ>c PpO} mSM ôc MQJV, l'on aura PK (/). 
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KQ (s) : : Pp (dx) PO ou MS = ~. Et m S (dy). 

S M ( ~ ) : : M Q j ( y ) . Q j r = = S J n f - Or par le moyen de 

la différence de l'équation donnée, on trouvera une valeur 

de dx en termes qui feront tous affeftés par dy , ôc partant 

fi l'on fubftitue cette valeur à la place de dx dans 
les dy fe détruiront, ôc la valeur de la foutangente cher-
chée QJV fera exprimée en termes tous connus. C e qu'il 
falloit trouver. 

P R O P O S I T I O N I V . 

Problême. 
FIG. 8. 20*S O I E N T deux lignes courbes A Q C , B C N qui ayent 

pour diametre la droite T E A B F , & dont l'on [cache mener 
les tangentes Q E , N F 3 foit de plus une autre ligne courbe 
M C telle que la relation des appliquées M?, Q P , N P , foit 
exprimée par une équation quelconque. Il faut d'un point 
donné M fur cette dernier e courbe lui mener la tangente M T . 

Ayant imagine' auxpoints Q^ M , N , les petits triangles 
QOq, MRm, NSn, ôc nommé les connues PE, s ; PF, t ; 
PCU x i PM, y ; PN, g} l'on aura Oq—dx, Rm=dy, Sn, 

* g a= — dz^, * parce que x ô c ; croiffant, ^diminue. Et à caufe 
' des triangles femblables QPE ôc qOQ, NPF ôc nSN, 

MPT ôc mRMi l'on a u r a ^ P ( x ) . P E (s) ::qO(dx). 

O ^ o u M R ou E t NP S) . PF (t) ::nS 

(—dzJ.SN="=— — y.(d'où l'on tire d ^ ^ f f ) . 

EtmR(dy).RM(s^)::MP(y).PT=s-^.OtCil'on 

met dans la différence de l'équation donnée, à la place de 

dz^, fa valeur — , on trouvera une valeur de dx en dy, 

laquelle étant fubftituée dans - f f , les dy fe détruiront, 

ôc la valeur de la foutangente PT fera exprimée en termes 
tous connus. 
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E X E M P L E . 

I T ; / = X J Ç , dont la différence eft z y d y = g d x 

H- xdz== tUx~sx-dx t en mettant pour dz^ fa valeur néga-

tive — , d'où l'on tire dx = ffffff j ôc partant PT. 

( mettant pour fa va-

leur x y. 

Soit maintenant l'équation générale ;,n-+n==xnXn, dont la 

différence eft m-^-nf '<h = msÇxmmmldx -t- nxmzfp~ldz 
t e n mettant pour dz^ fa va-

, ——m-f- « 
i m i f e f e . , d'où l'on tire PT ( ) = 

=1= » e n m e t t a n t pour;m+n fa valeur xn\n-

On peut remarquer que fi les courbes AQC, BCN de-
venoient des lignes droites, la courbe MC feroit alors 
une des Sedions coniques à l'infini ; fçavoir une Ellipfe 
lorfque l'applique'e CD, qui part du point de rencontre C, 
tombe entre les extrémités A , B ; une Hyperbole lorf-
qu'elle tombe de part ou d'autre ; ôc enfin une Parabole 
lorfque l'une des extrémités A ou B eft infiniment éloi-
gnée de l'autre, c'eft à dire lorfqu'une des lignes droites 
CA ou CB eftparalleleau diametre^B. 

P R O P O S I T I O N V . 
Problême. 

12 -S 01T »»* ligne courbe A P B qui ait un commencement plG_ ^ 
fixe & invariable au point A , & dont (on fâche mener les 
tangentes P H > foit hors de cette ligne un autre point fixe F , 
& une autre ligne courbe C M D telle qu ayant mené la droite 
quelconque F M P , la relation de fa partie F M à la portion 
de courbe A P foit exprimée par telle équation qu'on voudra. 
On propofe de mener du point donné M la tangente M T . 

Ayant mené fur F P la perpendiculaire F H qui rencon-
C i j 
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tre la tangente donnée PH au point H, ôc la cherchée MT 
au point T , imaginé une droite FRmOp qui faffe avec 
FP un angle infiniment petit, ôc décrit du centre F les 
petits arcs du cercle PO , MR i le petit triangle pOP fera 
femblable au triangle rectangle PFH\ car les angles HPF, 

* An.2. HpFfont*égaux , puifqu'ils ne différent cntr'eux que de 
l'angle PFp que l'on fuppofe infiniment petit, ôcde plus 
l'angle pOP eft droit, puifque la tangente en O ( qui n'eft 
autre chofe que la continuation du petit arc PO confidé-
ré comme une droite (eft perpendiculaire fur le rayon F O . 
Par la même raifon les triangles mRM, MFT feront fem-
blables. O r il eft clair que les petits triangles ou fé&eurs 
FPO ôc FMR font lémblables. Si donc l'on nomme les 
connues PH, f , H F, s ; FM, y -,FP,zj,&c l'arc AP, xi on 

aura PH (t) . HF (s) : : P p (dx).PO = ~. Et FP (g). 

FM(y)::PO(sff.MR = ^ . Et mR (dy). RM :: 

FM (y). FT— s2Stj. Et on achèvera lerefte par le moyen 

de la différence de l'équation donnée. 

E X E M P L E . 

FIG. IO. 2 3 $ J p o n v e u t QUE fo courbe APB foit un cercle qui 
ait pour centre le point fixe F ; il eft clair que la tangen-
t e / 7 / / devient parallele ôc égale à la foutangente F H, à 
caufe que HP fera aufli perpendiculaire hPF; ôc qu'ainfi 

l'on aura en ce cas F T = 7 7 ^ — 7 7 7 » e n nommant la 
droite FP ( zf), a-, parcequ'elle devient confiante de va-
riable qu'elle étoit auparavant. Cela pofé , fi l'on nomme 
la circonférence entiere, ou une de fes portions détermi-
nées b ; ôc que l'on faffe b.xwa.y. la courbe CM D, qui 
eft en ce cas FMD , fera la Spirale d' Archimede, ôc l'on 

aura; t== f qui a pour fa différence dy = 'y, d'où l'on 

tire y dx = = x dy en mettant pour y fa valeur ~ ; 

ôc partant FP = qf • C e qui donne cette conftruêlion. 
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Soit décrit du centre Fôc du rayon FM, l'arc de cercle 

MQ^, terminé en .C^par le rayon F A qui joint les points 
fixes A, F j foit pris FT égale à l'arc MQj je dis que 
la droite MT fera tangente en M. Car à caufe des fééteurs 
femblables FPA, FMQ^, l'on aura JFP ( a ). FM {y ) :: AP 

(x) . MCfy= — — FT. 

Si l'on fait en général b . x : : am. ym, ( l'expofant m dé-
figne un nombre entier ou rompu tel que l'on veut ) la 
courbe FMD fera une des fpirales à l'infini, ôc l'on aura 

= — , qui a pour fa différence mym~zdy = y 

d'où l'on tire ydx == = wxdy, en mettant pour 

fa v a l e u r 6 c partant FT ( O ^ - j ^ E ! ^ „ x 

P R O P O S I T I O N V I . 

Problême. 
OIT une ligne courbe A P B dont l'on fiache mener les FIG, 

tangentes P H , & un point fixe F hors de cette ligne ; foit 
une autre ligne courbe C M D telle que menant comme on vou-
dra, la droite F P M , la relation de F P a F M foit exprimée 
par une équation quelconque. Jl faut du point donné M me-
ner la tangente M T . 

Ayant mené la droite F H T perpendiculaire fur F M , 6c 
imaginé comme dans la propofition précédente les petits 
triangles POp, MRm femblables aux triangles H F P, 
TFM, on nommera les connues FH, s ; FP, x ; FM ,y ; 6c 

l'on aura P F (X). FH( s)::pO{dx). OP = .EtFP(xf 

FM(y)::OP(s^).RM=^.EtmR(dy).RMCid;) 

:. : FM (y ). FT — y^jy • On achèvera enfùite le refte par. 

le moyen de la différence de l'équation donnée. 

Ciij; 
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E X E M P L E . 

2 5 - S i l'on veut que la courbe APB foit une ligne 
droite PH, ôc que l'équation qui exprime la relation de 
FP à PM foit ; — . v = a, c'eft à dire que PM foit tou-
jours égale à la même droite donnée a > l'on aura pour dif-
férence dy^dxi ôc partant F T ) = = C e qui 

donne cette conftruêtion. 
Soit menée ME parallele à PH, Ôc MT parallele à PE\ 

je dis qu elle fera tangente en M. 

Car FP (x). F H ( s) : : F M (y). F . Et FP 

(x).FE(ll)::F M (y). F T = eû clair que la 

courbe CMD eft la Conchoïdede Nicomede, dont l'afym-
ptote eft la droite P H, àde pôle eft le point fixe F. 

P R O P O S I T I O N V I L 

Problème. 
' 2 6 . S OIT une ligne courbe A R M dont l'on fâche mener les 

tangentes M H , & qui ait four diametre la droite E P A H T , 
f i t hors de ce diametre un point fixe?, d'où parte une ligne 
droite indéfinie F P S M qui coupe le diametre en? & la courbe 
en M.. Si l'on conçoit maintenant que la droite FPM, en 
tournant autour du point F , faffe mouvoir le plan P A M tou-
jours parallèlement d foi-même le long de la ligne droite E T 
immobile & indéfinie, en forte que la difiance PA demeure 
par tout la même ; il efi clair que tinter[ettion continuelle M 
des lignes F M , A M décrira dans ce mouvement une ligne 
courbe C M D . Onpropofe de mener d'un point donné M. fur 
cette courbe la tangente M T . 

Ayant imaginé que le plan PAM foit parvenu dans la 
fituation infiniment p r o c h e ^ , ôc tiré la ligne mRS pa-
rallele à ; il eft clair parla génération que Pp = Aa 
= Rm ; ôc partant que RS = Sm—Pp. O r nommant les 
connues FPoviFp, x j A A f o u A » , PH, s\MU, t\ ôc 
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la différence P p, dzj, les triangles femblables F Pp ôc 
FSm, MPH ôc MSR, MHT ÔC MRm, donneront Fp 

(x).Fm(y)::Pp(dg).Sm^(doncSR=y^^). 
„ ,dx xAx , ^ tytk.— txdx. 

Et PH( s ). HM (t) ::S R( ) . RM= sx • 

E t M 

D o n c fi l'on mene FF parallele à MH, ôc qu'on prenne 
HT—PE -, la ligne M T fera la tangente cherche'e. 

Si la ligne AM étoitune ligne droite ; la courbe CMD 
feroit une Hyperbole qui auroit pour une de fes afympto-
tes la ligne ET. Et fi elle étoit un cercle qui eût fon cen-
tre au point P ; la courbe CMD feroit la Conchoïde de 
JNicomede, qui auroit pour afymptote la ligne ET, ôc pour 
pôle le point F. Mais fi elle étoit une parabole ; la cour-
be CMD feroit la compagne de la Paraboloïde de De [car-
tes * , qui fe de'criroit en même tems au deflous de la * Gt 
droite ET par l'interfe&ion de FP avec l'autre moitié de Dv. 3 
la Parabole. 

P R O P O S I T I O N V I I I . 

Problême. 
OIT une ligne courbe A N qui ait pour diametre la ligne FIG 

droite A P , avec un point fixe F hors de ces lignes ; foit une 
autre ligne courbe C M D telle que menant comme l'on voudra, 
la droite F M P N , la relation de fes parties F N , F P , F M 
foit exprimée par une équation quelconque. Il eft queftion de 
tirer du point donné M la tangente M T . 

Soit menè'e par le point F la ligne HK perpendiculaire 
à F21, qui rencontre en K le diametre AP, ôc en Hlz tan-
gente donnée 21 H; foient décrits du centre F ôc des inter-
valles F21, FP , FM des petits arcs de cercle NÇf, PO, 
MR terminés par la droite Fn que l'on conçoit faire avec 
F N un angle infiniment petit. Cela pofé. 

Si l'on nomme les connues FK,s-, FH, t;FP, x; FM,y; 
F2I, gi les triangles femblables PFK ôc pOP, FMR Ôc 
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FPo ôc FNQ^ HFN ôc N£n, mRM ôc MfT donneront 

PF(x).FK(s)::pO(dx).OP = ff E t F P ( x ) . F M 

(>):: PO(s^).MRsE!LEtFP (x). FN i : PO 

T t ; • ^ Et H P ( 0 . P 2 V ( <) : : N Q S 'fffl). 

EtmR(dy).RM(*L*)::FM(y). 

FT = O r par le moyen de la différence de l'équa-

tion donnée on trouvera une valeur de dy end x ôc dz^s 

dans laquelle mettant à la place de d ^ fa valeur négative 

3 parceque x croiffant, ^diminue ; tous les termes 

feront affeétéspar dx-, de forte que cette valeur e'tant en-

fin fubftituée dans , les dx fe détruiront. Et partant 

la valeur de FTfexa exprimée en termes connus ôc délivrés 

des différences. 
Si l'on fuppofoit que la ligne droite AP fût une ligne 

courbe , ôc qu'on menât la tangente PK\ on trouveroit 
toujours pour JTla même valeur, ôc le raifonnement de-
meurerait le même. 

E X E M P L E . 

FXG. 14. S S . j Ç J u p p o s Q j ^ q U e | a ] I G N C C O U R T E a n foit un 

cercle qui paffe par le point F ( tellement fitué à l'égard 
du diametre A P que la ligne F B perpendiculaire à ce 
diametre paffe par le centre G de ce cercle ) , ôc que PM 
foit toujours égale à PM; il eft clair que la courbe CMD , 
qui devient en ce cas F MA, fera la Ciffoïde de Diocles, 
ôc que l'on aura pour e'quation z^-{-y—2x , dont la dif-
férence eft dy — 2 dx—dz== en mettant pour 

* Art. 17. d zi fa valeur — — f i trouvée ci-deflus *. Et partant FT, 
/ s y y d x ) _ _ S(yy . 
( xxdyj ztxx-y-sx.^.' 

Si le point donné M tomboit fur le point A, les lignes 
FM, FN, F P feraient égales chacune à FA, comme aufli 

les 
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les droites F K, F / f ; ôc partant on auroit en ce cas F T 

= 7 7 5 c'eft à dire que filon prend A T = y A F, 

ôc qu on mene la ligne A T, elle fera tangente en A. 
O n peut encore trouver les tangentes de la Ciflbïde 

par le moyen de la premiere Propofition, en menant les 
perpendiculaires ME , ML fur le diametre F B, ôc cher-
chant l'équation qui exprime le rapport de la coupée F L 
à l'appliquée L M; ce qui fe fait ainfi. Ayant nommé les 
connues FB, 2 a ; F L ou B E, x ; L M, ; ; les triangles 
femblables F EM, FLM, ôclapropriété du cercle don-
neront F L (x). L M (y) : :FE. EM : :EM ( V2ax—xx). 

F B (x). D'où l'on t i r e ; ; = , dont la différence eft 

v ' / - * ^ 4 . & p a L t é 0 » * 

— Y n —* » en mettant p o u r ; ; fa valeur 77717 

P R O P O S I T I O N I X . 

Problême. 
2 9 ' S O 1 E N T deux lignes courbes A N B , C P D , & une vlG u 

ligne droite F KT , fur lefquelles foient marqués des points ' 
fixes A , C , F ; foit de plus une autre ligne courbe E M G telle 
qu'ayant mené par un de fe s points quelconques M la droite 
F M N,<£MP parallele à F K 5 la relation de l'arc A N à l'arc 
C P foit exprimée par une équation quelconque. Il faut d'un 
point donné M fur la courbeEG mener la tangente M T . 

Ayant mené par le point cherché T la ligne TH paral-
lele à FM,S»c parle point donné il/les droites MRK.MOH 
parallèles aux tangentes en T7 & en M, on tirera FmOn 
infiniment proche de F MM ôc //^paral lè le à MP. 

Cela pofe, fi l'on nomme les connues F M,s; FM ,t;MIC, 
w,CP,x ; A M,y; (donc Pp ou MR—dx,Mn—dy) les trian' 
gles femblables FNn ôc FMO, MOm ôc MHT, MRm ôc 

M KT àoMiQtom F N (t). FM(s) :: Nn (dy). MO==E 

D 
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Et MR ( dx). MO (->) :: M K(u). M H = O r par 

le moyen de la différence de l'équation donnée l'on aura 
une valeur de dy en termes qui feront tous affeélés par dx, 

laquelle étant fubftituée dans , les dx fe détruiront ; ôc 
partant la valeur de M in féra exprimée en termes entière-
ment connus. C e qui donne cette conftruction. 

Soit mené y^i?parallele à la touchante en JVÔt égale à 
l'a valeur que Ton vient de trouver : foit tirée H T parallele 
à FM, qui rencontre en T la droite FK , par où & par le 
point donné M foit menée la tangente cherchée M T. 

E X E M P L E . 

FIG. 16. ' 3 I l'on veut que la courbe ANB foit un quart de cer-
cle qui ait pour centre le point fixe F, que la courbe CPD 
foit le rayon perpendiculaire fur la droite FKGQTB, 
& que l'arc AN(y ) foit toujours à la droite A P (x) com-
me le quart de cercle A N B ( b ) au rayon A F {a)-, la cour-
be EMG deviendra la quadratrice AMG àeDinoftrate, & 

l'on aura MH (^L) ) p u i f q u e FP ou MK 

(u) =a—x, & F2P (t)=a. Mais l'analogie fuppofée donne 
ay—bx , & ady=bdx. Mettant donc dans la valeur de MH 

à la place de x & de dy leurs valeurs — êc , on trouvera 

M H— hs—l\ qc qU i donne cette conftru&ion. 

Soit menée MH perpendiculaire fur FM, & égale à 
l'arc il/£L_décrit du centre F, & foit tirée HT parallele à 
FM-, je dis que la ligne MT fera tangente en M. Car à caufe 
des féctcurs femblables FNB, F M Q^, l'on aura F N (a). 
FM (s) : : MB (b—y).MQ== hMZ-Ll. 

C O R O L L A I R E . 

FI G. 17. 3 1 - S I L ' on veut déterminer le point G où la quadratrice 
AMG rencontre le rayon F B , on imaginera un autre 
rayon Fgb infiniment proche de F G B -, & en me-
nant g / parallele kF B , la propriété de la quadratrice 
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ôc les triangles femblables FBb, gfF reêtangles en B ôc en 
f , donneront AB. A F\\Bb. F f: : FB ou AF .gf ou FG. 
D'où l'on voit que li l'on prend une troifiéme proportion-
nelle au quart de cercle AB ôc au rayon A F, elle fera 

égale à F G, c'eft à dire que F G — f . C e qui donne lieu 

d'abréger la conftruêtion des' tangentes. 
Car menant TE parallele aMH, les triangles fembla- FIG. 16i 

bles FMK, FTE donneront MK (a — x) . MF (s):: ET 
, b s y. _ __ b s s y s s b s s 

ou MH( —7-O . FT= = 77. en mettant pour 

x fa valeur j-, ôc divifant enfuite le tout par b—y ; d'où 

il eft clair que la ligne FT eft troifiéme proportionnelle à 

FG ôc a F M. 

P R O P O S I T I O N X . 

Problême. 
3 2'S o IT une ligne courbe A M B telle qu'ayant mené d'un ïrI<Sl ig 
de fes points quelconques M aux foyers F , G , Fi, &c. les droi-
tes M F , M G , M H , &c. leur relation foit exprimée par une 
équation quelconque : & foit propofè de mener du point donné 
M la perpendiculaire M P fur la tangente en ce point. 

Ayantpris fur la courbe A B l'arc Mm infiniment petit, 
ôc mené les droites F Rm, GmS, HmO, on décrira des cen-
tres F, G, H les petits arcs de cercles MR, M S, MO ; 
enfuite du centre M ôc d'un intervalle quelconque on dé-
crira de même le cercle CD E qui coupe les lignes MF, 
MG , M H aux points C, D, E, d'où l'on abaiffera fur MP 
les perpendiculaires CL, DK, El. Cette préparation étant 
faite, je remarque 

i°. Que les triangles rectangles MRm , MLCfont fem-
blables; car en étant des angles droits LMm, RMC l'angle 
commun LMR, les reftesRMm, LMC feront égaux, ôc de 
plus ils font réctangles en R & c Z . O n prouvera de même 
que les triangles réétangles MSm ôc MKD , MOm ôc MIE 
font femblables. Partant,puifque l 'hypothenufe^w eft com-
mune aux petits triangles MRm, MSm > MOm, ôc que les 
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hypothenufes MC,MD , ME des triangles MLC, MKD, 
MIE font égales entr'elles ; il s'enfuit que les perpendicu-
laires CL, DK,EIont le même rapport entr'elles que les 
différences^, Sm, Om. 

4°. Que les lignes, qui partent des foyers fitués du mê-
me cpté de la perpendiculaire MP, croilTent pendant que 
les autres diminuent, ou au contraire. Comme dans la fi-
gure 18. FM croît de fa différence Rm, pendant que les 
autres G M, H M diminuent des leurs Sm, Om. 

Si l'on fuppofe àpréfent, pour fixer fes idées, que l'é-
quation qui exprime la relation des droites FM (x), G M 
(/), HM(zf), foit a x-h x y — a^z=='o, dont la différence 
eftadx-{-y dx-4-xdy— z ; Il eft évident que la 
tangente en M ( qui n'eft autre chofe que la continuation 

* Art. 3. du petit côté Mm du poligone que l'on conçoit * compo-
ferla courbe A M B) doit être tellement placée qu'en me-
nant d'un de fes points quelconques m des parallèles mR , 
mS, mO aux droites FM, G M, HM, terminées en R , S, 
O par des perpendiculaires MR , MS, MO à ces mêmes 
droites, on ait toujours l'équation a -+-; y Rm -y-x y. S m—2^ 
x O m — 0 : ou ( ce qui revient au même, en mettant à la 
place de R m, S m, O m leurs proportionnelles CL , D K, 
El) que la perpendiculaire MP à la courbe doit être placée 
en forte que a-^yy C I + x x D K— 2ZyyEI = o. C e qui 
donne cette conftruêtion. 

FiG.18.x5). Que l'on conçoive que le point C foit chargé du poids 
qui multiplie la différence dx de la droite FM fur 

laquelle il eft litué, & de même le point D du poids x , 
& le point E pris de l'autre côté de M par rapport au 
foyer H ( parceque le terme — 2 ^ Q e f t négatif) du poids 
2 ^ Je dis que la droite M P qui paffe par le commun cen-
tre de pefanteur des poids fuppofez en C, D , E } fera la 
perpendiculaire requife. Car il eft clair par les principes 
de la Mécanique, que toute ligne droite, qui paffe par le 
centre de pefanteur de plufieurs poids, les fe'pare en for-
te que les poids d'une part multipliés chacun par fa dif-
tance de cette droite, font précifément égaux aux poids 
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de l'autre part multipliés aufti chacun par fa diftance de 
cette même droite. Donc pofant le cas que x croiffant, 

y ÔC jçcroiffent aufti , c'eft à dire que les foyers F, G , H FIG. I?. 
tombent du même côté de MF, comme l'on fuppofe tou-
jours en prenant la différence de l'équation donnée félon 
les réglés prefcrites ; il s'enfuit que la ligne Ai P laiffera 
d'une part les poids en C ôc D , & de l'autre le poids en F, 
ôc qu'ainfi l'on aura a -t-y x CZ -hxx D K— 2 jçx FI = 01 

qui étoit l'équation à conftruire. 
O r je dis maintenant que puifque la conftruêiion eft bon-

ne dans ce cas, elle le lèra auffi dans tous les autres ; car 
fuppofant par éxemple que le point Ai change de fituation 
dans la courbe en forte que x croiffant, y ôc ^diminuent, FIG. IS. 
c'eft à dire que les foyers G, H paffent de l'autre côté 
de M P, il s'enfuit i°. * Qu'il faut changer dans la diffé- * Art. 8. 
rence de l'équation donnée les lignes des termes affeûés 
par dy, d s^, ou par leurs proportionnelles D K, FI ; de 
forte que l'équation à conftruire fera dans ce nouveau cas 
a, -t-y x C Z — / = 0. 20. Que les poids 

en .D & .E changeront de côté par rapport k Ai P, ôc 
qu'ainfi l'on aura par la propriété du centre de pefanteur 
a-t-yxC L—>xx.D K-+- 2 ZJ.F I — o , qui èft l'équation à 
conftruire. Et comme cela arrive toujours dans tous les cas 
polîibles, il s'enfuit, & c . 

I l eft évident que le même raifonnement fubfiftera tou-
jours tel que foit le nombre des foyers, & telle que puiffe 
être l'équation donnée ; de forte que l'on peut énoncer 
ainfila conftruêlion générale. 

Soit prife la diffe'rence de l'équation donnée dont je 
fuppofe que l'un des membres foit zéro, ôc foit décrit à 
difcrétion du centre M un cercle C D E qui coupe les droi-
tes MF,MG,MHaux points C,Z),£, dans lefquels foient 
conçus des poids qui ayent entr'eux le même rapport 
que les quantités qui multiplient les différences des li-
gnes fur lefquelles ils font fitués. Je dis que la ligne AiP qui 
paffe par leur commun centre de pefanteur, fera laper-
pendiculaire requife. Il eft à remarquer que fi l'un des 

D i i j 

\ 

à làf® t 
•Sis o > 
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poids eft négatif dans la différence de l'équation donnée, 
il le faut concevoir de l'autre côté du point M par rap-
port au foyer. 

Si l'on veut que les foyers F , G, H foient des lignes 
FIG. 20. droites ou courbes fur qui les droites MF, M G, M H tom-

bent à angles droits, la même conftru&ion aura toujours 
lieu. Car menant du point «2 pris infiniment près de M les 
perpendiculaires mfmg, mhi\ur les foyers, ôc du point M les 
petites perpendiculaires MR, M S , MO fur ces lignes ; il 
eft clair que Rm fera la différence de MF, puifque les droi-
tes MF, Rf étant perpendiculaires entre les parallèles F f , 
MR, elles feront égales, ôc de même que Sm eft la diffé-
rence de MG, ôc Om celle de M H ; ôc on prouvera enfuite 
tout le refte comme ci-deffus. 

FiG. n . O n peut encore concevoir que les foyers F, G, H foient 
tous ou en partie des lignes courbes qui ayent des com-
mencemens fixes ôc invariables aux points F,G ,H , ôc que 
la ligne courbe A M B foit telle qu'ayant mené par éxem-
ple d'un de fes points quelconques M les tangentes MV, 
M JPÔcla droite M G; la relation des lignes mixtilignes 
FVM, FI JP M ôc de la droite G M foit exprimée par une 
équation quelconque. Car ayant mené du point m pris in-
finiment près de M h tangente m u , il eft clair qu'elle ren-

' contrera l'autre tangente au point V( puisqu'elle n'eft que 
la continuation du petit arc V u confidéré comme une pe-
tite droite ) , ôc partant que fi l'on décrit du centre V le 
petit arc de cercle MR ; R m fera la différence de la ligne 
mixtiligne FVM qui devient FVuRm. Et tout le refte fe 
démontrera comme ci-devant. 

M. Tfchirnhaus a donné la premiere idée de ce Problême 
dans fon Livre delà Medecine de l'efprit ; M. Fatio en a trou-
vé enfuite une folution très ingènieufe quil a fait inférer dans 
les Journaux d'Hollande : mais la maniéré dont ils lont con-
cu , riejl qu'un cas particulier delà conftruclion générale que 
je viens de donner. 
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E X E M P L E I . 

^ S o 1 T axx->rby y-\-c z^Z^—fi ( droites a ,b ,c,f 
font données ) dont la différence eft ax d x-\-by dy-^-c z^d z^ 
—0. C'eft pourquoi concevant eiùC le poids ax, en D le FIG. ZZ. 
poids by, ôc en E le poids c zb c'eft à dire des poids qui 
ifoient entr'eux comme ces reêtangles ; la ligne M P qui 
paffe par leur commun centre de pefanteur, fera perpen-
diculaire à la courbe au point M. 

Mais fi l'on mene FO parallele à C Z ? ôc que l'on prenne 
le rayon MC pour l'unité', les triangles femblables MCZ, 
M FO donneront FO — XY.CZ,&cde même menant G R 
parallele à Z) K, ôc H S parallele à EI on trouvera que 
G R—yxB K&c H S = zy<E I : de forte qu'en imagi-
nant aux foyers F, G,H\es poids a , b, c, la ligne MP, qui 
paffe par le centre de pefanteur des poids a x, b y, c ^fup-
pofez en C,D , E, paffera aufti par le centre de pefanteur 
de ces nouveaux poids. O r ce centre eft un point fixe, 
puifque les poids e n / , G, H, fçavoira, b, c, font des 
droites confiantes qui demeurent toujours les mêmes en 
quelque endroit que fe trouve le point M. D'où il fuit que 
la courbe A MB doit être telle que toutes fes perpendi-
culaires fe coupent dans le même point, c'eft à dire qu'elle 
fera un cercle qui aura pour centre ce point. Voici donc 
une propriété très remarquable du cercle que l'on peut 
énoncer ainfi. 

S'il y a fur un même plan autant de poids a, b} c, ôcc. 
que l'on voudra, fitués en F , G, H, ôcc. ôc que l'on décrive 
de leur commun centre de pefanteur un cercle A MB 5 je 
dis qu'ayant mené d'un de fes points quelconques M , les 
droites MF, MG , MH, ôcc. la fomme de leurs quarrés 
multipliés chacun par le poids qui lui répond, fera toujours 
égale à une même quantité. 

E X E M P L E I I . 

la courbe A M B telle qu'ayant mené d'un F1G.25. 
de fes points quelconques M au foyer F qui eft un point 
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fixe la droite MF, ôc au foyer G qui eft une ligne droite la 
perpendiculaire MG ; le rapport de MF a MG foit toujours 
le même que de la donnée a à la donnée b. 

Ayant nommé FM, x ; MG , y ; on aura x.y:: a. by ÔC 
partant ay = b x dont la différence eft ady — bdx—o. 
C'eft pourquoi concevant en C pris au delà de M par rap-
port à Fie poids b, ôc en D ( à pareille diftance de M) le 
poids a , ôc menant parleur centre commun de pefanteur 
la ligne MP ; elle fera la perpendiculaire requife. 

U eft clair par le principe de la balance, que fi l'on divife 
la corde CD au point P en forte que C P .D P : \ a . b-, le 
point P , fera le centre commun de pefanteur des poids fup-
pofés en C ôc D. * 

L a courbe A M B eft une feâion conique, fçavoir une 
Parabole lorfque a—b, une Hyperbole lorfque a furpalfe 
b, ôc enfin une Ellipfe lorfqu'il eft moindre. 

E X E M P L E I I I . 

g. zq. 3 5 t ap r£s a v o i r attaché les extrémités d'un fil 
TZVMGMPPYH en Fôc en H, ôc avoir fiché une petite 
pointe en G , on fait tendre également ce fil par le moyen 
d'un ftile placé en M, en forte que les parties F ZV, HYJP 
foient roulées autour de§ courbes qui ont leur origine en 
Fôc H, que la partie MG foit double, c'eft à dire qu'elle 
foit repliee en G , ôc que les chofes demeurant en cet état 
l'on faffe mouvoir le ftile M ; il eft clair qu'il décrira une 
courbe A M B. Il eft queftion de mener d'un point donné 
M fur cette courbe la perpendiculaire MP, h pofition du 
fil qui lért à la décrire étant donnée en ce point. 

Je remarque que les parties droites MV, MPP du fil font 
toujours tangentes en V ôc PF, ôc que filon nomme les li-
gnes mixtilignes IZVM,x ; H Y PPM, la droite MG,y ; 
ôc une ligne droite prife égale à la longueur du fil , a ; 
l'on aura toujours Xrh 2y •+• z,= a : d'où je connois que la 
courbe AMB eft comprife dans la conftrudion générale, 
G'eft pourquoi prenant la différence dx-4-ady +-dzj=o, 
ôc concevant en C le poids 1 , en D le poids 2, ôc en F le 
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poids 1 ; je dis que la ligne MP , qui paffe par le centre 
commun de pefanteur de ces poids, fera la perpendiculaire 
requife. 

P R O P O S I T I O N X I . 

Problême. 
E N T deux lignes quelconques A P B , E Q F dont FIG. 2Y; 

Ion fçachemener les tangentes P G , Q H i é 1 foit une ligne 
droite P Q f u r laquelle foit marqué un point M . Si ion conçoit 
que les extrémités P , Q de cette droite glijfent le long des li-
gnes A B , E F , il efi clair que le point M décrira dans ce 
mouvement une ligne courbe C D. lleftqueftionde mener d un 
point donné M fur cette courbe la tangente M T . 

Ayant imaginé que la droite mobile PMQ^foit parvenue 
dans la fituation infiniment proche pmq, on tirera les pe-
tites droites P 0, MR, QS perpendiculaires fur P i f , ce 
qui formera les petits angles réêtangles pOP, mRM.qSQj 
ôc ayant pris^FTe'gale à MQ^on menera la droite HKG 

perpendiculaire fur P Q^ ôc l'on prolongera OP en T, où. 
je fuppofe qu'elle rencontre la tangente cherchée M T. 
Cela pofé, il eft clair que les petites droites Op, Rm, Sq 
feront égales entr'elles, puifque par la conftru&ion P M 
ôc MQjont par tout les mêmes. 

Ayant nommé les connues PM ou KCf, a > MQ^ou 
PK, b ; KG , / i KH, g; ôc la petite droite Op ou Rm ou Sq, 
dy j les triangles femblables PKG ôc pOP, QKH ôc qSQ^ 

donneront P K (b). KG ( f ) : :pO {dy) .0 P = f f . Et QK 

{a). K H ( g ) : : qS (dy) . O r l'on fçait 
, ^ . OPXMQ-4-QJXPM 

par la Geometne commune que MR t f f f — 

—fjl±±i±t Ainfi les triangles femblables mRM, MPT, 

donneront mR(dy).R : : MP (a).PT=* 

C e T f a l l o i t trouver,. 

E 
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P R O P O S I T I O N X I I . 

Problême. 
FIG, 26. 3 7 $ OI EN T deux lignes quelconquesEN, F Qqulayent 

four axes les droites B C . E D qui s entre-coupent à angles 
droits au point A ; & [oit une-ligne courbe'L M telle quayant 
mené d'un de[espoints quelconques M les droites M G Q , M P N 
parallèle a A B , A E ; la relation des efpaces E G Q F ( le point 
E eft un point fixe donné fur la droite A E , & la ligne E F efi 
parallèle k A C ) A P N D , & les droites A P , P M , P N , G Q , 
foit exprimée par une équation quelconque. Il efi queftion de 
mener d'un point donné M fur la courbe L M , la tangente 

M T . 

Ayant nommé les données & variables AP ou GM, x ; 
PM ou AG , y, PM, u ; G(f, ^ l'elpac e EGQF, s ; l'ef-
pace APND,t; & les foutangentes données PH, a ; GK,b\ 
l'on aura Pp ou NS ou MR=dx,Gg ou Rm ou OQ^=—dyi 

Sn= — du= ~ , à caufe des triangles femblables HPN~, 

NSn ; Oq —dz== — t , NPpn—dt= udx,6>c QGgq = ds 

: — zfiy > où l'on doit obferver que les valeurs de R m 

6c Sn font négatives, pareeque AP (x) croifîant ,P M {y) 
& PM (u) diminuent. Cela pofé , on prendra la différen-
ce de l'équation donnée, dans laquelle on mettra à la place 

de dt, ds, du, f l e u r s valeurs udx, — zfiy, — , — y-, 

ce qui donnera une nouvelle équation qui exprimera le 
rapport cherché de dy à d x, ou de MP à PT. 

E X E M P L E I . 

^ ' S o i t 2^= t-\-ux, on aura en prenant les dif-

férences ds -+- îzfig=dt-t- udx -1- xdu, & mettant à la pla-

ce de ds,dt,dy du leurs valeurs, on trouvera — zfiy— 

1 uxdx D V U • -, ,lix\ xci V JC2.-4- m 1> 
==2udx - , d ou 1 on tire P T 
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E X E M P L E I I . 

3 9 ' S O I T s—t, donc ds=-dt, c'eft à dire — z.dy 

= ud x ; ôc partant PT )== — O r comme cette 

quantité eft négative, il s'enfuit * que l'on doit prendre * Jrt.io. 
le point T du côté oppofé au p o i n t é origine des x. Si 
l'on fuppofe que la ligne F i^foit une hyperbole qui ait 
pour afymptotes les droites A C, A E, en forte que GQff) 

= ôc que la ligne BND foit une droite parallele à 

A B, de maniéré que PN(u) foit par tout égale à la droite 
donnée c ; il eft clair que la courbe L M a pour afymptote 

la droite AB, &c que fa foutangente P T ( — ~u ) — —c: 

c'eft à dire qu'elle demeure partout la même. 
L a courbe LM eft appellée dans ce cas Logarithmique. 

P R O P O S I T I O N X I I I . 

Problême. 
O I E N T deux lignes quelconques B N , F Q qui ayent FIG. 27. 

pour axe la même droite BA , fur laquelle foient marqués 
deux jointsfixes A , E ; foit une troifiéme ligne courbe L M 
telle qu'ayant mené par un de fes points quelconque slsHla droite 
A N , décrit du centre A l'arc de cercle M G , é" tiré G Q pa-
rallele à E F perpendiculaire fur A B ; la relation des efpaces 
E G Q F ( s ) , A N B(t), & des droites A M ou AG ( y ) , 
A N ( z ) , G Q ( u ) , foit exprimée par une équation quelcon-
que. Il faut mener d'un point donné M fur la courbe lu M. la 
tangentFM T . 

Après avoir mene' la droite AT H perpendiculaire fur 
rAM7T, foit imaginé une autre droite Amn infiniment pro-
che de AMN, un autre arc mg, une autre perpendiculaire 
gq, ôc décrit du centre Aie petit arc BPS : on nommera les 
foutangentesdonnées AH, a\ GK,b',S>c on aura Rm ou 
Gg=dy, Sn=dzj> les triangles femblables HA2I&c 2lSn, 

E i j 
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XGQÔc^OrdonnerontaufliSN=a^ ,Oq = — du = 

GQag = — ds — udy, ANn ou A Nx\NS =—dt—\ 
adzo On mettra toutes ces valeurs dans la différence de 
l'équation donnée, & l'on en formera une nouvelle, d'où 
l'on tirera une valeur de d ^en dy. Or à caufe des féâeurs 
& des triangles femblables AN ôc AMR,mRM ôc MAT, 

on trouve AN{fi). AM (y) :: NS( "f). M R 

Et r n R ( d y ) . R M ( ^ A M t y ) . A T = ^ . Si 

donc l'on met dans cette formule à la place de dz^ fa va-

leur en dy, les différences fe détruiront, ôc la valeur de 

la foutangente cherchée AT fera exprimée en termes en-

tièrement connus. Ce qu'il falloit trouver. 

E X E M P L E I . 

OIT uy—s—zy—t, dont la différence eft udy 
«+• y d u — ds = 2Zjl^— dt, ce qui donne ( après la fubfti-

tution faite ) dx=* 5 & e n m e t t a n t ' c e t t e v a " 

leur dans on trouve A T 

E X E M P L E I I . 

^ 2 ' S o i T / = 2t, donc ds = idt, c'eft à dire — udy 
• "dx.. OU d ^ i & partant A T ^ ^ f . 

Si la ligne B N eft un cercle qui ait pour centre le point 
A, ôc pour rayon la droite AB=AN=c, Ôc que -F^jfoit 

une hyperbole telle que G QJ. ») = & j il eft clair que 

la courbe LM fait une infinité de retours autour du cen-

tre A avant que d'y parvenir (puifque l'efpace F EGQ^ 

devient infini lorfque le point G tombe en A ), & que A T 

—tty D'où l'on voit que la raifon d e ^ M\A T eft conf-

iante ; ôc partant que l'angle A M Teft par tout le même. 
L a courbe Z M eft appellée en ce cas logarithmique 

fpirale, 
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p R O P O S l T I O N X l y . 

Problême. 

^ ' S O 1 E N T fur un même plan deux courbes quelconques FIG. 28. 
A M D , B M C qui fe touchent en un point M , & foit fur le 
plan de la courbe B M C un point fixe L . Si Ion conçoit a pre-
fent que la courbe B M C roule fur la courbe A M D en s'y appli-
quant continuellement en forte que les parties révolues ÂM;, 
B M foient toujours égales entr elles -, il eft vifible que le plan 
B M C emportant le pointé , ce point décrira dans ce mouve-
ment une efpece de roulette I L K . Cela pofè, je dis que fi l'on 
mene dans chaque différente pofetion de la courbe BMC (du 
point décrivant 'h au point touchant M ) la droite L M ; elle 
fera perpendiculaire à la courbe I L K . 

Car imaginant fur les deux courbes AMD, BMC deux 
parties Mm, Mm égales entr'elles ôc infiniment petites, 
on les pourra conlïdérer * comme deux petites droites qui * Art. 3. 
font au point M un angle infiniment petit. O r afin que le 
petit côté Mm de la courbe ou poligone BMC tombe furie 
petit côté Mm du poligone AMD, il faut que le point L 
décrive autour du point touchant M comme centre un petit 
arc L l. I l eft donc évident que ce petit arc fera partie de la 
courbe ILK , Sc par conféquent que la droite ML, qui lui 
eft perpendiculaire, fera aufti perpendiculaire fur la courbe 
ILK au point L. C e qu'il falloit prouver. 

P R O P O S I T I O N X Y . 

Problême. 

O I T » » angle ré&iligne quelconque M L N , dont les FIG. 25;» 
Cotés L M , L N touchent deux courbes quelconques A M , B N . 
Si l'on fait gliffer ces cbtés autour de ces courbes, en forte 
qu'ils les touchent continuellement ; il eft clair que le fommet L 
décrira dans ce mouvement une courbe I L K . Il eft queftion de 
mener une perpendiculaire L C fur cette courbe, la pofition de 
l'angle M L N étant donnéev 

E i i j 



3 8 A h : a ; l Y s e 
Soit décrit un cercle qui paffe par le fommet Z , & par 

les points touchans M, iVifoit menée par le centre C de 
ce cercle la droite C Z : je dis quelle fera perpendiculaire à 
la courbe ILK. 

Car confidérant les courbes A M, BN comme des "poli-
gones d une infinité de côtés tels que Mm, Nn; il eft évi-
dent que fi ion fait gliffer les côtés LM, LN, de l'angle rec-
tiligne MLN, qu'on fuppofe demeurer toujours le même, 
autour des points fixes M , 2 1 , ( on confidére les tangen-
tes LM, LN comme la continuation des petits côtés M f , 
Ng ) jufqu'à ce que le côté LM de l'angle tombe fur le pe-
tit côté Mm du poligone AM ôc l'autre côté Z N fur le 
petit côté Nn du poligone BN ; le fommet Z décrira une 
petite partie Z / de l'arc de cercle M L N , puifque par la 
conftruêtion cet arc eft capable de l'angle donné LMN. 
Cette petite partie Z l fera donc commune à la courbe 
ILK; ôc par conféquent la droite CL, qui lui eft perpendi-
culaire , fera aufti perpendiculaire fur cette courbe au point 
Z . C e qu'il falloit démontrer. 

P R O P O S I T I O N X V I . 

Problème. 

FIG. 30. 4 5 ' S O I T A B C D une corde parfaitementflexible à laquel-
le foient attachés différens poids A, B , C , &c. qui ayent 
entr eux tels intervalles A B , B C „ que l'on voudra. Si 
l'on traîne cette cordefur un plan horizontal par l'extrémité!), 
le longd'une courbe donnée DP j il eft clair que ces poids fe dif-
poferont en forte qu'ils feront tendre la corde , & qu'ils décri-
ront enfuite des courbes A M , B N , C O , (ftc. On demande la 
maniéré d'en tirer les tangentes, lapofition de lacorde A B Ç D 
étant donnée avec la grandeur des poids. 

Dans le,'premier inftant que l'extrémité D avance vers 
B, les poids A, B ,C, décrivent ou tendent à décrire autant 
de petits côtés Aa,Bb, Ce des poligones qui compofent les 
courbes AM, BN, CO c par conféquent il ne faut pour 
en mener les t a n g e n t e s ^ , BG, CK, que déterminer la, 
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direélion des poids A, B ,C dans ce premier inftant, c'eft 
à dire la pofition des droites qu'ils tendent à décrire. Pour 
la trouver, je remarque 

1 Que le poids A eft tiré dans ce premier inftant fui-
vant la direction A B, & comme il n'y a aucun obftacle qui 
s'oppofe à cette direélion, puifqu'il ne traîne après lui au-
cun poids, il la doit fuivre; ôc partant la droite A B fera 
la tangente en A de la courbe A M. 

2°. Que le poids B eft tiré fuivant la direélion B C ; mais 
parcequ'il traîne après lui le poids A qui n eft pas dans cette 
direction, ôc qui doit par conféquent y apporter quelque 
changement, le poids B n'aura pas fa direction fuivant B C, 
mais fuivant une autre droite BG, dont il faut trouver la 
pofition. C e que je fais ainlî. 

Je décris fur BC comme diagonale le réélangle F F , 
dont le côté B F eft fur A B prolongée , ôc fuppofant que 
la force avec laquelle le poids F eft tiré fuivant F C , s'esc-
prime par F C ; il eft vifible par les réglés de la Mécani-
que , que cette force BC fe peut partager en deux autres 
BE&cBF, c'eft à dire que le poids F e'tant tiré fuivant la 
direélion F C p a r la force B C, c'eft la même chofe que 
s'il étoit tiré en même temps parla force BE fuivant la di-
reélion. BE, ôcpar la force B F lùivant la direélion B F. 
O r le poids A ne s'oppofe point à la direélion F E , puiff 
qu'elle lui eft perpendiculaire ; ôc par conféquent la for-
ce B E fuivant cette direélion demeure toute entiere : mais 
il s'oppofe avec toute fa pefanteur à la direélion F F . Afin 
donc que le poids F avec la force B F vainque la réfiftance 
du poids A , il faut que cette force fe diftribue dans ces 
poids à proportion de leurs maflfes ou grandeurs : c'eft 
pourquoi fi l'on divife F C au point G , en forte que C G 
foit à G F comme le poids A an "poids B ; il eft clair que 
E G exprimera la force reliante avec laquelle le poids B 
tend à fe mouvoir fuivant la direélion B F , après avoir 
vaincu la réfiftance du poids A. Il eft donc évident que 
le poids B eft tiré en même temps par la force BE fuivant 
la direélion F F , ôc par la force F G fuivant la direélion 
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BP ou ECî&t partant qu'il tendra à aller par BG avec la 
force BG : c'eft à dire que BG fera fa direction, ôc par con-
féquent tangente en B de la courbe B 21. 

3°. Pour avoir la tangente CK, je forme fur CD comme 
diagonale le rectangle H1, dont le côté CI eft fur B C 
prolongée ; ôc je vois que le poids B ne réfifte point à la 
force CH avec laquelle le poids C eft tiré fuivant la direc-
tion C H, mais bien à la force C / avec laquelle il eft tiré 
fuivant la direction CI, ôc de plus que le poids A réfifte 
auiïi à cette force. Pour fçavoir de combien, je me AL 
perpendiculaire fur C B prolongée du côté de B, ôc je re-
marque que fi A B exprime la force avec laquelle le poids 
A eft tiré fuivant la direction AB, BL exprimera celle avec 
laquelle ce même poids A eft tiré fuivant la direction BC ; de 
forte que le poids C avec la force CI doit vaincre le poids 
entier B, ôc de plus une partie du poids A qui eft à ce poids 
A comme B Z e f t à B A, ou B Fk BC. Si donc l'on fait 

B H- .Cr.DK.KH, il eft clair que CK fera la 

direction du poids C , ôc par conséquent la tangente en C 
de la troifiéme courbeCO. 

Si le nombre des courbes étoit plus grand, on trouve-
roit delà même manière la tangente de la quatrième, cin-
quième , ôcc. E t fi l'on vouloit avoir les tangentes des 
courbes décrites par les points moyens entre les poids, on 
les trouveroit par l'art. 3 6. 

SECTION 
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S E C T I O N I I I . 

Idfagc du calcul des différences -pour trouver les plus 

grandes & les moindres appliquées, ou fe réduifent 

les que/lions D e m a x i m i s & m i n i m i s . 

D É F I N I T I O N I . 

SOIT une ligne courbe MDM dont les applique'es PM, JRLG< 3 r> 

ED, PM foient parallèles entr'elles, & qui foit telle 
que la coupée A P croiffant continuellement, l'appliquée 33-
PMcw\ttc aufti jufqu'à un certain point F , après lequel 
elle diminue ; ou au contraire qu'elle diminue jufqu'à un 
certain point F , après lequel elle croifle. Cela pofé, 

L a ligne ED fera nommée la plus grande ou la moindre 
appliquée. 

D E ' F I N I T I O N I I . 

Si l'on propofe une quantité telle que PM , qui foit 
compofée d'une ou de pluûeurs indéterminées telles que 
AP , laquelle AP croiffant continuellement, cette quan-
tité PM croifle aufti jufqu'à un certain point F , après le-
quel elle diminue, ou au contraire; ôc qu'il faille trouver 
pour AP, une valeurs/telle que la quantité ED qui en 
eft compofée, foit plus grande ou moindre que toute au-
tre quantité F M femblablement formée de A P. Cela 
s'appelle une queftion De maximis & minimis. 

P R O P O S I T I O N G É N É R A L E . 

A nature de la ligne courbe M D M étant donnée ; 
trouver pour K? une valeur A E telle que l'appliquée E D foit 
la plus grande ou la moindre de fes femblables PM. 

Lorfque AP croiffant,PM croît auffi ; il eft évident * que * Art. 8. 
fa différence Rm ferapofitive par rapport à celle de AP ; ôc 10. 
qu'au contraire lorfque PM diminue, la coupée AP croif-
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fant toujours, fa différence fera négative. Or toute quan-
tité qui croît ou diminue continuellement, ne peut deve-
nir de pofitive négative , qu'elle ne paffe par l'infini ou 
par le zéro ; Ravoir par le zéro lorfqu'elle va d'abord en 
diminuant, ôc par l'infini lorfqu'elle va d'abord en aug-
mentant. D'où il fuit que la différence d'une quantité qui 
exprime un plus grand ou un moindre, doit être égalé à zéro 
ou à l'infini. O r la nature de la courbe MDM étant don-

* Sett. i. née, on trouvera* une valeur de Rm, laquelle étant ega-
«« lée d'abord à zéro , ôc enfuite à l'infini, fervira à décou-

vrir la valeur cherchée de AE dans l'une ou l'autre de ces 
fuppofitions. 

R E M A R Q U E . 

FiG.31.31, 47-La tangente en D eft parallele à l'axe A B lorfque 
la différence de R m devient nulle dans ce point; mais lorf-

FxG.33.34. qu'elle devient infinie, la tangente fe confond avec l'ap-
pliquée E D. D 'où l'on voit que la raifon de mR à RM, qui 
exprime celle de l'appliquée à la foutangente, eft nulle ou 
infinie fous le point D. 

O n conçoit aifément qu'une quantité, qui diminue con-
tinuellement , ne -peut devenir de pofitive négative fans 
paffer par le zéro ; mais on ne voit pas avec la même évi-
dence que lorfqu'elle augmente, elle doive paffer par l'in-
fini. C'eft pourquoi pour aider l'imagination, foient en-

F1G.31.32. tendues des tangentes aux points M, D, M ; il eft clair dans 
les courbes où la tangente en D eft parallele à l'axe A B , 
que la foutangente PT augmente continuellement à me-
fureque les points M, P 3 approchent des points D, E ; ôc 
que le point M tombant en D, elle devient infinie ; ôc 
qu'enfin lorfque AP furpaffe AE, la foutangente PT de-

* Art. 10. vient * négative de pofitive qu'elle étoit, ou au contraire. 

E X E M P L E I . 

FIG. 35. 4 8 $ U p p o S o N s q U e A f
3

H _ y 3 = a xy (A P==x, P M—y, 

AB=a ) exprime la nature de la courbe MDM. O n aura 

en prenant les différences 3 xxdx -h syydy = axdy -4- aydx, 
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& — 0 l o r f q u e l e point p tombe fur le 

point c h e r c h é e , d'où]l'on t i r e j — ^ ; ôcfubftituantcet-

te valeur à la place de 7 dans l'équation x 3 - t -^ 5 —axy, on 

trouve pour AE une valeur x — \ a ^ / 2 telle que l'appli-

quée ED fera plus grande que toutes fes femblables P M. 

E X E M P L E I I . 

4 9 $ o 1 T y — a = àV x a — x 7 , l'équation qui expri- F is . 3 3 • 
me la nature de la courbe MDM. O n aura en prenant les 

différences, dy = - j'égale d'abord à zéro; 
S Va * 

mais parce que cette fuppofition me donne — 2 dxj/a=o 

qui ne peut faire connoître la valeur de AE, j'égale enfuite 

, 1 1 à l'infini, ce qui me donne — x=o ; d'où l'on 
3 Va — * 
tire x=a, qui eft la valeur cherchée de AE. 

E X E M P L E I I I . 

5 ° ' S OIT une demie roulette accourcie A MF, dont la F1G.36. 
bafe B F eft moindre que la demi-circonférence ANB du 
cercle générateur qui a pour cent#e le point C. Il faut dé-
terminer le point E fur le diametre AB, en forte que l'ap-
pliquée ED foit la plus grande qu'il eft poffible. 

Ayant mené à difcretion l'appliquée PM qui coupe le 
demi-cercle en N, on concevra à l'ordinaire aux points 
M, N , les petits triangles MRm, NSn, ôc nommant les in-
déterminées AP, x ;PN, gj l'arc AN, u ; ôc les données 
ANS, a -, BF iCA ou CN, c ; l'on aurapar la propriété 

de la roulette A N B (a). B F (b):: A N(u). NM = y 

D o n c PM y , ôc fa différence Rm = ** = « 

lorfque le point P tombe au point cherché E. O r les trian-
gles réftangles NSn, NPC font femblables ; car fi l'on ôte 
des angles droits CNn, PNS l'angle commun CNS , les 
relies S Nn, P 2s! C feront égaux. Et partant C N {c). C P, 
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cdu xdu 

(c — x ) : : N n ( d u ) . Sn(dzJ== - — p — . D o n c en met-

tant cette valeur à la place de ^ d a n s a d z ^ r b d u — o, 
acdu axdu-4- tcdu P \ I. , 

on trouvera — j - ^ 1 = d ou 1 on tirera x ( qui t 
te 

eft en ce cas A E ) = c -t- -
I l eft donc évident que fi l'on prend CE du côté de B 

quatrième proportionnelle à la demi-circonférence ANB, 
à l a b a f e F F , ôc au rayon CB, le point E fera celui qu'on 
cherche. 

E X E M P L E I V . 

FIG. JY. 5 L ' C o u P ER la ligne donnée A B «en un point E, en 
forte que le produit du quarré de l'une des parties AE par 
l'autre EB, foit le plus grand de tous les autres produits 
formés de la même maniéré. 

Ayant nommé l'inconnue AE , x ; ôc la donnée AB, a ; 

on aura AE x EB = axx — x 5 , qui doit être un plus grand. 
C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbe MDM, 
telle que la relation de l'appliquée MP (y) à la coupée 

. _ . S r • > V ' a uxx . 
AP (x ) foit expnmee par 1 équation y = — — — , & on 
cherchera un point E tel que l'appliquée ED foit la plus 
grande de toutes fes femblables P M , ce qui donne dy 

2axdx Xxxdx J> \ 1> • -̂R. / \ •> 

= = o , d ou 1 on tire AE (x) — ~a. 
m n 

Si l'on veut en général que x x a—x foit en plus grand 
( m ôc n peuvent marquer tels nombres qu'on voudra ) , il 
faudra que la différence de ce produit foit égale à zéro 

ou à l'infini, ce qui donne m x"1"""1 dxx a —x — na —x 

dx x x m = o, d'où en divifant par x"1""'1 x a — d x , l'on 

tire a m—mx — nx—o, ôc A E(x) = —ZL- a. 
m —n 

Si m = 2 , ôc » = - i , l 'on auravf E a, ôc il faudra 
alors énoncer le Problême ainfi. 

FIG. 3 7. Prolonger la ligne donnée AB du côté de B en un point 
A E 

E, en forte que la quantité jj: foit un moindre , ôc non 
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pas un plus grand ; car l'équation à la'courbe MDM fera 

-M— —y ) dans laquelle fi l'on fuppofe x — a, l'appliquée 

FiWqui devient BC fera f , c'eft à* dire infinie 5 ôc fuppo-

fant x infinie, l'on auray = x , c'eft à dire que l'appliquée 
fera aufli infinie. 

Si m— 1 , ôc n = — 2 , l'on aura AE ——a-, d'où il fuit 
que l'on doit énoncer le Problême alors en cette forte. 

Prolonger la droite donnée AB du côté de A en un p l G . 3 8. 

point E , en forte que la q u a n t i t é f 0 i t plus gran-

" — 2 
A P X A B 

de que toute autre quantité femblable — — 7 — 

E X E M P L E V . 

5 2 X J A ligne droite AB étant divifée en trois parties FIG. 3.9. 
A C, CE, EB, il faut couper fa partie du milieu CFau 
point E, en forte que le rapport du ré&angle AE x EB au 
réétangle CE x EF foit moindre que tout autre rapport 
formé de la même manière. 

Ayant nommé les données AC, a\CE ,b\ CB, c ; ôc 
l'inconnue CE, x ; l'on aura A E = a-\-x, —x, 
EF=b—x, ôc partant le rapport de AExEB kC Ex EF 
f e r a qui doit être un moindre. C'eft pour-

quoi fi l'on imagine une ligne courbe MDM, telle que la 

relation de l'appliquée P M (y) à la coupée CP (x) foit 
, 15, . aac-\-acx aux axx , r 

exprimee par l équation y = - ^ xx , la quel-
tion fe réduit à trouver pour x une valeur CE telle que 
l'appliquée £ D foit la moindre de toutes fes femblables 
PM. O n formera donc ( en prenant les différences, ôc di-
vifant enfuite par adx ) l'égalité cxx — axx — bxx -t- 2acx 
— abc =0, dont l'une des racines réfout la queftion. 

Sic—a-\- b, l'on aura x=\b. 
E X E M P L E V I . 

5 3 - E NT RE tous les Cônes qui peuvent être infcrits 
F i i j 
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dans une fphére déterminer celui qui a la plus grande fur-
face convexe. 

. 4 o . L a queftion fe réduit à de'terminer fur le diametre A B 
du demi-cercle A F B le point E, en forte qu'ayant mené 
la perpendiculaire EF, ôc joint A F , le rectangle A F Y. F E 
foit le plus grand de tous fes femblables AN x NP. Car fi 
l'on conçoit que le demi-cercle AFB faffe une révolution 
entie're autour du diametre A B, il eft clair qu'il de'crira 
une fphére, ôc que les triangles réétangles AEF , APN 
décriront des cônes infcrits dans cette fphére, dont les 
furfaces convexes décrites par les cordes AE, AN , feront 
entr'elles comme les re'étangles A F x FE, AN x NP. 

Soit donc l'inconnue AE = x, la d o n n é e A B — a , on 
aura par la propriété du cercle AF= Vax, EF=Vax—xxi 
ôc partant A F x FE = Vaaxx — ax3 qui doit être un plus 
grand. C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbe MDM. 
telle que la relation de l'appliquée P M (y) à la coupée 

AP (x) foit exprimée par l'équation Y a a x x ~ a x . i — y i gç 

l'on cherchera le point E, en forte que l'appliquée ED foit 
plus grande que toutes fes femblables PM. O n aura donc 

1 x-m 1 a x d x xxxdx i> \ i> 
en prenant la différence — • • • • 1— == 0, d ou 1 on tire 

zVaaxx — axi 
A E (x) — j a. 

E X E M P L E V I I . 

5 4 0 N demande entre tous les Parallélépipèdes égaux 
à un cube donné ai, ôc qui ont pour un de leurs côtés la 
droite donnée b, celui qui a la moindre fuperficie. 

Nommant x un des deux côtés que l'on cherche, l'au-

tre fera ^ ; ôc prenant les plans alternatifs des trois côtés 

b, x, -jj du parallélépipède, leurfomme fçavoir b x -t-

M- a— fera la moitié de fa fuperficie qui doit être un moin-

dre. C'eft pourquoi concevant à l'ordinaire une ligne 

courbe qui ait pour équation 7 + 7 + 7 , l'on trou-
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k
i-nr/ bdx tlctdx j j i .5 

. l différence — — 0, dou Ion 

tire « = & x = V-y i de forte que les trois côtés du 

parallélépipède qui fatisfait à la queftion , feront le pre-

mier b , le fécond V f , ôcle troiliéme V f . D'où l'on voit 

que les deux côtés que l'on cherchoit, font égaux en-

tr'eux. 

E X E M P L E V I I I . 

5 5 O N demande préfentement entre tous les Parallé- FIG. 
lépipedes qui font égaux à un cube d o n n é e 3 , celui qui a 
la moindre fuperficie. 

Nommant x un des côtés inconnus, il eft clair par l'e-

xemple précédent, que les deux autres côtés feront cha-

cun V f -, ôc partant la fournie des plans alternatifs qui 

eft la moitié de la fuperficie , fera f -t- 2.V a3 x qui doit être 

un moindre. C e f t pourquoi fa différence — -t-

— 0, d'où l'on tire x — a ^ ô c par conféquent les deux 
autres côtés feront aufii chacun = a ; de forte que le cube 
même donné fatisfait à la queftion. 

E X E M P L E . I X . 

5 6 L A ligne A E B étant donnée de pofition fur un plan F1®-
avec deux points fixes C, F-, ôc ayant mené à un de fes 
points quelconques P deux droites C P(u), P F ( jQ ; foit 
donnée une quantité compofée de ces indéterminées u 
ôcZj, ôc de telles autres droites données a, b , ôcc. qu'on 
voudra. O n demande qu'elle doit être la pofition des droi-
tes CE, EF, afin que la quantité donnée, qui en eft com-
pofée , foit plus grande ou moindre que cette même quan-
tité lorfqu'elle eft compofée des droites CP , PF. 

Suppofons que les lignes CE, EF ayent la pofition re-
quife ; ôc ayant joint CE, concevonsune ligne courbe DM 
telle qu'ayant mené à difcrétion PQM perpendiculaire fur 
CF, l'appliquée Q B t exprime la quantité donnée : il eft clair 
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que le point P tombant au point E, l'appliquée qui 
devient OD, doit être la moindre ou la plus grande de tou-
tes fes femblables. Il faudra donc que fa différence foit 
alors égale à zéro ou à l'infini : c'eft pourquoi fi la quan-
tité donnée eft par exemple au -t- ZB> l'on aura adu -4- 2zftz. 
— 0 par conféquent du . — d z \ : 2 z.- D'où, l'on voit 
déjà que d z doit être négative par rapport kd u ; c'eft à 
dire que la pofition des droites CE, EF doit être telle que 
» croiffant, ^diminue. 

Maintenant fi l'on mene E G perpendiculaire à la ligne 
AEB, ôc d'un de fes points quelconques G les perpendicu-
laires GL , GI fur CE, E F -, ôc qu'ayant tiré par le point e 
pris infiniment de E, les droites C Ke, E e H, on décrive 
des centres C , F les petits arcs de cercle EK, EH : on for-
mera les triangles rédangles ELG ôc EKe, EIG ôc EHc, 
qui feront femblables entr'eux ; car fi l'on ôte des angles 
droits GEe,LEK\e même angle LEe, les reftes LEG , KEe 
feront égaux ; on prouvera de même que les angles 1EG, 
HEc feront égaux. O n aura donc GL . GI: : Ke (du). Ht 
( — dzj : : 2zf. a. D 'où il fuit que la pofition des droites CE, 
EF doit être telle qu'ayant mené la perpendiculaire EG fur 
la ligne AE B , le finus G Z de l'angle GEC foit au finus GI 
de l'angle GEF , comme les quantités qui multiplient dz. 
font à celles qui multiplient d u. C e qu'il falloit trouver. 

C O R O L L A I R E . 

5 7* S 1 l'on veut à préfent que la droite CE foit don-
née de pofition ôc de grandeur , que la droite EF le foit de 
grandeur feulement, ôc qu'il faille trouver fa pofition, il 
çft clair que l'angle GEC étant donné, fon finus GL le fera 
aufti, ôc par conféquent le finus GI de l'angle cherché 
GEF. Donc fi l'on décrit un cercle du diametre EG, ôc que 
l'on porte la valeur de GI fur fa circonférence de G en I ; 
la droite E F qui paffe par le point I aura la pofition re-
quife. 

Soit au->rbz la quantité donnée 5 on trouvera G / = ? 

; d'où l'on voit que quelque longueur qu'on don-

ne 
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ne à EC ôc à EF, la pofition de cette derniere fera tou-
jours la même, puifqu'elles n'entrent point dans la valeur 
de Gl, qui par conféquent ne change point. Si a=b, il 
eft clair que la pofition de EF doit être fur CE prolongée 
du côté de £;puifque GL = GI, lorfque les points C, F 
tombent de part & d'autre de la ligne AEB : mais lorf 
qu'ils tombent du même côté , l'angle FEG doit être pris FIG. 41: 
égal à l'angle CFG. 

E X E M P L E X . 

5 ^ - L E cercle AEB étant donné de pofition avec les FIG. 42* 
points C, F hors de ce cercle; trouver fur fa circonféren-
ce le point E tel que la fomme des droites CE, £ F foit la 
moindre qu'il eft poflible. 

Suppofant que le point £ foit celui que l'on cherche ; 
ôc menant par le centre 0 la ligne OEG, il eft clair qu'elle 
fera perpendiculaire fur la circonférence AEB ; ôc partant 
* que les angles FEG,CEG feront égaux entr'eux. Si donc * Art.y j. 
l'on mene EH en forte que l'angle EHO foit égal à l'an-
gle CEO, ôc de même EK en forte que l'angle EKO foit 
égal à l'angle FEO, ôc les parallèles ED , EL à OF, OC ; 
on formera les triangles femblables OCE ôc OEH, OFE ôc 
OEIC, HDE ôc KLE ; ôc en nommant les connues OE pu OA 
ou OB, a ; OC,by O F , r ; ôc les inconnues OD ou LE, x ; 

DE ou OL, y ; l'on aura OH — f , OK = f , Ôc HD 

( x - f ) . D E ( y ) : : K L ( y - f ) . L E ( x ) . Donc 

xx — f f i —yy — qui eft une équation à une hyper-
bole que l'on conftruira facilement, ôc qui coupera le cer-
cle au point cherché £. 

E X E M P L E X I . 

5 9 ' X J N voyageur partant du lieu C pour aller au lieu FIG, 43. 
F, doit traverfer deux campagnes féparées par la ligne 
droite AEB. On fuppofe qu'il parcourt dans la campagne 
du côté C l'elpace a dans le temps c , ôc dans l'autre du 
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côté de F l'efpace b dans le même tems c : on demande 

par quel point E de la droite AEB il doit paffer, afin qu'il 

employé le moins de tems qu'il eft poflible pour parve-

nir de C en F. Si l'on fait a . CE (u)::c. Et b. EF 

( O : : c. I l eft clair que exprime le temps que le 

voyageur employe à parcourir la droite C E , ôc de même 

que c-j exprime celui qu'il employe à parcourir E F ; de 

forte que — -4- — doit être un moindre. D'où il fuit 

S6-* qu'ayant mené E G perpendiculaire fur la ligne AB\ le 
finus de l'angle GEC doit être au finus de l'angle GEF, 
comme a eft à b. 

Cela pofé, fi l'on décrit du point cherché E comme cen-
tre de l'intervalle EC le cercle CGH, Ôc qu'on mene fur la 
droite AEB les perpendiculaires CA, HD, F B, ôc fur CE, 
Z / l e s perpendiculaires GZ, G / ; l'on aura a.b wGL.GJ. 
O r GZ = AE, ôc GI=ED, parce que les triangles réftan-
gles G EL ôc ECA, G Z / ôc EHD font égaux ôc femblables 
entr'eux, comme il eft facile à prouver. C'eft pourquoi fi 

l'on nomme l'inconnue AE, x , on trouvera ED — -7 : ôc 

nommant les connues AB,/; AC, g-, BF,hi les triangles 

femblables EBF,EDH donneront EB (/— x).BF {h)::ED 

DH— Mais à caufe des triangles rectangles 

EDH.EAC, qui ont leurs hypothenufes EH, EC égales, l'on 

aura £ D -h DH = Z a \ A C, c'eft à dire en termes ana-

lytiques , t t l + - , ibhhx* -t-gg : D e forte que 
M -r-aajj. laajx-^aaxx où * 

ôtant les fra&ions, ôc ordonnant enfuite l'égalité, il vien-
dra ^ x 4 — 2 a a f x ^ a a f f x x — zaafggx -t- aaffgg—o. 
— bb •+• ibbf -+• aagg 

- bbff 
— bbhh 

O n peut encore trouver cette équation de la manière qui 
fuit, fans avoir recours à l'éxemple p. 
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Ayant nomme comme auparavant les connues AB ,f\ 
AC, g j B F, h} ôc l'inconnue AE, x -, on ferarf . C E 

(Vgg+xx) ::c. cVsgf~xx = au tems que le voyageur 

employe à parcourir la droite CE. Et de même b .EF, 
j-7—• cVff yfx^-XX-^-i'h 

( Vif — zfx^rxx^-bb): :c . J k = au 

tems que le voyageur employe à parcourir la droite EF. 

C e qui fera Z S Ï E Z 5 à un m k k 

dre ; ôc partant fa différence —fix ..- , ,, ^f" , -
r OVgg H- ** bVff zfx-tr xx+bh 

=o ; d'où l'on tire, en divifant par cdx ôc en étant les in» 
commenfurabies, la même égalité' que ci-devant , dont 
l'une des racines fournira pour AE la valeur qu'on cher-
che. 

E X E M P L E X I I . 

* > . S o i T une poulie F qui pend librement au bout 
d'une corde CF attachée en C , avec un plomb D fuf-
pendu par la corde DFB qui paffe au deffus de la poulie 
F, ôcqui eft attachée en B , en forte que les points C , B 
font fitués dans la même ligne horizontale CB. O n fup-
pofe que la poulie ôc les cordes n'ayent aucune pefanteur ; 
ôc Ton demande en quel endroit le plomb D ou la poulie 
P doit-s'arrêter. 

I l eft clair par les principes de la Mécanique que lé 
plomb D defeendra le plus bas qu'il lui fera poflible, au 
défions de l'horizontale CB> d'où il fuit que la ligne à 
plomb DFE doit être un plus grand. C'eft pourquoi nom-
mant les données CF, a ^ DFB, b ; CB , c ;ôc l'inconnue 
CE, x-, l'on aura EF — Vaa—xx, EB = Vaa -t-cc-~zcx, 
èaDFE^b—Vaa c c—2 ex -k Vota — xx qui doit être 
un plus grand 5 ôc partant fa d i f f é r e n c e ^ — 

s J>, d'où l'en tire zcx *— zccxx— aaxx^ aaec = v, Se 

Ç'n 
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divifant par x — c, il vient 2 cxx — aux — aac 2= 0 , dont 
l'une des racines fournit pour C E une valeur telle que la 
perpendiculaire ED palTe par la poulie JFÔC le plomb D 
îorfqu'ils font en repos. 

O n pourroit encore réfoudre cette queftion d'une autre 
manière que voici. 

Nommant EF, y-, B F, y l'on aura b — == à un 
plus grand, -, ôc partant dy=d^. Or il eft clair que la poulie 
/décrit le cercle CFA autour du point C comme centre ; 
Ôc partant fi du point f pris infiniment près de F , l'on 
mene/R parallele à CB, Ôc/5 perpendiculaire fur BF, l'on 
aura FR = dy, ôc ES=dz< Elles feront donc égales en-
tr'elles ; ôc par conféquent les petits triangles ré&angles 
F R f , FSf, qui ont de plus l'hypotenufe Ff commune, 
feront égaux ôc femblables ; d'où l'on voit que l'angle 
RFf eft égal à l'angle S F f , c'eft-à-dire que le point F doit 
être tellement fitué dans la circonférence F A , que les an-
gles faits par les droites FF, FB fur les tangentes en F 
foient égaux entr'eux : ou bien (ce qui revient au même) 
que les angles BFC, DFC foient égaux. 

Cela pofé, fi l'on mene F H, en forte que l'angle FHC 
foit égal à l'angle CFB ou CFD ; les triangles CBF, CFH feront 
femblables;comme auffi les triangles ré&angles ECF,EFH, 
puifque l'angle CFE eft égal à l'angle F HE, étant l'un Ôc l'au-
tre le complément à deux droits, des angles égaux FHC, 

CFD ; ôc par conféquent on aura CH— a-f, ôc HE (x — — ). 

FF (y) :: EF (y ) . EC(x). Donc x x — ^ ^ y y ^ a a 

•— xx par la propriété du cercle, d'où l'on tire la même 
égalité que ci-devant. 

E X E M P L E X I I I . 

I G ^ L ' L ' E ' L E' V A TI o N du pôle étant donnée, trouver le 
jour du plus petit crépufcule. 

Soit C le centre de la fphére ; APTOBHQle méridien ; 
HDdO l'horifon y gJFeT le cercle crépufculaire parallele 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . I. Part. 5 3 

à l'horifon ; AMNB l'équateur; FEDG la portion du pa-
rallele à l'équateur, que décrit le Soleil le jour du plus 
petit crépufcule , renfermée entre les plans de l'horifon 
ôc du cercle crépufculaire ; P le pôle auftral ; PEM, PBN 
des quarts de cercles de déclinaifon. L'arc HQouOT du 
méridien compris entre l'horifon ôc le cercle crépufcu-
laire, ôc l'arc OP de l'élévation du pôle font donnés; ôc 
par conféquent leurs finus droits CI ou FL ou QJT, ôc OV. 
L 'on cherche le finus CXde l'arc EM ou BN de la décli-
naifon du Soleil lorfquil décrit le parallele E D. 

S'imaginant une autre portion fedg d'un parallele à l'é-
quateur , infiniment proche de FEDG , avec les quarts de 
cercles Pem, Pdn ; il eft clair que le temps que le Soleil 
employe à parcourir l'arc ED , devant être un moindre, la 
différence de l'arc MN qui en eft la mefure, ôc qui de-
vient mn lorfque ED devient ed, doit être nulle; d'où il 
fuit que les petits arcs Mm, Nn, ôc par conféquent les pe-
tits arcs Re, Sd, feront égaux entr'eux. Or les arcs RE, SD 
étant renfermés entre les mêmes parallèles ED , ed , font 
aufti égaux, ôc les angles en S ôc en R font droits. Donc les 
petits triangles rectangles ERe, DSd ( que l'on confidére 
comme rédilignes * à caufe de l'infinie petiteffe de leurs * Art. 3 
côtés ) , feront égaux ôc femblables ; ôc par conféquent les 
hypotenufes Ee, Déferont aufti égales entr'elles. 

Cela pofé, les droites DG, EF , dg , ef commune fec-
tions des plans FEDG ,fedg parallèles à l'équateur, avec 
l'horizon ôc le cercle crépufculaire, feront perpendiculaires 
fur les diametres HO, QT , puifque les plans de tous ces 
cercles feront perpendiculaires chacun fur le plan du méri-
dien; ôc les petites droites G g, //feront égales entr'elles, 

puifque les droites FG,fg font parallèles. Donc ^ B d—G g 

ou BG — dg —^ E e* — F f ou fe—F E. Or il eft clair 
par ce que l'on a démontré dans l'article yo. que fi l'on 
mene à difcrétion dans un demi-cercle deux appliquées 
infiniment proches, le petit arc qu'elles renferment, fera 

G i i j 
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à leur différence, comme le rayon eft à la coupée depuis 
le centre, ce qui donne ici ( àcaufe des cercles H DO , 
QET) CO . CG ::Dd ou Ee .D G — dgoufe — FE:: IQ^ 
IF : : CO -4-1 SI, ou OAT. CG -4- / P o u GL. Mais à caufe des 
triangles réélangles femblables CVO, CKG, FLG, l'on aura 
C O . CG : : OV. G AT. Et GK. GL : : CK. FL ou QAT. Donc 
ON. CK: : OAT. ATQj, : ALQ. AT H par la propriété du cer-
cle : c'eft à dire que filon prend QAT pour le rayon ou fi-
nus total dans le triangle ré&angle Q A T H , dont l'angle 
HQAT eft de 9 degrés, parceque les Aftronomes font l'arc 
EiQjéte 18 degrés, l'on aura comme le finus total eft à la 
tangente de 9 degrés, de même le finus de l'élévation du 

Î»ole eft au finus de la déclinaifon auftrale du Soleil dans 
e tems du plus petit crépufcule. D'où il fuit que fi l'on 

ôte o. 8002875 du logarithme du finus de 1'élev.ation du 
pôle > le refte fera le logarithme du finus cherché. C e 
qu'il falloit trouver. 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . I. Part. s S 

S E C T I O N I V . 

Ujage du calcul des différences pour trouver les points 

* d'inflexion <SP de rebrouflement. 

COMME l'on fe fervira dans la fuite des différences 
fécondés, troifiémes, ôcc. il eft néceffaixe d'en don-

ner une idée avant que d'aller plus loin, 

D E' F I N I T I O N I . 

L a portion infiniment petite dont la différence d'une 
quantité variable augmente ou diminue continuellement, 
eft appellée la différence delà différence de cette quantité, 
ou bien fa différence fécondé. Ainfi fi l'on imagine unetroi-
fiéme appliquée nq infiniment proche de la fécondé mp, p l G . ^. 
ôc qu'on menemS parallele \AB, ôc mH parallele à RS; 
on appellera H n la différence de la différence Rm, ou bien 
la différence fécondé de P M. 

De même fi l'on imagine une quatrième appliquée of 
infiniment proche de la troifiéme nq, ôc qu'on mene nT 
parallele \AR,ÔcnL parallele à S T ; on appellera la dif-
férence des petites droites Un, Lo, la différence de la dif-
férence fécondé, ou bien la différence troifiéme de PM. Et 
ainfi des autres. 

A V E R T I S S E M E N T . 

Onmarqueradansla fuite chaque différence par un nombre 
de d qui en exprime l'ordre ou le genre. Par exemple, on mar-
quera par dd la différence fécondé ou du fécond genre ; pardàd, 
la différence troifiéme ou du troifiéme genre ; par dddd, la dif-
férence quatrième ou du quatrième genre, & de même des au-
tres. Ainfiddy exprimera Hn ; dddy, L o — f i n ou H n — L o ; 

Quant aux puiffanc es de ces différences, on les marquera par 
des chiffres pofiérieursmis au deffus, comme l'on fait ordinai-
rement celles des grandeurs entières. Par exemple, le quarrè , 
ou le cube de dy fera d y ' , ou dy3 ; le qmtrrc, ou le cube de ddy 

* 
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fera d d y 1 , eu ddy celui de dddy fera dddy* , on dddy3 ; 
celui de ddddy fera d d d d y 2 , ou ddddy 3 , &c. 

C O R O L L A I R E I . , 
6 2 . Ç „ 

0 1 1 on nomme chacune des coupées AP, Ap ; Aq\ 
A f , x ; chacune des appliquées PM, pm, qn ,fo,y -, ôc cha-
cune des portions courbes A M, Am, An, Ao, u ; il eft clair 
que dx exprimera les différences Pp ,pq, y/des coupées; 
dy les différences Rm,Sn, To des appliquées ; ôc du les dif-
férences Mm, mn, no des portions de la courbe AMD. O r 
afin de prendre , par exemple, la différence fécondé Hn 
delà variable P M, il faut imaginer fur l'axe deux petites 
parties Pp,pq, ôc fur la courbe deux autres Mm , mn pour 
avoir les deux différences Rm,Sn; ôc partant fi l'on fuppofe 
que les petites paniesPp,pq foient égales entr'ellesjil eft clair 
que dx fera confiante par rapport kdy ôc à <&,puifque Pp qui 
d e v i e n t d e m e u r e la même pendant que Rm qui devient 
Sn, ôc Mm qui devient mn, varient. On pourroit fuppofer 
que les petites parties de la courbe Mm, mn feroient éga-
les entr'elles, ôc alors du feroit confiante par rapport à dx 
& à dy ; ôc enfin fi l'on fuppofoit que Rm ôc Sn fuffent éga-
les , dy feroit confiante par rapport k dx Sa k du, ôc fa dif-
férence Hn ( ddy ) feroit nulle. 

D e même pour prendre la différence troifiéme de P M; 
ou la différence de la différence fécondé Hn, il faut ima-
giner fur l'axe trois petites parties Pp ,pq, qf-, f u r la courbe 
trois autres Mm ,mn, no-, ôc fur les appliquées auflî trois au-
tres Rm ,Sn,To, ôc alors on aura dx ou du ou dy pour cons-
tante, fçlon qu'on fuppofera que les petites parties Pp,pq, 
qf, ou Mm, mn,no, ou Rm, Sn,To font égales entr'elles. Il en 
eft de même des différences quatrièmes, cinquièmes , ôcc. 

FIG. 47. Tout ceci fe doit aufli entendre des courbes AMD dont 
les appliquées BM, Bm, Bn partent toutes d'un point fixe B ; 
çar pour avoir, par éxemple, la différence fécondé de BM, 
il faut imaginer deux autres appliquées Bm, Bn qui faffent 
des anglesMBm,mBninfiniment petits, ôc ayant décrit du 
çentre B les petits arcs de cercle MR, mS ; la différence 

des 
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des petites droites Rm,Snfiera la différence fécondé de BMj 
ôc l'on pourra prendre pour confiants les petits arcs MR, 
mS, ou les petites portions de la courbe Mm,mn, ou enfin 
les petites droites Rm, Sn. Il en va de même pour les diffé-
rences troifiémes, quatrièmes, ôcc. de l'appliquée BM. 

R E M A R Q U E . 

<53-0 
N doit bien remarquer, i*. Qu'il y a différens or- Fia. 46. 

dres d'infiniment petits: que Rm, par exemple, eft infini-
ment petite par rapport à PM, ôc infiniment grande par 
rapport à Hn ; de même que l'efpace MPpm eft infiniment 
pet it pat rapport à l'efpace APM, ôc infiniment grand par 
rapport au triangle MRm. 

20. Que la différence entière Pf eft encore infiniment pe-
tite par rapport à AP\ parceque toute quantité qui eft la 
fomme d'un nombre fini de quantités infiniment petites 
telles que Pp, pq, qf par rapport à une autre AP, demeure 
toujours infiniment petite par rapport à cette même quan-
tité : ôc qu'afin qu'elle devienne du même ordre, il faut que 
le nombre des quantités de l'ordre inférieur qui la com-
pofe, foit infini. 

C O R O L L A I R E I I . 

64 .O N peut marquer en cette forte les différences fé-
condes dans toutes les fuppofitions poffibles. 

1 Dans les courbes où les appliquées mR, nS font pa- FIG. 48 
ralleles entr elles, on prolongera la petite droite Mm en 49 
H où elle rencontre l'appliquée Sn ; ôc ayant décrit du cen-
tre m, de l'intervalle mn , l'arc nk , on tirera les petites 
droites»/, li, kcg parallèles à mS ôc à Sn. Celapofé , fi l'on 
veut que dx foit confiante , c'eft à dire que M R foit égale 
à m S j il eft clair que le triangle mS H eft femblable ôc 
égal au triangle MRm , ôc qu'ainfi Hn eft ddy, c'eft à dire 
la différence de Rm ôc Sn , ôc Hk—ddu. Mais îi l'on fup-
pofe que du foit confiante, c'eft à dire que Mm — mn 
ou à mk > il eft évident alors que le triangle mgk eft fem-
blable ôc égal au triangle MRm, ôc qu'ainfi c—ddy, ôc 
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Sg ou cn — ddx. Enfin fi l'on prend dy pour confiante, 
c'eft à dire mR=^nS, il s'enfuit que le triangle mil eft 
égal ôc femblable au triangle MRm, ôc qu'ainfi iS ou ni 
t^ddx, ôc/£ — ddu. 

IG. yo. 2°. Dans les courbes dont les appliquées BM,Bm, Bn par-
S i . rent d'un même point B, l'on décrira du centre B les arcs 

jrt . MR,mS, que l'on regardera * comme de petites droites 
J perpendiculaires fur Bm,Bn\ ôc ayant prolongé Mm en E, 

ôc décrit du centre w , de l'intervalle mn, le petit arc nkE, 
on fera l'angl tEmH—mBn , ôc l'on tirera les petites droi-
tes ni, li, kcg parallèles à mS ôc à Sn. Cela pofé, à caufe du 
triangle B S m réêtanglc en S, l'angle BmS -4- mBn, ou -4-
EmH vaut un droit , ôc partant l'angle BmE vaut un droit 
+ SmH -, il vaut aufti le droit MRm+RMm, puifqu'il eft 
externe au triangle RMm. Donc l'angle SmH= RMm. 

I l fuit de cec i , i°. Que li l'on veut que dx foit confiante, 
c'eft à dire que les petits arcs MR,mS foient égaux entr'eux, 
le triangle SmH fera femblable ôc égal au triangle RMm , 
ôc qu'ainfi Hn = ddy, ôcHk=ddu. 20. Que fi l'on prend 
d«pour confiante, le triangle gmk fera femblable ôc égal 
au triangle RMm, ôc qu'ainfi kc exprimera ddy ôc S g ou 
en, ddx. Enfin, 30. Que fi l'on prend dy pour confiante, 
les triangles iml, RMm feront égaux ôc femblables ; ôc 
qu'ainfi iS ou In—ddx, ôc Ik=ddu. 

P R O P O S I T I O N I. 

Problême. 

6 5 « P R E N D R E la différence d'une quantité compofée de 
différences quelconques. 

O n prendra pour confiante la différence que l'on vou-
dra , ôc traittant les autres comme des quantités varia-
bles , on fe fervira des réglés preferites dans la Seélion 
premiere. 

L a différence de f , en prenant dx pourconftante, fera 

~fàÈl} ôc dxiy f f f M d x en prenant dy pour confiante. 
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Celle de j e n prenant dx pour confiante, fera 
lix 

dz Vdx> + ayr r le tout divifépar dx, c'eft àdire 

. & e n prenant dy pour confiante, elle 

dxVjx'+ifi ,JX*JdX 

fera dzdWdx2 -+-dy2 -I- —xddx^dx *+dyle tout 

j • 3 -T-dtdxiy1 tdy1ddx 

divifé par dx\ c eft a dire . 

L a différence de > e n Panant dx pourconf-
' dx -^-dy 

tante, fera dy H-yddyVdx^dy 2 — y ^ J f f > le tout 

vifé , c eft à dire 
11 r dx1dy1-\-dyi ydydxddx 

prenant dy pour confiante, elle lera y 

± 
L a différence de ou ? . en pre-

— dxddy dxddy 

nant dx pour confiante, fera 

Mais il faut obferver que dans ce dernier cas il n'eft 
pas libre de prendre dy pour confiante, car dans cette fup-
pofition fa différence ddy feroit nulle ; & par conféquent 
elle ne devrait pas fe rencontrer dans la quantité propo-

ic6« 
D E ' F I N I T I O N I I . 

Lorfquune ligne courbe AFK eft en partie concave FIG.< 
& en partie convexe vers une ligne droite AB ou vers Un 

point fixe B ; le point F qui fépare la partie concave de la 
convexe , ôc qui par conféquent eft la fin de lune ôc le 
commencement de l'autre, eft appelle point d inflexion, 
lorfque la courbe étant parvenue en F continue fon chemin 
vers le même côté : ôc point de rebroufementlots quel le 
rebrouffe chemin du côté de fon <?rigine. . 

• f i ij 
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P R O P O S I T I O N I I . 

Problême général. 

/ A nature de la ligne courbe A F K étant donnée déter-
miner le point d'inflexion ou de rebroujfement F. 

FIG. Y 2. Suppofons en premier lieu que la ligne courbe AFK ait 
yy. pour diametre une ligne droite AB, ôc que fes appliquées 

PM, EF, ôcc foient toutes parallèles entr'elles. Si l'on mè-
ne par le point F, l'appliquée FE avec la tangente FL -, ôc 
par un point quelconque M de la partie A F, une appli-
quée MP avec une tangente MT : il eft clair, 

i° . Dans les courbes qui ont un point d'inflexion, que 
lacoupée AP croiffant continuellement, la partie AT du 
diametre, interceptée entre l'origine des x ôc la rencontre 
delà tangente, croît aufti jufqu'à ce que le point P tombe 
en E , après quoi elle va en diminuant ; d'où l'on voit que 
AT étant appliquée en P, doit devenir un plus grand AL 
lorfque le point P tombe fur le point cherché E. 

2°. Dans celles qui ont un point de rebrouffement, que la 
partie AT croiffant continuellement, la coupée AP croît auf-
li jufqu'à ce que le point T tombe en L , après quoi elle va en 
diminuantjd'où l'on voit que AP étant appliquée en T doit 
devenir un plus grand A E lorfque le point T tombe en L. 

O r fi l'on nomme AE,x; EF, y,Y on aura AL — -f —x ; 

dont la différence, qui eft ¥dx~ydxddl _ dx ( 

en fuppofant 
dx confiante ),étant divifée par dx différence de AE, doit 

*Jrt.47. être * nulle ou infinie ; ce qui donne — = ^ o u à l'in-
fini : de forte que multipliant par dy*, ôc divifantpar — y , 
il vient ddy—o ou à l'infini ; ce qui fervira dans la fuite de 
formule générale pour trouver le point d'inflexion ou 
de rebrouffement F. Car 1a nature de la courbe AFK étant 
donnée , l'on aura une valeur de dy en dx-, ôc prenant 
la différence de cette valeur , en fuppofant d x conf-
tante , on trouvera une valeur de ddy en dx1, laquelle 
étant égalée d'abord à zéro, ôc enfuite à l ' infini, fervira 
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dans l'une ou l'autre de ces fuppofitions à trouver p o u r r i ? 
une valeur telle que l'appliquée EF aille couper la courbe 
AFK au point d'inflexion ou de rebrouffement F. 

L'origine A des x peut être tellement fituée que AL—x 

— y-~ , au lieu de ^ — x , ôcque AL ou AE foit un moin-
dre au lieu d'être un plus grand : mais comme la confe'quen-
ce eft toujours la même, ôc que cela ne peut faire aucune 
difficulté, je ne m'y arrêterai pas. Il eft à remarquer que 

AL ne peut jamais être = x-4-^y , car lorfque le point T 

tombe de l'autre côté du point P , par rapport à l'origine 

A des x , la valeur de ^ fera négative fuivant l'article i o , 

ôc par conféquent celle de — f fera pofitive , de forte 
Vil X 

qu'on aura encore en ce cas AE •+- EL . ou AL — x —J-j-
L a même chofe fg peut encore trouver de cette autre ma-

nière. Il eft clair qu'en prenant dx pour confiante, ôc fuppQr FIG. 
fant que l'appliquée y augmente, Sn eft moindre que S H ou 49-
que Rm dans la partie concave,ôc plus grande dans la con- 1 

vexe. D'où l'on voit que la valeur de Fin (ddy) doit devenir 
de pofitive négative fous le point d'inflexion ou de rebrouffe-
ment F ; ôc partant * qu'elle y doit être ou nulle ou infinie. * Art. 47. 

Suppofons en fécond lieu que la courbe AFK ait pour Fig. y 4. 
appliquées les droites BM, BE, BM, qui partent toutes 57* 
d'un même point B, Si l'on mene telle appliquée BM qu'on ^ 
voudra, avec une tangente MT cjui rencontre BT perpen- ' ' f f 
diculaire à BM au point T ; ôc qu'ayant pris le point m infi-
niment près de M, l'on tire l'appliquée Bm , la tangente 
mt, ôc la perpendiculaire Bt fur Bm , qui rencontre MT en 
O -, il eft vifible ( en fuppofant que l'appliquée BM, qui de-
vient augmente) que dans la partie concave,Bt fur-
paffe BO, ôc qu'au contraire elle eft moindre dans la partie 
convexe;de forte que fous le point d'infléxion ou de rebrouf-
fement / , la valeur de Ot doit devenir de pofitive négative. 

Ce lapofé , fi l'on décrit du centre B les petits arcs de ' lG- 5 
cercle MR,TH, on formera les triangles femblables mRM, 
MBT,THO, ôc les petits féfteurs femblables BMR, BTH. 

H iij 



A N A L Y S E 

Nommant donc BM, y ; MR , dx, l'on aura mR(dy).RM 

(dx ) ::B M (y)- :, MR (dx) .TH= f : : T H 

( f ) . HO=if. Or fi l'on prend la différence de BT ( f ) 

en fuppofant dx confiante , il vient Bt— BT ou Ht— 

, & partant OH+Htou 

D'où il fuit enhiultipliant par dy*, ôc divifantpar dx , que 
la valeur de dx*-*-dy*—yddy fera nulle ou infinie fous le 
point d'inflexion ou de rebrouffement F. Or la nature de 

FIG. 5-4. la ligne AFK étant donnée, l'on aura des valeurs de dy en 
S S- dx, ôc de ddy en dx1, lefquelles étant fubflituées dans dx* 

-*-dy%—yddy, formeront une quantité, qui étant égalée 
d'abord à zéro , ôc enfuite à l'infini, fervira à trouver pour 
BF une valeur telle que décrivant du centre B, Ôc de ce 
rayon un cercle , il coupera la courbe AFK au point d'infle-
xion ou de rebrouffement F . C e qui étoit propofé. 

P - Pour trouver encore la même chofe d'une autre manière, 
yi". il faut confidérer que dans la partie concave l'angle BmE 

' furpaffe l'angle Bmn, ôc qu'au contraire dans la convexe il 
FIG ro EFT moindre ; ôc partant que l'angle BmE — Bmn ou Emn, 

' ' c'eft à dire l'arc En qui en eft la mefure, devient de pofitif 
négatif fous le point cherché F O r prenant dx pourconf-
tante , les triangles ré&angles femblables HmS , Hnk, 

donneront Hm (du) . mS (dx) : : Hn (—ddy) .nk = 

où l'on doit obferver que la valeur de Hn eft négative, 
pareeque Bm (y ) croiffant ,Rm(dy) diminue. Mais à caufe 
des fédeurs femblables BmS,mEk, l'on aura Bm(y).mS 
(dx) : : mE (du).Ek—ff > ôc partant Ek-*rkn ou En — 

FIG. 74 ùzzltdi\ D'où il fuit en multipliant par y du, ôc divi-
55"- faut par dx, que du—yddy ou dx*-*-dy*— yddy doit de-

venir de pofitive , négative fous le point cherché F. T 

Si l'on fuppofe que y devienne infinie, les termes dx 
ôc dy* feront nuls par rapport au terme yddy i ôc par confé-
quent la formule dx*-*- dy*—yddy = o ou à l'infini , fe 
changera en cette autre —yddy—o ou à l'infini, c'eft à 
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dire en divifant par —y, ddy — o ou à l'infini, qui eft la 
formule du premier cas. C e qui doit aufli arriver , puifque 
les appliquées BM, BF, BM deviennent alors parallèles. 

C O R O L L A I R E . 

6 7 - L O R S Q U E ddy — 0, il eft clair que la différence FIG. Y2. 
fie AL doit être nulle par rapport à celle de A E ; & par-
tant que les deux tangentes infiniment proches EL, fL doi-
vent tomber l'une fur l'autre , ennefaifant qulune feule li-
gne droite fEL. Mais lorfque ddy— à l'infini, la différence FIG. 5-3-
de AL doit être infiniment grande par rapport à- celle de 
AE, ou ( c e qui eft la même chofe)la différence de AE 
eft infiniment petite par rapport à celle de AL ; ôc par con-
féquent l'on peut mener par le même point F deux tangentes 
FL,Fl, qui faffent entr'clles un angle infiniment petit, LFl. 

D e même lorfque dx^dy^—yddy—o, il eft; vifible que FIG. Y 6. 
Ot doit devenir nulle par rapport à MR ; ôc qu'ainfi les deux SI-
tangentes infiniment proches MF, mt /doivent tomber 
l'une fur l'autre, lorfque le point M devient un point d'in-
flexion ou de rebrouffement : mais au contraire lorfque 
dx*-*- dy*—yddy—kl'infini, Ot doit être infinie par rap-
port à MR, ou ( ce qui eft la même chofe ) MR infiniment 
petite par rapport à Oit; ôc par conféquent le point m doit 
tomber fur le point M , c'eft à dire qu'on peut mener par 
le même point M deux tangentes qui faffent entr'elles un 
angle infiniment petit, lorfque ce point devient un point 
d'inflexion ou de rebrouffement. 

I l eft évident que la tangente au point d'infléxion ou de 
rebrouffement F , étant prolongée , touche ôc coupe la 
courbe AFK dans ce même point. 

E X E M P L E I . 

T une ligne courbe AFK qui ait pour diametre FIG. y 2. 
la ligne droite AB, ôc qui foit telle que la relation de la 
coupée AE ( x ) à .l'appliquée EF(y) , foit exprimée par 
l'équation axx—xxy-*-aay. Il s'agit de trouver pour AE 
une valeur telle que l'appliquée FF rencontre la courbe 
AFK au point d'infléxion F. 
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L'équation à la courbe eft y = i & partant dy 

. -.:aJdx— , ôc prenant la différence de cette quantité en 
x x cta 

fuppofant dx conftante , ôc l'égalant enfuite à zéro , on 

, „ . _ ictl dx** XXaa 8«3xxdx*Y xx -f- au • , 
trouve — — •.,., •..—^ — — o ; ce qui mul-

. ' x x-*- a a * _ 
tipliée par xx-*-aa , ôcdivifé par 2a}dx*Y xx-*-aa, donne 
xx -+- aa — yxx — o , d'où l'on tire AE (x) = a V 4-. 

Si l'on met à la place de xx fa valeur j aa dans l'équation 

à la courbey = fffrz > 0 1 1 trouve EF (y ) == 4 a ; de forte 

qu'on peut déterminer le point d'infléxion F fans fuppofer 
que la courbe AFK foit décrite. 

Si l'on mene AC parallele aux appliquées EF , ôc éga-
le à la droite donnée a, ôc qu'on tire CG parallele à AB, 
elle fera afymptote de la courbe AFK. Car fi l'on fuppofe 
x infinie, on pourra prendre xx pour xx-t- aa-, ôc partant 

l'équation à la courbe y = x x f - fe changera en celle-ci 

y = a. 

E X E M P L E I L 

69'S o 1 T y — a = x—a s . Donc dy — \x — a 5 dx, 
— — — 1 —6âx2 

ôc dd,y——• y j x— a 7dx* — 3 e n P r e n a n t d x 

pour conftante. Or fi l'on fuppofe cette fraction égale à 
zéro, on trouve — 6dx*=o ; çe qui ne faifant rien con-
noîtrç, il la faut fuppofer infiniment grande ; ôc par confé-

3 . y 

quent fon dénominateur 25VX—a infiniment petit ou 

zéro. D'où l'inconnue AE (x)=^a. 
E X E M P L E I I I . 

Fkï. i > 7 0 , S 0 1 T une demi roulette allongée ^ F F d o n t la bafe 
BK furpaffe la demi-circonférence ADB du cercle généra-
teur qui a pour centre le point C. II s'agit de déterminer 

fijr 
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fur le diametre AB , le point E, en forte que lapplique'e 
EF aille rencontrer la roulette au point d'infléxion F. 

Ayant nommé les connues ADB, a ; BK, b 5 AB, 2c ; ÔC 
les inconnues AE, x ; ED, z > l'arc AD, u ; EF, y ; l'on 

aura par la propriété de la roulette y = f ; ôc par-

tant dy = dz-4- f . O r par la propriété du cercle l'on aura 

Z=V2cx—xx,dz= ±,ôc du Wdx*-*-dz)=- cdx— 
Vzcx XX "v. > y 2CX xx. 

Donc mettant pour dz&c du leurs valeurs , on trouve dy 
acdx axdx-*-bcdx , . 

— —aylcx_xx ->dont l a d l " e r e n c e ( en prenant dx pour 
- N , hcx acc bcc x dx1 ,, 

conftante ) donne = = ^ = = = = * j d'où l'on tire AE 

I l eft clair qu'afin qu'il y ait un point d'infléxion F , il 
faut que b furpaffe a\ car s'il étoit moindre, CE furpaffe-
roit CB. 

E X E M P L E I V . 

7 K O N demande le point d'infléxion F de la Con- FIG. CQ. 
choïde AFK de Nicomede, laquelle a pour pôle le point 
P, ôc pour afymptote la droite BC. Sa propriété eft te l le , 
qu'ayant mené du pôle F à un de fes points quelconques 
F la droite BF, qui rencontre l'afymptote BC.en D ; la par-
tie DE eft toujours égale à une mente droite données. 

Ayant mené PA perpendiculaire, ôc F F parallele à BC; 
on nommera les connues AB ou FD, a ; BP , b ; ôc les in- * 
connues BE , x; EF, y; ôc tirant DL parallele à BA, les 
triangles femblables DLF, PEF donneront DZ ( x ) . LE 

(V a a — xx) : : PE (b-*-x). E F (y) — hizEEï£EzE 
dont la différence eft d x i Si donc on 

xxv aa — xx 

prend la différence de cette quantité, ôc qu'on l'égale à 

zéro , on formera l'égalité a " x i — i^xxxdx' __ ^ 
—x* xVa* — xx * 

I 
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qui fc réduit à x3-t- ^bxx — 2aab = o, dont l'une des raei-
/ rifs fournit pour BE la valeur cherchée. 

Si a = b, l'équation précédente fe changera en cette 

autre x 3 - » - ^ d x x — i a } = o, laquelle étant divifée par x-i-a, 

donne xx •+> zax — 2aa5= 0 ; & partant BE\x)—-~a 

-h 
Autrement. 

E n prenant pour appliquées les lignes P i 7 qui partent 
* Art.66. du pôle P , & en fe fervant de la formule *yddy — dx2 

-t- , dans laquelle dx a été fuppofée confiante. Ayant 
imaginé une autre appliquée Pf quifaffe avec PF l 'angle 
^ / i n f i n i m e n t pet i t , ôc décrit du centre P les petits arcs 
F G, DH, on nommera les connues AB, a ; BP, b 5 6c les 
inconnues PF, y iPB , xjy ôc l'on aura par la propriété de 
la conchoïde y — j^-f- * , ce qui donne dy=dz. O r à 
caufe du triangle réàangle DBP, B B = v ^ — bb > ôc à 
caufe des triangles femblables DBP ôc dHD , PDH ôc 
PFG, 1 on aura BB ( VX*.— bb). BP{b): : dH {dz). HB 

= Et PÎD (4)- i ^ - H * ) : : H . D ( 

bx.di.-i- ttbdx „ r . , , l ^ V ^ bb 
= D o u I o n tire ^ ou dy 
dont la différence efl ( en fuppofant dx confiante ) ddp 

bxi~^zîtbx.x ab3~x fo.'l -+- tflfc* ab^X.* dxx ^ m e t -
" bi-i-aO^XX. bb ' hP+âb^ 
tant pour dzp fa valeur. D o n c fi l'on fubflitue dans la 

* Art. 66. formule générale * yddy — dx* -i-dy* à la place de j fa 

valeur z^-ha, ôc de dy ôc ddy les valeurs que l'on vient 
de trouver en dx ôc dx* ; on formera cette équation 

LUX.3 — nbbx. Xdx* Z.ibbx -4- crnb'- X dx 2 • r /I • v 
= qui le réduit a 

bx-i-ab2- bz.-+-ab2 1 

2zl —3 bbap—abb — o, dont l'une des racines augmentée 
de a fournit la valeur de l'inconnue PF. 

Si a = b , l'on aura 22^ — 3 aaz^— a 3 — 0 , qui étant divi-

fée par par donne 2;^— azp— ~ = o , dont la réfolu-

tion fournit FP V 3 = 2 ± ± ^ X 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . I. Part. '6% 

E X E M P L E V . 

72 ' S OIT une autre efpece de ;Conchoïde AFK , telle FIG. 
qu'ayant mené d'un de fes points quelconques F au pôle 
P la droite F F qui coupe l'afymptote BC en D, leréétangle 
PD x Z)F foit toujours égal au même rectangle PB x BA. 
O n demande le point d'infléxion F. 

Si l'on nomme les inconnues BE, x ; EF, y ; & les con-
nues AB, a > BP, b ; on aura PD x DF —ab\ ôc les paral-
lèles BD, EF donneront PD* DF(ab) . PB x BE(bx) 
::PF (bb-*-2bx-*-xx -*-yy ) . TE* (bb-*-2bx-*-xx). 
Doncbbx •+• 2bxx •+• xi -+-yyx = ahb -4- 2abx -+- axx, ou 

abb-*- ixbx-\-axx bbx xbxx «3 ^ ^ ^ — , 
' I X ' X 

- . V a x — x x -4- b > dont la différence donne dy 

axdx-4- ixxdx - 4 - abdx 
ixVax ; ôc prenant encore la différence » 

on forme l'égalité q u i f e réduit 
J,axx 4* 3 X V xx x % 

à x = —^-7 valeur de l'inconnue BE. 
»-4- 4® 

Si l'on fait '^'zév'ax—lf ^ * v a ' e u r de dy égal à zéro; 

l'on aura x x — t-a x-y- 4- ab = o , dont les deux racines 
— fm i r n i {T e n t . , l o r fque a fur-

paffe 8b , deux valeurs de BH ôc BL, telles que l'appliquée FIG, 

HMeft. moindre que fes voifmes, & l'appliquée LN plus 

grande, c'eft à dire que les tangentes en M ôc N feront 

parallèles à l'axe AB ; ôc alors le point E tombera entre les 

points Eî ôc L. 
Mais lorfque a = 8 b , les lignes BH, BE, BL feront éga- FIG 

les chacune à \a 5 ôc alors la tangente au point d'inflé-
xion F fera parallele à l'axe AB. Et enfin lorfque a eft 
moindre que 8b , les deux racines feront imaginaires ; ôç 
par conféquent il n'y aura aucune tangente qui puiffe être 
parallele à l'axe. 

ï i j 
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O n pourroit encore réfoudre cette queftion en prenant 
FIG. <5O. pour appliquées les lignes FF, P f , qui partent du pôle P, 

ôc en fe fervant de la formule yddy — dx* -t- dy* , comme 
l'on a fait dans l'exemple précédent. 

E X E M P L E V I . 

FIG. 63. 7 3 « S 01 T un cercle AED qui ait pour centre le point B, 
avec une ligne courbe AFK telle qu'ayant mené à difcré-
tion le rayon BEE , le quarré de FE foit égal au rectangle 
de l'arc AE par une droite donnée b. Il faut déterminer 
dans cette courbe le point d'infléxion F. 

Ayant nommé l'arc AE, rayon BA ou BE, aiôc 

l'appliquée BF, y ; on aura bz— aa— zay-y-yy, ôc ( en pre-

nant les différences ) — d z = Fe. Or à caufe 

des feôteurs femblables BEe, BFG, on fera BE(a). BF 

(y) ::Ef( ). F G (dx) — ; dont la 

différence,en fuppofant dx conftante, donne qydy*—2ady* 
ttdy"* 2. d * 

H-2y y ddy — 2 ayddy = 0 ; & partant y ddy — " y y ~ •--' 

Si donc on fubftitue à la place de dx* ôc yddy leurs valeurs 

* Art. 66. en dy* dans la formule générale*yddy—dx* -*-dy* ,on forme-

ra l'éauation a i y % — 2 y d y * s = ^ ^ — say^dp-*-^rAy*-+-«^bdy* 
4 y a aabb 

qui fe réduit à 44s—12ay*-*-\2aay l—4 adyy-*-3aabby—zaibb 
— 0, dont la réfolution fournira pour BF la valeur cher-
chée. 

I l eft évident que la courbe AFK, que l'on peut appel-
ler un e Spirale parabolique, doit avoir un point d'infléxion 
F. Car la circonférence AED ne différant pas d'abord fen-
liblement de la tangente en A, il fuit de la nature de la pa-
rabole qu'elle doit d'abord être concave vers cette tangen-
te , ôc qu'enfuite la courbure de la circonférence autour de 
fon centre devenant fenfible, elle doit devenir concave vers 
ce centre. 
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E X E M P L E V I I . 

7 4 - S o i T une ligne courbe AFK qui ait pour axe la FIG. 64. 
droite AB , dont la propriété foit telle qu'ayant mené une 
tangente quelconque FB qui rencontre AB au point B, 
la partie interceptée AB foit toujours à la tangente BF en 
raifon donnée de m à ». I l eft queftion de déterminer le 
point de rebrouffement F. 

Ayant nommé les inconnues ôc variables AE,x ; FF,y > 

l'on aura FB ——^ ( parceque x croilfant,y diminue), 

FB — y, ^~dy. O r par la propriété de la courbe , A F 

+-FB ou AB ( xdy~~ydx ). BF(yVdx^dyl ) : : » . » . D o n c 

K dy ' s dy 

mV dxl-i-dy* = ~ — ndx,6c fa différence donne y ^ l ' ^ i 

^—nydxdy + nxyddy — nxdP f u p p o f a n t fa confiante ÔC 
négative ; d'où l'on tire ddy nydxdy-nxdfvdx*-j-dy* 

© y myydy nxyVdx*_i-dy* 

Maintenant fi l'on fait cette fraélion égale à zéro , on 
trouvera — y d x — xdy=o j ce qui ne fait rien connoî-
tre. C'eft pourquoi il faut fuppofer cette fraétion éga-
le à l'infini, c'eft à dire fon dénominateur égal à zéro ; 

» —I T~x mydy nxdy nydx v r , 
ce qui donne \dx -*-dy == -•- a caule de 

l'équation à la courbe,d'où l'on tire dx— nnxxdy ~™myyd-. O r 

quarrant chaque membre de Yéapztionmydy—nxVdx*-±-dy % 
1 dyvmmyy nnxx nnxxdy mmyydy 

on trouve encore dx — ~— = — 
nx nnxy 

d'où l'on tire enfin yy/mm — m — nx \ ce qui donne cette 
conftruélion. 

Soit décrit du diametre AB —msxxn demi-cercle AJBy 
ôc ayant pris la corde D / = n, foit tirée l'indéfinie AI. J e 
dis qu'elle rencontrera la courbe AFK au point de re-
brouffement F. 

I i i j 
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Car ayant mené IH perpendiculaire à AB, les triangles 
ré&angles femblables DIA , IHA, TE A donneront Dl 

(n). JA(y/mm — nn) ::1H.HA :: FE (y).EA(x). 

ôc partant yVmm—nn = nx qui étoit le lieu à çon£ 
truire. 

I l eft clair que BE eft parallele à Dl, puifque AB. BE 
: : AD (m) . Dl (n). d'où il fuit que l'angle AEB eft 
droit; ôc partant que les lignes AB, BF, BE font en pro-
portion continue. 

O n peut trouver cette même propriété fans aucun cal-
*Art, 6j. cu l , fi l'op imagine * au même point de rebrouffement F 

deux tangentes FB, Fb qui faffent entr'elies un angle BFb 
infiniment j>etit. Car décrivant du centre F le petit arc 
BZ, on aura m ,n::Ab. bF: : AB . BF : : Ab — AB ou 
Bb.bF—BF OU bz : : BF . BE. à caufe des triangles rec-
tangles femblables BbZ, FBE. Donc ; ôcc. 

Si m = n , il eft évident que la droite ^Fdeviendra per-
pendiculaire fur l'axe AB ; ôc qu'ainfi la tangente FB fera 
parallele à cet axe j ce que l'on fçait d'ailleurs devoir arri-
ver , puifqu'en ce cas la courbe A F doit être un demi-cer-
cle qui ait fon diametre perpendiculaire fur l'axe AB. Mais 
fi m étoit moindre que n , il eft évident qu'il n'y auroit 
aucun point de rebrouffement, parcequ'alors l'équation 

yVmm—nn=-nx renfermeroit une çontradiêlion. 
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S e c t i o n V . 

Zdjàge du calcul des différences pour trouver 

les Dévelopées. 

D E' F 1 N 1 T 1 O N. 

Si l'on conçoit qu'une ligne courbe quelconque DBF 
concave vers le même côté, foit envelopée ou entou- IG* 

rée d'un fil ABDF, dont l'une des extrémités foit fixe en F, 
& l'autre foit tendue le long de la tangente BA, ôc que l'on 
faffe mouvoir l'extrémité'^ en la tenant toujours tendue ôc 
en dévelopant continuellement la courbe BDF; il eft clair 
que l'extrémité A de ce fil décrira dans ce mouvement une 
ligne courbe AHK. 

Cela pofé, la courbe BDF fera nommée la Dévelopée-
de la courbe AHK. 

Les parties droites AB, HD, KF du fil ABDF feront 
nommées les rayons de la dèvelopée. 

C O R O L L A I R E L 

7 5 D E ce que la longueur du fil ABDF demeure toujours: 
la même, il fuit que la portion de courbe BD eft égale à 
la différence des rayons DH, BA qui partent de fes extré-
mités ; de même la portion DF fera égale à la différence 
des rayons FK,DH, ôc la courbe entière BDF à la différen-
ce des rayons FK, BA. D'où l'on voit que fi le rayon BA de 
la courbe étoit nul, c'eft à dire que fi l'extrémité^ du fil 
tomboit fur l'origine B delà courbe BDF, alors les rayons 
de la dévelopée DH, FK feroient égaux aux portions 
BD, BDF de la courbe BDF. 

C O R O L L A I R E I I , 

7 6 - S 1 l'on confidére la courbe BDF comme un poligo- FIG. 
ne BCDEF d'une infinité de côtés ; il eft clair que l'extré-
mité A du fil A BCDEF décrit le petit arc A G qui a poux 
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centre le point C , jufqu'à ce que le rayon CG ne fafle plus 
qu'une ligne droite avec le petit côté CD voifin de CB ; 
ôc de même qu'elle décrit le petit arc G H qui a pour cen-
tre le point D, jufqu'à ce que le rayon DH ne fafle plus 
qu'une droite avec le petit côté DE ; ôc ainfi de fuite juf-
qu'à ce que la courbe BCDEE foit entièrement dévelo-
pée. L a courbe A HIC peut être donc confidérée com-
me l'aflemblage d'une infinité de petits arcs de cercle 
AG, G El ,HI,IK, ôcc. qui ont pour centre les points C , 
J>, E, F, ôcc. D'où il fuit, 

i Que les rayons de la dévelopée la touchent conti-
nuellement comme DH en D, KF en F, ôtc. Et qu'ils 
font tous perpendiculaires à la courbe AtîK qu'ils décri-
vent , comme DH en H, FK en K, ôtc. Car DH , par 
exemple, eft perpendiculaire fur le petit arc G H ôc fur le 
petit arc HI, puisqu'elle pafle par leurs centres D , E. D 'où 

FIG. . l'on v o i t , i°. que la dévelopée BDF termine l'efpace où 
tombent toutes les perpendiculaires à la courbe AHK. 
2°. Que fi l'on prolonge un rayon quelconque HD qui 
coupe le rayon AB en R , jufqu'à ce qu'il rencontre un 
autre rayon quelconque KF en S 3 l'on pourra toujours 
mener de tous les points de la partie RS deux perpendicu-
laires fur la courbe AHK, excepté du point touchant D 
duquel on n'en peut mener qu'une feule, fçavoir DH. Car 
il eft clair que l'interfection R des rayons AB, DH parcourt 
tous les points de la partie RS, pendant que le rayon AB 
décrit par fon extrémité A la ligne AHK fur laquelle il eft 
continuellement perpendiculaire : ôc que les rayons AB , 
HD ne fe confondent que Iorfque l'interfeétion R tombe 
fur le point touchant D . 

FIG. 66. 2 ° . Que fi l'on prolonge les petits arcs HG en / , 1H 
en m, Kl en n, ôcc. vers l'origine A du dévelopement, 
chaque petit arc comme IH touchera en dehors fon voi-
fin HG, parce que les rayons CA, DG , EH, FI vont tou-
jours en augmentant, à mefure que les petits arcs qui com-
pofent la courbe AHK,s'éloignent du point A. Par la même 
raifon fi l'on prolonge les petits arcs AG en o, G H en p, 

FII 
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HI en q , vers le côté oppofé au point A ; chaque petit 
arc comme HI touchera en deffous fon voifin IK. Or puif-
que les points H ècl ,D ôc F peuvent être confidérés com-
me tombant l'un fur l'autre à caufe de l'infinie petiteffe 
tant de l'arc HI, que du côté DE; il s'enfuit que fi l'on 
décrit d'un point quelconque moyen D de la aévelopée 
BDF comme centre, ôc de fon rayon Z>Hun cercle mHp, 
il touchera en dehors la partie HA qui tombera toute entiere 
au dedans de ce cercle, ôc en dedans de l'autre partie H K 
qui tombera toute entière au dehors de ce même cercle : 
c'eft à dire qu'il touchera ôc coupera la courbe AHKau 
même point H, de même que la tangente au point d'infle-
xion coupe la courbe dans ce point. 

30. L e rayon HD du petit arc HG , ne différant des 
rayons C G , EH des arcs voifins GA, HI, que d'une quan-
tité infiniment petite CD ou DE ; il s'enfuit que pour peu 
qu'on diminue le rayon DH, il fera moindre que CG, ôc 
qu'ainfi fon cercle touchera en deffous la partie HA ; ôc 
qu'au contraire pour peu qu'on l'augmente , il furpaffera 
HE, ôc qu'ainfi fon cercle touchera en dehors la partie 
HIC : de forte que le cercle mHp eft le plus petit de tous 
ceux qui touchent en dehors la partie HA, ôc au contraire 
le plus grand de tous ceux qui touchent en dedans la partie 
HK: c'eft à dire qu'entre ce cercle ôc la courbe on n'en 
peut faire paffer aucun autre. 

4°. Comme la courbure des cercles augmente à pro-
portion que leurs rayons diminuent, il s'enfuit que la 
courbure du petit arc HI fera à la courbure du petit arc 
AG réciproquement comme le rayon BA ou CA de ce 
dernier eft à fon rayon F F ou EH: c'eft à dire que la cour-
bure en H de la courbe AHK fera à fa courbure en A com-
me le rayon BA au rayon DH 5 ôc de même que la cour-
bure en F eft à la courbure en //comme le rayon DH eft 
au rayon FF. D'où l'on voit que la courbure de la lignç 
AHK diminue continuellement à mefure que la ligne 
BDF fe dévelope; de forte qu'au point,/, où commence 
le déyelopement, elle eft la plus grande qu'il eft poflible ; 
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& au point K, où je fuppofe qu'il celle, la plus petite. 
5°. Que les points de la dévelope'e ne font autre chofe 

que le concours des perpendiculaires menées par les extré-
mités des petits arcs qui compofent la courbe AHK. Par 
exemple, le point D où E eft le concours des perpendicu-
laires HD, IE du petit arc HI -, de forte que fi la courbe 
AHK eft donnée avec la pofition d'une de fes perpendicu-
laires HD, pour trouver le point D ou E, où elle touche la 
dévelope'e, il ne faut que chercher le point de concours 
des perpendiculaires infiniment proches HD, JE : c'eft ce 
qu'on va enfeigner dans le Problême qui fuit. 

P R O P O S I T I O N I . 

Problême général. 

FIG. 67. 7 7 - L A nature de la ligne courbe A M D étant donnée avec 
une de fes perpendiculaires quelconque M C ; déterminer la lon-
gueur du rayon M C de fa dévelopée : cefi à dire le concours 
des perpendiculaires infiniment proches M C , M C . 

Suppofons en premier lieu que la ligne courbe AMD ait 
pour axe la ligne droite AB fur laquelle les appliquées 
PM foient perpendiculaires. O n imaginera une autre ap-
p l i q u é e s / , qui fera infiniment proche de M P ; puifque 
le point m eft fuppofe infiniment près de M. On menera 

Ï>ar le point de concours C une parallele CE à l'axe AB, 
aquelle rencontre les appliquées MP, mp aux points E, e. 

Enfin menant MR parallele à AB, on formera les triangles 
rectangles femblables MRm, MEC ; car les angles EMR, 
CMm étant droits, & l'angle CMR leur étant commun , 
l'angle EMC fera égal à l'angle RMm. 

Si donc l'on nomme les données AP, x ; PM,y ; l'in-
connue ME, zà l'on aura Ee ou Pp ou MR=dx , Rm—dy 

~dz,Mm—\/dx*dy1 ; & MR {dx) . Mm dx*H-dy* ) 

: : ME ( z) . MC= Or le point C étant le cen-

tre du petit arc Mm, fon rayon CM qui devient Cm lorfi 
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que EM augmente de fa différence Rm, demeure le même. 
Sa différence fera donc nulle : ce qui donne (en fuppo-

fan, dx confiante i ^ ^ f l f f f f i = « ; d o n I o n tire 

W O . - t Ç f f i — ^ Ë j f ^ mettant pont M. 6 

valeur 
Suppofons en fécond lieu que les appliquées BM, Bm ^IG-

partent toutes d'un même point B. Ayant mené du point 
cherché C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment 
proches, les perpendiculaires CE ,Ce , ôc décrit du centre 
B le petit arc MR ; on formera les triangles réêbangles 
femblables RMm ôc EMC,BMR , BEG ôc CeG. C'eft pour-
quoi nommant BM,y; ME, 2;; MR, dx ; on aura Rm 
— dy, Mm = V dx* -*-dy%, CE ou C e — f , ôc MC 

— O n trouvera enfuite, comme dans le pre-
dx 1 

mier cas , ^ ^ f - O r BM(y) .Ce ( f ) :: MR 

( dx ). Ge = f ôc me — ME ou Rm — Ge = dz= 

D o n c en mettant cette valeur à la place de d z , l'on aura 
ydx ̂  - ydy ̂  

ME(Z) = yddy-

Si l'on fuppofe que y foit infinie , les termes dx3 ôc dy1 

feront nuls par rapport kyddy ; ôc par conféquent cette 
derniere formule fe changera en celle du cas précédent. 
C e qui doit 'aufti arriver ; puifque les appliquées devien-
nent alors parallèles entr'elles, ôc que l'arc MR devient 
une droite perpendiculaire fur les appliquées. 

Maintenant la nature de la courbe AMD étant donnée ; 
on trouvera des valeurs de dy* ôc ddy en ,dx*, ou de dx* ôc 
ddyendy*, lefquelles étant fubftituées dans les formules 
précédentes, donneront pour ME une valeur délivrée des 
différences, ôc entièrement connue. E t menant EC perpen-
diculaire fur ME, elle ira couper MC perpendiculaire à la 
courbe, au point cherché C. C e qui étoit propofe. 

K i j 
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C O R O L L A I R E I . 

F l G ' 68, 7 8 A caufe des triangles rectangles femblables M R m ôc 

f o n aura dans le premier cas MC=. d x * - H P FSP -Wy/ 
•—dxddy 

ôc dans le fécond cas ^TC = 
dx i -t- y dxddy 

R E M A R Q U E . 

7 9 - 1 L y a encore plufieurs autres manie'res de trouver 
les rayons de la dévelopée. J'en mettrai ici une partie, 
afin de donner différentes ouvertures à ceux qui ne poffe-
dent pas encore ce calcul. -

Premier cas pour les courbes dont les appliquées font 
perpendiculaires a l'axe. 

FIG. 6-j P r e m i é r e manière. Soit prolongée MR en G où elle 
7" rencontre la perpendiculaire mC. Les angles droits 

MRm, Mm G donneront RG = ; ôc par confe'quent MG 
^ _ ). (/ y ̂  

— * " • O r à caufe des triangles femblables MRm; 
MP Qfi les points (P, q marquent les interfe&ions des 
perpendiculaires infiniment proches MC, mC avec l'axe 
AB) il vient L , & p a r C a n t 

AQ== x , dont la différence donne (en prenant dx 

pour confiante ) Qjq —dx ; ôc à caufe des trian-

gles femblables CMG,CQg, l'on aura MG—( =j^-y).MG 

. MC — ' Z Î Z g ^ . 

Seconde manière. Ayant décrit du centre c le petit 

arc g O les petits triangles réèdangles QOq, MRm feront 

femblables, pmfque Mm, QO &cMR; Qjq font parallèles i 

ôc partant Mm ( y 'dx^dy 2 ) . MR (dx) : : Q^ fxl±M±lMï), 

O — I- dy2—|— yddy _ ^X 

— t l e s fécteurs femblables CMm, 

â 
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CQO donnent Mm — QO ( fffff ) • Mm 

:: A/gJ ^ ) •ykIL —dxddy 

Troifiéme manière. Menant les tangentes infiniment 
ydx 

proches MT, mt, on aura PT—AP ou AT^= ^ —x, 

dont la différence donne ôc décrivant du 

centre m le petit arc TH., on formera le triangle rédan-
gle HTt femblable \RmM, caries angles HtT, RMm ou 
PTM font égaux, ne différant entr'eux que de l'angle Tmt 
qui eft infiniment petit; ce qui donne Mm (Vdx* dy' ). 

O . les fe'c-

teurs TmH, MCm font femblables, car l'angle Tmt-*-MmC 
vaut un droit, ôc l'angle MmC -4- MCm vaut aufti un droit 
à caufe du triangle CMm confideré comme réêtangle en 

M. Donc TH( — J j f d - " ) . M m (V dx* -+- dy*~) : : T m 
s dyVdx -*-dy J 

_ „ , . yVIPTTàTs n dx1-*-dyiyjx%-*-d;/1 

ou TMC f_dxddy 

Quatrième manière. O n marquera*les différences fe- * Art. 64. 
condes en prenant dx pour conftante ; ôc les triangles réc- FIG. 69. 
tangles femblables HmS , Hnk donneront Hm ou Mm 
(V*dx* -4- dy* '). ou MR (dx ) : : Hn ( — ddy). nk 

dxddy Or l'angle kmn eft égal à celui que font 
— ydx^dy*' 0 

entr elles les tangentes aux points M, m; Sa partant com-
me l'on vient de prouver, égal à XangXeMCm; d ou d fuit 
que les fédeurs nmk, MCm font femblables, ôcqu ainfi nk 

t • dxMy - ) mk. ou * Mm(Vdx* -4- dy* ) : : Mm *Jrt.2; 
V VdPTTdfi , _ 

(WdT^V) • ° n P r e n d m H 

ou Mm pour mk, parcequ'elles ne différent entr'elies que 
de la petite droite Hk infiniment moindre qu elles ; d e 

même que Hn eft infiniment moindre que Rm ou .S n. 
n K n ; 
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Second cas pour les courbes dont les appliquées' partent 
d'un même point fixe. 

FIG. 68. Première manière. Ayant mené du point fixe B les per-
pendiculaires BF,Bfft\t les rayons infiniment proches CM, 
Cm ; les triangles rectangles mMR,BMF, qui font fembla-
bles ( puifqu'ajoûtantaux a n g l e s m M R , BMFle même an-
gle FMR, ils compofent chacun un angle droit), donneront 

MF ou MH = - 4 = , ôc BF=—yJ£—:, dont la diffé-
ydx -y.iy VdP-i-dy2 

rence (en prenant dx pour confiante ) eft Bf— BF ou Hf 

O r a caufe des fedeurs femblables 

CMm, CHf , on forme cette proportion Mm—Hf.Mm 

: : MH .MC, ôc partant MC=. 
r dx i -t- dxdy1 y dxddy 

* Art. 64. Seconde manière. O n marquera * les différences fecon-
FIG. 70. des en fuppofant dx confiante ; ôc les féêteurs femblables 

BmS,mEk donnerontBm (y).mS (dx)::mE{ Vdx*-*-dy7). 

Fk=dxydx*-*-d?\ O r à caufe des triangles rectangles 

femblables HmS, Hnk, l'on aura Hm ou Mm fidxKfifiyf. 

mS ou MR (dx)::Hn(—ddy).nk^—~^. Et 

dxl H- dxdy* y dxddy 
partant En — ïvzr'+jj * > & Panant une troifié-

me proportionnelle à En, Em ou Mm, les féêteurs fem-
blables Emn, M.Cm donneront pour MC la même valeur 
qu'auparavant. 

Si l'on nomme Mm(Vdx*-*- dy1 ),du ; & qu'on pren-
ne dy pour confiante au lieu de dx , on [trouvera dans 

le premier cas MC=^-x, & dans le fécond MC 

dxdu.L-i-ydyddx e n ^ n ^ l ' o n prend du pour confian-

te , il vient dans le premier cas MC—^j^ou 

( pareeque la différence de dx*+dy*=du* eft dxddx 
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. dyddy= 0, & qu'ainfi = f f ) 5 ôc dans le fécond ; 

- ydxdu ydydii 
JVL c — —ydiy u dxdyyddx' 

C O R O L L A I R E . I L 

S O ' C O MME l'on ne trouve pour ME ou MC qu'une FIG 
feule valeur, il s'enfuit qu'une ligne courbe AMD ne peut 
avoir qu'une feule dévelopée BCG. 

C O R O L L A I R E . I I I . 

8 1 . S . la valeur de M E ( i ^ f ) ou ( S ^ G ^ J FIG 
eft pofitive, il faudra prendre le point E du même côté 
de l'axe AB ou du point B. comme l'on a fuppofé en fai-
fantle calcul ; d'où l'on voit que la courbe fera alors con-
cave vers cet axe ou ce point. Mais fi la valeur de ME 
eft négative , il faudra prendre le point E du côté oppofé î 
d'où l'on voit que la courbe fera alors convexe. D e forte 
qu'au point d'infléxion ou de rebrouffement qui fépare 
la partie concave de la convexe, la valeur de ME doit 
devenir de pofitive négative 5 & partant les perpendicu-
laires infiniment proches ou contigues doivent devenir 
de convergentes divergentes. Or cela ne fe peut faire 
qu'en deux manières. Car ou elles vont en croiffant à me-
fure qu'elles approchent du point d'infléxion ou de re-
brouffement ; ôc il faudra pour lors qu'elles deviennent 
parallèles, c'eft à dire que le rayon delà dévelopée foit in-
fini : ou elles vont en diminuant ; & il faudra néceffaire-
ment alors qu'elles tombent l'une fur l'autre, c'eft à dire 
que le rayon de la dévelopée foit zéro. Tout ceci s'ac-
corde parfaitement avec ce que l'on a démontré dans la 
féêtion précédente. 

R E M A R Q U E , 

8 2 ' Q O M M E l'on a cru jufqu'ici que le rayon de la 
dévelopée étoit toujours infiniment grand au point d'in-
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flexion, il eft à propos de faire voir qu'il y â pour ainfi 
dire, une infinité' de genres de courbes qui ont toutes 
dans leur point d'inflexion le rayon de la dévelopée e'gal à 
zéro ; au lieu qu'il n'y en a qu'un feul genre dans lequel ce 
rayon foit infini. 

FIG. 71. Soit BAC une des courbes qui ont dans leur point d'in-
flexion A le rayon de la de'velope'e infini. Si l'on dévelope 
les parties BA , AC, en commençant au point A ; il eft 
clair qu'on formera une ligne courbe DAE qui aura auiïï 
un point d'infle'xion dans le même point A, mais dont le 
rayon de la dévelopée en ce point fera e'gal à zéro. Et fi l'on 
formoit de la même forte une troifiéme courbe par le de-
velopement de la fécondé DAE , ôc une quatrie'me par le 
de'velopement de la troifiéme, ôc ainfi de fuite à l'infini ; 
il eft clair que le rayon de la dévelopée dans le point d'in-
fle'xion A de toutes ces courbes , feroit toujours e'gal à 
zéro. Donc, ôcc. 

P R O P O S I T I O N I I . 

Problême. 
FIG. 72. 8 3 . R J 1 R 0 N V E R dans les Courbes A M D , ou l'axe Aftfait 

avec la tangente en A un angle droit, le point B où cet axe 
touche la dévelopée B C G . 

Si l'on fuppofe que le point M devienne infiniment près 
du fommet A , il eft clair que la perpendiculaire ^/^ren-
contrera l'axe au point cherché B ; d'où il fuit que fi l'on 

cherche en général la valeur de PQSyj~x) e n * o u e n 

ôc qu'on fafle enfuite x ou y== 0 , on déterminera le 
point P à tomber fur le point A , ôc le point le 
f ômt cherché B ; c'eft à dire que P Q^ deviendra alors 
égale à la cherchée AB. Ceci s'éclaircira par les exemples 
qui fuivent. 

E X E M P L E I . 

FIG. 72. 8 4 - S O I T la courbe AMD une Parabole qui ait pour 

para-
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paramétré la droite donnée a. L'e'quation à la parabole 

eft ax =yy, dont la différence donne dy — ^ — ; ÔC 

prenant la différence de cette derniere équation, en fup-
——— ctdx ̂  

dx conftante, on trouve ddy ———=. Subftituant 

enfin ces valeurs à la place de dy Ôc de ddy dans la formu-

C e qui donne cette conftru&ion. 
Soit menée par le point T où la tangente MT rencon-

tre l'axe, la ligne TE parallele à MC; je dis qu'elle ren-
contre MP prolongée au point cherché E. Car les angles 
droits MPT, MTE donnent MP (Vax ) . PT ( 2x) : : PT 

( 2X ). PE — — i & par conféquent MP-+-PE 

Déplus à caufe des triangles réétangles MPQfiWECfion 

aura PM (Vax). PQfi ME(V*x-*. ^fifèL). ECouPK 

=±a-\- 2x. ôc partant QK— 2X< C e qui donne cette 
nouvelle conftruétion. 

Soit prife QK double de AP, ou ( ce qui revient au 
même ) foit prife PK égale à T j ^ ôc foit menée KC pa-
rallele à PM. Elle rencontrera la perpendiculaire MC en 
un point C qui fera à la dévelopée BCG. 

Autre maniére.j/y=^x, ôc 2ydy=adx dont la différence 
(en fuppofant dx conftante) donne zdy* -\r2y ddy— 0; d'où 

l'on tire — ddy— Et mettant cette valeur dans la 

formule ^ J ^ j f , on trouve* ME —ydy ; ôc partant * j r t . 7 7 . 

TQ^ Ce qui donne les mêmes conftruêtions qu'aupara-

vant.Car MP .PT. -.dy .dxr.PT(). PE= 

— Uj » 
on aura * M E — = Vax "+" — • * Art. 77. 

& » 

v ax -H . 

L 
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Pour trouver à préfent le point B où l'axe AB touche la 

dévelope'eBCG. O n a P Q f l 1 ^ - ) —\a. O r comme cette 

quantité eft confiante , elle demeurera toujours la même 
en quelque endroit que fe trouve le point M. Et ainfi , 
lorfqu il tombe fur le fommet A, l'on aura encore PÇf qui 
devient en ce cas A B a . 

Pour trouver la nature de la dévelopée BCG à la ma-

nière de Defcartes. O n nommera la coupée BK, u ; l'ap-

pliquée KC ou PE, t ; d'où l'on aura CK = 

àcAtP-h PK — AB (a) = 3.Y; mettant donc pour x fa va-

leur j « dans l'équation t = , l'on en formera une 

nouvelle 2yatt—v6ui qui exprimera la relation de BK à 

KC. D ' o ù l'on voit que la dévelopée BCG de la parabole 

ordinaire eft une léconde parabole cubique dont le para-

métre eft égal à -f! du paramétre de la parabole donnée. 

FIG. 73. U vifible que la dévelopée CBC de la parabole com-
mune entiere MAM a deux parties CB, BC qui ont leurs 
convexités oppofées l'une à l'autre, de forte qu'elles for-
ment en B un point de rebroulfement. 

A V E R T I S S E M E N T . 

FIG. 72. On entend far courbes géométriques A M D , B C G celles 
dont la relation des coupées A P B K aux appliquées P M , 
K C , fe peut exprimer par une équation ou il ne fe rencontre 
point de différences ; & on prend pour géométrique tout ce 
qu'onpeut faire par le moyen de ces lignes. L'on fuppofe ici que 
les coupées & les appliquées foient des lignes droites. 

C O R O L L A I R E . 

« S - L , ORSQUE la courbe donnée M D eft géométri-
que , il eft clair que l'on pourra toujours trouver ( comme 
dans cet exemple) une équation qui exprime la nature de 
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fa dévelopée BCG ; ôc qu'ainfi cette dévelopée fera aulïï 
géométrique. Mais je dis de plus qu'elle fera rédlifiable, 
c'eft à dire qu'on pourra trouver géométriquement des 
lignes droites égales à une de fes portions quelconque 
BC ; car il eft évident * que l'on déterminera avec le fecours * j,rt% 75-, 
de la ligne AMD, qui eft géométrique, fur la tangente CM 
de la portion PC, un point M tel que la droite CM ne difi 
férera de la portion BC que d'une droite donnée AB. 

E X E M P L E I I . 

01 T la courbe donnée MDM une hyperbole en- FIG. 74; 
très fes afymptotes, qui ait pour équation aa — xy. 

O n aura f = x , = dx, ôc fuppofant dx conf-

tante , - Hxyyidy-ir icmydy2 = , . ^ p Q n t i r c ^ == î à ! • & # ^ ^ 

mettant cette valeur dans 41 vient * M E : * Art. 77. 

de forte que EC ou PK=— yfjx—fjj-. C e qui donne ces 

conftruêlions. 

Soit menée par le point 7" où la tangente MT rencon-
tre l'afymptote AB, la ligne TS parallele à MC ôc qui ren-, 
contre MP prolongée en S i foit prife ME égale à la 
moitié de M S de l'autre côté de l'afymptote''que l'on re-
garde ici comme l'axe) parceque fa valeur eft négative; 
ou bien foit prife PK égale à la moitié de 7 ' ^ d u même 
côté du point T : je dis que fi l'on mene EC parallele ou 
KC perpendiculaire à l'axe, elles couperont la droite MC 

au point cherché C. Car il eft clair que MS =ydx ~^ydy » 

Si l'on fait quelque attention fur la figure de l'hyper-
bole MDM, on verra que fa dévelopée CLC doit avoir un 
point de rebroufiement L , de même que la dévelopée de 
la parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon 
DL de la dévelopée eft plus petit que tout autre rayon 

L i j 
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*Jrt.7$. MC ; d'où il fuit que la différence de fon exprefïion * 

* Sett. 3- î x ' + d f V d x ' + d y * pu JPr^ripT f e r a * n u l l e o u i n f î n i e > C e 

dxddy dxddy 

qui donne , en prenant toujours dx pour confiante, 
J__ 3 

îdxdyddy*dx dy* dxdddydx*dy* * _ _ 0 o u qq • J ' q ^ j g n 

divifant par dx^+dy* » > & multipliant enfuite par dxddy* ; 
on tire cette équation dx*dddydy*dddy—3dyddy*=o 
ou 00 , qui fervira à trouver pour x une valeur AH telle 
que menant l'appliquée HD & le rayon DZ de la dévelo-
pée , le point L fera le point de rebroulfement cherché. 

O n a dans cet exemple y = ~ , dy > day 

^ —7r~ » dddy — —6™"x—. C'eft pourquoi mettant ces va-
leurs dans l'équation précédente, on trouve AH {x)—a. 
D ' o ù il fuit que le point D eft le fommet de l 'hyperbole, 
ôc que les lignes AD, DL ne font qu'une même droite AL 
qui en eft l'axe. 

E X E M P L E I I I . 

F I G . 7 2 . 

O I T l'équation générale ym — x qui exprime la 
74- nature de toutes les paraboles à l'infini lorfque l'expofant 

m marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes 
les hyperboles lorfqu'il marque un nombre négatif. 

O n aura my^—'dy—dx dont la différence donne , en 

prenant dx pour confiante, mm—rnym~~2 dy* -ï-my™—1 

ddy = o,&ten divifant par mym~l , il vient — ddy = 
J ' 1 2 » J 

* Art. 77. d'où mettant cette valeur dans xfTd/y > on tirera ? ME 

~4tz±2ÊL . & p a r f a n t £ C QU p K yjhu ydx 
m—xiy I m—ldx-r m— 

C e qui donne ces conftruclions générales. 

Soit menée par le point T où la tangente MTtencon-
tre l'axe AP, la ligne TS parallèle à MC & qui rencontre 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . / . Part. 8Y 

MP prolongée au point S ; foit prife ME—M—^mS, 

ou bien foit prife PK = ^ TQj. il eft clair que fi l'on 

mene par le point E une parallele, ou par le point K une 
perpendiculaire à l'axe, elles rencontreront MC au point 
cherché C. 

Si m eft négatif, comme il arrive dans les hyperboles , FIG. 74. 
la valeur de ME fera négative ; & par conféquent elles 
feront convexes vers leur axe qui fera alors une afympto-
te. Mais dans les paraboles où m eft pofitif , il peut arri-
ver deux cas. Car ou m fera moindre que 1 , & alors elles FIG. 75-. 
feront convexes du côté de leur axe , qui fera une tan-
gente au fommet : ou m furpafle 1 , & alors elles feront FIG. 72. 
concaves vers leur axe qui fera perpendiculaire au fom-
met. 

Pour trouver dans ce dernier cas le point B où l'axe 
, 1—m 

AB touche la dévelopée. O n a PQfi % ' ce 

qui donne trois différens cas. Car ou m = 2 , ce qui n'arri-
ve que dans la parabole ordinaire, & alors l'expofant de y 
étant nul , cette inconnue s'évanouit ; & par conféquent 
AB = \, c'eft à dire à la moitié du paramétré. Ou m eft 
moindre que 2 , & alors l'expofant de y étant pofitif, 
elle fe trouvera dans le numérateur, ce qui rend (en l'é-
galant * à zéro ) la fradion nulle : c'eft à dire que le point *Jrt. 83. 
B tombe en ce cas furie po inté comme dans la fécondé 
parabole cubique axx = 7 3 . Ou enfin m furpafle 2 , & alors Fig, 7<5. 
l'expofant de y étant négatif , elle fera dans le dénomi-
nateur, ce qui rend (lorfqu'elle devient zéro) la fradiore 
infinie : c'eft à dire que le point B eft infiniment éloigné 
du point A, ou (ce qui eft la même chofe) que l'axe AB 
eft afymptote de la dévelopée comme dans la premiere 
parabole cubique aax —y\On peut remarquer dans ce FIG. 77, 
dernier cas que la dévelopée CLO de la demi - para-
bole ADM a un point de rebrouffement L ; de forte 
que par le dévelopement de la partie LO continuée à l'in-
fini., le point D ne décrit que la portion déterminée DA ; 

L ii i 
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au lieu que par le dévelopement de l'autre partie LC conti-
nuée aufli à l'infini, il décrit la portion infinie DM. 

O n déterminera le point L de même que dans l'hy-

perbole. Soit par éxempleaax =y3 ou y = x~, on aura 
i i ,8. 

ây — \x 3 dx,ddy——~x idx*,dddy = ^x 

& ces valeurs étant ^fubftituées dans l'équation dx*dddy 

* Art. 85. -4- dyf dddy — ^dyddy —o s on trouvera * AH 

Il en eft ainfi des autres. 

R E M A R Q U E , 

8 8 - E N fuppofant que m furpafife i , afin que les para-
boles foient toujours concaves du côté de leur axe , il 
peut arriver différens cas. Car fi le numérateur de la frac-
tion marquée par m eft pair, & le dénominateur impair ; 

FIG. 73. toutes les paraboles tombent départ & d'autre de leur axe 
dans une pofition femblable à celle de la parabole ordinai-
re. Mais fi le numerateur ôt dénominateur font chacun 
impair; elles ont une pofition renverféede part & d'autre 
de leur axe, en forte que leur Commet A eft un point d'inflé-

± 
FIG. 77. xion, comme la premiere parabole cubique x = y 1 ou 

aax—y5. Enfin fi le numérateur étant impair, le dénomi-

nateur eft pair ; elles ont une pofition renverfée du même 

côté de leur axe, en forte que leur fommet A eft un 

FIG. 75. point de rebrouffement, comme la fécondé parabole cu-

bique A; —y 2 ou axx —y3. Tout cela fuit de ce qu'une 

puiflance paire ne peut pas avoir une valeur négative. Cela 
pofé, il eft évident, 

FIG. 77. L 0 ' 9 U E DAANS P O I N T D ' i n f l é x i o n > LE rayon de la dé-
' velopée peut être infiniment grand comme dansaax=y3, 

ou infiniment petit comme dans aaxi —y^. 
FIG. 7 5. 20 . Q u e dans le point de rebrouffement A , le rayon de 

la dévelopée peut être ou infini comme d a n s a l x x = y 5, 
ou zéro comme dans^XAr=^3 . 
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3 e . Qu'il ne s'enfuit pas de ce que le rayon de ladéve- FIG. 73. 
lopée eft infini ou zéro, que les courbes ayent alors un 
point d'inflexion ou de rebrouffement. Car dans^ }x 
il eft infini, dans ax1 — y 4 il eft nul 5 ôc cependant ces pa-
raboles tombent de part ôc d'autre de leur axe dans une po-
fition femblable à celle de la parabole ordinaire. 

E X E M P L E I V . 

0 1T la courbe AMD une hyperbole ou une ellipfe FIG. 78. 
qui ait pour axe AH (a), ôc pour paramétré AF (b). 7P-

, . / "bx Cf. bxx 
O n aura par la propriété de ces lignes/ = V V ' 

, abixZf ibxdx , it ' bbdx2 

d y = _ — : , ÔC a a y — - rr~r~. Si 
1 y aubx-i-abxx ^aabx-i-inbxxVitttbx-{-abxx 

donc l'on met ces valeurs dans — ^ - z z ^ f j j — - ^ expreflion 

générale de * MC, on trouvera dans ces deux courbes MC *Art.-j8t 

aahb Cf 4ctbbx -4- 4bbxx -4- 4ttabx ffiahxx Vaabb tejl yabbx -4- ybbxx -4- 4aabx Jfiabxx 

i«3 bb 
-r-

« i ^ f i , puifque de part ôc d'autre M Q S ' V d x ) 

ynabh Zf jabbx -j- jbbxx janbx d f jctbxx _ Ç e q u j donne Cette 
xa 

conftrudion quifert auffi pour la parabole. 

Soit prife Me quadruple de la quatrième continuelle-
ment proportionnelle au paramétré AF ôc à la perpendi-
culaire M g j e r m i n é e par l'axe ; le point C fera à la déve-
lopée. 

Si l'on fait x s = o, on aura * AB —\b. Et fi l'on fait dans * Art. 83. 

l'ellipfe x s = j a , on trouvera DG = , c'eft à dire FIG. 7p. 

égal à la moitié du paramétré du petit axe. D'où l'on voit 
que dans l'ellipfe la dévelopée BCG fe termine en un point 
G du petit axe DO où elle forme un point de rebrouffe-
ment 5 au lieu que dans la parabole ôc l'hyperbole elle s'é-
tend à l'infini. 



88 A N A L Y S E 

Si a — b dans l'ellipfe, il vient MC — d'où il fuit que 
tous les rayons de la dévelopée font égaux entr'eux , ÔC 
qu'elle ne fera par conféquent qu'un point : c'eft à dire que 
l'ellipfe devient en ce cas un cercle qui a pour dévelopée 
fon centre. C e que l'on fçait d'ailleurs être véritable. 

E X E M P L E V . 

FIG. 80. 9 0 , S o I T la courbe AMD uns logarithmique ordinaire, 
dont la nature eft telle qu'ayant mené d'un de fes points 
quelconque M la perpendiculaire MP fur l'afymptote KP, 
6e la tangente MT ; la foutangente PT foit toujours égale 
à la même droite donnée a. 

O n a donc PT ( ) = A, d'où l'on tire DY = y^-, dont la 
d dx 

différence donne, en prenant dx pour confiante, ddy = 

* Art. 77. s = ~ i ôc mettant ces valeurs dans ^ f f / f , on trouve * 

ME— • & partant EC ou PK= ~ ™ — C e 
qui donne cette conftruélion. 

Soit prife PK égale à 2"5.du même côté de T, parceque 
fa valeur eft negative ; ôc foit menée KC parallele à PM: 
je dis qu elle rencontrera la perpendiculaire Me au point 

cherchéC. Car TQ== 

Si l'on veut que le point M foit celui de la plus grande 

courbure , on fe fervira de la formule dx*dddy dy dddy 

*Art. 86.— ^dyddy*—o, que l'on a trouvée * dans i'éxemple fé-

cond; ôc mettant pour dy, ddy 3 dddy, leurs v a l e u r s ^ ; 

Zgl # y±l, on trouvera PM(y ) aVf 

• Il eft clair, en prenant dx pour confiante, que les ap-
pliquées y font entr'elles comme leurs différences dy ou 

; d'où il fuit qu'elles font aufli une progrefîïon géo-

métrique. Car fi l'on conçoit que l'afymptote ou l'axe PK 

foit divifé en un nombre infini de petites parties égales 

Pp ou MR, pfonmS ,fg ou nH, ôcc. comprifes entre les 
appli-
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appliquées PM,pm,fn, go, ôcc. 1 on aura PM.pm:: Rrn. Sn 
: : PM-*- Rm ou pm . pm -t- Sn ou Fn. O n prouve de même 
q u e p m . f n : ifn.go, ôc ainfi de fuite. Les appliquées PM, 
pm, fn, go, ôcc. feront donc entr'elles une progrelïion 
géométrique. 

. E X E M P L E V I . 

S>I'SoiTlacourbe AMD une logarithmique fpirale, 
dont la nature eft telle qu'ayant mené d'un de fes points 
quelconque M au point fixe A, qui en eft le centre , la 
droite MA ôc la tangent,e MT ; l'angle AMT foit par tout 
le même. 

L'angle AMT ou AmMétant confiant, la raifon de mR 
(c/y) à RM {dx ) fera aufli confiante. Il faut donc que la 

différence de foit nulle ; ce qui donne (enfuppofant dx 

çonftante) ddy — o. C'eft pourquoi effaçant le terme y ddy 

dans J x f f f f f f ^ j - y expreiïion * générale de ME lorfque *Art.77. 

les appliquées partent toutes d'un même point, on trouve 
MF.—y, c'eft à dire M E=A M. C e qui donne cette 
conftruétion. 

Soit menée AC perpendiculaire fur AM, ôc qui ren-
contre en C la droite MC perpendiculaire à la courbe; le 
point C fera à la développée ACB. 

Les angles AMT, ACMlotsx. égaux, puifqu'étant joints 
l'un ôc l'autre au même angle AMC ils font un angle 
droit. L a développée ACG fera donc la même logarithmi-
que fpirale que la donnée AMD, ôc elle n'en différera que 
par fa pofition. 

Si l'on fuppofe que le point C de la développée ACG 
étant donnée, il faille déterminer la longueur CM de fon 
rayon en ce point, qui * eft égal à la portion AC qui fait * Art. 7$' 
une infinité de retours avant que de parvenir en A ; il 
eft clair qu'il n'y a qu'à «mener AM perpendiculaire fur 
AC. D e iorte que li l'on mene AT perpendiculaire fur 

M 
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AM, la tangente MT fera aulfi e'gale à la portion AM 
de la logarithmique fpirale donnée AMD. 

Si l'on conçoit une infinité d'appliquées A M, Am, An, 
Ao , ôcc. qui faffent entr'elles des angles infiniment petits 
& égaux ; il eft clair que les triangles MAm, m An, nAo , 
ôcc. feront femblables, puifque les angles en A font égaux. 
& que par la propriété de la logarithmique , les angles 
en m, n, o, ôcc. le font aufti. Et partant A M. Am: : Am, 
An. Et Am. An:: An. Ao. ôc ainfi de fuite. D'où l'on voit 
que les appliquées AM, Am, An, Ao, ôcc. font une pro-
greffion géométrique lorfqu'elles font entr'elles des angles 
égaux. 

E x e m p l e V I I . 

FIG. 82. O I T la courbe AMD une des fpirales à l'infini; 

formée dans le feêteur B A D avec une propriété telle 
qu'ayant mené un rayon quelconque AMP, ôc ayant 
nommé l'arc entier BPD, b > fa partie B P, z.> le rayon 
AB ou AP, a\ôc fa partie AM,y,on ait cette propor-
tion 

L'équation à la fpirale AMD , dont la dif-
m , 

férence donne my^—^dy^ Or à caufe des fééteurs 

femblables AMR, APp, l'on aura AM(y). AP (a):: MR 

(dx) .Pp (dz)—y• Mettant donc cette valeur à la place 

de d z dans l'équation que l'on vient de trouver, on aura 

mymdy = y dx dont la différence ( en prenant dx pour 

conftante) eftmmy™—1 dy*mymddy — o ; d'où en divi-

*jft.77. fant par my™—1, l'on tire —yddy—mdy2 ; ôc partant ME * 

3 ce qui donne cette 
V dx -i-dy yddy' dx1Orm-{-ldy2 ^ 

conftruétion. 
Soit menée par le centre A la droite TAÇf perpendi-

culaire fur AM, ôc qui rencontre en T la tangente MT , 
Ôc en <2ja perpendiculaire M Q ^ foit fait TA-^-nPViAQ^ 

* 
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TJ>:: MA. ME. Je dis que menant EC"parallele à TjgJ 
elle ira rencontrer MQjen un point C qui fera à la déve-
lopée. 

Car à caufe des parallèles MRG, TAÇf l'on aura MR {dx) 

+m-*-iRG{ d£).MG {dx.+- ^ ) : : TA+m+-\AQ^. TQ^ 
jdx* -\-ydy* 

E X E M P L E V I I I . 

9 3 - S o i t AMD une demi-roulette fimple, dont la bafe FiG, 83, 
BD efte'gale à la demi-circonférence BEA du cercle g é -
nérateur. 

Ayant nommé AP, xi PM,yb l'arc Ae , u; ôc le 
diametre AB, ia,l'on aura par la propriété du cercle 
PE—V2ax— xx ; & par celle de la roulette y = u 

adx xdx 
Vzax—xx, dont la différence donne dy=du~t-

Yzax-

-,— _ ou dx\/——-, en mettant pour du fa va-
Y ZCIX XX x 

leur 7~-aix — ; en fuppofant dx confiante,ddy=x—j 
V zax xx v lax -— xx* 

ôc en mettant ces valeurs dans ^ - M r V ^ -Hr j y vient** Art. 78. 
dxddy 

MC = 2V4aa—2ax, c'eft à dire 2BE ou 2MG. 

Si l'on fait x—o , l 'on aura A P f — ^ a pour rayon de 
la dévelopée dans le fommet A. Mais fi l'on fait x — 2a , 
on trouvera que le rayon de la dévelopée au point Z) de-
vient nul ou z é r o ; d'où l'on voit que la dévelopée a fon 
origine en D , ôc qu'elle fe termine en 2 1 en forte que 
BN— BA. 

Pour fçavoir la nature de cette dévelopée, il n'y a qu'à 
achever le réélangle BS, décrire le demi-cercle DIS qui 
a pour diametre DS , ôc mener DI parallele à MC ou à BE. 
Cela fa i t , il eft clair que l'angle BDI eft égal à l'angle 
EBD ; ôc par conféquent que les arcs DI, BE font égaux 
entr'eux 5 d'où il fuit que leurs cordes DJ,BE ou GC font 

M i j 
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suffi égales. Si donc l'on fait EC, elle fera égale & paralle-
le à DG, qui par la génération de la roulette eft égale à l'arc 
BE ou DI -, ôc partant la dévelopée DC2I eft une demi-
roulette qui a pour bafe la droite 2VS égale à la demi-
circonférence DES de fon cercle générateur : c'eft à dire 
que c'eft la demi-roulette même AMDB pofée dans une 
fituation renverfée. 

C O R O L L A I R E . 

*Art. j f . 9 4 - 1 L eft clair * que la portion de roulette DC eft double 
de fa tangente CG, ou de la corde correfpondante DE. 
Et la demi-roulette DCN double du diametre BN ou DS 
de fon cercle générateur. 

A U T R E S O L U T I O N . 

95 O N peut encore trouver la longueur du rayon MC 
fans aucun calcul, en cette forte. Ayant imaginé une au-
tre perpendiculaire mC infiniment proche de la premiere, 
une autre parallele me, une autre corde Be, ôc décrit des 
centres C, B les petits arcsGTf , EF, on formera les trian-
gles réétangles GHg, EFe qui feront égaux ôc femblables ; 
car Gg—Ee, puifque BG ou ME eft égale à l'arc AE, ÔC 
de même Bg ou me eft égal à l'arc Ae ; de plus Fig ou 
mg — MG — Fe ou Be—BE ; G H fera donc égal à EF. 
O r les perpendiculaires MC,mC, étant parallèles aux 
cordes EByeB, l'angle MCm fera égal à l'angle EBe. D o n c 
puifque les arcs G H, EF, qui mefurent ces angles , font 
égaux , il s'enfuit que leurs rayons CG, B E feront auffi 
égaux ; ôc partant que MC doit être prife double de MG 
ou de BE. 

L E M M E. 

96-S il y a un nombre quelconque de quantités a , b , c, d 
e, &c.foit que ce nombre foit fini ou infini, foit que ces quan-
tités foient des lignes, ou des furfaces , ou des <olides j la 
fomme a — b -t- b — c -+- c — d -t- d — e , &c. de toutes 
leurs différences eft égale a la plus grande a, moins la plus 
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petite e , ou simplement a la plus grande lorfque la plus petite 
eft zéro. Ce qui eft vifible. 

C O R O L L A I R E I . 

9 7 - L E s féaeurs CMm, CGH, étant femblables, il eft 
clair que Mm eft double d e G H o u de fon égale EF ; ôc 
comme cela arrive toujours en quelque endroit que l'on 
fuppofe le p o i n t é , il s'enfuit que la fomme de tous les 
petits arcs Mm, c'eft à dire la portion Am de la demi-
roulette AMD, eft double de la fomme de tous les petits 
arcs EF. Or le petit arc EF fait partie de la corde AE per-
pendiculaire fur BE, ôc eft la différence des cordes 4E, 
Ae , parceque la petite droite e F perpendiculaire fur Ae 
peut être confiderée comme un petit arc décrit du centre 
A ; ôc partant la fomme de tous les petits arcs EF dans 
l'arc AZE fera la fomme des différences de routes les cor-
des AE, Ae, ôcc. dans cet arc, c'eft à dire par le Lename 

qu'elle fera égale à la corde AE. I l eft donc évident que 
la portion Am de la demi-roulette AMD eft double de la 
corde correfpondante AE. 

C O R O L L A I R E . I I . 

9 ^ ' L ' E S P A C E MGgm * ou le trapèze MGHm 
= - Mm-\--GH*MG—\EF yBE, c'eft à dire qu'il eft 
triple du triangle EBF ou EBe ; d'où il fuit que l'efpace 
MGBA fomme de tous ces trapèzes, eft triple de l'efpace 
circulaire BEZA fomme de tous ces triangles. 

C O R O L L A I R E . I I I . 

9 9 - N O M M A N T BP, ZS L'ARC AZE ou EM o u BG, ôc 

le rayon KA, a ; l'on aura le paral lélogramme MGBE 
Or l'efpace de la roulette MGBA=sBEZA 

c = 3 E K B - f ± a u - , & c partant l'efpace A ME B renferme 
par la portion de roulette A M, la parallele ME, la corde 

ôcle d i a m e t r e ^ , eft — i E K B - * - { a u — u z < D où ù 
M u ) 
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fuit que fi l'on prend BP ( 2̂ ) = | a, l'efpace A M PB fera 
triple du triangle correfpondant EKB ; ôc aura par confé-
quent fa quadrature indépendante de celle, du cercle. C e 
que M . Hngens a remarqué le premier. Voici encore une 
autre forte a'efpace qui a la même propriété. 

Si l'on retranche de l'efpace AMEB le fegment BEZA, 
il reliera l'elpace AZEM— lEKB-i-au — uspi d'où l'on 
voit que fi le point P tombe au centre K, l'efpace AZEM. 
fera égal au quarré du rayon. I l eft évident qu'entre tous 
les efpaces AMEB ôcAZEM, il n'y a que les deux que 
l'on vient de déterminer qui ayent leur quadrature abfo? 
lue indépendante de celle du cercle. 

E X E M P L E I X . 

FIG. 84. 1 0 0 , S o I T la demi-roulette A MB décrite par la révo-
lution du demi-cercle AEB autour d'un autre cercle im-
mobile BGD ; ôc qu'il faille déterminer fur la perpendi-
culaire MG donnée de polition, le point où elle touche la 
dévelopée. 

Pour fe fervir des formules générales il faudroit pren-
dre pour les appliquées de la courbe AMD , des lignes 
droites perpendiculaires fur l'axe OA, ôc chercher enfuite 
une équation qui exprimât la relation des coupées aux 
appliquées, ou de leurs différences. Mais comme le cal-
cul en feroit fort pénible, il vaut beaucoup mieux dans 
ces fortes de rencontres en tenter la folution en fe fervant 
de la génération même. 

Lorfque le demi-cercle AEB eft parvenu dans la polt-
tion MGB dans laquelle il touche en G la bafe BD > ôc que 
le point décrivant A tombe fur le point M de la demi-
roulette AMD : il eft clair, 

i°. Que l'arc G M eft égal à l'arc GD, comme auffi l'arc 
GB du cercle mobile à l'arc GB du cercle immobile. 

*Jrt. 43. 20. Q u e MG eft * perpendiculaire fur la courbe ; car 
confidérant la demi-circonférence MGB ou AEB , ôc h 
flafe BGD çomme l'affemblage d'une infinité de petites 
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droites égales chacune à fa correfpondante, il eft mani-
fefte que la demi-roulette AMD fera l'aflemblage d'une 
infinité de petits arcs qui auront pour centres fucceflive-
ment tous les points touchans G , ôc qui feront décrits 
chacun par le même point M ou A. 

3°. Que fi l'on décrit du centre 0 du cercle immobile 
l'arc concentrique ME-, les arcs MG, EB du cercle mobile 
feront égaux entr'eux, auffi-bien que leurs cordes MG, EB, 
ôc les angles OGM, OBE. Car les droites OK, OK, qui joi-
gnent les centres des deux cercles font égales, puisqu'elles 
paflent par les points touchans B, G ; c'eft pourquoi me-
nant les rayons OM, OE ,ôcKE, on formera les triangles 
OKM, OKE égaux ôc femblables. L'angle OKM étant 
donc égal à f angle OKE ; les arcs MG, BE des demi-cer-
cles égaux MGB, BEA, qui mefiirent ces angles , feront 
égaux, comme aufti leurs cordes MG, EB ; d'où il fuit que 
les angles OGM, OBE le feront aufti. 

Cela pofé, foit entendue une autre perpendiculaire mC FxG. 8f. 
infiniment proche de la premiere, un autre arc concentri-
que me, ôc une autre corde Be~, foient décrits des centres 
C,B, les petits arcs G H, EF. Les triangles réétangles GHg, 
JE Fe feront égaux ôc femblables ; car Gg ou Dg— DG 
=zEe ou à l'arc Be — l'arc BE, de plus Hg ou mg — MG 
s = Feon\Be— BE. L e petit arc G H fera donc égal au 
petit arc E F ; d'où il fuit que l'angle GCH eft à l'angle 
EBF, comme BE eft à CG. Ainfi toute la difficulté fe ré-
duit à trouver le rapport de ces angles. C e qui fe fait en 
cette forte. 

Ayant mené les rayons OG, Og, KE, Ke, Ôc nomme'GG 
ou 0B , b ; KE ou KB ou KA, a ; il eft clair que l'angle EBe 
•=OBe — OBE = Ogm — OGM= ( en menant GL, GV 
parallèles à Cm , Og) LG M— OGV^ GCH— G Og. On 
aura donc l'angle GCH = GOg-b-EBE. Or les arcs Gg, Ee 
étant égaux, l'on aura aufli GO g. EKe ou zEBF :: KE(a). 

OG {b)-,ôc partant l'angle GOg=^y EBF, ôc G C H 

= —Lé EBF. Donc GCH. EBF ou BE. CG : : ^ f i . i . 
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& partant l'inconnue C G ou M G. C e qui 

donne cette conftruétion. 
FIG. 86. Soit fait OA ( 2a-fb). OB(b) : : MG . GC; le point C 

fera à la dévelope'e. 

I l eft clair i°. Que cette dévelope'e commence au point 
X), ôc qu'elle y touche la bafe BGD ; puifque l'arc G M 
devient en ce point infiniment petit. 20. Qu'elle fe termine 
au point Ni en forte que OA. OB : : AB. BN : : OA—AB 
ou OB .OB — BN ou ON ; c'eft à dire que OA , OB, ON 
font continuellement proportionnelles. 30. Si l'on décrit 
à préfent le cercle iVÔ/^du centre O, je dis que la déve-
lopée DCN eft formée par la révolution du "cercle mobile 
G C S , qui a pour diametre G S ou BN, autour^de l'immo-
bile NSQj. c'eft à dire qu'elle eft une demi-roulette fem-
blable à la propofée , ou de même efpece ( pareeque les 
diametres AB , BN des cercles mobiles ont enrr'eux le 
même rapport que les rayons OB, ON des cercles immo-
biles ) , ôc pofée dans une fituation renverfe'e en forte que 
fon fommet eft en D. Pour le prouver, fuppofons que les 
diametres des cercles mobiles fe trouvent fur la droite 07* 
menée à difçrétion du centre O ; elle paflera par les points 
touchans S , G-, &c faifant AB ou TG . BN ou G S : : MG . 
Ç C , le pointe fera à la dévelopée, ôc de plus à la circon-
férence du cercle G C S ; car l'angle GMT étant droit, 
l'angle G C S le fera aufli. Or à caufe des angles e'gaux 
MGT , CGS , l'arc TM ou GB eft à l'arc CS, comme le 
diametre G T au diametre G S : : O G . O S : : G B . N S ; ÔC 
partant les arcs ÇS, SN font égaux, Donç, ôcc. 

C O R O L L A I R E I . 

*Art. 77. 1 G I • J L eft clair * que la portion de roulette DC eft égale 
à la droite CM 5 ôc partant que DC eft à fa tangente CG 
: : AB-i-BN. BN: : OB+ON. ON; c'eft à dire comme 
la fomme des diametres des deux cercles générateurs, 
ou des cercles mobile ôc immobile, eft au rayon du cer-
cle immobile. Cette vérité fe découvre encore de la ma-

nière 

9 
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niére qui fuit. A caufe des triangles femblables CMm,CGH, FIG. 8J\ 
l'on aura Mm. GH ou EF: : MC. GC : : OA+OB ( 2 a + 2 6 ) . 
OB {b). D'où il fuit ( comme dans l'art 97. ) que la portion 
de roulette A M eft à la corde correfpondante JE, comme 
la fomme des diametres du cercle générateur ôc delabafe, 
eft au rayon de la bafe. 

C O R O L L A I R E I I . 

1 0 , L E trapèze MGHm = \GH-*-\Mm x MG. O r FIG. 8y. 

C G ( J L . MG).CM(^MG) : : GH.Mm G H. 

Donc puifque GH — EF, ôc MG—EB, l'on aura MGHm 

EF V.EB -. c'eft à dire que le trapèze MGHm fera 

toujours au triangle correfpondantESF: : 2a^r^b.b. 
D'où il fuit que l'efpace .MG-ff^ renfermé par MG ,AB 

perpendiculaires à la roulette , par l'arc BG ôc par la por-
tion de roulette MA, eftaufegment de cercle çorrefpon-
dant BEZA : : îa+^b.b. 

C O R O L L A I R E I I I . 

I 0 3 - J L eft vifible que la quadrature indéfinie de larou- F1G.87. 
lette dépend de la quadrature du cercle ; mais fi l'on 
prend O .^moyenne proportionnelle entre OK, OA, ôc 
qu'on décrive de ce rayon l'are je dis que l'efpa-
ce ABEM renfermé par le diametre AB , la corde BE, 
l'arc EM, ôcpar la portion de roulette AM, eft au trian-, 
gle EKB : : 2a^-sb.b. Car nommant l'arc AE ou GB , u ; 
le rayon OQ^Zi l'on aura O B {b). O QSff) •• G B(u). 
AQou ME=u-f. Et partant l'efpace RGB don MGBE, 

c'eft à dire Or * l'efpace de 102. 

la roulette M G B A ^ ± ± \ B E Z A = ^ 

%KEZA ( — ).Si donc l'on retranche le précédent efpace de 
. . . . . n x<t.wOr\*tm^fbbH tA» _,_ 

c e l u i - c i . i l r e f t e r a ^ £ ^ = 75 ^ b 
N 
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~ " T FKB, puifque par la conftruêtion z£==zœa-i-yab 
•+- bb. D'où l'on voit que cet efpace a fa quadrature in-
dépendante de celle du cercle, ôc qu'il eft le feul parmi 
tous fes femblables. 

E n voici encore un autre qui a la même propriété. Si 
l'on retranche de l'efpace ABEM le fegment BEZA (\au 

•+-EKB ) , il reliera l'efpace AZEM = 

•+• EKB — la f z - e n faifant ZZ — xaa^r zab 
•i-bb: c'eft à dire que fi l'on divife la demi-circonférence 
en deux également au point E , l'efpace AZEM fera au 
double du triangle EKB, c'eft à dire au quarré du rayon 
: : OK(a-fb). OB (b). 

C O R O L L A I R E I V , 

FIG. 88. ï o 4 - S i le cercle mobile AEB roule au dedans de 
l'immobile BGD, fon diametre AB devient négatif de 
pofitif qu'il étoit auparavant ; Ôc partant il faut changer 
de lignes les termes où il fe rencontre avec une dimen-
fion impaire. D'où il fuit, i°. Que fi l'on mene à difçrétion 
la perpendiculaire MG à la roulette, ôc que l'onfalfe OA 

*Art.ioo. (b — za) . OB (b)::MG . GC. le point C fera * à la déve-
lopée DCN décrite par la révolution du cercle qui a pour 
diametre BN, au dedans de la circonférence NS concen-
trique à BD. z°. Que fi l'on décrit du centre O l'arc ME, 

*Art.ioi. la portion de roulette AMfe ra * à la corde AE: : 2 b 2a.b. 

*JLrt.x 02. 3°' Q u e l'efpace MGBA eft * au fegment B EZA:\yb—zà.b. 

4°. Que fi l'on prend 0Q=Viaa — $ab -+- bb, c'eft à dire 
moyenne proportionnelle entre OK, OA -, l'efpace ABEM 
renfermé par la portion de roulette AM, l'arc ME, la cor-

*Jrt. 103. de EB, ôc le d i a m e t r e ^ , fera^au triangle EKB::sb—2a.k 
Mais que fi l'on fait O ^ o u O E = V'zaa — 2ab + bb~ 
c'eft à dire que l'arc AE foit le quart de la circonférence; 
l'efpace AZEM renfermé par la portion AM de roulette ÔC 

* m P a r l e s d e u x a r c s ME, AE, fera * au triangle EKB qui eft 
en ce cas la moitié du quarré du rayon : : zb —2*. b. 
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C O R O L L A I R E V . 

i l'on conçoit que le rayon OB du cercle immobi- FIG. 85. 
le devienne infini, l'arc BGD deviendra une ligne droite, 88. 
ôcla courbe AMD deviendra la roulette ordinaire. Or com-
me dans ce cas le diametre AB du cercle mobile eft nul par 
rapport à celui de l'immobile ; il s'enfuit, i°. Que MG.GC 
: : b. b. Puifque b±^2a — b, c'eft à dire que MG = G C j 
ôc partant que fi l'on prend BN = AB, ôc qu'on mene la 
droite NS parallele à BD 3 la dévelopée DCN fera for-
mée par la révolution du cerc le , qui a pour diametre 
BN, fur la bafe NS. z°. Que la portion de roulette AM FIG. 
eft à la corde correfpondante AE : : 2b. b. 3°. Que l'efpace 
MGBA eft au fegment BEZA: : 3b.b. 40. Puifque FIG. 87. 

ou±0 QffOB, que j'appelle ,v, eft 2a aA- 3ab-*-bb, 

d'où l'on tire ( en étant les inçommenfurables ) xx-*-p.bx 

= 2aa-±.3abi l'on a u r a x — - ^ , en effaçant les termes 

où b ne fe rencontre point, parcequ'ils font nuls par rap-

Îiort aux autres. C'eft à dire que fi l'on prend dans la rou-
ette ordinaire BP=% AB , ôc qu'on mene la droite PEM FiG. 83; 

parallele à la bafe BD ; l'efpace A M EB fera triple du trian-
gle EKB. O n trouvera en opérant de la même manière, 
que fi le point P tombe au centre K, l'efpace AZEM ren-
f e r m é par la portion de roulette AM, la droite ME, ôc 
l'arc AE, fera égal au quarré du rayon. C e que l'on a déjà 
démontré cy-devant art. 99. 

R E M A R Q U E . -

106.C 
o M M E les arcs DG, G M font toujours égaux en- EÙG. 84. 

tr'eux, il s'enfuit que l'angle DOG eft aufti toujours à l'angle 
G KM: : GK. OG. C'eft pourquoi l'origine D de la roulette 
DMA, les rayons OG, GK des cercles générateurs, ôc le 
point touchant G étant donnés, fi l'on veut déterminer dans 
cette pofition le point M décrit la roulette, il ne faut que 

N i ; 
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tirer le rayon KM en forte que l'angle G KM foit à l'angle 
donné DOG ::0G. GK. Or je dis maintenant* que cela fe 
peut toujours faire géométriquement lorfque le rapport de 
ces rayons fe peut exprimer par nombres ; ôcpartantque la 
roulette DMA eft alors géométrique. 

Car fuppofant, par éxemple, que OG. GK: : 13 . 5 ; il eft 
clair que l'angle M KG doit contenir deux fois l'angle 
donné DOG ; ôc de plus } de cet angle. Toute la difficulté 
fe réduit donc à divifer l'angle DOG en cinq parties égales. 
Or c'eft une chofe connue par les Geométres, qu'on peut 
toujours divifer géométriquement un angle ou un arc 
donné en tant de parties égales qu'on voudra ; puifqu'on 
arrive toujours à quelque équation qui ne renferme que 
des lignes droites. D o n c , ôtc. 

Je dis de plus que la roulette DMA eft mécanique, ou 
ce qui eft la même chofe, qu'on ne peut déterminer géo-
métriquement fes points ^/lorfque la raifon de OG à KG ne 
fe peut exprimer par nombres, c'eft à dire lorfqu'elle eft 
fourde. 

FIG. 8p. Car toute l igne, foit mécanique foit géométrique, ou 
rentre en elle-même ou s'étend à l'infini ; puifqu'on peut 
toujours en continuer la génération. Si donc le cercle mo-
bile ABC décrit par fon point A dans fa premicre révo-
lution la roulette ADE, cette roulette ne fera pas enco-
re finie, ôc continuant toujours de rouler il décrira la fé-
conde EFG, puis la troifiéme GHI, ôc ainfi de fuite juf-
qu'à ce que le point décrivant A retombe après piufieurs 
révolutions dans le même point d'où il étoit parti. Et pour 
lors fi on recommence à rouler le cercle mobile ABC, il 
décrira derechef la même ligne courbe, de forte que tou-
tes ces roulettes prifes enfemble ne compofent qu'une 
feule courbe ADEFGH1, ôcc. Or les rayons des cercles 
générateurs étant incommenfurables , leurs circonféren-
ces le feront auffi ; ôc par conféquent le point décrivant 
A du cercle mobile ABC ne pourra jamais retomber dans 
le point A de l'immobile, d'où il étoit parti, fi grand que 
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puifle être le nombre des révolutions. I l y aura donc une 
infinité de roulettes qui ne formeront cependant qu'une 
même ligne courbe ADEFGHI, ôtc. Maintenant li l'on 
mene au travers du cercle immobile une ligne droite^ in-
définie, il eft clair qu'elle coupera la courbe continuée à 
l'infini en une infinité de points. Or comme l'équation qui 
exprime la nature d'une ligne géométrique doit avoir au 
moins autant de dimenfions que cette ligne peut être cou-
pée en de différens points par une droite ; il s'enfuit que 
l'équation quiexprimeroit la nature de cette courbe auroit 
une infinité de dimenfions. C e qui ne pouvant être , on 
voit évidemment que la courbe doit être mécanique ou 
tranfcendente. 

P R O P O S I T I O N I I I . 

Problême. 
1 ° 7 - L A ligne courbe B F C étant donnée, trouver une infi- FIG. po. 
ni té de lignes A M , B N , E F O , dont elle foit la dévelopée 
commune. 

Si l'on dévelope la courbe BFC en commençant par le 
point A, il eft clair que tous les points A, B, F , du fil 
A BFC décriront dans ce mouvement des lignes courbes 
AM, BN,F0 , qui auront toutes pour dévelopée commu-
ne la courbe donnée BFC. Mais il faut obferver que la li-
gne FO n'ayant pour dévelopée que la partie FC , fon. 
origine n'eft pas en F ; ôc que pour la trouver , il faut 
déveloper la partie reliante BP en commençant au point 
/pour décrire la portion EF de la courbe EFO dont l'o-
rigine eft en -E, ôc qui a pour dévelopée la courbe entière 
BFC. 

Si l'on veut trouver les points M , N , 0 fans fe fervir du 
fil ABFC, il n'y a qu'à prendre fur une tangente quelcon-
que CM autre que BA, les parties CM, CN, CO égales à 
ABFC, BFC 3 EC. 

N i i j 
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C O R O L L A I R E . 

1 L eft évident, i°. Que les courbes AM, BN, EFO 
font d'une nature très différente entr'elles ; puifque la cour-
be AM a dans fon Commet A le rayon de fa dévelopée 
égal a AB, au lieu que celui de la courbe BN eft nul. II 
eft vifible aufli par la figure même de la courbe EFO qu'elle 
eft très différente des courbes AM, BN. 

2®. Que les courbes AM, BN , EFO ne font géométri-
ques que lorfque la donnée BFC eft géométrique ôc de 
plus reétifïable. Car fi elle n'eft pas géométrique , en 
prenant2?JCpour la coupée, on ne trouvera point géomé-
triquement l'appliquée KC : ôc fi elle n'eft pas reaifiable, 
ayant mené la tangente CM , on ne pourra déterminer 
géométriquement les points^/, N,0 des courbes AM, 
BN, £F0;puifqu'on ne peut trouver géométriquement 
des lignes droites égales à la ligne courbe BFC, Ôcàfes 
portions BF, EC. 

R E M A R Q U E . 

FIG. p i . 109«SII l'on dévelope une ligne courbe BAC qui ait un 
point d'infléxion en A , en commençant par le point D au-
tre que le point d'infléxion ; on formera par le dévelope-
ment de la partie BAD la partie DEF; ôc par celui de la 
partie DC, la partie reliante DG : de forte que FEDG fera 
la courbe entiere formée par le dévelopement de BAC. O r 
il eft vifible que cette courbe rebrouffe chemin aux points 
JD&cE, avec cette différence qu'au point de rebrouffement 
Z> les parties DE, DG ont leur convexité oppofée l'une à 
l'autre; au lieu qu'au point E les parties DE, EF font con-
caves vers le même côté. On a enfeigné dans la féétion 
précédente à trouver les points de rebrouffement tels que 
_D : il eft queftion maintenant de déterminer les points E , 
qu'on peut appeller points de rebrouffement de la fécon-
dé forte, ôc que perfonne, quejefçache, n'a encore con-
fideré. 

Pour en venir à bout , on menera à diferetion fur la 
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partie DE deux perpendiculaires MN, mn, termine'espar 
la de'velopée aux points N , n , par lefquels on tirera deux 
autres perpendiculaires NH, nH fur les premieres NM, 
nm ; ce qui formera deux petits féèteurs MNm, NHn qui fe-
ront femblables, puifque les angles MNm , NHn font 
égaux. O n aura donc Nn : Mm : : NH. NM. Or dans le 
point d'infléxion A le rayon NH devient * infini ou zéro ; *Art. 8 r. 
& le rayon MN, qui devient AE, demeure d'une grandeur 
finie. Il faut donc qu'au point de rebrouffement E de la 
fécondé forte, la raifon de la différence Nn du rayon MN 
de la de'velopée, à la différence Mm de la courbe,devienne 
ou infiniment grande ou infiniment petite. Et partant 

JL _ _ _ _ _ 1 
puifque1" Nn \dxdyddy*dx* -t-dy* *-*.dxdddydx*-+-dyi *, & * Art. 85. 
* * dx* ddy* 

/ ; » 7 » 1' dx*dddy -+- dy*dddy \dyddy*  
Mm = V dx ay , 1 on aura — d x d d f * - — — 0 
ou 00 ; & multipliant par dxddy * , on trouvera la formu-
le dx*dddy-4- dy*dddy— 3dyddy*—o ou 00 , qui fervira à 
déterminer les points de rebrouffement de la fécondé 
forte. 

O n peut encore concevoir qu'une rebrouffante DEF FIG. 92. 
ou HDEFG de la fécondé forte, ait pour dévelopée une 93. 
autre rebrouffante BAC delà fécondé forte, telle que fon 
point de rebrouffement A réponde au point de rebrouf-
fement E , c'eft à dire qu'il foit fitué fur le rayon de la 
dévelopée qui part du point E. Or il eft clair dans cette 
fuppofition, que le rayon EA de la dévelopée fera tou-
jours un plus petit ou un plus grand ; & partant que la 

différence de dx*-*-dy* * expreffion générale * des rayons * jyt. 78. 
dxddy 

de la dévelopée, doit être nulle ou infinie au point cher-
ché E ; ce qui donne la même formule qu'auparavant : de 
forte qu'elle eft générale pour trouver les points de re-
brouffement de la fécondé forte. 
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S E C T I O N V I . 

Vfage du calcul des différences pour trouver les 

Caufliques par réjléxion. 

D E ' F I N I T I O N . 

FIG. P4. Q I l'on conçoit qu'une infinité de rayons BA, BM, BD, 
»3 qui partent d'un point lumineux B , fe réfléchiffent à 
la rencontre d'une ligne courbe AMD, en forte que les 
angles de réflexion foient égaux aux angles d'incidence ; 
la ligne HFN, que touchent les rayons réfléchis ou leur 
prolongemens AH, MF, DN, eft appellée Cauftique par 
réflexion. 

C O R O L L A I R E L 

FIG. P4- I I O . S I L'on prolonge HA en I, de forte que A1=AB, 
ôc que l'on dévelope la cauftique HFN en commençant 
au point I; on décrira la courbe ILK telle que la tangen-

*Art. 7 7 . t e FZ fera * continuellement égale à la portion F H de 
la cauftique plus à la droite HI. Et fi l'on conçoit deux 
rayons incident ôc réfléchi Bm, mF infiniment près de BM, 
MF, ôc qu'ayant prolongé Fmenl, on décrive des centres 
F, / les petits arcs MO , MR : on formera les petits trian-
gles réftangles MOm, MRm, qui feront femblables ôc 
égaux ; car puifque l'angle OmM—FmD—RmM, ôcque 
déplus l'hypotenufe Mm eft commune, les petits côtés 
Om, Rm feront égaux entr'eux. Or puifque Om eft la dif-
férence de LM, ôc Rm celle de BM , ôc que cela arrive 
toujours en quelque endroit qu'on prenne le point M ; il 

* Art. p 6. s'enfuit que ML — IA ou AH H- H F — MF fomme * de 
toutes les différences Om dans la portion de courbe AM, 

* Art. p 6. eft=BM—BA fomme * de toutes les différences Rm 
dans la même portion A M. Donc la portion HF de la caufti-
que HFN fera égale à BM — BA •+• MF— AH. 

Il peut arriver différens cas, félon que le rayon inci-
dent BA eft plus grand ou moindre que BM , ôc que le 

réfléchi 
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réfléchi AH dévelope ou envelope la portion HF pour 
parvenir en MF : mais l'on prouvera toujours, comme l'on 
vient de faire, que la différence des rayons incidens eft 
égale à la différence des rayons réfléchis, en joignant à 
l'un d'eux la portion de la cauftique qu'il dévelope avant 
que de tomber fur l'autre. Par éxemple, BM—BA = MF FIG. pp. 
-t-FH—AH; d'où l'on tire FH=BM—BA-\-AH—MF. 

Si l'on décrit du centre B l'arc de cercle AP ; il eft clair FIG. p4. 
que PM fera la différence des rayons incidens BM, BA. Et pp. 
fi l'on fuppofe que le point lumineux B devienne infini-
ment éloigné de la courbe AMD ; les rayons incidens BA, FIG. p6. 
BM deviendront parallèles , ôc l'arc AP deviendra une 
ligne droite perpendiculaire fur ces rayons. 

C O R O L L A I R E I I . 

1 1 1 ' S I l'on conçoit que la figure BAMD foit renverfée FIG. 94. 
fur le même plan, en forte que le point / tombe fur le 
point I, ôc qu'aiftfi la tangente en A de la courbe AMD 
dans fa premiere fituation, la touche encore dans cette 
nouvelle ; ôc qu'dn fafle rouler la courbe aMd fur AMD, 
c'eft à dire fur elle-même, en forte que les portions AM, 
A M foient toujours égales : je dis que le point B décrira 
dans ce mouvement une efpece de roulette I L K qui aura 
pour dévelopée la cauftique HFN. 

Car il fuit de la ge'nération, i°. Que la ligne LM tire'e 
du point décrivant/au point touchant//fera * perpendi- *Art. 43, 
culaire à la courbe ILK. 20. Que La ou LA = BA, ôc 
LM—BM. 30. Que les angles faits par les d r o i t e s / / / , 
BM fur la tangente commune en M font égaux j ôc partant 
que fi l'on prolonge LMen F, le rayon MF fera le réfléchi 
de l'incident BM. D'où l'on voit que la perpendiculaire 
/ / t o u c h e la cauftique HFN : ôc comme cela arrive tou-
jours en quelque endroit qu'on prenne le point L , il s'en-
fuit que la courbe ILKeft fcrme'e par le dévelopement de 
la cauftique HFN, plus la droite HI. 

Il fuit de ceci que la portion FH ou FL—Hl—BM 
O 
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h- MF --BÂ~- AH. C e que l'on vient de démontre* 
d'une autre manière dans le Corollaire précédent. 

C O R O L L A I R E I I I . 

1 1 la tangente DN devient infiniment proche de 
la tangente FM-, il eft clair que le point touchant N, ôc 
celui d'interfe&ion V fe confondront avec l'autre point 
touchant F: de forte que pour trouver le point F où le 
rayon réfléchi MF touche la cauftique HFN, il ne faut que 
chercher le point de concours des rayons réfléchis infini-
ment proches MF, mF. Et en effet, fi l'on imagine une 
infinité de rayons d'incidence infiniment proches les uns 
des autres, on verra naître par les interfedions des réflé-
chis un poligone d'une infinité de côtés dont l'affemblage 
compofera la cauftique HFN. 

P R O P O S I T I O N I . 

Problême général. 
• 91' I I Î ' L A nature de la courbe A M D , le point lumineux B,' 

& le rayon incident B M étant donnés-, trouver furie réfléchi 
' M F donné de pofition, le point F où il touche la cauftique. 

Ayant trouvé par la feétion précédente la longueur 
MC du rayon de la dévelopée au point M, ôc pris l'arc Mm 
infiniment petit, on tirera les droites Bm, Cm, Fm ; on dé-
crira des centres B, F i e s petits arcs MR, MO ; onmenera 
les perpendiculaires CE, Ce, CG, Cg furies rayons inci-
dens «5c réfléchis ; enfuite on nommera les données BM,y ; 
MF ou MG, a. 

Cela pofé, on prouvera, comme dans le Corollaire pre-
n o . m i e r - que les triangles MRm, MOm font femblables ôc 

égaux ; ôc qu'ainfi MR—MO. Or à caufe de légalité des an-
gles d'incidence ôc de réflexion, l'on a auffi CE—CG, Ce 
= C g ; ôc partant CE—Ce ou EQ==CG—Cg ouÔG. Donc 
à caufe des triangles femblables BMR&cBEQ F MO ôc 
FGS, l'on aura BM+BE {zy—a).BM{y) -.-. MR + eq^ 
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ÔU MO -4- G S . MR ou MO : : MG (a). MF— 

Si le point lumineux B tomboit de l'autre côté du point 
E par rapport au point M, ou ( ce qui eft la même chofe ) 
fi la courbe AMD e'toit convexe vers le point lumineux 
2?;/ deviendroitne'gative de pofitive qu'elle étoit, ôc l'on 

auroit par conféquent MF— - ' ,T o u 

Si l'on fuppofe que/ devienne infinie, c'eft à dire que FIG. 96. 
le point B foit infiniment éloigné de la courbe AMD ; les 
rayons incidens feront parallèles entr'eux , ôc l'on aura 
MF—La, parceque a eft nulle par rapport à 2/. 

C O R O L L A I R E I . 

1 1 o M M E l'on ne trouve pour MF qu'une feule va- FIG. P4. 

leur dans laquelle entre le rayon de la dévelopée ; il s'en- 9S» 
fuit qu'une ligne courbe AMD ne peut avoir qu'une 
feule cauftique HFN par réflexion, puifqu'elle * n'a qu'une *Art. 80. 
feule dévelopée. 

C O R O L L A I R E I I . 

115'LORSQUE AMD eft géométrique, il eft clair* que * Art. 87; 
fa dévelopée l'eft auiïi, c'eft à dire que l'on trouve géomé- FIG. 97-
triquement tous les (poincs C. D'où il fuit que tous les 
points F de fa cauftique feront aufli déterminés géomé-
triquement , c'eft à dire que la cauftique HFN fera géo- FIG. P4. 
métrique. Mais je dis de plus, que cette cauftique fera tou- 9ï-
jours résiliable ; puifqu'il eft évident* que l'on peut trou- *jLrt.iio. 
ver avec le fecours de la courbe A M D , qu'on fuppofe géo-
métrique , des lignes droites égales à une de fes portions 
quelconque. 

C O R O L L A I R E . I I I . 

I I 6 > S 1 I a courbe AMD eft convexe vers le point lu- FIG. 97% 

mineux B ; la valeur de MF ( -fiL- ) fera toujours po-
1 x 2y —et m 

fitive; ôc il faudra prendre par conféquent le point F du 
o i i 
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côté du pointC, par rapport au p o i n t é , comme l'on a 
fuppofé en faifant le calcul. D'où l'on voit que les rayons 
réfléchis infiniment proches feront divergens. 

Mais fi la courbe AMD eft concave vers le point lu-

mineux B, la valeur de MF ( ) fera pofitive lorfquey 

furpafle \a3 négative lorfqu'il eft moindre, ôc infinie lorf-
qu'il eft égal. D'où il fuit que fi l'on décrit un cercle qui 
ait pour diamètre la moitié du rayon M C de la dévelopée, 
les rayons refléchis infiniment proches feront convergens 
lorfque le point lumineux B tombe au dehors de fa cir-
conférence , divergens lorfqu'il tombe au dedans, ôc enfin 
parallèles lorfqu'il tombe deffus. 

C O R O L L A I R E I V . 

1 1 7 - S i le rayon incident BM touche la courbe AMD 
au point M, l'on aura MF ( a ) =<?; ôc partant MF—o. Or 
comme le rayon réfléchi eft alors dans la diredion de l'in-
cident, & que la nature de la cauftique confifte à toucher 
tous les rayons réfléchis; il s'enfuit qu'elle touchera aufli le 
rayon incident BM au point M : c'eft à dire que la cauf-
tique & la donnée auront la même tangente dans le point 
M qui leur fera commun. 

Si le rayon MC de la dévelopée eft nul, on aura encore 
ME (a) = o ; ôc partant MF = o. D'où l'on voit que la 
donnée Ôc la cauftique font entr'elles dans le point M qui 
leur eft commun , un angle égal à l'angle d'incidence. 

Si le rayon CM de la dévelopée eft infini, le petit arc 
Mm deviendra une ligne droite, ôcl'on aura M F—+ y ; 
puifque ME {a) étant infinie, y fera nul par rapport à a. 
Or comme cette valeur eft négative lorfque le point B 
tombe du côté du point C par rapport à la ligne AMD. 
ôc pofitive lorfqu'il tombe du côté oppofé; il s'enfuit que 
les rayons .réfléchis infiniment proches feront toujours di-
vergens lorfque la ligne AMD eft droite. 
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C O R O L L A I R E V . 

H 8 . L eft évident que deux quelconques des trois 
points/, C , i7 , étant donnés, on trouvera facilement le 
troifiéme. 

Soit, I • , la courbe A M D une parabole qui ait pour foyer FIG. p8. 
le point lumineux B. Il eft clair par les élémens des féc-
tions coniques, que tous les rayons réfléchis feront paral-
lèles à l'axe ; ôc partant que MP fera toujours infinie en 
quelque endroit que l'on fuppofe le point M. On aura 
donc a=zy : d'où il fuit que fi l'on prend ME double de 
MB, ôc qu'on mene la perpendiculaire EC ; elle ira cou-
per MC perpendiculaire à la courbe AMD, en un point C 
qui fera à la dévelope'e de cette courbe. 

Soit, 2° , la courbe AMD une ellipfe qui ait pour un de FIG. pp. 
fes foyers le point lumineux B. Il eft encore clair que tous 
les rayons réfléchis MF fe rencontreront dans un même 
point / qui fera l'autre foyer. Et fi l'on nomme MF, l'on 
aura* tp— -iyf-% ; d'où l'on tire la cherchée ME (a) = 22L *jrt.i 13. 

Mais fi la courbe AMD eft une hyperbole, le foyer F tom- FIG. 110. 

bera de l'autre côté; ôc partant MF(z) deviendra néga-

tive : d'où il fuit qu'on aura alors ME (<*)=tEz~ou 

Ce qui donne cette conftruêtion qui fert aufli pour 

l'ellipfe. 
Soit prife Me quatrie'me proportionnelle au demi-axe FIG. pp. 

traverfant, ôc aux rayons incident ôc réfléchi; foit me- I 0°* 
née la perpendiculaire EC : elle ira couper la ligne Me 
perpendiculaire à la fe'ction , en un point C qui fera à la dé-
velopée. 

E X E M P L E I . 

1 1 9 - S ° I T ta courbe AMD une parabole, dontles rayons FIG. 101.. 
incidens PM foient perpendiculaires fur fon axe AP. 11 
faut trouver furies re'fle'ehis MF les points / o ù ils touchent 
ta cauftique AFK, 

O uj. 
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Il eft clair que "fi l'on mene le rayon MC de la déve-
lopée , ôc qu'on tire la perpendiculaire CG fur le rayon 

*Jrt. 113. réfléchi MF, il faudra * prendre MF ég aie à lamoitié de 
MG. Mais cette conftruction fe peut abréger, en confidé-
rant que fi l'on mene MN parallele à l'axe AP, ôc la droite 
ML au foyer L\ les angles LMP, F MN feront égaux, 
puifque par la propriété de la parabole L M ^ ~ = . Q M N , ôc 
par la fuppofition P M ^ = = Q M F . Si donc l'on ajoute de 
part ôc d'autre le même angle PMF, l'angle LMP fera 
égal à l'angle PMN, c'eft à dire droit. Or l'on vient de 

*Art. 118. démontrer * que LH perpendiculaire fur ML rencontre 
num. 1, l e rayon MC de la dévelopée en fon milieu H. Si donc l'on 

mene MF parallele ôc égale à LH, elle fera un des rayons 
réfléchis, ôc touchera en F la cauftique AFK. C e qu'il 
falloit trouver. 

Si l'on fuppofe que le rayon réfléchi MF foit parallele 
à l'axe AP , il eft évident que le point F de la cauftique 
fera le plus éloigné qu'il eft poiïible de l'axe AP, puifque 
la tangente en ce point fera parallele à l'axe. Afin donc 
de déterminer ce point dans toutes les cauftiques, telles 
que AFK, formées par des rayons incidens perpendiculai-
res à l'axe de la courbe donnée, il n'y a qu'à confidérer 
que MP doit être alors égale à PCf C e qui donne dy—dx% 

Soit ax—yy , on aura dy = = : dx , d'où l'on tire 

AP (x)=±a : c'eft à dire que fl le point P tombe au 
foyer L,le rayon réfléchi MF fera parallele à l'axe. C e qui 
eft d'ailleurs vifible; puifque dans ce cas MP fe confondant 
avec L M, il faut aufli que MF fe confonde avec M N, ÔC 
LH avec LÇK_ D'où l'on voit que iVfPeft alors égale à MLi 
ôc partant que fi l'on mene FR perpendiculaire fur l'axe,on 
aura ARou AL-*-MF=\a. O n voit aufli que la portion 
A F de la cauftique eft égale en ce cas au paramétré, puif-

*Art.j ro. qu elle eft toujours * égale à PM-*- MF. 

Pour déterminer le point K où la cauftique AFK ren-
contre l'axe AP, il faut chercher la valeur de MO , ôc l e-





• 

- ' ' • -* i ' " % ; " 

U:. - • y' • t -S' i 
a' y.. : 

« ! 

fek»; 

h 'A 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . / . Part. n i 

galer à celle de MF -, car il eft vifible que le point F 
tombant en K , les lignes MF , MO deviennent égales 
entr'elles. Nommant donc l'inconnue MO , 1 ; l'angle 
F MO coupé en deux également par //^perpendiculai-
re à la courbe , donnera MF {y ) . MO ( * ) : : P QJ ^ ). 

0 TX' E t P a r t a n t 0 P = = ^ t t — y y \ à cau-

fc du triangle rédangle M PO ; & divifant de part & d'au-

tre par / on trouve *L = à'où l'on tire 

MO ( * ) = = MF{\a) ~ ^ ? Puif(ïue * * 

ME (a) = dxJ?df> C e qui donne dy* —zyddy=dxz 

qui fervira à trouver le point F tel que menant le rayon 
incident FM ôc le réfléchi MF, ce dernier touche lacauf-
ùqueAFKm point K où elle rencontre l'axe AF. 

ji i 
O n a dans la parabole y = x 2, dy = \x 2 dx,ddy 

s - j l x — z d x 2 i & mettant ces valeurs dans l'équation 

précédente, on trouve ±x ' ~ d x 2 = d x * - , d'où 

l'on tire AF ( x ) = f du paramétré. 

Pour trouver la nature delà cauftique AFK à la maniè-
re de Defcartes , il faut chercher une équation qui expri-
me la relation de la coupée AR(n), à l'appliquée RF ( i 

ce qui fe fait en cette forte. Puifque MO {t) = 

l'on aura FO ( ^ ^ ) = - J ^ ; & à caufe des triangles 

femblables M PO, MS F, on formera ces proportions MO 

{y£=tlf). MF{d4=ë£- ) ou - ryddy . dx* - dy-
dx ay J J* „ a dxdy . 

-..MF (j).MS (y - poiy^fr). 

SF ouPR{u — ° n aura donc ces deUX 
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, - dy* dx* n dxdy „ < . 
équations y_ l d d y • , ôc « = x H- ^ ^ , qui fervu 

ront avec celle de la courbe donnée à en former une nou-
velle où x ôc y ne fe trouveront plus, ôc qui exprimera par 
conféquentla relation de AR ( u ) à FR ( JQ. 

Lorfque la courbe AMD eft une parabole , comme 

A 
l'on a fuppofé dans cet exemple , on trouvera z j = 1 

— 2x T , ou (en quarrant chaque membre) | x — 6xx -t- 4x 3 

ôc » = 3 x ; d'où l'on tire l'équation cherchée 

— f auu-*-\ aau qui exprime la nature d e l à 

cauftique AFK. On peut remarquer que PR eft toujours 
double de AP, puifque AR(u) — 3x; ce qui fournit en-
core une nouvelle manière de déterminer lùr le rayon ré-
fléchi MP le point cherché P . 

E X E M P L E I I . 

FIG. 102. I 2 0 - $ O I T LA courbe AMD un demi-cercle qui ait pour 
diametre la ligne AD, ôc pour centre le point C; foient 
les rayons incidens PM perpendiculaires fur AD. 

Comme la dévelopée du cercle fe réunit en un feul point 
*Art.ii3. qui en eft le centre, il s'enfuit * que fi l'on coupe le rayon 

cMe n deux également au point H, ôc qu'on mene H F 
perpendiculaire fur le rayon réfléchi MF , il coupera c e 
rayon en un point F , où il touche la cauftique AFK. Il eft 
clair que le rayon réfléchi MF eft égal à la moitié de l'in-
cident PM-, d'où il fuit, i°. Que le point P tombant en C , 
le point F tombe en K milieu de CB. 2°. Que la portion AF. 
eft triple de MF, ôc la cauftique AFK triple de BK. O n voit 
aufli que fi l'on fait l'angle AcM demi-droit, le rayon ré-
fléchi MF fera parallele à AC ; ôc partant que le point F 
fera plus élevé au deffùs du diametre AD, que tout autre 
point de la cauftique. 

L e cercle qui a pour diametre MH, pafle par le point 
F; puifque l'angle HFMeft droit. Et fi l'on décrit du cen-

tre 
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tre C & du rayon CK ou CH, moitié de CM, le cercle 
KHG ; l'arc HF fera égal à l'arc HK : car l'angle CME 
étant égal a CMP ou HCK, les arcs - HF, HK qui mefu-
rent ces angles dans les cercles MFH, KHG, feront en-
tr'eux comme les rayons \ MH, HC de ces cercles. D'où 
l'on voit que la cauftique AFK eft une roulette formée par 
la révolution du cercle mobile MFH autour de l'immobile 
KHG, dont l'origine eft en K, 6c le fommet en A. 

E X E M P L E I I I . 

1 2 ^ S O IT la courbe AMD un cercle qui ait pour dia- FÏG. IOJ . 
métré la ligne AD , 6c pour centre le point C ; foit le 
point lumineux A, d'où partent tous les rayons incidens 
A M, l'une des extrémités de ce diamètre. 

Si l'on mene du centre Cfur le rayon incident AM la 

perpendiculaire CE : il eft clair par la propriété du cercle, 

que le point E coupe en deux parties égales la corde 

AM; ôc qu'ainfi ME ( a ) = \y. O n aura donc MF ( ) 

: c'eft à dire qu'il faut prendre le rayon réfléchi 

MF égal au tiers de l'incident A M. D'où l'on voit que 

DK=} 4D , CK—j CD , 6c que * la cauftique AFK*Art,no, 

— | AD, de même que fa portion A F = | A M. Si l'on 

prend AM=AC, le rayon réfléchi MF fera parallele au 

diamètre AD ; ôc par confe'quent le point F fera le plus éle-

vé qu'il foit poflible au-deflus de ce diamètre. 

Si l'on prend CH= j CM, ôc qu'on tire HF perpen-

diculaire fur MF ; le point F fera à la cauftique ; car me-

nant HL perpendiculaire fur AM , il eft clair que ML 

= j ME = j AM, puifque MH—±CM. L e cercle qui 

a pour diamètre MH, paffera donc par le point F de la 

cauftique i ôc fi l'on décrit un autre cercle KHG du cen-

tre C, ôc du rayon CXou CH, il lui fera égal, ôc l'arc HK 
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fera égal à l'arc HF : car dans le triangle ifofcelle CM A 
l'angle externe KCH—iCMA=AMF ; ôc partant les 
arcs H K, FF F mefures de ces angles dans des cercles é-
gaux , feront aufli égaux. D 'où il fuit que la cauftique 
AFKeft encore une roulette décrite par la révolution du 
cercle mobile MF FF autour de l'immobile KFFG , dont 
l'origine eft en A', ôc le fommet en A. 

O n pourroit encore prouver ceci "de cette autre ma-
nière. Si l'on décrit une roulette par la révolution d'un 
cercle égal au cercle AMD autour de celui-ci , en com-
mençant au point A ; l'on a démontré dans le Corollaire 

*Jrt.ni. fécond* qu'elle aura pourdévelopée la cauftique AFK. O r 
* Art. 100. * cette dévelopée eft une roulette de même efpece , c'eft 

à dire que les diamètres des cercles générateurs en feront 
égaux ; & on déterminera le point A en prenant CK troifié-
me proportionnelle à CD-hDA & à CD, c'eft à dire égale 
à jcd. D o n c , ôcc. 

E X E M P L E I V . 

FIG. 104. 1 2 2 .J^ O 1T la courbe AMD une demi-roulette ordinaire 
décrite par la révolution du demi - cercle ngm fur la 
droite BD 3 dont le fommet eft en A, ôc l'origine en Z); 
foient les rayons incidens KM parallèles à l'axe AB. 

* Art. py. Puifque * MG eft égale à la moitié du rayon de la déve-
*Jxt, 113. lopée, il s'enfuit * que fi l'on mene G F perpendiculaire fur 

le rayon réfléchi MF, le point F fera à la cauftique DFB. 
D ' o ù l'on voit que MF doit être prife égale kKM. 

Si l'on mene du centre h du cercle générateur MgN 
au point touchant G , ôc au point décrivant M, les rayons 
hg, h m ; il eft clair que FFG fera perpendiculaire fur bd, 
ôc que l ' a n g l q G M H = M g H = G M k : d'où l'on voit que 
le rayon réfléchi Mfpafle parle centre h. O r le cercle 
quia pour diamètre g h, pafle aufli par le point f ; puifque 
l'angle gfheft droit. D o n c les arcs g2f, \gf, mefures du 
même angle ghm, feront entr'eux comme les diamètres 
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'MN, G H de leurs cercles ; & partant l'arc GF—GN=GB. 
11 eft donc évident que la cauftique DFB eft une roulette 
décrite par la révolution entiere du cercle GFH fur la droi-
te BD. 

E x e m p l e . V . 

1 2 3 ' S OIT encore la courbe AMD une demi-roulette F i G - loS-
ordinaire, dont la bafe BD eft égale à la demi-circonfé-
renc e AN B du cercle générateur. Et foient à préfentles 
rayons incidens PM parallèles à la bafe BD. 

Si l'on mene G£Tperpendiculaire fur PM, les triangles 
rectangles G£)M, BPN feront égaux & femblables; ôc 
partant MQ^PN. D 'où l'on voit * qu'il faut prendre * Art.pp. 
MF égale àl'appliquée correfpondante PNdans le demi- 1 II' 
cercle générateur ANB. 

Afin que le point F foit le plus éloigné qu'il eft poffible 
de l'axe AB, il faut que la tangente MF en ce point foit 
parallele à cet axe. L 'angle P MF fera donc alors dipit , 
fa moitié PMG ou PNB demi-droit ; ôc partant le point 
P tombera dans le centre du cercle AND. 

C'eft une chofe digne de remarque, que le point P ap-
prochant enfuite continuellement de l'extrémité B , le 
point F approche auffi de l'axe AB jufqu'à un certain point 
K, après quoi il s'en éloigne jufqu'en D ; de forte que la 
cauftique AFKFD a un point de rebrouffement en K. 

Pour le déterminer, je remarque * que la portion AF*Art.xio: 
= P M-*-MF, la portion AFK=HZ-*-ZK, ôc la portion * i 
KF de la partie KFD , eft =HZ-*-ZK—PM—MF : d'où 
l'on voit que HZ -*- ZK doit être un plus grand. C'eft pour-
quoi nommant AH , x ; HZ , y î l'arc Al, « ; l'on aura 
HZ-*- ZK= « •+• 2 / , dont la différence donne du-*-2dy 

S—,o, & —-4-2dy—o , en mettant pour du fa valeur 

— : d'où l'on tire adx = —• 2ydy—2xdx — 2adx à caufe y 

du cercle ; ôc partant AH{x)—\a. ^ 
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C O R O L L A I R E . 

1 2 4 ' L ' E S P A C E afm OU a f k f m renfermé par les 
portions de courbes a f ou AFKF, a m, ôc par le rayon 
réfléchi MF, eft égal à la moitié de l'efpace circulaire 
appt. Car fa différence, qui eft le féêteur f mo, eft égale 
à la moitié du réêtangle PpSN, différence de l'efpace .APiV; 
puifque les triangles réétangles mom, MRm étant égaux 
ôc femblables, mo fera égale à mr ou ns ou p$ > Ôc que 
déplus mf—pn. 

E X E M P L E V I . 

Fia . ic6. 1 2 5 - S o i T la courbe AMD une demi - roulette formée 
par la révolution du cercle MGN autour de fon égal AGK, 
dont l'origine eft en A, ôc le fommet en D ; ioient les 
rayons incidens AM qui partent tous du point A. L a li-
gne BH qui joint les centres des deux cercles générateurs, 
pafle continuellement par le point touchant G , & les arcs 
G m, g A comme aufli leurs cordes, font toujours égaux y 
ainft l'angle HGM— bga, Ôc l'angle gMA — GAM. O r 
l'angle HGM-*- BGA = G MA •+- G A Mi puifqu'ajoûtant 
départ & d'autre le même a n g l e s / G i f / , on en forme deux 
droits. D o n c l'angle HGM fera toujours égal à l'angle 
GMA ; & partant aufli à l'angle de réfléxion GMF: d 'où 
il fuit que MF pafle toujours par le centre H du cercle 
mobile. 

Maintenant fi l'on mene les perpendiculaires CE, GO fur 
le rayon incident AM\ il eft clair que MO = OA, ôc que 

* Art. 100. OE=,\OMi puifque * le point C étant à la dévelopée, 

GC=jGM. O n aura donc ME = f AM, c'eft à dire 

* = jy; Ôc par conféquent MF ( ^ z b ) = i / : d'où l'on 

voit que fi l'on mene G F perpendiculaire fur MF, le point 
F fera à la cauftique AFK. 

L e cercle qui a pour diamètre G H, pafle par le point F Î 

& l e s arcs GM> \ GF, mefures du même angle GHMt étant 
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entr'eux comme les diamètres MN,GHde leurs cercles, 
l'arc G F fera égal à l'arc GM, ôc par conféquent à l'arc 
G A. D 'où il eft évident que la cauftique AFK eft une 
roulette décrite par la révolution du cercle mobile HFG 
autour de l'immobile AGK. 

C O R O L L A I R E . 

I i é . ^ l 1 l'on décrit un cercle qui ait pour centre le point 
B, ôc pour rayon une droite égale à BH ou A K \ ôc qu'il y 
ait une infinité de droites parallèles à BD qui tombent fur 
fa circonférence: il eft v i f ible* qu'elles formeront en fe*jtrt. 120; 
réfléchiflant la même cauftique AFK. 

E X E M P L E V I L 

1 2 7 * S o 1 T la courbe AMD une logarithmique fpira-FIG. 107. 
l e , avec les rayons incidens AM qui partent tous du cen-
tre A. 

Si l'on mene par l'extrémité C du rayon de la déve-
lopée la droite CA perpendiculaire fur le rayon inci-
dent AM, elle le rencontrera * dans le centre A. C 'eft * Art. 91. 

pourquoi AM {y ) —a ; ôc partant MF ( ) —y. L e 
triangle AMF fera donc ifofcele ; ôc comme les angles 
d'incidence ôc de réflexion AMT, FMS font égaux en-
tr'eux, il s'enfuit que l'angle AFM eft égal à l'angle AMT. 
D ' o ù il eft clair que la cauftique AFK fera une logarith-
mique fpirale qui ne differera de la propofée AMD que 
par là pofition. 

P R O P O S I T I O N I L 

P r o b l ê m e . 

A cauftique H F p a r réflexion étant donnée avec le Fig. 108* 
point Lumineux B ; trouver une infinité de courbes telles que 
A M , dont elle foit cauftique par réflexion. 

Ayant pris à diferétion fur une tangente quelconque HA 
le point A pour un des points de la courbe cherchée A M i 

P «j 



118 ANALYSE. 

on décrira du centre B , de l'intervale BA l'arc de cercle 
AP > ôcd'un autre intervale quelconque BM, un autre arc 
de cercle. Et ayant pris AH-*-HE — BM—BA ou PM, 
on dévelopera la cauftique H F en commençant au point E Î 
ôc l'on décrira dans ce mouvement une ligne courbe EM 
qui coupera l'arc de cercle décrit du rayon BM , en un 

* Art.110. point A I qui fera * à la courbe AM. Car par conftru&ion 
PM-*- MF— AH-*- HF. 

Ou bien ayant attaché unfilj!?F/Fpar fes extrémités en 
F & en F , on fera tendre ce fil par le moyen d'un ftile placé 
en M , que l'on fera mouvoir en forte que l'on envelopera 
par la partie MF de ce fil la cauftique HF ; il eft clair que 
ce ftile décrira dans ce mouvement la courbe cherchée 
MA. 

A U T R E S O L U T I O N . 

A N T tiré à difcrétion une tangente FM autre 
que HA, on cherchera fur elle un point M, telle que BAI 
H- MF — BA -*- AH-*- HF. Ce qui fe fera en cette forte. 

Soit prife FK — BA -*- AH-*- HF, ôc divifant BIC par le 
milieu en G, foit tirée la perpendiculaire G M: elle rencon-
trera la tangente FM au point cherché M. Car BM—MK. 

FIG. 109. Si le point B étoit infiniment éloigné de la courbe AM, 
c'eft à dire que les rayons incidens BA, BM fuffent parallè-
les à une ligne droite donnée de pofition ; la premiere 
conftruétion auroit toujours lieu, en confidérant que les 
arcs de cercles décrits du centre B deviennent des lignes 
droites perpendiculaires fur les rayons incidens. Mais cette 
derniere deviendroit inutile;c'eft pourquoi ilfaudroit lui 
fubllituer celle qui fuit. 

Soit prife FK— AH-*-HF. Ayant trouvé le point M tel 
que MP parallele à AB perpendiculaire fur AP, foit égale 

*A*t,i 10. à MK: il eft clair * que ce point fera à la courbe cherchée 
AM-, puifque PM-*-MF—AH-*-HF. Or cela fe fait ainfi. 

Soit menée KG perpendiculaire fur AP ; ôc ayant pris 
KO = KG , foient tirées KP parallele à OG, ôc PN parallè-
le à GK : je dis que le point M fera celui qu'on cherche, 
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Cal- à caufe des triangles femblables GKO, PMK, l'on aura 
PM=MK; puifque GK = KÔ. 

Si la cauftique H F fe réunilfoit en un point, la courbe 
AM deviendroit une feétion conique. 

C O R O L L A I R E I . 

I 3 ° - J L eft clair que la courbe qui pafle par tous les points 
K, eft formée par le dévelopement de la courbe H F en 
commençant en A , qu'elle change de nature à mefure 
que le point A change de place fur la tangente AH. Donc 
puifque les courbes AM naiffent toutes de ces courbes 
par la même conftru&ion, qui eft géome'trique 5 il s'en-
fuit * qu'elles font d'une nature différente entr'elles, &c*Jrt.io2. 
qu'elles ne font géométriques que lorfque la cauftique HF 
eft géométrique ôc résiliable. 

C O R O L L A I R E I I . 

1 3 1 - U N E ligne courbe D M étant donnée avec un point FIG. I 10. 
lumineux C; trouverune infinité de lignes telles que AM , 
en forte que les rayons réfléchis DA, NM fe réunifient en 
un point donné B , après s'être réfléchis de nouveau à la 
rencontre de ces lignes AM. 

Si l'on imagine que la courbe HF foit la cauftique de 
la donnée DN, formée par le point lumineux C ; il eft 
clair que cette ligne HF doit être aufli la cauftique de la 
courbe A M ayant pour point lumineux le point d o n n é e ; 
de forte que FK— BA-+- AH-*-HF, ôc NK=BA-bAH 
+ HF-b FN—BA-b AD -bDC—CN, puifque * HD *Jrt. 110. 
•+• DC =• HF -b F M-b NC. C e qui donne cette conftruc-
tion. 

Ayant pris à diferétion fur un rayon réfléchi quelconque 
le point A pour un des points de la .courbe cherchée AM, 
on prendra fur un autre rayon réfléchi NM tel qu'on vou-
dra , la partie NK — BA -4- AD -b DC — CN i ôc l'on trou-
vera le point cherché M comme ci-deffus, art. 129. 



I '68 ANALYSE 

S E C T I O N V I L 

Vfage du Calcul des différences pour trouver 

les Caufliques par réfraftion. 

D E ' F I N I T I O N . 

FIG. I I I . Q I Ion conçoit qu'une infinité de rayons B A, BM, BD l 
»3 qui partent d'un même point lumineux B , fe rompent à 
la rencontre d'une ligne courbe AMD, en Rapprochant 
ou s'éloignant de fes perpendiculaires MC, eii forte que 
les finus CE des angles d'incidence CME, foient toujours 
aux finus CG des angles de réfraétion CMG, en même rai-

FIG. II2. fon donnée de m à n ; la ligne courbe HFN que touchent 
tous les rayons rompus ou leurs proiongemens AH, MF't 
Dn, eft appelles Cauftique par réfraction, 

C O R O L L A I R E . 

* 3 2 ' S i l'on enveloppe la cauftique hfnen commen-
çant au point a , l'on décrira la courbe azk telle que la 
tangente z f plus la portion f h de la cauftique fera con-
tinuellement égale à la même droite ah. Et fi l'on con-
çoit une autre tangente f ml infiniment proche de fML ; 
avec un autre rayon d'incidence Bm, & qu'on décrive des 
centres F, B, les petits arcs MO, MR. :on formera deux 
petits triangles rédangles MRm, MOm qui feront fembla-
bles aux deux autres MEC,MGC,chacun à chacun ; puifque 
fi l'on ôte des angles droits RMF > CMm le même angle 
EMm, les angles reftans RMm, EMC feront égaux ; ôc de 
même fi l'on ôte des angles droits G MO, CMm le même 
angle G Mm, les reftans OMm, GMC feront égaux. C'eft 
pourquoi Rm .Om :: CE. CG : :m . n. Or puifque Rm eft 

*Jrt. 95. fe différence de BM, ôc Om celle de ZM\ il s'enfuit* que 
BM—F^fommede toutes les différences Rm dans la 
portion de courbe am , eft à mz ou ah— mf — f h 
fonime de toutes les différences Om dans la même por-

tion» 
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tion A M , comme w e f t a a ; ôc. partant que la portion 

f h = a h — mf-b~ba — ~ bm. 

Il peut arriver diffe'rens cas , félon que le rayon inci-
dent ba eft plus grand ou moindre que bm, ôc que le 
r o m p u ^ i / e n v e l o p e o u d é v e l o p e l a portion h F : mais on 
prouvera toujours, comme l'on vient de faire, que la dif-
férence des rayons incidens eft à la différence des rayons 
rompus ( en joignant à l'un d'eux la portion de la cauftique 
qu'il dévelope avant que de tomber fur l'autre) comme m 
eft à ». Par exemple , ba — BM. ah— MF — f h FIG. 112. 

:.m.n. d'oùl'on tire FH-AH—MF-b ~ BM — ~BA. 
m m 

Si l'on décrit du centre b l'arc du cercle ap; il eft clair FIG. I R R» 
que PM fera la différence des rayons incidens BM, ba. E t 
fi l'on fuppofe que le point lumineux B devienne infini-
ment éloigné de la courbe AMD, les rayons incidens BA, 
bM deviendront parallèles, ôc l'arc AP deviendra une li-
gne droite perpendiculaire fur ces rayons. 

P R O P O S I T I O N L 

Problème général 
* 3 3•]" j a nature de la courbe A M D , le point lumineux B , j r r# 

& le rayon incident B M étant donnés -, trouver fur le rayon 
rompu M F donné de poftion, le point F où il touche la caufti-
que par rèfraHion. 

Ayant trouvé * la longueur MC du rayon de la dévelo- * Sett. y. 
pée au point donné M, ôc pris l'arc Mm infiniment petit, 
on tirera les droites Bm, Cm , F m; on décrira des centres 
B , F , les petits arcs MR, MO, on menera les perpendi-
culaires CE ,Ce ,CG ,Cg fur les rayons incidens ôc rompus » 
ôc l'on nommera les données BM ,y i ME, a ; MG 
le petit arc MR, dx. Cela p o f é , 

L e s triangles ré&angles femblables MEC ôc MRm , 
Mac ôc MOm, BMR ÔC BQe^, donneront ME {a). MG 

) : : MR (dx). MO = E t ' ddE 
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(j-*-a) :: MR ( dx) . Qe = adxfydx. Or par la pro-

priété de la réfraétion Ce. Cg : : CE. CG : : m .n. Et par-

tant m . « : : Ce — CE ou Qe ( ). Cg — CG ou 

Sg=a-dx~ffyd-. Donc à caufe des triangles réétangles fem-

blables FMO & FSgXon aura M O — S g ( 

MO{— ::MS ou MG {b) . MF^ r—^1 . C e 
x a v ' bmy any aan 

qui donne cette conftru&ion. 

FiG. 113. Soit fait vers CM l'angle ECH = GCM, & foit prife 

vers B, MK= y. Je dis que fi l'on fait HK.HE: : MO. 

MF. le point F fera à la cauftique par réfra&ion. 
Car à caufe des triangles femblables CG M3CEH,Y on aura 

€G.CE::n.m: : MG (b).EH=y. D'où l'on tire HE—ME 

ou HM= } HM—MK OU HK= 

& partant HK ( * " » ) \ HE (y): :MG( t ) ; 
MF— 

bbmy 
bmy—any aan' 

Il eft clair que fi la valeur de HK eft négative, celle de 
MF le fera aufli : d'où il fuit que le point M tombe entre 
les points G , F , lorfque le point H fe trouve entre les 
points K, E. 

FIG. I I I . ^ le point lumineux 2?tomboit du côté du point E , 
113. ou (ce qui eft la même chofe) fila courbe AMD étoit 

concave du côté du point lumineux B iy deviendroit né-
gative de pofitive qu'elle étoit auparavant, & l'on auroit 

par conféquent MF— . —bbmy out ^ . 
r 1 bmy -+- any aan bmy — any aan 
Et la conftruétion demeureroit la même. 

S i ! on fuppofe quey devienne infinie : c'eft à dire que le 
point lumineux B foit infiniment éloigné de la courbe 
AMD ; les rayons incidens feront parallèles entr'eux, & 

l'on aura MF = bfbf_an, parceque le terme aan fera nul 
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par rapport aux deux autres bmy, any ; ôc comme MK ( y ) 

s évanouit alors , il n'y aura qu'à faire HM. HE : : MG. MF. 

C O R O L L A I R E I . 

1 3 4 0 N démontrera, de même que dans les caufti-
ques par réflexion*, qu'une ligne courbe AMD n'a qu'une *Art.i 14; 
feule cauftique par réfraction, la raifon de m à n étant don- **/« 
née; laquelle cauftique eft toujours géométrique ôc ré&i-
fiable, lorfque la courbe propofée AMD eft géométrique. 

C O R O L L A I R E I I . 

1 3 5 - S 1 le point E tombe de l'autre côté de la perpen-
diculaire Me par rapport au point G, ôc que CE foit 
égale à CG ; il eft clair que la cauftique par réfrattion fe 
changera en cauftique par réflexion. E n effet on aura ME 
( bhm" — ) = = - ay-- ; puifque m=n, ôcque a devient 

bmy *tiy-y-aan 1 1 1 

négative de pofitive qu'elle étoit, ôc déplus égale à b. C e 
qui s'accorde avec ce qu'on a démontré dans la feétion 
précédente. 

Si m eft infinie par rapport à » ; il eft clair que le rayon 
rompu ME tombera fur la perpendiculaire CM : de forte 
que la cauftique par réfraêtion deviendra la dévelopée. 
En effet on aura MF—b, qui devient en ce cas MC: c'eft 
à dire que le point/tombera fur le point C, qui eft à la 
dévelopée. 

C O R O L L A I R E I I I . 

I 3 ^ ' S i la courbe AMD eft convexe vers le point lumi-

neux B, ôc que la valeur de M F { t m J _ a a n ) foit 

pofitive ; il eft clair qu'il faudra prendre le point F du 

même côté du point G, par rapport au point M, com-

me on l'a fuppofé en faifant le calcul : ôc qu'au contraire 

fi elle eft négative, il le faudra prendre du côté oppofé. 

II en eft de même lorfque la courbe AMD eft concave 
vers le point B ; mais il faut obferver qu'on aura pour lors 

Q i j 
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M F ^ l m y — h a 7 , + * a » D > o ù 11 f u i t l e s r a y°nsrompus 

infiniment proches font convergens lorfque la valeur de 
M F eft; pofitive dans le premier cas, ôc négative dans le 
fécond : ôc qu'au contraire ils font divergens lorfqu'elle eft 
négative dans le premier cas, ôc pofitive dans le fécond. 
Cela pofé; il eft évident, 

Que fi la courbe AMD eft convexe vers le point lu-
mineux B, ôc que m foit moindre que m ou que fi elle eft 
concave vers ce point, ôc que m furpaffe n: les rayons rom-
pus infiniment proches feront toujours divergens. 

2°. Q u e fi la courbe amd eft convexe vers le point lumi-
neux B, ôc que m fbrpaflfe» ; ou que fi elle eft concave vers 
ce point, ôc que m foit moindre que n : les rayons rompus 

infiniment proches feront convergens, lorfque Mk( — ) 

eft moindre que MH ( y — a ou a— y ) ; divergens, lorf-

qu'elle eft plus grande ; Ôc parallèles, lorfqu'elle eft égale. 

O r comme MK— o, lorfque les rayons incidens font pa-

rallèles, il s'enfuit qu'en ce cas les rayons rompus infini-

ment proches feront toujours convergens. 

C O R O L L A I R E I V . 

1 3 7 * S i le rayon incident BM touche la courbe AMD 
au point M, l'on aura ME{a)~o; àc partant MF*=L 
C e qui fait voir que le point F tombe alors furie point G. 

Si le rayon incident BM eft perpendiculaire à la courbe 
AMD, les droites ME(œ)&c MG(b) deviendront éga-
ies chacune au rayon CM de la dévelopée ; puifqu'elles fe 

confondent avec lui. O n aura donc MF *= hmj __ ; 

bm my -b hn 

qui devient lorfque les rayons incidens font parallè-
les entr'eux. 

Si le rayon rompu M/touche la courbe AMD au point 
M, Ion a u r a M G { b ) = o. D'oùl 'on voit que la cauftique 
touche alors la courbe donnée au point m. 
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Si le rayon CM de la dévelopée eft nul ; les droites 
ME ( a ), MG ( b ) feront aufti égales à zéro ; ôc par confé-
quent les termes aan, bbmy font nuls par rapport aux au-
tres bmy, any. D 'où il fuit que MF — 0 ; ôc qu'ainfi la cauf-
tique a i e point M commun avec la courbe donnée. 

Si le rayon CM de la dévelope'e eft infini ; les droites 
ME {a), MG{b) feront aufli infinies ; ôc par confe'quent 
les termes bmy, any feront nuls par rapport aux autres 

aan, bbmy : de forte qu'on aura MF.— Or* com- * Art.133. 

me cette quantité eft négative lorfque l'on fuppofe que 
le point F tombe de l'autre côté du point B par rapport 
à la ligne AMD , ôc qu'au contraire elle eft pofitive lorf-
tju'on fuppofe qu'il tombe du même côte' ; il s'enfuit* que * Art.136. 
I o n doit prendre le point F du même côte' du point B , 
c'eft à dire que les rayons rompus infiniment proches font 
divergens. i l eft évident que le petit arc M m devient alors 
une ligne droite, ôc que la conftruétion préce'dente n'a 
plus de lieu. O n peut lui fubftituer cel le-ci , qui fervira à 
déterminer les points des cauftiques par réfraétion lorfque 
la ligne AMD eft droite. 

Ayant mené BO perpendiculaire fur le rayon incident F i G , H^,. 
BM, ôc qui rencontre en O la droite MC perpendiculaire 
fur AD ; on tirera OL perpendiculaire fur le rayon rompu 
M G ; ôc ayant fait l'angle BO H égal à l'angle ZO M, on 
fera BM. BH: : ML . MF. Je dis que le point F fera à la 
cauftique par réfraétion. 

Car les triangles réétangles MEC ôc MBO,MGC ÔC MLO 
feront toujours femblables de quelque grandeur que l 'on 
fuppofe CM', ôc partant lorfqu'elle devient infinie , l 'on 

aura encore ME {a). MG ( b ) ::BM(y). ML— E t à 

caufe des triangles femblables OLM, OBE, l'on aura aufli 

OL . OB {n.m) : : ML ( .BH = D'où l'on voit 

quei?M (y). BH(yf) :: ML ( y ). ME ( ̂  ) -

Q H; 
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3 3 - 1 

C O R O L L A I R E V . 

, L eft clair que deux quelconques des trois points 
B , C , F , étant donnés , on peut facilement trouver le 
troifiéme. 

E X E M P L E I . 

FIG. n y . ^ P - S O I T la courbe AMD un quart de cercle qui ait 
pour centre le point C ; foient les rayons incidens BA, 
BM, BD parallèles entr'eux, ôc perpendiculaires fur CD ; 
foit enfin la raifon de m à n, comme 3 à i , qui eft celle 
que fouffrent les rayons de lumiere en paflant de l'air dans 
le verre. Puifque la dévelopée du cercle AMD fe réunit 
en un point C qui en eft le centre , il s'enfuit que fi l'on dé-
crit une demi-circonférence MtC qui ait pour diamètre 
le rayon CM, ôc qu'on prenne la corde CG=±CE ; la li-
gne MG fera le rayon rompu , fur lequel on déterminera 
le point F , comme l'on a enfeigné ci-devant art. 133. 

Pour trouver le point H où le rayon incident ^ ^ p e r -
pendiculaire fur AMD touche la cauftique par réfrac-

*Jrt. 13 7. t ion, l'on aura * AH ( ) == 3 b = 3 CA. Et fi l'on décrit 

une demi-circonférence CND qui ait pour diamètre le 
rayon CD, ôc qu'on prenne la corde CN — f CD > il eft 

*Art. 137. clair* que le point //"fera à la cauftique par réfraétion , 
puifque le rayon incident BD touche le cercle AMD au 
pointZ). 

*Art. 132. Si l ' o n m e n e -4P parallele à CD ; il eft vifible*que la 

portion F H—AH — MF — f PM : de forte que la cauf-

tique entiere HfN = jCA—DN = CA. 
FIG 1 15 < l u a r t de cercle AMD eft concave vers les rayons 

' incidens BM, ôc que la raifon de m à n foit de 2 à 3 ; on 
prendra fur la demi-circonférence CE M qui a pour dia-
mètre le rayon CM, la corde CG=\CE, ôc on tirera le 
rayon rompu MG fur lequel on déterminera le point F par 
la conftru&ion générale art. 133. 







D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . / . P a r t . 1 2 7 

O n aura * AH ( ) — — 2 J, c'eft à dire que ^Hfera *Jrt. 13 7. 

du côté * de la convexité du quart de cercle AMD, & 
double du rayon AC. Et fi l'on fuppofe que CG o u | CE 
foit égale à CM\ il eft manifefte que le rayon rompu ME 
touchera le cercle AMD en M, puifqu'alors le point G fe 
confondra avec le point M. D'où il fuit que fi l'on prend 
CE=jCD, le point M tombera au point FF où la cauf-
tique HFN* touche le quart de cercle AMD. Mais lorf- • ^«.137. 
que CE furpaffe f CD, les rayons incidens BM ne pour-
ront plus fe rompre, c'eft à dire paffer du verre dans l'air; 
puifqu'il eft impoiïible que CG perpendiculaire fur le rayon 
rompu M G, foit plus grande que CM: de forte que tous 
les rayons qui tomberont fur la partie ND fe réfléchiront. 

Si l'on mene AP parallele à C D ; il eft clair * que la *Art.i32. 
portion FH—AF1—MF+-\pM : de forte que menant 
2FK parallele à CD , la cauftique entiere HFN — 2CA 

\ AK= CA. 
* 1 

E X E M P L E I I . 

I 4 ° ' S O I T la courbe AMD une logarithmique fpirale FIG. 117. 
qui ait pour centre le point A , duquel partent tous les 
rayons incidens A M. 

I l eft clair* que le point E tombe fur le point A, c'eft r. 
à dire que a = y . Si donc l'on met à la place de a fa va-

leury dans v a l e u r * d e M F l o r f c l u e l a c o u r b e 13 3 • 

eft concave du côté du point lumineux ; on aura MF = b ; 
d'où l'on voit que le point F tombe fur le point G. 

Si l'on mene la droite AG, & la tangente MT ; l'angle 
AGO complément à deux droits de l'angle AGM, fera égal 
à l'angle AMT. Car le cercle qui a pour diamètre la ligne 
CM, pafîant par les points A ôt G, les angles AGO, AMT 
ont chacun pour mefure la moitié du même arc AM. I l 
eft donc évident que la cauftique AGN eft la même lo-
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garithmique fpirale que la donnée AMD, & qu'elle n'en 
diffère que par fa pofition. 

P R O P O S I T I O N I L 

Problême. 
Fia. 118. 1 4 1 A caujHque j q p par réfraftion étant donnée avec 

fon point lumineux B, & la raifon de m i n ; trouver une in-
finité de courbes telles que A M , dont elle foit caufiique par re-
fra&ion. 

Ayant pris à diferétion fur une tangente quelconque 
HA, le point A pour un des points de la courbe AM, on 
décrira du centre B & de l'intervale BA l'arc de cercle 
AP, ôtd'un autre intervale quelconque BM un autre are 
de cercle ayant pris AE — f- pm, on décrira en en-
velopant la cauftique H F une ligne courbe EM, qui cou-
pera l'arc de cercle décrit d« l'intervale BM, en un point 

*Art.s$2. M qui fera à la courbe cherchée. Car *PM. AE ou ML 
: : m. n. 

A U T R E S O L U T I O N . 

1 4 2 O N cherchera fur une tangente quelconque FM, 

autre que HA, le point A/"tel que HF-t-FM •+• B M 

=HA+- ~ BA. C'eft pourquoi f i lon prend FK— -f BA 

-+- AH—FH, & qu'on trouve fur FK un point M tel que 

*Jrt. 132. MK= ~ BM, il fera ¥ celui qu'on cherche. Or cela fe 

FIG. 1 IP. peut faire en décrivant une ligne courbe G M telle que me-
nant d'un de fes points quelconque M aux points donnés 
B , K, les droites Mb, MK, elles ayent toujours entr'elles 
un même rapport que m à n. I l n'eft donc queftion que de 
trouver la nature de ce lieu. 

Soit pour cet effet mene'e MF perpendiculaire fur BK, 
nommée la donnée BK, a ; & les indéterminées BR, 

xi RM, y. L e s triangles ré&angles BRM, KRM donne-
ront BM s = ^ xx -a-y y , ÔC KM = \J a a — zax-k- xx -y-y y : 

de 
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'de forte que pour remplir la condition du Problême, l 'on 
aura VXx -*-yy • ^ aa — 2ax -+- xx -*-yy :'-m.n. D'où l'on tire 
.... zammx — aamm - / i l * i 

YY MM — ,m XAR » QUI U N *LEU AU cercle que 1 on 

conftruira ainfi. 

Soi t prife BG = , ôc BQj= , & foit décrit du 

diame'tre GQ la demi-circonférence GMQy. je dis qu'elle 
fera le lieu requis.Car ayant QR ou BQ^— BR =3 —x, 

& RG ou BR — BG = x — ; la propriété du cercle ; 

q u i donne JgR xRG — ^M*, donnera en termes analyti-
zammx aamm 

QUESJY = • xx . 

Si les rayons incidens BA, BM font parallèles à une FIG. 120, 
droite donne'e de pofition , la p remiere folution aura tou-
jours lieu ; mais celle-ci deviendra inutile, ôc on pourra lui 
fubftituer la fuivante. 

Soit prife FL—AH—H F ; ôc ayant mené LG pa-
rallele à AB ôc perpendiculaire fur AP, on prendra LO 

= — LG, ôc on tirera LP parallele à GO, ôc PM parallele 

à GL. I l eft clair * que le point M fera celui qu'on cher- *j,rt.ij2 

che ; car puifque LO — ~ LG, ML = -L PM. 

Si la cauftique FHPAX réfraétion, fe réunit en un point; 
les courbes AM deviennent les Ovales de De/cartes, qui 
ont fait tant de bruit parmi les Géometres. 

C O R O L L A I R E I. 

1 4 3 - 0 N de'montre de même que dans les cauftiques par 
réfléxion*, que les courbes AM font d e nature di f férente*•j r t t ï - , Q 

entr'elles, ôc qu'elles ne font géométriques que lorfque la 
cauftique HFpar réfraétion eft géométrique ôc réétifiable. 

C O R O L L A I R E I I . 

NE ligne courbe AM étant donnée avec le FIG. 121 
point lumineux B, ôc la raifon de man ; trouver une infi-

R 
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nité de lignes telles que DN, en forte que les rayons rom-
pus MN fe rompent de nouveau à la rencontre de ces li-
gnes D FF pour fe réunir en un point donné C. 

Si l'on imagine que la ligne courbe HF foit la cauftique 
par réfraêtion de la courbe donnée AM, formée par le 
point lumineux B ; il eft clair que cette même ligne HF 
doit être aufli la cauftique par réfraêtion de la courbe cher-
chée DN, ayant pour point lumineux le point donnée. 

*Jrt. 132. C ' e f t pourquoi * BA -+- AH= 'N BM H- MF -+-FH , ôc 

FFF-i-FH— FFC—HD — i; DO, & partant -BA-hAH 

c = — BM -+• MN -t- HD — — Z)C -t- — NC;& tranfpo-
m m m * 

fant à l'ordinaire, -J- BA — ~ BM -4- DC+AD^MN 

•4- -d- NC. Ce qui donne cette conftruêtion. 

Ayant pris à difcre'tion fur un rayon rompu quelcon-

que AH le point D pour un de ceux de la courbe cher-

chée DN, on prendra fur un autre rayon rompu quelcon-

que MF la partie MK BA-^BM-t-dL DC-hAD; 

*Art. 142. ôc ayant trouvé, comme ci-deffus *, le point N tel que 

*Art. 132. NK=-^ NC, il eft clair * qu'il fera à la courbe DN. 

C O R O L L A I R E G E ' N E ' R A L , 

tour les trois S Ici ions précédentes. 

* Art. 80. 1 4 5 - J L eft manifefte * qu'une ligne courbe n'a qu'une 
108 1\T dovelopée, q u ' u n e foule cauftique par réflexion, ôc 
i i y' i * f qu'une feule par réfraêtion, le point lumineux & le rapport 
jop! 134. des finus étant donnés, lefquelles lignes font toujours géo-
143. métriques ôc réêtifîables lorfque cette courbe eft géométri-

que. A u lieu qu'une même ligne courbe peut être la déve-
lopée, ôc l'une ôc l'autre cauftique dans le même rapport 
des finus, ôc dans la même pofition du point lumineux, 
commune à une infinité de lignes très différentes entr'elles , 
ôc qui ne font géométriques que lorfque cette courbe eft 
géométrique ôc réêtifïable. 
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S E C T I O N V I I I . 

Vfage du Calcul des différences pour trouver les points 

des lignes courbes qui touchent une infinité de lignes 

données de pofition, droites ou courbes. 

P R O P O S I T I O N I. 

Problême. 
I46.S O IT donnée une ligne quelconque A M B , qui ait FIG. 122. 

pour axe la droite A P ; foient de plus entendues une infinité de 
paraboles A M C , A m C , quipaffent toutes par le point A , & 
qui ayent pour axes les appliquées P M , pm. Il faut trouver 
la ligne courbe qui touche toutes ces Paraboles. 

Il eft clair que le point touchant de chaque parabole 
AMC eft le point d'interféélion C où la parabole AmC, 
qui en eft infiniment proche, la coupe. Cela pofé, ôc ayant 
mené CK parallele à MP , foient nommées les données 
AP, x 3 PM,y ; ôc les inconnues AK, u ; KC, On aura 
par la propriété de la parabole, AT* {xx) . n ! (uu—2 ux 
-t- xx ) : : MP {y ). MP — CK{y — * ). Ce qui donne z,xx 
s_ 2uxy — uuy, qui eft l'équation commune à toutes les 
paraboles telles que AMC. Or je remarque que les in-
connues AK {u) ô c K C { z f demeurent les mêmes , pen-
dant que les données^/* ( x ) ôc PM{y) varient en deve-
nant Ap ôcpm ; ôc qu'il n'arrive que KC {Ç) demeure 
la même , que lorfque le point C eft celui d'interféc-
tion : car il eft vifible que pat tout ailleurs la droite KC 
coupera les deux paraboles AMC, AmC en deux diffé-
rens points, ôc qu'elle aura par conféquent deux valeurs 
qui répondront à la même de AK. C'eft pourquoi fi l'on 
traite u ôc^.comme confiantes, en prenant la différence 
de l'équation que l'on vient de trouver , on détermine-
ra le point C à être celui d'interfé£lion. On aura donc! 
2Zjcdx=zuxdy -t- auydx—uudy ; d'où l'on tire l'inconnue 
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' d r t \ ixxity — 1yxdx 

AK{u) = s = _ _ 2 r . e n mettant pour * f a valeur 
a uxy—— uuy . 

™ ; OC la nature de la courbe AMB étant donnée, 
on trouvera une valeur dedy en dx, laquelle étant fubfti-
tuee dans la valeur de AK, cette inconnue fera enfin ex-
primée en ternies entièrement connus ôc délivrés des dif-
férences. C e qui étoit propofé. 

Si au lieu des paraboles AMC, on propofoit d'autres li-
gnes droites ou courbes dont la pofition fût déterminée 
on refoudroit toujours le Problême à peu près de la même 
maniéré : ôc c'eft ce que l'on verra dans lesPropofitions fui-
vantes. 

E X E M P L E . 

I 47-Q.U E l'équation = 4 a y _ 4yy exprime la nature 
de la courbe AMB : elle fera une demi-ellipfe qui aura pour 
petit axe, la droite AB=a perpendiculaire fur AP ôc 
dont le grand axe fera double du petit. 

O n trouve xdx = zady - 4ydy ; ôc partant AK 
/ ixxiy IA:ydx x a x x r 

V xdy — zydx J — y = «. D ou il fuit que fi l'on prend 
./fiC quatrième proportionnelle \MP,PA ,AB,&t qu'on 

perpendiculaire fur AK; elle ira couper la para-
bole AMC au point cherché C. 

Pour avoir la nature de la courbe qui touche toutes 
les paraboles, ou qui palfe par tous les points C ainfi trou-
ves on cherchera l'équation qui exprime la relation de 
AK{U) a ATC(zj en cette forte. Mettant à la place de 

« fa valeur y dans ^ = 2UXy — uuy, l'on en tire 
Cbd 

y — & partant x ou Si donc l'on 
met ces valeurs à la place de.* ôc y dans = 4 v y 

on formera l'équation uu = 4aa~^oii x Vy ne fe 
gncomrentplus , ôc qui exprime la relation de AK à m 

orn a n n ? VQ1i T h C ° U r b e c h e r c h e ' e e f t u n e P«abole 
q u i a p o u r a x e l a l i g n e ^ , pour fommetle point * , pour 

g » » & l e P a ™ P » eouféquent eft 
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O n vient de trouver^ = 1 > d'où l'on tire K C ( z j 

__ lay—aa^ Q r c o m r n e c e t te valeur eft pofitive lorfque 

24 furpaffe , négative lorfqu'il eft moindre , & nulle lorf-
qu'il lui eft égal : il s'enfuit que le point touchant C tombe 
audeflùs de AP dans le premier cas, comme l'on avoir 
fuppofé en faifant le calcul ; au deffous dans le fécond, ôc 
enfin fur AP dans le troifiéme. 

Si l'on mene la droite ^ C q u i coupe MP en G ; je dis 
que MG = ôc que le point G eft le foyer de la para-
bole AMC. Car 1°. AK{~) . KC C^~L)L:AP {X}1 
PG—2y—a. ôc partant MG=a—y = BQ^2°. L e para-
métré de la parabole ^/f/G, eft — \a—yy en mettant pour 
xx fa valeur yay — 4yy ; ôc partant MG ( a — y ) eft la qua-
trième partie du paramétre : d'où l'on voit que le point G 
eft le foyer de la parabole ; ôc qu'ainfi l'angle BAC doit être, 
divifé en deux également parla tangente en A. 

Il fuit de ce que le paramétre de la parabole AMC eft 
quadruple de B(f, que le fommet M tombant en A, le 
paramétre fera quadruple de AB, ÔC qu'ainfi la parabole, 
qui a pour fommet le point A , eft afymptotique de celle 
qui paffe par tous les points G. 

Comme la parabole BC touche toutes les paraboles 
telles que AMCb il eft clair que toutes ces paraboles cou-
peront la ligne déterminée AC en des points qui feront 
plus proches du point A que le point C. Or l'on démon-
tre dans la Baliftique ( en fuppofant que AK foit horizon-
talc ) que toutes les paraboles telles que AMC fnarquent 
le chemin que décrivent en l'air des Bombes qui feroient 
jettées par un Mortier placé en A dans toutes les éléva-
tions poffibles avec la même force. D'où il fuit que fi l'on-
mene une droite qui divife par le milieu l'angle BAC elle 
marquera la pofition que doit avoir le Mortier, afin que la-
Bombe qu'il jette , tombe fur le plan AC donné de pofi-
tion , en un point Cplus éloigné du Mortier, qu'en toute: 
autre élévation, . . 
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P R O P O S I T I O N I I . 

Problême. 
FIG. 123. 1 4 8 - 3 OIT donnée une courbe quelconque A M , qui ait 

pour axe la droite A P ; trouver une autre combe B C telle 
qu'ayant mené À difcrétion l'appliquée P M , & la perpendi-
culaire P C à cette courbe, ces deux lignes P M , P C foient 
toujours égales entr elles. 

s i r on conçoit une infinité de cercles décrits des cen-
tres P , p, ôc des rayons PC ,pC égaux à PM, pm ; il eft 
clair que la courbe cherchée BC doit toucher tous ces 
cercles, ôc que le point touchant C de chaque cercle eft 
le point d'interféélion où le cercle qui en eft infiniment 
proche, le coupe. Celapofe ' , foit mené CK perpendicu-
laire fur AP ; foient nommées les données ôc variables 
AP, XJ PM OU PC, y, les inconnues ôc confiantes AK, 
u -, KC, y, &c l'on aura par la propriété du cercle tc2 

-TK2-*-Yc2, c'eft à dire en termes analytiques// = x x 
— zux -4- uu -+• qui eft l'équation commune à tous 
ces cercles , dont la différence eft 2ydy = 2xdx — 2udx : 

d'où l'on tire PK(x— # = qui donne cette conf-

truélion générale. 
Soit menée MÇf perpendiculaire à la courbe A M ; ôc 

ayant pris PR=:PQ, foit tirée KC parallele à PM : je dis 
qu'elle rencontrera le cercle décrit du centre P ôc du 
rayon PC— PM au point C, où il touche la courbe cher-
chée BC. C e qui eft évident ; puifque PQ= y ~. 

O n peut encore trouver la valeur de PK de cette autre 
manière. 

Ayant mené PO perpendiculaire fur Cp , les triangles 

réclangles pQP, PKC feront femblables ; ôc partant Pp 

(dx).Op(dy) ::PC(y).PK*=y-£. 

Lorfque PQj= P M, il eft clair que le cercle décrit du 
rayon P C , touchera KC au point K : de forte que le point 
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touchant C f e confondra avec le point IC, ôc tombera par 
conféquent fur l'axe. 

Mais lorfque /'fMurpaflera PM, le cercle décrit du 
rayon PC ne pourra toucher la courbe BC ; puifqu'il ne 
pourra rencontrer la droite KC en aucun point. 

E X E M P L E . 

I 4 9 - S O I T la courbe donnée AM, une parabole qui FIG. 
ait pour équation ax=yy. O n aura PCf ou PK(x--u) 
= 7 ^ ; ôc par conféquent x = ±a -4- u , &cyy=± aa-t-
à caufe du triangle réétangle PKC. Or fi l'on met ces va-
leurs dans ax=yy, on formera l'équation fraa-\- au=.^aa 
•+- z ^ o u ^ a a , qui exprime la nature de la 
courbe BC. D'où il eft clair que cette courbe eft la même 
parabole que AM\ puifqu'elles ont l'une ôc l'autre le même 
paramétre a, ôc que fon fommet B eft éloigné du fommet 
A de la diftance BA=\a. 

P R O P O S I T I O N I I I . 

Problême. 
1 5 ° - S O 1 T donnée une ligne courbe quelconque A M , qui pIG> 

ait pourdiametre la droite A P , & dont les appliquées P M , 
pm fotent parallèles à la droite A Q donnée de pofitiorn {fr-
ayant mené M Q , mq parallèles à A P , fotent tirées les 
droites P Q C , pqC. On demande la courbe A C qui a pour 
tangentes toutes ces droites : ou, ce qui ef la même chofe, 
il s'agit de déterminer fur chaque droite P Q C le point tou-
chant C . 

Ayant imaginé une autre tangente pqC infiniment pro-
che de PQC, ôc mené CKparallele 1 A Q j on nommera 
les données & variables AP, x,PM ou AQL y ; les in-
connues ôc confiantes AK, u -, KC , z'> & les triangles 
femblables PAg^ PKC donneront AP (x) . AgJ^y) 

: ; PK{ x + u ) . KC ( O =y -h qui eft l'équation 
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commune à toutes les droites telles que KC. Sa différen-
ce eft dy H- ^J—xii* d ' o ù p o n t i r A K , u ) = 

r~<-j 1 x — " i f 

L e qui donne cette conftruétion générale. 
Soit menée la tangente MT, Ôc foit prife AK troifie'me 

proportionnelle à AT, AP : je dis que fi l'on mene KC pa-
rallele à AQj elle ira couper la droite PQC au point cher-
ché C. 

Car 

E X E M P L E I . 

FIG. 124. 1 5 O I T la courbe donnée AM, une parabole qui ait 
pour équation ax=yy. O n aura AT—AP \ d'où il fuit 
que AK{u)==x, c'eft à dire que le point K tombe fur le 
point T . Si l'on veut à préfent avoir une e'quation qui ex-
prime la relation de AK (u)kKC(gJ ; on trouvera 

— , puifque l'on vient de trouver que PK eft 
double de AP. Mettant donc à la place de x ô c / leurs va-
leurs » ôc i^dans a x — y y , 011aura y a u d ' o ù l'on 
voit que la courbe ACeû une parabole qui a pour fommet 
le p o i n t é , & pour paramétre une ligne quadruple du pa-
ramétre de la parabole AM. 

E X E M P L E I I . 

FIG. T la courbe donnée AM, un quart de cercle 
BMD qui ait pour centre le p o i n t é , ôcpour rayon la li-
gne AB ou AD, que j'appelle A. Il eft clair que P ^ e f t 
toujours égale au rayon aM ou AS, c'eft à dire quel le 
eft par tout la même : de forte que l'on peut concevoir 
que fes extrémités P, ^ g l i f f e n t le long des côtés BA, 

AD de l'angle droit S AD. On aura AK ( u ) = ~ , puifque 

A T — a - ~ '•> & les parallèles ATC^donneront AP{x). PQ^ 

(a) :: AK D'où l'on voit que pour avoir 

le point touchant C , il n'y a qu'à prendre troifie'me 

propor-
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proportionnelle à PQJ>c AP. Si l'on cherche l'équation 
qui exprime la nature de la courbe BCD, on trouvera 
celle-ci, u6—3aau^-h ^a^uu— a6-=.o. 

C O R O L L A I R E I . 

1 5 3 * S 1 l'on veut chercher le rapport de la portion DC 
de la courbe BCD à fa tangente CP, l'on imaginera une 
autre tangente cp infiniment proche de CP ; ôc ayant dé-
crit du centre C le petit arc PO, l'on aura cp — CP ou Op 

— Cc=——, pour la différence de CP — aa a xx : 

D'où l'on tire C C = O P - H Or à caufe des triangles réc-

tangles femblables QPA, PpO , l'on aura PQSa ) • 

. : Pp ( dx ). O p = y . ôc partant Ce = = DC—De. Il 

eft donc manifefte qu'en quelque endroit que l'on prenne 

le point C , l'on aura toujours DC — De ( ̂  ). CP — cp 

3 ,2 . D'où il fuit que la fomme de toutes les 

différences DC — De qui répondent à la droite PD, çef t 
à dire * la portion DC de la courbe PCD, eft à la fomme *jrt .$6. 
de toutes les différences CP — cp qui répondent à la même 
droite PD, c'eft à dire ¥ à la tangente CP : : 3 . 2. Et de mê- *jrt.9$. 
me que la courbe entière BCD eft à fa tangente BA ; : 3. 2. 

C O R O L L A I R E I I . 

1 5 4 - S 1 l'on développe la courbe BCD en commençant 
par le point Don formera la ligne courbe DNF telle que 
CN. CP : : 3 . 2. puifque CN eft toujours égale à la portion 
DC de la courbe BCD. D'où il fuit que les féeteurs fem-
blables CNn, CPO font entr'eux : : p . 4. ôc partant que l'ef-
pace DCN renfermé par les courbes DC, DN, ôc par la 
droite CN qui eft tangente en C > ôc perpendiculaire en 
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N , eft àl'efpâCe DCP renfermé par la courbe De, ôc pa£ 
les deux tangentes DP, CP , comme p. à 4. 

C O R O L L A I R E I I I . 

1 5 5 I , E centre de pefanteur du fédeur CNn doit être 
fitué fur l'arc PO ; puifque CP—f CN. Et comme cet arc 
eft infiniment petit, il s enfuit que ce centre doit etre fur la 
droite AD,&c partant que le centre de pefanteur des ef-
paces DCN, BDF qui font compofés de tous ces féc-
teurs, doit être fur cette droite AD : de forte que fi l'on 
décrivoit de l'autre côté de BF une figure toute pareille 
à BDF, le centre de pefanteur de la figure entière feroit 
au point A. 

C O R O L L A I R E I V . 

1 5 6 . A caufe des triangles rédangles femblables PQA, 
pPO ,1'on aura P^a ). AQou PM(Vaa-xx) ::Pp (dx). 

dxV ~ 
PO — — — — E t à caufe des fédeurs femblables CPO-, 

CNn,l'on aura aufli CP . CN,ou 2 . 3 : : PO (dxV*a~~xx).Nz 
, . » 

*Jrt.2. = pXJa*—xx. O r le rédangle MPxPp, c'eft à dire* le 
petit efpace circulaire MPpm*= dx\Jaa — xx. O n aura 
donc AB*Nn — \ MPpm : d'où il fuit que la portion ND 
de la courbe DNF étant multipliée par le rayon AB, eft 
fefquialtére du fegment circulaire DMP, ôc que la courbe 
entière DNF eft égale aux trois quarts de BMD quatrième 
partie de la circonférence du cercle. 

P R O P O S I T I O N I V " . 

Problême. 
FIE. 126. I 5 7 - S O I T donnée une courbe quelconque A M ; qui ait 

pour axe la droite A P ; & [oient entendues une infinité de per-
pendiculaires M C , M C a cette courbe. On demande la courbe 
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qui a pour tangentes toutes ces perpendiculaires : ou ce qui ejl 
la même chofe, il faut trouver fur chaque perpendiculaire M C 
le point touchant C. 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mC infini-

ment proche de MC, avec une appliquée MP , l'on mè-

nera par le point d'interfédion C les droites CK perpendi-

culaire ôc CE parallele à l'axe : ayant enfuite nommé les 

données ôc variables AP,x\ PM ,y> les inconnues ôc conf-

iantes AK, u ; KC, zj, l'on aura PQj=y£-, PK ou CE 

— u — X } M E — y -t- ôc les triangles rédangles fembla-

bles MPQ^MEC donneront*//7 (y ). PQj%f) : : ME{y+xJ. 

£ C (u — x ) = y d y qui eft une équation commu-

ne à toutes les perpendiculaires telles que MC , ôc dont 

la diffe'rence ( en fuppofant dx confiante ) donne — dx 

= : d'où l'on tire ME ( W ) « 

Or la nature de la courbe A M étant donnée, l'on aura des 
valeurs de dy2 ôc ddy en dx2, lefquelles étant fubftituées 

dans ^ f T f l f > donneront pour ME une valeur entièrement 

connue ôc délivrée des différences. C e qui étoit propofé. 
Il eft évident que la courbe qui paffe par tous les points 

C, eft la dévelopéede la courbe AM-, ôc comme l'on en 
a traité exprès dans la Sedion cinquième, il feroit inutile 
d'en donner ici des exemples nouveaux. 

P R O P O S I T I O N V . 

Problême. 
15^'D e u x hgnes quelconques A M , B N étant données 

avec une ligne droite M N qui demeure toujours la même 5 on 
fuppofe que les extrémités M, N de cette ligne glijfent conti-
nuellement le long des deux autre s l'on demande la courbe 
quelle touche toujours dans ce mouvement. 

Ayant mené les taugentes MT, NT, & imaginé une au: 
Sijj 
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tre droite mn infiniment proche de MN, ôc qui la coupe 
par confisquent au point C o ù elle touche la courbe dont 
il s'agit de déterminer les points. Il eft clair que la droite 
MN, pour parvenir en mn, a parcouru par fies extrémités 
les petites portions Mm, Nn des lignes AM, -SiV3lefi]uel-
les font communes à caufe de leur infinie petitefle, aux tan-
gentes T M, TN: de forte que l'on peut concevoir que la 
ligne iWAVpour parvenir dans la fituation infiniment pro-
che mn, ait gliffé le long des droites T M, TN données de 
pofition. 

Cela bien entendu, foient menées fur NT les perpen-
diculaires MP, CK ; foient nommées les données Ôc va-
riables TP, xi PM,y, les inconnues ôc confiantes TK,u\ 
KC, ôc la donnée .AfiVqui demeure par tout la même , 
a. L e triangle réétangle MPN donnera PN— y/âa y y ; 

ôc à caufe des triangles femblables NPM, NKC , l'on au-
ra N P {Vaa —yy ) . PM (y):: NK (a — x — Vaa —yy). 

KC ~ — y • dont la différence donne aaudy 

— aaxdy — aaydx -t-/5 dx=aady —yydy \Jaa —yy : 

en faifant \/aa—yy = m pour abrégerj'on tire PK(U x ) 
m i dy -t- mmydx mi -y-mmx 

= TTy = — a * — e n mettant pour ydx fa va-

leur xdy, à caufe des triangles femblables mRM, MPT ; 
_ yymx ^ ^ y» . . 

ôc partant MC— — - — c e qui donne cette conftruc-

tion. 
Soit menée TE perpendiculaire fur MN, ôc foit prife 

MC=NE : je dis que le point C fera celui qu'on cher-
che. Car à caufe des triangles réétangles femblables 
MNP, TNE, l'on aura MN {a). NP (m) :: NT ( m+x). 

a 
Autre manière. Ayant mené ^perpendicula ire fur MN 

ôc décrit du centre C les petits arcs MS, NO, on nommera 
les données NE, r ,ET, s ; MN, a ; ôc l'inconnue CM, t 
,On aura Sm ou On—df, ôcles triangles reftanglefia-
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blables MET ôc mSM, NET ôc nON, CMS ôc CNO don-

neront ME ( r — a ). ET {s) ::mS{dt). SM= Et NE 

(r). ET {s) : : nO {dt) . ON = ^ . Et MS — NO ( ff&L- ). 

MS ( : : MN {a) . MC ( t ) — r. C e qui donne la 

même conftruétion que ci-deiïus. 
Si l'on fuppofe que les lignes A M, BN foient des droi-

tes qui faffent entr'elles un angle droit ; il eft vifible que la 
courbe cherchée eft la même que celle de l'art. 152. 

P R O P O S I T I O N V I . 

Problême. 
o i e n t données trois lignes quelconques L , M , N ; p l G . 128. 

& foient entendues de chacun des points L , 1 de la ligne L 
deux tangentes L M & L N , lm & ln , aux deux courbes M 
(f N , une a chacune.On demande la quatrième courbe C , qui 
ait pour tangentes toutes les droites M N , mn qui joignent les 
points touchans des courbes M , N . 

Ayant tiré la tangente LE , ôc mené par un de fes points 
quelconque Fies perpendiculaires EF, EG furies deux au-
tres tangentes ML , NL, on concevra que le point/foit in-
finiment près du point L ; on tirera les petites droites LH 3 

LKperpendiculaires fut ml,nli comme aufti les perpendi-
culaires MF, mP, NQg, n^Jur les tangentes ML , ml, 
NL, ni, lefquelles perpendiculaires s'entrecoupent aux 
points P ôc Cf Tout cela formera les triangles réétangles 
femblables EFL, ôc LHl, EGL ôc LKl ; comme aufti les 
triangles LMH ôtMPm, LnK ôc NQn ré&angles en H ôc 
m , K & c N , qui feront femblables entr'eux, puifque les an-
gles LMH, MPm étant joints l'un ou l'autre au même 
angle P Mm, font un droit. On prouvera de m ê m e , que 
les angles LnK, NQn font égaux entr'eux. 

Celapofé, on nommera le petit côté Mm du polygone 
qui compofe la courbe M, du ; ôc les données EF, m ; EG , 
n ; MN ou mn, a,ML ou ml, b 5 NL ou ni, c > MP où 

S i i j 
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mP, ou nQ^ g (je prens ici les droites MP, N£>' 
pour données, parceque la nature des courbes M, N étant 
donnée par la fuppofition, on les pourra toujours trou-

â t . 78. ver * ) ; & l'on aura, 1 ° , MP(/). ML [b) ::Mm{du). LH 

= h-~. 20. EF{m) .EG (n) : : LH . LK = 

3 o. Z 2V ou Z « ( O . nO. ( g ) : : L I< ( ). « 

4°. (menant M i ? parallele à 2VZ on ni) ml {b). In {c) 

: : wM . Mi? MR h- iV" » ( ^H- ^ ). 
b b cfm ' 

M R C - % ) • • • • M N { a ) . M C = C e qu'il fal-

loit trouver. 
Si ia tangente Z Z tomboit fur la tangente M Z , il eft 

clair que EF ( m ) deviendroit nulle ou zéro ; & partant 
que le point cherché C tomberait fur le point M. D e 
même fi la tangente EL fe confondoit avec la tangente 
Z2V; alors EG (ri) deviendroit nulle , & l'on aurait par 
conféquent MC—a : d'où l'on voit que le point cherché C 
tomberait aufïi fur le point N. Et enfin fila tangente EL 
tomboit dans l'angle GLI ; en ce cas EG ( n ) deviendroit 
négative : ce qui donnerait alors MC = ; & le 
point cherché C ne tomberait plus entre les points M & 
N, mais de part ou d'autre. 

E X E M P L E I . 

• 12p. l 6 o . J § u P P ( S S O N S q U e l e s courbes M & N ne faflent 
qu'un cercle. I l eft clair en ce cas que b — c, & / = g ; 

ce qui donne MC = ~çrn > l ' o n v o i t qu'il ne faut 
alors que couper la droite MiVen raifon donnée de m à « 
pour avoir le point cherché C ; c'eft à dire en forte que 
MC ,NC::m. n. 

E X E M P L E I I . 

1 6 I $ Y p p 0 s 0 N s que les courbes M ôc N foient une 
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Séétion conique quelconque. L a conftruétion générale fe 
peut changer en cette autre qui eft beaucoup plus fimple, 
ii l'on fait attention à une propriété des Se'étions coniques, 
que l'on trouve démontrée dans les Livres qui en traitent : 
fçavoir que li l'on mene de chacun des points L , l d'une 
ligne droite EL deux tangentes LM &LN, Im ôc In à 
une Séétion conique ; toutes les droites MN, mn qui joi-
gnent les points touchans, fe couperont dans le même 
point C, par lequel paffe le diametre AC, dont les ordon-
nées font parallèles à la droite EL. Car il fuit de là , que pour 
avoir le point C, il ne faut que mener un diamètre qui ait 
fes ordonnées parallèles à la tangente EL. 

I l eft évident que dans le cerc le , le diamètre doit être 
perpendiculaire fur la tangente EL ; c'eft à dire qu'en me-
nant de fon centre A une perpendiculaire AB fut cette 
tangente, elle coupera la droite MN au point cher-
ché C. 

R E M A R Q U E . 

peut par le moyen de ce Problême réfoudre FIG. 128. 
celui-ci qui dépend de la Méthode des Tangentes. 

L e s trois courbes C, M, N, étant données, on fera rou-
ler une ligne droite M N autour de la courbe C , en forte 
qu'elle la touche continuellement ; on tirera par les points 
M, N, où elle coupe les courbes M &c N, les tangentes 
ML, NL qui s'entrecoupent en un point L, lequel décrit 
dans ce mouvement une quatrième courbe Ll. Il s'agit de ti-
rer la tangente LE de cette courbe, la pofition des droites 
MN , ML , NL étant donnée avec le pointtouchant C. 

Car il eft vifible que ce Problême n'eft que l'inverfe du 
précédent, ôc qu'ici MC eft donnée : ce qu'on cherche , c'eft 
la raifon de EF , EG, qui détermine la pofition de la tan-
gente EL. C'eft pourquoi fi l'on nomme la donnée MC, h ; 

l'on aura ^ b b f n = = h : d'où l'on tire 

ôc par conféquent la tangente LE doit être tellement fi-
tuée dans l'angle donné MLG , que li l'on mene d'un de 
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fes points quelconque E les perpendiculaires EF, ZGfur 
les côtés de cet angle, elles foient toujours entr'elles en 
raifon donnée de bbgb à accf— ccfb. Or cela fe fait en 

menant MD parallele à NL, ôc égale à 

FIG. I 2P. IL EFT évident * que fi les deux courbes M ôc N ne font 
*/£rr.i 61. qu'une Séétion conique, il ne faudra que tirer la tangente 

LE parallele aux ordonnées du diamètre qui palfe par le 
point C. 

^SECTION 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . 1 . Parti 14Y 

S E C T I O N I X . 

Solution de quelques Problêmes qui dépendent des 

Méthodes précédentes. 

P R O P O S I T I O N I. 

Problême. 
S O I T une ligne courbe A M D ( A P = x , P M = : y , FiG. 130, 

A B = a) telle que la valeur de l'appliquée y foit exprimée 
par unefrattion, dont le numérateur & le dénominateur de-
viennent chacun zéro lorfque x = a , c'eft à dire lorfque le point 
P tombe fur le point donné B. On demande quelle doit être 
alors la valeur de l'appliquée B D . 

Soient entendues deux lignes courbes ANB ,COB, qui 

aycnt pour axe commun la ligne AB, ôc qui foient telles 

que l'appliquée PN exprime le numérateur., ôc l'appli-

quée PO le dénominateur de la fraction générale qui con-

vient à toutes les PM : de forte que PM=5 4BfJN. Il eft 

clair que ces deux courbes fe rencontreront au point B ; 
puifque par la fuppofition PN ôc PO deviennent chacune 
zéro lorfque le point P tombe en B. Cela pofé , fi l'on 
imagine une appliquée bd infiniment proche de BD , ôc 
qui rencontre les lignes courbes ANS, COB aux points 

î AB x bf / 
jf, g -, l'on aura bd — — y — » laquelle * ne diffère pas de BD. * Art. 2. 

Il n'eft donc queftion que de trouver le rapport de bg à 
bf. Or il eft vifible que la coupée AP devenant AB , les 
appliquées PN, PO deviennent nulles, ôc que AP deve-
nant Ab , elles deviennent bf, bg. D'où il fuit que ces ap-
pliquées , elles mêmes bf, bg, font la différence des appli-
quées en B ôc b par rapport aux courbes ANB, COB ; ôc 
partant que fi l'on prend la différence du numérateur, ôc 
qu'on la divife par la différence du dénominateur , après 
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avoir fait xs=naz=zAb ou AB, l'on aura la valeur cherchée 
de l'appliquée bdou BD. C e qu'il falloit trouver. 

E X E M P L E I . 

l 6 4 . S o i i 7 = Il eft clair quelorf-
a Vax i 

quex = ^ , le numérateur & le dénominateur de la frac-
tion deviennent égaux chacun à zéro. C'eft pourquoi 

'1, 1 1 1 -rr> a 3 < G zxidx aadx 

1 on prendra la différence , — ~ x — du nu-
r Vzuix xt ^Vaax 

me'rateur, & on la divifera par la différence — ~ \"d " du dé-
r 4V A * 

nominateur, après avoir fait x = a, c'eft à dire qu'on di-
v i f e r a — j adx par — \dx~, ce qui donne ^fa pour la va-
leur cherchée de BD. 

E X E M P L E I I . 

I 6 J - S O I T 7 = O n trouve y = 2a ; lorfque 
x=a. 

O n pourroit reToudre cet e'xemple fans avoir befoin 
du calcul des différences, en cette forte. 

Ayant ôté les incommenfurables, on aura aaxx-*-zaaxy 
— axyy — 2a3xaaayy — 2aiy=z=o, qui e'tant divilé 
par x — a, fe réduit à ^ x — a1 -+- zaay — ayy — o ; & fub-
ftituant a pour x , il vient comme auparavant/ = 2a. 

L E M M E. 

i « . S o , T B C G . ^ 

ligne droite A E qui la touche au point B , & fur laquelle 
foient marqué s d difcrêtion deux points fixes A , Ë. Si l'on 
fait rouler cette droite autour de la courbe , en forte quelle la 
touche continuellement -, il eft clair que les points fixes A , E 
décriront dans ce mouvement deux courbes À M D , E N H . Si 
l'on mene à pré fient D L parallele à A B , & qui faffe par confis-
quent avec D K {fur laquelle je fuppofe la droite A E lorsqu'elle 
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touche la courbe B C G en G ) l'angle K D L égal à Fangle 
A O D fait par les tangentes en B , G ; & que F on décrive 
comme on voudra, du centre D l'arc K F L : 

Je dis que D K . K F L : : A E . A M D ± E N H . f avoir 
lorfque le point touchant tombe toujours entre les points décri-
vans, & — lorfquil les laijfe toujours du même cbté. 

Car fuppofant que la droite AE en roulant autour de 
la courbe BCG foit parvenue dans les pofitions MCN, 
mCn infiniment proches l'une de l'autre, ôc menant les 
rayons DF, Df parallèles à CM, Cm : il eft clair que les féc-
teurs DFf, CMm, CNn feront femblables ; ôc qu'ainfi DF. 
Bf:: CM.Mm: : CN. Nn : : CM CN ou AE . MmJf Nn. 
O r c o m m e c e l a arrivera toujours en quelqu'endroit que fe 
trouve le point touchante, il s'enfuit que le rayon M eft 
à l'arc KFL fomme de tous les petits arcs Ff : : AE . AMD 
H- ENH fomme de tous les petits arcs Mm±_ Nn. C e qu'il 
falloit démontrer. 

C O R O L L A I R E I . 

1 ^ 7 - Ï L eft vifible que les courbes AMD, ENH font 
formées par le dévelopement de la même courbe BCG; 
ôc qu'ainfi la droite AE eft toujours perpendiculaire fut 
ces deux courbes dans toutes les pofitions où elle fe ren-
contre ; de forte que leur diftance eft par tout la même ; 
çe qui eft la propriété des lignes parallèles. D'où l'on voit 
qu'une ligne courbe AMD étant donnée, on peut trouver 
une infinité de points de la courbe ENHkans avoir befoin 
de fa dévelopée BCG, en menant autant de perpendicu-
laires que l'on voudra à cette courbe, ôcles prenant toutes 
égales à la droite AE. 

C O R O L L A I R E I I . 

1 6 8 . S i la courbe BCG a fes deux moitiés BC, CG en-
tièrement femblables ôc égales, ôc que l'on prenne les 
droites BA, G H égales entr'elles ; il eft clair que les cour-
bes AMD, ENH feront femblables ôc égales, en forte 

- T i j 
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qu'elles ne différeront que par leur pofition. D'où il fuit 
que la courbe AMD fera à l'arc de cercle KFL i : -j AE, 
DK, c'eft à dire en raifon donnée. 

P R O P O S I T I O N I I . 

Problème. 
OIENT deux courbes quelconques A E V , B C G , 

avec une troisième A M D telle qu'ayant décrit par le dévelo-
pement delà courbe B C G une portion de courbe E M , la rela-
tion des portions de courbes A E , E M , & des rayons de la dé-
velopée E C , M G foit exprimée par une équation quelconque 
donnée. Onpropofe de mener d'un point donné M fur la courbe 
A M D la tangente M T . 

Ayant imaginé une autre portion de courbe em infini-
ment proche de EM, ôc les rayons de la dévelopée CeF, 
GmR ; Soit , i ° CH perpendiculaire fur CE, ôc qui rencon-
tre en Hla tangente EH de la courbe AEV. 2°. ML pa-
rallele à CE, ôc qui rencontre en L l'arc GL décrit du cen-
t r e M Ôc du rayon MG. 3°. GT perpendiculaire fur MG, Ôc 
qui rencontre en T la tangente cherchée MT. 

O n nommera enfuite les d o n n é e s x ; EM,y ; CE, u-, 
GM, y,CH, s j EH, f , l'arc GL, r : d'où l'on aura Ee=dx, 
Fe ou Rm — du — dy, ôc les triangles réftangles fembla-
bles eFE, ECH donneront CE {u) . CH {s): : Fe{ dg).FE 

— Et CE{u) . EH {t):: Fe ( dxA . Ee (dx WJË 
» • 

*Jrt. 166. Or par le L e m m e*RF— me—ff-fr partant RM {RE—me, 

•Arme — ME -+- ME — MF ) = r-~ -h dy Donc à 

caufe des triangles réèlangles femblables mRM,MGT,ïon 

aura mR(dfi). RM(r~-i-y-hdy): : MG{^).GT=r 

• + T + T Ï M a i s f l r ° n met dans la différence de l'é-

quation donnée à la place de du ôc dx leurs valeurs d^ ôc 

T> l o n «ouvera une valeur de dy en d^, laquelle étant 
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fubftituée dans y , il viendra pour la foutangente cher-

chée GT une valeur entie'rement connue ôc délivrée des 

différences. Cequiétoit propofé. 
Si l'on fuppofe que la courbe BCG fe réuniffe en un FIG. 

point O ; il eft vifible que la portion de courbe ME (y ) 
fe change en un arc de cercle égal à l'arc GL ( r), ôc que 
les rayons CE (a), GM(zJ de la dévelopée deviennent 
égaux entr'eux : de forte que GT, qui devient en ce cas 

OT , fe trouvera =y •+• s -t-

E X E M P L E . 

I 7 ° - S O I T y 5 les différences donneront dy FIG. 

g_x.dx—xJz ^ Qn prend * au iieu ^ xdzi* Art 

parceque * Ôc y croiffant, ^ diminue ) = , en 

mettant pour dx fa valeur y ; ôc partant OT {y + s 

en mettant p o u r ^ 

fa valeur^. 

R E M A R Q U E . 

1 7 1 - S 1 le point 0 tombe fur l'axe AB, ôc que la courbe FIG. 
AEV foit un demi-cercle ; la courbe AMD fera une demi-
roulette , formée par la révolution d*un demi - cercle BSN 
autour d'un arc égal BGN d'un cercle décrit du centre 0 , 
Ôc dont le point générateur A tombera dehors, dedans, ou 
fur la circonférence du demi-cercle mobile BSN, félon 
que la données fera plus grande, moindre, ou égale à OV. 
Pour le prouver, ôc déterminer en même temps le point B. 

Je fuppofe ce qui eft en queftion, fçavoir que la cour-
be AMD eft une demi-roulette , formée par la révolu-
tion du demi-cercle BSN, qui a pour centre le point K 
centre du demi-cercle AEV, autour de l'arc BGN décrit 
du centre O ; Ôc concevant que ce demi-cercle BSN s arrê-
te dans la fituation BGN telle que le point décrivant A 

T n j 

V 
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tombe fur le point M , je mene par les centres des cercles 
générateurs la droite OK qui pafle par conféquent par le 
point touchant G ; ôc tirant KSE, j'obferve que les trian-
gles OKE, OKM font égaux ôc femblables, puifque leurs 
trois côtés font égaux chacun à chacun. D'où il fuit 
i°. Que les angles extrêmes MOK, EOIC font égaux 5 ôc 
qu'ainfi les angles MOE, GOB le font aufii : ce qui don-
ne GB . ME: : OB. OE. 20. Que les angles M KO , EKO font 
encore égaux; ôc qu'ainfi les arcs GN, BS , qui les mefu-
rent,le font aufii : la même chofe fe doit dire de leurscom-
plémens GB , SN, à deux droits ; puifqu'ils appartiennent 
à des cercles égaux. O r par la génération de la roulette , 
l'arc GB du cercle mobile eft égal à l'arc GB de l'immo-
bile. J'aurai donc SN. ME : : OB .OE. Ce lapofé , 

Je nomme les données OV, b ; KV ou KA ,'c\ ôc l'in-
connue KB, u. J'ai OB — b-IRC — u ; ôc les fééteurs fem-
blables KEA , KSN me donnent KE (c) . KS (u) : : AE 

(x) , SN — ^ Et partant OB Çb'•+• c — u). OE(z) 

: : S N C ~ ) - £ M (y) D'où je tire 

KB{u)—N±B% n eft donc évident que fi l'on prend 

KB — 'tzÏv » & q u ' o n décrive des centres zrôcole demi-

cercle BSN ôc l'arc BGN-, la courbé AMD fera une de-
mi-roulette décrite pjr la révolution du d e m i - c e r c l e 
BSN autour de l'arc BGN, ôc dont le point décrivant A 
tombe dehors, dedans, ou fur la circonférence de ce cer-
cle , félon que KV (e) eft plus grand, moindre, ou égal à 

K B ( T Î T ) * c ' e f l : à d i r e félon que a eft plus grand, moin-
dre, ou égal à OV (b). 

C O R O L L A I R E I , 

1 7 2 - I L eft clair que EM{y) . AE (x):: KB K OE ( tuf). 
OBxKV ( bc-*-cc — uc ). O r fi l'on fuppofe que OB devien-
ne infinie ; la droite OE le fera aufii , ôc deviendra pa-
rallele à OB , puifqu'elle ne la rencontrera jamais ; les 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . 1. Part: I<31 

arcs concentriques BGN, EM deviendront des droites pa-
rallèles entr'elles, ôc perpendiculaires fur OB, 0E:&c alors 
la droite EM fera à l'arc AE : : KB. KV. parceque les droi-
tes infinies OE, OB ne différant entr'elles que d'une gran-
deur finie, doivent être regardées comme égales. 

C O R O L L A I R E I I . 

l7 3 D E ce que les angles MlCO, EKO font égaux, il fuit 
que les triangles MKG, EKB feront égaux ôc femblables ; 
ôc qu'ainfi les droites MG, EB font égales entr'elles. D'où 
l 'on voit* que pour mener d'un point donné M fur larou- * Art. y. 
lette, la perpendiculaire MG , il n'y a qu'à décrire du cen-
tre 0 l'arc ME, ÔC du centre M de l'intervalle EB un arc de 
cercle qui coupera la bafe BGN en un point G, par où ôc 
par le point donné M l'on tirera la perpendiculaire requife. 

C O R O L L A I R E I I I . 

I 7 4 - U N point G étant donné fur la circonférence du 
demi-cercle mobile BGN', fi l'on veut trouver le point M 
de la roulette fur lequel tombe le point décrivant A lorf-
que le point donné G touche la bafe, il ne faut que pren-
dre l'arc ôiVégal à l'arc BG, ôc ayant tiré le rayon KS qui 
rencontre en E la circonférence AEV, décrire du centre 
O l'arc EM. Car il eft évident que cet arc coupera la rou-
lette au point cherché M. 

P R O P O S I T I O N I I I . 

Problême. 
1 7 5 ' S OIT une demi-roulette A M D décrite par la révolu- FIG. I 3 y. 
tion du demi-cercle B G N autour d'un arc égal B G N d'un au- 13 6. 
tre cercle, en forte que les parties révolues B G , B G foient 
toujours égales entr'elles foit le point décrivant M pris fur le 
diamètre B N dehors, dedans , ou fur la circonférence mobile 
B G N . On demande le point M delà plus grande largeur de 
la demi roulette par rapport a fon axe O A . 

Suppofant que le point M foit celui qu'on cherche, il 
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*Jrt. 4,7. eft clair * que la tangente en M d o i t être parallele à l'axê 
OA ; ôc qu'ainfi la perpendiculaire M.G à la roulette, doit 
être aufii perpendiculaire fur l'axe qu'elle rencontre au 
point P. Cela pofé, fi l'on mene OK par les centres des 
cercles générateurs, elle paffera par le point touchante?; 
ôc fi l'on tire KL perpendiculaire fur MG, on formera les 
angles égaux G KL, GOB^Sc partant l'arc IG qui eft le dou-
ble de la mefure de l'angle GKL , fera à l'arc GB mefure 
de l'angle GOB, comme le diamètre BN eft au rayon OB. 
D'où il fuit que pour de'terminer fur le demi-cercle BGN 
le point G , où il touche l'arc qui lui fert de bafe lorfque 
le point décrivant M tombe fur celui de la plus grande 
largeur ; il faut couper le demi-cercle BGN en un point 
G , en forte qu'ayant tiré par le point donné M la corde 
IG, l'arc IG foit à l'arc BG en raifon donnée de B N à OB. 
L a queftion fe réduit donc à un Problême de la géomé-
trie commune qui fe peut toujours réfoudre géométri-
quement lorfque la raifon donnée eft de nombre à nom-
bre ; mais avec le fecours des lignes dont l'équation eft plus 
ou moins élevée, félon que la raifon eft plus ou moins 
çompofée. 

Si l'on fuppofe que le rayon OB devienne infini, com-
me il arrive lorfque la bafe BGN devient une ligne droi-
te ; il s'enfuit que l'arc IG fera infiniment petit par rap-
port à l'arc GB. D'où l'on voit que la fécante MIG de-
vient alors la tangente MT , lorfque le point décrivant 
M tombe au dçhors du cercle mobile y ôc qu'il ne peut y 
avoir de point de plus grande largeur lorfqu'il tombe au 
dedans. 

Lorfque le point M tombe fur la circonférence en N , 
il ne faut que divifer la demi - circonférence BGN en 
raifon donnée de BN à OB au point G. Car le point G 
ainfi trouvé , fera celui où le cercle mobile BGN tou-
che la bafe, lorfque le point décrivant tombe fur le point 
cherché. 

L E M ME 



D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . 7 . Tan. I f y 

L E M M E I I . 

N tout triangle B A C , dont les angles A B C , A C B , Ftfî. 137, 
& C A D compliment à deux droits de l'angle obtus B A C , 
font infiniment petits ; je dis que ces angles ont mime rapport 
entr'eux que les cotés A C , A B , B C , aufquels ils font oppofei 

Car li l'on circonfcrit un cercle au tour du triangle B AC, 
les arcs AC ,AB , BAC, quimefurentles doubles de ces 
angles, feront infiniment petits, & ne différeront * point * Art.f. 
par conféquent de leurs cordes ou foutendantes. 

Si les côtés AC, AB, BC du triangle BAC, ne font pas 
infiniment petits, mais qu'ils ayent une grandeur finie : il 
s'enfuit que le cercle circonfcrit çtait être infiniment 
grand ; puifque les arcs AC ,AB, BAC, qui ont une gran-
deur finie, doivent être infiniment petits par rapport à çc 
cercle, étant les mefures d'angles infiniment petits, 

P R O P O S I T I O N I V " . 

Problême. 
l 7 7 - L E 

S mêmes chofes étant pofée s > il faut déterminer fur Fig. 
chaque perpendiculaire M G , le point C où elle touche la dé- 13 5. 
velopèe de la roulette. 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mg infini-
ment proche de MG, ôc qui la coupe par conféquent au 
point cherché C, on tirera la droite Gm~, ôc ayant.pris fur 
la circonférence du cercle mobile le petit arc Gg égal à 
l'arc Gg de l'immobile, on menera les droites M g, Ig, Kg , 
Og. Cela pofé, fi l'on regarde les petits arcs Gg, Gg comme 
de petites droites perpendiculaires fur les rayons Kg, Og, il 
eft clair que le petit arc Gg du cercle mobile tombant lin: 
l'arc Gg de l'immobile , lç point décrivant M tombera fur 
m, en forte que le triangle GMg fe confondra avec le 
triangle Gmg. D'où l'on voit que l'angle MGm eft égal à 
Y angle gGg=G Kg-*- GOg-, puifqu' ajoutant de part ôc d'au-
tre les mêmes angles KGg,OGg,l'on en compofe deux droits. 

O r nommant les données OG ,b)KG, a\ G M ou Gm,m ; 
V 
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* > M 7 < 5 . GI OU 7g , « ; l'on trouve, *OG .KG:: G Kg. GOg. Et 
OG (£) . OG-t- GZ ou OK(b-t-a) :: CKg . GKg-+- GOg 

* Ibid. ou MGm = ^ ^ GZg. 2°. * lg. Ml: :GMg. Mgl. Et Ig±Ml 

ou MG ( m ). lg ( n ) : : GMg ± Mgl ou GIg ou frGKg. GMg 

* 2&/W. o u Cmg — 737 30. * L'angle Z/C?» ou M G ? » — Gmg 

J^nTGKg). Gmg (FLGKg):: Gm (m) . GC 

s== XitmJf™bm Et par confe'quent le rayon cherché MC 
. , , / 1 / r Zamm -+- zbmm 

de la developee fera == z a m _ _ b n . 

Si l'on fuppofe que le rayon OG ( b ) du cercle immo-
bile devienne infini, fa circonférence deviendra une li-
gne droite ; & en effaçant les termes zamm, zam, parce-
qu'ils font nuls par rapport aux autres zbmm, zbm— bn, 

l'on aura MC= 
zmm 

z m • 

C O R O L L A I R E I . 

i 7 3 - D e ce que l'angle MGm — t±ÏGKg , & de ce 

que les arcs de différens cercles font entr'eux en raifon 
compofée des rayons & des angles qu'ils méfurent; il fuit 

que G g . Mm : : KG x G Kg. MG X ^ G Kg. Et par con-

féquent auffi que KG x Mm = mg X Gg ; ou ( ce qui 

eft la même chofe ) que KG x Mm. MG X Gg : :0K{ a+b ). 

OG [b). qui eft une raifon confiante. D'où l'on voit que là 

dimenfion de la portion A M de la demi-roulette AMD, 

dépend de la fomme des M G x G g dans l'arc G * ; & c'eft 

ce que M . Pafcal a démontré à l'égard des roulettes qui 

ont pour bafes des lignes droites. 
M . Varignon eft tombé dans cette même propriété par 

une voye très différente de celle-ci. 

C O R O L L A I R E I I . 

FIG, 137. 1 7 9 ' L Q R S Q U E le point décrivant M tombe hors de 
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la circonférence du cercle mobile , il arrive neceffairement 
l'un des trois cas fuivans. Car menant la tangente MT, 
le point touchant G tombera i°. Sur l'arc TB, comme 
l'on a fuppofe dans la figure en faifant le calcul ; ôc alors 

MC{ j r X l L - I ) ferp^ratoujours MG(m). 2°.Sur le 

point touchant T ; ôc l'on auia pour lors MC{ zaZZb!'Zbn Y 

— m, puifque 1G (») s'évanouit. 3 0 . Sur l'arc TN', ôc alors 
la valeur de (?/(») devenant négative de pofitive qu'elle 

étoit , l'on aura M C ^ ^ V X 1 = ^ forte que M C 

fera moindre que ( M ) , & toujours pofitif. D'où il eft 
évident que dans tous ces cas, la valeur du rayon M C de 
la dévelopée eft toujours pofitive. 

C O R O L L A I R E I I I . 

I 8 O ' L O R S Q U E le point décrivant M tombe au de-FIG. 13 
dans de la circonférence du cercle mobile , on a toujours 
, u n -4- zbmm o • 1 • i n r*. 

MC— zam^zbm—bn* & d P c u t arriver que bn furpaffe 

2am-*~ zbm, ôc qu'ainfi la valeur du rayon Me de la dé-
velopée foit négative : d'où l'on voit que lorfqu'elle celle 
d'être pofitive pour devenir négative , comme il arrive 
* lorfque le point M devient un point d'infléxion, il faut *Art.%i* 
néceflfairement alors que^w—2am-*-2.bm ; ôc partant que 

* ir^. / \ zamm —t— btnrn /-\ r i> t 

MI x MG ( mn — mm ) = f- . Or li 1 on nomme la 

donnée KM, c; l'on aura par la propriété du cercle Ml x 

MG ( ^mmfhmm MN{ aa—cc ) ce qui donne l'in-

connue MG (m) — \Jaab-3f f , D o n c fi l'on décrit du 

point donné M comme centre , ôc de l'intervalle MG 

= , un cercle ; il coupera le cercle mobile en 

un point G , où il touchera le cercle immobile qui lui fert 
de b a f e , lorfque le point décrivant ^/tomberafur le point 
d'infléxion F . 

V i j 
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Si l'on mette MR perpendiculaire fur BN; il eft clair que 

cette MG ( ; fera moindre que MR ffaa—cc), & 

quel le lui doit être égale lorfque b devient infinie , c'eft 
à dire lorfque la bafe de la roulette devient une ligne 
droite. 

Il eft à remarquer, qu'afin que le cercle décrit du rayon 
MG coupe le cercle mobi le , il faut que MG furpafle MN, 

c'eft à dire que furpaffe a — c ; ôt qu'ainfi KM 

( c ) furpafle D'où il eft manifefte qu'afin qu'il y ait 

un point d'infléxion dans la roulette AMD , il faut que 

KM foit moindre que KN, & plus grande que 

L E M M E I I I . 

tic. Ïj8. ï 8 I ^ o i e n t deux triangles ARb,CD&quiayent chacun 
un de leurs cotés B b , D d infiniment petit par rapport aux 
autres : je dis que le triangle A B b e(l au triangle C D d en 
7aijon compofée de l'angle B A b a l'angle D C d ,& du quarrc 
du coté A B ou A b au quarré du cbte C D ou Cd. 

Car fi l'on décrit [des centres A, C, ôc des intervalles 
? Art. 2. AB, CD, les arcs de cercles BE, DE; il eft clair * que les 

triangles ABb, CDd ne différeront point des féeteurs de 
cercles Abe, CD F. D o n c , & c . 

Si les côtés AB , CD font égaux , les triangles ABb ; 
CDd feront entr'eux comme leurs angles BAb, DCd. 

P R O P O S I T I O N V . 

Problême. 
FIG. IJY.I %2J-Jvsmêmcs chofes étant toujours pofées ; on demande 

la quadrature de l'efipace MGR A,renfermé par les perpendicu-
laires M G , B A à la roulette, par l'arc G B , & par la portion 
A M de la demi-roulette A M D , enfuppofant la quadrature 
du cercle. 

L'angle GMg( ~ G Kg) eft à l'angle MGm ( ~ GKg)l 
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comme * le petit triangle MGg qui a pour bafe l'arc Gg du *Jrt. 181; 

cercle mobile , au petit triangle ou fé&eur G Mm ; ôc par-

tant le féêleur G Mm = ™MGgx "-±7 = î l + l * MGg 

•4-lap jflbp- MGg en nommant MI ,p, ôc mettant pour m 

fa valeur p-*-n. O r * le petit triangle ou fééleur K G g * ^ r t t l S i 4 

eft au petit triangle MGg eh raifon compofée du quarré 
de KG au quarré de MG , ôc de l'angle G Kg à l'angle 

GMg ; c'eft à dire : : aa x G Kg . mmx jfi G Kg. ôc par-

tant le petit triangle MGg = ™ KGg. Mettant donc cet-

te valeur à la place du triangle MGg dans I''p MGg, 

l'on aura le fédeur G Mm = MGg -*- KG g. 

Mais à caufe du cercle, G M x Ml {pm) — BM X MN 
(cc—aa) qui eft une quantité confiante, ôc qui demeu-
re toujours la même en quelqu'endroit que fe trouve le 
point décrivant M', ôc par conféquent G Mm-*- MGg ou 
mGg, c'eft à dire le petit efpace de la roulette GMmg 

= "-—ffï MGg-*- KGg. Donc puifque GMmg 

eft la différence de l'efpace de la roulettteMGBA, ôc MGg 
celle de l'efpace circulaire MGB, renfermé par les droites 
MG,MB,ÔC par l'arc GB,&c que de plus le petit féêleur KGg 
eft la différence du féêleur KGBb il s'enfuit * que l'efpace de *jrt.$6. 

la roulette MG B A— M G B -4- KGB. 
b aab 

C e qu'il falloit trouver. 
Lorfque le point décrivant M tombe hors la cireonfé- FIG. 139. 

rence BGN du cercle mobi le , ôc que le point touchant G 
tombe fur l'arc NT-, il eft vifible* que les perpendiculaires 
MG, mg s'entrecoupent en un point C, ôc qu'on a pour 
lors m —p—n. D'où il fuit que le petit feéteur G Mm 

xb zap + zbp za — zb 
MGg-*-*-^MGg=--~MGg 

"mP + bmP KGg , en mettant comme auparavant pour le 

V i i j 
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petit triangle M G g fa valeur KGg ; & partant que G Mm 

—MGg ou mGg, c'eft à dire MCm—GCg— — M Gg 

• b x tC -

aab 
! KGg, en mettant pourpm fa valeur cc — aa. 

O r fuppofant que TH foit la pofition de la tangente TM 
du cercle mobile , lorfque fon point T touche la bafe au 
point T 5 il eft clair que MCm—GCg—MGTH—mgT H, 
c'eft à dire la différence del'efpaee MGTH, ôc que MGg eft 

* Art. 96. celle de MGT, de même que KGg celle de KGT. D o n c * 

l'efpace MGTH——• *JL=± MGT -t- KGT. 

Mais , comme l'on vient de prouver , l'elpace HTBA 

— M T B + ~ b Y a f b ~ a i X K T B - Et partant on aura tou-

jours Ôc dans tous les cas l'efpace MGBA(MGTH+HTBA) 

MTB — MGT ou MGB -+• fi^f 

-t- KTB ou KGB. 
FIG. 13Y D o n c l'efpace entier D N B A renfermé par les 

"deux perpendiculaires à la roulette DN , B A , par 
l'arc de cercle BGN, ôc par la demi-roulette AMD , eft 

«= ï+ïxcc — M x k 2 F G B ; puifque lefééteurKGB 
b ttab 1 1 

ôc l'efpace circulaire MGB deviennent chacun le demi-
cercle KNGB, lorfque le point touchant G tombe au 
point N. 

FIG. 136. Lorfque le point de'crivant M t o m b e au dedans du cercle 
mobile, il faut mettre aa — cckla place de cc—aa dans les 
formules précédentes;parcequ'alors BMx MN — aa — cc. 

Si l'on fait c—a3 l'on aura la quadrature des roulettes 
qui ont leur point décrivant fur la circonférence du cercle 
mobile 5 ôc fi l'on fuppofe b infinie, l'on aura la quadrature 
de celles qui ont pour bafes des lignes droites. 

A U T R E S O L U T I O N . 

FIG. 140. I 8 3 Ç ) N décrit du rayon OD l'arc DV, ôc des diamè-
tres AV, BN les demi-cercles AEV, BSN', ôc ayant décrit 







D E S I N F I N I M E N T P E T I T S . T. Part. 159 

à difcrétion du centre 0 l'arc E M renfermé entre le demi-
cercle AEV ôc la demi-roulette AMD, l'on mene l'appli-
quée EP. Il s'agit de trouver la quadrâture de l'efpace 
AE M cornons entre les arcs AE, EM, & la portion AM 
de la demi-roulette AMD. 

Pour c e l a , foit un autre arc em concentrique ôc infini-
ment proche de EM, une autre appliquée ep , une autre 
Oe qui rencontre l'arc ME prolongé ( s'il eft neceffaire ) au 
point F. Soient nommées les variables Oe, y VP, u ; l'arc 
AE, x ; ôc comme auparavant les confiantes OB, b\KB ou 
KN, a ; KV ou KA, c : l'on aura Fe = dy Pp=du, OP=a 

-*-b—c-*-u, TE = 2Cu — uu , l 'arc EM* = f j & p a r " *Art. 1 7 2 . 

tant le réêtangle fait de l'arc FM par la petite droite Fe, 

c'eft à dire * le petit efpace E M m e — a - f f d F 4 O r à caufe *Art. 2. 

du triangle réétangle OPE ; aazabbb — 2ac 
— 2bc-*-cc-*- zau-*- zbu , dont la différence donne zdz^ 
=.adu-\- bdu. Mettant donc cette valeur à la place de zfiz^ 

1 axx.dx.,. 1 • r aaxdti-4- abxdu. 
dans —y c —, 1 on aura le petit elpace EMme = ^ 

Maintenant fi l'on décrit la demi - roulette AHT par la 
révolution du demi-cerc le AEV fur la droite VT perpen-
diculaire à VA, ôc qu'on prolonge les appliquées PE , pe 
jufqu'à ce qu'elles la rencontrent aux points H, h : il 
eft clair* que EHxPp, c'eft à dire le petit efpace EHhe * Art.172. 

= xdu ; ÔC qu'ainfi EMme ( abxdu ). EHhe ( xdu ) ::aa 

-\-ab .bc. qui eft une raifon confiante. O r puifque cela 
arrive toujours en quelqu'endroit que fe trouve l'arc EM, 
il s'enfuit que la fomme de tous les petits efpaces EMme, 
c'eft à dire l'efpace AEM, eft à la fomme de tous les pe-
tits efpaces EHhe, c'eft à dire à l'efpace AEH : : aa -t- ab. 
bc. Mais l'on a * la quadrature de l'efpace ^Ff/dépendam- *Art. 99. 
ment de celle du cercle; ôc partant aufti celle de l'efpace 
cherché AEM. 

Cec i fe peut aufli démontrer fans aucun calcul, comme 
j'ai fait voir dans les Actes de Leypf ic au mois d'Aouft de 
l'année i é p y . 
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O n peut encore trouver la quadrature de l'efpace AEH 

làns avoir recours à l'art, pp. Car fi l'on acheve les réétan-
gles pq^ pq, l'on aura Qjq ou HR. Pp ou Rh : : ep. pa ou 

*J.rt. 18. H£K pudque * la tangente en H eft parallele à la corde 
ae ; ôc partant HQx Qjj=EP x Pp, c'eft à dire que les pe-
tits efpaces hqjjh, EPpe font toujours égaux entr'eux. 
D ' o ù il fuit que l'efpace AHJgjççnktmé, par les perpen-
diculaires AQj QH, ôc par la portion AH de la demi-
roulette AHT, eft égal à l'efpace ape renfermé par les 
perpendiculaires^//*} PE, ôc par l'arc AE. L 'efpace AEH 
fera donc égal au ré&angle Pj2 jnoins I e double de l'ef-
pace circulaire ape ; c'eft à dire au ré&angle fait de pe 
par ica plus ou moins le réôtangle fait de kp par l'arc 
ae, félon que le point p tombe audeflous ou au deffus 
du centre. Et par conféquent l'efpace cherché AEM 

ss'jl+j? pexka + kpxae. 
bc — 

C O R O L L A I R E I . 

1 8 4 - 1 i ORS Q u E le point p tombe en k , le réélan-
gle kp-x.ae s'évanouit, ôc le réôtangle pe x ka devient 
égal au quarré de ka : d'où l'on voit que l'efpace aem 

eft alors — aac~J~al,.c • & par conféquent il eft quarrable ab-

folument ôc indépendamment de la quadrature du cercle. 

C O R O L L A I R E I I . 

1 8 5 - S i l'on'"ajoute à l'efpace AEMle fééteur AKE; 
l'efpace AKE M renfermé par les rayons AK, KE, par l'arc 
em, ôc par la portion AM de la demi - roulette AMD, 
fe trouve (lorfque le point P tombe au dcflùs du centre K ) 

bcc -+- zaac -+- îabe zttatt—-zaba , _ aet-l-ab „ _ _, . 0 

W c ae^—^pe x ka j & 

partant fi l'on prend VF (u) ^ ( c e qui rend 

nulle la valeur de A E ) ? p o n a u r a 

l'efpace 
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l'efpace AKEM = PE x KA. D'où l'on voit que fa 

quadrature eft encore indépendante de celle du cercle. 
Il eft vifible qu'entre tous les efpaces AEM ôc AKEM ; 

>1 ne peut y avoir que les deux que l'on vient de marquer ; 
dont la quadrature l'oit abl'oluë. 

A V E R T I S S E M E N T . 

Tout ce que l'on vient de démontrer à l'égard des roulettes 
extérieures fe doit aujjîentendre des intérieures, c'ef à dire de 
celles dont le cercle mobile roule au dedans de l'immobile 5 en 
objervant que les rayons K B ( a ) , K V ( c ) deviennent néga-
tifs de pofitif s qu'ils ètoient. C'eft pourquoi il faudra changer 
dans les formules précédentes , les fîgnes des termes oà a & c 
fe rencontrent avec une dimenfion impaire. 

R E M A R Q U E , 

ï 86. J L y a certaines courbes qui paroiffent avoir un point 
d'infléxion, ôc qui cependant n'en ont point ; ce que je 
crois à propos d'expliquer par un exemple , car cela pour-
roit faire quelque difficulté. 

Soit la courbe géométrique NDN, dont la nature eftp l G < 

exprime'e par l'équation ç = aa- ( A? = x , PN= zf), 

dans laquelle il eft clair i°. Que x étant égale a a, PN 
( z,) s'évanouit. 2°. Que x furpaffant^, la valeur de eft 
pofitive ; ôc qu'au contraire lorfqu'il eft moindre , elle eft 
négative. 30. Que lorfque x — Vfaa , la valeur de PN 
eft infinie. D'où l'on voit que la courbe NDN pafle de 
part ôc d'autre de fon axe en le coupant en un point D tel 
que AD = a -, ôc qu'elle a pour afymptote la perpendicu-
laire BG menée parle point B tel que AB = V\aa. 

Si l'on décrit à préfent une autre courbe EDF, en forte 
qu'ayant mené à difcrétion la perpendiculaire MPN, le 
xéclangle fait de l'appliquée PM par la confiante AD, foit 

X 
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toujours égal à l'efpace correfpondant DP2P ; il eft vî-
fible qu'en nommant PM, y ; ôc prenant les différen-
ces , l'on aura AD x Rm ( ady ) = NPpn ou NP x Pp 

xxdx axdx ^. & ' r t a n t (dy).Pp ou (</*) 
— an 

: : P iV. /4Z>. D'où il fuit que la courbe EDF touche l'a-
fymptote BG prolongée de l'autre côté de B en un point 
JE, ôc l'axe AP au point D ; ôc qu'ainli elle doit avoir un 

point d'infléxion en D. Cependant on trouve* — ~ pour 

la valeur du rayon de fa dévelopée , laquelle eft toujours 
négative, U devient égale à — \ a lorfque le point M 

* Jrt. 81. tombe en D : d'où l'on doit conclure * que la courbe qui 
paffe par tous les points M eft toujours convexe vers 
l'axe AP, ôc qu'elle n'a pas de point d'infléxion en D. 
Comment donc accorder tout cela ? En voici le dénoue-
ment. 

Si l'on prend PM du même côté que PPT, on formera 
une autre courbe GDH qui fera toute pareille à ED F , ôc 
qui en doit faire partie ; puifque fa génération eft la mê-
me. Cela étant ainfi, l'on doit penfer que les parties qui 
compofent la courbe entière ne font pas EDF, CD//com-
me l'on serait imaginé, mais bien EDH, GDF qui fe tou-
chent au point D ; car tout s'accorde parfaitement dans 
cette derniere fuppofition. Ceci fe confirme encore par 
cet éxemple. 

FIG. 142. Soit la courbe DMG , qui ait pour équation y^—x^ 
-t- aaxx— b* {AP —x, PM—y). Il fuit de cette équa-
tion que la courbe entière a deux parties EDH, GDF op-
pofées l'une à l'autre comme l'hyperbole ordinaire, en forte 

que leur diftance DD ou 2AD = y/—2aa-b zVa^-h^b*. 

FIG 141 Si l'on fuppofe que b s'évanoùiffe, la diftance DD s'é-
' vanoùira aulfi ; ôc partant les deux parties EDH , GDF fe 

toucheront au point D : de forte qu'on pourroit penfer à 
préfent que cette courbe a un point d'infléxion ou de re-
brouffement en D , félon qu'on imaginerait que fes par-
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ties feroient EDF, GDH ou EDG, HDF. Mais l'on fe^de-
tromperait aifément, en cherchant le rayon de la déve-
lopée; car l'on trouverait qu'il ferait toujours pofmf, & 
qu'il deviendroit égal à dans le point D. 

O n peut remarquer en palfant, que la quadrature de 
l'efpace D PN dépend de celle de l'hyperbole : ou ( ce qui 
revient au même) de la reftification de la parabole ; & que 
la portion de courbe DMF fatisfait au Problème propofe 
par M . Bernoulli dans le T o m e fécond des Supplémens des 
A êtes de Leipf ic , page 291. 

X i j 
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S E C T I O N X . 

Nouvelle manière de fe fervir du calcul des différences 

dans les courbes géométriques , d'où l'on déduit 

la Méthode de Ms Defcarces & Hudde. 
D E' F I N I T I O N I . 

f f ; u n e % n e courbe ADB telle que les parallèles 
à fon diamètre AB la rencontrent en deux points 

M, 2V 5 ôc foit entendue la partie interceptée i / iV ou PO 
devenir infiniment petite. Elle fera nommée alors la Difk 
rence de la coupée AP, ou KM. 

C O R O L L A I R E I . 

l 8 7 - L O R S Q U E la partie MN ou P devient infini-
ment petite; il eft clair que les coupées AP,jto devien-
nent égales chacune à AE, ôc que les points M, N fe réu-
nifient en un point D : en forte que l'appliquée' ED eft la 
plus grande ou la moindre de toutes fes femblables PM 

C O R O L L A I R . E I I . 

18 8 T 
1 L eft clair qu'entre toutes les coupées AP il n'y a 

que A E qui ait une différence ; parce qu'il n'y a qu'en ce 
cas ou /^devienne infiniment petite. 

C O R O L L A I R E I I I . 

1 Î f 1 1 ° n n o m m e l e s indéterminées AP ou KM x 
PM ou AK y ; il eft évident que AK (y) demeurant la 
même il doit y avoir deux valeurs différentes d e x , fça-
voir KM , KN OU AP, AQ^ C'eft pourquoi fi faut que l'é-
quation qui exprime la nature de la courbe ADB foit dé-
livrée d incommenfurables, afin que la même inconnue x 
qui en marque les racines ( car on,regarde/ comme con-
nue ) pmffe avoir différentes valeurs. Ce qu'il faut obferver 
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P R O P O S I T I O N I. 

Problême. 
2 9 ° T J A nature de la courbe (géométrique A D B étant don-
née ; déterminer la plus grande ou la moindre de fes appliquées 
E D . 

Si l'on prend la différence de l'e'quation qui exprime la 
nature de la courbe, en traitant? comme confiante , ôc x 
comme variable; il eft clair* qu'on formera une nouvelle *Art.i88. 
équation qui aura pour une de fes racines x , une valeur 
AE, telle que l'appliquée ED fera la plus grande ou la 
moindre de toutes lès femblables. 

Soi t , par éxemple, x 3 - t - y i = a x y , dont la différence , 
en traitant A- comme variable, ôc y comme confiante , 

donne 3 xxdx — aydx ; ôc partant^ — Si l'on fubfti-
tue cette valeur à la place de y dans l'équation à la 
courbe xl-3r-yi*=axy ; l'on aura pour x une valeur AE 

telle que l'applique'e ED fera la plus grande de 

toutes fes femblables, de même qu'on l'a déjà trouvé art. 

48. 
I l eft e'vident que l'on détermine 'de même non feule-

ment les points D, lorfque les appliquées ED font per-
pendiculaires ou tangentes de la courbe ADB 5 mais aufïï 
lorfqu'elles font obliques fur la courbe, c'eft à dire lorf-
que les points D font des points de rebrouffement de la 
première ou fécondé forte. D'où l'on voit que cette nou-
velle manière de confidérer les différences dans les cour-
bes géométriques eft plus fimple ôc moins embarraffante 
en quelques rencontres, que la * premiere. *Seiî.3.. 

R E M A R Q U E . 

I 9 I . 0 N peut remarquer dans les courbes rebrouffan- FIG. 146. 
tes, que les PM parallèles à AK\ les rencontrent en deux 
points M, O, de même que les KM parallèles àAP, font 
en M, PP : de forte que AP {x) demeurant la même ,y a deux 

X i i j 
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différentes valeurs PM, PO. C'eft pourquoi l'on peut 
traiter x comme confiante , Ôc y comme variable , en 
prenant la différence de l'équation qui exprime la na-
ture de cette courbe. D 'où l'on voit que fi l'on traite 
x 6c y comme variables , en prenant cette différence, il 
faudra que tous les termes qui multiplient dx d'une part, 
& tous ceux qui multiplient dy d'une autre part , foient 
égaux à zéro. Mais il faut bien prendre garde que dx ôc 
dy marquent ici les différences de deux appliquées qui 
partent d'un même point, ôc non pas ( comme ci - devant 
Seêt. 3.) la différence de deux appliquées infiniment pro-
ches. 

C O R O L L A I R E . 

1 après avoir ordonné l'équation qui exprime la 
nature de la courbe dans laquelle il n'y a que l'inconnue 
x de variable, l'on en prend la différence ; il eft clair 
i°. Qu'on ne fait autre chofe que de multiplier chaque 
terme par l'expofant de la puiffance de x , ôc par la diffé-
rence dx, ôc le divifer enfuite par x. 20. Que cette divifion 
par x, aufli-bien que la multiplication par dx , peut être 
négligée, parce qu'elle eft la même dans tous les termes. 
30. Que les expofans des puiffances de x font une progref-
fion arithmétique, dont le premier terme eft l'expofant de 
fa plus grande puiffance, ôc le dernier eft zéro , car on 
fuppofe qu'on ait marqué par une étoile les termes qui peu-
vent manquer dans l'équation. 

Soit par éxemple x 3 * — ayx-\-y3—o. Si l'on multiplie 
chaque terme par ceux de la progreflion arithmétique 3 , 
2, I , O ; l'on formera l'équation nouvelle 3 A; 3 — ayx = 0, 

x3 *—ayx-+-y}—o. 
3 > 2, 1, 0. 

3x} *— ayx t = 0. 

D'où l'on tir ey de même que l'on auroit trouvé en 

prenant la différence à la manière accoutumée. 
Celafuppofé, je dis qu'au lieu de la progreflion arith-
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métique 3 , 2 , 1 , 0 , l'on peut fe fervir de telle autre progref-
fion arithmétique qu'on voudra : «2-4-3,^-4-2,1 ,w-4-o, ou 
m (l'on défigne par m un nombre quelconque entier ou rom-
pu , pofitifou négatif). Car multipliant x 3 * — a y x + y ^ o 
par x m , l'on aura xm-t-i*,ôcc.=<? , dont les termes doivent 
être multipliés par ceux de la progreffion w-4-3 ,«1-4-2 , 
m a r i , m. chacun par fon correfpondant pour en avoir la 
différence. 

xm-4-, * —ayx^1 -»-y\m—o. 

m-*-3, m-4-2 m-4-1, tn. 

œ + * —m -4- 1 ayxm~*~1 -+-my3 x m = 0. 

C e qui donnera m-4-3X1™"' — m— 1 ayx^1 -4-my3 xm—o i 

ôc en divifant par x m , il viendra 3x — m^-iayx-*-myi 

= « ? , comme l'on aurait trouvé d'abord en multipliant 
Amplement l'égalité propofée par la progreffion m -4- 3 , 
m-4-2, m-*-1, m. 

Si — 3 , 1 a progreffion fera 0, — 1 , — 2 , — 3 ; ôc 1 e-
quation fera zayx— 3 / = * . Sim——i, la progreffion 
fera 2 , 1 , o , — 1 ; & 1 équation ax3 — / == 0. 

O n peut changer de Agnes tous les termes de la progref-
fion , c'eft à dire qu'au lieu de 0 , — 1, — 2 , — 3 , ôc 2 , 1 , 0 , 
— x , l'on peut prendre 0, 1 , 2 , 3 , ô c — 2 , — 1 , 0, 1 î 
parce qu'on ne fait par là que changer de lignes tous les 
termes de la nouvelle équation qui doit être égalée à zéro. 
Et en effet,au lieu de layx—3y=o,ix3—y'=o, l'on aurait 
—24;x-4-3/ 3 — 0, — 2X3-4-/3 = 0 ; ce qui eft lamême chofe. 

O r il eft vifible que ce que l'on vient de démontrer à l'é-
gard de cet éxemple, s'appliquera de même manière à tous 
fes autres. D'où il fuit que fi après avoir ordonné une équa-
tion qui doit avoir deux racines égales entr'elles, l'on en 
multiplie les termes par ceux d'une progreffion arithméti-
que arbitraire, l'on formera une nouvelle équation qui ren-
fermera entre fes racines une des deux égales de la pre-
mière. Par la même raifon, fi cette nouvelle équation doit 
avoir encore deux racines égales, ôc qu'on la multiplie par 
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une progreflion arithmétique , l'on en formera une troifié-
me qui aura entre fes racines une des deux égalés de la fé-
condé; ôc ainfide fuite. D e forte que fi l'on multiplie une 
équation qui doit avoir trois racines égales, par le produit 
de deux progreflions arithmétiques, l'on en formera une 
nouvelle qui aura entre fes racines une des trois égales de la 
premiere ; ôc de même fi l'équation doit avoir quatre raci-
nes égales, il la faudra multiplier par le produit de trois pro-
greflions arithmétiques ; fi cinq,par le produit de quatre,ôcc. 

C'eft là précifément en quoi conlifte la Méthode de 
M. Iludde. 

P R O P O S I T I O N I I . 

Problême. 
FIG. 147. 1 9 3 - D ' U N point donné T fur le diamètre A B , ou du 

point donné H fur A H parallèle aux appliquées ; mener la 
tangente T H M . 

Ayant mené par le point touchant M l'appliquée MP, 
ôc nommé AT, s} AH, t * dont l'une ou l'autre eft don-
née; Sfc les inconnues AP ,x 5 PM, y : les triangles fem-
blables 7 A H , TPM donneront y = SD±BL} x = SL=A -, 

ôc mettant ces valeurs à la place de;/ ou de A dans l'équation 
donnée, qui exprime la nature de la courbe AMD, I o n en 
formera une nouvelle dans laquelle^ ou A ne fe rencontre-
ra plus. 

Si l 'onmeneàpréfentune ligne droite 7D qui coupe la 
droite A H en G, ôc la courbe AMD en deux points N, D, 
defquels l'on abbailfe les appliquées DB 5 il eft évi-
dent que t e x p r i m a n t e dans l'équation précédente, A;ou 
y aura deux valeurs AÇf, AB, ou NQ^, DB, lefquelles de-
viennent égales entr'elles, fçavoir à la cherchée AP ou 
PM lorfque t exprime AH, c'eft à dire lorfque la fécante 
TDJST devient la tangente T M. D'où il fuit que cette 
équation doit avoir deux racines égales. C'eft pourquoi 
pn la multipliera par une progreflion arithmétique ar-

bitraire j 
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bitraire;ce que l'on réïterera, s'il eft néceflaire, en mul-
tipliant de nouveau cette même équation par une autre pro-
greflion arithmétique quelconque, afin que par la compa-
raifon des équations qui en réfultent, l'on en puifle trouver 
une qui ne renferme que l'inconnue x ou y, avec la don-
née s ou t. L'éxemple qui fuit éclaircira fuffifamment cette 
Méthode. 

E X E M P L E . 

O I T ax—yy l'équation qui exprime la nature 
de la courbe AMD. Si l'on met à la place de x fa valeur 
'ITZB j l'on aura tyy, ôcc. qui doit avoir deux racines égales. 

tyy — asy -t- ast = o. 
I , o,— i . 

tyy * — ast = o. 
C'eft pourquoi multipliant par ordre ces termes par ceux 

de la progreflion arithmétique i , o, — i , l'on trouvera 
as —yy = ax ; ôc partant AP ( x ) = s. D'où l'on voit 
qu'en prenant AP = ATi ôc menant l'appliquée PM, la 
ligne T M fera tangente en M. Mais fi au lieu de AT (s), 
c'eft AH{ t ) qui eft donnée, l'on multipliera la même équa-
tion tyy , ôcc. par cette autre progreflion o, 1 , 2 , ôc l'on 
aura la cherchée PM{y ) = 21. 

O n auroit trouvé la même conftrutlion en mettant pour 

y fa valeur S~AL dans ax =yy. Car il vient ttxx, ôcc. dont 

les termes multipliés par x , 0, — 1 , donnent xx = ss 't 
ôc par conféquent AP {x)=s. 

C O R O L L A I R E . 

1 l'on veut à préfent que le point touchant M foit 
donné, ôc qu'il faille trouver le point T ou H, dans lequel 
la tangente MT rencontre le diamètre AB ou la paral-
lèle AH aux appliquées ; il n'y a qu'à regarder dans la der-
niere équation, qui exprime la valeur de l'inconnue x ou 
y par rapport à la donnée r o u t 3 cette derniere comme 
l'inconnue, ôc x ou y comme çonnuç. 

" Y 
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P R O P O S I T I O N I I I . 

Problême. 
FIG. 148. 1 9 6 . ^ A nature de la courbe géométrique A F D étant don-

née ; déterminer [onpoint d'infléxion F . 
Ayant mené le point cherché F l'appliquée F F avec la 

tangente F F , par le point A ( origine des x) la parallele 
AK aux appliquées , ôc nommé les inconnues LA , s ; 
AK, t -, AE, x ; EF, y : les triangles femblables LAK, LE F 

donneront encore/ — à & x = s y - ~ ; de forte que 

mettant ces valeurs à la place d e / ou x dans l'équation à 
la courbe, l'on en formera une nouvelle dans laquelle/ ou 
x ne fe rencontrera plus, de même que dans la propofition 
précédente. 

Si l'on mene à préfent une ligne droite TD qui coupe la 
droite AK en H, qui touche la. courbe AFD en M, ôc la 
coupe en D, d'où l'on abaiffe les appliquées MP, DB : il 
eft évident i°. Que s exprimant AT i &ct, AH ; l'équation 
que l'on vient de trouver, doit avoir deux racines égales, 

* Art.193. fçavoir* chacune à AP ou à F M félon qu'on a fait évanouir 
/ o u x , ôc une autre AB, ou BD. 20. Que s exprimant 
AL ; Ôc t, AK; le point touchant M fe réunit avec le point 

*Art 67 d'interfeêtion D dans le point cherché F : puifque * la 
' tangente F F doit toucher ôc couper la courbe dans le 

point d'infléxion F ; ôc qu'ainfi les valeurs AP, AB de x ou 
fM, BD de y deviennent égales entr'elles, fçavoir l'une 
ôc l'autre à la cherchée AE ou F F . D'où il fuit que cette 
équation doit avoir trois racines égales. C'eft pourquoi on 
la multipliera par le produit de deux progrelhons arithmé-
tiques arbitraires ; ce que l'on réïterera, s'il eft néeeffaire, 
en la multipliant de même par un autre produit de deux 
progreflions arithmétiques quelconques , afin que par la 
comparaifon des équations qui en réfultent, l'on puiffe faire 
évanouir les inconnues s ôc t. 
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E X E M P L E . 

197»S O 1 T ayy — xyy -+• aax l'équation qui exprime la na-
ture de la courbe AFD. Si l'on met à la place de x fa valeur 

, on formera l'équation sy3 -^styy —atyy, Ôcc. 

sy3 — s tyy -+- a asy — aast = 0. 
— at 

1, 0, — 1 , — 2. 
3 . 2 , 1 , o. 

$sy3 *—aasy * = 0. 
qui étant multipliée par 3 , 0 , — 1 , 0 , produit des deuxpro-
greffions arithmétiques 1 , 0 , — 1 , — 2 , ôc 3 , 2, 1 , 0 , 
donneyy = \aa \ ôc mettant cette valeur dans l'équation à 
la courbe, l'on trouve l'inconnue AE(x) =\a. C e qui 
revient à l'art. 58. 

A U T R E S O L U T I O N . 

1 ^ 0 N peut encore réfoudre ce Problême en remar- FIG. 149. 
quant que du même point L ou K on ne peut mener qu'une i ; o . 
feule tangente LF ou KF ; parce qu'elle touche en dehors 
la partie concave AF, ôc en dedans la convexe FD ; au lieu 
que de tout autre point T ou H, pris fur AL ou A K entre 
A ôc Z o u A&c K, l'on peut mener deux tangentes TM, 
TD ou HM, HD, l'une de la partie concave , ôc l'autre de 
la convexe : de forte qu'on peut confidérer le point d'inflé-
xion F comme la réunion des deux points touchans M ôc D. 
Si donc l'on fuppofe que AT {s) ou AH {t) foit donnée, Ôc 
qu'on cherche * la valeur de * ou y par rapport à s ou l'on * Art. 
aura une équation qui aura deux racines AP, AB, ou PM, 
BD qui deviennent égales chacune à la cherchée AE ou EF, 
lorfque s exprime AL Ôc t, AK. C'eft pourquoi l'on mul-
tipliera cette équation par une progreflion arithmétique ar-
bitraire, ôcc. 

Y i j 
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E X E M P L E . 

1 9 9 - S o I T comme ci-deflus, ayy= xyy + aax ; Ton aura 
encore <r/3—styy — atyy-*-aasy—aast — o , qui étant 
multipliée par la progrelfion arithmétique i , o, — i , — 
d o n n e r * — a a y — 2aat — o, dans laquelle j n e f e ren-
contre plus, & qui a deux racines inégales , fçavoir PM, 
BD, lorfque / exprime AH, ôc deux égales chacune à la 
cherchée EF lorfque t exprime AK. C'eft pourquoi multi-
pliant de nouveau cette dernière e'quation par la progref-
fion arithmétique 3 , 2 , 1 ,o, l'on aura 3 / / — a a — o,ôc 
partant FF {y ) = V^ââ. Ce qu'il falloit trouver. 

P R O P O S I T I O N I V . 

Problême. 
2 0 0 . ^ / J E N E R p o i n t Q Jj0rs u n e CoUY(je 

A M D une perpendiculaire C M k cette courbe. 
Ayant mené les perpendiculaires MP, Ciffur le diamè-

tre AB, ôc décrit du centre C de l'intervalle CM un cer-
cle; il eft clair qu'il touchera la courbe AMD au point M. 
Nommant enfuite les inconnues AP, x-, PM,y, CM,r \ ôc 
les connues AK, s\KC, t:l'on aura PK ou CE —s — x, 
ME =/•+•1 ; ôc à caufe du triangle réêtangle MEC,y— t 
-*-Vrr — ss-h 2sx— xx , x =s — Vrr — tt — ity yy~: 
de forte que mettant ces valeurs à la place de y ou x dans 
l'équation à la courbe , l'on en formera une nouvelle dans 
laquelle/ ou x ne fe rencontrera plus. 

Si 1' on décrit a prelent du même centre C un autre cer-
cle qui coupe la courbe en deux points JV, D , d'où l'on 
abaiffe les perpendiculaires NQ^ DB ; il eft évident que r 
exprimant le rayon CN ou CD dans l'équation précédente, 
x ou y aura deux valeurs ACf, AB ou NQ^ D B qui de-
viennent égales entr'elles, fçavoir à la cherchée AP ou 
P .M lorfque r exprime le rayon CM. D'où il fuit que cette 
équation doit avoir deux racines égales. C eft pourquoi on 
la multipliera, ôcc. 
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E X E M P L E . 

Î O I - S O I T a x = y y l'équation qui exprime la nature de 
la courbe AMD, dans laquelle mettant pour x fa valeur 

s—Vrr—tt—2ty—yy, l'on aura as—yy=aVrr—tt—2ty—yy: 
de forte qu'en quarrant chaque membre , ôc ordonnant en-
fuite l'équation, l'on trouvera/ 1 , ôcc. qui doit avoir deux 
racines égales lorfque / exprime la cherchée PM. 

y1 * — 2asyy -t- 2aaty -+- aass = 0. 
H- aa —aar 

-1- aatt 

; 4 , 3 . 2 , 1 , 0. 

4y**—4-asyy -+- 2aaty * = 0. 
•+- 2aa 

C'eft pourquoi on la multipliera par la progreflion arithmé-
tique 4 , 3 , 2 , 1 , 0, ce qui donnera 4y1 —4asy->r2aay 
h- 2aat—o , dont la réfolution fournira pour y la valeur 
cherchée MP. 

Si le point donné C tomboit fur le diamètre ABb l'on FIG. I P 
auroit alors t — o, ôc il faudrait effacer par conféquent 
tous les termes où t fe rencontre ; ce qui donnerait 

zaa = \yy=- 4^*, en mettant pour yy fa valeur ax. 
D'où l'on tirerait x = i — \ab c'eft à dire que fi l'on prend 
CP égale à la moitié du paramétre, ôc qu'ayant tiré l'appli-
quée PM perpendiculaire fur AB, l'on mene la droite CM, 
elle fera perpendiculaire fur la courbe AMD. 

C O R O L L A I R E . 

2 0 2 . j § 1 l'on veut à préfent que le point M foit donné, ôc FIG. i p 
que le point C foit celui qu'on cherche; il faudra dans la 
derniere équation qui exprime la valeur de AC(s) par rap-
port à AP ( x ) o u PM(y), regarder cesdermeres comme 
connues, ôc l'autre comme l'inconnue. 

Y ïij 
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D E ' F I N I T I O N I I . 

S i d ' un rayon quelconque de la dévelopée l'on de'crit un 
cercle, il fera nommé cercle baifant., 

L e point où ce cercle touche ou baife la courbe, eft ap-
pelle point baifant. 

P R O P O S I T I O N V . 

Problème. 

FIG. I 7 3 . 2 0 3 - J J A nature de la courbe A M D étant donnée avec un 
de fes points quelconques M ; trouver le centre G du cercle qui 
la baife en ce point M . 

Ayant mené les perpendiculaires MP, CK fur l 'axe, ôc 
nommé les lignes par les mêmes lettres que dans le Problê-
me précédent ; l'on arrivera à la même équation dans la-
quelle il faut obferver que la lettre x ou y , que l'on y re-
garde comme l'inconnue, marque ici une grandeur don-
née; ôc-qu'au contraire s, t, que l'on y regarde comme 
connues, font en effet ici les inconnues aufti bien que r. 

Cela pofé, il eft clair i° . Que le point cherché Cferà 
fitué fur la perpendiculaire MG à la courbe. 20. Que l'on 
pourra toujours de'crire un cercle qui touchera la courbe 
en M , ôc la coupçra au moins en deux points ( dont je 
fuppofe que le plus proche eft D , d'où l'on abaiffera la 
perpendiculaire DB ) ; puifque l'on peut toujours trouver 
un cercle qui coupe une ligne courbe quelconque, autre 
qu'un cerc le , au moins en quatre points, ôc que le point 
touchant M n'équivaut qu'à deux interfeélions. 30. Que 
plus fon centre G approche du point cherché C, plus 
aufti le point d'interfe&ion D approche du point tou-
chant M : de forte que le point G tombant fur le point 

*Art. 7 6 . c > fe point D fe réunit avec 1e point M ; puifque * 1e 
cercle décrit du rayon CM, doit toucher ôc couper la 
courbe au même point M. D'où l'on voit que s expri-
mant AP, &c t, FG, l'équation doit avoir deux racines 

*Jrt.200. égales, fçavoir* chacune à AP ou PM félon qu'on a fait 
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évanouir y ou x , & une autre AB ou BD qui devient aufli 
égale à AP ou PM lorfque i ôc t expriment les cherchées 
AK, KC ; ôc qu'ainfi cette équation doit avoir trois racines 

égales. 
E X E M P L E . 2°4'S O 1 T ax=yy l'équation qui exprime la nature de la *jrt 

courbe AMD, Ôc l'on trouvera * y*, ôcc. qui étant multi-
pliée par 8 , 3 , 0 , - 1 , 0 , produit des deux progrel-
fions arithmétiques 4 , 3 , 2 , 1 , 0, ôc 2 , 1 , 0 , •— 1 , 2 
donne 8 y — z a a t y . 

y* *— 2asyy -4- zaaty •+• aass = 0. 
-4- aa — aarr 

aatt 

4 , 3, 2 , 1 , 
2 , 1 , 0, — 1 , — 2. 

gff * * — 2 aaty * —o. 

D'où l'on tire la cherchée KC ou PE ( / ) = -y--

Si l'on veut avoir une équation qui exprime la nature de 
la courbe qui pafle par tous les points C , l'on multipliera 
encore y * , ôcc. par <7, 3 , 4 , 3 > produit des deux progref-
fions 4, 3,2,1,0, ôc 0 , 1 , 2 , 3 , 4 i & r ° n «ouvera Sasy—yaay 
= 6aat : d'où , en fuppofant pour abréger s — \a = u, 

l'on t i rera/ = & ; ôc partant 

x ^ — 2 yatt . D'où il fuit que la courbe qui pafle par tous 

les points C, eft une fécondé parabole cubique, dont le 

paramétre = f f , ôc dont le fommet eft éloigné de celui 

de la parabole propofée de \a ; parce que « a s s — \a. 
Lorfque la pofition des parties de la courbe, voilînes du 

point donné M, eft entièrement femblable de part Ôc 
d'autre de ce point , comme il arrive lorfque la courbure 
y eft la plus grande ou la moindre ; il s'enfuit que l'une 
des interférions du cercle touchant ne peut fe réunir 
avec le point touchant, que l'autre ne s'y réunifie en 
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même temps : de forte que 1 équation doit avoir alors qua-
tre racines égales. En effet, fi l'on multipl ie/ 1 , ôcc. par 
2 4 , 6 , 0 , 0 , 0 , produit des trois progreffions arithméti-
ques 4 , 3 , 2 , i , o , ôc 3 , 2 , 1 , 0 , — 1 , ôc 2 , 1 , 0 , — 1 , — 2J 
l'on aura 2 4 / * = 0: ce qui fait voir que le point M doit tom-
ber fur le fommet A de la parabole, afin que la pofition 
des parties voifines de la courbe foit femblable de part Ôc 
d'autre. 

A U T R E S O L U T I O N . 

FIG. 1 7 4 . 2 0 5 . Q n p e u t e n c o r e R^FOUCIRE c e Problème en fe 
fou venant que l'on a démontré dans l'article 7 6 qu'on 
ne peut mener du point cherché C qu'une feule perpen-
diculaire CM à la courbe AMD ; au lieu qu'il y a une 
infinité d'autres points G fur cette perpendiculaire MC, 
d'où l'on peut mener deux perpendiculaires MG , GD à 
la courbe. Si donc on fuppofe que le point G foit don-

* Art.zoo. né, Ôc que l'on cherche * la valeur de x ou y par rapport 
aux données s ôc il eft vifible que cette équation doit 
avoir deux racines inégales, fçavoiryf/*, AB ou PM, BD 
qui deviennent égales entr'elles lorfque le point G tombe 
fur le point cherché C. C'eft pourquoi l'on multipliera 
cette équation par une progreflion arithmétique quelcon-
que , ôcc. 

E X E M P L E . 

Art. 101. 2 o6.J5OIT eomme Greffas ax==yy j & p o n aura * yy\ &c, 

4/3 * — ^asy -+- 2aat = 0. 
-t- 20.0. 

2, 1 , 0 , — 1. 

gyi * * —iaat = 0. 

qui étant multipliée par la progreflion arithmétique 2 , 1 , 0 ; 

*A*TA 04. — 1 , donne comme * auparavant / = 

COROL-! 
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C O R O L L A I R E . 2°7'I L eft évident qu'on peut confidérer le point baifant pIG< Xy 
comme * la réunion d'un point touchant avec un point 
d'interféélion du même cercle; oubien comme * la réunion *Art.z03. 
de deux points touchans de deux cercles diftérens ôc con- *Art.z07. 
centriques : de même que le point d'infléxion peut être re-
gardé* comme la réunion d'un point touchant avec un point *Art. 19 5. 
d'interfé&ion de la même droite , ou * comme la réunion * Art.198. 
de deux points touchans de deux différentes droites qui 
partent d'un même point. 

P R O P O S I T I O N V I . 

Problême. 

2 Û 8 - T ROUVER une équation qui exprime la nature de FIG. 1 7 7 . 

la cauftique A F G K , formée dans le quart de cercle C A M N B , 
par les rayons réfléchis M H , N L , &c. dont les incidens P M , 
Q N , érc. font parallèles a CB. ? 

J e remarque, i°. Que fl l'on prolonge les rayons réflé-
chis MF, NG , qui touchent la cauftique en F, G, jufqu'à 
ce qu'ils rencontrent le rayon CB aux points H, L ; l'on aura 
MH égale à CH, ôc NL égale à CL. Car l'angle CMH 
—CMP — MCH; ôc de même l'angle CNL—CNQ_ 

20. Que d'un point donné P fur la cauftique AFK, l'on 
ne peut mener qu'une feule droite MH qui foit égale à CH ; 
au lieu que d'un point donné D entre le quart de cercle 
AMB Sx la cauftique AFK, l'on peut mener deux lignes 
MH, NL telles que MH — CHôc NL—CL. Car on ne 
peut mener du point / qu'une feule tangente M H', au lieu 
que du point D , on en peut mener deux MH, NL. Ceci 
bien entendu, 

Soit propofé de mener d'un point donné D la droite MH, 
en forte qu'elle foit égale à la partie CH, qu'elle détermine 
furie rayon CB. 

Ayant mené MP, DO parallèles à CB, ôc MS parallele 
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à C^foient nommées lesdonnées CO ou RS, u,Ol>, xj, AC 
ou CB ,a ; ôc les inconnues CP ou MS, x b PM ou CS,/; C/? 
ou MH, r. L e triangle réûangle A/SH donnera rr=rr—2ry 

+yy + xx: d'où l'on tire C H ( r ) = ^ . De plus les 

triangles femblables MRD, /ï/SHdonneront MR ( x — » ). 

MS(x,::RD{ x.—y ). 5 / F = Ôc partant CS-H .S/F 

ou CH= ~ 77 e t î m e t t a n t P o u r 

fa valeur D'où l'on forme ( en multipliant en croix) 
l'équation aax — aau = 2^x/ — 2uyy ; ôc mettant pour// 
fa valeur ^ — x x , il vient 2xxy=zaax-*-aau— 2»xx : 
quarrant enfuite chaque membre pour ôter les incommen-
ïurables , ôc mettant encore pour//fa v a l e u r s — x x , l'on 
aura enfin yuux*—yaaux3—^.aauuxx-h-ia'3 ux-i-a'3 uu=o. 

yxg. — 4 

Or il eft clair que u exprimant COb Ôc s , OD ; cette éga-
lité doit avoir deux racines inégales, fçavoir CP, CQj 
ôc qu'au contraire u exprimant CE -, ôc^, EF ; CQ^ devient 
égale à CP , de forte qu'elle a pour lors deux racines égales. 
C'eft pourquoi fi l'on multiplie fes termes par ceux des 
deux progreftions arithmétiques 4 , 3 , 2 , 1 , 0 , Ô C 0 , i ,2,3,4, 
l'on formera deux égalités nouvelles par le moyen defquel-
les on trouvera, après avoir fait évanouir l'inconnue x ; 
cette équation. 

5 4 s ; 6 — 4 8 a u x * i z a ^ x j i — a 6 = 0 , 
•+•1^2 uii —9 6 nanti—x^a'uu 

-t- 1 p2« 1 — 4 8 aavP 

qui exprime la relation de la coupée CE ( u) à l'applique'e 
EF ( g). C e qu'il falloit trouver. 

On peut déterminer le point touchant F en fe fervant 
de la méthode expliquée dans la huitième Séétion. Car 
fi l'on imagine un autre rayon incident pm infiniment 
proche de PM ; il eft clair que le réfléchi mh coupera 
MH au point cherché F , par lequel ayant tire' FE parai-
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lele à PM, l'on nommera CE, u,FF, y, CP, x ; PM, y ; 
_ - „ «> • 1 rr _ aitx-X-aau luxx 

CM, a : ôc 1 on trouvera comme ci-deffus — 
= Or il eft vifible que CM, CE, F/demeurent les mê-
mes pendant que CP ôc PM varient. C'eft pourquoi l'on 
prendra la différence de cette équation en traitan 
comme confiantes, ôc x c o m m e variables ; ce qui don-
nera 2 uyxxdx-*-aauydx—aaxxdy — aauxdy-{-2uxi dy—o, 

dans laquelle mettant pour dx fa valeur — q u e l'on 

trouve en prenant la différence àeyy —aa — x x ) , ôc en-
fuite pour yy fa valeur aa — x x , il vient enfin CE (») 

Si l'on fuppofe que la courbe A MB ne foit plus un quart 
de cercle, mais une autre courbe quelconque qui ait pour 
rayon de fa dévelopée au point M la droite MC ; il eft 
clair* que fa pedte portion M » peut être regardée com- * Art. 76. 
me un arc de cercle décrit du centre C. D'où il fuit que 
fi l'on mene par ce centre la perpendiculaire CP fur le 

• X ^ 

rayon incident PM, ôc qu'ayant pris CE— — ( CP=x , 
CM—a) l'on tire FF parallele à PM ; elle ira couper le 
rayon réfléchi M H au point F , où il touche la cauftique 
AFK. 

Si l'on tire par tous les points M , m d'une ligne courbe 
quelconque AMB , des lignes droites MC, mC à un point 
fixe C de fon axe AC, ôc d'autres droites MH, rnh termi-
nées par la perpendiculaire CB à l 'axe, en forte que l'an-
gle CMH—MCH, ÔC Cmh — mCh ; Ôc qu'il faille trouver 
fur chaque M H le point F où elle touche la courbe AFK, 
formée par les interférions continuelles de ces droites 

la différence (en traitant u , ^ comme confiantes, ôc x,y 
comme variables) donne 2 x f d x — u x x y d x — x ^ d y o r u x dy 

abxxyydy+uxyydy — uy^dx—o ; ôc partant la cherchée 

X 

= 2^, dont 
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ce «• i» 

gne A MB étant donnée, l'on aura une valeur de dy en dx ; 
laquelle étant fubftituée dans l'expreiïion de CE, cette ex-
preflion fera délivrée des différences ôc entièrement con-
nue. 

P R O P O S I T I O N V I I . 

^ Problême. 

FIG. 2 0 9 * S O I T une digne droite indéfinie A O qui ait un 
commencement fixe au point A; foit entendue une infinité de 
paraboles B F D , C D G qui ayent pour axe commun la droite 
A O , & pour paramétres les droites A B , A C interceptées 
entre le point fixe A , & lettrs fommets B , C .On demande la 
nature de la ligne A F G qui touche toutes ces paraboles. 

Je remarque d'abord que deux quelconques de ces pa-
raboles BFD, CDG fe couperont en un point D litué entre 
la ligne AFG ôc l'axe AO ; que AC devenant égal à AB , 
le point d'interféétion D tombe for le point touchant F. 
C e c i bien entendu, 

Soit propofé de mener par le point donné D une pa-
rabole qui ait la propriété marquée. Si l'on mene l'ap-
pliquée Do, ôc qu'on nomme les données AO, u;OD, 
ôc i'inconnue AB, x ; la propriété de la parabole donne-
ra AB X BO (UX — x x ) = po 1 (J^); ôc ordonnant l'éga-
lité , l'on aura xx — ux •+• Z£j= o. Or il eft évident que 
u exprimant AO ; ôc z^l OD; cette égalité a deux racines 
inégales ,fçavoir AB, CA : ôc qu'au contraire u exprimant 
AE; EF J AC devient égale à AB , c'eft à dire qu'elle 
a pour lors deux racines égales. C'eft pourquoi on la 
multipliera par la progreflion arithmétique i , o, — i : ce 
qui donne x — xj, ôc fubftituant cette valeur à la place de 
x , il vient l'équation « = 2j^qui doit exprimer la nature 
de la ligne AFG. D'où l'on voit que AFG ell une ligne 
droite faifant avec AO l'angle FAO tel que AE eft double 
de F F . 
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Si l'on veut réfoudre cette queftion en général , de 
quelque degré que puiffent être les paraboles BFD , CDG ; 
on fe fervira de la Méthode expliquée dans la Séélion 
huitième, en cette forte. Nommant AE, u ; EF , zp, AB, x; 

l'on aura u — x'n x ri1 = zft n qui exprime en générai 
la nature de la parabole BF, dont la différence donne ( en 
traitant u ôc ^ comme confiantes , & x comme varia-
_ . m 1 , n 11 1 j — m 
bles( — mxu — x dxxx -+-nx dxxu — x = 0 ; 

m 1 , n — 1 . . 

& divifant par « — x d x x x , il vient —mx-+-nu 

— nx =0 : d'où l'on tire x = ~Tnu ; ôc partant u — x 

= — — Mettant donc ces valeurs à la place de « — x ; 
m —(— M 1 

ôc de x dans l'équation générale ; ôc faifant ( pour abréger ) 

— p ——=q, m-t-n = r , l'on aura 2^= \/pma"' 
M-\-N R ' „ , N T V V / 7 

D'où l'on voit que la ligne AFG eft toujours droite, ff 
compofées que puiffent être les paraboles, n'y ayant que 
la raifon de AE à FF qui change. 

On voit clairement par ce que Ion vient d'expliquer dans 
cette Section, de quelle manière l'on doit fe fervir de la Mé-
thode de Mrs Defcartes & Hudde pour refoudre ces fortes de 
que fions lorfque les Courbes font Géométriques. Mais l'on voit 
aujfi en même temps quelle n'eft pas comparable à celle de 
M. Lcibnits, que j'ai taché d expliquer a fond dans ce Traité', 
puifque cette derniere donne des réfoluttons générales, où l'au-
tre n'en fournit que de particulières, qu'elle s'étend aux lignes 
tranfcendantes, & qu'il ri eft point né cefsaire d'oter les incom-
mensurables : ce qui feroit très fouvent impraticable. 

F I N . 

A P A R I S , de l'Imprimerie de J. QWIW.AU, Imp. Jur.Lifc.del'Univ. 



PRIVILEGE DV ROY. 

LO U I S P A R LA G R Â C E DE D I E U , R O Y DE F R A N C E ET DE N A V A R R E : A n o s 

amez & féaux Confeillers les Gens tenans nos Cours de Parlement, Maitres 
des Requêtes ordinaires de notre Hôtel , Grand Confei l , î'revôt de Paris, Bail-
lifs, Sénéchaux , leurs Lieutenans Civils & autres nos Julticiers qu'il appartien-
dra , SALUT. Notre bien amé FRANÇOIS MONTALANT, Libraire à Paris, Nous 
ayant fait remontrer qu'il a voit acquis un Ouvrage int.tulé : Analjfe des Infiniment 
Petits , lequel il de'lireroit faire imprimer & donner au Public; mais comme il ne 
le peut faire fans s'engager à une rrès grande dépenfe, il Nous auroit en confé-
quencefait trèshumblement fupplier de luiaccordcrnos Lctcres de Privilege fur 
cenecefiaires; Acescaufes voulant favorablement traiter ledit Expofant, & re-
connoitre fon zele à Nous procurer un Ouvrage aufli utile pour le Public -, & vou-
lant le dédommager des grands frais qu'il eft obligé de faire pour l'imprcflion du-
dit Ouvrage, Nous lui avons permis Si permettons par ces Prefentes de faire im-
primer ledit Analyfe des Infiniment Petits en tels Volumes, forme, marge, ca-
radere, conjointement ou féparément, & autant de fois que ;bon lui femblera , 
& de le vendre, faire vendre & débiter partout notre Royaume pendant le temps 
dedouze anne'es confécutives, à compter dujour de la dattedefdites Prefentes. 
Faifons défenfes à toutes perfonnes, de quelque qualité & condition qu'elles 
foient, d'en introduired'impreflion étrangère dansaucun lieu de notre obéïflan-
ce -, & à cous Imprimeurs , Libraires & autres, d'imprimer, faire imprimer, 
vendre , faire vendre, débiter ni contrefaire ledit Analyfcdes Infiniment Petits en 
tout ni en partie, d'en faire aucuns Extraits fous quelque prétexte que ce foit d'aug-
mentation , corredion, changement de titres ou autrement , fans le confente-
ment par écrit dudit Expofantou de ceux qui auront droit de lui, à peine de con-
fifeation des Exemplaires contrefaits, de lix mille livres d'amende contre chacun 
des contrevenans, dont un tiers à N o u s , untiersàl'Hôtel-Dieu de Paris, & l'au-
tre tiers audit Expofant, & de tous dépens, dommages i& interefts; à la charge 
que ces Prefentes feront enregiftrées tuut au long fur le Regiftre de là "Commu-
nauté des Imprimeurs & Libraires de Paris; & ce'dans trois mois de la datte d'i-
celles ; que l'imprefiion dudit Livre fera faite dans notre Royaume & non 
ailleurs, en bon papier, & en beaux caraderes, conformément aux Reglemens 
de la Librairie ; & qu'avant que de l'expofer en vente il en fera mis deux Exem-
plaires dans notre Bibliothèque publique, un dans celle de notre Château du 
Louvre, & un darrs celle-de notredit très cher & féal Chevalier Chancellier de 
France le lieur Vsyf in , Commandeur de nos Ordres , le toutà peine de nullité 
des Prefentes: D u contenu defquelles vous mandons & enjoignonsde faire jouir 
l 'Expofant, ou fes ayans caufe pleinement & paisiblement, fans fouffrir qu'il 
leur foit fait aucun trouble ou empêchement. Voulons que la copie defdites Pre-
fentes qui fera imprimée tout au longau commencement ou à lafin dudit Livre 
foit tenue pour dùcment fignifiée, & qu'aux copies collationnées par l'un de nos 
amez & féaux Confeillers & Secretairesfoy foitajouce'e comme à l'original. Com-
mandons au premier notre Huifîîer ou Sergent de faire pour l'execution d'icelles 
tous Ades requis 8c neceflaires, fans demander autre permiflîon , & nonobftant 
clameur de Haro, Chartre Normande & autresLettres à ce contraires ; Car tel 
eft notre plailir. DONNE' à Verfailles le douzième jour du mois de Décembre, 
l'an de grâce mil fept cent quatorze, & de notre Regne le foixante-douziéme. Par 
le Roy en fon Confeil, F O U Q U E T . 

Regiflréfur le Regiftre u. 3. de la Communauté des Libraires $ Imprimeurs de Paris 
page 900. n. H34. conformément aux Reglemens, gf notamment à RArrefl du 1}. 
Aoufi 1703. Fait à Paris le 1$ Janvier 171$. ROBUSTEL, Syndic. 
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