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|’Axaryse quon explique dans

cet ‘Quvrage, fuppofe la com-
mune ; mais elle en eft fort diffe-
| S| rente.  L’Analyfc ordinaire ne
traite que des grandeurs finies : celles=ci. pe-
netre jufque dansl'infini meéme. Elle compare
les différences infiniment petites des gran-
deurs finies 5 elle découvre les rapports de ces
différences : & par la clle fait connoitre ceux
des grandeurs finics, qui comparées avee ces
infiniment petits {ont comme - autant d’inf1=
nis. On peut meme dire que cette Analyfe
s’étend: au-dela delinfini: car elle nefe borne
pas aux différences infiniment' petites 5 mais
clle découvre les rapports des différences de
ces différences ', ceux encore des différences
troifiémes , quatricmes, & ainfi de {uite, {ans
trouver jamais de terme qui la puitfearréeer.
ai
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De forte qu'elle n‘embraffe pas feulement
Yinfini s mais I'infini de I'infini, ou une infi-
nité d’infinis.

Une Analyfe de cette nature pouvoit feule
nous conduire jufqu’aux véritables principes
des lignes courbes. Car les courbes n’ctant
que des polygones d’une infinit¢ de cotés , &
ne différant entr’clles que par la différence
des angles que ces cotés infiniment petits font
entreux 5 il n'appartient qua I'Analyfe des
infimment petits de déterminer la pofition de
ces cotés pour avoir la courbure qu’ils for-
ment , c’eft-a-dire les tangentes de ces cour-
bes , leurs perpendiculaires , leurs points d'in-
ﬂcx1on ou de rebrouflfement, les rayons qui

s’y réfléchiffent , ceux qui sy rompent , &c.

Les polygoncs infcrits ou circon{crits aux
courbes, qui par la multiplication infinie de
leurs cOtés , fe confondent enfin avec elles,
ont ¢té pris de tout temps pour les courbes
meémes. Mais on en étoit demeuré 13 : ce n'eft
que depuis la découverte de I'Analyfe dont il
sagitici, que I'on a bien fenti’étendue & la
fécondité de cette idée.

Ce que nous avons des anciens fur ces
matiéres , principalement d’ Archimede , eft
aflurément digne d’admiration, Mais eutre
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qu’ils n’ont touché qu‘a fort peu de courbes,
quils n’'y ont méme touche que légérement s
ce ne {ont prefque par tout que propofitions
particulieres & fans ordre, qui ne font aper-
cevoir aucune méthode réguliere & fuivie.
Ce n'eft pas cependant qu'on leur en puifle
faire un reproche légitime:ils ont eu befoin « s,

d’'une extréme force de génie * pour percer % lineis fpira-
= H H libus tradatum

a travers tant d’obfcurités , & pour entrer les cum bis rergue
2 N £ 2 legi afs
premiers dans des pais entiérement inconnus. 27 1

que animivires

sils n'ont pas ¢t loin, s’ils ont marché par F?Lﬂ_}ég]ﬁn,ur
= - s = . . o o~ JHULIT{ImAY N
de longs circuits; du moins, quot qu’en dife demonstrario-

+ Vierte, ils ne fe font point ¢garés: & plus i f:ng;’;;
les chemins qu'iis ont tenus étolent difficiles bus arriciuns

- 3 H > dfequerer 5
& épineux, plus ils font admirablesde ne s’y mins wrn

étre pas perdus. En un mot il ne paroit pas e fare-
3 = = vor , a4y earum

que les Anciens en ayent pu faire davantage contemplarione

r . ia certus ve-
pour leur temps:ils ont fait ce que nosbons cef, gt fivs

efprits auroient fait en leur place 5 & stls pulus animo

> : : 5 [feiniper  EBeve-
ctoient a la notre, il eft a croire qu’ils au- A

roient les mémes vues que nous. Tout cela “monfiratio-

o 3 ol - O nismenonpers
eft une fuite de I'égalite naturelle des clprits cepife toram ,
: . Bullial.
& de la fucceflion néceflaire des découvertes.  Jo progs
Ainfi 1l n'eft pas furprenant que les  An-lincis fpirali-

- ) 7 - . us.
ciens n’ayent pas ¢t¢ plus loin 5 mais on ne tsivers -
. 7 By chimedes , fal-
fcauroit affcs s'¢tonner que de grands hom- leciteroncill

mes, & fans doute d'avfli grands hommes fwives, ¢+
5 ”} Supl.Geom.
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que les Anciens, en foient {ilong-temps de-
meurés la ; & que par une admiration prefque;
{uperftiticufe pour leurs ouvrages , ils fe forent,
contentés de les lire & de les commenter , fans
{c permettre d’autre ufage de leurs lumiéres ,
que ce qu’ik en falloit pour les fuivre s fans ofer
commettre le crime de penfer quelquefoss
par cux-mémes, & de porter leur vue au dela
de ce que les Aunciens avoient découvert. De
cette maniére bien des gens travaillotent , 1ls
écrivolent , les Livres fe multipholent , &
cependant rien n‘avangoit : tous les travaux
de plufieurs fiecles n'ont abouti qu’a. remplir
Je monde de refpectucux commentaires & de
traductions répetées d originaux fouvent aflcs
méprifables.

Tel fut I'état des Mathématiques , & fur
tout de la Phulofophic , jufqua M. Defcarzes.
Ce grand homme pouflé par fon génie & par
la fupériorit¢ quil fe fentoit, quitta les An-
ciens pour ne fuivre que cette méme raifon

ue les Anciens avolent fuivi 3 & cette heu-
reufe hardiefle,, qui fut traitée de révolte , nous
valut une infinité de vuds nouvelles & utiles
fur la Phyfique & fur la Géometrie, Alors on
ouvrit les yeux , & I'on s’avifa de penfer.

Pour ne parler que des Mathématiques 5
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dontil eft feulement ict queftion,M. Defcartes
commenga ou les Anciens avoient fini, &
1l débuta par la folution d’'un Problemc ou
Pappus dit* qu ‘ils étotent tous demeurés. On
fcait jufquon il a portc TAnalyfe & la Géo-
metrie, & combien lalliage quil en a fait,
rend facile la folution d’une infinité de Pro-
blémes qui paroiffoient impenétrables avant
lui. Mais comme 1l sappliquoit principale-
ment a la réfolution des égalités, 1lne fit d’at-
tention aux courbes qu'autant quelles lu1 pou-
voient {ervir a en trouver les racines : de forte
que I'Analyfe ordinaire lui fuffifant pour cela,
1l ne savifa point d'en chercher dautre. 11
n’a pourtant pas laiffé¢ de s'en fervir heureufe-
ment dans la recherche des tangentes ;5 & la
meéthode qu’il découvrit pour cela, lui parut
fibelle, qu’il ne fit point de difficulté de dire,
* que ce Probleme étoit le plm utile €5 le plm
gemml non fmlemem‘ qu'il fcut , mais meme
gt ent Jjamais a’eﬁre de [ravvoir en Géometrie.

Comme la Géometrie de M. Defeartes avoit
mis la conftruétion des Problémes par la réfo-
lution des égalitésfort a la mode, & qulelle
avoit donnéde grandes ouvertures pour celas
la plupart des Géometres s’y appliquerent , ils
y firent aufli de nouvelles découvertes , qui

* Colledt,
Mathem,
Lib. 7.
initio,

* Geomet,
Liv. 2.




e I S i

B e

xe

* Lett. 71,
Tom. 3.

viij PREFACE
s'augmentent & {e perfectionnent encore tous
les jours.

Pour M. Pafcal, il tourna fes vués de tout
un autre coté - il éxamina les courbes en elles-
mémes, & fouslaforme de polygone 5 il re-
chercha les longueurs de quelques-unes , lef-
pace qu'elles renferment , le folide que ces
efpaces décrivent , les centres de gravite des
unes & des autres, &c. Et par la confidéra-
¢ion feule de leurs élémens, c'eft-a-dire des
infiniment petits, il découvrit des Méthodes
générales & d’autant plus furprenantes, quil
ne paroit y étre arrivé qu’a force de tete &
fans Analyfe.

Peu dc temps apres la publication de Ia
Méthode de M. Defcartes pour les tangentes,
M. de Fermat en trouva aufli une, que M.
Defcartes a enfin avoué * lui-méme étre plus
fimple en bien des rencontres que la fienne.
1l eft pourtant vrai quelle n'ctoit pas encore
auffi fimple que M. Barrovwv 'a rendue depuis
en confidérant de plus pres la nature des poly-
gones , qui préfente naturellement alefprit un
petit triangle fait d’une particule de courbe,
comprife entre deux appliquées infimment
proches, de la différence de ces deux appli-
quées, & de celles des coupces correfpondan-

tess
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res 5 & ce triangle cft femblable a celui qui
{c doit former de la tangente, de l'appliquee,
& de la foutangente : de forte que par unc
{imple Analogic cette derniere Mcthode épar-
gne tout le calcul que demande celle de M.
Defcartes , & que cette Méthode, elle-méme,
demandoit auparavant.

M. Barrovv * n'en demeura pasla, 1l inventa
auffi une efpece de caleul propre a cette M¢-
thodes mais 1l lui falloit, anfli-bien que dans
celle de M. Defearzes , oter les fraéuions, &
faire ¢vanouir tous les fignes radicaux pour
s’en {ervir.

Au défaut de ce calcul eft furvenu celur du
célebre * M. Letbnis ; & ce {cavant Géome-
tre a commencé ou M. Barrovw. & les autres

* Zedt. Geo-
met. p. 89,

* .Af}st
Erud. Lip’,
an. 1684.

avoient fini. Son calcul'amené dans des pais’? Bl

jufquict inconnus 5 & 1l y a fait des décou-
vertes qui font I'étonnement des plus habiles
Mathématiciens de 'Europe. M* Bernoulls
ont ¢té les premiers qui fe font apercus de la
beauté de ce calcul :1ls: I'ont: porté a un point
qu les a mis en ¢état de furmonter des diffi-
cultés qu'on n’auroit jamais of¢ tenter aupa-
ravant.

L’¢tenduc de ce calcul eft immente: 1l con-
vient aux courbes mécaniques , comme aux

b
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géometriques les fignes radicaux lui font in-

differens 5 & méme fouvent commodes 5 il

sétend a tant d'indéterminées qu’on voudras
| la comparaifon des infiniment petits de tous
i les genres lui eft également facile. Et de 1a
\ naiffent une infinit¢ de découvertes furpre-
l ' nantes par rapport aux tangentes tant cour-
| bes que droites, aux queftions De maximis
E €5’ minimis , aux points d’inflexion & de re-
brouffement des courbes, aux dévelopées, aux
| cauftiques par refléxion ou par réfracion, &ec.
" comme on le verra dans cet Ouvrage.

Je le divife en dix Se&ions. La premiere
contient les principes du calcul des différen-
ces. La feconde fait voir de quelle manicre
Yon s’en doit fervir pour trouver les tangen-
tes de toutes fortes de courbes, quelque nom-
bre d’'indéterminées qu’il y ait-dans]'¢équation
X *Defige- quii les exprime, quoique M. Craige * nait
i) vt pas crit quiil put s’étendre jufquaux courbes
?ff,d;:xz mécaniques ou tranfcendantes. La troificme,
A "™ comment il ferta réfoudre toutes les queftions
| De maximis €5 minimis. La quatricme , com-
d ment il donne les points d’infléxion & de re-
f brouffement des courbes. La cinqui¢éme en
! découvre L'ufage pour trouver les dévelopées
de M. Hugens , dans toutes {ortes de courbes.

e S
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La fixiéme & la feptiéme font voir comment
il donne les cauftiques , tant par réflexion que
par réfraction, dont Villuftre M. T [chirnhans
eft 'inventeur , & pour toutes fortes de cour-
bes encore. La huitiéme en fait voir encore
I'ufage pour trouver les points des lignes cour-
bes qui touchent unec infinit¢ de lignes don-
nées, de pofition , droites ou courbes. La neu-
viéme contient la folution de quelques Pro-
blémes qui dépendent des découvertes préce-
dentes. Et la dixiéme confifte dans une nou-
velle maniére de fe fervirdu calcul des diffé-
rences pour les courbes géometriques : d'ott
'on déduit la Méthode de M* Defecartes &
Hudde , laquelle ne convient qu'a ces fortes
de courbes. _

1l eft a remarquer que dans les Sections 2,
3,4,5,6,7,8,ilnyaquetres peu de pro-
pofitions s mais elles font toutes générales, &
comme autant de Méthodes dont il eft aifé
de faire I'application a tant de propofitions
particulieres qu’on voudra : je la fais feule-
ment {ur quelques ¢xemples choifis , perfuadé
qu'en fait de Mathématique il n’y aa profiter
que dans les Méthodes, & que les Livres qui
ne confiftent qu'en détail ouen propofitions
particulicres, ne font bons qu'a faire perdre

by
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du temps a ceux qui les font, & a ceux qu
les lifent. Aufli n'ai-je ajouté les Problemes
de la Seétion neuviéme, que parcequils paf-
fent pour curicux , & quiils font tres univer-
{els. Dans la dixiéme Section ce ne font en-
core que des Mcthodes que le calcul des dif-
férences donne a la maniere de M * Defcartes
& Hudde ; & fielle font {i limitées, on voit
par toutes les précedentes que ce n'eft pas un
défaut de ce calcul , mais de la Méthode Car-
téfienne a laquelle on Vaffujettit. Au contraire
rien ne prouve mieux l'ufage immenfe de ce
calcul, que toute cette varieté de Méthodes;
& pour peu d’attention quon y fafle, Ton
verra quil tire tout ce qu'on peut tirer de
celle de M* Defcartes & Hudde, & que la
preuve umverfelle quil donne de Vufage
qu'on y fait des progreflions arithmctiques,
ne laiffe plus rien a fouhaiter pour l'infailli-
bilité de cette derniere Méthode.

Javois deffein d’y ajouter encore une
Se@ion pour faire fentir aufli le merveilleux
ufage de ce calcul dans la Phyfique, jufqu’a
quel point de précifion il la peut porter, &
combien les Mécaniques en peuvent retirer
d’utilité. Mais une maladie m’en a empéche:
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Le Public n’y perdra pourtant rien, & il
'aura quelque jour m éme avec ufure.
Danstoutccla il n'y a encore que la pre-
miere partie du calcul de M. Leibrnis, laquelle
confifte a defcendre des grandeurs enticres a
leurs différence infiniment petites 8 a com-
parer entr'cux ces infiniment petits de quel-
que genre qu'ils foient : c’eft ce quion appelle
Calcul différentiel. Pour 'autre partic, quon
appelle Calcal intégral, & qui confifte a re-
monter de ces infiniment petits aux gran-
deurs on aux touts dont ils font les différen-
ces, ceft-a-dire a en trouver les fommes,
javois aufli deflein de le donner. Mais M.
Leibnis m’ayant écrit quil y travailloit dans
un Traité quil intitule De Scientia infiniti,
je n’ai eu garde de priver le Public d'un fi bel
Ouvrage qui doit renfermer tout ce quil y a
de plus curieux pour la Mcthode inverfe des
tangentes, pour les rectification des courbes,
pour la quadrature des cfpaces qu’elles ren-
ferment, pour celles des furfaces des corps
quelles décrivent , pour la dimenfion de ces
corps, pour la découverte des centres de gra-
vit¢, &c. Je nerendsmeme cect public, que
parce qu’il m'ensa pric par fes Letttes, & que
je le crois néceffaire pour préparer les cfprits
b 115
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a comprendre tout ce qu’on pourra découvrir
dans la fuite fur ces matiéres.

Au refte je reconnois devoir beaucoup aux
lumieres de M™ Bernonlli, fur touta celles du
jeunc prefentement Profefleur a Groningue.
Je me fuis fervi fans fagon de leurs découver-
tes & de cellesde M. Lesbnis. C'eft pourquoi
je confens qu'ils en revendiquent tout ce qu'il
leur plaira, me contentant de ce quils vou-
dront bien me laiffer.

C'eft encore une juftice di€ au {cavant M.

* Journal Nevvton , & que M. Lethnis lui a rendué * lui-

des Sgavans

A

du 30, 1o EME : Qu'il avoit auffi trouvé quelque chofe

1694,

de femblable au calcul différenticl , comme il
paroit par l'excellent Livre intitulé , Philofo-
p/Jz}e naturalis principia Mathematica , quil
nous donna en 1687, lequel eft prefque tout
de ce calcul. Mais la Caracerifique de M.
Leibnis rend le fien beaucoup plus facile &
plus expeditifs outre quelle eft d’'un fecours
merveilleux en bien des rencontres.

Comme l'on imprimoit la derniere feuille
de ce Traité, le Livre de M. Nienvventiit m’eft
tombé entre les mains. Son titre , Analyfis
infinitorum , m'a donné la curiofité de le par-
courir : mais jal trouvé qu’ilétoit fort diffe-
rent de celui-cl 5 car outre que cet Auteur
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ne fe fert point de la Caraeriftique de M.
Leibn s, 1l rejette abfolument les differences
fecondes, troifiémes, &c. Comme jai bati la
meilleure partie de cet Ouvrage fur ce fonde-
ment , je me croirois obligé de répondre a fes
objections , & de faire voir combien elles font
peu folides, fi M. Letbnis n’y avoit deja plei-
nement fatisfait dans les Actes* de Leypfick. -4
D ailleurs les deux demandes ou fuppofitions sss.p.
que jai faitesau commencement de ce Trai-’ ¢
t¢, & fur lefquelles feules il eft appuyc me
paroiffent fi ¢videntes , que je ne crois pas
quelles puiffent laiffer aucun doute dans
Vefprit des Leeurs attentifs. Je les aurois
méme pu démontrer facilementa la manicre
des Anciens, fi je ne me fufle propof¢ d’ctre
court fur les chofes quifont déja connues, &
de m’attacher principalement a celles qui font
nouvelles.

R ——
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DU CALCUL DES DIFFERENCES

SEcTioN PREMIERE

Oz lon donne les Regles de ce Caleul,

DreriniTioN L

il N appelle quantités wariables celles ciui
augmentent ou diminuent = continuelle-
ment ; & au contraire quantités conffantes
celles qui demeurent les memes pendant
que les autres changent. Ainfi dans une
= parabole les appliquées & les coupées font
des quantités variables, au lieu que le parametre eft ung
quantit¢ conftante. y
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2 ANALYSE
DeriniTioN II.

La portion infiniment petite dont une quantité variable
augmente ou diminue continuellement, en eft appellée la
Différence. Soit par exemple une ligne courbe quelconque
AMB, quiait pour axe ou diametre la hgpe AC , & pour
une de fes appliquées la droite Pa1; & foit une autre ap-
pliquée pm infiniment proche de la premiere. Cela pofé,
{i 'on mene MR parallele 3 4C; les cordes 4, Am
& qu'on décrive du centre 4, de I'intervalle 424 le petit
arc de cercle MS: Pp ferala difference de 4P, Rm celle
de PM, Smcelle de AM, & Mmcelle de I'arc 4M. De
méme le petit triangle 2#4m qui a pour bafe T'arc Mm;
fera la différence du fegment .A4.21; & le petit efpace MPpm,
celle de I'efpace compris par lesdroites 42, PM, & par
I'arc 4.

COROLLAIRE.

1. I L eft évident que la différence d'une quantité conftan-
te eft nulle ou zero: ou (ce quieft la méme chofe) que les
quantités conftantes nont point de différence.

AVERTISSEMENT.

On [e ferviradans la fuite de la note ou caralleriffique d
pour marquer la différence d’une quantité variable que I'on ex-
prime par une feule lettre s &~ pour éviterla confufion,, cette no-
ted naunra pointd autreufage dans la fuite de ce calcul. Silon
nomme par exemple lesvariables AP, x; PM,y; AM, z
Carc AM, u; lefpace mixiiligne APM , s ; & le fegmen:
AM, t:dxexprimera la valeur de Pp, dy cellede Rm, dz
celle de Sm , duccelle du petit.arc Mm , ds celle du petit efpace
MPpm, ¢~ dtcelle du petit triangle mixtiligne MAm.

I. DEMANDE OU SUPPOSITION.

[ ] 3 . . .

- O N demande qu'on puiffe prendre indifféremment
I'une pour l'autre deux quantités qui ne différent entr’elles
que d'une quantit¢infiniment petite : ou (ce'qui eftla méme
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DEs INFINIMENT PETITS. 7. Part. 3
chofe) qu'une quantité qui n’eft augmentée ou diminuée
ue d'une autre quantité infiniment moindre quelle, puiffe
étre confiderée comme demeurant la m¢me. On demande
par éxemple qu'on puiffe prendre 4p pour 427, pm pour
P, lefpace dpm pour I'elpace APM, le petit efpace
MPpm pour le petit rectangle MPpR , le petit fecteur
AMm pour le petit triangle 42§ , l'angle pAm pour
langle PAM, &c.

II. DEMANDE OU SUPPOSITION.

3 O N demande quune ligne courbe puiffe étre confis
dérée comme I'afflemblage d’une. infinité delignes droites,
chacune infiniment petite : ou ( ce qui eft la méme chofe)
comme un polygone d’un nombre infini de cétés, chacun
infinimentpetit, lefquels déterminent par les angles qu'ils
font entr’eux , la courbure de la ligne. On demande par
éxemple que la portion de courbe Mm & larc de cercle
MS puiffent étre confidérés comme des lignes droites a
caufe de leur infinie petitefle,, en forte que le petit triangle
mS M puifle tre cenfé rectiligne.

AVERTISSEMENT.

Onfuppofe ordinairement dans la fuite que les dernieres let-
tres de Lalphabet , z, y , X, ¢~c. marquent des quantités va-
riables ; @ au contraire que les premieres ab,c, e marquent
des quantités conflanses: de forte que x devenant x+dx;y,z,
¢re. deviennenty + dy , z+dz, @¢.* Eta,b, ¢, & de=% 1. 1.
meurent les mémesa, b, c, &c.

Prorosition L
Probléme.

4. P R END RE ladifférence de plufienrs quantités ajoisées
enfemble , ou fouffraites les unes des autres.

Soit @+ x -y — z dont il faut prendre la différence.

_ Silon fuppofe que » foit augmentée d'une portion infini-

ment petite 5 ceft a dire quelle devienne x-+ ixé_y de-

)) ’:

.,
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*Art.1, viendraalors y4dy; & 2, z+dz; pour la conftante 2 *, elle
demeurera la méme «: de forte que la quantité propo-
fée a+x+y—z deviendra a-4+x-+dx4y-+dy—2z
— d z ; & fadifférence, que I'on trouveraen la retranchant
de cette derniere, fera dx~+dy—dz. Il eneft ainfi des
autrcs ; ce qui donne cette regle.

Recre L
DPour les quantités ajoitées , ou fouffraites.

On prendra la différence de chaque terme de la quan-
tité propofée , & retenant les mémes fignes, on en coms
poferaune autre quantité qui fera la différence cherchée.

Prorosition Il
Probléme.

y- P RENDR E Je différence dun produit fait de plufienrs
quantités multipliées les unespar les autres.
1°. La différence de x y eft ydx -+~xdy. Car y devient
y+dy lorfque x devient x+dx 5 & partant xy de-
vient alors xys~ydx 4+xdy+dxdy, qui et le pro-
duit de ¥ «-d x pary -+dy, & fa différence fera ydx
X grt.2. b xdy-drdy, Ceft & dire*yd x +xdy: puifquedxdy
eft une quantité infiniment petite par rapport aux autres
termes ydx, & xdy; car fi Ion divife par éxemple ydx
&dxdy par d x, on trouve d’'une part y, & de lautre
dy qui en eft la différence, & par conféquent infiniment
moindre quelle. D'on il fuit que la différence du pro-
duit de deux quantités eft égale au produir de la diffé-
rence de la premiere de ces quantités par la feconde,
plus au produit de la différence de la feconde par la pre-
miere.
2°, La différencede xy z eft yzdx +xzdy+-xydz.
Car en confidérant le produit ¥ y comme une feule quanti-
té, il faudra, comme 'on vient de pyouver, prendre (lle pro-
duit de fa différencey dx + x d ypar la feconde z (ce qui
donney zd x +x zd y ) plus le produit de la différence d 3.
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de la feconde z par la premiere xy (ce qui donne x yd z) 5
& partant la différence de wyx fera yzdx =+ xzdy
X ydz
30, La différence de xyx# eft uyxdx ~ nx2d

o+ #xydz+xyzdu. Ce quife prouve comme dans I)é
cas peécédent en regardant le produit xy z comme une
feule quantité. Ilen eftainfi des autresa I'infini, d’oli I'on
forme cette régle; '

Recre IL
DPour les quantités mulsipliées: _

La différence du produit de plufieurs uantités multi-
pliées les unes par les autres, eft €gale a la lc'})mme des pro-
duits de la différence de chacune de ces quantités par le
produit des autres.

Ainfi la différence de 2z x eft xo+adx, Ceft A dire
@ d x. Celle de a=+xxb—y eft bdx —ydx — ady
~xdy.

Prorositrion IIL

Probléme.

6. P REND RE Uz différence dune fraftion quelcongue.
La différence de}eﬁ’ii?;ﬁ’. Car fuppofant ;- ==;
on aura x==y %, & comme ces deux quantités varia-
bles x & y %z doivent toujours étre égales entrelles , foit
welles augmentent ou diminuent , il s’enfuit que leur
giﬁrérence , c’eft A dire leurs accroiffemens ou diminutions
feront aufli égales entrelles ; & partant * on aura dx *rt.5.

___dx-—z._dj__jdx—x@
—__—_ydr\q-y\d_y,&d&—- SE= ey

pour z fa valeur ;— Ce quil falloit, &c. doiil'on forme.
cette regle.

eén mettant

Recgre IIL
DPour les quantités divifées , ou pour les fraltions.

La différence dune fraltion quelconque eft €gale au

A
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produit dela différence du numérateur par le ‘dénominas
teur ,‘moins le produit de-la différence du dénominateur
par le numérateur : le tout divif¢ par le quarré du déno-
minateur.

Ainf la différence de = fera = “f"’ , celle de s':";: fera

adx if
BAAZAX =55
ProrositioN 1V.

Probléme.

& P REN DR E le différence d'une puiffance quelconque par-
faite ou imparfaite d une quantité variable.

Ileft néceffaire afin de donner une régle générale qui
ferve pour les puffances parfaites & imparfaites, dexplis
quer I'analogie c}ui fe rencontre entre leurs expofans.

Sil’on propofe une Progreﬂion geométrique dont le pre-
mier terme foit I'unité, & le fecond une quantité quel-
conque x, & qu'on difpofe par ordre fous chaque terme
fon expofant, il eft clair que ces expofans formeront une
progreflion arithmétique.

Prog. geom. 1, x, xx, x*, x*, %0, %%, %7, &c.

Prog. arith. 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, &c.

Et fi I'on continue la progreflion geométrique au def-
fous de 'unité , & l'arithmétique au deflous de zero, les
termes de celle-ci ferone les expofans de ceux: aufquels
ils répondent dans l'autre. Ainfi — 1 eft Fexpofant de

I .
-, —2celuide =, &c.
T 1 1 H
Prog.geom.x, 1, -, s 5> 3. &c.
Prog. arith. 1, 0, —1, —2,—3,—4, &c.
Mais fi I'on introduit quelque nouveau terme dans la
progreflion geométrique , il faudra pour ‘avoir fon.expo-=

fant, en introduire un femblable dansl'arithmésique:
¥ 5
Ainfi Vx aura pour expofant & :\/x, §:vxt, i: 5.
1

\S/!.tc's i

o
.

— % 1y55 »— 2: &c. de forte que ces expref-
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1 2, o (1 £ ! 3
fionsVx& x7» {/x&xs, \/x"&xs, \ﬁ&x—z&cc.

ne fignifient que la méme chofe.’
Prog. geom. 1, Vi, £. 1, \/ Xay/ %%, %. 1y \J% s \[%%, /53, {/x%,x.
Prog.arith. o, £, 1.0, 3, 3, 1.0,%, $, C -
; YT o 3pn 3 a0y Ty 1 g
_Prog.geom.—x—; y—'\;’;;' T" \/_7}" 'xs"‘x‘x ;3—8 m.’x_‘*.
Prog. arith. —1, —$, —2. — 1, —3, =%, —2.=3,— 3, —4.
O l'on voit que de méme que Vx eft moyenne geome-
trique entre 1.& x, de méme aufli}eft moyenne: arith-
metique entre leurs expofans zero & 1: & de méme: que

3 . .
\/« eft la premiere des deux moyennes geométriquement

proportionnelles entre 1 & x, de méme aufli 5 eft la pre-
miere des deux moyennes arithmetiquement proportion-
nelles entre leurs expofans zero & 1: & il en eft ainfi des
autres. Or il fuit de la nature de ces deux progreflions.

1°. Que la fomme de$ expofans de (i)eux termes quel-
conques de la progreffion geométrique fera I'expofant du

43

terme qui en eft le produit. Ainfi ¥*™° ot x” eft le pro-

duit de x* par x*, & %3+ 73 ol x5 eft le produit de ;g%

par x';', & x sy oux Ty eft le produit de X Ip:

%7, &c. De méme BT on o et le produit de x3

par lui - méme, ceft A dire fon quarré, & x T oh

x6 eft le produitde x* par x* par x?, c’efta dire fon cube,
4 ;

3 \ o g J 4
&x ° ° Soux " eftla quatnéme puiffance

de x 3, &ileneft ainfi des autres puiffances. Dot il
eft évident quele double , le triple, &c.de I'expofant d'un
terme quelconque de la progreffion geométrique eft 'ex-
pofant du quarré , ducube, &¢. de ce terme ; & pactant
que la moitié, letiers, &c. de 'expofant d’un terme quel-
conque de la progreflion geométrique fera I'expofant de
la racine quarrée, cubique, &c. de ceterme. '

2°. Que la différence des expofans de deux termes quel-
conques de la progreflion geométrique fera I'expofant du

1
3 par

w
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quotient ~de la divifion de ces termes. Ainfi x 3—7%
= x % fera Pexpofant du quotient de la divifion de

1 1 1 ey i
xTparxy, & x 3T F=x 13 fera Pexpofant du quo-
. uME 1 1 1wl x
tient de ladivifion de ¥~ 7 par x7 ; oi I'on voit que ceft
% : A £ e . wllh A
la méme chofe de multiplier ¥ 7 par x™ ¥ que de divi-

fer x""}"par «%. Il en eft ainfi des autres. Ceci bien en-
tendu , il peutatriver deux différens cas.

Premier cas, lorfque la puiffance eft parfaite, c’efta dire
lorfque fon expofant eft un nombre entier. La différence
de xx eft 2xdx, de x3 eft 30xdx ,de x* eft 4x° dx, &c. Car
le quarré de x n’étant autre chofe que le produit de x pac

* An. ¢.x, {adifférence * fera xdx—+xdx, ceft ddire 2xdx. De mé-
me le cube de x n’érant autre chofe que le produit de x
par x par x, fadifférence * fera xxdx+xxdx-+xxdx, ceft
A dire 3.xxdx; & comme il en eft ainfi des autres puiffances
a l'infini, il s'enfuit que fi 'on fuppofe ﬂc‘lue m marque umn
nombre entier tel que I'on voudra, ladi ¢rence de xm fera
mx™ "dx.

Si I'expofant eft négatif, ontrouvera que la différence

—m 1 2§ e el —_—me—3
dex ou de ;= fera ————= =—mx d x.

Second cas, lorfque la puiffance eft imparfaite, ceft a
dire lorfque fon expofant eft un nombre rompu. Soit pro=

poféde prendre la différence de /T ou Xt (2 exprime un
f
om
nombre rompu quelconque) on fuppoferax"==2, & en
élevant chaque membre 2 la puiflance z on aurax™=g7,
& en prenant les différences comme 'on vient d’expliquer

dans le premier cas, on trouvera mx™ " Ydxe==nz" " "dz 5

m—1 med Mok
&d{= u =T ae xdx 4 ou-'-’-’ dX\n/xm o » en
"“n—l 7 It n v
m

mettant 4 Ia place de #zz —* fa valeur #xm—u. Si I'expo-
fant et négatif, on trouvera que la différence de =

» pra 5 Ce
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Ce qui donne cette regle générale.

RecrLe IV.
Pour les Puiffances parfaites ou imparfaites.

La différence d'une puiffance quelconque parfaite ou
imparfaite d’'une quantité variable, eft égale au produit de
Pexpofant de cette puiffance , par cette méme quantité €le-
vée 3 une puiffance moindre d’une unité, & multipli¢e- par
fa différence.

Ainfi fi'on fuppofe que 7 exprime tel nombre entier ou
rompu quel'onvoudra, foit pofitif, foit négatif, & x une
quantité variable quelconque, la différence de x™ feratou-
jours m x™—1dx,

ExEMPLTES

La différence du cube de # y—xx, ceft a dire de
3 2

ay—xx, et 3xay—xxxady—2xdx=3a’yydy
~—G6aaxxydy+3axtdy— G6aayyxdx+12ayx’ dx
— 6 x’dx. ;
La différence de \/}7:_7}, ou de Xy +yy 2 e

L 1 yds-xdy~A-2ydy,
IXXYtyy xydx+xdy--2y9dy,ou v,
Cellede V47 4+ 2xyy oude T axyy®, eft txa-axyy 5
=3 s . Celle de V 4% %%,

ittt , £ R N
oudeax+xx3, eftsxax+xx3Ixadx-+2xdx , ou
adx -4 a2xdy

1 g |
Iy aisx

ayydy-savvdy

x ayydx—+2axydy, ou

La difference de \/;;.}-xx_!;v,;q_kdx]] ou de

1
“"+x"+‘/—a*+_—4xyy :, eft< X4x+x"‘+‘/a*_+—_4x},j=

d 4
X4dx+2xdx+‘w adv-d~2xdx

2Vataxyy ® ou 17“"‘"-"““'1‘\/9‘1'-4- M‘;]’
i ayydx=t-24xydy
1\/_41+axyyx Y ax-te H—i—Vﬁ.-g-ax;.

B

T —
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3

* _trt.7.6. Ladifférence de fH-x_x fera felon cette regle * 8 celle

k;v..e—‘y’

adx 4= 2xdx

X Ve yy s i Slaxxx.
3\/»‘-&—:\1\: LAt 2V xytyp v

xy+yJy
REMARQUE.

des frattions

8I L eft 2 propos de bien remarquer que l'on a toujours
fuppofé en prenant les différences, qu'une des variables x
croiffant, les autresy, z, &c. croiffoient auflis c’eft a dire
que: les x devenant x+dx,lesy, z, &ec. devenoient
y+ dy .,z dz, &c. Ceft pourquol sil arrive que ciuelques-
unes diminuent pendant que les autres eroiffent , 1l en fau-
dra regarder les différences comme des quantités négati-
ves par rapport a celles des autres quon fuppofe croitre,
& changer par conféquent les fignes des termes ol les
diff¢rences de celles qui diminuent fe rencontrent. Ainfi
fil'onfuppofe que les x croiffant, lesy & les z diminuent
il ceft a dire que les x devenant x~dx, lesy & les zde-
i | viennent y —d y & z—d z.. & que T'on veuille prendre la
: : différence du produit x y %5 il faudra changer dansla diffé-
¥ Art.5. rence xydz—+xzdy-+y zdx trouvée * , les fignes des
termes ou dy & dz_fe rencontrent : ce qui donne y 4%
— x yd z—x xdy pour la différence cherchée.
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Secrtrion 1L

Ufage du calcul des differences pour tronver les Tangenies
: de toutes fortes de lignes conrbes,

DEFINITION.

S I l'on prolonge un des petits cotés m du poligone Fig. 2,
ui compofe * unc ligne courbe; ce petit coté ainfi . .

prolongé fera appellé la Zangenze de la courbe au point
M ou .
ProrosiTioN I.

Probléme.

9'S O 1T une ligne courbe A M telle que la relation dela FiG. 34

coupée AP 2 Pappliquée PV, [oit exprimée par une équa-
tion quelcongque, ¢ qu'il faille du point donné M fur cette
courbe mener la tangente M T.

Ayant mené I'appliquée M P, & fuppofé que la droite
MT qui rencontre le diametre au point 7', foit la tangente
cherchée ; on concevra une autre appliquée 72 p infini-
ment proche de la premiere , avecune petite droite A R pa~
rallele 3 4.2. Et en nommant lesdonn€es A P, x; P M, ),
(donc Pp ou M R=dx, & Rm=dy.)les triangles fem-

lables m RM & MPT donneront m R (dy). Rm(dx):: MP

(). 2T —..=7—d”7”. Or par le moyen de la différence de 1'¢-

quation donnde , on trouvera une valeur de d x en termes
ui feront tous affe@és par dy, laquelle étant multiplice
par y & divifée pardy, donnera une valeur de la foutan-
ente 2T en termes entiérement connus & déliveés des
différences, laquelle fervira 3 mener la tangente cherchée
MT,
REMARQUE

IO'LORSQUE:IC point 7 tombe du cbté oppofé au

point 4 origine des , il eft clair que » croiffant, y dimi-
: B jj

Fi1G. 4.
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nue, & qu'il faut changer par conféquent * dansla différen-
ce de I'équation donnée les fignes de. tous les termes ot dy
{o rencontre : autrement la valeur de dx en dy feroit néga-
tive ; ‘& partant” aufli celle de”? T (7-;: ). I1 eft mieux ce-
pendant, pout ne fe point embaraffer:, de prendre tou-
jours la différence de I'équation donnée par les regles que
Fon a prefcrites * fans y rien changer ; car silarrive a la fin
de Topération que la valeurde P 7" foit pofitive, il s'enfut-
vra quil faudra prendre le point 7" du méme co6té que le
point 4 origine des x', comme I'onafuppofé en faifant le
calcul:& au contrairefi elle eft négative,il le faudra prendre
du ¢6té oppofé. Cecis'éclaircira par les-éxemples fuivans.

Exempre L

1. 19 S 1 l'onveut que 2 x =y y exprime la relation de
A PP aM;lacourbé Aafferaune parabole qui aura pour

paraméere la droite donnée #, & I'on aura en prenant de
> . 1yd.
part & dautre les différences, 2d x =2ydy, & dx= 22

& PT ’;{) == 2 — 5 x en mettant pour y y fa valeur 2.
Drot il fuit que fil'on prend 27 doublede 4P, & quon
mene ladroite M 7, elle fera tangente au point 22. Ce qui
éroit propofé. '

2°. Soit I'équation # 2 == xy qui exprime la nature de

Phyperbole entre les afymptotes. On aura en prenant les
différences ¥dy +ydx =9, & partant P7T° (75—; ) =— x.

Plotrilfuitque fil'onprend P7'=7r A4 du c6té oppofé au

point 4, & qu’on mene la droite M7, elle fera latangente

‘en Af.

3°. Soit 'équation généraley™=x qui exprime la na-
rure de toutes les paraboles alinfini lorfque I'expofant 7
marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes
les hyperboles lorfqu’il marque un nombre négatif. On
aura en prenant les différences my™—1dy =dx, & partant

d
rT (yd—; =my™=mx en mettant pour y™ fa valeur x.
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Si m =2 I'équation feray*==axx qui exprime la
nature d’'une des paraboles cubiques , & la foutangente

PZT ==3x. Sim=—2, I'équation feraz’==xyy qui ex-
prime la nature de l'une des hyperboles cubiques, & la
foutangente P T =—2x. Il en eft ainfi des autres.

Pour mener dans les paraboles la tangente au point A4
origine des x, il faut chercher quelle doit étre la raifon
ded x ady en ce point ; car il eft vifible que cette raifon
étant connue, I'angle que la tangente fait avec l'axe ou
le diametre fera aufli déterminé. On a dans eet éxemple
dx.dy::my™—*. 1. D'odt 'onvoit quey érant zeroen A,
la raifon de dy ad x doit y étre infiniment grande lorfque
m furpaffe 1, & infiniment petite lorfquelle eft moindre:
ceft Adire que la tangente en 4 doit ére parallele aux
appliquées dans le premier cas, & fe confondre avec le
diametre dansle fecond.

Exempre IL

-

z'SOITuneligne courbe 4 M B telle que 4 P x P B
(xxa—-x).,l’M.‘(]])::AB (@)..AD (by. Donc % == ax

. 2aydy
— x x, & en prenant les différences , 2 — zdx—2xdx |

vdx 2499 2ax—2x %

d’ou I'on tire PT (Z e

en: met-

a—ax 2
sant pour 7 fa valeur ax —xx ; & PT— AP ou AT

ax
T .
-2 X

_-_-—3 2y x x 5
Suppofanta préfent que 42 x PB \*'xa—x \PM
(2'):: 4B(a).AD(b), onaura”i’;;z__:ﬁxa__xw:& en

favitdy

=
[

2

= 3xxdxnag— x—

prenant les différences

§x3 xa—az2

—
—_—

S R T 9= > . d x
2adx-+-2xdxxx’ , dou l'ontire 7‘—5- _

3XERA—— 2 ——24A=ZXKX)

— SFXE—E  op SETENR 47—,
Ip—3x—2x 3x¥ —— g% 33——3 %

B iij

Fic. .
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Et généralement fi on veut que m marque I'expofant
delapuiffance de 4 2, &z celui de la puiflance de 7B,
agmta
7
nérale pour toutes les ellipfes a I'infini, dont ladifférenceeft

St .| pek
Aty s Y =t g — & —BE— X dx XKD,

— . .
on aura —=xMxg—x qui eft une equation geé-

3 m+4n it
d’olt 'on tire ( en mettant pour 22— fa valeur x™ x 2"
i Fak — e— ———
P T (7_"_“.‘ ) — m—!—ﬂ‘tmxu———x“_ M- MX K A X
dy e —— %o V=Tm==r i
mx b LR e ma—sxi—-nx
P ey
OUPT:':—-—-—i_r?f',&AT_—_— el &
MR =1 —— th X ma — m— DX

Exempre IIL

I3']_-_41<:s mémes chofes érant pofées que dans I'éxem-
¥ 3 T2 by

ple précédent, excepté que 'on fuppofe ici que le point

B tombe de l'autre c6té du point .4 par rapport au point

Ay

5
la nature de toutes les hyperboles confiderées par rapport
a leurs diametres. D’ot1 I'on tirera comme ci- deflus 2T
il MAmEXAX % & AT Max ¢
Bt W= P X maA b=t =A=1 %
b b . . .
Maintenant {i 'on fuppofe que 42 foit infiniment gran-
de, latangente 7" A4 ne rencontrera la courbe qu’a une dif-
g
tance infinie, c’eft i dire quelle en deviendra I'afymptote
" .
CE; & l'onauraen ce cas AT ( ——momeee Voo :_n¢= A
MA et =X/
puifque 4 ¢tant infiniment moindre que x , le terme m 2
fera nul par rapport & m__nx. Parla mémeraifonen ce cas
I'équation a la courbe deviendra a4y +"=4x ™*». Ainfien
faifant pour abréger m~+n==7p, & enextrayant de part &

d’autre la racine p, on aura ]\‘74=x\"/ 4 ,dont ladifférence

cft dy\’/d ==dx\/b: de forte qu'en menant .4 E parallele aux

appliquées, & en concevant un petit triangle au point ol
Iafymptote CE rencontre lacourbe, on formera cette pro-

. ¥ ' P 2 e wr/ g
portionds.dy, ou \/.ft.\/_ 6::46‘.(;4).141:‘:-_ s _/_baP , Orles

. n . .
P, on aura I'équation = x™ x g-+x qui exprime
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valeurs de C4 & A E étant ainfi déterminées, on menera i
ladroite indéfinie CE qui feral’afymptote cherchée. X

Sim=1& n=1, la courbe fera 'hyperboleordinaire,
S onauradC=1a, & AE=1 Vab, c'efta dire 4 la moi- i
tié du diametre con )ugue , CE que Pon fait dailleurs étre i
conforme 2 la verité.

Exempre IV. F

l‘F;SOITl’équationy ' xP=axy (AP =x,P M=y, F1G.G. |
 eft une ligne droite donnée ) & que cette équation

exprime la nature de la coutbe 4 M ,fa différence fera

;'dx Ry ——any ; (i

39ydy — 3 x x dx=uaxdy +aydx. Donc

Jux—f=iy
]dr Sl 33 — a3 —aaxy n\;r
&AT\ o) = s T oy Ohmettant '
pour 3y° — 2.’ fa valeur 3axy. b
Maintenant fi on fuppofe que 4 P & P Mfoient cha- 1

cune infiniment grande, la tangente 724 deviendra l'afym- f
ptote CE, & les droites A7 , A § deviendront 4 C, AE I qut 'l
déterminent la poﬁtxon de I'afymptote. Or A4 7" que jap-

pelle ¢ = 3 3% Jors i

AX——at ' r.

que A T devient A4C, parce qualors 2 # eft nulle par rap-
o t N\

port & ax. Mettant donc cette valeur 2 la place de y

d'ou l'on tire y=

zrx_l..m b

dansy’—x’==4xy, onaura 278 x —3x*=3a’txx,d ol
Tontire (en effagant le terme 34°2xx , parce que x étant

infinie, ileftnul parrapport aux deuxautres 27t & a’x ')
A C(1)=1 a De méme 4 5{y—=)quejappelle

35y 135)

ux
s= —"__ dou l'on tire x = -~ , parceque

3y —ax 4y =45

7 ¢rant infinie par rapportas, leterme 4513:ra nul par rap- .
port au terme #y; 8 en mettant cette valeur dans I’équa- b
tion a la courbe, on trouvera 4 E(s) =2 2. D’ou il fuxt
que {i I'on prend les lignes AC, 4 E egales chacune 314, s
& qu'on mene Iz droite indéfinic CE, clie feral'afymptote i
de lacourbe 4 A.
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On fe réglera fur ces deux derniers exemples pout trou-
verles afymptotes des autres lignes courbes.

ProrosiTtion Il

Probléme.
IS'S 1 Lon fuppofe dans ia propofition précédente que les

coupées AP foient des pertions d'une ligne courbe dont Lon [ia-
che mener les tangentes T, ¢~ qu'il faille du point donnée M
fur la courbe A M. mener la tangente M'T.

Ayant mené lappliquée M P avec la tangente P77, 8 fup-
pofé que ladroite M T quila rencontre en 7, foit la tan-
gente cherchée ; on imaginera une autre appliquée mp
infiniment proche de la premiere , & une petite droite
M R parallele d P 7" : & en nommant les données 4 P, x;
P M,y ;onauracomme auparavant M P pou R =dx, R m
==dy,8& les triangles femblables mR 22 & MPT donneront

mR(dy) . RM(dx):: MP(y).P T=’—,—!: On achevera
enfuite le refte par le moyen de I'équation qui exprime la
relation des coupées A P (x) aux appliquées P M (y),

comme I'on a vit dans les éxemples qui précedent , 8ccom-
me I'on verra encore dans ceux qui fuivent.

ExeEmprLE. I

16. S 01T ",J‘Z—_—_f_y_”‘_f‘#, dont la différence eft

dy — yyd 4 i
regdy — e dxVaatyy . D9 . on auraen rédui-

xx . aVaatyy
fant cette égalité A une proportion dy . dx{MP.PT)
& Yee by 19 H— —t Et partant le rap-
a xXx XX aVaa—-Yyy.

port de la donnée 24P 4 la foutangente cherchée P77,
{era exprimé en termes entiérement connus & délivrés des
différences. Ce qui étoit propofe,

ExXEM-~
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ExemprLe IL

. - d
I7Sox'r x=15", dont la différence eft d x="7 :

onaura P7 (' }="5 =x.Sil'on fuppofe que la ligne
coutbe A4 P B foit un demi-cercle, & que les appliquées
MP, érant prolongées en @, foient perpendiculaires fur
le diametre 4B ; la courbe 4 M C fera une demi-roulette
ou cycloide % fimple lorfque 6==4x, allongée lorfqu’clle
eft plus grande , & accourcie lorfquelle eft moindre.

COROLLAIRE

i

18- Ia roulette érant fimple, I'on mene lacorde 427
je dis qu'elle fera parallelea la tangente M7". Car le trian-
gle M PT érant alors ifofcele, 'angle externe 7P Q fera
double de l'interne oppofé 7A7Q. Or l'angle 42,2 eft
égal al'angle 427, puifque 'un & lautre a pour mefure
lamoitié del'arc AP ; & partant il eft la moitié de I'angle
TPQ. Les angles7MQ, APQ feront donc égaux entr'~
1cu1x; & par conféquent leslignes M7, AP feront paral-
eles.

Prorosirion IIL
Probléme.

19 S O 1T une ligne courbe quelconque AP qui ait pour dia-
metre la droite KNAQ , ¢ dont on frache mener les tan.
gentes PKs foit deplus une antre conrbe AM zelle que menans
comme on voudra, Cappliqgnée MQ qui coupe la premiere
courbe an point P , larelationde Purc AP & lappliqguee MQ
[oitexprimée par une équation quelcongue. Il fant d'un poins
donne M mener la tangente MIN.

Ayant nommé les connues PX, 23 KQ , §3larc 4 P, x;
MQ, y;lon aura(en concevant une autre appliquée mg
infiniment proche de #Q, & entirant PO, MS paralleles
A AQ.) Pp==dx, mS ==dy ;& a caufe des triangles fem-
blables kPQ & Ppo, mSM & MQXN , Fonaura 1(’31( (2).

F16. 7.
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X0 (s)::Pp(dx) PO ou MS="2.Et m S (dy).

SM(‘,“;_') :MQ(}’) O N= I—:—‘Zf Or par le moyen de

1a différence de I'équation donnée, on trouvera une valeur

de dx en termes qui feront tous affetés par dy , & partant

b L S sydx
fi Fon fubftitue cette valeur dla place de dx dans=7-
les dy fe détruiront, & la valeur de la foutangente cher-
chéé O N fera exprimée en termes tous connus. Ce qu il

falloit trouver.
ProrosiTtioN 1V.
Probléme.

2O'S O LENT deux lignes courbes AQC, BCN gui ayent
pour diametre ladroite TEABF , ¢ dont Pon fache mener
lestangentes QE , NF ; foit de plus une autre ligne courbe
MC telle que la relationdes appliquées MP, QP NP, foit
exprimée par une équation quelcongue. Il fant d'un point
donné M fur cette derniere coxrbe lui mener la tangente MT.

Avyant imaginé auxpoints @ , M, N, les petits triangles
Q0g , MRm, NSn, & nomme les connues PE, s; PF, t;
PQ, x;PM,y; PN, x5 Vonaura Og=dx , Rm=dy, Su,
== —d g, *parce que x & y croiffant, z diminue. Eta caufe
des triangles femblables QPE & 40.9, NPF & nSN ,
MPT & mRM slon aura QP (x). P E(s)::40(dx).

OQouMRouSN="""Et NP (x). PF(t)::nS§

(—dz). SN= "':k ={‘;—i3 (d’olr l'on tire dz== _,;w

EtmR(dy). RM(Z):: MP(y).PT =2 .Oxfilon

met dans la différence de I’équation donnée, ala place de

sxdx
dz, fa valeur — —— , ontrouvera une valeur de dx en dy,

; d :
laquelle étant fubftituée dans ’—Ey—x » les'dy fe détruiront,

& la valeur de la foutangente P7” fcra exprimée en termes
tous connus.
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EXEMPLE.

:”'SOIT)/}/=x<, dont la différence eft 2ydy=zdx

L dos —— s2.d.
o+ xdz—= '——-t—&—x , enmettant pour dx fa valeur néga-
2 § ﬁd 0y 3 . d
tive — ==, d’ou l'on tire d x == 2L ; & partant PT.
e DR SRR R
)= =5 i—; » €0 mettant pour 7 fa va-
leur x 2.

Soit maintenant I'équation générale y™+"=x"27, dontla
dy == mzg" %™ dx 4~ nx"Z"dZ

I o Mo T

e LR S
difiérence eft s 4 ny

M e ¥ o T
W, [ AL e i ~4x, en mettant pour % fa va-

mta

-——-_\'Z,('x L o ’ . ;'ii'i' mer "t
1 b o Y S ¥
) d’ott 'on tire 27" ( T ) mrz_"+-\‘m Y

== 2L | en mettant pour y™+* fa valeur x™27.

On peut remarquer que files courbes A4QC, BCN de-
venoient des lignes droites, la courbe a4C feroit alors
une des Se&ions coniques- A linfini ; fcavoir une Ellipfe
lorfque l'appliquée €D, qui part du point de rencontre C,
tombe entre les extrémités 4, B ; une Hyperbole lorf~
quelle tombe de part ou d'autre ; & enfin une Parabole
lorfque I'une des extrémités 4 ou B eft infiniment Eloi-
gnée de lautre, c'eft a dire lorfquune des lignes droites
C.A ou CB eftparallele au diametre 4B.

Prorosition V.
Probleme.

2-2'S o 1T une ligne courbe APB qui ait un commencement
fixe e invariable au point A , @~ dont lon [¢ache mener les
tangentes PH s foit hors de cetre ligne un autre point fixeF,
& une autre ligne courbe CMD zelle qu ayant mené la droite
quelcongue EMP, larelationde [a partie FM a la portion
de courbe AP [foitexprimée par telle équation qu'on voudra,
On propofe de mener du point donné M la tangente MT.
Ayant mené fur F.2 laperpendiculaire F H uni rencon-
I

FiG. 9.
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tre la tangente donnée PH au point H, & la cherchée MT
au point 7', imaginé une droite FRmOp qui fafle avec
FP un angle infiniment petit, & décrit du centre F les
petits arcs du cercle PO, MR ;le petit triangle pOLP fera
femblable autriangle rectangle PFH; car les angles H PF,
HpF font * égaux , puifquiils ne différent entr'eux que de
angle PFp que l'on fuppofe infiniment perit, & de plus
Pangle pOP eft droit, puifque la tangente en O (qui n'eft
autre chofe que la continuation du petit arc 20 confidé-
ré comme une droite (eft perpendiculaire fur le rayon FO.
Par la méme raifonlestriangles mRAM , M FT feront fem-
blables. Or il eft clair que les petits triangles ou {éteurs
FPO & FMR font femblables. Si donc I'on nomme les
connues PH, t; HF, s; FM, y; FP,z; & l'arc 4P, x5 on
aura PH (). HF(s):: Pp (dx).Po="%, Et FP ().
FM(y):: PO (%), MR =122, EtmR (dy). RM (<=5)::
FM(y) FT= "7 4 :; Et on achevera lerefte par le moyen
de la différence de 'équation donnée.

EXEMPLE.

23 S 1 'on veut que ]7@ courbe AP B foit un cercle ciui
ait pour centre le point fixe F ; il eft clair que la tangen-
te P H devient parallele & égale 3 la foutangente FH, a

caufe que H 2P feraaufli perpendiculairea PF; & quainfi

yrdx __ yydx

El
Yonauraencecas FT = <4y = a4, » €0 nommant Ia

droite FP(Z), «; parcequelle devient conftante de va-
riable qu’elle ¢roit auparavant., Cela pofé¢, fi 'on nomme
Ia circonférence entiere, ou une de fes portions détermi-
néesé; & que lonfafled.x::2.y . lacourbe CM D, qui
eftence cas FMD , fera la Spirale &' 4rchimede , & I'on

f#x - . ad. Pr o 3
auray ==~ qui a pour fa différence dy =", ot Ton

. bydy
tire y dx == ——= == xdy en mettant pour y fa valeur

ix

b2

=Ll s &y . 4
& partant FZ' [~ ) = . Ce qui donne cette conftrution.
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Soit décrit ducentre F& du rayon FM, l'arc de cercle
MQ,, terminé en Q@ _par le rayon F4 qui jointles points
fixes A, F 5 foit pris FZ' égale a I'arc MQ: je dis que
la droite M7 feratangente en M. Car i caufe des fé&eurs
femblables FPA , FMMQ , Tonaura FP(z) .FM(y):: AP
(x). MQ= " —FT.
Sil'on faiten général 6. x:: 2™, y™, ( Pexpofant m dé-
figne un nombre entier ou rompu tel que l'on veut) la
courbe F M D fera une des fpirales 4 I'infini, & 'on aura

amdy

o

m,. J .
ym=-, qui a pour fa différence my™—'dy=

»

mlio™d

== mxdy, €n mettant pour y™

d’ott lontire ydx =

i
@

- oy yydxy - omxy :
fa valeur 4—; & partant F7’ ) =="=mx M9.

i

" Prorosition VL

Probléme.

24-S O T une ligne conrbe APB dont Lon frache mener les
zangentes PH., & an point fixe ¥ hors de”ceste ligne 5 foit
une autre ligne conrbe CMD zelle gue menant comme on voy-
dra, la droite FPM, Ja relation de FP a FM foit exprimée
par une équation quelconque. Il faut du point donné M me-
ner la tangente MT.

Ayantmené la droite FHT perpendiculaire fur FM , &
imaginé comme dans la propofition précédente les petits
riangles 2 0p, MR m femblables aux triangles HF P,

7 FM , on nommera les connues FH, s ; FP , x3;FM , 5 &

Vonaura PF (x). FH(s):: pO(dx).0P =" .Et FP (x).

FM (y):: 0P (). Raa==5% EtmR (dy).RM (L)

xxd

le moven de la différence de I'équation donnde.
y q

L1 FM(y) . FT = 2225 On achevera enfiiite le refte par

Cij

Fi1G. 11,
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EXEMPLE.

2§ 'SI I'on veut que la courbe 4P B foit une ligne
droite PH , & que 'équation qui exprime la relation de
FPAFM foit y—x=—=a, ceft A dire que P foit tou=
jours égale 4 laméme droite donnée I'on aura pour dif-

férence dy=d x ; & partant FT' (:ﬂ-;_-::-f )=, Ce qui
donne cette conftruction.
Soit menée ME parallele 3 PH , & MT parallelea PE;

je disqu'elle feratangente en A.
Car FP(x). FH (s)::FM(y).FE=Z.Et FP

E Y

TYN w1

(x).FE(Z):FM(y). FT=;.1 eft clair que la
courbe cM Deftla Conchoidede Nicomede, dont I'afym=
ptoteeft ladroite P H , & le pole eft le point fixe F.

Prorosirion VIL
Probléme.

il 26';\_, o 1T une lignecourbe ARM dont Lon (Gache mener les
tangentes MH. , & qui ait pour diametre la droite EPAHT ,
[foit hors de ce diametre anpeint fixe F, de parte une ligne
droite indéfinie FPSM qui coupe le diametre en P ¢ la courbe
en M. Si Lon congoit maintenant que la droite FPM, en
tournant autour du point ¥, faffe mowvoir le plan PAM  zon-
jours parallelement & foi-méme le long de la ligne droite ET
immobile €~ indéfinie , en forte que la diffance PA demeure
par tout la méme ; il eft clairque I interfeition continuelle M
des lignes FM, AM décrira dans ce monvement une ligne
courbe CMD. On propofe demener dun point donné M fur
cette conrbe la tangente M'T.

Ayant imaginé que leplan 24 M foit parvenu dans la
fituation infiniment prochepam , & tiré la ligne mRS pa-
rallele 3 AP ; il eft clair parla génération que Pp= Az
== Rm; & partant que RS == Sm— Pp. Or nommant les
connues FPouFp, x; FMouFm, y; PH, s MH, t; &
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fa différence Pp, dx; les triangles femblables F Pp &
FSm, MPH& MSR, MHT & MRm, donneront Fp

dx — xdx
(x).Fm(y):: Pp(dz). S m="2(donc SR ="=7"%),
= tydz —tx
Et PH(s). HM (1) ::8 R (22220 | Rag= 502,
Et MR(fﬁE-T_x_‘i‘f_‘).Rm(d{)::MH(I).HT:}ix.

Donc fil'on mene FE parallele 3 MH, & qu’on prennc
HI =PE;laligne MT feralatangente cherchée.

Si la ligne A1 étoit une ligne droite ; la courbe CAMD
feroit une Hyperbole qui auroit pour une de fes afympto-
tes laligne E7". Etfielle éroit un cercle qui eit fon cen-
tre au point 2; la courbe CMD feroit la Conchoide de
Nicomede , quiauroit pour afymptote la ligne E7, & pour
pole le point #. Mais fi elle éroit une parabole ; la cour-
be CMD feroit lacompagne de la Paraboloide de Defcar-
tes*, qui fe décriroit en méme tems au deflous de la

¥ Geom,

droite E7" par l'interfettionde F P avec l'autre moitié de Liv. 3.

la Parabole.
Prorositiox VIIL
Probléme.

27'Sol’r une ligne courbe AN qui ait pour diametre la ligne F1c. 13:

droite AP, avec un point fixe ¥ horsde ces lignes s foit une
antre ligne courbe CMD zelle que menant comme I'on vondra,
la droite FMPN , la relation de fes parties EN, FP, FM
[oit exprimée par une équation guelcongue. Il eff qucftion de
sirer du point donné M la tangente MT.

Soit menée par le point F laligne HK perpendiculaire
aFN, quirencontreen K le diametre 4P, & en Hla tan-
gente donnée NV H; foient décritsdu centre F & des inter-
valles FN., FP , FMdes petits atcs de cercle N0, PO,
M R terminés par la droite Fz que I'on congoit faire avec
FN un angle infiniment petit. Cela pofé.

Si I'on nommeles connues FX, s; FFH , ¢; FP, x; FM y;
FN , z; les triangles femblables PFK & pOP, FM R &
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FPOXFNQ ,HFN & N .9n, mRM & MFT donneront
| PF(x).FK(5)::p0(dx).0P=""EtFP(x). FM
(y):: PO(%).MR’Z“Et FP (x). FN (z):: PO

X

(%) NQ="2% Et HF(1).FN(3):: N Q (2%,

XX

on(—dzg)= ‘-5’-}“? Et mR (dy). R M(‘—lﬁv)::FM(y).

£

FT =122 Oy par le moyen de la diffiérence de I'équa-

-(.rd)’

tion donnée on trouvera une valeur de dy endx & dz,
dans laquelle mettant 2 la place de dz fa valeur négative

—xxdx . . ® ;
| 225, patceque x croiffant, z diminue; tous les termes

feront affe@tés par d x; de forte que cette valeur étant en-

3 'y d 3 3
fin fubftituée dans ’—f_i—‘ » les dx fe détruiront. Et partant

[

la valeurde F7 fera exprimée entermes connus & délivrés
des différences.

Si l'on fuppofoit que laligne droite 42 fiit une ligne
courbe , & quon mendt la tangente PK; on trouveroit
toujours pour F71la méme valeur, & le raifonnement de-
meureroit le méme,

ExeEMPLE.

Fie. 14. 28‘1SU PPOosoNs que la ligne courbe 4N foit un
cercle qui paffe par le point F (tellement fitué a Iégard
du diametre 4 P que la ligne F B perpendiculaire a ce
diametre paffe par le centre G de ce cercle), & que P
foit toujours égale A PV; il eft clair que la courbe ca/D ,
qui devient en ce cas FAM A, ferala Ciffoide de Diocles ,

& que I'on aura pour équation g-+y=2x , dont la dif-

stxxdxA-strdx
ey T e

férence eft dy = 2dx—dz= — en mettant pour
24.d . .
* Art. 27, dz fa valeur —: s xx trouvée ci-deflus *. Et partant FZ"
syydxy Styy
(xxdy T 2txX—-sz2°

Sile point donné A tomboit fur le point o, les lignes
FM ,EN , FP feroient égales chacune 3 F4, comme auffi
les
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les droites F K, F F ; & partant on auroit en ce cas F 7'
»4

=3==%x, ceft A dire que {il'on prend F 7" =+ AF,

Bid
& quon mene la ligne 4 77, clle fera tangente en A.

On peut encore trouver les tangentes de la Ciffoide
par le moyen de la premiere Propofition, en menant les
perpendiculaires &V E , M1 L fur le diametre F B, & cher-
chant I'équation qui exprime le rapport de la coupée F L
a l'appliquée Z M; ce qui fe fait ainfi. Ayant nommé les
connues FB, 2a; FLouB E, x3 L M, y; les triangles
femblables FEN,FZ M, &la proprieté du cercle don-
neront FZ (x). LM (y): : FE. b;N::EN(\/m,
E B (x).Doulontireyy= " ., dont la diffiérence eft

L3—=x
Laxxde—ax3dy

85 ﬁ:‘ __yyXaa—a*
2] d},—— AT, 2 0 Et pal‘tallt -Z 0 & \/d) AT jasz—xd
igx—uxx

x3
T ga—s » enmettanc poury y favaleur o—..
Prorositiox IX

Probléme.

29'So 1E NT deux lignes courbes ANB, CPD, &> une
ligne droite ¥ K'T', fur lefguelles foient margnés des poings
fixes A, C,F; foit de plus une antre ligne courbe EMG telle
qu’ayant mené par an de [es points quelcongues M la droite
F N{ N,c&» MP parallele aFK; La relation de Larc AN 3 ['are
C P foir exprimée par une équation quelconque. Il fant dun
point downé M fur la courbe EG mener la tangente M'T,

Ayant mené par lepoint cherché 7" la ligne 7 H paral-
lele 2 FA£,8& parle point donné iif les droites AR K, MO EX
paralleles aux tangentes en 2 & en IV, on tirera FmOn
infiniment proche de FMN & mRp parallele 3 azp.

Cela pofe, i 'on nomme les connues FM,; FN ,5; MK,
#3CP,x; AN,y;(donc Ppou MR=dx,N n=dy) les trian~
gles femblables FNu & FMO , MOm & MHT , MRm &

M KT donneront FN (¢) . FM(s):: Nu(dy), MO="2
D

* ./ﬁ‘i. 91

F1G. 15,
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Et MR (dx). MO() :: M K(n). M H—"22. Orpar

.4
tdx

le moyen de la différence de I'équation donnée I'on aura
une valeur de dy en termes qui feront tous affeCiés par dx,

4 2 7 s .(:' ; .
laquelle étant fubftituée dans ==, lesdx fe détruiront; &

partant la valeur de 27 H fera exprimée entermes entiére-
ment connus. Ce qui donne cette conftruction.

Soit mené 21 H parallele 4 latouchante en N& égale a
la valeur que P'on vient de trouver : foit tirée H T parallele
3 FM, quirencontreen 7 la droite FK , par ou & par le
point donné 7 foit menée latangente cherchée M T.

EXEMPLE

3 O'S 1l'on veut que la courbe A N B foit un quart de cer-
cle qui ait pour centre lepoint fixe F, quela courbe CPD
foit le rayon 4 ZF perpendiculaire furla droite FKGQTEB,
& que I'arc A N(y) foit toujours a la droite 4 P (x) com-
me le quart de cercle 4 N B (4) aurayon A4 F(«);lacour-
be EMG deviendra la quadratrice AMG de Dinoftrate , &

Ton aura MH (42) =89 —55%  Huifque FP ou MK

tdx adx
(#) =a—ux , & F N (#)=a. Mais'analogie fuppofée donne
ay=bx , & ady=bdx. Mettantdonc dans la valeur de M H

ala place de x & de dy leurs valeurs 3_,} & —ﬁ—‘ , on trouvera

bs— ; :
M H==—"', Ce qui donne cette conftrution.
, Soit menée .M H perpendiculaire fur FM, & égale 4
T'arc M Q décrit du centre F, & foit tirde HT parallele a

Fa; je disquela ligne 447" feratangenteen M. Cara caufe
des fécteurs femblables FN B, F M @, T'on aura F N (a).

FM(s):: NB(b—y). MQ="=22,

COROLLATIRE.

31 S 1'on veut déterminer le point G ot la quadratrice
A M G rencontre le rayon F B, on imaginera un autre
rayon F g4 infiniment proche de F G B ;-& en me-
nant gf parallele 3 F B, la propriété de la quadratrice
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& les triangles femblables FBb, ¢fF reftangles en B & en
f,donneronc 4B. AF::B4.F f:: FBou AF .gf ou FG.
Do I'on voit que fi I'on prend une troifiéme proportion-
nelle au quart de cercle 48 & aurayon 4 F, clle fera

aa

égaled FG, Cefta dire que F G=". Ce qui donne lieu
d’abréger la conftruétion des’ tangentes.

Car menant 7'E parallele a a7H, les triangles fembla-
bles FMK, FT Edonneront MK(a—x) . M F (5):: ET

bs—:s bss—yss bss
ouM H (Ty) =" = ’u_a_ en mettant pour

#i—ix

sy 5 o o e
x fa valeur -, & divifant enfuite le tout par b—y ; d’ou

il eft clair que laligne FT eft troifiéme proportionnelle a
FG &aFM.

ProrositioNn X.
Probléme.

32 S 01T une ligne courbe A M B telle qu’ayans mené d'un
de (e5 points quelcongues M aux foyers ¥, G , H , &rc. les droi-
tes MF , MG, MH,, ¢rc.lenr relation [oit exprimée par une
bquation quelcongue : ¢ [oit propofé de mener du point donné
M la perpendiculaire M P furla tangente en ce poins.
Ayant pris furla courbe 4 B l'arc Mm infiniment petit,
& mené lesdroites FRm, GmS , HnO ,on décrira des cen-
tres F,G, H les petits arcs de cercles MR , MS,MO;
enfuite du centre A & d’un intervalle quelconque on dé-
crira de méme le cercle CD E qui coupe les lignes 24 F,
MG , MHaux points C, D, E, d’ot lonabaiffera fur azP
les perpendiculaires CL, DK, EJ. Cette préparation étant
faite, je remarque
1° Que les triangles réctangles M Rm , MLCfont fem-
blables; car en étant des angles droits Lafm , R24C langle
commun ZMR , les reftes RMm , ZMC feront égaux, & de
plus ils font réctanglesen R & Z. On prouvera de méme
que les triangles réctangles MSm & MKD , M0m & MIE
font femblables. Partant,puifque I’hypothenufessm eft com-

-mune aux petits triangles MRm , MSm , MOm, & que les
Dij

F1c. 16,

Fie, 18.
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hypothenufes #4C, MD , ME destriangles M2C, axD,
MIE font égales entrelles ; il s’enfuit que les perpendicu-
lairesCZ, DK, EZ ont le méme rapport entrelles que les
différences Rm, Sm, Om.

4 Queles lignes, qui partent des foyers fitués dumé-
me cote de la perpendiculaire 4¢P, croiffent pendant que
les autres diminuent, ou au contraire. Comme dans la fi-
gure 18. F1 croit de fa différence Rz, pendant que les
autres GAL, .M diminuent des leurs Sm , Om.

Si l'on fuppofe a préfent, pour fixer fes idées, que I'é-
quation qui exprime la relation des droites FM (x), Gt
(y), HM (X), foitax +xy—z z==", dont la différence
eltads+ydx+xdy — 2 zdz=0; Il eft évident que la
tangente en A ( qui n'eftautre chofe que la continuation
du petit c6té A2m du poligone que 'on congoit * compo-
fer la courbe A4 A1 B) doit étre tellement placée quen me-
nant d'un de fes points quelconques 7 des paralleles mR,
mS , mO aux droites FM , GM , HM, terminéesen R , S,
O par des perpendiculaires MR , M4S, MO a ces mémes
droites, on ait toujours I'équation &y x Rm—+-x % S m—27_
xOm=o0:0u(ce quirevient au méme, en mettant 3 la
place de Rm, S m, O mleurs proportionnelles CZ , b K,
EI) que la perpendiculaire 22 i la courbe doit étre placée
en forte que Z-+yx CL+xx D K—2zxE I =0, Ce qui
donne cette conftruction.

Que I'on congoive que le point ¢ foit chargé du poids
2~y qui multiplie la différence d x de la droite FAs fur
laquelle il eft fitué, & de méme le point D du poids x,
& le point E pris de ‘l'autre c6té de a7 par rapport au
foyer H (parceque le terme — 2 zdz eft négarif) du poids
2z, Jedis que la droite 24 P qui paffe par le commun cen-
tre de pefanteur des poids fuppofezen C, D, E , fera la
perpendiculaire requife. Car il eft clair par les principes
de la Mécanique, que toute ligne droite, qui paffe par le
centre de pefanteur de plufieurs poids, les {épare en for-
te que les poids d'une part multipliés chacun par fa dif-
tance de cette droite, {ont précifément égaux aux poids
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de l'autre part multipliés aufli chacun par fa diftance de
cette méme droite. Donc pofant le cas que x croiffant,
y & zcroiffent aufli, c’eft a dire que les foyers 7, G, H
tombent du méme c6té de M 2, comme l'on fuppofe tou-
jours en prenant la différence de I'équation dounnée fclon
les regles prefcrites ; il senfuit que la ligne Af P laiflera
d’une part les poidsen C& D , & del'autre le poids en E,
& quiainfi l'on aura ¢ +yx C L 4+xxDK—2zx El =0,
qui étoit I'équation a conftruire.

Or je dis maintenant que puifque la conftruétion eft bon-
ne dans cecas, elle le fera auffi dans tous les autres ; car
fuppofant par éxempleque le point A1 change de fituation
dans la courbe en forte que x croiffant, y & z diminuent ,
ceft a dire que les foyers G, H paflent de lautre coté
de M P, il Senfuit 1°. * Quil faut changer dans la diffé-
rence de I'équation donnée les fignes des termes affediés
pardy, d z, oupar leurs proportionnelles D K, E 7; de
forte que I'équation a conftruire fera dans ce nouveau cas
a+yxCL—xxD K+ 22xEI=0.2° Queles poids
en D & Echangeront de coté par rapport 3 M P, &
qu'ainfi 'on aura par la proprieté du centre de pefanteur
a+yxCL—xxDK=23xEl=0, quieft I'équation 2
conftruire. Et comme cela arrive toujoursdans tous les cas
poflibles, il s’enfuit, &c.

Il eft évident que le méme raifonnement fubfiftera tou-
jours tel que foit lenombre des foyers, & telle que puifle
étre 'équation donnée; de forte que I'on peut énoncer
ainfila conftru&ion générale,

Soit prife la différence de 'équation donnée dont je
fuppofe que F'un desmembres foit zero, & foit décrit i
difcrétion du centre M un cercle € D E qui coupe les droi-
tes MF,MG,M H aux points C,D,E, dans lefquels foient
congus des poids qui ayent entreux le méme rapport
que les quantités qui multiplient les différences des li-
gnes fur lefquellesils font fitués. Je dis quela ligne A4 2 qui
pafle par leur commun centre de pefanteur, fera la per-
pendiculaire requife. Il eft & remarquer que fi Tun des

D i

Fic. 19.

Fre. 18,

* Art. 8.
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poids eft négatif dans la différence de I'équation donnée,
il le faut concevoir de l'autre c6té du point A4 par rap-
portau foyer.

Si l'on veut que les foyers F, G, H foient des lignes
droites ou courbes fur qui les droites MF, MG, MFH tom-
bent aangles droits, Cfa méme conftruétion aura toujours
lieu. Car menant du point 7 pris infiniment pres de A les
perpendiculaires mf,mg, mh fur les foyers, & du point A les
petites perpendiculaires MR, MS , MO fur ces lignes ; il
eft clair que Rm fera la différence de 2¢F, puifque les droi-
tes M F, Rf érant perpendiculaires entre les paralleles #f,
MR, elles feront égales, & de méme que S eft la diffé-
rence de MG, & Om celle de M H ; & on prouvera enfuite
tout le refte comme ci-deflus.

On peut encore concevoir que les foyers F, G, H foient
tous ou en partic des lignes courbes qui ayent des com-
mencemens fixes & invariables aux points F, G, F1 , & que
laligne courbe 4 2 B foit telle quayant mené par éxem-~
ple d'un de fes points quelconques M les tangentes MV,
M X & la droite M G la relation des lignes mixtilignes
FV M, H X M &de ladroite G 2 foit exprimee par une
équation quelconque. Car ayant mené du point 7 pris in-
finiment pres de a7 latangente m # , il eft clair welle ren-
contrera l'autre tangente au point 7 ( puifqu’elle n'eft que
la continuation du petitarc 7 # confidéré comme une pe-
tite droite ) , & partant que {i I'on décrit du centre 7 le
petitarc de cercle MR ; R mfera la différence de la ligne
mixtiligne F”M qui devient FZ#Rm. Et tout le refte fe
démontrera comme ci-devant.

M. Tfchirnhaus z donné la premiere idée de ce Probléme
dans fon Livre dela Medecine de U'efprit s M. Fatio en a trou-
’ 3 . 1 - 4 3 2. . . /4
wé enfuite une folution trés ingénienfe qu'il a faitinférer dans
les Journausx &' Hollande : mais la maniere dont ils Lont con-
cu , Weff qu'uncas particulier de la conftruction générale que
je wiens de donner.
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ExempPpLE L

33 S O1T axx-+by y+c 2 Z—f> ==0 (les droites 2,6 ,¢, f
font données ) dontla différence eftzx d x-+bydy-+czd 2
=y9. Cleft pourquoi concevanten.C le poidszx,en D le
poids by, & en E le poids ¢ £, ceft a dire des poids qui
foient entr'eux comme ces rectangles ; laligne M P qui
pafle parleur commun centre de pefanteur, fera perpen-
diculaire a lacourbe au point 44.

Mais fi'on mene FO parallele aC Z > & que Uon prenne
le rayon A4C pour l'unité, les triangles femblables #CZ,
M FO donneront FO = x x C L; & de méme menant G R
paralleled D KX, & H § paralleled E 7.’on trouvera que
GR=yxDK&HS=xxEI:de forte quen imagi-
nant aux foyers F,G,Hles poids« , 4, ¢; la ligne 1P, qui
paffe par le centre de pefantcur des poids 2 x, by, ¢ z fup-
pofezen C, D, E, paffera aufli par le centre de pefanteur
de ces nouveaux poids. Or ce centre eft un point fixe,
puifque les poids en F, G, H, fcavoira, &, ¢, font des
droites conftantes qui demeurent toujours les mémes en
quelque endroit que e trouve le point 24, D’on il fuit que
la courbe 4 21 B doit étre telle que toutes fes perpendi-
culaires fe coupent dans le méme point, c’eft adirequ'elle
fera un cercle quiaura pour centre ce point. Voici donc
une proprieté trés remarquable du cercle que l'on peut
énoncer ainfi.

S’il y a furun méme plan autant de poids«, &, ¢, &c.

ue l'on voudra, fituésen F, G,H, &c. & quel'on décrive
je leur commun centre de pefanteuruncercle 4 M B ; je
dis qu'ayant mené dunde fes points quelconques M , les
droites MF, MG , MH, &c. la fomme de leurs quarrés
multipliés chacun parle poids qui lui répond, fera toujours
égale 2 une méme quantité,

Exempre 1I1.

3"'}'S o1T la courbe 4 M B telle quayant mené d'un
de fes points quelconques M au foyer F qui eft un point

F1G. 22.

FiG. 23.
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fixe la droite MF, & au foyer G qui eft une ligne droite la
erpendiculaire 4G le rapport de MFa MG foit toujours

{)e méme quede la donnée 2 ila donnée 4.

Ayantnommé FM ,x3 MG , ysonaurax.y:: 2.6, &
partant 2y ==6x dont la différence eft wdy —bdx=o.
C’eft pourquoi concevant en C pris au dela de 47 par rap-
port a Flepoids ¢, & enD (4 pareille diftance de M) le
poids #, & menant par leur centre commun de pefanteur
la ligne MP; elle fera laperpendiculaire requife.

Il eft clair par le principe delabalance, quefil'ondivife
la corde ¢ D au point P en forte que CP.D P::a.b; le
point 2, {era le centre commun de pefanteur des poids fup-
pofés en C & D.

La courbe 4 M B eft une feétion conique, fcavoir une
Parabole lorfque =4, une Hyperbole lorfque « furpafle
b, & enfin une Ellipfe lorfqu’il eft moindre.

Exempre IIL

" . |

33 b 1 aprés avoir attaché les extrémités dun fil
FZV MGMXYH en F& en H, & avoir fiché une petite
pointe en G, on fait tendre également ce fil par le moyen
d’un ttile placéen 21 , enforte que les parties FZP~, HY X
foient roulées autour des courbes qui ont leur origine en
F& H, que la partie MG foit doug]le, ceft a dire quelle
foit repliceen G, & que les chofes demeurant en cet état
lon faffe mouvoir le ftile 27;il eft clair quil décrira une
courbe A M B. 1l eft queftion de mener d’un point donné
M fur cette courbe la perpendiculaire MP, la pofition du
fil qui fertd ladécrire étant donnée en ce point.

Je remarque que les partiesdroites M7, 24X du fil font
toujours tangentes en ¥ & X, & que filon nomme les li-
gnes mixtilignes FZV' M ,x s HY XM, % ;1a droite MG, y;
& une ligne droite prife égale A la longueur du fil , 23
J'on aura toujours xe2 y +z==4: d'ot je connois que la
courbe A M B eft comprife dans la conftru&tion générale,
C'eft pourquoi prenant la différence dx +2dy +dz=0,
& concevanten C le poids 1, en Dle poids 2, &en E le

Poids
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DEs INFINIMENT PETITS. 7. Parr. 3%
poids 1; jedis que la ligne AP , qui pafle par lecentre
commun de pefanteur de ces poids, fera la perpendiculaire
requife.

Prorosition XL

Probléme.

36'S O 1EN T deux lignes quelcongues APB, EQF don:
Lon ftachemener les tangentesP G, Q H; & foit une ligne
droite PQ fur laguelle foit marqué un point M.. Sil'on congoit
que les extrémités P, Q de ceste droite gliffent le long des li-
gnes AB, EF, il ef clair que le point M décrira dans ce
monvement une ligne courbe C D. 1l eft quefiion de mener d'un
point donné M fur cette conrbe la tangenze M T.

Ayant imaginé que la droite mobile 240 foit parvenue
dansla fituation infiniment proche pmg, on tirera les pe-
tites droites O , M R, QS perpendiculaires fur 2Q, ce
qui formera les petits angles ré€tangles pO.P, mRM,4SQ 3
& ayant pris PKégale 2 A£Q, on menera la droite HKG
perpendiculaire fur 2 @, & lonprolongeraOPen T, ot
je fuppofe qu’elle rencontre la tangente cherchée M T
Cela pofé, il eft clair que les petites droites Op, Rm, Sq
feront égales entr’elles, puifque par l3 conftrution P
& MO font par tout les mémes.

Ayant nommé les connués PAL ou KQ, a; MQ_ou
PK,b;KG ,f5 KH, %;&la petite droite Op ou Rmou Sq,
dy ; les triangles femblables PKG & p0P, QKH & 4SQ_

il d
donneront PK(6).KG(f)::p0 (dy) .Opsz. Et 0K

(a). K H (g):: 48 (dy). S’,Qj_='%". Or Ton fcait

o OPxMQ-+QSxpPM
rq.

—[r=2d) - AdnGes triangles femblables mRAM, MPT

p=t=b
donneront # R (dy) . RM(J‘—*’.‘.T—’EE—!")::MIf (@) PT ==

afd-ag
a-=7 "

par laGeometrie commune que MR ==

Ce qu’il falloit trouver,

E

Fig. 25.
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ProrositioNn XIL

Probléme.

FiaG, 26. 37.S O1ENT deux lignes quelcongnes BN, ¥ Q gui ayent

pour axes les droites B C, E D qui s entre-coupent a angles
droits au point A; ¢~ [oit une.ligne conrbe L M telle g ayant
menéd’un de [es points quelcongues M les droites MGQ,MPN
parallele a AB, AE; larelation des efpaces EGQF (lepoint
E effun point fixe donné [uz la droite AE, & l« ligne EF ¢f
parallele a AC) APND, ¢ lesdroites AP, PM , PN,GQ,
[oit exprimée parune équation quelcongue. 1l eft queftion de

mener d'un point donné M fur la courbe L M, la tangente
MT.

Ayant nommé les données & variables AP ouGAM, x ;
PMouAGC,y; PN, u;GQ,g;lelpace EGQF , 55 lef~
pace APND,t; & les foutangentes d}Z)nnées PH,2;GK,b;
Ponaura Pp ou N§ ou MR=dx,Ggou Rmou 00=—dy;

U Sn=—du ='%3‘ , A caufe des triangles femblables H 2 N;
' |'U NSn; Og ==dz=— %v » NPpn=—=dt—=1udx,& QGgq ==ds
|

B = — zdy ; ot I'on doit obferver que les valeurs de R m
o L & Sz font négatives, parceque A2 (x) croiffant, P M (y)
& PN (x) diminuent, Celapofé, on prendra la différen-
ce deI'équation donnée, dans laquelle on mettra a la place
nudx A
-
ce qui donnera une nouvelle équation qui exprimera le
rapport cherché de dyadx, ou ae MPaPT.

de dz, ds, du , dz leurs valeurs #dx , — zdy, —

Exempre L

38.§ :
) OIT §-+ZZ==t-# %, onauraen prenant les dif-
férences ds + 22dx =dt - udx -+~ xdu , & mettant 2 la pla-

cededs, dt, dz_,duleursvaleurs , on trouvera — zdy— %"

wxdx N { d. aviLd - ayba
=o2gdx— e doul adx,  2avRZA-ayok,
— , d ulontlreJ’TLU; ——
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Exemprre IL

39-Sol'r s=¢, donc ds=d¢, c’eft i dire—gdy
s ds ¥z
=ud x ; & partant P7 (= )=—"—. Or comme cette
o 3, iAo e tifiash :
quantite eft négative, il s’enfuit que I'on doit prendre
+ le point T du c6té OIEPOfé au point  origine des x. Si

Ton fuppofe que la ligne F O foit une hyperbole qui ait
pour afymptotes les droites 4C, 4 E, enforte que GQ ()

===—¥ & que la ligne BN D foit une droite parallele 2

A B,de maniere que PN (#) foit par tout égale  la droite
donnée ¢; il eft clairque la courbe Z 47 a pour afymptote

ladroite 4 B, & que fa foutangente P T (—Z )=—¢:
0

c’eft a dire qu'elle demeure partout laméme.
La courbe Z A1 eft appellée dans ce cas Zogarithmigue,

Prorosition XIIIL
Probleme.

4O'S O1EN T deux lignes quelconques BN, ¥ Q qui ayent
pour axe la méme droite BA , fur laguelle foient marqués
deux pointsfixes A , E ; foit une troifyéme ligne conrbe L. M
telle gu’ayant mené par un de [es points quelconquesMla droize
AN, décritducentre ALarcdecercle MG, ¢ tiré G Q pas
rallele A EF perpendiculaire fur A B s la relation des efpaces
EGQF(s), AN B(t), & desdroites AM ox AG (y),
AN (z),GQ (u), foit exprimée parune équation quelcon-
gue. Ilfaus mener d'un point donné M fur la courbe LM la
tangente M T.

Aprés avoir mené la droite 47 H perpendiculaire fur
"AMN , foit imaginé uneautre droite Azn infiniment 1pro~
chede AMN , unautre arc mg, uneautre pErpendicu aire
gq, & décrit ducentre Ale petit arc 'S : on nommera les
foutangentes données A H , #; GK, 6 ; & on aura Rm ou
Gg==dy, Sn==dx; les triangles femblables F{.4 2]\2/ & N§n,

1

¥ Art.10.

FiG. 27.
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XGQ & 904,donneront aulli SN= W Og=—du=""

A g b?
GQag== —d.\"=ud], ANnou ANx+ N S=—dt=1+
adz; On mettra toutes ces valeurs dans la difference de
équation donnée, & l'on en formera une nouvelle, d'ou
Ton tirera une valeur de d zen dy. Or a caufe des fécteurs

& des triangles femblables AV 8 AMR,mR M & M.AT,
on trouve A N(z). AM (y) :: NS(%E)-MR=:}-£}'.

S A

Et mR (dy). R M (L2 4 M (y). A T="5 S

A4y
donc 'on met dans cette formule 1 la place dedz fa va-
leur endy, les différences fe détruiront, & lavaleur de
la foutangente cherchée A7 fera exprimée en termes €n-~
tiérement connus. Ce qu'il falloit trouver.

ExempLE I

l“I'SOIT #y—s=zzx—1, dont la différence eft #dy
+ydu—ds=2Zdz—dz,cequidonne (apres la fubfti-

. . budy—zuvdy
tution faite ) dz == 1—"—"’"; & en mettant 'cette Vva-

ACK =T
4abn;}—:aui-"
4biip-abzz

dz
leur dans <57~ . ontrouve 47 =

ExempreE IL

42'So ITS==2¢, donc ds=2d¢, Ceft 2 dire—zd}y
dy . d u

=—4a.lg, ou d7\="—a!, & par.taflt AT (“-g—d—y‘)_——-_{{,

Si laligne B V eft uncercle qui ait pour centre le point

A ,& pour rayon la droite AB=AN=¢, & que F 2 foit
une hyperbole telle que G Q(u):—_fjj—c ;il eft clair que
1a courbe Z M fait une infinité de retours autour du cen-

tre A avant ?ue d’y parvenir (puifque l'efpace F EGQ_
devient infini lorfque le point G tombe en 4 ), & que A7

_.-—_in" D’oul’'on voit que la raifon de 4 Ma A T eftconf~

tante ; & partant que l'angle 4 M Teft par tout le méme.
La courbe Z A eftappell€e en ce cas Logarithmique

[pirale.
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ProrosiTtioN XIV.
Probléme. :

4?"S OIENT fur un méme plan deux courbes quelconques
AMD, BMC gui fe touchent en un point M, & foit fur le
plande la courbe BMC unpoint fixe L. Si l'on concoit a pre-
fent que la courbe BMC roule fur la courbe AMD en s’y appli-
quant continuellement en [orte que les parties révolues AM;,
B M foient toujours égales entr'elles; il eff viftble que le plan
BMC emportantle point L., ce point décrira dans ce monve.
ment une efpece de roulette ILK. Cela pofé, je dis que fi lon
mene dans chaque différente pofition de la conrbe BM C ( dn
point décrivant L au point touchant M) la droite LM ; clle
[era perpendiculaire & la courbe 1LK.

Car imaginant fur les deux courbes 4 M D , BMC deux
parties M m, Mm égales entr’elles & infiniment petites,
on les pourra confidérer ¥ comme deux petites droites qui
font au point M un angle infiniment petit. Or afin que le
petit coté Mm de la courbe ou poligone BALC tombe furle
petit coté Mm du poligone AMD ,il faut que lc point Z
décrive autour du pointtouchant ¢ comme centre un petit
arc L /. Ileftdonc évident que ce petitarc fera partiede la
courbe ZZX ; & par conféquent que la droite MZ, qui lui
eft perpendiculaire, fera aufli perpendiculaire fur la courbe
ZLK au point L. Ce qu'il falloit prouver.

Prorosition XV.
Probléme.

448 O LT un angle réttiligne quelcongue ML N, dont. les
¢ot6s LM , LN touchent deax courbes quelcongues AM, BN.
Si Lon fait gliffer ces cotés autour de ces courbes, en forte
g ils les touchent continuellement s il eft clair que le fommet L,
décrira dansce monvement une courbe ILK. 1l ¢ff queftion de
mener une perpendiculaire LC fur cette courbe, la pofition de
Vangle MLN étant donnée.
E iij

F1G. 28.

¥ Art. 3. | ‘ ‘( |

FiG. 29~ | 1..
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Soit décrit un cercle qui paffe par le fommet Z, & par
les points touchans M, N foit menée par le centre € de
ce cercle la droite CL:je dis qu'elle fera perpendiculaire a
la courbe 7Zk. B

Car confidérant les courbes 4 M , BN comme des poli-
gones d’une infinité de cotés tels que am , Nn;- il eft évi-
dent que fi l'on fait gliffer les c6tés Za1, ZN,de’anglerec~
tiligne M LN, quon fuppofe demeurer toujours le méme,
autour des points fixes 47, &V, (on confidére les rangen-
tes LM , LN comme la continuation des petits c6tés Mf,
Ng)julqua ce que le coté Zardel'angle tombe fur le pe-
tit c6té Mm du poligone 4af & lautre c6té Z N fur le
petit c6t€ Nn dupoligone BNV 5 le fommet Z décrira une
petite partie Z / de 'arc de cercle ## Z N, puifque par la
conftruttion cet arc eft capable de I'angle donné ZazNV.
Cette petite partie Z/ fera donc commune a la courbe
JLK; & par conféquent la droite CZ , qui lui eft perpendi-
culaire, fera auffi perpendiculaire fur eette courbe au point
Z. Ce qu'il falloit démontrer.

Prorositrion XVL
Probléme.

45 S 01T ABCD une corde parfaitement flexible & laguel-
le foient attaches différens poids A, B, C, @c. qui ayent
entr'enx tels intervales AB, BC, ¢re. que lon vondra. Si
Lon traine cette corde fur unplan horizontal par lextrémitéD,
le long d’une courbedonnée DR 5 il o/t claix que ces poids fe dif-
poferont en forte qu’ils feront tendre la corde , & qu'ils décri-
ront enfuite des courbes AM , BN, CO, ¢rc. Ondemande la
maniere den tirer les tangentes, la pofition de lacorde ABCD
¢tant donnée avec la grandenr des poids. -

Dans lepremier inftant que l'extrémite D avance vers
P, les poids 4, B, C, décrivent outendent a décrire autant
de petits cotés Aa, Bb, Cc des poligones qui compofent les
courbes 441, BN, CO ;& par conféquentil ne faut pour
en mener les rangentes 48, BG, CK, que déterminer la
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direttion des poids 4, B, C dans ce premier inftant, ceft
adirela pofition des droites qu'ils tendent a décrire. Pour
latrouver, je remarque

1°. Que le poids A eft tiré dans ce premier inftant fui-
vant la direction 4 B, & commeiln’y a aucun obftacle qui
s’oppofe a cette direétion, puifqu’il ne traine apres lui au-
cun poids, il la doit fuivre; & partant la droite 4 B fera
la tangente en 4 de la courbe 4 1.

22, Que le poids B eft tiré fuivant la dire&tion BC 5 mais
parcequ'il traine apres lui le poids 4 qui n'eft pas dans cette
direttion, & qui doit par conféquent y apporter quelque
changement, le poids B n’aura pas fa direttion fuivant 8 C,
mais fuivant une autre droite BG, dont il faut trouver la
pofition. Ce que je fais ainti.

Je décris fur BC comme diagonale le réftangle EF,
dont le coté B F eft fur A B prolongée , & fuppofant que
la force avec laquelle le poids Beft tiré fuivant BC , s'ak-
prime par BC; il eft vifible par les regles de la Mécani-
que , que cette force BC fe peut partager en deux autres
BE & BF, ceft adire quele poids B étant tiré fuivant la
dire&tion B Cpar la force BC, ceft la méme chofe que
§il éroit tiré en méme temps parla force BE fuivant la di-
reftion BE, & par la force B F fuivant la direftion B F.
Or le poids A ne s'oppofe point i la direétion B E , puif-
qu'elle lui eft perpendiculaire ; & par conféquent la for-
ce B E fuivant cette direftion demeure toute entiere : mais
il s'oppofe avec toute fa pefanteur 4 la direétion BF. Afin
donc que le poids B avec la force B F vainque la réfiftance
du poids A, il faut que cette force fe diftribue dans ces
poids a proportion de leurs maffes ou grandeurs : ceft
pourquot f{i Ion divife EC au point G, en forte que € G
{oit 2 G E comme le poids 4 au poids B; il eft clair que
E G exprimera la force reftante avec laquelle le poids 7
tend a fe mouvoir fuivant la diretion B F, aprés avoir
vaincu la réfiftance du poids A4. Il eft donc évident que
le poids B eft tiré¢ en m€me temps par la force B E fuivant
la dire¢tion BE, & par la force £ G fuivant la direttion
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BFou EC; & partant qu’il tendra A aller pat BG avec la
force BG: Ceft A dire que BG fera fa direttion , & par con-
féquent tangente en Bde la courbe B V.

30, Pour avoir la tangente CK, je forme fur D comme
diagonale le réctangle H I, dont le c6té C 7 eft fur B C
prolongée ; & je vois cllue le dpoids B ne réfifte point 2 la

s

force CH avec laquelle le poids Ceft tiré fuivantla direc-
tion ¢ H, mais bien ala force C Zavec laquelleil eft tiré
fuivant la dire&tion C 7, & de plus que le poids A réfifte
aufli A cette force. Pour fcavoir de combien, je tire 4Z
perpendiculaire fur € B prolongée ducétéde B, & je re-
marque que i 4 B exprime la force avec laquelle le poids
A eft tiré fuivant la direction 4B, B Z exprimera celle avec
laquelle ce méme poids A efttiré fuivant la dire&ion BC; de
forte que le poidsC avec la force CZ doit vaincre le poids
enticr B, & de plus une partie du poids 4 qui eft a cepoids
AcommeB Lefta B A,ou BFi BC. Si donc l'on fait

B 4 il—J%:—(!.f.—F.C‘::DK.KH,il eft clair que CK fera la

direétion du poids C, & par conféquent la tangente en €
de la troifiéme courbe CO. .

Si le nombre des courbes étoit plus grand , on trouve-
roit dela méme maniére la tangente de la quatriéme, cin-
quiéme, &c. Et {i 'on vouloit avoir les tangentes des
courbes décrites par les points moyens entre les poids, en
les trouveroit par lart. 36.

SeECTION
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SectionNn 1ll

Ufage du calcul des différences pour tronver les plus
grandes €' les moindres appliquées , o [e réduifent
les queftions De maximis & minimis.

DeEriNITION L

Ort une ligne courbe M D M dont les appliquées PM,
S ED, PM foient paralleles entr’elles, & qui foit telle
que lacoupée 4 P croiffant continuellement , appliquée
Pmcroifle auffi jufqua un certain point E, apres lequel
elle diminue; ouau contraire qu'elle diminue jufqu’a un
certainpoint E , apreslequel elle croiffe. Cela pof€,

Laligne ED feranommée lz plus grande ou la moindre
appliquée.

De'riniTiON IL

Si l'on propofe une quantité telle que Pa£ , qui foit
compofée d’une ou de plufieurs indéterminées telles que
AP, laquelle 42 croiflant continucllement, cette quan-
tité PM croiffe aufli jufqua un certain point E, aprcs le-

uel ellediminue, ou au contraire; & qu'il faille trouver
pour A2, une valeur 4E telle que la quantité ED qui en
eft compofée, foit plus grande ou moindre (cilue toute au-
tre quantité 2 M femblablement formée de 4 2. Cela
s’appelle une queftion De maximis €~ minimis.

PROPOSITION GE NERALE.

46'L A natwre de la ligne courbe M D M étant donnée ;
trowver pour AP unevalenr AE telle que L appliquée ED foit
la plus grande ou la moindre de [es [emblables PM.

Lorfque 427 croiflant, ” M croit aufli; il eft évident * que
fa différence Rz fera pofitive parrapport a celle de 427; &
quau contraire lorfque P diminue, la coupée AP croif-

K

Fic. 31.
32:
33-
34

* 4. 8,
 fo 18
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fant toujours , fa différence fera négative. Or toute quan-
tité quicroit ou diminue continuellement, ne peut deve-
nir de pofitive négative , quelle ne pafle par infini ou
par le zero; {cavoir par le zero lorfquelle va d'abord en
diminuant, & par linfini lorfqu'elle va d’abord en aug-
mentant. D’otr il fuit que la différence d'une quantité qui
exprime un plus grand ouun moindre, doit étre egale a zero
ou 4 l'infini. Or la nature de la courbe MDA ¢tant don-

* Se, 1. née, on trouvera* une valeur de R 7, laquelle €rant ega-

0K 2.

1ée d’abord A zero , & enfuite 3 linfini, fervira A decou-
vrir la valeur cherchée de 4 E dans l'une ou l'autre de ces
fuppofitions.

REMARGQUE

Fic.3132, 47 L A tangente en D eft parallele i I'axe A4 B lorfque

la différence de R m devient nulle dans ce point ; mais lorf~

Fic.33.34. QU ellc devient infinie , la tangente fe confond avec I'ap-

pliquée E D. D’oul'on voit que la raifon demR a RM, qui
exprime celle de I'appliquée a la foutangente, eft nulle ou
infinie fous le point D.

On congoit aifément qu'une quantité, qui diminue con-
tinuellement, ne -peut devenir de pofitive négative fans
paffer par le zero; maison ne voit pas avec la méme évi-

* dence que lorfquelle augmente, elle doive paffer par l'in-

fini. Ceft pourquoi pour aider 'imagination, foient en-

Fi16.31.32. tendues des tangentes aux points M ,D , M ; il eft clair dans

les courbes ou la tangente en D eft parallele a laxe 4B,
quela foutangente P 7" augmente continuellement 4 me-
{ure cllue les points M, P, approchent des points D, E ; &
que le point a7 tombant en D, elle devient infinie 5 &
qu'enfin lorfque A4 P furpaflfe 4E , la foutangente P7 de-

* Art. 10, vient * négative de pofitive quelle éroit, ouau contraire.

ExempLe 1L

F16. 3
= ’5'48'SUPPOSONSquex3+y3=ﬂx}/(x4p=s’f,PM:::

A B=a)exprime la nature de la courbe 47Da1. On aura
en prenant les différences 3xxdx ~+ 3yydy =axdy - aydx ,
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avdy 2 xxde

&dy="F—1— =0 lorfque le point P tombe fur le

point cherché E , d'otjl'on tirey = %‘; & fubftituant cet-

te valeurd la place de y dans I'équation x°+ y*==axy, on
trouve pour AE une valeur x=s4y2 telle que lappli-

quée ED fera plus grande que toutes fes femblables P M.

ExegmprLe IIL

’ ——————— —2- ’ . . .
49'S 01Ty—a==da’xa—x ° , I'équation qui expri-
me la nature de la courbe 2D 2. On aura en prenant les

3,
a !-tJ.\:\/ " o .
différences , dy == — que jégale d’abord 2 zero;
L8]
i fuppofiti d dxya=
mais parce que cette fuppofition me donne — 2 d xyz=¢
qui ne peut faire connoitre la valeur de 4E ,jégale enfuite

3
—=2dxy/a : : : Al Y
—;—L 2 I'infini, ce qui me donne 3\5/4 — x=o¢;d’otil’'on
3\/41 —_—

tire x==2, qui eft la valeur cherchée de A4 2.
ExempLe IIL

5 O-S orr une demie roulette accourcie AMF , dont la
bafe BF eft moindre que la demi-circonférence ANB du
cercle générateur qui a pour centge le point C. Il faut dé-
terminer le point E fur le diametre 4B, en forte que l'ap-
pliquée ED foit laplus grande quil eft poffible.

Avyant mené a difcretion lappliquée P M qui eoupe le
demi-cercle en V, on ‘concevra A l'ordinaire aux points
M, N, les petits triangles #4Rm , N Sn , & nommant les in-
déterminées AP, x 3PN, 5; l'arc AN, 5 5 & les données
ANE, a3 BF ,65C40uCN ,c;lon aurapar la propriété

de Ia roulette 4 N B (a). BF (b):: A N(4). NM ==

a

hu . adz -4 bdun
Donc PM =z~+—, & fa différence Rm=="——— ==

lorfque le point 2 tombe au point cherché E. Or les trian-
gles rétangles N'sn, N'PC font femblables; car fi Fon 6te
desangles droits CNn, PN. § l'angle commun CNS, les
reftes S Nn, P N Cferont égaux. Et partantC N (c). CP

FIJ

Fig. 33:

Fia. 36.
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cdn—= xdu

(¢—x):: Nn(du).Sn(dz)="~-———. Donc en met-

tant cette valeur a la place de dx dans adz+bdu=o,
acdn —— axdu == bedu el

on trouvera - =0, d'oul'on tirera x ( qui

eftencecas AEy=¢+ b—:

11 eft donc évident que fi I'on prend CE du coté de B
quatriéme proportionnelle a la demi-circonférence 4N B,
Ala bafe BF , & au rayon CB, le point E fera celui quon
cherche.

ExemprLe 1IV.

b) l'(j ouPER laligne donnée 4 Been un point E, en
forte que le produit du quarré de 'une des parties 4E par
Yautre EB, foit le plus grand de tous les autres produits
formés dela méme maniere.

Ayant nommé l'inconnue 4E , x ; & ladonnée 48, 4;

=rm—— - - A
on aura AE x EB=uaxx —x’, quidoit étre un plus grand.
C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbe MDaf,
telle que Ia relation de l'appliquée A2P (y) 2 la coupée

AP (x)foit exprimée par Féquation y= “"”;‘3 , & on
cherchera un point E tel que l'appliquée ED foit la plus
grande de toutes fes fepblables P M; ce qui donne dy

2axdx — 2xxdx | -
= _x____‘m_____ — B d’ou Yon tire AE (x) =.;_4'

T m il oo
Sil'on veut en généralque x~ x 2—x foitun plus grand
(m & n peuvent marquer tels nombres quon voudra) , il
faudra que la différence de ce produit foit égale A zero
n

Nesmi

s . . - (103
ouilinfini,cequidonne mx  dxx4—% —na—x

Hlom g

s b= [
dxx x™=0, douen divifantpar ¥ xz—x dx,lon

tiream—mx—nx=0, & A E (x)= = - a.

Sim=2, &n=—1, lonaura 4 E==24, &l faudra
alors énoncer le Probléme ainfi.
Prolonger laligne donnée A48 du c6té de B enun point

. +4E ~ . ;
E, en forte que la quantité 53 foit #n moindre , & non
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pas un plus grand ; carl'équation a larcourbe M DM fera

22—y, danslaquelle fi 'on fuppofe x =4, l'appliquée

x—03a
PM qui devient BC fera 22, Ceftardire infinie ; & fuppo-
fant x infinie,, lon auray==x, c’eft 2 dire que l'appliquée
fera aufli infinie.
Sim=—1,&n=—2,lonaura 4E=—a;donilfuit
ue I'on doit énoncer le Probléme alors en cette forte.
Prolonger la droite donnée AB du co6té de 4 en un

g

' « ¢ AEXAB o -
point E, en forte que la quantité —_—— foit plus gran-
BE

aeal
HPX HEB
—=22 -

de que toute autre quantité {femblable
BE

ExemprLE V.

) Z-L a ligne droite 4B érant divifée en trois parties
AC,CF, FB, il faut couper fapartie du milieu CFau
point E, en forte que le rapport du réctangle 4Ex EB au
réQangle CEx EF foit moindre que tout autre rapport
formé de la méme maniére.

Ayant nommé les données AC, 2;CF,b6; CB, ¢c; &
Iinconnue CE, x; lon aura A E=a4-x, E8—=i—x,
EF=b—x, & partantlerapport de 4/ ExEBa C Ex EF

Ay — XX

f iy —d=ex

qui doit étre un moindre. Ceft pour-

quoi fi Fon imagine une ligne courbe 47D, telle que la
relation de l'appliquée P M (y) a la couple CP (x) foit
. ’ 5/ . RO == BCX% —— BAX —— BX%
exprimée par I'équation y = —— » la quef-
tion fe réduit 2 trouver pour x une valeur CE telle que
Vappliquée ED foit la moindre de toutes fes femblables
P M. On formera donc (en prenant les différences, & di-
vifant enfuite par #dx ) Iégalité cxx —axx — bxx -+ 2a¢x
— abc =0, dont I'une des racinesréfout la queftion.
Sic=a+6,lonaurax==2 6.

ExemprLreE VI

hy ———xx

5 3'E NTRE tous les Cones qui peuvent étre inferis
: F ij

FiaG. 38.

FiG. 39.
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dans une fphére déterminer celui quiala plus grande fur-
face convexe.

La queftion fe réduit A déterminer fur le diametre 4 B
du demi-cercle 4 F B le point E, en forte qu'ayant mené
la perpendiculaire EF , & joint AF , lerectangle 4Fx FE
foit le plus grand de tousfes femblables 4N x N P. Carfi
l'on congoit que le demi-cercle 4FB faffe une révolution
entiére autour du diametre 4 B, il eft clair qu'il décrira
une fphére, & que les triangles ré&tangles 4EF , APN
décriront des cones infcrits dans cette fphére, dont les |
furfaces convexes décrites par lescordes 4E, AN, feront
entrelles commelesré&tangles AF x FE, AN x N P.

Soit donc-I'inconnue 4E=ux, la donnée4B==x, on
aura par la proprieté du cercle /F=Vax, BF= Vax—xx;
& partant AF x FE=Vaaxx — ax’ qui doit étre un plus
grand. C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbe 2D A1
telle que la relation de I'appliquée 2 M (y) A la coupée

" 3 5 ) EET )
A P ( x) foit exprimée par I'équation Zi“_ﬁ‘_“ﬁ_ —=y; &

on cherchera le point E, en forte que l’appiiquée ED foit

plus grande que toutesfes femblables 244. On aura donc

. i : -
en prenant la différence 22" =<0, d’olt Pon tire

2Vaaxx—axs
A E (x)=7a.

Exempre VIL

5 4'0 N demande entre tous les Parallélépipedes égaux

aun cube donné 2, & quiont pourun de leurs cotés la

droite donnée 4, celui qui a la moindre fuperficie.
Nommant x un des deux c6tés que L'on cherche, l'au-

as g :
tre fera 3 ; & prenant les plans alternatifs des trois cotés
a} . . {I3
6, x, 77 duparallélépipede , leurfomme feavoir 4 x -+~
3 o - ol 2
~+ ;- fera la moitié de fa fuperficie qui doit &tre un main-
dre. Ceft pourquoi concevant i lordinaire une ligne
50,8 1 b x 4 a 5
courbe qui ait pour équation —- =+ "= =+ 5 =5, l'on trou-

-
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2 bdx andx \
vera en prenant la différence ——=—=0, dob lon

XX

P
we
7

. 3 “ N
tire x x =" . & x =V~ ; de forte que les trois cotés du

v
parallélépipede qui fatisfait a la queftion , feront le pre-
mier 4, le fecond vi-, & le troifiéme \/“—;—. D’oulonvoit
que les deux c6tés que T'on cherchoit , font égaux en-
tr'eux.

Exempre VIII

55 O N demande préfentement entre tous les Parallé-
1épipedes qui font égaux a un cube donnée?, celui qui a
la moindre fuperficie. :

Nommant x un des c6tés inconnus, il eft clair par 1’¢-
xemple précédent, que les deux autres c6tés feront cha-

h] . .

cun V- ; & partant la fomme des plans alternatifs qui
ABk 5 3 7 o

eftla moitié de la fuperficie , fera = -+ 2via® x qui doitétre

y o . 3 l’ - i .d,
un moindre. Ceft pourquoi fa différence — “— - ——
A% Varx

=0, doit l'ontire x=2x; & par conféquent les deux
autres cotés feront aufli chacun =4; de forte que le cube
méme donné fatisfait ala queftion.

ExeEmMrre, IX.

5 6-L a ligne 4 E B étant donnée de pofition fur un plan
avec deux points fixes C, F; & ayant mené 4 un de fes
points quelconques 2 deux droites€ P (), P F(g); foie
donnée une quantité compofée de ces indéterminées #
&z, & de tcﬂles autres droites données «, 6 , &c. quon
voudra. On demande qu’elle doit étrela pofition des droi-
tes CE, EF, afin quela quantité donnée, quien eft com-
pofée , foit plus grande ou moindre que cette méme quan-
tité lorfqu'elle eft compofée des droites C2, PF.
Suppofons que les lignes CE, EF ayent la pofition re-
quife ; & ayantjoint CF, concevonsuneligne courbe DAL
telle qu'ayant mené a difcrétion PQ AL perpendiculaire fur
CF, lappliquée QA7 exprime la quantité donnée: il eft clair

FiG. 41,

F1a. 41,
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ue le point 2 tombant au point E, lappliquée @ A1 qui
devient 0D, doit étre lamoindre ou la plus grande de tou-
tes fes femblables. Il faudra donc que fa différence foit
alors égale 1 zero ou A l'infini: c’eft pourquoi fi la quan-
tité donnée eft par exemple 2% <+ 2, l'on aura adw -+ 2z2dx_
==o0,& parconféquent d% . —dz:: 2%. a. D’ou 'on voit
déja que dz doit étre négative par rapport ad »; ceft &
dire que la pofition desdroites CE, EF doit éure telle que
% croiflant, zdiminue.

Maintenant {i 'onmene E G perpendiculaire 4 la ligne
AEB., & d’un de fes points quelconques G les perpendicu-
laires GZ , GZ fur CE, E F ; & qu'ayant tiré par le point e
pris infiniment de E, les droites C K e, F e H , on décrive
des centres C, F les petits arcs de cercle Ex, EH :on for-
mera les triangles réctangles ELG & EKe, EIG & EHe,

ui feront femblables entr’eux ; car i 'on 6te des angles
droits G Ee, Z EK le mémeangle Z Ee, les reftes LEG , KEe
feront égaux; on prouvera de méme que les angles 7EG,
F Ee feront égaux. On aura donc GL.G/::Ke(du). He
(—dz):: 22, «. D’ouil fuit que la pofition des droites CE,
EF doit étre telle quayant mené la perpendiculaire EG fur
la ligne 4 E 8 ; le finus G L de 'angle GEC foit au finus GZ
de 'angle GEF , comme les quantités qui multiplient dz,
font A cclles qui multiplient 4 #. Ce qu'il falloit trouver.

COROLLATIRE

57 SI I'on veut A préfent que la droite € E foit don-
née de pofition & de grandeur , cI]lue ladroite EF le foit de
randeur feulement, & quiil faille trouver fa pofition, il
¢ft clair que 'angle G E C étant donné, fon finus GL le fera
auffi, & par conféquent le finus GZ de l'angle cherché
GEF. Donc fil’'on décrit un cercle du diametre EG , & que
T'on portela valeur de 67 fur fa circonférence de G en 7;
la droite E F qui paffe par le point 7 aura la pofition re-
quife.

Soit ## -6z la quantité donnée ; on trouvera G J ==

axGL SEFL 1913 . »
—5— ;d’'o_l'on voit que quelque longyeur qu'on don-
ne
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ne 3 EC & A EF, la pofition de cette derniere fera tou-
jours laméme , puifqu'clles n’entrent point dans lavaleur
de G1, qui par conféquent ne change point. Si e=b, il
eft clair quela pofition de EF doit étre fur CE Prolongée
du cété de E ; puifque GL =G/Z, lorfqueles points C, F
tombent de part & d’autre de la ligne A EB : mais lorf

u’ils rombent du méme coté , 'angle FEG doit étre pris Fig. 42:

¢gala I'angle CEG.
Exemprre X

3 8'L E cercle AE B érant donné de pofition avec les
points C, Fhors de ce cercles trouver fur fa circonféren~
ce le point E tel que la fomme des droites CE, EF foitla
moindre qu’il eft poflible.

Suppofant que le point E foit celui que I'on cherche;
& menant par le centre O laligne OEG, il eft clair qu'elle
fera perpendiculaire fur la circonférence AEB ; & partant
* que lesangles F EG,CEG feront €gaux entr'eux. Si donc
I’on mene EH en forte que I'angle EHO foit égal A l'an-
gle CEO, & deméme EK en forte que I'angle EKO foit
€gal a l'angle FEO, & les paralleles ED, EZ 2 OF , OC;
on formera les triangles femblables OCE & OEH, OFE&
OEK , HDE & KLE ; & en nommant les connues OE ou 04
ou0B,2;0C,b;0F ,c;& les inconnues OD ou ZE, x;

DEouOL,y;l’on aura OH =5b—“, 0K=1‘3, & HD
(x—'ib—").D E(y) :: KL(}——“—;).L E{x). Donc

aax any 3 o b
x% — —— =yy——, qui eft une équation a une hyper-

bole que 'on conftruira facilement, & qui coupera le cer-
cleau point cherché E.

ExemprLe XIL

5 9'UN voyageur partant dulicu C pour aller au lieu
F, doit traverfer deux campagnes féparées par la ligne
droite 4 E B. On fuppofe qu'il parcourt dans la campagne

du c6té ¢ I'efpace # dans le temps ¢, & dans l'aytre du
G

F1G. 42,
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c6té de F Iefpace & dans le méme tems ¢ : on demande
par quel point E deladroite 4 £B il doit pafler , afin qu'il
employe le moins de tems qu'il eft poffible pour parve-

nir de C en F. Silon fait 2. CE (a)::c.‘_—f.Etb.EF
(x)::e.<5. Il eft clair que == exprime le temps que le
voyageur employe & parcourit la droite C E, & de méme
que i,:’- exprime celui qu’il employe 2 parcourir E F ; de
forte que <= 4 = doit &re un moindre. Dol il fuit
¥ quayant men€ E G perpendiculaire fur la ligne A4.B; le
finus de I'angle GEC doit étre au finus de I'angle GEF,
comme < eft 3 4.

Cela pofé, fil’'on décrit du point cherché E comme cen-
tre de l'intervalle EC le cercle CGH , & quon mene fur la
droite 4 EB les perpcndiculaires CA,HD,FB,& fur CE,
EFles perpendiculaires GZ,GI;lon aurag.b::GL.GJZ.
Ot GL=— AE, & GI=ED , parce quelestriangles réctan-
glesGEL& ECA,GEL & EHD font égaux & femblables

entrcux, comme il eft facile & prouver. C'eft pourquoi fi

‘ b
Ton nomme 'inconnue A E, x; on trouvera ED = —; : &

nommant les connues 48 , f; AC, g; BF, b3 les teangles
femblables EBF,EDH donneront EB (f—x).BF (b):: ED
( %‘1 ). DH= 77— Mais 2 caufe des triangles réctangles

EDH,EAC, qui ont leurs hypothenufes EH, EC égales, 'on

e TR 2 »
aura ED -+ DH = E A + A C,ceftadireen termes ana-
bbbbxx
aaff — 2aafx A= asxs
Stant les fraftions , & ordonnant enfuite I'égalité, il vien-
dra aax® — 2aafic’ i aaffin — 2aafygs - aaffgg=o

— bb 4 208f A+ aagg
— bOff

K i blxx
lytiques , — —+ =— vx 4 ¢¢ : De forte que

On peut encore trouver cette équation de la maniére qui
fuit, fansavoir recours Al'éxemple 9.
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Ayant nommé comme auparavant les connues A4 B, f;
AcC,g; BF, h; & Iinconnue A E, ¥ ; on ferag .C E
(Vgg +xx)::¢. ng;—"—”=au tems que le voyageur
employe 3 parcourir la droite CE. Et de méme §.EF,

(VIf— 2fx +xx+bb): :c.‘yﬁ_‘fi-'f'xx-a-bb:au

tems que le voyageur employe 2 parcourir la droite EF.

Vi~ g . - .
Ce qui fera v :'”"" 4 if ’-ﬁ‘:-#x—l- Bl o0 i nibin:
dre; & partant fa différence s cxdy —- cfils

aVyg - ux i Wif—2fx 4 sx4=bb
=0 ; d’olt lon tire, en divifant par ¢dx & en 6tant les in-
commenfurables , ]a méme égalité que ci-devant , dont
l’tlJIne des racines fournira pour 4E la valeur quon cher-
che.

Exempre XII

6O'SOIT une poulie F qui pend librement au bout
d’'une corde CF attachée en C, avec un plomb D fuf-
pendu par 1a corde DF.B qui paffe au deflus de la poulie
F, &qui eft attachée en B, en forte que les points €, B
font fitués dans la méme ligne horizontale € B. On fup-
pofe que la poulic & les cordes n’ayent aucune pefanteur;
& T'on demandeen quel endroitle plomb D ou la poulie
Fdottsarréter.

Il eft clair par les principes de la Mécanique gue i¢
plomb D defcendrale plus bas quil lui fera poﬂib?eu, au
deflous de Thorizontale € B5 dou il fuit que la ligne A
plomb DFE doit étre un plus grand. Ceft pourquoi nom-
mant lesdonnées CF, «; DFB, 4; CB, ¢; & l'inconnue
CE, x;lonaura EF=Vaa —xx, FB=Vaa+cc—2¢x,

Fi1c. 44.

& DF Exsb—V 28 4 (¢ — 205 - Vita ~ xx qui doit étre

cdx xilx
Y Aided=Ci——20% 5 j"M;-—xx
=0, d'oli Pontite 20kP—= 26K X~ GaKK < aaCC =0, &
Gi

un plus grand ; & partant fa différence
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divifant pat x—¢, il vient 2¢xx — #ux — aac=—o , dont

Yune desracines fournit pour C E une valeur telle que la

perpendiculaire ED pafle par la poulie F & le plomb D

lorfqu’ils font enrcpos. '
On pourroit encore réfoudre cette queftion d’une autre

maniére que voicl.

Nommant EF, ys BF,Z; l'on aura 6 —z--v==3un
plus grand; & partantd y==d z. Or il eft clair que la poulie
Fdécritle cercle CF 4 autour du point € comme centre 5
& partant i du point £ pris infiniment prés de 7, l'on
mene fR parallclea C8, & £§ perpendicufaire fur BF, I'on
aura FR==dy , & FS==dz. Elles feront donc égales en-
w'elless & parconféquent les petits triangles’ ré@angles
FRf, FSf, qui ont de plus I'hypotenufe Ff commune,
feront. égaux & femblables 5 d'ou 'on voit que Pangle
RFfeft égal alangle SFf, c’eft-a-dire quele point F doit
étre tellement fitué dans la circonférence F 4, que les an-
gles faits par les droites EF, FB fur les tangentes en F
foient égaux entr’eux : ou bien(ce qui revient au méme)
que les angles BFC, DFC foient égaux.

Cela pofé, fi I'on mene FH , en forte que l'angle FHC
foit égal al'angle CFBouCF D ; lestriangles CBF, CFH feront
femblables;comme auflilestriangles réétangles ECF, EF H,
puifque I'angle CFE eft égal al'angle FHE, étant I'un & I'au-
tre le complément a deux droits, des angles égaux FHC

CFD ; & par conféquent onaura CH= %% & HE (x — "_"'),

_ c
EF(y):: EF(y). EC(x). Donc xx-—'i? =yyr=da
— xx par la proprieté du cercle, d’ott I'on tire la méme
égalité que ci-devant.

Exempre XIIL

13 (e} 45'- 3 9 ] .
61.] rrevarion du pole €tant donnée trouver le

jour dp plus petit crépufcule. )
Soit C’le centre de lafphére; 4PTOBH 0 le méridien;
H.DdO T'horifon ; QEeT le cexcle crépufculaire  parallele
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3 I'horifon ; 4 MN B l'équateur s FEDG la portion du pa-
rallele 3 I'équateur, que décrit le Soleil le jour du Yus_
petit crépufcule , renfermée entre les plans ‘de I’horifon
& du cercle crépufculaire; P le pole auftral ; PEa2, PDN
des quarts de cercles de déclinaifon. L’arc H @ ouOT du
méridien compris entre 'horifon & le cercle crépufcu-
laire, & l'arc 02 de I'élevation du pole font donnés; &
ar conféquent leurs finus droits CZ ouFL ou QX ;& OF.
i’on cherche le finus CK de I'arc Eaf ou DN de la décli-
naifon du Soleillorfqu'il décrit le parallele E D.
S’imaginant une autre portion fedg d’un parallele a I'¢-
quateur , infiniment proche de FEDG , avec les quarts de
cercles Pem, Pdnsileft.clair que le temps que le Soleil
employe a parcourir 'arc ED., devant étre un moindre,, la
différence de I'arc MN qui en eft la mefure, & qui de-
vient m# lorfque ED devient ed, doit étre nulle; d'otil
fuit que les petits arcs M m, N #, & par conféquent les pes
tits arcs Re, Sd, feront égaux entr’eux. Or lesarcs RE, §D
étant renfermés entre les mémes paralleles ED , e¢d , font
auffi égaux, & les angles en S & en R fontdroits. Donc les
petits triangles réctangles ERe, DS4 (que l'on confidére
comme réctilignes* a caufe de l'infinie petitefle de leurs
cotés) , feront €gaux & femblables; & par. conféquent les
hypotenufes Ee, Dd feront auffi égales entr’elles.

Cela pofé, lesdroites DG, EF , dg , ef commune fec-
tions des plans FBEDG , fedg paralleles a I'équateur, avec
I'horizon & le cercle crépufculaire, feront perpendiculaires
fur les diametres O , 0T, puifque les plans de tous ces
cercles feront perpendiculaires chacun fur le plan du méri-
dien; & les petites droites Gg, Ff feront égares entr'elles,

puifque les droites FG.fg font paralleles. Donc Vﬂ’_a‘é’

ou DG—dg=‘/ Ee —Ff oufe— FE. Orileft clair
par ce que Fon a démontré dans larticle so. que fi l'on
mene 2 difcrétion dans un demi-cercle deux appliquées
infiniment proches,, le petit arc qu'elles renferment, fera

Gy

* An. 3.
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A leur différence , comme le rayon eft 2 la coupée depuis
le centre, ce qui donne ici ( 4 caufe des cercles HpoO,
QET)CO.CG::Ddou Ee.DG —dgoufe—FE::IQ.
IF::CO+ 1.2 0u0X .CG~+ IFouGL. Mais i caufe des
triangles ré&tanglesfemblables CPO, CXG, FLG , I'on aura
CO.CG::0V.GK. ExGK.GL::CK.FL ou 2X. Donc
OV .CK::0X . XQ;: X Q. XH par la proprieté du cer-
cle: c’eft Adire que fil'on prend @_X pour le rayon ou fi-
nus total dans le triangle ré&tangle Q X' H, dont l'angle
HQ X eftde g degrés, parceque les Aftronomes font lare
HQ de 18 degres, onaura comme le finus total eft a la
tangente de 9 degres, de méme le finus del'élevation du
{)ole' eft au finus de la déclinaifon auftrale du Soleil dans
e tems du plus petit crépufcule. D’on il fuit que fil'on
ote 0. 8002875 duloegarithme du finus de I'élevation du
pole ; lerefte fera e logarithme du finus cherché, Ce
quil falloit trouver. '
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SectTion 1V.

Ufage du caleul des differences i::r trouwer les points
d’inflexion CF de revroufSement.

OmmE Von fe fervira dans la fuite des différences
fecondes, troifiémes , &c. il eft néceflaire d’en don-
ner une idée avant que d’aller plus loin,

DeriNniTioN L

La portion infiniment petite dont la différence dune
quantité variable augmente ou diminue continuellement,
eft appellée la différence de la différence de cette quantité,
ou bien fa différence feconde. Ainfi fi lon imagine une troi-
fiéme appliquée 74 infiniment proche de la feconde mp,
& qu'on mene 78 parallele 3 4.8, & mH parallele a RS;
on appellera H n la différence de la différence Rm , ou bien
la différence feconde de P M.

De méme fi 'on imagine une quatriéme appliquée of
infiniment proche de la troifiéme ng, & qu'on mene 27"
paralleled 4B, &L parallele 3 $ 7'; on appellera la dif-
férence des petites droites Hn, Lo, ladifference de la dif-
férence feconde , ou bien la différence troifieme de P2 Et
ainfi des autres..

AVERTISSEMENT.

Onmarqueradansla fuite chaque différence par un nombre
de d qui en exprime Lordre ou le genre. Par exemple ,on mar-
quera par dd la différence feconde on dy fecond genve 5 parddd,
La différence troifiéme ou du ireifieme genre; par dddd, Jz dif-
férence quatriéme ou du quatriéme genre , € de méme des an-
sres. Ainfy ddy exprimera Hn ; dddy, Lo—Hn o Ha—Lo;
éc.

Quans aux puiffances de ces diffévences, on lesmarguera par
des chiffres pofiérienrsmis au deffus , comme Lon fait ordinai-
rement celles des grandeurs entiéres. Par éxemple , le qunarré

oule cube de dy ferady® , on dy?; le gumrré , on le eabe de ddy

Fic. 46.
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fera ddy”, ou ddy’; celui de dddy. fera dddy?, oz dddy?;
celui de ddddy fere ddddy?, ox ddddy’®, ér.

CoroLLAIRE I

62'S 1Pon nomme chacune des coupées AL , Ap; Ag;
Af, x;chacune des appliquées Pz, pm, gqn, fo, y s & cha-
cune des portions courbes 41, Am, An, Ao, u; il eft clair
que dx exprimera les différences Pp, pq, q9f des coupées;
ay les diﬂ'grences Rm ,Sn,To desappliquées ; & dx les dif-
férences Mm, mn , nodes portions cre la courbe 4D. Or
afin de prendre , par €xemple, la différence feconde Hn
dela variable P M , il faut imaginer fur I'axe deux petites
patties Pp, pg, &. fur la courbe deux autres Mm , mn pour
avoir les deuxdifférences R, Sn ; & partant fi l'on fuppofe
que les petites parties p,p¢ foient égales entr ellessil eft clair
que dx fera conftante par rapport a dy & a du,puifque Pp qui
devient p7 demeurc la méme pendant que Rm qui devient
Sn, & Mm qui devient mn, varient.On pourroit fuppofer
que les petites parties de la courbe M, mn feroient éga-
lesentrelles, & alors 4 feroit conftante par rapport i dx
&ady; & enfin fil'on fuppofoit que Rm & Sz fuflent éga-~
les, dy feroit conftante par rapport A dx & A du, & fa dife
férence Hn (ddy) feroit nulle, "
€ méme pour frén’dre la différence troifiéme de Pz
ou la différence de la différence feconde Hz, il faut ima.
giner fur I'axe trois petites parties Pp 79, 95 fur la courbe
trois autres Mm, mn , no s & fur lesappliquées auffi trois au-
tres Rm,Sn , T o, & alors on aura dx ou dz ou dy pour conf~
tante , {¢loa qu'on fuppofera que les petites parties Pp, pg,
gf,0u Mm ,mn,no, ou Rm, Sn,T o font égalesentr’elles, Il en
eft de méme des diffécences quatriémes, cinquiémes , &c.,
. Tout ceci fe doitauffi entendre des courbes 424D ., done
les appliquées BAL, Bm, Bn partent toutes d’'un peint fixe B
car pour avoir, par éxemple, ladifférence feconde de B,
il faut imaginer deux autres appliquées B, Bn qui faffent
des angles /Bm, mBninfiniment petits, & ayant décrit du
centre B les petits args de cercle MR, mS ; la diiférer:ice
es



prs INFINIMENT PETITS. 7. Part. ¢y
des petites droites Rm,Sn,fera la différence feconde de B Ar;
& l'on pourra prendre pour conftants les petits arcs MR,
mS , ou les petites portions de la courbe Mm, mn, ou enfin
les petites droites Rm , Sn. Il en va de méme pour les diffé-
rerces troifiémes, quatriémes , &c. de l'appliquée Ba1.

- REMARQUE
63°O N doit bien remarquer, 1°. Quily a différens or-

dres d'infiniment petits: que Rm,par éxemple, eft infini-
ment petite par rapport 3 PM, & infiniment grande par
rapport & Hz; de méme quel'efpace M Ppm eft infiniment
petit par rapport al’efpace 4P, & infiniment grand par
rapport au triangle M Rax.

2°. Que la ditférence entiére Pfeft encore infiniment pe-
tite par rapport 3 AP; parceque toute quantité qui eft la
fomme d'un nombre fini de quantités infiniment petites
welles que Pp, pq, qf par rapport a une autre 42, demeure
toujours infiniment petite par rapport a cette méme quan-
tité : & quafin quelle devienne du méme ordre, il faut que
le nombre des quantités de l'ordre inferieur qui la coms-
pofe, {oit infini.

Cororratr©ell

64'ON peut marquer en cette forte les différences fe-
condes dans toutes les fuppofitions poflibles.

1°, Dans les courbes o les appliquées mR , 2S {ont pa-
ralleles entr'elles, on prolongera la petite droite A4£m en
Hou elle rencontre lappliquée 87 ; & ayant décric du cen-
tre m , de l'intervalle mn , l'arc nk , on tirera les petites
droites n/, li, keg parallelesa mS & aSn. Cela pofe, fil'on
veut que dx foit conftante , c’efta dire que MR foit égale
amS ; il eft clair que le triangle m S H eft {femblable &
égal au triangle #Rm , & qu'ainli Hz eft ddy, ceft a dire
la différence de Rm & Sn , & Hk=ddn. Mais i I'on fup-
pofe que dz foit conftante, c’eft a dirc que Mm=—mn
ou amk; il eft évident alors que le triangle mgk cft fem-
blable & ¢gal au triangle M&m, & quainfi :-—ﬁ-ddy, &

F1a. 46.
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Sg ou ¢n==dd x. Enfin i I'on prend dy pour conftante,
Ceft i dite mR==1S, il senfuit que le triangle mil eft
égal & femblable au triangle 24Rm , & qu'ainfi i ou a/
s=ddsx , & lk=ddu.

29, Dansles courbes dont lesappliquées BAL,Bm, Bn par-
. tent d'un méme [Point B, l'on décrira du centre B les arcs

MR, mS, quelon regardera® comme de petites droites
Pcrpendiculaires'fur Bm,DBn; & ayantprolongé Mmen E,
& décrit ducentre m , de lintervallemn, le petit arc #kE,
onfera langle EmH==mBn , & l'on tirera les petites droi-
ves nl, li, keg paralleles 2 7S & a Sn. Celapofé, a caufe du
triangle B § mté&angle en§ , 'angle BmS +mBn , ou+
EmH vaut un droit , & partant l'angle 3mE vaut un droit
o SmH; il vaut auffile droit MRm+RaMm, puifquiil eft
externe au triangle R Mm. Donc l'angle SmH= R Mm.

11 fuit de ceci, 1° Que fi 'on veut que dx foit conftante,
ceft adirc queles petits arcs M R,mS foient égaux entr’eux,
le triangle Sm H fera femblable & égal au triangle Ratm ,
& quainfi Hn=ddy, & Hk =dds. 2°. Que fi I'on prend
du pour conftante,, letriangle gm#k fera femblable & égal
au triangle RMm, & quainfi kc exprimera ddy & Sg ou
¢n, ddx. Enfin, 3°. Quefil'on prend dy pour conftante,
les triangles sml, RMm feront égaux & femblables ; &
qu'ainfii§ ou In=ddx , & lk=ddu.

Prorosition L
Probléme.

65 P RENDRE [z différence d'une quaniiré compofee de
différences quelcongues.

On prendra pour conftante la différence que I'on vou-
dra , & traittant les autres comme des quantités varia-
bles, on fe fervira des regles prefcrites gans la Se&ion
premiere.

E 4 »
La différence de X7, en prenant dx pourconftante , fera
dy* - yddy dxdy” — ydvddx
T & =M= en prenant d y pour conftante.
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Celle de =27, enptenantd x pour conftante,, fera

p
i 2dyddy . - s AT
A Vi _,_;;;_——.-———____ ,le tout divifé pardx, c eftadire
" I‘-}—:I‘)i-
it e dedy® 4 cdyddy
duds A oR0) ; & en prenant dy pour conftante, elle
dx‘ydx'—i—dy’

—ee— Adx?dde PRI
fera dzglx\/dx’ 4= djz -+ ;;—:—-ﬁ —-z_ddx\/dx 2+d] o le tout

dxdx 3 g-dzdxdy® —z2dy*ddx

divifé par dx*, cefta dire )

A e o ]

: dx " Fodx T A=dy”
.« yiy

La différence de =—=——, en prenant dx pour conf-

[ “-dy”

ydg*ddy i
PR , le tout di-

rante, fera dy = yddyYdx*—-dy* —
de’+d;’
rfx'dy” Ayt ey ’d;{y
= Vs — 3 8cen
dx e dy* ¥ dx® e dy

dx*dy®
pscnant dy pout conftante , elle fera ===~ - dyt—ydydsdds

vifé par dx® -~ dy®, ceft a dire

LN I S
3

. ) . 2l . PN 7+ E
La différence de és*=dr” Y ézia-dy® oy 4 b’ *, en pre-
— dxddy — dxddy

nant dx pour conftante , fera —3dsdpldy"ds® s dy® * == Ludddydn® 4 dy” 7

b

d.\'chaf]x

Mais il faut obfcrver que dans ce dernier cas il n'eft
pas libre de prendre dy pour conftante, car dans cette fup-
pofition fa différence 4dy feroit nulle ; & par conféquent
elle ne devroit pas fe rencontrer dans la quantité propo-
fce. , -

DrriniTION II

Lotfquune ligne courbe AFK eft en partie concave F1G.72.53.

& en pattic convexe versune ligne droite 4B ou vers un
point fixe B ; le point F qui {épare la partie concave de Ia
convexe , & qui par conféquent eft la fin de l'une & le
commencement de l'autre, eft appellé point dinflexion ,
lorfque la courbe étant parvenue en F continue fon chemin
vers le méme coté : & pointde rebrouffement lors qu'elle

rebroufle chemin du cété de fon grigine.

54552




Fie. 2.
53

¥Art. 47.

6o ANALYSE
ProrosiTioN IL
Probléme géncral.

66-]_, A nature de la ligne conrbe AFK ézant donnée , dézer-
miner le point d infléxion ou de rebrouffement F.

Suppofons cn premier licu que laligne coutbe 4FK ait
pour diametre une ligne droite 48, & que fes api)liquées
La, EF, &c {oient tqutes paralleles entr’elles. Sil'on me-
nc par le point F, Pappliquée FE avec la tangente FZ; &
par un point quelconque M de la partie AF, une appli-
quée M2 avec une tangente M7 : il eft clair,

1°. Dans les courbes qui ont un point d’infléxion, que
lacoupée AP croiffant continuellement, la partie A7 du
diametre, interceptée entre l'origine des x & la rencontre
de la tangente, croit auffi jufqu’a ce quele point 7 tombe
en E, aprésquoi elle va en diminuant ; d'otr Fon voit que
AT étant appliquée en P, doit devenir un plus grand AL
lorfque le point 2 tombe fur le point cherché E.

2°. Dans celles qui ont un point de rebrouflement , quela
partie A7 croiffant continuellement,la coupée 4P croit auf-
fijufqu’a ce que le point 7" tombe en Z , apres quoi ellevaen
diminuant;d’oli 'on voit que 42 étant appliquée en 7" doit
devenir unplus grand AE lorfque le point 7' tombe en Z.
Or fil'onnomme AE, x; EF,y;Ponaura 42 =""—x,

d
d iinvy o dy2dx — ydxddy J
ont la différence, quieft > — dx (en fuppofant

dx conftante ),étant divifée par dx différence de 4E, doit
Wi b ; iy e
étre * nulle ou infinie ; ce qui donne — " — 5 ou 4 l'in-
2 . . 2 “y . .
fini: de forte que multipliant pardy , & divifant par —y,
il vient ddy==0 ou a l'infini; ce qui fervira dans la fuite de
formule générale pour trouver le point d’infléxion ou
de rebrouflement F. Car la nature de la courbe AFK étant
donnée , I'on aura une valeur de dy endx; & prenant
la différence de cette valeur , en fuppofant d x conf-
tante , on trouvera une valeur de ddy en dx”, laquelle
étant égalée d’abord A zero , & enfuite i Tinfini , fervira
.
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dans I'une ou I'autre de ces fuppofitions & trouver pour 4 E
une valeur telle que I'appliquée FF aille couper la courbe
AFK au point d'inficxion ou de rebrouffement F.

L origine 4 des x peut étre tellement fituée que AL=x

d: . dx 5 i
_7’5‘ au licu de’r, — %, & que AL ouAE{oit un moin.

dreaulicud’étre un plus grand :mais comme'la confégquen-
ce eft toujours la méme, & que cela ne peut faire aucune

ditheulté, je ne m’y arréterai pas. Il eft a remarquer que
. g dx [

AL ne peut jamais étre ==x + 7—{,—; , car lorfque le point 77

tombe de l'autre c6té du point P, par rapport A lorigine

dv . : s
A des x, lavaleur de 7 feranégarive fuivant Iarticle 10,

& var conféquent celle de — % fera pofitive , de forte
P q dy

; PE
qu’on aura encore en ce cas AE ~+ EL.oudL=x —J/T,E,

Laméme chofe {¢ peut encore trouver de cette autre ma-
niére. Il eft clair qu'en prenant dx pour conftante, & fuppae
fantque Iappliquée y augmente, $z eft moindre que SHou

que Rm dans la partie concave,8 plus grande dansla con-

vexe. D’ottl'onvoit que la valeur de Hz (ddy) doit devenir
de pofitive négative fous le point d'infléxion ou de rebrouffe-
ment F ;& partant * qu'elle y doit étre ou nulle ou infinie.
Suppofons en fecond lieu que la courbe 4FK ait pour
appliquées les droites Baf, BF, BM, qui partent toutes
d'un méme point B. Si 'on mene telle appliquée Ba£ qu'on
voudra, avecune tangente M7 qui rencontre B7" perpen-
diculaire & Bafau point 7" ; & qu'ayant prisle point 7 infi-
niment prés de A, lon tire I'appliquée Bm , la tangente
mt, & la perpendiculaire Bz fur Bm ,qui rencontre M7 en
0; il eft vifible (en fuppofant que I'appliquée BA1 , qui de-
vient m . augmente ) que dans la partie concave, Bz fur-
pafle BO, & qu'au contraire elle eft moindre dans la partie
convexe;de forte que fousle point d'infiéxion ou de rebrouf-
fement F, lavaleur de Oz doit devenir de pofitive négative.
" Celapofé, fi Ton décrit du centre B les petits arcs de
cercle 41R, T H, on formera les triangles femblables m R 27,
MBT,THO , & les petits fécteurs femblables BAMM R, BT B
H ijj

F1e. 48.
. 49-

* Art. 47.
Fic. 54.
- 55
Fie. 56.

57-

1'1c. §6.
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Nommant donc BM, y s MR , dx; 'onaura mR(dy).RM

(dx):: BM(y).Ef':’%::MR(dx) .'TH::‘%::: T H
(i;v—z . HO== %;1’. Or {i 'on prend la différence de BT (%3)
en fuppofant dx conftante , il vient Bz — BZ ou Hi=

dvdy* —ydxdd in..]_rfx.-l'v;——yﬂ.hf:h
—_— -

— ! & partant O H{+Hou Ot== 7

D’ou il fuit en multipliant par a’y' , & divifant par dx , que
la valeur de dx*~dy*—yddy fera nulle ou infinic fous le
oint d’infléxion ou de rebrouflement F. Or la nature de
laligne 4FK étant donnée, l'on aura des valeurs de dy en
dx , & de ddy en dx*, lefquelles €tant fubftituées dans dx™
-+ dy’—-—ydd)/ , formeront une quantite’ , qui érant égalée
d’abord A zero , & enfuite A 'infini, fervira a trouver pour
BF une valeur telle que décrivant du centre B, & de ce
rayonun cercle , il coupera la courbe 4FK au point d'inflé-
xion ou de rebrouffement F. Ce qui était propofé.
= Pourtrouver encore la méme chofe d’'une autre maniére,
il faut confidérer ‘que dans la partie concave Iangle BmE
furpaffe 'angle Bmn , & qu'au contraire dans la convexe il
eft moindre ; & partant que l'angle BmE — Bmnou Emn,
ceft A dire l'arc En qui en eft la mefure , devient de pofitif
négatif fous le point cherché F. Or prenant dx pout conf:

tante , les triangles ré&angles femblables HmS , Hnk,
donncront Hm (dz) . mS (dx) : : Hn (—ddy) . nk=— ‘“d'id'-
ot Ion doit obferver que la valeur de Hz eft négative,

parceque B (y ) croiffant, Rm( dy ) diminue. Mais a caufe

des féteurs femblables BmS ;mEk, I'on aura Bm (y) . mS

(dx)::mE (du).Et:.-—.."—”yif, & partant Ek~+kn on En=

i At B, B T L 230 i
d—"—'—‘—;ﬂ’—ﬂf. D’ot: il fuit en multipliant par yd«, & divi-

fant par dx , que du —yddy ou dx’+dy"— yddy doit de-
venir de pofitive , négative fous le point cherché F.

Si l'on fuppofe que devienne infinie, les termes dx
& dy” feront nulsparrapport au terme yddy 5 & par confe-
quent la formule dx’~+dy’—yddy =2 ou a I'nfini, fe
changera en cette autre —yddy=r¢ ou a l'infini, Ceft 2
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dire en divifant par —y, ddy =0 oua linfini, qui eft la
formule du premier cas. Ce qui doit aufli arriver , puifque
les appliquées B, BF, BM deviennent alors parallcles.

COROLTLATIRE.

67'L ORSQUE ddy=o0, il eft clair que la -différence
de AZ doit étre nulle par rapport acelle de 4E ; & par-
tant que les deux tangeates infiniment proches FZ , fL doi-
vent tomber lune fur lautre , eénne faifant quune feule li-
gne droite fF L. Mais lorfque ddy=a linfini, la différence
de AZ doit étre infiniment grande par rapporta celle de
AE , ou(ce qui eff la méme chofe)la différence de 4E
eft infiniment petite par rapport a cellede #L'5 & par con-
féquent I'on peut mener par le méme point F deuxtangentes
FL,F,qui faffent entr’clles un angle infiniment petit, LF/.

De méme lorfque dy*~+dy*>— yddy=w, il eft vifible que
01 doit devenir nulle par rapport a MR ; & qu'ainfiles deux
tangentes infiniment proches MT , m? ,doivent tomber
l'une fur lautre, lorfque le point A7 devientun point d’in-
fidxion ou de rebrouffement : mais au contraire lorfque
dx”+ dy*— yddy=2alinfini , O¢ doit étre infinie par rap-
portd MR, ou (ce qui eftla méme chofe ) 2R infiniment
petite par rapport 3 0¢; & par conféquent le point m doit
tomber fur le point 27 , cefta dire quon peut mener par
le méme point M deux tangentes qui faffent entt’elles un
angle infiniment petit , lorfque ce point devient un point
d’infiéxion ou de rebrouflement.

Il eft évident quela tangente au point d'infléxion ou de
rebroufflement F, étant prolongée , touche & coupe ha
courbe AFK dans ce méme point.

ExemprLe L

68'S o1T une ligne courbe 4FX qui ait pour diametre
la ligne droite 4B, & quifoit telle que la relation' de la
coupée AE(x) i lappliquée EF(y) , foit exprimée par
Iéquation axx = xxy +-aay. 1l s'agit de trouver pour AE
une valeur telle que l'appliquée EF rencontre la courbe
AFK au point d’infléxion 7.

Fia. 52.

FiG. 53-

FiG. 56.
57-

Fic. 58.
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L’¢quation & la courbe eft y = —

aEY

5 & partant dy

203 5dx X 1 L
——— , & prenant la différence de cette quantité en
xX—-aa
fuppofant dx conftante , & I'égalant enfuite A zero , on

2

vt

e —

o 2aaddx X xx - aa—— 843 x5dx 2% xx < an .

frouve ) £ —0; ce qui mul-
. XX-f-aa

: % e lae.
tipliée' par x x4~z 2 > & divifé par 243dx*x xx-+a4,donne
X% +4-aa—4xx =0, doulontire AE (x) =av L.

Silonmeta laplacedexxfa valeur { 2z dans I'équation
;;3_1—‘; » ontrouve EF (y)<=%a;de forte
quon peut déterminer le point d'infléxion F fans fuppofer
quela courbe 4FK foit décrite.

Silonmene 4C parallele aux appliquées EF , & éga-
le la droite donnée 2, & qu'on tire CG parallele & 4B,
elle fera afymptrote de la courbe 4 FK. Carfil'on fuppofe
x infinie, onpourra prendre xx pour xx - 2z ; & partant

AxXX

Iéquation 2 la courbe y =4;7— fe changera en celle-ci

a la courbe y =

Y=
ExemprLE II

3 i 03
69'S 01T y—a=x—a’'.Doncdy=32x—a’ dx,
¥ , 5 —Gdx®
& ddy=—F5 x—a Tds" = :;‘;x—*j_*; » en prenant d x
pour conftante. Or {i l'on fuppofe cette fraction égale a
zero, on trouve — 6dx"==0; ce qui ne faifant rien con-

noitre, il Ia faut fuppofer infiniment grande ; & par confé-
. s ) S :
quent fon dénominateur 25Vx—, infiniment petit ou

zero. D’oli l'inconnue AE (x) ==a.

"Exempre IIL

Fia. 59. 7°'S 01T une demi roulette allongée A F K dont la bafe
BK furpaffe la demi-circonférence /DB du cercle genéra-
teur qui a pour centre le point C, Il s'agit de déterminer

fur
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fur le diametre 48 , le point E, en forte que l'appliquée
EF aille rencontrer la roulette au point d'infléxion F.

Ayant nommé les connues ADB, 2 ; BK,b; AB,2¢; &
les inconnues 4E, x; ED, z ; l'arc AD,u;5 EF, y3Ton

aura par la proprieté de la roulette J =z i;; & par-

tant dy = dz + 1’%. Or par la proprieté du cercle I'on aura

e e VI R s

2(xX——X% 2E5——xx"
Donc mettant pour dz & dz leurs valeurs ; on trouve 4 y

dx — axds - bedx v
== xﬂy 2t dont la différence (en prenant dx pour

(X —= XX

Z,=-‘\/2 Cx~— xx,df"{,=

bex ——=acc —bec e de®

conftante ) donne == —¢;d ot l'on tire 4E
Lex———pyx X V;;x —_—

(¢)=¢=+ -, &CE= T
Il eft clair qu'afin qu'ily ait un point d’infléxion F , il
faut que 4 furpafle «; car §'il étoit moindre, CE furpaffe-
roit C25,
ExemprLe 1V.

71 O N demande le point d'infléxion F de la Con-
choide AFKde Nicomede, laquelle a pour pole le point
2P, & pour afymptote la droite BC. Sa proprieté eft telle ,
quayant mené du pole P 2 un de fes points: quelconques
F la droite PF, quirencontre l'afymptote BC.enD ;la par-
tie DF eft toujours €gale & une ménie droite donnée«.
Ayant men€ PA perpendiculaire ,, & FE parallele 3 3C;

F1G. 6o.

on nommera les connues 4BouFD, «;BP , b; & les in-

connues BE , x; EF, y; & tirant DL parallele 3 B4, les
triangles femblables DLF , PEF donneront DZ (x). LE

(\/44 —xx) $od I’E(b.{_x).EF(}‘):V::?V:a——-;;:

2 3dn 4= aabd
dont la différence eft d{v=i-—”-—-———’-'

XV gy —— cx
prend.la différence de cette quantité, & qu'on Fégale 3

. T~ IR ~ d 2
zero , on formera I'égalig 22i0m— v — 3asbes x s
anx3 e %5 X Vaag — x5

I

-'——-“0,

. Si:donc on
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* Art. 66.
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qui fe réduit & x>+ 36xx —2aab=0, dont Tune des raci-
" 1i9s fournit épour BE la valeur cherchée.

Si 2= 6, I'équation précédente fe changeraen cette
autre x3+3axx—14°== 0, laquelle étant divifée par x+a,
donne xx = 24X —2aa==0 ; & partant BE{x )=—4
-+ V344

Autrement.

En prenant pour appliquées leslignes PF qui partent
du pole 7, & en fe fervant de la formule ™ yddy = dx*
- dy?, dans laquelle dx a éte fuppofée conftante. Ayant
imaginé une autre appliquée Zf qui fafle avec PF 'angle
F pfinfiniment petit , & décrit du centre P les petits arcs
FG, DH , onnommera les connues 4B, «;BP L0358 les
inconnues PF, y s PD ,%; & I'onaurapar la proprietc’ de
la conchoide y=z-+« , ce qui donne dy==dz. Or a
caufe du triangle ré@tangle DBP, D B=Vzz—bb; & 2
caufe des triangles {femblables DB & dHD, PDH &
PFG, lon aura DB (Vzx—66).BP(6)::dH (dz). HD
e o= Et PD (1) PRR+a):: HD (yme=p). F6(d¥)

¥ g —bb ¥z
brdx - abdz ki } 2dxV iz — b
S Dol Ton tite dz ou dy =——_——
donE _li_défférence eft ( en fuppofant dx conftante ) ddy
ba3 - zabzx — ab3 x dzéx __ bit 4 2abZd ——abox X dx*
bi-a0 Vax—bb T by - ab>
tant pour dz_fa valeur. Donc fi I'on fubftitue dans la
formule générale * yddy — dx” +dy” ala place dey fu
valeur z-+4, & de dy & ddy les valeurs que T'on vient
de trouver en éx & dx”; on formera cette équation

—
—

en met-

—

AT 2473 — abbr X dx2 LT 2 1bbr o anbr X dx 2
bx—-ab?-

qui fe réduit a

3 = bx—-ab?
2z — 366.:(— abb==0, dont I'une des racines augmentée
de « fournit la valeurde I'inconnue PF. :
Sia=6, 'onaura 22’ — 3243 — 4’=0, qui érant divi-
f¢e par par z +e.donne gz — 2z — —;3 =0 , dont la réfolu-

tion fournit PF (z+a)=2a~+1aV3 _______3_#_—&-;‘3_\_/_3_'.
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ExemepLE V.

72'S ort une autre efpece de ,Conchoide 4FK , telle FiG. Go.

quayant mené-d'un de fes points quelconques F au pole
P la droite PF qui coupe afymptote BCen D, leré&tangle
PD x DF foit toujours égal au méme rédtangle PB x5 4.
On demande le point d'infiéxion F.

Sil'on nomme les inconnues BE, x; EF, y ; & les con-
nues AB, 45 BP, b; onaura PD x DF =ab; & les paral-
leles 3D, EF donneront PD x DF (ab) . PBx BE (bx)
iPF (bb+2bx+xx4yy).PE (bb+2bx+xx).
Doncbbx 4 2bxx + x* 4 yyx == abb + 2abx + axx , ou

p — — —— 3 e p—— -
:'y=ubb+ 2abx - axx = bbx 2bxx 3 &_,‘V=b-1-xv‘.'-——"
4 x

¥
a

=V gx —xx 4-b V:'xT-_" , dont la différence donne dy

S, = axdx <= 2xxdx = abdx
25V ax — xx

; & prenant encore la différence,

m AL ] v r 2 . o
on forme I'égalité ?** 92— 42* X% 4 qui fe réduit
) > q
qaxx— 4x3 % Vax—x

[N b 2
Yo e ‘T_%'ZE valeur de l'inconnue BE.
S 211 o — axdy - axxdx 4~ abdx
Si l'on fait e

valeur de dy €gal a zero
I'on aura xx —tax-+Lab=0, dont les deux racines
a4 Van— 8 gr 8~ Vor— 8% fourniffent lorfque « fur-

4 Py
pafle 84, deux valeurs de BH & BL, telles que l'appliquée
FH M eft moindre que fes voifines, & T'appliquée ZV plus
grande, ceft 4 dire que les tangentes en ¢ & N feront
parallelesa 'axe 4B ; & alorsle point E tombera entre les
points H & Z.

Mais lorfque #=80 , les lignes 3H , BE , BL feront éga-
les chacune a a3 & alors la tangente au point dinflé-
xion F fera parallele a I'axe 4B. Et enfin lorfque « eft
moindre que 84, les deux racines feront imaginaires ; &
par conféquent il n’y aura aucune tangente qui puiffe étre
parallele a I'axe, )

Ij

Fic. 6.

FiG. 62.
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On pourroit encore réfoudre cette queftion en prenant
F16. 60. pour appliquées les lignes PF, P, qui partent du pole P,
& en fe fervant de la formule yddy = dx* +dy* , comme
Yon a fait dans I'exemple précédent.

Exempre VI

Fie. 63. 73'S o1Tun cercle 4ED qui ait pour centre le point B,

avec unc ligne courbe AFK telle qu'ayant mené a difcré-
tionle rayon BFE , le quarréde FE foit égal au réétangle
de l'arc AE par une droite donnée 4. Il faut déterminer
dans cette courbele point d'infléxion F.

Ayant nommé l'arc AE, z;ie rayon B4 ou BE, a3 &
l'appliquée BF, y ; on aura bz = 2z — 24y -+yy, & (enpre-

o sy » il
Lymy —— apay

nant les différences ) Z2—/ — dz==Ee. Or a caufe
des fecteurs femblables BEe, BFG, on fera BE(a). BF
(y) :: Ee (ﬁ—,--'--J ). FG(dx)=fﬂ'-{7_ﬂ——5“ﬂ . dont la
différence,en fuppofant dx conftante , donne 4ydy” —24dy™

ady® — 29dv®,

- 2yyddy — 24yddy = o ; & partant yddy = ==
Sidonc on fubftitue  1a place de dx” & yddy leurs valeurs

* An, 66. en dy” dansla formule générale*yddy—dx"+dy" on forme-

dy* —2ydy®  4ytdy®— 8ay3dy® - 4aayydy® - aabbdy®
y—a anbb

raI’'équation *
qui fe réduit 3 4y° —1 24y 41248y — 44> yy+-340bby—1243 45
=09, dont la réfolution fournira pour BF la valeur cher-
chée.

I1 eft évident que la courbe 4FK, que L'on peut appel-
lerune Spirale paraboligue , doitavoirun point d'infléxion
F. Carla circonférence AED ne différant pas d’abord fen-
{iblement de la tangente en 4, il fuit de la nature de la pa-
rabole qu’elle doit d'abord étre concave vers cette tangen-
te , & qu’enfuitela courbure de la circonférence autour de
fon centre devenant fenfible , elle doit devenir concave vers
ce centre.
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ExeMmprEe VIL

74-S 01T une ligne courbe AFK qui ait pour axe la Fyq. 64.

droite 4B , dont la proprieté foit telle quayant mené une
tangente quelconque FB qui rencontre 4B au point B,
1a partie interceptée 4 B foit toujours a la tangente BF en
raifon donnée de 72 a #. Il eft queftion de déterminer le
point de rebrouflement F.

Ayant nomme¢ les inconnues & variables 4, x ; EF, y 5

> dx . . .
I'on aura EB =—-7—df ( parceque ¥ croiffant , y diminue),

FB = 'dx;" 2. Or par la propriet¢ de la courbe , 4E

- EB ouAB(”d’—Z'L”’-‘).BF(’Z‘%"_‘.’L’.) ::m.n. Donc

rrmg—— Xy ot mdyddy
mv dx”~dy ¥ ndx,& {a différence donne e s

_ ——nydzdy &~ nxyddy — nxdy®
i ]
négative ; d'oti I'on tire ddy =

en fuppofant dx conftante &

— nydxdy — nxdy*Vix® 4 dy*
myydy — nxyViz T HT -
Maintenant fi on fait cette frattion égale A zero, on
trouvera — ydx — xdy==0 ; ce qui ne fait rien connoj-
tre. C’eft* pourquoi il faur fuppofer cette frattion éga-
le i linfini, ceft a dire fon dénominateur égal a zero;
¥ TS ) myd nxdy — nydx
ce qui donne Vdx +dy ==7’E_7=__2_m7_
nnxxdy — d
=7 e, Or

nuxy

a caufe de
I'équation ala courbe,d’ou I'on tire dx=

quarrant echaque membre de'équationmydy=nxvdx +dy°,
dv'v'm_ nnxxdy — mmyydy
nx nnxy

d’ou Ion tire enfin yvVmm — nn==nx; ce qui donne cette
conftruétion.

Soit décritdu diametre 4D =ns,undemi-cercle 47D;
& ayant pris la corde D/=mn, foit tirée l’indéﬁpie Al Je
dis quelle rencontrera la courbe .4FK au point de re-
brouflement F.

on trouve encore dx =

Iiij
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- Carayant mené ZH perpendiculaire 4 4B, les triangles
réGtangles femblables D74 , ZHA4, FEA donneront DI
(n). 2A(Vmm—nn)::IH .HA4 :: FE (y).EA(x).
& partant yVmm—nn=nx qui étoit le lieu 3 conf
truire.
1l eft clair que BF eft parallele 3 D1, puifque 4B . BF
:: AD (m) . DI(n). dou il fuit que l'angle 4FB eft
droit; & partant que les lignes 4B, BF, BE font en pro-
portion continue.
On peut trouver cette méme proprieté fans aucun cal-
*Art, 67. cul, fi I'op imagine * au méme point de rebrouflement F
deux tangentes FB, F4 qui faflent entr’elies un angle BF5
infiniment petit. Car décrivant du centre F le petit arc
BL,on auta m .n:: Ab .bF:: AB . BF :: Ab— AB ou
Bb.6bF—DBF onbL:: BF . BE.A caufe des triangles réc-
tangles femblables B4L, FBE. Donc ; &c. '
Sim=—n, il eft évident que la droite 4 Fdeviendra per-
endiculaire fur I'axe 42; & qu’ainfi la tangente FB fera
parallele A cet axe 5 ce que Ton fcait d’ailleurs devoir arri-
ver , puifqu’en ce cas la courbe A F doit étre un demi-cer-
cle qui ait fon diametre perpendiculaire fur I'axe 48. Mais
fi m éroit moindre que #, 1l eft évident quil n’y auroit
aucun point de rebrouflement , parcequ’alors I'équation

yYmm — nn==nx renfermeroit une contradiction,
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SEcrronx V.

Ufage du calcul des differences ponr trouver
les Défvelope’es.
DErINITION.

S 1 l'on congoit qu'une ligne courbe quelconque DBF
concave vers le méme coté, foit envelopée ou entou-
rée d’'un fil 4BDF, dont I'une des extrémités foit fixe en F,
& l'autre foit tenduéle long de la tangente B4, & que l'on
fafle mouvoir I'extrémité” 4 en la tenant toujours tendue &
en dévelopant continuellement la courbe BDF;il eft clair
que l'extrémité 4 de ce fil décrira dans ce mouvement une
ligne courbe 4HK.

Cela pofé, la courbe BDF{era nommée la Dévelopée
dela courbe 4H K.

Les parties droites 4B, HD, KF du fil ABDF feront
nommees les rzyons de la dévelopee.

CoroLLAIRE 1.

75 D E ce que la longueur du fil 4BDF demeure toujours
la méme, il fuit que la portion de courbe BD eft égale 2
la différence des rayons DH, BA qui partent de fes extré-
mités ; de méme la portion DF fera égale 2 la différence
des rayons FK,DH ; & la courbe entiére BDF ala différen-
ce des rayons FX, B4. D’ou l'on voit que fi le rayon B4 de
1a courbe étoit nul, c'eft 4 dire que fi I'extrémité 4 du fit
tomboit fur l'origine B dela courbe BDF, alors les rayons
de la dévelopée DH, FK feroient égaux aux portions
BD, BDF delacourbe BDF.

CororrLairE IL

» CY
76"Sb 1 'on confidére la courbe BDF comme un poligo-
ne SCDEF d’une infinité de cotés; il eft clair que Pextré-
mité 4Jdu fil 4BCDEF décrit le petit arc AG qui a pous

Iie. 65,

Fic. 66.
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centre le point C, julqu’a ce que le rayon CG ne fafle plus
quune ligne droite avec le petit c6té CD voifin de CB;
& de méme qu'elle décrit le petit arc GH qui a pour cen-
tre le point D, jufqua ce que le rayon DH ne fafle plus
qu'une droite avec le petit c6té DE ; & amfi de fuite juf~
qua ce que la courbe BCDEF foit entiérement dévelo-
pée. La courbe 4HK peut étre donc confidérée com-
me laflemblage d'une infinité de petits arcs de cercle
AG, GH ,HI, IK, &c. qui ont pour centre les points C,
D, E, F, &c. D'ouil fuit,

1°. Que les rayons de la dévelop¥e la touchent conti-
nuellement comme DH en D, KF enF, &c. Et quils
font tous perpendiculaires ala courbe 4H K qu'ils décri~
vent, comme DH en H, FK en K, &c. Car DH , par
éxemple, eft perpendiculaire fur le petit arc GH & fur le
petit arc HZ , puifqu’elle pafle par leurs centres D, E. Dol

FiG. 65. lon voit , 1°. quela dévelopée BDF termine I'efpace ol
tombent toutes les perpendiculaires & la courbe 4HK.
2° Que fi l'on prolonge un rayon quelconque HD qui
coupe le rayon 4B en R, jufqua ce qu'il rencontre un
autre rayon quelconque KF en §, I'on pourra toujours
mener de tous lespoints de la partic RS deux perpendicu-
laires fur la courbe 4HK, excepté du point touchant D
duquel on n’en peut mener qu'une feule, {cavoir DH. Car
il eft clair que l'interfection R desrayons 4B, DH parcourt
tous les pointsdela partie RS , pendant que le rayon 4B
décrit par fon extrémité 4 laligne 4HK fur laquelle il eft
continuellement perpendiculaire: & que les rayons 45,
HD ne fe confoncFent que lorfque l'interfeion R tombe
fur le point touchant D.

F16.66. 20, Que fi I'on prolonge les petits arcs HG en / , 7FHL
enm, KZenn, &c. vers l'origine 4 du dévelopement,
chaque petit arc comme ZH touchera en dehors fon voi-
fin HG , parceque les rayons C4, DG , EH , FI vont tou-
jours en augmentant, 3 mefure que les petits arcs qui com-
pofent la courbe 4 HK s'¢loignent du point 4. Par laméme
raifon {i I'on prolonge les petits arcs 4G en o, GHenp ,

HI
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HIeng, vers le coté oppofé aupoint A ; chaque petit
arc comme H I touchera en deflous fon voifin 7x. Or puif-
que les points F & 7, D & E peuvent étre confidérés com-
me tombant I'un fur l'autre 3 caufe de linfinie petiteffe
tant de l'arc HZ, que du c6té DE; il senfuit que {i I'on
décrit d'un point quelconque moyen D de la dévelopée
BDF comme centre, 8 de fon rayon DFH un cercle mH (A
il touchera en dehors la partie H4 qui tombera toute entiere
audedansde cecercle, & en dedans de l'autre partie H K
qui tombera toute entiére au dehors de ce méme cercle:
ceft a dire qu'il touchera & coupera la courbe 4H Kau
méme point H, de méme que la tangente au point d’inflé
xion coupe la courbe dans ce point,

3° Le rayon HD du petit arc HG , ne différant des
rayons CG, EH desarcs voifins 64, HI, que d’'une quan-
tité infiniment Ipetite CD ou DE ; il senfuit que pour peu
qu'on diminue le rayon DF , il fera moindre que CG, &
guain{i fon cercle touchera en deflous la partie H4; &
qu’au contraire pour peu quon l'augmente , il {furpaffera
HE, & quainfi fon cercle touchera en dehors la partie
HK: de forte que e cerclemHp eft le plus petit de tous
ceux qui touchent en dehors lapartie H4, & au conttaire
le plus grand de tous ceux qui touchent en dedans la partie
HK: ceft a dire quentre ce cercle & la courbe on n’en
peut faire paffer aucun autre.

4° Comme la courbure des cercles augmente a pro-
portion que leurs rayons diminuent, il s'enfuit que la
courbure du petit arc FH 7 fera a la courbure du petit arc
AG réciproquement comme le rayon B4 ou C4 dece
dernier efta fonrayonDH ou EH:c’eft a dire que la cour-
bure en Hde la courbe AHK feraa fa courbure en 4 com-
me le rayon B4 au rayon DH 5 & de méme que la cour-
bure en Kefta la courbure en H comme le rayon DH eft
au rayon FK. D’oti I'on voit que la courbure de la ligne
AHK diminue continuellement 4 mefure que la ligne
BDF fe dévelope; de forte quau point 4, ou commence
le dévelopement, elle eft la plus grande qu'il eft p(;{f;ﬁble;
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& au point K, ol je fuppofe qu'il cefle, la plus petite.
s°. Queles pointsde la dévelopée ne font autre chofe

ue le concours des perpendiculaires menées par les extré-
mités des petits arcs qui compofent la courbe 4 HK. Par
éxemple, le point D ou E eft le concours des perpendicu-
lairesHD , IE du petit arc HI ; de forte que fila courbe
AHK eft donnée avec la pofition d'une de fes perpendicu~
laires HD , pour trouver le point D ou E, ou elle touche la
dévelopée, il ne faut que chercher le point de concours
desperpendiculaires infiniment proches HD, ZE :ceft ce
quon va enfeigner dans le Probléme qui fuit.

Prorosition L

Probléme géncral.

L o
77-_'__, A natuve de la ligne courbe AMD étant donnde avec
une de [es perpendiculaires guelcongue MC 5 déterminer la lon-
guenr durayon MC de (a2 dévelopée: ceff a dire le concours
des perpendiculaires infiniment proches MC, mC.
Suppofons en premier lieuque la ligne courbe 4 MD ait
pour axe la ligne droite 4B fur laquelle les appliquées
L M foient perpendiculaires. On imaginera une autre ap-~
pliquée mp, qui fera infiniment proche de M P; puifque
le point m eft fuppofe infiniment pres de M. On menera
ar le point de concours C une parallele CE al'axe 4B,
faquelle rencontre les appliquées MP , mp aux points E, e.
Enfin menant MR parallele 3 4B, on formera les triangles
réctangles femblables MRm , MEC; car lesangles EMR,
CMm étant droits , & l'angle CMR leur étant commun ,
Pangle EMCc fera égal a angle R Mm.
Si donc I'on nomme les données 42, x5 PM, y; l'in-
connue ME, z; 'on aura Ee ou Pp ou MR=—dx, Rm==dy

=a’z_,Mm=-\/dx“+d]’s & MR (dx) . Mm (Vdx"+ dy™ )
(it ME(g). MC= de;;_*-i Or lepoint C étant le cen~
tre du petit arc Mm, fon rayon CAf qui devient Cs loxf-
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que EM augmente de fadifférence Rz, demeure le méme.
Sa différence fera donc nulle : ce qui donne (en fuppo-

. dzdx® 4= dzdy* 4 2dydd yacsl 13 .
fant dx conftante ) =— _L.‘-_z___a”:—o ; dor T'on tire
; dxVdx®edy®
drdn® 4= dzdy? dx® 4 dy*
ME(R) == =——j72~ ==~ en mettant pour dz_fa

valeur dy.

Suppofons en fecond lieu que les appliquées Baf, Bm
partent toutes d'un méme point B. Ayant mené du point
cherché C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment
proches, les perpendiculaires CE , Ce , & décrit du centre
B le petit arc MR ; on formera les triangles réttangles
femblables R44m & EMC ,BMR ,BEG & CeG. Ceeft pour-
quoi nommant BM,y; ME, z; MR, dx 5 on aura Rm

=dy, Mm =V dx*+dy*,CEouCe = %’ & McC

Ve - dy :
=% 9  On trouvera enfuite, comme dans le pre-

dx
; dudy? »
mier cas , X== whsTH 7 O BM(y).Ce(“2) :: MR
—— dyddy y dx

(dx).Ge= %—dy & me— ME ou Rm— Ge =dz=— ydy—=dy

Donc en mettant cette valeur a la place de dz, 'on aura

yds* - ydy*
M PPN 35 -/l Ly
E(R) = iy —yid

Si 'on fuppofe que y foit infinie , les termes dx> & dy*
feront nuls par rapport i yddy ; & par conféquent cette
derniere formule fe changera en celle du cas précédent.
Ce qui doit "aufli arriver ; puifque les appliquées devien-
nent alors paralleles entr’elles, & que 'arc MR devient
une droite perpendiculaire fur les appliquées.

Maintenant la nature de la courbe AMD étant donnée;
on trouvera des valeurs de dy” & ddy endx*, oude dx* &
ddy en dy= , lefquelles étant fubftituées dans les formules
précédentes, donneront pour ME une valeur délivrée des
différences , & entierement connué. Etmenant EC perpen-
diculaire fur ME, elle ira couper MC perpendiculaire a la
courbe, au point cherché C. Ce qui étoit propofe,

K ij

Fre. 68,
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CoroLLairRE L

78 A caufe des triangles réctangles femblables A4 R &

) - - 5 =
2MEC,T'on aura dans le premier cas MC=%* +47’:’5:i ~+dy*

1L ydx* =gy * Vide*ady*
& dans le fecond cas #4C = T S Lhe

REMARQUE.

'79'IL y a encore plufieurs autres maniéres de trouver
les rayons de la dévelopée. J'en mettrai ici une partie ,
afin de donner différentes ouverturesa ceux qui ne pofle-
dent pas encore ce calcul. y

Premicr cas pour les courbes dont les appliquées fone
perpendiculaires a laxe.

Premiére manicre. Soit prolongée MR en G ou elle
rencontre la perpendiculaire mC. Les angles droits

MRm , MmG donneront RG = % 3 & par conféquent 4G

;2 2 =
gk RS ;’:’I" . Or 2 caufe des triangles femblables A Rm ;

MP Q;( les points 2, ¢4 marquent les interfections des
perpendiculaires infiniment proches A€, mC avec laxe
ARB) il vient m Qu=ﬂfi 5 PQ_=7“,L? » & partant
A= x-l-'%', dont la différence donne (en prenant dx
pour conftante) Q g =dx  “ 2":,;"'“} ;& a caufe des trian-

gles femblables C£G,CQg,'on aura MG—04g ( :dyxﬂy ) MG

(d——xz—kf{y:): :21447\(;{“‘—‘—“&‘r +gy=') MC— 2" d V"7,
i dx ¥ dx ¥ : TR — dxddv
Seconde maniére. Ayant décrit du centre ¢ Jo petit
arc Q0. les petits triangles réctangles Q0q , M Rm feront
femblables, puifque 42m, Q0 & MR, Q g font paralleles;
ST % du® - dy® aydd
&partan_t Mn; (=Vd§4+d] )- MR (dx):: 24( .“.:t_ﬁxﬂ-r 4%
ax = 15
20 = —7;.—3:—1_1 Or les fécteurs femblables Cam,
e At o
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€Q0 donnent Mm— Q0 ( V:ﬁﬁ’_,;——‘%— ) o Mm (VT dy ).

4% " —-dy

o) s TR > z T =
> Vds Ay o dsTe-dy Vs ==y
MO dx s Arpa —dxddy

Troifiéme maniére. Menant les tangentes infinintent
d
proches M7, mt , on aura PT— AP ou AT ="0 —x,

S e 31
YEELI
“

dont la différence donne 7'z =_—L_,_?—’ ; & décrivant du

centre 7z le petitarc 77H, on formera le triangle réctan-
gle HT: femblable A Rm M, carles angles H:T', R Mm ou
PT M font égaux, ne différant entr’eux que de I'angle 77mz
qui eft infiniment petit; ce qui donne Mm (\/m X

o yd,:.‘.rf!!')’ L i — ydxddy Y,
mR(dy): :Tt(— 7= ). TH= PRt Or les fec-

teurs TmH, MCm font femblables, car 'angle Tmz 4+ atme

vautun droit, & langle AMmC~+ MCm vaut auffi un droit

3 caufe du triangle CAMm confideré comme réttangle en
dxdd EalArs R

M. Donc TH(“:%{?Z_LT“‘T) . Mm (\/dx‘-+-df Yi:Tm

yvm\ AL O e dxz—}—dylydxz-l— dy*

b T e e — dxddy i

ouZ M (

Quatriéme maniére. On marquera*les différences fe-
condesen prenant dx pour conftante ; & les triangles rec-
tangles femblables HmS , Hnk donneront Hm ou M
(\/m) _mS ou MR (dx):: Hn (—ddy).nk

4= __ Orlangle kmn eft égal a celui que font
Vs " -dy®

entrelles les tangentes aux points A, 7; & partant com-
me l'on vient de prouver égal alangle MCm; d’on il fuit
que les fé&eurs nmk , MCm font femblables, & quainfi z&
oL dxddy )mk- Ou¥ Mm(\/dxz—‘-d]‘) ::Mm.
\ Vidx* —-dy /G

PR

(Vdx +dy")  MC= Ry 5%, e . On prend mH

pr—
—

ou AMm pout mR, parcequ’elles ne différent entr’elles que
de la petite droite F k infiniment moindre quelles ; de
méme que Ha eft infiniment moindre que R ou S2.

Ky

* Art. 6 4.
Fiac. 69.

* Art. 2.
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Second caspour les courbes dont les appliquées’ partent
d'un méme point fixe.

Fic. 68.  Premiére maniére. Ayant mené du point fixe 3 les per=

pendiculaires B F,Bf fur les rayons infinimecat proches CM,

Cm; les triangles réctangles mM R, B F , qui font fembla-

bles ( puifqu’ajoﬁtant aux angles mMR, BMF le méme an-

gle FMR, ils compofent chacunun angle droit) , donneront

MF ou ME = —2% » & BFz—m——', dont la diffé-
de’-}-d]z de"—l—dy’

rence (en prenant @x pour conftante) eft Bf— BF ou Hf

dx?dy* 4= dyt = ydn 2 dd, 3
i e L =1 . Oracaufe des féceurs femblables
da” 4 dy " X Vilx® 4= dy*

CMm, CHf, on forme cette proportion atm—Hf. Mm

b o ydxT = ydy* Ve oy~
2t MH.MC, & partant MC= e e

Seconde maniére. On marquera* les différences fecon-

Fic. 70. des en fuppofant dx conftante; & les fé&eurs femblableg

BmS,mEk donneront Bm (y ). mS (dx)::mE (Ve o dy").
Ebk="YE"2H" Or 3 caufe des triangles ré&tangles

y =0
femblables HmS , Hnk, on aura Hmou Mm (Vdx™rdy™.,

mS ou MR (dx)::Hn(—dd_y).nk:—%. Et

2
partant En = Tyiij:;;:————,m—dd’; & prenant une troifié-
me proportionnelle 3 En, Em ou Mm, les fé&teurs fem-
blables Emn, MCm donneront pour M€ la méme valeu
qu'auparavant.
Si Ton nomme Mm (Vdx™+dy* ), du ; & qu'on pren-
ne dy pour conftante au lieu de'dy , on (trouvera dans

le premier cas MC=‘,%;;, & dans le fecond MC

W{MS ﬂ >
=% Iinaydady =t enfin fi 'on prend d# pour conftan-

4 A . dxdie :{J_’t_ff
te , il vient dans le premier cas MC= —Jpou =

(parceque la difiérence de dx’+ dy'=du* eft dxddx
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Sdyddy=o0, & quainfi —= = ;‘Z’—x)s & dans le fecond,

e~ ydrduw ydyds
A C = VY dxdy - yddx”

CoroLLAIRE II.

8°-C o MME l'on ne trouve pour ME ou MC qu'une
feule valeur, il senfuit qu'une ligne courbe AMD ne peut
avoir qu'une feule dévelopée BCG.

CoroLLAIRE. III
2 2 2

SI'SI la valeur de ME (dx__";d? You ( E,"_l:‘_—;;%)
eft pofitive , il faudra prendre le point E du méme cb6té
de l'axe 4B oudu point B. comme I'on a fuppofé en fai-
fantle calcul ; d’oul’on voit que la courbe fera alors con-
cave vers cet axe ou ce point. Mais fila valeur de sk
eft négative , il faudra prendre le point £ du c6té oppofé s
d’ot 'on voit que la courbe fera alors convexe. De forte
qu'au point d'infléxion ou de rebrouffement qui fépare
Ia partic concave de la convexe, la valeur de AE doit
devenir de pofitive négative ; & partant les perpendicu-
laires infiniment proches ou contigues doivent devenir
de convergentes divergentes. Or cela ne fe peut faire
qu'en deux maniéres. Car ou elles vont en croiflant 3 me-
fure quelles approchent du point d’infléxion ou de re-
brou(%ement ; & il faudra pour lors' qu'elles deviennent

aralleles, c’eft 2 dire que le rayon dela dévelopée foit in-
fini : ou elles vont en diminuant ; & il faudra néceflaire-
ment alors qu’elles tombent l'une fur lautre, c’eft a dire
que le rayon de la dévelopée foit zero. Tout ceci sac~
corde parfaitement avec ce que L'on a démontré dans la
fé&tion précédente.

REMARQUE,

82'COMME Pon a cru jufquici que le rayon de la
dévelopée étoit -toujours infiniment grand au point d'in-

Fie. 72.

FiG. 67.
68.
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fléxion, il eft A propos de faire voir quily 4 pout ainfi
dire , une infinité de genres de courbes qui ont toutes
dans leur point d'infléxion le rayon dela dévelopée égal a
zero s au lieu qu'il n’y en a qu'un feul genre dans lequel ce
rayon foit infini.

¥1c. 71.  Soit B.AC une des courbes quiont dans leur point d'in<
fléxion A lerayon de la dévelopée infini. Sil'on dévelope
les parties B4 , A4C, en commengant au point il eft
clair qu'on formera une ligne courbe D4 E qui aura aufli
un point d’infléxion dans le meéme point 4, mais dont le
rayon de la dévelopée en ce point fera égal azero. Et {ilon
formoit de la méme forte une troifiéme courbe par le dé-
velopement de la feconde DAE , & une quatriéme par le
dévelopement delatroifiéme, & ainfi de fuite a l'infini
il eft clair que le rayon de la dévelopée dans le point d'in-
fléxion 4 de toutes ces courbes , feroit toujours égal 3
zero. Donc, &e, '

ProrosiTtiox IL
Probléme.

Fe. 72, 83-T ROUVER dansles conrbes AMD , 04 Paxe ABfuait
avec la tangente en A un angle droit , le point B o4 cet axe
touche la dévelopée BCG.

Si l'on fuppofe que le point M devienne infiniment prés
du fommet A , il eft clair que la perpendiculaire 220 _ren-
contrera 'axe au point cherché 2; d’ou il fuit que fi l'on

cherche en général la valeur de P_Q(%) en x ou en y.,

& qu'on fafle enfuite x ou y==10, on déterminera le
point 2 i tomber fur le point 4 , & le point O_fux le
point cherché B ; C’eft A dire que PQ_deviendra alors
égalea la cherchée 4B. Ceci s’éclaircira par les éxemples
qui fuivent.

ExeEmMpre I

Fie. 72, 84"SOI'_I‘_ la courbe 444D une Parabole qui ait pour
pata-
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parametre la droite donnée 4. 1’équation i la parabole

eft ax=yy, dont la différence donne dy = fdx . . Rex

adx

X
1y
prenant la différence de cette derniere équation, en fup-

— ad«?

pofant dx conftante , on trouve ddy = . Subftituant

enfin ces valeurs A la place de dy & de ddy dans la formu-

o S axVax
Ie 4;1 » On aura * M E = 1287
—diy :

= \/4_',‘- o 4_1;'3.
Ce qui donne cette conftruction,

Soit menée par le point 7 ot la tangente M7 rencon-
tre I'axe, Ia ligne TE parallele 3 #C; je dis qu'elle ren-
contre MP prolongée au point cherché E. Car les angles
droits MPT , MT E donnent MP (Vax) . PT (2x):: PT

dxx 4xVax

(2¢) PE=5—= ; & par confequent MP + PE

il y_'
=V E22

De plus a caufe des triangles réétangles M PQ, MEC,I'on
aura PM (Vax).PQ(4):: ME(Vax+ £22%) . ECouPK

=;a-+2x. & partant QK= 2%. Ce qui donne cette
nouvelle conftruttion.

Soit prife QK double de AP, ou ( ce qui revient au
méme ) foit prife PK égaled 7.9, & foit menée XC pa-
rallele 3 P41, Elle rencontrera la perpendiculaire MC en
un point € qui fera ala dévelopée BCG.

Autre maniére. yy==ax , & 2ydy=adx dont la différence
(en fuppofant dx conftante) donne 2dy’4-2yddy==0; d'otx

Ton tire — ddy= 2. Et mettant cette valeur dans la
4

ds* - dy? ydy ™ - ydz®
formule —“:'%;yz-, on trouve*ME:—g,?’—’-; & partant
ydy*A=yds® gy | yde
EC ou PK "T“Tx"_ d,—-—PQ\-i- PT ou

7'Q. Ce qui donne les mémes conitructions qu'aupara-

3 dx x® V2 os
vant.Car MP .PT:: dy.dx :: PT(’—‘; ) PE=%—;—=4 Yax

a

¥ Art.77.

*Art. 77.
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Pour trouver a préfent le point B ou I'axe 43 touche la

dévelopée BCG. On a]’,ON(% )=1a. Or comme cette

quantité eft conftante , elle demeurera toujours la méme
en quelque endroit que fe trouve le point a7 Et ainfi ,
lorfqu'il tombe fur le fommet 4, I'on auraencore PQ_qui
devient en ce cas AB =1 a. '

Pour trouver la nature de la dévelopée BCG i la ma-
niére de Deféartes. On nommera la coupée BK, # 5 l'ap-

45V ay

pliquée XC ou PE, ¢ ; don T'on aura CK (2)=
& AP+ PK — 4B () = 3x; mettant donc pour x fava-
4xVar

Ieur ; #dans I'équation = > lon en formera une

nouvelle 27422=164> qui exprimera la relation de BK A
kC. D'ont 'onvoit que la dévelopée BCG de la parabole
ordinaire eft une feconde parabole cubique dont le para-
métre eft égal 4 27 du paramétre de la parabole donnée.

Fic. 73. 1leftvifible que la dévelopée CBC de la parabole com.-
mune entiere M4 M a deux parties CB , BC qui ont leurs
convexités oppofées 'une a lautre, de forte quelles for-
menten B un point de rebrouffement.

AVERTISSEMENT.

F16.72.  Onentend par courbes geométriques AMD , BCG celles
dont la relation des coupées AP, BK aux appliguées PM |
KC, fe pent exprimer par une équation o il ne [e rencontre
point de differences 5 ¢ on prend pour geométrique zouz ce
g on peut faire par le moyen de ces lignes. L'on Juppofe ici que
les coupées ¢ les appliguées foient des lignes droites. ;

COROLLAIRE.

-
85. l=. ORSQ UE la courbe donnée 4MD eft geometri-
que, il eft clair que I'on poutra totjours trouver ( comme
dans cet exemple ) une équation qui exprime la nature de
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fa dévelopée BCG ; & quiainfi cette dévelopée fera aufli
geométrique. Mais je dis de plus qu'elle fera rédtifiable,
Ceft A dire qu'on pourra trouver geométriquement des
lignes droites égales a une de fes portions quelconque
BC; car il eft évident * que 'on déterminera avecle fecours
delaligne 42D, qui eft geométrique, fur la tangente CAL
de la portion BC, un point A1 tel que'la droite Casne difs
férera de la portion BC que d'une droite donnée A 5.

ExeEmpre II

86'SOIT la courbe donnée DM une hyperbole en-
tres {es afymptotes, qui ait pour équation 4z == xy.

On aura i;f —x, Y =, & fuppofant dx conf-
7.

— P \ o 2d 3
tante , * ””M;_';‘" 2898 — oy dohPontireddy = -}-7-— ;: &
i dy® oy - dx? dy®
mettant cette valeur dans "———Lx_'t;jf Jlvient* ME =7:"T";.;’,.L;
— 2D 1% Ce qui
de forte que EC ou PK=— T3, —77.. Ce qui donne ces

conftructions. :
Soit menée par le point 7" oty la tangente M7 rencon-

tre lafymptore 43, laligne 7°§ parallele 3 AMC & qui ren-

contre MP prolongée en § ; foit prife ME égale A la
moitié de M de l'autre coté de I'afymptote! que I'on re-
garde ici comme l'axe ) parceque fa valeur eft négative;
ou bien foit prife 2K égale A la moitié de 7Q _du méme
céoté du point 7': je dis que fil'on mene EC parallele ou
KC perpendiculaire a l'axe, elles couperontla droite 24C

; : . ' Ay
au point cherché ¢. Car il eft clair que MS =“——-,;j'.l-’—,

dy dx

&que7Q="; "7
Si I'on fait quelque attention fur la figure de Thyper-
bole MDA , on verra que {a dévelopée CZC doit avoir un
point de rebrouflement L, de méme que la dévelopée de
la parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon
DL de la dévelopée eft plus petit que tout ailﬁ'c rayon

Yy

* Art. 5.

FiG. 74:

X Art, 1.

* Art. 777,

=
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¥Are.78. pmC 5 doh il fuit que la différence de fon expreflion
3

x Z £ . L
Sedd. 3. LT VT oudrH 2 fera * nulle ou infinie, Ce
— dxddy ~—dxddy

qui donne, en prenant toljours dx pour conftante,
ST 4y 3
—— 3dxdyddy® ds " —- dy* T~ dxdddydx® - dy® 2

& et =oouwx ; dou en
nx )

divifant par dx"+dy" %, & multipliant enfuite par dxddy” ;
on tire cette équation dx”dddy -+ dy* dddy— 3dyddy* = o
ou » , qui fervira i trouver pour x une valeur 4H telle
que menant l'appliquée #p & le rayon DZ de la dévelo-
pée , lepoint Z fera le point de rebrouffement cherché.

’ a —_— d.
On a dans cet éxemple y=21, dy=—2, day
2 ande? — Gaadx3 . 4
— 5 » dddy = —=3"—, C'eft pourquoi mettant cesva-

leurs dans I'équation précédente, on trouve 4 H (x)=ua.
Drouil fuit que le point Deft le fommet de Ihyperbole,

& queles lignes 4D, DL ne font quune méme droite AL
qui en eft Iaxe.

ExeMmMpepre "IIL

FiG. 72. 37'S o1T I'équation générale J™=x qui exprime la
74- nature de toutes les paraboles i Iinfini lorfque Pexpofant
m marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes
les hyperboles lorfqu'il marque un nombre négatif,
On aura my™'dy=—=dx dont la différence donne, en
prenant dx pour conftante , mm—my =’ dy* = mym—

.
% ]
b

ddy =0 ; & endivifant par mym—, il vient — ddy = ”“—]“’“"
PR ax’ - dy? ;
* Art. 77. ol mettant cette valeur dans “—"2-, on tirera * ME

dx® e ydy™ d d.
=’——__:Li—;&partant EC ou PK==22____2=_
m—1dy m—3dx  m—1dy

Ce qui donne ces conftruttions générales.

Soit menée par le point 7" o la tangente M7rencon-
tre laxe 4P, laligne 7°S paralleled af¢ & qui rencontre
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ou bien foit prife PK = ——7'Q : il eft clair que fi I'on al ;

b 3

MD prolongée au point § ; foit prife ME=

=1

mene par le point E une parallele , ou par le point K une
perpendiculaire a laxe, elles rencontreront 24C au point
cherche C. ~

Sim eft négatif, comme il arrive dans les hyperboles, Fig, 74.
la valeur de ME fera négative ; & par conféquent elles i il
feront convexes vers leur axe qui fera alors une afymypto- I
te. Mais dans les paraboles ol m eft pofitif , il peut arri-
ver deux cas. Car ouz fera moindre que 1, & alors elles Fie. 75.
{eront convexes du coté de leur axe , qui fera une tan- i
gente au fommet : ou  furpaffe 1, & alors elles feront Fig, 72. Il
concaves vers leur age qui fera perpendiculaire au fom- i
met. i

Pour trouver dans ce dernier cas le point B ou l'axe 'M
.. 1—m |
AB touche la dévelopée. On a PQ (47 )=F—; ce 'Q:i[
qui donne trois différens cas. Caroum==2, ce qui n'arri- iy
ve que dans la parabole ordinaire , & alors I'expofant de y
étant nul , cette inconnue s'évanouit ; & par conféquent
AB==1, Ceft 4 dire 2 la moitié du parametre. Ou m eft ;
moindre que 2 , & alors P'expofant de y étant pofitif, 1
elle fe trouvera dans le numérateur, ce qui rend (en I'é-
galant * 3 zero) la fraGtion nulle : c’eft & dire que le point * Ar1.83.
B tombe ence cas furle point 4 comme dans la feconde
parabole cubique 4xx =y°. Ou enfin m furpafle 2, & alors  Fyg, =6, |
Pexpofant de y érant négatif , elle fera dans le dénomi- i
nateur, ce qui rend (lorfquelle devientzero) la fra&tion
infinie : ceft & dire que le point B eft infiniment éloigné .
du point A, ou (ce qui eftla méme chofe) que 'axe 4B '
eft afymptote de la dévelopée comme dans la premiere
parabole cubique #4x =y *..On peut remarquer dans ce Fie. 77-
dernier cas que la dévelopée CLO de la demi - para- f
bole 4DM a un point de rebrouffement L ; de forte {
que par. le dévelopement de la partie LO continuée a l'in- [
fini, le point D ne décrit que la portion déterminée DA ; |

L iij
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au lieu que par le dévelopement de l'autre partie Z¢ conti-
nuée auflial'infini, il décrit la portion infinie Dar,
On déterminera le point Z de méme que dans I'hy-
1

perbole. Soit par éxemple mzx:f ou y=x ", on aura
2 S 8

=i Cdvddy=—zx Cdedddy—=1sx  dx',

2

& ces valeurs érant fubftituées dans l’équation dx’da’dy

*.Art,86. - dy "dddy — 3dyddy” =0, on trouvera*® AH (%) =57+

Il en eft ainfi des autres.
REMARQUE,

88'E N fuppofant que 7 furpafle 1, afin caue les para-
boles foient tofijours concaves du ¢bté de leur axe , il
peut arriver différens cas. Car file numérateur de la frac-
tion marquée par 7 eft pair, & le dénominateur impair ;

Fig. 73. toutesles paraboles tombent de part & d’autre de leur axe

dans une pofition femblable A celle de la parabole ordinai-

re. Mais {i le numérateur & dénominateur font chacun

impair; elles ont une pofition renverfée de part & d'autre

de leur axe, en forte que leurfommet A eftun point d'inflé-
3

FiG. 77.%ion, comme la premiere parabole cubique x = y ' ou

Fic

Fic. 77

FiG.

76.

;mx:f . Enfinfile numérateur étant impair, le dénomi-
nateur eft pair 5 elles ont une pofition renverféde du méme
coté de leur axe, en forte que leur fommet 4 eft un

. 76. point de rebrouffement, comme la feconde parabole cu-
3

bique x =y " ou zxx=y>. Tout cela fuit de ce qu'une

; puiflance paire ne peut pas avoir une valeur négative. Cela

pofé, il eft évident,
1°. Que dans ie point d’infléxion 4, le rayon de la dé-

" velopée peut étre infiniment grand comme dans azx — y°,
ou infiniment petit comme dans zax’ =%,
2°. Que dans le point de rebrouffement #, le rayon de

Ia dévelopée peut ctre ou infini comme dans 23 xx = y 5,
ou zero comme dans zxx ==y°.
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3¢, Qu'il ne senfuit pas de ce que lerayon de la déve-

lopée eft infini ou zero, que les courbes ayent alors un

point d'infiéxion ou de rebrouflement. Car dans 2°x =*

il eftinfini, dans @x* =y*il eft nul ; & cependant ces pa-

raboles tombent de part & d’autre de leur axe dans une po-
fition femblable a celle de la parabole ordinaire.

L

Exempre IV.

89 S o 1T la courbe AMD une hyperbole ou une ellipfe
qui ait pour axe AH(«), & pour parametre AF (5).

3 ey abx 3= bxx
On aura parla proprieté de ces lignesy = \
abdx 3 a2bxdx b, — adbbdx®
dy=— o— & ady=—
anbx = abxx ‘

4aabx = 4nbxxVasbs 3= abxx’ |

dx* = Vix*S-dy~
— dxddy

générale de * Mc, on trouvera dans ces deux courbes MC

donc I'on met ces valeurs dans expreflion

FiG. 73.

Fig. 78.
79

* Art.78,

aahb 2= 4abbx -~ 4bbxx <\ anabx A= 4absx Vaabb S 4abbx =~ 4bbxx <~ 4aabx 3= 4abxx

d ol 243 bb

="1;be§ , puifque de part & d'autre MQ(W—I;E:_—#:)

s V aabh F 4abbx - 4bbxx 4~ 4anbx - 4abxx_ Ce qu1 donne cette
24

conftruction qui fert aufli pour la parabole.

Soit prife Mc quadruple de la quatriéme continuelle-
ment proportionnelle au parametre AF & a la erpendi-
culaire MQ_terminée par laxe ; le point € fera ala déve-
lopée.

Silonfait x=0, onaura* 4 B=214. Etfi 'on faitdans
Fellipfe x =2 2, on trouvera DG = i_f’ , Ceft 3 dire
égal 4 la moitié du parametre du petit axe. D’ou I'on voit
que dans Pellipfe la dévelopée BCG fe termine en un point
G du petit axe DO o elle forme un point de rebroufle-
ment ; au lieu que dansla parabole & I'hyperbole elle s°¢é-
tend a Pinfini.

* Art. 83.
Fi1G. 79.
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Sia={dans lellipfe, il vient #C = 2: d'ohil fuit que
tous les rayons dela dévelopée font €gaux entreux , &
quelle ne fera par conféquent qu'un point : c’eft a dire que
I'ellipfe devient en ce cas un cercle qui a pour dévelopée
fon centre. Ce que I'on fcait d'ailleurs étre véritable.

ExeEmpLE V.

Fig. 80. 9 O'S o 1T la courbe A MDune logarithmique ordinaire,
dont la nature eft telle qu'ayant mené d'un de fes points
quelconque M la perpendiculaire M2 fur l'afymptote K2,
& la tangente MT ; la foutangente PT foit toujours égale
3 la méme droite donnée «.

Ona donc PT (%‘ )=a,doulontiredy = 7—“1-"5 ,dontla

3 dvdx
différence donne, en prenant 4x pour conftante , ddy = ~—

dx* dx®* - dy*
* Art. 77. =12 ; & mettant cesvaleurs dans —— di , on trouve

ME= :—‘%—"—"y ; & partant EC ou PK= ———2. Ce
qui donne cette conftrution.

*

Soit prife PX égale 3 77Q duméme coté de 7', parceque
fa valeur eft negative; & foit menée KC parallele 3 PM:
je dis qu'elle rencontrera la perpendiculaire MC au point

cherché C. Car 7Q = i

Sil'on veut que le poin't Mfoit celui de la plus grande
courbure , on {e fervira de la formule dx*dddy + dy"dddy
* Art. 86. — 3dyddy’=o0, que lon a trouvée * dans I'éxemple fe-

cond; & mettant pour dy, ddy , dddy ', leurs valeursy;i’ A

2 A3
Wf:, s 7:5 , on trouvera PM(y)av=.

» Il eft clair, en prenant dx pour conftante, que les ap-
pliquées y font entrelles comme leurs différences dy ou

yidx
i

; dou il fuit quelles font auffi une progreflion geo-

métrique. Car fi Pon congoit que l'afymptote ou 'axe PX
foit divifé en un nombre infini de petites parties égales
Ppou MR, pfoums , fgounH , &c. comprifes entre les

appli-
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appliquées 21, pm, fn, g0, 8&c.lonaura P2 .pm:: Rm.Sn
2: PM-~Rm ot pm.pm~+ Snou Fu. Ouprouve de méme
que pm. fn : : fn. go, & ainfi de fuite. Les appliquées 2 a1,
m, fn, go, &c. feront donc entr'elles une progreflion
geométrique.

ExempLe VI

91 S o1T lacourbe #MD une logarithmique fpirale,
dont la nature eft telle quayant mené d’un de fes points
quelconque 2/ au point fixe A4, qui en eftle centre, la
droite 244 & la tangente MT ; Fangle AT foit par tout
le méme.

L’angle AMT ou Ama érant conftant, laraifon de mR
(dy) A RM (dx ) feraaufli conftante. Il faut donc que la

différence de Z- foit nulle ; ce qui donne (enfuppofant dx

conftante ) ddy = o. Ceft pourquoi effacant le terme yddy
yix"A-ydy x 2.1

dans PRy expreflion ’ générale de. ME lorfque

les appliquées partent toutes d'un méme point, on trouve

ME=—y, ceft 2 dire M E=A4 M. Ce qui donne cette

conftruétion.

Soit menée AC perpendiculaire fur 4AM , & qui ren-
contre en C la droite MC perpendiculaire a la courbe; le
point C ferad la développée ACB.

Les angles 4 M7, ACM font égaux, puifqu’étant joints
Pun & lautre au méme angle 4MC ils font un angle
droit. La développée 4CG fera donc la méme logarithmi-
que fpirale que la donnée 4D , & clle n'en différera que
par {a pofition.

Si Ton fuppofe que le point Cdela développée A4CG
dtant donnée, il faille déterminer la longueur Ca1 de fon

Fic. 81,

*Art. 77,

rayon en ce point, qui *eft égal 2la portion 4C qui fait % gy, 750

une infinité de retours avant que de parvenir en A ; il

eft clair quiln’y a qua 'mener AM perpendiculaire fur

AC. De forte queii l'on mene 47 perpendiculaire fur
M
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AM, la tangente M7 fera aufli égale 4 la portion AM
de la logarithmique fpirale donnée 4 AL D.

Sil'on concoit une infinité d’appliquées 4 M, Am, An .,'
Ao, &c. qIUi faffent entr’elles des angles infiniment petits

& égaux; il eft clair que les triangles A4Am , man ,nAo ,
&ec. feront femblables, puifque lesangles en 4 font égaux.
& que par la propriete de la logarithmique , les angles
enm, n, o, &c. lefont aufli. Etpartant 421. Am:: Am,
An. Et Am. An:: An. do. & ainfi de fuite. D'ou I'on voit
quelesappliquées 41, Am, An, 4o, &c. font une pro-
gref'ﬁon geométrique lorfquelles font_entr’elles des angles
€gaux.

ExempLEe VIL

92'S O1T la courbe AMD une des fpirales a I'infini;
formée dans le fe&eur B A D avec une proprieté telle
quayant mené un rayon quelconque 4 M P, & ayant
nommé l'arc entier BPD, 65 fa partie B P, z; le rayon
ABou AP, a;& fa partie AM, y;on ait cette propor=
tioné. z:: 4™, y™.

L’équation alafpirale 424D efty™ = 2=, dont la dif-

férence donne mym—'dy = “n;'{‘. Or a caufe des fé&eurs
femblables 4 MR , APp,l'on aura AM(y ). AP (a):: MR
(dx) . Pp (dx)= “‘;—". Mettant donc cette valeur a la place

de dx dans I'équation que L'on vient de trouver, on aura

my™dy = fu:;-‘-'ff dont la différence ( en prenant dx pour
conftante ) eft mmym—."a'y’-l- my™ddy =0 ; d'ott en divi-

fant par my™—" , Pontire — yddy-—-:mdy’; & partant ME*
¢ Y eegdy® il L ekl TES i donine - Gette
\ &b =l T g e idy® .

conftruétion.
Soit menée par le centre 4 la droite 740 _ perpendi-
culaire fur 4M , & quirencontreenZ la tangente M7,

& en Q_la perpendiculaire MQ ; foit fait 7 A-+-m—+14Q,
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T9:: MA. ME. Je dis que menant EC paralleled 7.9,
elle ira rencontrer M Q_en un point Cquiferaa la déve-
fopée.

Car 4 caufe des paralleles #/RG , 740, 'on aura MR (dx)
-1 +1RG ( % ) MG (dx +- d—f,'; Yi: T A4m-+142 T2,

ydx>t-ydy*
dx® = ==1dy 1

Exempre VIIIL

93 S 01T AMD une demi-roulette {imple, dont la bafe
BD eftégale A la demi-circonférence BEA du cercle gé-
nérateur.

Ayant nommé AP, x5 PM,y; lacc AE, z; & le
diametre 4 B, 24;'on aura par la proprieté du cercle
PE=Voux — xx 5 & par celle de la roulette y=g
adx—xdx

= V2ax —xx,dontla différence donne dy=du-+
Vawax-—xx

;i AM(y) . ME =

O ]

1|1.‘l. — ('I J—
o il 0 deV2=E | en mettant pour dz fa va-

ALY ylﬂx—xx X

—adx®

adx
leur V——1cn fuppofant dx conftante,ddy=_=——,

diody Vdx*=r-dy
— dxddy
MC== 2V 4aa—2ax, ceftadire 2BEou2G.

& en mettant ces valeurs dans , il vient*

Si l'on fait x==0 , l'on aura AN==42 pour rayon de
la dévelopée dans le fommet 4. Mais {il'on fait x =24,
ontrouvera que le rayon dela dévelopée au point D de-
vient nul ou zero ; d’ou I'on voit que la dévelopée a fon
origine en D, & quelle {e termine en AV en forte que
BN=BA.

Pour fcavoir la nature de cette dévelopée, il n’ya qua
acheverle réQangle BS, décrire le demi-cercle DZS§ qui
apour diametre DS , & mener D7 paralleled AMCoua BE.
Cela fait , il eft clair que I'angle BD7 eft égal a l'angle
EBD; & par conféquent que les arcs DZ, BE font égaux
entr’eux; dou il fuit que leurs cordes D7, BE ouGC font

Mij

FIGI 83!

¥ Art. 78.

P =
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auffiégales. Si donclonfait 7C, elle fera égale & paralle-
lea DG, qui par lagénération dela roulette eft égale alarc
BE ou DI;& partant la dévelopée DCV eft une demi-
rouletre qui a pour bafe la droite VS égale a la demi-
circonférence D1S de fon cercle générateur: c’eft 2 dire
que c’eft la demi-roulette méme 4 M DB pof¢e dansune
fituation renverf{ée. :

COROLLAIRE,

94-1 L eft clair * que la portion de roulette DC eft double
de fa tangente CG, ou de la corde correfpondante D.
Et la demi-roulette DCN double du diametre BN ou DS
de fon cercle générateur.

AUTRE SOLUTION.

95 'ON peut encore trouver la longueur du rayon MC
fans aucun calcul, en cette forte. Ayant imaginé une au-
tre perpendiculaire »C infiniment proche de la premiere,
une autre parallele me , une autre corde Be, & décrit des
centres C, B les petitsarcs GH , EF, on formera les trian-
gles réttangles G Hg, EFe quiferont égaux & femblables ;
car Gg==Ee, puifque BG ou ME eft égale alarc 4E, &
de meéme Bg ou me eft égal a Farc Ae ; de plus Hg ou
mg — MG = Fe ou Be— BE ; GH fera donc €gal 3 EP.
Or les perpendiculaires MC, mC , étant paralleles aux
cordes EB, ¢B, angle MCm fera égalalangle EBe. Donc
puifque les arcs GH, EF, qui mefurent ces angles , font
égaux , il s'enfuit que leurs rayons €G, B E feront aufli
égaux; & partant que MC doit €tre prife double de MG
oude BE.

LEMME

96'S 'L L y 4 unnombre quelcongue de quantizésa,b ,c,d;
€, €. [oit que ce nombre foit fini on infint , foit que €es quan-

sivés foiens des lignes, ou des furfaces , ou des iolides 5 la

fomme a—b4+b —ca+c—d-+d—e, drc. de toutes
bours différences eft égale a la plus grande a ; moins la plus
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petite ¢, ou jimplement a la plus grande lor[que la plas pesite
¢/ zero. Ce qui eft vifible.

CoroLLAaIRE L

97-L Es {éGeurs CMm, CGH , étant femblables, il eft
clair que Mm eft double de GH ou de fon égale EF; &
comme cela arrive toujours en quelque endroit que l'on
fuppofe le point ¢, il Senfuit que la fomme de tous les
petits arcs Mm, ceft i dire la portion 4m de la demi-
roulette 44D, eft double de la fommede tous les petits
arcs EF. Or le petit arc EF fait partie de la corde AE per-
pendiculaire fur BE, & eft la différence des cordes 4E,
Ae , parceque la petite droite ¢ F perpendiculaire fur Ae
peut étre confiderée comme un petit arc décrit du centre
A ; & partant la fomme de tous les petits arcs EF dans
Tarc AZE fera la fomme des différences de toutes les cor-
des AE, Ae, &c.danscetarc, cefta dire parle Lemme
quelle fera égale i la corde 4E. Il eft donc évident que
{a portion Am de lademi-roulette A MD eft double dela
corde correfpondante 4E. '

CoroLLAIRE. II

98'L’EsPACE MGgm * ou le trapéze MG H m
=2 Mm—+-GHxMG=3EFxBE, cefta dire quil eft
triple du triangle EBF ou EBe ; d'ou il fuit que I'efpace
MGB.A fomme de tous ces trapézes, eft triple de l'efpace

circulaite BEZ A4 fomme de tous ces triangles.

CororpLaIRE. IIL

99~N OMMANT BP, z; larc AZEou EMou BG ,u; &

l¢ rayon K4, a;lon aura le parallelélogramme MGBE

—uz, Or lefpace de la roulette MG BA=—3BELA

e 3E K B+2an; & partant efpace 4 A E Brenferme

par la portionde roulette A AL, la parallele ME ,lacorde

BE & le diameue 4B, eft= 3 EKB+ lawn —uﬁ .,D’Oﬁ t)
: i

¥ Art. 2.
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fuit que {i 'onprend BP (z) =2 «, I'efpace AMEB fera
triple du triangle correfpondant EXB; & aura par confé-
quent fa quadrature indépendante de celle du cercle. Ce
que M. Hxgens aremarqué le premier. Voici encore une
autre forte d’efpace qui ala méme proprieté.

Sil'on retranche del'efpace 4 A1EB le fegment BEZ. A,
il reftera I'efpace AZEM=— 2 EXKB+ax—uz ; dou l'on
voit que filepoint 2 tombe au centre X, l'efpace AZEa
fera égal au quarré du rayon. Il eft évident qu'entre tous
les efpaces AMEB & AZEM , il n’y a que les deux que
on vient de déterminer qui ayent leur quadrature abfoy
lu¢ indépendante de celle gu cercle.

ExeEmpLEe IX

1 OO'S 01T la demi-roulette £7D décrite par la révod
lution du demi-cercle 4EB autour d’un autre cercle im-
mobile BGD; & quil faille déterminer fur la perpendi-
culaire MG donnéedepofition, le point ou elle touche la
dévelopce.

Pour fe fervir des formules générales il faudroit pren-
dre pour lesappliquées de la courbe 4D, des lignes
droites perpendiculaires fur I'axe 04, & chercher enfuite
une équation qui exprimit la relation des coupées aux
appliquées, ou deleurs différences. Mais comme le cal-
cul en feroit fort pénible, il vaut beaucoup mieux dans
ces fortes de rencontres ententer la folution en fe fervant
de la génération méme. _

Lorfque le demi-cercle 4EB eft parvenu dans la pofi-
tion MGB dans laquelleil touche en G la bafe BD; & que
Ie point décrivant 4 tombe fur le point A de la demi-
roulette LMD : il eft clair,

1°. QuelarcGMfeft égal A 'arc GD, comme auffi are
GB du cercle mobile 4 I'arc 6B du cercle immobile.

2% Que MG eft* perpendiculaire fur la courbe ; car
confidérant ‘la demi-circonférence MGB ou 4EB, & I3
bafe BGD comme l’afremblage- d’une infinité de petites
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droites égales chacune A fa correfpondante, il eft mani-
fefte que la demi-roulette 41D fera I'aflemblage d'une
infinité de }lvetits arcs qui auront pour centres fucceflive-

ment tous les points touchans G , & qui feront décrits
chacun par le méme point A4 ou 4.

3°. Que f{i 'on décrit du centre 0 du cercle immobile
I'arc concentrique ME;les arcs MG , EB ducercle mobile
feront égaux entr’eux, aufli-bien que leurs cordes MG, EB,
& les angles 0GM, OBE. Car les droitesOK , OK, qui joi-
gnent les centres des deux cercles fontégales , puifqu’elles
paflent par les points touchans B, G 5 c'eft pourquoi me-
nant les rayons OM, OE , & KE, onformera les triangles
OKM , OKE égaux & femblables. L’angle OKxaf érant
donc égal Al'angle OKE; les arcs MG , BE des demi-cer-
cles égaux MGB, BEA, qui mefurent ces angles, feront
égaux, comme aufli leurs cordes MG, EB;d’ou il fuit que
lesangles0G M , OBE leferont auffi.

Cela pofé, foit entendué une autre perpendiculaire mc
infiniment proche de la premiere, un autre arc concentri-
queme, & une autre corde Be; foient décrits des centres
C,B, les petits arcs GH , EF . Les triangles réttangles G Hyg,
E Fe feront égaux & femblables ; car Gg ou Dg— DG
==Ee¢ oua 'arc Be—l'arc BE, de plus Hg ou mg — MG
= Feoua Be— BE. Le petit arc GH fera donc égal au
petit arc EF; dou il fuit que l'angle GCH eft 4 I'angle
EBF , comme BEeftd cG. Ainfitoute la difficulté fe ré-
duit A trouver le rapport de ces angles. Ce qui fe fait en
cette forte.

Ayant mené les rayons OG , 0g, KE, Ke, & nommé0G
ouOB ,b;KEou KB ouKd, a;1l eft clair que'angle EBe
=0B8¢—O0BE=0¢gm—OGM=( en menant GZ, GV
paralleles 3 Cm , Og) LG M~— QG¥ == GCH— ¢0g. On
aura donc l'angle GCH ==GOg+EBF. Or lesarcs Gg, Ee
érant égaux, l'on aura aufli GOg. EKe ou 2EBF::KE(a).

0G (b); & partant l'angle GOg=""EBF, & GCH
== £’ gpF. Donc GCH .EBF ou BE.CG:: 2350 1,

v

Fia. 85.
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& partant I'inconnue CG==——BE ou MC. Ce qui

donne cette conftruéion. o
Soit fait 04 (24~+6). 0B(4):: MG, GC; le point C
fera a la dévelopée.

11 eft clair 1°. Que cette dévelopée commence au point
D, & quelle y touche la bafe BGD ; puifque I'arc Gt
devient en ce point infiniment petit. 2°. Qu’elle fe termine
aupoint N ,en forte que0A.0B:: AB. BN:: 0.4—AB
ouOB.0B— BNouON ;ceftadire queo4, OB, ON
font continuellement proportionnelles. 3°. Si I'on décrit
a préfent le cercle NSQ du centre O, je dis que la déve-
lopée DCNV eft formée par larévolution du cercle mobile
GCS, qui a pour diametre GS ou BN , autour,de 'immo-
bile 7SQ; Ceft A dire qu'elle eft une demi-roulette fem-
blable 4 la propofée , ou de méme efpece (parceque les
diametres 4B , BN des cercles mobiles ont entreux le
méme rapport que lesrayons OB, ON des cercles immo-
biles) , & pofée dans une fituation renverfée en forte que
fon fommet eften D. Pour le prouver, fuppofons que les
diametres des cercles mobiles fe trouvent fur la droite 07"
menée adifcrétion du centre O ; elle paflera par les points
touchans §, G; & faifant 4B ou 77G . BN ou GS: : MG .
GC, le point C feraala dévelopée, & de plusa lacircon-
férence du cercle GCS ; car 'angle 6 M T étant droit,
Iangle GCS§ le fera aufli. Or a caufe des angles égaux
MGT , CGS, 'arc TM ou GB eft A T'arc CS, comme le
diametre G 7T au diametre 6S::06.0S:: GB. NS ; &
partant les arcs €S, SV font égaux, Dong, &c.

CoroLrLLAaIRE L

1ol I L eft clair * que la portion de roulette DC eft égale
2 la droite €M ;5 & partant que DC efta fa tangente CG
::AB+BN .BN::0B+ON .ON; Ceft 2 dire comme
la fomme des diametres des deux cercles générateurs,
ou des cercles mobile & immobile, eft au rayon du cer-
¢le immobile. Cette verité fe découvre encore de la ma-

niére
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niére qui fuit. A caufe des triangles femblables Casm,CGH,
Vonaura Mm.GHou EF: : MC.GC::0.A-+O0B (24~ 2b).
0B (b). Dot il fuit (comme dans lart 97.) que la portion
deroulette A M eft A la corde correfpondante 4E, comme
la fomme des diametres du cercle générateur & delabafe,
eft au rayon dela bafe.

CoroLLAaIRE IL

IOL'LE trapéze MGHm =+ G H + Mm x M¢. Or

CO( i MG.CMEELMG):: 6 H Mm =" GH.

Donc puifque GH=—=EF, & MG=—ERB , 'on aura MGHm
o= i’l-:"Tté EF x EB:ceft a dire que le trapéze MG Hm fera

toujours au triangle correfpondant EBF:: 24+-36.6.

D’ou il fuit que l'efpace MGBA renfermé par MG, 4B
perpendiculaires i laroulette , parlarc BG & par la por-
tion de roulette A4, eftau fegment de cercle corrcfpon—
dant BEZA4:: 24+ 36 .06.

CororrLaire IIL

1 03-1 L eft vi(ible que la quadrature indéfinie de larou-
lette dépend de la quadrature du cercle ; mais {i I'on
prend 0Q moyenne proportionnelle entre 0K, 04, &
qu'on décrive de ce rayon l'are QEA; je dis que l'efpa-
ce ABEM renfermé par le diametre 438, la corde BE,
Parc EM , & par laportion de roulette AM , eft au trian-
gle EXB : : 2a+ 36 .6. Car nommant larc AEou G B, #;
le rayon 00, z ; l'on aura O0B(6).00(z):: GB(#).
RQ ou ME ="~ Et partant I'efpace RGBQ ou MGBE,
Ceft 3 direTGB+ L RQ x BQ =""—"". Or*I'efpacede

y 1 Ir ; b
1a roulette MG B A= b BEZ A= P EXB4-

xKEZ A (=).SidoncTonretranche le précédent efpace de

ki, T j but-bbu—zzn | 2a--3b
celui-ciil reftera ABEM=="2 3000 -+ - ExEKB

N

Frc. 85.
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= E.‘lib-*-f’ EXB, puifque parla conftrution zz=24z-+-345

= 6b. D'outl'on voit céue cet efpace a fa quadrature in-

dépendante de celle

tous fes femblables.
En voici encore un autre qui a la méme proprieté. Si

Ion retranche del'efpace ABEM le fegment BEZA (X an

+EK.B) ; il reftera l’efpace AZEM — a.am—l—wbr:;q—bbu—r_zu

-+ “".: 2 EKB =" T 2! EXB en faifant ZZ = 2aa -+ 24b
=+ bb: Cefta dire que fi T'on divife la demi-circonférence
en deux également au point £ , I'efpace 4ZEM fera au

double du triangle EXB, ceft a dire au quarré du rayon
::0K(a+0b).0B (b).

CoRrRoLLAIRE IV.

u cercle, & quil eft le feul parmi

104'S 1 le cercle mobile 4E B roule au dedans de
I'immobile BGD, fon diametre 48 devient négatif de
politif qu'il éroit auparavant ; & partant il faut changer
de fignes les termes ot il fe rencontre avec une dimen-
fion impaire. D’or il fuit, 1°. Que fi 'on mene 3 difcrétion
la perpendiculaire 4G i la roulette, & que lon faffe 04
(6—24).08B(b):: 4G .GC. le point € fera ™ i la déve-
lopée DCA décrite par la révolution du cercle qui a pour
diametre BV, audedans de la circonférence NS concen-
trique & BD. 2°. Que fi l'on décrit du centre O Farc ME |
la portion de roulette 421 fera* 3 la corde 4E:: 26— 2a.b.
30. Quel'efpace MGBA eft * aufegment BEZA::36—24.5.
4°. Que fil'onprend 00 =V2aa—34b + 45, ceft 3 dire
moyenne proportionnelle entre OK, 04; l’efpace ABEM
renfermé par la portion de roulette 421, Farc A E ,lacor-
de EB, & le diametre 4B , fera*au triangle EK B:: 3b—2a.b.
Mais que fi 'on fait 0 Q ou 0 E=V22z — 2.6 + bb ,
ceft a dire que l'arc 4Efoit le quart de la circonférence;
Pefpace 4ZEa renfermé par la portion 421 de roulette &
par les deux arcs ME, AE, fera* au triangle EKB qui eft
en ce cas la moitié du quarré du rayon :: 26 — 24, 4.
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e COROLLAIRE V.

10§ ‘S[ I'on congoit que le rayon 0B du cercle immobi-
le devienneinfini, I'arc BGD deviendra une ligne droite,
& la courbe .4 MD deviendrala roulette ordinaire. Or com-
me dans ce casle diametre .48 du cercle mobile eft nul par
rapport 4 celui de Fimmobile ; il Senfuit, 1°. Que MG.GC
21 6. 6. Puifque b4-24=4, Ceft 2 dire que MG =GC;
& partant que i Pon prend BN = 4B, & qu'on mene la
droite VS parallelea BD , la dévelopée DCN fera for-
mée par la révolution du cercle, qui a pour diametre
BN , furlabafe NS. 2° Que la portion de roulette A1
eft ala corde correfpondante 4E::26.6. 30. Que I'efpace

MGBA eft au fegment BEZA:: 36.6. 4°. Puifque BO_

ou-+ 003-0B,que jappelle x, eft =464V 2443 26-+60,
d’otr Ton tire (en Otant les incommenfurables ) xx+26x
=222+ 3ab; Ion aurax==324, en effacant les termes

ot 4 ne fe rencontre point, parcequ’ils font nuls par rap-

ort aux autres. C'eft A dire que fil’on prend dans la rou-
fette ordinaire 37 =% 4B , & qu'on mene la droite PEM
paralleleala bafe BD ; I'efpace AMEB fera triple du trian-
gle EKB. On trouvera en opérant de la méme maniére,
que fi le point 2 tombe au centre X, I'efpace AZEM ren-
fermé par la portionde roulette 4M, la droite ME, &
latc AE, fera égal au quarré du rayon. Cequel'on a déja
démontré cy-devant art. 99.

REMARQUE.-

1 06-C o MME les arcs DG, G font toujours égauxen-
tr'eux , il s’enfuit que l'angle DOG eft aufli toujours a I'angle
GKM:: GK.0G. Ceft pourquoi lorigine D de la roulette
DMA, les rayons 0G, GK des cercles générateurs , & le
point touchant G érant donnés, fi 'on veut déterminer dans
cette pofition le point A7 qui décrit la roulette, il ne faut que

Nij

Fi6. 86.
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tirer le rayon KM en forte que I'angle GXM foit 3 I'angle
donné DOG :: 0G . GK. Or je dis maintenant” que cela fe
peut toujours faire gé¢ométriquement lorfque le rapport de
ces rayons fe peut exIprimer par nombres ; & partantque la
roulette DM A eft alors géométrique.

Car fuppofant , par éxemple, que 0G.GK::13.5;ileft
clair que l'angle 47K G doit contenir deux fois I'angle
donné DOG; & de plus ¥ de cerangle. Toute la difficulté
fe réduit donc a divifer I'angle DOG en cinq parties égales.
Or Ceft une chofe connue par les Geométres, quon peut
toujours divifer géométriquement un angle ou un arc
donné en tant de parties égales qu’on voudra ; puifqu’on
arrive toujours a quelque équation qui ne renferme que
deslignes droites. Donc, &ec.

Je dis de plus quela roulette DA A eft mécanique, ou
ce qui eft la méme chofe, qu'on ne peut déterminer géo-
métriquement fes points M lorfque la raifon de 0G A XG ne
fe peut exprimer par nombres , ceft a dire lorfquelle eft
fourde.

Car toute ligne , foit mécanique foit géométrique, ou
rentre en elle-méme ou s'étend a l'infini ; puifqu’on peut
toujours en continuer la génération. Sidonc le cercle mo-
bile A B¢ décrit par fon point 4 dans fa premiere révo-
lution la roulette 4DE , cette roulette ne fera pas enco-
re finie, & continuant toujours de rouler il décrira la fe-
conde EFG , puis la troifiéme GHZ , & ainfi de fuite juf-
qua ce que le point décrivant A retombe apres plufieurs
révolutions dans le méme point d'ot il étoit parti. Et pour
lors fi on recommence a rouler le cercle mobile 43¢, il
décrira derechef la méme ligne courbe, de forte que tou-
tes ces roulettes prifes enfemble ne conipofent quune
feule courbe 4DEFGHI, &c. Or les rayons des cercles
générateurs érant incommenfurables , leurs circonféren-
ces le feront auffi; & par conféquent le point décrivant
A du cercle mobile 4 BC ne pourra jamais retomber dans
le point 4 de I'immobile, d'ou il éioit pasti, fi grand que
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puifle étre le nombre des révolutions. Il y aura donc une
infinité de roulettes qui ne formeront cependant quune
méme ligne courbe 4DEFGHI, &c. Maintenant i Yon
mene au travers du cercle immobile une ligne droite in-
définie, il eft clair qu’elle coupera la courbe continuée a
Pinfinien uneinfinite de points. Or comme I'équation qui
exprime la nature d’une ligne géométrique doit avoir au
moins autant de dimenfions que cette ligne peut étre cou-
pée en de différens points par une droite ; il s'enfuir que
I'équation qui exprimeroit la nature de cette courbe auroit
une infinité de dimenfions. Ce qui ne pouvant étre , on
voit évidemment que la courbe doit étre méeanique ou
tran{cendente.

Prorostrion IIL
Probléme.

I07']-_4 a ligne conrbe BFC étant donnée , tronver une infi- Fic. go.
nizé de lignes AM, BN, EFO, dont elle foit la dévelopée
commane.

Si l'on dévelope la courbe BFC en commengant par le
point 4, il eft clair quetous les points 4, B, F, du fil
ABFC décriront dans ce mouvement des lignes courbes ..
AM , BN ,FO ,quiauront toutes pour dévelopée commu- il
ne la courbe donnée BFC. Mais il faut obferver que la li- [,‘
gne FO n‘ayant pour dévelopée que la partie FC , fon i
origine n'eft pas en F s & que pour la trouver , il faut

déveloper la partie reftante BF en commengant au point i l,
Fpour décrire la portion EF de la courbe EFO dont T'o- B “
rigine eft en E, & qui a pour dévelopée la courbe enti€re gl
BFC. il
Si L'on veut trouver les points 34, N, O fans fe fervir du L .

| ML

fil 4BFc, il n’y a qux prendre fur une tangente quelcon- "
que €M autre que B4, les parties €A£, CN , CO égales & §'|

N iij 1\\
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CorROLLAIRE.

A
108.1 1 eft évident, 1°. Que les courbes 444, BN, EFO
font d'une nature trés différente entr’elles; puifque la cour-
be 421 a dans fon fommet  le rayon de fa dévelopée
égala 4B, aulieu que celui de la courbe BN eft nul. I
eft vifible aufli par la figure méme de la courbe EFO quelle
eft tres differente des courbes 41, BN.

2°. Queles courbes 441, BN , EFO ne font geométri-
ques que lorfque la donnée BFC eft geométrique & de
plus réctifiable. Car fi elle n'eft pas geométrique , en
prenant 2K pour la coupée, on ne trouvera point geomé-
triquement l’appliquée KC : & fielle n'eft pas rectfiable,
ayant men€ la tangente CM , on ne pourra déterminer
geométriquemcnt les points a7, &, 0 des courbes AM,
BN, EFO; puifquon ne peut trouver geométriquement
des lignes droites égales A la ligne courbe BFC, & afes
portions BF , FC.

REMARQUE

Fie. o1. 109'81 l'on dévelope une ligne courbe 2.4C qui aitun
point d'infléxion en 4, en commengant par le point D au-
tre que le point d’infléxion ; on formera par le dévelope-
ment de la partie BAD la partie DEF; & par celui de a
Fartie DC, lapartie reftante DG : de forte que FEDG fera
a courbe entiere formée par le dévelopementde BAcC. Or
il eft vifible que cette courbe rebrouffe chemin aux points
D & E, avec cettedifférence qu'au point de rebrouﬂ‘gment
D lesparties DE, DG ont leur convexité oppofée l'une 3
Yautre; au lieu qu'au point E les parties DE, EF font con-
caves vers le méme cété. Onaenfeigné dans la fé&ion
précédente A trouyer les pointsde rebrouffement tels que
D:il eft queftion maintenant de déterminer les points E,
gu’on peut appellerpoints de rebrouflement de la fecon-

¢ forte, & que perfonne, queje fcache, n’a encore con-
fideré.

Pour en venir 3 bout , on menera A difcretion fur la
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{)artie DE deux perpendiculaires MN , mn, termindes par
a dévelopée aux points NV, 2, par lefquels on tirera deux
autres perpendiculaires NV H, nH fur les premieres N1,
am ; ce qui formera deux petits {écteurs M Nm ; NHa qui fe-
ront femblables, puifque les angles A Nm , N Hn font
égaux. On aura d%nc Nn: Mm:: NH.NM. Or dans le
point d’infléxion A le rayon VH devient * infini ou zero ;
& le rayon MN, qui devient 4 ,demeure d’une grandeur
finie. 11 faut donc quau point de rebrouflement £ de la
feconde forte, la raifon dela différence Nz durayon MN
de la dévelopée, ala différence Mm de la courbe,devienne
ou infiniment grande ou infiniment petite. Et partant

1 3
puifque* NV n = —idsbddy & S by T pdrdthBT A b T, &
dx~ddy”
b dx*dddy - dy® dddy— ydyddy*
Mm=V dx"+dy* ,Ton aura 2 dzddy/ 29 —o

ou o ; & multipliant par dxddy” , on trouvera la formu-
le dx*dddy + dy*dddy — 3dyddy* =0 ou « , qui fervira 2
déterminer les points de rebrouflfement de la feconde
forte.

On peut encore concevoir quune rebrouflante DEF
ou HDEFG de lafeconde forte, ait pour dévelopée une
autre rebrouffante B4Cdela feconde forte, telle que fon
point de rebrouflement 4 réponde au point de rebrouf-
fement E, Ceft 4 dire qu’il foit fitué fur le rayon de la
dévelopée qui part du point E. Or il eft clair dans cette
fuppofition, que le rayon EA de la dévelopée fera tou-

jours un plus petit ou un plus grand ; & partant que la
3

différence de 4=*==4" = expreflion générale * des rayons * 1. 78.

~— dxdd;
de la dévelopée , doit étre nulle ou infinie au point cher-
ché E; ce qu donne la méme formule quauparavant: de
forte qu’el?e eft générale pour trouver les points de re-
brouflement de 1a feconde forte.

S
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SEcTtron VI
Ufage du calcul des diffévences pour trouver les
Canftiques par reflexion.
DEFINITION.

I Ton congoit quuneinfinité de rayons 3.4, BM, BD,

qui-partent d’un Point lumineux B , fe réfléchiffent i
la rencontre d'une ligne courbe 4D, en forte que les
angles de réflcxion foient égaux aux angles d’incidence;
laligne HFN, que touchent les rayons réfliéchis ou leur
prolongemens AH , MF, DN , eft appellée Cauftique par
réflexion.

CoroLLaIrRE L

I lO'SI on prolonge HA en 7, deforte que AI=A4B,
& que l'on dévelope la cauftique' HFV en commengant
au point Z; on décrira la courbe ZZK telle que la tangen-
te FZ fera* continuellement égale a la portion FH de
la cauftique plus i la droite HZ. Et fi I'on congoit deux
rayons incident & réfléchi Bm , mF infiniment pres de B.A4,
MF, & quayant prolongé Fmen !, on décrive des centres
F, Bles petitsarcs MO , MR : on formera les petits trian-
gles réGtangles MOm, MRm, qui feront femblables &
€gaux ; car puifque I'angle OmM=—FmD—RmM , & que
de plus T'hypotenufe Asm eft commune, les petits cotes
Om , Bm {eront égaux entr’eux. Ox puifque Om eft la dif-
férence de LM, & Rmcelle de B , & que cela arrive
toujours en quelque endroit qu'on prenne le point a7; il
senfuit que ML — 1.4 ou AH~+ HF — MF fomme * de
toutes les différences Om dans la portion de courbe 4M,
eft = BM— B A4 fomme * de toutes les différences R
dans la méme portion .44, Donc la portion HF dela cautti-

que HF IV fera égale ABM — B.A + MF— AH.,
Il peut arriver différens cas, felon que le rayon inci-
dent B4 eft Plus grand ou moindre que 341, & que le
réfléchi
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téfléchi 4 H dévelope ou envelope la portion HF pour '
parvenit en MF : mais I'on prouveratoujours, comme I'on .
vient de faire, que la différence des rayons incidens eft i
égale 4 la différence des rayons réfléchis, en joignant i '
Fun d'eux la portion de la cauftique qu'il dévelope avant i
que de tomber furl'autre. Par éxemple, BAr—B 4 — MF Fia. 95. 1
+FH—AH; dol 'on tire FH=—=BM—B.A+ AH—MF. kil

Sil'on décrit du centre B larc de cetcle 4275 il eft clair  Fic. 94.
que PM feraladifférence des rayonsincidens BAL, B 4. Et 95
{i Pon fuppofe que le point lumineux B devienne infini-
ment éloigné de la courbe 4 M D ;les rayonsincidens B4, Fig. 96.
BM deviendront paralleles , & l'arc AP deviendra une
ligne droite perpendiculaire fur cesrayons. il

CoroLrLaIre II ‘

Il I'SI 'on congoit que la figure BAMD foit renverfée FiG. 94. il
fur le méme plan, en forte que le point Brombe fur le I
point 7, & qu’ainfi la tangente.en 4 de la courbe 44D
dans fa premiere fituation, la touche encore dans cette M
nouvelle ; & qugn fafe rouler la courbe #Mdfur 41D, |
c’eft A dire fur elle-méme, en forte que les portions AAM,
A M foient toujours égales: je dis que le point B décrira
dans ce mouvement une efpece de roulette 7Zx qui aura
pour dévelopée la cauftique HF V.

Caril fuit de la génération, 1°. Quela ligne Za1 tirde
du point décrivant Z aupoint touchant A7 fera * perpendi- *_gyy, 43
culaire a la courbe 7ZK. 20.Que Zzou IA=DBA4, &
ZM=—BM. 3° Que les angles faits par les droites M Z ,
BM fur la tangente commune en A font égaux ; & partant
que fil'on prolonge Zaten F, le rayon M1 F fera le réfiéchi
de lincident BAM. D’ott I'on voit que la perpendiculaire
L Ftouche la cauftique HFN : & comme cela arrive tou-
jours en quelque endroit qu'on prenne le point L, il sen-
fuit que la courbe 7Z x eft formée par le dévelopement de
Ia cauftique HFN , plus ladroite H 7. |

Il fuit de ceci que la portion FH ou FL—HI=BM

; O



Il

Fi6. 97.

106 s ANALYSE
o+ MF =—BA~~ AH. Ce que l'on vient de démontrey
d’une autre maniére dansle Corollaire précédent,

CorotrLaIRE IIL

o
112.3 1a tangente DA devient infiniment proche de
la tangente FA4; il eft clair que lepoint touchant &7, &
celui d’interfe&ion 7 fe confondront avec 'autre point
touchant F:de forte que pour trouver le point F ou le
rayon réfléchi MF touchela cauftique HF N, il ne faut que
chercher le point de concours des rayons réfiéchis infini-
ment proches A7F , mF. Et en effet, fi I'on imagine une
infinité de rayons @incidence infiniment proches les uns
des autres, on verra naitre par les interfeétions des réflé-
chis un poligone d'une infinité de cétés dont I'affemblage
compofera la cauftique HF V.

ProrosiTrion L
Probléme général.

11 3'L A nature de la courbe AMD | le point luminens B ;
& le rayonincidens BM éant donnés ; sronver fur le réflbchi

" MF donné de pofition, le point F o4 il toucheia cauftique.

FAIIO.

Ayant trouvé par la fe&ion précédente la” longueur
MCdurayon de la dévelopée au point Af, & pris l'arc Am
infiniment petit, on tirerales droites Bm ,Cm , Fm ; ondé-~
crira descentres B, F les petits arcs MR , MO ; on menera
les perpendiculaires CE, Ce, €G, Cg fur les rayons inci-
dens & réfléchis ; enfuite on nommera lesdonnées Bas, ¥
ME ou MG, a. ‘

Cela pofé, on prouvera, comme dansle Corollaire pre-
mier *, que les triangles MRm, MOm font femblables &
¢gaux ; & quain{i MR=M0O.Or i caufe de I'égalité des an-
gles d'incidence & de ‘réfiéxion, P'on a aufli CE=Cg, Ce
==Cg3 & partant CE—Ce ou EQ=CG—Cg ouSG. Donc
a caufe des triangles femblables BMR& BEQ, F Mo &
FGS, l'on aura BM+BE (2y—0). BM(y) :: MR+ EQ
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0u MO +GS . MR ou MO :: MG (a)  MF= =

Si le point lumineux B tomboit de l'autre c6té du point
E par rapport au point M , ou ( ce qui eft la méme chofe)
{i la courbe 4 M D étoit convexe vers le point lumineux
By deviendroitnégative de pofitive qu’elFe étoit, & l'on

—=y iy

auroit par conféquent M F= ou

—f—-3 2y —t=a"

Si l'on fuppofe quey devienne infinie, cefta dire que Fie. 96,
le point 3 foit infiniment €éloigné de la courbe 44D les
rayons incidens feront paralleles entr’eux , & l'on aura
MF=1z, parceque « cft nulle par rapporta 2y.

CoroLrLrLalrRE L

I 4'C oM ME l'on ne trouve pour MF qu'une feule va- F1G. 94.
leur dans laquelle entre le rayon de la dévelopée;il s'en- 95>
fuit quune ligne courbe 424D ne peut avoir quune

feule cauftique HFNV par réfléxion, puifquelle* n'a quunc. *.4r.80,
feule dévelopce.

CoroLLAIRE II

IT§ L ORSQUE A MD eft géométrique, il eft clair * que * Art. 85,
fa dévelopéeleft aufli, ceft a dire que I'on trouve géome- FiG. 97.
triquement tous les points C. D'ou il fuit que tous les
points F de fa cauftique feront aufli déterminés géomé-
triquement, c'eft 2 dire que la cauftique HFN fera géo- Fic. 94.
métrique. Maisjedis de plus, que cette cauftique fera tou- 95.
jouts rétifiable ; puifqu’il eft ¢vident* que I'on peut trou- * 4.1 1o,
ver avec le fecours de la courbe A D ,.qu'on fuppofe géo-
métrique, deslignes droites égales 3 une de fes portions

quelconque.
Cororrairi. IIL

1 I6'S 1 la courbe AMD eft convexe vers le point lu= Frg, 97,
mineux B; la valeur de MF (—-2—) fera toujours po-=

fitive; & il faudra prendre par corr-x;équent le point F du
Oj)
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c6té du point C, par rapport au point M, comme lon a
fuppof€ en faifant le calcul. D’ou I'on voit que les rayons
réfléchis infiniment proches feront divergens.

Mais fi la courbe 4M D eft concave vers le point lu-

mineux B, la valeur de A¢F (.2~ ) fera pofitive lorfque y

2.V
furpafle 1«, négative lorfqu’il eft moindre , & infinie lorf-
quil eft égal. Dot il fuic que (i l'on décrit un cercle qui
ait pour diamétre la moitié durayon 4 Cde la dévelopee ,
les rayons refléchis infiniment proches feront convergens
lor{que le point lumineux B tombe au dehors de fa cit-

conférence , divergenslorfquil tombe au dedans, & enfin
parallcles lor{qu’il tombe deffus.

CoRrRoLLAaIRE 1V.

11 7'SI le rayon incident B touche la courbe 4D
au point M, I'on aura ME (2) =0; & partant M F=o. Or
comme le rayon réfléchi eft alors dans la dire&ion de I'in-
cident, & que la nature dela cauftique confifte i toucher
tous les rayons réfléchis; il senfuit qu'elle touchera auffi le
rayon incident BM au point M :Ceft a dire que la cauf~
tique & la donnée auront la méme tangente dans le point
2 qui leur fera commun. .

Sile rayon Ar¢ dela dévelopée eftnul, on aura encore
ME (a)==0 ; & partant MEF =0. D’olt I'on voit que la
donnce & la cauftique font entr’elles dans le point M qui
leur eft commun , un angle égal A Pangle d'incidence.

Si le rayon €t de la dévelopée eft infini, le petit arc
Mm deviendra une ligne droite, & 'on aura A4 F— T+
puifque ME () étant infinie, y fera nul par rapport i «.
Or comme cette valeur eft négative lorfque le point &
tombe du cété du point C par rapport 2 la ligne 40D,
& pofitive lorfqu'il tombe du coté oppofé; il senfuit que
les rayons réfléchis infiniment proches feront toujours di~
vergens lorfquela ligne AM D eft droite,
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CorROLLAIRE V.

8! 8'IL eft évident que deux quelconques des trois
points B, C, F, érant donnés, on trouvera facilement le
troifiéme. '

Soit, 1°,1a courbe 42D une parabole quiait pour foyer
le point lumineux B. Il eft clair par les élémens des fec-
tions coniques , que tous les rayons réfléchis feront paral-
leles a T'axe ; & partant que MF fera toujours infinie en
quelque endroit que I'on fuppofe le point Af. On aura
donc #==2y: d'out 1l fuit que {i I'on prend 2/E double de
MB, & quon mene la perpendiculaire EC; elle ira cou-
per MC perpendiculaire a la courbe 4MD, en un point C
qui fera a la dévelopée de cette courbe.

Soit, 2°, la courbe 424D une ellipfe qui ait pour un de
{es foyers le point lumineux B. Il eft encore clair que tous
les rayons réfléchis aF fe rencontreront dans un meéme

point Fqui fera l'autre foyer. Et {il'on nomme MF#, z; I'on
aura® g = —2— ; d'ots l'ontire la cherchée ME (a) = 2=
2y — a2 / PRy

Mais i lacourbe AMD eft une hyperbole, le foyer F tom-
bera de l'autre cdté ; & partant MF(z) deviendra néga-

tive : d’ott il fuit quon aura alors ME (4)= —— ou

29%.

P Ce qui donne cette conftruétion qui fert aufli pour
Tellipfe.

Soit prife ME quatriéme proportionnelle au demi-axe
traverfant , & aux rayons incident & réfléchi ; foit me-
née la perpendiculaire EC: elle ira couper la ligne AMc
perpendiculaire a la féétion , en un point € qui feraa la dé-
velopée.

Exempre L

119 S o1T la courbe 4 M D une parabole, dontlesrayons
incidens P M foient perpendiculaires fur fon axe 4r. 1l
faut trouver fur les réfléchis MF les points Fou ils touchent
la cauftique 4FK, '
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