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INTRODUCTION

La tige des Amarantes est généralement considérée comme

anomale à cause du grand nombre et de la disposition de ses

faisceaux. Nous nous sommes proposé de rechercher quel est

le parcours de ces faisceaux, parce qu'il constitue, semble-l-il,

un type non encore décrit.

Nous avons reconnu la présence de faisceaux foliaires, de

faisceaux gemmaires et de faisceaux anastomotiques, ainsi que

l'existence de massifs libéro-ligneux secondaires. Ces derniers,

souvent désignés sous les noms de faisceaux secondaires ou sur-

numéraires, prennent naissance d'une façon très spéciale qui a

été fort controversée. Nous avons saisi l'occasion qui nous était

offerte de reprendre l'examen de ce sujet.

Notre travail sera donc divisé en deux parties : dans la pre-

mière, nous nous occuperons du parcours des faisceaux en

cherchant surtout à préciser la forme des traces foliaires et celle

des traces gemmaires; dans la seconde, nous étudierons le

mécanisme de l'accroissement diamétral secondaire résultant

de la formation des massifs libéro-ligneux secondaires. Les

questions relatives à l'histologie proprement dite n'ont pas fixé

notre attention : elles n'offrent, dans le cas présent, aucun

intérêt particulier.

Nous exposerons d'abord nos recherches, puis nous analyse-

rons les travaux de nos devanciers et nous comparerons nos



( 4 )

résultats aux leurs. Nous terminerons par un résumé où les per-

sonnes qui ne désirent pas nous suivre dans le détail de notre

étude trouveront l'énoncé concis de nos observations et de nos

conclusions.

Les plantes qui ont fourni les matériaux de notre travail

étaient dénommées Amarantus flavus L. Cette détermination

nous paraissant erronée, nous avons analysé soigneusement

nos exemplaires et nous avons cru pouvoir les rattacher à

YAmarantus caudatus L. var. albiflorus. Cette variété est dési-

gnée aussi sous les noms d'Amarantus pendulinus ou A. pen-

dulus (»).

Pour plus de sûreté, nous avons soumis des spécimens de

notre plante à M. le D r H. Schinz, le réputé monographe des

Amarantacées et des familles voisines. Ce botaniste a bien voulu

nous faire savoir qu'il s'agit d'une forme de YAmarantus cauda-

tus L., mais que la détermination rigoureuse des Amarantes

cultivées dans les jardins botaniques est rendue très difficile par

le fait des croisements qui s'opèrent entre diverses espèces.

Nous adressons nos remercîments à M. le D r H. Schinz pour

les renseignements qu'il nous a transmis et qui nous permettent

de considérer la plante que nous avons étudiée comme apparte-

nant réellement à YAmarantus caudatus L. Une détermination

plus complète n'est pas nécessaire ici, attendu que nous envisa-

geons notre sujet au point de vue de l'anatomie générale et non

au point de vue de la diagnose anatomique des espèces.

(') Moquin dans le Prodrome de de Candolle, Pars XIII, p. 255.



CONTRIBUTION
À

L'ANATOMIE DES AMARANTACÉES

CHAPITRE PREMIER

PARCOURS DES FAISCEAUX

§ I. — TYPE.

Pour étudier le type structural de l'Amarante, il nous a paru

utile de rechercher d'abord quel est le parcours des faisceaux

dans la région qui porte les plus grandes feuilles : nous avons

choisi à cet effet les segments 8 à 15 d'une tige principale très

vigoureuse, complètement développée, qui mesurait l
m40

depuis l'insertion des cotylédons jusqu'au sommet de l'inflo-

rescence (*). La divergence foliaire étant égale à 2
/5 de circonfé-

rence dans la région examinée, c'est donc un cycle phyllotaxique

complet que nous avons minutieusement exploré au moyen de

coupes transversales successives dans les nœuds et de coupes

transversales échelonnées de distance en distance dans les entre-

nœuds. La figure 1 reproduit l'aspect extérieur de cette portion

de tige qui mesurait 31 centimètres de longueur.

Le nœud 14
a fourni, en outre, une série de coupes longitu-

dinales successives pratiquées parallèlement au plan de symétrie.

Le nœud 15 enfin a été débité en coupes longitudinales succes-

(') Par segment, nous entendons un nœud de la tige avec l'entre-nœud

précédent.
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sives faites perpendiculairement au plan de symétrie. Ces deux

nœuds avaient une structure comparable à celle des six nœuds

précédents.

Les coupes mesuraient généralement 15 millimètres de dia-

mètre. Klles ont été dessinées, au moyen de l'appareil projecteur

d'Edinger, sur des feuillets de papier transparent, afin de per-

mettre la comparaison des croquis par superposition. Tous ces

dessins ont été contrôlés en examinant les coupes de nouveau

sous le microscope à grand champ de Nachet.

L'examen attentif de tous ces matériaux et leur comparaison

avec ceux dont il sera question par la suite, nous ont permis de

définir le type structural en le dégageant de tous les cas parti-

culiers et accidents locaux.

Avant de commencer cette description, nous croyons qu'il ne

sera pas inutile de préciser certains termes dont nous aurons à

faire usage.

On peut envisager une tige quelconque comme formée par

la décurrence des tissus constituant les feuilles et les rameaux.

Dès lors, il est naturel de rechercher dans la lige les traces

foliaires et les traces gemmaires, leur composition et leur

agencement.

Par trace foliaire, il faut entendre l'ensemble des faisceaux

qui proviennent d'une même feuille, en ne considérant que ceux

qui n'ont encore subi aucune anastomose ; ces faisceaux restés

libres sont dits faisceaux foliaires (*). Dans l'Amarante, chaque

feuille donne à la tige un faisceau médian (M), deux faisceaux

latéraux (L), deux faisceaux intermédiaires (t) et des faisceaux

marginaux de divers ordres (m, m', m" ....).

De même, par trace gemmaire, il faut entendre l'ensemble

des faisceaux qui proviennent d'un même bourgeon ou rameau;

dans leur portion non encore anastomosée, ces faisceaux sont

(
l
) 11 est regrettable que quelques auteurs prennent comme synonymes

les termes trace foliaire et faisceau foliaire : c'est établir une confusion

fâcheuse entre le tout et la partie!
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qualifiés de faisceaux gemmaires et indiqués par le symbole G.

Les uns viennent de la région centrale du bourgeon, les autres

de la périphérie : les premiers sont dits internes (G. t.), les

seconds externes (G.e.).

Dans leur course descendante, les foliaires et les gemmaires

rencontrent des faisceaux auxquels ils s'unissent en se confon-

dant avec eux. Ces complexes sont désignés sous le nom de

faisceaux anastomotiques et indiqués par le symbole A.

Dans l'Amarante, nous aurons à considérer encore les massifs

libero- ligneux secondaires qui apparaissent tardivement à la

périphérie des parties les plus âgées de la tige (*).

Dans toutes nos descriptions, nous suivrons le trajet des

faisceaux de haut en bas : nous commencerons donc au nœud 13

pour descendre jusque dans l'entre-nœud 8
.

I. — TRACE FOLIAIRE.

Le nombre des faisceaux contenus dans le pétiole de la

feuille
13

est 25, comme l'indique la figure 2. A la base du

pétiole, les trois faisceaux intermédiaires, situés de chaque côté

du médian, s'unissent en un seul; de même les marginaux se

réunissent pour ne constituer que trois faisceaux marginaux de

chaque côté. Ces réunions sont indiquées par des accolades dans

la figure 2.

Les H faisceaux ainsi constitués passeront dans la tige; ce

sont les faisceaux :

m"m'm L i M i L m m'm".

Dans le nœud 15
, une coupe représentée par la figure 5

(

2
)

(*) Pour plus de détails sur les catégories de faisceaux et l'historique de

la question, voir A. Gravis, Recherches anatomiques et physiologiques sur le

Tradescantia virginica (8, pp. t)3 et 75), ainsi que VAnatomie comparée du

Chlorophylum et du Tradescantia (9, p.

(') Les niveaux correspondants aux coupes transversales sont indiqués

dans le dessin d'ensemble de la figure 1.
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montre la pénétration des faisceaux m' et m" de chaque côté; une

autre (fig. 7) permet de constater la pénétration des m Li M î L m.

Au milieu de l'entre-nœud 13 (fig. 8), la trace foliaire est

complète puisqu'elle se compose encore des 11 faisceaux

m"m'm L i M t L m jn'm".

Ces faisceaux sont disposés en zigzag, les plus gros (L M L)

étant les plus rapprochés du centre de la tige, les autres étant

d'autant plus éloignés qu'ils sont plus petits. Cette disposition

est caractéristique.

Un peu au-dessous de ce niveau, les faisceaux m" se jettent

sur les faisceaux les plus voisins. Il en est de même des m' vers

le milieu de l'entre-nœud là
(fig. 9); la trace foliaire, dès lors

incomplète, ne comprend que les 7 faisceaux :

m L i M î L ni.

Dans l'étendue de l'entre-nœud 10
, les faisceaux m et L

s'unissent aux faisceaux anastomotiques les plus proches. Vers le

milieu de l'entre-nœud 10 (fig. 10), ces réunions sont déjà faites,

sauf celle du faisceau latéral gauche qui est sur le point de

s'accomplir.

Les foliaires i M i se retrouvent dans l'entre-nœud 9 (fig. 11);

ils continuent à descendre dans la tige jusque sous le nœud 8
:

là, ils s'anastomosent à leur tour (fig. 12). La trace foliaire du

nœud 15
a donc complètement disparu : elle a fait place à la trace

foliaire du nœud 8
,
laquelle ne comprend que 9 faisceaux.

Vu le grand nombre des faisceaux et leur disposition à des

distances très inégales du centre de la tige, il n'est guère possible

de représenter le parcours comme on le fait généralement en

supposant la lige déployée dans un plan. Nous avons cependant

essayé de donner trois représentations partielles.

Dans la première représentation (fig. 15), tous les faisceaux

composant la trace foliaire et la trace gemmaire du nœud 13
,

ainsi que les faisceaux anastomotiques voisins, sont ramenés dans

un plan tangent à la tige; ils ont été espacés de façon à ne pas
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se confondre dans la figure. Le parcours est vu de face : il

comprend six segments superposés (segments 8 à 13), mais il

ne correspond qu'à l'un des cinq secteurs qui composent la tige.

La deuxième représentation (fig. 14) indique, dans le plan

radial, le trajet des faisceaux de la moitié droite des mêmes
traces foliaire et gemmaire. Le parcours est donc vu de profil, de

façon à mettre en évidence le déplacement des faisceaux dans le

sens du rayon de la tige. Les faisceaux représentés dans la

figure 14 correspondent à ceux que l'on voit dans la portion de

coupe transversale dessinée sous la figure. Ce demi-secteur

équivaut à la dixième partie de la tige.

Dans les figures 13 et 14, les faisceaux foliaires sont indiqués

par des traits fins, les gemmaires par des traits interrompus, les

anastomotiques par de gros traits. A l'inspection de ces deux

figures, on reconnaît que les divers faisceaux foliaires effectuent

dans la tige un trajet de longueur différente. Partant du nœud ,3
,

on constate que les m" parcourent la longueur d'un demi-entre-

nœud environ; que les m' parcourent presque deux entre-nœuds;

que les m et L descendent la longueur de trois à quatre entre-

nœuds; que les i et M ne s'anastomosent qu'après avoir parcouru

librement cinq entre-nœuds.

La troisième représentation du parcours (fig. 15) est une sorte

de projection schématique, sur un plan horizontal, des faisceaux

de la trace foliaire (pointillés), des faisceaux de la trace gem-

maire (hachurés) et des faisceaux anastomotiques voisins (laissés

en blanc). Les flèches indiquent comment les foliaires et les

gemmaires se terminent en s'unissant aux anastomotiques. Les

faisceaux dont le contour est indiqué par quelques points appar-

tiennent à d'autres traces foliaires et gemmaires.

L'étude qui a été faite des segments 8 à 13, reproduits par la

figure 1, nous a permis de suivre dans toute leur longueur non

seulement le trajet des faisceaux provenant de la feuille 13
, mais

encore celui des faisceaux provenant des feuilles 12
,
41

,

10
,
9 et 8

.

Nous pouvons donc noter exactement tous les faisceaux ren-

contrés au milieu de l'entre-nœud 9 (fig. 11). Cette coupe, vague-



( io )

ment pentagona le, montre nettement cinq traces foliaires séparées

par cinq groupes de faisceaux anastomotiques rayonnants; le tout

entouré d'une couronne de petits faisceaux dont il sera fait men-

tion ultérieurement.

On remarquera d'abord deux traces foliaires complètes com-

prenant les 9 faisceaux m'm L i M i L m m' et correspondant aux

feuilles 9 et 10 (lesquelles n'envoient pas de faisceaux m" dans

la tige); ensuite une trace foliaire incomplète formée des fais-

ceaux L i M i L et correspondant à la feuille 11
; enfin deux traces

foliaires très incomplètes, constituées seulement par les trois fais-

ceaux i M i des feuilles 12 et 13
.

Nous trouvons donc côte à côte, dans cette coupe, les trois

états dans lesquels se présente une même trace foliaire lorsqu'elle

est suivie dans son trajet descendant.

Les cinq traces foliaires d'un entre-nœud sont séparées par

cinq groupes de faisceaux anastomotiques dont la disposition

rayonnante est plus ou moins régulière. Dans chacun de ces

groupes, les plus gros faisceaux sont les plus rapprochés du

centre, les plus petits les plus éloignés.

Les faisceaux d'une trace foliaire ne se placent jamais entre

les faisceaux d'une autre trace foliaire; ils ne s'interposent même
pas aux faisceaux anastomotiques, comme on le constate dans un

grand nombre de plantes. Dans l'Amarante, la tige est donc

constituée par des secteurs bien distincts, au nombre de cinq

dans la région type envisagée ici.

Nous avons constaté que la disposition des faisceaux foliaires

est invariable dans tous les segments; aussi avec un peu d'expé-

rience peut-on toujours les reconnaître et les déterminer exacte-

ment. La place où ils se terminent en s'anastomosant ne présente

pas la même constance. En conséquence, nous ne chercherons

pas à préciser le mode de terminaison des foliaires dans chaque

cas particulier. Nous nous bornerons à formuler ceci : les faisceaux

médians et les faisceaux latéraux se terminent en se jetant sur

l'un des gros faisceaux anastomotiques les plus rapprochés du

centre de la lige; les faisceaux marginaux se fusionnent aux

faisceaux anastomotiques situés d'autant plus loin du centre qu'ils
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sont eux-mêmes plus petits; le lieu d'anastomose des faisceaux

intermédiaires est plus variable.

Habituellement les foliaires s'unissent aux anastomotiques situés

du même côté qu'eux par rapport au plan de symétrie de la feuille.

Cependant les foliaires latéraux et les foliaires intermédiaires du

côté droit peuvent être rejetés contre les anastomotiques du côté

gauche. Le contraire peut aussi s'observer. Ces faits semblent en

rapport avec le sens de la spire phyllotaxique et l'augmentation

du nombre des faisceaux dans les segments consécutifs (*).

Outre les 29 faisceaux foliaires et les 26 faisceaux anastomo-

tiques dont nous venons de parler, la coupe représentée par la

figure 11 contient 65 faisceaux gemmaires (indiqués par des

hachures) et 160 massifs libéro-ligneux secondaires (indiqués en

noir). Nous aurons à nous occuper de ces faisceaux gemmaires et

de ces massifs libéro-ligneux secondaires dans la suite de notre

travail.

II. — TRACE GEMMAIRE.

Le bourgeon situé dans l'aisselle de la feuille 13 s'est développé

en un rameau long de 35 centimètres, dont le diamètre mesure 4

à 5 millimètres à la base. Ce rameau possède une structure asstz

semblable à celle de la tige principale : il renferme des faisceaux

foliaires, des anastomotiques et une couronne de petits faisceaux

périphériques. Tous ces faisceaux du rameau pénètrent dans la

tige mère: c'est leur trajet descendant que nous allons suivre.

La section transversale représentée partiellement par la

figure 3 a été pratiquée un peu au-dessus du nœud !3
. La section

pratiquée quelques millimètres plus bas (fig. 4) a rencontré

l'insertion du rameau : les faisceaux gemmaires, c'est-à-dire les

(*) Ces résultats sont conformes à ceux obtenus dans le Tradescantia

(8, pp. 83 et 84) et le Chlorophytum. Ils confirment également les vues

émises par M. 0. Lignier (12, 13 et 14). Il est donc acquis que l'étude

des faisceaux foliaires est beaucoup plus importante que celle ctes faisceaux

anastomotiques.
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faisceaux provenant du rameau, y sont représentés couverts de

hachures. On peut distinguer des gemmaires internes (G. t.) et

des gemmaires externes (G. e.). On les retrouve dans la

figure 5, dans laquelle on voit les gemmaires externes se disposer

côte à côte et les gemmaires internes s'enfoncer dans la tige.

Au niveau de la rentrée des principaux faisceaux de la

feuille 13 (fig. 7), les gemmaires externes (G. e.) sont interposés

aux foliaires, tandis que les gemmaires internes (G. i.) se sont

disposés parallèlement aux faisceaux anastomotiques (A) de la

tige mère.

Dès le milieu de rentre-nœud i3 (fig. 8), les G.e. se sont épar-

pillés à la phériphérie de la tige mère, et les G. t. ont été

presque entièrement absorbés par les anastomotiques.

Plus bas (fig. 9 et 10), la trace gemrnaire n'est plus représentée

que par les petits faisceaux externes disposés en cercle à la péri-

phérie. Ces petits faisceaux descendent parallèlement le long de

cinq entre-nœuds, puis, refoulés vers l'intérieur, ils sont reçus par

les anastomotiques dans la moitié supérieure du nœud 8
.

En résumé, la trace foliaire et la trace gemrnaire correspon-

dante sont absorbées par les faisceaux anastomotiques qui

encadrent ces deux traces : la première s'observe partiellement

au moins dans toule l'étendue de cinq entre-nœuds, tandis que

la seconde disparait presque entièrement dans l'entre-nœud situé

sous le nœud considéré. Seuls, les gemmaires externes persistent

dans la tige mère pour y former la couronne de faisceaux péri-

phériques.

Le parcours des faisceaux gemmaires est nettement reconnais-

sable dans nos figures 13 et 14 : les faisceaux descendant du

rameau y sont indiqués en traits interrompus. Partant du nœud 13
,

on voit les gemmaires internes parcourir dans la tige la lon-

gueur d'un entre-nœud, puis se jeter sur les anastomotiques. Les

gemmaires externes, au contraire, descendent la longueur de cinq

entre-nœuds, puis, s'unissant à leur tour à des anastomotiques,

ils laissent la place libre aux gemmaires externes du nœud 8
.

La réalité de celte disposition est mise hors de doute par le

contrôle résultant de l'examen d'une série de coupes successives
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pratiquées longitudinalement dans le nœud 14
, parallèlement au

plan de symétrie de ce segment (fig. 16). Une seule coupe ne

peut évidemment fournir un tracé aussi complet que celui de

notre figure 16 : celle-ci a été obtenue par la superposition de

trois dessins fournis par trois sections successives. Cette méthode

permet de suivre un certain nombre de faisceaux en complétant

un croquis par le suivant. Toutefois, elle n'est réellement

démonstrative que quand elle vient corroborer l'étude attentive

d'une série de coupes transversales successives dans une région

comparable (série des figures 3 à 12).

Dans la figure 15 enfin, les faisceaux gemmaires sont désignés

par des hachures ; les flèches montrent où se termineront ces

faisceaux en s'unissant aux faisceaux anastomotiques laissés en

blanc.

§ IL — VARIATIONS DU TYPE DANS L'ÉTENDUE
DE LA TIGE.

La variation de la structure dans les diverses régions d'une

même tige (indépendamment de la différence d'âge de ces

régions) est un fait bien établi, mais trop négligé encore (*). On

ne peut cependant se faire une idée suffisamment complète de

l'organisation d'une plante, qu'en étudiant toutes ses parties :

c'est à ce prix qu'il est possible de définir le type structural

qui pourra ultérieurement être comparé à d'autres types

structuraux établis de la même manière.

Distinguons d'abord les régions reconnaissables extérieure-

ment dans la tige de l'amarante étudiée.

Caractères extérieurs.

Notre Amarante est une plante annuelle à croissance rapide.

(') VUrtica dioïca et le Tradescantia virginica, étudiés à ce point de vue,

peuvent servir d'exemples bien démonstratifs.
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Sa tige principale, qui dans les forts exemplaires atteint 1
m70 de

longueur, comprend toujours deux régions bien distinctes : l'une

végétative, l'autre florifère.

La région végétative de la tige principale est verticale et

compte habituellement 24 ou 25 segments. Chacun de ceux-ci

porte une feuille pétiolée et un bourgeon axillaire. La taille des

feuilles va en augmentant de la feuille 1 jusqu'à la feuille u ou 15
,

puis elle décroît un peu jusqu'à la dernière. Le développement

des bourgeons axillaires suit les mêmes fluctuations : les bour-

geons des six premiers nœuds donnent naissance à quelques

feuilles très chétives; à partir du nœud 7 ou 8 ,le rameau s'allonge

un peu, porte quelques feuilles et se termine par une inflores-

cence atrophiée; dès le nœud 10 ou H
, le développement est plus

accentué : il atteint son maximum au nœud 14 ou i5
, où le

rameau peut mesurer 40 centimètres de longueur, porter une

dizaine de feuilles et se terminer en une inflorescence ; du nœud
15 ou 16 jusqu'au nœud 24 ou 25

, le rameau est de moins en

moins long, ses feuilles de moins en moins nombreuses; il se

réduit finalement à la partie florifère (fig. 6).

La région supérieure de la tige principale est recourbée et

retombante; elle constitue l'axe d'une grande inflorescence ter-

minale qui peut atteindre 40 centimètres de longueur. Elle com-

prend une centaine au moins de segments portant chacun une

bractée et une ramification axillaire. La première bractée, très

aiguë, ne mesure que 8 millimètres de longueur (fig. 38). Elle

contraste singulièrement avec la feuille précédente qui se com-

pose d'un pétiole assez long et d'un limbe large ordinairement

de 4 à 5 centimètres. Les bractées suivantes sont de plus en plus

petites (fig. 39).

Les bourgeons situés dans l'aisselle des premières bractées

donnent naissance à des rameaux florifères ; les autres se déve-

loppent en petites cymes compactes, qui ne sont pas représentées

dans la figure 6 à cause de leur taille trop exiguë.

Tous les appendices de la tige principale (feuilles et bractées)

sont rangés suivant une seule et même spire (fig. 17) qui est

dextre dans certains individus, sénestre dans les autres. Parmi
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100 tiges principales prises au hasard, nous avons compté

49 dextres ei 51 sénestres (*).

L'angle phyllotaxique, qui mesure presque une demi circon-

férence enlre les feuilles * et 2
, se réduit à 2

/5 dans la portion

moyenne et à 3
/8 dans la por tion supérieure de la tige principale.

Une même tige a été explorée dans toute son étendue. Une

entaille bien droite, pratiquée dans toute la longueur de cette

tige, a servi de repère pour l'orientation des coupes. Les parties

les plus jeunes ont été soumises à l'inclusion dans la celloïdine

et débitées au microtome; les autres ont été sectionnées à la

main. Il a été fait usage de l'agar-agar pour fixer les coupes

aux lames de verre (A. Gravis, 7); 1 éclaircissement a été

obtenu par l'eau de Javelle et la coloration par l'hématoxyline

après neutralisation par le bicarbonate de potasse
(

2
).

En décrivant l'organisation de lhypocotyle, de la région végé-

tative et de l'axe de l'inflorescence de cette tige, nous aurons

l'occasion de faire connaître dans quelles limites varie le type

structural décrit précédemment. Nous ne parlerons pas de

portions de tiges prélevées dans d'autres plantes dont l'étude a

servi à compléter et à contrôler les résultats obtenus.

A. — HYPOCOTYLE.

L'hypocolyle et ses appendices (cotylédons) constituent une

région distincte qui mérite un examen particulier. Bien qu'il soit

possible de retrouver l'hypocolyle au bas de la tige principale

(*) Cette constatation est à rapprocher d'autres analogues qui ont été

faites à propos du Tradcscantia virginica (8, p. 60).

(

8
) Cette partie de notre travail est plus particulièrement l'œuvre de

M lle A. Constanlinesco, qui a fait de nombreuses séries de coupes successives

et exécuté à la chambre claire les dessins nécessaires pour établir le

parcours des faisceaux dans toute l'étendue d'une même tige. Je me plais à

reconnaître son habileté et sa persévérance; je tiens aussi à la remercier

bien vivement de son utile collaboration. A. G.
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lorsque la plante est adulte, il est préférable de l'étudier dans

de jeunes plantules. Celles dont nous nous sommes servi mon-

traient, outre les deux cotylédons, les quatre premières feuilles

étalées et les deux suivantes en voie d'épanouissement (fig. 18).

Les figures 19 à 24 reproduisent quelques coupes choisies

dans une série obtenue au microtome. La figure 20 correspond

au niveau de l'insertion des cotylédons : Cot. a. désigne les deux

faisceaux provenant du cotylédon antérieur; Cot. p., les deux

faisceaux venant du cotylédon postérieur; G. les faisceaux gem-

maires cotylédonaires; A. les quatre faisceaux anastornotiques;

(L M L) 1 la trace foliaire du premier nœud
;

(L M L) 2 celle du

deuxième; enfin il y a une couronne de petits faisceaux périphé-

riques non encore différenciés.

Dans une coupe faite un peu au-dessous de la précédente

(fig. 21), on voit les foliaires latéraux des nœuds 4 et 2 s'unir aux

anastornotiques. Au milieu de l'hypocotyle (fig. 22), les fais-

ceaux A se sont rapprochés deux à deux et ont absorbé les

foliaires médians. Dans la figure suivante (fig. 23), les faisceaux

cotylédonaires se sont unis aux deux anastornotiques. Enfin, au

niveau de la racine principale (fig. 24), on aperçoit la lame

ligneuse du faisceau bipolaire flanquée, à droite et à gauche,

d'un massif libéro-ligneux secondaire, prolongement inférieur

des deux faisceaux anastornotiques constatés au niveau précé-

dent. Cette même coupe contient d'autres massifs libéro-ligneux

secondaires, prolongements inférieurs des faisceaux périphé-

riques de l'hypocotyle.

En résumé, l'hypocotyle contient deux traces cotylédonaires

et deux traces foliaires séparées par quatre anastornotiques, le

tout entouré d'une couronne de faisceaux périphériques (nous

négligeons les faisceaux gemmaires cotylédonaires très peu déve-

loppés). Les traces cotylédonaires sont réduites, l'une et l'autre,

à deux faisceaux latéraux sans faisceau médian.

On consultera utilement la figure 25, qui exprime le parcours

des principaux faisceaux d'une plantule. Elle montre d'une

façon synoptique ce que la série des coupes transversales

(fig. 19 à 24) nous a appris.
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B. — PORTION VÉGÉTATIVE DE LA TIGE.

Abstraction faite des changements résultant de l'âge des

organes, deux facteurs régissent les modifications que présente

la structure de la tige considérée dans toute son étendue : ce

sont les variations de l'angle de divergence des feuilles et les

variations du nombre des faisceaux foliaires dans les divers

siegments. Considérons ces deux facteurs successivement.

La disposition phyllotaxique des quatre premières feuilles

semble indiquer deux paires de feuilles qui auraient été dépla-

cées de façon à se ranger le long d'une seule spire : les angles

de divergence sont successivement un peu plus petit que i/
2 ,

plus grand que */4 , et plus petit que */2 (voir fig. 17). Du seg-

ment 5 au segment 2/1
,
l'angle de divergence est égal à 2

/5 de

circonférence. A partir du segment 2I
,

l'angle est réduit à 3
/8

(fig. 17).

Le nombre des faisceaux qui passent de la feuille dans la tige

augmente du segment 1 aux segments de la portion moyenne,

puis il va en diminuant. Dans la tige qui nous sert d'exemple,

nous avons constaté :

La feuille 1 donne à la tige 3 faisceaux . . . L M L

La feuille 2 en donne 5 L i M i L

Les feuilles 5 et ' en donnent 7 m L i M i L m

Les feuilles s à 12 en donnent 9 m'm L £ M i L m m'

Les feuilles 13 à 15 en donnent 11 . . . m"m'm L i M i L m m'm"

Les feuilles 16 à 21 en donnent 9 . . . . m'm L i M i L m m'

Les feuilles 22 à 24 en donnent 7 mhiMihm

La feuille
1
est la plus petite, la feuille

13
la plus grande; la

feuille 24 est la dernière avant les bractées de l'inflorescence.

Nous avons figuré la coupe transversale du pétiole d'un coty-

lédon (fig. 26), ainsi que celle du pétiole des feuilles *,
3
,

5
,

13

et
20

(fig. 27, 28, 29, 33 et 34); ces coupes ont toutes été prati-

quées à la base de l'organe. En les comparant, il faudra tenir

9
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compte de ce que le grossissement des deux dernières est moin-

dre que celui des autres (

4

).

Le nombre des faisceaux qui passent d'une feuille dans la tige

n'est pas toujours égal au nombre de faisceaux visibles dans la

coupe faite à la base du pétiole, parce que certains faisceaux

s'unissent avant de pénétrer dans la tige. Dans les figures 27,

33 et 34, les accolades indiquent les faisceaux qui se confondent

en un seul pour entrer dans la tige.

Traces foliaires.

La section transversale au milieu de l'entre-nœud montre

quatre traces foliaires séparées par quatre séries de faisceaux

anastomotiques (fig. 30). Les traces foliaires 4 et 2 sont com-

plètes : la première comprend trois faisceaux, la seconde cinq.

Les traces foliaires 3 et 4 ne se composent ici que des faisceaux

i M t.

C'est dans l'entre-nœud 3 (fig. 31) qu'apparaît une cinquième

trace foliaire; celle-ci est réduite, à ce niveau, au seul faisceau M 7
.

Un coup d'œil jeté sur la figure 25 fera immédiatement saisir

les relations existant entre les traces foliaires et les faisceaux

anastomotiques. Cette figure représente le parcours des princi-

paux faisceaux dans l'hypocotyle et les premiers segments cauli-

naires de la plantule mentionnée au paragraphe précédent. Elle

ne reproduit toutefois que les faisceaux les plus profonds; les

autres, échelonnés vers l'extérieur, n'ont pu trouver place dans

ce dessin.

Dès l'entre-nœud 5
, les feuilles étant disposées à 2

/5
de circon-

férence les unes des autres et donnant à la tige chacune 9 fais-

ceaux, on trouve la structure représentée par la figure 32 : cinq

traces foliaires, dont une complète

(m'm LiWiLm m'f,

(*) M. L. Pclit (19, p. 24 et pl. II, fig. 37) a décrit et figuré la coupe

faite au sommet du pétiole de YAmarantus caudatus. Cette différence de

niveau explique la différence d'aspect qu'on reconnaîtra en rapprochant son

dessin des nôtres.
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une presque complète

(m L i M i L m)6
,

une incomplète

(LiMiL) 7
,

deux fort incomplètes

(i M i)» et (i M i)
9

.

Cinq séries de faisceaux anastomotiques séparent ces traces

foliaires.

Le segment 13 porte la feuille la plus grande à laquelle corres-

pond une trace de 11 faisceaux (fig. 35) :

m"m'm L i M i L m m'm".

Les quatre autres traces ont la même composition que dans la

figure précédente.

C'est dans l'entre-nœud 17
,
qu'apparaît une sixième trace foliaire

réduite au seul faisceau M 22
(fig. 36). Les cinq autres traces res-

semblent à celles des deux figures qui précèdent.

Enfin, dans l'entre-nœud 20 débute la disposition phyllotaxique

3
/8

(fig. 37). Les quatre premières traces foliaires, correspondant

aux segments 20, 21, 22 et 23, sont complètes; celle du seg-

ment 24 est incomplète; les trois dernières (25, 26,27) corres-

pondent à trois bractées et ne possèdent, par conséquent, chacune

qu'un seul faisceau (M). Le niveau rencontré par la coupe de la

figure 37, appartient d'ailleurs à la portion de transition entre

la région végétative de la tige et celle qui constitue l'axe de l'in-

florescence.

Quelle que soit la disposition phyllotaxique et quel que soit le

nombre des faisceaux, on remarquera que les traces foliaires sont

toujours plissées et régulièrement séparées les unes des autres

par des groupes de faisceaux anastomotiques.

Le nombre des traces foliaires visibles dans une coupe trans-

versale est de quatre lorsque l'angle de divergence foliaire est

de l

/2
circonférence environ (segment 1

: fig. 30); il est de cinq

lorsque les feuilles sont disposées suivant 2
/5

(fig. 35); il est de
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huit quand elles sont disposées suivant 3
/8 (fig, 37). On peut

observer six ou sept traces foliaires dans la région intermédiaire

entre les dispositions phyllotaxiques 2
/5 et 5

/8 (fig. 36).

Traces gemmaires.

Qu'ils soient peu développés comme ceux insérés aux pre

miers nœuds de la lige principale, ou très vigoureux comme
ceux portés par la région moyenne de celte tige, les rameaux ont

toujours une trace conforme au type que nous avons décrit pré-

cédemment. Le nombre et la longueur des faisceaux gemmaires

seuls varient. Nous croyons inutile d'insister davantage.

C. — AXE DE L'INFLORESCENCE.

L'axe de l'inflorescence formé d'une bonne centaine de seg-

ments, comprend deux parties : dans la première, constituée de

25 à 30 segments, les bourgeons axillaires se sont développés en

rameaux florifères longs d'une dizaine de centimètres. Dans la

seconde partie, les bourgeons ne produisent que de petites cymes

serrées les unes contre les autres.

L'inflorescence qui termine la tige principale est donc com-

posée d'une partie rameuse-paniculée, et d'une autre spiciforme-

compacte (

1
). Dans la figure 6, schématisée d'après une photo-

graphie, les proportions ont été rigoureusement observées, mais

(') Dans l'aisselle des bractées de la partie spiciforme, comme dans

l'aisselle de chacune des bractées portées par les rameaux de la partie

paniculée, se trouve un petit glomérule de fleurs. Quelques coupes prati-

quées dans des fragments soumis a l'inclusion nous ont montré que chaque

glomérule est une cyme bipare comprenant une cinquantaine de fleurs. Dans

les ouvrages de systématique, on attribue à VAmarantus caudatus et aux

espèces voisines, « des fleurs en épis » : il faudrait dire « des cymes dis-

posées en épis et ceux-ci formant une panicule ».
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les cymes n'ont pu être figurées parce qu'elles y seraient trop

petites.

Quant aux appendices, ce sont des bractées uninerviées, de

plus en plus petites (fig. 38 et 39), dont la disposition phyllo-

taxique est 3
/8 .

Traces foliaires.

De chaque bractée descend dans l'axe de l'inflorescence

un seul faisceau (M) qui parcourt librement la longueur de

8 entre-nœuds, puis se rapproche de l'un des anastomotiques

auquel il se fusionne complètement deux ou trois entre-nœuds

plus bas encore.

A titre d'exemples, nous figurons deux coupes de Taxe de

l'inflorescence.

La première a été pratiquée dans l'entre-nœud 25
(fig. 40), c'est-

à-dire à la base de la partie rameuse et paniculée de l'inflores-

cence. On y remarque 8 traces foliaires composées chacune d'un

seul faisceau (M 2K à M 32
); elles sont séparées par 8 groupes de

faisceaux anastomotiques (A). Les faisceaux M 33 et M 34 se rap-

prochent du faisceau anaslomotique auquel ils doivent s'unir;

le faisceau M 35 a déjà opéré cette réunion. Tous les faisceaux

désignés par des hachures sont gemmaires; nous en parlerons

plus loin.

La seconde coupe a été faite dans l'entre-nœud 81 (fig. 41),

niveau situé vers le milieu de la partie spiciforme et compacte

de l'inflorescence. Celte section présente nettement 8 côtes, dont

5 principales et 3 plus petites. A ces côtes correspondent 8 traces

foliaires réduites chacune au faisceau médian (M 81 à M 88
). Il y a

seulement 8 faisceaux anastomotiques qui correspondent aux

sinus du contour de la coupe. Les faisceaux M 89
, M 90 et M 91 se

rapprochent pour s'unir au faisceau anastomotique le plus voisin.

Tous les autres faisceaux sont gemmaires.

L'organisation si simple de la partie supérieure de l'inflores-

cence contraste avec celle de la région végétative de la tige. Elle

peut très aisément s'exprimer sous la forme de la figure 42 qui
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reproduit le parcours des faisceaux foliaires et anastomotiques

clans les segments 81 à 89. Chaque faisceau venant d'une bractée

parcourt librement 8 entre-nœuds, puis se rapproche de l'anas-

tornotique voisin auquel il s'unit intimement deux ou trois entre-

nœuds plus bas.

Traces gemmaires.

Dans la partie inférieure paniculée de l'inflorescence, les

rameaux sont assez développés : ils mesurent presque tous un

décimètre de longueur. De ces rameaux descendent des faisceaux

gemmaires assez nombreux. Les gemmaires internes pénètrent

avec le faisceau M à l'intérieur de la tige ; les gemmaires externes,

plus petits, restent à la périphérie (voir G. t. et G.e. dans la

fig. 40). Tous se comportent comme les gemmaires de la région

végétative, sauf que les internes sont ici notablement plus longs.

Dans la partie supérieure spiciforme de l'inflorescence, il n'y

a qu'une petite cyme dans l'aisselle de chaque bractée; aussi les

faisceaux gemmaires sont-ils ordinairement réduits au nombre

de six à chaque nœud : les deux internes, plus gros, accom-

pagnent le M dans la tige; les quatre externes, plus petits, restent

à la périphérie (fig. 41). Les uns et les autres descendent la lon-

gueur de 8 entre-nœuds. L'insertion des cymes florifères appar-

tient donc au même type que celle des rameaux feuillés, mais

elle se fait par un petit nombre de faisceaux qui demeurent

individualisés dans une grande étendue.

En résumé, la structure de l'axe de l'inflorescence est carac-

térisée par l'extrême réduction des traces foliaires composées

chacune d'un seul faisceau (M), et par l'importance relativement

plus grande des traces gemmaires constituées chacune de plu-

sieurs gros faisceaux internes et de plusieurs petits périphé-

riques, tous indépendants dans la longueur de plusieurs entre-

nœuds (*).

(') Ces caractères ont été signalés dans la hampe du Chlorophytum

elatum (9, pp. 25 et suiv.) et se retrouveront probablement dans la plupart

des axes d'inflorescence.
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Toutefois cette caractéristique n'est bien établie que dans la

portion spiciforme de Taxe de l'inflorescence, la portion pani-

culée formant la transition entre la région végétative de la tige

et la région florifère terminale.
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CHAPITRE II

ACCROISSEMENT DIAMÉTRAL
SECONDAIRE

Aux dépens du méristème qui termine la tige prennent nais-

sance des îlots de procambium séparés les uns des autres par du

tissu fondamental. En se différenciant, ces îlots de procambium

deviennent des faisceaux foliaires, gemmaires ou anastomo-

tiques. Dans chacun de ces faisceaux, un arc cambial engendre

une petite quantité de bois secondaire et de liber secondaire. En

même temps, les cellules du tissu fondamental s'agrandissent

notablement et se cloisonnent dans diverses directions. Il en

résulte un certain accroissement du diamètre de la lige. Dans le

cas qui nous occupe, cet accroissement est limité parce que le

cambium des faisceaux devient bientôt inactif et parce que les

cellules du tissu fondamental cessent de grandir et de se diviser.

Dans les Amarantacées, comme dans plusieurs familles voi-

sines, la partie inférieure de la tige, l'hypocotyle et la racine

principale sont le siège d'un développement de tissus secon-

daires qui s'opère suivant un mode très particulier. C'est ce

développement que nous avons étudié dans notre Amarantus

caudatus, en comparant les coupes pratiquées au milieu de

l entre-nœud 1 d'un certain nombre de tiges principales de plus

en plus âgées. Nous avons choisi ce niveau parce qu'il est facile

à préciser et parce que c'est en cet endroit que la tige subit le

plus fort accroissement diamétral secondaire.

1. — TIGE.

Lorsque la tige d'une plantule mesure 3 centimètres environ

de longueur, les quatre premières feuilles étant développées, la

section transversale de l'entre-nœud 1 montre les faisceaux
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foliaires et les faisceaux anastomotiques complètement différen-

ciés; à la périphérie du cylindre central se trouvent de petits

faisceaux procambiaux dans lesquels on reconnaît des cellules

libériennes et l'apparition du cambium (fig. 43, pl. X). Ce sont

les faisceaux gemmaires externes dont la différenciation est assez

tardive. Dans la figure 43, comme dans les suivantes, les

cellules du phlœoterme sont marquées d'une petite croix (*).

Dans une plante un peu plus âgée, on constate un premier

recloisonnement tangentiel des cellules sous-phlœotermiques

situées entre les faisceaux gemmaires (fig. 44) (

2
).

Des recloisonnements semblables se produisent plusieurs fois

dans les mêmes cellules (fig. 45). Un peu plus tard, le même
phénomène se manifeste aussi entre le liber des faisceaux

gemmaires et le phlœoterme (fig. 46).

Ainsi se constitue une zone génératrice circulaire et continue

qui fonctionne comme un cambiforme en produisant vers l'inté-

rieur un peu de parenchyme que nous désignerons sous le terme

de « tissu foi damental secondaire » (T/" 2
) (

5
).

Plus tard, certaines cellules du cambiforme se cloisonnent

plus fréquemment, deviennent plus petites et plus nombreuses.

(*) Sous le nom de phlœoterme, M. Ed. Strasburger (22, p. 484) a

désigné l'assise la plus profonde de Pécorce, quels que soient ses caractères

histologiques ; il a proposé de réserver le terme endoderme pour les couches

cellulaires pourvues de bandes radiales cutinisées, couches qui peuvent

provenir de tissus différents au point de vue morphologique.

(
8
j Par assise sous-phlœotermique, nous entendons l'assise la plus exté-

rieure du cylindre central de la tige, celle qu'on désigne souvent sous le

nom de pêricycle. Nous n'employons pas ce dernier terme parce qu'il n'est

pas démontré que l'assise dont il s'agit soit réellement l'homologue du péri-

cycle des racines.

(3j Avec M. Eg. Bertrand, nous désignons par le terme cambiforme, les

zones génératrices secondaires dont les éléments se transforment en tissus

dépourvus de vaisseaux et de cellules grillagées. Le terme cambium est

réservé aux zones génératrices secondaires produisant du bois et du liber

secondaires. Pour plus de détails, voir mémoire sur l'Urtica (6, pp. 50

et suiv.).
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Des arcs de cambium prennent ainsi naissance çà et là vers la

périphérie du cylindre central de la tige (*). La ligure 47

montre du côlé gauche un arc cambial (C6.) intercalé dans la

zone cambiforme (Cbf.); à droite, au-dessous, on trouve un

faisceau gemmaire externe (Ge.).

Les arcs cambiaux intercalés dans le cambiforme produisent

extérieurement du liber secondaire et intérieurement du bois

secondaire. Il en résulte des massifs libéro-ligneux secondaires

situés un peu en dehors des faisceaux gemmaires externes. La

figure 48 montre, à gauche, une portion d'un massif libéro-

ligneux secondaire; les faisceaux gemmaires externes ne sont

pas visibles dans ce dessin parce qu'ils sont situés plus profon-

dément dans la tige.

Les massifs libéro-ligneux secondaires ne se développent pas

indéfiniment : dès que l'activité de leur cambium se ralentit, des

cloisonnements tangentiels se manifestent en dehors de leur

liber. La zone cambiforme est ainsi reportée vers l'extérieur;

elle pourra, en certains points, former plus tard des arcs cam-

biaux producteurs de nouveaux massifs libéro-ligneux secon-

daires. Elle produira aussi du tissu fondamental secondaire

interposé entre les nouveaux massifs conducteurs secondaires.

Le déplacement vers l'extérieur de la zone génératrice se voit

clairement dans la figure 49, qui reproduit partiellement deux

massifs libéro-ligneux secondaires. Dans celui de gauche, l'arc

cambial est en pleine activité (les cloisons nouvelles indiquées

en pointillé sont nombreuses); dans celui de droite, l'arc cam-

bial, au contraire, va bientôt cesser de fonctionner (les cloisons

nouvelles sont peu nombreuses). En outre, en dehors du liber à

droite, on constate un recloisonnement cambiforme qui n'existe

pas encore à gauche.

On peut donc dire qu'à l'endroit représenté par la figure 49

et au moment où la coupe a été faite, la zone génératrice sautait

(*J VUrtica dioïca présente aussi de nombreux exemples de la transfor-

mation locale du cambiforme en cambium (6, p. 33).
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en arrière. Si la plante avait été laissée en vie, le même saut se

serait produit un peu plus tard derrière le liber situé à gauche

dans la figure.

Les mêmes phénomènes se répétant à diverses reprises,

plusieurs cercles de massifs libéro-ligneux secondaires se mani-

festeront. A la vérité, ces cercles ne sont pas bien réguliers ni

bien concentriques, parce que la zone génératrice nouvelle n'est

pas complète d'emblée : elle n'embrasse d'abord qu'une partie

de la circonférence et ne s'étalle que graduellement. C'est en se

déplaçant vers l'extérieur par petits sauts successifs que la zone

génératrice laisse, en dedans d'elle, des cercles plus ou moins

concentriques de massifs libéro-ligneux secondaires dont l'arc

cambial est éteint (*).

On peut se rendre compte de ce qui vient d'être dit par

l'examen de la planche XIII, qui montre trois portions exacte-

ment comparables de coupes faites dans l'entre-nœud 1 de plantes

d'âge différent.

Dans l'entre-nœud 1 d'une tige très jeune encore (fig. 50), on

voit les faisceaux foliaires (i M i)3 entre les faisceaux anastomo-

tiques A et les faisceaux gemmaires externes Ge; le cambiforme

n'existe pas encore.

Dans la figure 51 correspondant à une tige presque adulte,

on retrouve les mêmes faisceaux, plus une série de massifs

libéro-ligneux secondaires issus de la zone génératrice en partie

cambiforme, en partie cambiale. Au delà de cette zone généra-

(') Les autours désignent généralement sous les noms de faisceaux

secondaires ou de faisceaux surnuméraires, ce que nous avons nommé ici

massifs libéro-ligneux secondaires. Il nous a paru nécessaire d'exprimer

nettement la différence qui existe entre les faisceaux véritables et les massifs

dont il s'agit.

Les faisceaux proviennent de la différenciation libéro-ligneuse d'îlots de

procambium. Les massifs libéro-ligneux secondaires, au contraire, sont

engendrés par des arcs de cambium sans état procambial préalable. Dans

l'Amarante, les arcs cambiaux prennent naissance au sein d'une zone géné-

ratrice périphérique cambiforme.
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trice, on aperçoit une deuxième zone génératrice qui n'existe

qu'en certains endroits seulement.

Enfin, dans l'entre-nœud 1 d'une très vieille tige (fig. 52), il y

a trois ou quatre cercles de massifs libéro-ligneux secondaires.

On peut, en outre, constater dans la figure 52 que l'accroisse-

ment diamélral de la tige de l'Amarante résulte, pour une part

notable, de l'agrandissement et du recloisonnement diffus de

toutes les cellules du tissu fondamental interfasciculaire, comme
nous l'avons dit en commençant ce chapitre. En comparant les

trois figures de la planche XIII, on verra que l'espace compris

entre les faisceaux (î M i)
3 et les faisceaux G. e. augmente consi-

dérablement avec l'âge, surtout si l'on tient compte que la

figure 50 est reproduite à un grossissement triple de celui des

deux autres figures.

2. — HYPOCOTYLE ET RACINE.

Dans Thypocotyle et dans la portion épaissie de la racine

principale, les tissus secondaires sont plus développés encore

que dans le bas de la tige principale. A l'endroit le plus épais

de la racine, il y a souvent cinq ou six cercles assez réguliers de

massifs libéro-ligneux secondaires séparés par du tissu fonda-

mental secondaire dont les cellules très agrandies et étirées

renferment d'abondantes réserves alimentaires (fig. 58).

Les figures 53 à 58 représentent au même grossissement six

niveaux échelonnés dans une même racine. En comparant ces

figures en commençant par la figure 53 (qui correspond au

stade le plus jeune), on pourra aisément se rendre compte du

mécanisme de la formation des zones génératrices successives et

de la production des massifs libéro-ligneux secondaires. Ce

mécanisme, chez l'Amarante, est le même dans la tige, Thypo-

cotyle et la racine.

La zone cambiforme prend naissance, après la décortication

du parenchyme cortical, dans le péricycle recloisonné (Cbf. de

la fig. 53). Elle ne larde pas à produire du tissu fondamental

secondaire. Bientôt aussi des arcs cambiaux apparaissent dans la
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zone cambiforme : il en résulte un premier cercle de massifs

libéro-ligneux secondaires (fig. 54). Le déplacement de la zone

génératrice en partie cambiforme et en partie cambiale se mani-

feste aux stades suivants (tig. 55 à 58). En même temps, les

cellules du tissu fondamental secondaire se sont considérable-

ment agrandies et ont amené la tubérisation de la racine; en

comparant les figures 57 et 58, on remarquera combien les

massifs libéro ligneux secondaires les plus profonds se sont

écartés les uns des autres à une époque relativement tardive.

3. — TRAJET DES MASSIFS LIBÉRO-LIGNEUX SECONDAIRES.

Il nous reste à indiquer l'extension des massifs libéro-ligneux

secondaires et la forme de leur trajet.

Lorsque la plante est adulte, la zone génératrice s'étend dans

toute la région végétative de la tige et dans les forts rameaux

feuilles, mais elle ne pénètre pas dans l'axe de l'inflorescence.

Elle règne aussi dans l'hypocotyle, la racine principale et les

racines insérées sur celle-ci lorsqu'elles sont suffisamment déve-

loppées. Son activité maxima réside dans la partie la plus

renflée de la racine, l'hypocotyle et le segment 1
; elle va en

diminuant de là jusqu'au segment qui porte la dernière feuille

(ordinairement le segment 24 ou 25).

Les massifs libéro-ligneux secondaires ont, dans la tige, un

trajet presque rectiligne; ils sont donc à peu près parallèles,

mais ils échangent entre eux de loin en loin des anastomoses

plus ou moins obliques. Ces massifs conducteurs n'ont aucun

rapport direct avec les faisceaux foliaires et les faisceaux anasto-

motiques, mais nous croyons qu'ils ont d'assez nombreux points

de contact avec les faisceaux gemmaires externes. Ils assurent

ainsi une circulation facile de l'eau des racines vers les rameaux.

(') Dans tous les dessins d'ensemble annexés à ce travail, les massifs

libéro-ligneux secondaires sont figurés en noir (pl. I, II, III, VII, VIII, XIII

et XIV). On remarquera l'absence complète de ces massifs dans l'axe de

l'inflorescence (pl. IX).



HISTORIQUE

Depuis longtemps déjà, la structure de la tige des Amaran-

tacées, Chénopédiées, Nyctaginées, etc., est considérée comme
anomale tant au point de vue de la disposition et du parcours

des faisceaux, qu'à celui de l'accroissement secondaire.

1 . — Disposition et parcours des faisceaux.

La coupe transversale montre généralement un grand nombre

de faisceaux éparpillés de telle sorte que les plus gros sont les

plus rapprochés du centre, les plus petits, au contraire, les plus

voisins de Pécorce. On y a décrit des faisceaux médullaires et

des faisceaux périphériques, ces derniers affectant souvent la

disposition de cercles concentriques plus ou moins réguliers.

Le parcours des faisceaux a été très peu étudié chez les

Amarantacées. Dans VAmarantus caudatus et VA. retro/lexus,

de Bary (1, p. 259) a vu les faisceaux se séparer les uns des

autres en passant du pétiole dans la tige : quelques-uns, dit-il,

se disposent en anneau, tandis que les autres pénètrent pro-

fondément dans la moelle, le médian de chaque trace foliaire

paraissant se rapprocher le plus du centre. Les faisceaux d'une

même trace restent rapprochés en un groupe, traversent plu-

sieurs entre-nœuds dans leur trajet descendant, puis se réunis-

sent. Aucune figure n'accompagne ce court énoncé, de Bary

ajoute que de nouvelles recherches devraient être entreprises en

vue de mieux connaître ce parcours.

M. Van Tieghem (24, p. 757) n'est pas plus explicite. Il fait

cependant un rapprochement entre l'organisation de la tige des

Amarantes et celle des Papaver, Actœa
y
Cimicifuga, Thalictrum

dont la tige présente, en section transversale, deux ou trois
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cercles concentriques irréguliers. Ce rapprochement ne nous

parait pas justifié. Le parcours des faisceaux du Thalictrum

flavum, bien élucidé par les recherches de Mansion (15), appar-

tient en effet à un tout autre type : Dans YAmarantus, chaque

trace foliaire forme un groupe distinct, assez étroit, qui se place

à côté de groupes analogues sans se mêler à eux; dans le

Thaliclrum, au contraire, chaque trace foliaire forme un cercle

qui embrasse toute la tige et interpose ses faisceaux entre les

faisceaux des traces précédentes.

M. G. Fron (4, p. 157) a fait quelques observations relatives

au parcours des faisceaux dans plusieurs genres de C.hénopo-

diées. Malheureusement, il s'est borné aux premiers segments

de la lige principale de jeunes plantules en germination, de

sorte qu'on ne peut pas se faire une idée du parcours des

faisceaux dans la tige des plantes de cette famille.

2. — Accroissement secondaire de la tige et de la racine.

L'accroissement diamétral secondaire des axes dans les Ama-

rantacées, Chénopodiées, Nyctaginées, etc., résulte, en partie,

de la production de massifs libéro-ligneux qui apparaissent

successivement, deviennent nombreux et sont habituellement

rangés en cercles concentriques plus ou moins réguliers. Le

mécanisme de cette production a préoccupé beaucoup d'anato-

mistes et a été diversement compris.

Les recherches de Unger, Link, Nâgeli, Gernet, Regnault,

Sanio, Pinger, etc., relatives à cette question, ont conduit

de Bary (1, p. 607) à distinguer quatre cas ainsi caractérisés :

Dans le premier (racines de Chénopodiacées et d'Amaran-

lacées, tige de Phytolacca, etc.), il se forme successivement et

en direction centrifuge plusieurs anneaux de cambium, dont

chacun forme un cercle de faisceaux vasculaires distincts (
1
).
—

(*) Il est bien entendu que dans cet exposé historique, nous employons

les termes dont les auteurs se sont servis, en conservant à ces termes le sens

qu'ils leur donnaient.
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Dans un deuxième cas (tiges de Nyctaginées, d'Amarantacées et

de quelques Chénopodiacées), un anneau de cambium extra-

fasciculaire reste continuellement actif et forme, à sa face interne,

alternativement un faisceau vasculaire collatéral et du tissu con-

jonctif. — Dans le troisième et le quatrième cas (racine de

Mirabilis d'une part, tige de quelques Chenopodium d'autre

part), se réalisent des dispositions intermédiaires entre les deux

premières.

M. Van Tieghem, dans la première édition de son Traité de

Botaîiique, en 1884, ne distingue que deux cas (pp. 721, 723 et

797) : l°Dans la racine des Chénopodiées et notamment dans la

Betterave, des méristèmes tertiaires successifs produisent chacun

un cercle de faisceaux libéro-ligneux tertiaires séparés par des

rayons d'écorce tertiaire; le liber de ces faisceaux est formé en

dehors de la zone génératrice, le bois en dedans; 2° Dans la racine

du Mirabilis, au contraire, comme dans la tige des Chénopo-

diées, Amarantacées, Nyctaginées, etc., une seule assise géné-

ratrice donne naissance extérieurement à du parenchyme

centripète, et intérieurement à du parenchyme centrifuge entre-

mêlé de faisceaux libéro-ligneux secondaires. L'auteur insiste

sur ce point, que l'assise génératrice engendre à la fois du liber

et du bois sur sa face interne.

M. L. Morot (16, pp. 241, 246, 27H, 279, 285, etc) établit,

le premier, que le développement des faisceaux surnuméraires

qui nous occupent ici suit partout une marche uniforme. Dans

les racines, comme dans les tiges des plantes appartenant aux

famillescitées plus haut, plusieurs zones génératrices apparaissent

successivement et produisent chacune du bois par leur face

interne en même temps que du liber par leur face externe. Ces

faisceaux collatéraux sont séparés par des rayons assez étroits de

tissu conjonctif. Quant aux différences assez notables que l'on

constate à l'état adulte, elles proviennent d'une part de l'agence-

ment variable des zones génératrices successives, d'autre part de

la sclérification plus ou moins rapide et plus ou moins complète

du tissu conjonctif. Il est à noter aussi que les méristèmes con-

sécutifs peuvent n'être point concentriques, mais anastomosés en
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réseau à mailles plus ou moins étroites suivant que leurs points

de contaer sont plus ou moins nombreux.

Ainsi fut corrigée une grave erreur commise par les anciens

anatomistes et consignée dans les Traités généraux de de Bary

et deVanTieghem. Il est maintenant établi que les massifs libéro-

ligneux secondaires ne sont jamais engendrés tout entiers à la

face interne de la zone génératrice surnuméraire : le bois est

formé en dedans et le liber en dehors, comme dans le cas d'un

cambium normal. Plusieurs zones génératrices semblables

peuvent prendre naissance successivement en ordre centrifuge.

D'autres fois les portions de la zone génératrice qui relient entre

eux les massifs libéro-ligneux secondaires conservent leur activité,

mais les arcs combiaux entre bois et liber s'éteignent toujours

assez rapidement. Des ponts de méristème extralibériens se

forment alors et rétablissent la continuité de la zone génératrice.

C'est ce phénomène mal compris qui a fait croire à l'existence

d'une seule assise génératrice produisant bois et liber à sa face

interne.

Le texte du mémoire de M. Morot est d'une clarté parfaite,

mais on peut regretter que les figures qui raccompagnent,

généralement trop partielles, ne soient pas suffisamment démon-

stratives.

Incidemment, l'auteur a montré aussi qu'il n'y a pas lieu

d'attacher grande importance à la distinction entre les faisceaux

dit secondaires et les faisceaux qualifiés de tertiaires. Nous parta-

geons son avis (*).

M. J. Hérail, dans ses recherches sur l'anatomie comparée de

la tige des Dicotylédones (11, p. 245), a fait sur d'autres espèces

des constatations qui confirment pleinement les observations de

M. Morot.

Les résultats remarquables obtenus par MM. Morot et Hérail

ont été admis par M. Van Tieghem, qui en a tenu compte dans

la deuxième édition de son Traité de Botanique (pp. 728 et 825).

(*) Voir plus loin, p. 36 : « Pour la même raison. . . tissu fondamental

primaire ».
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M. G. Fron, dans son étude de la racine, de l'hypocotyle et de

la tige des Chénopodiacées (4), a eu l'occasion de contrôler et

d'étendre encore les données nouvelles. Ce mémoire ne s'occu-

pant pas des Amarantacées, ne doit pas être analysé ici ; nous

nous bornerons à signaler un bon dessin montrant clairement

le déplacement de l'assise génératrice par rapport au massif

libéro-Iigneux secondaire déjà formé dans la tige du Chenopodium

album (4, pl. 7, fig. 5).

Dans ses recherches sur l'appareil conducteur de la tige et de

la feuille des Nyctaginées (5), M. F. Gjdon a exposé des consi-

dérations d'anatomie générale dont nous aurons à nous occuper

dans la suite de cet exposé historique.

Dans leur cours de Botanique (3, pp. 229, 376, 985), MM. G.

Bonnier et Leclerc du Sablon consignent également les résultats

acquis en prenant comme exemples la tige et la racine de Bette-

rave : dans la première, une même assise génératrice se déplace

en formant des boucles en dehors des massifs libériens; dans la

seconde, plusieurs assises génératrices distinctes se produisent

successivement. Entre ces deux types, il existe des intermédiaires

chez les Chénopodiées, les Amarantacées et les Nyctaginées.

Quelques auteurs allemands conservent trop fidèlement la

tradition de l'œuvre vénérable, mais un peu ancienne déjà, de

de Bary. C'est ainsi que M. H. Schinz, dans sa monographie des

Amarantacées écrite pour les Pflanzenfamilien de A. Engler

et K. Prantl (20, p. 92), renseigne l'existence de plusieurs zones

concentriques de faisceaux conducteurs plus ou moins régulière-

ment rangés. Le mode de formation de ces faisceaux, ajoute-t-il,

a été trop peu étudié : d'après de Bary et Volkens, ils se déve-

lopperaient comme dans les Chénopodiacées à tiges anomales.

M. H. Solereder, dans son anatomie systématique des Dicoty-

lédones (21, p. 734), dit que chez les Amarantacées les faisceaux

vasculaires rangés concentriquement sont produits par plusieurs

méristèmes secondaires formés successivement, tandis qu'une

disposition irrégulière des faisceaux provient de ce que ceux-ci

pénètrent en dedans du méristème.

M. F. Pax, en 1904, maintient plus nettement encore l'erreur
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de de Bary : il admet deux cas, celui de plusieurs anneaux de

cambium secondaire successifs et celui d'un seul anneau de

cambium restant toujours actif; ce dernier produirait vers Tinté-

rieur des faisceaux vasculaires collatéraux.

Nous nous plaisons à reconnaître que M. Ed. Strasburger, dans

son beau Traité de Botanique (23, p. 11 5), a supprimé les

choses erronées que nous rappelons ici, mais nous regrettons son

extrême concision. Il se borne à énoncer que plusieurs anneaux

de cambium peuvent prendre naissance successivement et que

chacun d'eux produit du bois vers l'intérieur et du liber vers

l'extérieur.

Dans la dernière édition de son Anatomie physiologique,

M. G. Haberlànd a rendu un compte très exact des découvertes

de Morot et de Hérail (10, p. 601).

3. — Lieu de formation des zones génératrices surnuméraires.

Dans le relevé bibliographique qui précède, nous avons

négligé de préciser les tissus dans lesquels s'établissent les zones

génératrices successives. Ce point doit maintenant retenir notre

attention.

C'est à M. L. Morot que l'on doit les premières notions exactes

en cette matière. II a constaté que la première zone génératrice

surnuméraire s'établit soit dans le péricycle, soit dans un paren-

chyme secondaire qui en dérive. Les zones génératrices ulté-

rieures, tantôt complètes, tantôt réduites à l'état de ponts ou de

boucles extralibériennes, apparaissent toujours dans le paren-

chyme secondaire ou tertiaire formé à l'extérieur de la zone

génératrice surnuméraire précédente.

Cette explication a été généralement admise. Seul, à notre

connaissance, M. F. Gidon (5, pp. 31, 78, 82) l'a rejetée en sou-

tenant que les recloisonnements qui aboutissent à la constitution

de l'anneau générateur se produisent dans les cellules d'un

pseudo-péricycle existant au dos des faisceaux. Ce pseudo-péri-

cycle provient : 1° des éléments procambiaux qui peuvent per-

sister en dehors des tubes libériens externes; 2° de ces tubes
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libériens eux-mêmes, lorsqu'ils viennent à perdre leur différen-

ciation spécifique.

Nous attachons, quant à nous, peu d'importance à la question

de la détermination précise des éléments anatomiques qui, dans

chaque cas particulier, sont le siège d'un recloisonnement géné-

rateur. Tout tissu vivant peut, dans certaines circonstances,

manifester une telle activité. Nous pensons que les plantes

appartenant à des familles notablement différentes ou à des

espèces d'une même famille, mais vivant dans des conditions

plus ou moins spécialisées, peuvent présenter à ce point de vue

une certaine diversité.

Pour la même raison, nous croyons inutile la distinction qu'on

voudrait établir entre les tissus secondaires, les tissus tertiaires,

les tissus quaternaires, etc. Quel que soit le lieu de leur appa-

rition, les arcs cambiaux fonctionnent toujours de la même
manière et leurs produits peuvent, par opposition aux faisceaux

dérivés du procambium, recevoir partout le nom de massifs

libéro-ligneux secondaires. Quant aux portions de zone généra-

trice qui n'engendrent ni bois ni liber, mais du parenchyme, etc.,

nous les nommons cambiformes avec M. Eg. Bertrand. Les tissus

produits par le cambiforme appartiennent au tissu fondamental

secondaire, par opposition au tissu fondamental primaire.

Nous nous refusons aussi à admettre la nomenclature si peu

justifiée, nous semble-t-il, que M. F. Gidon emploie dans son

mémoire sur la tige et la feuille des Nyctaginées (5, pp. 31,

109, etc.). Pour lui, la zone de recloisonnement périphérique, qui

donne naissance aux faisceaux dits surnuméraires, n'est pas une

zone génératrice secondaire, mais du « procambium ». Par suite,

les faisceaux périphériques surnuméraires ne sont pas des fais-

ceaux secondaires, mais des « faisceaux primaires tardifs ».

Ce qui a pu, croyons-nous, être pour M. Gidon une cause

d'erreur non soupçonnée, c'est le fait que chez certaines Dico-

tylées le stade procambial est réellement difficile à saisir, tant

est précoce l'apparition de la zone génératrice secondaire nor-

male et des zones génératrices surnuméraires. Bien loin d'admettre

un grand développement du procambium chez les Nyctaginées
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et les familles voisines, nous croyons que le proeambium et le

cambium des faisceaux y ont subi une forte réduction et qu'ils

sont remplacés physiologiquement par des zones génératrices

secondaires très actives apparaissant très tôt.

Au surplus, les massifs libéro-ligneux secondaires que M. Gi-

don considère comme faisceaux primaires tardifs, sont dépourvus

de trachées et dès lors leur caractère secondaire peut être

reconnu par un simple examen fait à l'état adulte.

Remarquons enfin que le fonctionnement de la prétendue

couronne procambiale de M. Gidon, tel qu'il ressort du mémoire

que nous analysons, est bien celui d'une zone génératrice secon-

daire qui conserve son activité dans les parties conjonctives,

mais qui s'éteint dans les parties comprises entre bois et liber,

pour réapparaître en dehors à l'aide d'un pont ou d'une

boucle f
1
).

(*) II me sera sans doute permis d'exprimer ici le profond étonnement

que j'ai éprouvé en lisant le passage suivant, à la page 25 du mémoire de

M. Gidon : « Tout récemment encore, M. Gravis, dans son travail sur les

Tradescantia, émettait l'opinion que ces faisceaux périphériques étaient

peut-être des formations d'une nature toute particulière, et réellement

propres à la tige, sans relation avec les feuilles ».

Ce que je me suis efforcé de démontrer dans mon mémoire sur le Trades-

cantia, c'est précisément tout le contraire ! Le § 11 de mes conclusions

(8, p. 25t ) ne peut laisser aucun doute à cet égard. Le voici textuellement :

« Les faisceaux considérés comme propres à la tige par les auteurs alle-

mands sont formés par l'union des extrémités inférieures des faisceaux

foliaires externes : ce sont réellement des anastomotiques externes, comme

le démontre le parcours dans la tige adulte et surtout dans le sommet

végétatif étudié par des coupes transversales successives. »

Sans vouloir justifier à nouveau cette affirmation si catégorique, je

rappellerai qu'on s'accorde généralement à faire des Commélinées l'un des

types principaux de l'organisation des Monocotylées. Falkenberg et de Bary

ont caractérisé ce type par l'existence de faisceaux périphériques propres à

la tige et, par le fait qu'après avoir pénétré dans la région centrale, les

faisceaux foliaires s'y anastomosent sans revenir vers l'extérieur. Je crois

avoir montré par des preuves tirées du parcours des faisceaux et du déve-

loppement des tissus que les faisceaux périphériques du Tradescantia ne
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4. — Comparaison avec les Monocotylées.

L'aspect que présente la coupe transversale de la tige chez les

Chénopodiées, Amarantacées, Nyctaginées, etc., a suggéré à

quelques auteurs l'idée d'un rapprochement à faire entre l'orga-

nisation de ces plantes et celle des Monocotylées. La ressem-

blance, vaguement signalée d'ailleurs, se résume dans le grand

nombre de faisceaux et la disposition éparpillée qui en est la

conséquence. On conviendra que ce caractère est bien peu

important : si les Dicotylées arborescentes ont généralement peu

de faisceaux, il ne faut pas oublier que les Dicotylées herbacées

en renferment souvent un nombre assez élevé (certaines Renon-

culacées, Ombellifères, Rosacées, Composées, etc.).

M. F. Gidon a voulu, semble-t-il, préciser les affinités suppo-

sées entre les Cyclospermées et les Monocotylées en cherchant à

établir un rapprochement entre la formation des faisceaux péri-

phériques des Nyctaginées et l'apparition tardive des faisceaux

externes dans la tige de certaines Monocotylées capables de

manifester un accroissement diamétral secondaire, « En réalité,

dit-il, une tige de Mirabilis diffère peu, en somme, d'une tige de

Monocotylée. » (5, p. 21.)

Nous ne pouvons partager cette opinion. La zone génératrice

périphérique des Dracœna, etc., est un périméristème (*) produi-

sant vers l'intérieur des îlots de procambium séparés par du

tissu fondamental secondaire; ces îlots se différenciant en bois et

sont nullement a propres à la tige »; ce sont en réalité des « faisceaux

anastomotiques externes », c'est-à-dire les sympodes formés par la réunion

des parties inférieures des foliaires externes.

Au surplus, les faisceaux périphériques du Tradescantia n'ont rien de

commun avec les massifs libéro-ligueux secondaires des Chénopodiées,

Amarantacées et Nyctaginées. Cela me dispense d'en parler plus longue-

ment ici. A. G.

(*) Au sujet du méristème, du périméristème et autres tissus générateurs,

voir mémoire sur le Tradescantia (8, pp. 420 et surtout 424).
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liber deviennent de véritables faisceaux. Au contraire, la zone

génératrice périphérique des Nyctaginées, etc., est un cambiforme

produisant du tissu fondamental secondaire et se transformant

localement en arcs cambiaux : ceux-ci engendrent un peu de

bois secondaire en dedans et un peu de liber secondaire en

dehors. De là la produclion de massif libéro-ligneux secondaires

nullement comparables aux faisceaux tardifs des Dracœna, mais

comparables aux tissus conducteurs secondaires normaux des

Dicotylées.

A d'autres points de vue (agencement des traces foliaires,

fonctionnement du cambium intrafasciculaire, insertion des

feuilles, etc.), bien des différences seraient à signaler entre les

Cyclospermées et les Monocotylées.

Nous n'avons pas à nous y arrêter ici.



RÉSUMÉ

La structure de la tige de l'Amarante et vraisemblablement

de beaucoup de genres appartenant aux familles des Amaranta-

cées, Chénopodiées, etc., nous semble caractérisée par deux faits

principaux : d'une part, la composition, la forme et l'agencement

des traces foliaires et des traces gemmaires; d'autre part, le

mécanisme de l'accroissement diamétral secondaire.

I. — COMPOSITION ET FORME D'UNE TRACE FOLIAIRE.

La trace foliaire la plus complète, correspondant à la feuille

la plus ample, comprend 11 faisceaux et peut se formuler de la

façon suivante :

m"m'm L i M i L m m'm"

(Figure 7, coupe dans le nœud 13 au niveau de l'insertion de

la feuille : les 1 1 faisceaux qui passent de la feuille dans la tige

sont pointillés.)

Dès qu'ils ont pénétré dans la tige, les faisceaux foliaires se

disposent en zigzag de telle façon que les plus gros (L M L) sont

les plus rapprochés du centre de la tige, tandis que les autres

en sont d'autant plus éloignés qu'ils sont plus petits (fig. 8 :

coupe au milieu de l'entre-nœud i3
).

Dans leur parcours descendant les foliaires s'unissent les uns

après les autres aux faisceaux anastomotiques voisins : la trace

foliaire se réduit ainsi graduellement de la manière suivante :

m'm LîMiLmm'
m L i M i L m

L i! M i L

iMi
M

(Figures 9, 10, 11 : coupes dans les entre-nœuds i2
,

10
et

9
.)

L'angle phyllotaxique étant égal à 2
/5 , cette réduction de la
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trace foliaire est réalisée dans 1 étendue de cinq segments : les

faisceaux m" ont un trajet très court; les faisceaux m', m, L, *

et M ont un trajet de plus en plus long; le faisceau M seul dépasse

un peu la longueur de 5 entre-nœuds. (Fig. 13 : parcours des

faisceaux d'une trace foliaire vue de face
; fig. 14 : parcours de la

moitié d'une trace foliaire vue de profil.)

Aux feuilles plus petites situées au-dessous et au-dessus de

celle dont nous venons de nous occuper, correspondent des

traces foliaires formées d'un nombre moins grand de faisceaux.

La feuille 4
,
qui est la plus petite, ne donne à la tige que 3 fais-

ceaux : L M L (fig. 30); les autres feuilles lui en donnent 5, 7, 9

ou 11. La longueur des foliaires dans la tige est notablement

plus longue quand l'angle phyllotaxique égale 3
/8

que lorsqu'il

mesure 2
/5

.

Quel que soit le nombre des faisceaux dont elle est composée,

la trace foliaire affecte toujours la forme en zigzag (fig. 30, 31,

32, 35, 36, 37).

Les bractées n'ont qu'un seul faisceau très longuement des-

cendant dans l'axe de l'inflorescence (fig. 40, 41, 42).

II. — COMPOSITION ET FORME D'UNE TRACE GEMMAIRE.

La trace gemmaire la plus complète correspond au rameau

inséré dans l'aisselle de la feuille la plus ample. Les faisceaux

qui passent de ce rameau dans la tige mère et que nous appe-

lons gemmaires, sont les uns internes, les autres externes (fig. 4

et 5 : les faisceaux gemmaires sont hachurés).

Les gemmaires internes, plus gros, pénètrent assez profondé-

ment dans la tige et forment deux groupes, un de chaque côté

du foliaire médian; en descendant, ils se rapprochent des fais-

ceaux anastomotiques voisins et se confondent avec eux après

avoir parcouru la longueur d'un entre-nœud environ (G. t. dans

les fig. 7 et 8).

Les gemmaires externes, plus petits, restent à la périphérie de

la tige mère, se disposent en un arc de cercle qui, avec d'autres

arcs semblables, constitue un cercle complet (G. e. dans les fig. 7
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et 8). Ils ont un trajet libre de la longueur de cinq entre-nœuds;

ils se terminent dans la moitié supérieure du nœud situé exacte-

ment au-dessous de celui où le rameau est inséré. Ils s'unissent là

aux faisceaux analosmotiques les plus externes (fig. 13 et 14:

les gemmaires sont représentés en traits interrompus).

Toutes les (races gemmaires ont la même constitution, dans

l'axe de l'inflorescence (fig. 40 et 41) aussi bien que dans la por-

tion végétative de la tige, niais le nombre et la longueur des

faisceaux gemmaires sont variables. Le nombre est en rapport

avec le diamètre du rameau : il est maximum dans l'aisselle de

la feuille la plus ample, minimum dans l'aisselle des bractées

de la partie spiciforme de l'inflorescence. La longueur des gem-

maires internes est toujours assez courte, sauf dans la partie

spiciforme de l'inflorescence; celle des gemmaires externes

dépend de l'angle phyllotaxique, puisque ces faisceaux se termi-

nent au nœud situé exactement en dessous du nœud d'entrée :

soit 5 entre-nœuds dans le cas d'un angle égal à 2
/5 , 8 entre-

nœuds lorsque l'angle égale 3
/8 .

III. — AGENCEMENT DES TRACES FOLIAIRES

ET DES TRACES GEMMAIRES.

Les faisceaux foliaires perdent leur individualité en s'unissant

à un faisceau voisin : les sympodes ainsi constitués sont les

faisceaux anastomotiques. Certains d'entre ces derniers reçoivent

aussi les faisceaux gemmaires internes, d'autres les gemmaires

externes. Les anastomotiques sont d'autant plus nombreux que

les foliaires et les gemmaires sont en plus grand nombre à un

niveau donné. (Dans tous nos dessins d'ensemble [fig. 30, 31,

32, 55, 36, 57, 40, 41, etc.] les anastomotiques ont été laissés

en blanc; dans les parcours [fig. 15, 14, 42] ils ont été figurés

par des traits plus forts.)

Les traces foliaires sont juxtaposées et complètement indé-

pendantes les unes des autres; elles sont séparées par des fais-

ceaux anastomotiques plus ou moins nombreux, disposés en

groupes rayonnants. Le nombre des traces foliaires visibles sur
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une coupe transversale dépend de la phyllotaxie : il y en a 4

quand les feuilles sont écartées de */2 circonférence environ

(fig. 50); 5 quand elles sont écartées de 2
/ 5 (fig. 35); 8 quand

leur écartement égale 3
/8 (fig. 37). Dans la région végétative,

chaque section transversale montre ordinairement une ou deux

traces foliaires complètes, une ou deux presque complètes, les

autres réduites aux faisceaux i M i.

Contrairement aux traces foliaires qui sont manifestes dans

toutes les coupes transversales, les traces gemmaires ne se

reconnaissent bien qu'un peu en dessous de chaque nœud. Il

faut cependant noter que les gemmaires externes sont recon-

naissables à tous les niveaux puisqu'ils constituent un cercle qui

occupe la périphérie du cylindre central dans toute l'étendue de

la portion végétative de la tige et dans toute l'étendue de l'axe

de l'inflorescence. (Ce cercle de faisceaux hachurés est visible

dans toutes nos figures.) Les massifs teintés en noir que l'on voit

souvent en dehors de ce cercle sont les productions secondaires

dont nous allons maintenant nous occuper.

IV. — MÉCANISME DE L'ACCROISSEMENT DIAMÉTRAL

SECONDAIRE.

Dans la tige des Amarantes, les faisceaux (foliaires, gemmaires

et anastomotiques) sont assez nombreux et bien distincts; ils

sont éparpillés et d'autant plus rapprochés du centre qu'ils sont

plus gros. Ils s'accroissent peu, leur cambium étant peu actif.

Par contre, une zone génératrice cambiforme circulaire et con-

tinue s'établit par le recloisonnement tangentiel des cellules de

l'assise sous-phlœotermique (fig. 4-3, 44, 45). Ce cambiforme

produit du tissu fondamental secondaire et se transforme çà et

là en petits arcs de cambium (fig. 47). Ceux-ci engendrent du

bois secondaire vers l'intérieur et du liber secondaire vers l'exté-

rieur (fig. 48). Il en résulte un cercle de massifs libéro-ligneux

secondaires séparés les uns des autres par le tissu fondamental

secondaire. (Dans tous nos dessins d'ensemble, les massifs libéro-
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ligneux secondaires sont indiqués en noir : pl. I, II, III, VII,

VIII, XIII et XIV.)

Lorsque le carnbium de ces massifs cesse de fonctionner, des

cloisonnements tangentiels cambiformes se manifestent en arrière

des massifs libéro-ligneux secondaires (fig. 49). La zone généra-

trice contournant ainsi les premiers massifs formés saute en

arrière et continue à produire du tissu fondamental secondaire

en s'éloignant du centre de la tige. De nouveaux arcs cambiaux

se montrent bientôt au sein du cambiforme. Ainsi se produi-

sent plusieurs cercles plus au moins concentriques de massifs

libéro-ligneux secondaires environnés de tissu fondamental

secondaire (fig. 50, 51, 52 : entre-nœud 4 de la tige; fig. 53

à 58 : racine).

Cette structure secondaire s'observe dans la partie épaisse de

la racine, dans l'hypocotyle, dans toute la région végétative de

la tige et des rameaux ; elle fait complètement défaut dans

l'inflorescence (fig. 40 et 41).

L'accroissement du diamètre de la tige résulte en partie aussi

de l'accroissement des cellules du parenchyme inlerfasciculaire

et de leur recloisonnement dans diverses directions (fig. 50, 51,

52, qui montrent que l'intervalle entre les faisceaux augmente

avec l'âge).

Au point de vue fonctionnel, les tissus secondaires de l'Ama-

rante sont comparables à ceux des arbres dicotylés, mais ils

en diffèrent morphologiquement, c'est-à-dire par leur genèse et

leur conformation à l'état adulte. Dans les arbres, en effet, les

faisceaux (foliaires, gemmaires et anastomotiques) sont peu nom-

breux et disposés côte à côte ; à travers ces faisceaux, il se forme

de bonne heure une zone circulaire et continue de carnbium qui

engendre indéfiniment du bois secondaire en dedans et du liber

secondaire en dehors. A l'état adulte, les faisceaux sont difficile-

ment reconnaissables dans le tronc et les branches des arbres,

tandis que la couronne de tissus conducteurs secondaires est

devenue très épaisse.

D'autre part, l'accroissement diamétral secondaire des Ama-

rantes diffère complètement de celui de certaines Monocotylées
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(Dracœna, Yucca, etc.) chez lesquelles un périméristème

engendre vers l'intérieur du tissu fondamental et des massifs de

procambium qui subissent ultérieurement la différenciation

libéro-ligneuse (
!

).

A ce propos, il convient de faire remarquer que des tissus

totalement différents sont souvent confondus sous des noms trop

généraux. Beaucoup d'auteurs se servent du terme « cambium »

pour désigner tout tissu générateur secondaire, du terme

« faisceau » pour nommer tout massif de bois et de liber, voire

même de bois ou de liber.

Nous avons cru devoir, comme dans nos travaux antérieurs,

réserver le nom de cambium au tissu générateur secondaire pro-

duisant du bois secondaire vers l'intérieur et du liber secon-

daire vers l'extérieur; nous avons appelé cambiforme un tissu

générateur secondaire produisant d'autres tissus (parenchyme,

sclérenchyme, etc.) internes et externes dont l'ensemble forme

le tissu fondamental secondaire.

Par faisceau nous entendons uniquement un groupe d'élé-

ments ligneux et libériens provenant de la différenciation d'un

îlot de procambium, éléments auxquels s'ajoutent, chez les

Dicotylées, les produits d'un cambium inlrafasciculaire. L'îlot

procambial peut dériver directement du méristème terminal,

mais il peut aussi provenir d'un périméristème (Dracœna,

Yucca, etc.)
(
2
).

Par massif Hbéro-ligneux secondaire, nous entendons un

groupe d'éléments conducteurs engendrés par un arc cambial

sans état procambial préalable. Tels sont les massifs existant à la

périphérie de la tige de l'Amarante en dehors des faisceaux

gemmaires externes. Ces massifs ne peuvent être confondus ni

(*) Voir mémoire sur le Tradescantia (8, pp. 120 et suiv., notamment

p. 124).

(
2
) iNous réservons le nom de méristème au tissu générateur qui engendre

des faisceaux primaires et du tissu fondamental primaire; le périméristème

est un tissu générateur qui engendre des faisceaux secondaires et du tissu

fondamental secondaire.
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avec les faisceaux normaux (foliaires, gemmaires et anastomo-

tiques), ni avec les faisceaux tardifs des Dracœna.

V. — TIGE VÉGÉTATIVE ET AXE D'INFLORESCENCE.

Terminons ce résumé en considérant deux coupes caractéris-

tiques.

La coupe pratiquée au milieu de l'entre-nœud 9 (fig.ll) repré-

sente l'état moyen de l'organisation de la tige de l'Amarante dans

sa région végétative. Nous y remarquons 5 traces foliaires com-

prenant ensemble 29 faisceaux (pointillés) ; 5 groupes anastomo-

tiques composés de 26 faisceaux en tout (blancs); un cercle de

65 faisceaux gemmaires (hachurés), et enfin une couronne de

160 massifs libéro-ligueux secondaires (en noir).

La coupe pratiquée au milieu de l'entre-nœud 8t (fig. 41) nous

fera comprendre l'organisation de la tige de l'Amarante dans sa

région florifère. Cette coupe contient 8 traces foliaires, réduites

chacune à un seul faisceau (pointillé); 8 faisceaux anastomo-

tiques (blancs); 16 gemmaires internes et 32 gemmaires

externes (hachurés). Il n'y a pas de massifs libéro-ligneux secon-

daires
(
4
).

L'axe de l'inflorescence diffère donc très notablement de l'axe

végétatif tant au point de vue du parcours qu'à celui de l'histo-

logie proprement dite. Toutefois, la base de l'inflorescence réalise

une structure de transition entre l'organisation de la région

végétative et celle de la région purement florifère (fig. 40 :

coupe au milieu de l'entre-nœud 2S
).

(*) Nous négligeons ici trois foliaires et deux gemmaires internes qui sont

sur le point de disparaître en se réunissant à des anastomotiques.



CONCLUSIONS

Comparant les résultats de notre travail à ceux de nos devan-

ciers, nous sommes amené à reconnaître les points suivants :

1. — Le parcours des faisceaux dans la tige de l'Amarrnte

semble avoir été complètement méconnu jusqu'ici. Il constitue

cependant un type très spécial caractérisé par la forme repliée

en zigzag de la trace foliaire, ainsi que par l'agencement des

traces foliaires juxtaposées côte à côte et séparées les unes des

autres par des groupes de faisceaux anastomotiques.

Les traces foliaires visibles dans une coupe transversale sont

normalement au nombre de 5 ou de 8, suivant que l'angle

phyllotaxique est égal à 2
/ 5

ou à 5
/8 . On constatera surtout que

les faisceaux d'une trace foliaire ne se placent jamais entre les

faisceaux d'une autre trace foliaire, et qu'ils ne s'interposent même
pas aux anastomotiques, de telle façon que la tige est constituée

par 5 ou 8 secteurs bien distincts.

Les traces gemmaires sont remarquables par la distinction

qu'il y a lieu d'établir entre les gemmaires internes, qui ne sont

ordinairement visibles que sous les nœuds, et les gemmaires

externes, qui forment un cercle de faisceaux périphériques

reconnaissables à tous les niveaux.

Le parcours des faisceaux a été bien défini dans un trop petit

nombre de plantes pour qu'on puisse, dès maintenant, faire des

comparaisons entre l'Amarante et d'autres types.

Nous sommes frappé, quant à nous, des grandes différences

que manifestent les traces foliaires et les traces gemmaires du

Tradescantia, du Chlorophytum, de FAmarantus, de TUrtica, du

Thalictrum et de plusieurs autres Renonculacées que nous

connaissons bien.
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2. — L'accroissement diamétral secondaire dans les Amaran-

tacées et surtout dans les familles voisines a fait l'objet de nom-

breux travaux. Le mécanisme de cet accroissement a été bien

élucidé par M. L. Morot, puis par M. J. Hérail. Il est regrettable

que leurs découvertes soient méconnues par les auteurs de

quelques ouvrages généraux récents.

Nos recherches, en confirmant celles de MM. Morot et Hérail,

nous ont fourni l'occasion de publier des figures suffisamment

complètes et détaillées, prises à différents stades de l'accroisse-

ment secondaire; ces figures, nous semble-t-il, faisaient défaut

jusqu'ici.

Nous avons cherché à attirer de nouveau l'attention des

anatomistes sur le mode si curieux du développement secondaire

de certains Cyclospermées, développement qui diffère notable-

ment de celui des autres Dicotylées et qui diffère surtout com-

plètement de celui des Monocotylées.

3. — Ce dernier point, controversé encore par des botanistes

contemporains, nous a amené à examiner certaines questions

d'anatomie générale rendues obscures par une terminologie

défectueuse. Nous serions heureux si nos efforts pouvaient déter-

miner enfin l'adoption d'une nomenclature histologique simple

et précise, capable de mettre en évidence des caractères anato-

miques aujourd'hui bien constatés, mais souvent dissimulés sous

des termes mal appropriés.
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PLANCHES

Dans toutes les figures, les faisceaux foliaires sont pointillés, les faisceaux

gemmaires hachurés, les faisceaux anastomotiques sont laissés en blanc, les

massifs libéro-ligneux secondaires sont noirs.

ABRÉVIATIONS EMPLOYÉES DANS LES FIGURES.

Tissus :

Ep. Épiderme.

Phlt. Phlœoterme.

B1
. Bois primaire.

B2
. Bois secondaire.

L*. Liber primaire.

L*. Liber secondaire.

Cb. Cambium.

Cbf. Cambiforme.

(LB)2 . Massif libéro-ligneux se-

condaire.

Tf2
. Tissu fondamental secon-

daire.

Faisceaux :

Fol. Foliaire.

M. Médian,

i. Intermédiaire,

L. Latéral,

m. Marginal.

G. e. Gemmaire externe.

G. i. Gemmaire interne.

A. Anastomotique.

N. B. — Le symbole d'un faisceau foliaire inscrit entre parenthèses

indique que ce faisceau vient de se jeter sur le faisceau anastomotique

désigné par la flèche. (Exemple : fig. 9 à comparer à la fig. 8, planche II.)
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EXPLICATION DE LA PLANCHE I.

Fig. I. — Portion de tige principale comprenant les segments 8 à 13

(P. 8).

Fig. 2. — Coupe à la base du pétiole de la feuille **.

Fig. 3. — Coupe de la tige un peu au-dessus du nœud 13
.

Fig. 4. — Coupe dans la partie supérieure du nœud 13
.

Fig. 8. — Coupe dans le nœud 18 au niveau de l'entrée des faisceaux

m'\ m\ m'
y
m"

.

(La description de ces coupes a été faite pp. 7 et 11.)
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EXPLICATION DE LA PLANCHE IL

Fig. 6. — Tige principale comprenant une partie végétative dressée, et

une inflorescence pendante. Les 24 premiers nœuds portent

chacun une feuille et un bourgeon plus ou moins développés

(ils ont été figurés aux segments 1, 4, 9, 44, 49 et 24); à

partir du nœud 25
, chaque segment porte une bractée et un

rameau florifère; à partir du nœud*3
, chaque segment ne

porte qu'une bractée et une petite cyme qui n'ont pas été

figurées (p. 14;.

Fig. 7. — Coupe dans le nœud 13 au niveau de l'entrée des faisceaux

m, L, i, M, i, L, m.

Fig. 8. — Coupe au milieu de l'entre-nœud 13
.

Fig. 9. — Coupe au milieu de Pentre-nœud li
.

(La description de ces coupes a été faite pp. 8 et 12.)
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EXPLICATION DE LA PLANCHE III.

Fig. 10. — Coupe au milieu de rentre-nœud 10
.

Fie H. — Coupe au milieu de l'entre-nœud 9
.

Fio. 12. — Coupe au milieu de Pentre-nœud 8
.

(La description de ces coupes a été faite pp. 8 à 11.)
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EXPLICATION DE LA PLANCHE IV.

Fig. 13. — Parcours des faisceaux de la trace foli.iirc et de la trace gem-

maire du segment 13
, ainsi que des faisceaux anastorao-

tiques voisins. Ce dessin comprend six segments super-

posés (segments 8 à 13), mais ne correspond qu'à l'un des

cinq secteurs qui composent la tige.

(Le parcours est vu de face; il est décrit pp. 8 et 12.)

I
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EXPLICATION DE LA PLANCHE V.

Fig. 14. — Parcours des faisceaux composant la moitié droite de la trace

foliaire et de la trace gemmaire du segment 15
.

(Le parcours est vu de profil, pp. 9 et 12.)

Fig. 15. — Schéma d'une trace foliaire et d'une trace gemmaire avec les

faisceaux anastomotiques voisins. Les flèches indiquent

comment les faisceaux foliaires et les faisceaux gemmaires

s'unissent aux faisceaux anastomotiques (pp. 9 et 13).

Fig. 16. — Dessin fourni par la superposition de trois coupes radiales

successives dans le nœud 14
(p. 13).

Fig. 17. — Spire phyllotaxique d'une tige principale (p. 14).
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EXPLICATION DE LA PLANCHE VI.

Fig. 18. — Plantule qui a fourni les coupes figurées dans cette planche.

Fui. 19. — Coupe au milieu de l'entre-nœud *.

Fig. 20. — Coupe au niveau de l'insertion des cotylédons.

Fig. 21. — Coupe dans la partie supérieure de l'hypocotyle.

Fig. 22. — Coupe au milieu de l'hypocotyle.

Fig. 23. — Coupe dans la partie inférieure de l'hypocotyle.

Fig. 24. — Coupe dans la racine principale.

(Ces coupes sont décrites pp. 15 et 16.)

Fig. 25. — Parcours des faisceaux principaux dans l'hypocotyle et la tige

principale de la plantule (p. 10).

4.
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EXPLICATION DE LA PLANCHE VIL

Fig. 26. — Coupe à la base du pétiole de l'un des cotylédons (p. 17).

Fig. 27. - Id. de la feuille 1
(p. 17).

Fio. 28. - Id. de la feuille 3
(p . 17).

Fig. 29. — Id. de la feuille s
(p. 47).

Fig. 30. — Coupe de la tige au milieu de l'entre-nœud 1
(p. 18).

Fig. 51. — Id. id. de l'entre-nœud 3
(p. 18).

Fig. 32. — Id. . id. de l'entre-nœud 5
(p. 18).
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EXPLICATION DE LA PLANCHE VIII.

Fig. 53. — Coupe à la base du pétiole de la feuille 13
(p. 17).

Fig. 34. — Id. id. de la feuille 20
(p. 17).

Fig. 35. — Coupe de la tige au milieu de Pentre-nœud 13
(p. 49).

Fig. 36. — Id. id. de l'entre-nœud 17
(p. 19).

Fig. 37. — Id. id. de l'entre-nœud 20
(p. 19).
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EXPLICATION DE LA PLANCHE IX.

Fig. 58. — Première bractée de l'inflorescence (au nœud 2S
) (p. 14).

Fig. 39. — Bractée de la partie spiciforme de l'inflorescence (p. 14).

Fig. 40. — Coupe de la tige au milieu de l'entre-nœud 25
(pp. 21 et 22).

Fig. 4i. — Id. id. de rentre-nœud 81
(pp. 21 et 22).

Fig. 42. — Parcours des faisceaux foliaires et des faisceaux anastomotiques

dans les segments 81 à 89 (pp. 21 et 22).
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EXPLICATION DE LA PLANCHE X.

Les figures 43 à 49 représentent des portions de coupes

transversales pratiquées au milieu de l'entre-nœud * de

tiges principales de plus en plus âgées.

Fig. 43. — Différenciation des faisceaux gemmaires externes (p. 28).

Fig. 44. — Premier recloisonnement tangentiel des cellules sous-phlœo-

termiques (p. 28).

Fig. 48. — Recloisonnements répétés dans les mêmes cellules (p. 28).
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EXPLICATION DE LA PLANCHE XI.

Suite de la série précédente (voir explication de la planche X).

Fio. 46. — Recloisonnements tangentiels des cellules situées entre le liber

des faisceaux gcmmaires externes et le phlœoterme (p. 25).

Fio. 47. — Apparition d'un arc cambial dans la zone cambiforme (p. 26).
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EXPLICATION DE LA PLANCHE XII.

Suite de la série précédente (voir explication des planches X et XI.)

Fig. 48. — L'arc cambial a produit un massif libéro-ligueux secondaire

(p. 26).

Fig. 49. — Des recloisonnements cambiformes se manifestent en dehors

du massif libéro -ligneux secondaire du côté droit (saut de

la zone génératrice) (p. 26).
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EXPLICATION DE LA PLANCHE XIII.

Les figures 50, 51 et 52 représentent des portions rigou-

reusement comparables de l'entrenœud 1 de trois tiges

principales d'âge différent.

Fig. 50. — Avant l'apparition du cambiforme dans une jeune tige.

Fig. 51. — Pendant le fonctionnement de la zone génératrice dans une

tige presque adulte.

Fig. 52. — Pendant le fonctionnement de la zone génératrice dans une

tige vieille.

(La description de ces coupes a été faite pp. 27 et 28.)

La zone cambiforme {Cbf) est indiquée par un trait

interrompu; les arcs cambiaux (Cb) sont représentés en

pointillés.
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EXPLICATION DE LA PLANCHE XIV.

Les figures 53 à 58 représentent six niveaux échelonnés

dans une vieille racine principale, pivotante et conique.

Fig. 53. — Correspond à la partie grêle, jeune encore, de cette racine.

Fig. 58. — Correspond à la partie la plus renflée et la plus âgée.

(La description de ces coupes a été faite p. 28.)

B1 désigne les deux massifs ligneux primaires
;

B2 et L*
t
le bois et le liber secondaires normaux ;

Cbf, le cambiforme; C6, les arcs cambiaux;

(LB)2
, les massifs libéro-ligneux secondaires.
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NOTES DE GÉOMÉTRIE

I. — Une surface cubique à, deux points doubles.

1. Soient A l5 A 2 deux points quelconques de l'espace et B 4 ,

B2 ,
B 5 ,

B4 les points de base d'un faisceau de coniques dans un

plan a ne passant ni par A 4 , ni par A 2 .

Proposons-nous de rechercher le lieu des points tels que les

droites qui les joignent aux points A lt A 2 rencontrent le plan a

en deux points situés sur une même conique du faisceau.

Soient (D^, (D2) deux ponctuelles ayant comme support

commun une droite d quelconque. Par T> i et A 4 , menons la

droite g ly le point (a, g{) détermine une conique du faisceau.

La surface conique qui projette cette conique du point A 2

marque sur d deux points D2 . Inversement, à un point D2 cor-

respondent deux points D 4
. Entre les ponctuelles (D 4 ), (D2 )

existe donc une correspondance (2, 2). Une coïncidence des

points D 4 , Do est un point du lieu cherché. D'après le prin-

cipe de Chasles, il y a quatre de ces coïncidences sur d, mais

l'une est le point (d, a). Donc :

Si les côlés d'un angle variable passent par des points fixes et

rencontrent un plan en deux points d'une même conique d'un

faisceau donné, le sommet de l'angle décrit une surface du troi-

sième ordre.

2. Soit g une droite passant par A 4 . Les droites passant par

A 2 et s'appuyant sur la conique du faisceau déterminée par le

point (g, a) et sur la droite g sont au nombre de deux. L'une

d'elles passe par le point (g, a); ce dernier ne faisant pas géné-

ralement partie de la surface cubique, il en résulte qu'une droite

passant par A
i
ne rencontre plus cette surface qu'en un point,
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le point ^
l
est donc double. Il en est de même du point A 2 et

la droite a= A 4A2 appartient à la surface.

3. Recherchons les autres droites de la surface.

La droite &v= A,B,(t •= 1, 2 ; j =» 1, 2, 5, 4) appartient évi-

demment à la surface. On trouve ainsi huit droites.

Désignons par (m it w 2 ), (w4l 7? 2), p2) les couples de côtés

opposés (B4 B2 ,
B 3 B4), (B^, B2 B4), (B^, B2 B 3 ) du quadrangle

complet B
1 L

)

2B 3 B4 et soient M, N, P les points de concours de

deux côtés opposés. Les plans A 1
m

1 ,
A 2w2 ont en commun une

droite m\ passant par M, et comme elle rencontre les quatre

droites 6U ,
612 ,

621 ,
622 de la surface, elle y est contenue tout

entière.

Nous obtenons ainsi six droites, à savoir :

(A 4m4 ,
A 2m 2)==w;, (A

t
m 2 ,

A 8rw t )
== mi,

(A^, A 2n2 )
= n;, (A^a, AjW^sshJ,

(a»pi, A 2p2)=p;, (A,p2 ,
A 2p,)=p;.

Les droites m'lt m't ayant le point commun M, les droites n\,

le point N et les droites p[, /? 2 le point P; de plus, les plans

miwi 2 , wiw2 et passant par une même droite, celle-ci doit

faire partie de la surface.

La surface cubique générale possède vingt-sept droites, mais

dans le cas particulier où cette surface a deux points doubles, on

sait que la droite a compte pour quatre et chacune des droites

bfj pour deux. Nous avons donc déterminé toutes les droites de

la surface.

4. On peut démontrer directement que tout plan tz mené par

la droite A
4
A 2 rencontre la surface cubique suivant une conique.

En effet, soit Q l'intersection de la droite A
4
A 2 et du plan a,

et q la droite commune aux plans n et a. Le faisceau de coniques

marque sur q des couples de points (N, N') en involution. Il est

clair que les droites A
4
N et A 2N ;

,
A

4
N' et A 2N se coupent en

des points R, S de la surface cubique. Or A 4
N et A 2N', A 4N

;
et

A 2N sont des éléments homologues de deux faisceaux projectifs;

donc les points R et S engendrent une conique. La droite RS
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passe par un point fixe U, conjugué harmonique de Q par rap-

port à A
4
A 2 ; car RS est une diagonale d'un quadrilatère com-

plet AiAjN'JV.

II. — Sur la cubique gauche.

Dans cette note, nous donnons un procédé pour construire la

cubique gauche donnée par cinq points et une bisécante.

Nous démontrerons d'abord deux propositions qui nous ont

conduit à cette construction.

1. Si un triangle ABC se déforme de manière que deux côtés

AB, AC tournent autour de deux points fixes C, B' et que les

sommets B, C se meuvent dans deux plans donnés (3 et y, tandis

que le troisième côté BC s'appuie constamment sur une droite

donnée 1, le sommet A décrit une quadrique passant par B', C
et par la droite (3y.

En effet, un plan quelconque tc mené par la droite B'C ren-

contre les plans (3, y suivant deux droites 6, c et la droite / en

un point L. Si dans ce plan on mène par L une droite quel-

conque qui rencontre 6 en B, c en C, les droites BC, CB' se

coupent en un point A du lieu cherché. D'après le théorème de

Maclaurin et Braikenridge, on obtient ainsi dans le plan iz une

conique passant par B', C et par le point de concours U des

droites 6, c.

Concluons déjà de là que la droite entière (3y==<7 fait partie

du lieu.

Projetons les différents points d'une droite rf, des points B', C'

respectivement sur les plans (3, y, et joignons les points d'inter-

section correspondants. Les droites ainsi obtenues décriront évi-

demment un hyperboloïde à une nappe (*) passant par la droite

B'C La droite l rencontre celte quadrique en deux points qui

déterminent deux génératrices. A ces génératrices correspondent

des points de la surface cherchée situés sur la droite d, donc

celle surface est bien du second ordre.

(*) Comparer J. Neuberg, Question 462$. (Mathfsts, i907, 3e sér., t. VIT,

pp. 168 et 454.)
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Plus simplement, un plan mené par / et tournant autour de

eette droite, marque sur les plans (3, y deux faisceaux projectifs

qui ont pour centres les points de rencontre B lf C 4 de la droite /

avec (3 et y. Les plans menés par deux rayons homologues de ces

faisceaux et respectivement par les droites C^B, B
tC se coupent

suivant une droite h dont tous les points appartiennent au

lieu (A); or ces plans engendrent deux faisceaux projectifs.

2. Considérons maintenant un triangle variable ABC, dont

deux côtés AB, AC tournent autour de deux points flxes C, B';

dont les sommets B, C se meuvent dans deux plans donnés (3, y

et dont le troisième côté BC doit s'appuyer sur deux droites

données /, l
l (et sur la droite BC == /2).

D'après ce qui précède, si BC doit s'appuyer seulement sur /

(et sur /2), le point A décrit une quadrique; si BC s'appuie sur

h (
et l%)y Ie P0 ' n * A décrit une seconde quadrique. Ces qua-

driques ayant une droite commune (3y, leur intersection est une

cubique gauche passant par B', C et bisécante à la droite (3y.

Donc :

Si un triangle se déforme de telle manière que deux de ses

côtés passent par deux points fixes, tandis que les sommets opposés

décrivent deux plans donnés, le troisième côté s appuyant sur

deux droites fixes, le troisième sommet décrira une cubique gauche

passant par les points fixes et bisécante à. la droite commune aux

deux plans donnés.

Voici une démonstration directe de ce théorème. La droite BC
qui doit s'appuyer sur /, /4 ,

/2 engendre un hyperboloïde qui

rencontre les plans (3, y suivant deux coniques K^, Ky
. L'inter-

section des cônes (C 7

,
K^), (B', K

y) décrit le lieu cherché. Ces

cônes ont la génératrice commune B'C; car si la droite B'C
coupe (3 en B /;

, y en C", on peut prendre pour BC la droite

menée par B" et s'appuyant sur /, /
4 ; alors A se confondra avec

B', etc.

3. Soient A i9 A 5 cinq points et g une droite. Proposons-

nous de construire la cubique gauche passant par ces cinq points

et bisécante à la droite.
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Nous prendrons A t , A2 pour les points B', C et deux plans

quelconques menés par g pour p et y. Alors, les droites A 4A 3 ,

Ai

A

4 , AiA 5 rencontrent (3 en trois points Ai, A'i9 A 5 et les

droites A 2A 3 ,
A 2A4 ,

A 2 Â 5 rencontrent en Ai', AJ', AJ' ; les

droites A£A'S', AjAi', AJA£' représentent trois positions de la

droite BC. Pour / et lit il suffira de prendre deux droites

s'appuyant à la fois sur A3A3', A^Ai', AgAJ'. On remarquera que

d'après la construction, ces trois dernières droites s'appuient sur

la droite A^g.

III. — Un théorème sur les surfaces.

1. Le théorème donnant le nombre de droites d'une surface

d'ordre n possédant une droite multiple d'ordre (n — 2) a été

démontré par MM. Sturm (*), Murer (**), Fouret (***), Stuy-

vaert (
IV

) et De Vries (

v
). Dans celte noie, nous nous proposons

de le démontrer en nous basant sur cette remarque qu'une droite

qui rencontre une surface d'ordre n en (n -4- 1) points appar-

tient tout entière à la surface. Cette remarque a déjà été utilisée

pour d'autres démonstrations par M. J. De Vries (
VI

) et par

nous (
v11

).

2. Soient d la droite multiple et elf e2 ,
e3 trois sections planes

quelconques de la surface.

(*) Ueber die Flâchen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) geraden,

vorzugsweise die der vierten und fûnften Ordnung. (Math. Ann., 1871, t. IV,

pp. 249-283).

(**) Generazione delta superficie d'ordine n con retta(n—%pla. (Rendi-

gonti di Palermo. 1888, t. II, pp. 107-109.)

(***) Sur le nombre de plans tangents que l'on peut mener à une surface

algébrique par une droite multiple de cette surface. (Rendiconti di Palermo,

1894, t. VIII, pp. 202-208.)

(
IV

)
Stuyvaert, Sur quelques surfaces algébriques engendrées par des

courbes du second et du troisième ordre. Dissertation inaugurale. Gand,

Hoste, 1902, p. 13.

(
v
) J. De Vries, Right Unes on surfaces with multiple right Unes. (Pro-

ceedings of Amsterdam, 28 avril 1902, pp. 577-583.)

(") Loc. cit., § 6.

(
vn

) Notes de géométrie synthétique. (Mém. de la Soc. des Sciences db

Mons, 6* sér., t. IX, 1907, p. 10.)
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Les droites qui s'appuient sur d, e A ,
e2 et £ô en des points dis-

tincts rencontrent la surface en « + 1 points, donc elles appar-

tiennent à celle surface.

Considérons la réglée R engendrée par les droites qui s'ap-

puient sur d, £| et e2 .

L'ordre de multiplicité de d sur R est évidemment égal au

nombre de droites passant par un point de d et s'appuyant en

des points distincts sur e4 et e2 .

Projetons les courbes ej, e2 d'un point de d; les cônes ainsi

obtenus ont n2 génératrices communes, mais z i et e2 ont n points

communs et de plus ont sur d un point multiple d'ordre n— 2,

donc de ces n2 droites on doit retrancher n droites et (n— 2)*

fois la droite d; donc la droite d est multiple d'ordre

h2 — n —(n — 2)*= 3w — 4.

On trouverait de même que chacune des courbes e4 ,
e2 est

multiple d'ordre deux.

Le plan de e A
contient w génératrices de R, donc cette surface

est d'ordre 2» -4- n = 3w.

La surface R rencontre e5 en 5n2 points; ceux de ces points

qui ne sont pas sur d, e
l

et e2 sont au nombre de

3n*— (n— 2)(3n — 4) — 2 . 2»= 2(3n — 4).

Par chacun de ces points passe une droite de la surface don-

née. Il est évident que ces droites forment 3n — 4 coniques

dégénérées (*).

Nous remercions M. Neuberg pour les conseils qu'il a bien

voulu nous donner pour la rédaction de ce petit travail.

Liège, 24 février 1908.

(*) Après coup, nous devons ajouter : H. Bateman, The tangent planes

which can be drawn to an algebraic surface from a multiple line. (Archit

der Math, und Phys., 1908, Bd XIII, pp. 48-51.)



SUR

01 SURFACE PARTICULIERE DO SEPTIEME ORDRE

PAR

Jean DEGUELDRE
DOCTEUR EN SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES.





PRÉFACE

On connaît la génération des coniques d'après Maclaurin et

Braikenridge : Étant donnés, dans un même plan, trois points

A, B, C et deux droites a, 6, si une droite mobile passant par C

rencontre a en A' et b en B', l'intersection des droites AA', BB'

engendre une conique.

Il existe des propositions analogues dans l'espace; nous ne

citerons que les suivantes, que nous rencontrons dans la géo-

métrie analytique à trois dimensions par Salmon :

Les quatre faces d'un tétraèdre passent chacune par un point

fixe; trois des arêtes passent chacune par un point fixe; le sommet

par lequel ne passe aucune de ces arêtes décrit une surface

cubique.

Trois arêtes d'un tétraèdre partant d'un même sommet A

passent chacune par un point fixe et la face opposée passe éga-

lement par un point fixe; trouver le lieu du sommet A sachant

que les autres sommets se meuvent dans des plans fixes.

Un plan passe par un point fixe et coupe trois droites fixes;

par chacun des points d'intersection et par chacune des trois

autres droites fixes, on mène des plans. Trouver le lieu de l'inter-

section de ces plans.
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Le problème que nous allons traiter est du même genre, mais

n'est pas compris dans ceux que nous venons de rappeler ni dans

quelques autres qui ont été à notre connaissance. Nous consi-

dérons ici un tétraèdre variable XA^Cj dont les faces tournent

autour de quatre points (ïxes S, A, B, C ; les sommets A 4 ,
B 4 ,

C 4

glissent sur trois droites données a, 6, c; le lieu du sommet X se

compose de l'iiyperboloïde dont a, 6, c sont des génératrices et

d'une surface du septième ordre.



SUR

1. Soient donnés dans l'espace trois droites a, 6, c et quatre

points A, B, C, S. Par S, on mène un plan c coupant a, 6, c en

A j, B d ,
C

{ ; les plans

(AB^s*. (BCiAOaf, (CAAjay

se coupent en un point M qui décrit une surface du neuvième

ordre lorsque le plan a décrit la gerbe de centre S.

En effet, une droite quelconque d a neuf points en commun
avec la surface. Car soient A', B', C les points d'intersection

de d avec trois plans homologues a, (3, y. Deux d'entre eux étant

fixés, par exemple A' et B', cherchons combien il leur corres-

pond de points C ;
. Observons d'abord que a et (3 sont deux plans

tangents aux deux hyperboloïdes (c, AA', 6) et (c, BB', a) (*).

Or les plans tangents communs à ces deux surfaces, qui ont une

directrice commune, constituent une développable de la troisième

classe, à laquelle on peut mener par S trois plans osculateurs

permettant de déterminer trois points C\ Les points A', B r
, C ;

(*) Nous désignons un hyperboloïde ou paraboloïde réglés en indiquant

trois génératrices de même espèce.
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sont donc des groupes de trois points tels que deux d'entre eux

étant donnés, il leur correspond trois positions du troisième. On
déduit de là que la droite d coupe la surface en neuf points.

Remarquons maintenant que si g est un plan langent à l'hyper-

boloïde (abc) = H, c'est-à-dire un plan rencontrant a, 6, c en

trois points A A ,
B l5 C 4 , situés sur une même génératrice de H,

il lui correspond trois plans a, (3, y se coupant suivant cette

droite A^ qui fait donc partie de la surface lieu de M. Lorsque

g roule sur le cône circonscrit à H de sommet S, la droite

correspondante décrit cette surface H. La surface lieu de M se

décompose donc en cet hyperboloïde et une surface du septième

ordre S7 .

Il est utile de séparer nettement les deux parties du lieu.

Considérons, à cet effet, un point M de H, et soit m la généra-

trice qui passe par ce point en s'appuyant sur a, 6 et c. Pro-

posons-nous de retrouver le plan g qui a donné naissance au

point M. Nous rechercherons le plan (3 en supposant que les

plans correspondants a et y passent par M. Soient B
4
un point

quelconque de 6; ()
i le point d'intersection de c avec le plan

unissant B
4 à la droite AM et A 4 , celui de a avec le plan unissant

B
t

à la droite CM. Lorsque le point B 4 parcourt 6, les droites

B
l
C l et B

l
\ i engendrent les deux surfaces du second ordre

(c, A M, 6), (6, CM, a) auxquelles on peut mener par S quatre

plans tangents communs. Le plan g cherché est nécessairement

l'un de ces plans Le plan g = (Sm) convient; mais alors les

plans homologues a,
(3, y passent non seulement par M, mais

contiennent la droite m. Il faut écarter le plan g = (S6), car si

E et F, G et H sont les points d'intersection de ce plan avec c et

AiM, CM et a, les droites EF et GH ne concourent pas en un

point de 6. Enfin, il faut également rejeter les deux autres plans,

qui, étant indépendants de B, déterminent des plans (3 ne passant

pas par M. L'hyperboloïde (abc) est donc engendré par l'une de

ses génératrices d'une seule façon.

Nous ferons constamment usage, dans la suite, de la propo-

sition suivante, dont la démonstration n'est qu'une application

directe du principe de correspondance de Chasles : Soient a et



( 7 )

b deux droites de l'espace, prises comme supports de deux ponc-

tuelles (A), (B) entre les éléments desquelles existe une corres-

pondance (m, n). Le lieu de la droite AB de jonction des points

homologues est une surface d'ordre et de classe m -+- n.

On peut observer que la démonstration que nous avons

donnée de l'ordre de la surface ne s'applique pas à une droite d

de l'hyperboloïde (a, b, c). Nous allons montrer, en modifiant

légèrement le procédé employé, qu'une telle droite rencontre la

surface S7 en sept points. On sait qu'au plan <r = (Sd) corres-

pond une droite de (abc) qui est l'une des deux génératrices

de l'hyperboloïde situées dans le plan (Sd); nous écarterons ce

plan des plans a que nous allons considérer.

Désignons par A 7
, B' et C les points d'intersection de d avec

trois plans correspondants a, (3 et y. Les points A' et B' étant

supposés confondus en un point de d, cherchons combien il leur

correspond de point C ;
. Unissons par des plans a et (3 les droites

AA' et BA' à un point C 4 de c; soient B i et A 4 les points d'inter-

section de 6 avec a et de a avec (3. Le plan A
1
B

1C i
est un plan

tangent commun aux deux hyperboloïdes (c, AA', 6), (c, BB\ a).

Or on peut mener par S, indépendamment du plan (Sd), trois

plans tangents communs à ces deux surfaces qui permettent de

trouver trois points C.

Inversement le point C étant fixé sur d, combien de fois les

points A' et B' coïncideront-ils lorsque y décrit le faisceau

d'axe CC? Cherchons la correspondance qui unit les points

A' et B r
. On voit facilement que BjCj décrit une surface de la

troisième classe; le point A' étant pris arbitrairement sur d, il

suffira de prendre pour a un des deux plans tangents qu'on

peut mener à cette surface par AA', indépendamment du

plan (Ad) qui a été écarté, ce qui fera connaître deux points B'.

Les points A' et B r étant liés par une correspondance (2, 2) ont

quatre coïncidences. Les points A' et B' confondus et le point C
étant liés par une correspondance (4, 3), coïncideront 7 fois en

des points qui appartiennent à la surface S7 .

Dans la suite nous désignerons par (HS) la surface complète

du lieu; lorsque nous n'aurons en vue que la surface du sep-
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tième ordre, nous la désignerons par S 7 . Nous pouvons à présent

énoncer le théorème :

Soit un îrièdre dont tes faces passent par trois points fixes; si

ses arêtes coupent (rois droites fixes en trois points tels que leur

plan passe constamment pa>- un point fixe, le sommet de ce

îrièdre décrit une surface du septième ordre.

2. Nous allons établir Tordre de la surface (HS) par un

autre procédé qui nous sera utile dans la recherche des singu-

larités de S7 . Déterminons le nombre des points du lieu situés

sur une droite d passant par un des points A, B, C, par exemple

par A. A cet effet menons par d un plan a quelconque, rencon-

trant c, b en C
{ ,
B

l
et soit A A

le point du plan a correspondant

situé sur a. Lorsque y décrit le faisceau d'axe d, la droite Bfii

engendre l'hyperboloïde (bed) tandis que et A 1C 1 engen-

drent des surfaces de la troisième classe : car il est facile de

voir que les points C 4 ,
A 4 ,

par exemple, sont liés par une corres-

pondance (2, 1); en effet C
A
étant connu, a, c et par suite Aj le

sont aussi; mais si Âj est donné, il faudra pour déterminer Cj,

mener par SA^ un plan tangent à l'hyperboloïde (6, c, d); or on

peut en mener deux.

Cela posé, soient B', C les points d'intersection de d avec

les plans

On obtiendra un point de (HS) sur d lorsque B' et C coïnci-

deront. Or il est visible que B', C sont des couples de points

entre lesquels existe une correspondance (5, 5) ; car B' étant

fixé, on obtiendra le plan (3 en menant par BB' un plan tangent

à la surface de la troisième classe engendrée par A
1
C

1 . Les

points B' et C ont donc six coïncidences qui donnent six points

de (HS) sur d.

Il reste à voir s'il n'en existe pas d'autres confondus avec A

et provenant de plans a ne passant pas par d. On voit facilement

que les plans (3 et -/ passeront par A lorsque A4C| s'appuiera
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sur AB et A 1
B

1
sur AC. Le plan a sera alors un plan tangent

commun aux deux hyperboloïdes

(a, c, AB), (a, 6, AC).

Or on peut mener par S, indépendamment du plan (Set), trois

plans tangents communs a1? o-J, a" à ces deux surfaces. A étant

un point triple de la surface (HS), la droite d la rencontre en

neuf points.

Nous désignerons par a,, oq, ai' les plans de la gerbe de

centre A correspondant aux plans <7„ a-".

Soient de même <t2, ct2 , ^ des plans tangents communs aux

surfaces (c, 6, AB), (a, 6, CB) auxquels correspondent triplement

le point B et (32 , (3 2 , (32
', leurs homologues dans la gerbe B;

°3> °"3> a'î les trois plans tangents communs à (6, c, CA), (a, c, CB)

donnant naissance au point triple C et y3 ,

y'
zy y[ , leurs homologues

dans la gerbe du centre C.

3. Les droites a, 6, c sont des droites simples de S 7 . Prenons

en effet un plan <j passant par SA et coupant a en A t ; les plans

a, (3, y qui en résultent passent par A,, car a se confond avec a.

Lorsque u décrit le faisceau d'axe SA, le point A-j décrit la

droite a; a et par analogie 6 et c appartiennent à la surface S7 .

Prenons pour a la face ASB du trièdre SABC et soient A 4 ,

B
A , Ci ses points d'intersection avec a, 6, c. On a dans ce cas

a == (ABjCi)= «t, p= BC
tA,) ==(7, r = (CAiBi).

Les trois plans a, (3, y se réduisant à deux se coupent suivant

une droite A^ = c12 de S 7 .

Remarquons que les sept points de S7 situés sur AB sont

les points A et B qui comptent chacun pour trois et le point

commun à AB et à c12 .

On trouve semblablement dans les deux autres faces BSC et

CSA du trièdre SABC deux autres droites a23 et 6i3 de S7 .

En général, un quaterne de plans correspondants a, (3, y, a est

déterminé par la connaissance de Tun d'eux. Mais il arrive aussi
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que l'un de ces plans est tel que sa connaissance n'entraîne pas

nécessairement celle des autres. Nous appellerons un tel plan,

plan singulier. L'examen des plans singuliers nous fera connaître

des singularités de la surface S7 .

Soient A 12 et A 13 les points d'intersection de a avec les plans

(Lk) et (C6); BH et B 13 ceux de b avec les plans (Ac) et (Ca);

C M et C12 ceux de c avec les plans (A6) et (Ba) les droites

B U CU ,
C12A 12 ,

A 13B13 passent respectivement par A, B, C (*).

Fig. 1.

Examinons le plan singulier <r = (SB^C^), et soit A 4 son

point d'intersection avec a; les plans correspondants

(3
= (BCH A

4 ). yslCM,,)

se coupent suivant une droite q v
de S 7 passant par A 1? car a est

un plan arbitraire passant par B^C^.
Semblablement les deux plans singuliers o- = (SC 12 A 12 ) et

g = (SA 13B 13 ) font connaître deux autres droites g% et g% de S7 .

(*) La notation que nous employons pour représenter ces points doit

s'entendre de la façon suivante : la lettre et le premier indice ont la signi-

fication ordinaire ; ainsi dans le point A12 la partie A, signifie simplement

que le point appartient à a, tandis que le second indice 2 indique que ce

point se trouve sur unè droite passant par le second point B.
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Observons qu'au plan <r = (SB^A^) correspondent les plans

*==(Ac), (3
= (Bc), yas(CA 12BH)

qui se coupent en un point Cm de c qui est un point double de

S7 ; car il résulte une première fois du plan g as (SCCin ).

De la même façon la considération des plans œ sa (SA 13C11 )

et (7 as (SB 13C12) fait connaître deux autres points doubles Bn ,

Aj de S7 situés respectivement sur 6 et a.

Soient ac, y, z les sécantes communes, menées par S aux

couples de droites 6 et c, c et a, a et b; Ya et Za les points

d'intersection de a avec y et z; Z$ et ceux de 6 avec z et ac;

X c et Y, ceux de c avec x et î/.

i
—^©

\
* Y*

\ TiV

1

Fig. 2.

Examinons le plan singulier c= (Se). Le plan y correspon-

dant est le plan fixe CY^X^, tandis que a et (3 sont deux plans

joignant les droites AX^ et BYa à un point quelconque dec;

lorsque ce point parcourt c, l'intersection des plans a et (3 décrit

l'hyperboloïde (c, AX$, BYa); le plan CYaX^ le coupe suivant

une courbe du second ordre appartenant à la surface (HS).

Cette courbe se décompose en deux droites, dont Tune YaX^

appartient à (a, 6, c) et dont l'autre appartient nécessairement

à S7 . Nous la représenterons par c5 ; il est visible qu'elle ne

s'appuie sur aucune des droites de S7 déjà trouvées. On en

obtient deux de ses points de la manière suivante : soient C et
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C" les points d'intersection de c avec les plans (AXjC) et

(BCY„); les plans (BY«C) et (AX^C") coupent respectivement

C\ â et CY„ aux deux points cherchés.

Semhlablement les deux plans singuliers or= (Sb) et a == (Sa)

font connaître deux autres droites 62 et a
{
de S 7 ; elles sont

respectivement situées dans les plans (BX cZa) et AX6YC .

Considérons le plan singulier

Le plan a correspondant étant un plan quelconque passant

par x, les plans |3 et y sont deux plans unissant les droites BXC et

CX^ à un point quelconque de a. Lorsque ce point parcourt a,

la droite d'intersection des plans (3 et y décrit l'hyperboloïde

(BX C ,
CX^, a), lequel est coupé par le plan a suivant une

conique £
x

appartenant à S7 .
2

4 passe nécessairement par

X* et X,.

Il est facile de vérifier que S.
A
rencontre c3 et par analogie 62 ;

en effet les plans homologues

se coupent en un point commun à S
t et c3 .

Semhlablement, les plans singuliers (3 (BYaYc ) et

y = (CZ rt
Zj) contiennent deux autres coniques S2 et 23 de S7 ;

la première passe par Yal Yc et rencontre c3 et la seconde

passe par Za ,
Zè et s'appuie sur a

i
et 62 .

Il est facile de vérifier que deux de ces coniques, par exemple

S
4 et S2 , ne se rencontrent pas. En effet, les points de ces

coniques résultent respectivement de plans s- passant par x et y.

Si elles avaient un point commun, ce point ne pourrait provenir

que du plan g = (Se) qui passe à la fois par x et y. Or, à ce plan

correspond, sur S
lf le point d'intersection des plans homologues

x = (AX 6X C ).

«=(AX6XC), P= (BX.YJ, r= (CX 6YJ

«= (AX CX 6 ), pE=(BYaXc ),

et sur S
2 le point d'intersection des plans

y (CX»YJ

a = (AX àY e), p = (BY eY.), r (CX 6Ya).
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Ces points appartiennent à c3 , mais ils sont distincts ; car il est

visible que ces plans ne passent pas par un même point.

Observons encore que l'on connaît les sept points communs à

S7 et aux droites SA, SB, SC; ainsi ceux de SA sont le point A
qui compte pour trois, les deux points communs à SA et à la

conique S
x
et les deux points d'intersection de SA avec les droites

de la surface c 12 ,
615 . Aucun de ces points ne coïncidant avec S,

on voit, nous l'avons déjà signalé, que S 7 ne passe pas par S.

Prenons pour a le plan singulier

a E= (AC).

Le plan g correspondant est un plan quelconque passant par

SB41 et rencontrant a et c en A A
et C

A
. A ce plan a il correspond

une infinité de couples de plans (3, y. Lorsque cr décrit le faisceau

d'axe SBH , la droite A^ engendre une surface réglée du

second ordre, à laquelle (3 est constamment tangent. On s'assure

facilement que la droite d'intersection des plans homologues

(3 et y engendre une surface réglée du troisième ordre. En effet,

soient B' et C leurs points d'intersection avec une droite quel-

conque d, il suffit de remarquer que ces points décrivent deux

ponctuelles superposées, liées par une correspondance (1, 2). Le

plan a= (Ac) rencontre cette surface en une courbe du troi-

sième ordre appartenant à (HS); elle se décompose en une droite,

la seconde génératrice de (a, 6, c) passant par B X1 et une

conique X- appartenant à S 7 .

<^>3 rencontre b en BH ,
point qui correspond au plan

ce^SBBj
{ ).

<DQ 5 étant située dans un plan passant par c rencontre

cette droite en deux points, dont l'un est le point double Cm -

Ces deux points résultent des plans a= (SBU C), <j = (SB11A 12).

cX^3 ne rencontre pas a mais s'appuie sur g t au point qui

correspond au plan g= (SB^A) ; car on a vu précédemment que

les plans (3 et y qui lui correspondent se coupent suivant g 4 ; le

plan a= (Ac) coupe cette droite en un point de i>%5.

^3 rencontre 62 ; en effet, les plans homologues

a= (AB tlXe) ou (Ac), p==(BZaXe), y =(CBMZa)

se coupent en un point commun à ^5 et 62 .
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-V- rencontre £2 en un point de la S 7 correspondant au plan

?s(yB||); c'est le second point d'intersection du plan (Ac)

avec Xo, le premier de ces points étant Y c

Enfin, ê)£3 ne rencontre ni 2^, ni E3 , ni les autres droites de

la surface S 7 .

Par analogie, on a comme courbes de la S 7 :

Dans le plan (A6) une conique -X.2 s'appuyant sur b
t

c, c3 ,

y h S 5 et passant par le point double Bn ;

Dans le plan (B«) une conique s'appuyant sur a, c, c3 ,

X 5 et passant par le point double A x ;

Dans le plan (Bc) une conique ^3 s'appuyant sur a, c, a4 , g.2 ,

Sj et passant par le point double Ctn î

Dans le plan (Ca) une conique «Êj, s'appuyant sur a, 6, 62> </3 ,

et passant par le point double Ax ;

Dans le plan (C6) une conique <ï>
2 s'appuyant sur «, 6. a l5 ^5 ,

S| et passant par le point double Bn .

On voit que les six coniques <DG, 'F et <ï> passent deux à deux

par le point double portant le même indice.

Deux quelconques d'entre elles affectées d'indices différents

ne se coupent pas. Considérons d'abord deux coniques «DG 3 et %2

représentées par la même lettre. Leurs plans (Ac) et (A6) se

coupent suivant la droite B^C^. «£3 rencontre d'abord celte

droite en Bu , comme on Fa vu, et en un second point résultant

du plan 7 = (CB^Cii) , tandis que £C 2 la rencontre en Cu et en

un point résultant du plan (3 = (BC il B 11 ). Soient (3 = (BA
AC 1 )

l'homologue du premier de ces plans et y= (CA2B2 ) l'homo-

logue du second. Ces deux plans rencontrent Bj^C^j en deux

points différents, car, si l'on imagine que c tourne autour de Cu ,

le premier de ces plans tourne autour de BA
A

tandis que le

second reste invariable.

Considérons à présent deux coniques telles que 3G3 et 4>
A

représentées par des lettres différentes. On a vu que les points

de 3G>3 résultent de plans cr passant par SBU , tandis que ceux de

4>
t
résultent de plans passant par SB 15 ; si êXs3 et ont un point

commun, il doit correspondre au plan ^^(SBiiB^) = (S6);

les deux points qu'on obtient de cette façon sont des points

différents de b.2 .
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Nous pouvons à présent formuler la remarque suivante :

Les neuf coniques S, é)G, <t> constituent un groupe tel que

chacune d'elles s'appuie sur deux des autres et sur quatre des

douze droites de la surface.

4. Aux plans g d'un même faisceau correspondent sur la

surface S7 les points d'une courbe gauche
, C4 , du quatrième

ordre.

En effet, soit d l'axe de ce faisceau. On s'assurera de l'ordre

de la courbe correspondante en cherchant le nombre de ses

points situés dans un plan tz, passant par l'une des droites a, 6, c,

par exemple c. Nous faisons abstraction des deux plans tangents

menés par d à l'hyperboloïde (a, 6, c) qui donnent deux droites

de cette surface.

Remarquons d'abord que le plan G~(dC) donne un point

situé sur c; c'est évidemment le seul point de la courbe situé

sur c.
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On obtiendra un point de la courbe dans le plan tu lorsque les

plans correspondants

a = (AB<C,), p==(BC|A4 )

se couperont suivant une droite de tc. Or, lorsque cr décrit le

faisceau d, les droites L^Q et QAj engendrent deux hyperbo-

loïdes réglés (/;, c, d), (c, a, d), tandis que les plans a et (3 roulent

sur des cônes circonscrits à ces surfaces. Le plan tc coupe ces

cônes suivant deux coniques K
a

et K 2 tangentes à c. Comme
elles possèdent trois autres tangentes communes, les iraces des

plans a et [3 coïncideront, au plus, trois fois. Si Ton remarque

que la trace du plan (3 homologue du plan a= (Ac) n'est pas

tangente à K 4
et que semblablement celle du plan a correspon-

dant au plan (3
= (Ac) n'est pas tangente à K 2 , on peut affirmer

que le nombre de ces coïncidences est trois. On trouve donc

dans le plan tt trois points de la courbe non situés sur c.

Cette courbe C4 rencontre une fois chacune des droites a, b, c

et chacune des neuf coniques <DG, W, 2. Deux de ces courbes

n'ont évidemment qu'un seul point commun.

La démonstration précédente doit être légèrement modifiée

lorsque l'axe d du faisceau rencontre Tune des droites a, 6, c,

cette dernière, par exemple, en un point C 4 . Ce point appartient

d'abord à la courbe correspondante, car il résulte du plan

(j= (dC). Le plan singulier a= (Se) donne naissance à un point

de la courbe, situé dans tc; c'est le point d'intersection de c3 avec

tc. Pour obtenir les autres, on observe que les traces, sur tc, des

plans homologues a et [3 décrivent deux faisceaux projectifs de

rayons ayant le point C 4 comme sommet commun ; les deux

rayons doubles de ces faisceaux permettent d'obtenir deux points

de la courbe situés dans tc. Comme on le voit, la courbe est

encore du quatrième ordre, mais elle se décompose en la droite

c~ et une cubique gauche.

Examinons quelques positions particulières de l'axe du

faisceau.

Si l'on prend pour axe :

La droite x : la courbe se décompose en la conique 2^ et les

droites 62 ,
c3 ;
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La droite y : la courbe se décompose en la conique 22 et les

droites ai9 c3 ;

La droite SA : la courbe se décompose en les droites a, c12 ,

La droite SB : la courbe se décompose en les droites 6, c12 ,

«23 et 02 ;

La droite SC : la courbe se décompose en les droites c, a23 ,

&13 et 03 ;

Une droite s'appuyant sur AB : la courbe se décompose en la

droite c12 et une cubique gauche;

Une droite s'appuyant sur BC : la courbe se décompose en la

droite a23 et une cubique gauche;

Une droite s'appuyant sur CA : la courbe se décompose en la

droite 613 et une cubique gauche;

Une droite rencontrant B 11C 11 : la courbe se décompose en la

droite g^ et une cubique gauche;

Une droite rencontrant A12C12 : la courbe se décompose en la

droite a2 et une cubique gauche;

Une droite rencontrant A 13 B13 : la courbe se décompose en la

droite g% et une cubique gauche;

La droite SC^ : la courbe se décompose en deux droites c3 ,

gi et la conique 5G 2 ;

La droite SB^ : la courbe se décompose en deux droites

62 et et la conique £G 3 ;

La droite SA 12 : la courbe se décompose en deux droites

a1t g2 et la conique *F3 ;

La droite SC I2 : la courbe se décompose en deux droites

c3 ,
o2 et la conique 1F 1 ;

La droite SA 13 : la courbe se décompose en deux droites

«j, gz et la conique <ï>
2 ;

La droite SB i3 : la courbe se décompose en deux droites

62 , gz et la conique <ï>
1 ;

La sécante commune menée par S à AB et c : la courbe se

décompose en deux droites c13 ,
c 3 et une conique (*);

(*) On détermine le plan de cette conique en observant que le lieu de la

droite d'intersection des plans a et (3 se compose de deux plans : l'un est

le plan ASB, l'autre est celui de la conique.

2
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La sécante commune menée par S à AB et b : la courbe se

décompose en deux droites c12 ,
62 et une conique;

La sécante commune menée par S à AB et a : la courbe se

décompose en deux droites ci2 ,
a

{
et une conique;

La sécante commune menée par S à BC et a : la courbe se

décompose en deux droites a23 ,
a

{
et une conique

;

La sécante commune à AC et a : la courbe se décompose en

deux droites 613 ,
a

{
et une conique;

La sécante commune à AC et b : la courbe se décompose en

deux droites 6, 3 et 62 et une conique;

La sécante commune à AC et c : la courbe se décompose en

deux droites blz ,
cz et une conique;

Une droite s'appuyant sur a : la courbe se décompose en la

droite a
{
et une cubique gauche;

Une droite s'appuyant sur b : la courbe se décompose en la

droite b2 et une cubique gauche
;

Une droite s'appuyant sur c : la courbe se décompose en la

droite c3 et une cubique gauche.

Observons que par un point de S7 , il passe une infinité de

courbes C 4 et une cubique gauche de chaque espèce. En effet, le

point considéré résulte généralement d'un plan unique cr; toute

droite de ce plan, passant par S, donne naissance à une C4 passant

par le point considéré; toutefois les neuf droites joignant S aux

neuf points d'intersection de c avec les droites a, 6, c, BC, CA,

AB, BuGu, C 12A 12 ,
A 13B 13 donnent neuf cubiques gauches.

Par deux points quelconques de S 7 il passe une seule

courbe C4 ;
par un point quelconque et l'un des trois points

triples, A par exemple, il en passe trois; leurs axes générateurs

sont les droites d'intersection du plan c, homologue du point

donné, avec les trois plans a l9 o-J, a-'/ définis précédemment.

Semblablement par l'un des points doubles et un point quel-

conque de la surface, il passe deux de ces courbes.

5. Aux plans a d'un même faisceau correspondent sur la sur-

face S7
les points d'une courbe gauche G5 du cinquième ordre.

Soit g l'axe du faisceau. Nous montrerons que la courbe qui
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en résulte a cinq de ses points situés dans un plan quelconque tz

mené par c. Nous écartons les deux plans tangents, menés par g, à

Thyperboloïde (a, b, c) qui donnent deux droites de cette surface.

Observons d'abord que les deux plans tangents, menés par g,

à Thyperboloïde (6, c, SC) donnent naissance à deux points de la

courbe situés sur c.

On obtiendra un point de tc, non situé sur c, lorsque les

traces sur tc des plans homologues a et (3 coïncideront. Or

a décrivant une feuillée, sa trace, sur tc, décrit un faisceau de

rayons ayant pour sommet le point P de percée de g avec tc; la

droite C 1
A

1
engendrant une surface réglée de la troisième classe,

le plan [3 engendre un cône circonscrit à cette surface ; tc coupe

ce cône suivant une courbe de la troisième classe. Les traces des

plans a et (3 auront donc trois coïncidences, à savoir les trois

tangentes menées par P à cette courbe. On trouve donc trois

points dans tc non situés sur c.

Les droites 6 et c sont, on vient de le voir, des bisécantes de

cette courbe Gs ; elle ne rencontre a qu'une seule fois en un

point situé dans le plan (S#). Elle rencontre également une fois

les droites g i} 62 ,
c3 ; elle ne s'appuie ni sur les autres droites, ni

sur les neuf coniques S, GX> <Ê.

L'axe g du faisceau est une quadrisécante de GK ; on sait, en

effet, qu'une telle droite rencontre S7 ,
indépendamment du point

triple A, en quatre points qui appartiennent nécessairement à G 5
.

On peut, du reste, démontrer la chose sans tenir compte de

l'ordre de la surface S7 . Un plan quelconque a du faisceau ren-

contre G5 en cinq points; l'un de ces points est celui qui résulte

de ce plan; les autres sont évidemment sur g.

On tire de cette remarque une conséquence curieuse : prenons

comme axe g du faisceau une droite du plan ol\. La courbe G s

rencontre alors g en A; g ne rencontrant plus S7 qu'en trois

points différents de A, est tangente à la surface en ce point. D'où

le théorème :

Le lieu des droites tangentes à la surface au point triple A se

compose des trois plans a if aj, ai'; les arêtes du trièdre formé par

ces plans sont des tangentes inflexionnelles à la S7 au point A.
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Examinons quelques positions particulières de Taxe g du

faisceau.

Un faisceau de plans a dont l'axe

rencontre 6, donne la conique 30»
2 et une cubique gauche

;

rencontre c, donne la conique <X 3 et une cubique gauche;

rencontre x, donne la conique -, et une cubique gauche;

est la droite B,,CM , donne la droite g s
et les deux coniques

cX- 2
et cXf 3 ;

est la droite AS, donne les droites a, c, 2 ,
6 13 et la conique S|;

rencontre BS, donne la droite c, 2 et une courbe gauche du

quatrième ordre;

rencontre CS, donne la droite 6, 3
et une courbe gauche du

quatrième ordre;

est la droite AX
f , donne las deux coniques X 3 , et la droite 62 ;

est la droite AX,, donne la droite 62 et les coniques «X 2 , S 4 ;

est la droite AB, donne la droite c {i et une courbe plane du

quatrième ordre située dans le plan (Bc) et ayant en B un point

triple. En effet, si de la feuillée AB on détache le plan ASB
qui donne naissance à la droite c 12 , l'intersection des plans

homologues a et S décrit le plan (Bc), tandis que celle des

plans a et y engendre une surface réglée du quatrième ordre

(on démontre facilement que cette surface a quatre de ses

points sur une droite quelconque). Cette dernière est coupée

par le plan (Bc) suivant la courbe du quatrième ordre dont il

s'agit.

De même, si l'axe du faisceau est la droite AC, la courbe se

décompose en la droite 6, 3 et une courbe plane du quatrième

ordre située dans le plan (C6) et ayant en G un point triple.

Remarquons que nous connaissons la section complète de la

surface S7 par le plan (Bc); elle se compose de la droite c, de la

conique y¥-
0 et d'une autre courbe du quatrième ordre passant

trois fois par B.

La section de S7 par le plan (C6) se compose de la droite b, de

la conique <î>
2 et d'une courbe du quatrième ordre passant trois

fois par C.

Semblablement :

Aux plans £ ou y d'un même faisceau correspondent sur la
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S7 les points d'une courbe gauche GJ ou G£' du cinquième ordre.

Le lieu des droites tangentes à la surface au point triple B ou C

se compose des trois plans (32 , %, , ou y3 ,
y'^ les arêtes

du trièdre formé par ces plans sont des tangentes inflexionnelles

à la S7 au point triple B ou C.

Les faisceaux particuliers donnent des décompositions ana-

logues à celles des faisceaux de plans a.

Par un point de la S7 , il passe une infinité de courbes G5 , GJ,

GJ'. Par deux points de la surface, il passe une seule courbe G5 ,

une seule G'5 et une seule G'6
'

. Par un point quelconque de la

surface et l'un des points triples, il passe trois de chacune de ces

courbes.

Deux courbes, Tune C 4 , l'autre G s ou G£ ou G's ' se coupent en

deux points. En effet, si d et g sont leurs axes générateurs

respectifs, les deux plans tangents a- qu'on peut mener par d à

l'hyperboloïde (g, b, c) donnent deux points communs aux deux

courbes.

Deux courbes G5 et G'8 , ou G's et GJ', ou G£' et G5 , se ren-

contrent trois fois. Soient, en effet, g et g' leurs axes générateurs

respectifs. Il suffit de remarquer que lorsque a décrit la feuillée g,

le plan (3 correspondant engendre un cône de la troisième classe

auquel on peut mener par g' trois plans tangents qui donnent

naissance à trois points communs aux deux courbes.

Observons qu'on a pu, sans tenir compte de l'ordre de la sur-

face S7 , déterminer ses sections par les plans singuliers (A6),(Ac),

(Brt), (Bc), (Ca), (C6), chacune d'elles se composant d'une droite,

d'une conique, et d'une courbe du quatrième ordre. On peut

également déterminer celles des plans (Asc), (B?/), (Cz). Considé-

rons à cet effet une droite g passant par A et s'appuyant sur ac.

Si l'on prend cette droite comme axe d'un faisceau de plan a, il

en résulte, sur la S7 , une courbe gauche du cinquième ordre se

décomposant en la conique S 4 et une cubique gauche dont g

est une bissécante. Lorsque g décrit le plan (Ax), ses deux points

d'intersection avec la cubique décrivent une courbe plane du

cinquième ordre ayant en A un point triple ; on sait, en effet,

que si Ton prend comme axes de faisceaux de plans a, les trois
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droites d'intersection du plan (Ax) avec les trois plans a,, aj, <
on obtient trois cubiques passant par A. Le plan (Ax) coupe donc

la S 7
suivant une conique S 4

et une courbe du cinquième ordre

passant trois fois par A.

On obtient d'une façon analogue les sections de la S7 par les

plans (Ao), (B6), (Ce). Considérons, à cet effet, une droite g du

plan (Art) passant par A. Si on la prend comme axe d'un fais-

ceau de plans a, elle donne naissance à une courbe gauche du

cinquième ordre de la surface et rencontrant*/ en quatre pointa,

l'un d'eux étant le point commun à g et a. Ce dernier, lorsque

g décrit le plan (Art), décrit la droite a, tandis que les trois autres

engendrent une courbe du sixième ordre ayant un point triple A.

Le plan (Aa) coupe donc la S7 suivant une droite a et une

courbe du sixième ordre.

6. Plus généralement :

Aux plans a tangents à un cône Cn de classe n et de sommet S,

correspondent sur la surface S7 les points d'une courbe gauche C4n

d'ordre 4n.

On détermine facilement l'ordre de la courbe correspondante

en cherchant le nombre de ses points situés dans le plan (Ac).

Nous les classons en trois groupes :

1° Ceux qui sont situés sur c et qui proviennent des n plans

tangents a menés à C„ par SC ;

2° Ceux qui appartiennent à <X 3 ; ils répondent aux n plans

tangents a menés à C„ par SB lt ;

3° Ceux qui n'appartiennent ni à c ni à <DG 5 ; ils résultent de

plans (3 passant par A; ils sont au nombre de 2w provenant des

%i plans tangents <r communs à (a, AB, c) et C n . Cette courbe C4n

rencontre n fois chacune des neuf coniques S, <DG, W, et cha-

cune des droites a, 6, c; elle ne s'appuie pas sur les autres

droites.

Deux courbes C4n se coupent en n2 points répondant aux n2

plans tangents communs à leurs cônes générateurs.

Si le cône C„ est tangent à p des plans SAB, SBC, SCA,
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SA 13B 13 , SBijCm, SC, 2A12 ,
(Sa), (S6), (Se), la courbe corres-

pondante se compose de p des droites, c12 ,
a23 ,

613 , #3 , g lf g2 ,

«i> ^2> H et d'une courbe d'ordre C4M_p d'ordre in— p. On peut

donc, à l'aide de ce procédé, obtenir sur la surface S 7 des

courbes de tous les ordres.

Aux plans a tangents à un cone Gn de classe n et de sommet A
correspondent sur la surface les points d'une courbe Ggn d'ordre 5n.

On s'assure, comme nous venons de le faire, de l'ordre de la

courbe correspondante, en déterminant le nombre de ses points

situés dans le plan (Ac). Observons d'abord que les 2rc plans

tangents a communs à (SC, 6, c) et Gn donnent 2» points de la

courbe situés sur c.

On en obtiendra un autre point, dans le plan (Ac), lorsque le

plan (3 passera par A, car alors les plans homologues se coupe-

ront suivant une droite du plan (Ac). Or lorsque (3 décrit le

faisceau d'axe BA, la droite BjCj engendre une surface de la

troisième classe. Cette dernière et le cône G„ ont en commun

3w plans tangents a qui permettent de déterminer Zn points de

la courbe situés dans le plan (Ac).

La courbe G8o , on vient de le voir, rencontre c et par analo-

gie 6, 2w fois; elle s'appuie n fois sur chacune des droites a, g l9

c3 et 62 en des points résultant des n plans tangents a menés au

cône G„ respectivement par SA, BMCH ,
AX^, AX C . Elle ren-

contre de même n fois chacune des coniques S2 ,
E 3 , *F|, <ï>

1
en

des points qui correspondent à des plans a passant par AYe ,
AZâ ,

AC 12 ,
AB 13 . Elle sappuie 2n fois sur les coniques et <ï>

2 ; il

suffît de remarquer que les plans a donnant naissance aux points

de ces coniques constituent deux cônes de la seconde classe.

Enfin elle ne s'appuie ni sur les coniques 3G 3 , <X-2, B^, ni sur

les droites ait «25 ,
615 ,

c12 , #2 , gz .

Deux courbes G 5„ se coupent en n2 points qui résultent des

n2 plans tangents a communs à leurs cônes générateurs.

Deux courbes, l'une Ctni l'autre GSa , ont 2/i2 points communs :

il suffît de remarquer que lorsque cr décrit CB , la droite B|C
4

engendre une surface réglée de classe 2w qui possède, en com-

mun avec le cône G„, 2n2 plans tangents.
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Srmblablement, aux plans (3, ou y, tangents à un cône G f

n ,

ou G*, d'ordre n et de sommet B, ou C, correspondent sur la

surface S 7 les points d'une courbe gauche G'Sn , ou G^„ d ordre 5w.

Deux courbes, Tune G5„, l'autre G'tH ,
(ou G'6n et G^), (ou G«»

et G
5„) se rencontrent 3n2 fois. En effet, lorsque a décrit le cône

G„, la droite A 1
C

1
décrit une surface réglée de classe 5n; cette

dernière et le cône G'n possèdent en commun 3n2 plans tangents

qui donnent naissance à on 2 points appartenant aux deux courbes

G*», G'Sn .

Observons encore que, si Ton fait w=l, c'est-à-dire qu'on

remplace les cônes C„, G„, G^, Gi' par des faisceaux de plans,

on retrouve les résultats obtenus précédemment.

7. Ce mode de génération de la surface va nous permettre

d'obtenir pour des positions particulières des points A, B, C, S,

et des droites a, 6, c, des surfaces du sixième, du cinquième, du

troisième ordre et le plan.

1° Prenons S dans le plan ABC et soient A
1 ,
B

1 ,
Cj les points

d'intersection de ce plan avec a, 6, c. Au plan a= (ABC) cor-

respondent les plans

a = (ABjCj) = <r, p = (BCjAi) = o-, yEsfCÀ.BJsa

et l'on voit que ce plan a fait entièrement partie de la surface.

Celle-ci se décompose donc, dans le cas présent, en l'hyper-

boloïde (a, 6, c), le plan ABC et une surface du sixième ordre;

les points ABC, AI? Bn ,
Cm , sont six points doubles de cette

dernière.

2° Prenons pour S un point quelconque de la sécante com-

mune B^C^ menée par A aux droites b et c. A un plan quel-

conque a du faisceau d'axes SA et coupant a en Â
f , corres-

pondent les plans

psfBCAJ, y = (CA.B4I )

qui se coupent suivant une droite d de la surface, car a est un

plan arbitraire passant par SA. Or, lorsque o- décrit la feuil-

lée SA, les plans (3 et y décrivent deux faisceaux de plans
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projectifs et la droite d'intersection d des plans homologues

engendre Thyperboloïile (CBn , BCn ,
a) qui fait partie de la

surface. Celle-ci se décompose donc en deux hyperboloïdes

(a, 6, c), (CBn ,
BCH ,

a) et une surface du cinquième ordre

admettant un point triple A et quatre points doubles B, C,

3° Prenons S sur la droite BC : le plan ABC fait d'abord

partie de la surface. Considérons un plan c passant par SB et

rencontrant a, 6, c en A ls Bj, C,. Les plans correspondants

a = (AB.C,), P ss (BCjA,) = c, y = (CA,B
4 )
=5 a

se coupent suivant une droite BjC, de la surface s'appuyant sur

6, c, BC. Cette droite, lorsque cr décrit la feuillée SB, engendre

l'hyperboloïde réglé (6, c, BC). Actuellement la surface se

décompose en les deux hyperboloïdes {a, 6, c), (6, c, BC), le

plan ABC et une surface du quatrième ordre possédant deux

points doubles A et A^
4° Les droites o, 6, c et les points S, A étant choisis arbitrai-

rement, prenons B et C sur les sécantes communes A 12C 12 et

A I3B13 menées par S aux couples de droites a, c et a, 6. Nous

détachons de la surface, indépendamment de l'hyperboloïde

(a, b, c), les deux surfaces du second ordre

(AB„, BA 13 ,
c) et (AC U ,

CA ia ,
b)

qui résultent respectivement des deux faisceaux d'axes SC et

SB. Le lieu se décompose donc en trois hyperboloïdes et une

surface du troisième ordre ayant deux points doubles B et C.

La droite BC ayant en commun, avec elle, quatre points, en fait

entièrement partie. On peut d'ailleurs s'assurer que les points

de BC correspondent aux plans a passant par le point d'inter-

section des droites a et BC.

5° Prenons les trois droites a, 6, c dans les faces respectives

BSC, CSA, ASB du trièdre SABC. Soient A 12 ,
A 13 les points

d'intersection de a avec SB, SC; B 13 ,
Bn ceux de b avec SC,

SA; CH , C l2 ceux de c avec SA, SB; A', B', C ceux de a, b, c

avec les côtés du triangle ABC.
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On observera que les trois faisceaux de plans d'axes SA, SB,

SC donnent naissance aux trois surfaces de second ordre

(BCM ,
CB„, a), (CA,,, AC I2 , 6), (AB 15 ,

BA 15 ,
c).

Le lieu se compose donc de quatre hyperboloïdes et d'un

plan; comme les points A, B, C n'appartiennent qu'à deux de

ces hyperboloïdes, on peut conclure que ce plan est celui des

trois points A, B, C.

Observons encore qu'aux plans <r passant respectivement par

A', B', C corrrespondent respectivement les points de BC, CA,

AB. Un plan quelconque <r = (SAjBjCf) donne donc naissance

à un point S, situé dans le plan ABC.

Si l'on remarque que A, B, C sont les points de percée des

arêtes du trièdre SABC avec les faces du triédre SA
1
B

1
C

1
et

que semblablement Af, B,, C, sont les points de percée des

arêtes du trièdre SA
1
B

1
C

1
avec les faces du trièdre SABC, on

pourra énoncer le théorème suivant de géométrie élémentaire :

Si deux trièdres sont tels que les arêtes de l'un rencontrent les

faces de l'autre en trois points dont le plan passe par son sommet,

inversement, les arêtes du second rencontrent les faces du premier

en trois points dont le plan passe par son sommet (*).

(*) Voir Mathesis, 1906, p. 73.
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ÉLÉMENTS

D'ANALYTIQUE SPHÉRIQUE

Nous exposons dans cette note la formule qui donne, en un

point d'une courbe sphérique, l'angle que la tangente sphérique

(arc de grand cercle qui la touche en ce point) fait avec le

méridien passant par le même point. On peut, à l'aide de cette

formule, traiter sur la sphère toutes les questions que l'on traite

en analytique plane : normale à une courbe, rayon du cercle

osculateur, développée, etc. Nous nous bornerons à donner la

démonstration de la formule fondamentale et quelques applica-

tions.

Théorème.

« L'angle a que la tangente sphérique en un point (x y y) de

» la courbe y = f(x),y étant la latitude, x la longitude, fait

» avec le méridien qui passe en ce point, est donné par

cos y
tar a= >8

y

• y' étani la valeur de ['(x) au point considéré. »
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En effet : l'équation d'un grand cercle quelconque est

tgy = lg ? sin(ar— a), (1)

a el <p étant deux paramètres qui déterminent sa position sur la

sphère; pour avoir l'équation du grand cercle passant (fig. 1) par

P

le point A(x, y) et un point voisin B(x -+- Aac, y -h ky) de la

courbe sphérique ABC, il faudrait joindre à l'équation précédente

tg {y * Ay) = tg f sin (x -*- &x — a) (2)

et de ces deux équations tirer cp et a en fonction des coordonnées

x, y du point A. Pour obtenir l'équation du grand cercle tangent

en A à la courbe sphérique, il faut voir ce que devient le grand

cercle passant par A et B lorsque ce second point s'approche du

premier et vient coïncider avec lui; pour cela, après avoir rem-

placé dans l'ensemble (1) (2) la seconde équation par celle que
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Ton obtient en les retranchant membre à membre, divisé les deux

membres de l'équation obtenue par Ax et passé à la limite, il

vient

-^= tg ? cos (*--<*)(*); (3)
cos

2
*/

l'ensemble (1) (3) donnera Va et le cp du grand cercle tangent

en A à la courbe C en fonction des coordonnées de A. En élimi-

nant 9, il vient

sin y cos y
tg(x-a)

Or, le triangle ASD donne

tg (x— a) = tgasint/;

d'où
cos v

tg* =—

Équation du grand cercle tangent au point (x, y). — Si X, Y
sont les coordonnées courantes, l'équation est

tg Y = tg f sin (X— a), (4)

dans laquelle il faut remplacer cp et a par les valeurs tirées de

l'ensemble (1) (3). On arrive à effectuer rapidement l'élimination

en écrivant (4) sous la forme

tg Y = tg f sin (X — x x— a)

= tg f sin (X— x) cos (x— a) + tg f cos (X — x) sin (x — a)
;

on obtient

y
tg Y = —— sin(X — x) -+- tgi/cos (X — x).

(*) On voit que (3) peut être obtenue en dérivant (1) dans laquelle on
suppose cp et a constantes.
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Normale sphérique et sous-normale. — La sous-normale se

calcule dans le triangle ADS (tig. 2) :

tg n = cot a sin y = y' tg y. (5)

Fief. 2.

L'équation de la normale peut être obtenue en éliminant w

entre les relations

il vient

puis

tgY

tg Y = tg w sin (n ac — X),

tg i/ = tg w sin w ;

=s cos (x — X) h- sin (x— X) cot

tg Y = tg y cos (X —x) sin (X — x).

Rayon du cercle osculateur. — En menant les normales sphé-

riques au point fixe A (fig. 3) et au point voisin B, lorsque ce
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dernier marche vers le premier, le point C, intersection des deux

normales, tend vers une position limite qui est le centre du

cercle osculateur.

P

Fig. 3.

L'équation de la normale en A étant

\

tg Y = tg y cos (x — X) h- — sin {x — X), (6)

pour avoir les coordonnées du centre du cercle osculateur, il

faudrait écrire l'équation analogue au point x -+- Ax, y + Ay,

résoudre l'ensemble des deux équations par rapport à X et Y,

puis voir ce que deviennent ces coordonnées pour Ax= 0; mais

on voit facilement, en raisonnant comme dans l'établissement

de la formule fondamentale, que cela revient à résoudre l'en-

semble de l'équation (6) et de celle que l'on obtient en la déri-
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vaut, \ el Y étant supposées constantes; cette dernière équa-

tion est

l%{x — X) =— —4 (7)
cos y y

n
sin y +- y" cos y

L'équation (7) donnant X, on déduira Y de (6); puis le rayon

du cercle osculateur sera donné par

cos p — sin ;/ sin Y cos y cos Y cos (x — X). (8)

Mais, pour la facilité du calcul il convient d'éliminer d'abord

Y entre (6) et (8), puis de remplacer dans l'équation obtenue

tg (x — X) par la valeur (7). Voici la suite des calculs : nous

faisons, pour abréger, x— X =».
L'équation (6) étant mise sous la forme

tg Y i— lg y -, »g w >

cos &> y

on aura successivement :

tg Y
cos p — cos Y cos w (sin ii h cos y)

1 sin y
tg a

cos y y

v 1 -t- tg
2

co -*- (tg y - tg co)
2

puis

et enfin

cos y vy ri + cos2

y
tgp = -— —

sin y cos y -+- y' cot «

3

15

cos y -+- sin y -+- sin y cos
2

y

Ellipse sp/iérique; son équation; propriété de la normale. —
Nous appelons ellipse sphérique « le lieu des points de la
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» sphère tels que la somme de leurs distances sphériques à deux

• points fixes F, F ; de cette surface (fig. k) est une quantité

» constante 2a »

.

Prenons pour équateur le grand cercle FF' et pour origine le
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—— entre ces

tion polaire :

en éliminani
„

entre ces deux équations, on obtient l'équa-

cos2 r cos2
c sin

2
r sin

2
c cos

2 w
; -*-

ri = 1

cos* a sin a

En désignant par 6 le demi petit axe de la courbe, donné par

cos a — cos 6 cos c,

l'équation polaire peut s'écrire

sin
8 a — sin

2
6

sin r cos w • = sin
2
r sin 6.

sin
2 a

Si Ton prend d'abord comme coordonnées la latitude y et la

perpendiculaire z menée de M sur le méridien principal, on a

sin y = sin r sin a, sin z= sin r cos »

sin* r = sin
2

î/ •+- sin
2
z,

et l'équation de la courbe devient

sin
2
z sin

2
y

sin* a sin' o

Pour avoir l'équation en fonction de la latitude et de la longi-

tude, il suffit de remplacer dans la dernière équation z en fonc-

tion de x et y :

sin z = cos y sin x;

on obtient

tg6
tg y = vs'm^a— sin

2
x. (M)

sin a

Valeurs de d et $' en fonction de x. — Des équations (10) on

déduit

tg—— tg a = tg c tg r cos a,

ou
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ou enfin

/tg c \
S' = a -+- arc te te x

/tg c \

§ = a — arc tg tg x
\tga /

Sous-normale. — On tire de l'équation (11)

sin a sin 6 cos b sin x cos x
y = -

(sin
2
a— sin

2
6 sin

2
x) V sin

2 a— sin* x

la valeur absolue de la sous-normale est donc donnée par

sin
2
b sin x cos x

tgn= y' tgw =—
, .

— (12)& * ° * sm* a — sin
2
6 sin

2 x
v 7

Théorème, la normale menée en un point de l'ellipse sphérique

bissèque l'angle que forment les rayons vecteurs issus de ce point.

Pour démontrer la propriété, nous ferons voir que la bissec-

trice et la normale rencontrent FF' au même point : soient

d'abord s et s' les segments déterminés sur FF' par la bissectrice

de l'angle FMF' : on a

sin s sin â

sin s' sin

*'— S c

tg
,v tg-

tg c tg a

d'où

s' S tg
2
c

lg = —-— te x.&
2 tg

2 a
&

D'autre côté, si Ml est la normale et /, /' les segments qu'elle

détermine sur FF', on a

V= c +- x — n, 1 = c — x -+- n,

V — l tg x — tg n

1 -f- tg x tg n
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ou, d'après (12)

cos
2
b— cos

2 a tg
2
c

tg
8 «

tgar. C.Q. F. D.

Propriété de la tangente à la transformée d'u?ie courbe sphé-

rique dans la carte de Mercator. — On sait que dans la carte de

Mercator les axes étant deux droites rectangulaires représentant

Téquateur (x) et le méridien principal (y), un point de la sphère

qui a pour longitude x et pour latitude A est représenté par un

point ayant pour coordonnées

x et /
,/ COS A
0

L'équation de la courbe sphérique étant

x= f(x),

celle de la transformée Mercator sera

dx

Si Ton désigne par i l'angle que la tangente, en un point de

la transformée, fait avec la direction des ordonnées, on a, d'après

l'équation ci-dessus,

i cos A
tg » = - = —r>

y x

mais l'angle a que fait sur la sphère la tangente sphérique au

point correspondant avec le méridien est aussi donné par

cos A

(*) L'équation de la transformée est donc

1 +- sin X
y = l r—

cos A
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Donc : la tangente en un point oV la transformée Mercator

fait avec la direction de l'ordonnée le même angle que sur la

sphère la tangente sphérique au point correspondant de la courbe

considérée fait avec le méridien.

* *

Seconde démonstration de la formule

cos y
tg* = —f~

y

On suppose tracé l'arc de grand cercle AB (fig. 5) et l'on

désigne par ai Pangle variable qui deviendra a lorsque B attein-

dra A.

Entre les quatre éléments PB, PA, Ax et ai se passe la rela-

tion

tg (y -4- Ay) cos y = sin y cos Ax -+- sin Ax cot a
{ ,

qui se transforme successivement en

. Ax cot a,
tg {y Ajy) — tg y -f- 2 tg y sin

2 —«sin Ax
2 cos y

Ax Ay tg {y fy) — tg y

sin Aac Ax

\jc cot a,
-*- ls y lg -r ——

2 cos y
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Puis, en passant à la limite,

1 cot a

^ cos
1
v cos y

ou

cos v
Isa = •

Différentielle de l'arc. — La valeur de ds se déduit immé-

diatement de celle de a. On a (fig. 5)

et à la limite,

d'où

sin A.s cos (y -f- Ai/)

sin Ax sin a,

ds cos t/

rfx sin a
'

= l/cos2
y h- ?/'*. (1 5)

Application. — Longueur de l'arc de la courhe sphérique

ayant pour équation

e* e
-«

y = arc sin
e" e~x

C'est une spirale sphérique (fig. 6) partant de l'origine, mon-

tant sur la sphère tout en tournant autour du pôle, dont elle

s'approche rapidement (*), mais qu'elle n'atteint qu'à l'infini.

On a

y' = = cos t/
;

on en déduit

tga = l,

(*) La figure n'est que schématique : la courbe s'approche bien plus rapi-

dement du pôle, comme l'indiquent les latitudes des points A, B, C, D

inscrites plus loin.
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c'est-à-dire qu'en un point quelconque la tangente sphérique

fait un angle de 45° avec le méridien (*). D'après (13), on a

dx

on en déduit

2 1/2 (arc tg e')l= l/2 ^2 arc tg e* —
;

la longueur totale (**) de la courbe sera donc

s°°=- = 2,22i44.

ev
D

N

\ /

\/M /M /

Comme

on peu! aussi écrire

Fig. 6.

c'est-à-dire que « la longueur d'un arc OM compté à partir de

(*) Sur la carte de Mercator, cette courbe se transforme donc en la bis-

sectrice de l'angle des axes coordonnés.

(**) Bien entendu : de la partie qui se trouve dans l'hémisphère supérieur.
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l'origine égale la latitude de l'extrémité de cet arc multipliée

par 1^2 » ou encore : « la longueur d'un arc quelconque égale

le produit par 1^2 de la différence des latitudes de ses extré-

mités». La dernière formule permet de calculer facilement les

longueurs des arcs tels que OA, OAB, OABC, etc. :

X y

A 90° 66°30'48" 1,64175

B 180° 85° 3' 4" 2,0H929

C 270° 88°58'I4" 2,19603

D 560° 89°47'10" 2,24016

Comme la longueur totale de la courbe est 2,22144, on voit

que l'infinité des spires qui restent à parcourir depuis le point D
jusqu'au pôle a pour longueur 0,00528.

Des formules sphériques on peut déduire celles de l'analytique

plane. Les formules précédentes ont été obtenues en supposant

le rayon de la sphère égal à l'unité; si ce rayon était R, pour

écrire les relations trigonométriques relatives à un triangle de

cette sphère, il faudrait joindre ses sommets au centre et consi-

dérer le triangle ayant pour sommets les points d'intersection de

ces rayons avec la sphère de rayon 4 ; ce triangle, auquel s'ap-

pliquent les relations habituelles de la trigonométrie, aura mêmes

angles que le premier, mais ses côtés seront ceux du premier

divisés par R. Il suffira de supposer R infini dans les formules

ainsi obtenues pour arriver aux formules relatives aux courbes

planes.

Ainsi : l'équation du grand cercle faisant l'angle <p avec l'équa-

teur (fig. 1) et ayant a pour longitude à l'origine, devient, sur

la sphère de rayon R,
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pour R = oo, en écrivant

= tg y,
x — a

sin
R

et, en observant que le rapport des tangentes ou des sinus de

deux arcs infiniment petits du même ordre a même limite que

le rapport de ces arcs, on obtient

y = tg?(x — a).

Prenons, comme deuxième exemple, la formule

cos ytga=—
y

et précisons davantage la suite des opérations : considérons la

courbe plane y = f(x) et un point M de celle-ci ; sur une sphère

de rayon R construisons un point ayant pour longueurs de sa

longitude et de sa latitude respectivement Yx et Vy du point M
;

la même opération étant répétée pour une suite de points, nous

obtenons sur la sphère une courbe ayant même équation que la

ligne plane. La même construction étant effectuée sur des sphères

de rayon de plus en plus grand, nous obtenons une série de

courbes ayant même équation, même y
f
, même y", etc. Si nous

cherchons l'angle a que la tangente sphérique au point (ac, y)
de la courbe (sphère R) fait avec le méridien, nous obtenons, en

opérant comme il l'a été dit page 4,

au point correspondant de la sphère de rayon R 1? on aurait de

même

tg* =

tg at
=
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et ainsi de suite; comme y et y' restent constantes, on voit qu'à

mesure que R augmente, l'angle a va en augmentant et que

lorsque R dépasse toute limite, cet angle tend vers la valeur

donnée par

1—7
Sous-normale. — Sur la sphère de rayon R, la formule (5)

devient

n
. y

tg
5
= 2/'tg|,

OU

et, pour R = oo,

n
ts-
R

,— = y

,

yy-

Rayon du cercle oaculateur. — Au premier abord la for-

mule (9) pourrait paraître inexacte, parce que si Ton y fait

R = oo
,
après y avoir remplacé p par ^ et y par |, le second

membre devient "y tandis que le premier membre s annule.

Si Ton reprend le calcul de p, dans le cas où le rayon de la

sphère est R, l'équation (6) devenant

Y y x ~ X I x— X
te —= tg - cos 1—- sin—-— >& R & R R y' R

on obtient pour l'équation dérivée

w'
2 + cos

2 —
x — X v' * R

R y » y y
cos ^ w'

2
sin - Ry" cos -

R ^ R R

équation qui diffère de (7) non seulement par le remplacement

R
des te/s gae x par mats aasst par /e /atf gwc y" est
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remplacée par Ry"; la troisième équation devant servir à leli-

mination de X et Y devenant ici

p y .
Y y Y x

cos—= sin — sin—i- cos — cos — cos
R R R R R R

on voit que, pour avoir l'expression de p pour une courbe tracée

sur une sphère de rayon R, il suffît d'effectuer dans la formule (9)

les changements écrits ci-dessus en italique. On obtient

5

(«,'*+- cos'
I)'

R y y y y
Ry" cos - -i- 2w'a

sin - -h sin - cos* -
R R R R

En écrivant cette relation sous la forme

5

*5

tg- Ry"sin^ h- lu' 1
sin ^ tg ^ -h sin

2 ^ cos -
*R * R * R R R R

en y faisant R = oo, et en observant que pour cette valeur de R

R sin | = y,

on obtient la formule habituelle

P
= ~7,

Observation sur l'homogénéité des formules contenant des

dérivées. — Lorsqu'on cherche à vérifier si une formule est

homogène, il faut tenir compte du degré des différentes dérivées

qu'elle renferme. Dans la ligne y =»/"(x), dans laquelle x et y
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expriment des longueurs, y' est le rapport entre deux longueurs,

c'est-à-dire un nombre, donc une quantité de degré 0. Au con-

traire, dans la ligne y' = f'ix), les abscisses représentent des

longueurs tandis que les ordonnées expriment des nombres;

de sorte que y
n est le rapport d'un nombre à une longueur,

c'est-à-dire une quantité du degré — 1. On verrait de même
que y'" est du degré — 2, et qu'en général la dérivée wième

est

une quantité du degré — (n— 1).

Ainsi, dans la relation

(« - y"?

qui donne le rayon de courbure d'une courbe plane, le numéra-

teur étant du degré 0 et le dénominateur du degré — 1, le

quotient sera du degré 1 ; ce qui doit être. De même, dans la

formule sphérique analogue

R y o v y y
R îy

" eos - -4- 2y'* sin - -+- sin - cos
2 -

R R R R

la présence de R comme multiplicateur de. y" rend le dénomi-

nateur homogène en rendant Ry" du degré 0 ; le second

membre est donc le quotient de deux nombres, c'est-à-dire du

degré 0; ce qui doit être.
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A la séance de la Société géologique de Belgique du 15 novem-

bre 1903, M. le Profr Lohest communiquait une note sur la

présence d'un hydrocarbure dans le terrain houiller belge. Il

s'agissait d'une poudre brune à aspect gras, renfermée dans

une géode de sidérose magnésifère provenant du charbonnage

de La Haye.

M. le Prof' Cesàro a trouvé que cette substance était consti-

tuée de lamelles de pholérite bien développées, englobées dans

une matière organique brune à odeur de pétrole.

Le présent travail a eu pour but de déterminer la proportion

de matière organique contenue dans la pholérite noire; par la
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même occasion, nous indiquons les observations microscopiques

faites sur quelques pholériles belges.

*
* *

Détermination de la proportion de matière organique.

Une partie de la matière organique étant volatile sous l'action

de la chaleur, pour pouvoir en faire le dosage par perte de poids,

il fallait d'abord s'assurer si l'eau de la pholérite ne se dégage

pas en même temps que ces matières organiques volatiles.

A cet effet, 1&r148 de pholérite blanche ordinaire, préalable-

ment desséchée sur l'acide sulfurique concentré, ont été soumis

dans une étuve à une température augmentant progressivement

pour atteindre un maximum de 280°. A cette température, il n'y

a aucune perte de poids. En continuant à chauffer au rouge

naissant, on cons(ate une perte de poids de 0^r 1439, ce qui cor-

respond à 12.55 °/o. Portée au rouge vif, le poids reste constant.

La pholérite contient donc 12.55 °/0 d'eau qui se dégage à une

température supérieure à 280° (*).

En opérant de la même façon avec la pholérite imprégnée de

matière organique, on constate qu'en chauffant jusqu'à 90° il n'y

a aucune perte de poids. Mais, à partir de cette température, il

distille un liquide visqueux qui, clair au début de la distillation,

se fonce en couleur au fur et à mesure que la température aug-

mente. A 280°, toute distillation est terminée et 1
er

1 97 de

matière expérimentée accusent une perle de poids de 0 gr 1057,

ce qui correspond à 8.15°[0 de matière organique volatile.

En continuant à chauffer au rouge naissant jusqu'à poids

constant, le résidu organique brûle pour laisser un résidu blanc

de pholérite. A ce moment il y a une perte de poids totale

de 0^3396, c'est-à-dire 25.98 °/0 représentant la totalité d'eau et

de matières organiques.

(*) Dana indique, pour des pholérites belges, de 13.85 à 14 49 °/0 d'eau.
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La composition de la poudre brune du charbonnage de

La Haye est donc la suivante :

Matières organiques volatiles 8.4 5

Matières organiques fixes 5.28

Pholérite , 86.57

400.00

Examen au microscope de différentes pholérites belges.

On peut les grouper en deux classes :

a) Celles qui paraissent franchement mais faiblement biré-

fringentes
;

b) Celles qui paraissent presque isotropes.

1. Pholérite noire du charbonnage de La Haye. — Petites

lamelles hexagonales, parallèles à un clivage, dont les angles

ont exactement 120°. Elles sont allongées suivant la direction

de deux côtés parallèles. Les dimensions des plus grandes sont

de 1 centième de millimètre en largeur pour environ 2 cen-

tièmes en longueur.

Ici nous rencontrons les deux types signalés plus haut : des

lamelles faiblement mais nettement biréfringentes à côté d'autres

presque isotropes.

a) Lamelles faiblement mais nettement biréfringentes. — Pré-

sentent une teinte de polarisation très basse, à peine du gris

clair de 1
er ordre. Pour celte raison, la mesure des angles

d'extinction ne peut se faire qu'approximativement. Pour la

même raison la détermination du signe de ces lames ne peut se

faire au moyen du mica quart d'onde, mais on y parvient au

moyen d'une lame de gypse teinte sensible. On détermine en

même temps les directions d'extinction. La lame de gypse étant

introduite dans le microscope avec les axes de son ellipse à 45°

des sections des niçois, on fait tourner la platine jusqu'à ce que

la lamelle de pholérite donne le rouge à son maximum d'inten-
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sité. A ce moment on sait que les axes de son ellipse de section

sont à 45° des sections principales des niçois, et l'on constate

que dans cette position rallongement de la lamelle est à 58°

ou 59* (fig. 1) du fil du réticule parallèle à la section principale

6-

\ ^\ kJ>—*

2

v / J

de l'analyseur. On en déduit que le grand axe de l'ellipse de

section fait 6° à 7° avec la normale à l'allongement (fig. 1).

La biréfringence de ces lamelles ne peut être évaluée

qu'approximativement, parce que l'épaisseur, étant très faible,

est très difficile à apprécier exactement. Après un très grand

nombre de mesures sur différentes lamelles donnant sensible-

ment le même retard, j'ai trouvé une épaisseur moyenne de

1 centième de millimètre, et pour la biréfringence, 6 approxima-

tivement.

b) Lamelles presque isotropes. — Elles présentent entre niçois

croisés en lumière parallèle une teinte sombre uniforme. En

lumière convergente, elles ne donnent aucune figure d'interfé-

rence. Elles paraissent donc isotropes.

Mais si l'on introduit dans le microscope, comme en a), la

lame de gypse teinte sensible et si l'on fait tourner la platine,

on voit les lamelles cristallines prendre des teintes tantôt rou-

geâtres, tantôt indigo, suivant la position qu'elles occupent. Il en

résulte que ces lamelles sont très faiblement biréfringentes.
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Comme par addition elles font monter la teinte du gypse presque

au bleu, et que par soustraction elles la font descendre à peu

près au rouge, on en conclut que leur retard est de 3 à 4.

L'emploi de la lame teinte sensible a permis de trouver que ces

lamelles ont exactement la même orientation optique que celles

décrites en a).

Remarquons ici que la biréfringence 6 que nous avons trouvée

est celle des lames hexagonales de clivage.

Pour observer des lamelles vues sur leur tranche, j'ai dissé-

miné dans du baume de Canada semi-liquide, entre porte-objet

et couvre-objet, des lamelles de pholérite qui se sont montrées

dans diverses positions. On choisit celles qui représentent une

section transversale au clivage : elles sont rectangulaires et pré-

sentent les traces du clivage parallèlement à l'allongement. Leur

teinte de polarisation est plus haute que celle des lamelles

hexagonales. Elles atteignent le gris clair de 1
er ordre et

s'éteignent exactement suivant l'allongement. Le mica quart

d'onde, par soustraction, les éteint complètement; par addition,

il les fait monter au jaune. Ici donc son emploi est possible et

permet la détermination du signe de la lame. Le grand axe de

Pellipse de section est dirigé suivant l'allongement et, par consé-

quent, suivant les traces du clivage. Le retard est donc de 14.

La biréfringence de ces lamelles transversales ne s'estimera

qu'approximativement, car l'épaisseur est aussi difficile à appré-

cier. Cette épaisseur varie entre 1 et 1 */a C(int - de millimètre.

Si nous prenons la plus faible épaisseur, nous obtenons, pour

la plus grande valeur de la biréfringence, 14.

2. Pholérite de Fooz. — Est semblable à la précédente à tous

les points de vue : forme, dimensions, biréfringence et orienta-

tion optique.

3. Pholérite de Rieux du Cœur, à Quaregnon. — Est identique

aux précédentes.

4. Pholérite du Grand-Homu. — Constitue une couche très

compacte d'environ un centimètre d épaisseur, comprise entre
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deux couches de houille. Elle se présente en lamelles hexago-

nales dont la forme et l'orientation optique sont les mêmes que

dans les pholérites précédentes. Les dimensions sont réduites

approximativement de moitié et la biréfringence est moins forte

que celle décrite en a.

5. Pholérite de Marcinelle. — Est identique à celle du

Grand-Hornu.

6. Pholérite de la houillère Henri-Guillaume, à Seraing. —
Se présente en belles grandes lamelles de même forme et de

même orientation optique que les précédentes. Les lamelles

sont au moins doubles de celles du charbonnage de La Haye et

sont presque isotropes. La biréfringence des sections transver-

sales est sensiblement moindre que celle de toutes les précé-

dentes.

7. Pholérite de la houillère du Perron, à Ougrée. — Identique

à la précédente.

8. Pholérite du Casino du Beau-Mur, à Liège. — Avec des

dimensions un peu moindres, elle se présente comme les deux

précédentes.

9. Pholérite de la houillère Bois l'Evèque, à Liège. — Avec

des dimensions sensiblement les mêmes que celles du 1°, les

lamelles sont presque isotropes. Les sections transversales sont

très peu biréfringentes.

10. Pholérite de la houillère Saint-Gilles, à Liège. — Se pré-

sente en très petits cristaux assez mal définis, détachés d'une

couche compacte. Quelques rares lamelles hexagonales se mon-

trent avec une apparence plus isotrope encore que toutes les

précédentes.

Système cristallin. — Rien ne s'oppose à ce que l'on range

ces différentes pholérites belges dans le système clinorhombique

en s'appuyant sur les considérations suivantes :

a) Les lamelles hexagonales de clivage prennent la notation

g
1 et sont limitées périphériquement par les faces h 1

, />, a 1
.
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b) Certaines de ces lamelles présentent, à droite et à gauche

de leur direction d'allongement, une face modifiant l'arête d'in-

tersection des faces h1 et g
1
. A cette face modifiante, nous pou-

vons donner la notation m (fig. 2).

c) Les sections g
{ s'éteignent obliquement à leur direction

d'allongement : le grand axe de l'ellipse de section faisant 6° à 7°

avec une normale à h 1
.

d) Les faces de la zone h* p a1 s'éteignent suivant les traces

du clivage g
1
, dont la direction est positive.

e) De ce que, dans la section g
1

, le grand axe de l'ellipse fait

6° à 7° avec la normale à h 1 et que les sections transversales ont

leur direction d'extinction positive dirigée suivant la trace du

clivage, on peut conclure que le plan des axes optiques est per-

pendiculaire à g
1 et fait 6° à 7° avec une normale à h 1

, et que la

bissectrice négative est normale au clivage.

Mars 1908.





LA

PHOLÉRITE
PAR

G. CESÀRO
MEMBRE DE L'ACADÉMIE ROYALE DE BELGIQUE

PROFESSEUR A L'UNIVERSITÉ DE LIÈGE





LA PHOLÉRITE

A l'occasion de la note de M. Abraham sur les pholérites

belges, je crois utile de comparer entre elles les propriétés

attribuées par les différents auteurs à cette espèce minérale.

*
* *

MM. Michel Lévy et Lacroix (*) rapportent dubitativement la

pholérite au système anorthique. La direction d'extinction posi-

tive de la base (hexagone de clivage) fait un angle de 12° avec la

normale à deux côtés opposés. La bissectrice négative est voisine

de la normale à la base; l'angle axial est assez grand. La biré-

fringence B serait analogue à celle des micas, c'est-à-dire

d'environ 42.

En supposant V compris entre 30° et 4-5°, la biréfringence X
d'une face normale à la bissectrice, donnée par

X = Bsin 2 V,

B B
serait comprise entre

4
et -, c'est-à-dire entre 10 et 20; la biré-

fringence de la base serait peu différente des nombres ci dessus

et il suffirait que les lamelles aient une épaisseur d'environ

*/2 centième de millimètre pour présenter le retard 6 observé

par M. Abraham.

(*) Les minéraux des roches, p. 253.
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Dana prend, avec M. Miers (*), l'hexagone d<; clivage comme
base d'un prisme clinorhombique; la normale à cette base l'ait

environ 7° avec la verticale. La bissectrice obtuse ng est dirigée

(fig. 1) suivant Taxe binaire et la bissectrice aiguë np l'ait

\ê J
\

'

<y\v

5

Fig. 1.

environ 20° avec la normale à la base (**). L'angle axial est

d'environ 90°. Il suit de ce qui précède que les lamelles de

clivage s'éteindront suivant la normale à deux côtés opposes de

l'hexagone.

La biréfringence de la base sera donnée par

X
p
= B sin

,
fl
1
— B(4 - cos2 V eos* 20°);

et, pour V = 45°,

X„ = 0,5585.B.

(*) Descriptive Mineralogy. Sixth édition, p. 685. — M. Miers a eu à sa

disposition des cristaux très nets, qui lui ont permis de déterminer les

dimensions du prisme primitif.

(**) Dana n'indique pas le sens dans lequel cet angle doit être compté.
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Si donc on admettait, comme pour les micas, B = 42, il vien-

drait

X„ = 23,5

et il faudrait des lamelles épaisses de */4 de centième de milli-

mètre pour obtenir le retard 6. Les biréfringences des faces

verticales sont respectivement

B
Xfl = B cos

2 V = - >

XM = B sin e sin 0' = 0,7751 .B

ou 0,8505. B,

suivant que la bissectrice s'incline vers le spectateur ou vers

l'arrière; de toute manière on voit que dans les pholérites de

M. Miers on rencontrera dans la zone verticale des faces moins

biréfringentes que la base, d'autres plus biréfringentes que la

base : les premières, qui sont les faces g
1

, auront une biréfrin-

gence qui sera d'environ les neuf dixièmes de celle de la base
;

les secondes, qui sont les faces m, seront environ une fois et

demie plus biréfringentes que la base.

Dans les pholérites belges, M. Abraham n'a trouvé, dans la

zone verticale, que des faces beaucoup plus biréfringentes que

!a base.

Angle d'extinction des faces de la zone verticale. — Si a est

l'angle qu'une face verticale A fait avec h1
,
l'angle d'extinction x,

compté à partir de la verticale, sera donné par

A

formule dans laquelle A est l'angle que font entre eux les grands

cercles qui joignent le pôle de la face considérée aux pôles des

axes optiques. Comme 2V = 90°, on a

cos A = cot 0 cot 0^,

cos t = cos w
~ '

sin 0 \/s.)



( 8 )

1
. ,

cos s ses— (sin a cos a sin «),

1/2

i

cos B's = —- (sin a.— cos a. sin a).

1/2

L'angle w est de 27° dans le cas où la bissectrice est inclinée

vers le spectateur et de 13° lorsqu'elle est inclinée en arrière (*).

En donnant à a différentes valeurs, on obtient les angles d'extinc-

tion demandés :

x

a co = 27° »= 13<>

0° 0° 0°

30° 7°35' 5°42'

60° I9°7' 9°5'

90° 27° 13°

Il s'ensuit que les faces m des pholérites étudiées par M. Miers

s'éteindront à 7 035' ou à 3°42 r de la verticale suivant le sens

d'inclinaison de la bissectrice, tandis que les faces g
1 s'étein-

dront, dans les cas analogues, à 27° ou à 13°.

Dans aucun cas l'angle d'extinction sera nul, la face h 1

n'existant pas dans les cristaux.

Dans les pholérites belges, d'après M. Abraham, l'angle

d'extinction serait nul dans toutes les faces de la zone verticale;

mais on peut observer que, dans les conditions où il a opéré, un

angle de 5°42 ; peut passer inaperçu.

*

Pholérites belges. — D'après ce qui vient d'être du, M. Abra-

ham a été amené à considérer l'axe de la zone verticale comme
un L2 et à dire que les lamelles de pholérite étudiées sont

(*) Dans ce cas, il suiïit de laisser la figure telle qu'elle est, en plaçant le

pôle p en arrière.
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clinorhombiques, mais ont pour plan de symétrie le clivage, qui

est la base de la pholérite de M. Miers.

La figure 2 montre l'orientation adoptée : on a pris pour h1 la

Fig. 2.

face dont la normale fait 7° avec la bissectrice positive n
g , celle-ci

rencontrant la face 100 vers le haut; les autres faces de l'ancienne

zone verticale sont notées p = 001 et a 1 = 101.

Nous venons de dire que la rectitude des extinctions des faces

normales au clivage n'est pas tout à fait probante ; d'autres obser-

vations plus nombreuses et plus précises nous semblent néces-

saires; mais ce qui éloigne les pholérites belges de celles décrites

par M. Miers est l'obliquité d'extinction du clivage, obliquité qui

parait nettement établie dans les premières.

Biréfringence, — En ce qui concerne la biréfringence, qui

dans les pholérites belges paraît inférieure à celle des micas, les

lamelles sont trop minces et les mesures trop peu précises, pour

qu'on puisse déduire de celles-ci une valeur, même approxi-

mative, de la biréfringence. Cependant, on peul, de la position

des axes d'élasticité donnée par iM. Abraham, déduire quelques
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relations qui doivent exister entre les biréfringences des diffé-

rentes faces de son cristal de pholérite, relations qu'il serait

nécessaire de vérifier expérimentalement :

On a

X9l = Bshi* V,

X A1 = B(l — sin*V cosV),

X
p
— B ) 1 — sin* V cos

a
(6()° — y ) j

,

X
rt

, = Bjt — sin*V cos
2
(60 + r)|,

formules dans lesquelles y =7°. On en déduit :

1° Rien que par le fait que la bissectrice normale au clivage

est la bissectrice aiguë, la biréfringence de la face h1 sera plus

grande que celle du clivage g
1

. En effet, on a

—- == cot. V -+- sinV;
x

g <

or, si V < 45°, le second membre (*) est plus grand que

l'unité.

Cette propriété est d'accord avec les observations de M. Abra-

ham, mais il est probable que le rapport obtenu pour les deux

biréfringences est trop grand, car |^= ^ exigerait V = 30°18 ;

,

ce qui ne parait pas d'accord avec l'apparence optique du clivage

en lumière convergente.

2° Dans ia zone normale au clivage, il doit exister des faces à

biréfringences nettement différentes. En effet, on a :

X
p
- X ftl

= Xgt sin 60° sin 46° = 0,62297.

X

9„

X
ft

. — Xhi = Xgt sin 60° sin 74° = 0,85248.Xgl ;

on en déduit que
xw < x

p < X...

Si, pour fixer les idées, on admet le nombre = 6 obtenu

par M. Abraham, les biréfringences de p et de a1 dépasseront

celle de /i
1 respectivement de 3,7 et de 5.

(*) Ceci aura lieu même pour 2V obtus, tant que tg V < -, pour

V= 45°13\ les deux biréfringences deviennent égales.
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Ce fait doit être observable, d autant plus que l'épaisseur qui

donne ici le retard est la largeur de l'hexagone de clivage,

largeur qui est certainement de beaucoup supérieure à l'épais-

seur de la lamelle.

*
* *

Conclusion. — Les pholérites étudiées par M. Miers diffèrent

nettement des autres par la rectitude des extinctions du clivage.

Quant aux pholérites de Reusch (*) et celles étudiées par

M. Abraham, elles pourraient bien ne représenter qu'un même
type, avec de légères divergences, caractérisé par l'obliquité des

extinctions du clivage. Il est vrai que Reusch dit que les sections

transversales s'éteignent à 20° de la trace du clivage, mais il est

probable qu'il s'agit là d'autres sections non normales au

clivage; car si la bissectrice est voisine de la normale au clivage,

les faces latérales de la lamelle doivent s'éteindre à peu près

suivant la trace du clivage, comme dans les pholérites belges.

Il paraîtrait donc qu'il existe deux minéraux assez différents

comme propriétés physiques et que l'on réunit sous le nom de

pholérite :

a) Pholérite de M. Miers. — Clinorhombique avec clivage

basique peu incline sur le plan horizontal; bissectrice aiguë

négative inclinée à 20° sur la normale au clivage, bissectrice

obtuse dirigée suivant l'axe binaire. La direction d'extinction

positive du clivage est donc normale à deux côtés opposés de son

contour hexagonal. Les faces latérales du prisme s'éteignent à 8°

et 27° de la verticale, ou à 4° et 13°;

b) Pholérite commune. — Caractérisée par l'obliquité d'extinc-

tion du clivage, la direction positive faisant 7° à 12° avec la

normale à deux côtés opposés du contour. Bissectrice négative

normale, ou à peu près normale, au clivage. Faces latérales

s'éteignant exactement ou approximativement suivant la trace du

clivage.

(*) Michel Levy et Lacroix, loc. cit.
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NOTE
SUR

LES HYPOCYCLOÏDES TRICUSPIDALES

INSCRITES A UN TRIANGLE FIXE

1. Soient A,, B
f , Ci et \[ t

B'iy Ci les points de rencontre de

deux droites quelconques avec les côtés d'un triangle fixe ABC.

Si l'on suppose la droite A
J
B,C

1
fixe, on peut considérer les

segments A
t
Aj, B,Bi, C,CJ comme constituant un système de

coordonnées tangentielles de la droite A'
t
B',Ci. Nous choisirons

comme directions positives de ces segments les directions BC,

CA, AB et nous représenterons ces coordonnées par a, p, y.

Entre les coordonnées oc, p, y d'une droite il doit exister une

certaine relation. Soit Ix +- my -+- nz = o l'équation en coor-

données barycentriques de la droite A
1
B|C

! , on aura

d'où

et par suite

A
{
C n

BA
4

m

an
A

1
C=— , BA, =

m — n

an *- aim — n) am -*- a (m — n)
AJC = -, BA', =

//; — n m — n

AJC an -+- a(w — n)

B A, am -+- a(m — n)

(i)
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En exprimant que le produit des trois rapports analogues à

AjC : BAÎ est égal à — 1, on obtient la relation eberebée :

l(w — n)
SaSy= S6c

(n — l){l—m)
(2)

Cette relation est de la l'orme 1 = Sa^y : EAa; elle permet

donc de transformer aisément une équation non homogène

en oe, 3. y en une équation homogène, mais le degré de cette

dernière équation différera en général de celui de l'équation

primitive.

Si mx + vy wz = 0 est l'équation en coordonnées bary-

cenlriques de la droite AiBJCi , la relation (1) pourra s'écrire :

w an ~+- a (m — n)

v

d'où

m ti?— nv= a

am -+- y. [m — n

nu — lu-

(5)

h - mu
y=c- (4)

(w— n) (v— w) (n— l)(w— m) (/— m)(u— v)
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Ces relations permettent de trouver l'équation d'une courbe

en coordonnées tangentielles barycentriques quand on en con-

naît l'équation en coordonnées a, (3, y.

2. En général, une droite AJBIC; est déterminée quand on

connaît des quantités a,, (3,, y {
proportionnelles à ses coordon-

nées a, P, y. En effet, en remplaçant dans la relation (2) a, [3, y

par ka
x ,

k$
{ ,

kyu on obtient, après suppression de la solution

évidente k = 0 :

k= ±bc : 7777 «
4 : laftn.

(n— /) (l — m)

Il existe un cas d'indétermination, c'est celui où Ton a simul-

tanément

Sop,y, = 0,

_ l(m — n)
Zbc

, ,
— a, = 0.

(n — /)(/ — m)

Ces équations déterminent deux systèmes de valeurs de

a
i » Pi> ?<• 0° trouve en désignant par k un facteur de propor-

tionnalité

ka kb kc
a = i 6 = j y

n— / /— m

et

ka kb kc
x=- > S = - > y=

l{m — n) m(n — /) n(l — m)

En remplaçant dans la relation (3) a, S, y par les valeurs du

premier système, on obtient

w n -+- k

v m -+- k

d'où

U V w
l k m -t- k n k
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La droite Aj Bj Cj a donc pour équation

(l A)x -h (m k)y -+- («-+-*)*= (),

ou

Ix + m\j + /iz -+- A'fx -4- y g] = 0.

Lorsque A* varie, la droite A,B
(

C; reste parallèle à A|B,C,; il

est évident a priori que dans ce cas les coordonnées ?.. % y

restent proportionnelles à des quantités constantes.

Si Ton opère de même pour le second système de valeurs, on

trouve pour I équation de la droite A^C,

0.
mn

Lorsque k varie, la droite A;B
t
C; enveloppe une conique;

cette conique est une parabole inscrite au triangle ABC et tan-

gente à la droite A,BiC,.car si Ton donne à k les valeurs 0,— mn,

x , cette droite coïncide avec A,B,C,, BC et la droite de l'infini.

Il est encore facile de vérifier que dans ce cas a. 5. y varient

proportionnellement à des quantités constantes, car si F (*)

désigne le foyer de la parabole, les triangles FA, Ai, FB,Bi, FC,C!

sont semblables et par suite a, |3, y sont proportionnels à

FA,, FB
{

. FC,.

3. Une % (**) est complètement déterminée par quatre tan-

gentes. Proposons-nous de trouver l'équation en coordonnées

a, (3, y de l'hypocycloïde :\-
f
déterminée par les quatre tangentes

AB, BC, CA, A,B,C,. On peut toujours déterminer sur la cir-

conférence ABC un point M tel que les droites MA,, MB,, MC,

fassent un même angle avec les côtés BC, CA, AB du triangle.

Si 0 désigne cet angle, la droite A^Cj est appelée la pédale

(*) Ce point n'est pas indiqué sur la figure. — La propriété résulte aussi

de ce qu'une tangente mobile marque sur les autres tangentes des ponc-

tuelles semblables.

(**) Le symbole iHj représente une hypocycloïde à trois rebroussements.
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d'angle 0 du point M par rapport au triangle ABC; de même une

autre droite AiBiCi sera la pédale d'angle 0' d'un certain

point M' de la circonférence ABC. On sait que si M' décrit la

circonférence ABC, 0' restant constant, la droite A^BiC^ enve-

loppe une % inscrite au triangle ABC. Cette % coïncidera avec

si la droite AiBJCÎ coïncide avec A^C, lorsque W vient

en M, c'est-à-dire si 0 = 0'. Or, dans ce cas, les projetantes

M'Ai, M'Bi, M'C; sont parallèles à MA,, MB,, MC, et les

segments A, AI, B
t
B;, Cfi[, cest-à dire les coordonnées a, (3, y de

la droite AiBiCi, sont proportionnels aux distances du point M

aux droites M'AJ, M'BJ, M'C!; les coordonnées a
; [3, y peuvent

donc être considérées comme les coordonnées normales du

point M par rapport au triangle formé par ces trois droites; or,

ce triangle se réduit à un point et ses angles sont égaux à ceux

de ABC; en exprimant que sa surface est nulle, on obtient la

relation

aa. 6(3 -+- cy = 0, (5)

qui constitue l'équation de DG| en coordonnées a, (3, y. Les for-

mules (4) donnent pour l'équation de celte courbe en coordon-

nées tangentielles barycentriques

a*{mw — nv)
La = 0

(m — fi) (v — w)

4. Soient PaPj,P6
et P<

f PJ,P (

'

;
(*) les triangles formés par les

perpendiculaires menées à BC, CA, AB respectivement par les

points Ai, B 4 ,
C t et Ai, Bi, Cl; ces triangles sont semblables au

triangle ABC, et par conséquent les demi-sommes de leurs

côtés homologues sont proportionnelles à a, 6, c; donc les sur-

faces des trapèzes VbVc
V

c
Pb ,

PcVaKV'c> KWbK* dont les hau-

teurs sont a, (3, y, ne diffèrent que par un même facteur des

quantités aa, 6(3, cy. L'équation (5) exprime donc que la somme

(*) Ces triangles ne sont pas indiqués dans la figure.
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de ces trapèzes est nulle, c'est-à-dire que les triangles PaP&P c
et

PiP£P£ sont égaux; par conséquent :

Si les perpendiculaires menées aux côtés d'un triangle aux

points où ils sont rencontrés par une droite variable forment un

triangle de surface constante, cette droite enveloppe une % (*).

5. Désignons par A
f ,

B l9 C t
et Ai, Bi, Ci les angles que

forment les droites A
{
B,C, et AiBiCi avec les droites BC, CA, AB,

et par x, y, z les coordonnées normales du point d'intersection

m des droites AjB^, AiBiCi. Les triangles mA,Ai, mB^i,

wiCiCi donnent

x sin m y sin m z sin m
sin Ai . sin Ai sin B, . sin Bi sin C

t
. sin Ci

et, par conséquent, l'équation (5) peut s'écrire

ax
S = 0. (6)

sin A
4

. sin Ai

Les quantités sin A,, sin B^ sin Gj sont les coordonnées nor-

males du point à l'infini sur la droite A|B|G|; de même, cos A|,

cos B|, cos C
1
seraient les coordonnées du point à l'infini dans

une direction perpendiculaire à A^C,. On a donc les relations

Sa sin A 4
= 0, Sa sin Ai = 0,

(7)
Sa cos A, = 0, Sa cos AJ = 0.

6. Si les droites AjBjCj, AiBiCi se déplacent parallèlement

à elles-mêmes de façon à rester tangentes à une même % variable,

inscrite au triangle ABC, la relation (6) sera l'équation en coor-

données normales du lieu de leur point d'intersection m; ce lieu

est donc une droite à. 11 est aisé de construire cetle droite; en

effet, sa transversale réciproque a pour équation

Sa# sin A! sin Ai = 0

(*) Ce théorème a déjà été signalé par M. Neuberg : Mathesis, 1886,

p. 116.
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et les relations (7) montrent que cette équation est vérifiée quand

on y remplace x
f y, z respectivement par

\ \ \

sin Ai sin B4 sin C i

ou par

\ \ 1
— » " > »

sin sin B, sin C'{

c'est-à-dire par les coordonnées normales des points N et N' de

la circonférence ABC qui sont les inverses triangulaires des

points à Tinfini dans les directions A^Cj et AiBJC;. Ainsi :

Si à chacune des % inscrites à un triangle fixe on mène deux

tangentes de directions constantes, le lieu de leur point d'inter-

section est la transversale réciproque de la droite qui joint les

points inverses triangulaires des points à l'infini sur ces tangentes.

Si Ton prolonge la projetante MA
t
jusqu'à son second point

de rencontre Ma avec le cercle ABC, la droite AMa est parallèle

à la pédale AjBjCf du point M. Cette remarque, qui n'est pas

nouvelle, nous sera utile dans la suite; elle permet de simplifier

la construction des points N et N' : en effet, les droites AMa et

AN étant isogonales par rapport à l'angle A, la droite M aN est

parallèle à BC.

7. Lorsque les droites A|BjCt et A',BiC; sont rectangulaires,

les points N et N ; sont diamétralement opposés sur le cercle

ABC et la droite d est la transversale réciproque du diamètre NN ;

du cercle ABC. Si l'on fait varier les directions rectangulaires

A|B|C
t , AiB^CJ, l'enveloppe de d sera la transformée par trans-

versales réciproques du centre 0 du cercle ABC, c'est-à-dire la

conique s inscrite au triangle ABC et ayant pour foyers le point

0 et l'orthocentre de ABC. Mais le point d'intersection m de

deux tangentes rectangulaires A
1
B

1
C 1

et AiBlCJ à une % appar-

tient au cercle tritangent à cette hypocycloïde; si l'on considère

deux des % inscrites au triangle ABC, par un des points d'inter-

section de leurs cercles tritangents passent deux couples de tan-
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gentes rectangulaires et, par suite, deux des droites ô; si les %
coïncident, il en sera de même des cercles trilangenls et des

deux droites d
;
par conséquent, l'enveloppe des cercles tritan-

gents est la conique s, enveloppe des droites d. Donc :

L'enveloppe du cercle tritangent à une t)G variable inscrite à un

triangle fixe est la conique inscrite à ce triangle et qui a pour-

foyers son orthocentre et le centre de son cercle circonscrit.

Le lieu du sommet d'un angle constant circonscrit à un % est

une hypotrochoïde Par un raisonnement analogue au précé-

dent, on démontrerait que l'enveloppe des courbes % correspon-

dant aux diverses % inscrites au triangle ABC est la transformée

par transversales réciproques d'un cercle concentrique au cercle

ABC.

8. Si Ton suppose que la droite AjBiCi se rapproche indéfini-

ment de A
1
B

1
C

1
en restant tangente à l'hypocycloïde déterminée

par les quatre tangentes AB, BC, CA, A^C,, le point d'intersec-

tion m de ces deux droites aura pour limite le point de contact T
de A

1
B

1
C

1
avec cette liypocycloïde. Lorsque la droite A

1
B,C

1
se

déplace parallèlement à elle-même, le lieu de T est la limite de

la droite c'est-à-dire la droite A représentée par l'équation

(8)
sur A 4

Dans ce cas, les points N et N' coïncident et A est la transver-

sale réciproque de la tangente en N au cercle ABC. Donc :

Le lieu du point de contact d'une tangente A^Cj de direction

fixe menée à une % variable inscrite à un triangle fixe ABC est

une droite A, transversale réciproque de la tangente au cercle

ABC au point N inverse triangulaire du point à l'infini sur

A 4B,(^

9. Lorsque la direction de la tangente A
1
B,C

1
varie, la droite

A enveloppe une courbe k du 3 e ordre et de la 4e classe, trans-
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formée par transversales réciproques du cercle ABC, Cette courbe

présente un point double isolé et admet pour tangentes d'in-

flexion les côtés du triangle ABC.

En dérivant l'équation (8) par rapport à A 1? on obtient

sin
5
A,

Les relations (7) montrent que les coordonnées sin 5 A,, sin 5 Bj,

sin 3 C
1

vérifient les équations (8) et (9); ces coordonnées sont

donc celles du point de contact de A avec A; on obtiendra donc

l'équation de k en remplaçant dans la première des relations (7)

sin k
{

, sin B
1 , sin Ci par

V*, v-j,

Cette équation est donc

Sa\^ï = 0. (10)

10. La courbe k étant de la 4° classe, par tout point P du

plan passent quatre droites A, et comme à une droite A corres-

pond une seule direction de la tangente A^Cj, par P passent

quatre % inscrites au triangle ABC. Lorsque P se trouve sur k,

deux des droites A et, par suite, deux des % coïncident; donc la

courbe k fait partie de l'enveloppe des % inscrites au triangle

ABC. Mais l'enveloppe complète de ces % se compose de l'enve-

loppe proprement dite, constituée par les côtés du triangle ABC,

de la droite de l'infini et du lieu des points de rebroussement
;

ce dernier lieu est donc la courbe k. Ainsi :

Le lieu des points de rebroussement d'une % variable inscrite

à un triangle fixe est la transformée par transversales réci-

proques du cercle circonscrit à ce triangle.

11. Proposons-nous de trouver l'enveloppe des tangentes de

rebroussement des % inscrites au triangle ABC. Soit ux +- vy

+ m = 0 l'équation en coordonnées normales d'une de ces

tangentes. Si A
4 ,

B l9 C
4
désignent les angles qu'elle forme avec
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les côtés du triangle, les coordonnées de son point de rencontre

avec la droite de Pinfini sont sin A
t , sin Bl5 sin C

1
et celles du

point de rehaussement correspondant sont sin'A^ sin3 B,,

sin 3 C,; de plus, les angles A,, B
f ,

C, vérifient les relations (7).

On a donc les relations

2m sin A, =0, Ewsin 3 A
1
= 0, Sa sin A, = 0.

En éliminant \u B1? C 1
entre les relations, on obtient l'équa-

tion de l'enveloppe cherchée en coordonnées normales tangen-

tielles

Hu(cv — bwf= 0.

Cette équation représente une courbe de la 4e classe, triple-

ment tangente à la droite de l'infini, tangente aux côtés et aux

bissectrices du triangle ABC,

12. Le théorème énoncé au § 8 permet de déterminer les

points de contact de quatre tangentes AB, BC, CA, A
1
B

1
C

1
avec

l'hypocycloïde qu'elles terminent; en effet, pour trouver le point

de contact de la tangente A^BjCj, il suffira de construire le

point N, inverse triangulaire du point à l'infini sur cette tan-

gente par rapport au triangle ABC formé par les trois autres;

la transversale réciproque A de la tangente en N au cercle ABC
coupera A^C, au point de contact cherché. La construction de

la droite A peut être simplifiée; menons par A la parallèle AM a

à AiB^i, et soient S
r,

et Ma les points de rencontre de cette

droite avec BC et avec le cercle ABC; proposons-nous de déter-

miner le point de contact Ta de AMa avec l'hypocycloïde déter-

minée par les quatre tangentes AB, BC, CA, AM
f/

: ce point sera

situé sur A et les coordonnées normales absolues x',y', z 1 véri-

fient donc l'équation (8); on a donc la relation
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ou, en remarquant que les quantités

1 1 i
. , ,

sin A, sin B4 sin C,

sont proportionnelles aux coordonnées normales absolues x",

y", z" du point N :

x'x" y'y" z'z"
a- 6 :

J
-f- c -7——= 0.

sin A, sin B 4 sin C
4

Mais la droite MaTa fait avec les côtés BG, CA, AB des angles

égaux à A
1 ,
B

1 , C 1 ; les rapports

x' y' z'
5 " >

—
sin A 4 sin B t sin

sont donc respectivement égaux à TaSa ,
T

rt
A, TaA ; la relation

précédente devient donc

ax" . TA + (by" + cz") TaA = 0,

ou

ax" . AS„ — — {ax" + by" cz") T
tt
A =— 2ABC . ï aA,

AS0 2ABC ABC ASa

fj ^ ~~
ax"

= ~~ BCM0

=
SX'

donc
T

(t
A = SaM a .

On déduit de là que si par les sommets d'un triangle ABC
on mène à une droite fixe A des parallèles rencontrant les

côtés en Sa ,
Sb ,

Sc et le cercle ABC en M a ,
Mb ,

Mc et que sur

chacune de ces parallèles on porte des segments ATa ,
BTb ,

CTC

équipollents aux segments M aS a ,
M bS b ,

MCSC , les extrémités

TaTbTc
de ces segments sont sur une même droite A. La droite A

est la transversale réciproque d'une tangente au cercle ABC et

toute parallèle d à A-jBjCj est rencontrée par A en son point de

rencontre avec ïhypocycloïde déterminée par les tangentes AB,

BC, CA, d.
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13. La construction que nous venons d'indiquer présente

une certaine analogie avec celle qui a été donnée par M. Colli-

gnon pour déterminer le point de contact d'une droite de Simson

avec son enveloppe (*); à un certain point de vue, elle paraît

plus pratique que celle de M. Collignon, car elle n'exige pas la

connaissance du point dont la tangente A
1
B

1
C

1
est la pédale.

Nous allons en déduire la construction de Collignon en l'éten-

dant aux pédales obliques.

Supposons que AjBjC, soit la pédale d'angle a du point M;
on a vu (§ 6) que les points M, A,, M a sont en ligne droite.

Conservons les notations employées précédemment et menons

par le point de contact T de AjE^Cj avec l'hypocycloïde la nor-

male d'angle a à cette courbe ; soient Q„ le point où cette nor-

male rencontre la projetante MA
1
et K le point de rencontre de

A avec BC ; la droite A étant la transversale réciproque de la

tangente en N au cercle ABC, et MaN étant parallèle à BC, la

droite KM U touche le cercle ABC en Ma . Les angles A,TQa et

S^AjiMa sont tous deux égaux à a et les angles S
(/
M„A

1
etTA^,,

sont égaux; les triangles TQ„A
t
et A,S„V1„ sont donc semblables;

il en est de même des triangles KTA l5 KTaSa ; on a donc les

proportions

A,Qa _ M
ft
Sa A,T _ KA,

A/T ~ iîX ' SX ~~
KS^

d'où A^ KA, ^MA
SaT a 3M, KS

ft

}

Mais les triangles KA
4
M a et KSa \I a donnent

KA, sin KM U A, MA sin K

M^A~,

=
sin K ' KS7 ~ sin KJV1A

d'où

KA, MaSa _ sin KMa A, sin MAM
fl

M aM

M~ K,
X

"KST sTnTSfÂ sin AMM a

~~ ÂML

(*) Proceedings oj' Ike Edinburgk Malheinalical Society, 1905, vol. XX1I1,

pp. 6 et 9.
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L'égalité (11) devient donc

A,Qa = jVfqM

SaTa
~~ AMa

'

Or SaTa = AMa ; donc A|Q
r<
= MaM, et par conséquent :

Si sur les projetantes d'angle a d'un point M du cercle ABC
on porte des segments MQa , MQb» MQC équipollents aux segments

M a Aj, M bB|, M cÇi déterminés sur ces projetantes par le cercle

ABC et les côtés correspondants du triangle ABC, les extrémités

Q a , Qh , Q (
, de ces segments appartiennent à la normale d'angle a

de Chypocycloïde enveloppe de la pédale A^Cj au point où elle

est touchée par cette pédale.

14. Les % inscrites au triangle ABC coupent sous le même
angle chacune des droites A tangentes à la courbe k. Il est inté-

ressant de déterminer quelles sont, parmi les droites A, celles

qui sont coupées sous un angle donné ? par les % inscrites au

triangle ABC. Supposons donc que la pédale A1B1C 1
fasse

l'angle
'f

avec la droite A ; menons par N la parallèle NN„ à

AfBfC| et soit N„ le point de rencontre de cette droite avec BC.

Les triangles KS,;M„ et AM
rt
N sont semblables, et par conséquent

KS„ S.M„
'

Or ASU„ = SaT„ et M
fl
iN = S

fl
N„ , donc

S.T. _ S.NW

KS„ SaM a

'

Les triangles S„KT„ et S„M„N
ffl
sont donc semblables et, par

conséquent, l'angle S
ffi
NaM rt

est égal à S
rt
T

rt
K, c'est-à-dire à cp.

Soit B le second point de rencontre de JVJ aN rt
avec le cercle

ABC; la droite N
ffl
N étant parallèle à AMn est la pédale d'angle cp

du point B
(§ 6), elle est donc tangente à l'hypocycloïde %i,

enveloppe des pédales d'angle cp du triangle ABC. D'autre part,
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lorsque N décrit le cercle ABC, les points N et M,
t
ont sur ce

cercle des vitesses égales et de sens contraires et la vitesse de

rotation de NNa autour de N est égale à celle de AM a autour de

A; elle est donc égale et de sens contraire à la moitié de la vitesse

de N sur le cercle ABC; on déduit de là que NN„ est aussi tan-

gente à une seconde hypocycloïde 9G2 tritangente au cercle ABC.

11 existe donc trois directions des pédales A
1
B

1
C

1
qui font

l'angle cp avec les droites A correspondantes : ce sont les direc-

tions des trois tangentes communes aux hypocycloïdes %i et

Donc

La trajectoire d'angle cp d'une % variable inscrite à un triangle

fixe se compose de trois droites.

En d'autres termes :

Si une % est inscrite à un triangle fixe, chacune de ses déve-

loppoïdes est inscrite à un triangle fixe.

15. Le cas où cp = 90° mérite une attention spéciale. Dans

ce cas, % {
est Penveloppe des droites de Simson du triangle

ABC. Si I on place le point N en A, B, C, la droite NNa devient

successivement la parallèle menée par chaque sommet au côté

opposé. Ces trois droites forment un triangle A'B'C circonscrit

à %2 » et comme le cercle ABC est à la fois le cercle d'Euler de

ce triangle et le cercle tritangent à %2l le triangle A'B'C est

un triangle principal de %2 , c'est-à-dire que %2 est l'enveloppe

des droites de Simson de A'B'C. Il résulte de là que les courbes

%i et sont homothétiques par rapport au centre d'homothétie

des triangles ABC et A'B'C 7
, c'est-à-dire par rapport au centre

de gravité G du triangle ABC; par suite leurs tangentes com-

munes passent par G. Les trois positions cherchées pour NNa

sont donc les trois tangentes menées par G à la droite A
correspondant à l'une de ces trois positions est normale à % t et

est par conséquent tangente à la développée %[ de %t
. Or %[

et 9Gt sont homothétiques par rapport au centre « du cercle

d'Euler du triangle ABC, et les tangentes menées de G à %t ont
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pour homologues les tangentes menées à 9Gi par l'orthocentre H
de ABC. Les trois positions cherchées pour A sont donc les

tangentes à perpendiculaires aux tangentes menées par H à

cette courbe; elles forment donc un triangle principal de %[
ayant H pour orthocentre. Le centre du cercle d'Euler de ce

triangle est w; son centre de gravité est donc aussi le même que

celui de ABC. Donc :

Si une % variable est inscrite à un triangle fixe ABC, sa déve-

loppée est inscrite à un autre triangle fixe a(3y ayant même ortho-

centre et même centre de gravité que le triangle ABC.

16. Réciproquement, si une % variable coupe orthogonale-

ment les trois côtés d'un triangle fixe a(3y, elle est inscrite à un

autre triangle fixe ABC ayant même orthocentre et même centre

de gravité que a(3y.

En effet, le triangle ABC peut être tracé quand on connaît le

triangle a(3y défini au paragraphe précédent. Il suffît de con-

struire rhypocycloïde % t
homothétique de l'enveloppe %[ des

droites de Simson de a(3y par rapport au centre w du cercle

d'Euler de ce triangle, le rapport d'homothétie étant — 1:3;

les tangentes menées à % {
perpendiculairement aux tangentes

menées par l'orthocentre de afiy sont les côtés de ABC.

17. L'hypocycloïde qui a pour points de rebroussement les

sommets d'une quelconque des % inscrites au triangle ABC a

cette courbe pour développée ; elle coupe donc orthogonalement

les côtés de ABC et, par suite, elle est inscrite à un autre

triangle a'(3y. Le lieu de ses points de rebroussement et, par

suite, le lieu des sommets d'une % inscrite au triangle ABC est

donc (§ 10) une courbe du 3e ordre et de la 4e classe transformée

par transversales réciproques par rapport au triangle a'(3y du

cercle a'(3y.
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SUR TA TRANSFORMATION

D'INTÉGRALES A CIRCUIT FERMÉ
EN

INTÉGRALES A CIRCUIT OUVERT

1. Les intégrales à circuit fermé se présentent dans une foule

de recherches. Une intégrale qui a servi à définir une fonction

peut perdre toute signification pour certaines valeurs de ses

paramètres. Pour conserver à la définition la généralité qu'elle

doit comporter, on a recours à la notion d'intégrales à circuit

fermé. Nous en trouvons plusieurs exemples dans la théorie des

fonctions eulériennes, et Hankel (*), le premier, exprima l'in-

verse de la fonction eulérienne de seconde espèce par une inté-

grale qui subsiste pour toutes les valeurs de l'argument. De

nombreuses applications d'intégrales à circuit fermé se présen-

tent encore dans la recherche des solutions des équations diffé-

rentielles par des intégrales définies, et la' célèbre série de Gauss

en fournit des exemples classiques. Le plus souvent, il y aura

utilité à remplacer ces intégrales à circuit fermé par des inté-

grales à circuit ouvert, et cette transformation est toujours pos-

sible sous certaines conditions qu'il est aisé de déterminer dans

chaque cas particulier. Dans cette note, nous ne considérons que

(*) Hankel, Die Euler'schen Intégrale bei unbeschrânkter VariabiLitât des

Arguments. (Schlômilch's Zeitschrift fur Math, und Phys., 9. Jahraiang,

1864.)
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le cas le plus simple, celui d'une fonction présentant une seule

discontinuité sur le chemin d'intégration. Considérons l'intégrale

/Kl)

p

que nous désignerons par I.

9>(w) est une fonction régulière dans le domaine du point q,

et le point p n'est pas un point singulier de cette fonction. Le

chemin d'intégration se compose de la ligne PNM et d'un lacet

entourant le point q. Nous supposons encore que ce lacet ne

contient aucune singularité de la fonction cp(w). De plus, la ligne

PNM peut être quelconque à condition cependant que, dans

ses déformations successives, elle ne passe par aucun point sin-

gulier de cp(ti).

L'intégrale aura une signification unique, quand nous aurons

fixé la valeur de <p(w) au point initial, ainsi que celle du fac-

teur (u — qY~
{

* Par définition,

[u
qy-i= e

(«-i>i«B(«-9>.

Si nous désignons par p0 la distance des points P et q et par 0O

l'argument que la droite Pq fait avec la partie positive de l'axe

des abscisses, nous prendrons, pour le logarithme de u — q, au

point P, la détermination principale, c'est-à-dire que nous pose-

rons
l0g(/)— q)mm\o$p 0 tô0 .

Quand le point u chemine sur la ligne PNM, en partant du

point P, on a, en tout point de la courbe PNM,

log(w— q>) = logp -+- 19,

p désignant la distance du point décrivant au point q et 0 étant

l'angle que cette droite fait avec la partie positive de l'axe des

abscisses. Ceci posé, l'intégrale I se décompose en trois autres :

-ri désignant l'affixe du point M.
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Après un circuit de la variable sur le lacet (7), le facteur

(u— q)
a~ {

est égal à

[il
^)(ff-«[logt»-9) + *îr<]

j

et Ton a

H- / ? (M) (l« p)»-*rfw.

P

<p(w) étant régulière, par hypothèse, dans le domaine du point q,

u — q (u — o)
2

(m— qY

Par suite,

I = (1 _ e—
) / f{u){u

-
qy-*du- ^ f

W
(q) h

Si X est un nombre entier tel que Ton ait

R(a -4- — 1) < 0, R(x 0-) > 0,

R(z) désignant la partie réelle de l'afîïxe z9 nous pourrons dis-

tinguer dans cette somme deux parties, l'une,

qui augmente indéfiniment, quand le rayon du lacet décroit au

delà de toute limite, et l'autre,

/î=> F-

qui tend vers zéro avec ce rayon.

En conséquence, si nous négligeons les termes infiniment

petits,

/S» i« •+- » J



(I)

( B )

Mais

J fit <T

P

Finalement, on a, en passant à la limite,

f(u) (m— (
{
y- {du = (1 — e

2™)

-(4 -«,**") ^ ?
t")

(9)
lZ_J!L_

//=o p H- <r

Cette expression se simplifie, si le point P s'éloigne indéfini-

ment de l'origine; alors

/•M
f{u) (u — qf-'du = (1 — e

27riT
)

1 00

/"'/ //-=è" 1 (m— qf\

2. Deux applications de cette formule en montreront l'utilité.

Considérons l'intégrale

/(«>

oe

En vertu de nos conventions,

log (— u) = log a — vri
;

nous pourrons écrire

00

Donc
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ou

/.»/ ^=0-1 u {i. \
\ s*

{0)

0 oo

En partant de la définition donnée par Hankel pour l'inverse

de la fonction eulérienne de seconde espèce, M. Bigler (*) a été

conduit à la formule

1 /' (0)

r(<j) =
: / e-u (—iiy- l du.

00

Ainsi

/.ce /
{<
M \

(«-- 2 (-^îâ.-î)
0

} étant un nombre entier positif satisfaisant aux deux conditions

R(X H- «T— 4)< 0, R(A -+- (7) > 0.

Il est facile de vérifier que la fonction définie par l'équa-

tion (3) jouit des propriétés de la fonction gamma. Cette for-

mule, donnée par Cauchy (**) dans ses Exercices mathématiques,

a été retrouvée par M. Saalschùtz (***).

3. Comme seconde application, ncus choisirons l'intégrale

eulérienne de première espèce. On sait que

x*-1
-+- x^

0

Soit l'intégrale

(*) Bigler, Ueber Gammafunctionen mit beliebigem Parameter. (Crelle's

Journal, Bd Cil, 4887.)

(**) Cauchy, Exercices de Mathématiques, °2e année, p. 9 G
2, 18527.

(***) Saalschutz, Zeitschrift fur Matfiematik und Physik, p. 246, 1887.
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Si les quantités a et (3 ont leur partie réelle positive, les inté-

grales suivant le lacet s'évanouiront, et il viendra

Si Ton veut que l'expression I(a, (3) généralise la fonction

B(a, (3), on devra poser

.(0)

(4)

(1 + xf-^
dx

ou encore,

J
(
a

,
S) = : / —r dx

2t sin ra,/ (1 -t- x) + *

i

(S) /•m x?-i
r dx.

ce qui nous ramène à une expression analogue à celle qui a été

considérée par M. Bigler (*).

Si m et n désignent deux nombres entiers positifs satisfaisant

aux conditions

R(m h_ a _ \) < 0, Rim + a , > 0, R(" + 3-l)<0,
H(/i + S) > 0,

on aura, en vertu de la formule (1),

1 p J (i + *)
a+/3 4» L p _U* + p

6

+ / ,rfx+ s (— *r «—

(*) Bigler, toc. a/.
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i étant une quantité positive voisine de zéro, et la notation

rri
représentant, la factorielle

(a -+-
(3) (a -f- (3 H- l)...(a 4- (3 + ,u— 1

)

1.2.3.../*

Nous négligeons d'ailleurs tous les termes qui s'évanouissent

avec £.

Or, pour toutes les valeurs de (x satisfaisant respectivement

aux conditions énoncées ci-dessus,

X * 00

f
'

dx
a -H /te

donc,

/
H=n— 1

p j+y *******

plus une suite de termes qui s'évanouissent avec e.

Finalement,

(6)

Cette formule a été donné par M. Saalschùtz (*).

(*) Saalschùtz, Weitere Bemerkungen iiber die Gammaftuictionen mit

negativen Argumenten. (Zeitschrift fur Math, und Phys., 33. Jahrgang,

1888.)
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Il est facile de inonder que la fonction I(a, (3) jouit de la pro-

priété suivante :

a -4-
(3

(3)
= 1,(5).

a

Écrivons la relation (5) sous la forme :

Q-TTia. -»(<>) x u.~i

|(«, fi) =— / -,dx

i

2t sin 7i(5 ^7 (1 -4- x)
a+^ +l

rfX * 2* sin tt(3 .7 (1 -4- X
)

K+P+t

L'intégration par parties donne, respectivement,

y (1 xf^
X =

a J (1 -4- x)a+/3+1
'

(1 + xf (1 +x)M = aj (i

donc,

I(a,(3)= 1,(3).

De celte égalité, on déduit celle-ci :

(« + S)(a +S+l)...(a + S + ?H4-n — 1 )

B) = - — —- ' \(a + m,b + n)

Les arguments a H- m et (3 -t- n ayant leur partie réelle posi

tive,

r(«-+-m)r(p-*-»)
1(« -+- m, S -+- «)= ;v r

I>. -4- S -+- m -+- n)

par suite,

ir aï
r(a) r^

Liège, le 15 mars 1906.
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ÉTUDES

DE

GÉOMÉTRIE SYNTHÉTIQUE

I. — Sur la génération d'une surface algébrique

particulière.

Dans ce travail, nous exposons un procédé de génération d'une

surface algébrique particulière dont certains cas spéciaux con-

duisent à des résultats intéressants que nous espérons pouvoir

publier plus tard.

1. Soient dans l'espace deux surfaces Sj d'ordre tw,, S2

d'ordre m* et deux congruences G, d'ordre et de classe nî,

G2 d'ordre w2 et de classe rit .

Par un point M de l'espace, menons les droites g^, g% appar-

tenant aux congruences G,, G2 . Au point M, nous faisons cor-

respondre les m,îw 2n,»? 2 droites en joignant les points (g t ,

aux points (<?2 ,
S2).

Aux oc 3 points de l'espace correspondent les droites d'un com-

plexe <f> dont nous allons rechercher l'ordre.

Soit (P, tz) un faisceau-plan de sommet P et de plan tc. Entre

certains rayons de ce faisceau et d'autres rayons nous

établissons la correspondance suivante : un rayon de G, mené

par un point (p,, S,) rencontre un rayon de G2 mené par un
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point t/)4, Sj). Une coïncidence des rayons pl9 p2 est évidem-

ment une droite du complexe.

Menons un rayon p,. Par les m, points (pi, S|) menons les

z^,»! rayons de la congruence Gf. Les droites de la congruence

(i, qui s'appuient sur un de ces rayons et sur la courbe (Sa ,
-)

sont au nombre de

2m
aiMsft|(fii + wi).

Par les points de rencontre de ces droites avec la surface S 2 ,

menons les rayons p.2 . Inversement, à un rayon p2 correspondent

im
l
m in i[n l

-4- n[)

rayons D'après le principe de Cliasles, il y a

âm 1m9(^ir ft
n9 -+- -4- /v?*)

coïncidences. Remarquons qu'une droite appartenant au fais-

ceau (P, -) et qui s'appuie sur la courbe (S^) absorbe n
{

-4- n
2

coïncidences. Nous pouvons maintenant énoncer le théorème

suivant :

Si un triangle se déforme de telle façon que deux de ses côtés

appartiennent à des congruences (n t , ni), (n 2 ,
n 2 ), ta?idis que les

sommets opposés décrivent des surfaces respectivement d'ordre

m., m 2 , le troisième côté décrira un complexe d'ordre

m,m 2(in,n 2
-+- 2nji]£ + 2rijnj — rij — n 2 ).

Nous avons déjà rencontré quelques cas particuliers de ce

théorème (*).

2. Soit *F un complexe d'ordre p. Les points correspondants

aux droites communes aux complexes <ï> et W décrivent une

surface dont nous allons rechercher l'ordre.

Soient ac,) et (r
2 ) deux ponctuelles superposées. Par un point

x, de la première, menons les rt
f
droites g i

de G
(

. Par les n
ï
m

{

*
1 Sûtes de Géométrie synthétique. '.Mémoires de là Société des sciences,.

LETTRES ET ARTS DE MOXS, 1907, 3e sél\. t. IX.)



( 3 )

points Si) menons les droites appartenant au complexe W,

elles forment n
{
m

{
cônes d'ordre p. Ces cônes marquent sur la

surface S»2 ,
m

{
n

K
courbes d'ordre m.

2 p. Les droites de G2 qui

s'appuient sur ces courbes engendrent m
{
n

{
surfaces d'ordre

m»p[iu -+- ni)-

Ces surfaces marquent sur la ponctuelle (.r
2 ) un nombre

de points. Inversement, à un point x^ correspondent

»? 1w2»î.2p(// 1
-+- n\)

points x
{

. D'après le principe de Chasles, il y a

coïncidences. Les droites qui correspondent à une de ces coïn-

cidences appartiennent au complexe^ d'après la définition même
de ce complexe, donc les coïncidences sont des points de la sur-

lace cherchée et on a le théorème suivant :

Si un triangle se déforme de telle manière que deux de ses

côtés décrivent des congruences (n,, nj), (n 2 ,
n£), les sommets

opposés décrivant des surfaces respectivement d'ordre m,, m2 ,

tandis que le troisième côté décrit un complexe (p, p), le troi-

sième sommet décrira une surface S d'ordre

m,m.2p(2n 1 ni -+- n,n 2 njn 2).

Nous avons déjà rencontré quelques cas particuliers de ce

théorème (*).

3. Soit P un point par lequel passent oc* droites de Git ces

droites étant les génératrices d'un cône d'ordre y,,.

Par le point P, menons les w 2 droites g2 de la congruence G*

(*i Notes de Géométrie, loc. cit.

Sur une surface du quatrième ordre. (Nouvelles Annales de Mathéma-

tiques, 1907, 4e sér., t. VII.)
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et par les points (g.2 ,
S2 ) menons les droites appartenant au com-

plexe *F. Les cônes engendrés rencontrent S! suivant m 2n 2 courbes

d'ordre pm
{

. Ces courbes déterminent m
l
m 2n 2py i

génératrices

du cône de sommet P par leur intersection avec ce cône, donc :

Le point P est multiple d'ordre m,m 2n 2 py1
sur la surface S.

4. Soit Q un point de l'intersection des surfaces S,, S2 .

Ce point Q peut être considéré comme le sommet de n
{
n»p

triangles dégénérés en un point et dont les côtés appartiennent

respectivement à G,,G 2 , ^; donc :

La ligne d'intersection des surfaces S,, S2 est multiple d'ordre

u
1
n
2 p sur la surface S.

5. Soit l une droite du complexe <î> qui est multiple d'ordre >

pour le complexe W (*). Il lui correspond au moins un point de

la surface S; désignons par L ce point.

Soient (x,), (x2) deux ponctuelles de même supports, cette

droite passant par L. Nous avons vu qu'à un pointa^ corres-

pondent des points ar2 en nombre m lm^n lp(n 2 -*- nï), mais si le

point xi coïncide avec le point L, A points x2 viennent aussi

coïncider avec L ; donc :

Le point L est multiple d'ordre 1 sur la surface S.

6. Pour terminer, nous signalerons le cas particulier suivant :

Si un triangle se déforme de telle manière qu'un de ses côtés

passe par un point donné, un second côté décrivant une con-

gruence linéaire, tandis que les sommets opposés décrivent des

plans donnés et que le troisième côté appartient à un complexe

linéaire, le troisième sommet décrira une surface cubique.

(*) Nous entendons par là que la droite l est multiple d'ordre X pour tout

cône du complexe dont le sommet est sur /, ou pour toute courbe du com-

plexe dont le plan passe par L
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II. — Sur quelques surfaces algébriques engendrées

par le sommet d'un angle variable.

Si les côtés d'un angle de grandeur variable décrivent des

congruences données et rencontrent un plan donné en des points

d'une même courbe d'un faisceau donné dans ce plan, le sommet

de l'angle pourra occuper oo2 positions et par conséquent engen-

drera une surface. Dans cette note, nous nous proposons d'étu-

dier quelques surfaces obtenues par ce procédé.

1. Soient G,,„, G, n deux congruences linéaires de droites res-

pectivement de classe m, n; a un plan fixe et <î> un faisceau

ponctuel de courbes d'ordre p. dans ce plan.

Considérons un angle de sommet P dont les côtés appar-

tiennent respectivement aux congruences G lm ,
G,„, et rencontrent

le plan a en des couples de points d'une même courbe du fais-

ceau (ï>. Recherchons Tordre du lieu de P au moyen du prin-

cipe de Chasles.

Soit x une droite quelconque support de deux ponctuelles

(X,), (X 2 ). Par un point de (X-j) menons la droite appartenant

à la congruence Gim et par le point de rencontre de cette droite

avec le plan a la courbe du faisceau <ï>. Les droites de G ln qui

s'appuient sur cette courbe engendrent une surface d'ordre

u(l n) qui marque, sur la ponctuelle (X2), p(l + n) points.

Inversement, à un point X2 correspondent ^(1 -h m) points X l .

Les ponctuelles (X
A ), (X 2) sont donc liées par une correspon-

dance [fx(l -+-m), p(1 4- m)]; donc, d'après le principe de Chasles,

il y a p (m -h n -+- 2) coïncidences. Si nous remarquons que l'une

de celles ci tombe dans le plan a, nous pourrons énoncer le théo-

rème suivant :

Si un angle varie de telle sorte que ses côtés décrivent deux
congruences linéaires respectivement de classes m, n, et rencon-
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Iroit un plan fixe en des points d'une même courbe d'ordre y.

d'un faisceau ponctuel, son sommet décrira une surface M d'ordre

y.(m -h Q -h 2) — 1

.

2. Une droite commune aux congruences G,,„, Gin appartient

évidemment à la surface M, car alors l'angle est nul et les points

de rencontre de ses côtés avec le plan a sont confondus.

Par un des points de base du faisceau <ï> menons la droite

appartenant à la congruence G,,
fJ

. Par un point de cette droite

menons le rayon appartenant à G
lrt ; ce rayon détermine une

courbe du faisceau <ï> qui passe nécessairement par le point de

base considéré; donc les droites des congruences G l/r ,
Gin pas-

sant par les points de base du faisceau <I> appartiennent à la sur-

face M. En résumé :

La surface M contient 1 + mn + droites simples.

3. Soit x une droite de la congruence Glm . Cette droite déter-

mine une courbe du faisceau $ passant par le point (x, a). Les

droites de la congruence G,„ qui s'appuient sur cette courbe

engendrent une surface qui rencontre x en fx(\ +n)— 1 points

non situés sur a. On en conclut que la surface M est rencontrée

par une droite de Glm en u(l -+- ») — 1 points non singuliers

pour cette congruence. Nous pouvons donc énoncer les théo-

rèmes suivants :

1° m = 0. Si l'une des congruences est une gerbe de rayons,

le centre de la gerbe est un point multiple d'ordre y. sur la sur-

face M;
2° m = 1. Si l'une des congruences est bilinéaire, ses direc-

trices sont multiples d'ordre y pour la surface M ;

5« m = 0. Si l'une des congruences est formée par les bisé-

cantes d'une cubique gauche, celte courbe est multiple d'ordre 2f*

sur la surface M.

4. Supposons que la congruence G lm est le lieu des droites

qui s'appuient sur une droite d et sur une courbe d'ordre m
rencontiant m — 1 fois d.
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Soit A un point de d et x une droite passant par ce point. En

faisant le même raisonnement qu'au numéro 1, nous pouvons

établir entre deux ponctuelles (Xi), (X 2) de support commun x
une correspondance [p, + ri)], à condition d'exclure le

point A. Le principe de Chasles nous permet maintenant de

conclure que la droite x rencontre encore la surface M en

-4- 2) points et que par conséquent le point A est multiple

d'ordre am— 1. Si nous retournons au numéro 3, nous voyons

que la courbe directrice d'ordre m est multiple d'ordre 2u.

Si l'une des congruences possède deux lignes directrices, savoir

une droite et une courbe, la droite est multiple d'ordre am — t

et la courbe d'ordre 2
k
u. sur la surface M.

La surface générale que nous venons d'étudier contient comme

cas particulier une surface cubique à deux points doubles que

nous avons étudiée précédemment (*).

(*) Notes de Géométrie. (Mémoires de la Société royale des sciences de

Liège, 1908, 3 e sér., t. VIII.)
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III. — Le théorème de Grassmann sur une surface

algébrique.

1. Soient F une surface algébrique dépourvue de singularités,

et sur cette surface un réseau |C| de degré w, formé par des

courbes C de genre p et dépourvu de points de base et de

courbes fondamentales.

Choisissons sur la surlace F trois groupes de n points situés

à la fois sur oo 1 courbes C, ne se trouvant pas sur une même
courbe C, et désignons-les par P

1 ,
P 2 ,

P 3 . Soient de plus trois

autres courbes C 1} C 2 ,
C 3 choisies d'une manière quelconque

dans |C|, c'est-à-dire n'appartenant pas toutes trois à un même
faisceau.

Un point quelconque X de F détermine une courbe C,' de |C|

passant par le groupe de n points P,. Cette courbe C,' marque

sur la courbe C, un groupe de n points P,' situé sur oc* courbes C.

Donnant à t les valeurs 1, 2, 3, nous obtenons trois groupes de

points Pj, P'i, P3; si ces trois groupes sont sur une même courbe

C, le point X décrit une courbe G.

Dans le cas où F est un plan et où les courbes C sont les

droites de ce plan, on retrouve un théorème bien connu de

Grassmann.

2. Soit K une courbe tracée sur la surface F et rencontrant

une courbe C en k points. Recherchons le nombre de points

communs aux courbes G et K.

Par un point X, de K, menons une courbe C passant par le

groupe P,. Cette courbe détermine sur C, un groupe de points Pr
Entre des points X 2 ,

X 3 de K, établissons une correspondance

telle que le groupe de points P2 marqué sur C2 par la courbe C

passant par X 2 et P à , et le groupe P3 obtenu sur C3 au moyen
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de X 3 et P3 de la même manière, déterminent une C contenant

le groupe P,. Comme on le voit facilement, les points X2 ,
X 3 sont

liés par une correspondance (A*, À) et la valeur (*) de cette cor-

respondance est nulle, car quand X 2 varie, les k points X 3 qui

lui correspondent forment une série linéaire. D'après le principe

de Cayley-Brill, il y a donc c2k coïncidences.

Par un raisonnement analogue, on voit que les séries de points

X, , X 2 ,
X 5 présentent 5A coïncidences.

Les courbes G et K ont 3k points communs.

En particulier, si la courbe K est une courbe C quelconque,

on voit que les courbes C et G ont 5w points communs.

Une courbe C rencontre la jacobienne J du réseau |C| en

*2(p n— 1) points, donc les courbes J et G ont 6(p -f- n— 1)

points communs.

En se rapportant à la définition du caractère d'immersion (**),

on peut écrire :

Le caractère d'immersion 9 de la courbe G est

6= 5(2p -4- n — 2).

La courbe G passe évidemment par les points des groupes

Pi,Pâ ,
P3 et par les points communs aux couples de courbes

Cj , C.) ;
C

2 ,
C 3 ;

C 3 ,
Cj.

3. Représentons projectivement le réseau |C| par les droites

d'un plan F*, la surface F sera représentée par le plan n
uple

F* et

la courbe G aura pour correspondante dans ce plan une cubique

elliptique G*. La courbe de diramation du plan F* est d'ordre

2(i + p-I); donc sur G* se trouvent 6(/i h- p — 1) points de

diramation. Les courbes G, G* se trouvant liées par une corres-

(*) Valenza, Werthigkeit.

(**) F. Severi. Il génère aritmetiço ed il génère lineare. . . (Atti di Torixo,

4902, t. XXXVIl^ § 1.)
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pondanee (n, 1), on a, d'après une formule classique de M. Zeu-

tben {*),

p
= ôn +• 5/; — "2

,

p étanl le genre de la courbe G.

Le genre d'une courbe de Grassmann d'un réseau de degré n

et de genre p est

p
= 3n -+- 5p — 2,

le réseau étant privé de base et de courbes fondamentales.

Liège, u25 novembre 1908.

(*) Segre, Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico semplice-

mente infinito. (anxali di Matematica, 1894, 2e sér., t. XXII. § 10.)
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SUR

QUELQUES GENERATIONS DES CONIQUES

ET

DES QUADEIQUES

Les propositions qui suivent présentent une cerlaine analogie

avec la génération des coniques d'après Maclaurin et Braiken-

ridge; elles sont peut-être nouvelles.

Théorème [. — Un triangle ABC se déforme de manière que

te côté CA pivote dans un plan donné a autour d'un point

fixe Q; le côté AB tourne autour d'un point fixe P; le sommet B

se meut dans un plan donné (3 ; enfin, le côlé BC s'appuie

constamment sur deux droites données d, d' non situées dans un

même plan. Dans ces conditions, te point C décrit une conique.

En effet, le côté BC s'appuyant constamment sur les trois

droites d, d', QP, engendre une quadrique dont l'intersection

avec le plan a donne le lieu du point C.

Ce lieu passe évidemment par Q et par les points de rencontre

de a avec les droites d, d'. Si ces trois points étaient en ligne

droite, il se composerait de deux droites.

Les points B et A décrivent également des coniques.

Théorème 11. — Un triangle ABC se déforme de manière que

le côté AH pivote dans un plan donné a autour d'un point fixe Q ;
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le point B décrit une droite donnée d du plan a; /e côté BC
tourne autour d'un point donné P ; /e point C se meut dans un

plan donné (3; enfin, le côté AC doit rencontrer une droite

donnée d'. Dans ces conditions, le point A décrit une conique.

Pour obtenir un point du lieu (A), il suffit de mener le

plan Pd, qui coupe (3 suivant la droite d" \ alors un plan quel-

conque mené par la droite QP rencontre d en un point B, d' en

un point D et d" en un point C, et la droite CD coupera a

en un point A. Le triangle ABC satisfait aux conditions de

la question.

La droite AC qui s'appuie sur les droites QP, d' et d"

engendre une quadrique dont l'intersection avec le plan a con-

stitue le lieu cherché.

Théorème III. — Un triangle ABC se déforme de manière

que les côtés AB, AC passent constamment par deux points

donnés P, Q ; les sommets B, C se déplacent dans deux plans

donnés (3, y; enfin, le côté BC s'appuie toujours sur une droite

donnée d. Le sommet A décrit alors une quadrique.

En effet, un plan quelconque a mené par la droite PQ
rencontre les plans [3, y suivant deux droites 6, c et la droite d

en un point D. Ce plan contient une infinité de triangles ABC
qu'on obtient en menant dans ce plan par D une droite quel-

conque qui coupe b en B, c en C, et en traçant les droites BP, CQ
qui se rencontrent en A. Donc, d'après le théorème de Maclaurin

et Braikenridge, le point A décrit dans le plan a une conique;

lorsque a tourne autour de PQ, la conique engendre une qua-

drique.

Théorème IV. — Un triangle ABC se déforme de manière

que les côtés AB, BC passent constamment par deux points

donnés P, Q; les sommets B, C se meuvent dans deux plans

donnés (3, y, et le côté AC s'appuie sur une droite fixe d. Le

sommet A décrit alors une quadrique.

En effet, menons par la droite PQ un plan quelconque a, qui
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coupe les plans fi, y suivant les droites 6, c et la droite cl en D ;

alors une droite quelconque tracée par Q dans le plan a

coupe b, c en des points B, C et les droites BP, CD se ren-

contrent en un point A. Le triangle ABC satisfait aux conditions

de la question. En appliquant le théorème de Maclaurin et Brai-

kenridge, on voit immédiatement que le lieu du point A dans le

plan a est une conique
;

par suite, lorsque a tourne autour

de PQ, le point A engendre une quadrique.
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SUR

QUELQUES LIEUX GÉOMÉTRIQUES

DANS L'ESPACE

Les livraisons de mars et d'avril 1908 de Malhesis ont pro-

posé, sous les n 08 1668 et 1664, les questions suivantes :

Problème A. — Le lieu des projections d'un point, fixe sur les

génératrices d'un même système d'une quadrique réglée est une

biquadratique gauche. (Degueldre.)

Problême B. — On considère deux droites a, b et deux

points P, Q quelconques dans l'espace. Un plan variable mené

par la droite PQ rencontre a en A et b en B. Les droites PA

et QB se coupent en un point C.

1° Le lieu de l'intersection des plans menés par les sommets

du triangle ABC perpendiculairement aux côtés opposés est une

surface du quatrième ordre à plan directeur;

2° Les hauteurs A A', BB' du triangle ABC engendrent des

surfaces du troisième ordre, tandis que la hauteur CC engendre

une surface du cinquième ordre. (Degueldiie.)

Faute d'avoir examiné l'espèce de la biquadratique et d'avoir

envisagé le cas où le point fixe est sur la quadrique, on n'avait

pas tenu compte d'une diminution que devait subir l'ordre de la
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surface engendrée par CC. Une élude plus approfondie de ces

questions nous a donné d'autres résultats très intéressants que

nous publions dans la présente note, avec la solution complète

des deux problèmes ci-dessus.

i. La solution du problème A peut se déduire de la question

suivante :

Étant donnés une conique £, un point P et une droite quel-

conque b, soit D le point de rencontre de b avec le plan perpen-

diculaire en C à la droite qui joint P à un point quelconque G

de 2, trouver l'ordre de la surface U engendrée par la droite

CD = u .

Appelons iz le plan de S, et B le point r.b. Par tout point de £,

il passe, en général, une seule droite u (*). Mais par un point

quelconque D de 6, il passe quatre droites u unissant D aux

quatre points communs à S et à la sphère de diamètre PD;

b est donc une droite quadruple de U. Un plan quelconque a

mené par b coupe U suivant six droites dont quatre coïncident

avec b et dont deux autres passent par les points de rencontre

de S avec A. La surface TJ est donc du 6 e ordre. Cette conclusion

résulte aussi de ce que le plan tz coupe U suivant la conique S

et suivant quatre droites u joignant B aux points d'intersection

de S avec la sphère de diamètre PB.

La surface U n'est plus que du cinquième ordre lorsque l'un

des points B ou P est situé sur S. En effet, si b rencontre 2, un

plan \ mené par b contient la droite quadruple b et une seule

droite u passant par le second point de rencontre de X avec 2.

Si P est situé sur X, il ne passe plus par un point quelconque D
de b que trois droites u aboutissant aux trois points d'inter-

sections autres que P, de £ avec la sphère de diamètre PD; b est

maintenant une droite triple de U.

(*) Il y a exception pour les seconds points de rencontre de S avec les

droites u passant par B.
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Lorsque les deux points P et B sont sur S, la surface U est

du quatrième ordre.

2. Considérons maintenant le lieu des projections d'un point

fixe P sur les génératrices d'un même système d'un hyperboloïde

réglé V. Désignons cette courbe par Y et appelons- la podaire

de P par rapport à V.

Pour en trouver l'ordre, cherchons le nombre des points où

elle rencontre un plan quelconque n mené par P. Soient S la

conique, A et B les points où -k coupe V et deux génératrices

fixes a et b du second système de V. En un point quelconque C

de E élevons un plan perpendiculaire à la droite PC et rencon-

trant b en D; la droite CD = u engendrera une surface U du

cinquième ordre. Par chacun des points d'intersection de a

avec U, il passe une génératrice de U, qui est en même temps

génératrice de V comme ayant avec V trois points communs

sur 6, a et £; toutefois, il faut excepter la génératrice de U qui

passe par A.

On obtient ainsi dans le plan iz quatre points de F ; donc cette

courbe est du quatrième ordre. La même conclusion subsiste

encore lorsque P est situé sur V, bien que la surface U ne soit

plus que du quatrième ordre; car le point P appartient à une

génératrice de U qui ne s'appuie pas nécessairement sur a.

Un plan tangent à V contient une génératrice g du premier

système et une génératrice h du second système; il rencontre T

en quatre points dont un seul appartient à g; les trois autres

sont donc situés sur h. Jl résulte de là que F est une biquadra-

tique de seconde espèce.

3. Voici un autre procédé pour reconnaître l'ordre de F.

Les notations restant les mêmes, menons en C un plan per-

pendiculaire à la génératrice du premier système de V qui y

passe; soient q sa trace sur tt, p la droite PC, r la parallèle à q

par P. Lorsque C parcourt la conique 2, p et r engendrent deux

faisceaux superposés qui sont liés par une correspondance (
w
2, 2).
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En effet, un rayon p coupe ï en deux points à chacun desquels

il correspond une droite r. De même, à une droite r corres-

pondent deux droites q et par suite deux droites p. Car les plans

menés par P perpendiculairement aux génératrices de V enve-

loppent un cône W, supplémentaire du cône directeur de V;

par r, on peut mener à W deux plans tangents; les génératrices

du premier système de V perpendiculaires à ces plans ren-

contrent I en des points que Ton joindra à P. Cela posé, les

coïncidences de la correspondance (^2, 2) déterminent quatre

génératrices de V telles que les projections de P sur ces droites

appartiennent à 1. Donc F est du quatrième ordre.

Lorsque P est situé sur S, p et r sont liés par une correspon-

dance (2, 1) dont les trois coïncidences déterminent trois points

de X appartenant à F; mais P est un quatrième point de T qui

ne se rapporte pas à une coïncidence.

Remplaçons l'hypei boloïde Y par un paraboloïde V. Les

plans menés en P perpendiculairement aux génératrices du

premier système de V forment un faisceau W dont l'axe est

perpendiculaire au premier plan directeur. A une droite r

correspond une seule génératrice de V perpendiculaire au plan

de W mené par r. La correspondance entre p et r ne possède

plus que trois coïncidences et le lieu Y est une cubique gauche.

(Reve, Geom. dev Lagc, t. II, exercice 128.)

La même conclusion subsiste lorsque P est situé sur V, bien

que p et r soient liés par une correspondance (1,1); car le

point P appartient à T sans se rapporter à une coïncidence.

4. On peut déterminer directement Tordre du cône A

engendré par la perpendiculaire / abaissée de P sur une géné-

ratrice quelconque g d'une quadrique réglée.

En effet, iésignons par oc le plan Pg, par y le plan mené par P

perpendiculairement à g. Lorsque g engendre Thyperholoïde V,

le plan a enveloppe un cône
çp

circonscrit à V, et le plan y

enveloppe un cône W. Les plans a et y rencontrent un plan

«juelconque 71 mené par P suivant deux droites a et c qui sont

liées par une correspondance (2, 2). En effet, par une droite
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donnée «, on peut mener deux plans tangents au cône <p; les

plans tangents correspondants du cône W coupent tz suivant

deux droites dont chacune peut être considérée comme l'homo-

logue de a. On verrait de même qu'à une droite donnée c, on peut

associer deux droites a. Les quatre coïncidences de la correspon-

dance (2, 2) sont des génératrices de À. Donc tout plan n mené

par P contient quatre génératrices de A.

Cependant, si le point P est situé sur V à l'intersection de la

génératrice g' du premier système avec la génératrice h' du

second système, le cône cp est remplacé par un faisceau de plans

d'axe h', et le cône À est seulement du troisième ordre; h' est

une génératrice double de À, car elle est perpendiculaire à deux

génératrices du premier système de V.

Si l'hyperboloïde V est remplacé par un paraboloïde V, le

cône W est remplacé par un faisceau de plans, et le cône À

n'est plus que du troisième ordre; il devient même du second

ordre lorsque P est situé sur V. (Reye, loc. cit.)

5. On sait qu'une hiquadratique gauche de seconde espèce se

présente souvent comme intersection partielle d'une quadrique

avec une surface cubique qui a deux droites communes avec la

quadrique.

Voici comment on trouve des surfaces cubiques passant par la

courbe T.

Soient g une génératrice variable du premier système d'un

hyperboloïde V, a une génératrice fixe du second système, y le

plan mené par P perpendiculairement à g, f l'intersection des

plans ag et y. La droite f engendre une surface cubique F passant

par T.

En effet, désignons par I, J les points de rencontre des

plans ag, y avec une droite quelconque p; il est facile de voir

que ces points sont liés par une correspondance (2, 1) dont les

trois coïncidences sont des points où une droite f rencontre p.

La droite a est une droite double de la^ surface F. Car par un

point quelconque A de a, on peut mener deux plans y (tangents

au cône W); les génératrices du premier système de V perpen-
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diculaires à ces plans déterminent avec a deux plans qui coupent

les deux plans - menés par A suivant deux droites f passant

par A. On peul donc dire que la surface F a deux droites com-

munes avec V.

L'ordre de la surface F résulte aussi de ce que tout plan mené

par a contient la droite double a et une droite simple
f.

Une génératrice de F passe par P, car le plan aP contient une

génératrice du premier système de V.

Les raisonnements précédents sont encore applicables lorsque

P est situé sur Phyperboloïde V.

Si Ton substitue à V un paraboloïde V, les points I et J

sont liés par une correspondance (1 , 1
) ; la surface F est mainte-

nant une quadrique réglée qui passe par a. De là, on peut con-

clure de nouveau que la courbe V est une cubique gauche.

6. Pour traiter le problème A par le calcul, considérons une

quadrique réglée comme le lieu d'une droite g qui joint les

points bomolo.uues A, B de deux ponctuelles projectives ayant

pour supports les droites a, b.

Soient (X|, ?/,, -,), y2 ,
2.

2 ), (ac3 , ?/ 3 ,
ss) les coordonnées

rectangulaires de deux points fixes Aj, A 2
et du point variable A

de a, et soient (xi, y[, z[), u 2 , //,, si), (ars , yZf zs) celles des

points bomoloiiues B,, B^, B de b. Nous pouxons poser

x, -+- Aj- 3 ?/, -f- Ay2 r, Ar 5

«2 X ==
] -+- ). 1 -t- A 1 A

.'73
=

1 -+- \m 1 -4- Xm 1 -+- Xwi

où m est une constante et / un paramètre variable.

Désignons par a, (3, y les coordonnées de P et par x, y, z celles

de la projection M de P sur g; ces dernières sont de la forme

_, z = — > (1 )

!-+-,• * 1

p étant un facteur inconnu.
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Exprimons que les droites PM et AB sont rectangulaires ; il

vient

(x— *)(x 8
— *a + (y—PKy-o—yz) + - o. (2)

En remplaçant x, y, z par les valeurs (1), on trouve

2[x3— a. -+-
P (x3 — «)](xs — x3 ) = 0,

d'où l'on tire

S(x5— «)(xs— Xg)
i0a==

""S(x^-«)(x 3 -x^*
()

Si l'on porte cette valeur de p dans les formules (1), on obtient

_ x3 S(xg— a)(x 5
— x3 )

— x5 S(x3 — «) (x 3 — x3)

2(x5
— a)(x 3 — X3 )

— 2(XS— a)(x 3— xi)

le signe sommatoire S s'étendant aux lettres x, ^, z.

Enfin, remplaçons x3 ,y 3 ,£5 ,
x3 , y3 , z5 par leurs valeurs;

nous aurons des expressions de la forme

y =
?{*) ?W ?M

où cp , fi y <?2 1 ^3 sont des polynômes du quatrième degré en 1.

Toutefois, si m=1, ces fonctions ne sont plus que du troisième

degré.

Il résulte de là que la courbe T est du quatrième ordre lors-

qu'il s'agit d'un hyperboloïde, et qu'elle est une cubique gauche

dans le cas d'un paraboloïde.

7. Cherchons encore l'équation du cône A engendré par la

projetante PM.

Cette droite est représentée par l'équation (2) du plan mené

par P perpendiculairement à AB et par celle du plan PAB, qui est

X! -+ Ax2

yi *

i A

Xmy '

2 = 0. (4)
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Ordonnons les équations (2) (après remplacement des valeurs

de #3 , î/3 , ...) et (4) par rapport à X; nous aurons respectivement

Pm\* + (Qm + R)x-t-S = 0, (5)

P'mA2
-+- (Q'm + R')A S' = 0. (6)

Les équations P' = 0, Q' = 0, R' = 0, S' = 0 représentent

les plans PA2B2 ,
PA^, PA^, PAjB^ les équations P = 0,

Q = 0, R = 0, S = 0 représentent les plans menés par le

point P perpendiculairement aux droites A 2 B2 ,
A

1B2 ,
A 2B 1?

AiB4 .

L'élimination de X entre les équations (5) et (6) conduit à

l'équation du cône A, à savoir :

[,„(PQ' _ P'Q) + (PR' -P'R)][m (QS' — Q'S) + (RS' — R'S)]

= m (PS' — P'S)2.

Ce cône est donc généralement du quatrième ordre.

Cependant, lorsque m = 1, l'équation (2) est

2(x — a)[>, — x[ A(x2— x'J] = 0,

OU
Pa ^- S = 0,

et A n'est plus que du troisième ordre (*).

Lorsque P est situé sur l'hyperboloïde V, on peut le supposer

en A
4 ;

alors, en retranchant la deuxième colonne de (4) de la

troisième et divisant ensuite par X, on réduit l'équation (4) au

(*) L'abaissement de l'ordre de A peut s'expliquer ainsi : Lorsque m^4,
on passe de (2) à (5) en multipliant par (1 +- X) (1 Xm); mais dans l'hypo-

thèse m= l, on chasse les dénominateurs de (1) en multipliant simplement

par (1-t-X), de sorte que l'équation (5) doit renfermer en trop le facteur

1 -i- X. L'hypothèse X = — 4 réduit l'équation (4) à celle du plan mené par P

parallèlement aux droites A,Bj, A2B2 .

Géométriquement, la perpendiculaire abaissée de P sur la génératrice à

l'infini du premier système du paraboloïde se trouve dans le plan mené par

P parallèlement au premier plan directeur, mais sa direction est indéter-

minée.
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premier degré en A. Il résulte de là que dans ce cas le cône A

est du troisième ordre.

Enfin, lorsqu'il s'agit d'un paraboloïde passant par P, les deux

équations (5) et (6) se réduisent au premier degré en A, et A

n'est plus que du second ordre.

8. Il est encore facile de trouver l'équation de la surface F.

Le plan ag a pour équation

- Amxj

- Amt/2

- Am

y*

I

= 0. (7)

Elle est du premier degré en 1. Donc en éliminant 1 entre (5)

et (7), on obtient pour F une équation du troisième degré ou du

second suivant que m ^ 1 ou = 1.

9. Revenons au cône A engendré par la perpendiculaire PM

abaissée d'un point fixe P sur une génératrice quelconque g du

premier système d'un hyperboloïde V.

La droite PM rencontre V en un second point M' dont le lieu

géométrique est également une biquadrique de seconde espèce

F' ; car l'intersection complète de A et V est du huitième ordre,

et une génératrice du second système de V rencontre A en quatre

points dont trois appartiennent à T et le quatrième nécessaire-

ment à Y'.

Les tangentes à V passant par P sont les génératrices d'un

cône quadratique A; soit PX une génératrice commune à A

et A. Le point de contact X de cette droite avec V est commun
aux deux courbes F, T'. Il est facile de voir que A et A s'y

touchent. 11 résulte de là que A et A se touchent suivant quatre

génératrices et que T et V ont quatre points communs.

Lorsque P est sur V, le cône A est seulement du troisième

ordre et son intersection complète avec V se compose de la

biquadratique T et d'une droite double qui est la génératrice du

second mode de V passant par P.
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Dans le cas d'un paraboloïde V, le cône A est du troisième

ordre et son intersection complète avec V se compose de deux

cubiques gauches. Cependant, lorsque P est situé sur V, A n'est

plus que du second ordre et son intersection complète avec V
se compose d'une cubique gauche et de la génératrice du second

mode de V passant par P.

11. Appelons A, le cône des perpendiculaires abaissées de

P sur les génératrices du second système de l'hyperboloïde V,

T| et ri les biquadratiques suivant lesquelles il coupe V.

Soit M le pied d'une normale abaissée de P sur V; la droite

PM étant perpendiculaire aux deux génératrices de V qui passent

par M, ce point appartient aux deux podaires T, Tj ; le second

point de rencontre de PM avec V est commun aux courbes r\ T[.

Les six normales menées de P à V donnent donc six points

communs à T et Ti et six points communs à Y' et TJ.

On peut trouver deux cordes NIV de V qui passent par P et

rencontrent normalement en N une génératrice g du premier

système de V et en ÎV une génératrice h du second système.

Car les droites g et h étant dans un même plan et perpendicu-

laires à une même droite sont parallèles entre elles; par suite,

le plan gh touche le cône asymptote de V. Menons donc par P

les deux plans tangents à ce cône et abaissons de P des perpen-

diculaires sur les génératrices de contact. Nous obtenons ainsi

deux points communs à T et V't et deux autres points communs

à T et r,.

Si l'on considère un paraboloïde V, les cônes A, Aj sont du

troisième ordre et rencontrent V suivant des cubiques gauches

T et T', Tj et FJ. Les pieds des cinq normales menées de P à V
sont des points communs aux deux podaires r et 1^. Il est facile

de voir qu'il n'existe pas de corde passant par P et rencontrant

normalement en l'une de ses extrémités une génératrice du pre-

mier système de V et en l'autre extrémité une génératrice du

second système.
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Les développements qui vont suivre se rapportent d'abord au

problème B, ensuite à des questions plus générales. Nous y.

ferons usage du principe suivant:

Étant données sur deux droites gauches a, b deux ponctuelles

[A], [B] qui sont liées par une correspondance (m, n), la droite

qui joint deux points homologues A, B engendre une surface

d'ordre m -h n.

Pour le démontrer, soient E, E' les points de rencontre d'une

droite quelconque^ avec les plans aB, 6A; si E coïncidait avec

E', ce serait un point de la surface. Or, si Ton se donne le

point E, le point B sera déterminé et il y aura m points corres-

pondants A et aussi m points correspondants E'. On verrait de

même qu'à un point E' correspondent n points E. Il existe donc

entre les points E, E' une correspondance (w, m) qui présente

m -h n coïncidences.

D'après le nombre de génératrices partant d'un point de a ou

6, nous dirons que ces droites sont d'ordre n ou m par rapport à

la surface.

12. Dans le problème B, le point C décrit l'intersection c des

plans aP, 6Q et engendre une ponctuelle [C] perspective avec

les ponctuelles [A], [B]. La droite AB engendre généralement

un hyperboloïde V.

Il existe entre le point C et le point de rencontre K de la

droite PQ avec la liauteur CC ; une correspondance (3, i) En

effet, à un point C de c correspond un seul point K; mais lors-

qu'on se donne K, la droite CC est une génératrice du cône des

perpendiculaires abaissées sur les génératrices d'un même système

de V. Comme PQ appartient à V, ce cône, qui est du troisième

ordre (5), est coupé par le plan Kc suivant trois droites que l'on

peut prendre pour la bauteur CC. Il en résulte que CC engen-

dre une surface du quatrième ordre dont c est une droite simple

et PQ une droite triple.

Si les droites a, 6, PQ étaient parallèles à un même plan, la

droite AB engendrerait un paraboloïde V et les perpendicu-
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(aires abaissées du point K de V sur les génératrices d'un même
système appartiendraient à un cône du second ordre; la surface

[CC'| ne serait plus que du troisième ordre et aurait une droite

double PQ.

Nous supposerons dans la suite que AB entendre un hyper-

bol oïde V.

13 Appelons a, (3, y les plans menés par les points A, B, C

perpendiculairement aux droites BC, CA, AB, et désignons par

R, S les points ac, bc.

Pour trouver la hauteur AA', on peut projeter A en A
4
sur

le plan 6Q, et \
t
en A' sur BC; le point A, décrit une ponc-

tuelle qui est semblable à la ponctuelle [A] et par suite projec-

tive avec le faisceau engendré par la droite BC. La ponctuelle

[A
4 ] est donc également projective avec la ponctuelle marquée

sur la droite de l'infini par la droite AjA r perpendiculaire à BC.

On en conclut que la droite A
{
A' enveloppe une parabole na qui

touche la droite R A
1

et la perpendiculaire élevée en R sur la

droite RQ dans le plan 6Q.

Le plan AA
4
A' = a enveloppe le cylindre dont les généra-

trices sont perpendiculaires sur le plan bQ et s'appuient sur la

parabole iza .

Le point A' décrit la podaire ~
a de Q par rapport à iza . Cette

courbe est une cubique qui a un point double en Q, avec deux

tangentes perpendiculaires aux tangentes menées par Q à la para-

bole 7ïa ; elle passe par le point R.

14. La droite A A' engendre une surface du troisième ordre.

Car un plan 1 mené par a contient la droite simple a de cette

surface et deux génératrices rectilignes menées par les deux

points autres que R où le plan 1 rencontre la courbe tz'g .

Pour trouver l'ordre de la surface [AA r

], on pourrait aussi

observer que a en est une droite simple et PQ une droite

double : par un point quelconque F de la droite PQ, on peut

mener deux droites AA', A' étant l'un des points où la liijne
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d'intersection des plans Fa, Q6 rencontre la sphère de dia-

mètre QF.

Les raisonnements précédents s'appliquent également à la

hauteur BB'.

15. Le point C 7 engendre une ligne du cinquième ordre.

En effet, la droite PQ contient quatre points C 7
. Car, soient

K, K' les points où cette droite rencontre la hauteur CC 7 et le

côté AB d'un triangle ABC de la question; ces points sont liés

par une correspondance (1,3): si Ton se donne K.
7
, la droite AB

est l'intersection des plans K'a, K/6 ; si l'on donne K, il existe

trois droites CC 7 passant par K et par suite trois droites corres-

pondantes AB. Les quatre coïncidences de celle correspondance

donnent quatre points du lieu [C 7

], et comme un plan quelconque

mené par PQ donne un cinquième point non situé sur PQ, le

lieu est du cinquième ordre.

16. Les plans y, en nomhre simplement infini, enveloppent

une développable de la troisième classe.

En effet, on a vu que par un point quelconque K de la

droite PQ, il passe trois lignes CC 7 et par suite trois plans y. On

peut aussi ohserver qu'il passe par la droite c deux plans y; car

la droite c est perpendiculaire à deux génératrices du cône

directeur de V, situées dans le plan mené par le sommet de ce

cône perpendiculairement à c, et les plans menés par c norma-

lement à ces génératrices du cône sont normaux aux positions

correspondantes de la droite AB. Il résulte de là que par un

point quelconque de c, il passe trois plans y.

17. La ligne d'intersection HH' des plans a,
(
3, y étant per-

pendiculaire à PQ engendre une surface à plan directeur. Cette

sut face est du quatriè?ne ordre.

Car entre les plans a, (3 qui enveloppent deux cylindres du

second degré, il existe une correspondance (1,1); ces plans

rencontrent une droite quelconque p en deux points liés par une
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correspondance (2, 2) dont les quatre coïncidences sont les points

de rencontre de p avec la surface [HH'].

Les plans a et y rencontrent p en deux points liés par une

correspondance (5, 2), ce qui ferait supposer que la surface

[HH'] est du cinquième ordre. Mais au point R de c, les points A
et G coïncident, et les plans a et y sont tous deux perpendicu-

laires à la droite RQ, de manière qu'il se détache de la surface

[HH ] un plan.

18. Cherchons le lieu de Torthocentre H du triangle ABC.

D'abord, la droite PQ contient quatre points H; car entre les

points de rencontre h, h' de PQ avec les droites AA', BB',

il existe une correspondance (2, 2), puisque de chaque point

de PQ il part deux droites AA' et deux droites BB' (14). Les

quatre coïncidences de cette correspondance sont des points H.

Un plan quelconque mené par PQ contient donc quatre points H

sur PQ et un cinquième extérieur à PQ. Par suite, le point H
engendre une courbe du cinquième ordre.

IVous allons maintenant traiter les mêmes questions en consi-

dérant sur trois droites gauches quelconques a, b, c trois ponc-

tuelles projectives quelconques [A], [B], [C]. Conservant les

notations précédentes, nous désignerons par AA', BB', CC, H les

hauteurs et lorthocentre du triangle ABC, par a, (3, y les plans

menés par A, B, C perpendiculairement aux droites BC, CA, AB
;

enfin, par V l'hyperboloïde engendré par la droite AB. Pour

abréger, nous représenterons par g la droite AB et par o le

plan ABC.

19. Le plan ABC enveloppe une développable de la troisième

classe (théorème connu).

En effet, il passe par un point quelconque P trois plans ô. Car

si par une position quelconque de AB, on mène le plan corres-

pondant o et le plan ABP qui coupe c en C4 , les points C et C A
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sont liés par une correspondance (2, 1) : Le point C déter-

mine AB et ensuite C4 ; mais le point C l détermine deux

plans ABP qui sont les deux plans tangents menés par la

droite PC 4
à l'hyperboloïde V, de sorte que est l'homologue

de deux points C. Les trois coïncidences de la correspon-

dance (2, 1) sont trois points de C tels que les plans correspon-

dants o passent par P.

20. Le plan y enveloppe une développable de la troisième

classe.

Car soit C2 le point de rencontre de c avec le plan mené par

un point donné P et normal au côté AB d'un triangle ABC. Si

l'on se donne C, le point C2 s'en suit; si l'on donne C2 , on peut

prendre pour le plan PAB l'un des deux plans tangents menés

par PC2 au cône de sommet P et supplémentaire du cône

directeur de V. Il existe donc entre C et C 2 une correspon-

dance (2, 1), dont les trois coïncidences déterminent trois plans 6

tels que les plans correspondants y passent par P.

21. La hauteur CC engendre une surface du sixième ordre.

Pour démontrer cette proposition, menons en chaque point C

de c les plans 8 et y et soient h, h' leurs points de rencontre

avec une droite donnée p. Par un point h de p passent trois

plans S (19) à chacun desquels correspond un plan y; de

même par un point h' de p passent trois plans y (20) auxquels

correspondent trois plans o. Il résulte de là qu'il existe entre h

et h' une correspondance (3, 5) dont les six coïncidences sont les

points de rencontre de p avec la surface [CC].

22. Le lieu du point C est une courbe du cinquième ordre.

II est d'abord évident qu'aucun point du lieu ne se trouve

sur c. Un plan quelconque X mené par c coupe la surlace [CC],

qui est du sixième ordre, suivant la droite c et cinq droites CC,

sur chacune desquelles il y a un point C. Donc C décrit une

quintique.
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Soit f une génératrice de V du même système que a et 6. Le

plan mené par f ci une génératrice AB = g du premier système

contient cinq points de la courbe [C]; un seul de ces points

appartenant à AB, les quatre autres appartiennent à f.

La surface [CC] est coupée par l'hyperboloïde V suivant une

courbe du douzième ordre. Le second point de rencontre de la

droite CC avec V décrit donc une courbe du septième ordre.

Comme les droites f et g coupent la surface [CC] en six points,

la courbe du septième ordre a deux points sur f et cinq points

sur g.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Étant donnée une ponctuelle rectiligne projective avec un

système de génératrices d'un hyperboloïde V, la projection C
d'un point C de la ponctuelle sur la génératrice correspondante

de V décrit une courbe du cinquième ordre dont les génératrices

du second système de V sont des quadrisècantes . La proje-

tante CC engendre une surface du sixième ordre; le lieu de son

second point de rencontre avec V est une courbe du septième ordre

qui a cinq points sur chaque génératrice du premier système de V

et deux points sur chaque génératrice du second système.

On peut encore établir Tordre de la courbe [C] en cherchant

directement le nombre de ses points situés sur a; cela revient à

déterminer le nombre des triangles ABC qui sont rectangles en A

ou dont Torthocentre est sur a.

A cet effet, A, B, C étant trois points homologues quelconques

de a, b, c, appelons A
x
l'un des points dintersection de a avec la

sphère de diamètre BC. Le triangle A X
BC sera rectangle en A

t

et les extrémités de l'hypoténuse sont des points homologues

de b et c. A un point A correspondent deux points A A
. A un

point Ai correspondent également deux points A. Car le plan

perpendiculaire en A 4 à la droite joignant A
t
à un point quel-

conque de la ponctuelle [B] engendre un faisceau projectif avec

cette ponctuelle et, par suite, marque sur c une ponctuelle [CJ

projective avec la ponctuelle [C]. Les deux points doubles des

ponctuelles projectives [C] et [C A ] sont des positions de C telles
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qu'avec leurs homologues de la ponctuelle [B] et le point A 1?

elles déterminent deux triangles rectangles en A l (*) et dont les

extrémités de l'hypoténuse se correspondent dans les ponctuelles

projectives [B], [C]. Il résulte de là que les points A et A
x
sont

liés par une correspondance (2, 2) dont les quatre coïncidences

appartiennent à la courbe [C], Cela posé, un plan quelconque

mené par a contient quatre points de cette courbe sur a et

un cinquième sur la génératrice AB de Y située dans ce plan.

Par analogie, chacune des droites 6 et c contient quatre ortho-

centres (**).

23. Uorthocentre H du triangle ABC décrit une courbe du

neuvième ordre.

En effet, un plan passant par cconiient cinq droites CC et par

suite cinq orthocentres en dehors des quatre situés sur c.

(*) La droite BCi engendre un hyperboloïde et le plan de l'angle droit

BA^i enveloppe un cône quadratique (théorème connu).

(**) La droite c rencontre la surface (AA') en six points dont quatre sont

des orthocentres et dont les deux autres sont obtenus en menant les généra-

trices AB de V qui passent par les points d'intersection de c avec V ; dans

les deux triangles ABC correspondants, les hauteurs AA' et BB' ren-

contrent c.
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RELATIONS ENTRE LES VOLUMES

DE

CERTAINS TÉTRAÈDRES

Il m'a paru intéressant de chercher, dans l'espace, les ana-

logues des propositions suivantes qui ont été traitées dans les

Wiskundige Opgaven (Deel IX, p. 285') et dans Mathesis ( 1 907

,

p. 17):

Soient B 4 ,
C

t
les points de rencontre des côtés d'un

triangle ABC avec une transversale quelconque. On mène par

un point quelconque 0 les droites OA', OB', OC équipollentes

aux droites AA 4 ,
BB

t , CCi. Démontrer que l'aire A'B'C est

double de l'aire ABC. (H. Van Aubel.)

Si A 4 ,
Bj, C

4
sont trois points quelconques pris .sur les côtés

du triangle ABC, on a

A'B'C = 2ABC -+- A,B
1
C,

(J. Van de Griend
)

Je considère deux tétraèdres A
1
A 2 A 5A4 ,

B
1
Bc2B r>

B4 et je

désigne par xr , y r , zr les coordonnées de A,- par rapport à trois

axes rectangulaires Ox, O/y, Oz, et par «r , (3 r , yr celles de Br .

Soient OC 4 ,
OC2 ,

OC 3 ,
0C4 des droites équipollentes aux

droites A^, A 2B2 ,
A 3 B3 ,

A 4B4 ; les coordonnées de Cr seront

ar— a?r , pr — yr , yr — zr . Par suite, si A, B, C représentent
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les volumes des tétraèdres A,Aç>A
r>
A 4 ,

B]Bo2 B5B4 , C^Cgl^Qi,

soumis à la règle des signes, on a

6A -»
|
xt yi Zi 1

|
, . .

6B= |«, p, r, 1 |, • •

6C =
|

a, X, (3, — y x n

(1)

(2)

(3)

en convenant de n'écrire que la première ligne d'un déter-

minant lorsque les autres s'en déduisent par le changement de

l'indice des lettres.

Le déterminant (3) peut se décomposer en huit autres; en

désignant par D et E les sommes

I «i Vi z
K *

|

+-
|
Xi Pi zK

I
|

-4-
|

x
K y, y {

1
|,

|

x
{ p t n \

I

+
|
«j y t

zi 1
|

-+-
I «i (3, z

t
\ |,

on peut écrire

6C = 6B— 6A -+- D —
• (S)

relatifsAppelons Xr ,
Yr ,

Z,., Ur les mineurs de
|

xA y^z^ 1

aux éléments de la re ligne; alors

| «i Vi Zi 4
|
= a,X, -+ «2X2 of 3X3

-+- a4X4 ,

|

x
{

S, I j
— p,Y, + 62Y 2

-4-
p 3Y5 -h

(34Y4 ,

|

x
{ y t y {

1
|
= r tZ, -+- r 2Z 2

-+- ? 3Z 5
-4- r*Z4 .

D'où l'on conclut

D = («,X, -»- (3,Yi riZ.) h- (a2X2
-4-

|32Y2 r 2Z2)
-+-•••

Supposons maintenant les points B
1 ,

B2 ,
B5 ,

B4 situés respec-

tivement dans les plans A2A 5A4 ,
A3A4A 1? AjAjAg, A 1A2A 3 ;

nous aurons, par exemple,

Pi r.

x-a y*

Xi

= 0,

ou

yt z,

a,X, +- p,Y, r,Z, -4- lu = 0.
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Il en résulte

D = — (0, U2 + U5 -+- U 4) = - 6A. ... (4)

Donc
6C = 6B — 12A — E (5)

Les hypothèses suivantes donnent des résultats remarquables.

a) Le tétraèdre A 1A2A 3A4 est inscrit au tétraèdre 84828364;

alors par analogie avec l'égalité (4), on a E = — 6B. Donc, si

les deux tétraèdres A 4 A 2 A 3 A 4 ,
B

1
B2 B3B4 sont, chacun, inscrits à

l'autre (Tétraèdres de Môbius), l'égalité (5) devient

C = 2 (B — A).

Ainsi, étant donnés deux tétraèdres de Môbius A A
A 2A 3A4 ,

8iB2B 3B4 , si l'on mène les droites OC^, OC2 ,
OC 3 ,

OC4 équi-

pollentes aux droites A ^B^ A 2B2 ,
A 3B 3 ,

A 4B4 , te volume du

tétraèdre C
1C2C 3C4 est double de la différence des volumes des

tétraèdres donnés.

b) Bj, B2 ,
B3 ,

B4 sont les points de rencontre des faces du

tétraèdre A 1A 2A 3A 4 avec une même transversale. Dans ce cas,

on a B = 0, E = 0 ; en effet, le déterminant
|
aiy fiu zi9 1

|

,

par exemple, représente six fois le volume d'un tétraèdre dont

les sommets se projettent sur le plan xy aux mêmes points que

B 4 ,
B2 ,

B3? B4 , et ces projections sont en ligne droite. On a

donc
C = — 2A.

c) Les droites A^, A 2B2 ,
A 3B3? A 464 concourent en un

même point 0 dont les coordonnées barycentriques par rapport

au tétraèdre A 4 A 2A 3 A 4 sont mi9 wï2 ,
w 3 ,

iw4 .

Pour simplifier, supposons m l -h m% -4- m 3 4- m 4 = i.

Alors

OC 2C3C4 _ A 2B2 A3B3 A 4B4 1 I i

OA sA 3A 4

~~ OA 8 OA3 OA 4
~

1 — mt \ — m 3 i — w 3

'

OA 2A 3A 4
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donc

OC 4C5C4 — A

Par conséquent

C =2
A (1 — - tw 5)( l — m«)

Par exemple, si B 1? Bc2 ,
B 3 ,

B4 sont les centres de gravité

des faces du tétraèdre A
t
A.2A 5A 4 , on a

64
C = — A.

27
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AVERTISSEMENT

Dans le Travail que nous livrons aujourd'hui à la publi-

cité, il a toujours été très loin de notre pensée de vouloir

donner une étude synthétique complète de tout ce qui a

été écrit, tant au point de vue de la théorie que de l'obser-

vation, au sujet du phénomène si intéressant de la variation

des latitudes, encore moins de prétendre apporter à son

explication une contribution de quelque importance.

Notre seul but a été de fournir aux lecteurs qui voudront

bien prendre connaissance de ces pages et désireront

approfondir ce sujet, un aperçu synthétique qui leur

donne le moyen de se mettre rapidement au courant de

la littérature si abondante relative à cette question.

Nous espérons avoir présenté ce dernier aperçu d'une

façon originale, sous un jour nouveau, de manière que

cette étude ne fasse pas double emploi avec les analyses

déjà publiées sur ce problème si important de la Mécanique

céleste.

Il est juste cependant de faire observer que nous avons

souvent suivi l'exposé lumineux du professeur allemand

A. Sommerfeld (dans l'ouvrage célèbre : Ueber die Théorie

des Kreisels), spécialement pour ce qui regarde l'influence
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(le l'élasticité de la Terre, et que nous nous sommes

maintes lois renseigné aux excellentes publications : Astro-

nomische Nachrichten, Moiit/ihj Notices, Bulletin astrono-

mique, Astronomical Journal, etc., pour les quelques

ouvrages que nous n'avons pu consulter directement.

Voici la manière dont nous avons divisé notre Travail :

Une courte Introduction apprend au lecteur ce qu'on

entend par mouvement eulérien du pôle de rotation. La

contradiction qui existe entre ce mouvement, déduit d'une

hypothèse trop simpliste, et les résultats d'observation

esl mise en relief dans la Première partie. Ces derniers

résultats ont montré que le mouvement du pôle à la surface

de la Terre est sensiblement épicycloïdal et se compose

de deux mouvements périodiques : la période de l'un

(circulaire) est de quatorze mois au lieu de dix mois (cycle

eulérien) ;
la période de l'autre (elliptique) est sensiblement

d'un an. Comment expliquer ce désaccord?

La Deuxième partie montre que, si l'on fait entrer en

ligne de compte l'élasticité du globe, la période de dix

mois peut être portée à quatorze mois (période cliandlé-

rienne).

L'explication des oscillations annuelles et des petites

irrégularités apériodiques est fournie dans la Troisième

PARTIE,

L'étude n'aurait pas été complète si nous n'avions dit

un mot, dans une Quatrième partie, des influences qui

peuvent, au moins à la longue, diminuer l'amplitude des

oscillations du pôle de rotation.

Un Appendice donne quelques explications au sujet d'un

terme annuel, intervenant dans l'expression de la variation

de latitude, qui ne dépend pas de la position du pôle.
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Enfin une Note complète quelques considérations théo-

riques de la troisième partie.

A la fin de notre Travail, nous avons placé la Biblio-

graphie relative aux explications des variations de latitude.

Nous espérons que cette étude excitera la curiosité des

esprits épris de science et les poussera à approfondir cette

question.

Henry Janne.

Liège, janvier 1909.





SUR

LA VARIATION DES LATITUDES

INTRODUCTION

Parmi les problèmes de la Dynamique qui intéressent les

géologues et géographes au même point que les géodésiens et

les astronomes, se place au premier rang celui de la rotation de

la Terre autour de son centre de gravité.

Si Ton considère le globe comme un corps parfaitement

rigide, ce problème n'est autre que celui de la rotation d'un

corps solide autour d'un point fixe.

On sait que c'est à d'Alembert que revient l'honneur d'avoir

mis, pour la première l'ois, ce problème en équations (*); tour à

tour Euler, Lagrange, Laplace, Poisson, Jacobi, Liouville, Poinsot,

Serret, Mathieu, Puiseux, Mme Kowalewska, Hermite, etc., l'ont

repris et envisagé à divers points de vue (**).

Mais l'hypothèse d'une Terre parfaitement rigide est, au point

de vue théorique, purement gratuite, et, au point de vue expé-

(*) Voyez, par exemple, P. Appell, Traité de mécanique rationnelle, 2e éd.,

t. II, 1904, chap. XX, p. 140, et aussi notre opuscule : Mouvement de rotation

d'un corps de forme variable. Liège, janvier 1908, lmpr. liégeoise, p. 1.

(**) Pour plus de détails, consultez le beau mémoire de Gilbert sur cette

question. (Annales de la Soc. se. de Bruxelles, 1878.)
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rimental, absolument contraire aux faits observés; nous le

montrerons plus loin.

Cette remarque laite, revenons au problème de la rotation du

globe, en supposant ce dernier absolument rigide, et examinons

les conséquences de celte hypothèse.

Euler, qui a donné aux équations différentielles la forme que

nous connaissons, est celui qui a étudié le premier le mouvement

du globe (*) autour de son centre de gravité : il le suppose

parfaitement rigide et ayant des moments d'inertie équatoriaux

égaux; il imagine de plus que les forces extérieures se ramènent

à une résultante unique passant par le centre de gravité (cas

que nous appelons rotation naturelle).

Avant de retrouver les résultats auxquels il est parvenu,

rappelons brièvement la méthode qu'il emploie pour l'étude

générale du mouvement de rotation d'un corps solide autour

d'un point fixe (**).

Imaginons deux trièdres trirectangles, l'un fixe Ox
K y {

Z\, l'autre

mobile Oxyz, ayant pour origine commune le point fixe 0 et de

plus même orientation. Faisons l'hypothèse que, dans les deux

trièdres, une rotation de 90° dans le sens positif autour de l'axe

des z
i
(ou des z) amène l'axe des x

i
(ou des x) sur l'axe des

(ou des y) : pour fixer les idées, nous choisirons pour sens

positif celui des aiguilles d'une montre, en supposant l'observateur

couché le long de l'axe des z
K
(ou des z), les pieds en 0, la tête

vers les z
{
(ou z) positifs.

Prenons arbitrairement, sur l'intersection du plan xOy avec

le plan a^O//,, une direction positive OU, et désignons par ^

(*) L. Euler, Mechanica sive moins scientia. Saint-Pétersbourg, 1736,

3e partie, chap. XVI, par. 839 et suiv. ; Du mouvement de rotation des corps

solides autour d'un point fixe (Mémoires de l'Académie de Berlin, 1758,

pp. 154-193) ; Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum. Greifswald,

1765, chap. XII, par. 711, 717-732.

(**) Voyez encore notre opuscule, pp. 2 et suiv.
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l'angle de cette direction avec Oxl5
cet angle étant compté posi-

tivement autour de Oz<. La droite OU est perpendiculaire au

plan zOz
{

.

Appelons 0 l'angle que forment les deux axes Oz-j et Oz,

compté positivement de Oz
1
vers Oz dans le sens des rotations

positives autour de OU.

Désignons par <p l'angle dont il faut faire tourner la droite OU
autour de Oz (car Oz est perpendiculaire au plan UOx) dans le

sens positif pour la faire coïncider avec Ox.

Les trois angles <p, 0, <p sont évidemment indépendants l'un

de l'autre et peuvent être choisis arbitrairement.

A chaque système de valeurs (<\> { , 0,, <p
t )

de ces angles cor-

respond une position, et une seule, du trièdre mobile Oxyz : ce

trièdre peut passer de la position Ox^y
x
z

{
à sa position actuelle

au moyen des trois rotations successives : ty {
autour de Oz lt

0^ autour de OU, <p 1
autour de Oz.

On emploie souvent les expressions suivantes, empruntées à la

Mécanique céleste : ^ est appelé Vangle de précession, 0 Vangle

de nutalion, cp Vangle de rotation propre, OU la ligne des nœuds.

On sait que si l'on désigne par p, q, r les composantes, suivant

les axes mobiles Ox, Oy, Oz, de la rotation instantanée 0 du

trièdre Oxyz et par
<J/,

0', <p' les dérivées ^, ^->^(* repré-

sentant le temps), on a les relations (*) :

y sin 0 sin f
0' cos p

,

y sin e cos y — 6' sin f, \

y cos e -h y. 1

Si l'on prend pour trièdre trireclangle mobile Oxyz celui

formé par les axes principaux d'inertie du corps solide dont on

(*) Pour les obtenir, on n'a qu'à projeter l'égalité vectorielle

p + "q + 7= o~= y + W + y
sur chacun des axes Ox, Oy, Oz.

;
-9-
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étudie le mouvement, si Ton désigne par .4, #, C les moments

principaux d'inertie du corps et si Ton représente par L, M, N
les moments résultants des forces extérieures par rapport à ces

axes, on a, pour déterminer le mouvement, les équations cCEuler :

dpA^ + (C-B)rq = L,

(B)
< fi^ + ^-Qpr^M,

/ dr

f
C
Tt
^(B-A) qP^.

L, M, N sont en général fonctions de 6, 0, cp, t[/, 0', cp', t (si les

forces dépendent du temps et des vitesses), ou, à cause des

relations (A), fonctions de <b, 0, <p, p, q, r, /; de plus A, B, C
sont des constantes.

Pour résoudre le problème, il s'agit d'intégrer les équations

différentielles (B) du mouvement. Le système (A), (B) est formé

de six équations différentielles du premier ordre contenant les

six variables 6, 0, o, p, q, r h déterminer en fonction de t; il

s'introduira six constantes dans l'intégration, constantes qui

seront déterminées si l'on connaît par exemple les valeurs

initiales à 0 ,
80 , <p0, pQ , q 0 ,

r0 .

On peut aussi, si l'on veut, substituer les valeurs (A) dans

les équations (B); on obtiendra ainsi trois équations différentielles

du second ordre en 6, 0, ©. Leur résolution fera connaître les

valeurs de 6, cp, 0, et par conséquent aussi la position du trièdre

mobile qui fixe la position du corps.

A présent étudions (*) le mouvement de rotation naturelle

(L = M = N = 0) de la Terre autour de son centre de gravité

(c'est-à-dire négligeons les actions luni-solaire et planétaires).

Supposons que le globe soit parfaitement rigide et de révo-

(*) Voyez encore notre opuscule, p. 18.
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lution. Prenons (fig. 1) pour Oz< l'axe OG, fixe dans l'espace

(rotation naturelle), du moment résultant des quantités de

mouvement, et pour Oxu Oy^ deux axes rectangulaires quel-

Fig. 1.

conques choisis dans le plan invariable passant par 0, centre de

gravité de la Terre. Assujettissons les axes Oxyz à être invaria-

blement liés au globe. Choisissons pour axe Os Taxe OC principal

d'inertie coïncidant avec Taxe de révolution; dans le plan de

Téquateur, perpendiculaire à OC, menons deux axes rectangu-

laires Ojc, Oy (fixes par rapport à la Terre) (*); comme le globe

est supposé être un ellipsoïde de révolution homogène, ces axes

Ox> Oy seront deux axes principaux d'inertie, et les moments

d'inertie correspondants sont égaux (**) :

A=B.

(*) Nous supposons encore que les trièdres i)x
ly l

z
l ^

Oxyz ont la même
orientation que plus haut.

(**) Si l'on supposait exister une légère différence entre A et B, les

résultats suivants seraient évidemment un peu modifiés. Voyez, à ce sujet,

F.-R. Helmert, Die mathematischen und yhysikalischen Theorien der hoheren

Geodasie. Leipzig, t. II, 1884, p. 400.
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Nous aurons donc, pour équations différentielles du mouve-

ment, ces équations d'Euler très simples :

dp

Af
t

+{C-A)rq=*O
i

A^ + (A-C)pr = 0,

ou encore

dr
C — = 0,

dt

l dp C— A
idi^-Â- r^^

De la troisième équation nous tirons

r= constante= n.

Les deux premières deviennent, si Ton pose

C—A

dp

Les intégrales (*) sont évidemment :

^ ^

(
,jf = «y sin (W -f- r).

(*) Pour les trouver, on peut éliminer q entre les deux équations (E) en
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Les relations (A) entre p, q, r et
ty, 0, cp deviennent ici

db
. . \

1 .
= — sin 0O sin f , 1

(G)
{ 7 = — sin e0 cos ? , /

oV df
n = — cos 0„ +—

,

aï aï

car

Cr Cn
COS 0 = — -= — = C ,•

VA\f+ q*) -+- CV b

G désignant le moment résultant (constant) des quantités de

mouvement par rapport à 0,

ou bien

0 = constante = 0O .

En divisant la première relation (G) par la deuxième, on a,

en tenant compte de (F),

tg ? = ^
= COtg (vt -+- r).

dérivant la première et en lui ajoutant la seconde multipliée par v; on

obtient de la sorte

dont l'intégrale est

p = 8cos (W -+-t);

puis on détermine q par l'une des deux équations (E).

Un procédé plus élégant consiste à ajouter les deux équations après les

avoir multipliées respectivement par 1 et r, on obtient ainsi

d(p-*-iq)

dt
-Mp-+-*9)= 0,

dont l'intégrale est

p-*- iq= constante x eivt= (o' cos x -+- io' sin t) e"' = S cos (v£ -+- x)

-+- io sin ("d -*- x);

d'où, en séparant la partie réelle de l'imaginaire, les deux intégrales (F).
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Ceci nous donne

7T

Kt -+ vt — r = — vt t\ (II)

2,

K désignant un nombre entier et t' une nouvelle constante.

Enfin la troisième relation (G) nous permet d'écrire :

d* ( rf<A 1 / C—A
(»-£)— -(
\ dtl cos d0 \

n sec % — —
- n sec e0 ,

d£ \ d// cos 90 \ Al A

d'où

G
^ = — n sec e0 . « h- t", (I)

.a

t,; étant encore une constante.

L'observation (*) nous montre que 0
O , c'est-à-dire COG, est

très petit et reste inférieur à 0",3; par suite sec 0
O est très

voisin de 1 et sin 0O très petit. En appelant o la vitesse angulaire

constante de rotation de la Terre autour de son axe, on a :

| o |
= 2jt par jour sidéral,

p
1 +-

(f
+ n2 — o

2
, n = o cos ô0 , n sec 9n = o,

F= p*-*-q*=o*— ?i
2= o

2
sin

2
ô0 , â==o sin e0 < \"9 p. j. s. )

Avec l'orientation d'axes choisie et le sens positif de rotation

adopté, o est négatif. De plus, le globe est aplati. Par suite

OA, ~>0,
et

C—A C—A
, ,—-— n= o cos 0O est négatif.

(*) Voyez par exemple G. -A. -F. Peters, Resultate ans den Beobach-

tungen des Polarsterns. (Astronomische Nachrichten, t. XXII, 1844, n° 512,

col. 119.)
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0O étant très petit et pouvant par conséquent être traité comme
une quantité du premier ordre, on peut écrire

cos e0 = 4

aux termes du second ordre près, et par suite

n = o= — 2* par jour sidéral.

Le rapport positif —-— peut être déduit de la théorie de la

précession luni-solaire; il a été trouvé égal (*) à

C— A 1= environ.
A 505

Par conséquent

v== nar jour sidéral.
505

F J

L'expression (H) de cp devient ;

2tt t

505 1 j. sid.
(H'j

pour que cp augmente de 2tc, il faut que t augmente de 305 jours

sidéraux ; ainsi cp croît proportionnellement au temps et augmente

de 2tc en 305 jours.

Pour <\> nous avons d'après (I) :

C C 506 t

t-m — n sec e„ .t -+- t"= — o . t -+- t"= ——- 2r
.

1"
; (10

A A a05 1 j. sid.

305
po<ur que <p diminue de 2tt, il faut que t augmente de ^ de jour

sidéral; ainsi <\> décroit proportionnellement au temps et diminue

de 2tu en un peu moins d'un jour sidéral.

(*) Voyez, par exemple. Th. von Oppc-l^er, Lehrbuch der Bahnbestim-

mung, 1882, t 1er; traduction française de E. Pasquier, 1886, 1. 1<*.
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8, jp,
tp étant déterminés en l'onction du temps, voyons ce que

leurs valeurs nous apprennent relativement au mouvement.

Remarquons d'abord que les trois axes

OC d'inertie,

01 de rotation,

OG du moment résultant des quantités de mouvement

sont toujours situés dans un même plan; en effet l'identité

P 7 r

0 0 0

Ap Aq Cr

G G G

0 0 !

montre que les trois droites issues de 0, ayant pour cosinus

directeurs

P

0 0

r

0

Ap Aq

G
'

Cr

G~

o, 0, 1,

(par rapport aux axes Ox, Oy, Oz), possèdent cette propriété; et

ces trois droites ne sont autres que les axes 01, OG, OC.

De plus, pour la Terre, l'axe OG (fig. 1) se trouve toujours

entre 01 et OC (*) et est fixe dans l'espace absolu. Ainsi le

plan OIGC tourne dans l'espace autour de OG et les axes 01, OC
sont situés de part et d'autre de OG.

On sait, par l'observation, que l'angle COG=-0 est inférieur

à O"^ et que l'angle IOG = i est encore beaucoup plus petit.

(*) Voyez Poinsot. Précession des équinoxes, Addition à la Connaissance

des Temps -pour 4 8S 8, p. 14.
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Pour obtenir leurs grandeurs relatives, nous pourrons donc

écrire sans erreur sensible :

i _ IOG sin IOG

S

=
GÔC~ sin GOC

• A — cos2 IOG

V \ _ C0S2 GOC

1
— Ap p Aq q Cn n

Go Go Go

G*

-v[AY AY + CV) (p* + 9
2

n*) — {Ap* + Aq% + CnJ

{AY - AY +* CV— CVjo2

(C— 4)
2 n*(f + q*, C—An C—

A*(p 2 o>s
cos e 0

3US
environ.

Ainsi l'angle IOG est inférieur au 0™ de l'angle COI ; donc
300

puisque angle COI < 0''3,

1 „.l O'.'ô

i

}
angle IOG <^ X angle COI<^ = Q"00l.

( :i peut donc pratiquement considère)- 01 et OG comme deux

droites coïncidentes. Néanmoins, pour la clarté de l'explication,

nous les distinguerons l'une de l'autre.

Cela dit, eberebons le lieu géométrique de l'extrémité du

vecteur de rotation o par rapport aux axes Qxyz; il sera donné

par les équations (F) :

|

p — S COS (vt +- r),

V
F) < q = â sin (vt -4- r),

( r= w,

et sera par suite une circonférence, située dans le plan z = n,

ayant OC pour axe et d pour rayon.

2
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L'intersection I de Taxe de rotation 01 avec la surface du

•jlobe aura pour équations paramétriques de son mouvement :

v
x = R = R sin 6q . cos (vt

o

Q \

y = R I = R sin e0 . sin (vt r),

0

n
z = R - = R cos

o

R étant une longueur très voisine du rayon polaire terrestre.

Ainsi le pôle I décrit, à la surface du globe, autour du pôle

d'inertie C, line circonférence de très petit rayon; il parcourt

cette circonférence dans le sens direct (rotation négative) d'un

mouvement uniforme (*). La vitesse angulaire est

v — par jour sidéral
305

v J

(On le voit encore en' remarquant que la position de OU et, par-

tant, celle de 01 sont déterminées par la valeur de l'angle — <p).

La période de son mouvement est de trois cent et cinq jours

sidéraux environ, soit à peu près dix mois. Cette période a été

nommée période eulérienne ou cycle eulérien.

Il est clair que le pôle G (**) décrit, à la surface du globe,

autour de C, une circonférence très voisine de celle de I, et que

le sens de sa rotation et sa vitesse angulaire sont les mêmes

que ceux de J. Or ce pôle G est immobile dans l'espace. Donc

OC doit se mouvoir dans l'espace, avec toute la Terre, pour

que G puisse décrire à sa surface une circonférence. C'est ce

qui a lieu.

Remarquons d'abord que la position de OC dans l'espace est

tixée par celle de l'intersection OU du plan de l'équateur xOy

(*) Voyez, par exemple, F.-R. Helmert, op. cit., t. II, ehap. V, p. 391.

(**) Intersection de l'axe OG avec la surface du globe.
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avec le plan invariable x
{
Oy

{ , car OU est perpendiculaire au

plan COG et OG est fixe. La position de OU est déterminée par

la valeur de l'angle <]>. Nous avons trouvé ci-dessus :

306 t

305 lj. sid.
v

'

à décroit proportionnellement au temps et diminue de 2?t

en ^ de jour sidéral. Ainsi OU et, partant, OC se meuvent

uniformément dans le sens direct (rotation négative); en d'autres

termes, OC décrit, dans le sens direct, un cône circulaire autour

de OG, et cela d'un mouvement uniforme : seulement, il accom-

plit sa révolution ^ de jour avant que la Terre ait accompli

la sienne autour de son axe 01 de rotation; c'est cette diffé-

rence qui produit le mouvement de I et de G à la surface du

globe.

*

La méthode cinématique de Poinsot (*) donne encore une

idée plus nette des lois du mouvement.

Nous savons d'après ce géomètre que le mouvement de la

Terre autour de son centre de gravité 0 peut être figuré par le

roulement sans glissement de son ellipsoïde d'inertie (qui est

de révolution), tournant autour de 0 (supposé fixe) sur un plan

invariable fi (**).

Appelons I, G, C les intersections de ce plan II avec l'axe

instantané de rotation, Taxe invariable du couple des quantités

de mouvement et l'axe de révolution. Le plan II étant, comme
on le sait, tangent en I à l'ellipsoïde d'inertie, est perpendicu-

laire au méridien COI de l'ellipsoïde passant par I; donc la

perpendiculaire OG à ce plan sera contenue dans le méri-

dien COI : en d'autres termes, les axes OC, OG, 01 sont à

{*) Journal de mathématiques pures et appliquées, \ re série, t. XVI, 1851.

et Connaissance des Temps pour 1854, 185t.

(**) Plan invariable de Laplace, plan du maximum des aires.



( 20 )

chaque instant situés dans un même plan, ou encore C, G, I sont

continuellement en ligne droite.

Comme la distance OG du centre 0 au plan invariable 11 doit

rester constante et que les ellipses méridiennes sont toutes

égales, le point I ne peut décrire, à la surface de l'ellipsoïde,

qu'un parallèle de pôle C (*) : cette polhodie n'est autre que

le cercle eulérien (sur l'ellipsoïde d'inertie). 11 en est de même
pour G', intersection de OG avec l'ellipsoïde.

La figure OIGC est invariable, c'est-à-dire la même pour tous

les méridiens.

Vherpolhodie sur le plan II est égalemen t une circonférence

de centre G et de rayon GI = |/oi
2 — OG'2 = constante.

GC étant aussi constant, C décrira sur le plan fixe II une

circonférence de centre G et de rayon GC. Le mouvement de

I et C (à la surface de II) autour de G aura lieu dans le même sens.

Enfin la rotation de la Terre o, étant proportionnelle à la

distance 01, sera constante.

Pour la Terre G se trouve toujours entre 1 et C, et Gl vaut

environ GC, car les arcs qu'ils mesurent (en tangentes) sont

dans ce rapport (**).

Si l'on veut figurer le mouvement par le roulement sans

glissement d'un cône-roulette (ayant pour sommet 0 et pour

directrice la polhodie tracée sur l'ellipsoïde d'inertie) sur un

cône fixe (ayant pour sommet O et pour directrice l'herpolhodie

tracée sur le plan invariable II), on voit (fig. 2) que ce mouve-

ment de rotation naturelle de la Terre autour de son centre O est

représenté par le roulement péricycloïdal (sans glissement) du

cône-roulette d'ouverture Cl sur le cône fixe d'ouverture (beau-

coup plus petite) GI. Enfin, par la seule considération de la

(*) C est l'intersection de OC avec la surface de la Terre.

(**) Voyez plus haut. Nous avons, puisque z'= IOG et 60 = C0G sont très

petits,

GI tg i sin i C-A
environ.

GG tg 60 sin % A
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disposition de I, G, G, on se convainc sans peine que le mouve-

ment de I sur la polhodie et sur Therpolhodie et le mouvement

de C (autour de G) dans l'espace sont directs, c'est-à-dire de

même sens que la rotation o de la Terre sur elle-même.

Fig. 2.

Désignons, comme plus haut, par
<J>,

0, tp les angles eulériens :

()z est choisi dirigé suivant OC et Ox, Oy sont dans l'équateur;

OG est pris pour axe Oz^ et deux axes perpendiculaires situés

dans le pian invariable (perp. à OG passant par O) pour axes

Ox if Oy\ ; de plus les deux trièdres Qxyz, Ox^y
{
z\ ont la même

orientation que ci-dessus.

La figure OIGC étant invariable (fig. 1), les angles »e=10G,

9= GOC, î + 6= IOC sont constants. Donc les composantes

~ suivant OG (ou Ozj) et ^ suivant OC (ou Oz) de la rotation

constante o (dirigée elle-même suivant 01) sont constantes :

!th
\— = constante, 1

dt I

dm l— = constante. \

,

dt )

De plus, comme pour la Terre i +- 0 < ^ et que 01 tombe à

l'extérieur de l'angle GOC (du côté de OG), la composante
~f
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est île même sens qut' o, c'est-à-dire négative avec rorientation

adoptée, tandis que ~ est de signe contraire, c'est-à-dire

positive.

En désignant par y. et v deux constantes négatives, nous avons

donc :

en laissant provisoirement indéterminées ces constantes.

Nous en tirons :

fit -+- Tj,
^

— -+- r2 ; I

ainsi tp croit proportionnellement au temps, tandis que décroît

proportionnellement au temps.

L'angle <\> détermine la position de l'intersection OU de l'équa-

teur xOy et du plan invariable x
{
Oy {9 et par conséquent aussi

la position du plan IGCO, tournant dans l'espace absolu autour

deTaxe fixe OG. Ainsi ï et C ont la vitesse angulaire négative

constante dans leur mouvement sur le plan fixe D (autour

de G).

L'angle — 9 détermine la position de OU relativement à l'axe

Ox fixe dans l'ellipsoïde d'inertie, et par conséquent celle du

plan IGCO, tournant autour de l'axe OC fixe dans l'ellipsoïde.

Donc I et G tournent autour de C, à la surface de l'ellipsoïde

d'inertie, avec la vitesse angulaire négative constante v.

On voit donc que tous ces mouvements sont directs.

Il reste maintenant à faire voir que ces vitesses angulaires v,

y. ont bien les valeurs indiquées plus haut :

2r
y = — -—— uar jour sidéral,

0O0
'

u = — -

—

Q2x par our sidéral.
305

1 J

la)



( 23 )

Le point CG , situé à la distance 1 de 0 sur OC (et du même
côté que C du point 0) (fig. 1), se meut avec l'axe OC dans

l'espace d'une seule et unique façon. Or son mouvement peut

être regardé comme résultant soit de la rotation o de la Terre

autour de 01, soit de la rotation p autour de OG; sa vitesse

linéaire devant être la même (dans les deux manières d'envisager

le mouvement), nous avons

TOco °oi
= vitesse linéaire de C0 dans l'espace = f(tCo f/0G ,

[les indices affectant le signe des moments TTC indiquent le point

par rapport auquel on les prend, tandis que ceux affectant les

rotations désignent l'axe suivant lequel elles sont dirigées], ou

explicitement •

o sin (?" ô) = n sin 0,

d'où

sin (i 6)

v = - -o. (b)
sin 9

Le point G 0 situé à la distance 1 de 0 sur OG (et du même

côté que G du point 0) reste immobile dans l'espace. Cependant

on peut le considérer comme participant à deux rotations

simultanées, autour d'axes différents, produisant des effets con-

traires : à la rotation de la Terre o autour de 01 et à la rotation

(eulérienne) v de G autour de OC. Sa vitesse linéaire résultante

devant être nulle, nous aurons

vitesse linéaire de G 0 dans l'espace = -|U ( , u
o ()1

-+- TIUo 'o<

= o sin i — v sin 6 = 0,

d'où

sin i

v = o. (c)

sin 9

Reste à calculer les rapports :

sin (i -+-5) sin i

sin ô sin 6
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Pour cela exprimons que la projection du moment résultant

OG| des quantités de mouvement sur la perpendiculaire OH à

OG dans le plan OIGC est nulle. Nous pouvons écrire à celte

fin que la somme algébrique des projections sur OH des com-

posantes gc , q k
de TÏÏÏ7 suivant les axes principaux OC, OA (OA

est Taxe équatorial contenu dans le plan OIGC) est nulle, soit

gc sin 0 h- gA cos 0 = 0. (d)

Si nous désignons par r
v ,

rc les distances d'une masse élémen-

taire m aux axes OA, OC, nous aurons évidemment

l </,; f= 2 1V(0C mv m £ mr* . o cos (t +- d) = C cos (t + 6) . o

,

( gk=^ TÏÏoa ~»ïv = £ mr\ [— o sin (t h- 9)] =— A sin (i -t- 9) . n.

La relation (d) s'écrit alors :

C cos (t -+- 9) sin 9 — A sin (i 9) cos 9 = 0,

d'où

sin (t -+- 9) C cos (i -+-

sin 9 ,4 cos o

(e)

C
OU tg(t 9)cotg9=-. (f)

A

En combinant (6) et (e) nous obtenons

C cos (i

(g)A cos 0

Quant à (c), nous l'écrivons sous la forme

sin t sin i ô— 9 it
v = 0 =— o = cos(t -+- e) [tg (t 9)cotg9— ]o.

sin 6 sin 9

En introduisant dans cette expression la valeur (/), nous

avons

C— A
V = cos (l -+ 9) o. (h)
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i et 0 étant très petits, nous pouvons, sans grande erreur, poser
c"s ! * e)

1 et même cos (i - 9)= 1

.

vus v C— 4 i

Comme o = — 2u par jour sidéral et —— =
.^g , on obtient

bien les valeurs (a) annoncées pour p et v.

*
* *

La latitude d'un lieu géographique, qu'on détermine par les

observations d'étoiles, se rapporte à l'axe de rotation 01 de la

Terre; or cet axe peut se mouvoir dans le globe; on conçoit

donc bien que le mouvement du pôle instantané I de rotation à

la surface du globe doit entraîner une variation de latitude

géographique. Remarquons cependant que nous n'avons pas

démontré que, pour un globe parfaitement rigide de révolution,

ce mouvement doit exister, mais seulement qu'il peut exister.

En effet, si 01 coïncide originairement avec OC, il ne cessera

pas de coïncider avec cet axe pendant tout le mouvement. Il faut

donc vérifier expérimentalement si un écart entre ces deux axes

existe.

La variation de latitude se laisse voir encore plus nettement

si on définit la latitude : le complément de l'angle que forme

l'axe de rotation de la Terre soit avec la verticale du lieu d'obser-

vation (latitude géographique), soit avec la droite qui joint le lieu

d'observation au centre de la Terre {latitude qéocentrique) ; dans

les deux cas il s'agit d'un angle que forme une droite fixe dans

la Terre avec l'axe de rotation (mobile dans la Terre). Suivant

que cet axe se rapproche ou s'éloigne du lieu d'observation, la

latitude de ce lieu augmente ou diminue.

Il est clair que d'autres coordonnées astronomiques, telles que

la déclinaison, l'angle horaire, l'ascension droite, etc., seront

aussi affectées par le mouvement du pôle de rotation sur la

sphère céleste (*). Mais nous nous bornerons à envisager ici celles

(*) On peut consulter à ce sujet notamment : E. Fergola, Sulla Posizione

delUAsse di Rotazione délia Terra rispetto aVAsse di figura, Naples, 1874;

Vierteljahrschrift der Astr. Gesellsch. Leipzig, 1876, pp. 94-103. —
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des latitudes. Nous avons à examiner dans le présent Travail :

1° Si les observations ont montré l'existence d'une variation

dans les latitudes;

2° Si, cette existence étant prouvée, ces variations sont celles

que prévoit la théorie eulérienne;

o° Sinon, de quelle manière on doit modifier l'hypothèse

trop simpliste d'un globe rigide, et quelle peut être l'influence

sur le mouvement du pôle de phénomènes perturbateurs géolo-

giques, météorologiques, etc.

PREMIÈRE PARTIE

Comparaison des résultats d'observation avec ceux

de la théorie eulérienne.

§ 1 . — Historique des observations.

La première question qui se pose est celle-ci : se produit-il

réellement des fluctuations dans la latitude d'un lieu?

Les astronomes du XVIII e siècle, si Ton en excepte deux ou

trois, ne paraissent pas s'être préoccupés de telles fluctuations, ni

même d'en avoir soupçonné l'existence. La variation de latitude, si

elle existe, doit donc être très faible. [Effectivement les observa-

tions postérieures ont montré qu'elle ne devait pas excéder deux

ou trois dixièmes de seconde.] On comprend donc pourquoi elle

n'a été décelée qu'assez tard.

F.-R. Helmert, op. cit., t. II, 1884, p. 393. - G.-H. Darwin, The Euleiian

nidation of the Earth's axis. (Bull. Acad. des se. de Belgique, 1903, n° 1,

p. 147.) — 0. le Paige, Note (Bull. Acad. des se. de Belgigue, 1903, n> 1,

p. 17), et les articles innombrables de F. Folie (Bull. Acad. des se. de Bel-

gique), etc.
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Pendant longtemps cette variation a été de Tordre des erreurs

d'observation. Mais les méthodes d'observation se perfectionnant

sans cesse, il est arrivé un moment où Ton a pu dégager des

chiffres la preuve de fluctuations; dans la suite, on est parvenu

à préciser ces fluctuations et à déterminer la loi qu'elles suivent.

Bessel, Brioschi, Pond avaient déjà cru reconnaître certaines

variations dans les latitudes de Greenwich et de Naples. Brioschi

parlait même (1820) d'une variation périodique et séculaire.

Plus tard (1836-1860), Airy (*), en employant les valeurs de la

réfraction donnée par Bradley, obtenait pour la latitude de

Greenwich

il attribuait la variation de latitude à des changements survenus

dans la manière d'opérer.

De plus, comme M. Nyrén l'a rapporté (**), Bessel avait aussi

tenté de constater les variations de latitude au moyen d'observa-

tions de la Polaire (combinées avec des lectures à une mire

placée dans le méridien).

Si l'on fait abstraction de ces quelques recherches, on peut

dire que c'est à C - A.-F. Peters (***) qu'est due la première

indication précise des oscillations périodiques des latitudes. Il a

montré où en était la question de l'existence d'une période de

(*^. Memoirs of the Astronomical Society, t. XXXII.

(**) Bestimmung der Nutationsconstante. (Bull. Ac Se. Saint-Péters-
bourg, t. XIX, 1871.) — Die Polhôhe von Pulkowa. (Bull. Ac. Se. Saint-

Pétersbourg, t. XXI, 1873.)

(***) Resultate aus den Beobachtungen des Polarstems. (Bull. Ac. Se
Saint-Pétersbourg, 1844, et Astronomische Nachrichten, t. XXII. 1844,

n° 512.) — Recherches sur la parallaxe des étoiles fixes. (Mém. Obs. Saint-
Pétersbourg, t. I, 1853 )

1836-1841.

1842-1848.

1851-1860.

51°28'38"17

51°28'37"92

51°28'38"43
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dix mois (*) et a aussi recherché une solution pratique du pro-

blème au moyen d'observations de la Polaire. Dans le mémoire

<ie 1844, il a discuté 279 observations de cette étoile qu'il avait

effectuées lui-même, pendant les années 1842-1845, au fameux

cercle vertical d'Ertel de l'Observatoire de Poulkowa.

Il a conclu que les variations pouvaient être déduites de la

formule

A? = r cos(£ 43 c2°71 f),

où <p représente la latitude de Poulkowa, r= 0"079, ç = 541°6

et où t est évalué en années tropiques comptées à partir de

1842,0.

On voit ainsi que le résultat des observations de Peters sem-

blait réellement prouver que la latitude possédait une périodicité

voisine de celle de dix mois. Cependant, à cette époque, on

pouvait encore croire que les variations étaient dues à l'influence

des saisons.

Environ dix ans plus lard, J. Clerk Maxwell a publié (**) les

résultats d'une longue série d'observations de la Polaire, faites,

dans le même but, à Greenwich pendant les années 1851-1854.

Il a conclu qu'il ne s'était produit, pendant ce laps de temps,

aucun écart (compté à partir de la valeur moyenne) qui dépassât

une demi-seconde d'arc, mais que ses résultats n'étaient nulle-

ment en contradiction avec la théorie eulérienne,que, au contraire,

ils semblaient indiquer une faible trace de minimum de latitude

dans chacune des quatre années.

A ces premières conclusions se rattachent de plus récentes

énoncées par M. Nyrén, qui sont d'ailleurs contradictoires avec

celles-là. Cet astronome a repris et développé les recherches de

Peters dans deux célèbres mémoires (***). Là sont discutées

(*) Cf. F.-K. Helmert. op. cit., t. II, p. 394.

(**) On a dynamical Top. (Edinburgh Roy. Soc. Trans., 1857, t. XXXII,

p. 559.)

Bestimmung der Mutationsconstante et Die Polhôke von Pulkowa.

(Bull. Ac. Se. Saint-Pétersbourg, 1871, t. XIX; 1873, t. XXI.) - Cf. Hel-

mert, op. et lib. cit., p. 396.
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762 observations faites à l'instrument des passages et au cercle

vertical de Poulkowa par W. Struve, C.-A-F. Peters, H. Gyldén

et M. Nyrén.

Citons en passant les observations de S. Newcomb à l'Obser-

vatoire naval de Washington de 1862 à 1867 (*), celles de

A. Gaillot à l'Observatoire de Paris de 1856 à 1861 (**) et

celles de Y. Villarceau au même Observatoire (***).

Downing, à son tour, a publié
(
lv

) les résultats d'une longue

série d'observations de distances zénithales de la Polaire faites

à Greenwich pendant les années 1868-1877. Ses conclusions se

rapprochent beaucoup de celles de Peters, tant au point de vue

de l'importance de la variation qu'au point de vue de l'époque du

maximum de cette variation. Mais les trois séries d'observations

de Poulkowa (faites par les astronomes russes cités et rapportées

par Nyrén) viennent jeter une note discordante. Ces dernières

sembleraient permettre de conclure qu'aucune constance n'existe

dans l'amplitude et la phase de la variation : ce qui est opposé

aux conclusions de la théorie eulérienne. Nyrén pensait que la

période de dix mois devait être très probablement affectée de

perturbations irrégulières, sur les causes desquelles il était

d'ailleurs très loin d'être fixé.

(*) Ces observations ont été communiquées par W. Thomson à la tin de

son célèbre discours présidentiel de Glascow. Voyez Report of Meeting of

the British Ass. for the Adv. of Se. Londres, 1876, p. 11, American Journal

ofSc.. 1876, t. XII, et Arch. de Genève (2), 1876, t. LV11.

{**) Gaillot a discuté 1077 déterminations de la latitude de l'Observa-

toire de Paris, faites au cercle mural de Gambey. Voyez Comptes rendus,

novembre 1878, et Annales de VObs. de Paris, 1862, t. VIII, p. 319. Il a

trouvé que la moyenne mensuelle de la latitude montre une variation bien

marquée qui dépend des saisons.

(***) Voyez Annales de VObs. de Paris, t. VIII, p. 350. Villarceau, pour

l'explication des écarts, s'est tenu dans une réserve prudente.

On peut consulter aussi Bourlot, Esquisse d'une étude sur les variations

de latitude et déclinaison dans la région française. Paris et Colmar, et Péri-

gaud, Sur une triple détermination de la latitude du cercle de Gambey.

(Comptes rendus, novembre 1888, t. CVI.)

(iv Tke possible ten month period of variation in latitude. (Monthly

Notices of the R. Astr. Soc. Londres, 1880. t. XL.)
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Pour appuyer l'hypothèse de la variation, on pouvait déjà

citer le fait que les latitudes de plusieurs observatoires impor-

tants semblaient être soumises à des oscillations. Plusieurs

exemples de telles oscillations ont été réunis par Fergola (*).

C'est ainsi qu'on a trouvé :

j
Avant 18-25 .... 48°50'13 "0

j 1851-1854 48°50'11"2

i

1885-1886 34°28'38"59

1837-1841 5l«28'38"43

1842-1848 51°28'38"17

1851-1860 51°28'37"92

}
1811 45°27'60"7

j 1871 45°27'59"19

I 1807-1812 41°53'54"26

I 1866 41«53'54"09

j
1820 40°51'46"63 .

| 1871 40°51'45"4l

j
1845-1846 38°53'39"35

I 1861-1864 38°53'38"78

Cependant bon nombre de ces variations pourraient très bien

être attribuées à des erreurs instrumentales. De plus des causes

d'erreurs périodiques (**), telles que l'emploi d'une constante de

réfraction entachée d'inexactitude, pourraient avoir une influence

sur les résultats.

La question n'était pas encore tirée au clair, lorsque Fergola

(*) Determinazione nouella délia latitudine del R. Osservatorto di Capo-

dimonte, 1872.

(**) Les mêmes remarques s'appliquent aux valeurs de la latitude de

Poulkowa, données par

Peters, en 1843. . . . 59°56'18"727.

Gyldén, en 1866. . .
59°56'18"654.

Nyrén, en 1872-5 . . 59°56'18"501.

Paris . . .

ùreenwich .

Milan . . .

Rome . . .

Xaples .

Washington

.
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proposa, au Congrès de Rome (*) (1888), de charger une com-

mission spéciale qui procédât à l'observation méthodique des

variations de latitude; malheureusement on ne donna alors

aucune suite à ce projet, qui devait d'ailleurs être réalisé plus

tard et produire de si beaux fruits (**).

Le problème aurait probablement encore attendu longtemps

une solution si F. Kustner n'avait prouvé la réalité de variations

dans les latitudes au moyen d'observations extrêmement précises.

Dans un mémoire (***), il a publié les résultats des pointés

qu'il avait faits lui-même à l'instrument des passages de l'Obser-

vatoire de Berlin de 1884 à 1886. Ces résultats lui donnaient,

pour la correction du nombre de Struve, une moyenne de

— 0",132, avec une erreur probable de 0",01 à 0",02, valeur

inattendue, puisque Nyrén avait trouvé à Poulkowa une correc-

tion positive de -+- 0",05. Aussi, pour expliquer cette anomalie,

Kustner n'a vu d'autre moyen que de supposer qu'une variation

se produisait dans la latitude : il lui semblait démontré que la

latitude de Berlin avait été au printemps 1885 de 0",20 plus

faible qu'au printemps 1884
(
IV

).

(*) A ce même Congrès, J.-V. Schiapauelli lit un rapport très intéressant.

Il fit notamment remarquer que le problème de la variation des latitudes

revient à déterminer les déplacements du pôle d'inertie C, puisque ceux du

pôle de rotation I les suivent de très près. Il montra que ces déplacements

exigeraient, pour atteindre une seconde d'arc, des transports énormes de

masses a la surface du globe, mais que. si l'on fait entrer en ligne de

compte une plasticité (du globe) suffisante, des actions géologiques actuelles

peuvent très bien produire des effets appréciables. (Voyez Variazione

deW As.se di Rotazione, Club Alpino, 1883). Schiaparelli devait d'ailleurs

reprendre et développer ces idées un peu plus tard, dans un beau

mémoire : De la rotation de ta Terre sous l'influence des actions géologiques.

Saint-Pétersbourg, 1889.

(**) Voyez les nombreux rapports du Service international des latitudes.

(
\n ternationaler Breitendienst.)

(***) Neue Méthode zur Bestimmung der Aberrationsconstante, nebst

Untersuchungen ïïber die Verànderlichkeit der Polhôlie. Berlin, 1888. Voyez

aussi Astron. Journal, nos 431, 479.

(iv) Ces résultats ont été communiqués au Congrès de Salzbourg (1888) et

de Paris (1889). On peut du reste en avoir une analyse détaillée en consultant

le Bulletin astronomique, t. V, décembre 1888. pp. 541 et suiv.
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A. Nobile a traité aussi ce sujet si important dans trois

mémoires.

Dans le premier (*), il a trouvé pour Naples une latitude

sensiblement la même que celle que Fergola avait donnée : ce

résultat exclurait donc l'hypothèse d'une diminution séculaire.

Dans les deux derniers (**), il a discuté ses propres observations

ainsi que celles d'autres astronomes (Brioschi,CeIoria, Rajna, etc.)

laites à Naples, Poulkowa, Greenwich, Oxford, Washington. Il

semble ressortir de sa discussion que la latitude d'un lieu est

sujette à une variation annuelle et possède un minimum au mois

de mai (au moins pour l'Europe occidentale).

L. de Bail s'est occupé aussi de cette question. Trois séries

d'observations qu'il a effectuées ont montré un maximum de

latitude au printemps, ce qui est contradictoire avec la conclusion

de Nobile : en effet, douze années (1865-1876) d'observations

faites à Oxford ont paru, d'après ce dernier, présenter un maxi-

mum de latitude en automne. Il est cependant nécessaire de dire

que ces résultats ne sont pas parfaitement nets et que quelques

étoiles, entre autres la Polaire, sembleraient plutôt montrer un

minimum en automne (***).

Ces conclusions, bien qu'assez contradictoires, étaient déjà

importantes : elles permettaient d'affirmer que la latitude d'un

lieu n'était plus constante, comme on l'avait admis pendant

longtemps, mais bien variable, et que ses variations présentaient

une certaine périodicité (voisine d'un an)
(

,v
).

(*) Terza determinazione délia latitudine geografica del R. Qsservatorio di

Capodimonte. Naples, 4883.

(**) En deux parties : Ricerche numeriche sulla latitudine del R. Osserv.

di Capodimonte. Naples, 1885 et 4888.

(***) Voyez encore Bulletin astronomique, tome V, décembre 4888.

( iv) F. Kustner pensait à attribuer les variations de latitude à un dépla-

cement angulaire de la Terre par rapport à son axe 01 de rotation, qui reste

sensiblement fixe dans l'espace, mais qui ne coïncide pas toujours avec le

même diamètre terrestre. Selon lui, les phénomènes météorologiques ou

souterrains provoqueraient des oscillations plus ou moins irrégulières de

l'axe d'inertie principal OC autour de l'axe de rotation 01. Au reste,

F.-R. Helmert a parfaitement admis que ces fluctuations pouvaient exister.
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A cette époque ont commencé des observations systématiques.

Au début de 1889 les Observatoires de Berlin, de Potsdam, de

Prague et de Strasbourg se sont entendus pour entreprendre en

commun une étude des petites oscillations des latitudes. Les

résultats, très satisfaisants, ont été communiqués aux Congrès de

Paris (1889) et de Fribourg (1890) : à ce dernier, notamment,

on remarquait deux Notes fort intéressantes : Tune de Th. Al-

brecht (*), l'autre de Marcuse (**). Dans la première étaient

analysées et discutées les observations effectuées (de janvier

1889 à avril 1890) simultanément par Marcuse à Berlin,

Sclinauder à Potsdam, Weiniek et Gruss à Prague, Kobold à

Strasbourg. On avait tracé les diagrammes de la valeur de la

latitude pour chaque observatoire. L'allure des courbes de

variation était très sensiblement la même, la concordance

vraiment frappante (***).

Pour Berlin, Marcuse obtenait :

Janvier 1889 52°30'17"20

Août 1889 52°30'17"oo

Février 1890 52<>3j0'l7' 05

mais estimait cependant qu'elles ne devaient pas excéder quelques centièmes

de seconde, contrairement à l'opinion de W. Thomson. Ce dernier (voyez

son discours de Glascow) croyait qu'elles pouvaient atteindre une demi-

seconde; celte opinion a été reproduite dans un mémoire de H. Gyldén

\Ueber den Einfluss, welchen Aenderungen der Rotationsaxe der Erde auf

das Meeresniveau ausuben kônnen (Bull. Ac. Se. Saint-Pétersbourg,

t. XVI, 1871)] et dans un travail de G.-H. Darwin [Influence of geological

changes on the Earth's axis of rotation (Philosophical Transactions,

Londres, t. CLXVII, 1877)]; cependant nous ferons observer que les calculs

de Thomson n'ont jamais été. à notre connaissance, publiés en détail et

qu'on est donc en droit de mettre un peu en doute ce chiffre de 0"5.

(*) Resultate der BeobaclUungsreHien betreff'end die Veranderlichkeit der

Polhôhen, 1890.

(**) Resultate der f'ortgesetzten Berliner Beobachtungsreihen betreff'end die

Veranderlichkeit der Polhôhen, 1890.

(***) Voyez le numéro de septembre 1890 du Bulletin astronomique (t. VII)

et les Aslronomische Nachrichten, 1890, t. CXXV.

3
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Dans la seconde Note, Maicuse rendait compte des observa-

tions qu'il avait continuées lui-même à Berlin du 15 avril au

50 août 1890. Ces observations, comme les premières, con/ir-

maient nettement l'existence de la variation de la latitude. Ainsi

pour Berlin on avait :

Avril 1890 52°30'17"14
j

Août 1890 52°30'17"52 S

^

*
* *

En 1890, l'astronome américain, S.-C. Ghandler (**), en

faisant l'analyse harmonique des mouvements du pôle I indiqués

par les observations, a découvert que ce pôle I de rotation décrit

autour d'un point fixe C0 de la surface de la Terre une courbe

qui, rigoureusement, n'est pas fermée, mais que cependant le

mouvement de I possède sensiblement une double périodicité :

l'une des périodes est de douze mois (annuelle), l'autre de quatorze

mois (et non pas de dix mois). Ce résultat était extrêmement

important, et Ghandler a continué pendant longtemps ses

études (***) pour affermir et compléter ses conclusions. A cette

époque, R. Radau
(

IV
) et F. R. Helmert

(

v
) ont émis des consi-

dérations théoriques très intéressantes, qui montrent comment

les oscillations du pôle d'inertie G peuvent se retrouver consi-

dérablement amplifiées dans celles du pôle de rotation. Nous

aurons l'occasion d'y revenir plus loin.

En 1891, on s'est résolu à envoyer une expédition à Honolulu

(*) Voyez aussi une note de F. Tisserand, dans le Bulletin astronomique,

septembre 1890, t. VII, p. 350, et quelques réflexions de A. Gaillot : Sur les

variations observées dans la latitude d'un même lieu. (Comptes rendus,

octobre 1890.)

(**) Astronomical Journal n** 248-249, t. XI, 1891.

(***) Astronomical Journal.t.U, XII, XV, XIX, XXI, XXII..., 1891,1892...

Voyez aussi Science, mai 1895.

(iv) Bulletin astronomique, t. VII, p. 352; Comptes rendus, t. CI, p. 558;

Mec. céleste de F. Tisserand, t. II, p. 536.

(v) Astronomische Nachrichten, 1891, t. CXXVI, n° 3014.
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pour y faire des déterminations de latitudes qu'on voulait com-

parer ensuite à celles faites à Berlin pendant le même temps.

[On a choisi Honolulu parce qu'il se trouve assez près du méri-

dien opposé à celui de Berlin (171° ouest).] Si les variations des

latitudes avaient leur cause dans le mouvement de Taxe instan-

tané de rotation par rapport au globe, ces variations devaient se

produire, à Berlin et à Honolulu, dans des sens opposés : un

maximum de latitude à Berlin devait correspondre à un mini-

mum à Honolulu, et réciproquement.

Les résultats de cette expédition furent absolument conformes

aux prévisions. L'amplitude de l'oscillation des deux latitudes

était comprise entre 0''% et 0n3 ; mais ce qu'il y avait de plus

remarquable, c'était que les phases de la variation étaient pré-

cisément opposées pour les deux stations (*). Ce fait confirmait

nettement l'hypothèse déjà plusieurs fois émise, à savoir que la

variation des latitudes était causée (ou du moins trouvait son

explication) par l'oscillation de l'axe instantané dans le globe.

*

S. Newcomb a expliqué, dans une Note devenue célèbre (**),

comment un certain degré d'élasticité de la Terre peut porter la

période eulérienne de dix mois à la période chandlèrienne de

quatorze mois. Nous en reparlerons plus bas. 11 a eu pour conti-

nuateurs dans cette voie : S. Hougb, 1. Newton, Th. Sloudsky,

V. Volterra, A. Sommerfeld, comme nous le verrons dans la

partie théorique de ce mémoire.

A partir de cette époque, les publications traitant la question

(*) Voyez Verhandlungen der 1895 in Berlin abgehaltenen Konferenz der

internationalen Erdmessung, Kerlin, 1896, et Je diagramme reproduit (p. 674)

dans le 3e fascicule du bel ouvrage : F. Klein et A. Sommerfeld : Ueber die

Théorie des Kreisels, Leipzig, 1903.

(**) On the Dynamics of tke Earth's Rotation, witk respect to the Periodic

Variations of Latitude. (Monthly Notices, t. LU, mars 1892, n° 5, pp. 336 et

suiv.)
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de la variation des latitudes deviennent si nombreuses, qu'il est

absolument impossible de les analyser ou même de les citer

toutes. Nous nous bornerons seulement à mentionner les plus

importantes d'entre elles.

F. Gonnessiat, outre quelques remarques (*) sur les déter-

minations de latitude effectuées par Périgaud (**), a publié un

mémoire (***) où il analysait et discutait ses propres observations.

Ces observations confirmaient l'existence des deux oscillations

du pôle terrestre indiquées par Cbandler : l'une, de quatorze

mois de période, a pour amplitude maxima 0"14; l'autre,

annuelle, a presque la même amplitude (0"155); de plus,

Gonnessiat trouvait qu'on devait ajouter deux termes nouveaux

ayant respectivement 1 an 8 et 9 ans 5 pour périodes, 0"04 et

0"10 pour coefficients. La formule qu'il a donnée est la suivante :

? — fo = — 0"14 cos

— 0"lo5cos[O + a - 330]

— 0"04 cos |\
- (l889,00 —

^) J

— 0"10 cos ^—^1888,1

où t désigne le temps, O la longitude du soleil, À la longitude

terrestre rapportée au méridien de Lyon, et où les vitesses angu-

laires ont pour valeurs :

( n
K
= 307° h laquelle correspond z

t
= 1 an 173,

j
w 4
= 360° id. t2 = 1 an 00,

j
^. = 200° id. r3 = 1 an 80,

f w4= 38°7 id. r4
= 9 ans 3.

(*) Bulletin astronomique, t. XV, mai 1898, p. 164.

(**) Comptes rendus, novembre 1888, t. CVI.

(***) Mém. Ac. Se Paris, 1898; et analyses dans les Comptes rendus,

t. CXXIV, 1897, p. 938 et t. CXXVI, 1898, p. 710.
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Les deux premiers termes sont ceux de Ghandler; le quatrième

se rapporte probablement au déplacement des noeuds dë l'orbite

lunaire (*).

Th. Albrecht a tenu le monde scientifique au courant des

observations récentes des variations de latitudes par une grande

quantité d'articles (**). Il formait des moyennes mensuelles de

la latitude du lieu, qui, comparées à une certaine valeur moyenne,

fournissaient les variations àf de cette latitude. Après avoir

compensé les Acp par des tracés graphiques, il déterminait les

coordonnées x, y du pôle de rotation I au moyen des relations

/ Af = x cos A -+- y sin A, \

l àf'= x cos y sin A',
J>

(où/, A',... désignent les longitudes des stations à l'ouest de Green-

wich) indiquées par Kostinsky (***). Il obtenait de la sorte pour

polhodie une courbe très compliquée, dont l'allure générale était

celle d'une spirale lévogyre.

E.-F. Van de Sande Bakhuyzen s'est également beaucoup

occupé de la question
(

1V
). Il trouve pour équations du mou-

(*) En effet, sa période est de
18 a" s 2 A

environ et l'oscillation corres-

pondante se propage de l'est à l'ouest. Le troisième terme a son coeffi-

cient n5 vérifiant très sensiblement la relation de commensurabilité :

nz= 3n
t
— 2tî2 .

(**) Bericht iiber den Stand der Erforsckung der Breitenvariationen,

Berlin, 1896, 1897, 1898... ; Bericht ùber die Vorbereitmigen fur den inter-

nationalen Polhôhendienst, Berlin, 1898 (Astr. Nachr., n° 3532); Bakn des

Nordpoles der Erdaoce von 1890,1 bis 1899,8 (Astr. INachr., n° 3633), etc.

(***) Variation de la latitude de Poulkowa, 1893.

(iv) On the motion of the Pôle of the Earth according to the observations

of the years 1890-1896 (Bull. Ac. Se. Amsterdam, juin 1898); Some remarks

upon the 14-monthly motion of the pôle of the Earth upon the lenglh of its

period(lv., octobre 1898); Sur le mouvement du pôle terrestre d'après les

observations des années 1890-1897... [Arch. néerlandaises (2j, t. II, 1899];

The motion of the pôle of the Earth according to the observations of the last

years (Bull. Ac. Se. Amsterdam, août 1900;.
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vement du pôle instantané I (.x, y) à la surface du globe

360° 360°
x= 0' 121 cos— («— 271) O'io'lcos— (t - 2412439),

365
v

432

360° 360°

y =— 0"057 sin— ('— 271)— 0
'143 sin -—- (t- 2412438),

obo 432

où / est la date julienne de l'observation [par exemple 2412464

= 1 893,0, etc.].

Continuant ses études, S.-C. CJiandler a publié, en 1 897 et 1898,

deux Notes (*) résumant l'ensemble des formules dont il faisait

usage. Il a conclu que la période nouvellement proposée était

variable et que sa valeur moyenne de 1890 à 1897 était de

427 jours. Il a adopté finalement, après beaucoup de diseussions,

les équations

j
ar = 0"10sin (0 — 308°) + r

4
sinfl(e — T

4 ), )

I t/ = 0"ll cos(0 — 3°) -4- r,cosô(< — ÏO, )

où les paramètres ont les valeurs suivantes:

i T, = 2412646 -4- 427,0 E - 0,08 E2
,

k ô = 0°843 -+- 0°000316 E,

' r, = 0"125 0"05 sin (241 4363 — *;0"015;

E désigne un nombre entier et 0 la longitude du soleil

moyen (**).

(*) Synthetical statement of the tkeonj of the polar motions (Astr.

Journal, n° 406, 1897); Comparison of the observed and predicted motions of

the pôle (1890-1898) and détermination ofrevised éléments (Astr. Journal,

no 446, 1898).

(**) Pour plus de détails, consultez Bulletin astronomique, t. XVI, février

1899, pp. 70 et suiv. Il faut remarquer que Chandler désigne par -\-x, -\-y

ce qu'ALBRECHT représente par y, — x, en sorte que la variation de

latitude est donnée, avec les notations de Chandler, par

Ao = j sin ). — y cos A.
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En 1902, Chandler revenait encore sur ce sujet (*). Il mon-

trait que, pour l'ellipse de période annuelle représentée par les

premiers termes des seconds membres de ses formules, la ligne

des apsides tournait de l'est à l'ouest de 6° par an, dans le sens

contraire à celui du pôle I sur la pollhodie; la période variait

peu et ne différait jamais de l'année que de quelques jours en

plus ou en moins. En outre, Chandler introduisait un nouveau

terme, assez petit, ayant un coefficient de 0"09 et une période

de 436 jours, qui représentait une composante du mouvement

jumelle de la principale (sensiblement de même période) (**).

Deux ans plus tard, H. Kimura, dans une série d'articles (***),

disait que la période de quatorze mois devait être portée à

quatorze mois et demi et, de plus, qu'il existait, dans la variation

de latitude A<p, un terme annuel z, indépendant de la longitude 1,

qui devait être ajouté aux termes ordinaires, en sorte que

àf = x cos a -t- y sin A -h z.

On a essayé d'expliquer la provenance de ce terme (terme de

Kimura) de plusieurs façons. (Voyez l'Appendice.)

En 1900, avait déjà commencé à fonctionner le Service inter-

national des latitudes, organisé par le Bureau central de PAsso-

ciation géodésique, sur les observations duquel s'appuyaient

Chandler et Kimura. Ce Service avait six postes échelonnés

le long du 39e parallèle : Mizusawa, Tchardjui, Carloforte,

Gaithersburg, Cincinnati, Ukiah; ces six postes, ayant des longi-

(*) Astronomical Journal, n°* 489, 490, 494, 495, 543, 515, 517, 824,

530, etc.

Voyez encore : S. Newcomb, Astronomical Journal, n° 45u2 ; Rees,

Jacoby et Darwin, Astronomical Journal, n° 401; Boccardi, Bulletin astro-

nomique, avril 1900, t. XVII
;

Kustner, Astronomical Journal, 1900
;

Weeder, Bulletin de VAcadémie des Sciences, Amsterdam, avril 1900, etc.

(***) On theexistence ofa neiu annual term...(.\STR.NkCumcmEîi, n°3783,

t. CL VIII ; On the six years cycle of the polar motion during the interval

1X91-1902 (Ibid., n<> 3932, février 1904) ; On the period of the U »/* month's

term (Ibid., n° 3981, novembre 1904); Results of the latitude déterminations..

(Ibid., n°s 4040-4041, août 1905 ; Astronomical Journal, n° 546, etc.)
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tudes différentes, permettaient de déterminer avec exactitude (*)

les deux composantes du mouvement du pôle.

Pour plus de détails, consulter les nombreux comptes rendus

des travaux exécutés par le Service, publiés par Th. Albrecht (**).

En 1904, H. G. Van de Sande Bakhuyzen (***) a encore émis

des considérations théoriques sur ce sujet (voir plus bas), ainsi

que L. Courvoisier (
IV

), A. Pannekoek
(

Y
) et P. Harzer

(

VI
).

Enfin, parmi les travaux les plus récents citons encore ceux de

R. Schumann (™), E. Grossmann
(

VI11
), Th. Albrecht et B. Wa-

nach
(

IX
).

Faisons remarquer, pour terminer ce résumé d'observations,

que les variations de position de l'axe instantané dans le globe

peuvent encore se déceler expérimentalement d'une autre

manière. Définissons la colatitude (géographique) d'un lieu par

l'angle de la direction de la pesanteur en ce lieu avec l'axe de

rotation de la Terre. Si nous supposons qu'il se produise un

déplacement de cet axe, sans changement dans la direction de

la verticale, il en résultera une variation de l'angle en question

et, par conséquent, de la latitude géographique du lieu. On pourra

donc constater les variations de latitude au moyen des déviations

du fil à plomb par rapport à Taxe de rotation. Mais on doit

observer que d'autres causes peuvent produire aussi des dévia-

tions de la verticale.

(*) Voyez, par exemple, Astronomiscke Nackrickten, n° 3808.

(**) Provisoriscke Resultate des internationulen Breitendiensles in der Zeit

von 1902,0 bis 1903,0; 1903,0 bis 1904,0, etc. (Astr. Nachr., n0 * 3945, 4017,

4121, etc.), et aussi : G. Fôrster, Ueber die Gewichte der Beobacktungen...,

Astr. Nachr., n° 4045 ; R. Kadau, Bulletin astronomique, t. XIII, 1896,

p. 275 , t. XVI, 1899, pp. 70 et 249 ; t. XVIII, 1901, p. 280 ; t. XX, 1903, p. 259

t. XXIII, 1906, p. 203.

(***) Einige Bemerkungen iiber dieAenderungen der Polhôlie. (Astr. Nachr.,

1904, no 3937.)

(iv) Astronomische Nackrickten, 1904 et 1905, n°* 3990, 3991, 4012, 4031.

(v) Astronomiscke Nachrickten, 1905, nos 4008, 4024.

(vi) Astronomiscke Nachrickten, 1905, n° 4028.

(vu) Astronomiscke Nachrickten, 1903, n° 3877; 1907, n°* 4142, 4143.

(vin) Astronomiscke ÏSackrickten, 1907, n° 4159.

ix) Astronomiscke Nachrickten, 1907, n° 4167.
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Ainsi G.-H. Darwin a recherché (*) quelles étaient les dévia-

tions du fil à plomb produites par l'effet mécanique des pressions

barométriques sur la croûte élastique de la Terre; il a déterminé

aussi quelles étaient les variafions de la verticale, au voisinage

des mers, causées par le flux et le reflux. On voit, par des consi-

dérations théoriques, que ces déviations peuvent être sensibles.

Il est impossible de citer ici toutes les expériences faites dans ce

but; il suffit de faire remarquer qu'il y a possibilité expérimen-

tale de les déceler de cette façon (**).

*

Enfin, parmi les modes opératoires imaginés pour constater

la variation de position de l'axe de rotation, l'un des plus

originaux est la mesure précise (simultanée en plusieurs en-

droits) de la hauteur de la marée. II est clair qu'un déplace-

ment de Taxe instantané doit influer sur les mouvements de

l'océan en modifiant les phénomènes centrifuges ; un déplace-

ment périodique entraînerait aussi une variation périodique dans

le niveau moyen des mers. La difficulté réside dans l'apprécia-

tion exacte de celui-ci. Cependant Van de Sande Bakhuyzen (***)

(*) On variations in the vertical due to elaslicitij of the Earth surface.

(Philosophical Magazine, 5e série, t. XIV, 1882.

1

(**) Citons seulement au point de vue expérimental et théorique :

L. Hengler, Die astronomische Pendelwage. (Dinglers Polyt. Journal.

Stuttgart, 1832.) — C.-A.-F. Peters, Die kleinen Ablenkungen der Lothlinie.

(Bull. Ac Se. Saint-Pétersbourg, t. III, 1844; Astr. Nachr., n° 507, 1845.)

F. Zôllner, Zur Geschichle des Horizontalpendels. (Verh. der saechs.

Gesells. der Wiss., Leipzig, 1872.) - A. d'Abbadie, Études sur la verticale.

(Assoc. fr., Bordeaux, 1872.) — Recherches sur la verticale. (Ann. Soc Se,

Bruxelles, t. V, 1881.) - G.-H. Darwin, Small displacements of the plumb

line. (British Assoc. Report et Monthly Notices, 1881 et 1882.) — J. -G.

Hagen, Déviation du fil à plomb. (Astr. Nachr., 1884, t. GVII, n° 2568.) —
W. Thomson et P.-G. Tait, Treatise on Natural Philosophy, t. II, 1883,

p. 390.) - von Rebeur Paschwitz, Anwendung des Horizontalpendels (Astr.

Nachr., 1889, n«2874; Bull, astr., t. IV, 1887, p. 541, et t. VI, 1889, p. 183);

Beobachtungen am Horizontalpendel (Astr. Nachr., 1900, nos 3001-3002) ;

et les travaux de Perrot, Henry, Ellis, Darwin. Fôrster, etc.

(***) Astronomische Nachrichten, n° 3261.
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et A.- S. Christte (*) prétendent avoir reconnu, dans le mouve-

ment des marées sur les côtes hollandaises et américaines, une

variation de quelques centimètres ayant une période de quatorze

mois (**) : leurs résultats confirmeraient donc l'existence de la

période chandlérienne.

§ 2. — Conclusion à tirer des observations.

Que conclure de tous ces résultats? En élaguant tout ce qui

est douteux ou mal établi, on peut assez bien les résumer en

disant : Le mouvement du pôle de rotation I à la surface du globe

se compose de deux autres uniformes : l'un, circulaire, d'une

périodicité de quatorze mois; l'autre, elliptique, d'une périodicité

de douze mois, en sorte que les équations du mouvement de I sont:

2a- 2?r

x = A cos (t— Tj) -+- B cos (t— t2),

427
7

566
v

2r 2*
y = A sin (t — t,) +- B' sin (t— t»),9 427

V
" 366*

où A, B, B', T|, t 2 sont des constantes convenablement choisies

et où t désigne l'époque.

Par exemple, S.-C. Chandler avait indiqué avant 1898 (***):

/11 \
A= 0"46, B=0"15, B'=0"04, t,= 5 oct. \ 892 -t- I — x 427 jours

t2
= 5 octobre, en choisissant pour axes coordonnés :

l Direction 45° longitude Est de Greenwich pour axe Ox,

( Id. 455° id id. id. Oy.

(Orientation inverse de celle que nous avons adoptée.)

(*) Bulletin of the Phil. Soc. of Washington, t. XII, 4895, p. 403; Astr.

Journal, n« 354,4896.

(**) Voir également sur ce sujet : H. Gyldén, Mélanges Ac. Saint-

Pétersbourg, t. IV, 4870. W. Thomson, Collected Papers, t. III, p. 332.

J. Larmor, Proceedings of Cambridge Philosophical Society, t IX, mai 4896.

(***) Valeurs d'ailleurs rapportées par L. Grabowski. \Einige Bemer-

kungen zur Erklârung der Polbewegungen. (Sitzungsberichte der K. Ak.

der Wiss., Vienne, 4898, t. CVII, p. 507.)]
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De plus la variation de la latitude peut être représentée par

Af = x sin A — y cos A •+- z, (2)

\ étant la longitude de la station (comptée dans un sens conve-

nable à partir d'un certain méridien) : z désigne le terme annuel

de Kimura, indépendant de X.

Cependant si Ton s'en tenait aux formules (1), on pourrait

croire que la polhodie se ferma (épicycle) au bout de sept ans

(plus petit multiple des périodes de douze et de quatorze mois),

ce qui serait contraire à la réalité : en fait, il se produit des oscil-

lations du pôle d'un troisième genre qui ne semblent pas être

périodiques.

Dorénavant nous appellerons

oscillations de première espèce, les oscillations du pôle qui ont

la période chandlérienne de quatorze mois;

oscillations de deuxième espèce les oscillations qui ont la période

annuelle (douze mois); et

oscillations de troisième espèce, les petites oscillations qui ne

semblent suivre aucune règle.

Nous allons maintenant montrer, par une analyse élémentaire

due à A. Sommerfeld (*), comment du chemin du pôle (tracé

d'après les observations) on a pu déduire que ses oscillations

présentent la double périodicité annoncée.

Nous extrayons la figure ci-après (fig. 3) du Rapport de la

Commission des latitudes fait à Berlin en 1900, d'ailleurs repro-

duite dans l'excellent ouvrage de Sommerfeld (**). Cette figure

montre le chemin qu'a suivi le pôle de rotation de 1890 à 1899,8.

Les nombres inscrits désignent les dates (années et dixièmes

d'année) pour lesquelles on a fait la réduction de l'ensemble

des observations des diverses stations.

(*) Voyez F. Klein et A. Sommerfeld, Ueber die Théorie des Kreisels,

3 e fascicule, 1903, pp. 677 et suiv. Le procédé n'est applicable que sous

certaines restrictions (op. cit., p. 729).

(**) Op. cit., 3e fascicule, p. 675.

4
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A cause du grand nombre

de chacune des coordonnées

coordonnées a été choisie à

rotation.

d'observations, l'erreur moyenne

n'est que de 0"03. L'origine des

la position moyenne du pôle de

• OÏ20 + 0'.'i0 O,"00 -0J0 -O*,'20

-0l20-

-0^10-

.•91.3

98.5, /*»' "99 *

O.TDO

r\\ /Ul?,99.7 ^ , / 94,8

...

97,1 ••.JTT

93A-r'"--..

.; 959 K '•\97,0

92,6»
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0,20-

97;^"

>81.0

.99.*
— 0?18

... 'st^ £99.1

955*;.

9SA- ...
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1

>98,0

99.0.-

.-§3,0.A

96.9

.<»-92.9

^6

97,9*...<T
96,7..

•

»91.9

+ 0,30 4-0" 20 »-orio 0:00

X
Fig. 3.

o;fo -o?2o
—U-o'&o

Offre

A première vue, le mouvement du pôle ne semble obéir à

aucune loi simple. On est bien loin du simple mouvement circu-

laire d'Euler : à peine, de 1890,0 à 1891,5, la trajectoire a-t-elle

quelque analogie avec une circonférence. Cependant ce qui doit

nous frapper, c'est que le mouvement du pôle de rotation est

direct, c'est-à-dire qu'il a le sens que la théorie eulérienne

indique : à part toutefois pendant le laps 1895,0 à 1895,6 (où

ont agi probablement des influences perturbatrices antagonistes,

ou bien se sont produites des erreurs d'observation plus consi-

dérables).

Vamplitude de l'oscillation du pôle est toujours inférieure, en

module, à 0"3 et même à 0 /;29; elle reste, en moyenne, égale

à 0"25, au moins pendant 1890,0 à 1892,0; vers 1895,3
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l'amplitude est devenue presque nulle, probablement encore

sous l'influence de phénomènes accidentels, car, peu après, elle

est redevenue égale à 0"20 (*).

La valeur moyenne de l'amplitude peut être prise égale à

0 /r125, soit un huitième de seconde, ce qui correspond à un écart

du pôle (compté à partir de sa position moyenne) de 4 mètres

environ à la surface du globe.

Cette valeur moyenne est encore inférieure au chiffre 0"2 de

Peters.

Mais ce qui nous intéresse surtout, c'est le point de savoir

si ces oscillations du pôle sont périodiques ou non. Pour tirer

cette question au clair, nous allons procéder de la manière

suivante (méthode assez grossière, mais suffisante pour notre

objet) :

Faisons abstraction de la boucle rétrograde de sept mois

(durant de 1895,0 à 1895,6), en la supposant donc parcourue

dans le sens direct comme les autres spires. Nous constatons

alors que, dans l'intervalle de neuf ans cinq mois (1 890,0-1899,4),

le rayon vecteur (unissant l'origine à la position instantanée de I)

a accompli huit révolutions : on voit donc déjà que le mouvement

du pôle a une période de

9,4 9,4
r

{
=— ans, soit r

x
=— x 12= 14,1 mois :

8 8

c'est la période chandlérienne.

[Evidemment notre grossière évaluation n'a rien de commun
avec les procédés très précis de Chandler, mais, encore une fois,

nous voulons seulement donner ici une idée de la découverte.]

Supposons que le mouvement du pôle ait plusieurs périodes

T/j, t
2 Si nous désignons par z— x iy le pôle I (a/fixe),

(*) L'amplitude a décru régulièrement de 1890 à 1895, puis a augmenté

jusque 1898; à partir de cette époque, elle a de nouveau diminué, puis

recommencé à croître, etc. [Voyez Astronomische Nachrichten, n° 3808.]
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nous pourrons alors écrire cette quantité complexe sous la

l'orme :

f p Î7Ti —

Ainsi nous supposons a priori que le mouvement du pôle l

peut être réalisé par la combinaison de plusieurs mouvements

elliptiques (**) : z = de274 Hh $ fe-™*
9
de périodes t4 ,

t2 , ...

Nous venons de déterminer la période t>| (= 14 mois environ);

pour l'éliminer de la figure représentant les oscillations du pôle,

nous ferons t = t et t — t -h Tit et nous soustrairons les deux

valeurs de z correspondantes Tune de l'autre :

Re2^ 1 - R'e- 2*»;- +

R, R',... désignant de nouvelles constantes complexes.

Ainsi l'une quelconque des périodes restantes ,t2 ,
t3 , ... joue,

vis-à-vis de la différence zt+Ti — z„ le même rôle analytique que

T| joue vis-à-vis de zr

Il suffît donc, pour éliminer ri9 de construire une nouvelle

courbe dont le point générateur (pôle fictif) soit Taffixe de l'ima-

ginaire z\ = zt+Ti — z
t
. Nous joindrons par des vecteurs tous les

(*) i désigne ici l'imaginaire ^— 1, et les S représentent des constantes

{complexes pour plus de généralité).

(**) Ce ne serait pas le cas pour des oscillations dont l'amplitude

décroîtrait suivant une exponentielle du temps, telles que celles envisagées

dans la Quatrième partie.
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points de la vraie trajectoire du pôle à leurs homologues sur la

même courbe (*) [homologues signifiant ici positions du pôle au

commencement et à la fin de l'intervalle constant 14 mois

= 1 ,1 7 an) ; et à partir d'un point quelconque 0', nous mènerons

des rayons vecteurs équipollents aux vecteurs de la première

figure. Nous obtiendrons de la sorte une nouvelle figure, encore

plus complexe que la première, mais débarrassée de la période

de quatorze mois. L'inspection de cette figure (**) nous montre

que l'amplitude est généralement de moitié moindre, c'est-à-dire

inférieure à 0"15. Nous pouvons conclure de là qu'il existe, en

réalité, une période de quatorze mois et que la moitié de l'am-

plitude est due à des oscillations de première espèce; et, comme

la nouvelle figure est plus compliquée que la première, que les

oscillations de deuxième espèce sont moins régulières et moins

simples que celles de première espèce.

Ces oscillations de deuxième espèce sont-elles bien celles que

nous avons désignées sous ce nom ci -dessus? En d'autres termes,

possèdent- elles une période annuelle ? Pour le voir, nous procé-

derons comme nous venons de le faire. Nous remarquerons que

les positions du pôle fictif correspondant aux millésimes exacts

(1890, 1891, 1892, 1895, 1894, 1895, 1896, 1897, 1898)

tombent toutes, à très peu de chose près, dans le même quadrant

de la nouvelle figure, et nous verrons ainsi que se dessine très

sensiblement une période annuelle (en faisant toujours abstraction

des boucles rétrogrades) (périodicité r2= 12 mois).

En utilisant de nouveau notre procédé graphique pour

rechercher s'il n'existe pas une troisième période ts , nous

(*) Par exemple nous joindrons par un vecteur les positions du pôle

pour 1890,0 et 1891,17; l'affixe du vecteur équipollent de la nouvelle figure

sera marqué 1890.0 et ainsi de suite

Pour découvrir les périodes cachées, voyez aussi H. Burkhardt, Entwicke-

lungen nach oscillierenden Funktionen. (Jahresbericht der deuts. math.

Vereinigung, t. X, 1901, pp. 312-333); A. Schuster, Nature, t. LXVI, 1902,

pp. 614-618.

(**) Voyez F. Klein et A. Sommerfeld, op. cit.. 3 e fascicule, pp. 680, 681.
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obtenons une figure (*) qui rappelle un peu la forme d'un huit,

dans laquelle aucune périodicité ne se laisse deviner. Il s'agirait

donc ici d'oscillations de troisième espèce non périodiques, mais

présentant plutôt un caractère de variations dues à des phéno-

mènes perturbateurs agissant apparemment sans loi simple. La

grandeur de ces oscillations est à peu près de l'ordre de celle des

oscillations de deuxième espèce.

Nous avons résumé ici le raisonnement de Sommerfeld, vrai

chef-d'œuvre de clarté (**).

Condensons encore davantage notre résumé.

Le mouvement du pôle se compose :

1° d'oscillations de première espèce, périodiques de quatorze

mois, ayant une amplitude moyenne de 0",15;

2° d'oscillations de deuxième espèce, périodiques de douze

mois, ayant une amplitude moyenne inférieure à celle des

oscillations de première espèce;

3° d'oscillations de troisième espèce irrégulières d'une ampli-

tude à peu près égale à celle des oscillations précédentes.

Enfin dans la variation de la latitude intervient un terme (***),

pas encore bien expliqué, indépendant des coordonnées x, y du

pôle.

§ 3. — Comparaison entre la théorie eulérienne et l'observation.

Raisons de la différence entre leurs résultats.

Il n'est pas nécessaire de réfléchir longtemps pour apercevoir

la grande différence qui existe entre les résultats (pour le

mouvement du pôle) de la théorie eulérienne de ceux de l'obser-

vation. Alors que la première exige un mouvement régulier

périodique de dix mois, l'autre montre un mouvement très

complexe, composé d'oscillations périodiques de quatorze mois

et de douze mois et d'oscillations irrégulières.

(*) Voyez F. Klein et A. Sommerfeld, op. cit., 3° fascicule, p 683.

(**) Pour plus de détails consulter son ouvrage, 3e fascicule, chapitre VIII,

Section B.

(***) Terme de Kimura.
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D'où provient cette différence ?

Elle provient de ce que la théorie eulérienne part d'une

hypothèse trop simple: elle suppose que la Terre est parfaitement

rigide, c'est-à-dire qu'elle ne se déforme pas sous l'action de sa

propre rotation et que ses parties ne changent pas de position

les unes vis-à-vis des autres, et enfin elle fait abstraction des

phénomènes perturbateurs qui peuvent se produire en son inté-

rieur ou à sa surface.

* *

11 faut du reste remarquer que la théorie eulérienne n'envisage

pas l'action des forces extérieures (principalement l'action luni-

solaire). Sans vouloir traiter ici le problème de la rotation d'un

corps (solide ou non) sous l'action des forces extérieures, nous

ferons seulement observer que ces dernières introduisent de

petites perturbations dans le mouvement de l'axe instantané dans

le globe.

E. Mathieu a fait une étude très pénétrante (*) de cette question,

en supposant la Terre parfaitement rigide. Il a montré d'une

manière rigoureuse que les forces extérieures peuvent produire

de petites oscillations périodiques dans la période de dix mois,

qui doivent jouer le rôle de variations d'un second genre : ces

oscillations sont d'ailleurs très petites. Au reste R. Radau a fait

observer (**) que les forces extérieures compliquent un peu le

phénomène du déplacement eulérien : le mécanisme connu de la

précession et de la nutation luni-solaire produit une faible

variation diurne (***), dont le coefficient oscille entre 0 et 0"02

(ce qui fournit un écart maximum de 0''04, dont il ne semble

pas qu'on se soit préoccupé dans la détermination des constantes

du cycle eulérien).

Cependant nous ne ferons pas cas des forces extérieures, car

(*) Journal de mathématiques pures et appliquées, 3 e série, 1876, t. II.

Nous ne citons pas les travaux classiques de Laplace, Poisson et Serret.
(**; Bulletin astronomique, septembre 1890, t. VII. p. 3o2.

(***) Voir à ce sujet des explications plus complètes dans la Mécanique
céleste de F. Tisserand, t. II, 1891, pp. 420 et 496.

4
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leur considération nous mènerait trop loin ; au reste l'oscilla-

tion qu'elles produisent est de Tordre de Terreur moyenne

(0"05) des observations les plus précises.

II est bon de rappeler que les recherches de F. Gonnessiat (*)

semblent montrer, dans la variation de latitude, un terme

dépendant de la position des nœuds de Torbite lunaire.

L'hypothèse d'un globe parfaitement rigide ne peut d'ailleurs

se justifier.

Tout d'abord les considérations cosmogoniques, les consta-

tations géologiques semblent montrer que l'intérieur de la Terre

est, au moins en partie, fluide (**). De ce chef le problème de la

rotation du globe devient beaucoup plus compliqué, et les

équations d'Euler ne suffisent évidemment plus pour déterminer

les lois du mouvement. De plus, Técorce [ou la Terre elle-

même tout entière, si on la suppose à l'état solide (***)] ne

possède qu'une rigidité relative et doit se déformer sous l'action

de sa propre rotation : cette déformation (bourrelet équatorial)

ne suit elle-même les variations de position de Taxe instantané

qu'avec une vitesse d'adaptation plus ou moins grande. Enfin

les frottements du noyau fluide sur Técorce [ou tout au moins

d'une couche visqueuse sous-jacente
(

1V
)] doivent également

introduire des perturbations dans les lois de la rotation.

Les changements géologiques que nous invoquons pour expli-

quer certains accidents de la croûte terrestre, ou que nous

voyons actuellement s'opérer sous nos yeux, ont eu ou ont

(*) Cf. Comptes rendus, t. GXX1V, 1897, p. 938. A un autre point de vue,

W. de Sitter trouve que l'action luni-solaire pourrait donner lieu à une

petite influence qui, en se combinant avec celle de la parallaxe (0"02) de

Kapteyn, fournirait la moitié du terme complémentaire z de Kimura

entrant dans l'expression de la variation Acp de latitude. (Voyez l'Appendice.)

(**) Hypothèse de la plupart des géologues.

(***) Hypothèse de W. Thomson.

(ivj Hypothèse de E. Wiechert.
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encore une répercussion sur la rotation de la Terre. A cette

catégorie de phénomènes appartiennent les éruptions volca-

niques, le soulèvement ou l'abaissement séculaire de certaines

contrées, la formation de nouveaux continents ou de nouvelles

montagnes, etc.

Nous devons également tenir compte de l'existence des océans :

les protubérances qu'ils forment sous l'action combinée de

l'attraction du Soleil, de la Lune et de la force centrifuge,

le frottement des marées sur la surface du globe influent eux

aussi sur la rotation de ce dernier.

Les courants marins, même s'ils ne changent guère la répar-

tition des masses à la surface du globe, introduisent dans les

équations différentielles du problème des quantités de mouve-

ment relatif et modifient de ce chef les circonstances du

mouvement de la Terre.

Nous en dirons autant des perturbations atmosphériques, qui,

cependant, peuvent produire en outre des inégalités plus sensibles

dans la répartition des masses.

La fonte des glaces polaires, le déplacement, la formation ou

la disparition des glaciers sont encore autant de causes capables

d'amener des perturbations dans le mouvement du globe.

Le ruissellement des fleuves, l'arrachement et la désagrégation

de roches ou de terrains déjà formés, le dépôt des alluvions aux

embouchures des cours d'eau, le dessèchement de lacs ou de

mers intérieures, l'action chimique des eaux, etc., peuvent aussi

apporter des fluctuations dans ce mouvement.

Enfin, comme causes extérieures, on a même songé à invoquer

un couple magnétique en rapport avec les taches du Soleil (*)

(*) Sans vouloir discuter ici cette influence, nous mentionnerons cepen-

dant quelques articles qui s'y rapportent J. Halm a montré [On apeculiar

connection... (Astr. Nachr., n° 3619)], par la comparaison de diagrammes
que les mouvements du pôle terrestre semblent assez bien être affectés de

la période de onze ans des taches solaires et de la période de cinquante à

soixante ans de ces taches et des aurores boréales. Après que W. Thackeray
eut contesté (Astr. Nachr., n° 3635) cette affirmation, il a répondu [Latitude

variation, Earth magnetisma and Soiar activity (Astr. Nachr., n° 3649)]
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et aussi les chutes de météorites qui introduisent des nouvelles

masses dans l'écorce du globe.

i\ous n'avons pas l'intention de citer ici toutes les causes

perturbatrices : ce que nous venons de dire suffît pour faire

comprendre combien est complexe le problème de la rotation de

la Terre.

Seulement une question se pose :

Ces phénomènes ont une influence sur la rotation de la Terre;

mais leur influence est-elle sensible et parvient-elle à expliquer

les grands écarts qui existent entre la théorie eulérienne et

l'observation ?

En d'autres termes, au point de vue qualificatif cette influence

est incontestable; mais l'est-elle aussi au point de vue quantitatif?

Pour expliquer telle ou telle de leurs anomalies, la cosmogonie,

la géologie, la climatologie, la paléontologie peuvent réclamer

des mouvements considérables de masses à la surface ou à

l'intérieur du globe qui se seraient produits dans les temps

préhistoriques. Elles ont beau jeu d'invoquer l'existence de

changements énormes qui auraient eu lieu dans l'écorce terrestre,

à la surface de la Terre, dans l'atmosphère pendant l'époque de

la genèse de notre monde. Les hypothèses peuvent être avancées

du moment qu'elles expliquent, d'une manière satisfaisante et

suffisamment rigoureuse, les faits constatés (*).

Sans vouloir contester en aucune façon l'exactitude de leurs

assertions, nous citerons, dans cet ordre d'idées, quelques opi-

nions d'auteurs.

en produisant les diagrammes qui représentaient, d'une part, la fréquence

des aurores et perturbations magnétiques et des taches solaires, et, d'autre

part, les variations de l'obliquité de l'écliptique, des latitudes et des ascen-

sions droites du Soleil : d'après lui, la similitude des deux courbes prou-

verait l'action du Soleil sur l'axe magnétique du globe (distant d'environ

12° de l'axe géométrique de la Terre).

(*) C'est ainsi que les discussions qui ont surgi surtout entre les géologues

anglais ont montré la faiblesse et l'insuffisance de théories regardées jusque-

là comme très solides.
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J. Evans (*) pensait que la présence d'une riche flore crétacée

et tertiaire sous le 80e parallèle ne pouvait trouver d'autre expli-

cation que dans un changement notable de la position des pôles.

E. J. Stone (**) croyait que primitivement l'axe de rotation de

la Terre avait été assez écarté de son axe géométrique; mais que,

par suite de phénomènes de frottement (tels que celui des

marées), l'axe de rotation s'était graduellement rapproché de

l'autre.

Dans un de ses Mémoires (***), H.Gyldén émettait l'avis que la

différence C—A entre les moments d'inertie polaire et équatorial

du globe avait pu être originairement très petite, mais qu'elle

aurait augmenté par suite des érosions que l'action continuelle

des eaux produit sur les continents ; cette hypothèse pourrait

fournir une explication de la période glaciaire, car cette augmen-

tation aurait eu pour conséquence de rapprocher Taxe de

rotation de l'axe géométrique et de faire décrire ainsi au pôle

de rotation I une spirale autour du pôle géométrique C0 (qui

l'aurait graduellement rapproché de ce dernier).

G.-H. Darwin
(

IV
) et S. Haughton

(
v
) ont déterminé les

mouvements du pôle causés par les soulèvements des con-

tinents actuels et l'affaissement des vallées océaniques, etc.

Ces divers résultats sont très intéressants. Mais nous voulons

examiner ici si les phénomènes que nous voyons s'opérer sous nos

yeux peuvent avoir une influence notable sur les mouvements du

(*) Quarterly Journal of the yeological Society, t. XXXII, 1866; Procee-

dings of the R. Soc, Londres, 1866.

(**) On the possibility of a change in the position of the EartlCs axis.

(Monthly Notices, Londres, t. XXVII, mars 1867.)

(***) Rotationslagarnc fôr en fast kropp, hvars yta âr betâckt af ett

flytande àmne. (Bull. Ac. Se, Stockholm, 1878, n° 7.) Voyez aussi Klee,

Der Urzustand der Erde und die Hypothèse von einer Aenderung der Pôle,

1843.

(iv) Influence of the geological changes... (Phil. Trans., Londres, 1877,

t. GLXVII.)

(v) Notes on physical Geology. (Proceed. of the R. Soc, Londres, 1878,

t. XXVI.)
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pôle et, notamment, s'ils peuvent être la cause des différences

existant entre la théorie eulérienne et les observations.

Nous montrerons :

1° Que les oscillations du pôle de première espèce peuvent

voir leur période de dix mois devenir celle de quatorze mois, si

Ton l'ait entrer en ligne de compte l'élasticité de la Terre

(Deuxième partie) ;

2° Que les oscillations de deuxième espèce (de période

annuelle) peuvent être causées par des phénomènes géologiques

et météorologiques (notamment les déplacements atmosphé-

riques), si l'on observe que l'influence de ces derniers peut être

notablement amplifiée par une sorte d'interférence qui se produit

entre les périodes de quatorze et de douze mois (*) (Troisième

partie);

3° Que les oscillations de troisième espèce peuvent également

être produites par des phénomènes accidentels (géologiques et

surtout météorologiques) (Troisième partie).

[Pour l'explication des 2° et 3°, nous aurons besoin d'exposer la

Théorie du mouvement de rotation d'un corps de forme variable.]

Enfin nous donnerons quelques opinions d'auteurs sur la

cause du terme de Kimura entrant dans l'expression de la varia-

tion de latitude (Appendice); mais auparavant nous montrerons

que quelques phénomènes (**) peuvent diminuer l'amplitude des

oscillations du pôle au lieu de l'augmenter (Quatrième partie).

D'où les dernières divisions de notre Travail :

Deuxième partie. — Explication de la période chandlérienne

au moyen de l'élasticité de la Terre.

Ti.oisième partie. — Explication des oscillations annuelles et

apériodiques.

(*) Multiplication de Raoau et Helmert. (Op. cit.)

(**}Tels que le frottement des marée?, l'existence d'une couche visqueuse

non élastique à l'intérieur du globe, etc.
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A. Théorie du mouvement de rotation d'un corps de forme

variable.

B. Influence des mouvements internes sur le déplacement du

pôle :

a) Influence directe des phénomènes;

b) Influence indirecte des phénomènes.

Quatrième partie. — Influence de phénomènes jouant le

rôle de résistances passives.

Appendice. — Quelques mots d'explication sur le terme de

Kimura.

Note. — Complément de la section A de la Troisième partie.

DEUXIÈME PARTIE.

Explication de la période chandlérienne au moyen

de l'élasticité de la Terre.

§ 1 . — Résumé très succinct des théories émises

sur la composition du globe.

Nous ne ferons pas ici une analyse détaillée de tout ce qui a

été écrit sur ce sujet (*); nous nous bornerons à citer les principaux

travaux qui ont un rapport assez étroit avec la variation des

latitudes.

W. Hopkins est le premier qui se soit occupé de la question.

Dans trois Mémoires (**) il a cherché s'il était légitime de sup-

(*) G.-H. Darwin, The Tides, Londres, 4898, et Sw. Arrhenius, Kosmische
Pkysik, Leipzig, 1903.

(**) Philosophical Transactions, Londres, 1839, 1840 et 1842.
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poser, comme le Taisaient beaucoup de géologues, que la Terre

se composai d'une masse fluide recouverte d'une mince croûte

solide. En se basant sur les mouvements de précession et nutation

luni-solaires, il a conclu que la Terre devait posséder une

écorce solide, d'épaisseur au moins égale au cinquième de son

rayon.

La conclusion de Hopkins a donné lieu à de vives contro-

verses; on lui reprochait de négliger le frottement et d'admettre

implicitement que, pendant la solidification de la surface du

fluide incandescent qui devait former la croûte, les molécules

n'éprouvassent aucune modification de position relative. H. Hen-

nessy (*) prétendait qu'un globe, composé d'un noyau fluide et

d'une mince écorce rigide, devrait avoir le même mouvement

qu'une Terre rigide (**); Delaunay défendait la même opinion (***)

en s'appuyant sur une expérience de laboratoire : en sorte que,

d'après eux, l'étude des circonstances du mouvement du globe ne

pouvait rien nous apprendre de contraire à l'hypothèse prémen-

tionnée.

Airy
(

IV
), H. Faye f), A. Ritter

(
VI

) ont plaidé aussi en

faveur de cette opinion en s'appuyant principalement sur des

considérations cosmogoniques.

Les résultats de Hopkins, ou plutôt ses hypothèses et ses

considérations mécaniques ont été attaquées, à un autre point de

vue, par J -G. Barnard
(
VI1

) et W. Thomson
(
v,n

).

(*) Philosophical Transactions, Londres, 1851; Comptes rendus, Paris,

mars 1871; Nature, Paris, 1872.

(**) Voyez aussi Plana, Astronomiscke Nachrichten, nos 860 et 861,

mai 1853.

(***) Comptes rendus, juillet 1868.

(iv) The lnterior of the Earth. (Ad. Cambridge Assoc, 1878, et Nature,

t. XVIII, 1878.)

(v) Comptes rendus, passim.

^vi) Ann. de Wiedemann, 1879.

(vu) Problems ofrotary motions. (Smiths. Gontrib. to Knowledge, t. XIX,

1874.)

(vm) On the rigidity of the Earth. (Philosophical Transactions, Londres,

1863.)
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Cependant ce dernier affirmait (*) que, bien que les raison-

nements de Hopkins ne fussent pas concluants, on ne pouvait

pas supposer qu'il existât à l'intérieur de la Terre une masse

liquide continue sphéroïdale possédant au moins 5 kilomètres de

rayon, sans qu'il en résultât des modifications sensibles dans

certains phénomènes.

Il faut du reste observer que Hopkins admettait que la croûte

terrestre restait entièrement rigide et invariable de forme, ce qui

est physiquement impossible. En effet aucune substance ne

possède une rigidité parfaite, comme Font montré les expé-

riences de Tresca (**), de Saint-Venant et de Kohlrausch. Il

s'ensuit que Técorce, même épaisse, doit être de toute nécessité

flexible et doit, par conséquent, céder, dans une certaine mesure,

aux marées que l'attraction luni-solaire ne manquera pas de

provoquer en agissant sur l'intérieur fluide. Reste à savoir si

ces marées terrestres (bodily tides) sont sensibles (***). La croûte

terrestre et la mer, qui la recouvre partiellement, se soulèvent-

elles ensemble de quantités du même ordre? Nous ne nous

apercevrions alors que du soulèvement relatif de l'Océan, c'est-à-

dire d'une marée « différencielle » peu sensible, puisque nous

subirions les mouvements de la croûte. A ce sujet,W.Thomson
(

IV
)

donne les indications suivantes ; si la Terre était une sphère de

verre massive, son élasticité ferait que la marée océanique actuelle

serait réduite aux deux cinquièmes de sa valeur; si elle était en

acier, cette marée serait réduite aux deux tiers. Il montre ainsi

que la Terre est beaucoup plus rigide, dans son ensemble, que

le verre, que l'acier, qu'une roche quelconque : selon son avis,

l'hypothèse d'après laquelle le globe se composerait d'une

(*) Idem. Voyez aussi Math, and pkys. Papers. t. III, art. 45, et Popular

Lectures, t. III, p. °238.

(**) Mémoires des savants étrangers, Paris, t. XVIII.

(***) Voyez à ce sujet M. Lévy, Théorie des marées, t. II.

(>) Op. cit. En outre Treatise on natural Philosophy, t. II, 1883, art. 843.
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masse liquide de roches et métaux fondus, recouverte d'une

écorce mince, serait absolument à rejeter (*).

Cette opinion est aussi celle de G. -H. Darwin, qui s'est

attaché à développer les considérations de Thomson dans une

série de Mémoires.

Dans le premier (**) de ces Mémoires, il a déterminé les

hauteurs que peuvent atteindre les marées océaniques, au cas

où l'on suppose le glohe se composer d'un liquide élastique et

incompressible. Il est arrivé aux mêmes conclusions que

Thomson, à savoir que les marées océaniques ne pourraient

atteindre, dans ce cas, qu'une fraction de ce qu'elles atteindraient

dan? l'hypothèse d'un intérieur rigide ; cette fraction serait

d'autant plus petite que le frottement et la viscosité seraient plus

faibles (*").

Au contraire, H. Hennessy
(

v
) continuait à défendre l'hypo-

thèse d'un intérieur fluide, adoptée d'ailleurs par la plupart des

géologues. Selon lui, la Terre aurait un noyau fluide visqueux

compressible; cela pourrait expliquer les petites anomalies des

marées océaniques et serait du reste conforme à l'accroissement

de la densité en profondeur.

Dans un Mémoire postérieur
(
v
; G. -H. Darwin a étudié la

rotation d'un sphéroïde visqueux et complètement élastique sous

l'influence de forces extérieures. Six ans plus tard, S. Oppen-

heim T
s'est placé aussi à ce point de vue.

(*> YV. Thomson critiquait encore les vues de Hopkins au moyen de la

théorie de la précession et de la nutntion ; mais, en 1876, il a déclaré lui-

même qu'il retirait l'argument basé sur cette théorie, argument qui avait

du reste été combattu par Delaunay. et en a invoqué un autre reposant

sur l'existence de frottements dus à des mouvements tonrbillonnaires du

tluide.

(**) On tlie bodily tvles of visants and semielastic splieroiis. Phif. Tkans.,

Londres, 1879, part I.)

Voyez à ce sujet K. Zôppritz, Der gegemvârhge Standpunkt der Geo-

physik. Geographisches Jahrbuch. 1880, Gotha.
|

(iv) Philosophical Magazine, o ? série, t. VI. Londres. 1878.

(V; On tlie precession of a viscous spheroid and on the remole hi'tory of

tlie Earth. (Philosoph cal Transactions, Londres, 1879. part. II.

(ti) Sitzungsbericlite der K Ak der W'iss.. Vienne. 1885, part. II; Astr.

yach., 1885, no 2781.
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Parmi les Mémoires (*) de G. -H. Darwin, citons spéciale-

ment celui de 1882 (**), où il attaquait l'hypothèse d'une mince

écorce en s'appuyant sur la théorie de la résistance des maté-

riaux : à une profondeur de 1600 kilomètres la croûte solide

devrait avoir une rigidité semblable à celle du granit pour

pouvoir résister aux efforts.

Plusieurs géologues ont avancé une hypothèse, en quelque

sorte intermédiaire entre les deux extrêmes : fluidité complète,

rigidité absolue ; ils supposaient que le globe se composait

d'un noyau solide séparé de la croûte externe par une

couche plus au moins épaisse d'un liquide visqueux ou d'une

matière pâteuse (***). La croûte et le noyau pourraient ainsi avoir

des mouvements quelque peu distincts
(
1V
). E. Ronkar a étudié

dans un Mémoire (
v
) le problème de la rotation de la Terre,

en la supposant composée de cette façon. Dans son étude, il

tenait compte du frottement du noyau et de l'écorce sur la

couche intermédiaire : il est arrivé ainsi à des théorèmes inté-

ressants sur le détail desquels nous ne pouvons pas entrer ici.

L'hypothèse en question a été surtout étudiée par E. Wie-

chert
(

VI
); celui-ci, en coordonnant et combinant les données

astronomiques, géodésiques et physiques, proposait de regarder

(*) The détermination of the secular effects of tidai frictions. (Proceed. of

K S.. Londres, t. XXIX.) — The det of the sec efforts of the orbits. (Ibid.,

t. XXX )
— Problems connected with the tides of a viscous spheroid. (Phil.

Trans., Londres, 1880), etc.

(**) On the stresses caused in the interior of the Earth. (Phil. Trans.,

Londres, 4882 )

t***) Voyez à ce sujet les polémiques de F. Folie relatives à la nutation

diurne.

(iv) Voyez, par exemple, F. Folie, Bull. Acad. Roy. Se, Bruxelles, 3 e série,

t. Il, 1881, et Fisher, Geological Magazine, Londres, 1878; Cambridge
Transactions, 1878, et Philosophical Magazine. Londres, 1882

(v) Sur l'influence du frottement et des actions mutuelles..., Bruxelles, 1888.

Voyez aussi Bull, astr., t. VII, avril 1890, p. 165.

(vn (Jeber die Massenverteilung im Innern der Erde (Nachrichten der

K. Gesellsch.. Gottingue, 1897. 3* fasc, p. 221.) Voyez aussi G. H. Darwin,

Monthly Notices, Londres, 1899, t. LX, n° 2, et F -R. Helmert, Sitzb. der

K.Ak d. Wiss
,
Berlin, 1901. p. 328.
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la Terre comme hétérogène et composée d'un noyau en fer,

d'une couche plastique sus-jacente et d'une écorce peu dense

(de 1400 kilomètres d'épaisseur environ) entourant ce noyau et

cette couche. Cette hypothèse satisferait, semble-t-il, aux exi-

gences des arguments de Thomson, tout en empêchant les

critiques d'autres savants.

[Nous verrons, dans l'Appendice, qu'en 1903 R. Schumann

a invoqué cette théorie pour expliquer la provenance du terme

de Kimura, intervenant dans la variation de latitude.]

* *

li n'est pas nécessaire de faire observer que ces divers

résultats concernent bien plus la géophysique (*), prise dans

son acception la plus générale, que la variation des latitudes.

Il est temps maintenant d'indiquer ceux qui regardent plus

directement cette dernière.

Dans un beau Travail (**), adressé à l'Observatoire de Poul-

kowa à l'occasion de son cinquantenaire, J.-V. Schiaparelli a

envisagé l'influence d'actions perturbatrices (telles que celles

dont nous voulons parler dans la Troisième partie), par exemple

géologiques, sur la position des pôles d'un sphéroïde supposé

successivement rigide, plus ou moins plastique et parfaitement

plastique. Ce dernier état de choses est représenté avec une

certaine approximation par Thypothèse de la plupart des géo-

logues, d'après laquelle la Terre serait entièrement fluide et

seulement recouverte d'une croûte solide très mince; le cas d'un

noyau solide séparé de la croûte par une couche liquide et

pâteuse peut aussi, jusqu'à un certain point, être rangé dans cette

subdivision de l'étude. Schiaparelli trouve que, dans l'hypothèse

(*) Voyez à ce sujet l'excellente thèse de P. Schwahn : Ueber Aenderungen

der Laye der Figur- und der Rotationsaxe der Erde, sowie einige mit dem

Rotationsproblem in Beziehung stehende geophysische Problème, Berlin,

juin 1887, § 12.

(**) De la rotation de la Terre sous l'influence des actions géologiques,

Saint-Pétersbourg, 1889; Il Nuo. o Cimento, 1891, 3e série, t. XXX.
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de la parfaite plasticité, des phénomènes accidentels peuvent

très bien imprimer aux pôles de grands mouvements irréguliers

d'une amplitude quelconque. Relativement à l'étude de la

rotation d'un globe doué d'une plasticité relative, ce savant

obtient aussi des résultats très iniéressants d'après lesquels les

mouvements des pôles pourraient encore avoir une grande

amplitude si l'on supposait que la viscosité du globe fût assez

faible.

Dans sa célèbre Note de 1892 (*), déjà citée, S. Newcomb a

montré que, si Ton fait entrer en ligne de compte l'élasticité de

la Terre et la mobilité de l'Océan (**), là contradiction entre la

théorie eulérienne et l'observation (au moins celle qui existe

entre les périodes de dix et de quatorze mois) peut très bien dis-

paraître. En reprenant les considérations de W. Thomson (***),

il a conclu que la Terre devait céder un peu moins à l'action de

la force centrifuge que si elle possédait la rigidité de l'acier et

que, par conséquent, considérée dans son ensemble, elle doit

être un peu plus rigide que l'acier. Cette conclusion est d'ailleurs

en plein accord avec les déductions des sismologistes
(

IV
). Elle

a été commentée et expliquée par S. Hough, J. Larmor et

A. Sommerfeld.

Dans deux Mémoires
(

v
), Th. Sloudsky a repris les considéra-

lions de W. Hopkins en s'inspirant des nouvelles théories de

l'Hydrodynamique, et en a donné un beau complément. Voici

l'hypothèse dans laquelle il s'est placé : il supposait que la

Terre était constituée d'une masse liquide incompressible et

homogène, entourée d'une écorce parfaitement rigide, et que, de

plus, les centres de gravité et les axes principaux de la masse

(*) On the Dynamics of the. Eartlïs Rotation (Monthly Notices, Londres,

t. LU, 1892.)

(**) La mobilité de l'océan expliquerait le quart de la différence.

(***) Treatise on natural Philosophy, t. II, 1883.

Voyez Milne : On Earthquake Phenomena. (British Assoc. Report,

1896.)

(v) Bulletin de la Société Impériale des Naturalistes de Moscou, 1895, n° 2.

et 1896, n<> 1.
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liquide et de l'ensemble (masse liquide et écorce) coïncidaient.

Il a trouvé que, dans ce cas, le mouvement du pôle devait avoir

deux périodes : Tune un peu plus courte que le jour sidéral,

l'autre d'un nombre N de jours donné par

I C-A,
f

où A
1
= B

1
et sont les moments principaux d'inertie de la

croûte solide, q = et edésigne l'excentricité du noyau liquide;

dans l'expression de q, M désigne la masse du liquide et d le

demi-grand axe de la cavité interne de la croûte. Sloudsky n'a

pas cherché à appliquer ses formules à des exemples numériques,

car il pensait avoir soumis son problème à des conditions trop

restrictives pour qu'il fût légitime d'en appliquer la solution à

la Terre (*). Dans son second Mémoire, il a fait voir que, si

les axes principaux du noyau restent parallèles à ceux de

l'ensemble, les conclusions de son premier Mémoire peuvent

encore tenir debout lorsque les deux centres de liravité ne coïn-

cident pas. Il a montré, en outre, qu'aucun effet sensible ne peut

être produit par une légère inclinaison de l'axe polaire de la

cavité sur l'axe d'inertie principal. Enfin Sloudsky s'est occupé

aussi de l'effet des mers; en supposant qu'un liquide homogène

recouvrît entièrement la croûte rigide, il a prouvé encore que ce

liquide ne pouvait produire d'effet sensible que si l'axe de

rotation était fortement incliné sur l'axe principal polaire.

S.-S. Hough a publié plusieurs Mémoires (**) sur la rotation

(*) Cependant L. Picart, en s'appuyant sur les formules du savant russe,

a montré {Bulletin astronomique, t. XVII, juin 1900, p. 222) que l'existence

de la période chandlérienne de quatre cent vingt-sept jours s'oppose à

l'hypothèse d'un noyau fluide peu considérable et d'une excentricité très

faible. Toutefois cette conclusion ne peut s'appliquer au cas où l'on suppose

ie noyau suffisamment aplati.

On the oscillations of a rotating ellipsoidal shell containing fluid.

(Phil Trans
,
Londres, 1895, t. GLXXXVI, part. A.) Voyez aussi Math. Soc.

Proceedings, Londres, t. XXVIII, 1897; On the rotation ofan elastic spheroid.

Phil. Trans.. Londres, 1896, t. CLXXXVII, part. A. Voyez aussi Monthly

Notices, Londres, 4897.



( 03 )

des sphéroïdes élastiques. Dans le premier, il a traité le même
problème que Sloudsky et est arrivé à cette conclusion que, si

l'on veut supposer la Terre en partie fluide au lieu de la consi-

dérer comme entièrement solide, la période du cycle eulérien

doit être diminuée, ce qui est contraire aux résultats de l'obser-

vation (quatorze mois au lieu de dix mois).

Dans son second Travail, qu'il a d'ailleurs publié avec

I, Newton, Hough a repris et complété les considérations de

Newcomb en leur donnant une forme plus mathématique et en

corrigeant une erreur dont elles étaient affectées. En supposant

la Terre entièrement solide, mais formée d'une substance plus

ou moins élastique, il a conclu, d'accord avec le célèbre astro-

nome américain, que l'augmentation de la période eulérienne

peut être attribuée à l'élasticité de la Terre et que l'on peut pro-

visoirement expliquer l'existence de la période chandlérienne en

admettant que la Terre soit un peu plus rigide que l'acier.

Enfin Hough pensait que les résultats obtenus seraient peu

altérés si Ton faisait entrer en ligne de compte la mobilité de

l'Océan et de l'atmosphère.

En 1896, S. Woodward (*) (outre un aperçu sur les travaux

de ses devanciers) a montré que, si la différence B— À entre les

moments d'inertie équatoriaux de la Terre est suffisamment

grande, le cycle eulérien peut être diminué; il a également

étudié l'influence des mers sur la durée du cycle.

La même année, J. Larmor a fait plusieurs remarques inté-

ressantes (**) et intuitives sur la rotation des sphéroïdes élas-

tiques. Il a montré que la période du mouvement du pôle

instantané d'un tel sphéroïde est sensiblement la même que celle

d'un sphéroïde rigide dont la forme est celle que prendrait le

premier sphéroïde si sa rotation devenait nulle (***). Outre

plusieurs remarques sur le moyen de déduire, des données

(*) Astronomicat Journal, 1896, t. XV, n° 345.

(**) On the Free Eulerian Procession. (Proceedings of Cambridge Phil.

Society, t. IX, mai 1896.)

(***) Voir le § 3 de cette deuxième partie.
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d'observation, des indications sur la constitution interne du

globe, il a fait voir que la déformation que la Terre devrait

subir pour expliquer certaines anomalies, doit être en grande

partie élastique plutôt que visqueuse. Quant à l'influence des

mers, Larmor a calculé que, si l'Océan recouvrait entièrement

une Terre rigide, la période eulérienne augmenterait de 14 % :

c'est une limite supérieure évidemment, car les mers ne couvrent

pas entièrement le globe; de plus, ces 14 °/ 0 doivent être réduits

à 8 °/0 , voire à 6 °/ Q ,
parce que la déformation élastique de la

Terre a pour conséquence de diminuer l'effet dû à l'ellipticité de

l'Océan. Enfin le savant anglais pensait qu'une certaine hétéro-

généité de la Terre ne devait pas infirmer la conclusion de

Newcomb et de Hough, à savoir que le globe doit posséder, dans

son ensemble, une rigidité comparable à celle de l'acier.

Dans la seconde partie d'un superbe Mémoire (*) consacré à

l'étude de l'influence de mouvements cycliques sur la rotation de

la Terre, V. Volterra a traité analytiquement les considérations

de G.-H. Darwin et de J.-V. Schiaparelli sur la plasticité de la

Terre, en supposant que, par suite d'un certain état physique du

globe, le pôle d'inertie tende à se rapprocher du pôle de rota-

tion avec une vitesse proportionnelle à la distance qui les

sépare (**) et en imaginant qu'aient lieu en même temps des

mouvements cycliques à l'intérieur de la Terre; il a déduit

plusieurs théorèmes intéressants que nous ne pouvons rapporter

ici.

Enfin A. Sommerfeld, dans un Ouvrage (***) devenu célèbre,

a étudié d'une façon complète l'influence de l'élasticité de la

Terre sur la période eulérienne; nous ne développons pas ici

ses raisonnements ni ses conclusions, car nous suivrons, dans

(*) Sur la théorie des variations des latitudes. Acta Mathematica, t. XXII,

1898, ehap. VI.)

(**) Voyez G. -H. Darwin, Influence of the geological changes (Phil. Trans.,

Londres, 1877. t. CLXVII, p. 281); voyez aussi J.-V. Schiaparelli, De la

rotation de la Terre..., Saint-Pétersbourg, 1889, art. 3.

(***) Ueber die Théorie des Kreisels, 3* fase., 1903, ehap VIII, section B.



( 65 )

les paragraphes suivants, sa méthode, qui résume d'ailleurs les

travaux de ses devanciers d'une manière très nette.

| 2. Influence de l'élasticité de la Terre sur la position de son

axe de figure et sur son ellipticilé.

Dans ce qui suit nous supposons que la Terre, sans rotation,

affecte la forme d'un ellipsoïde de révolution très peu aplati et

que la matière homogène qui la compose soit solide, mais

possède cependant un certain degré d 1
élasticité. Il appert dès

maintenant que, si la Terre se met à tourner uniformément et

lentement autour de son axe de révolution, la force centrifuge

qui naît de ce mouvement luttera contre l'élasticité de la substance

et fera prendre au globe une autre figure d'équilibre, qui sera

un ellipsoïde de révolution un peu plus aplati que l'ellipsoïde

originaire (*).

Désignons par a, a, c les demi-axes de l'ellipsoïde de révo-

lution aplati, qui est la forme supposée de la Terre lorsqu'elle

n'a pas de rotation o autour de l'axe 2c. Les moments principaux

d'inertie sont :

M

M 2
C = -(a2 W) = -Ma2

,

5 5

où M désigne la masse ^ T^cp de l'ellipsoïde, supposé homogène

(*) Au moins aux termes du second ordre près.

(Tout ce que nous allons développer dans ce paragraphe et le suivant

n'est vrai qu'à cette approximation.)

C'est un lemme que nous demandons d'admettre pour tout ce qui va suivre.

5
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de densilé p. L'excentricité est par définition la quantité positive e

donnée par

_ a 2 - c
2

e = ,

tandis qu'on réserve le nom d'aplatissement à la quantité

positive

a — c

P =

Nous appelons, avec Sommerfeld, ellipticité la quantité

positive

C — A a'— c
2

€ ~ I~~
~~

a- -f- c
2

'

Cette ellipticité e est liée à l'excentricité par la relation :

a 2— a
1

a — c 1h-£ — 4-*-f 2e
e

1 — = -

a 1 -i- s 1

ou e

mais elle ne diffère de l'aplatissement p que par des termes du

second ordre en p :

a2— c" a2— fl'(l — 2p —

p

2
jo

2

£

g2
c
2 ~~ g2

-f- g2
(1 — pf

~~
"2 — 2p + p

1 ~~ P
lï
~ J ^ "

Comme nous supposons l'ellipsoïde terrestre très peu aplati,

p peut être considéré comme une quantité très petite du

1
er ordre, et les termes d'ordres supérieurs du premier peuvent

être négligés; par suite nous écrirons avec ce degré d'approxi-

mation :

Nous négligeons aussi les termes en s d'ordres supérieurs au

premier.
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Prenons pour axe Oz le petit axe (axe de révolution) 2c et

pour axes Ox, Oy deux axes rectangulaires quelconques situés

dans Téquateur de l'ellipsoïde : 0 est le centre de figure et

de gravité de ce dernier.

L'équation cartésienne de l'ellipsoïde est

x2
y
2

*
2

Soient un méridien jzPU de l'ellipsoïde coupant le plan de

l'équateur suivant OU, et un point P [x, y, z) pris sur ce

méridien. Les coordonnées polaires du point P sont :

la distance r de 0 à P, \

la latitude 3 = angle UOP, m A désigne l'extrémité de l'axe Ox).

la longitude A= angle AOU. )

Nous avons évidemment les formules de transformation de

coordonnées :

x = r cos 3 cos A,
\

( x2
-4- y

1 + z 1 = r
2

, \

x 1 w 2 = r
2
cos

2
3. >y= r cos 3 sin A, } d'où \ x 1 y* = r

2
cos

2

z = r sîn 3, \ s 2 = r
2
sin

2
3.

L'équation polaire de l'ellipsoïde est par suite :

r
2
cos

2 3 r
2
sin

2 3— = »

a2
c
2

ou

cV cos
2 3 -+- a2

r
2
(1 — cos

2
3) = aV

ou

)

C
2
cos

2 3 -t- a2
( 1 -— cos

2
3) a2— (a

2 — c
2

) cos
2 3

c
2

c
2

1 — e
2
cos

2 3 2e
'

1 cos
2 3
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d'où

Se '

r=c[\ cos
2
à]

2= c(\ -4- e cos
2

$) (4),
4 -f- 6

en se limitant au terme du premier ordre en s.

Cette équation est aussi l'équation polaire (dans le plan) de la

section méridienne.

Pour a = o, on a :

a = c(] -+- f
) (2).

Appelons à présent rayon moyen R de l'ellipsoïde le rayon

d'une sphère ayant même volume que lui ; alors :

R3= a'c = c\\ -t- efc= c
3
(4 2e),

d'où

i 2
R = c(4 h- 2f)

3 = c(4 -f- -e) (5),
o

ou inversement

_i 2
c = R(4 -t- 2e)

3=R(1 — -e) (4).
D

Introduisons dans (1) la valeur (4) du demi-petit axe c en

fonction du rayon moyen R, nous obtiendrons l'équation polaire

de la section méridienne sous la forme :

r = R(l -, £ cos
2
â) = R £l -4- e(cos*&—

|)J
(5).

* *

Supposons maintenant que la Terre soit animée de la rotation

uniforme o autour de son petit axe Oz; nous avons admis que

la nouvelle forme d'équilibre que l'ellipsoïde terrestre I prendra

est encore un ellipsoïde de révolution V un peu plus aplatique lui-

même (c'est-à-dire que a augmentera, c diminuera, p = 1 — ^-

augmentera aussi, et il en sera de même pour e = p). Désignons
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par s' l'augmentation d'ellipticité qui en résulte (*), en sorte que

E = s h- e
f est l'ellipticité que la Terre prend lorsque la rota-

tion a lieu.

Nous négligerons encore les termes en e' et e -h e' d'ordres

supérieurs au premier. Alors l'équation polaire du méridien du

nouvel ellipsoïde de révolution sera

= R j^l e') ^cos
2 S —

?J

J

(6),

le rayon moyen étant le même puisque la masse n'a pas changé.

*
* *

Examinons à présent ce qui se passe pour un globe élastique

tournant, lorsque l'axe de rotation 01 (passant toujours par son

centre 0) ne coïncide plus exactement avec le petit axe OC de

l'ellipsoïde terrestre primitif 1, mais en reste cependant très

voisin (fig. 4).

S l p

f n

7

0

\ \\ 5^

Fia. 4.

(*) Cette ellipticité e' est, d'après le principe de la superposition des

petites déformations, celle que prendrait, sous l'action de la force centrifuge



( 70 )

Désignons par l (*) l'angle très petit IOG. L'action de la

force centrifuge due à la rotation uniforme o autour de 01

tend à déformer l'ellipsoïde élastique, qui, avant la rotation,

est de révolution autour de OC et a l'ellipticité s, et à lui faire

prendre une nouvelle forme d'équilibre (qui est un ellipsoïde

de révolution autour de 01) : mais le globe n'étant pas parfai-

tement plastique (seulement quelque peu élastique), cette ten-

dance se composera avec l'inertie de l'ellipsoïde primitif pour

déterminer la formation d'une nouvelle configuration d'équi-

libre, intermédiaire entre les ellipsoïdes respectivement de

révolution autour de OC et de 01; cette nouvelle figure sera

— nous l'admettrons — encore un ellipsoïde de révolution

aplati II ayant pour axe de révolution un axe OC, situé dans le

plan COI et intermédiaire entre OC et 01, et d'autant plus voisin

de 01 que le globe est plus élastique. Il s'agit de déterminer les

axes de ce nouvel ellipsoïde, son ellipticité et la position exacte

de son axe OC de révolution. Pour cela nous devons d'abord

obtenir son équation polaire (ou, ce qui est la même chose,

l'équation polaire de sa section méridienne).

Appelons donc, comme ci-dessus, I l'ellipsoïde terrestre pri-

mitif de révolution autour de OC et d'ellipticité s;

III l'ellipsoïde de révolution autour de 01 et d'ellipticité e' (**),

qui serait la forme d'équilibre du globe, si ce dernier était pri-

mitivement sphérique (loul en ayant la même masse) et animé

de la rotation uniforme o autour de 01;

II l'ellipsoïde en question, de révolution autour de OC et

d'ellipticité E (encore inconnue), qui est la forme d'équilibre

intermédiaire cherchée.

Désignons (fig. 4) par OK la perpendiculaire en 0 à 01, située

dans le plan COI et du même côté de 01 que OA (à partir

duquel nous comptons les latitudes a). Si P est un point de la

due à la rotation o, une sphère élastique composée de la même matière que

notre ellipsoïde.

(*) Ne pas confondre cette notation avec celle employée précédemment

pour désigner la longitude.

(**) Voyez une note précédente.
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section méridienne de l'ellipsoïde III, si r' désigne la distance

OP et si y désigne la latitude de P comptée à partir de OK (au

lieu de OA), égale par conséquent à la latitude s— angle AOP
diminuée de l'angle très petit AOK = \ l'équation polaire de

la section méridienne de cet ellipsoïde III sera, d'après (5),

le rayon moyen R étant le même que plus haut.

Ayant l'équation polaire de III, il nous est facile de déduire

celle de l'ellipsoïde II en question. Cet ellipsoïde résultera de

la déformation (sphère — III) appliquée à l'ellipsoïde primitif.

Pour obtenir l'équation polaire de sa section méridienne, il nous

suffit d'écrire que son rayon vecteur i\ est la somme algébrique

de deux parties :

1° Le rayon vecteur r de l'ellipsoïde I donné par

2° La déformation r'— R du rayon vecteur de la sphère qui

passe à l'état III, déformation qui est donnée par (7) ou

Cette équation polaire sera

r2 = R [1 -w cos
2

Sf -4- e' cos
2

(3-— A) — — (s + e')] (9).

Il nous est facile maintenant de connaître la position exacte

de l'axe OC; autour duquel cet ellipsoïde II est de révolution.

A cette fin, nous déterminerons les sommets de l'ellipse méri-

dienne en écrivant

(8).
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puisquen ces sommets le rayon vecteur passe par un maximum
ou par un minimum. En développant cette condition, nous
avons :

— e cos 3 sin 3— e' cos (3 — a) sin (3— A) = 0 ;

comme nous supposons 1 très petit, nous pouvons écrire

sin A= A, cosa = 1,

et par suite

£ cos 3 sin 3 -4- e' [cos 3 -t- A^sin 3] [sin 3 — A cos 3] = 0,

ou en négiigeant l"2 :

(e -+- e'} cos 3 sin 3 — e 'A (cos
2 3— sin'

2

3) = 0,

ou bien

E -+- E'—-— sin 23 = f'A cos 23

,

d'où

tg23 = 2-^-
/

(10).
e e'

Puisque À est très petit, l'un des deux angles déterminés par

cette équation (et compris entre 0 et tu) est très voisin de zéro,

et l'autre très voisin de Appelons 3 1? 32 respectivement le pre-

mier et le second de ces angles ; alors

7T

3-,= 3, H
1

2

L'angle 3, correspond à un axe équatorial OA' intermédiaire

entre OA et OK, puisque l'on a au degré d'approximation

voulu :
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l'angle a2 correspond à l'axe polaire OC cherché, intermédiaire

entre OC et 01 (pour la même raison).

Enfin calculons les axes et l'ellipticité de l'ellipsoïde 11.

Pour déterminer les axes, nous n'avons qu'à poser dans (9)

successivement 3- = â- = â-
2 = ^ -i- ~, valeurs auxquelles

correspondront respectivement les demi-axes équatorial et polaire

de 11 :

c2 = R[l

aux termes en 3J près (s, étant inférieur à 1).

Or ces demi-axes sont ceux

ai = R[l Wfl,

5

de l'ellipsoïde I', forme que prendrait l'ellipsoïde primitif 1 si la

rotation o se produisait autour de OC : comme on le voit

d'après (6).

Par conséquent les deux ellipsoïdes 11 et V sont égaux et ne

diffèrent que par leur position (fig. 4) : Il est de révolution autour

de 01, V autour de OC. Au moyen d'une rotation de 1 autour

de 0, on pourrait ainsi amener ces deux ellipsoïdes en coïn-

cidence.

Ainsi, aux termes en X du second ordre près, l'ellipsoïde d'équi-

libre correspondant à une rotation o autour de OC ou autour

d'un axe 01 (faisant avec OC l'angle 1) est le même quel que soit A
;

seulement son axe de symétrie varie de position : cette dernière

est du reste déterminée par la valeur de l'angle 3
1
= h



( 74 )

Les moments principaux d'inertie de l'ellipsoïde II sont donc

M 2M 1

iC'= £'~-(aî + ci) =— R*[1 --(fH- 6')],

C'=-X 2a*=—

R

2
[l -(« -4- 0]5

D 0 0

(13)

son elliptieité est :

E'= —— - = £ + £ '= E (14).

*
* *

En étudiant, dans l'Introduction, la rotation naturelle de la

Terre supposée absolument rigide, nous avons conclu que les

trois axes 01 (instantané de rotation), OG (du couple résultant

des quantités de mouvement), OC (principal d'inertie polaire)

sont constamment dans un même plan qui tourne dans l'espace

autour de OG avec une vitesse uniforme dans le sens direct,

que les angles i = IOG, G = GOC sont constants, que
l

- = ^
environ et que OG se trouve toujours entre 01 et OC.

Voyons maintenant ce qui se passe pour un globe doué d'une

certaine élasticité. Supposons que la Terre, au repos, ait la

forme d'un ellipsoïde de révolution aplati I, d'ellipticité e, et

qu'à un moment donné ou lui imprime une rotation o (qui

restera uniforme) autour d'un axe 01 faisant un angle IOC =
/= î +-9 (très petit) avec l'axe de révolution OC de l'ellipsoïde

primitif I. Sous l'influence de cette rotation uniforme o, l'ellip-

soïde terrestre l prend une nouvelle forme d'équilibre, qui est

aussi un ellipsoïde de révolution aplati II : cet ellipsoïde est

plus aplati que I et son elliptieité est E = e +- e' (*) ; de plus,

(*) e' ayant la signification précédemment indiquée.
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son axe de révolution n'est plus OC, mais un nouvel axe OC,

situé dans le plan COI, intermédiaire entre OC et 01 et faisant

avec OC l'angle 3- =7^7 * (%. 4).

Après l'impulsion communiquée au globe, la rotation est

naturelle (en négligeant les forces extérieures) : le moment

résultant des quantités de mouvement est constant en grandeur

et direction, et son support OG est fixe dans l'espace. Le plan

OCC ;GI des quatre droites OC, 0C ;

, OG, 01 tournera encore

autour de OG avec une vitesse angulaire directe et uniforme,

et 01 restera très voisin de OG (*).

La seule modification que l'élasticité de la Terre introduit est

que l'ellipticité augmente de e r
et que l'axe de révolution OC de

la nouvelle figure d'équilibre se rapproche un peu de l'axe 01 et,

par conséquent, de l'axe OG.

§3. — Variation de la période eulérienne due à l'élasticité

de la Terre.

Dans l'Introduction, nous avons vu que la période eulérienne

du mouvement de circulation du pôle I autour du pôle de figure

C

à la surface de la Terre était donnée par

2tt 2tt 2tt 1 2tt 1

T =— =— = : = _- - sec (i -4- ô).
\r\ C— A

n
n\ e

1 0 1 e

Or sec (i 0) est très voisin de l'unité et (o| -= 2t: par jour

sidéral Donc

\

T = - jours sidéraux, soit environ 305 jours,

pour un globe parfaitement rigide.

(*) Cela suppose, bien entendu, que la rotation de ce plan est suffisam-

ment lente, vis-à-vis de la rotation propre du globe, pour que l'adaptation

élastique ait lieu pour chaque position de l'axe OC dans l'espace. [Voyez

page suivante.]
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Actuellement si nous supposons la Terre douée d'une certaine

élasticité, l'ellipticité devient Ë = s -h s', le pôle de figure se

rapproche dans l'espace du pôle G en venant en C : à la surface

du globe le pôle de rotation I semble se rapprocher du pôle de

figure instantané C (*). La période de son mouvement de cir-

culation autour du pôle de figure primitif C sera-t-elle | jours?

Pour tout ce qui suit, nous supposerons que la période de ce

mouvement est toujours très longue vis-à-vis de celle du mouve-

ment de rotation de la Terre sur elle-même, en sorte que

l'augmentation e' de l'ellipticité et le déplacement de Taxe de

figure, dus à l'action centrifuge de la rotation o sur un globe

élastique, aient le temps de se produire pour chaque position

de Taxe de rotation 01 dans ce globe.

Nous allons montrer que la période du mouvement du pôle de

rotation 1 autour du pôle de figure primitif C (fixe à la surface

de la Terre) est égale à celle du pôle de rotation du même globe

au cas où l'on supposerait que la rotation de ce dernier cessât brus-

quement et qu'il reprît son ellipticité primitive e; autrement dit

cette période est, aux termes contenant les ellipticités au second

ordre près,

i \

T' = - jours sidéraux , et non - jours sidéraux.
s E

Appelons v' la vitesse eulérienne modifiée par l'élasticité de

la Terre ; le vecteur v
f est dirigé toujours suivant OC. En

écrivant, comme dans l'Introduction, que le point G0 (situé sur

OG à la distance 1 de 0) reste fixe dans l'espace, bien que

participant aux deux rotations o autour de 01, v' autour de OC,

nous obtenons encore

sin i

sin 0

(*) Ce pôle est instantané, car il varie de position, à la surface de la Terre,

à chaque instant, en restant sur la droite CI et en divisant la distance CI

dans un rapport constant.

(**) Cette formule pourrait déjà servir de démonstration au théorème que

nous venons d'énoncer, si l'on observe que, d'après la conclusion du § 2,
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ou

sin (t 0 —
•y =——

sin 0

o = cos [i -*- 0) [tg ({ -+ e) cotg o — i]o (15).

La valeur de tg (i -+- 0) cotg 8 sera apparemment modifiée.

Au lieu d'être, comme plus haut, -= \ -+- s, C et ^4 repré-

sentant les moments d'inertie principaux de l'ellipsoïde I de ré-

volution autour de OC (et d'ellipticité e), elle devient C
{
et ^d,

représentant les moments d'inertie de l'ellipsoïde II de révolu-

tion autour de OC (et d'ellipticité E = e -h e') par rapport aux

droites OC et OA (*) : on le voit en appliquant la méthode de

l'Introduction. Or ces derniers moments sont liés aux moments

d'inertie principaux O, A f de l'ellipsoïde II par les relations

C, = C'cos-s, h- J'sin 2
*, = C — (C — A') sin* S,, i

A y
= C sin' + A' cos

2 ^ = 4' {C — A') sin- Sr
{ , J

en sorte que

C
l
— A l

C' — A' i— 2sin 2 ^
tg (i -h 9) cotg 0 -— 1

A, A' C — A'
1 h sin

2
3-,

il'

4— 2sin 2
&, . C — A'= E ———— » puisque = E.

Posons tg(t -4- 0)cotg 0— 1 => e0 ,
e0 étant une ellipticité fictive.

Alors l'élasticité de la Terre a pour effet de transformer la

relation

v = cos (i -+- e) . e . o,

l'élasticité de la Terre n'influe pas sur les angles i et 6, et que par consé-

quent v'= v, T'= T. Mais il est intéressant d'examiner les choses d'un peu

plus près.

(*) On pourrait déjà voir qu'aux termes du second ordre près l'on a

cL _ C

A,~ A
et par conséquent

v'= v, T'= T.
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en

•/ = cos (i -4- e) . f
0

. o,

e0 étant une ellipticité fictive inférieure à l'ellipticité réelle E de

l'ellipsoïde élastique II; en effet

1 — 2 sin*&,
-< I.

1 -+- E sin
2^

Cela se voit encore plus clairement, si Ton remarque que le

c
rapport -j- qui intervient dans l'expression de v' désigne celui

de deux moments d'inertie de II par rapport à deux axes

rectangulaires qui ne sont plus les axes principaux de II, mais

bien des axes légèrement inclinés (de 3j) sur ces derniers (fig. 4) :

ce rapport doit être évidemment inférieur à celui —, des moments

principaux de l'ellipsoïde aplati II.

Cependant la formule

i — âsin^

semble montrer que le rapport ^ dépend de ^ et, par consé-

quent, de A« i -t- 8 (puisque = j^j, 1 = ^ X). Il ne faut

pas oublier que notre raisonnement est basé sur l'hypothèse que

l'on peut négliger les quantités du second ordre en A. Nous allons

montrer directement que, à ces quantités près, le rapport ~ ne

dépend pas de la donnée expérimentale "k. En effet, nous pou-

vons écrire

i & i

e
o
= tg (i +• ô) cotg ô— 4 = 1 = -,

et il s'agit de déterminer le rapport ^

.

Désignons par 0' l'angle GOC (fig. 4) que fait la nouvelle

position OC 7 de l'axe de figure avec Taxe fixe OG du couple des

quantités de mouvement : alors

0= Q
r

•+- &i
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et par conséquent

i i i 1

8
~~

9' -*- S
4

0' 3r
4

1 -,

Or

&1= a = - i 0)= ;(i e'+
E £ -4- S

r
S €

d'où

e' », e'/t \

e 0' s le' /

Donc

t i 1

f
0
=

0

=
e
7 77ï \

•-TU*-?)

Il ne nous reste plus qu'à calculer le rapport

En exprimant encore, comme nous l'avons fait dans l'Intro-

duction, que la projection du moment résultant OG
l

des

quantités de mouvement sur la perpendiculaire OH à OG est

nulle et en décomposant à cette fin ce moment résultant suivant

les axes principaux OC, OA' de l'ellipsoïde II, nous obtenons

G
tg(i + e')cotg 0' =— =4 -f- E,

ou bien

, t i -+-0' G— A'
0
="~V ~ 1 = tg {i e

'> cotg B
'

~~ 1 =
~~Ir~ = E (,8) -

(17).
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En introduisant celte valeur dans (17), nous avons enfin

t i c _ « f f

E -4- e' -
e'

au terme en e e' près; et ^= ~ est indépendant de 1.

D'où ee résultat important

„' — cos [i ô) . e . o :

/a vitesse eulérienne est la même que si le globe cessait brusque-

ment de tourner (*), car alors l'ellipticité actuelle E = e -+ e'

verrait sa partie e' disparaître.

La période eulérienne est donc bien

\
.

T' = - jours sidéraux, [i 9)
s

comme nous l'avons annoncé (**).

* *

Considérons une molécule de la Terre; nous sommes tentés,

d'après ce qui précède, de supposer qu'elle est soumise à trois

espèces de forces : forces attractives newtoniennes provenant de

toutes les autres molécules, tensions élastiques exercées sur elle

par les molécules voisines, force centrifuge due à la rotation.

Mais nous ne devons pas nous imaginer que la Terre s'est

trouvée un jour à l'état d'ellipsoïde élastique d'ellipticité e et

que, par suite de sa rotation, son ellipticité a augmenté de z'

.

Il est bien plus conforme à la réalité, ou du moins aux hypo-

thèses géophysiques les plus probables, de supposer que la

(*) Ou, plus exactement, la vitesse eulérienne est égale à celle d'un second

globe rigide, dont la forme serait celle que prendrait le premier si la rotation

venait à cesser.

(**) Comme on le voit, l'augmentation z' d'ellipticité due à l'élasticité du

globe voit son effet sur la période eulérienne détruit par le déplacement (dû

à la même cause) de l'axe de figure par rapport à OC.
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Terre s'est trouvée un jour à l'état fluide incandescent, où ne

devait pas exister de tension élastique : sous l'action combinée

de l'attraction et de la force centrifuge, elle aurait pris la forme

d'un ellipsoïde de révolution aplati (Mac-Laurin), (dont nous

nommons l'ellipticité e^, et elle se serait solidifiée sous cet état.

Actuellement une molécule terrestre ne subirait donc pas de

tension élastique.

Des forces élastiques n'apparaîtraient que si la vitesse de

rotation du globe sur lui-même venait à changer, si par exemple

elle devenait nulle : la force centrifuge ne ferait alors plus

équilibre à l'action attractive et l'ellipsoïde de Mac-Laurin

tendrait à prendre la forme sphérique, si en ce moment des

tensions élastiques antagonistes n'apparaissaient s'efforçant de

conserver à l'ellipsoïde son ellipticilé e
{
primitive : la lutte se

produirait alors entre les forces attractives et ces tensions, et

celles-ci finiraient par se faireéquilibresur un ellipsoïde de révo-

lution aplati (*) dont l'ellipticité serait intermédiaire entre e, et 0.

Remarquons ici que, dans cette hypothèse, les forces élastiques

sont centrifuges, en ce sens qu'elles tendent à augmenter, ou

plutôt à maintenir une ellipticité, tandis que, dans les considé-

rations précédentes, nous supposions qu'elles étaient centripètes,

en ce sens qu'elles empêchaient la matière de fluer trop libre-

ment et de prendre une ellipticité trop forte. Mais il est facile de

voir que les conclusions auxquelles nous sommes parvenus sont

valides avec cette nouvelle manière d'envisager les choses, car

ce qui est intervenu dans nos raisonnements et nos formules, ce

sont seulement les déformations, et non pas les forces qui pro-

duisent ces déformations. En particulier, nous pouvons encore dire

que la période eulérienne (du mouvement du pôle de rotation 1

autour du point C fixe à la surface du globe) est celle qui se

rapporterait au mouvement du même pôle à la surface du même

globe, si l'on supposait que la rotation de ce dernier cessât

brusquement.

(*) Ceci est encore un théorème que nous supposons admis.

6
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Autrement dit, l'eUipticitè t\ en question n'est autre que l'ellip-

i ici'té désignée ci-dessus par e.

Appelons s' la différence

E' = £i — 1 = ^— 8 (20):

c'est la quantité dont diminue Tellipticité quand la rotation o

cesse brusquement. Cette définition revient à celle que nous

avons donnée plus haut.

Nous allons montrer que cette diminution e' d'ellipticité est

égale à l'ellipticité e3 que prendrait une sphère sous l'action cen-

trifuge de la rotation, et centripète de l'attraction et de l'élasticité.

Quand la rotation o a lieu, les forces qui agissent sur une

molécule du globe (ellipsoïde I d'ellipticité s,) sont

la force centrifuge F' de la rotation, )

la force centripète R', résultante des forces attractives.
]

Après cessation de rotation, la force bv est devenue nulle; les

deux actions en présence qui vont se faire équilibre sur un

autre ellipsoïde II (d'ellipticité e, e < sont

Ila
force centrifuge E', résultante des forces élastiques (*), \

/

la force centripète R" (R" < R'), résultante des forces }

attractives. j

Donc, pour diminuer Tellipticité de e', nous devons appliquer

à chaque molécule supposée dans l'état 1

(la force centripète — F',

. la force centrifuge — (R'— R"),

( la force centrifuge E'.

(*) Ces forces proviennent du changement de la figure d'équilibre qui

veut se produire par suite de la disparition des forces F'.

Il faut aussi remarquer que les désignations I, II des ellipsoïdes sont

précisément les inverses de celles adoptées précédemment.
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Or il est facile cle concevoir que la diminution e' d'ellipticité

due à l'adjonction des forces — F7,
— (S7— R"), E' est égale

à Yaugmentation d'ellipticité que subirait l'ellipsoïde II (d'ellip-

ticité e) si l'on ajoutait à chacune de ses molécules les forces

respectives

I

centrifuge F', \

centripète R' — R", >

centripète — E', j

c'est-à-dire à l'augmentation e" d'ellipticité que subirait cet

ellipsoïde II sous Faction combinée de

!la rotation (effort centrifuge F'), \

l'attraction différentielle (effort centripète R' — R"), et de >

l'élasticité (effort centripète — E'), /

Supposons maintenant le globe à l'état sphérique à l'instant

originaire [c'est, d'après Liapounoff, la forme d'équilibre qu'une

masse (dont toutes les molécules s'attirent suivant la loi newto-

nienne) prend lorsque sa rotation est nulle (*)]. Sur une de ses

molécules agit seulement

État 3
j

la force attractive R'" (R'" < R' < R).
j

Si on l'anime de la rotation o, il tend à s'aplatir, parce que la

force centrifuge F IV qui se produit est supposée dépasser l'action

combinée de la force attractive R"' et de la résistance élastique

E' /; centripète(*). L'ellipticité qu'il prend est nommée e3 . Il est

actuellement à l'état suivant :

! force centrifuge F1V de la rotation, \

_ , f
force centripète R,v

, résultante des forces attractives (R
,V>R'"), >

l

force centripète F", résultante des forces élastiques. J

(*) On peut supposer que les propriétés élastiques de la sphère n'appa-

raissent que postérieurement à sa formation.
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Pour passer de l'état 5 à l'état 4, nous devons appliquer à

chacune de ses molécules

!la force centrifuge F ,v
, \

la force centripète K ,v — R"', \

i
la force centripète E,v

.
j

Ainsi, pour donner à la sphère primitive Felliplicilé s3 , nous

devons appliquer à chacune de ses molécules les forces de:

!la rotation (effort centrifuge FIV

), \

l'attraction différentielle (effort centripète R IV — R'"), \

l'élasticité (effort centripète E,v

). )

D'après le principe de la superposition des petites déforma-

tions (*), nous pouvons supposer que, d'une manière approchée,

!P = F", \

R' = K ,v

,

[

R" = R'", (

— I' = Ë,V
. j

Par suite, les forces qui doivent agir sur l'ellipsoïde II pour

augmenter son ellipticité e de z'= e' sont bien celles qui doivent

agir sur la sphère pour lui communiquer l'ellipticité e 3 .

En d'autres termes, ces deux quantités, e' = z" et e3 , sont

égales (**), et notre théorème se trouve démontré.

*
* *

Tout revient donc à calculer l'ellipticité e 3 que prendrait une

(*) C'est-à-dire de l'indépendance de la grandeur et de l'effet des forces

vis-à-vis des déformations précédemment acquises.

(**) Toujours d'après le principe de la superposition des petites déforma-

tions.
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sphère sous l'action combinée de l'attraction de ses molécules

entre elles, de la force centrifuge due à la rotation o et de la ré-

sistance élastique qu'elle présente à l'action combinée des deux

premières forces.

Nous allons calculer séparément, dans le paragraphe sui-

vant (*) :

1° l'ellipticité e, que prendrait la sphère sous l'action combinée

de la force centrifuge et de l'attraction, si l'on supposait qu'elle

n'offrit aucune résistance élastique;

2° l'ellipticité e2 qu'elle prendrait sous l'action combinée de la

force centrifuge et de l'élasticité, si l'on supposait que ses molé-

cules ne s'attirassent pas; puis nous montrerons, avec W. Thom-

son (**), que l'ellipticité cherchée e3 est reliée aux deux ellip-

ticités fictives e,, eâ ,
par la relation

i_I i
h £

i
et

'

On voit, aussi bien par (21) que par les conditions du pro-

blème, que

*s < *i et f5 <f«,

puisque les forces résistant à l'action centrifuge de la rotation sont

plus considérables, dans le problème actuel que dans le 1° et le 2°.

Nous concluons déjà que

£ = s" = 63 =

et puis, d'après (20) :

q— jj = e,— e= e' = a" =is
=

,

£i
-+- £t

(*) Il est clair que, dans ces deux problèmes, nous admettrons que les

formes d'équilibre sont encore deux ellipsoïdes de révolution aplatis.

(**) Treatise on natural Philosopky, 1883, t. Il, art 840.

Voyez aussi Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 697.



d'où

E = f! = (22)

Connaissant les valeurs numériques de e,,£
2,nous obtiendrons

celle de e par (22), et ensuite la valeur de la période eulérienne

modifiée T' = - jours. Nous verrons qu'o/i peut expliquer la

différence qui existe entre la période chandlérienne (eulérienne

modifiée) et la période eulérienne au moyen de l'élasticité du globe;

et qu il suffit, pour cela, de supposer que la Terre possède seule-

ment une élasticité comparable à celle de Vacier (*).

§ 4. — Calcul de £
1
et e2 .

Théorème de W. Thomson et conclusion.

Premier problème. — Nous considérons le globe comme une

masse sphérique fluide homogène, incompressible, n'offrant

aucune résistance élastique à la déformation : ses molécules

s'attirent en raison directe de leurs masses et en raison inverse

du carré de leurs distances. De plus nous supposons que ce

globe est animé de la rotation o autour d'un de ces axes, ce qui

lui donne la forme d'un ellipsoïde de révolution aplati (**). Il

s'agit de déterminer l'ellipticité s, qui résulte de cette rotation.

Nous pourrions, à vrai dire, nous passer de démonstration en

renvoyant à la valeur bien connue, donnée par Ciairaut :

_ 5 o
2R5

_ 5 o
2R 5 o2R

£{==
1~m ~~

4 fM
=

4
~g~'

"F

où R désigne le rayon de la sphère, M sa masse, f le coefficient

(*) Voyez Newcomb, Hough, Larmor, Sommerfeld,' op. cit.

(**) Ellipsoïde de Mac-Laurix. Gomme on le sait, pour la Terre il ne peut

être question d'un ellipsoïde à trois axes inégaux de Jacobi.

(Voyez 0. Meyer, Journal de Crelle, t. XXIV; et surtout Kostka, Monats-

berichte der K. Ak. d. Wiss., Berlin, février 1870 ; H. Buchholz, Das mecha-

nische Potential..., t. I, Leipzig, 1908, p. 326.)
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d'attraction et g l'accélération gravitique à la surface. Mais nous

préférons, pour ce qui suit, opérer de la façon suivante.

Après que la rotation a déformé la sphère, la masse a pris la

forme d'un ellipsoïde de révolution aplati.

Pour établir la valeur approchée du potentiel attractif de cet

ellipsoïde, qui va nous servir à l'instant, nous pourrions nous

servir du développement bien connu de Laplace. Mais nous éta-

blirons cette expression directement en remarquant, avec

Sommerfeld, que le potentiel de l'attraction de cet ellipsoïde est

égal, aux quantités du troisième ordre près, à celui de l'ensemble

formé par la sphère de rayon R et par un bourrelet (de masse m
et de rayon moyen R) choisi de telle façon que les moments

d'inertie polaire et équatorial de cet ensemble soient égaux à

ceux C, A de l'ellipsoïde de révolution.

Supposons le bourrelet concentré sur la circonférence de

rayon R située dans le plan équatorial : l'unité de longueur de

cette circonférence porte alors une masse qui est la densité

linéaire :

m
(7 =

2^R*

Le moment d'inertie de cette circonférence matérielle par

rapport à l'axe polaire, perpendiculaire à son plan, est

0

tandis que par rapporta une droite OA de son plan :

ii
1

~
2 2

Comme le moment d'inertie de la sphère est pour tous ses

axes

2tt

i = —m\
5
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nous devons avoir

2t

5

I + l 0A =— MR* + - WlR! = i,
5 2

d'où, en soustrayant la seconde condition de la première,

1

puis

2

%C— A) 2.4 C—A 2A
m ~ R 2 ~ R7 ~~Â ~~

"l
5

f
1

ou, en introduisant la valeur approchée,

2t
^ =— MR2

,

5

m=\£l . (1)
o

Désignons par P(x, y, z) le point potentié extérieur à la

masse; soit r sa distance au centre 0 de l'ellipsoïde. Prenons OC
pour axe Oz et deux axes rectangulaires situés dans le plan

équatorial pour axes Ox, Oy
;
supposons de plus que le plan zOx

passe par P. Si & désigne l'angle acOP, nous aurons

x = r cos 3-, y = 0, z = r sin &

.

Soient M(x'
y y

1

,
z') un point de la circonférence où est con-

densé le bourrelet, dp l'élément de masse qui y est situé, R sa

distance au centre 0, <p l'angle xOM. Le potentiel de la circonfé-

rence matérielle au point P est évidemment
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L'élément de masse est aussi

m mdf
a^ = cas =—— Rr/p = —— .

La distance MP est égale à

[/OP
2

*+* OM 2— 20M . OP . cos (OM, OP)

-y/^r-M .(;^;rng

-V-(ï)'-«(ï).-.

en désignant par K le cosinus

jx' -+ yy' -+- zz'

rR

de l'angle POM.
Le potentiel du bourrelet en P sera donc

mdf

2K

(2)

En développant la racine carrée suivant les puissances crois-

R /R\ 2 (~3 n

santés de -
, nous avons :



( 90 )

puis en multipliant par dy et en intégrant de 0 à 2-,

Or le triangle spliérique rectangle découpé par le trièdre

OxPM sur la sphère de rayon 1 nous donne

K = cos POM = cos XOP . cos XOM = cos à . cos ?.

Donc

Le développement précédent devient

et, en l'introduisant dans l'expression (2) de v, nous obtenons

pour le potentiel en P du bourrelet :

3 ©**•••]

Le potentiel de l'ensemble formé par la sphère et le bourrelet,



( 91 )

qui est égal, aux quantités du troisième ordre près, à celui de

l'ellipsoïde de révolution, sera donc, moyennant (1) :

V =
fM

fM

fM f 4
1

r r 5

I 4—i .

r 5 r

3R' / 2\ 1
h__^cos. a __j +

...J

(4)

Telle est la valeur du potentiel développé en fonction des

puissances de — : les coefficients du développement forment ce

qu'on appelle les fonctions sphériques (*).

Si nous supposons que le point, potentié extérieur à la masse

se rapproche de plus en plus de la surface de l'ellipsoïde de

révolution qui limite cette masse, r tendra vers le rayon vecteur

r f de sphéroïde d'ellipticité e
1
(**)

le rayon moyen étant pris égal au rayon de la sphère.

Sur la surface, le rayon vecteur élant la distance r, nous

aurons, en remarquant que l'on peut écrire

la valeur suivante pour le potentiel :

V=^[1 - El (co^_^i ei jl- £l (co^-?jj

fM r 4 2e, / 2\1
= RL^r'-y(C0

^-5)J
;

<
5)

en négligeant toujours les termes du second ordre en £4.

(*) Voyez les traités classiques, par exemple F. Tisserand, Mécanique

céleste, t. II, 1891, chap. XVI et suivants.

(**) Voyez l'équation (5) du paragraphe 2 de cette Deuxième partie.
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Ayant déterminé le potentiel V de l'attraction en un point de

la surface du sphéroïde, passons au calcul du potentiel U au

même point de la force centrifuge due à la rotation o autour

de OC. Ce potentiel s'obtient immédiatement, car

4 i

U =-

o

2
(x

2 +•
î/

2
) = - oV cos

2 s

;

— 2

de plus on peut remplacer, dans son expression, r par le rayon

moyen R du sphéroïde (*) ; donc

U = i o
2 R* cos

2 * = - o
2R2 - o

2R2
(cos2 * — (6)

2 3 2 \ 3/

en faisant apparaître la fonction sphérique cos %— ^.

Pour que la surface de l'ellipsoïde soit une surface d'équilibre,

il est nécessaire que le potentiel total, somme du potentiel V de

l'attraction et de celui U de la force centrifuge, soit constant en

tous les points de la surface; c'est-à-dire constant en tous les

points d'un méridien (condition suffisante), puisque l'ellipsoïde

est de révolution. Il faut donc que V + U soit indépendant de

la latitude s du point considéré. Or

V-t-U=— f 1 + - e] - o
2R2

-*- (- o
2R 2- % fM -) [

cos2 * - -) •

R V 5 V 5 \2 5 R/ \ 3/

Pour que celte somme soit indépendante de a, il faut que le

coefficient de cos2 s— -soit nul, c'est-à-dire que

?fMÎ4 = io2R2
(7),

5 R 2
v

(*) Car, o étant très petit, on peut négliger le terme en oi e4 .



( 93 )

d'où nous lirons

5o!R5 bo'R

ce qui est bien la valeur indiquée par Clairaul.

Nous pouvons encore, avec Sommerfeld, écrire l'équation de

condition (7) sous la forme

_v;= fl V2 =U2 (9;,

en désignant par U2 et\'
i
=— £| V2 les deux termes des déve-

loppements de U et V qui contiennent la fonction sphérique du

second ordre co*2
a- — ^; V2 et ÏJ 2 ont les valeurs :

2 f'M / , 2\
V2
= - ¥ (co^--), (10)

U2
= 1 o

2R2
|cos

2 a —
jjj-,

(H)

Remarquons que e
{
n'intervient pas dans Ug, parce que nous

avons remplacé, dans la valeur de U,

U= - oV cos
2
s,

r par R, sachant que ce potentiel est faible à cause de la petitesse

de o : en sorte que l'ellipticité intervient seulement dans le

potentiel dû à l'attraction.

Passons maintenant à la détermination numérique de £
4
pour

la Terre.

Nous prenons pour unités le mètre et la seconde; alors

par seconde,
24 x 60 x 60 86400

4x104 Xi03
2

2t
~~

Z
107 mètres, g = 9,81

m
/sec

2
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Donc

o-U / 2*- \
2 2 1 1= y - x 1 0' y =

,

g \ 86400' r 9,81 289

puis

5 1 1

8

1

~~
4 289

~~
25Ï

'

D'après cela, si le globe avait été primitivement à l'état fluide

incandescent et s'était solidifié sous cet état, et si cette solidifi-

cation s'était faite d'une manière parfaite, en ce sens que la

Terre serait aujourd'hui absolument rigide et aucunement élas-

tique, la période eulérienne serait de

\

T = - jours == 251 jours (*).

Ce résultat est surprenant au premier abord, car la théorie

eulérienne nous apprend que cette période devrait être de

505 jours. Mais il ne faut pas oublier que le rapport e=—-

—

= ^ intervenant dans cette théorie a été déterminé par les

observations de la précession luni-solaire. Le désaccord qui

existe ici est donc celui qui se produit entre la théorie de Mac

Laurin et l'observation de la précession. Il peut être mis sur le

compte de l'hétérogénéité de la Terre, car la théorie de Mac

Laurin suppose que la Terre est homogène, ce qui est manifeste-

ment inexact (**).

Cependant, par approximation, nous continuerons à regarder le

globe comme homogène. Les résultats que nous obtiendrons

seront peut-être douteux au point de vue numérique, mais ils

devront cependant être regardés comme qualitativement vrais.

(*) Voyez H. Lamb, Hydrodynamics, Cambridge, 1895, chap. XII et autres

traités, et pour la bibliographie A. E. H. Love, Encyclopàdie der math. Wiss.,

t. IV, 1901, art. 16, n° 4, pp. 125 et suiv.

{**) Comparez ce que nous avons dit au paragraphe 1 de cette Deuxième

partie.
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La seule exception que nous ferons à cette règle est de partir

de la valeur

4

T = — jours = 305 jours,

e
1
étant déterminé par l'observation de la précession (au lieu de

l'être par l'hypothèse précédente de l'homogénéité), et de voir

comment cette valeur peut être portée à la valeur

T' = 427 jours

que lui assignent les observations directes de Chandler.

Second problème. — Nous supposons à présent que le globe

se compose d'une masse élastique, homogène et isotrope, incom-

pressible, de densité p, dont les molécules ne s'attirent plus, que

ce globe primitivement sphérique est animé d'une rotation uni-

forme o et que l'effet de cette rotation est de transformer la

sphère en un ellipsoïde de révolution aplati ayant e2 pour ellip-

ticilé. Le problème consiste à déterminer cette ellipticité e2 .

L'élasticité de la matière est déterminée par le fait qu'on

suppose cette dernière incompressible et qu'on se donne son

module d'élasticité E ks/
Cm2 : alors on aura, si 0 désigne le coeffi-

cient de compression cubique,

0= 0;

la constante y. de Lamé sera prise égale à - (*).

Thomson et Hough ont traité cette question, mais Sommerfeld

a beaucoup simplifié leurs solutions : aussi c'est sa méthode

que nous suivrons dans les développements suivants.

Prenons encore l'axe de rotation pour Oz et deux axes rectan-

(*) Voyez Thomson et Tait, Treatise on natural Philosophy, t. II, 1883,

art. 837. Cette constante est souvent appelée rigidité (rigidity) par les

auteurs anglais et coefficient de frottement (Reibungskoeffizient) par les

auteurs allemands.
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gulaires (tournant avec la vitesse o autour de Oz), situés dans le

plan équatorial, pour axes Or, O/y.

Désignons par x, y, z les coordonnées d'une molécule M et

par u, v, w les composantes suivant Occ, Oy, Oz du déplace-

ment de M. Si l'on exprime que chacune des molécules M est en

équilibre sous l'action de la force Fodz agissant sur sa masse pdi

(F étant une force rapportée à l'unité de masse) et de la force Tda

agissant sur sa surface cfo- (T élant une force rapportée à l'unité

de surface), on obtient six équations : les trois équations de

moments montrent que les neuf tensions X 2 ,
X 3 ,

Y|, Y2 ,
Y3 ,

Z
4 ,
Z2 ,

Z 3 (intervenant dans les expressions des composantes

T;c, Ty ,
Tz de l'effort superficiel) se ramènent à six distinctes

seulement

Y2 = N2 ,
Z1==X 3= Ï 2 ,

|
(1)

N4 ,
N2 ,

N3 ,
T l5 T2 ,

T5 étant les six éléments de Lamé (*),

tandis que, moyennant cette observation, les équations de forces

s'écrivent de la façon suivante (**) :

DN
4

>T3 DT2

H +•
J)x *y iz

9

~\ +-

3x *y Dz
'

DTj
H •+-

Dx Dz
9

(2)

où X, Y, Z désignent les composantes de F.

(*) Voyez Lamé, Théorie mathématique de L'élasticité des corps solides,

Paris, 1852

(**) Voyez par exemple P. Appell, Traité de Méc. rationnelle, t. III,

chap. XXX, n° 615, ou bien E. Mathieu, Théorie de l'élasticité des corps

solides, Paris, 1890, l re partie, n°s 4-5.
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X 1
= N 1 ,

Y
I
= T3 ,

Z
1
= T2 sont les composantes de l'effort

qui s'exerce sur la face négative de r/<r
t ,

rapporté à l'unité de

surface, etc.,^, d<r2 ,
dvz désignant les faces parallèles à yOz,

zOx, xOy du tétraèdre élémentaire de masse p dx.

Ces composantes ont pour expressions (*) :

N, =— P — 2p -— = — p —Du — P
2 DU
E —

DxDx
~~3

DV — P
2

~
3

Dv
E —

3W — P
2
E —

a*Dz
~~

3

- ^

Dv\

v Dy 3z/

: Dx /

/ Dv DU

\Dx
"*~

du

E/àw D v\

5 V J) ty Dz

/

E/DU Dw\

5W dx /

E /DV Du\

3 \Dx D \il

(5)

p désignant la pression hydrostatique qui règne à l'intérieur du

sphéroïde.

En introduisant ces valeurs dans les équations (2) et en

remarquant que les seuls forces X, Y, Z qui interviennent sont

les composantes ~ = ^> ^= ~ =^ de la force centri

fuge (qui doivent être introduites pour l'équilibre relatif vis-à-vis

des axes tournants Oxyz), nous obtenons:

/D
2U D*U D

2U\ D /DU Dv Dw\~| Dp
^
DUS ^

\Dx*
"*"

Dî/
2
+ ~7 Dx \Dx

~*~

D/y
~*~

Dz
/ J

*
D#

P
Dx

~~ '

H Voyez, par exemple, S. S. Hough, On the Rotation of an elastic

Spheroid (Phil. trans., 1896, partie A, p. 122), ou A. E. H. Love, Encyclopédie

der math. Wissenschaften, t. IV, 1901, art. 15, n° 12, p. 69.

7
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ou, puisque la matière est supposée incompressible,

O, (4)
1 1

Dx dy àz

la forme condensée :

E aU
Au

E 3w DUa
_ Av h- — P — = 0, > (5)
5 ly

E ï>p DU8- Aw — /j
—

5 Ds dz

"\2 ~\2 >2

le signe a désignant l'opérateur — ^ -t- —

.

Telles sont les équations différentielles qu'il s'agit d'intégrer.

Elles feront connaître par leur résolution

u = ?i fa y, z),

V = ?2 (x,î/,z),

w = ?3 (a?, */, 2),

ce qui nous permettra de déterminer l'ellipticité e2 .

Mais il faut remarquer que le système (4), (5) du second ordre

en u, V, w doit être complété par les équations de condition à

la surface du sphéroïde (conditions aux limites). Ces équations

expriment que cette surface est d'équilibre; pour cela les

composantes T^, Ty ,
Tz (de l'effort qui s'exerce sur un de ses

éléments) doivent être nulles.

Or les expressions de ces tensions sont, comme on sait (*),

|

Tx = N4 cos (w, x) -+- T3 cos (n, y) T2 cos [n, z),

j

\ T
y
= T 5 cos (n, x) + N 2 cos (n, y) -+- Ta cos (w, z), ,

f Tz
= T2 cos (w, x) -f- T 4 cos (», y) -+- Na cos {n, z).

)

(*) Voyez, par exemple, Appell, op. et lib. cit., n° 802, p. 514. n désigne

la normale positive à l'élément de surface.
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Donc les équations de condition seront, en introduisant les

valeurs (3) des six tensions,

Il s'agit maintenant de résoudre le système des sept équations

(4). (S).

Nous nous proposons, avec Sommerfeld (*), de satisfaire à ces

équations par les solutions:

u = a
{

D (r'UJ

Dx
-+- a.

2
>usr—
3x

- a5R
2

DU,

Dx

v =a 4

3(r'Ut )

*y
-f- a2 . r

32/

h- a,R*

.

DU,

w = a4

3(r
2U 2 )

3z 32
+ « 3 R

2
DU,

'

Dz

' } (7)

a^a^, a 3 étant des constantes convenablement choisies, R le rayon

moyen et U 2 la fonction sphérique du second ordre

U, = 1 oV (cos
a & — ?j = i o

2
(x

2
-4- xf— 2*2

) (8)

Ainsi nous n'intégrons pas les équations différentielles du pro-

blème, mais nous nous bornons à vérifier la solution indiquée

par le savant allemand (**). Cette vérification prouvera que cette

(*) Op. et lib. cit., 1903, p. 694.

(**) Thomson et Hough op. cit.) ont indiqué des solutions plus générales;

mais nous nous bornons à exposer ici la méthode la plus simple et la plus

directe. Pour ce qui concerne ce problème, voyez Encyclopâdie der math.

Wissenschaïten, t. IV, art. °25, nos 3 et 4.
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solution satisfait à ces équations et servira en même temps à

déterminer ies valeurs des constantes a
4 ,

a2 ,
a 3 .

La condition d'incompressibilité nous donne

du 0V DW
S =— H + = 0,

Dx te

soit

a, A(r*U2) h- a, . ^ — f
r
2— ) -h a 3R* . AU2 = 0.^ dx \ Dx /

La fonction U2 étant une fonction sphérique du second ordre

(homogène du second degré), nous avons

AU2 =0,

A (r*U2)
= r

2
. AU2 -h U2 Ar2 +2^

=6B, + 4 (xl + y i-.,2) Iu,]=un1)

^ Dx \ dx / ^Ja; k ^ Dx
2

/ . à o a \= 2 + -hz— [UJ + r2 AU 2 =4U 2 .

\ Dx izl

Par suite,

Du i)v
1 1 =(14oj -h 4a2) U2 = 0,

dx Di/ 3z

ce qui exige

7
1 4ofj -h 4or2 = 0, soit a2 = — -cti. (9)

Examinons à présent la première des équations différen-

tielles (5).

Elle nous donne
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Or

D / DlJ 2 \ D

Au = a,.- A (r*Ut ) -t- a 2 . A r
2— + a 3R

2
. — AU2

Dx \ Dx/ Dx

ou, comme

/ AU2 = 0, A (r
2U 2 ) = 14U2 ,

1 A r"—- = Ar2
. — + r

2
. — AU2 + % ^

\ Dx / Dx Dx ^ Dx Dx 2

^u, / s \ nivi du2= ( >
_2

_^ 4 y u _ — = io—

.

dx . \ Dx/
|_
Dx J Dx

DU, DU2 DU2Au= Ua 4
— + 10a,—=— 21a, —

;

Dx Dx Dx

nous obtenons donc

Dp 3U, E / dU
s

Dp ou 2 b / du 2— =— p — 21 a,—
Dx Dx 3 \ Dx

OU

D/r» DU2— = (7Ea, — /s)— , el de même
Dx Dx

Dp DU2
-/

- = (7Ea 1
—

/j)
—

, (10)

—
- = (7Efl| — p)—

.

Dz Dz

Ces équations nous donnent immédiatement

p = (7Ea, - U„ (14)

si nous faisons abstraction de la constante d'intégration

Les conditions aux limites s'écrivent:

/2 Du \ \

E/DU Dv\ E/DU DW\
ft

f

h— 1 I y ^— 1 z = 0,
5 \Dî/ Dx/ 3\Dz Dx /
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puisque l'on a pour la sphère

cos(n,x) cos(n, ty) cos(w,z)

x y z

Ces conditions deviennent, par l'introduction de la valeur (11)

de /),

/ / ou Ou ou\

l \ Dx Dî/

*"

f ^u Ov Ow\ 5 l ,

\ Ox Ox Ox ' E /

Or, d'après la solution (7) proposée,

Ou OU / 0 0 0 \ fo (r
2U2)1

y — z — = a, x h- // h z —
Oî/ Oz \ Ox

J
0?y Oz/ 1_

Ox J

/ o o o\ [*rW,
|

-+- or 2 x 1- y — -i- z — I

\ Ox ' dy Oz/ [ Ox J

ou
X —
Ox

a 3 R
2

.
(
x i- y

Oz/
I
OxJOr ' 0#y

Le coefficient de si Ton tient compte de l'identité

0(r%)
2
0U2= r* h :2xU 2 ,

Ox Ox

peut s'écrire

/ o o o \ r • ou 2"i r o o o
\

x h v *- z — r
2— 2 x h y «- z — [j U21

\ Ox 0?y Oz/ [ Ox J \ 3x
,y

01/ Oz/

En remarquant maintenant que r2—> xU2 , —sont des fonc-

tions homogènes respectivement du 3me , du 3 mo et du I
e' degré,

on voit que ce coefficient et ceux de a2,
a z R2 deviennent

a oU 2 oU2 oU 2

3r2— + '6xU 2 , 3r2—2
, —

,

Ox Ox Ox
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x hw h z— = aJ3r2 h 6xU2 -h a 2 . or2 h

a

3ïr .— . (oc)

Dx Dw Dzr \ Dx / Dx DxDx Dî/

De même,

Du Dv iw / . D\ p>(rsU 2)l
x 1- v h £— = a, . > x —
Dx

3
Dx Dx ^ \ Dx/ |_ Dx J

o2 < x — r
2— •*-

!/
— r*— z —

( Dx \ Dx / Dx \ D</ / Dx

a
3Us

r- —
Dz

* 2 (=)[£]

Les coefficients de a
{
eta3 R* sont les mêmes que les précédents.

Quant à celui de a2 , il peut s'écrire:

2'(s--t)-:-2(4)i£]

du2

Dx
'

et alors

Du DV JW / „ DU
x h v hz—
Dx ^ Dx Dx

= a, ^r2— 6xU2

j

/ DU2 \ DU2
a 2 ^r* — -i- 4xU2 j

+- a 3R* .
-

—

Dx

Si l'on tient compte de (a) et ((3), la première équation (12)

s'écrit :

(12a, + 4a2 )
xU8 -t- (6a,r2 + 4«2r

2 + 2a3R
2

)
— = - 5 [la

{
- t) xU2 ,

Dx \ E/
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ou bien, en introduisant la valeur (9) de a2 ,

(

1 9Wl ~ ï)
J U

* * ( "a3RÎ ~~ 8a
'
r2) =

°' et de méme
J

[Wai-^JyVt+iïa^-Sa^-î^O, S (13)

/ |l9«, — iVi+ (2a 3R
2— 80,^)^=0.

J

Il est clair que les deux premières équations ne diffèrent pas,

puisque x, y jouent le même rôle; cela se voit du reste immé-

diatement en introduisant la valeur (8) de U2 . Ces équations

deviennent, après suppression du facteur ^o2
,

2(2a3R
2- 8a,r2

)
-+-

^
1 9a, -

^ j
[x* -t-

?y

2- = 0 ; et la troisième

- 4(2a 3R
2- 8a

4
r*) +

(
1 9a t

-
^ j (jc

2
-+- ?y

2 - 2z2
) =0.

(H)

Il ne faut pas perdre de vue que ces équations (14) sont les

équations à la surface : elles doivent être satisfaites en tous les

points de la surface sphérique r = R, c'est-à-dire pour toutes les

valeurs de la latitude Il faut donc que le coefficient de la fonc-

tion sphérique #2 +i/ 2 — 2z2 et que le terme indépendant soient

séparément nuls, ce qui donne

1 Do \

( 2a3 K*— 8a,R2 = (); J

P , *2 P ,

d'où

a, = — —
, az = 4a, = — - >

19 E 19 E /

et par (9) ) (15)
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Telles sont les valeurs que doivent avoir les constantes o 4 ,
a2 ,

a 3 . La vérification précédente prouve aussi, comme nous l'avons

déjà fait remarquer, que les solutions des équations différentielles

sont données par (7).

En substituant les valeurs (15) dans les solutions (7), nous

obtenons :

3 P ^(r2U2 ) 7 ^jrtJ,^
4R2

^ 2
,

I 9 E / Dx 2 3x Dx 1

3 P |3(r*U f ) 7 ,3tJt hX)î
ûU s j

< r- h 4R2 —
)

19 E / 2 j

(16)

5 P Ur 2U 2 )
J

a
3U 2 DU.W =— . r-— -4- 4R2

.
—

IDE 3: 2 Dz «3z

Cela posé, calculons le déplacement SR que subit un point de

la surface sphérique par suite de la plasticité élastique de la

matière soumise à la rotation ; il est la projection, sur la direction

radiale (de cosinus directeurs
^ 9 j^^, du déplacement (ur, Vr ,

WR) à la surface
;
par suite,

X 11 z
jR =U R h vR

— -+- w n
—

R R R

-Bii!2('=M-i"-2(»s)N

7>_ P_ i 4R*Ua 7 R 2
. 2US 4-R

2
. 2U2

j

~ Ï9 Ê j

~~
R 2 R

+
R

)

_ Af.j4R__7R + 8R) U 2
=— -RU 2 . (17)

19 E 1
> 19 E

K
'

D'autre part, cette augmentation de R est, d'après l'équation

polaire du sphéroïde,

= r— R = Re2 ^cos
2 a —

jjj
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Par conséquent,

1 5 P— -RU 2 = Re
IDE

ou

ou, comme

19 E / 2\

*'«;r^-5r u
' (18]

2
s* & — -

15 P
E
«= 38Ë

OR
-

(l9)

Telle est la valeur de Pellipticité cherchée.

Nous pouvons écrire (18) sous la forme

en posant

*2W2 = U2 , (20)

19 Ef

U2 = i o
2R2

( c -!)• ^
s2 n'intervient pas dans U2 (voyez plus haut).

Quelle est la valeur de e2 pour la Terre? Sa densité p (moyenne)

nous est connue; elle est en unités C G.S. :

p = 5,5 grammes-masse par centimètre cube.

Mais son module d'élasticité nous est complètement inconnu.

Remarquons seulement que si elle possédait l'élasticité de l'acier,

E = 2200000 kilogrammes par centimètre carré,

soit en unités C. G. S :

2,2 X 106 X 103 X 981 dynes par centimètre carré, alors

ï£^ = k 5 i
-r V fW 1 1

E -' \560X 60x60/ W I 2,2xl09 x 98l J8l'
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puis

15 \ 1

e2 = =
.

(*

38 184 465
v '

*
* *

Théorème de W. Thomson (**). — Enfin, supposons que la

Terre soit un globe sphérique dont toutes les molécules s'attirent

suivant la loi newtonnienne et réagissent l'une sur l'autre en vertu

d'une élasticité bien déterminée (par exemple si l'on suppose la

matière incompressible et possédant le module d'élasticité E);

imaginons aussi qu'elle soit animée de la rotation uniforme o et

que l'action de cette rotation soit encore de lui donner la forme

d'un ellipsoïde aplati. Nous nous proposons de déterminer l'ellip-

ticité e5 de cet ellipsoïde en fonction des elliplicités que nous

avons désignées par £
{
et e2 .

Observons tout d'abord qu'ici les tensions élastiques et les

résultantes des forces attractives sont des forces centripètes et

luttent contre la force centrifuge de rotation : il est clair que

l'ellipticité e
3 sera moindre que e, et que e2 ,

puisque la résistance

centripète est plus forte que dans le premier et le second problème.

Si les résultantes des forces attractives s'opposaient seules à la

force centrifuge de rotation, nous aurions l'équation d'équilibre

e2V 2 = U2 . [Équation (9) du premier problème.]

Si les tensions élastiques luttaient seules contre cette force

centrifuge, l'équation d'équilibre serait

t 2W2 = U.2 . [Équation (20) du second problème.]

Mais, par hypothèse, ces forces attractives et ces tensions élas-

(*) Voyez à ce sujet W. Thomson, Treatise on natural Philosophy, t. II,

1883, spéc. art. 834 ; Math, and physical Papers, t. III, 1890, art. 45. —
A. E. H. Love, Elasticity, Cambridge, 1892, t. I, chap. X.

(**) W. Thomson et P. G. Tait, Treatise on natural Philosophy, t. II,

1883, art. 840.
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tiques réagissent ensemble et simultanément contre la force

centrifuge; aussi, pour écrire que cette dernière leur fait équi-

libre sur l'ellipsoïde d'ellipticité e
3 , devons-nous exprimer que

la partie LU (variable avec a, mais cependant indépendante des

ellipticités) du potentiel U de la force centrifuge est égale à la

somme du terme e
3V 2 du potentiel V des forces attractives et

du terme e
3
W<2 caractérisant Faction des forces élastiques ; donc

f3 (V2 -4- W 2) = U 2 ,

ou, en divisant par e3U 2 ,

1 V2 Wt \ 1

fs U 2 U 2 e, £i

d'après les équations précédent' s.

Tel est le théorème de Thomson

Nous tirons de (1 )

£,£*e,^~- (2).

*

Application a la Tekre. — Nous avons montré, à la fin du § 5

de cette Deuxième Partie, que l'ellipticité e qui intervient dans

l'expression

\

T' = - jours
£

de la période eulérienne modifiée est (*)

E «as S, f ' = h £8= 5 (3)
e, e 2

(*) Remarquons qu'on peut encore montrer, au moyen des considérations

précédentes, que s=j^. (Voyez § 3.) En effet, à l'état 1 (ellipticité £„ et
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en sorte que

jours= —
j 1 -+- —

)
jours. (4)

Si, comme plus haut, nous supposons que la Terre a été pri-

mitivement à l'état fluide incandescent et qu'elle s'est solidifiée

sous cet état (ellipticité e^, nous avons, en la supposant

aujourd'hui absolument rigide, pour période eulérienne

\

T » - jours,

tandis que, si nous faisons l'hypothèse qu'elle possède une cer-

taine élasticiié, nous obtenons

T'=--l(l -+-Ifjjours.

L'allongement relatif de la période eulérienne (dû à l'élasticité)

est donc mesuré par le multiplicateur 1 -h ^ > 1.

Reste à voir si ce multiplicateur a de l'importance.

Supposons, comme le font d'ailleurs les sismologistes (*), que

la Terre possède la rigidité de l'acier, alors

1

ea==
465

forces attractives contrebalançant l'action centrifuge) nous avons

£l Va
= U„

tandis qu'à l'état 2 (plus de rotation
;

ellipticité s, et tensions) plastiques

luttant contre les forces attractives)

(£, — £
)
ws
= e'W2

= eV
2 ,

d'où

W2 1

E W El
II

£l 7 £2— 1 2
-

2 2 '

£ ~ W2 + V2
~ W, V,

~~ ï~
î

~~
e, + e," (

3)

U, U2 e2 e
t

(*) Milne, op. cit., British Assoc. Report, 1896.
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et

i

f
' ~23Ï"

Donc 1 4- —== 1,5 environ. Ainsi l'élasticité de la Terre

pourrait allonger la période eulèrienne de ÔO °/0 , même si l'on

imaginait quelle possédât la rigidité très considérable de l'acier.

Comme nous Pavons fait remarquer n la fin du premier pro-

blème, la période eulèrienne véritable (conforme aux observa-

tions de la précession) devrait être de

T = 305 jours

au lieu de

T = 231 jours:

cette différence proviendrait de Vhétérogénéité de la Terre.

Ainsi, si nous partons de

T = 505 jours,

nous supposons implicitement que la Terre n'est pas homogène,

et il nest pas légitime d'appliquer la conclusion énoncée ci-dessus.

Si on le fait cependani, on trouve

T' = 505 X 1 ,5 = 457 jours,

période qui dépasse d'un mois celle de Chandler :

T'= 427 jours.

Daprès cela, la Terre devrait cire encore plus rigide que

l'acier.

On pourrait partir de
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et en tirer la valeur de e2 :

4= 0,4e,;

tel serait le degré d'élasticité de la Terre; et en prenant de

nouveau

1

£i ~ §3?'

on obtiendrait

578

en sorte que, les ellipticités e
2 ,

e'2 d'un globe d'acier et de la

Terre réelle étant inversement proportionnelles aux modules E, E'

d'élasticité, on aurait pour ce dernier module

<?2 578
E' = E-^ = E = 1,24 E,

4 465

c'est-à dire que la Terre serait encore plus rigide que l'acier et

que son module d'élasticité E' serait supérieur à celui E de l'acier

presque de 25 °/0 .

On voit donc que, pour expliquer la transformation de la

période d'Euler en celle de Chandler, il suffit de supposer que la

Terre cède très peu aux actions centrifuges, c'est-à-dire de la

considérer comme très peu élastique (*).

Evidemment notre raisonnement ne satisfait pas complètement

l'esprit. Mais il faut observer que nous n'avons en vue ici que

d'expliquer les choses au point de vue qualitatif et non quantitatif.

Il est permis de supposer qu'une certaine hétérogénéité ne détruit

pas entièrement les conclusions ëtayées (**).

Nous ne nous attarderons pas davantage sur ce sujet et nous

(*) Voyez Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 701.

, (**) Voyez par exemple Hough, Larmor, op. cit.
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renverrons, pour des éclaircissements et détails, aux ouvrages

qui traitent spécialement cette question (*).

* *

Examinons quel peut, être l'écart entre Taxe de figure OC de

la forme instantanée de l'ellipsoïde élastique et l'axe primitif de

figure OC (qu'il aurait si la rotation avait lieu autour de ce

dernier).

Cet écart, que nous avons nommé précédemment 3-
4 (§ 2), avait

pour valeur approchée

e'

&, = x angle COI.
£ -+- £

r

Les axes OC, OC, 01 sont dans un même plan et ils coupent

le plan tangent en C à la sphère de rayon 1 suivant une droite

CIC. Nous pouvons prendre pour mesures des angles très petits

que ces axes font entre eux, les segments qu'ils interceptent sur

cette droite.

Par suite

ce7 e

cï f + £
'

Or

e' = £i
— £.

Donc

CC £
{
— £ ^ s

cT £
«

£
<

(*) F. Tisserand, Mécanique céleste, t. II, 1891, pp. 221 et suiv. ; E. Wie-

ghert, Die Massenverteilung im Innern der Erde {Gô'ttinger Nachr., 1897,

p. 221 ;) G. H. Darwin, Monthly Notices, Londres, t. LX, 1899, n°2 ; F. R. Hel-

mert, Sitzungsberickte der K. Ak., Berlin, 1901, p. 328 ; F. Klein et A. Som-

merfeld, Ueber die Théorie des Kreisels, Leipzig, fasc. 3, 1903, pp. 702-703.
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ei aussi

CC <?, — e f
4
— f f|

^

(71 e« — (e,-r%) e s

Or -= 427 et - = 305, d'après les observations directes des

latitudes et de la précession.

Donc

s 505 10 5 . 2 _
- = = — = -; puis : CC = - X CI,
fi, 427 14 7'

F
7

et

1 S
c/i = ce x = - x ce.

5

D'après les observations, à la surface de la Terre, Cl est, en

moyenne, de 4 mètres; donc CC est, en moyenne, de I
m
10.

Le pôle instantané de figure C décrirait à la surface du

globe un cercle de 4
m 10 de rayon avec la vitesse angulaire chand-

lérienne ^
Il n'est pas inutile de faire remarquer que S. Newcomb, le

savant américain qui a le premier signalé l'élasticité de la Terre

comme cause capable d'augmenter la période eulérienne, s'est

mépris tout d'abord sur l'explication (*).

D'après nos calculs,

ce fi
' e, — s

£l

ci

tandis que S Newcomb (**) indiquait

ce _ g3

ëï f
i

(*) Voyez S. S. Hough, On tke Relation of an elastic Spheroid. (Phil.Trans.,
1896, partie A, pp. 341 344 )

(**; On the Dynamics oftfie Earth's Rotation . . (Monthly Notices, t. LXII,
mars 1892, n° 5, pp. 338-339).

8
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La raison de cet écart réside dans ce que Newcomb supposait

que l'ellipticité e 3 = e' (que la rotation du sphéroïde introduit)

devait se superposer à Tellipticité e
1
de l'état 1 au lieu de l'ellip-

ticité e de l'état 2 (*); il trouvait alors

Ci f
<

au lieu de

CC f3 £, -H f3 Fâ

Ci 6 *î ^1

Pour finir, disons un mot du déplacement (soulèvement ou

abaissement) d'un point de la surface du globe élastique et de

la déviation de la verticale qui peuvent résulter du mouvement

angulaire ^ = angle COC de l'axe de figure (**). Il est clair

que, si ces petits mouvements sont sensibles, leur mesure directe

,

ne devra pas être en désaccord avec les valeurs exigées par l'élas-

ticité du globe : autrement cette dernière hypothèse serait à

rejeter. Nous allons voir qu'elles ne sont guère décelables par

l'observation.

A cette fin, rappelons les expressions (6) et (9) du para-

graphe II de cette Deuxième Partie :

R £l (e h- £ ') (cos
2 * — , (6)

R £l e cos
2 a e' cos

2
(a — A)—

g
(e

; (9)

dans ces expressions & désigne la colatitude du lieu d'obser-

(*) Ou encore que l'on devait, pour obtenir l'ellipticité e résultante (qui

intervient dans l'expression T' = - de la période chandlérienne), ajouter e'

à £
x
au lieu de l'en retrancher.

(**) Voyez encore Sommerfeld, op et lib. cit., p. 705.
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vation (comptée à partir de la même droite OA dans les deux

formules), rj et r2 ses dislances au centre de gravité 0 de la

Terre suivant que la rotation de l'ellipsoïde élastique terrestre a

lieu autour de Taxe OC ou de l'axe 01 (faisant avec OC l'angle

très petit A); s est Pelli pticité primitive, e' l'augmentation d'ellip-

ticité due à la rotation.

Le soulèvement (ou l'abaissement) d'un point de la surface,

résultant de la rotation autour d'un axe 01 faisant avec OC
l'angle x et par conséquent du déplacement ^ de l'axe de figure,

sera

r2
— r

{
= Re' [cos* O— A) — cos

2
sj = Re'A sin 2&,

aux termes en /2 près.

Ce soulèvement est maximum pour Sr = 45°, puisque alors

sin 2s= 1

.

Le coefficient Re'A est toujours très petit. FU n'est autre chose

que la distance d qui sépare les pôles J, C à la surface du globe;

cette distance est, comme nous lavons vu, en moyenne de

4 mètres et toujours inférieure à 10 mètres (*). Le soulèvement

maximum sera alors

R £'A= e'd = £l l [ —--)d = —({—-) d
\ sj 305 \ 77

2 d d 10m

7 305 1067,5 10(i7,5
v

ce qui n'est guère sensible.

Passons ensuite à la déviation du fil à plomb. L'angle que

forme la normale en un point (au méridien du sphéroïde) avec

le rayon vecteur est, en coordonnées polaires,

1 dr

r d&

(*) Voyez Première partie, § 2.
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cet angle est évidemment très petit; on peut donc écrire

1 dr

r dd

Ces angles sont donc dans les deux cas, d'après (6) et (9),

l £= — (£-+- e') sin 2a, i

( £2 = — e sin 23— s' sin 2 (3— A),
)

d'où l'expression de la déviation

i = §i— §= g' [sin 23— sin 2 (3-— A)] = 2e'A cos 23.

Nous venons de voir que £ ' = ? -i- < 0,001, donc la déviation

maxima 2e ;X est inférieure au ^ de la déviation X= 0"3 de l'axe

de rotation, soit à 0"0006, ce qui est insensible.

Pour terminer ce que nous avons à dire sur ce sujet, nous

mentionnerons l'influence que peut avoir l'eau répandue à la

surface du globe. 11 est clair que les océans s'adapteront très

rapidement, aux déplacements de l'axe de rotation, car leur

viscosité est presque nulle : en sorte qu'on peut considérer la

figure d'équilibre qu'ils affectent comme un ellipsoïde aplati

ayant 01 pour axe de figure. Mais le globe, étant supposé élas-

tique, prendra, en dessous de la couverture liquide, la forme

d'un ellipsoïde aplati ayant OC pour axe de figure (OC faisant
g'

avec OC l'angle 3
4
=

„ + £
,
X angle COI). Nous avons affaire

alors à deux surfaces ellipsoïdales n'ayant pas le même axe de

figure.

L'influence des mers a encore pour effet d'allonger la période

eulérienne; en sorte qu'une partie de l'écart qui existe entre les

périodes eulérienne et chandlérienne pourrait avoir sa raison

dans l'ellipticité que prendraient les océans.

Cette influence est très complexe et, par conséquent, très

difficile à estimer.
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S. Newcomb pensait qu'elle pouvait rendre compte du quart

de la différence (*) ; mais il est probable que cette estimation est

exagérée et que les continents ont pour effet de réduire les

mouvements des mers.

Cependant S. Woodward (**), au contraire, a prétendu que

l'écart tout entier pouvait être attribué à ces derniers.

Il est bon de rappeler encore ici les expériences de Van

de Sande Bakhuyzen(***) et de Christie
(

IV
) sur la mesure précise

des marées.

TROISIÈME PARTIE

Explication des oscillations annuelles et apériodiques

(oscillations de deuxième et troisième espèces)

Nous allons montrer dans cette partie de notre Travail que les

oscillations de deuxième et de troisième espèces du pôle de ro-

tation peuvent être dues à des phénomènes de transport de masses

sur la surface de la Terre (ou même en son intérieur) ou dans

l'atmosphère.

Mais il est nécessaire d'exposer tout d'abord une théorie qui

est généralement peu connue : nous voulons parler de la théorie

du mouvement de rotation d'un corps variable.

(*) Op. cit., 1892.

(**) Astronomical Journal, 1896, t. XV, n" 345.

(***) Astronomisctie Nachrickten, n° 3261.

(iv) Bull. Phil. Soc. Washington, t. XII, 1895. p. 103; Astr. Journal, 1896,

no 351.
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A. — Théorie du mouvement de rotation d'un corps

variable.

§ 1.

—

Etablissement des équations différentielles

du mouvement.

Voici la manière dont on peut concevoir donné le problème (*).

Soient Ox
{ , 0;/u Oz

1
trois axes rectangulaires absolument

fixes (**) ayant pour origine un point 0 autour duquel nous disons

que le corps (variable de forme et de répartition interne) effectue

sa rotation.

Soit un second système d'axes rectangulaires Ox, ()//, Oz ayant

même origine et même orientation (pour fixer les idées) que le

premier système ; nous supposons le trièdre Oxyz mobile et nous

l'appelons trièdre de référence.

Imaginons que l'on connaisse le mouvement de chaque point

M du corps par rapport aux axes mobiles Oxyz, soit

i *-/ÎW, \

y = f*Jt\

y *—£(«), )

et que l'on connaisse également les forces extérieures absolues

agissant sur chaque point du corps. Le problème consiste à

déterminer la rotation instantanée o du trièdre Oxyz autour deO;

alors, si Ton parvient à déterminer cette rotation instantanée et

si l'on connaît la position initiale Or0 y0 z0 du trièdre de référence

Oxyz, on connaîtra le mouvement absolu de chaque point M du

corps par rapport aux axes absolus Oxiy l
z
i .

Pour résoudre le problème, il s'agit donc d'intégrer les équa-

(*) Voyez notre opuscule : Mouvement de rotation d'un corps de forme

variable.. Liège, janvier 1908, p o.

(**) Dans l'acception connue [voyez p. ex. P. Painlevé, Leçons sur l'Inté-

gration des Équations de la Mécanique. Hermann, Paris, 1897, l
re leçon].
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tions différentielles contenant comme fonctions à déterminer les

composantes pi suivant Oxlf q t
suivant Oyi9 r\ suivant 0*4 de la

rotation o, ou encore les équations différentielles des composantes

p. q, r de cette rotation suivant les axes mobiles de référence

Ox, Oy, Oz [ce sont ces dernières qui constituent les équations

d'Euler au cas où chaque point M du système est en repos rela-

tivement aux axes Oxyz, c'est-à-dire où Ton a pour chaque point :

A M -c«% h(o—cpi
Telle est la manière la plus simple de présenter la question,

mais non la plus complète.

Nous voulons actuellement établir des équations différentielles

de mouvement assez générales pour pouvoir y faire rentrer,

comme cas particuliers, celles employées par les différents géo-

mètres qui se sont occupés de la question.

A cette fin nous ferons choix de trois systèmes d'axes rectan-

gulaires de même origine 0 et de même orientation :

1° Un système Ox
l y l

z
x
absolument fixe;

2° Un système Oxi/z mobile dit de référence ;

3° Un système 0£riÇ mobile également.

Nous supposons données les forces extérieures absolues agissant

sur le corps et connu le mouvement

(
5-/1W,

)

( )

de chaque point M du corps par rapport aux axes mobiles O^Ç;
nous nous imposons en outre une certaine relation entre les

positions des deux trièdres mobiles Oxyz, O^Ç, de manière que

la position de l'un d'eux suffise à déterminer celle de l'autre : la

façon la plus simple dont on puisse concevoir donnée cette rela-

tion est d'imaginer que l'on connaisse à chaque instant la valeur

|

e=(p2 «), (2)
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des angles d'Euler dont il faut faire tourner successivement, de

la manière connue, le trièdre Oxyz pour le faire coïncider avec

Remarquons que celte nouvelle manière d'envisager le pro~

blême revient absolument à se donner comme plus haut

( *— Mi), I

y—

F

9 (f), (3)

' * = F5 (0, )

car si

/ a, (3, y sont les cosinus directeurs de Ojc par rapport à 0£, Ojj . OÇ,
j

^ p', y' » » Oy » » >

( «",p",r" » » 0* » » )

on a les formules de transformation de coordonnées

-*-
fa

+- r?,

«'? -h p> + r% > (4)

«"ç -h -4- )

et de plus les relations connues

cosepeos^— sin cp sin 'j/ cos 0, \

— sincpcostf/ — cos cp sin cos 0, \ (S)

Ces dernières relations font connaître les neuf cosinus a, [3, y,

a', j-J', y', a", (3'', y" en fonction du temps, et, par les formules (4),

on obtiendra x, y, z en fonction du temps.

Il est clair que, généralement, on ne donnera pas la liaison

entre les deux trièdres mobiles sous la forme explicite (2); mais

il suffit ici de faire voir à quelles conditions le problème est dé-

terminé.

Le choix de trois systèmes d'axes semble de prime abord

compliquer la question : mais on peut voir dans les travaux de

plusieurs géomètres qu'il est souvent avantageux de traiter le
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problème de cette manière et qu'on peut généralement simplifier

ainsi, dans une notable mesure, l'intégration des équations diffé-

rentielles du mouvement. On comprendra mieux la portée de

cette observation plus bas.

Appelons o la rotation instantanée du trièdre Oxyz autour de

0, et p, q, r ses composantes suivant les positions instantanées de

ces axes Ox, Oy, Oz.

Soit w la rotation instantanée du trièdre 0£r£ autour de 0;

soient wx ,

w
y , w_ ses composantes suivant les positions instan-

tanées des axes de Vautre système mobile.

Enfin appelons A, B, C, D, E, F les moments et produits

d'inertie du corps par rapport aux axes Ox, Oy, Oz :

(i/
a

z*), D = 2»iyz, \

Sm (z
2 +* x2

), E = Swzx, \ (6)

2m (x
2

-4- t/
2
), F= £mxy.

)

En premier lieu, déterminons les composantes suivant Ox,

0?y, Oz de la vitesse absolue v d'un point quelconque M du corps.

Celte vitesse absolue est la somme géométrique de deux autres

vitesses : la vitesse w relative de M par rapport aux axes mobiles

OÇyiÇ et la vitesse d'entraînement ve de ce point due à la rotation

instantanée de ce trièdre OçyjÇ. Ainsi

v— w -+- v
e .

Pour traduire analyliquement cette égalité, nous écrirons sé-

parément que la projection de v sur chacun des axes Ox, Oy, Oz

de référence est égale à la somme algébrique des projections des

vitesses w et ve . La vitesse d'entraînement du point M a évidem-

ment pour composantes suivant Ox, Oy, Oz :

a
y
z— co2y y

\

co2x— Wjcz, \ (7)

axy — u
y
x, )

si Ton désigne par x, y, z les coordonnées de M par rapport à ces

axes.
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En appelant vx% vyi v
z ei wx ,

wy ,
w

z
les composantes de v et

de w suivant ces axes, nous aurons donc

iv
x = wx »yz

— u2y, \

r„ = iv
y

co
2x — axz,

J

1 (8)

v2 ~ w, vxy — w
y
x ; )

il est donc bien entendu que wx< wy ,
wz représentent les compo-

santes suivant Oac, 0//, Oz de la vitesse relative w de M par

rapport aux axes O^Ç (c'esl-à dire correspondant au déplacement

élémentaire de composantes cfy, dÇ qui se produit dans l'in-

tervalle de temps dt).

Ces composantes vx ,
v
y ,

vz étant calculées, déterminons le

moment résultant OG des quantités de mouvement absolu des

divers points M du corps par rapport au point fixe 0. Ce sera

évidemment un vecteur ayant pour projections sur les axes de

référence Ox y Qy, Oz :

/ f= Zm(vzy

( g = (vxz

( h= 2m (v
y
x

ces quantités sont également les moments résultants, par rapport

aux axes de référence Oac, Oy, Oz, des quantités de mouvement

absolu.

Si nous introduisons dans (9) les valeurs (8) de vx ,
vyi vz ,nous

aurons

2m [{wz
-4- uxy — u

y
x)y— {w

y
-+- u2x — axz)z]

Lm(w2y — w
y
z) + ux . 2m(î/* -+- z

2
)
— a

u . Hmxij
j

> (10)
Hm(w2y—wy

z) +- A»,— \
:
co
y
— Eu2 , et de même : I

^m{wxz — w2x) — Fcox -+- Bco
y
— Dwr ,

létrt[w
y
x — wxy)— Ewx

— Du
y

-+- Cuz .

— V),
j

-vzx), (9)

— v,yY>
'
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Les quantités

Ero (w2y — w
y
z). \

Hm(wz z — wzx), > (II)

Jdm(WyX— wxy) i

sont évidemment les projections, sur les axes de référence Ox,

Oy, Oz, du moment résultant 0<7, pris par rapport à 0, des quan-

tités de mouvement relatif des divers points du corps vis-à-vis des

axes 0£riÇ (c'est-à-dire correspondant au déplacement élémentaire

de composantes dr\, d^ qui se produit dans l'intervalle du

temps dt). Nous écrirons alors les expressions (10) sous la forme

abrégée (*) :

J
f= Ao;x— Fw

y
— E<*2 , l

</ = °
y
— F^x+ B^ — > (12)

( h = <tz
— Eu x— D&)

y
•+- Cw2 .

'

Telles sont les expressions cherchées de la projection du

moment résultant OG des quantités de mouvement absolu sur

les axes mobiles de référence Ox, Qy, Oz.

Ces préliminaires posés, cherchons les équations du mouve-

ment. La méthode d'Euler, élégante entre toutes, convient encore

à ce problème général (**)
; elle consiste, comme on sait, à em-

ployer une représentation cinématique basée sur le théorème des

moments des quantités de mouvement. Ce théorème nous apprend

que le vecteur OW, moment résultant par rapport à 0 des forces

extérieures absolues, est équipollent à la vitesse du point G
(extrémité du vecteur OG représentant le moment résultant des

quantités de mouvement absolu des divers points du corps) sur

Tindicatrice du moment résultant des quantités de mouvement.

(*) Cf. F. Tisserand, Mécanique céleste, t. II, 1891, p. 507.

(**) Cf. P. Appell, Mécanique rationnelle, t. II, 2'" 6 éd., 1904. pp 149 et 203.

Voyez aussi F. Klein et A. Sommerfeld, Ueber die Théorie des Kreisels,

I e ' fascicule, 1897, p. 141.
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Pour traduire ce théorème, nous projetterons OVV et la vitesse

absolue de G sur les axes mobiles Ox, Oy, Oz de référence, et

nous écrirons que leurs projections sont égales. Nous désignons

les projections de OW par L, M, N : ce sont donc aussi les

moments résultants des forces extérieures par rapport aux axes

Ox, Oy, Oz.

La vitesse vG de G se compose de la vitesse relative ? rG par

rapport aux axes Oxyz et de la vitesse d'entraînement veG due

à la rotation o de ces axes :

En projetant sur les axes Oxyz, nous avons

i »G =Vx
rG -H V*Gf \

vG = v»rG -f- tft, (15)

'
v*= v *

rG - v'eG . )

Or le point G, ayant pour coordonnées g, h par rapport aux

axes Oxyz, a évidemment pour projections (sur ces axes) de sa

vitesse relative par rapport à ces axes :

La vitesse d'entraînement a aussi pour projections sur ces axes

Oz, Oy, Oz :

l vx
eG = qh — rg, i

vy
eG= rf-ph, (15)

' V
Z
eG = P9 — qf-

'

Par conséquent la vitesse absolue vG de G a, d'après (14) et
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(15), pour composantes suivant les axes mobiles Oxyz de

référence, les vitesses

d f ,

dh«-â + W-tf,

D'après le théorème rappelé (relatif au moment des quantités de

mouvement), ces vitesses doivent être égales à L, M, IN. On a donc

dq

dh

Telles sont les équations générales du mouvement que nous

avions en vue d'établir: /*, g, h y ont les valeurs (12) que nous

venons de déterminer.

Pour de plus amples développements sur ce sujet, voir la Note

placée à la fin de ce Travail.

§2. — Emploi des équations différentielles établies; leur application

à la solution du problème. Choix des systèmes d'axes mobiles.

Examinons maintenant comment nous pouvons appliquer les

équations

-+ qh-rg=L,

dA+ rf - ph==M
, )

ai

dh
-j

t

+ P9 - q/ = n,
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où

f=Zm (way — w
y
z) -+ \ux

— Fu?
y
— E».

,

j

q = Ii >n icxz
— wax) — -+- Bw

y
— D«s ,

> (10)

h = —m w
y
x — wxy)— E«x

— Dco
y

C«z ,

'

à la solution de notre problème.

iNous supposons données les équations de mouvement

( S =/«(*),
j

et de plus

. ô = 9,(t),

? = <M0; )

dans ces équations ïj, ^ représentent les coordonnées carté-

siennes rectangulaires d'un point M du corps variable par rapport

au trièdre mobile OfrçÇ, et 6, 8, cp désignent les angles dont il

faut faire tourner le trièdre Oxyz, respectivement et successi-

vement autour de Oz, de l'intersection OU des plans xOy et £On,

et de OÇ, pour le faire coïncider avec le trièdre Oïr£.

Comme nous l'avons fait remarquer au commencement du

paragrapbe précédent, des relations (I) et
(

w
2) on déduit immé-

diatement les valeurs des coordonnées x, y, z en fonction du temps:

j

*— PtWi
j

y-F.W, (3)

' * — M«). J

et par conséquent aussi celles des moments et produits d'inertie

(y' + z-)
f

D = Swys,

2m (z
2
+- x2

), E = Ems-r, ( (6)

(1)

(2)

en fonction du temps t.
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Les valeurs de wx,
wyi wz , savoir (*)

dl dvi de
\wx = a h S — -+- y ,

'

dt
r

dt dt J

rfE f/Ç

t». = a' — (3' — r ' > (17)y
rff

r
dt

d\ d^ dt

dt
V

dt dt

sont aussi, d'après (I), (2) et (o), exprimables en fonction de t.

Il résulte donc quen vertu de (10), (17), (I) et (6), ff g, h pour

ront s'exprimer en fonction du temps t et des composantes w^,

Wy, wz de la rotation w du irièdre 0;r£.

Cette rotation se compose de la rotation o du trièdre Oxyz et

de la rotation o' qui amènerait Oxyz en coïncidence avec 0£yiÇ.

w = o + o'.

Cette dernière rotation o' se compose, à son tour, des trois ro

tations eulériennes (**)

ty'
autour de Oz,

Y autour de l'intersection OU des plans xOy et çOij,<. ïï amour ue î nu

' <p' autour de Q£,

soit

O' = (j/ -+- 6' -+- (p'.

En projetant l'égalité vectorielle

a— o = o' = <]/ -t- 0'
(p

;

(*) Voyez notre opuscule, p. 13. Une légère erreur s'y est glissée : ce sont

les valeurs de w,, wy , wz , données ici, qui sont correctes.

(**) J/, 6', ©' désignent ici les dérivées —, —

•

T
'

b
dt dt dt
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sur les trois axes Ox, O.y, Oz, nous aurons donc

p = b' cos + -4- 9' sin <p sin fl,

q = Q' sin ^ — 9' cos y sin 6,

r= +' -1- cp' cos 0.

Au moyen de ces relations nous pourrons exprimer w r w
;/

10-

en fonction de p, q, r et de t.

f,g y
h semetiront alors sous forme de fonctions dep, 7, retdef:

Cela posé, désignons par 9,, <p4 les angles eulériens dont il

faut faire tourner le trièdre Oac
1 y 1

z,, respectivement et successi-

vement autour de Oz^ de l'intersection OLJj des plans x
{
Oy

{
et

xOy,el deOz, pour l'amener en coïncidence avec le trièdre Oxyz.

Les moments résultants L,M, N des forces extérieures absolues

par rapport aux axes de référence Ox, Oy, Oz peuvent être

fonctions des positions des points, de leurs vitesses et du temps

en d'autres termes, dans le cas général L, M, N sont fonctions

des angles eulériens «Jij, 9,, cp
t , de leurs dérivées t]/^ 9'

1? cp
;

4 et

du temps t (car si les coordonnées relatives interviennent dans

leurs expressions, on peut supposer qu'elles sont remplacées par

leurs valeurs en fonction du temps).

Nous pourrons donc écrire

/'= F (/>, 9, r, 0,

y = G (p, q, r, f),

h = H (p, q, r, t).

(19)

*i ?i,+!, 6i'»<pi»0,

(+1, 0,, <Pi, +» ?i, 0,

* 3 (+i,0i,9i, +i,e;,<pi, 0,

ou encore, puisque

(20)
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sous la forme

/ L = L (^,6,,?,,/), </, iy«), \

M — M(* ll
a

l,94> p,7,rf l),

'

( N = N e„ (p„ p, 7, r, f).

En introduisant les valeurs (19) et (21) dans les équations (16),

nous obtenons :

</F(/),g,r,<)—j + q.tl(p,q,r
i
t)-r.G{p

1
q,r,t)==L{<\>

l,Ôl,y l,p,q i
r,t)

)l

(22)

En combinant ces équations avec les relations (20), nous avons

un système de six équations différentielles du premier ordre en

P, <1> r
> 9i> cpi ; ou encore, si nous voulons substituer les

valeurs (20) dans les équations (22), un système de trois équations

différentielles du second ordre en
ty^ 9,, ov

Il s'introduira évidemment par l'intégration six constantes qui

seront déterminées si Ton connaît, par exemple, les valeurs ini-

tiales de <|>„ 9,, <p,, /?, </, r.

Connaissant i\>u 9,, <pi
en fonction du temps, nous pouvons fixer

à chaque instant, dans l'espace absolu, la position du trièdre de

référence Oxyz et, par conséquent, celle du trièdre Ol;^ : en

d'autres termes le problème est résolu.

* *

L'intégration rigoureuse des équations (16) ou (22) esi

évidemment irréalisable dans le cas général.

Si Ton se borne à l'étude du mouvement de rotation naturelle

(L= M= 1N = 0) d'un système variable, dont on suppose les

moments d'inertie principaux égaux à chaque instant (A = B— C),

cette intégration se ramène à la résolution d'une équation de

Riccati; si cette dernière est effectuée, le calcul des neuf cosinus

9
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(des angles formés par les axes principaux avec les axes fixes

0.t, yi z
t ) peut s'obtenir par l'intégration d'une équation du

même genre (*).

Mais ceci ne regarde pas directement notre objet, car les

moments principaux polaire C et équatorial A de la Terre sont

nécessairement inégaux, quels que soient les cbangements que

l'on suppose s'effectuer en elle.

Lorsqu'on se place dans l'hypothèse que les composantes p, q

sont suffisamment petites pour qu'on puisse négliger leurs carrés

et leurs produits, et qu'on suppose que r ne diffère d'une constante

n que d'une quantité n' du même ordre que p et q (**) :

le calcul des cosinus peut être effectué de la façon suivante,

indiquée par H. Gyldén dans son Mémoire de 1871 (***).

Nous pouvons écrire les équations (20) sous la forme

Jïl= [n +- n')— (p sin cp, -+- q cos cpt )
cotg d if

— = p cos cpi — q sin <p4 ,

sin 0i
— = p sin cp, q cos <pr
en

(*) Voyez L. Picart, Sur la rotation d'un corps variable. (Ann. Obs.

Bordeaux, t. VII, 1897, §7.) Consultez aussi G. Darboux, Théorie des Surfaces,

chap. II, et les recherches de V. Volterra [Cf. Bulletin astronomique,

t. XIII, 1896].

(**) C'est ce qui se présente notamment pour la Terre, quand on suppose

qu'il se produit des petits déplacements de masse en son intérieur ou à sa

surface.

(***) Recherches sur larotation de la Terre. (Nova Acta Soc. Reg. Upsa-

liensis, 3me série, t. VIII, 1871, 1 er fascicule, § 2).
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Alors nous avons immédiatement, au degré d'approximation

voulu,

ç,= n(i— 1°) -+-Çridl— cotg ej ,j\jp sin ri t—t°) -+- q cos n(t— dt,

puis
'° *°

6, == 0° j\p cos /i (« — t°) — q sin (« — i
0
)]

1 /"
d», = iLj / [p si il « (« — t°) o cos » (« — t

0

)]
r/J,

sin eï ,/

Z°, 64° et <p 4
° étant les valeurs initiales de t, ^ i et

Si nous supposons 0 et si nous posons

j n'dt =

J[p sin n(t — 1°) +- 7 cos 72 (t — «°)] cto = A,

/o

J^[P
cos n (J — 1°) — q sin (J — dt — /x,

nous aurons, en ne conservant que les premières puissances

de X |x,

sin (pj = sin n [t— 1°) -+- (x — * cotg ej) cos n (t — t°),

cos 9,= cos n (t — t°) — (x — A cotg 0") cos n (t — t°), J

sin 0
4
= sin o] + p cos e?, r

cos 6, = cos 6Ï— sin ej, } (24)

. .
A

sin 0}

\ cos tp4
= 1

.

En introduisant ces valeurs dans les expressions connues (*)

(*) Analogues aux relations (5).
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des cosinus directeurs, nous obtiendrons, si nous négligeons

encore les puissances de ^, \ jx supérieures à la première,

a = cos n {t — t°)— xsinn(t— 1% \

b = cos . sin n {t— t°)— ju. sin 6? . sin n (t— /°)

1 -+- x cos e? • cos n (t —
1 c= sin ej . sin n {t — t°) -4- ^ cos 6j . sin 71 (£— <°)

•+- (% sin Ô4— A cos 6?) . cos n (« — t°),

J
a' = — sin n (t — t°)— % cos n (t — t°),

\ b'= cos . cos n (t— <°) — (x. sin «{ . cos n (l— <°) ) (25)

— % cos 4? . sin w (f— /,°),

c' — sin 6} . cos » (* — *°) -t- p cos . cos n (t — 1°) \

— (% sin 6\ — à cos 5?) . sin n (t— I

6" = sin Q\— ^ cos of ,
|

c"= cos éj— yasin «J. |

Occupons-nous à présent des différents cas particuliers qui

peuvent se présenter pour la forme des équations différentielles

du mouvement, lorsqu'on adopte tels ou tels systèmes d'axes

mobiles.

Ce choix est généralement assez délicat (*).

A . — Système rigide.

1. D'une manière générale, pour un système rigide, le plus

simple est de prendre pour axes Oxyz et O^Ç deux systèmes

d'axes rectangulaires fixés dans ce sysième; ces deux systèmes

d'axes peuvent coïncider ou non (**). Les moments relatifs sont

évidemment nuls: <sx — a-
?/
= <7

z
= 0. Deplusp = w^. q = wy , r= uz

(*) Voyez notre opuscule, p. 14.

(**) Il est clair que, dans ce cas, il est absolument inutile d'introduire deux

systèmes Oxyz, Ofe différents.
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et A, B, C, D, E, F sont constants. Les équations du mouvement

prennent alors la forme :

dp dq dr
A -r— F -1— D— h-o(- Er - Dq -+- Cr

dt dt dt
7 7

— H — Fp — Dr) = L, \ (A)

2. Si de plus nous choisissons pour axes Oxyz, fixes dans le

corps, les axes principaux d'inertie, nous avons A = A, B = B,

C = C, D = E = F «= 0, et les équations s'écrivent alors :

dp
A-£+(C-B) rq = L,

(B)

où A, B, C désignent les moments principaux d'inertie constants

du corps rigide par rapport au point 0. Nous retrouvons ainsi

les équations d'Ëuler que nous avons employées dans l'Intro-

duction.

3. Il n'est pas toujours plus simple de choisir les axes mobiles

fixés invariablement au corps rigide. On peut prendre pour axes

de référence Oxyz, des axes mobiles aussi par rapport au corps,

et conserver pour axes OfoÇ des axes liés invariablement à ce

dernier. On a alors simplement : <jx = <ry
= <rz

— 0, et les équa-

tions du mouvement sont :

d—
(
A»x— Fa

y
— Eaz )

-+- q (— Ewr
— Du

y
-+- Caz )

— r (— Fa>x Bu, — Daz) = L, \ (C)

(ùx ,
(ùy ,

wz représentent ici les composantes suivant les axes
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mobiles Ox, Oy, Oz de la rotation w du solide. A, B, C, D, E, F

ne sont plus des constantes.

Ces équations ont été employées par Slesser (*), par Routh (**),

par Puiseux (***), par Résal
(

IV
), par Appell

(
v
), etc.

En particulier on peut les utiliser pour simplifier le calcul de

la précession solaire
(
VI

).

B. — Système variable.

C'est surtout ici que le choix des axes mobiles devient une

chose délicate.

1. Dans le cas où le corps a une partie rigide, on peut, si Ton

veut, y fixer d'une manière invariable l'un ou l'autre (ou même
tous les deux) système d'axes Oxyz, O^Ç. On remarquera que

x, y, z ne sont pas en général des constantes; par conséquent,

A, B, C, D, E, F ne le sont pas non plus.

Nous donnerons plus loin des applications de ce cas particulier.

Helmert
(

vn
) et Sommerfeld

(

VUI
) l'ont traité fort heureusement.

2. Si l'on choisit pour axes Oxyz les axes principaux instan-

tanés du corps et pour 0^ des axes rectangulaires (fixés au

trièdre d'axes principaux) coïncidant par exemple avec eux, on a

à chaque instant: wx= p, tùy
= q, w2

= r, D = E= F 0,

A = A, B^ B, C = C, mais les moments principaux A, B, C

(*) Cambridge Quarterly Journal, t. II, 1861.

(**) Rigid Dynamics, t II, 1884.

(***) Théorie du mouvement de la Terre autour de son centre.

(iv) Traité élémentaire de Mécanique céleste, 1884, p. 383.

( Traité de Mécanique rationnelle, t. II, 2me éd., 1904. p. 204.

(vi) Routh, op. et lib. cit., p. 273. Voyez aussi F. Tisserand, op. et lib.

cit., p. 510.

(vu) Die mathematischen und physikalischen Theorien der hbheren Geodâsie,

X. II, 1884, chap. V.

(vin) Op. cit., 3me fasc, 1903, chap. VIII, section B, p. 716. Voyez section B,

litt. b, § 2 de cette Partie.
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sont variables avec le temps t. Les équations du mouvement

s'écrivent alors

d— (<7X Ap) <7K Cr) — r{a
y

-\- Bq) = L,

(D)

Liouville (*) s'est servi de ces équations pour étudier le mou-

vement de rotation naturelle (L = M = N = 0) d'un corps qui se

déforme en restant constamment symétrique par rapport à ses

plans principaux (par exemple dans une dilatation, si le corps est

homogène). On a évidemment alors ux = a
y
= az = 0, et les

équations (D) deviennent simplement

( tMÏÏ*- (C-B)rq = L==0
i )

{ }
(E)

On peut aussi, avec Volterra (**) et Sommerfeld (***), étudier

le mouvement d'un corps dont les moments principaux d'inertie

restent constants, les seuls mouvements internes étant cycliques.

Alors (7X ,
oyt (7Z

ne sont plus nuls, mais A, B, C restent inva-

riables, et les équations (D) s'écrivent

~dt
A ^ h- (q<7z — ra

y)
+ (C—B) tq = L,

(F)

(*) Journal de Math, pures et appliquées, 2me série, t. III, 1858; Add. à la

Connaissance des Temps pour 1859. Voyez aussi Schwahn, Helmert, Tisse-

rand, PlCART, Op. Cit.

(**) Acta mathematica, t. XXII, 1898.

(***) Op. et lib. cit., p. 712. Voyez aussi section B, litt. a de cette Troisième

partie.
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o. On peut encore prendre pour axes Oxyz les axes principaux

d'inertie instantanés et pour axes des axes rectangulaires

supposés fixes dans le corps, lîgé lui-même dans la configuration

qu'il a à un instant bien déterminé. C'est ce qu'a fait Darwin (*).

Alors D = E= F = 0, et les équations du mouvement s'écri-

vent:

d v— (<rt
+- Aux) q {<r2 -f- Cu2 )

— r (<r
y

-+- B«
v ) = L,

Dans son célèbre Mémoire de 1877, le savant anglais a calculé

(tx1 a
y >vz

dans quelques cas particuliers ; mais dans ces cas (rela-

tifs à de petits changements qui peuvent se produire dans ou sur

la Terre), ces quantités ont été toujours très petites
;
par suite

il est, en fait, arrivé à poser ix == cr
y
= <j2

= 0 et est rentré

ainsi (**) dans le cas que nous allons traiter immédiatement.

Axes moyens. — Nous avons obtenu précédemment les expres-

sions

<tx -t- Aux
— Fw

y
— Ew2 , \

tfy
— Fax

+- Bco
y
— Dcoz , (12)

cz
— E«x— D«

y
-+- Cuz )

des composantes du moment résultant des quantités de mouve-

ment absolu suivant les axes Ox, Oy\ Oz.

On voit immédiatement que ce moment résultant OG est la

somme géométrique de deux autres moments résultants de quan-

tités de mouvement : l'un OG' de composantes

/ /''= Aux
— Fa

y
— Ewz ,

\

g> = -Fœx +Bcoy
-D»z1 (12')

( h' = — Eux— Dco
y

-*- Cco2 , )

(*) Influence ofthe geological changes.... (Phil. Trans., 1877, t. CLXVII.)

(**) Voyez Helmert, Vierteljahrschrift der ast. Ges., Leipzig, 1878, p. 312

et op. cit., t. II, 1884, p. 410; Schwahn, op. cit., § 4.
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est dû au mouvement de rotation du trièdre 0£y£ ; l'autre Oa de

composantes

est dû au mouvement relatif des différentes parties du corps par

rapport à ce trièdre. Ainsi

Il résulte d'une remarque faite par Poinsot que, étant donné un

système quelconque en mouvement autour d'un point fixe, on

peut déterminer une rotation autour d'un axe passant par ce point

telle que, si cette rotation est communiquée au système supposé

solidifié, l'axe du moment résultant des quantités de mouvement

qui en proviennent soit égal en grandeur, direction et sens à Taxe

du moment analogue se rapportant au mouvement réel ; en

d'autres termes, on peut déterminer une rotation, autour d'un

axe passant par 0, qui, communiquée au corps supposé solidifié,

rende l'axe OG' géométriquement égal à l'axe OG du moment

résultant des quantités de mouvement, provenant des mouvements

véritables des différents points du corps.

En effet, nous pouvons choisir pour axes OfoÇ trois axes rec-

tangulaires pour lesquels, à chaque instant, on ait

2m (wzy — w
y
z)y

Uni (wxz— wzx),

OG= OG' Oît.

c'est-à-dire

0(7= 0;

alors

OG' = OG.

Dans ce cas, le moment résultant 0<7 des quantités de mouve
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ment relatif est nul; on peut dire qu'il y a absence de courants

pour les axes OfrjÇ choisis de cette façon: en effet, la rotation du

trièdre OÇtjÇ se produit de manière que les courants (déplacements

relatifs) se compensent, se neutralisent, se détruisent (*). Il est

donc naturel d'appeler, avec Helmert et Radau, cette rotaiion

la "rotation moyenne» du corps variable (qui devient évidem-

ment la rotation actuelle du corps, si ce dernier est rigide).

Mais, comme le font remarquer avec beaucoup de justesse ces

deux géomètres, les trois conditions (M') ne déterminent que la

rotation moyenne sans fixer la position des axes 0£r£ par rapport

au corps. Pour que celle-ci soit complètement déterminée, il est

nécessaire d'assigner à ces axes une position initiale donnée, par

exemple de les faire coïncider avec les axes principaux au

temps t = 0. [C'est analogue à ce fait que les conditions

d\ — dr\ = dC, = 0, dans le cas d'un corps rigide, définissent des

axes fixes dans le corps, sans que la position de chaque axe ()£,

Ori, OÇ soit précisée.]

Des axes définis de cette façon seront désormais appelés axes

moyens.

Cette notion une fois introduite, nous pouvons encore simplifier

la forme (G) des équations différentielles du mouvement.

En effet, si nous prenons pour axes Oxyz les axes principaux

instantanés du corps et pour axes O^Ç les axes moyens (qui

coïncident par exemple avec Oxyz à l'époque initiale), nous

aurons précisé, d'après les indications de Helmert (**), la position

des axes choisis par Darwin. Dans ce cas, ax = cy= az= 0,

A = A, B = B, C = C, D = E = F = 0, et les équations du

mouvement prennent la forme très simple :

(*) F. Tisserand, Mécanique céleste, t. II, 1891, p. 506.

(**) Diemathematiscfienundphysikalischen Theorien der hoheren Geodâsie,

t II, 1884, p. 410.



( 139 )

Nous développerons plus loin une application très importante

de ces équations (*).

4. Enfin, on peut encore prendre pour axes Oxyz et O^Ç
(coïncidents) les axes moyens à chaque instant. C'est ce qu'a fait

Gyldén dans ses Recherches sur la rotation de la Terre (**). On a

alors : ux — v
y
= az = 0, p = w^, q — oj

y , r = iùz , et pour équa-

tions différentielles du mouvement :

/ d \

l — (kp— Yq — Er) q (— Ep — Dgr -+- Cr) J

J — r(— Fp -t- Bq — Dr) — L, \ (I)

*

Faisons remarquer, pour terminer, que la manière de poser

et de résoudre le problème, telle que nous l'avons exposée au

commencement de ce paragraphe, n'a été donnée que dans un

seul but: montrer que la question est bien déterminée et que la

solution en est possible.

Dans la plupart des cas particuliers, le problème ne sera pas

posé de cette façon.

Voici encore une manière d'envisager la question.

Choisissons les axes principaux instantanés du corps pour axes

Oxyz et les axes moyens pour axes O^Ç ; les équations du

mouvement prennent alors la forme (H). Au lieu de donner le

mouvement

Ziit), ) (oAt — 4,2,...,»)

(*) Voyez Troisième partie, section B, litt. b, § 2.

(**) Nova ActaSoc. Reg. Upsaliensis, 3me série, t. VIII, 1 er fascicule, 1871.
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de chacun des n points du corps par rapport aux axes moyens (*),

on peut astreindre ces points à satisfaire à 3n — 3 équations de

liaison (**), que nous supposons, pour fixer les idées, pouvoir

s'exprimer par

h (Él, Vl) Slï Sî« %i -, £n> Ç«> 0= 0 (/)

(oùj = 1,2, 3n— 3),

et aux trois équations (11') qui définissent la rotation moyenne,

savoir

(

ax== °'
)

( ^ = o. )

En désignant par iju, jjltj, les projections du moment relatif

Oa sur OÇ, Ori, OÇ, nous avons

Les équations (11') équivalent à

(*) (Voyez aussi Helmert, op. et lib. cit., p. 408). Ce qui ne se présente

évidemment presque jamais.

(**) Le système est supposé ne pouvoir se déformer que d'une seule

manière ; en d'autres termes, il est à liaisons complètes.
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Le système formé des on — 3 équations (/) et des 3 équations

(W") permet d'obtenir les Zn équations (1').

Au lieu de donner
ty, 0, cp en fonction du temps par des équa-

tions telles que

ô = <ps («),
[

(2)

nous n'avons qu'à exprimer que les axes Oxyz sont principaux

d'inertie à chaque instant, soit

D = Sm.î/.Zj« 0,
j

E = Ew
i
3

f
x,= 0, > (i)

F = Hw
i
T

iy i
= 0. J

En remplaçant dans ces équations x
if yb Zi en fonction de

\b -t\b Ç,-, a, p, y, a', (3', y', a", p", y" et en désignant par A', B',

C, D', E ;

, F' les moments et produits d'inertie du corps par

rapport aux axes Oç, Oyj, OÇ

( À'— Em,(iï -t- ÇJ), D'
—

'

nous obtenons :

D = S.WiJSjfa'Ç,) . 25 («"S<)(

= £5 |a'«" . S^n^'l -4- SsKpV" + p'V') • îiWrtAl

- - S,|(p'p" + yV")-ï*«.B|+5iKPV
//

+P'V') •

= - £,)*'«"
. A'| - ^KPV" - PV) D'( - 0, ) (p)

et de même

E—— 23 ja"« . A'j + £ 3 j(p"y + Pr") D'| = 0,

F - - S3 [««' A'[ + S 3 + p'r ) D'J = 0.
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Comme nous venons de déterminer r\ if Çt
- en fonction du

temps et, par conséquent, les valeurs de A', B', C, D', E', F' en

l'onction du temps, nous avons actuellement un système de

9 équations, formé des 5 équations (p) et des 6 relations de condi-

tion :

I pP + p + p"-!, 1

1 y*+.y* + r"*mmi %
f

Î*? + + r« = o, /

a"f + p
,r

r" + r "a" = 0, /

qui nous permettra de trouver les valeurs des 9 cosinus a, (3, y,

a', y', a", (3", y" en fonction du temps et, par conséquent,

aussi les valeurs des coordonnées

x . = «&. py. rÇ,>
j

y, = ol% p'% +* r%» /

(
Z,-= «'% + '

en fonction du temps. Nous voyons ainsi que le problème est

posé de la même façon que précédemment.

Il est clair que, dans les applications relatives à la rotation de

la Terre, les choses ne se présentent pas avec un tel degré de

complication.

§ 5. — Remarques relatives à l'application de

la théorie à la rotation de la Terre.

Dans ce paragraphe nous supposerons que la Terre se compose

d'une charpente rigide par rapport à laquelle se déplacent quelques

masses très petites (*), et nous nous bornerons au cas de la rota-

(*) Vis-à-vis de la masse M de la charpente rigide.
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tion naturelle (L = M = N = 0) [dans lequel les forces exté-

rieures se ramènent à une résultante unique, qui peut être nulle,

passant par le centre de gravité G de la Terre, autour duquel

Soient : G le centre de gravité de l'ensemble (charpente

rigide -h petites masses mobiles); Gx, Gy, Gz les axes principaux

d'inertie de cet ensemble par rapport à G (*), M la masse de la

charpente rigide, M -4- Sm celle de l'ensemble; 0 le centre de

gravité de la charpente; Ox', O//, Oz f les axes principaux de cette

charpente par rapport à 0 ; 1, p, v les coordonnées de 0 par

rapport aux axes Gx, Gy, Gz; o la rotation instantanée du trièdre

Gxyz autour de G et p, q, r ses projections sur Gx, Gy, Gz;

o' la rotation instantanée du trièdre Ox'y'z' autour de 0 et

p'
9 q

f
, r f ses projections sur Ox', 0?/', Oz' (fig. 5).

Nous allons démontrer, avec L. Picart (**), que, dans la re-

cherche de la position des axes de référence Gxyz à un instant

quelconque, on peut négliger le déplacement OG du centre de

gravité du à l'intervention des petites masses
;
que, en d'autres

termes, on peut toujours prendre, sans erreur sensible, pour

(*) Il n'est pas nécessaire ici de faire choix de deux systèmes différents

Gxyz, G£ï)£ d'axes mobiles de même origine G; aussi supposons-nous Gxyz,

GSïtf coïncidents.

(**) Op. cit., 1897, § 12.

cette dernière effectue sa rotation].

Fig. 5.
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point fixe (autour duquel on suppose le mouvement se produire)

le centre de gravité 0 de la partie solide.

Pour cela nous comparerons le mouvement de deux trièdres

de référence : d'une part le trièdre Gxyz que nous venons de

définir, d'autre part le trièdre Ox ,'y"z" formé par les parallèles,

menées par 0, aux positions instantanées des axes Gx, Gy, Gz.

Si nous désignons par f, g, h et f
ff

, g
n

, kn les moments résul-

tants, par rapport aux axes Gx, Gy, Gz et Ox"
', Oy'

f

, Oz", des

quantités de mouvement absolu de l'ensemble et si nous re-

marquons que la rotation instantanée de Ox , 'ynzn autour de 0
est encore <T (de composantes p, q, r suivant Ox", Oy'', Oz"), les

équations du mouvement seront, d'après les équations générales

(16) du g!,

( il + r[ - ph = Q, >(i6'),ou< rf" - ph" = 0, > (16")
\ dt l

j
dl

dh \ dh"

suivant que nous cherchons le mouvement du trièdre Gxyz ou

du trièdre Ox"ynz".

Notre démonstration consistera à prouver que les différences

f— f", g— g", h — h" sont négligeables, en sorte que l'on puisse

remplacer les équations (16') par les équations (16").

Pour cela il convient d'introduire le trièdre auxiliaire Ox'y'z'

défini précédemment.

Soient

Ox' Oy' Oz'

Gx a, P. ri

Gy t

a, Pi rî

Gz rr

Pi' ri'

les cosinus directeurs des axes Ox', Oy f
, Oz' par rapport aux
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axes Gx, G//, Gz. et Â 0% B0> C0 les moments d'inertie principaux

(par rapport à 0x',0y',0z') de la charpente solide.

Le moment résultant f (des quantités de mouvement) par

rapport à l'axe Gx est la somme f{ -f- f2 :

des moments résultants et /g, Par rapport au même axe, des

quantités de mouvement de la charpente rigide et des petites

masses.

Calculons /, et fe.

Le moment f\ par rapport à Gx est égal au moment fa' de la

même quantité de mouvement par rapport à Taxe parallèle Ox",

augmenté de celui F-j (par rapport à Gx) de la quantité de mouve-

ment de la masse totale M de la charpente supposée concentrée

au point 0 (*) :

fi =/', + F,.

Or le moment fa' lui-même est égal à la projection sur Ox"

du moment résultant géométrique des quantités de mouvement

de la charpente, et ce dernier a évidemment pour composantes

suivant Ox', O//, Oz f les moments

(
A*p\

\ B„q f

,

[ CQ r'.

Donc

fi = cc
{ . A 0p' Pi . B0q' -f-n . C0r'.

De plus

1

\ dt dtl

(*) D'après un théorème bien connu. Voyez, par exemple, P. Appell, Méca-

nique rationnelle, t. II, 2me éd., 1904, p 36.

10
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Par suite

/, = a
4 . A np' + p i . B0q' -*- y K . G>?

'

/ dv dft\

et de même

g t
= «i . 4„p' + ^ • B0q' -4- ri . C0r

f

( dx d-A
-+- M v A — >

\ dl dtl

ht = *ï . A 0p' + Pi' . -h ri' . C0r'

pour les axes Guy, Gz.

Le moment résultant des petites masses sera

/s = Xw v :y— v,z\

Vy. v
z
désignant les projections sur Gî/, Gz de la vitesse absolue

v de Tune des petites masses m. Ces projections sont évidemment

v„ = — +

V. = — +

dy

dt

dz

dt

rx — pz,

py — qx

Donc

— Hmx(px + çy h- rz),

et de même

0 t
= 2ro(z^— x^j + r/. Sm(x2

1/

2
-h * 2

)

— ^my{px -+- <^y -+- rz),

A2
= Sm

^
a: ~ — */^ j

h- r . 2m (x
2

-+- y* -h z
2

)

— 2mz(px ^t/ rz). /
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Par suite

/ / dv d^
l f=f{ f,=ct x

. A 0
p'+ . B0y' +n . C0r' + M^- — v-

— 2mx(/)x -+- (jy -+- rz),

(«)

9
=

A =

Calculons d'autre part le moment résultant f
n des quantités de

mouvement de l'ensemble par rapport à Ox". Ce moment est la

somme

f= fi * fî

du moment f{

f que nous venons de définir et du moment résul-

tant f2
n des quantités de mouvement des petites masses par

rapport à Taxe Ox". Ce dernier est

y", z" et Vy", v
z
" désignant les coordonnées et les composantes

de la vitesse absolue v d'une des petites masses suivant les axes

0*/", Oz".

Or

y" = y— fi, z" = z— v.

Par suite f2" aura la même expression que /*
2 , avec cette

différence cependant que x, y et z seront remplacées par x — a,

y — ja, z —- v, c'est-à-dire

-4- p . Sm [(x — A)" -f- (î/
— (z — vf]

-Sm(x-A)[p(x-A) -t- q[y — v) -h r(z — v)],

et de même g^', h2
".
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Donc

f
n = fi + fi = «. • AoP' * P. • #o9' + r, . C0r'

+ Sm
—

, Ay — r)
{y — fx.) (z — v)

dt dt

-*-p.Hm[(x— X)
2

-4- (y — j*)
2

-+- — v)"] \
(p)

- Sm(x — X) [p(x — X) •+- q(y — ^) -+ r(z — y)],

A" = , .

G étant, par définition, le centre de gravité de l'ensemble et ayant

par rapport aux axes Ox'', Oy", Ozn les coordonnées — X, — j*,

— v, nous aurons les relations de condition :

(M + Sm)A = Smx" = - A), soit : MA -+- Smx= 0, »

et de même : M^+Sw/y =0, s
(r )

Mv-4-Smz= 0. '

Si nous formons maintenant les différences f
n — g' T—

g,

hn — h au moyen des expressions (a) et ((3) et si nous tenons

compte des relations (y), nous obtenons, après quelques réduc-

tions,

|
f» - f= (M -h Sm) [*j

t

~ -+- (2M -f- Sm) p (a
2 ^ + S)

— (2M -+- Sm) -+- qfj. rv),

9" -9 =
h"— h=.

Puisque la somme Sm des masses mobiles est très petite

vis-à-vis de la masse M de la partie solide, les coordonnées),, jjl, v

du centre de gravité 0 de cette dernière par rapport aux axes

Gx, Gy, Gz sont évidemment très petites. On peut donc négliger

les carrés et les produits deux à deux de ces quantités. Par suite

les différences f" — /", g" — g, h'
1 — h sont elles-mêmes négli-

geables, et dans les équations (16 r

) du mouvement, on pourra

prendre f= f", g = g", h — h", c'est-à-dire écrire les équations
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(16 ;/
) : en d'autres termes, on pourra supposer que le centre de

gravité réel G de lensemble coïncide avec le centre de gravité 0 de

la partie solide, ce qu'il s'agissait précisément d'établir.

Dans ce qui suit, nous prendrons toujours pour point fixe

(origine des axes) le centre de gravité 0 de la partie rigide du

globe (si ce dernier est supposé en posséder une).

Ayant pris ce centre 0 pour origine des axes, choisissons pour

axes Oxyz, O^Ç (coïncidents) les axes principaux d'inertie de

l'ensemble formé par la charpente rigide et les petites masses.

Nous aurons à poser dans les équations (D) du paragraphe pré-

cédent

L = M = N = 0,

ce qui nous donne pour équaiions du mouvement (*) :

j(<rt -+- Ap) q(az + Cr) — r{<j
y

Bq) = 0,

(D')

A, B, C désignant comme d'habitude les moments principaux

d'inertie instantanés de l'ensemble et ax ,
<ry ,

<r
z

les projections du

moment résultant Oo- des quantités de mouvement relatif des

petites masses m.

Représentons par A 0 ,
B0 ,

C0 les moments principaux (constants)

de la charpente rigide, et supposons que l'on puisse écrire (**) :

A=A 0 -*-KA l , .

i B = B0 + KBi, !

j
C = C0 KC„

Ia
t
= K<x„

<T
y
= K.cr2 ,

o-, = Kov,

(h)

<*) En effet. A = A . B --fi, C = C, 0 = E = F = 0. p = uJ( q = r = to; .

(**) Il est clair que les conclusions qui vont suivre sont encore valides si

le globe ne posssède pas une partie rigide, au sens propre du mot, pourvu
que sa déformation reste petite et qu'on puisse toujours lui appliquer les

conditions (h).
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A l9 B^ C|, ffi, to. t3
élant des fonctions du temps périodiques

admettant In même période et K une quantité très petite du même

ordre que les masses mobiles m.

Nous nous proposons de montrer que, dans cette hypothèse,

l'axe de rotation 01 de la Terre ne peut pas, en restant au voisi-

nage de l'axe principal OC (ou Oz), tourner périodiquement

autour de lui (*), à moins que A it B { ,
C

t ,
o-j, <r2 ,

<x5 ne possèdent

simultanément la période eulérienne. Remarquons tout d'abord

que l'extrémité du vecteur a rotation o • a pour coordonnées,

vis-à-vis de Oxyz, les composantes p, q, r.

Les équations (D') deviennent, si l'on introduit l'hypothèse (h),

[dp „ dAt dat
K. \A l -y- -h (d —B {

)rq -h p —- -+-(^3— r^)
t2(

(D")

D'après cela, si les six fonctions A y, Blt Cit ff4i <r2 ,
<r 3 sont

périodiques et admettent simultanément la même période w,p,q, r

et ^» ^ ^ admettent aussi cette période. Supposons donc qu'il

en soit ainsi. Les équations (D") possèdent alors une solution

périodique (de période w) pour une valeur de K bien déterminée;

mais la période w est évidemment indépendante de la valeur de K.

Nous allons montrer que, si p, q, / admettent une période, cette

période ne peut être que et, et cela en nous basant sur les célèbres

recherches de H. Poincaré relatives aux solutions périodiques (**).

Soient p0 , q0 , n -+- r
0 les valeurs initiales des composantes p, q,

r correspondant à la solution périodique : n est une constante

(*i L. Hicart, op. cit., § 10. Il s'agit de montrer ici que le mouvement de

01 autour de OC ne peut plus être simplement périodique, et non pas de prouver

qu'il ne peut pas être la résultante de plusieurs mouvements composants

ayant des périodes différentes. [Voyez Troisième partie].

(**) Voyez Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, 1. 1, 1892, chap. II

et m.
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donnée à l'avance et p0 , q0 ,
r0 sont des constantes très petites (ce

qui est le cas pour la Terre). Soient aussi p0
-+- e,, q0 -+- e2 ,

n h- r0 -+ e3 les valeurs que prennent p, r/, pour £= -es.

Les fonctions £|, e
2 ,

e
5 de /?0 , </ 0 ,

r0 et K étant holomorphes par

rapport à ces quantités, on traduira que la solution est périodique

en écrivant (*)

f , = 0, £2 = 0, .3 = 0

Pour chaque valeur de K, il y aura une solution périodique

et une seule, à condition que le déterminant fonctionnel

*(Po> 7o. r
o)

ne soit pas nul (**). Or il est clair que ce déterminant A est holo-

morphe en K : alors, s'il n'est pas nul pour K = 0, il ne sera pas

nul pour des valeurs très petites de K. Par conséquent la solution

périodique, qui correspond à une valeur très petite de K, devra,

si l'on fait décroître K vers zéro, tendre à s'identifier avec la

solution périodique qui correspond à K = 0. Mais nous venons

de dire que la période de la solution périodique, correspondant

à une valeur de K bien déterminée, est indépendante de K. Par

conséquent la période de la solution périodique pour K très petit

n'est autre que celle correspondant à K = 0.

Or nous avons vu dans l'Introduction que pour le cas d'un

globe solide (K= 0) de révolution (A 0 =ti0 .
C0 )

(***), la période

de />, q est

= 505 jours sidéraux.T =

Donc la période de p, q, pour K très petit et non nul, ne peut

être que la période eulérienne T.

(*) H Poincaré, op. et lib. cit., p. 82.

(**) H. Poincaré, op. et lib. cit., p 83

(***) Seul cas qui nous intéresse ici.
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Par hypothèse A
t ,
B

{ ,
C

t ,
o-,, ?2 ,

ar
3 admettent la période ot, et

il s'ensuit que p, q admettent aussi cette période w. Par suite il

est nécessaire que les périodes m, T soient identiques.

Ainsi il ne peut exister de solution périodique que si la période

des moments d'inertie et des moments des quantités de mouvement

relatif admettent la période eulérienne.

Rem/vhque. — Nous avons supposé que A n'était pas nul quand

on faisait K = 0. Calculons l'expression de ce déterminant, lors-

qu'on annule non seulement K, mais encore les constantes p0 , q0 ,r0

Si nous écrivons les équations (D") sous la forme

dp

<lq~ = Qf l(D"')

dr \

dt '

et si nous désignons par 8,, 8 2 ,
o3 les racine de l'équation en 6 :

DP
s

DP DP

ïq Dr

— —rj
aQ

ïp D9 Dr

DR DR DR

VP Dr

dans laquelle nous avons fait K = 0, p= q = 0, r = n pour le

calcul des dérivées partielles, cette expression sera (*)

^ =
(
e
**u — 1

)
(e

5^— 1
)
(e

s^ — 1 ).

(*) H. Poincaré, op. et ci/., pp. 157 et 158. Pour la démonstration, voir

E. Picard, Traité d'Analyse, t. III, 1896, p. 181.
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— è

n

0

Par suite ses racines sont

h=o,

Cn — Ai
n 0

= -+- l

co~ A o

= 0.

Comme A est supposé nul,

A=0,

la valeur de m est donnée par

ou encore par

ce qui est précisément l'expression de T donnée ci-dessus.

Ainsi donc il est démontré que, dans l'hypothèse (h), il ne peut

exister de solution périodique que si A, B,C, <sx .
<s
y ,

<rz , admettent

la période eulérienne, c'est-à-dire si les petites masses m se
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déplacent de telle façon que les moments principaux d'inertie et

les moments relatifs possèdent cette période (*).

il est clair que les déplacements de masses qui se produisent

dans ou sur la Terre ne possèdent pas tous cette période. L'exis-

tence de tels mouvements non périodiques ou périodiques non

eulériens (**) a pour effet d'empêcher la simple périodicité de

p, q, c'est-à-dire d'empêcher que le pôle de rotation I ne décrive

autour du pôle d'inertie C une courbe fermée monopériodique.

Celte conclusion est conforme aux résultats d'observation (***).

Il nous reste à montrer que, si les équations (D") n admettent

pas en général de solution simplement périodique où p, q demeurent

très petites, ces composantes p, q restent cependant minimes, et que

r ne s'écarte que très peu de sa valeur initiale n -+- r0 = rj,,

pourvu que les valeurs initiales p0 , q0 soient aussi très petites.

En effet la solution générale des équations (D") est

ip

= V
{ (p0,qo,r'bi K.t), \

<f= F* (p* *i K, «), ) (a)

r = F8 (p0 , qa, ti, K, /.), j

avec K très petit
; F x ,

F2 ,
F 3 sont des fonctions holomorphes de K.

Si l'on développe ces fonctions, au moyen de la série de Mac

Laurin, suivant les puissances croissantes de K, on aura :

/3F, \ K2 p 2
F,\

9 =
(b)

Remarquons que les fonctions F
1 (p0 , q0 , rj, 0, t), F2 (p0 , q0 ,

(*) On pourrait encore discuter l'existence d'une solution périodique,

mais nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce sujet.

(**) C'est-à-dire n'admettant pas la période eulérienne.

(** +
) Voyez la Première partie.
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r'0i 0, t), F3 (pQl q0f rj, 0, t) sont précisément les solutions des

équations d'Euler :

[ Ao
t̂

+(Co B0
)rq~^Q, )

[obtenues en faisant K = 0 dans les équations (D")
]
correspon-

dant aux valeurs initiales p0 , q0 ,
r[ dep, q, r. De plus on sait (*)

que, si les valeurs initiales p0 , q0 des équations (B') sont très

petites (**), les composantes p, q restent très petites et que r

demeure très voisin de ré, puisque la rotation autour d'un axe très

voisin de Oz est stable. Par conséquent, on est certain que les

quantités F
1 (p0 , q0 , rj, 0, t), F 2 (p0 , q0 ,

r'
Q , 0, f) resteront aussi

très petites et que F 3 (p0 , q0 ,
r'0, 0, t) ne s'écartera que très peu

de r'0 .

Comme K est lui-même supposé très petit, on pourra enfin

conclure, d'après les développements (6), que p, g demeureront

très petits et que r restera toujours très voisin de sa valeur ini-

tiale r'0 .

Ainsi nous sommes assurés que le pôle de rotation 1 restera

toujours très proche du pôle d'inertie (z ou) C de l'ensemble.

Les théorèmes que nous venons de démontrer sont encore dus

à L. Picart (***).

(*) Voyez par exemple Bour, Dynamique, p. 165 ; P Appell, op. et lib. cil,

p. 178.

(**) Ce qui est le cas pour la Terre.

(***) Op. cit., 1897, §§ 10 et 11. Les conclusions seraient encore valides

pour un globe pourvu d'une certaine élasticité, au sens indiqué dans la

Deuxième partie. Au lieu de période eulérienne il serait question alors de

période chandlérienne.
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B. — Influence des mouvements internes

sur le déplacement du pôle.

Supposons encore que la Terre se compose d'une charpente

rigide et de petites masses m se déplaçant par rapport à cette

charpente. Quelle sera l'influence du mouvement relatif de ces

petites masses sur la rotation de la charpente, qui entraîne du

reste ces masses avec elle?

Nous pouvons distinguer deux espèces de conséquences. Tout

d'abord le moment résultant total OG des quantités de mouve-

ment absolu doit être constant, puisqu'il s'agit ici de rotation

naturelle; donc

OG = const. géom. = G.

Or ce moment se compose de celui OG' de la charpente rigide

et du moment résultant OG" des quantités de mouvement absolu

des petites masses m :

OG =ÔG7
h- OG7' = G.

Si nous désignons par A 09 B0 ,
C0 les moments principaux

d'inertie de la charpente solide, si nous prenons les axes corres-

pondants pour axes Oxyz, 0£/£ (coïncidents), OG' aura pour

composantes suivant Qx, Oy, Qz :

J

g'= B0q, (1)

(
/*' = C

0
r, »

p, q, r représentant toujours les composantes de la rotation o du

trièdre Oxyz, suivant les arêtes-axes Ox, Oy, Oz de ce trièdre.

La vitesse absolue d'une particule m a pour composantes :

; vx = wx
-+- qz — ry,

l v
y
= w

y
-+- rx. — pz,

\ v,= w2
-+- py — qx,



( 457 )

où ivx ,
wy ,

wz représentent les composantes de la vitesse relative

et x, y, z Ses coordonnées de m.

Le moment résultant OG" des quantités de mouvement absolu

des différentes particules aura pour projections sur Ox, Qy, Oz :

I" = Sm[(M7z py — qx)y— (w -+ rx — pz)z]

= (w2;j
— w

y
z) + p . Sm {y

1
-+- z2

)

— q . Himyz— r . Zmzx,

9"-

/&"=
,

ou, en désignant par

A, = D
t
= Hmyz,

B, = £m(z 2
-+- #2

),

C- £w(#2 + y
1

), F, = Yiinxy,

1

<tx
— Hm(wzy

1

a
y
= 2m (wxz

a. = £/» (w
y
x

les moments d'inertie, produits d'inertie et moments des quan-

tités de mouvement relatif des petites masses :

/ f"= ax ->.- A lP -¥ { q - E
x
r,

et de même

g" = <r
y
— F lf

> + B 4 </
— D,r,

h" = <r2 — ElP — D
{q + C,r.

(2)

En combinant (1) et (2), nous aurons pour composantes suivant

Oac, Qy, Oz du moment résultant total OG constant des quantités

de mouvement absolu :

/W + /" = (A 0 h- A t) p - F,? - Eâr,

/* = h' -4- A" = (72 — E,p— D,</ (C0 Q)r.
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Imaginons que le mouvement des petites masses ait lieu de

telle manière que les moments et produits d'inertie restent

constants : cela se produit quand les mouvements sont cycliques,

c'est-à-dire quand une particule m, quittant une position, est

remplacée immédiatement par une autre de même masse. Alors

At= c«* C,= c
,e

)

D, = c te
,

E, = cte
. F,= c

le
î

et si nous désignons par

A 0
-+- A t

= c
te

, D = I), = c ,e
,

\

B0 + B, = c«, E = E, = c'% !

C0
-h C, = c'% F = F, = c

te

, I

les moments et produits d'inertie de l'ensemble, les expressions (3)

de gt
li deviennent :

|
f=*x + Ap — Vq — Er,

j

q=c,-?p -h Kq-Vr, (4)

' h= <rM
— Ep — Dq -+- Cr . /

elles expriment que

OG[ étant le moment de la quantité de mouvement d'entraîne-

ment de l'ensemble (charpente + masse).

On a donc

07 ÔGl= Cte géom. = ~G.

Ainsi la seule influence des mouvements cycliques est d'intro-

duire un moment de quantité de mouvement relatif Ut, et de

diminuer ainsi le moment de la quantité de mouvement d'entraî-

nement

A =

! C-
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Mais des mouvements internes qui introduisent des variations

dans les moments et produits d'inertie de l'ensemble, ont en outre

un autre effet : le moment OG[ qui a pour composantes

/ f[= (A 0 + A t)p- Ftf-V, \

9<=- FiP + (B0 + BO 7- D,r, (5)

( h[=— ElP - D,q (C0 + C,)r, '

est encore modifié en lui-même par les variations de A 4
B

4 , C^,

D|, Ei, F-j. Les axes principaux de l'ensemble à l'instant t +- A/

ne coïncident plus avec ceux de l'instant t. On conçoit que la

position de l'axe instantané en subira le contrecoup.

Nous dresserons donc le Tableau suivant :

Causes Effets

Mouvements de masses ne chan- Introduction d'un moment relatif

geant pas les moments ni les produits Oa qui change les lois du mouve-

d'inertie. ment.

Mouvements de masses introdui- i) Introduction d'un moment rela-

sant des variations dans les moments tif fo.

et produits d'inertie. 2) Variation des axes principaux

d'inertie,

qui changent toutes deux les lois

|
du mouvement.

La première influence (introduction de Oo-) sera nommée

influence directe; la seconde influence indirecte, suivant les dési-

gnations de Sommerfeld (*).

Nous calculerons leurs effets.

Pour l'influence directe, nous étudierons les mouvements

cycliques (litt. a).

Dans l'examen des cas de seconde espèce, nous considérerons

(*) Op. et lib. cit., pp. 707, 708. Nous ne voulons pas discuter ici le point

de savoir si ces appellations conviennent parfaitement aux influences qu'elles

veulent désigner.
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d'abord l'influence indirecte ; nous apprendrons à calculer le

déplacement des axes principaux d'inertie et nous étudierons les

rapports qui relient la position de Taxe instantané de rotation à

ces axes d'inertie : nous pourrons alors déterminer l'influence

indirecte des transports de masses sur la position du pôle à la

surface de la Terre. Nous montrerons, pour terminer, que l'in-

fluence directe de ces transports de masses est négligeable vis-à-vis

de leur influence indirecte (litt. b). Enfin, dans une dernière

division du même littera b, nous étudierons quelques cas parti-

culiers assez simples au moyen desquels nous déterminerons le

genre des phénomènes qui peuvent avoir une influence indirecte

sensible.

a) Influence directe.

Comme nous venons de le dire, nous n'examinerons ici que

celle des mouvements cycliques.

Soit donc le système formé par la charpente rigide du globe es

par certains anneaux de matière tournants, situés à l'extérieur ou

à l'intérieur de cette charpente. Appelons A, B, C les moments

principaux d'inertie constants de l'ensemble.

Prenons pour axes de référence Oxyz, Oçr£ (coïncidents) les

axes principaux de l'ensemble, fixes par rapport à la charpente.

Nous aurons alors :

A=^=cte
, B= #= cte

, C=C=cle,D=E= F=0,p=<ax,7=«y
,r= «s

et les équations différentielles du mouvement prendront la forme

(F) indiquée ci-dessus :

ra
y

) + (C— £)r</=L = 0, I

paz)^(A-C)pr=U = Oi
) (F')

q*,)-*-(B—A)qp = X = 0. ]

do9 dp

dt dt
7

dt
B
dq

di

de. dr— C —
dt dt
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Supposons encore que l'ellipsoïde d'inertie de l'ensemble au

point 0 soit de révolution ; alors B = A, et il vient :

dp C— A 1 fdtr.

_L _i- rq -j I —
dt A 7 A\dt

dq C— A
rp -

dt A 1

dr

dt

(F")

ax i <7
y ,

<7Z
sont des fonctions continues du temps connues, par

hypothèse, et contenant les petites masses au premier degré. Si nous

admettons a priori que p, q doivent èire très petits, du même

ordre que les m, le terme ^ (/> <r
y
— q tjjj est du second ordre

;

on peut le négliger et il vient pour la troisième équation :

dr 1 daz

h -= 0,
dt C dt

1

doù

1 / ' da„ cz

Cjdt C W

n étant une constante finie (*). Si nous substituons cette valeur

dans les deux premières équaiions et si nous négligeons encore

les termes du second ordre en m, nous obtenons

dp C-A 1 (d*x \
1 no h— nau

= 0,
dt A H A \dt

y
l

dq C— A i (da— n o -\
'

dt A As *-)-«•

Posons ^—- n = v et désignons les fonctions du temps

(*) Ce serait la valeur de r s'il ne se produisait pas de mouvements

cycliques.

11
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1 Cl7 — " *v) 1 Cl? + n **) Par P el Q- En additiîtionnant

les équations après avoir multiplié la seconde par t, il vient

d(p iq)

dt
iv(p iq) (P -+- t'Q)= 0. (2)

L'intégrale de cette équation pour P = Q = 0 est

p -4- iq = Ke'
v<

, (3)

K désignant une constante.

On peutobtenir l'intégrale de l'équation complète en employant

la méthode de la variation des constantes arbitraires, c'est-à-dire

en supposant que K est une véritable fonction du temps.

Alors en substituant la valeur (3) dans l'équation différentielle

(2), il vient

dK
e»'—- + {P+iQ) = 0,

dt

d'où

K =—f(P iQ)e-mdt -t- K',

K' étant une véritable constante. La solution prend alors la forme

p -f- iq = K'e,v
'—

ê*f-
(P iQ)e-ivt

dt, (4)

d'où on tire la valeur de p, q en séparant la partie réelle de

l'imaginaire.

Supposons par exemple qu'il s'agisse du mouvement cyclique

uniforme (autour d'un axe fixe dans le globe) d'un anneau de

masse m ; alors

ax = Ico COS a, ff
y
= la COS (3, a. = Iw COS y,

I représentant le moment d'inertie de l'anneau par rapport à son

axe de révolution, w sa vitesse angulaire de rotation, cos a, cos (3,

cos y les cosinus directeurs de l'axe de révolution par rapport aux

axes d'inertie.
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Alors aussi

/ \ (d<jx \ np=iU-H = -ï ,BCOsp==c,e^ p"'

La valeur de K devient

K = K' -+-(-+ i-) e~
m = K' - - (P0 + iQo)e-

w
,

\lv ivl V

et la solution est, par suite,

i *P0 Qo
p iq = KV V/

(P0 iQ 0 ) = K' (cos vl + i sin vi) 1

V V V

P0 et Q0 étant des constantes réelles; nous en déduisons :

Ml 4 Qo
p = K cos vi H j

V

Po
o = K'sin vt -•

V

Pour r, nous avons

Ico COS y
r = n : = n— R0 ,

R 0 étant une constante réelle.

Ainsi l'influence du mouvement de l'anneau est d'introduire

des termes constants dans chaque composante.

D'une façon plus générale, nous pouvons supposer, si <yx ,
<jyi

<7Z sont des fonctions périodiques du temps (de période u) :

P iQ = MtifJt
-+- M'e-i/A

', (M et M' étant des constantes)

alors

l~ M M' "I

L»(f* — y
)« J
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d'où la solution

M M'
p -4- in = R'em c'**' h e-^'

tM iM'= KV V/
-+- e^ r e-^'.

p — v p -+- y

K'cht se rapporte évidemmeni au mouvement eulérien (on

ehandlérien, si l'on suppose le globe légèrement élastique).

Les deux derniers termes introduisent, dans les expressions de

/>, q, des parties périodiques ayant la même période u que les

mouvements cycliques

r m m' i
p = K.' cos vt sin /ut,

L — v

T M M' 1

q = K' sin vt -*- -\ cos /ut,

L V fl vj

ou encore

M'jja — v) H- M (/a -+- v)
j

p = K' cos vt sin fit, /

(X?— -S 1

M(/u -+- v)— M' (a— v) l

q — R' sin vt h cos fit. \

fl}— v
2

I

On voit immédiatement qu'il peut se présenter ici un phéno-

mène, analogue à certains phénomènes de résonance, dans lequel

les oscillations de période p. aient de grandes amplitudes. Si u est

très voisin de v, les coefficients de sin et cos pt deviennent très

grands, et les perturbations de p et q dues aux mouvements

cycliques peuventavoir une valeur notable. Nous aurons l'occasion

de revenir plus loin sur ce genre de phénomènes lorsque nous

parlerons de la multiplication de Radau. Qu'il nous suffise de dire

ici que si l'on suppose —= 566 jours, —= 427 jours, l'ampli-

tude des oscillations peut devenir sextuple de celle correspondant à

un phénomène séculaire = 0) (*).

i
* Voyez A. Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 714.
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Dans un beau Mémoire (*) V. Vol terra a traité à fond l'étude

de l'influence de tels mouvements sur les déplacements du pôle.

11 faut observer que, jusqu'à présent, on n'a pas encore décou-

vert de phénomènes météorologiques ou géologiques de ce genre

qui possèdent une intensité suffisante pour pouvoir produire les

oscillations que l'on observe dans le mouvement du pôle. A vrai

dire, les courants marins peuvent assez bien être rangés dans la

catégorie des phénomènes cycliques; mais leur influence n'est

pas suffisante pour amener des oscillations du pôle de quelques

centièmes de seconde. Les recherches de Volterra ont donc plus

d'intérêt au point de vue de l'Analyse pure que de la Géophysique.

En outre nous ferons voir, sous le litt. 6, que, pour les phéno-

mènes non cycliques, l'influence indirecte est de beaucoup

supérieure à l'influence directe : les moments de quantités de

mouvement relatif sont toujours trop faibles pour amener des per-

turbations appréciables dans les circonstances du mouvement.

Outre les nombreux travaux de Volterra (**) sur la question

des mouvements cycliques, qu'il a résumés dans le Mémoire

en question, citons également ceux de A. Wangerin (***) et

E. Jahnke

b) Influence indirecte.

§ 1 . — Variation des axes principaux d'inertie

due aux déplacements de masses.

Pour évaluer l'influence des déplacements (non cycliques) de

masses sur le mouvement du pôle de rotation, nous calculerons

d'abord, dans ce paragraphe, la variation des axes principaux

d'inertie qui résulte de ces déplacements. Dans le paragraphe

(*) Sur La théorie des variations des latitudes. (Acta Mathematica. t. XXII,

1898
)

(**) Voyez la Bibliographie.

(***, Universitâtsùhrift, Halle, 1899.

(iv) Journal de mathématiques pures et appliquées, 5me série, t. V, 1899.
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suivant nous verrons quelle relation de position existe entre ces

axes et l'axe instantané de rotation.

*
* *

Avant de calculer la variation de position des axes principaux

d'inertie (spécialement de Taxe polaire OC d'inertie), montrons,

par un exemple, qu'il est absolument superflu de chercher

une variation quelconque dans la position du centre de gravité.

Pour prouver la légitimité de cette assertion, supposons, avec

J.-V. Schiaparelli (*), que le grand plateau central de l'Asie, dont

la masse est environ la cent-millième partie de celle du globe, se

soulève tout entier d'une centaine de mètres: le centre de gravité

de la Terre se déplacera d'une quantité cent mille fois plus petite,

c'est-à-dire d'un millimètre! Nous négligerons donc dorénavant

les déviations éventuelles du centre de gravité et nous ne nous

occuperons que du changement de position des axes principaux.

Considérons le trièdre trirectangle formé par les axes princi-

paux Ox, Oy, Oz de l'ensemble au temps t; nous appelons A,

B, C les moments principaux d'inertie qui y correspondent.

A l'instant suivant t -+- AJ, les petites masses étant déplacées

par rapport à la charpente rigide, les axes principaux d'inertie

de l'ensemble ne sont plus Ox, Oy, Oz, mais bien des axes Ox',

Oy', Oz r formant encore un trièdre trirectangle; nous nommons

A', B', C les moments principaux de l'ensemble au temps t -+- AJ.

Relativement au système primitif Ox, Oy, Oz, la nouvelle

configuration aura les moments d'inertie A -+- %A, B -+- %B,

C §C, et les produits d'inertie S/), %E, BF.

Appelons II la rotation angulaire qui peut faire coïncider Oxyz

avec Ox'y'z', et U^., Uy ,
Uz ses composantes suivant Ox, Oy, Oz

(fig. 6).

(*) De la rotation de la Terre sons l'influence des actions géologiques.

Saint-Pétersbourg, 1889, problème II (exemple). Voyez aussi F. Tisserand,

Mécanique céleste, t II, 4891, n° 206.
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Considérons une droite fixe A passant par 0 (*) ; elle fait avec

Ox, Oy, Oz des angles dont nous désignons les cosinus par a,6,c,

et avec les axes (principaux à l'instant suivant) Ox', Oy' t Oz' des

angles dont nous appelons les cosinus a -h 8a, 6 86, c 8c :

8a, 86, 8c désignent alors les variations des cosinus des angles

que fait une droite quelconque fixe A avec les axes principaux

de l'ensemble.

z z
1

Fig. 6.

Ces variations sont celles des coordonnées a, 6, c du point A0

(situé sur la partie positive de A, à la distance -4-1 de 0); par

suite elles sont exprimées par

Uzb— U
y
c,

j

Uxc— U,a, \ (1)

Uya— U,6; )

en effet tout se passe comme si le trièdre des axes principaux

restait fixe et que le point A0 subissait la rotation — TJ.

Evaluons de deux façons le moment d'inertie I de l'ensemble

au temps t -+• A/ par rapport à l'axe A.

Si nous le calculons au moyen des moments et produits d'inertie

pris par rapport aux axes primitifs Ox, Oy, Oz, nous obtenons

I = (i + M)a* {B $B)b* + (C+ §cy
— 2 . $D . bc— 2 . SE . ca— 2 . 3F . u6, (2)

(*) Voyez G.-H. Darwin, op. cit., 1877, § 11, et P. Schwahn, op. cit., 1887, § 6.
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tandis que si nous le déterminons au moyen de ses moments

principaux A f

,
R', C\ nous avons, en négligeant les termes du

second ordre,

I = À' (a +• Saf IV (b Sbf + C(c Scf

= A'a*+ B'b* + Ce*

24' . a<?a --
. bSb + 2C . cJc. (3)

Cette dernière expression devient, si Ton introduit les valeurs (1)

de Sa, 86, 8c,

I = 4'a" BV Ce8— SiC — fl')6c . U,

— 2(4'— C')ca.U
y

— 2(B' — 4')a6.U,. (4)

Les valeurs (2) et (4) de 1 doivent être identiques quels que

soient les cosinus a, 6, c, c'est à- dire quelle que soit la position

initiale de A par rapport aux axes principaux. Cela exige que, aux

termes du second ordre près, on ait

( A' = A + SA,
j

|
B' = B -h ofl, (5)

puis

sd sd

C — B' (C— B) + (SC — SB)

SE SE
y A'—C (A — C) + (SA— SC)

/ SF SF
Uz " B'—A'

=
(B— A)+ {SB— SA)

'
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Lorsqu'on peut négliger les différences SC — bB, . . . , les for-

mules (6) s'écrivent simplement :

3D

v>=T=c' >
(6,)

B— A

Pour la Terre on pourra toujours supposer qu'on puisse écrire

A = B

au moins à un certain degré a"approximation. Dans ce cas la

valeur de Uz devient illusoire (*). Mais il est clair qu'on peut

prendre alors

oF=0,

car tous les axes situés dans le plan xOy sont principaux d'inertie
;

cela donne

IL = 0,

Le déplacement angulaire des axes principaux a donc pour

composantes :

cl —

C— A

âE

C— A

0;

(*) Pour plus de détails sur les variations de position des axes princi-

paux et sur l'ordre des différences C— A,C — B,B— A, consultez le Traité de

mécanique céleste, de F. Tisserand, t. lï, 4891, n° 207, et Die mathematischen

und physikalischen Theorien der hôheren Geodàsie, de F.-R. Helmert, t. II,

1884. chap. V, pp. 419 et suiv. Voyez aussi Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 710.
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par la déformation (mouvement des petites masses) du système,

le nouvel axe polaire Oz' d'inertie s'écarte donc de l'ancien Oz
de l'angle

l/W SE1

i/u;- u;- r

c _ A
(7)

dans la direction qui a pour longitude, comptée dans le sens

positif à partir de zOx, celle L donnée par

Ux w

Dans ce qui suit nous supposerons que la Terre est un ellip-

soïde de révolution dont l'ellipticité est

*=^= 0,0033439,

valeur déduite par le géodésien anglais A. R. Clarke (*) des

mesures directes des arcs de méridien, et que sur cet ellipsoïde

(rigide ou faiblement élastique) se produisent certains déplace-

ments de masses m très petites (ne faisant pas partie de l'ellipsoïde).

Imaginons d'abord qu'en un point M d'un méridien quelconque,

situé oui ou non à la surface de la Terre, vienne se placer une

masse additionnelle m, que nous supposerons en premier lieu

provenir de l'extérieur. Un exemple de ce cas serait donné par la

chute d'un aérolithe à la surface du globe. Désignons par 1, R la

latitude et la distance (au centre 0 de gravité de la Terre) du

point M. Si, pour simplifier, nous prenons le méridien comme

plan des xz, nous aurons pour les coordonnées de M :

/ x = R cos A,
j

z = R sin A

(*) Voyez sa Geodesy, Oxford, 1880, p. 316. Pour la valeur de l'ellipticité

terrestre, voyez F. Tisserand, op. et lib. cit., p. 368.
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Les produits d'inertie sont

âD = myz = 0,

4

SE = mzx = mR2
sin A cos x = — mRJ

sin 2a,
2

dF= mxy = 0,

tandis que les nouveaux moments principaux ont pour valeurs

A' = A §A=A »w(î/
2

-+- z*) = A mR 2
sin

2
A,

£' = B + = A -t- m(z2 x 2

) = A + mR 2

,

C = C SC =*= C + m{xï + ^1 = 0 + mR2
cos

2
A.

D'après les formules (6), les composantes suivant Ox, 0?/, Oz

du déplacement angulaire des axes principaux sont

Ux= 0,

-mR 2
sin 2a

U —
C — A' {C - A) + mR2

cos 2a

i mR2

2C— A
sin 2A

mR2

cos 2a

Ainsi l'axe d'inertie OC se déplace suivant le méridien Ozx

passant par M, du côté opposé à m, de l'angle

1 mR*
sin 2a

il— * C' A
mR 2

4 h cos 2a
C— A

D'après un théorème dû à Clairaut,
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où M désigne la masse du globe, e son ellipticité, R' son rayon

équatorial et ? = le rapport de la force centrifuge à l'inten-

sité de la pesanteur à l'équateur. On peut en déduire

wR'2 3 \

£

2

puis

mK1 m R2 MR /2

= 927
C— A M IV

2 C— A M (*)"

Supposons qu'il s'agisse d'un déplacement à la surface du globe
;

en toute rigueur on a

R = R'(1 — esin 2
A),

mais on peut très bien prendre R = R'. On obtient alors pour la

valeur de a

m
463,5 - sin 2A

M m
& = n = = — 463,5- sin 2a

m M
1 •+• 927 - cos 2x

M

/ m\ 2

-- 463,5— sin 4A— ....

\
M /

Si l'on néglige les puissances supérieures à la première du

rapport ^, qui est toujours très faible, on peut prendre avec une

exactitude suffisante (*)

& == U
y
= — *63,5^ sin 2A; (9)

cela revient à employer les formules (6
;

) au lieu des formules (6),

(*) Pour le coefficient numérique Helmert et Sommerfeld indiquent 456,

Radau 460, tandis que Schiaparelli, se bornant à une évaluation assez

grossière, donne 506. Le nombre que nous adoptons est celui de Schwahn.
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La dernière valeur de 3- montre que l'adjonction de la masse m
a pour conséquence de déplacer le pôle d'inertie C suivant le

méridien, du côté opposé à m; cette adjonction produit son effet

maximum lorsqu'elle a lieu sous une latitude "k de 4-5° boréale ou

australe.

On peut obtenir l'effet du départ d'une masse m (au lieu d'une

adjonction) en affectant m du signe moins (*) dans les formules

précédentes.

Si l'on a affaire à plusieurs adjonctions ou départs de masses

isolées m, m', m",..., on pourra composer les déplacements

partiels du pôle d'inertie C en un seul d'après la règle de la

composition des petits déplacements.

Ainsi l'influence du déplacement, suivant le méridien, d'une

masse m passant de la latitude / à la latitude V, peut s'obtenir en

imaginant qu'une masse m soit enlevée au point M de latitude

et qu'une masse égale m soit ajoutée au point M' de latitude V.

Par suite le déplacement correspondant du pôle C sera :

— m -+- m
Uv
= — 463,5 sin 2X— 465,5 sin 2A'

M M

m= 463,5 — (sin 2A— sin 2a')
M

m= 927 — sin (A— A') cos (A -f- A').
( 1 0)M

On tire cette conclusion : Si l'une des latitudes est boréale et

l'autre australe, l'influence du transport de la masse m suivant le

méridien peut devenir notable : le maximum de la déviation se

produit pour l= 45° N et V = 45° S (ou inversement), et cette

valeur maxima est 927 ^.M
*

On peut calculer de la même façon le déplacement du pôle

d'inertie C dû au transport d'une masse m le long d'un parallèle.

Si l désigne la latitude de ce parallèle et /, V les longitudes (**)

(*) Voyez Schiaparelli, op. cit., 1889, problème I (remarque).

(**) Nous comptons les longitudes dans le sens des rotations positives.
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respectives des positions initiale et finale de m (dont nous repré-

sentons les coordonnées par x, y, z et x f

, y', z'), nous aurons :

x = R cos X cos l
y

\
|

x' = R cos X cos /', \

y R cos i sin /, > ' t/' = R cos X sin l
r

, >

z = R sin ; ) ( z' = Rsin>;
)

R représente encore la distance de m au centre 0 de gravité.

Par l'application des formules (6"), nous obtenons :

3D (— m)R 2
sin x cos > sin / ( m)R*sin X cos x sin /'

= sin 2a (sin /'—sin l)= 463,5 — sin 2x (sin /' — sin /),
"2 C-A M "

c?2£ (— m)R2
sin x cos }cos/-+-(-4-m)R

2
sinxcos;LCOs/'

U
C-A C-A

- ^ si° 2> (cos i— cos /')= 463,5^ sin 2x (cos / — cos /'),

pour les composantes de la déviation, soit

et

d'où

$ = VVl + U 2 = 927 - sin 2i sin -(/' — /),
M. >-

tgL =-^= -cotgi(/-f /'), (12)

L= i(/ + /') — 90°. (12')

pour la valeur absolue & de la déviation et pour l'angle L que

forme son plan avec le plan zOx.

Ainsi le déplacement du pôle d'inertie C se fait dans un méri-

dien perpendiculaire au méridien moyen [de longitude^ (I 1')] et

dans le sens opposé à celui du mouvement de m.
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Pour déterminer le déplacement du pôle d'inertie résultant

d'un transport radial d'une masse m, suivant la verticale géocen-

trique du point M (où m se trouve avant le transport) de latitude

\ écrivons encore l'expression donnée ci-dessus pour l'adjonction

de la même masse au même point M :

1 ?*R2

sin '2x1C—A 1 mR2

S - U„ = — — sin 2>

cos 2x
C- A

fi mR'2
\
2

VICIAI
sin 4> —

Supposer qu'une masse m située en un point interne du globe

soit soulevée en W de la hauteur 8R (mesurée suivant la

verticale OM) revient à imaginer qu'il se produit en M un départ

de m et en M' une adjonction de m.

Nous avons :

mR2 m I R ,

2 MR'2

C— A M \R'/ C-A
m(R + m?
C—A M

/r -h rmy MR /2

\ R' / C-A

représentant le rayon équatorial de la Terre et M sa masse

totale; ^—-=927, comme nous l'avons vu ci-dessus. Si nous

nous bornons, dans le développement précédent, au terme du

premier ordre en g, nous obtiendrons pour valeur de la compo-

sante U
y

:

1 (-*- m) (KV 1(+ m) /R - mV
IL = - - — 927 sin 2x 927 sin 2>

l 2 M \R7 2 M \ R' /

4 m [~(R <m)
2 — R2

1= 927 sin 2a
2 M L R '2

J

L R71

J
" 927

s 1
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ou, en négligeant la seconde puissance de oR,

m R ;H

» = u
» =
- !h!7

MiFïr
si
" 2i

Si Ton suppose que le soulèvement de m se fasse près de la

surface, on peut prendre ~ = 1 ; alors l'expression de 3- devient

m o
xR

ar~=-927
si;

sin2l. (15)

On voit donc que l'effet dû à l'exhaussement vertical ùR de la

masse m s'obtient en multipliant par 2
r

jp celui que produirait

l'addition de cette masse au même endroit (*).

On peut ainsi remarquer que des soulèvements ou affaisse-

ments locaux ont beaucoup moins d'influence, toutes choses

égales, que des déplacements à la surface.

* *

Les expressions que nous venons d'établir pour les composantes

du déplacement du pôle d'inertie C se rapportent à différents

cas particuliers de transports de masses isolées. Pour pouvoir

appliquer ces formules au cas de soulèvements ou affaissements

séculaires de continents ou de mers, nous devons les généraliser

de manière à ce qu'elles puissent être encore valables pour des

changements de position de masses distribuées d'une manière

continue à la surface (ou à l'intérieur) du globe.

Désignons par R le rayon moyen terrestre, par / et a la longi-

tude et la latitude d'un élément de masse dm, par o la densité

de la Terre près de son écorce (**), et par K. f (/, X) la hauteur

du soulèvement (ou la profondeur de l'affaissement) de dm en

(*) F. Tisserand, op. et lib. cit., p. 486.

{**) Nous nous bornerons ici à étudier les soulèvements ou affaissements

des parties voisines de la surface de la Terre. 6 est supposée constante sur

toute la surface du globe.
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fonction des coordonnées géographiques /, X de cet élément (*).

Le volume élémentaire d-z, contenant l'élément dm de masse,

s'exprime en coordonnées polaires par

dr = R dx x R cos > . dl x K . /((, \) = Rs K . /'(f, \) cos ïdxdl',

l'élément dm est alors :

dm = $ . dr = R2K£ . /"(/, i) cos ididl.

Les produits d'inertie qui naîtront du déplacement de toutes

les masses élémentaires analogues seront fournis par

\» Zyzdm == - R4
. K3 .JJ f(l, >) sin 2x cos > sin /<ù<//,

SE = ï.zxdm = - R4
. K.S .JJf(l, x) siu 2x cos » cos Uxdl,

(14)

puisque

x = R cos i cos /,

y = R cos X sin /,

x = R sin >,

sont les coordonnées de dm.

D'après la formule de Clairaut rappelée ci-dessus,

MR'2 4 r
C— A ——— = - -— R /8R5^m , (15)

927 3 9-27

ôm désignant la densité moyenne du globe et R' le rayon équa-

torial.

Les formules (6")

M)
LT,

~C— A

(*) K est considérée ici comme une grandeur linéaire
; f (l, A) est la loi

de variation en question, se chiffrant en nombre abstrait.

12
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combinées aux valeurs (14) et (15), permettent de déterminer les

composantes UT ,
U

T/
du déplacement du pôle d'inenie C.

La difficulté d'appliquer ces formules à des cas particuliers

provient du fait qu'il n'est pas commode, en général, de spécifier

la fonction f (/, X). Les émergences et les dépressions terrestres

ont des contours très irréguliers; et, à l'intérieur de ces contours,

la loi de variation de l'intensité du mouvement avec la longitude et

la latitude du lieu ne peut guère être fixée d'une manière certaine.

Pour ces causes la fonction f (/, X) ne peut être déterminée

commodément.

Cependant il est possible, si Ton se borne aux grandes lignes,

de faire quelques hypothèses approchées (plus ou moins gros-

sières) sur cette fonction ; c'est ce qu'a fait G.-H. Darwin dans

son célèbre Mémoire de 1877 (*). On peut comparer alors les

résultats correspondant à ces hypothèses avec ceux de l'observa-

tion, et tirer de la comparaison quelques conclusions relatives à

la répartition des creux et des reliefs de l'écorce de notre globe.

*
* *

Le moyen de calculer les déviations du pôle d'inertie C ayant

été indiqué, examinons très brièvement quelle est l'importance

numérique des changements que nous voyons s'opérer sous nos

yeux (**).

Éruptions volcaniques. Il ne semble pas que le centre d'ébran-

lement des tremblements de terre, précédant ou accompagnant

(*) Philosopkical Transactions, t. CLXVII, 1877, p. 290, § 14 : Forms of

continents and seas produce the maximum deflection of the polar axis . Voyez

aussi P. Schwahn, op. cit., §8.

(**) Pour les renseignements numériques, on peut consulter l'excellent

article Ju D r K. Zôppritz : Der gegemuàrtige Standpunkt der Geophysik.

(Geographisghes Jahrbuch, t. VIII, Gotha, 1880.)
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des éruptions volcaniques, ail jamais élé situé à une profondeur

supérieure à 5kmb\

Admettons qu'un volcan, comparable au Tambora de l'île de

Soumbava (*), soit situé sous la latitude de 45° (boréale ou aus-

trale) et qu'il rejette, dans une de ses éruptions, un volume de

14km35 de cendres parti de la profondeur 5km5. Nous nous

plaçons dans une hypothèse fort avantageuse, comme on le voit;

car c'est sous la latitude de 45° qu'un transport radial de masse

a le plus d'influence, et le volume de 14km35 est, d'après

Zolikofer, celui que le Tambora a vomi dans son éruption si

violente de 1 815. En employant la formule (13) donnée ci-dessus,

nous trouvons (**)

9 M 6570

soit à la surface du globe

Ml" = — 0m01

,

R" représentant le rayon polaire.

Si, toutes choses égales, on admettait que ce volcan rejetât un

volume de cendres égal k celui que le Vésuve a vomi dans son

éruption la plus violente (connue depuis 1631), on trouverait

seulement

*R" = — 0m000 000 6.

Si le volcan en activité est supposé placé sous l'équateur,

> « 0, sin 2), = 0, et

*R" = 0 :

(*) Petite île de la Sonde, voisine de celle de Java. Le Tambora a, en

réalité, une latitude voisine de 8° (australe).

(**) Dans cette formule B0 représente la densité des cendres évaluée en

kilogrammes par kilomètre cube et M le poids du globe (environ 6 X 1024

kilogrammes).
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l'éruption n'a alors aucune influence sur la position du pôle

d'inertie; niais on peut voir que la durée du jour subit une très

légère fluctuation (*)

On constate donc que les éruptions volcaniques actuelles

(isolées) ne peuvent guère apporter de changement appréciable

dans la position du pôle d'inertie C à la surface du globe. Cepen-

dant il est possible que, dans le cours des siècles, l'action répétée

d'éruptions voie ses effets s'accumuler jusqu'à produire une dévia-

tion de ce pôle de quelque importance; cette remarque est surtout

à noter pour un globe non rigide, mais plastique (**).

Soulèvements et affaissements séculaires de continents. —
G. -H. Darwin s'est demandé (***) quelle aurait dû être la

répartition des intumescences et des affaissements (qui déter-

mineraient la configuration des terres et des mers) capable de

produire le maximum de déviation du pôle C.

La solution (que nous ne pouvons reproduire ici), basée sur le

calcul des variations, indique que la ligne de séparation entre les

continents et les océans aurait dû être l'intersection d'une surface

conique avec la surface du sphéroïde terrestre
(

IV
).

Ce savant calcule aussi le déplacement de C qui résulterait d'un

soulèvementactuel d'un continent, accompagné d'un affaissement

correspondant, dans les conditions qui assurent le maximum

d'effet.

En employant les formules (6"), (14), (i 5) avec ces conditions

(*) Voyez L. Picart, op. cit., 1897, § 15.

(**) Voyez G.-H. Darwin, op. cit., 1877, § 4, et J.-V. Schiaparelli, op. cit.,

1889, articles II et III.

(***) Op. cit., § 14.

(iv) Voyez aussi P. Schwahn, op. cit., § 8.
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de maximum, on trouverait avec lui ces résuhals pour une hau-

teur de soulèvement de 100 mètres (*) :

Aire de soulèvement, en fraction

de la surface totale du globe.

Déviation en secondes du pôle
d'inertie C.

0.001 4.4

0.005 22

0.010 44

0.050 210

0.100 387

0.200 660

0.500 950

Ainsi, si le continent africain (représentant environ les 0,059

de la surface totale du globe) était soulevé de 100 mètres, le pôle

C ne serait encore dévié que de 4 minutes d'arc.

Un soulèvement de 1 mètre par siècle d'un continent représen-

tant les 0,025 de la surface totale, accompagné d'une dépression

équivalente, ne produirait qu'une déviation de \ " en un siècle,

soit en moyenne de 0",01 par an. Il est clair qu'on ne constate

actuellement aucun soulèvement de cette importance.

S. Haughton (**) a appliqué aussi les formules (14) que nous

avons données ci-dessus au calcul du déplacement du pôle qui

résulterait du soulèvement continu de grands continents. En

prenant pour surface de comparaison celle de l'ellipsoïde, homo-

thétique à celui des mers, possédant le même volume que la

masse totale solide du globe, il supposait que la hauteur moyenne

(*) Voyez F. Tisserand, op. et lib. cit., p. 531. Radau a réduit les chiffres

de Darwin, donnés pour un soulèvement de 10 000 pieds, à ceux corres-

pondant à une élévation de 100 mètres.

(**) Proceedings of the Royal Society, Londres, t. XXVI, 1878.
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des continents au-dessus de cette surface était de 2 660 mèlres.

II a obtenu de la sorte pour composantes du déplacement polaire

dù au soulèvement des continents et à l'affaissement des vallées

océaniques, les résultats suivants, exprimés en kilomètres (*) :

Composantes du déplacement
du (.ôle Nord d'inertie

suivant les méridiens de

Continents et mers. ©0
M M

&

g a g
as

Détroit

Hchringt

3
1

Europe et Asie..... 31.5 106.9

Afrique 1.7 14.5

Soulèvements ( Amérique du Nord . . . 8.2 56.6

Amérique du Sud.... 10.7 18.8

Australie et Océanie . . . 16 2 16.2

Affaissements
\ Océan pacifique septentrional

Océan pacifique méridional

.

127.8 83.8

134.4 1.8

Ces chiffres ne peuvent se rapporter qu'aux cataclysmes qui

se seraient produits avant la venue de l'homme sur la TYrre.

Si l'on calcule la déviation du pôle d'inertie qui résulterait de

l'élévation de 10 centimètres de chaque continent, on obtient:

Europe et Asie déviation de 4m 17

i Afrique 0.55
j

Amérique du Nord 2.15

Amérique du Sud 0.81 \

Australie 086;

(*) Voyez aussi P. Schwahn, op. cit., §9. Pour l'altitude moyenne pro-

bable de la terre ferme, consultez aussi les travaux de Krummel, Penck,

SUPANT, MURRAY, DE TlLLO, DE LAPPAIENT, etc.
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d'après cela, un soulèvement de 1 centimètre de l'Europe et l'Asie

pourrait seul produire une déviation du pôle décelable par l'ob-

servation ;
pour les autres continents un tel soulèvement n'aurait

pas de répercussion sensible sur la position de ce pôle.

On peut encore montrer, en se servant toujours des formules

(6"), (14) et (15), que si la Suède et la Norwège se soulevaient

(ou s'affaissaient) de 2 mètres, le pôle se déplacerait de 1 mètre

environ.

Si l'on a constaté effectivement un soulèvement de ces con-

trées (*), la valeur numérique que Humboldt a indiquée, soit

100 mètres en 8000 ans, ne permet pas d'attribuer à ce phéno-

mène une influence actuelle sensible sur le déplacement du pôle.

Dans son Mémoire de 1889, J.-V. Schiaparelli s'est livré aussi

à des calculs de ce genre. Il a trouvé que le soulèvement du grand

plateau central de l'Asie (du niveau de comparaison à son alti-

tude moyenne) aurait eu pour conséquence de rapprocher le pôle

d'inertie de l'Amérique d'une vinglaine de mètres.

Comme conclusion de ce qui précède, nous dirons que les soulè-

vements ou affaissements actuels des continents ou des vallées

océaniques ne semblent pas suffisants pour pouvoir déplacer le

pôle d'inertie de quelques centièmes de seconde.

Influence des mers : marées océaniques, courants marins, etc.

— Indépendamment de l'influence que peuvent avoir l'existence

et le frottement des marées océaniques sur la durée du jour

sidéral et le mouvement de la Lune (**), ces marées peuvent

encore exercer une action sur la position du pôle d'inertie C à la

surface de la Terre. Ces marées sont produites par l'action com-

binée de la Lune et du Soleil ; l'action de ce dernier n'étant

qu'environ la moitié de celle de la Lune, on peut supposer, pour

simplifier, que c'est ce satellite qui produit à lui seul le gonfle-

ment des mers. Nous avons admis que les moments d'inertie de

(*) Voyez les œuvres de Celsius, Linné, L. V. Buch.

(**) Voyez les nombreux travaux relatifs à Yaccélération séculaire du

mouvement de la Lune (Cf. Bibliographie).
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la Terre par rapport à deux axes équatoriaux rectangulaires sont

égaux

A=B,

si l'on fait abstraction des mers. Mais l'intumescence liquide,

due à l'action lunaire, détruit cette égalité, et le pôle d'inertie C

est dévié en C : le pôle C tourne autour de son ancienne

position à mesure que le flux se déplace en faisant le tour de la

Terre.

Soient m, M les masses de la protubérance liquide et du globe

solide sous-jacent, s la base du volume (sensiblement) conique

de cette protubérance, S la surface de la Terre, h la bauteur de

la marée, R le rayon moyen terrestre. En prenant pour densité

moyenne de la Terre 5,56 (par rapport à celle de l'eau prise pour

unité), nous aurons (*)

1
,- h. s X 1

m o h s

M
=

i

=
55 400 000

X
S

- R . Sx 5,56
5

Si nous supposons que le centre de la protubérance soit situé

sur le parallèle de 20°, si nous composons les résultats dus aux

deux protubérances opposées et aux deux dépressions opposées,

nous obtiendrons, en appliquant la formule (9)

Am 4s/z
mè,res

9- = _ 463,5 — sin 40° = i,72— - < i,72A,
M S 4

mèlre

h désignant la hauteur de la marée exprimée en mètres. Si Ton

adopte h = 0,6, le déplacement du pôle C est encore inférieur à

une seconde d'arc.

Nous exposerons plus loin une application de ce résultat due

à Radau : nous verrons que, quoique cette déviation du pôle

(*) F. Tisserand, op. et lib. cit., p. 535.
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d'inertie soit très sensible, sa répercussion sur la position du pôle

de rotation est presque nulle à cause de la brièveté de la période

de la marée.

Relativement aux courants marins, nous serons très concis.

Outre Vinfluence directe qu'ils exercent sur la rotation delà Terre,

ils peuvent encore amener certaines variations dans la répartition

des masses. D'après la remarque de J. Lamp (*), il semble

ressortir de l'étude des courants océaniques que l'hémisphère

boréal est chargé pendant l'été d'un excédent d'eau, et que cet

excédent se transporte en hiver sur l'hémisphère austral; cette

variation dans la distribution des masses pourrait expliquer jusqu'à

un certain point le déplacement observé du pôle d'inertie.

Fonte ou déplacement des glaciers. — Dans son discours

présidentiel de Glascow (**), W. Thomson a émis l'avis que (les

mouvements des vents et des mers et surtout) la fonte d'une

calotte de glace au pôle pourrait amener un déplacement polaire

de 0",5, résultat qui a été contesté par S. Newcomb (***) et

F. R. Helmert
(
IT

). D'après A. Waters
(
v
), la fonte d'une telle

calotte aurait pour effet, vu la configuration des terres et des mers,

de déplacer le pôle Nord d'inertie sur le méridien de 45°44' (Est

Greenwich), par la surévélation du niveau des mers à laquelle

elle donnerait lieu. [Celte surévélation serait de 8m,7 si on sup-

posait qu'elle fût causée par la fonte d'un amas circulaire de 1000

pieds (31

3

m
,8) limité par le parallèle de 70°N; évidemment cette

hypothèse est de beaucoup exagérée].

(*) Ueber Niveauschwankungen der Ozeane als eine môgliche Ursache
der Verànderlichkeit dcr Polhôke. (asthonomische nachrichten, t. CXXVI,
1891, no 3014).

(**) Voyez Report of Meeting of the Britisk Assoc. for the adv. o\ Se,
Londres, 1876, p. 11.

(***) Op. cit., 1892.

(iv) Op. etlib. cit., 1884

(v) Table ofeffect of mouvement of the surface of the globe... (Manchester
Lit. and Phil. Society, 1877.) Voyez aussi les travaux du géologue anglais

Belt.
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S. Newcomb fait observer qu'un tel phénomène doit avoir un

effet d'autant moindre qu'il se produit plus près du pôle : ce qui

est le cas ici.

Les glaciers isolés, bien que plus éloignés du pôle, ne peu-

vent amener des variations sensibles dans la position de ce pôle

à cause de leurs faibles masses. Il est donc superflu de se livrer

ici à une estimation quelconque.

Chutes de neige et de pluie. — Comme nous venons de le

dire, W. Thomson a invoqué les phénomènes météorologiques

comme cause pouvant produire les déviations très sensibles du

pôle.

En se plaçant dans les conditions les plus avantageuses,

S. Newcomb (*) a trouvé que ces déviations ne pouvaient

guère atieindre 0",0o; cependant il pensait que, giàee à la

multiplication indiquée par Radau (voyez paragraphe suivant), le

pôle de rotation pourrait subir des déplacements atteignant

quelques dixièmes de seconde. Il allait même jusqu'à dire que

les mouvements observés du pôle de rotation pourraient être

attribués à des chutes annuelles de neige, si l'hiver en Sibérie et

l'hiver dans l'Amérique du Nord se produisaient alternative-

ment : ce qui est, du reste, contraire à la réalité.

Les données sur les quantités d'eau annuelles moyennes

tombées sous forme de pluie sont très divergentes. Si nous

admettons que les pluies peuvent recouvrir en un an la surface

du globe d'une couche d'eau de 0m73 (**), si nous supposons

qu'une masse de hauteur h y
recouvrant uniformément cette

surface, soit concentrée à 45° de latitude, la grandeur du dépla-

cement du pôle C est exprimée, d'après la formule (9), en

secondes d'arc par

(*) Op. cit., 1892.

(**) P. Schwahn, op. cit., § 7.
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4
où h est mesuré en mètres. Si nous admettons aussi que ^ I e

l'eau tombée n'est pas évaporée, nous obtenons :

Sr = — 0"059

puisque alors h = 0,0075. Mais ce résultat doit être notablement

réduit, car il ne se produit pas d'accumulation d'eau en un point;

la masse d'eau se répartit sous des latitudes diverses. L'influence

immédiate des pluies est donc insignifiante.

Ruissellement, formation des alluvions. — Le mécanisme

connu .le l'évaporation de l'eau et de la chute de celte dernière

sous forme de pluie a pour conséquence de produire le ruissel-

lement de l'eau à la surface de la Terre, la formation des rivières

et des fleuves.

Indépendamment de Vinfluence directe des cours d'eau, il

peut encore se produire des déplacements du pôle d'inertie dus

à des transports de masses (changeant leur distribution). Ces

cours d'eau enlèvent continuellement des particules de roches,

de terrains déjà sédimeniaires et les laissent se déposer à leur

embouchure sous forme Rallumons. Les fleuves et les rivières

ne sont pas seuls à produire des érosions : la mer elle-même

ronge les rives qui l'entourent; seulement, d'après J. Murray (*),

son action serait environ dix-sept fois moindre que celle des

eaux courantes; d'après A. de Lapparent (**), elle ne serait que

dix fois moindre.

Si l'on considère la répartition actuelle des cours d'eau, on voit

immédiatement que l'effet résultant de leurs actions sur la posi-

tion du pôle d'inertie C ne peut pas s'obtenir en additionnant

les actions respectives de chaque fleuve, mais bien en détermi-

nant leur résultante géométrique. Si les grands fleuves de Sibérie

(*) Scotiish Geographical Magazine, 1887-1889.

(**) La destinée de la terre ferme, Paris, Bloud, 1904. (Collection Science

et Religion).
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montrent une tendance à déplacer le pôle Nord d'inertie dans

le méridien de longitude Î00°E (Est de Greenwich), le M issis-

sipi semble solliciter le même pôle à se déplacer dans le méri-

dien de longitude 90°0 (de Greenwich). Le Dniéper, le Don, le

Volga contr< balancent de la même façon l'influence du Nil, de

l'Amour, du Fleuve Bleu, du Fleuve Jaune, etc. Seul l'Amazone,

à l'action duquel ne s'oppose aucune autre de même intensité,

peut avoir une influence sensible sur le déplacement du pôle,

car son cours est voisin de l'équateur. Enfin il faut remarquer

que l'indus, le Gange et le Bramapoutre ont une tendance à

renforcer l'action des fleuves de Sibérie.

Pour déterminer l'action de chaque fleuve, il faut aussi con-

naître son débit et la proportion de limon qu'il charrie. Nous ne

pouvons évidemment pas nous livrer ici à des estimations de ce

genre; contentons-nous de dire que les chiffres varient dans de

grandes limites. La proportion moyenne la plus probable des

matières solides entraînées par les eaux serait, d'après

J. Murray (*), de 58 parties pour 100000, ce qui est à peu près

le chiffre indiqué par Geikie, de Lapparent, Reclus.

Pour A. Waters (**), l'apport total des fleuves est distribué

par les courants marins de manière que l'hémisphère Sud

reçoive chaque année un excédent de 3 250 millions de tonnes.

En employant la formule (9) donnée plus haut et en supposant

la masse concentrée à 45° de latitude (correspondant à l'effet

maximum), on trouve

Sr = — 0"015

par siècle; mais cette opinion semble exagérée.

En appliquant la formule (10) précédente relative au trans-

(*J Op. cit.

(**) Inquires concerning a change... (Manchester Lit. and Phil. Society,

t VI, 1879.)
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port d'une masse m, Lloyd Morgan (*) a donné les chiffres sui-

vants :

FLEUVES.
Déplacement en mètres

du pôle d'inertie
en une durée de

Mississipi .... 0.152 6 000 ans

0.109 2 358 »

Danube .... 0.110 6 842 »

Enfin, selon Twisden (**), par l'action des fleuves, ii se produi-

rait actuellement une tendance du pôle Nord à se déplacer dans

le méridien 90° E (de Greenwich).

J. V. Schiaparelli (***) a fait l'hypothèse suivante. Il supposait

que le grand plateau central de l'Asie pût être charrié en entier,

mais petit à petit, par les fleuves de l'Inde jusqu'au fond de

l'Océan et que le centre du nouveau dépôt ainsi formé se trouvât

précisément sur l'équateur. Alors le pôle d'inertie descendrait

le long du méridien moyen du haut plateau et s'approcherait de

son centre d'une grande quantité, soit 30km5. Il va sans dire

que nous ne pouvons tirer aucune conclusion de là pour estimer

l'ordre de grandeur des déplacements du pôle produits par

l'érosion continentale actuelle : en effet, nous n'avons aucune

idée du temps que devrait durer ce charriage.

Comme résumé de ce qui vient d'être dit, l'action fluviale ne

peut produire que des actions séculaires de faible intensité.

Action chimique des eaux. — A l'action mécanique des eaux

(*) On geological Urne. (Geol. Magazine, Londres, 1878.)

(**) The déplacement of the Earth's axis. (Manchester Lit. and Phil. Soc,

1878; Quarterly Journal of the Geological Society, Londres, 1878.)

Voir également les estimations de Lyell.

(***) Op. cit., 1889, probl. III.
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vient s'adjoindre leur action chimique, beaucoup plus efficace

qu'on ne pourrait le croire : en effet, elles contiennent une pro-

portion assez nolable d'acide carbonique, soit qu'elles l'emprun-

tent à l'atmosphère, soit qu'elles en trouvent la source dans la

décomposition des matières organiques du sol. Cet acide carbo-

nique, dissous dans l'eau, corrode les calcaires et attaque à la

longue le feldspath des granits.

T. Mellard Reade (*) évalue à 12 900 ans le temps que

mettrait l'action chimique seule pour enlever un pied anglais, soit

O^OS, à la surface de l'Angleterre ; si ce chiffre est exact, il se

produira, pendant ce laps, un déplacement polaire de

En 1885, dans son discours présidentiel de la Société Géolo-

gique de Liverpool, il admet que, pour le Mississipi, le Danube et

le Nil, les matières dissoutes doivent être aux sédiments charriés

mécaniquement comme 7 est à 5, c'est-à-dire que l'action chi-

mique de ces fleuves est plus que double de l'action mécanique.

Selon A. L. E\ving(**),dans la région des Apalaches les terrains

calcaires doivent perdre 300 mètres en un million d'années.

Mais ces chiffres paraissent exagérés. Il est plus prudent de

s'en tenir à l'estimation de J. Murray (***) d'après laquelle l'action

chimique ne serait, au contraire, que la moitié de l'action méca-

nique. Selon ce savant, les eaux fluviales contiennent par kilo-

mètre cube environ 182 tonnes de substances dissoutes (dans

ce total les carbonates entreraient pour 100 tonnes, la silice pour

18, les sulfates pour 20). A ce taux, l'ensemble des fleuves

apporterait chaque année à la mer près de 5 kilomètres cubes de

matières dissoutes qui y seraient fixées par les organismes marins,

tels que les globigérines, les diatomées, les coraux, etc. (
nr
).

(*) American Journal of Science, (3), t. XIII.

(**) American Journal of Science, (3), t. XXIX.

(***) Scottish Geographical Magazine, 1887.

(iv) Voyez aussi les travaux de Daubrée, Bischof, Breitenlohner.
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On peut s'assurer, en appliquant les formules précédentes, que

cette influence chimique est, à elle seule, insuffisante pour provo-

quer des changements sensibles de la position du pôle d'inertie.

Evaporation de lacs ou de mers intérieures. — Pour donner

une idée de Tordre de grandeur que peut atteindre le déplace-

ment du pôle dû à une telle cause, nous nous placerons dans des

circonstances idéales propres à déterminer un maximum de

déplacement.

Supposons, avec A. Waters (*), qu'une mer, de même pro-

fondeur moyenne que la Caspienne (61
m

) et de surface double

(2 x 21 000 kilomètres carrés), placée sous la latitude de 40°,

s'évapore sous l'action d'une cause quelconque. 11 en résultera

un déplacement du pôle donné par la formule (9) : & = 0,"88,

soit en mètres

*R = 27m2

seffectuant dans la direction de la Mer Blanche. Ce dernier

chiffre est très appréciable; mais il est clair que l'hypothèse est

de beaucoup exagérée.

Les phénomènes que nous venons d'étudier peuvent donc

amener des déplacements séculaires du pôle d'inertie, mais sont

incapables de lui communiquer des oscillations sensibles dans

un court intervalle de temps. Enfin il reste à examiner une classe

de phénomènes annuels qui peuvent amener des changements

appréciables dans la répartition des masses, changements qui

semblent d'ailleurs avoir pour période l'année. Comme nous

le verrons plus bas, la périodicité des déplacements du pôle

d'inertie se retrouve dans ceux du pôle de rotation; de plus si

cette période (12 mois) est voisine de la période naturelle

d'oscillation de ce dernier pôle (14 mois), ce qui est le cas ici, ces

déplacements du pôle d'inertie peuvent avoir pour conséquence

des perturbations fortement amplifiées dans le mouvement du pôle

de rotation (**) ; cette amplification peut être sextuple. Si donc

(*) Op. cit., 1879.

(**) C'est cette amplification qui constitue la multiplication de Radau.
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nous montrons qu'il existe une classe de phénomènes météoro-

logiques annuels pouvant produire des oscillations du pôle d'iner-

tie atteignant quelques centièmes de seconde, nous aurons prouvé

que les oscillations de seconde espèce (annuelles) du pôle de

rotation, qui atteignent à peine 0",3 = 0 /; ,05 X 6, peuvent être

mises sur le compte de ces phénomènes; ces derniers sont les

perturbations atmosphériques (*).

Perturbations atmosphériques. — Comme on le sait, la pres-

sion barométrique est, en moyenne, plus forte en hiver qu'en été :

la différence de pression sera donc positive dans l'hémisphère

Nord et négative dans l'hémisphère Sud de janvier à juillet. Cette

différence n'est évidemment pas la même pour un continent que

pour une mer, car l'existence en un endroit d'une grande quan-

tité d'eau a pour effet d'affaiblir les oscillations barométriques en

cet endroit. L'étude des cartes à lignes isobares a semblé montrer à

R. Spilaler (**) qu'il se produit en janvier un excès de pression

barométrique sur l'Europe, l'Asie et l'Amérique du Nord équi-

valant à 1 010 kilomètres cubes de mercure, et qu'en juillet au

contraire ce sont l'Afrique, l'Australie et l'Amérique du Sud qui

supportent l'excès de pression (un peu moindre, soit 736 kilo-

mètres cubes de mercure). Comme conséquence, le pôle

d'inertie C se déplacerait environ de 0,"21 suivant le méridien

de 75°; et, à cause de la relation de position qui existe entre ce

pôle et le pôle de rotation I, ce déplacement aurait sa répercussion

sur la loi du mouvement de I à la surface du globe (***).

L. Grabowski (
IV

) a montré que Spilaler, en comparant ses

résultats avec ceux de l'observation, se contentait d'un accord plus

(*) On pourrait peut-être aussi invoquer les changements dans la répar-

tition des eaux océaniques que J. Lamp a indiqués (voir plus haut).

(**) Die Ursache der Breitenschwankungen. (Denkschriften der Kais.

Akad. d. Wiss., Vienne, 1897.)

(***) Voyez le paragraphe suivant.

(iv) Einige Bemerkungen zur Erklârung der Polbeivegungen. (Sitzungs-

berichte der Kais. Akad. d. Wiss., Vienne, 1898.)
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apparent que réel; que les variations atmosphériques envisagées

par ce dernier jouaient un rôle important dans les mouvements

du pôle d'inertie C, mais que, à ce qu'il paraissait, il était néces-

saire d'en faire intervenir d'autres qui leur fussent comparables

et qui produisissent une déviation de C du même ordre (dans une

direction perpendiculaire à celle de la première).

R. Spitaler (*) a repris plus récemment ces considérations en

se basant encore sur l'étude des lignes isobares. Il lui semblait

démontré que l'excès de pression se concentrait de janvier en

juillet, dans l'hémisphère Nord, sur le continent asiatique, tandis

qu'il se manifestait de juillet en janvier, dans l'hémisphère Sud,

en trois endroits séparés : l'Afrique du Sud, l'Amérique du Sud

et l'Australie. Ainsi en janvier régnerait sur l'hémisphère Nord,

entre les parallèles de 0° et 80°, un excès d'air équivalant à

192,5 km 3 de mercure; en juillet, sur l'hémisphère Sud se pro-

duirait, par contre (entre 0° et 50°), un excès de 4-02,2 km5 de

mercure. Ces inégalités dans la réparation donneraient, d'après

la formule (9),

l en janv. un écart de 0"055 dans la direction 100° Ouest
) de

(en juill. » 0"041 » 08° Est )
Greenwich.

Le pôle d'inertie C oscillerait, d'après cela, dans deux directions

sensiblement opposées et de quantités de même ordre. Pour avril

et octobre, on n'a pas déterminé directement les valeurs des am-
plitudes, mais on croit pouvoir affirmer qu'elles restent inférieures

aux valeurs indiquées ci-dessus. Le pôle d'inertie C tournerait

ainsi dans le sens Est-Ouest (rétrograde) à la surface du globe.

Cependant on ne peut rien dire de certain sur la trajectoire de

ce pôle, au moins d'après des estimations de ce genre.

On peut, comme L. Grabowski (**) et dans la suite A. Sommer-

ai Die periodischen Luftmassenverschiebungen und ikr Einftuss auf die

Lagenànderungen der Erdacfise. (Petermann's Mitteilungen. I90l,n°137.)

(**) Op. cit., -1898, §4.

13
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feld (*) l'ont conseillé, déduire le mouvement de G de celui

(observé) du pôle de rotation I, et le comparer à ces résultats

d'expérience.

Ce qu'il est important de remarquer ici, c'est que les oscilla-

tions du pôle d'inertie peuvent déjà atteindre quelques centièmes

de seconde, si l'on a égard seulement à ces perturbations atmo-

sphériques.

§ 2. Relation de position entre le pôle d'inertie C
et le pôle de rotation /.

Après avoir déterminé, dans le paragraphe précédent, les oscil-

lations du pôle d'inertie C dues aux transports de masses, nous

devons chercher actuellement quelle relation de position existe

entre ce pôle et le pôle de rotation ï : nous connaîtrons par là la

manière dont ces transports influent sur le mouvement de ce

dernier pôle à la surface de la Terre.

Voici la méthode proposée par W. Thomson (**).

Prenons pour 0 le centre de gravité de la partie rigide du

globe (***); choisissons pour axes de référence Oxyz les axes prin-

cipaux de l'ensemble à chaque instant et pour axes OÇyjÇ les axes

moyens (qui coïncident, par exemple, à l'époque initiale avec

Oxyz). Les équstions du mouvement prennent alors la forme

simple
(

IV
) :

( jt

(A«z)-*-q(Cœ2)-r(Bccy ) = L

) d

{ dt
{B:°y) + r{ÂUx) ~~ P[CUz) = M

f

A(C»
z ) + p(Ba

y
)-q(Acox)==N

(*) Op. et lib. cit., 1903, p. 723. Voyez aussi le § 3 de ce litt. b.

(**) Appendice C du Mémoire de G -H. Darwin : Influence of the geulo-

gical changes.... iPhilosophical Transactions, Londres, 1877, t. CLXVII,

p. 308). Voyez aussi Helmert, Schwahn, Tisserand, op. cit., et notre

opuscule.

(***) Voyez troisième Partie, section A, § 3.

(iv) Voyez troisième Partie, section A, § 2.
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Dans ces équations p,g, r représentent les composantes, suivant

Ox, Oy. Oz, de la rotation o du trièdre Oxyz formé par ces axes
;

(ùX s iùy , wz les composantes, suivant ces mêmes axes, de la rotation

w du trièdre OÇyjÇ (rotation moyenne du globe) (*) ;
A, B, C les

moments principaux d'inertie instantanés de la Terre par rapport

au centre de gravité O de sa partie rigide.

Si nous supposons que les axes moyens restent sensiblement

fixes dans la charpente rigide du globe (**), la rotation moyenne w

sera la rotation instantanée de cette charpente.

W. Thomson introduit à la place de oax .
(ùyy wz les cosinus

directeurs

c3==_,
|

= A*al + B'4 + C*«ï, )

de Taxe invariable OG du moment résultant des quantités de

mouvement absolu de l'ensemble, par rapport aux axes princi-

paux instantanés Ox, O//, Oz.

Alors

Gc t Gci Gc5

">= T' *~c" {a)

C|, c8 ,
c3 représentent aussi les coordonnées de l'intersection G0

de l'axe OG avec une sphère de centre O et de rayon 1 ; ce sont

encore, très sensiblement, les coordonnées de l'intersection I0 de

l'axe 01 avec la sphère.

(*) En fait, comme nous l'avons déjà dit, ni W. Thomson, ni

G.-H. Darwin ne parle de rotation moyenne. Mais comme ils négligent

pratiquement les moments a,, ay , iz des quantités de mouvement relatif,

ils emploient au fond les axes moyens, tout en supposant que ces axes

restent fixes dans la carcasse rigide du globe. On peut admettre cette hypo-

thèse si l'on suppose que les petites masses sont isolées ou se neutralisent

sensiblement.

(**) Voyez note précédente; cf. Tisserand, op. et lib. cit., p. 531;

P. Schwahn, op. cit., § 4, et Helmert, op. cit., 1878, p 312.
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La rotation ô du trièdre formé par les axes principaux instan-

tanés est différente de celle co de la charpente rigide. Nous

écrivons

p = W, -4- ux ,

^

'
r = «a m,;

*

ux ,
wy ,

mz
représentent alors les composantes, suivant Ox, Qy,Oz,

de la rotation «différencielle»

u — o— co

qui mesure l'avance des axes principaux sur les axes moyens ; on

peut les appeler vitesses angulaires de déviation; cette déviation

résulte du déplacement des petites masses. Introduisant les

valeurs («) dans les expressions (6), nous obtenons

Gct

P = j +

Gc-0

puis ces dernières valeurs dans les équations différentielles (II') :

des ,1 1 \

-jj
-*• —

—
Jc5c,- t*xc8 «m?4= 0, ;

(H'

dr5 . I 1 \

^7 ^ I
~~
ë '

€{C
*~ UyCi + "zC2

=

ces dernières équations admettent l'intégrale des aires
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équation qui peut remplacer Tune d'elles, la troisième par

exemple. Les deux premières peuvent s'écrire (*) :

si 1 on pose

-J-
— Qc

{
= uxc z ,

Ut

GC-BP=-—M,

n G C ~ A

(H'")

Nous allons montrer que les quantités P, Q sont très sensible-

ment constantes. Tout d'abord l'angle zOG atteint à peine

quelques dixièmes de seconde (**); par suite, nous pouvons poser

sans erreur sensible :

et aussi

G = C«,

w désignant la rotation moyenne de la Terre.

Les expressions de P, Q s'écrivent alors

M

(*) Voyez Helmert, Die Math, and phijs. Th. der hoh. Geodâsie, 1884,

t II, p. 414.

(**) Voyez l'Introduction.
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et les équations différentielles (H'") :

3T * u"

_ _QC ,
_ + «,

j

Les cosinus c
fl ,

c2 peuvent être considérés comme des petites

quantités du premier ordre ; dans les produits Pc2 ,
Qc, nous

négligerons les quantités du second ordre, ce qui revient à faire

abstraction des termes du premier ordre enirant dans P et Q
Nous supposons que les moments d'inertie équatoriaux A 0 ,

B0

de la charpente rigide de la Terre sont égaux :

A 0 -B0 .

Les moments d'inertie principaux A, B de l'ensemble sont

variables; mais nous pouvons écrire au degré d'approximation

voulu

Ç
A Aq

A ~ A 0

En effet, en désignant par dA
0 ,

dC
0

les différences A — A
C— C

0 , nous avons

£q— ^0

C-A = (C0—A 0
)ir(tC

0
— 3A 0 ) _ A 0 + ïCq - tAp

A A 0
-+- $A 0

i

6A 0 A 0 -+-6A 0

= I Cq— A 0 __
C0
- A 0 \

âC0— $A 0 ^ CQ
— A 0

\ A 0 A0 A 0
'

' ') A 0 + âA 0 A 0

en négligeant les termes du premier ordre (*).

(*) Les différences oA 0 ,
oB0 , sont du même ordre que les petites masses m

et celles-ci sont supposées être du premier ordre.
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De la même façon,

C— B Cq — A o

Nous pouvons alors écrire

P = Q = U t
= v — H 2 ,

v étant la vitesse de rotation eulérienne (*).

Les équations du mouvement se mettent alors sous la forme :

En général, les vitesses de déviation vx> u
y ,

n
z , et par suite le

coefficient P = Q = v— w3 , sont des fonctions du temps.

Cependant, dans la plupart des cas relatifs à la Terre, on peut

les supposer constantes : toutes les trois très petites s'il s'agit de

déplacements séculaires (**); les deux premières très petites et

la troisième de grandeur finie s'il s'agit de déplacements relati-

vement rapides (comme ceux des marées) (***). Dans cette hypo-

thèse

(*) Voyez l'Introduction.

(**) Voyez Tisserand, op. et lib. cit., pp. 527 et 530, et Schwahn, op.

cit., § 5.

(**) Voyez Radau, Bull, astr., t. VII, 1890, p. 354, et Helmert, op. et lib.

cit
, p. 415.

P = Q = v — Us = c te ==
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et les équations différentielles (1) s'écrivent simplement

dci

—— fJ.C {
= + ux

dt

(2)

Additionnons ces deux équations après les avoir multipliées

respectivement par 1 et t ; nous obtenons, en introduisant la

variable complexe : c = c, -+• îc2 ,

</(ct
+ îc8 ) . .— ^(^ ic2) = — u

y
tw*,

ou

tic—
- — i> . c =— Wj, -+- iux . (3)

Si le second membre était nul, l'intégrale générale serait

c = Ke'>', (4)

K étant une constante arbitraire. Pour obtenir celle de l'équation

complète, considérons K comme une fonction et substituons

l'expression (4) dans (3) ; alors il vient

. d¥L

~dl

== ~ Uy + <M*'

rfK—= (— u
y

iwje-v*',

i i

K7 étant une véritable constante. Alors

c = Kalfxt = K'e'?"
y-
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et, en séparant les parties réelles des imaginaires pures,

C
i
=$ COS (fit -H T) :

c2= S sin (fit -f- r) :

(S)

dans ces équations S et t sont constants et choisis de manière

satisfaire à la relation

Se* = K'

tout en étant réels.

ei9 c2 représentent les coordonnées [par rapport aux axes C 0
.x,

C0y menés parallèlement à Ox, Oy par le pôle d'inertie C0 (*)]

du pôle G 0 et sensiblement aussi celles du pôle I 0 , intersection de

Taxe de rotation 01 avec la sphère ayant 0 pour centre et l'unité

de longueur pour rayon.

Les équations (5) prouvent que le pôle de rotation I0 décrit

une circonférence, d'un mouvement uniforme ayant pour vitesse

angulaire ja, une circonférence ayant pour centre le point lo de

coordonnées — ^> — ^ -Ce point est fixe par rapport aux

axes C0x, C0y parallèles aux axes principaux Ox, Oy : sa

distance à C 0 est
^

\Vu\ + a) et son argument arctg (^); son

déplacement est donc lié à celui du pôle d'inertie C0 . Nous avons

appris, dans le paragraphe précédent, à calculer le déplacement

de ce dernier pôle dû à telle ou telle influence; par suite

nous connaîtrons l'action qu'une action géologique, hydrologique

ou météorologique exerce sur le mouvement du pôle de rotation.

Si nous supposons que les axes d'inertie coïncident avec les

axes moyens à l'instant / = 0, leurs déplacements seront donnés

(*) C0 est l'intersection de OC avec la sphère de rayon 1.
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par les formules (6) du paragraphe 1, et leurs vitesses de dévia-

tion seront alors :

Dans ce qui précède nous avons supposé ux = Cte
, uy

= Cle
,

uz
= C !e

, c'est-à-dire que nous avons admis que les axes princi-

paux d'inertie Oxyz se déplaçaient simplement d'une manière

uniforme par rapport aux axes moyens OfoÇ fixes dans le globe.

Ainsi, dans cette hypothèse, le point V0 décrit un arc de grand

cercle à la surface de la sphère, et par conséquent le point I0

décrit une cycloïde proprement dite, allongée ou raccourcie (*).

Il est clair que le mouvement de I0 autour de V0 n'est autre

chose que le mouvement eulérien, comme on le voit immédiate-

ment en rapportant le mouvement de 10 à des axes \[x'
t
V0y

f

parallèles à chaque instant aux axes C0ac, C0y (tournant unifor-

mément avec la vitesse de rotation constante uz )

*

Si, au lieu de changements séculaires dans la position des

petites masses m, il se produit des déplacements brusques, les

composantes ux ,
uy n'auront plus des valeurs constantes. On

pourra considérer leurs valeurs comme nulles, excepté pendant

l'instant très court A/0 que durent ces déplacements, durant

lequel elles auront des valeurs irès grandes (**).

(*) Ou plutôt la projection d'une telle courbe, à partir de 0, sur la

sphère. F. Tisserand, op. et lib. cit., p. 531; P. Schwahn, op. cit., § 5;

J -v. Schiaparelli, F -R. Helmert, etc., op. cil., et aussi E. Hill, Elemen-

tary discussion on tke influence of tke geological changes on the Earth's axis

of rotation. (Proceedings of the R. Soc. Cambridge, t. III. 1878, pp. 161

et suiv.: Nature, Paris. 1878).

(**) Voyez Helmert, op. et lib. cit., pp. 416-417; Schwahn, op. cit., § 5;

Tisserand, op. et lib. cit
, p. 532.
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Si nous désignons par K
to

la valeur que possède la fonction K

jusqu'à ce qu'ait lieu, à l'instant t0 , le phénomène brusque

(durant A/0 ), nous aurons à l'instant /0
+- àt0 et aux suivants,

s'il ne se produit plus d'autre perturbation de même genre,

K = K,
o
-h iï—Uv + iuJe-W'dl, (6)

l'intégration ne s'étendant évidemment qu'à la durée du phéno-

mène; cette expression peut encore s'écrire :

/<„ + A/„

(—i/, -+- iux)dt,

/.

t
{
désignant une valeur de t comprise entre /0 et f0

-+- A/0 :

nous le voyons en appliquant le théorème de la moyenne à (6)

[en supposant ux ,
u
y
continus dans l'intervalle (/ 0 ,

l0
-+- At0)].

Comme A£0 est très court, nous pouvons écrire sans erreur

sensible

//.+ a/.

(— u
y

mx) dt.

to

Ainsi le seul effet que peut produire un déplacement brusque

de masse est de modifler la valeur de la constante eulérienne K :

sitôt que le déplacement a cessé, le mouvement eulérien du

pôle de rotation I autour du pôle d'inertie C continue avec la

même vitesse de rotation : la seule chose qui ait changé est Vangle

d'ouverture COI du cône eulérien. Ainsi les déplacements

brusques se distinguent surtout des changements séculaires en

ce qu'ils apportent des variations dans l'angle que font entre eux

Taxe d'inertie polaire avec l'axe de rotation (*). Le pôle de

rotation I 0 ne s'écarte pas du pôle G0 de l'axe du couple des

quantités de mouvement (**).

(*) Cf. Schwahn. op. cit., § 5.

(**) Voyez Tisserand, op. et lib. cit., p. 532; Helmert, op. et lib. cit.,

p. 416.
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Comme on a pu s'en apercevoir dans ce qui précède, le choix

d'axes de référence Oxyz mobiles dans le globe complique la

question. Il est bien plus simple de rapporter le mouvement des

Prenons, comme F.-K. Helmert (*) et A. Sommerfeld (**),

pour axes de référ ence, fixes dans le globe, Oxyz et O^Ç (coïn-

cidents) le système trirectangle formé par les axes principaux

d'inertie au temps initial t0 : aux instants suivants ces axes ne

seront évidemment plus les axes principaux du système formé

par la charpente rigide et les petites masses mobiles.

Nous avons alors à poser

A 0 <
C0 désignant les moments d'inertie principaux de la char-

pente; A 1? Bf, C
t ,
D 1? Ei, Fj représentant les moments et

produits d'inertie (variables) des petites masses.

Les équations différentielles du mouvement prennent alors la

forme :

pôles à des axes fixes dans la Terre.

P = r =

— [<yx [Ao -** Ai)p— F,? — Ëtr]

at

q [<tz
— E,/) — Dfl -+- (C0 -h r]

— r(X — F,p (Ao + Bdq — D,r] = 0,

(7)

(*) Op. et lib. cit., 1884, pp. 423 et suiv. Voyez aussi Astronomùcke

Nachr., 1891, n° 3014.

(**) Op. et lib. cit., 1903, pp. 716 et suiv.
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Nous pouvons simplifier les expressions de f> g, h entrant

dans ces équations; en effet, A,, B,, Ci9 D„ E
4 ,

F, sont du

premier ordre (même ordre que m), et p, q peuvent être supposés

a priori du même ordre qu'eux. Il est permis alors de négliger

les produits et carrés de ces quantités. Les équations (7) s'écrivent

alors :

dp C0
— A 0 4 dax

dt A 0

7 A 0
\dt

7

I / dr (IE
{ \

+ — D^' — E,—— r —- =0,
A 0 \ dt dt]

dq C0
— A 0 1 (do

rp -+- — — +- rc,— »(72

dt A 0 A 0 \dt
F %

\

1 / dr dD^— — E,r — D, r—
A 0 \ dt dt

dr 1 (d(xz

1t C0

I I dr d,C
x \

(8)

Les derniers termes des premiers membres de ces équations

sont ceux introduits par Vinfltience indirecte des transports de

masses (*); <7X ,
v
y

<j
z sont encore du premier ordre, en sorte que

la troisième équation (8) donne, en négligeant les termes du

second ordre,

dt\ C
0 )

C
Q
\dt dt 1

ou encore

dr \ dCi 1 daz

dt
~*~

C0 C4 dt
T "*"

CQ
-4- Ct 7/[

_
'

{*) Comparez les équations (8) aux équations (F") du litt. a.



( 206 )

dont l'intégrale est

r =• w,

si l'on néglige les termes du premier ordre, ce qui est permis au

moins pour la substitution de la valeur de r dans les deux

premières équations, puisque r n'y entre que multiplié par des

quantités du premier ordre au moins.

En posant encore —
A
—- n = v, nous aurons pour ces deux

premières équations :

/
dp I [dcx v 1 / d,E. \~~ -+- v(i -- —

(
—- — na

v j
h 1),^ -n = 0,

}
dt

1 A 0 \dt
y

) A 0 \ dt I

dq I fd<rw \ 1 / dD
t \EX -^») =0.

dt jdt
r A 0

\dt 1 A
{

(9)

Ces deux équations tiennent compte en même temps de

l'influence directe (troisièmes termes) et de l'influence indirecte

(quatrièmes termes). Nous allons voir, par un exemple, que pour

la Terre l'influence directe de transports de masse est tout à fait

insignifiante vis-à-vis de leur influence indirecte (*). A cette fin

nous n'avons qu'à montrer que ax ,
<j
y
sont négligeables vis-à-vis

de nE,, nDv Un mouvement elliptique simplement périodique

d'une petite masse m autour de Oz peut être donné par

!x = R, COS /U.t,
j

y = R2 sin pf, S

R,, R 2 , / et u. étant constants. Alors

wiRj/ sin fit,

wR,l cos /ut,

dy \

z \ = — mR/p cos ut,

dt
j

dz \

x] = — mRttja sin /ut,

dt J

D, = mrjz =
Ei = mzx=

(dz
<Ta

U«
(dx

°V
= m — z

\dt

(*) Voyez A. Sommerfeld, op. et Lib cit., p. 718.
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puis

n R,
ffîL

1

n R2

Comme nous Pavons dit plus haut (*), les seuls transports

qui puissent avoir une influence directe notable sont ceux dont

la période est voisine de la période eulérienne ; tels sont par

exemple les déplacements annuels de cause météorologique.

Dans ce cas £ vaut environ ^ [ou^ (**)], par exemple~ pour

les phénomènes annuels. Si et R2 sont de même ordre, on

voit que crx ,
<y
y sont tout à fait négligeables devant nE„ nD

4
.

On verrait facilement que si x, y 9 z étaient données par des

séries de Fourier, la même conclusion subsisterait : pour les

transports lents, tels que ceux dont il vient d'être question,

l'influence directe serait insignifiante à côté de l'influence indi-

recte; tandis que pour les transports rapides, les deux influences

seraient insensibles; l'influence directe ne pourrait devenir notable

que si les déplacements de masses s'effectuaient d'une façon

brusque (***).

Nous négligerons donc dorénavant l'influence directe, qui ne

semble pas, au moins pour les phénomènes actuels, être capable

d'introduire des perturbations sensibles dans la rotation de la

Terre. En conséquence, nous écrirons les équations différen-

tielles du mouvement sous la forme

(*) Voyez litt. a.

(**) Il est bien clair que les conclusions sont encore valides pour le

cas d'un içlobe faiblement élastique. (Cf. Sommerfeld. op. etlib. cit , p. 713).

(***) Voyez Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 719.
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En calculant dans un cas particulier, par exemple dans

le cas envisagé ci-dessus, nous verrions encore que les rapports

de ces quantités à nD|, nE, sont encore de l'ordre de c'est-à-

dire très petits; en d'autres termes, nous pouvons encore

négliger vis -à -vis de hD
1

et ^ vis-à-vis de nE|. Nos

équations (10) s'écriront alors sous la forme très simple:

f *
1 « ^

dt ' A 0

(11)

Remarquons encore que ^-^ sont les coordonnées x, y, par

rapport aux axes C0x, C0y (menés par le pôle fixe C 0 (*) parallèle-

ment aux axes fixes Ox, Oy), du pôle de rotation I. Si nous

voulons introduire dans (1 1) les coordonnées X, Y du pôle

d'inertie C instantané, nous n'avons qu'à faire usage des for-

mules (6") du paragraphe 1 en remplaçant Ux par — Y, U
y
par

X (**), oD par D
l5
SE par E, et en supposant C — A sensible-

ment égal à C0
— A 0 ; alors

Y =
12)

et en remplaçant, dans les équations (M). Dj, E, par leurs valeurs

tirées de (12), nous obtenons

dx n
\- - - vy - - [- (C

0
- A 0 )

Y] = - V [y - Y),

d
°

'
(,3)

l= vx + ^[- {
C
0
- A 0

)X] = .(x - X).
|

(*) Intersection de l'axe O.v fixe dans le globe avec la sphère de centre 0

et de rayon i,

(**) Car la rotation U, autour de Oy produit le déplacement X suivant Ox,

et la rotation IL autour de Ox détermine le déplacement — Y suivant Oy.
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Ces équations expriment simplement que le pôle de rotation I

(x, y) tourne à chaque instant autour du pôle d'inertie C (X, Y)

avec la vitesse angulaire eulérienne v (*).

§5. — Applications diverses ; « multiplication » de R. Radau.

Les équations (2) de W. Thomson ont été appliquées par

R. Radau; les autres géomètres ont préféré se servir des équa-

tions (13), qui sont au fond plus intuitives. Il sont arrivés, le

premier aussi bien que les autres, à des conclusions fort intéres-

santes, dont nous expliquerons ici les principales.

Tout d'abord R. Radau, reprenant dans plusieurs articles (**)

certaines considérations de Helmert, suppose que sous l'action

d'un phénomène (tel que celui des marées) le pôle d'inertie G se

trouve écarté de sa position initiale C0 d'une quantité

c == c0 sin mt,

c0 et m étant deux constantes, suivant le méridien opposé à celui

passant par Taxe principal d'inertie variable Oy (***).

En premier lieu, il imagine que les axes principaux Ox, Oy
tournent autour du troisième Oz avec la vitesse constante uz

:

alors le pôle d'inertie C tourne uniformément autour de C0 .

Il est aisé de voir, par une simple construction géométrique,

(*) Voyez Helmert, op. et lib. cit., chap. V, et Sommerfeld, op. et lib.

cit., p. 719. Consultez aussi Astronomische Nachr., 1891, n° 3014, et Bul-

letin astr., t. VIE, 1891, p. 92.

(**) F. Tisserand, Traité de mécanique céleste, t. II, 1891, p. 536; Bulletin

astronomique, t. VII, septembre 1890, p. 352; Comptes rendus, Paris, t CI,

octobre 1890, p. 558. Nous avons changé l'orientation de ses axes pour nous

rapprocher de ce qui précède.

(***) Dirigé vers la Lune dans le cas des marées.

14
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que les autres vitesses de déviation itx ,
u
y sont liées à c par les

relations (*)

de

dt

c'est-à-dire

kx= — mc
0 cos mt,

u
y
— — «à . c0 sin mi:

Les équations (2) de W. Thomson deviennent alors ici

— -+- (/.Ci = uz . c
0
sin mf,

dct~ juc
l = — mc0 cos mt,

où = v — ifz . Les solutions (5) ne sont plus applicables, car

ux et uv sont variables. En multipliant ces équations par 1 et t et

en les additionnant, nous obtenons

d(c
l

ic2) .m
- %[jl{c

{
-+* ic2 )

=> UjCq (sin mt — t — cos mt).
dt us

La solution de l'équation, si le second membre était nul, serait

c
{
h- e'c 2= Ke'<"';

en employant la méthode de la variation des constantes arbi-

traires, on a pour déterminer la fonction K :

dK m—= uac0 (sin mt — i — cos mtje' 1*1 ',

dt v r

(*) A vrai dire Radau, en suivant Helmert (op. et lib. cit., p. 424), avait

d'abord posé : ux = 0; mais il est plus juste de faire u* = — d
~, comme

il l'a reconnu dans la suite.
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d'où Ton tire

K = K/ ti,f0 jf e~ifit sin ml dt — i —j e"^ 1 cos mtdt
j ;

puis en effectuant, en substituant dans

Ci -t- iè2 = Ke^'

et en séparant les parties réelles des imaginaires, on obtient

X = S COS {fJit H- T)

m(/u ug )

c0 cos mt,
fS — wr

7)1 •+- (JM „

y = S sin -4- r) h ; c0 sin wif,
^c

2 — m2

(i)

où l'on a remplacé les lettres q et c2 par x et t/.

Telles sont les équations du mouvement du pôle instantané

1 (x, y).

Si nous désignons par

m[/x -+- m,)= —:
r- co cos mf

>

/a
2— m*

m8
(xu a

'/o—
/t
»_ m»

coS'n m/,

(2)

les coordonnées d'un point I 0 ,
que nous pouvons appeler pôle

moyen de rotation, nous voyons que le mouvement de I autour du

pôle d'inertie C est èpicycloïdal et se compose de deux autres

mouvements :

\° Mouvement circulaire eulérien fou chandlérien) de 1 autour

du pôle moyen I0 ;

2* Mouvement elliptique de J0 autour de C.

On voit immédiatement que, si m est voisin de fx, les coeffi-

cients des valeurs de x0 et y0 peuvent prendre des valeurs nota-

bles, beaucoup supérieures à l'amplitude maxima c0 du pôle

d'inertie. C'est en cela que consiste la « multiplication » trouvée
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par Radau (*) (phénomène analogue à ceux des résonances en

Acoustique).

Si r/i = p, les formules (1) et (2) deviennent illusoires; mais

il est facile de voir que les soluiions ne se présentent plus sous

la même forme, mais contiennent des termes

t sin jut, lcos/xt;

le déplacement est alors séculaire (**).

Si Ton veut, avec Radau, étudier l'influence de la marée

lunaire sur le déplacement du pôle, on devra faire évidemment

» ses — 2jt par jour sidéral,

tù

m = i

27

30

31

1)181
U = V — V. = co.

9455

Le mouvement du pôle moyen I 0 est alors

(
oc
0
= 0,0001 6 c

0
eos mt,

\ y0
= — 0,995 c0 sin mt.

Nous avons vu, au paragraphe 1, que le déplacement maximum

c0 du pôle d'inertie C est toujours inférieur, en valeur absolue,

à une seconde d'arc; l'écart entre C et I 0 est alors tout à fait né-

(*) Voyez Radau. Newcomb, Helmert, Spitaler. Grabowski, Sommerfeld,

op. cit.

(**) Cf. L. Picart, op. cit., 4897, § 16, et A. Sommerfeld, op. et lib. cit.,

p. 722.
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gligeable (*) ; ce qui se comprend aisément puisque la période du

phénomène est très différente de la période eulérienne.

Si, au contraire, il s'agit d'un phénomène local et annuel,

^
= >==

305'

a 5

506 fi
'

/

et le mouvement du pôle moyen I 0 est

-S
G 50

'
n = — r

ft
cos mt = — cn cos mt,

V"

(I)

®

25

yQ = 7^1~ c0 sm m ^ ~ C0 S 'n

et l'écart entre ï0 et C est

30
x0
— X =— r

0 cos mt = 2,7 c
0
cos mt,

25
^0
— Y= — c0 sin mt — (— c0 sin mt) = 3,5 c0 sin mf.

Ainsi /e pôle moyen de rotation I0 décrit autour de C une ellipse

dont les axes sont respectivement égaux à 2,7 et 3,3 fois la dévia-

tion maxima de C.

La plus grande élongation entre deux positions du pôle de

rotation I se composera du grand axe 6,6 |c0 | de l'ellipse aug-

(*) Puisque les coordonnées de C sont

X = 0, Y = — c= — cQ sin mt.

Voyez R. Radau, op. cit.
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menté de deux fois le rayon S du cercle eulérien,soit 2S-*-6,6|c0 |.

Pour que celle distance pûi atteindre 0",5 il suffirait, si

S = 0",15, de supposer |c0 |=0",03, ce qui pourrait très

bien être produit par un phénomène actuel, par exemple par

le transport d'une masse d'eau ou d'air d'un point du globe

à un autre. La distance pourrait ensuite descendre jusqu'à

0",50— (0",03 x 5,4) = 0",U.

F. R. Helmert, continuant l'étude de Radau, la développe et

la complète (*)

Il emploie des axes fixes dans le globe et obtient ainsi les

équations différentielles (15) du paragraphe précédent :

où x, y désignent les coordonnées du pôle de rotation I, tandis

que X, Y représentent celles du pôle d'inertie C. En supposant

que le pôle d'inertie C se déplace encore suivant Oy (axes fixes

dans le globe), on a

puis pour équations du mouvement de

dx——h vy = vc
0
sin mt,

(*) Zur Erklâï^ung der beobachteten Brcitenanderwigen. (Astr. Nachk.,

t. CXXVI, 1891, n°3014.)
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En intégrant ces équations par le moyen connu, on trouve

_ mv
\

S cos (vt -ht)-*- — - c0 cos mt,
J

v
%

\

S sin (vt -ht)-*- -c0 sin mt.
» — m

|

Le mouvement de I est encore épicycloïdal et se compose

des deux mouvements simples :

1° Mouvement circulaire eulérien de I autour d'un pôle moyen

I0 de rotation;

2° Mouvement elliptique du pôle moyen J 0 autour du pôle

d'inertie moyen (fixe dans le globe) C0 , donné par

mv
— -c0 cos mt,
v
1 — wr

v
2

r0 sin mt.
v — m2

Les mêmes remarques que plus haut peuvent être faites ici

relativement à la multiplication desoscillations du pôle d'inertieC.

Helmert ne se borne pas, dans son Mémoire, à analyser et dis-

cuter ces résultats, analogues à ceux de Radau; mais il envisage

aussi le cas où le mouvement du pôle d'inertie C n'est plus rec-

tiligne, mais circulaire, elliptique ou composé de tels mouve-

ments :

SC
4
cos imt + SS.sinimf, \

* * f

cos imt -+- SS^sin imt.
j

Les conclusions auxquelles il parvient montrent que la multi-

plication des mouvements du pôle C, qui se retrouvent dans ceux

de I, peut aussi bien se produire dans ces derniers cas que dans

celui envisagé par Radau; en d'autres termes, qu'une telle multi-

plication n'est pas caractéristique d'un déplacement rectiligne du

pôle d'inertie, mais peut aussi avoir lieu quand ce dernier décrit
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foutes tes variétés d'ellipses comprises entre la droite (cas limite où

l'un des axes est nul) et la circonférence (cas limite où les deux

axes sont égaux). Ainsi, si le mouvement du pôle d'inertie C est

elliptique,

i X = a cos (ml h-
|

( Y = 6 sin (mt w), )

nous obtenons, en suivant la marche indiquée plusieurs fois,

pour mouvement du pôle moyen I 0 de rotation,

>
2« -+- vmb 1— cos (ml -+- n), t

v
2— m f

'/b -+- vma
(— sin (mt t- n). \

S — m2

Ce pôle décrit donc d'un mouvement uniforme, de même
période — que celui de C (*), une ellipse homocentrique à celle

de C, de mêmes directions axiales, mais de longueurs d'axes

généralement différentes.

Si nous supposons par exemple, avec R. Spitaler (**), que ce

mouvement elliptique du pôle d'inertie soit causé par un phéno-

mène de période annuelle (tel que pourrait être la variation des

pressions barométriques), nous devrons faire

a a 5
m = —— » v = ——-> donc m=-v,

366 505 6

et la multiplication pourra aller jusque 6 (en ce sens que le

demi-grand axe de l'ellipse de J0 est 6 fois aussi grand que Tos-

(*) Nous renvoyons au dernier article de Helmert pour l'étude des cas

particuliers, notamment pour la discussion du sens (direct ou rétrograde)

du mouvement de I0 autour de C 0 .

(**) Die Ursache der Breitenschwankungen. (Denkschriften der K. Akad.

d. Wiss., Vienne, t. LXIV, 1897.)
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cillation maxima du pôle d'inertie), puisque les équations de

mouvement du pôle moyen ï0 deviennent :

or0
- 6

2/o
= 6

6a

il

66 -4- 5a

1

1

cos (mt + n),

sin (mt -h n).

Si 6 — 0, on a.

'36
i

|

x0 = — a cos wj= 3,3 a cos (mf -h n), 1

30
î/0 = — a sin (wif -4- n) = 2,7 a sin (mt -+- n).

Si 6 == a, on obtient

x0 = 6a cos mt w),

y0
= 6a sin (mt -4- n).

La multiplication est alors très considérable.

Si, au lieu de la vitesse eulérienne

505

nous considérons la vitesse chandlérienne

nous aurons

7

6
*

pour un phénomène annuel, puis

6a -4- 76
xo = — 6—7T~ cos

15
(ml n),

|

66 -t- 7a
yo = — 6—7^

—

s,n
(
mt w )-

1 5
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La multiplication peut encore atteindre 6. Le pôle moyen I 0 se

trouve alors toujours du côté opposé au pôle d'inertie C, tandis

que, dans le premier cas, il est du même côté. C'est une loi géné-

rale des phénomènes oscillatoires : suivant que m < v ou m > v,

on a l'un ou l'autre cas (*).

R. Spitaler a étudié (**), au moyen des cartes à lignes isobares,

les déplacements du pôle d'inertie qui peuvent résulter des

perturbations atmosphériques (***). En combinant géométri-

quement les déplacements du pôle C produits par 7 variations

atmosphériques isolées, il a obtenu un éeart de C de 0",212

(dans la direction 75° de longitude) entre les positions de janvier

et de juillet. Pour examiner si le mouvement de ce pôle est pro-

duit uniquement par les transports de masses d'air ou bien

seulement en partie par eux, on peut suivre deux voies inverses :

1° La première, suivie par Spitaler, essaie de connaître direc-

tement, par les données d'observation, la trajectoire du pôle

d'inertie G à la surface du globe, et calcule par les formules

précédentes le mouvement du pôle de rotation I; elle compare

ensuite ce dernier avec celui déduit des observations astrono-

miques. Cette méthode a le défaut d'exiger la connaissance

entière de la trajectoire de C au moyen d'estimations forcément

grossières (vu l'absence de lignes isobares mensuelles sur les

cartes).

2° La seconde, proposée par L. Grabowski
(

IV
),

prend pour

mouvement du pôle de rotation I le mouvement observé, et

déduit par le renversement des formules :

[ fa -+- vmb

y -/ — m 2

i -4- vma

(*; Voyez Sommerfield, op. et lib. cit., p. 721.

(**) Op. cit., 1897.

(***) Voyez le § l.

(iv) Einige Bemerkungen zur Erklàrung der Polbewegungen. (Sitzungs-

berichte der K. Akad. d. Wiss., Vienne, 1898, t. GVII.)
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soit, si Ton pose

les expressions

A =— —

B =

m
X = (A B) cos \mt -+- n)

V

m
Y = (B A)sin (mt n).

V

Elle compare alors les positions du pôle d'inertie C, déduites

de ces formules (pour certaines époques), à celles qu'on a pu

déterminer directement.

En reprenant les nombres de Spitaler et supposant

a co
m

7
m= » v = « soit m =- v,

506 4:27 6
'

Grabowski pense que, pour expliquer les variations observées

dans la position des pôles, il est nécessaire de considérer des

déplacements autres que ceux de masses d'air, agissant simul-

tanément avec ces derniers, mais perpendiculairement à leur

ligne d'action (*).

Quoi qu'il en soit, R. Spitaler a repris la question (**) et a

modifié ses chiffres. Comme nous l'avons dit au paragraphe

précédent, il a trouvé pour le pôle d'inertie C les écarts sui-

vants :

f En janvier O','05o dans la direction 100° Ouest

\ En juillet 0,041 » 68° Est
de Greenwich.

(*) Op. cit., 1898, §5.

(**) Die periodischen Luftmassenverschiebungen und ihr Einfluss anf die

Lagcnànderungcn der Erdachse. (Peterma*ns Mitteilungen, 1901, n° 137.)
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Le pôle d'inertie oscillerait donc à peu près dans des direc-

tions opposées et de grandeurs de même ordre; à ce qu'on

peut supposer, le pôle C tournerait dans le sens rétrograde à la

surface du globe; mais on n'est pas en état de déterminer sa

trajectoire avec précision.

Le procédé de Grabowski est applicable ici. D'après les résul-

tats de l'analyse harmonique des mouvements du pôle de rota-

tion I [voyez par exemple ceux indiqués par Van de Sande

Bakhuyzen en 1900 (*)], le pôle moyen 1 décrirait une ellipse

dont le demi grand axe serait

A = 0,104,

et le demi petit axe

B = 0;044;

le grand axe étant dirigé vers le méridien de 19° Est. En pre-

nant Taxe des x dirigé suivant ce grand axe et l'axe des y dirigé

vers le méridien de 71° Ouest, nous obtiendrons pour le mou-

vement du pôle d'inertie

ilX = (0,104 X 0,044) cos (mt w), l

Y = (0,044 — 7
- X 0, 104) sin (mt + n),

j

soit

( X = 0,053 cos {mt -f- n), )

\ Y =— 0,077 sin (mt /i).
)

Le pôle d'inertie décrirait donc dans le sens inverse une

ellipse dont le grand et le petit axe coïncident en direction

respectivement avec le petit et le grand axe de l'ellipse de i (**).

(*) The motion ofthe Pôle of tke Earth according to tke observations oft/ie

last years. [Akademie van Wetenschappen, Amsterdam, août 1900.]

(**) Voyez la figure dans Sommeufeld, op. et lib. cit., p. 723.
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En comparant les positions de G pour janvier et juillet avec

celles exigées par les chiffres (donnés en dernier lieu par

Spitaler), on reconnaît une assez grande concordance. Les diffé-

rences qui existent entre ces positions peuvent provenir soit de

l'ignorance où nous sommes de ce qui se passe pour les régions

arctiques, soit du fait que peut-être d'autres phénomènes

météorologiques agissent simultanément avec les premiers.

Ainsi les perturbations ou plutôt les variations annuelles dans

la répartition des masses atmosphériques peuvent très bien

expliquer les oscillations (du pôle I) de seconde espèce, c'est-à-dire

les oscillations de période annuelle.

Les oscillations de troisième espèce, ne présentant pas appa-

remment de période, sont plus difficiles à expliquer. Il y a lieu

de croire cependant qu'elles sont dues à des phénomènes courts,

agissant quelque temps dans une direction, puis changeant rapi-

dement de sens. Au reste, nous avons vu que les phénomènes

brusques peuvent avoir une influence directe sensible.

QUATRIÈME PARTIE.

Influence de phénomènes jouant le rôle de résistances

passives.

Après avoir mentionné, dans ce qui précède, les influences

qui peuvent écarter le pôle de rotation I du pôle principal

d'inertie C, il nous reste à dire un mot au sujet de certains

phénomènes qui, en jouant le rôle de résistances passives, sont

capables, au moins à la longue, de rapprocher 1 de C (actions

centripètes).

Prenons des axes de référence Oxyz fixes dans la partie

rigide du globe. Soient encore f9 g, h les moments résultants,
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par rapport à ces axes, des quantités de mouvement absolu de

l'ensemble. Si aucune force extérieure n'agit sur le globe,

r+^ + AB-G\ (*)

intégrale des aires.

L'expression de la force vive totale absolue de l'ensemble est

'2T = Ap m-+ Aq* Cr\ (2)

A, B = A, C désignant les moments principaux, p, q, r les

composantes de la rotation instantanée ô de l'ensemble; à condi-

tion toutefois que les déplacements de masses ne soient pas

capables d'amener des variations sensibles dans les moments

d'inertie.

Puisque nous supposons notre ensemble assimilable à un

corps rigide, nous pouvons encore écrire :

(
r-Àp, \

( k = Cr. )

L'expression de la force vive devient :

r - g* h1

,

2T = L_A^_.
(
5

)

f, g, h sont les coordonnées du point G, extrémité du moment

résultant (fixe dans l'espace) des quantités de mouvement

absolu. Si nous nous plaçons à l'instant initial, G et 2T sont

donnés : par suite le point G (/, g, h) doit se trouver sur l'inter-

section de la sphère

r + g* + h* = G* (i)

et de l'ellipsoïde allongé (puisque C > A) :

H + q* h*
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si 2T est suffisamment grand, l'ellipsoïde de révolution faible-

ment allongé (3) coupe la sphère en un parallèle d'un certain

rayon ayant le pôle C pour centre. Ainsi le point G, à la surface

du gbbe, se mouvra sur une circonférence.

Mais il existe des phénomènes dissipateurs d'énergie méca-

nique (*); au bout d'un certain temps 2T aura diminué d'une

quantité notable : l'ellipsoïde (3), tout en restant homothétique

à lui-même, sera devenu plus petit, et le rayon du cercle de G
aura aussi diminué.

< G2

Lorsque 2T sera devenue égale à le pôle G devra coïncider

avec le pôle d'inertie C, et il en sera de même pour le pôle de

rotation I (**).

Ainsi, il est montré que pour un corps assimilable à un corps

rigide, l'influence de frottements internes est de tendre à rappro-

cher le pôle de rotation I du pôle d'inertie C.

Mais existe-t-il des frottements internes? Sans aucun doute.

Dans toutes les hypothèses géophysiques, on admet qu'au moins

une partie du globe se trouve à l'état plastique (c'est-à-dire non

parfaitement rigide), élastique ou non, et n'ayant pas une fluidité

parfaite. 11 s'ensuit que celte partie, ne se comportant pas comme

un corps parfaitement rigide, suivra, avec une vitesse d'adapta-

tion plus ou moins grande, les déplacements de l'axe de rotation

dans le globe : or, cette adaptation ne se fera pas sans évoquer

des frottements entre les particules, qui, forcément, absorberont

de l'énergie mécanique et la transformeront en chaleur. Notre

raisonnement précédent, tout en n'étant pas d'une rigueur

absolue pour ce cas, nous montre cependant assez bien ce qui

doit se passer.

Dans son célèbre Mémoire de 1 877 (***), G.-H. Darwin a étudié

(*) Voyez Encyclopàdie der mathematischen Wisssenschaften , t. IV.

art. 15, n° 14.

(**) Voyez Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 730.

(***) Influence of tkc geological changes... (Philosophical Transactions,

t CLXVII, 1877, §§ 4 et 5, pp. 280 et suiv.)
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les relations de position qui existent entre les pôles d'inertie et

de rotation, lorsqu'on suppose la Terre douée d'une certaine

viscosité, au moins dans l'une de ses parties.

J.-V. Schiaparelli a également traité ce sujet dans son étude

de l'influence des actions géologiques sur la rotation de la

Terre (*). Enfin, V. Volterra (**) a cherché ce que devenait,

dans cette hypothèse, l'influence des mouvements cycliques.

Nous nous bornerons ici à traiter, par voie purement géomé-

trique, les considérations de Darwin.

Nous supposerons que la vitesse d'écoulement des matières à

l'intérieur du globe est très petite, de manière que nous puissions

négliger Vinfluence directe de cet écoulement.

Darwin imagine que, sous l'influence d'actions géologiques, le

pôle d'inertie G, qui coïncidait primitivement avec le pôle de

rotation I, se déplace uniformément suivant un méridien C0G

avec la vitesse constante ii. Si la Terre était rigide, le pôle de

rotation I décrirait une cycloïde proprement dite (***), dont la

base de roulement serait le méridien C0C : I tournerait avec la

vitesse de rotation constante eulérienne y autour de son centre

instantané C. Mais comme par hypothèse le globe est doué d'une

certaine plasticité (non élastique), les tensions provoquées par

une rotation autour d'un axe 01 ne coïncidant plus avec l'axe OC
d'inertie, auront pour effet de faire fluer la matière visqueuse,

de manière que l'axe OC se rapproche de l'axe 01. Cette

tendance se manifestera d'autant mieux que l'écart CI sera plus

grand; en d'autres termes, la vitesse qui sera communiquée de

ce chef au pôle d'inertie C sera une fonction croissante de cet

écart S = Ci.

(*) De la rotation de la Terre sous l'influence des actions géologiques,

Saint-Pétersbourg, 1889, §§ 2 et 3.

{**) Sur la théorie des variations de latitude. (Acta Mathematica, t. XXII,

1898, chap. VI.)

(***) Voyez section B, litt. />, § 3 de la troisième partie. Il s'agit d'une

vraie cycloïde, puisque C et I coïncidaient primitivement.
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Admettons, avec Darwin (*) et Volterra (**), que cette vitesse

soit simplement proportionnelle à S, soit égale à kd, k étant une

constante de même espèce qu'une vitesse angulaire.

Voici quelles sont alors les données du problème : I est animé

de la vitesse linéaire eulérienne v$ (autour de son centre instan-

tané C), qui est perpendiculaire à CI; le pôle C possède une

vitesse de déviation u suivant le méridien C0C
f (***), et une vitesse

d'adaptation kd dirigée suivant CI. Il s'agit de déterminer le

mouvement des deux pôles I et C.

De prime abord la question parait compliquée. Mais on peut

la simplifier en la transformant en un problème de mouvement

relatif.

Pour cela nous communiquons, par la pensée, aux deux

pôles C, I une vitesse — u dirigée suivant la parallèle à C'C0

menée par chacun des pôles, et une vitesse — ko dirigée

suivant IC : le mouvement relatif de I par rapport à C ne sera

pas altéré; quant à C, il sera en repos absolu.

Le problème revient alors à celui-ci : déterminer le mouve-

ment d'un point I animé de trois vitesses : vo suivant une

perpendiculaire à IC (sens direct), kd suivant IC (centripète),

u suivant IN (parallèle à C'C 0 menée par I). Dans ces expres-

sions v, k, u sont des constantes, tandis que d varie (fig. 7).

Remarquons tout d'abord qu'en composant les deux premières

vitesses, on obtient une vitesse partielle IVV ss w dont la

grandeur numérique est |/v- -+- A2 . 5 et dont l'inclinaison

a = WIC sur IC est constante; car a = arctg|-

En combinant, par la règle du parallélogramme, cette vitesse

partielle w avec la vitesse constante IN == u, nous obtiendrons

la vitesse totale

v = w -h û= ÎW h- ÏN = iY

.

(*) Op. cit., 1877, p. 282.

(**) Op. cit., 1898, p. 347.

(***) Co est la position primitive de C. C est la position vers laquelle C ten-

drait si le mouvement de I ne réagissait pas sur lui.

15
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Mettons par C une semi-droite GA faisant avec la parallèle CC"
(menée par C parallèlement à C'C0)

l'angle a; prenons sur sa

direction un segment

t = ca =—__
;

Vf •+-

joignons A à ï et prolongeons Aï jusqu'en L (au delà de I).

méridien, de déviation,
*r=_.

Fig. 7.

Remarquons que les deux angles VWI, AGI sont égaux. En

effet, si nous menonsWR parallèlement à IC, nous aurons la suite

d'égalités :

Angle VWI= VWR— IWR= NIC— ( I 80°— WIC)

= (1 80°— ICC")— (1 80°— WIC) = WIC— ICC"

= ACC" — ICC" = ACI.

Cela posé, on voit immédiatement que les deux triangles

VWI, ACI sont semblables comme ayant un angle égal VWI
= ACI compris entre côtés proportionnels

VW u VT^k^ WI= mm l/V + I? = = —î

AC u * CI

par suite ils sont équiangles, et il vient

WIV = CIA = LIM.
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Évaluons l'angle <p que fait la direction de la vitesse totale v

avec IL :

?
== LIV = LIM M1V = VVIV VIM = WIM

= 1 80°— a= constante.

Ainsi la direction de la vitesse û, qui est celle de la tangente à

la trajectoire relative de I, fait un angle constant avec le rayon

vecteur AIL : en d'autres termes, I décrit une spirale logarith-

mique dont A est le point asymptote (*).

Comme a reste toujours compris entre 0 et 90°, quel que soit

le degré de plasticité de la Terre, cp est compris entre 90° et

180°, c'est à-dire que I parcourt la spirale de manière que les

rayons vecteurs aillent en décroissant : c'est-à-dire que I tourne

indéfiniment autour de A en s'en rapprochant de plus en plus,

mais sans pouvoir jamais l'atteindre.

Il faut observer encore que le rayon vecteur p = AI tourne

autour de A avec une vitesse angulaire constante. En effet, celte

vitesse v' est mesurée, si on désigne par P la projection de V sur

la perpendiculaire IP à AI en I, par

IP vsin» )) v v v

v' = — = = - sin ( 1 80° — a) = - sin a = -
m p p P P i/7*7~^

Comme dans les triangles semblables IVW, IAC on a

v IV VVV u
,
,

- = — =— = = Vs -f- k\
p lA AC w

Vf A*

on obtient

v' = \Zv* h- k*— = y = constante.

l/V - k*

(*) Cf. Darwin, op. cit., 1877, p. 282.
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Tel est le mouvement relatif de I autour de C, c'est-à-dire le

mouvement que I prendrait dans un plan emporté par le pôle C
dans son déplacement.

On peut remarquer que la spirale a des rayons vecteurs p= Aï

décroissant d'autant plus rapidement que k est plus grand, c'est-

à-dire que la matière du globe est plus fluide (puisque a est

d'autant plus petit).

Si, au contraire, on suppose k = 0, on a

a — 90°, f
== 90° :

la spirale devient une circonférence, et l'on rentre dans le cas du

globe rigide.

Si Ton suppose u = 0, les constructions précédentes

deviennent illusoires (*) : mais on sait que, si les pôles I,

C coïncident à l'instant initial et qu'aucune cause étrangère ne

vienne déplacer C (u = 0), les deux pôles restent perpétuelle-

ment confondus.

Pour déterminer la trajectoire absolue du pôle I, il faut

d'abord chercher celle du pôle d'inertie C.

On trouvera cette dernière en exprimant que le pôle C est

animé de deux vitesses simultanées : l'une w, constante en gran-

deur et direction, parallèle au méridien C0C r de déviation,

l'autre w == CW
{
=> kâ (fig. 8) dirigée suivant CI et propor-

tionnelle à la distance variable $; la loi de variation (en grandeur

et direction) de cette vitesse nous est connue, puisque nous

venons de déterminer le mouvement relatif de 1 par rapport à C.

Comme Cl = CÂ 4- Al, c'est-à-dire

^=7-
p,

la vitesse partielle w = k$ sera égale à

w «sa kl -+- kp.

(*) Voyez cependant l'application pour m = o (des raisonnements précé-

dents) un peu plus bas.
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La combinaison des deux vitesses (constantes en grandeur et

direction) u suivant CU et a = CQ = kl donnera la partie

constante en grandeur et direction

7=cf

de la vitesse absolue du pôle C. La partie variable

b = QVV, = C\V2 = FP

de la vitesse absolue de v de C tourne uniformément autour

de C et sa longueur, proportionnelle au rayon vecteur

= Al

d'une spirale logarithmique, décroit proportionnellement à une

exponentielle négative du temps.

/

£1

méridien, de déviation,

Fig. 8.

Si cette dernière longueur était constante, soit p0 , la vitesse

absolue v de C se composerait de la vitesse t uniforme de trans-

lation et de la vitesse kp 0 (constante en grandeur et tournant

uniformément autour de C), et par suite le mouvement de C

serait cycloïdal. Comme cette longueur décroît avec le temps

suivant la loi indiquée, on peut dire que la trajectoire de C est
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une eyekide dont la circonférence génératrice a un rayon décrois-

sant exponentiellement avec le temps (*).

Le mouvement absolu de I à la surface du globe résultera de

la combinaison des deux suivants :

1° Mouvement relatif spiraloïdal de I autour de C;

2° Mouvement absolu cycloïdal de C.

* *

Nous n'avons donné cet exemple qu'à titre de curiosité. On
voit encore que l'écart entre C et I oscille entre certaines

limites, mais tend à s'annuler. La viscosité supposée (au moins

d'une partie de la Terre) amortit les oscillations.

Si nous supposons que le mouvement de I autour de C soit

primitivement eulérien, c'est-à-dire qu'à l'instant initial la Terre

soit rigide, puis, qu'à un ceriain moment entre en jeu l'action

perturbatrice d'une viscosité au moins partielle, le raisonne-

ment précédent tient encore (**). A coïncide avec C et l'on voit

que la trajectoire relative de I autour de C est encore une

spirale logarithmique ayant G pour point asymptote. I la par-

court uniformément (en ce sens que le rayon vecteur p = cî= Cï

tourne avec une vitesse angulaire constante autour de C). Pour

déterminer le mouvement absolu de C, nous remarquerons que

la vitesse kâ dont C est animé, tourne uniformément autour

de C et décroît suivant une exponentielle négative du temps;

donc la trajectoire absolue de C est aussi une spirale loga-

rithmique. Le mouvement absolu de I résulte de la combinaison

de ces deux mouvements spiraloïdaux. On doit remarquer que I

tend à s'approcher de C. Il y a encore une tendance à l'amor-

tissement des oscillations.

(*) Cf. Darwin, op. cit., p. 283. Voyez aussi S. Newcomb, op. cit., 1892,

p. 339. Comparez aussi H. Gyldén, op. cit. (Bull. Ac, Stockholm, 1878,

n° 7.)

(**) Nous supposons qu'aucune action géologique étrangère n'intervienne,

c'est-à-dire u = o.
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Outre l'existence de couches visqueuses (*), on peut encore

citer comme actions passives le frottement des marées : marée

luni -solaire ou marée eulérienne (c'est-à-dire celle causée par

le déplacement eulérien du pôle I (**)].

Considérons d'abord l'aciion de la marée luni-solaire (***).

Aux extrémités d'un diamètre de la Terre se produisent deux

protubérances liquides, qui restent immobiles tandis que la

Terre tourne sous elles; plus exactement ces protubérances se

déplacent lentement avec la Lune. Par suite de la viscosité de

l'eau il se produit un couple qui s'oppose à celui de rotation de

la Terre. Si la Lune était rigoureusement dans le plan de lequa-

teur, l'axe du couple résistant coïnciderait avec celui de rotation

et sa grandeur serait sensiblement proportionnelle à cetle rota-

tion. Nous supposerons que la résistance qu'offrent ces protubé-

rances (vrais sabots de frein) à la rotation de la Terre est

proportionnelle à la vitesse de rotation instantanée o
(

lv
). Nous

poserons donc :

K étant un coefficient constant positif, /), q, r les composantes de o

suivant les trois axes principaux Ox, Oy, Oz fixes dans le globe, et

L, M, N les moments résultants des actions frottantes par rapport

à ces axes. Si nous pouvons encore assimiler le globe à un corps

(*) Voyez par exemple l'hypothèse de E. Wiechert.

(**) Voyez Sommerfeld, op. et lib. cit., pp. 726 et suiv., et aussi

E.-J. Stone, On the possibility ofa change in the position of the Earth's axis.

(Monthly Notices, Londres, mars 1867); et Encycl. der math. Wissen-

schaften, t. IV, art. 16.

(***) Il est clair que nous n'avons plus affaire à des frottements internes,

mais à des actions extérieures (au globe proprement dit). Pour tout ce qui

concerne le frottement des marées, consulter Encycl. des math. Wissen-

schaften, t. VM-B, art. 1, litt. E, pp. 68-83.

(iv) Voyez Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 586.
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parfaitement rigide de révolution (A = B) (*), les équations

d'Euler donnent

dp C — A K—

—

h — — r . q = »,
dt A ' A 1 '

dq C — A K_—

_

r . p—

_

ft

± __i P \
dt C

}

La dernière équation fournit immédiatement

r = r
0
e--c

l

, (1)

r0 étant la valeur initiale de r (correspondant à ^ = /0 = 0).

En additionnant les deux premières après les avoir multipliées

respectivement par 1 et î, il vient

d(p - iq) C-A K

dt
1 —j- r iP = - j(P +

ou

d(p -iq) C- A K
i r

-+- iq)dt A A

ou, en introduisant la valeur (1) de r,

d log {p — iq) C — A= i rn e c • —K

dt A 0 A

d où en intégrant

K .
C — A £ ( , — c')

p -4- iq = (p0 -+- iqQ) .e~l
t + t

a R
r
"

[
~ e

/, (

v

2)

p0 , q0 étant les valeurs initiales de p, q.

Si nous désignons par 1 l'angle que fait, à l'instant t, Taxe de

rotation 01 avec Taxe OC (Oz), nous avons

tg*—— L W

(*) Ce qui n'est évidemment qu'une approximation.



( 233 )

En séparant la partie réelle de l'imaginaire, dans l'équation (2),

nous obtenons

( P = e~~*'(Po coscp— q 0
sin cp), )

\ K
k

[ q = e A
f

(p 0
sin 9-4-7, cos <p), J

tp désignant l'angle variable

C -A C

En élevant les expressions (4) au carré et en les additionnant, il

vient

f + q*= (Pl -q^r-A*. (5)

La valeur (3) de tg X devient, si l'on remplace ]/p* -h et r

par leurs expressions (1) et (5),

£ K C A K

tg A=igA
0
.e-^ + c' = tgA

0
.e-c^r- / =tgA

0 ((>)

e désignant l'ellipticité du globe, soit s =
35g

d'après les for-

mules de précession luni-solaire.

K est essentiellement positif. On voit que l'axe 01 tend encore

à se rapprocher de l'axe d'inertie OC. En tenant compte de (1)

on peut encore écrire (6) sous la forme

r u*

(7)
<g A

o V

Pour que l devint la moitié de /0 (sa valeur primitive), il

faudrait, puisque )0 est toujours très petit pour la Terre,

r\l Isa A I

,305

t£Ç >
rt

A
0

2
\ u / 00 0

SOlt
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c'est-à-dire que r devrait être réduit à une fraction infime de sa

valeur primitive (— 2rc par j. sid.). En d'autres termes, la lierre

devrait être actuellement presque immobile pour qiton pût avoir

une diminution de 50% dans Yangle COI = ^.

Le frottement de la marée solaire ne peut donc avoir aucun

effet sensible sur la valeur de cet angle, c'est-à-dire sur la

dislance qui sépare le pôle de rotation I du pôle d'inertie C.

x\lais il existe encore un autre genre de marée.

Le pôle 1 se déplaçant à la surface de la Terre, le bourrelet

équatorial que forment les mers change avec lui ; ce bourrelet, en

se transportant à la surface du globe, exerce aussi un frottement

sur ce dernier. Ce frottement s'oppose au déplacement du pôle

de rotation, et l'axe de son couple est normal à Taxe de rotation

01 et à la position (voisine) 01' de cet axe à l'instant suivant.

Les cosinus directeurs de 01 sont proportionnels à

P-> g,

tandis que ceux de 01' sont proportionnels à

dp dq dr
p n dt, ci ~t dt, r h dt-
' dt ' dt dt

Le plan OJF a donc pour équation

Ai -h % Cz = 0

avec les valeurs suivantes pour ses coefficients
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Les cosinus directeurs de Taxe du couple résistant, perpendi-

culaire au plan OIT, seront donc proportionnels à

dq dr dr dp dp dq
r—— u— > p r— > a p —

dt
1
dt

r
dt dt

1
dt

r
Ht

Les composantes du couple résultant (supposé constant) des

actions frottantes seront encore proportionnelles à ces quantités,

soit égales à

L = — K (r— — q'~

Pour la Terre p t q sont très petits, ainsi que les dérivées p\

q
1

,
r'; aussi pourrons-nous négliger les termes du second ordre

en ces quantités et poser

r— n = — 2rr par jour sidéral.

Alors

i ir
<l(

t \

dt

M = + Kn —,
y dt

[ N = 0,

à ce degré d'approximation.

Introduisons ces valeurs dans les équations d'Euler; il vient

C— A Kndq
\

a
r ' q TrfT

C— A Kn dp
:— r . p = H
A ' A dt

— 0.
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Nous retrouvons en intégrant la dernière,

/• = n, (1)

et si nous introduisons cette valeur dans les deux premières,

nous obtenons

dp C — A Kn dq— -+- iui =
dt A 1

A dt

dq C — A Kn dp

dt' i

np
~~^~Â~dt

En posant encore

C— A

~A~~
n==V

'

Kn

i

puis en multipliant ces deux équations la première par 1, la

seconde par t, et en les additionnant, nous avons

d(p iq)
. . d— iv{p -4- iq) = ift — (p -+- iq),

ou

<i log {p -h iq)

dt

d'où, en intégrant,

( 1
— ifx) = ù

p -4- iq = {p0
iqje 1-^ (2)

u doit être toujours petit vis-à-vis de \ : autrement les oscillations

périodiques du pôle ne pourraient pas se produire. On peut alors

écrire
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puis

p -f- iq . (p 0
+

19
J^+W* = (;> 0

-f- i^Je^er/»*

ou, en séparant la partie réelle de l'imaginaire,

j
p = e t»'(p

0
cos -A — q 0

sinvf),

|

| r/ = e~Pvl

{p 0
sin v£ </

0
cos vf). j

277
La période eulérienne n'est pas altérée; elle est toujours —

Mais l'amplitude |/p
2 -h #

2 de l'écart du pôle de rotation va

décroissant suivant une exponentielle négative du temps (car p.

et v sont négatifs) : elle se dissipe (gedàmpft, comme disent les

auteurs allemands). L'in- fluence de la résistance passive est

encore d'amortir les oscillations (*).

Nous ne continuerons pas davantage l'étude de ces cas parti-

culiers. Ce que nous avons dit doit suffire pour donner une idée

du rôle que jouent les résistances passives dans les mouvements

du pôle de rotation.

APPENDICE.

Quelques mots d'explication sur le terme de H. Kimura.

Nous savons que S. Koslinsky (**) a indiqué l'expression sui-

vante de la variation Acp de la latitude cp d'un lieu géogra-

phique M :

Aj» = x cos x + y sin a,

où x, y désignent les coordonnées du pôle de rotation I par

(*) Voyez Sommerfeld, op. et lib. cit., p. 729.

(**) Variation de la latitude de Poulkowa, 1893.
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rapport à deux axes rectangulaires Ox, Oy et où 1 représente la

longitude de M.

Supposons encore que les axes Ox, Oy aient l'orienlaiion

positive (sens des aiguilles d'une montre) et que leur origine 0
soit la position moyenne de I (fixe à la surface de la Terre).

Prenons Ox dirigé suivant le méridien de Greenwich et

comptons les longitudes positivement vers l'Ouest : Oy a alors

la longitude + 90°.

Joignons 0 à M par un arc de grand cercle OM, et de I (x, y)

abaissons l'arc de grand cercle perpendiculaire à OM, qui coupe

ce dernier en K. L'angle IMO est très petit parce que I reste

toujours très voisin de 0. L'angle xOM est la longitude 1 de M.

Nous pouvons donc écrire (*) :

àf = OM — IM = OM — KM = OK = x cos J + y sin >.

Mais, comme nous l'avons dit dans la première partie,

H. Kimura a montré (**) que cette expression devait être com-

plétée par un terme annuel z indépendant de la longitude 1 :

A? = x cos i -4- y sin X z.

D'où peut provenir ce terme z?

Nous donnerons seulement ici quelques opinions.

R. Schumann (***), dans un article intitulé : Ueber die

Polhohemchwankunyen, reprend l'hypothèse de E. Wiechert

d'après laquelle la Terre serait constituée de la façon suivante :

une écorce peu dense (densité 2,7 environ) de 1 400 kilomètres

(environ) d'épaisseur, une couche plastique très mince sous-

jacente, et, à l'intérieur de celles-ci, un noyau en fer de

o 000 kilomètres de rayon. Le déplacement de l'écorce par

rapport au noyau dépend de six variables : 1° trois translations

(*) Pour un calcul plus rigoureux, voir par exemple Le Paige, Note,

Bull. Acad. des se. de Belgique, 1903, n° 1, pp. 17 et suivantes.

(*) On the existence of a new annual term . . . (Astronomische Nach-

richten, t. CLVIII, n° 3783.)

(**) Astronomische Nachrichten, 1903, n° 3877.
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a, b, c (variations des coordonnées du centre de gravité de la

croûte par rapport à un système rectangulaire ayant pour origine

le centre de gravité 0 de l'ensemble), qui donnent la variation

de latitude

(a b \ v.

A l? — — K — cos X -\— sin i sin » -*- K - cos
\r r I r

1 et <p
désignant respectivement la longitude et la latitude du

lieu d'observation, r sa distance au centre de gravité 0 de

l'ensemble (fixe), K une constante;

2° trois rotations i«, v,w autour de Ox, Oy, Oz produisant

variation

A 2? = u sin X — v cos x .

La variation Acp observée dans la latitude sera alors

a
A? = Aj» + Ajo = — {v •*- K - sin f) cos A

r

b
-+ (w — K - sin sin X

r

c
-f- K - COS

r

En comparant cette dernière expression à

A? = a? cos X -+- y sin > -4- z,

on obtient

x = — v — K - sin f,
r

b
y = -+- u — K - sin f ,

r

c
K -cos b.

r

Si le déplacement c du centre de gravité de la croûte suivant
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l'axe polaire a une période annuelle, il en sera de même de z,

el ce dernier pourrait constituer le terme annuel de Kimura (*).

W. de Sitter se place à un autre point de vue (**). On sait que

Kapteyn a indiqué la valeur 0"02 pour la parallaxe annuelle

apparente des étoiles avec lesquelles on détermine habituelle-

ment les latitudes. L'influence de cette parallaxe, combinée à la

petite action luni-solaire dont nous avons déjà parlé, pourrait,

d'après de Sitier, expliquer la moitié du terme annuel de

Kimura. Nous ne pouvons développer ses considérations ici, car

il s'agit d'une question d'astronomie pure.

Pour la même raison, nous ne ferons que citer l'opinion de

L. Courvoisier (***). Selon ce dernier, l'hypothèse de J.M. Schae-

berle, d'après laquelle il pourrait exister dans les régions circum-

polaires un milieu matériel, ou une condensation de l'éther,

aurait pour conséquence une réfraction annuelle analogue à la

parallaxe : cette réfraction pourrait réduire la valeur 0'M3 de

la parallaxe indiquée par S.-C. Chandler [pour expliquer le

terme z de Kimura
(

IV
)] à la valeur apparente 0"02 donnée

par Kapteyn.

Il est nécessaire de dire que A. Pannekoek a contesté cette

conclusion (
v
).

Enfin P. Harzer a touché aussi ce genre de question
(

VI
).

(*) Voyez encore les recherches numériques de R. Schumann, Astr.

Nachr., n°* 4142-4143.

{**) Astronomische Nachrichten, n° 3981, 1904.

(***) Astronomische Nachrichten, t. CLXV, nos 3990-3991.

(iv) Astronomical Journal, t. XXU et XXIII, n<>
8 517, 524, 530, etc.

(v) Astronomische Nachrichten, t. CLXV, n°* 4008, 4012, 4024, 4031.

(vi) Astronomische Nachrichten, t. CLXV, n° 4028.
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NOTE

Complément de la section A de la Troisième partie.

(Suite du § 1.)

R. Radau a fait remarquer (*) que Lagrange avait déjà établi

les équations (16) dans le deuxième et le troisième fragment

annexés au second volume de sa Mécanique analytique (**)
;

seulement ces équations sont tombées dans l'oubli et ont, été

retrouvées dans la suite par d'autres géomètres, qui ont d'ailleurs

suivi des voies différentes pour les obtenir. Radau a adopté les

notations usuelles aux formules du grand géomètre et nous a

fait admirer, une fois de plus, son génial talent.

La méthode que Lagrange emploie dans le deuxième

fragment (***) est entièrement analytique et revient à employer

le principe de d'Alembert. Dans le troisième fragment
(

iy
) il

établit plus directement les équations (16), mais seulement dans

le cas de la rotation naturelle (L = M = N — 0). Radau fait

observer qu'il suffirait d'appliquer le principe d'Hamillon,

au lieu de celui des travaux virtuels, pour obtenir par cette

méthode les équations générales. Cette remarque nous a suggéré

une démonstration directe, au moyen du principe d'Hamilton,

des équations (16) où f, g, h ont les expressions (12), plus

(*) Voyez F. Tisserand, Mécanique céleste, t. II, 1891, chap. XXX, p. 500,

et Bulletin astronomique, t. VII, février 1890, p. 63.

(**) On sait en effet que la Mécanique analytique ne fut terminée

qu'en 1815, deux ans après la mort de Lagrange, et que les éditeurs du

tome II ont renvoyé à la fin du volume plusieurs fragments relatifs aux

équations générales du mouvement de rotation d'un corps de forme quel-

conque et qui leur avaient paru « trop incomplets pour entrer dans le texte ».

(Voyez Méc. Anal., t. II, p. 229).

(***) Mécanique analytique, t. II, section IX, p. 212 et 2e fragment, p. 357.

(iv) Mécanique analytique, t. II, 3e fragment, p. 366.

16
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générales que celles de Lagrange (*). Nous en reparlerons

plus bas.

J. Liouville, reprenant les idées de Poisson, a établi (**) à

nouveau les équations (16), sans faire aucunement mention des

travaux de Lagrange sur la question.

E.-J Routli les a reproduites dans sa Rigid Dynamics

(4° édit., t. [I. p. 336) et les attribue à Liouville.

H. Gyldén, dans son célèbre Mémoire de 1871 : Recherches

sur la rotation de la Terre (***), les a établies directement.

Au contraire ce même savant dans un autre travail
(
,v

),

G.-H. Darwin dans son étude magistrale
(
v
), et S. Oppen-

heim
(

VI
) les attribuent encore à Liouville.

On peut également consulter à ce sujet :

R. B. Hayward, On a direct method of estimating velocities with respect to

axes moveable in space. {Cambridge Phil. Trans, 1854, t. X.)

P. G. Tait, On the rotation of a body about a fixed point. (Edinburgh H. S.

Transactions, 1869, t. XXV, p. 279.)

H. Schultz, Vierteljahrschrift des astronomischen Gesetlschaft. Leipzig,

1874, p. 119.

(*) En effet, ces dernières se déduisent des expressions (12j, en suppo-

sant les deux trièdres mobiles liés invariablement l'un à l'autre, c'est-à-dire

en faisant p — uix , q ^ t»
y , r = u> 2 .

(**; Développement sur un chapitre de la Mécanique de Poisson. (Journal

de Math, pures et appl., 2e série, t. III, 1858, et Add. a la connaissance

DES TEMPS POUR 1859, 1857.)

(***) Nova Acta Soc. Reg. Upsaliensis, 3e série, t VIII, 1871, 1« fascicule.

(iv) Ueber die Rotation eines festen Kerns.

.

. (Astronomische Nachrichten,

1878, t. XCIII, no 2226.)

(v; On the influence of the geological changes.. (Phil. Transactions,

Londres, 1877, t. CLXVII. p. 272.)

(vi) Rotation und Prâcession eines fliissigen Sphâroids. (Sitzungsberichte

d. k. Akad. d. Wiss., Vienne, t. XC11, 1885. et Astronomische Nachrichten,

1885, no 2781.)
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F.-R. Helmert, Vierteljakrschrifc der astronomischen Gesellsckaft. Leipzig,

1878, p. 309.

— Die mathematischen und physikalischen Theorien der hôheren Geodâsie.

Leipzig, 1884, t. II, chap. V.

P. Schwahn, Ueber Aenderungen der Lage der Figur- und der Rotations

axe des Erde... Berlin, juin 1887.

F. Tisserand, Mécanique céleste, t. II, 1891, chap. XXX, p. 500.

L. Picart, Sur la rotation d'un corps variable. (Ann. Observ., Bordeaux,

t. VII, 1897, p. 1.)

V. Volterra, Sur la théorie des variations des latitudes. (Acta mathematica,

1898, t. XXII, p. 201)

F. Klein et A. Sommerfeld, Ueber die Théorie des Kreisels. Leipzig, 1er fasc.,

1897, p. 138 et 3* fasc, 1903, p. 711.

Etc.

On peut encore obtenir les équations différentielles (16) par

Teniploi du principe de d'Alemberi ; cette méthode ne diffère

pas essentiellement, avons-nous dit, de celle employée par

Lagrange.

Les trois équations de moments relatives à l'équilibre d'un

système, combinées avec le principe de d'Alembort, nous

permettent d'écrire :

où L, M, N représentent les moments résultants des forces

extérieures par rapport aux axes de référence Ox, O//, Oz, où

x, y, z désignent les coordonnées, relatives aux mêmes axes,

d'un point M du corps (de masse m), et où ùx ,
$y ,

J2 repré-

sentent les composantes, suivant ces axes, de Vaccélération

absolue J du point M; la somme S doit s'étendre à tous les

points M du corps.

Si nous désignons, comme plus haut, par vx ,
oyi vz les com-

posantes de la vitesse absolue v de M suivant les axes Ox, Oy, Oz,

et par p, q, r les composantes, suivant les mêmes axes, de la
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rotation instantanée o du trièdre Oxyz qu'ils forment, nous

aurons pour composantes de J suivant ces axes :

dvx

Jx= — + qvz — rv
y ,

dv
Jy
— -~ + rvx— pv2 , ) (18)

h =— -h jou
y
— <px ;

en effet, l'accélération absolue J est la vitesse absolue de l'extré-

mité du vecteur vitesse absolue de M mené par O, et se compose

par conséquent de la vitesse relative
d
^£\ de cette extré-

mité par rapport à Oxyz et de la vitesse d'entraînement

(qvz— rv
y ,

rvx— pvz ,
pv

y
— qvx) de ce même point due à la

rotation instantanée o (p, q, r) de ce trièdre Oxyz.

En substituant les valeurs (18) dans les expressions (17),

nous obtenons :

[

l= lm
\ (lF

'*
-

qv
') y -(lF

+ rv' ~ pv
°)

z
\

fdvz dv
y \= m

\dt
y ~~dtl

SrW^t?!
'

_
~~
Sm

(
rv

*

-

= Im
[
— y - z)-*-p. 2m(v

9
y-*-vMz)— q . z>mvxy— r. Emvx z,

\ Lit (lv i

En remarquant que

dvz dvy d I \ I du dz\
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nous pouvons écrire les dernières équations sous la forme

d
L =— lm{vzy — vyz) — £m

/ dy dz\ \

p.2m(v
y
y

v

z z) — q .2mvxy - r.Imvxz, \ (19)

Mais les projections sur Ox, Oy, Oz de la vitesse relative d'un

point M par rapport à ces axes, savoir ^> ^» ont les valeurs

doc_ =t,>
_

(,z
_ r

j,) ,

du
-? = Vy -(rx-pz), ) (20)

dz
-jj=vz— {py- qx),

puisque cette vitesse relative est la différence géométrique

entre la vitesse absolue (yx ,
vy ,

v
z ) et la vitesse d'entraînement

(qz — ry, rx— pz, py — qx). En substituant les valeurs (20)

dans les équations (19), nous obtenons :

d .

L =
dt ^ ~ VyZ) ~~lm

(
Vz^ ~ (rX ~~PZ^ ~~ Vy ^Vz ~~ ^Py ~~ qx)^

-+- p . 2m(v
yy +- vMz) — q . lmvxy — r . lmvxz y

ou, en effectuant les réductions,

(

d V\L = — 2m(vxy— v
y
z) -4- q

.

2m (v
y
x— vxy)

—r.lm(vxz— vzx)

(21)
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Or les quantités 2m (v.y — vyz)<
2m (rxz— r

s
.r), Sm(»

y
i — vxy)

sont les moments résultants, par rapport à Ox, Oy, Oz, des

quantités de mouvement absolu, que nous avons désignés précé-

demment par /', g, h. Les équations (21) peuvent donc s'écrire

+ qh
_ rg = L

cette forme est bien celle (1 6) que nous nous proposions d'établir.

On peut encore mettre les équations différentielles (16) du

mouvement sous une autre forme (*).

Soit 2T la force vive totale absolue du corps :

2T = 2m(^. v*
y
+ v\). (22)

Substituons dans son expression les valeurs (8) de vx , vy , v z ,

nous aurons

2T = lm[(wx co
y
z — axyf + (m? + azx — o>xzf )

(m?z -+- uxy — co
y
xy]. )

Prenons les dérivées partielles de T par rapport aux compo-

santes ux ,
Wy, co- de la rotation w du trièdre Oi'iï, nous obte-

nons :

aT

Dca,

= + A«t
— Fw

v
— Ew2 = /j et de même

>T }(24)

l*j Voyez notre opuscule, p. 11.
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Les équations (1 6) du mouvement pourront donc s'écrire

/ d DT DT i)T
\

Dans le cas particulier où les axes Oxyz, Os^S sont liés inva-

riablement

C'est sous cette forme que Lagrange avait écrit d'abord les

équations du mouvement de rotation d'un corps solide (*).

G. Kirchhoff les a déduites, pour ce cas particulier, du prin-

cipe d'Hamilton, mais sa démonstration ne s'étend pas au cas

général (**).

Enfin V. Volterra les démontre aussi à l'aide de ce prin-

cipe (***), au cas où il existe des mouvements polycycliques.

(
+
) Mécanique analytique, t II, 1815, section IX.

(**) Vorlesungen iiber mathematische Phijsik : Mechanik; 3 e éd., 1883,

6 e leçon.

(* + *) Sur la théorie des variations des latitudes. (Acta mathematica,

t. XXII, 1898, p. 286.)

9
=

et les équations (25) deviennent :
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*

Essayons maintenant de déduire directement les équations

tout à fait générales (25) du principe d'Hamilton.

Soient

Ox, Oy, Or, ot Oç

Ox a b c oc. p r

Oy a' b' c' a' r'

Oz a" b" c" a." ?" r"

les cosinus directeurs des axes de référence Ox, Oy, Oz vis-à-vis

du système fixe Ox^z, et de l'autre système mobile 0£t£

Soient encore Xj, Y i5 Z, et X, Y, Z les projections, sur chacun

des axes Ox1? Oy { ,
Oz, et Ox, 0//, Oz, d'une force quelconque

(extérieure) directement appliquée au point M. Nous appellerons,

comme plus haut, L, M, N les moments résultants, par rapport

à Ox, Oy, Oz, des forces directement appliquées aux divers

points M du corps de forme variable.

Donnons à un point M de ce corps un déplacement virtuel

absolu 8s (compatible avec les liaisons telles qu'elles existent à

l'instant considéré) ; ce déplacement absolu ùs se compose

évidemment du déplacement virtuel relatif 8YY par rapport aux

axes mobiles Oltâ (c'est cette partie du déplacement qui est

astreinte aux liaisons et que Ton connaît par hypothèse) et du

déplacement d'entraînement (dû à la rotation m) de ces axes par

rapport au système fixe Ox
1
t/,z

1
(c'est ce dernier déplacement,

ou plutôt les composantes de ce déplacement qui jouent le rôle

d'inconnues).

Soient 8^, 8y |f 8s, et S 1^, 8'y, 8'z les projections du dépla-

cement virtuel absolu os sur chacun des axes du système fixe

Ox
) y l

z
i

et du système mobile de référence Oxyz.

Appelons 8WX ,
8W

y ,
8W2 les composantes suivant Ox, Oy, Oz

du déplacement virtuel relatif par rapport aux axes mobiles OiftÇ.

Enfin désignons par oiïx ,
oQy ,

8QZ
les composantes suivant

Ox, Oy, Oz du déplacement angulaire élémentaire ùQ = w8£.Ces
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composantes SW^, 8W
y ,
8W2 ,

8QX ,
ùily , 8QZ ne sont pas, en

général, des différentielles totales exactes (*).

Le point M du corps a pour déplacement linéaire dû à la

rotation d'entraînement 8Q (fig. 9)

MM7= p . SQ,

p étant la distance de M au vecteur w (passant par 0) et M' dési-

gnant la nouvelle position de M.

Fig. 9.

En affectant le signe TII (des moments) d'indices représentant

les points par rapport auxquels on les prend, et les vecteurs

d'indices signifiant les points où on les suppose appliqués, nous

pouvons écrire

mm7— p.SQ =ïMW0
« - ivÏÏM .

Donc le déplacement virtuel absolu 8s du point M a pour

expression

^ = ïw —10
JSM ,

puisqu'il est la somme géométrique du déplacement relatif et

du déplacement d'entraînement.

(*) Cf. Lagrange, Mécanique analytique, t. II, 1815, section IX, p. 228.
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Si nous désignons par oc, ?/, z les coordonnées du point M par

rapport aux axes de référence Oxyz, nous obtenons, en projetant

sur chacun de ces axes l'expression vectorielle précédente,

/ #x = JW.+ S Ù, .z-ôQ z .y, \

|
fi

l

y = S\\\+ ôil z .x-êQr .z,
|

(27)

La somme 8*5 des travaux virtuels des forces extérieures est

évidemment

<^ E(X 4<?x4 + y,%, z4<fet).

Comme on a les relations

i X, •=== aX -*- a'Y a"Z, .

S Y, = ftX + fe'Y -f- 6"Z, >

( Z, = cX + c'X c"Z, )

et en même temps

' == a"fat fr"cty t
-h e"*Bf,

cette somme peut encore s'écrire

ïfi = S[(aX + a'Y + «"Z^x, .

-= 2[X(a^
4
-+ %j + cfe,) -h.

= S(X^x h- Yd
v,

t/ 7J l

z),

ce qu'on pouvait d'ailleurs écrire directement, puisque la mesure

du travail est indépendante des axes sur lesquels on projette les

forces et les déplacements. Si nous substituons, dans l'expression

(28), les valeurs (27) de c^x, S 1
?/, nous aurons

(28)

= 22(X<?Wr -+ YJW
y
h- Z*Wa )

+ $QX . S(Zy — Yz) . . .

— 2(X<fW, -h Y<?W
y

-f- ZJW,) UQS
-4- WQ

y
+• (29)
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Remarquons que, dans cette dernière expression, la somme

S(x*w, - Y<yw„ + Zrwg,

travail correspondant au déplacement relatif, est absolument

indépendante des composantes 8QX ,
8Qy ,

BQ
S ,

qui jouent elles-

mêmes le rôle de variables absolument indépendantes entre

elles.

Maintenant établissons des expressions remarquables des

composantes h(ùx ,
Sw^, 8wz (de la variation virtuelle 8w de la

vitesse w de rotation instantanée du trièdre 0£r£).

Soient 8wXl ,
Bw^, 8w

2l
, et 8wx , Sw^, 8w2 les composantes sui-

vant Ox,. Ot/4, Oz
1

ei Oac, O/y, Os de cette rotation virtuelle 8w-

Nous pouvons écrire

en d'autres termes, les caractéristiques det 8 peuvent se permuter,

car elles se rapportent à des projections des déplacements angu-

laires absolus 8Q, dQ sur des axes absolument fixes, ce qui

signifie que dQxl ,..., IQXU ... sont des différentielles et variations

totales exactes (*).

D'autre part,

i $Q
tt
= aSQ x *- a ;âQ

y
h- a"âQt , \

|
£Q

yi
= bSQx h- b'ôù

y
b"$Q„ ( (31)

f âQZi
== câQx + c'âQ, + e"JÛ., )

(*) Voyez Laghange, op. et M. cit., p. 228. 8ÛX1 , SQj,,, $ù zi désignent les

composantes de BQ suivant 0xlf Oi^, 0%.
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en sorte que

d . $Qa da
âaxt
= a 1- -+- o 12,

dt dt

En substituant ces valeurs dans

^

Soùx
= a§a

xi
-4- b§a

yi
c$u

2Jl ,

(52)

(33)

nous aurons

4%= (o' + V +0—
dt

da , db dc\
+ dQJfl- + t-+c- + > (34)

dt dt dt
1

Mais comme a, 6, c, a'\ b'', c', a", 6", c" sont les cosinus direc

teurs d'axes rectangulaires, nous avons les relations connues

a2 + 6
2
h- c

2 = 1, aa' 66' -+- ce' = 0,

a'
2

6'
2

c'
8 = 1, a"a -+- 6"6 •+• c"c = 0,

et par suite

da db de
a— -+-6 — -+-c— = 0,

a< ai ai
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p, q, r étant, comme plus haut, les composantes suivant Ox, Oy,

Oz de la rotation instantanée o du trièdre Oxyz que ces axes

forment (*).

Il s'ensuit alors que les formules (34) se réduisent à

dt

§a = ^-âQ
tJ
-h r . $QX

— p . $QZ , ) (35)
dt

foz= — §Çls + p . JQ — q . $QX
\ dt

Ces premiers résultats acquis, calculons la force vive totale

absolue 2T du corps en mouvement. Si nous désignons par vx ,

vy ,
vz les composantes suivant Oac, O//, Oz de la vitesse absolue

v d'un point M de masse m, cette force vive sera exprimée par

2T = 2m(r^ + v\ v\). (22)

En introduisant dans cette valeur les expressions (4) de vx ,
vyf

v z
(**), nous aurons, comme plus haut,

2T = 2m[(wx
+ w^z — azyf -h (w

y
-»- uzx — axzf

(wa coxy — (23)

Calculons la variation de ia demi-force vive 8T qui résulte d'un

mouvement virtuel tel que chaque point subisse un déplacement

virtuel absolu ùs dans le temps ?A. Elle est

DT DT dT
âT = — âox

— âa
y
+ — fa,

D«x D«
y

Dcos

%n /DT DT DT \

<="
/ DT DT DT \

-4- > §WXi <$W| H (Ttt7Sj , (36)

(*) Les dernières formules sont classiques. Voyez, par exemple, Lagrange,

op. et lib. cit., p. 221.

(**) Expressions qui peuvent se déduire des relations (27), si l'on remplace

la caractérisque 81 par d et si l'on divise par dt.
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où n est le nombre de points du corps et où les §xit ùyh 3z
f
ne

représentent pas les projeciions 8 {x, S*?/, 8*z du déplacement

virtuel absolu §.s\ mais bien les variations des coordonnées

relatives ûr
t
-, î/ ?

-, «
t
«.

Remarquons que, dans cette expression, les variations vir-

tuelles de ces coordonnées et des composantes wxi >
w

]lh
wzi des

vitesses relatives sont supposées connues (elles doivent satisfaire

aux liaisons telles qu'elles existent à l'instant considéré) et par

conséquent ne dépendent nullement des composantes hùx ,
ùQy ,

?jQ
z
de la variation oQ = coof, composantes qui jouent le rôle de

variables absolument indépendantes.

Au contraire, les composantes Sw^, 8wz
en dépendent,

d'après les expressions (35).

Si nous substituons ces expressions dans la valeur (36) de 8T,

nous obtenons

-4- q . oQ. — r . SQy

aT fd . ôQ 2

\ . dt
+ p . ôÛy — q . $Qt + c?R, (37)

où SR désigne la somme des termes qui ne dépendent pas des

composantes hQx ,
8Qy ,

ùQz .

Si nous remarquons que
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nous pourrons écrire (57) sous la forme

d /DT

dt \i)cox

§Q.. H 6Û.
D«„ D«z

^ M DT DT 2

<?QX
- -ho r -

Wt Dcox Dco^ t)

^ /d DT DT DT\
JÛ - — + r p —7

V/f Dw
y

Dcox ' D»2 /

DT DT DT \

r-^P: 7
—

Dw^ Doo
y

<wx /

<?R. (38)

Cela posé, appliquons le principe d'Hamilton. Ce principe nous

dit que, si T représente la demi-somme des forces vives des diffé-

rents points du corps en mouvement et ô£> l'expression du travail

virtuel des forces extérieures, on a

j (JT -4- d^)dt = 0, (59)

t0 et i
{
désignant deux époques données, pour tous les déplacements

compatibles avec les liaisons du corps, pourvu que Cou donne les

positions initiale et finale du corps, ou que l'on suppose nuls les

déplacements virtuels relatifs aux époques î
0

et t,.

Remplaçons, dans l'expression (39) de ce principe, ST et

par leurs valeurs (39) et
(

w
29) ; nous obtiendrons :

/ — rjO + — JQ. dt
J \dt \Dwx Dco„

J
Daz 7

J

L — (- v- q r— \9Q t

t |_ \dt Dwx
J

Dcoz Dco
y /

J

j r . (d DT DT dt\
r p—

Dgcl. Doj,/

^ *

(X<?W, +- Y*W
f

-4- Z*WS
-+- r]K)dt = 0. (40

8Q„
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Le premier terme est nul, car il vaut

rJ'o
et, par hypothèse, dQœ ,

%Qy
dQ

z sont nulles aux époques t0 et t\.

Le troisième terme est indépendant de SQ^, dù
y ,
dQ

z , comme
nous Favons montré.

Il faut donc, pour que cette égalité (40) puisse avoir lieu

quelles que soient dQx ,
8Qy §QZ ,

que les coefficients de ces

dernières variations sous le second signeJ soient nuls séparé-

ment, soit

ce qui est bien le système (25) que nous avons obtenu plus haut.

Remarque. Notre raisonnement sur l'indépendance des varia-

tions revient à prendre seulement, comme le fait Lagrange (*),

la variation de T relative aux (rotations élémentaires qht, rht

remplacées ici par les) composantes wx ,
u
y ,

coz de la rotation

instantanée » du second trièdre mobile OÇtjÇ.

*
* *

On peut encore arriver aux équations (17)

(*) Mécanique analytique, t. II, 1815, 3e fragment, p. 366.
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qui traduisent le principe de d'Alembert et qui conduisent aux

équations différentielles (16) du mouvement, au moyen du

théorème bien connu sur Yénergie d'accélération (*).

Si l'on considère l'énergie d'accélération absolue 2S = £/>ï (J*

+ JJ + J*) et si on l'exprime de façon qu'elle ne contienne plus

d'autres dérivées deuxièmes que celles des k paramètres indépen-

dants q|, qg,..., q t (dont les variations sont arbitraires et déter-

minent le mouvement élémentaire du système), on obtient les

équations du mouvement en écrivant

as os as— = Q., -t. = Q2,. , — — Qk- (41

où q'i qï,..., q'I représentent les dérivées deuxièmes des para-

mètres q i9 </2 ,..., q k par rapport au temps t, et où Q 1? Q2 ,..., QA

désignent les coefficients des variations 8^, 8r/.iv .., hqk dans

l'expression du travail élémentaire du système

*E — Qityi + Qity -t- . . . • -4-Q*<ty*. (42)

Nous voulons montrer ici que nos équations (17), et par

conséquent aussi nos équations (16), sont bien les équations (41)

relatives aux paramètres

/ q, = Q x , \

( ? 3 =^, )

absolument indépendants, fixant, à chaque instant, la position de

chaque point M du système; Q^.. Qy ,
Qz

sont les composantes,

suivant Ox, Qy, Oz, de la rotation angulaire

J udt.

(*) Voyez P. Appell, Comptes rendus, août 1899; Journal de Crelle,

t. CXXI; Journal de Jordan, t. VI, 1900; Traité de méc. rat., t. II,
ù2* éd.,

1904; A. de Saint-Germain, Comptes rendus, t. CXXX, 1901.

17
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En substituant les valeurs (8) des composantes^, v
v ,

v
z
de la

vitesse absolue v dans les expressions (18) de celles des compo-

santes ix1 Jyf J
3
de l'accélération absolue J, nous obtenons

/ dw,
l

dz dy\ i da
y dat\

-4- q[w, uxy — oi
y
x] — r[w

y
-+• a2x — asz], \ (43)

Remarquons que les dérivées deuxièmes de nos paramètres

sont

92—^-d?' /
(44)

Par suite, en dérivant les valeurs (43), nous avons

(45)

Si nous calculons l'énergie d'accélération absolue

2S = 2m(J* -+- J* +- J|)

au moyen des expressions (4-3), nous voyons qu'elle ne contient,

comme dérivées deuxièmes, que celles des paramètres q {
= Qx ,

ç2
= Qy , q z

= Qz . De plus, d'après l'expression (29) du travail
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virtuel des forces extérieures, nous apercevons immédiatement

que

Q, = L, \

Q, = M, (46)

Q3 = N. J

En écrivant donc les équations (41), nous aurons

f Mx DJ
tf

L = Q, =— = Sm 4— + J + I—
= 2m (Jzy — ù

y
z\ et de même

M= 2m(}xz — J sx),

N=Sm(J
y
x-Jl!/ ),

en vertu des valeurs (45).

Ces dernières équations ne sont autre chose que celles (17)

qui traduisent le principe de d'Alembert. En appliquant le même
mode de transformation, nous obtiendrons encore pour équations

du mouvement

-+<,h-rg = L,

^->-rf—ph = M,
\

Ah

Enfin remarquons encore, avec P. Appell (*), que le théorème

sur l'énergie d'accélération ne fait que traduire le principe de la

moindre contrainte de Gauss (**).

(*) Mécanique rationnelle, t. II, 2* éd., 1904, pp. 384 et 469.

(**) Journal de Crelle, t. IV. Voyez aussi Lagrange, Mécanique analytique

publiée par J. Bertrand, t. II, note 9, p. 357.
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ERRATA.

Pour rendre la figure 1 {page 11) plus claire, il convient de supposer l'arc

de grand cercle IGC tracé en trait plein, ainsi que les extrémités des

vecteurs o, OG7 jusque I, G.

Pages. Lignes. Au lieu de Lire

14 9 et 10 c'est-à-dire COG, est c'est-à-dire COG , et

très petit et reste infé- même i + 60 = COI sont

rieur. . . très petits et restent in-

férieurs. .

.

14 10,11,14,15,20 % i + %
15 1,3 % i + %

15 4 en remontant C

r .t
C cos(ï + 0O)

o .

A cos 90

17 6 % i + e0

18 3,4,5 % i + %
20 note 2, ligne 2 cos 6

0 cos (i + 6
0 )

26 note, ligne 3 Belgigue Belgique

27 10 donnée données

39 5 pollhodie polhodie

43 7 ferma ferme

48 5 en remontant de ceux et ceux

51 note, dern, ligne magnetisma magnetism

52 12 qualificatif qualitatif

59 4 en remontant sur le détail dans le détail

63 note 2, ligne 1 Procession Precession

66 6 en remontant du premier au premier

69 fig.4 I, r
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T8 3

7.'i 5 en remonlant

85 5 en remontant

87 1

88 8

104 6 en remontant

107 5

114 1 en remontant

123 9

127 2

128 10 en remontant

133 3

134 note 5, ligne 1

146 2

146 ii

156 1

157 5

163 8

191 10 en remontant

193 note 1, ligne 2

198 6 en remontant

198 2 en remontant

215 7 en remontant

217 5

218 note 1, ligne 1

224 note 3, ligne 1
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ADDENDA.

Page 46, note. Ajouter :

On voit facilement que l'angle i= GOI reste constant; en effet

Ap p Aq q Cn n H2

cosz=--7 • - + 7T •
1 + — .-=— = c*e,Go Go G o Go

H2 désignant la constante des forces vives.

Page 57, note 3. A jouter :

Consultez aussi Encycl. der math. Wissenschaften, t. VI-l-B, art. 1.

Page 61, note 4. Ajouter :

Cependant les dernières mesures de la vitesse de propagation des ondes

sismiques semblent indiquer, pour la Terre, une rigidité notablement

supérieure à celle de l'acier. (Cf. Encycl. der math. Wiss., t. VI-l-B, art. 1,

no 37, p. 65.)
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(4 e NOTE)

PAR
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SUE

L'HYPOCYCLOÏM DE STEINER

1. — Depuis que Steiner a énoncé (*) ses célèbres théorèmes

sur l'hypocycloïde à trois rebroussements, on a donné de nom-

breuses démonstrations des propriétés de cette courbe remar-

quable. Mais il semble qu'on n'ait pas encore tenté de faire une

théorie complète de % (**) par les procédés de la géométrie

élémentaire ; cette étude ne parait pas sans intérêt, car si les

procédés analytiques sont plus généraux et font voir le lien qui

unit les propriétés de la courbe en les faisant dériver, comme

Ta fait Cremona (***), de théories générales, les méthodes

géométriques sont souvent plus rapides et permettent d'examiner

de plus près les questions de détail. Dans trois notes présentées

à la Société royale des sciences de Liège
(

IV
), nous avons établi

(*) Crelle, t. LUI, pp. 231-237.

(**) Le symbole 36 remplacera, dans la suite, les mots : hypocycloïde à

trois rebroussements.

(***) Cremona, Sur L'hypocycloïde à trois rebroussements. (Crelle, t. LXIII,

fasc. 2, pp. 101-120.)

(iv) Note sur Vhypocycloïde à trois rebroussements, 3 e série, t. IV, 1902. —
Sur Vhypocycloïde à trois rebroussements, 3e série, t. VI, 1906. — Note sur les

hypocycloïdes tricuspidales inscrites à un triangle fixe, 3e série, t. VIII, 1909.



( 4 )

géométriquement un grand nombre de propriétés de %; nous

nous proposons, dans la note actuelle, de compléter cette étude

en établissant géométriquement les propriétés de deux groupes

de coniques déjà signalées par Cremonu (loc. cit.); nous démon-

trerons en outre plusieurs propositions qui nous paraissent

nouvelles.

2. — Les deux points de rencontre M et M' d'une tangente

mobile à une % avec le cercle tritangent à cette courbe se

déplacent sur ce cercle avec des vitesses angulaires w et to' telles

que g/ = — 2w. Comme précédemment
(

IV
), ces points seront

appelés le point primaire et le point secondaire de la tangente,

et si S et w représentent un sommet de % et le centre de son

cercle tritangent, l'angle SwM sera Yangle directeur de la

tangente MM'; le point de contact de MM' avec % est symétrique

de M' par rapport à M.

Si par un point D (fig. 1 ) on mène à % trois tangentes ha ,
hb ,

hc

et que l'on mène ensuite les tangentes a, 6, c perpendiculaires à

ha >
nb> les droites a, 6, c forment un triangle ABC dont

ha,
h b ,

h c sont les hauteurs. Les points primaires et les points

secondaires des tangentes a, 6, c sont respectivement les milieux

des côtés et les pieds Ha ,
H ô ,

H c des hauteurs du triangle ABC.

Les points de contact de a, b, c avec % sont les symétriques de

Ha ,
H6î H c

par rapport aux milieux des côtés, et les normales en

ces points se coupent en un point N symétrique de lortho-

centre D par rapport au centre 0 du cercle ABC.

On peut circonscrire à une % une infinité de triangles

analogues à ABC; nous les appelons les triangles principaux

de %. Une % est l'enveloppe des droites de Simson de Tun

quelconque de ces triangles principaux.

3. — Supposons que le point D se déplace sur la droite AH a ;

les tangentes AHa et BC restent fixes, tandis que les tangentes AB
et AC se déplacent de telle façon que le milieu de BC, qui est le

point primaire de BC, reste fixe; le centre 0 du cercle ABC se
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déplace donc sur une parallèle à AHa ; le rayon du cercle ABC
reste d'ailleurs constant et égal au diamètre du cercle tritangent

à 9G, donc : si le centre 0 d'un cercle de rayon constant se déplace

parallèlement à Vun des côtés IJaA d'un angle droit CH a A, les

droites qui joignent l'un des points de rencontre A de ce cercle

avec le côté AHa aux deux points de rencontre B et C du cercle

avec le second côté enveloppent une %.

On démontrerait sans difficulté que les droites qui joignent

les points B et C au second point de rencontre du cercle mobile

avec le côté AH a enveloppent une % symétrique de la première

par rapport à BG.

4. — Deux droites rectangulaires et transversales réciproques

Tune de l'autre par rapport au triangle ABC sont les asymptotes

d'une hyperbole équilatère circonscrite à ce triangle. Ces droites

sont aussi les droites de Simson de deux points diamétralement

opposés sur le cercle ABC; elles sont donc tangentes à %; par

conséquent, une % est sa propre transformée par transversales

réciproques par rapport à l'un quelconque de ses triangles prin-

cipaux; c'est une anallagmatique dans ladite transformation.

Si Ton mène à % trois tangentes passant par un même
point D' et les trois tangentes perpendiculaires, on obtiendra un

quadrangle orthogonal A'B'C'D' circonscrit à % et dont les côtés

opposés sont des transversales réciproques par rapporta ABC.

Donc :

Etant donné un quadrangle orthogonal ABCD, on peut

construire une infinité de quadrangles orthogonaux A'B'C'D'

dont les côtés opposés soient des transversales réciproques par

rapport à chacun des triangles ABC, ABD, ACDJBCD. Récipro-

quement, les côtés opposés de ABCD sont des transversales réci-

proques dans les triangles A'B'C, A'C'D', A'B'D', A'C'D' ; tous

ces quadrangles sont circonscrits à une même % et le rayon du

cercle A'B'C est constant.

5. — Soient ABC et A'B'C (fig. i) deux triangles principaux
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quelconques (*) et D, D' leurs orthocentres. Lorsqu'une droite 8

tourne autour de D', sa transversale réciproque par rapport à

ABC enveloppe une conique T inscrite au triangle ABC; or les

côtés du triangle A'B'C' sont les transversales réciproques des

droites D'A', D'B', D'C (4); ces côtés sont donc tangents à T.

Ainsi deux triangles principaux quelconques ABC, A'B'C sont

toujours circonscrits à une même conique.

Le centre K de r (fig. 1) est le point complémentaire de D',

c'est-à-dire que le centre de gravité G de ABC divise KD' dans

le rapport 1 à 2. Soient 0 et 0' les centres des cercles ABC et

A'B'C'; les droites DO et D'O' ont pour milieu commun le

centre w du cercle d'Euler des triangles ABC, A'B'C qui est

aussi le cercle tritangent à %; le point G divise la droite Ooj

dans le rapport 2: i, et comme w est le milieu de O'D', G est

le centre de gravité du triangle OO'D'; or on a D'G' = 2GK, par

conséquent K est le milieu de 00'. Donc :

Deux triangles principaux d'une même % sont circonscrits à

une même conique dont le centre est au milieu de la droite qui

joint les centres des cercles circonscrits à ces triangles.

A il

C

Fig. 1.

(*) Les points A', B', C ne sont pas indiqués sur la figure.
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Lorsque D et D' coïncident, les triangles ABC, A'B'C coïn-

cident aussi et la conique V est tritangente à %; son centre

coïncide alors avec 0.

6. — Les triangles ABC, A'B'C étant circonscrits à une

même conique V sont inscrits à une autre conique (H); on peut

engendrer cette conique de la façon suivante. Soit A une tangente

à T; ses transversales réciproques 8 et S' par rapport à ABC et

à A'B'C 7 se correspondent homographiquement et passent respec-

tivement par D' et par D. Leur point d'intersection décrit donc

une conique (H) qui passe par D et par D'; lorsque A coïncide

avec BC, 8 coïncide avec D'A et o' avec DA, car (4) AD et BC
sont des transversales réciproques par rapport à A'B'C; la

conique (H) est donc circonscrite aux quadrangles orthogonaux

ABCD, A'B'C'D' et est par conséquent une hyperbole équilatère.

Donc :

Deux triangles principaux de % sont inscrits à une même
hyperbole équilatère (H) (*).

7. — Les hyperboles (H) satisfont à trois conditions. En
effet, lorsque D est donné, les points A, B, C sont déterminés et

les hyperboles H forment un faisceau ; une hyperbole (H) est

déterminée quand on en donne deux points D et D'. Nous

convenons de dire que ces hyperboles forment un réseau hypo-

cycloïdal.

Le centre d'une hyperbole quelconque du réseau se trouve

sur le cercle tritangent à 9G et ses asymptotes sont deux tangentes

rectangulaires de %.

Inversement, à toute hyperbole du réseau, on peut inscrire

une infinité de triangles principaux. En effet, si D se déplace

sur une hyperbole (H,) du réseau, les sommets A, B, C du

triangle principal dont D est l'orthocentre se déplacent aussi

sur (H4), car on a vu précédemment que toute hyperbole du

réseau qui passe par D passe aussi par A, B, C. On conclut aussi

de là que deux hyperboles (Hj) et (H2 ) du réseau se coupent en

(*) Cremona, loc. cit.
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quatre points A, B, C, D qui sont les sommets d'un quadrangle

orthogonal circonscrit à % (*).

8. — Le réseau hypocycloïdal peut encore être considéré

comme engendré par toutes les hyperboles dont les asymptotes

sont deux tangentes rectangulaires de î)G; c'est ainsi qu'il a été

défini par Cremona.

Une % est déterminée par quatre tangentes; si l'on prend

pour^déterminer % deux couples de tangentes rectangulaires,

deux hyperboles équilatères ayant pour asymptotes chacun de

ces deux couples de droites seront des hyperboles du réseau

hypocycloïdal déterminé par % et se couperont en quatre points

A, B, C, D formant un quadrangle orthogonal circonscrit à %.
D'où une génération de % :

Si deux hyperboles équilatères varient de façon que leurs

asymptotes supposées distinctes restent fixes, leurs six cordes

d'intersection enveloppent une %.

9. — Le milieu de B'C est le point primaire de cette tan-

gente (2); donc une hyperbole quelconque du réseau rencontre

une tangente quelconque à % en des points symétriques par

rapport à son point primaire. Il résulte de là que toute hyper-

bole du réseau rencontre les côtés d'un triangle principal quel-

conque en des points isotomiques.

Réciproquement, toute hyperbole équilatère qui coupe les côtés

d'un triangle principal quelconque en des points isotomiques

appartient ou réseau. Considérons en effet une hyperbole équi-

latère h coupant les côtés de ABC en des points isotomiques

a et a', (3 et (3', y et f ; il existe une hyperbole du réseau qui

passe par a et (3; en vertu du théorème précédent, elle passera

par a' et (3' et coïncidera avec h.

10. — Soient P et Q, R et S (**) les points d'intersection de

deux droites transversales réciproques par rapport au triangle

(*) Cremona, loc. cit.

(**) Le lecteur est prié de tracer la figure.
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ABC avec un cercle c concentrique au cercle ABC. Considérons

l'hyperbole équilatère h
{
qui passe par P, Q, R, S; le côté BC

est coupé par fi
{ ,

par c et par le couple de droites PQ et RS en

six points qui sont en involution. Or les deux derniers couples

de points sont isotomiques sur BC, il en est donc de même du

premier; l'hyperbole h
{
coupe donc les côtés de ABC en des

points isotomiques et appartient par conséquent au réseau hypo-

cycloïdal. Donc :

Le réseau hypocycloïdal est formé par toutes les hyper boles équi-

latères qui passent par les points d'intersection dun cercle quel-

conque concentrique au cercle ABC avec deux droites variables,

transversales réciproques par rapport au triangle ABC.

11. — Soit L (fig. 1) le centre d'une hyperbole (H,) du

réseau passant par A, B, C, D. L'orlhocentre D est le centre

d'homothélie du cercle ABC et du cercle d'Euler w du triangle

ABC, qui est aussi le cercle tritangent à %. Le point L', diamé-

tralement opposé à D sur (II,) est donc le quatrième point de

rencontre de (H,) avec le cercle ABC. Le rayon OU du cercle

ABC est parallèle au rayon toL du cercle d'Euler et est double

de ce rayon; si Ton suppose donc que (H,) reste fixe et que V
décrive (H,), la droite L'O restera constante en grandeur et en

direction; le point D décrira aussi (H,) et, par conséquent (7),

le triangle ABC variera en restant inscrit à (H
4 ); les points

A, B, C, seront donc les points d'intersection de (Y\{) avec le

cercle décrit de 0 comme centre avec OL' comme rayon.

On a donc cette nouvelle génération de % :

Une extrémité L' d'une droite L'O équipollenle à une droite

donnée décrit une hyperbole équilatère (Hj) ; le cercle décrit de 0
comme centre avec OW comme rayon coupe (H

4 ) en trois nou-

veaux points A, B, C. Les côtés du triangle ABC enveloppent

une %.

12. — Lorsque le triangle principal ABC est rectangle

en A (fig. 2), toutes les hyperboles du réseau qui sont circon-
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scrites à ABC touchent en A la hauteur AH du triangle. Or le

point A appartient alors au cercle tritangent à %; donc : le

cercle trilangent est le lien des points de contact des hyperboles du

réseau (*).

Dans le cas où ABC est rectangle, le point A est le point

primaire de la tangente AH perpendiculaire à BC et le point

secondaire des tangentes AB et AC; les points B et C sont les

points de contact de ces tangentes et la droite BC touche % au

w

A

( \/x /
<t\ X \
\\ y,\ \

h
\ :\1

FiG. 2.

point K symétrique de H par rapport au milieu O de BC (2).

Toute hyperbole (H^ du réseau qui passe par A touche AH
en A et passe par B et C (7) ; les points B et C sont donc deux

des huit points de rencontre de % et (H,), et A est l'un des

points d'intersection de (H 4 )
avec le cercle tritangent. On

conclut de là que les huit points d'intersection de % avec une

hyperbole quelconque du réseau sont situés deux à deux sur

quatre tangentes B4 ,
82 ,

8 3 ,
S 4 de % et que les quatre points

d'intersection de cette hyperbole avec le cercle tritangent sont les

points primaires des tangentes perpendiculaires à 8 lf 82 ,
o 5 ,

84 .

(*) Cremona, loc. cit.
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On peut démontrer que les points de contact des tangentes

§!, 8â ,
8 3 ,

8 4 sont en ligne droite. Supposons que BC soit la

tangente 8 lt et soient (fig. 2) R le centre de (H^ et M le point;

du cercle ABC qui est symétrique de A par rapport à R. Si Ton

porte sur AH des longueurs A a, Aa' égales à AB, les asymptotes

de (H^ seront les droites Ra et Ra', car ces droites sont rectan-

gulaires et renconlrent la tangente AH à (H 4 ) en des points

symétriques par rapport au point de contact A; la puissance p

de (Ui) est égale à la moitié de la surface du triangle Raa'; si

on abaisse RYF perpendiculaire sur AH, on aura donc

'i
t ..^m ?

r
2

Soient S le point diamétralement opposé à M sur le cercle

ABC et T le symétrique de S par rapport à BC. La pédale t du

point S est parallèle à AT et l'angle qu'elle forme avec BC a

par conséquent pour mesure la demi-différence des arcs AB' et

CT, ou \
L
(AB — BM) ou ^ A M ; cet angle est donc égal à l'angle

ASM, et si P désigne la projection de K sur t, les triangles ASM
et KPL sont semblables; on a donc

AM:MS = KP: KL,

ou

AM . KL = Ar . KP,

r désignant le rayon du cercle tritangent. Or AM est double de

AR et KL est égal à NH ou à 2RM' ; donc

2»
2» = r.KP ou KP =—

•

r

Lorsque l'hyperbole (H 4 ) est donnée, la tangente t est déter-

minée; son point primaire est le point R' diamétralement opposé

sur le cercle tritangent au centre R de (H
4 ). Si K/, K'\ K'n

sont les points de contact des trois autres tangentes 8
2 ,

8
3 ,

8
4

obtenues en joignant deux à deux les six autres points de
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rencontre de (H t ) avec %, la distance de chacun de ces points

à la droite t sera égale à — ; donc les points K, K', K ;/

,

sont situés sur une même droite d parallèle à t. Ainsi :

Si par les points de rencontre d'une droite avec une % on

mène les tangentes o lf S2l 85 o4 à celte courbe, ces tangentes

rencontrent de nouveau l'hypocycloïde en huit points qui sont

sur une hyperbole équilalère (Hi). La puissance de cette hyper-

bole est égale à ^> 5 désignant la distance de la droite d à la

tangente à DG qui lui est parallèle; l'hyperbole (H 4 ) touche les

tangentes perpendiculaires à 8j, o2 , 85, 84 sur le cercle trilangent,

en leurs points primaires. Lorsque d se déplace, (H
4 ) engendre

un réseau hypocycloïdal.

13. — Si la puissance p reste constante, la distance 8 ne

variera pas, donc : l'enveloppe des droites d correspondant aux

hyperboles du réseau qui sont égales à une hyperbole équilatère

donnée est une courbe parallèle à %.

14. — Prenons comme axe de x (*) le diamètre du cercle

trilangent qui passe par un sommet <j de % et pour axe des y le

diamètre perpendiculaire. Soit a l'angle directeur de la tangente

primaire menée par le centre R de (H 4 ); les angles directeurs

des deux tangentes secondaires menées par ce point seront

— - et tz — Les équations de ces trois tangentes seront donc

a. . a 3a
x cos y sm - = r cos — » (1)

a. .a 3a
x cos - +• y sin -= r cos — > (2)

4 4 4

.a « .

x sm y cos- = r sm— (3)
4 4 4

(*) Le lecteur est prié de tracer la figure.
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Or (H 4 ) a pour asymptotes les deux tangentes secondaires

menées par R, son équation est donc

(a a 3a\ / a a. 3<x\
x cos - -+- y sin r cos — x sin y cos—h r sin — — » = 04^4 4/V 4

y
4 k)

v

ou

a a / a a\
(x

2 — w ) sin 2xw cos - -t- 2r x sin—h w cos -
v * 1

2 ^2 \ 2 * 2/

3*_ r
2 siny— p = 0.

La tangente f est perpendiculaire à la tangente primaire

menée par R; son équation s'obtiendra donc en remplaçant

dans l'équation (1) a par tz -h a :

x sin—h y cos - =— r sin —
2

y
2 2

L'équation de la droite d est*donc

a a . 5a 2»
x sin - y cos - — r sin

2 2 2 r

Si cette droite passe par un point fixe H (x", t/'), on aura

, .
3a *

r* sin h 2»
a a 2

r

x' sin—ht/' cos -
2 " 2 r

et l'équation de (H
A ) peut alors s'écrire

OL CL & &
(x

2— */

2
)sin - — 2xî/ cos - -+- 2rx sin - 2rt/ cos -

a a
-t- 2x' sin - r?/' cos -= 0,

2 2

ou

a
x* — t/* — r(2x -4- x') — [2xî/ — r (2i/ + y')] colg -= 0.

2
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Lorsque a varie, celte hyperbole engendre un faisceau; donc:

Lorsque d tourne autour d'un point fixe P, l'hyperbole (H
4 )

passe par quatre points fixes P,, P2 ,
P3 ,

P4 .

15 — Le quadrangle P^P^ par les sommets duquel

passent une infinité d'hyperboles du réseau est nécessairement

un quadrangle orthogonal circonscrit à % La situation de P

par rapport à ce quadrangle peut se définir assez simplement.

Supposons que d coïncide avec l'une des trois tangentes menées

de P à %. Les huit points de rencontre de l'hyperbole (H 4 )

avec % sont alors : 1° les deux points de rencontre |x et p/ de

d avec %, chacun de ces points devant être pris deux fois;

2° les quatre points de rencontre des tangentes en jjl et u f avec

% ;
l'hyperbole (Hj) se réduit à ces deux tangentes qui coïn-

cident donc avec deux côtés opposés P 4
P4 et P2P5 du qua-

drangle P1P2P5P4. On conclut de là que les droites qui joignent

les points de contact des couples de côtés opposés du quadrangle

passent par P.

Soient Q lt Q2 , Q5 (fig. 3) les points de rencontre des côtés

Fig. 3.
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opposés du quadrangle P1P2P3P4; les points p. et p.' sont les

symétriques de Q 4 par rapport aux milieux a et a' de P2 P3 et

PiH 4 (2). Mais aa' est perpendiculaire à Q2Q3 et passe par le

centre w du cercle Q1Q2Q3, c'est-à-dire du cercle tritangent

à 9G; la parallèle menée par Q t à ^ est donc une hauteur du

triangle Q1Q2Q3 el est symétrique de p.p/ par rapport à w.

Donc le point P est le symétrique de Vorthocenlre du triangle

Q1Q2Q3 Par rapport au centre du cercle tritangent à %.

16. — La première polaire d'une droite d par rapport à %
est une conique tangente à la tangente double de9G, c'est-à-dire

à la droite de l'infini; c'est donc une parabole. Cette parabole

est tangente aux quatre droites hlt 82 ,
83 ,

84 qui touchent

l'hypocycloïde aux points où elle est rencontrée par la droite d.

Nous allons donner des démonstrations élémentaires de quel-

ques propriétés déjà connues (*) de cette courbe; nous démon-

trerons aussi quelques propriétés qui ne semblent pas avoir

déjà été rencontrées.

Soient B' et C (fig. 4) deux des points d'intersection de d

et %, AB, AC les tangentes en ces points et BC la tangente

perpendiculaire à la troisième tangente AD menée par A; le

triangle ABC sera principal et les points B' et C seront les

symétriques des pieds de hauteur BH6 et CHC par rapport aux

milieux des côtés AB et AC; le point de rencontre N des nor-

males en B ; et C est donc le symétrique de rorthocentre D
par rapport au centre 0 du cercle ABC. Soit M le point de

rencontre de AN avec le cercle ABC et soit PQ la pédale de M;

cette droite est la tangente à % qui est parallèle à la droite d;

on sait que le point primaire de PQ est le milieu R de DM.

Soient w le centre du cercle tritangent et F le point de

rencontre de wR avec AN ; si l'on considère le triangle DwR
coupé par la transversale NMF, on a

ND Fco MR _X
FR

X
MD
=

(*) Cremona, loc. cit. Painvin, Note sur l'hypocycloïde à trois rebrousse-

ments. (Nouvelles Annales, 1870, p. 75.)
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Mais

ND : Nw = 4 : 5

et

MR:MD = 1:2,

on a donc

Fw:FR=:5:2 on «F = 3wR. (4)

Fig. 4.

De même si Ton considère le triangle DM1N coupé par la

transversale wRF, on a

FM coN RD

FN
X
^D

X
RM

==i '

d'où

FN = 3FM. (5)

Considérons la parabole p qui a pour foyer F et qui est

tangente aux droites AB et AC. Légalité (4) permet de

construire le point F quand on connaît le point primaire R de

la tangente t parallèle à d; la position de la tangente au sommet

J de la parabole p est aussi connue quand on donne la droite d;

en effet, elle est parallèle aux droites d et t et l'égalité (5)

montre qu'elle divise extérieurement la distance de ces droites

dans le rapport 3 : 1. La parabole p est donc déterminée quand
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on connaît la droite d qui joint les points de contact B' et C
des tangentes AB et AC; il résulte de là quelle touche égale-

ment les deux autres tangentes menées à % aux points où celte

courbe rencontre encore d.

On conclut de l'égalité (4) que le foyer F se trouve sur le

cercle passant par les points de rebroussement de %, c'est-à-dire

sur le cercle tritangent à la développée % f de %. Ce point est

le point primaire de la tangente à %' qui est perpendiculaire

à t; l'axe de p passant par F et étant perpendiculaire à d est

donc normal à %. Donc :

L'axe de la parabole p qui louche les quatre tangentes menées

à une % en ses points de rencontre avec une droite d est normal

à cette courbe et perpendiculaire à la droite à; le foyer de celte

parabole appartient au cercle tritangent à la développée de ïhypo-

cycloïde. Ce foyer et l'axe de p restent fixes lorsque la droite d

se déplace parallèlement à elle-même (*).

17. — Soient (fig. o) s le sommet de p, k, r les points de

rencontre de l'axe Fs de p avec les droites d et t, et R, S, L les

points de rencontre de wF avec la droite d et avec la tangente

au sommet et la directrice de p. Nous avons vu au paragraphe

précédent que l'on a

coF = 3aR, RK = 2KS.

Or

SL = FS,

donc

«S -+- coL = coF — wS,

d'où

col = wF — 2»S = 3vR — 2«S.

(*) Cremona, loc. cit. Painvin, ibid.
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Or K divise RS dans le rapport — 2:5, donc 3wR — 2wS
= wK èt, par conséquent,

wL = «K.

Donc : La directrice de la parabole p est symétrique de la

droite d par rapport au centre du cercle tritangent.

Fig. 5.

18. — La deuxième polaire de d par rapport à % se réduit

à un point P; ce point est aussi le pôle de d par rapport à la

première polaire de d, c'est-à-dire par rapport à la parabole p;

or d étant perpendiculaire à Taxe dep, son pôle est le symétrique

de k par rapport au sommet s.

De l'égalité sP = sk on déduit

rP— rs = rs rk,

ou

rP = 2rs + rk = 2r/c.

Or r est le point de contact de / avec %. Donc : la deuxième

polaire d'une droite d par rapport à % est un point P qui se

trouve sur la normale perpendiculaire à d et à une distance du
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point d'incidence r de celte normale égalé au double de la distance

de ce point à d.

Réciproquement, il existe trois droites d, d', d' f dont les secondes

polaires coïncident avec un point donné P. Ces droites sont les

lignes homothéliques, par rapport à P, des tangentes menées à %
par les points d'incidence des trois normales menées de P à cette

courbe, le rapport d'homothètie étant 3 : 2.

19. — Lorsque d tourne autour d'un point fixe Q, la

directrice Ll passe par le point Q' symétrique de Q par rapport

à w et la tangente au sommet Ss enveloppe une courbe homo-

thétique de % par rapport à Q; nous allons chercher quel est,

dans ce cas, le lieu de P. Soit (fîg. 5) X le second point de ren-

contre de l'axe Fs de p avec le cercle tritangent à la développée

de 9G. Des égalités

Fs = si, Ps = sk,

on déduit

FP = kl,

d'où

VI = Fk.

Or les points k et / sont symétriques par rapport au milieu de

FX et, par conséquent, Fk est égal à XL. On a donc PI = xl et /

est le milieu de XP. Lorsque d tourne autour de Q, Ll tourne

autour de Q' ; or on sait que si l'on construit le symétrique P du

point secondaire X d'une tangente variable à une % par rapport

à la projection d'un point fixe Q' sur cette tangente, le lieu de P

est une ellipse tritangente à cette % (*). Donc :

Lorsqu'une droite d tourne autour d'un point fixe Q, le point

P qui est sa seconde polaire par rapport à une % fixe décrit une

ellipse tritangente à la développée de cette %.

(*) Voir notre note : Sur l'hypocycloïde à trois rebroussements. (Mémoires

de la Société royale des science^ de Liège, 3e série, t. VI, 1906.)
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En transformant cette propriété par voie de dualité, on obtient

la proposition suivante :

Si un point parcourt une droite fixe q, sa droite polaire par

rapport à une cubique nodale fixe enveloppe une conique. Lorsque

la droite q se déplace, celte conique reste tritangente à une cubique

nodale fixe ayant même point double et mêmes tangentes en ce

point que la cubique donnée.

20. — Supposons que P décrive une droite d
l
et proposons-

nous de chercher géométriquement l'enveloppe de la droite d.

Soit F,X
1

(fig. 5) la tangente à la développée de % qui est

parallèle à d
{ ; l'arc XX| est double de FP 1? et si Y est son

milieu, la droite EY est parallèle à et à c/,. Soit Z le point

de rencontre de F^Y avec d,, la figure FPZY est un parallélo-

gramme et YZ = FP ; les triangles FPF
1
et XYZ sont donc

égaux, par suite le trapèze F
4
PXZ est isoscèle et la directrice Ll

de p, qui par le milieu de PX, passe aussi par le milieu de F
{
Z.

Ainsi : le symétrique Z de F, par rapport à Ll se trouve sur di9

donc, lorsque P décrit du la droite Ll enveloppe une parabole

ayant F
{
pour foyer et d

{
pour directrice. Or d est symétrique de

Ll par rapport à w, donc l'enveloppe de d est la parabole p {
ayant

pour foyer et pour directrice le point F; et la droite d[, symé-

triques de F
1

et de d
i

par rapport à w. Cette enveloppe est

donc la première polaire de d
x

.

21. — Soit ABC (fig. 6) le triangle formé par les tangentes

menées à % par les points d'incidence A<, B|, C, des normales

menées à par un point P, et soit A'B'C le triangle homothé-

tique de ABC par rapport à P, le rapport d'homothétie étant 3 : 2.

Nous avons vu que les droites B'C, C'A', A'W admettent

toutes trois comme seconde polaire le point P. Lorsque P décrit

une droite du les côtés du triangle A'B^' enveloppent donc une

même parabole p^ première polaire de d
{

. Donc, si l'on prolonge

la normale PAi menée d'un point P à une % d'une longueur A
1
Aj

égale à la moitié de PA lf la perpendiculaire élevée en A[ sur PA\

enveloppe une parabole lorsque P décrit une droite fixe.



( 21 )

22 — Soient D l'orthocentre du triangle ABC et 0 le centre

du cercle ABC (fig. 6) ; 0 est le milieu de PD. Le triangle ABC

est principal, donc le centre w du cercle tritangent à % est au

milieu de DO; on conclut de là que le triangle A'B'C est inscrit

au cercle tritangent à la développée %' de %, et lorsque P se

déplace sur d^ ce triangle varie en restant inscrit à ce cercle et

circonscrit à la parabole p f
. Le triangle A'B'C est homothétique

par rapport à eo, au triangle aj3y qui a pour sommets les milieux

des côtés de ABC ; la hauteur Oa du triangle a(3y est la symé-

trique par rapport à w de la hauteur AD de ABC; donc, lorsque

P décrit d it les hauteurs de a(2y et celles de A'B'C enveloppent

des %. Il en est de même des parallèles menées par les sommets

de A'B'C aux côtés opposés, car ces droites sont les lignes

homothétiques de BC, CA, AB par rapport à w. Donc :

Si un cercle passe par le foyer d'une parabole, on peut inscrire

à ce cercle une infinité de triangles circonscrits à la parabole; les

hauteurs de ces triangles et les parallèles menées par les sommets

aux côtés opposés enveloppent deux %.

Fig. 6.













f








