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Bureau.

Président, M. J. Deruyts.

Vice-Président, » Jorissen.

Secrétaire général, » Le Paige.

Trésorier, » Neuberg.

Bibliothécaire, » Fraipont.

Membres effectifs.

1842 Laguesse, directeur divisionnaire honoraire des mines,

à Liège.

Selys Longchamps (baron E. de), membre de l'Académie

royale des sciences , des lettres et des beaux-

arts de Belgique.

1844 Kupfferschlaeger, Is., professeur émérite à l'université

de Liège.

1833 Candèze, E., membre de l'Académie des sciences, des

lettres et des beaux-arts de Belgique, à Glain

par Liège.
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1853 PÂQUE, A., ancien professeur de mathématiques à l'athénée

de Liège (Flémaile-Grande).

1855 Dewalque, G., professeur de minéralogie, de géologie et

de paléontologie à l'université de Liège.

1856 Catalan, C. E., professeur émérite à l'université de Liège.

1860 GiLLON, A., professeur de métallurgie à l'université de

Liège.

1861 Perard, L., professeur de physique à l'université de Liège.

1865 Folie, F., directeur de l'Observatoire royal de Bruxelles.

1868 Graindorge, L. A. J., professeur à l'université de Liège.

1870 Masius, V., professeur de pathologie et de clinique à l'uni-

versité de Liège.

Vanlair, C,, professeur de pathologie et de thérapeutique

à l'université de Liège.

1871 Van Beneden, Éd., professeur de zoologie, de physiologie

et d'anatomie comparées à l'université de Liège.

1874 FiRKET, Ad., chargé de cours à l'université de Liège.

1875 Spring, W., professeur de chimie à l'université de Liège.

Swaen, a., professeur d'anatomie à l'université de Liège.

1876 DE KoNiNCK, Lucien, professeur de chimie analytique et

de docimasie à l'université de Liège.

1878 Le Paige, Constantin, professeur de géométrie supérieure

à l'université de Liège.

1879 JoRissEN, A., docteur en sciences, à Liège.

1880 Neurerg, J., professeur à l'université de Liège.

1881 Fraipont, j., professeur à l'université de Liège.

1884 Deruyts, j., docteur en sciences, chargé de cours à l'uni-

versité.

Ronkar, Ém., chargé de cours à l'université.

Uraghs, p., répétiteur à l'Ecole des mines.

1885 Gravis, A., professeur de botanique à l'université de Liège.

1887 LoHEST, M., assistant de géologie à l'université de Liège.

Forir, h., répétiteur à l'Ecole des mines.

Deruyts, Fr., docteur en sciences.

Lamrotte, Er., docteur en médecine, à Verviers.

De Heen, p., chargé de cours à l'université de Liège.



Membres correspondants.

I. — Sciences physiques et mathématiques.

184-5 Stas, J. s., membre de l'Académie royale des sciences,

des lettres et des beaux-arts de Belgique, à

Bruxelles.

Steichen, membre de l'Académie, à Bruxelles.

1844 Lecointe, ancien professeur de mathématiques supé-

rieures, à Bruxelles.

1 845 Maus, inspecteur général des ponts et chaussées, à Bruxelles.

1847 De Cuyper, A. C, professeur émérite à l'université de

Liège, à Bruxelles.

1852 Ettingshausen (baron Constantin von), membre de

l'Académie des sciences de Vienne, à Graz.

1855 Bède, Em., industriel, à Bruxelles.

1854 Petrina, professeur de physique, à Prague (Bohème).

DuTREUX , receveur général , à Luxembourg,

Weber, professeur de physique à l'université de Gottingue

(Prusse).

Blanchard, E., membre de l'Institut, à Paris.

1855 Liais, ancien directeur de l'Observatoire impérial de Rio

de Janeiro, maire de Cherbourg-

TcHÉBYCHEFF, P., membre de l'Académie des sciences, à

Saint-Pétersbourg.

1858 Caligny (marquis de), correspondant de l'Institut, à Ver-

sailles (France).

1865 GossAGE, membre de la Société chimique, à Londres.

1864 Brïiner DE Watteville, directeur général des télégra-

phes, à Vienne.

1865 HuGUENY, professeur, à Strasbourg.

Terssen, général d'artillerie, à Anvers.

De Colnet d'Huart, conseiller d'Etat, à Luxembourg.

Dausse, ingénieur en chef des ponts et chaussées, à Paris.

1866 Ledem, professeur au collège communal de Verviers.
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1867 Barnard, président de l'Ecole des mines, à New-York

(États-Unis).

BoNCOMPAGNi (prince Balthasar), à Rome.

Helmholtz (von), professeur de physique, à Berlin.

1869 Marié Davy, directeur de l'Observatoire météorologique

de Montsouris.

ScHLÔMiLCH, professeur d'analyse à l'Ecole polytechnique

de Dresde.

1870 Bertrand, J. L. F., membre de l'Institut, à Paris.

1 871 Imschenetsri, professeur à l'université de Karkoff (Russie).

Henry, L., professeur à l'université de Louvain.

DuRÉGE, professeur à l'université de Prague (Bohème).

Masters, Maxwell T., membre de la Société royale,

à Londres.

Le Boulengé, P., colonel d'artillerie.

1872 Vallès, inspecteur honoraire des ponts et chaussées,

à Paris.

Gariraldi, professeur à l'université de Gênes (Italie).

Kanitz, D"^ Aug.
,
professeur à l'université de Klausen-

bourg (Hongrie).

1875 Bâtes, H., membre de la Société royale de Londres.

Hermite, Ch., membre de l'Institut, à Paris.

Darboux, g., membre de l'Institut, à Paris.

1874 WiNKLER, D. G. J., conservateur du Musée de Harlem

(Néerlande).

Van Rysselberghe, aide à l'Observatoire royal, à Bruxelles.

1875 Mansion, p., professeur à l'université de Gand.

MiCHAELis, 0., captain, chief of Ordnance, à Saint-Paul,

Minn., département de Dakota (Etats-Unis).

Dewalque, Fr., professeur à l'université de Louvain.

Marie, M., examinateur à l'École polytechnique, à Paris.

Mathieu, Em., membre de l'Académie des sciences

(Nancy).

1876 Balfour, Th. G. H., membre de la Société royale, à

Londres.

1 877 Tissandier, Gaston, rédacteur du journal la Nature, à Paris.
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1879 Sylvester, J. J., professeur à l'université d'Oxford.

CzuBEH, professeur, à Prague.

1880 Cremona, Luigi, directeur de l'Ecole d'application, à Rome.

Weyr, Em., professeur à l'université de Vienne (Autriche).

Ibanez, général, directeur de l'Institut cartographique, à

Madrid.

Studnigka, F., professeur de mathématiques à l'université

de Prague.

Genocchi, Angelo, membre de l'Académie de Turin.

Van der Mensbrugge, Gustave, professeur à l'université

de Gand.

LiAGRE, général, secrétaire perpétuel de l'Académie royale

des sciences, etc., à Bruxelles.

De Tilly, j., colonel, membre de l'Académie de Belgique,

à Anvers.

Bonnet, Ossian, membre de l'Institut, à Paris.

1881 Sébert, colonel d'artillerie de la marine française, à Paris.

Angot, A., attaché au bureau central météorologique de

France, à Paris.

Wiedemann, g., professeur à l'université de Leipzig.

Planté, G., à Paris.

KoHLRAUscH, directeur de l'Institut physique de Wurz-
bourg.

Quincke, professeur de physique, à Heidelberg.

Giordano, inspecteur du corps des mines, à Rome.

GuiscARDi, professeur à l'université de Naples.

Laisant, C. a., député, à Paris.

Beltrami
,
professeur à l'université de Pavie.

1882 Mascart, membre de l'Institut, à Paris.

BouNiAKOWSKi, membre de l'Académie des sciences, à

Saint-Pétersbourg.

1883 Breithof, N., professeur à l'université de Louvain.

Mittag-Leffler , G., professeur à l'université de Stock-

holm.

GoMÈs Teixeira, F., ancien professeur à l'université de

Coimbre.
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1884 BiERENS DE Haan, D., professeur à l'université de Leide.

Gerono, C, rédacteur des Nouvelles Annales de mathé-

matiques, à Paris.

1885 ScHUR, Fréd., professeur à l'université de Leipzig.

Halphen, membre de l'Insiitut, à Paris.

Picquet, répétiteur à l'Ecole polytechnique, à Paris.

de Longchamps (Gohierre), professeur au lycée Charle-

magne, à Paris.

VanÉcek, J. s., professeur, à Jicin (Bohême).

Cesàro, E., professeur à l'université, à Palerme.

1887 Walras, L., professeur à l'Académie de Lausanne.

Menabrea, marquis de Val -Dora, ambassadeur de

S. M. le roi d'Italie, à Paris.

GucciA, docteur en sciences, à Palerme.

Casey, J., professeur à l'université catholique de Dublin.

WiJLLNER, professeur à l'École polytechnique d'Aix-

la-Chapelle.

Paalzow, directeur de l'École technique de Berlin.

1888 Ogagne (Maurice d'), ingénieur des ponts et chaussées,

à Cherbourg (France).

II. — Sciences naturelles.

1842 Van Beneden, J. P., professeur à l'université de Louvain.

1845 Keyserling (comte A. de), membre de l'Académie des

sciences de Saint-Pétersbourg.

184o Hagen, professeur à l'université de Cambridge (États-

Unis).

1848 Klipstein (von), professeur à l'université de Giessen.

1852 Dana, J. D., professeur de géologie et d'histoire naturelle,

à New-Haven (États-Unis).

1853 Westwood, professeur de zoologie à l'université d'Oxford

(Angleterre).

Waterhouse, conservateur au Musée Britannique, à

Londres.
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1854 KoLLiKER (von), professeur à l'université de Wurzbourg

(Bavière).

Drouet, h., naturaliste, à Charleville (France).

Stammer, docteur en médecine, à Dusseldorf (Prusse).

Erlenmeyer, docteur en médecine, à Neuwied (Prusse).

Lucas, H., aide-naturaliste au Muséum d'histoire naturelle,

à Paris.

1855 GeinitZjH.B., professeur à l'École polytechnique, à Dresde.

1859 Marseul (abbé de), entomologiste, à Paris.

Beyrich, professeur à l'université de Berlin.

Marcou, J., géologue, Etats-Unis.

1860 Du Bois-Reymond, professeur à l'université de Berlin.

BrÏicke, professeur à l'université de Vienne.

1862 Caspary, professeur de botanique à l'université de Kônigs-

berg (Prusse).

1864 Thomson, J., membre de la Société entomologique de

France, à Paris.

Durieu de Maisonneuve, directeur du Jardin Botanique,

à Bordeaux (France).

1865 Zeis, conservateur au Muséum royal d'histoire naturelle,

à Dresde.

Le Jolis, archiviste perpétuel de la Société des sciences

naturelles de Cherbourg (France).

Hamilton, membre de la Société géologique de Londres.

De Borre , A., conservateur au Musée royal d'histoire

naturelle, à Bruxelles.

1866 RoDRiGUEz, directeur du Musée zoologique de Guatemala.

1867 GossELET, J., professeur à la faculté des sciences de Lille

(France).

Radoszroffski
,
président de la Société entomologique de

Saint-Pétersbourg.

1868 Renard (S. Ex. le chevalier), conseiller d'Etat, président

de la Société impériale des naturalistes de

Moscou.

1869 Simon, E., naturaliste, à Paris.

1870 Trautschold, professeur, à Bresiau.
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1870 Malaise, C, professeur à l'Institut agronomique de Gem-

bloux.

1871 Van Hooren, docteur en sciences, à Tongres.

MiJLLER (baron von), botaniste du gouvernement, à Mel-

bourne (Australie).

Thomson, James, vice-président de la Société géologique

de Glasgow.

Capellini (commandeur G.), professeur de géologie à

l'université de Bologne.

1875 Clos, directeur du Jardin des Plantes, à Toulouse.

Hall. James, paléontologiste de l'État, à Albany (États-

Unis).

WoRTHEN, A. H., directeur du Gcological Survey de ITlli-

nois (États-Unis).

Whitney, J. D., géologue de l'État, directeur du Geolo-

gical Survey de Californie (États-Unis).

Glaziou, botaniste, directeur des Jardins impériaux, à Rio

de Janeiro.

Ladislau Netto, botaniste, directeur du Musée impérial

de Rio de Janeiro.

De Carvalho (Pedro Alphonso), docteur en médecine,

directeur de l'Hôpital de la Miséricorde, à Rio

de Janeiro.

Burmeister, h., directeur du Musée national de Buenos-

Ayres.

Moreno, F. P., paléontologiste, à Buenos-Ayres.

Areschoug, professeur adjoint à l'université de Lund

(Suède.)

1874 Gegenbauer, professeur à l'université de Heidelberg.

Hackel, professeur à l'université de léna.

Waldeyer, professeur à l'université de Berlin.

Huxley, professeur à l'école des mines, à Londres.

1875 EiMER, professeur à l'université de Tubingue.

De la Valette Saint-George, professeur à l'université

de Bonn.

Ray-Lankester ,
professeur à l'université de Londres.
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1875 Packard, professeur à Tuniversité de Salem (Etats-Unis).

Flemming, W., professeur à l'université de Kiel.

Plateau, F., professeur à l'université de Gand.

RÔMER, F., professeur à l'université de Breslau.

Saporta (Gaston marquis de), correspondant de l'Institut

de France, à Aix (France).

1876 Balfour, I. B., professeur de botanique à l'université,

à Oxford.

1877 Mac Lachlan, Rob., membre de la Société entomologique,

à Londres.

1878 Hertvvig, R., professeur à l'université de Munich.

Strasdurger, professeur à l'université de Bonn.

Brongniart, Charles , à Paris.

1879 Wetterby, professeur à l'université de Cincinnati.

Bolivar, I., professeur, à Madrid.

RiTSEMA, conservateur au Musée royal d'histoire naturelle,

à Leyde.

Renard, Alphonse, professeur à l'université de Gand.

1 881 Key, Axel, professeur à l'Ecole de médecine de Stockholm.

Retzius, G., professeur à l'Ecole de médecine de Stockholm.

Meneghini, professeur à l'université de Pise.

Taramelli, professeur à l'université de Pavie.

Gestro, D' R., conservateur au Musée d'histoire naturelle

de Gènes.

Salvadori (comte Th.), professeur à l'université de Turin.

1883 Hull, Edward, directeur du Geological Survey d'Irlande.

Sandberger, Fridolin, professeur à l'université de Wurz-
bourg.

1884 Trinchese, professeur à l'université de Naples.
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DES

SOCIÉTÉS SAVANTES, REVUES, ETC.,

AVEC LESQUELLES

LA SOCIÉTÉ DES SCIENCES DE LIÈGE

échange ses publications.

BELGIQUE.

Bruxelles. — Académie royale des sciences, des lettres et des

beaux-arts de Belgique.

Observatoire royal.

Société eiitomologique de Belgique.

Société malacologique de Belgique.

Société royale belge de géographie.

Société belge de microscopie.

Musée royal d'histoire naturelle.

Eiiège. — Société géologique.

lions. — Société des sciences, des lettres et des beaux-arts du

Haitiaut.

Gand. — Malhesis, directeur: P. Mansion, professeur à runivcrsilé.

ALLEMAGNE.

Berlin. — Kônigliche Akademie der Wissenschaften.

Deutsche Geologische Gesellschaft.

Enlomologischer Verein.

Zeitschrift fur die gesammteii JVaturwissenschaflen.

Bonn. — Naturhistorischer Verein der Preussischen Rheinlande

und Westphalens.
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Itrefslau. — Schlesische Gesellschafi fur vaterlâiidische Cultur.

Colniar. — Société cVhisloire naturelle.

Erlaiigeii. — Physikalisch-medicinische Societàt.

Francfort. — Senckenbergische natwwissenschaftliche Gesell-

schafi

.

Fribourg. -— IVaturforschende Gesellscliaft.

Oicssen.— Oberhessische Gesellscliaft fur Natur- und Heilkunde.

Grorlitz. — Nalurforschende Gesellscliaft.

Oberlausitzische Gesellscliaft der Wissenschaften.

Guttingue. — Kônigliche Gesellscliaft der Wissenschaften und

Georg-Augiist-Universitât.

Halle. — IVaturwissenschaftlicher Verein fur Sachsen und Thil-

ringen.

Nalurforschende Gesellscliaft.

Kaiserliche Leopoldiniscli-Carolinische Deutsche Akademie

der Naturforscher.

Kiel. — Naturwissenschaftiicher Verein.

Kouigsberg^. — Kônigliche physikaiisch-ukonomische Gesell-

scliaft.

liandsliut. — Bolanischer Verein.

liCipzig. — Nalurforschende Gesellschafi.

lletz. — Académie des lettres, sciences, arts et agriculture.

llunicli. — Kôniglich Bayerische Akademie der Wissenschaften.

Kônigliche Sternwarte.

Munster. — Westfdiischer Provincial-Verein fur Wissenschaften

und Kunsl.

Offenbach. — Offenbacher Verein fur Naturkunde.

IStcttin. — Enlomologischer Vei'ein.

Stuttgart. — Verein fiir vaterlàndische Naturkunde in Wiir-

temberg.

Tl'icsbaden. — N^assauischer Verein filr Naturkunde.

l»%'urzbourg. — Physikalisch-medicinische Gesellscliaft inWùrz-

burg.

WjwicUan. — Verein fur Naturkunde.
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AUTRICHE-HONGRIE.

Hernianujstadt. — Siebenbilrgischer Verein fur Naturwissen-

schaften.

Innspruck. — Naturwissenschaftlich-medicinischer Verein.

Prague. — Koniglich bôhmische GeseUschaft der Wissenschaften.

Kaiserlich-Kônigliche Stermvarte.

Vieune. — Kaiserliche Akademie der Wissenschaften.

Kaiserlich-Kônigliche zoologisch-botanische GeseUschaft.

Kaiserlich-Kônigliche geologische Reichsanstall.

ESPAGNE.

Alacli'icl. — Real Academia de Ciencias.

FRANCE.

Béziers. — Société d'étude des sciences naturelles.

Bordeaux. — Académie des sciences, belles-lettres et arts.

Société linnéenne.

Société des sciences physiques et naturelles.

Caeu. — Société linnéenne de Normandie.

Cherlioiiri;;. — Société des sciences naturelles.

Bijou. — Académie des sciences.

liille. — Société des sciences, de l'agriculture et des arts.

Eiyou. — Académie des sciences.

Société d'agriculture.

Société linnéenne.

lloutpellier. — Académie des sciences et lettres.

1%'auey. — Société des sciences {ancienne Société des sciences ualu-

relies de Strasbourg).

Paris. — Société géologique de France.

Société Philomatique.

Muséum d'histoire naturelle.
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Rouen. — Société des amis des sciences nalurelles.

Académie des sciences.

Toulouse. — Académie des sciences.

Société des sciences physiques et naturelles.

Troyes. — Société académique de l'Aube.

Ag;en. — Société d'agriculture, sciences et arts.

GRANDE-BRETAGNE ET IRLANDE.

Dubllu. — Royal Irish Academy.

Royal Society.

liicllnibour;;. — Geological Society.

liondres. — Geological Society.

Linnean Society.

Royal Society.

Glasg;ow. — Geological Society.

JVatural history Society.

Philosophical Society.

Mauchester. — Litterary and philosophical Society.

ITALIE.

Ifolo^ne. — Accademia délie Scienze:

Catane. — Accademia gioenia di scienze naturali.

Gènes. — Osservatorio délia R. Universita.

Modène. — Societa dei naturalisti.

Naples. — Societa Reale.

Palerme. — Istitiito tecnico.

Societa di scietize naturali e economiche.

Circolo matematico.

Pise. — Societa di scienze naturali.

Rome. — Bullettino di bibliografia délie scienze matematiche,

publié par le prince B. Boncompagm.

Reale Accademia dei Lincei.

Accademia pontificia de' Nuovi Lincei.

R. Comitato geologico d'Italia.



LUXEMBOURG.

Liixeinboiirg;. — Institut royal grand-ducal, section des sciences

naturelles et mathématiques.

NÉERLANDE.

Amsterdam. — Koninklijke Académie van ivetetischappen.

Harlem. — Société hollandaise des sciences.

Musée Teyler.

RoUerdam. — Bataafsch Genootschap der proefondervindelijke

wijshegeerte.

Delft. — École polytechnique.

PORTUGAL.

Coimbre. — Journal des sciences mathématiques et astrono-
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MÉLANGES

MATHÉMATIQUES

CCXVI. — Sectiou droite du cylindre circonscrit

à un ellipsoïde.

(Avril 1884.)

X y z

étant l'équation de rellipsoïde; soient /", g, h, les cosinus directifs

de l'axe OL du cylindre. L'équation de cette surface est, comme
on sait,

V'— mQ = 0, (2)

en posant :

fx ait hz x^ xf- z'

r 9' h'-

«H == - + - -4- - •

<r b- r

(3)

D'un autre côté, le plan de la section droite est représenté par

fx -t- gy -^ hz= 0. (4)

Par conséquent, les carrés des demi-axes de cette courbe sont

le maximum et le minimum de

u^ = x^ -4- y- -+- z^, (5)

les variables ac, y, z satisfaisant aux conditions (2) et (4).



( 4 )

La règle ordinaire donne

xdx + ydy -4- zdz => 0, (6)

fdx -+- gdy + hdz= 0, (7)

Vf— mx , Po— my Vh — mz-L— dx+-^-—^dy-^ ^ dz = 0. (8)
ar b^ r

Par la méthode de Bezout, on déduit, des trois dernières

équations :

P/"— mx
X -4- Ar + (Ci =

,

or

y+^g + f,^l:^= 0, \ (9)

PA— mz
z -\- xh -i- /ic = .

'

Si maintenant on multiplie par x, y, z, et qu'on ajoute les

produits, on obtient, à cause des relations (3), (4) :

u'-\- {i[P' — m{Q-hi)] = 0\

ou, par l'équation (2) :

/xm = 11^. (10)

De même, en multipliant par f, g, h :

X +- /x[Pm — mP] = 0,

ou
A = 0. (H)

Ainsi, les équations (9) peuvent être remplacées par :

{u' — a')x = Viuf, {u^— hyj = Vf^g, (m^ — c-)z = P^c/i. (12)

11 résulte, de celle-ci, l'équation demandée :

_tl- + _i— -*--!!^= 0. , (15)
\i^ — a: u- — 0- ir— r
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II. Suite. — Menons, par le centre de l'ellipsoïde, un plan

perpendiculaire à la droite dont les cosinus directifs seraient

f, g' , h'. Les carrés des demi-axes de la section vérifient l'égalité

a-p hY- Ch"
1=0, (14)

u''^ — a* II"' — b^ ii'^^ — c

due à Sedley Taylor (*).

Ces deux équations auront les mêmes racines, si
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des sommeis A, B, C de Tellipsoïde (*). Le point M, dont les

coordonnées sont

X = OA' = a/', y = OB' = bg', z = OC = ch',

appartient à cette surface (**). De plus, il appartient à la

droite OL.

Donc ce point M est celui où la droite OL perce l'ellip-

soïde (***).

Si M' est le point d'intersection de OL' avec la surface, nous

dirons que M, M' sont deux points correspondants. Il existe,

entre ces deux points, une relation simple.

V. Théorème. — Le centre est également distant du point

M' et du plan tangent en M.

Prenons, avec les formules (16), les équations

X =^ uf, y = ug, z = ich; (17)

x' = u'f', y'=^u'g', z' = n'h'', (18)

puis la formule connue :
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Donc
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VII. Remarque. — Quand un cylindre de révolution est

circonscrit à Tellipsoïde, il est circonscrit à la sphère concen-

trique à celui-ci, et dont le rayon serait 6. L'ellipse suivant

laquelle le cylindre touche Tellipsoïde est, relativement à cette

surface, une ligne de courbure constante ; et, en outre, une variété

de la courbe appelée polhodie (*).

CCX.VH. — Sur deux^ théorèiueis de M. liagnerre (**).

{Août 1884.)

I. Premier théorème. — On peut construire trois cercles

osculateurs d'une parabole^ qui touchent une tangente à cette

courbe : cette tangente, et les tangentes aux points d'oscillation,

touchent un même cercle.

I. Rapportons la courbe à la tangente Ca- et à la nor-

male CA (***).

L'équation sera

{y — axf — %y = ("). (1)

Il en résulte :

{y-ax){y'-a)-hy' ^î), (2)

{y'-af-^[y-ax~-b)y" = 0. (3)

Le cercle osculateur en M, qui touche Cx, est représenté par

y'-^^y ^{x-r^f = Q', (4)

d où

{y-ç)y'^X-a==(i, {y-ç)y" ^y'^^^X^Q. (5)

(*) Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, p. 54.

(*') Savant Géomètre, plein d'originalité, dont on déplore la perte récente.

Je l'ai eu pour élève, au Lycée Saint-Louis, en 1851. (Nov. 1886.)

(***) Le lecteur est prié de faire la figure.

('") a est le coefficient angulaire des diamètres; 26 = corde CA.
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Des équations (2), (3), on tire

by' _ ^ iy' — af

!/
—

«

y
Ainsi

(y' — af
{y'-af-^ahf = 0, y" = - J-—^

(6)

La première valeur de y — ax, substituée dans l'équation (1),

donne
by'^-^y{y'-aY = 0;

puis

= i_ill_ (7)
^ 2(3/'-ar

L'élimination de ac — a et de p, entre les équations (4), (5),

conduit à

y' + 2 -^- ^ - ^ 4^^ = 0. (8)

y y
'

Donc, par substitution des valeurs (6), (7) :

y"{y' — «)' — 4a(i + y") iy' — a) — 4a^(l + î/'T -= ;

ou, après suppression du facteur y' (*) :

y'iy' - «r - 4«(i + y"){\ + ay') = 0. (9)

On simplifie cette équation en posant

y' — a

1 + uy

puis t — a = s. On trouve ainsi
;

s'' — 5«'s — 2a (2 + 0^) = 0. (10)

(*) y' = répond à la tangente Cx.

(**) f est la tangente de Tangle que fait MT, tangente à la parabole, avec

les diamètres.
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Celte équation a une seule racine réelle; donc, des trois cercles

considérés, deux sont imaginaires (*).

II. Second théorème (**).— Les projections MP, M'P' de deux

normales MN, M'N' à une ellipse, sur la corde MM', sont égales

entre elles {***).

Nous supprinnons la démonstration, très facile ('"); mais nous

énoncerons les propriétés suivantes, conséquences du théorème :

1° Dans l'ellipse, la projection d'une normale MN, sur le demi-

diamètre OM, a pour expression -j ; a' désignant ce demi-diamètre;

2° Dans l'ellipse, deux cordes parallèles sont entre elles comme

les projections, sur ces droites, des intervalles compris entre les

pieds des normales correspondantes.

(*) Nous ne poussons pas plus loin cet exercice de calcul. Dans la

démonstration donnée par M. Brisse, on lit :

« réquation
3 p'

4 im

y dont les racines sont imaginaires. Il y a donc trois cercles osculatenrs

« imaginaires d'une parabole, qui touchent une tangente à cette courbe ».

{N.A., 1884, p. 390).

Etonné d'une pareille conclusion, deux fois énoncée, j'écrivis à l'Auteur :

1 relisez donc la page 590 », M. B. se contenta de me répondre à peu près

ceci : « je n'écris pas pour les savants ; j'écris pour les élèves » . Ultérieurement,

la correction a été faite.

C) Cité et démontré par un aticien Elève de Mathématiques spéciales.

(N. A ., même tome, pp. 453 et 458). Tout le monde sait que ce pseudonyme

désigne un savant Professeur à l'École polytechnique. En 1848, alors qu'il

suivait mon cours, au Lycée Charlemagne, il se fût dit : Élève de Mathéma-

tiques supérieures. En ce temps là, on avait renoncé à la ridicule dénomi-

nation de Mathématiques spéciales, si justement critiquée par Gergonne.

("*) Le lecteur est prié de faire la figure. (Les points N, N' appartiennent

au grand axe.)

('") Par l'emploi des coordonnées, elle est plus courte que celle que

nous venons de mentionner.
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CCXTIII. — Remarques» snr un théorème de Fermât.

{Juin 1884.)

L Ce théorème, Tun des plus importants de la théorie des

Nombres, a été démontré (de la même manière) par Lagrange

et Legendre (*). Habituellement, on l'énonce ainsi :

Tout diviseur d'une somme de deux carrés, premiers entre eux,

est également une somme de deux carrés, premiers entre eux (**).

Mais ces grands Géomètres, et leurs successeurs, ont négligé

de faire observer que le diviseur dont il s agit peut être la somme

de deux carrés fractionnaires (***)

Par exemple,

•16V /iô^
9^ + 2^=5x 17, et ^7 = (^-j +

^^

II. De la double identité classique :

(a- + b'){a- -+- p')= [aoi ± b^f -t- (a[3 zp ba)\ (1)

on conclut

[a' H- 6'0(a' -^ (5-)- = (aa- ± 26a[3 — ap'f + {bu' qp 2aa^ — bff,

ou

\ 0^ -+-f' I \ a^ + f I
^ '

En général, les fractions entre parenthèses ne sont pas

réductibles à des nombres entiers ("). Conséquemment :

(*) OEuvres de Lagrange (publiées par Serret), l. III, p. 21 1 ; Théorie

des Nombres, de Legendre, t. I, p. 203.

(**) Legendre dit, à l'endroit cité : » lout diviseur de la formule t^ -4- u'... "

Je ne pense pas que <" +- u- soit une formule.

(***) Très probablement, l'omission a été volontaire; la décomposition en

deux carrés entiers étant seule efficace.

("j a, p sont des entiers arbitraires, positifs ou négatifs.
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La somme des carrés de deux nombres entiers est décomposable,

d'une infinité de manières, en deux carrés fractionnaires.

En particulier ;

Tout nombre premier, de la forme 4a -h \ , est, d'une infinité

de manières, égal à la somme de deux carrés fractionnaires.

Par exemple,

!«]V (1] = (^]V (ii)"; etc.

17/ V17/ V47/ \17/

III. A, B étant deux nombres entiers, premiers entre eux
;

soient a, 6 deux nombres entiers, premiers entre eux, et tels,

que à^ + Ifi divise A^ -+- B^. D'après le théorème de Fermât, la

fraction

A' -\- B-

a^ H- 6^
'

doit être réductible à la forme a'^ H- b'^ ; a', b' étant deux nombres

entiers, premiers entre eux. Or, si l'on applique l'identité (1),

on trouve

\a dr B6 A6 ::p Ba
""' ^

a' + b'
' ^'^"^T^b^'

et, par conséquent :

A' -4- B- [ka±my /A6zpBa
(3J

Ainsi, où l'on devrait rencontrer deux carrés entiers, on trouve

deux carrés fractionnaires.

(*) J'ignore s'il existe quelque formule qui donne, sous forme entière, la

valeur du premier membre.
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IV. D'après la Noie CXCVI, si

N = (a^ + efP — 2 [(a' + 6^ + c") â— aV] fg -^ (6^ + c'ff, (4)

on a

(a^ + c^xN =
j

[(a^ +- 6- + c^ c^ — a^'ô^ — (a^ -f- c^)Y|

Supposons que «^ _(_ ^2 h- c^ soit un carré w^. Alors

(a^ H- c^N =
j
(mV — aV)g — {a^ + c^)f\^ ^ /m'b'c'rnY

est une somme de deux carrés. Donc, en vertu du théorème,

N est, pareillement, une somme de deux carrés entiers (*). Mais

l'application de la formule (3) donne deux carrés fraction-

naires (**).

Soient, par exemple,

le = 4, 6^ = 4, c' = 1 , m^ ==9, f=% ^ = 3;

d'où

25 N = 71-+ 72';

puis

25/ \25y

D'autre part, au moyen de la formule (4-) :
'

N = 409 = 20' H- 5' (**).

V. La formule (4) étant écrite ainsi :

N = [(a' -+- c') / - (/r + O gj + 4a'cV5

,

(6)

on voit que N est une somme de deux carrés, si fg est un

carré (***).

(*) Au moins si les deux parties du second membre sont premières

entre elles.

(") Celte sorte de paradoxe a été l'occasion de la présente Note.

(*•*) Complément à la Noie CXCVi.
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€€XIX. — ISar une formule attribuée à BI. Hermite.

(Août 1884.)

I. Dans le Bulletin de Darboux (*), on lit, à propos d'une

Note de M. Stieljes :

o En faisant usage de la relation suivante :

9 -t- 49* + 9ç8 -t- ^69"* + ••• =(1 -+- 27 -H 29-t- 29* -+- 'îq^ -\- •••)

r 9 q^ q'

^
L(l + qf

*"
(1 + qj

"*
(1 -t- qY

"^

» qui lui a été communiquée par M. Hermite, Fauteur.. .. »

]

Corrigeant la faute typographique, et changeant q en — q, on

trouve

q— iq^-h9q^— \Qq^^ -^— q (f q^

1 — 29 + -Iq'— '-lq^-^-
-'~

{\— q)''^
[\ — q-f'^ {i—q'f^

"'
^

Il semblerait donc, d'après M. Stieljes, que cette formule est

due à M. Hermite. Or, il n'en est rien (**).

II. Remarques. — D'après Jacobi (***), l'égalité (A) peut être

remplacée par celle-ci :

1— 2^-v-27'— Sç'h-.-- 1— </' \—q' 1— (/«

laquelle est plus simple ('").

(') Juillet 1884, p. 10b.

(**) Voir, par exemple, mes Notes sur la théorie des fractions continues et

sur certaines séries (pp. 57, 58; 1885). Voir aussi les Recherches sur quelques

produits indéfinis (p. 92).

("") Recherches..., p. 95.

{") On peut voir, dans les Notes sur la théorie..., les propriétés qui en

résultent.
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CCXX. — Courbes ayant même long^ueur qu'une

ellipse donnée.

(^Janvier 1885.)

I. Soit une ellipse E, tracée sur un cylindre vertical, et

représentée par les équations

x'+if = W, f= tg«. (1)

y

Soit, en second lieu, une courbe C, à double courbure, ayant

pour équations

x'" H- y''^ = R"', x'y' = az'. (2)

On peut disposer du rayon R' et du paramètre a, de manière

que, dans les développements des deux cylindres projetants, la

transformée E' de E, et la transformée C de C, soient égales.

S'il en est ainsi, un arc quelconque de C, et l'arc correspondant

de E, auront même longueur.

On satisfait aux équations (1), en prenant

x = Rcosco, î/ = Rsinw, z = Rtgasinw (3)

De même :

, R'V
x' = Rcos», y = R sinw', z =— sinw' ces co'. (4)

La condition d'égalité, entre les transformées E', C, donne les

relations :

Rco=R'a3', -z^z'; (5)

lesquelles sont vérifiées par

\

a,'=z_w R' = 2R, a = 2Rcota.
2

Les équations de la courbe C sont donc :

x' = 2Rcos-, ?/' = 2Rsin-, ^'= Rtgasincû. (6)
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II. Vérification. — On a :

dx = — Rsin wrfco, dy =Rcoswf/co, dz = R tgacos wf/co;

a CCI

dx' = — Rsin-f?w, dii'= R cos-(/co, dz' = dz.

Par conséquent, s et s' étant les arcs correspondants :

(/s2 = R^('i -4- tgVcos^w)rf«^ = —{\ — sin^asin^û;)f/cy^,

ces a

ds'^^ds';

puis

R /'<^ .

s' = S = / dcc\/

\

— sin^asin^M. (7)
cosa.y

III. Remarque. — Le module de Tintégrale elliptique est le

sinus de l'angle formé par le plan de l'ellipse avec le plan de la

section droite.

Addition. — (Novembre 1884.)

IV. Au lieu des équations (6), prenons, plus généralement ;

co a
x' = Rwcos-, v' = Rwsin-, (8)

n n

z' == R tg a sin co. (9)

Il en résulte

x'^-Hy'^ = n^R^;
. (10)

puis, par la formule de Moivre,

ix' -y- y' V^^\)" — {x' — if V^^\ y = 2w"R"-V l/^^cot a. (H)

Ainsi, la courbe C, intersection d'un cylindre de révolution

avec une certaine surface algébrique S, a même longueur que

l'ellipse E.
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V. Remarque. — La surface S, représentée par l'équation (1 1),

est rencontrée, en un seul point, par toute parallèle à l'axe Oz'.

De plus, si Ton adopte, comme coordonnées, z' et w, elle est

déterminée par Téquation (9). Cette surface est donc un conoïde

droit, dont une génératrice quelconque a pour équations :

n
z' = R tgasin w (*). (12)

CCXXI. — Sur une clajssc de surfaces gauches.

(Novembre 1886.)

1. Génération. — Soient

une courbe a7nb, située

dans un plan horizon-

tal (**), et une directrice

verticale GOz. Si une

droite GmH s'appuie sur

ces deux directrices, en

faisant, avec la seconde,

un angle constant (***),

cette droite mobile engen-

dre une surface gauche

I (").

If. Ligne de striction.—
C'est la directrice recti-

ligne C).

Soit p la projection horizontaleIII. Courbes de niveau.

(*) Ces résultats, peu importants peut-être, sont beaucoup plus simples

que ceux qui ont été trouvés, par Legendre et Serret, relativement à

l'intégrale elliptique de première espèce.

(**) Pour fixer les idées.

(*'*) Nous le supposons égal à 45», afin d'obtenir des résultats simples.

(") Toute surface réglée, qui admet U7ie directrice rectiligne, est gauche.

(Traité élémentaire de Géométrie descriptive, 1864, seconde partie, p. 72).

(^) Rechcj'ches sur les surfaces gauches, p. 22.
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d'un point P de 2. A cause de l'hypothèse sur l'angle zGP, les

triangles GOm, Ppm, évidemment semblables, sont isoscèles:

mp= Pp. Pour une ligne de niveau, l'ordonnée Pp est con-

stante; donc mp= z= const. Autrement dit : toutes les lignes de

niveau, de la surface 2, se projettent, sur le plan de l'une d'elles,

suivant des conchoïdes de celle-ci, relativement au pôle (*).

IV. Équation de la surface. — Si la directrice amb est repré-

sentée par u = «/"(où), il est clair que l'équation de 2 est

u = af{a) -t- z. (1)

V. Normale. — La normale à 2, au point P, étant normale

à la ligne de niveau qui passe en P, se projette, horizontalement,

suivant la normale, en p, à la conchoïde cpd. D'après une pro-

priété connue, cette normale pn passe en un point fixe n, situé

sur la perpendiculaire à Omp, menée par le pôle. Donc les nor-

males à la surface 2, en tous les points d'une même génératrice,

rencontrent une droite fixe nQ, parallèle à la directrice Oz.

VI. Paraboloïde normal. — Chacune des normales consi-

dérées rencontre GH et nQ. En outre , elle est contenue dans

un plan perpendiculaire à GH. Conséquemment, le lieu de ces

droites est un paraboloïde hyperbolique , conformément à un

théorème connu.

Addition. — {Novembre 1886.)

VII. Lignes de plus grande pente. — Elles se projettent, sur le

plan horizontal, suivant les trajectoires orthogonales de la direc-

trice amb et de ses conchoïdes. D'après la formule (1), dans

laquelle z doit être considéré comme un paramètre, l'équation

différentielle des conchoïdes est

u' =-- af'{a].

(*) Quand la directrice amb est rectilignc, la surface, nommée hyperbolotde

conchoïdal, est fort intéressante. Le modèle en a été construit par Bardin et

par M. Muret. De plus, au mois de juin 1870, M. Welsch, alors élève à

l'Ecole -polytechnique, a publié, sur cette même surface, une étude et une

épure fort bien faites. J'ignore ce qu'est devenu ce jeune Géomètre.
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Une simple considération géométrique, combinée avec le

théorème rappelé dans le paragraphe V, donne

du f (co)

u-- = — a ;

du n

ou, par la séparation des variables,

k étant la constante arbitraire. Telle est l'équation qui était

demandée.

VIII. Application. — Dans le cas de Vhyperboloïde conchoïdal,

l'équation (1) est

o
u = y- z {);

sin w

et l'équation (2) :

/l \\ /"" sin'cdu

\ii kl J cosco

ou

«(^-l)=-»--(^-'s(i-=)- (5)

On voit que la constante A; est le rayon vecteur répondant à

(0= 0.

IX. Remarques. — 1° D'après l'équation (2), le problème des

trajectoires orthogonales d'une série de conchoïdes est toujours

résoluble (**).

2° Si, dans l'équation (2), on pose :

a^ , a^ /'"du

elle devient

v = aF{co)-f- l; (5)

(*) Nous prenons l'axe polaire parallèle à la directrice, afin que l'inté-

grale (2) s'annule avec w.

(**) En ce sens qu'il est ramené aux quadratures.
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et celle-ci, de même forme que la proposée (1), représente une

nouvelle série de conchoïdes. Conséquemment : les réciproques

R. R', R", ... (ou les inverses) (*) des trajectoires orthogonales

T, T', T", ... d'une série de conchoïdes C, C, C", ..., forment une

nouvelle série de conchoïdes.

3° Ce n'est pas tout. Comme les réciproques de deux

courbes orthogonales sont orthogonales (**), si nous prenons les

réciproques D, D', D ', ..., des conchoïdes C, C, C", ..., ces

lignes D, D', D", ..., constitueront, avec R, R', R", ..., un système

orthogonal. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Théorème. — Soient des conchoïdes C, C C", ..., leurs récipro-

ques D, D', D", ..., et les trajectoires orthogonales T, T', T", ...

de D, D', D", ... Les réciproques R, R', R", ..., de T, T', T", ...,

sont des conchoïdes, orthogonales aux réciproques D, D', D".

X. Application.— Si les courbes C sont les limaçons de Pascal,

représentés par

u = asinco -+- z,

auquel cas les réciproques D ont pour équation :

u = —
: ( );

alors les trajectoires orthogonales T et leurs réciproques R sont

déterminées par les formules :

I 1

\u k

{*) La relation uv = a' est celle qui définit deux lignes réciproques.

["") Propriété connue.

{***) Évidemment, ces réciproques sont des coniques dont l'un des foyers

est au pôle.

(") Si l'on suppose 1=^0, on peut écrire ainsi la dernière équation :

1 /
^' _!!

sec w = - e" -+- e "

2\

Les conchoïdes R sont donc des spii-ales-chaînettes {'!).
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CCXILII. — Sur la fonction numérique ©(?l) (*).

(Août 1882.)

I, Problème. — A étant un diviseur quelconque du nombre

entier N, évaluer 2^T^ •

Soit, pour fixer les idées, N = a'^bl^c^. Les valeurs de A sont :

1, a,a^ ..., o*, b,fi\,..,b^, c,c^,...,c^, ab, a'^b, .., N;

et les valeurs de (p(A) :

i; a— i, a{a—i),..., a^-'(a— 1), b—\, 6(6— 1),..., 6'^-*(6— 1),

c—i, c(c — 1),.., cy-\c-i);

(a — i)(b— I), a(a— 1){6— I),..., b^-^c^-'ib— \){c — i)',

a«-^h^~Uy-\a — 1)(6 — l)(c— 1).

Donc

v,9(A) «—1 a— I a— 1 6—1 6—1 6-1

"A a « a

c — 1 c — 1 c — I (a— 1)(6 — 1)
H 1- H ... H 1

y- ...ce C ab

[a — i){b—i (a_1)(6— I)

H H 1
+ ...

ab ab
-+-

(a — 1)(6— 1)(c — 1)

abc

Dans le second membre, il y a a fois la fraction ^^-^, (3 fois

la fraction -^, y fois la fraction ^^, «P fois la fraction

^

^ '; etc. Amsi i égalité se réduit a

^(p(A) ^
a(a— 1) P(6

— 1) r{c— \) ap(a-1)(6— 1)
> =lH 1

: h^ A abc ab

aj3v(a— 1)(6 — 1)(c— 1)^

abc
C»)

C) Au sujet de celte fonction, déterminée par Euler, on peut consulter

le Journal de Liouville, t. IV, p. 7.
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puis enfin, à

2f-[
x{a — 1)' ^{b—\)' r{c — 1)^

La formule cherchée est donc

^ A L « .

[3(6- 1)-

1-+-
r{c-\)

(A)

II. Remarque. — Cette formule, peu élégante, se simplifie

quand N = a%''c''df . . Dans ce cas.

y = abcd.. (B)

Addition. — {Janvier 1887.)

III. Problème. — Évaluer ^th^, •

De l'égalité (A), on conclut, sans nouveau calcul :

9(A)
|_

« — UL b — \

et, si

1 -H r c—

4

a= a — 1, p = 6 — 1, y ==c — I,

IV. Théorème. — 5/ N= abcd ..., on a

^<p(A) 9(N)'

En effet, le premier membre est

i 1 4

•; (C)

(D)

(E)

a— 1 /> — 1 (a — 1)(/> — 1) (/)_1)(c-1)

4

(« — 1)1^- i)(^— i:
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ou

-+-: 1 +o— l/\ b—\l\ c—\l a—\ b~i c— 1 '

a b

c'est-à-dire
?(N)

V. Remarque. — Dans le cas général, on trouve ce résultat

compliqué :

9(A) (a—DV-*
b^- I

(6_i)-V-'_

c^~i

c~\Y^N (F)

CCXXIII. — Équivalences de séries.

(Septembre 1882.)

I. Théorème. — x étant égal ou supérieur à l'unité, les séries

Il ! t

X "Ix^ ox^ 4a*

2 ^2 '2

'ix -^ \ 5(3x -1- 1)^ 5(!2x -+- \f

ont même limite.

En effet, la première est le développement de

-fli-^7) = -C

et la seconde, celui de

1 -+-

x/ \X' -f- '1/

1

1
"^

a: H- 1

1 —
2x H- 1
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II. Si, Rprès avoir multiplié par dx, on intègre à partir de

X = 1, l'on a donc

1 1 d 1

= ^{2a;+1)—

2x 2.ox^ 5.4x^ 4.5x*

1 1 1

-e-

_2.5(-2x-+-if 4.5(2x-4-1)* 6.7!2x-f-i]

Pour X = 4- 00 , celte égalité se réduit à

0= ^.2 -+- C.

Ainsi,

2a: -+- 1 d I 1 d

C.

2x 2x 2.5a;^ 3,4x' 4,5x*

1 d 4

+
(1)

2.5(2x-+-1)' 4.5(2x-+-d)* 6.7(2x-+-d)«

III. Le développement du premier membre est

d i d d

2x 2(2x)' 5(2x)' 4(2x)*

Ainsi encore, au moyen d'une réduction visible

d d 1

2.5(2x-4-1)' 4.5(2x + d)* 6.7(2x-^l)«

d 1 4 1 dd d 26 d
(2)

2.3.4X-' 3.4.8x^ 4.5.d6x* 5.6.32x''

Addition. — (Janvier 1887.)

IV. Dans l'égalité (2), changeons a; en -
; elle devient, après

suppression du facteur x'^ :

i x^ X*

2.3(2 -1- xf 4. 5(2 -+- xf 6. 7(2 -i- xf

\ Ax \\x^ 26x'
'

2.3.4 3.4.8 4.5.16 5.6.32
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Evidemment, la première série est convergente pour toute

valeur positive de x; mais la seconde est divergente dès que x

surpasse 1 (*). Ainsi, l'égalité (3), vraie quand x est compris

entre zéro et un (inclusivement), devient absurde pour x^ \.

Ce n'est pas tout. Si l'on désigne par S le premier membre,

un calcul facile donne, en vertu de ce qui précède,

Par exemple, si a;= 2 :

* S=- LfS J^D-+-1 =0,01 1507...

En effet, la somme des trois premiers termes de la série est

1 1 1

1 h =0,010 417-1-0,000 792-+-0,000 095=0,01 1 302.
96 1260 10 752 '

Quant au second membre de l'égalité (3), il devient, pour

1 1 11 26

2.5.4 3.4 4.0.4 5.6.4

et cette série est divergente.

V. D'après tout cela, on est conduit à la proposition suivante :

Supposons que, pour les valeurs de x comprises entre zéro et

un (**), on ait :

f{x) = Gq -*- a,x + orjX^ -+- ••• (A)

Soit z = 9(x); et, par suite

,

f\x)= ho -1- btZ -h b.^z^ -\- ... (B)

(*) Le terme général est

2«+i _ „

(n -+-l)(n -4-2)2"+'

(**) Afin de fixer les idées.
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Si la fonction cp a été convenablement choisie, il peut arriver

que la seconde série reste convergente (*), pour des valeurs de x

supérieures à Vunité; et alors l'égalité

0(1 H- ajX -+- ajX^ -H ••• = 60 -+- biZ -\- b^z^ -4- •••, (C)

vraie pour x compris entre et \, devient absurde pour x > 1.

€CXXI\'. — Quelques intégrales déflnies {**).

{Septembre 1886.)

I. Soient
/*" xdx

B=

J g2^._ 1
1
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II. L'intégrale B, développée en série, devient

Soit

d'où

On a donc

ou

2(^71- — a)x^ t,

tdt
cdx =

4(/£7r— «f

4 -i' [kT — ayJ

I ^ 1

4 ^ (A-7. — af
'

puis, par le changement de a en — a,

c_!\—î—-.

4 -^ (/CT -f- a)'

III. Si l'on fait a= aii{ii < 1), l'égalité (5) devient

Il resterait à évaluer les deux sommes :

I 1 \

(6)

(7)

-Ï2- ^'^

(1 — af (2 — a)- (5 — af

1 1 \

(i -f- oif (2 -4- a)' (5 -^ af

IV. Si a = 1^, la première série devient

(*)

4 4 4
1

1

1* 3'^ 5^

(*) Dans rétat actuel de l'Analyse, ce problème n'est peut-être pas

résoluble. Voir la Note CXCII.
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la seconde :'

4 4 4 ^'

_H -H --+-...= 4.
5^ 5* 7^ 2

Par conséquent :

/xdx i

^-, (B)

/•* xdx 1 4

i

(D)

J e'^-_ 1 V / 6 71^
^

Addition. — (Novembre 1886.)

V. Relation entre deux intégrales. — On sait que

4 14 4 /»" xdx

a a^-^ a+2 2a J (aVx^)(e^^— e"^') ^ ^ ^

D'un autre côté, dans les Recherches sur la constante G, nous

avons démontré la formule

4 4 1 /'" dx

a a -t- 4 a -+- 2 J e^<'-"^[e*^ +1] ^
^

Par conséquent,

/dx r"^ xdx i

(*) Dans les Tables de M. Bicrens de Haan, je n'ai trouvé aucune de ces

trois intégrales. Cependant, il n'est pas probable qu'elles soient nouvelles.

La première résulte, si l'on veut, du développement de

(**) Tome II, page 527.
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VI. Remarques. — 1° Si a = \, cette égalité se réduit à

celle-ci, dont la vérification est facile :

dx / * xdx \/•°° dx /

J ê' -^ \ J {\ -^ x')[e^'— e-''') 4

En effet, les valeurs de ces intégrales sont, respectivement :

2^ De même, lorsque a = | :

dx P"^ xdx 1

(1 -t- 4x') (e^^ — e-^') 2

La première intégrale a pour valeur - (**). Par conséquent,

P"^ xdx 1

=:-(T-2). (10)
. / ( 1 + Ax-) (e^^— e-^^) \ G

Cette formule est comprise dans celle d'Abel (***).

(*) Bierens de Haan, T. 58 et 138.

(") Bierens, T. 38.

(***) Note CXCII. — Si l'on part de l'égalité (E), des intégrations ou des

dérivations, relatives au paramètre a, feront découvrir d'autres intégrales

définies.
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CCX.XV. — Relations entre deux tbéorèmes
empiriques.

{Octobre 1884..)

I. 1° Théorème de Goldbach. — Tout nombre pair est la

somme de deux nombres premiers (*).

2° PosTULATUM DE M. BERTRAND. — Qitel que soit un nombre n,

supérieur à 6, il existe toujours un nombre premier, au moins,

compris entre n — 2 eï - (**);

ou, à plus forte raison :

Entre n et 2n, il existe, au moins, un nombre premier.

II. Le théorème de Goldbach consiste en ce que

2m = p -\-
q^

p el q étant premiers, impairs (***). De ces deux nombres,

inférieurs à 2n, l'un est égal ou inférieur à n. Ainsi :

Entre n et 2n, il existe, au moins, un nombre premier.

C'est le postulatum de M. Bertrand.

(*) Suivant M. Enestroni, le théorème empirique de Goldbach est

mentionné, pour la première fois, dans une lettre d'Euler à Goldbach

{Mathesis, juin 1886, p. 133). M. Desboves a complété, ainsi qu'il suit,

renoncé primitif :

Tout nombre pair, excepté 2, est la somme de deux nombres premiers, au

moins de deux manières.

[Nouvelles Annales, 1855, p. 295.)

(**) Journal de VÉcole polytechnique, 50^ cahier, p. 129. Ce célèbre

poslulatum a été démontré par M. Tchebychef {Journal de Liouville

,

t. XVm, p. 581).

("*) Je suppose w ^ 2.
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III. D'après \e postulatuni, on a :

b-i <p<2(6-1),
6 -I- 1 < 7 < 2(6 -t- d);

jo, q, étant premiers, impairs. De là résulte

26 < p • 7 < 46.

Ainsi, entre 26 et i-b, il existe au moins un nombre pair, 2n,

égal à la somme de deux nombres premiers.

IV. Soit 1 un nombre premier, moindre que a. De

i = A < 2a,

a — A^qf < 2a — 2X (*),

on conclut

a^ i -t- (/ < 2a.

Par conséquent : 1, 5, S, ... ti étant les nombres premiers,

impairs, qui ne dépassent point un nombre donné, a, il existe,

entre a eï 2a, des nombres pairs ayant les formes

\ -\- q, 3 -+- 9, 5 -t- ç, ..., TT -^ q\

q étant un nombre premier, impair, qui peut varier {**).

Soit, par exemple, a= 1S. Les nombres premiers, inférieurs

à 15, sont 1, 3, 5, 7, H, 13. On a :

24= 1 4-25, 26=5 + 23, 22= 5-^17,

26 = 7 + 19, 50 = 11 -4- 19.

(') Postulatum de Bertrand.

(**) Si je ne me trompe, cette proposition esl un acheminement au théo-

rème de Goldbach.
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CCXXVI. — Sur une formule de Jacobi (*).

(Janvier 1885.)

I. Transformation. — Celte formule, aussi remarquable que

facile à démontrer, est

[\-^r-qz){^ -4-ç'z)(1 -^q''z){\ +q'z)... \

^,^JL^^ î ^ ,^-^ n r"^^
\-q' \-q^)(\-q'y [\-q'){i-q'){\~q') ^ ''

]

Soit Q la valeur commune des deux membres. On a

4;^ Q = ^(1 -H qz) + f (1 + q-z) -V- 4^(1 + qH) -^ -

Développant chaque logarithme, on trouve, au lieu de cette

égalité :

q \ q^ \ q^ .

^^ \—q^ '2\-q' 5 1 — f/ ^
^

Par suite,

\ dQ q
q'^ q^

Qdz i —q- i —q^ 1—9^
ou

1 ^2
''

z —

1_^^ (1_^^)(1_Ç*) (1_Ç^)(1_Ç^J(1_^6^

-[^-^7^^-^
.. ,.3. ..

^^-^
.. ,../..,. .. ^^-^-h (B)

7 9 2 7—1— z~i -{ —

-1^
9'

(*) La plupart des résultats suivants ont été communiqués à M. Hermite,

à l'époque indiquée.

(**) Fundamenla nova..., p. 180.
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II. Remarque. — Cette égalité donne lieu aux réductions

suivantes :

= 2
\—q' \—q' 1—7* {\ —q^){\ — q')'

i-q' i\-q'){\-q') \ - q' l-q~ \ ~q' (l </')(! -9')(1-<?V

r
1—^2 (1—7^){1—7*)(1— ç*^) 1— fy* (1_7^)(1_7*) i—q^ i-^q^

= 4

etc.

l-q' {\-q'){i-q%\-q'){i-q')'

III. Suite. — Lorsque z = ± I, la relation générale (B)

produit ces deux-ci :

i-q' {i—q^){\— q^) (-] _^'^)(1 _gi)(| _ ^e

q 7* q^

' \~q'
"*"

ii—q'){\—q')
"^

(T^r/^)('l—f/')(1—7*)

7
^'2 ^5

(2)

X
1 _ fy2 ] —q^ i — 76

2

(3)

1-9' (1
— r)(«-9') (i-(/')(i— 7^)(i— 7*^)

_r, 1__^ 9l ^

^ [i— 7'
"^

1 — g'
"^

1 — 9"
"^ "

'

Dans l'égalité (2), le premier facteur est la transcendante (3 (*).

Donc, dans l'égalité (5), le premier facteur est la transcen-

dante a (**).

(') Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 52; Notes sur la théorie

des fractions continues..., p. 61.

(**) Recherches..., p. i.
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En conséquence

9 c 9'

2 -+-

2

1— 7'' 1_çi l_ç6

9^

(C)

= a 1 -t- -t- •

[l — q^ 1 — 7* 1 — 9«

1»)

IV. ilw^res relations. — Lorsque z = \ , le produit

représenté par Q devient [3; lorsque z = — \, ce produit

devient a (*). Donc, en vertu de l'égalité (1):

f(»=
1 q'^ 1 (/^

--fw=

\ —q'' 2 1—7* 3 1 — 7«

7 '7^ 1 7^

1 — 7'^ 2 1 ~ 7* 5 1 — 7«

La différence des premiers membres est

(E)

(F)

leur somme est
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V. Remarque. — On a (*)

puis, par le développement de chaque logarithme :

?(?')=
1 (j^ d q^

i — q- 2 1 — ry* ù\ — q"
(G')

La comparaison des égalités (G), (G') donne cette identité,

probablement connue :

q- 1 q^ i q^ i q^ I q^

i—q' "2 \—q'^ 5 1—7*"^ i—q- 'ii—q^ôï—q^

VI. Autre identité. — On sait que

(4)

i- q (
1 - 9) ( 1 — 7'^) (i - (j) (I _ q^) (1 _ q^

(C)

l-H
i-q' {\-q'){\-q') {\-q%i-q')(l~q^)'

Donc, si l'on élimine (3 entre les égalités (C), (C), et que Ton

pose, pour abréger :

A = 9 9'

B

A'=l +

B'=l-+-

'-9 [\~q'){\-q') {l-q'%\-q^)[\-q^

_j r__ q'

\ — q' \ — q'
'^

\ ~ q"

q q' q'

i-q {\-q){\-q^^) (1_7)(!_^-^)(.|_^3

^2 ç6 ^12

1-r (i-rKi-9') (i-r)(i-9')('i-9^)

on a

A _ B

(*) A'ofe CLX.

(**) Recherches.. , p. 52, noie.

(5)

(K)
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VIL Suite. —- La vérification de cette identité (K) semble

difficile : à plus forte raison le serait-il d'effectuer les dévelop-

pements des deux membres. Mais on peut commencer par la

réduire. A cet effet, j'observe que :

B

A'=(1 -+-7)(l +q'){\-i-f)- = pp' (*),

B'= (1 + q'){\ + q'){l -H q') ... = p' [**)

Ainsi déjà, par la suppression du facteur B :

q q'

\ — q" (1 — q\\ — q')

formule connue (***).

(2)

= |3;

Ce n'est pas tout. Dans la relation (K), la valeur commune

des deux membres est

B 1

B' p'|_l —f \ —q" X—q""

Dans la série, changeons ç en — q: elle devient

q q^
(f

(6)

-
\ -^

(f \ — q^

c'est-à-dire ':

-h

i ~ q'

9' n
1 — q 1 — q" i — q^

11 est visible que le développement de cette nouvelle série est

(*) Recherches..., pp. -iS et 1.

(**) Ibid.^ p. 1.

(•**) Ibicl, p. 52.

(") Notes sur la théorie des fractions continues,.,, p. 15.
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N,(n) représentant le nombre des diviseurs impairs de n (*).

L'égalité (6) se transforme donc en

puis, à cause de

^^^in^r'^'-W'/";

P

T7 =-^= ti-^)'M^»)q"'xf{- ir'N,(n)r. (L)

Ainsi, la fonction très complexe, ^, est, assez facilement,

développable suivant les puissances de q.

VIII. Remarques. — 1" D'après ce qui précède, l'égalité (C)

peut être écrite ainsi :

7*

(M)
i-q- (\^cf)[\-q^) (l_ç^){i_^*)(l_ç'

2° La combinaison des égalités (L), (M) donne cette autre

identité, peut-être nouvelle :

00 œ 00

y,^i{n)q'' = y,{—\Y^i{n)q^''X^^{n)q-. (N)

IX. Equations caractéristiques. — Si l'on pose

9(7) = 2 r^' (7)
' 7

(*) Ni(n) est aussi le nombre des diviseurs du plus grand diviseur impair

de n.

(*') Recherches..., p. 5. 'Pi(n) est le nombre des décompositions de n en

parties impaires, inégales.
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et que l'on représente par f^q) la somme de la série de Lambert

q'
_

q'

\ — q \ — q^ ] — q^ \ — ç*

on a

9i9)-m-f{9')n (8)

La série

q q- q^

peut, également, être rattachée à la transcendante f(q).

En effet, il est visible que

ou, à cause de l'égalité (8) :

Ainsi, comme nous venons de le dire, la transcendante f{q)

étant connue, l'autre le sera aussi. Mais l'on peut aller plus loin.

La série de Lambert, ordonnée suivant les puissances de q, est,

comme on sait,

«/ + 2^' -f- 27' -+- 39' -t- •• H- N(n)(/" -t- •••; (H)

N(w) représentant le nombre des diviseurs de n. Conséquemment,

00

4; (9) = 2 ^^' [n) [9" — 39'" -+- 29'"]
;

(i 2)
1

puis, si l'on suppose

1

(") Notes sur la théorie..., p. iA.

(**) Chacun des symboles N(^'), N (^) doit être remplacé par zéro, quand

la fraction correspondante n'égale pas un nombre entier.
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Addition. — (Novembre 1886.)

X. On a aussi :

fw-ri-'i^-[Tzr-*rh)

= 2

ou

I — q \ -^ ql \\ — q^ \

9'
.

\ — q^ i — ry® i — q^"

La comparaison avec la formule (10) donne la relation :

f{9) + /(- q) - mql + mq') = o, (i 7)

qui caractérise la série de Lambert (*).

XL Soit, comme précédemment,

f(q)=2^^{n)q". (18)

L'égalité (17) devient

2 N(n) [7" 4- (— qf — Aq'" -4- ^q'"\ = 0.

Dans le premier membre, le coefficient de q^", lequel doit être

nul, a pour expression :

2N (4n) — 4iN (2n) + m (n).

Nous trouvons donc ce petit théorème :

Le nombre des diviseurs de 2n égale la demi-somme du nombre

des diviseurs de n et du nombre des diviseurs de in (**).

(*) La sonimalioii de ceUc série est ainsi ramenée au problème suivant:

Quelle est la fonction f qui satisfait à la condition (!')?

('*) Éviilent, mais non signalé, je pense, dans les Traités d'Arithmétique.

On peut le généraliser ainsi :

Soit p ?<n nombre premier. Le nombre des diviseurs de pn égale la demi-
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XII. On peut remplacer l'équation (17) par une autre, plus

simple, et contenant la fonction cp. En effet, de l'égalité

9(9) = A9)-A9^), (9)

on déduit :

^{-q)--f{-q)-nq%

puis

ç(^) + cp(- ^) - 2cp(9-^) = fiq) + /•(- q) - if{q') + 2/'(ç*)
;

OU

(p(ç) + cp(_ç) = 29(«/'0 r). (19)

Autre addition. — (Février 1887.)

XIII. L'identité

q^ 1 o* 1 o* o^ la*! o®

i—qi 2 d—9» 3 1—9*' i—q^ ^i-q' 3 1—

^

peut être généralisée ainsi

X/y»* nr»" /yi* ^O
%Ay »A/ iA." »A/

a : H- -t- c — + d
1 — Jî' 1 — X* 1 — X« 1 — iC» 1 — x'"

r— x*'^ ' 1 — x" ^ 1 — x"=

+ (a— 1) + 6 -4- (c— a) \-d

(P)

\—x i—x^ i— x^ 1— x* 1

—

x^

,. x^ a;'
X

^*

-^ (e — b)-. -,
-+-

/^l
'7 -*-

(9' — c)

I X^ i X' i — X*

somme du nombre des diviseurs de n et du nombre des diviseurs de p*n.

Par exemple :

N(24)= 8, N(120) = 16, N(600)=^24; et 16 = i(8 +• 24).

(*) Cette égalité résulte, immédiatement, de la définition (8).
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Par exemple,

X x^ ^ x^ , X* ^ x' ^ x'
2 • H- 3 + 4 -f- 5 + 6

i — x^ 1 — x* 1 — x' 1 — x" i — x'" 1 - x'

X' X» X» X*»
-^- 7 T.

-+- 8 + 9 : + 10
] —X*' i — x" 1 — X*' \ — x^"

X X* X^ X* X* X®
3 -+- 2 -+- 5 -+- 3

1 _ X 1 — x' 1 — x=^ 1 — X* 4 — x" 1 — x«

x' x* ^ x^ ^ x"

1 — x' 1 — x« 1 — x« d — x'° ^
•

CCXXVII. — Smp les nombres coiubinatoires (**).

{Décembre 1886.)

I. Développement de (x H- a)""'. — Dans ma démonstration

du théorème de Staudt et Clausen, on trouve le lemme suivant :

n étant un nombre premier, supérieur à k,

C,,_2,A-, = JÏLw=F/r, (1)

selon que k est pair ou impair (***).

Si l'on change k en k — 1, on a donc

C„_.,,_, = JlIn±(A;-i);

(") De cette égalité, on conclut la propriété suivante, qu'il est facile de

vérifier et de généraliser :

Soit A la somme des diviseurs d'un nombre entier N, donnant des quotients

impairs.

Soit B la sotnmc des diviseurs donnant des quotients pairs.

Soit, enfin, C la somme des diviseurs de N, impairs.

On a
A = B -H C.

(**) Complément à la Note CLXXX.
{'") Note LXXW.
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et, par conséquent,

C„_2, ,_, -f- C„_2, ,_2 = JR w qp 1 n. (2)

Ainsi, dans le développement rfe (x -f- a)""^ (n premier), la

somme de deux coefficients consécutifs est un multiple de n,

diminué ou augmenté de l'unité.

En outre, d'après l'égalité (2) :

La somme des deux premiers coefficients = J^n — \ ;

La somme des quatre premiers coefficients = JILw — 2;

La somme des six premiers coefficients = JTLw — 5;

n — 1

La somme de tous les coefficients, ou 2"~^ = JTtw — (**).

Enfin, à cause de

(n — \){n — 3) ... (n— k — 1)

^"-^'
'

^
\.^2.5...k

''

Dans le développement de (x -+- a)""^ (n premier) :

n— 2 (n— 2)(w— 5) ,_,
i=jrLn+\, =.yTtn— 2, ^ -^^- ^= ^)ÎLn -h 3,...

1 1.2

II. Remarque. — Si n — '2 etn sont premiers, on a, simulta-

nément :

C,_,,,^, H-C„_,,,..,= JlI(n-2);

et, par suite, plusieurs solutions de l'équation indéterminée

nx — (n — '2)y^±\. (3)

(') — i si A- est pair.

('*) Celle dernière égalité équivaut à

conformément au théorème de Fermai.
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Par exemple, pour satisfaire à

13a; — i\y = ± 1,

on peut prendre :

1 1 1 r

!/=T7 LCn,2 + Cn,,] =6, «/ =:—-[€„, 3 H- Ci,,2]-=20,

1 4

y = — [Cji.i -4- C,,,3] = 45, ?/ = — [C„,g -H Cn,i] = 72,

Les valeurs correspondantes de ac sont :

5, 17, 58, 61, 71.

En effet :

15.5—Ho6=— 1, 15.17— 11. 20=-h1, 15.58— 11.45=— 1,

15.61— 11.72= -4- I, 15.71 — 11.84 = — 1.

III. Développement de (x -4- a)"~*. — Le premier membre de

la relation (2) est réductible à C„_, i_, (*). Par conséquent :

Dans le développement de (x -+- a)""' (n premier), chaque

coefficient est un multiple de n, augmenté ou diminué de Uunité.

De là résulte que l'équation (5) (**) admet, comme solution :

x=ktvM-i=t: n, .v=-^c„_,.... (4)
n n — 2

(*) Cours d'analyse de l'Université de Liège, p. Ao.

(**) Cette équation (5) est vérifiée, selon le signe du second membre, par

1 1
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Addition. — (^Février 1887.)

V. Propriétés arithmétiques et algébriques. — De la relation

Cp^,,,, ± C„ p_,,, = JÏLn (*),

on conclut aisément

ou

et, à plus forte raison,

(n

—

p — l)(n — p — 2) ... (qj -+- 1
)

q=(w — 9— \){n — q — ^) ... [p -i- \) = J\ln. (6)

Soient :

p-+-l=tt, g-+-1=6, n = a-+-6-+-c;

de manière que

a{a +- 1)... (a -+- c) ± 6(6 -+- 4)... (6 -+- c) = JTL (« + 6 -t- c);

ou, en appelant (p(a, 6, c) le quotient, par a + 6 -+- c, du premier

membre,

a(a-i-l)...(a-Hc)±6(6-4- l)...(6 + c)= (a+6-i-c)9(o,6,c) (***). (A)

Cette égalité, obtenue en supposant que a, b, c sont des nombres

entiers, dont la somme est un nombre premier, semble prouver,

seulement, que 9(a, 6, c) est un nombre entier. Mais elle est

bien plus générale.

En effet a, b, étant des quantités quelconques, remplaçons a,

dans le premier membre, par — (6 h- c). II devient

(— iy+'(6 + c)(6 -t- c— l)...6q=6(6-t- l)...(6-+-c);

(*) IVote LXX VI (t. I, p. 324). Le signe — , si ç est pair.

(**) Le signe — 1, si p et ç sont de même parité.

("*) D'après les hypothèses précédentes, a et 6 sont de même parité

quand c est impair, et de parités contraires, quand c est pair.
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ou, selon que c est pair ou impair,

± 6(6 H- i)...(6 -+- c) =F 6(6 + l)-..(6 -+- c) = 0.

Ainsi, le premier membre de régalilé (A) est algébriquement

divisible par a -+- 6 -i- c. Donc, comme on l'a vu, il est arithmè-

tiquement divisible par a -f- 6-4- c, quand les lettres a et 6 sont

remplacées par des nombres entiers.

En résumé :

\° Le poljjnôme

a{a + l)...(a -4- c) ± 6(6 -+- 1)...(6 -+- c) (*),

est divisible, algébriquement, par a + b -+- c.

2° 5« a, b sont des nombres entiers, le nombre entier

a{a + 1)...(a-t- c)±6(6 -t- 1)...(6 -h c),

est divisible par a h- b -f- c.

3° Soit 9(rt, 6, c) le quotient : pour toutes valeurs entières de

a, b, on a

(a + 6 -t- c) cp(a, 6, c) = JR (4 . 2 . 5 ... c -+- 1) (**).

4° En outre, sï a -4- b -f- c est un nombre premier,

(p(a, 6, (•) = JR (1.2.5. ..c-i- 1).

VI. Application. — Soient

o = 6, 6 = 2, c = 5
;

d'où résulte

a -+- 6 -+- c = 1 3.

On trouve

1

(p(a,6,c) = — (6.7.8.9.10.11 — 2.3.4.5.6.7) =- 2S 200;
1

puis

2D200 = jn(l. 2. 5.4.5.6).

(
') Le signe -t- , si c est pair.

(**) En effet, dans l'égalité (6), le premier membre est divisible par

l .2 . o . .. (n — p— ijl
— 1), c'est-à-dire, par t .2.5... (c-4- 1).
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€€XXTIII. - Application d'un théorème de Binet.

{Septembre 1885.)

I. Dans le Mémoire intitulé : Sur quelques intégrales

définies (*), j'ai démontré que si l'on fait, suivant la notation

de Gauss :

F(a,S,a-+-a',x)= 1-»- ^0:+ - ^-^
j X^^"-, (1)

on a

F(a, s, * -H a', X) = —— / 7 V-C^9; (2)

relation due à Binet.

Soient

La série (1) devient

3
(3 = 1, a' = -

2a 2jc(2a -t- 2)

^
2a -t- 3 (2a -+- 3)(2a H- 5)

2a (2a -H 2) (2a -4- 4)

(2a ^ 5)(2a + 5)(2a+7)

Donc, par le théorème de Binet,

y =
'1

9=<-«(.l _

r(a)r(-jo

(/9.

II. Soit A l'intégrale. Il est clair que

i

x"-*./ 1 — ôx x*-\/ ex — 1 '

(*) Académie de BeUjique, octobre 1885.
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et, si a — 1 est un nombre entier :

r'[l ^ dô— / [x^-V-- + ••• -^- x6 -V- \]{i — ôfdô.

J \ — ex ./

(5)

Le second terme égale

ru ^'^-L

X^-' -4- ••• -H
r(-2)

^(1

Quant au premier, si l'on fait

9 - 1 -

il se transforme en

2

1 — X
l\

•f
t'dt

(1 - x)(i + e
îten^''^-

1 — X

Par conséquent,

A= 1
—

'

/l — X

;. X -f-
-
X°^ H H-X-t-1/.

^°'"'f5.7...2a-l 5 7...2a- 3 ^
)

III. Si 3c = 1, cette formule se réduit à

(0)

A= 2 — 2.4... 2a — 4 2. 4...2a— 6

5.7... 2a— 1 0.7... 2a— 5

(7)

D'ailleurs, par les relations (4-J et (2)

3
ru

î/ = A

rwrb
(«)
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Donc

2a 2a (2a -+-2) 2a(2a -+- 2)(2a-+- 4)
•^""^"^

2a-f-5
'^

(2a+ 3)(2a+ 5)
"^

(2a+ 3)(2a-+-o)(2a-l-7)
'^"'

^'

Ainsi :
\° La série (2) reste convergente pour x = 1 (*); 2° la

limite de la série (9) est commensurable.

Addition. — (Avril 1887.)

IV. Lorsque a;= i, la série (1) se réduit à

a jS a(« -I- -1) (3((3-v-d)
1

1 œ -4- a' 1.2 (a -I- a') (a -f- a' -+- 1
)

La condition de convergence est, on le reconnaît facilement,

P < «'.

Quand elle est remplie, on a, comme expression de la somme :

rfa -f- a') ,/^' „

c'est-à-dire :

„ r(a-t-a')r(a' — (5)

r(a')r(a-4- «' —
(3)

Conséquemment, si a, a.', ^ sont des nombres entiers, la

somme s est commensurable (**).

Par exemple, après suppression du premier terme,

5 3.4 3.4.5
2 .- -4- 3. 1- 4.——— + •• =4.

7 7.8 7.8.9

Ç) Pour démontrer directement cette proposition, il suffit d'appliquer le

théorème XIV du Traité élémentaire des séries (avril 1887).

(**) On suppose p .^ a'.
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CCKLXIX. — Une récréation arithmétique (*).

{Mai 1885.)

I. p, q étant des nombres premiers; soient : d un diviseur de

q — p (**), a un nombre entier donné, inférieur à p.

Si Von considère la progression

a, a -^ S, a -+- iirl, a-t-3(?, ..., (1)

qu'on divise par p les p premiers termes, et que l'on prenne les

résidus positifs correspondants, ils formeront mie suite

«1, «2, "ô, «4, , «„ (***). (A)

De même, le diviseur q donnera lieu à une suite

bi, bi, 63, , 6„, ... (B)

Cela posé, si, dans (B), oti supprime tes termes égaux ou

supérieurs à p, on retombera sur la suite (A).

II. Exemple :

p = 13, 9=25. ^=5, a = 2.

La progression est

2, 7, 12, 17, 22, 27, 52, 57, 42, 47, 52, 57, 62, 67, 72, ...

Divisant par 15, on trouve les résidus

2, 7, 12, 4, 9, 1, 6, 11, 3, 8, 0, 5, 10, 2, 7, ... (A')

Divisant par 23, on obtient la suite

2, 7, 12, 17, 22, 4, 9, 14, 19, 1, 6, 11, 10, 21,

5, 8, 1^5, 18, 0, 5, 10, ...

(B')

C) Tirée, en partie, du Bulletin de l'Académie. Elle a été suggérée par

l'un de ces jeux de cartes appelés patiences.

(**) On suppose q^ p.

(***) a, = a.

4
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Celle-ci contient les termes de la suite (A'), rangés comme

ils le sont dans (A').

III. Démonstration— Les termes généraux des suites (A), (B)

sont donnés par les formules

a -h {n— !)(?= px -+- a„, a -+- (w' — i)rj= qx' -+- b„,. (2)

Si l'on suppose x' = x, 6„.= «„, il en résulte

(n' — n)§ ^={q — p)x\

puis, à cause de

n' = n -t- /x,

ou
a -t- («' — l)(J=a-i-(n — \)^ -¥ [q — p)x. (5)

Ainsi, les termes de la progression (1), déterminés par cette

formule, ont leurs résidus par q : 1° inférieurs à p ;
2" égaux aux

termes de la suite (A) ;
5° rangés dans le même ordre que

ceux-ci.

IV. Remarque. — Dans la progression

2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52, 57, 62, 67, 72, 77,

82, 87, 92, 97, 102, 107, 112,

les valeurs de x sont

0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 7, 8, 8.

A cause de q — /)= 10, les termes efficaces sont donc :

2, 7, 12, 27, 32, 47, 52, 57, 72, 77, 92, 97, 102, H7, 122, 127,

142, 147, 162, 167, 172, 187, 192.

En effet, si Ton divise ceux-ci par 23, on trouve les résidus

2, 7, 12, 4, 9, 1, 6, 11, 3, 8, 0, 5, 10, 2, 7,...

V. Généralisation. — Les p résidus formant une suite telle

que (A) se reproduiront, sans altération d'ordre, dans toutes les

suites, analogues à (B), répondant aux diviseurs premiers

compris dans la formule
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Exemple :

p = 7, (J==6, a =2.

2, 1, 0, 6, 5, 4, 5.

</ = 13: 2, 8, 1, 7, 0, 6, i\ 5, M, 4, 10, 3, 9.

7 = 19: 2, 8, 14, 1, 7, l"3, 0, 6, 12, 18, 5, H, 17, 4, 10,
+ + +
16, 3, 9 15.

7 = 31 : 2, 8, U, 26, 26, 1, 7, l"3, à, 25, 0, 6, 12, A, 24,

si), 5, H, \1, h, 29, 4, r6, U, 2"2, 2'8, 3, 9, \h,

+ +
21, 27.

Addition. — (Avril 1887.)

IV. Dans la démonsiralion ci-dessus (I), rien n'exprime que

les nombres p, q sont premiers. Cette condition est donc super-

flue. En outre, a ei à doivent être supposés premiers entre eux,

sans quoi la progression (1) serait réductible à une progression

plus simple (*).

Nous pouvons donc transformer ainsi l'énoncé primitif :

Soit une progression

a, a -h 3, a -+- 2o, a -i- ùâ, ...,

dans laquelle q et d sotit premiers entre eux. Soient p, q deux

nombres premiers entre eux, et tels que q — p = CPfl,{d). Si l'on

divise, par p, les p premiers termes de la progression, on formera

une suite de p résidus :

a^ {'*), «2, , Op. (A)

De même, le diviseur q donnera les q résidus :

h, D, K, , 6,. (B)

Cela posé, si l'on supprime, dans (B), les termes égaux ou

supérieurs à p, on retotnbera sur la suite (A) {"').

() Après suppression du plus grand commun diviseur entre a cto.

(*) Afin que a^ =- a, on prendra p ^ a.

C**) b, = a, = a.

('") Les termes de (B), barres, ou surmontés d'une croix, sont au nombre

de 7 — p.
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€€XX3^. — Sur la polbodie.

{Février 1885.)

1. Dans les Remarques sur la théorie des courbes et des

surfaces, j'ai donné (p. 59) les équations

X- -^ If -\' z^ ^—

—

—x^^=v^ ^
, (1)

x^ + î/^ + z- -^ y''= v^
, (2)

x^ -+- y- H- z- 7 2^= r (û)

de trois surfaces de révolution, contenant \a polhodie (ligne de

courbure constante). C es surfaces de révolution sont, respective-

ment, semblables.

Par exemple, les équations (1) représentent des ellipsoïdes

semblables, parce que les coefficients de x^, y^, z^ sont indépendants

du paramètre v.

II. La même propriété subsiste pour les projections de la

polliodie, sur les plans principaux. En effet, la combinaison des

équations (1), (2) donne

€tC.
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CCXXXI. — E:!iLtrait d'une lettre adressée à M. Miller,

Rédacteur de VÉducational Times.

{Octobre 1885.)

I. « M. Neuberg m'a communiqué la curieuse identité due à

» M. Edwards {Question 6H 3) (*), ainsi que les solutions

» données par MM. Symons et Terry. A ce propos, permettez-

» moi de faire la remarque suivante :

» Dans les Comptes rendus (t. LIV), et plus tard dans les

Mélanges mathématiques (**), j'ai donné les formules

» relatives aux sommes des puissances 2A; -+- i ou ^k des

» racines de
x^ ^ px -\-

(l
= 0.

» Au moyen de ces formules, on peut former autant d'identités

» que l'on voudra, analogues à celle dont il s'agit. 11 suffît, pour

» cela, d'éliminer p ei q entre trois de mes formules. Par

» exemple :

25 (x* -+- t/^ -f- z^){x'' -+- y -t- z') = 2 1 (x^ -t- y* -+- zy,

5^ 7^(x'' -+ y' -i- z')'{x' -H y -^ z7(x" + ?/" + z")

= 1 1 [5'ix' -4- »/' + zj -^- 7\x' -+- y' -t- z^J;

» si

X -i- y -^ z = 0. »

X -H 2/ -i- z = 0,

27)2 _ 49(^4 _,_ y« + 2l)(a;S + yS ^ 25)8.
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Addition. — (Octobre 1885.)

II. Lorsque A; égale 2 ou 3, les formules citées (*) donnent :

équations d'où résultent les systèmes suivants :

'

2S.

liS, 7 SI

7 Sg 'ZD b^

Au moyen du deuxième, la relation générale

S„+pS„_, + 7S_5 = (•**), (2)

devient

175SgS7S„ — 125S?S„_2 — 49S^S„ 3 = 0. (A)

III. Remarques. — 1° Cette égalité devient identique, si les

quantités x, y, z vérifient la condition

rr -t- */ -H z = 0.

Ainsi, quels que soient x, y, on a, identiquement :

175l(x-+-3/f

—

x^— y^^h^x-^-yi'—x^

—

y'^^-^VT— ^"

—

y"\
)

= 125[(a;-+-3/)'—x'—y f[(x-4-î/)"-'—x"-'- ?/"-'] j (B)

2° L'identité (B) ne diffère, qu'en apparence, de celle qui

(*) Tome I, page 186.

(**) Si Ton égale les deux expressions de p, on a ridentilé trouvée par

M. Edwards.
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résulte de l'égalité (2), quand on y substitue les valeurs connues ;

p =— (x^ H- xy -+- y'^)
, q = xy{x -\- y).

Cette seconde forme de (B) est donc

S„= [x^ + xy -\- y"') S„_2 -\- xy{x -^ 3/)S„-3- (C)

Autre addition. — {Mai 4887.)

IV. La première des équations (1) donne une infinité de

solutions de ce problème :

Trouver une somme de trois bi-carrés égale au double d'un

carré.

Il en résulte, en effet, que, pour satisfaire à l'équation indéter-

minée
x' -\-i/ + z' = 2^<^ (5)

il suffit de prendre

z X -\- y , Il = x^ + xy -^^ y^. {i

V. Remarques. — 1" Si, aux deux membres de l'équation (B),

on ajoute

^{xY -+- y'z- + zV),

on obtient cette autre équation indéterminée :

(a:^ + y2 + zj= 2 [m- -+- [xy)- + {yzf h- [zxf]. (5)

D'après ce qui précède, elle est vérifiée par les valeurs (4).

2° Dans une Note insérée aux Nouvelles Annales (1874), j'ai

donné ou rappelé diverses identités, parmi lesquelles je citerai

seulement celles-ci :

(a^ + 6' + cj = [b' -+- c-f -H («6 H- acf -t- {ab — acf -f- (a'f, (D)

(a^ -4- 6^ + cy= (c^ -4- ay -^ {bc + aby -+- {bc — abf -+- (6^. (E)
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Il en résulte ce théorème, qui n'a peut-être point été remarqué :

Si un nombre N est la somme de trois carrés, dont deux, au

moins, soient inégaux, N^ est la somme de quatre carrés (*).

CCXXXII. — Sar nue propriété numérique.

{Novembre 1885.)

I. Problème.— La somme des diviseurs de \6 est'5\; la somme

des diviseurs de 25 est, pareillement, 51. Y a-t-il d'autres couples

de nombres jouissant de la même propriété ?

Très probablement, le problème, pris dans toute sa généralité,

est fort difficile. Je me borne à considérer ce cas particulier :

Soit p= 2° + 1 , p étant premier. Pour quelles valeurs de n la

somme des diviseurs de p^ est-elle égale à la somme des diviseurs

delt""?

La première somme est

p' -\-p -t- \ = (2" -+- 1 f -4- 2" + 2.

La seconde est

On a donc l'équalion

22« ^ 2"+* -4- 2" -4- 5 = 2''"+* — 1

,

ou
c)ï)i-J 9211—2 9"-' 9"—2 4 __ Q

(*) Comme
(l-^_^ +1)2 = 2^ + 2^ + 1,

il est clair que
(a^ -+- fl-2 -+- a^f

n'est pas toujours la somme de quatre carrés. Cependant :

3.3"= 27= 3* +4* -4-1* -4- l^

3.5*= 73= 3* -4- 4» -+-7* -4-1*,

5. 7" =147 = 12* -4-1* -4- 1^-4- 1*,
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Si n surpasse 2, l'équation est impossible; car tous les termes^

excepté le dernier, seraient divisibles par 2. Mais

2^ _ 22_ 2 — 4 — t = 0.

Donc la seule solution est p == o, n = 2.

CCXXXIII. — Trajectoires orthogonales de

polhodles.

{Janvier 1885.)

I. Une polhodie (*), tracée sur un ellipsoïde donné, est déter-

minée par les équations

x^ y' z'- x' y' z'- 1

V représentant la distance du centre au plan tangent (**).

Il en résulte, par la différenciation,

dx dy dz

h' — c'

y^ -Tiir-^'" —jrr'^yh'à ^ c'a' u'b'

La condition d'orthogonalité :

dxSx -*- dyrhj + dz^z =0, (2)

devient donc, si l'on remet d au lieu de ^ :

b^ — c^——-— yzdx = 0:

ou, plus simplement,

dx
2aM6^-O-= 0. (3)*" X

Telle est l'équation différentielle des trajectoires.

(*) Ligne de courbure constante : le mol courbure se rapporte à la surface

[Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces).

(**) Loc cit.
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II. Soient, pour abréger :

a^(6- — c^) = (/, b'{c' — a')=h, c'{a'— b^) = k; (4)

et, par conséquent,

dx , (ly dzo— + /i— + A — =0; (5)
X y z

puis

gJ^l^hP^^kf-= 0; (6)^ ^ M ^ M ^ M ^
'

M étant la constante arbitraire.

D'après Bouquet et Serret (*), les surfaces S, représentées

par cette équation (6), appartiennent à un système triplement

orthogonal. Essayons de le déternniner.

III. En enfiployant la méthode et les notations rappelées dans

la Note CXXXV, on a, par l'équation (5) :

q h k

X y z

xdx ydy zdz

i(if z'\ ifx

9

dx ' dy h dz k

df\ X ^fi _f. ^^fi ^

.

dx g' dy ' dz k

k
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L'équation différentielle cherchée est donc

gMlf' -\-[{h-\-k)p — {g -t- k)a]dad^ — h^do? = (*). (7)

Les surfaces S^, II2 (^n nombre infini), définies par cette

équation, constituent, avec les surfaces 2, un système ortho-

gonal triple (**).

IV. Remarque. — Les surfaces H sont orthogonales à chacun

des ellipsoïdes représentés par les équations (1). En effet, il est

visible, à cause des valeurs (4), que l'on a

"^ X a- '-' X a''
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VI. Plus généralement : Soient deux séries de surfaces S, S,

représentées par

f{x, y,z) = G, (p{x, y, z) = H.

Si une surface S^, appartenant à la première série, est ortho-

gonale à une surface H^, appartenant à la seconde série; toutes

les surfaces S sont orthogonales à toutes les surfaces S (*).

€€XXXIT. — Deux. Intég;rales déflnies.

(Décembre 1866,)

I. De la formule

drj. -= COt— (**),
g'/cc — I p q q

on déduit :

I —
^r:r:

—^^'^ = -. -cot^x,

f d(x = col 2a::

puis

'Trx
I

g5ra \ \

OU
. 00 niax p2j;/.oo-,sax g'«r

1___1_
1^2 (e*^*

-1- e ''''} — [f" -»- 1
)J
da = 0,

ou encore :

(*) A-t-on signalé, quelque pari, celte propriété évidente?

('*) Bicrens de Haan, T. 27.

rfa.
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D'après une formule due à Poisson, le second membre
égale flgae. Conséquemment,

II. Il résulte de celte égalité, au moyen de Tintégration rela-

tivement à X :

n

enfin

-— Te'*' + 1 -t- e-^^^"|(/a. (B)

CCXXXT. — Sur les développées grandies.

(Février 1885.)

I. AB étant une ligne à double courbure, soient C, C, C", ...,

les centres des cercles osculateurs, relatifs aux points M, M',

M", ..., de cette ligne. Soient DE, D'E', D"E", ..., les droites

polaires correspondantes. Le lieu de ces droites est une déve-

loppable A, enveloppe des plans normaux à BA (*).

Soit pris arbitrairement, sur CD, le point P. Menons M'P,

et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre, en P', avec

D'E', etc. (*).

(*) Voir, par exemple, noire Théorie analytique des lignes à double

courbure.

(" ) Construction donnée par 3Ionge. [Application de l'Analyse à la

Géométrie^ édition de I^iolville, p. 59(3). L'illustre Auteur, pour désigner

l'élément ^'une surface développable, dit : une hèdre. Je ne connais pas

d'autre exemple de l'emploi de ce mot.
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Le lieu des points P, P', P", .. , est une développée de AB.

De plus, cette courbe est une liçjne géodésique de A.

En effet (*),

MPE^M'PE^^" — NPE (**);

PN étant le prolongement de M'P.

II. Le lieu des droites MP, M'P', M"P", ... est une dévelop-

pable Hi, dont AB est une ligne de courbure (***), et dont PP'P"...

est Varéte de rebroussement.

Remplaçons P par Q, et recommençons la même construc-

tion. Il en résulte une nouvelle développable ^2, dont AB est

une ligne de courbure, et dont QQ'Q" ... est Tarète de rebrous-

sement. Soit MT la tangente, en M, à la ligne AB.

(') Démonstration de Monge.

(*') Parce que les triangles rectançjlvs PCM, PCM' sont égaux.

(***) Parce que AMM'... B est une trajectoire orthogonale des génératrices

de S,.
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Le plan PMT est tangent à Si, et le plan QMT est tangent

à Sg. De plus, l'angle de ces deux plans est mesuré par PMQ
;

car les droites PM, QM sont projetées, sur le plan CMT, suivant

le rayon MC.

Or, lorsque deux surfaces S,, Sg ont une même ligne de

courbure , elles se coupent, le long de cette ligne , sous un

angle constant. Donc

PMQ = cowsf. = P'M'Q' = P"M"Q".

En résumé :

AB étant une ligne à

double courbure; soient

GH, KL deux de ses déve-

loppées. Si, d'un point M,

pris arbitrairement sur

AB, on mène, aux deux

autres courbes, les tan-

gentes MR, MS; l'angle

RM S est constant.

Addition. — {Avril 1887.)

III. Le dernier théo-

rème, qui est probable-

ment connu,résulte, immé-

diatement, de la considé-

ration suivante :

La surface polaire de AB étant développée dans le plan

langent suivant DE, la développée PP'P" ... se transforme en

une droite pp'p" ..., prolongement de MP. De même, la déve-

loppée QQ'Q" ... se transforme en une droite qq'q" ..., prolon-

gement de MQ. Or, dans la figure plane ci-contre, on a :

»î = M = qr — p p = q — p
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CCXXXVI. — Sur la formule : E{p, 1 — p) =

(Juillet 1885.)

I. Le premier membre égale

sin qr

ou, par le développement en série :

i p \ /> (p -t- 1 ) 1

Donc
p l/>H-l l.i2 p-+-2

K i p \ p(p-+-1)l

sïnpn p 1 p -+- 1 12 p -+- 2

II. La formule ordinaire est

\= - -t- 2p
1 1 1

l — p- 4— p- 9 — p'
sinpjr p

Par conséquent,

1 p -+- 4 1 (p -4- l)(p -H 2) i

p-+-l 2p-t-2 2.5 p-t-S111)= 2
I
-_p^^ 4 — p' 9— p'

0)

(2)

(3)

CC^XX^Ii. — Transformation d'une somme
en produit.

(Avril 1887.)

1. Le Mémoire intitulé : Sur quelques intégrales définies (*),

contient la formule, très générale,

Via -+-
[5
— r -+- p) r(7^ — a -t- q)T{r — [3 H- ç)

_ r (« + p — r) r (r — «) r (?- — ,6) r (a -4- n) r jp + n)
~"

r{a)V{p)r{7- -+- ?o

(*) Académie de Belgique, octobre !885.

(U)
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dans laquelle •

p -i- q = n.

Posons :

a= a + c, p r= 6 -f- c, y = a -+- 6 -+- c.

La relation (U) devient

X C
r(a -^-r/)r(6 + r/)r(c-t-yj)

_r(a)r(6)r(o)r(a -^- c -f- n)r(6 -+- c -+- ?o
^

Y{a -4- c) r(6 H- C) r(a > "fe 4- r -f- «)

II. On a :

r(a -hq)___-_= a(a -t- !)...(« -f- </ — d.
r(rt)

T{b-^q)

r{b)
= h{b -+- i) ... (h H- 7 -h \),

^-c{c -+- 1J ... (/• -+- JO— 1),

^{u-^-l)-^c-^-q) I

l
(2)

T{a-hb-i-c-^n) (a+6-+-r -hf/)(a+6-t-c-t-f/-i-l )...(u-J-6-+-('-+-/i— I
)

r(a -+- c -f- w)

r(a -f- c)

= (« -H c) (« -f- C -4- 1 ) ... (a + c -+- « — 1
)

,

= (6 -1- c)(6-H c-4- 'l)...(6 + c -I- r»—
1) (*).

r(b+c)

(*) D'après la première de ces formules, le produit

a{a-\- \}...{a -i-q — \)

doit être remplacé par 1, lorsque q = 0. D'après la quatrième, le produit

(a + 6 + c-f- q]{a -h 6 + c -h r/ + 1) ... (a + 6 -t- c -h ri — 1),

doit être remplacé par 1, lorsque q = n. Etc.
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Donc l'égalité (1) se réduit à

2C„,^a(a H- \)..{a -i- q— \)xb[b -h \)...{b -i- q— i)

X c(c -f- 1) . . (c -+- p — I)

X (a + ft-+-c-i- ç)(aH-6-+-c-+-^+l)...(a-+-6-+-c-4-w— 1) ) (^)

= (a + c)(a -+- c -h i) ... {a -\- c -\- Il — i) 1

X (6 -»- c){b + c + 1) .. (6 -f- c -+- n— 1).
j

Cette relation permet, on le voit, de transformer, en produits

fort simples, une infinité de sommes (*). IVIais on peut la consi-

dérer d'un autre point de vue.

m. Changeons c en z, et appelons ¥{a, b, z) le premier

membre. Nous aurons ce résultat curieux :

Les racines de l'équation

F(«, 6,Z):=0,
sont

— a, — (a-+-1), — (a -+- 2), ..., — (a -+- w — 1),

— 6, -(6 + 4), —^6 + 2),.., _(6-f-n-l).

De plus, si a = b, ces racines sont égales deux à deux;

et F(a, b, z) est un carré.

IV. Lorsque n = 2,

F(a. 6, z)=
a[a -\- \)b[b -\- \) -^ ^abz{a -4-6-4-1 -t- z)

-t- z(z -+- \){a -i- 6 -f- z) (o -+- 6 H- 1 -1- z).

Lorsque w= 3,

F(a,6,z) =
«(« 4- l)(a -t- 2)6(6 -t- 1)(6 -t- 2) -i- Da(a -t- 1)6(6 -i-\)z[a -4- 6 -t- 2 -+- z)

-+- 5a6z(z -+- 1)(a + 6 + 1 -t- z)(a -h 6 -+- 2 -4- z)

-f-z(2 -+- l)(z -t- 2)(a -+- 6 -+- z)(a -t- 6 -4- 1 -^ z) (a -1- 6 + 2 -+- z).

Etc.

(*) Le lecteur pourra supposer

a= [, a = b, a-t-6-4-c=l, elc.
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V. Afin de meltre en évidence le nombre entier n, désignons

par F„(a, 6, z) ce que nous avons appelé F(a, b, z).

D'après la relation (A) :

= (a -4- /? -4- ;:)(6 -+- n -4- z). (o)
F„(a,ft,

Ainsi, le poly7iôine F„_,.,(a, b, z) est divisible par le polynôme

F„(a, b, z).

VI. Si a, b; z sont remplacés par des nombres entiers, la

fraction (3) est réductible à un nombre entier.

Soient, par exemple,

Le dénominateur est

1 . 2 . 2 . 5 -4- 4 . 5 -+- 2 . 4 . D ^ 72
;

le numérateur est

2.3.2.3.4 + 0.2.2.5.6 h-5.2,2.S.6^ 2.3.4.5.6=1 440.

On doit trouver

1 440 = 4.5.
72

C'est ce qui a lieu.

VII. Interprétation géométrique .
— Changeons a en x, b en y;

de manière que F„(a, b, z) devienne F„(x, y, z). A cause de (A) :

l'équation F„(x, y, z)= représente 2n plans, respectivement

parallèles à ceux qui sont représentés par

X -f- z = 0, îy -H c = 0.

VIII. Cas particulier remarquable. — Dans (A), supposons



(68)

a=b = c=\. Une réduction évidente donne cette autre

relation :

(I .2.3 ... nf -+- w (n -+- 2)(l . 2 . 3 ... n— \f

-+- (n — i)n{n -+- \){n + 2) . (1 . 2 . 3 ... n — 2)'

+ (n — 2)(n — -1)^ .n(n -h 1)(» -t-2)(1.2. 5 . . n — 5)'
j

(B)

-4- ••• 1 .2 . 5 ... n . 5 . 4 ... n -4- 2

= (i.2.3.4...?i -H If.

Ainsi le premier membre, très complexe, égale un carré fort

simple (*).

Soit, par exemple, n= 5. On trouve

(4 . 2 . 3 . 4 . Sy^ -t- 5 . 7(1 . 2 . 3 . 4f H- 4 . 5 . G . 7(1 . 2 . 5f

-f- 3. 4. 5. 5. 6. 7(1. 2)' -t- 2. 3. 4. 5. 4. S 6.7

-H 1.2. 3. 4. 5. 3. 4. 5. 6. 7 = (2. 3. 4. 5. 6)^

ou .

120'-*- 55.24'-»- 840.6'-+- 12 600.2'-+- 120.840 -h 120.2 520

= 720'
;

ce qui est exact.

€€X1LX\^III. — Représieutation des» intég^rales

elliptiques.

(Mars 1885.)

I. Intégrale de première espèce. — Considérons la surface

dont l'équation est

(a' -+- z')a;' -+- (^' -+- z')y' =- a'6'. (1)

(*) La démonslratlon directe, de l'égalité (B), n'offre aucune difficulté.

Elle résulte de cette remarque :

(1.2.3.4... H-hiY— (1 . -2 . ô ... nf = (1.2.3... nfn{n -+- 2).
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La formule connue

V=^7r ( kMz, (2)

donne :

/'- i\z

/'"°° ih
V =. Umv = T«-// / -—=3=13-^ (^)

./ \/{z' -+- «-)(-' -»- ô')

Prenant
z = Mi;cp, (5)

on transforme ainsi la différenlielie :

l/a'cos'^cp -H (/^sin'cp ol/l — e'.sin'''{p

Par suite,

n = a-a6"F(r, (p), V = TralrV ^{c). (6)

Donc, s?" n?i corps est limité par la surface (1), par le plan xy

et par un plan parallèle à celui-ci, le volume de ce corps est

représenté, à un facteur près, par l'intégrale de première espèce.

II. Intégrale de deuxième espèce. — Le problème est un p'eu

moins simple. Après quelques tâtonnements, j'ai été conduit

à l'équation

(Ir -+- z-f 1 //- -4- z-

/" g a- -4- z-

II en îésulie :

//- -+- c- -^ V Ir -^ z'

puis, par la formule (2),

(*j Les lignes de niveau de la nouvelle surface sont, comme celles de la

première, des ellipses.
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La transformation (5) donne ensuite :

V = ^-~-j f/9^^1 — e'sin> = ^ -^ E(e, ç), (9)

V=/mi; = 7r^E,fe). (10)

III, Remarques. — 1° Si l'on prend f= b, g = a, on a, plus

simplement ;

V = 7ra-6E(fi, cp). (H)

2° Soit

s = a I c/cpl/l — e'sin^cp

la longueur d'un arc de l'ellipse dont les demi-axes sont a, 6;

cet arc étant compté à partir d'une extrémité du petit axe.

Il est clair que
v z= Trabs. (12

CCXXXIX. — Une intég;ratioii.

{Septembre 1863.)

I. Soii réqualion du deuxième ordre

xyy" + axy'"^ -+- byy' = 0. (1)

J'emploie la transformation connue :

y' = ^--
(2)

u

Il en résulte

„ uy' — yu' yi^ — '^O

y
=

'i
—=

~'—

'

puis, au lieu de la proposée :

b _.

u' M = a -f i. (&j
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Celte équation, comparée à

m' -+- Pm = Q,

suppose
b

X

Par conséquent, après une réduction évidente,

-+- 4

u = ex'' -+-

puis :

u = ex' -+- X (')
; (4)

y' ^ — ^

(5)
y (J — 6)cx* -+- (a -+- 4)x'

^^ = {\-b) f —^
^
—

.

(6)m ,/ (1 — b)cx' -^ {a -^ \)x

II. Dans une infinité de cas, Tinlégrale peut être obtenue

sous forme finie. Soient, par exemple,

a = \, b = '2.

Le second membre devient

/dx ^ / ^^^ ' j ^ o '^^ — -

(ex — 2)x~2,/ ex —"1 ~
2 ^ ^ ~2 "^ 7^'

Donc

^ -'=''M«--

ou, ce qui est équivalent,

B
.V'=A-t--- (7.)

X

III. Si 6 = 1, les formules (4-), (6) sont illusoires. Mais alors

l'intégrale de l'équation (3) est

Il = x [r -4- [a -+- 1
) ^ xj

;

(*) Comme vérification, on peut nuiltiplier les deux membres par a;~*. Si

l'on prend ensuite les dérivées, on retrouve l'équation (3).
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en sorte que

^ m J '^

dx

[c + (a + Of ^]'

et, sauf le cas de a = — 1, il est impossible d'intégrer.

IV. La méthode précédente est applicable à

x^jjy" -+- ox''/y''^ -+- ayy' = 0.

On en déduit l'équation linéaire

(8)

puis
h 1—;-

p/'-l

x"



( 75 )

CCXIil. — Problème d'Analyse indéterminée.

{Juin 1878.)

I Soit l'équation

[x -i- y -^ zf = x^ -^ if -t- z^ + t/'. ( I
)

Si Ton isole u'\ le premier membre devient

3[x^(î/ -4- z) -»- if(z H- x) -+- 2;'^(u; +- y) -+- ixyz],

ou
3 [(.y -H z)a;- --i- (?/ -t- z)-x -+-

(.y
-4- z)yz],

ou enfin

3(j/ -t- z)(z -+- x){x -t- y).

Ainsi, la proposée est réduite à

3(// -4- z)(z H- x){x -*- y)= u' [*]. (2)

II. Posons n= '5v, puis décomposons 9v en trois facteurs a,b,c;

de manière que

abc = 9^•^ (3)

Alors :

a: == p— «. y ==P — l>, z = p — c
; (4)

/j désignant, suivant l'usage, la demi-somme des nombres

a, b, c {**).

Addition. — (Mai 1887.)

III. On sait que, ii étant impair,

{x -+- y -+- z)" — (x" -f- y" -H z") = P(?/ -4- z)(z -4- x)(x -4- y)
(***).

(*) C'est uniquement à cause de Vïdentilé

{x-\-y -^ Z)^ — x'^ — if — 2^ = ô{y -4- z)(z-^x)(x -h y),

que je inciilionni' ce Prohlèinc

(*') Si CCS iHiinhrcs ih-sduI jias [iwï^. puirx, un seul doil l'èlr'i'.

;***. AV./r>XI.V!!.
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Donc, en particulier,

(x -\-
If

-^ zf — (x^ -+-
jf

-+- z'") = A{y -+- z)(z M- x)(x h- y);

A étant une constante (*).

Si Ton suppose

on trouve
A = 3. C Q F. I).

CClLIilI. — IJne propriété des pros;reissions

aritbinétiques (**).

Il suffît de renoncer ;

Soit une progression arithmétique, composée de n termes.

Si, de n fois la somme de leurs carrés, on retranche le carré

de leur somme, le reste est constant {*).

Exemple :

g( 52+ r^lV'^\^'-^\9')— [ 5-H 7 -4- m- 15 -+-19)'= 800

= 5( 7'-+-M'-+-15'-t-19' + 23')— ( 7-t- d1 -t- 15-h19+ 25)'

= 5(11' -V- 15' -+- 1
9"'

-t- as'''
-+- ^27') -- (11 -- i5 -+- i 9+2D-f--27)^

(*) PiUTc que l'équalioii est honiogciK'.

(**; Complément au Mémoire intitulé : Sur un développement de L'inicqrale

elliptique de première espèce... (p. 24-j.

(**') C'est-à-dire, indépendant du premier terme.



( 75 )

CCXIillI. — Application du Théorème de Lancret

(Septembre 1875.)

(1)

I. Ce théorème est exprimé par l'éqnation

i 1 1

dans laquelle

l y (a h" — ()'a"f \ y [ab' — 6a') c"

i7
^

(a'^ ^ /,'2 ^y ' R ^ a- -+- h" +- c"'
'

- = a"^ -+-
6''''

-t- (•"-
f* ).

P

Il en résulte l'égalité

2 {a'b" — b'a"f = (a" -^ b" + c'Y + [^ («''' — '>">""]'• 1^)

qui devient identique si les quanlités r?, o', a", b. h', ..., satisfont

aux conditions connues :

a/^ -^ b- -\- c^ = i, aa' -+- bb' -+- ce' = 0,
|

r, ll'i " / '2 ; '' "X (
^ 'aa +- bb -\- ce = — \ii -v- b - -\- c

') ]

Celte relation (A) permet de trouver, d'une infinité de manières,

une somme de trois carrés égale à la somme d'un cube et d'un

carré.

II. Exemple. — On satisfait aux conditions (2) en prenant :

_ 9 12 20
,

24 , 7
,

15

"~"25' ^"25' ^""2S' "^25' "^25' ^""~^'

14 48 ., 20

~25' ~~~~25' ^ ~""25

(*) Omise dans la Théorie analytique des lignes à double courbure.

(*') Loc. cit ; pp. 15 et 16.
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Il résulte, de ces valeurs :

54

1250 ,, „ „„ 860 , „ , „ 270

225 520
,

615
ab'-ba' = -—, bc-cb'=-—, ca'-ac=—;

\ H 80
2(a6'~fta')c"=^(22S. 20 -320. 14 — 615.48)= --^^;

puis

1 250^ H- 860^ 4- 270^= 341 25 + 11 80^

ou
250^ -+- 172- -+- 54-' = 54^ + 256';

conformément à l'énoncé.

Addition. — (Mai 1887.)

III. Pour éviter les fractions, on peut remplacer la première

des conditions (2) par celle-ci :

a' -4- b' ^. c' = k' 'C). (3)

Alors (A) devient

2 [k{a'h" — b'a")f = {a" + b" -^ c'Y + [2 («^' - &«>"]' (B)

Si, par exemple, on suppose :

a = 2, 6 = 2, c=1, A;= 5;

a' = — 1, 6' = 5, c' = — 4;

a' = — 5, 6"=— 9, c" = 2;

on trouve

(3 . Uf + (3 . 50)' -f- (5 . 22f = 26' + 8\

(*j PronaHt r/ et b arljili'airt'nieiit, on dccoinposc a* -+- 6' en deux

facteurs, do même pariic : l'un est /; -t- r
.;
l'autre. A: — c; etc.
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CCXIilT. — Conséquences du Problème de llalfatU.

{Octobre 1874-) (*).

I. En évaluant, de deux manières différentes, Taire du

triangle ABC (**), on est conduit à cette proposition :

Si trois quantités f, g, h satisfont à la condition

fg^gh + hf=\ r), (I)

elles rendent identique l'équation

II. Dans cette identité (2), dont la vérification est plus

longue que difficile :

I — te, 1 A I — te; i B \

) (5)
1 — tg i C

\

I + tg ^ C I

Elle exprime donc une relation entre

fu'iA te i B te ' C

Toutes réductions faites, cette relation se réduit à celle-ci :

tgMtg^BtgiC— (tgiAtg^B + tgiBtgiC-t- tgiCtglA)
/

-(tgU-t-tgiBH- tg^C)+ 1 =0, \

laquelle est connue.

{') Complément de la Note LXXil.

(") Loc, cil.

(*'*) Loc cit.

(") Loc. cit.
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Addition. — (Février 1886.)

III. Théorème d'Arithmétique. — Si f, g, h sont trois entiers

,

satisfaisant à la condition (1), la quantité

S[\-fçj){\-h){\ +/•)(! H- 9),

est divisible par

f -*• g -h h -i- i.

IV. Application géométrique. — Remplaçons f, g, h par x, y, z;

et considérons les équations :

xy -\- yz + zx = \

,

(5)

2(i-.r,v)(1 -z){\ -Ha:)(l-Hî/) = 0. (6)

La combinaison des deux conduit, d'après la proposition ci-

dessus (I), à l'équation

(1 + a: -I- y -H ^) 2 x[\ — xf){\ - z") =-0;

laquelle se décompose en

x + y-\-z== — \, (7)

^x{\-f){\-z')=(i. (8)

L'équation (5) représente un liyperboloïde de révolution

(à deux nappes), dont Taxe est la droite isogonale. L'équa-

tion (7) représente un plan perpendiculaire à cette droite, et,

par conséquent, parallèle aux plans cycliques de l'hyperboloïde.

Mais, comme on déduit, des équations (2), (5) :

x'^ +- y^ -+- z^ ^= — 1

,

le plan ne coupe pas l'hyperboloïde.

Quant aux équations (6), (8), elles représentent deux surfaces
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S, s, telles, que chacune est située de la même manière, relati-

vement aux trois plans coordonnés.

On vient de voir que l'équation (8) est une conséquence des

équations (5), (6). Donc :

La ligne, suivant laquelle l'hyperboloïde coupe la surface S,

est située sur la surface S(*).

V. Remarque. — Trois quantités f, g, h ne peuvent satisfaire,

à la fois, aux conditions

fg-^gh-^ hf=\, f^g^h = ~\ {'*).

CCXIiT (***). — Sur la projection stéréograpliique.

{Mars 1874.)

Théorème I. — Un ellipsoïde étant donné, on prend pour

TABLEAU un plan diamétral AOB , et, pour point de vue V, l'une

des extrémités du diamètre conjugué de AOB. Cela posé, les per-

spectives de toutes les coniques C, tracées sur Vellipsoïde , sont

semblables à la section diamétrale AOB ("').

Corollaire. — Si AOB est une section circulaire (auquel cas V
est un ombilic), les perspectives de toutes les coniques C sont des

cercles c.

(*) Soit P un plan cyclique do riiypcrholuïde. Il coupe ranglf trièdre

des coordonnées positives, suivant un triangle cquilatéral; et il coupe les

surfaces S, S, suivant deux courbes s, a, telles, que cfiacniic est siluée de la

même manière, relalivenwnt aux calés du Irianiile. Cela posé, si M est un point

du plan P, conunun au parallèle de FliyperLoloïde et fi la courbe c,

M appartient à la courbe a.

(") On peut se rappeler qu'à notre ])oinl de vue, les imaginaires ne sont

pas des quantités. {Cours d'Analyse de l'Université de Liège
, p. 1G7).

(*'*) Tirée des Comptes rendus.

C") Après rini|)ression, j'ai appris que ce théorème appartient, en partie,

au savant Hachette, mon ancien Professeur.
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Théorème II (Mêmes hypothèses que clans le Corollaire). —
Considérons , dans le plan du tableau, un système orthogonal

formé d'une infinité de cercles c et d'une infinité de cercles c' (*) :

1° les plans P, des coniques C, dont les perspectives sont les

cercles c, passent tous par une même droite D
;

2° les plans P', des coniques C, dont les perspectives sont les

cercles c', passent tous par une même droite D';

5° les droites D, D' sont conjuguées, c'est-à-dire que le pôle

de chaque plan P est situé sur D'; et vice versa.

Théorème III (Réciproque du précédent). — Soient C les

coniques dont les plans passent par une droite D, et C les coniques

dont les plans passent par la droite D', conjuguée de D : les

cercles c, perspectives des coniques C, et les cercles c', perspectives

des coniques C, constituent un système orthogonal.

Remarques. -— I. Le système orthogonal est le plus simple

possible quand, les cercles c ayant leurs centres sur l'axe moyen

OB, les cercles c' ont les leurs sur le demi-diamètre OD= OB,

situé dans le plan principal AOC. Alors les droites D, D', res-

pectivement parallèles à OB, OD, rencontrent le diamètre OV
en des points R, R'. De plus, OR.OR' = OV^, absolument

comme dans le cas de la sphère.

II. Puisque, à chaque point M, intersection de deux conique s

obliques (**), correspond un point m, intersection de deux cercles

orthogonaux, l'ensemble de tous les cercles c, c' (ensemble

déterminé par des points fixes, A, B, pris arbitrairement) con-

stitue un nouveau système de coordonnées. Ce système ortho-

gonal circulaire pourra, peut-être, s'appliquer à certaines ques-

tions relatives à l'ellipsoïde.

(") Journal de Liouville, t. XiX, p. 154.

{**) C'est-à-dire, se coupant obliquement. (Mars 18M8.)
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€€3ILIiTI. — ISur l'Hélice-caténoïdique (*).

(Août 1874.)

I. Théorème. — Soient une chaînette AC, située dans le plan zx,

et une hyperbole équilalère AH, située dans le plan xy (**).

Ces deux courbes ont même axe OAx, même sommet A; de plus,

Oz est la directrice de AC. Cela posé, la courbe AMI, projetée

suivant les deux courbes données, est une hélice.

Les équations de celte courbe sont :

«

y ==^

Si l'on élimine x, on trouve

Considérons le cylindre qui contient la chaînette AC et la

courbe AMI; soit PM une génératrice de ce cylindre, limitée

aux deux courbes. La dernière équation exprime que

PM = -
1 e"— e

2

Mais, d'après une propriété connue, le second membre repré-

sente aussi la longueur de l'arc AP. Donc

PM = arc A P. C.Q.F.D.

II. Si une hélice-caténoïdique est éclairée par des rayons

parallèles, Yombre de cette courbe, sur un certain plan, est une

hyperbole équilatère (***).

(*) Réponse (indirecte) à nne question proposée dans la Nouiwlle Cor-

respondatice malhématique (l. I, p. 67).

(**) Le lecteur est prié de faire la figure.

(***) N'est-ce point au Professeur Guillery que l'on doit le théorème

suivant, attribué parfois à Th. Olivier : L'ombre de l'hélice ordinaire peut

être une cycloïde ?

6
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X
CCX-IjI'II. — Un dcTCloppeinent de -—

sin X
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L'égalité (5) devient donc

X n= cosx -t-

^^ , 2 , 1.3
- cos X cos XH-

sina; 2 2 2.42
cos'x

2. 4
(4)

cos X
3.5

et, lorsque x = :

n in 2 1 . 3 TT

1 = 1 H +
2 22 3 2.42

2.4
(3)

III. Quand cos x est inférieur à l'unité, les termes de rang

impair, dans (4), forment une série convergente; et il en est de

même pour les termes de rang pair. Conséquemment,

(6)

mais la même réduction n'est pas applicable à la série (5) (*).

IV. La démonstration employée dans le paragraphe (I) est

peu rigoureuse; mais il serait facile de remédier à ce défaut, en

prenant l'expression du reste :

/'^ sin""^*arfa
R„= cos"+'x

X ^
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Tant que z est inférieur à i,

TT

,

„-5 arcsinz

.V=^0-^') '--=:• (9)

Or,
arcsinz 2 2.4

Par conséquent,

V = - 1 H Z^ H Z*
•^ 2\ 2 2.4

'1 1.5 . \ / 2 , 2.4
+ -z' H .

5 5.5

comme ci-dessus (6). En outre, en série convergente,

arccosz t l5r,2 I.Stt
: Z H Z* Z^H 2*

[/'JZr^^ 2 2 2 5 2.4 2

et, si z = \ :

7r Itt 2 1.3t 2.4
i= 1h 1 H .. (5)

2 2 2 5 2.425.5

CClLIiTIII. — Sur les lig^ncs g^éodésiques

de l'ellipsoïde.

(Mai 1882.)

I. Introduction. — On doit, à Liouville, le théorème suivant :

« Si parallèlement à la tangente en un point quelconque M
» d'une ligne géodésique et à la tangente conjuguée, on conçoit

» deux demi-diamètres de l'ellipsoïde, la perpendiculaire H
» abaissée de l'extrémité du second de ces demi-diamètres sur le

» premier sera constante (**). »

La démonstration géométrique donnée par mon illustre Maître

(*) Voir, par exemple, Notes d'Algèbre et d'Analyse, p. 14.

(**) Journal de Mathématiques, t. Xt, p, 22.
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me paraît peu satisfaisante (*). En déduisant le théorème de

Liouville de celui de Joachimstal (ce qui est naturel et connu),

on peut modifier l'énoncé du premier théorème, de manière à

rattacher celui-ci, jusqu'à un certain point, à la théorie de la

polhodie.

II. Démonstration nouvelle. — Soit MT la tangente, en M,

à une ligne géodésique AMB. Soit FGH la section faite, dans

l'ellipsoïde E, par un plan central, parallèle au plan tangent

en M. Soit encore P la distance de ces deux plans. Menons, dans

la section centrale, le demi-diamètre OG et la tangente HS,

parallèles à MT. Le théorème de Joachimstal consiste en

l'équation :

OG.P = const. (1)

Les demi-diamètres OG, OH, OM sont conjugués deux à deux;

donc le parallélipipède, déterminé par ces droites, a un volume

constant. Ainsi

P.OG.OHsinGOH = cows«. (2)

(*) II en est de même de la démonstration publiée, il y a un an, dans les

Nouvelles Annales (1882, p. 49). Qu'est-ce que le savant auteur appelle

tangentes conjuguées sur la surface ?
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Menons OR perpendiculaire à HS : OR = OH sin GOH.
L'égalité (2) devient

P . OG . R = const. (5)

Comparant avec la relation (1), nous avons donc

OR= consl.
;

ce qui est le théorème de Liouville. Mais nous pouvons l'énoncer

ainsi :

Soit MT la tangente, en M, à une ligne géodésique AMB. Si,

par le centre de l'ellipsoïde E, on fait passer un plan parallèle

au plan tangent en M, la tangente HS à cette section centrale,

parallèle à la tangente MT, est à une distance constante du centre.

ni. Remarques. — \° Le lieu du point R est une courbe

sphérique.

2° La droite HS, tangente à l'ellipsoïde E, est tangente à la

sphère S ayant pour centre, et OR pour rayon.

3° Le plan langent, en H, à l'ellipsoïde, est parallèle au plan

GOMT. Si celui-ci était perpendiculaire à FGH (*), le premier

plan coïnciderait avec celui qui est tangent, en R, à la sphère S;

et alors la droite RS serait génératrice d'une développable 2,

circonscrite à l'ellipsoïde et à la sphère. Par suite, le lieu du

point H serait une polhodie. Mais il n'y a pas de lieu du point H,

attendu que le mouvement de la droite RS n'est pas déterminé

par les conditions du problème.

(*) CeUc hypothèse, que rien ne justifie, m'avait paru résulter du texte

de Liouville {loc cit.). Naturellement., elle conduit à des résuilats absurdes,

inutiles à rapporter. (Juin 1887.)
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CCXIilX. — Théorème d'Algèbre (*).

(Mai 1872.)

1. Si Von donne les équations

ax' + by' bx' -i- cii' , ,,.~ f= r-=^. (0
X — X y — y

X = b{x - x'Y - (a - c) (X - x'){y -y')-b{y- y'f, (-2)

Z = (a-f-2')(c + z'j — 6^
(3)

dans lesquelles les inconnues sont

^ 1 y 1 ^ > ^t ^5

le produit XZ est indépendant de x', y', z'.

On lire, des équations (1) :

^' ^ z" t*^ "*" ^'^^ " ^--^^
'

^' ""
Z f^^*

"*" ^^^ ~~ '^^]- ^^)

L'égalité (2) peut être écrite ainsi :

Xz"= b{ax' -^- by'f — (a— c){ax' -\- by')[bx' -^ cy')— 6(6x'-+- cy'Y;

puis sous cette forme :

Xz"^= {ac — b'^j^bx ^— (a — c)x'y' —
6?/'^J

;

puis encore sous celle-ci :

Xz'^ = (ac — (r) \{bx' -+- c;;/') x' — [ax' -*- by')y'\. (5)

D'après les équations (1), la quantité entre parenthèses égale

[iy — y')x'— {x — x')y']z'
;

c'est-à-dire

{x'y — y'x)z.

(*) Obtenu par une étude sur les Systèmes triplement orthogonaux (voir

la ^'ote CCXXXIIi).
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Donc
X^'= {ac — 6') [x'tj — y'x). (6)

D'ailleurs, par les formules (4),

x'y — y'x = ~ [bx^ ~{a — c)xy — by^j.

Ainsi

XZ = {ac — b^)\bx^ — {a — c)xy — by'\ (A)

Addition. — {Juin 1887.)

IL Interprétation géométrique. — Au lieu des équations (1),

prenons :

ax -i by -\- [x — a)z = 0, bx -t- cy -h- {y — p)z = ; (7)

puis lequalion auxiliaire :

[b{oL— xf—{a-c]{a—x){p—y)— b{p— yf][{a-+-z){c-i-z) — b'']

[ba' — (a— c)«p — bp'
I

{ac — b%
(8)

Pour toutes valeurs particulières des paramètres a, [3, les

équations (7) représentent deux paraboloïdes hyperboliques P, P';

et l'équation (8) appartient à une surface S, du troisième ordre,

dont les lignes de niveau so7il des coniques semblables.

Cela posé, d'après le théorème précédent, si l'on éliminait

X ei y entre les trois équations, on trouverait une identité. Donc

les trois surfaces se coupent, deux à deux, suivant une même ligne.

CCIi. — Problème trouvé en son^e.

(9 mars 1886.)

I. Décomposer une fonction donnée, f(x,y), en deux parties

M, N, de telle sorte que Mdx + Ndy soit une différentielle exacte.

La seconde partie égale f(x, y) — M. L'équation du problème

est donc
Mdx H- \f{x, y) — }li]dy = du. (1 )
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df= .^,j, m=J-d.^p

Dans £, on doit remplacer x par oi -\- y. Ainsi

(2)

( 89 )

On doit avoir

rfM _ df rfM

d\j dx dx
ou

rfM dm df

dx dy dx
'

équation aux dérivées partielles, du premier ordre.

Les équations auxiliaires sont :

dm
dx = dy= ——

; (3)

et leurs intégrales

m=J £dy-^<j^{x-y); (5)

pourvu qu'après l'intégration on suppose a égale x — y.

II. Exemple :

/"(^5!/) = ^' — 5<V -+- «/';

df , „ ,— = 3x — Qxy := 3(a -H yY— 6(a -+- y)y ;

M = x^ — 3xî/" H- î/^ -+- (p(x — ?/),

N = — 5x^1/ -t- DXî/" -+- y"^ — y^ — cp(x — ?/).

On trouve ensuite :

^* 5.-2 5
y' y' M \u = -—-xy-^ x/ - - — --+-(]; (x—»/).
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CCEiI. — Une propriété des systèmeis triplement

ortliog;onaax.

{Mai 1872.)

1. Soient trois surfaces appartenant à un pareil système, et se

coupant suivant les lignes de courbure MA, MB, MC, dont les

tangentes sont MS, MP, MU. Les directions MS, MP sont

déterminées par les écfuations

dx = pdx -t- qdy

,

dx -t- pdx dy -t- qdz

rdx +- sdy sdx -+- Idy

dans lesquelles les dérivées se rapportent à la surface AMB.

MS est normale à la surface BMC; donc

(1)

(2)

dx dy

P' 9

dz
(3)

Cette fois, les dérivées sont relatives à cette seconde surface;

et dx, dy, dz sont les projections, sur les axes de coordonnées,

d'un élément Mm de MA.
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L'angle UMS est droit; donc

Au moyen des proportions (0), l'équation (2) devient

'ÂJ^UL^'ll^^Pl^^e;
(5)

P — P' 7 — 7'

étant une inconnue auxiliaire.

Soit, en outre,

P =
[{p^-pfs-(p'-p){q'-q){r-t)-{q'- qys][{r-^o)[t-^6)-s']. (6)

Les équations (S) ont même forme que les équations (1) de la

Note CCXLIX. De plus, P ne diffère, du produit XZ (*), que par

un changement de lettres. Donc, en vertu de la formule (A) (*):

p = [ph — pq{r—t) — q-s] [rt — s'). (7)

Ainsi, la fonction P dépend, uniquement, de la surface AMB.

IL On tire, des équations (5) (*) :

[t -i- %)p - qs (r -^ ô)q— ps
p' = ô— —

, n'^O— U- -; 8^
[r -\- e){t -^ ô) — s' ' (r-+- û)(t H- e)— s''

après quoi la substitution dans (4) donne

(4 -+- p2 H- qY +[(]-+- p^)t — '2pqs -h {i --h f/')r]ô + r/— s'= 0. (9)

Si R est le rayon de la section normale, tangente à MA :

[i^p^+qy [^]^p^)f_çip(js-^-{\-^q')r] '
"^ ^'

^"^

W '' ' ' " ^- "'"J R
]

(dO)

-+- H — .s-= (*').

Donc, abstraction faite du signe, l'auxiliaire G est donnée par

la formule

R ^ ^

(') Loc. cit.

(") Voir, par exemple, V Analyse appliquée, de Leroy, p. Sl-i
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AiUrement dit, ^ est la projection, sur l'axe Oz, du rayon

principal R.

III. Si R' est le second rayon principal, on a, par l'équa-

tion (10),
1 rt — s'

RR' {l-^-p^ + qJ

Donc la formule (7) peut être écrite ainsi :

P = [p-s - pq {r - l) - q^
^^

'^ ^^
"^^^^

O- (^ 2)

{*) La réduction de la forme (6) aux formes (7) ou (12) doit, sans doute,

pouvoir être interprétée géométriquement. J'ai cherché celte interprétation;

mais je n'ai rien trouvé de satisfaisant, même quand les surfaces données

sont des quartiques homofocalcs. Quand il en est ainsi, on a (*) :

c^ X c^ y c* xy

^^'~'^'z' ^~~6^=' ^''~â^'z^'

ci(6^ — y^) c'œy
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€€IiII. — i^nr la Géométrie de mil. Brocard,

Eiemoine, IVeuberg;, de Ijong^champs, ... (*).

{Avril 1886.)

1. Théorème préliminaire.— Si trois droites APA', BPB', CPC,

issues des sommets d'un triangle, se coupent en un point P, les

symétriques de ces droites, relativement aux bissectrices inté-

rieures, se coupent en un point Q (**).

Appelons y les angles égaux ACC, BCC".

Dans les triantes ACC, ACC", BCC", BCC :

AC s'itïr
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Par hypothèse,

AC'.BA'.CB' =BC'.CA'AB'.

Conséquemment,

AC".BA".CB" = BC".CA".AB". (2)

C Q. F. D.

II. Remarque. — On peut dire que les points P, Q sont

associés. Cela posé : si P csl le centre de gravité, Q est le point

de Lemoine ; si P est un point de brocard, Q est l'autre pomf

de Brocard; etc.

CCIilII. — Problème de Probabilités (*).

(Novembre 1884.)

I. Combien y a-t-il de nombres de n chiffres, composés, chacun,

de p chiffres donnés? ou encore :

De combien de manières peut-on remplir n cases données, avec

p lettî^es données, a, b, c, ..., f, g, chaque arrangement devant

contenir les p lettres?

Soit (p(n, p) ce nombre de manières. Considérons les arran-

gements composés de n — 1 lettres, et contenant, soit les p
lettres données, soit seulement p— 1 de ces lettres,

1° A la droite de chacun des premiers, apportons, successive-

ment, chacune des p lettres a, b, c, ..., f, g. Nous obtiendrons

p(p(n— 1, p) des arrangements demandés.

2" Parmi les arrangements composés de n— i lettres, il y en

a (^(n — 1, p — 1) qui ne contiennent pas a, (p(n — l, p — 1)

qui ne contiennent pas b; etc. A la droite de chacun, écrivons

la lettre manquante : nous formerons /3(p(n— \,p— 1) nouveaux

arrangements, faisant partie de ceux que nous cherchions.

L'équation du problème est donc

(p(n,/)) = /j[9(w — l)p) -i-9(n — 4,/} — 1)]
(*'). (1)

(*) Extrait d'un Traité, incdil.

('*) Dans mon cours à l'Universilé, j'avais obtenu celle équation (d) au

moyen d'un raisonnement inexact; et, en conséquence, je la croyais /awsse.

M. Bcaupain, l'un de mes meilleurs élèves, me communiqua la démonstra-

tion prcccdenle.
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II. On peut supposer (p(n, 0) = 0. De plus, il est visible que

m(ji, l) = 'l. Or, dans le Calcul des différences, on trouve la

formule
Ap;o") = p[A"(o"-*) -+- A''-'(o"-*)], (2)

dont la vérification est facile, et qui a même forme que l'équa-

tion (1). On satisfait donc à celle-ci en prenant

cp(/i,jo) = A''(o"),

ou

» p(p— d) p „

(p(n,p)=p"-^-(p-i)" +
^ Y2 ip-'^r-'-'^-^in (3)

III. Remarque. — La quantité cp(n, p) est le nombre des cas

favorables, dans le problème suivant :

Quelle est la probabilité que les p numéros, contenus dans une

U7'ne, sortiront en n tirages (*)?

Le nombre des cas possibles est p". En effet, on peut remplacer

les n tirages par un seul, effectué au moyen de n urnes (**).

CC'LIT. — Quelques déconiposiitioiis de l'unité

(Juin ISSG.)

I. Théorème ("). — Si xyz= abc, on a :

i^y ,
i=v «."

^ x?/ -H 6(a -4- x) •^

û ^'
^=2

r,
—

-^' ^)
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II. Application. — Soient :

a = 3, 6 = 4, c = S,

x = \0, y = '5, r=2.

On doit trouver :

6 <40 15

30 + 4.13 6-+-5.7 20-+-3.7

9 8 50

30-4-3.7 6-»-4.7 20-t-5.13

12 20 15

30-4-3.7 6-+-4.7 20-+-5.13

12 20 15

30 4- 4.13 6 -+- 5.7 20 H- 3.7

30 6 20

30 -+- 4.13 (3 -t- 5.7 20 -t- 3.7

30 6 20

30-t-3.7 G-t-4.7 50-H5.13

et tous ces résultats sont exacts.

III. Corollaire. — L'équation

[xyz — abcf = ,

peut être écrite sous les six formes (A).

CCIi^. — ConiscqtiCEices du Théorème de Fermât.

(Septembre 1886.)

I. Soient p, q deux nombres premiers, impairs et inégaux. Si

p ne divise pas q — 1, on a, par le Théorème de Fermât :

Mais
{q - \r' - i =^ Jïlip). Cl)

[q — 1)P-«= fyp-' - L~— qP-^ H- ^—— q+ i = JTL(çr) + 1,
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Donc, dans Tégalité (1), le premier membre est divisible par q.

Et comme p, q sont premiers entre eux, cette égalité devient :

(«/- !)"-'- 1-Jïl M- (A)

De même, si q ne divise pas p — 1 :

Quand les deux conditions ont lieu simultanément :

(^ _ !).-• -{p- ir' = jr^(pq), (C)

ou

[[q-\y-^{p-\)'^l{q~i)'^-^p-iy]==Jll^pgy (D)

II. p étant impair, o^~'— 1 est, algébriquement, divisible par

a-i- 1. Donc ce binôme est, arithmêtiqnement aussi, divisible

par a +- 1. En conséquence :

p étant lin nombre premier, qui ne divise ni a wi a -f- 1 :

a"-'— I = JTL [/7(a + 1
) 1

.

(E)

De même : p étant un nombre premier, qui ne divise ni a

ni a — 1 :

a''-' — i=jn[p{a — \)]. (F)

Enfin, si le nombre premier, p, ne divise ni b — 1, wz a, ni

a -h 1 (*) :

a"-' - \ =jrL[p{a'—\)\. (G)

Soient, par exemple,

a = 4, p = 7.

On doit trouver
4«- i ^ J]L(105).

En effet,

4'— 1 = 05.63 = 3.13.7.9.

(*) Ces trois conditions sont remplies si p surpasse a -t- i.

7
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III. D'après (E) et (F) : si le nombre premier p ne divise pas,

à la fois, q -4- \ et q — 1 :

ou
(,y ^ 1)"-' — (7 — 1)"-' = J]l(P7),

\)' ii[q^\) ' -(7-0 ^ J='L(7+o ' +(7-i)ML(7 + o ' -(7-0 ^ J=Jn.(p7). (H)

IV. Supposons ç impair. Alors le premier membre est divi-

sible par 2''~*, nombre premier avec pq. Donc :

g*i\'-i' Ig-V'"' 1*'^"^' -O ' =..ri(M)-W1
V. Remarques. — 1° Si p a la forme 4[a — 1, le premier

facteur égale

2 y \ ^ /

il est divisible par q.

2» Si p = 4|tx -t- 1 , le second facteur est divisible par q.

VI. Lorsque q = ù, l'égalité (K) se réduit à

(2^+ i]{'2^—\] = Dn(op).

Cela posé, d'après un théorème connu (*) :

1° Si p = S^ ± \, le second facteur est divisible par p ;

2° Si p= 8/Ji ± 3, le premier facteur est divisible par p (**).

(*) Serret, Algèbre supérieure, l. FI, p. 109.

(*') Je ne pense pas que, dans le cas général, on puisse, a priori,

déterminer quel est le facteur divisible par p, même au moyen de la loi de

réciprocité, de Legendre. (Alors, bien entendu, q doit élre supposé premier.)
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C€Ii\^I. — Systèmes articulés.

(Avril 1886.)

I. Préliminaires. — Soit BACD un quadrilatère inscrit. Si

l'angle BAC est rendu fixe, la

diagonale BC est une droite

de longueur constante, glissant

entre les côtés de l'angle xAy.

Quant aux côtés, BD, CD, ce

sont des cordes dont les lon-

gueurs sont données, et qui

appartiennent à un cercle mo-

bile, de rayon constant. Donc

Vangle DAx est constant; et

le sommet D décrit un segment

de la droite DA (*). Les posi-

tions extrêmes du point D, sa-

voir : P, Q, sont déterminées

par

AP = BD, AQ = CD (**).

II. Lorsque Tangle A est droit, l'enveloppe de BC est une

hypocycloïde droite. Dans le cas général, cette enveloppe est une

courbe fort compliquée, que nous pouvons appeler hypocycloïde

oblique (***).

III. Les droites BD, CD ont des longueurs constantes; elles

(*) Théorème connu. Voir, dans mon Application de l'Jlgèbre à la

Géométrie (1848), une remarquable Noie de M. Mannheim.

(**) Quand B vient en A, BD coïncide avec APj quand C vient en A,

CD coïncide avec AQ. Par suite, les points P, Q se confondent, si BD= CD.

(***) Il n'est pas difficile de prouver que toute liypocycloîdc oblique est

parallèle à une certaine hypocycloïde droite. Voir, dans les Nouvettcs Annales

(1878, p. ô-li), une autre Note de M. Mannheim.
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glissent dans des angles donnés; donc l'enveloppe de chacune

est une hypocycloïde oblique.

IV. Prenons, sur la circonférence circonscrite au quadrilatère

ABCD, des points F, G, H, ... La propriété démontrée pour le

point D subsiste pour ces divers points; donc ils décrivent des

droites passant par le sommet A.

V. De plus, les cordes BF, FG, GD, ... enveloppent des hypo-

cycloïdes obliques. Et si ces cordes sont égales, leurs enveloppes

le sont.

VI. Système articulé. — étant le centre de la circonférence

circonscrite au quadrilatère ABCD, supposons que les rayons

AO, CO, DO soient trois tiges, articulées en A, 0, C. Si la corde

CD est une quatrième tige, le triangle COD sera invariable de

forme et de grandeur. Par suite, quand Vanneau C décrira la

droite fixe RS, passant en A, le sommet D décrira également

une droite, passant aussi en A; et l'on aura transformé un mou-

vement rectiligne alternatif en un autre mouvement rectiligne

alternatif.



( 101 )

CCliTII. — Sur des somines de bi-carrés.

(Mai 1886-/Mm 1887.)

I. D'après Tidentité connue :

= (2x^ -t- %^ -+- 2^7 + {ixyf -+- [iyzf + {Uxf (*); ^ ^

/a somme de quatre bi-carrés peut être égale à la somme de quatre

carrés (**).

Soient, par exemple,

X = i, î/ = 2, z = 6.

On trouve

7* -+- 5* + 3* -+- 9* = 82^ -4- 8' -t- 24' -+- 48S
ou

2 401 H- 625 H- 81 4- 6 561 = 6 724 -+- 64 + 576 -+- 2 504= 9 668.

II. Une autre identité, à peu près évidente :

/— a-+-6-Hc-+-rf\* (a-h-^c-^dV (a-^b—c-^dV la-\-b+c—dV

'M 2 / \ 2

= a^ -t- 6* -t- c* -f- d^,

donne celle-ci :

j;*-1- «^-*- z'^-+- 7i*\' /.r^ jy2_^p.2_^j^2\ î

^ ^

2 y V 2

2 y \ 2

au moyen de laquelle on peut résoudre le même problème.

Exemple :

7* -4- 5* + 3* -+- 9* = 53' -t- 57' -+- 73' -+ V
=1089 -H 3249 -- 5329-4- i = 9668.

(* ) Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p. (iO.

(**) On ne compte pas régalité insigni/îanle :

a* -+- 6« -f- c« -t- d* = (a*)' -t- {b^)* -+- (c=)» -+- id^y.
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III. Il est visible que

x* H- y -4- (x + yY = 2(x' -t- a;?/ + tf)\ (3)

Ainsi, la somme de trois bi-carrés, a*, b*, cS est le double d'un

carré, lorsque

c = a -f- 6.

IV. Remarque (*). — Soit

N = (x^ + xî/ -t- t/Y + {x'^ -+- x'î/' + y"")

-+- (a;"^ -+- x"y" -4-
î/"^f m- (x'"^ -f- x"'y"' + y

Alors 2N est la somme de douze bi-carrés.

En particulier, si

N= (3x' -+- 5a; +- 1)^ -t- (3x' -t- 9x + 7)'

-1- (3x' -+- 4ox -1- 19)' -+- {ox' -+- 21x -^ 57)S
o/< a

2N = X* -+- 2(x -4- 1)^ H- 2(x -+- 2)* H- 2(x -+- 3)* -t- (x -t- 4)*

-+- (2x -+- 1 )^ -+- (2x -4- 3)' -+- (2x -+- 5)' H- (2x -- 7)*.

Exemple :

2[7^-t- d9*-4-37^-f 6r]=l*+ 2.2* -+-2.3*-t-2 4*

-I- 5* + 5* -^ 5* -+- 7* +9*,

ou

2.5500 = dl 000.

V. Autres identités.

(X — tjf{x -z)-\-{y — zf{y _ x) + (z — x)\z— ?/) ) ^^

= (x^ -H ^^ -4- z^ — yz — zx — xyf (**)
)

X* H- ?/* -+- z* -+- (x -1- î/ -f- 2)*= (x^ + t/^ -+- z^ -t- t/z + zx -+- xt/)^
^

-i- [(X -^z){y + x)J + [(^ -*- x)(z + y)f -t- [(z -+- 7/)(x -h z)]^
)

(*) Peut-elle être utilisée pour la démonstration du théorème empirique

de Waring?

('*) H en résulte que Véquation

{x — yf{x —z)-i-{y — zy(y — x) + {z - xj^{z -y)=0

représeîite la droite isogonale.
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€€Ii\TlI. — Quelques sommations (').

(Juin 1887.)

IX. Lorsque c= 1, le second membre de l'égalilé (1) (**) se

réduit à

r(a -4- n + l)r(6 + n H- i)

abT{a -\- h + it + \)

En outre,

r{n -+- i)

T{q ^ i)

Donc cette égalité (1) devient

'=" T {a -^- q)Y [b -^ q) T{a -f- n + 1) Tj/^ -4- n + 1)

^oT{a -+- 6 + I + q)r(q + 1)
^'

ahT[a -^ h ^ n + \)V[n -t- 1)

'

Si, dans celle-ci, on supprime les facteurs communs, et qu'on

développe complètement le premier membre, elle prend cette

forme remarquable :

ab a (a -+- I ) 6 ( 6 -4- 4
)

I

(an- 6 H- i)r(2) (a + 6 + 1)(a -+- 6 -h 2)r(D)

a{a-^- \) • (a h- n — \)b[b + 1) • • {b + n — \)

(a -+-
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i
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a{a -*- 1)6(6 -+- 1)
(G)

(a -4-6-1- l)r(2) (a-+-6-+- l){a-f-6 -t-2)F(3)

Ainsi, le premier membre de l'êgalilé (5) est la somme des

n -f- 1 premiers termes de la série (6).

XI. Étude d'une série. — Pour plus de simplicité, faisons

abstraction du premier terme, et posons :

ab a{a -+- 1)6(6 +-
\)

'^(a-t-6-f-l)r(2)' *''""(a-+-6-Hl)(a-+-6-+-2)r(3)'
'

a{a-\- \) ' (a -4- n— 1)6(6 -+- 1)-..(6-+- n — 1)

^
[a-^b-i- \){a -4- 6 -+- 2) -(a h- 6 -f- n)T{n h- 1)'

S„ = t/i -4- î<2 -*- ••• -t- M„-

D'après l'égalité (5) :

a -t- 1)(a -t- 2) ... (a -+- w) (6 -+- 1)(6 + 2) .•• (6 -*- n)
l-f-S,=

Donc
(a -4- 6 -4- 1) .•• (a -t- 6 -+- w)r(n -+- 1)

1 -4- S„ (a -H n)(6 -+- n)

(7)

(8)

(9)

ou, ce qui est équivalent,

S„ = —

1

ab

(a -4- n)(6 -+- n)

ab
(10)

Ainsi, la somme S„ s'exprime, fort simplement, au moyen de u„.

XII. Suite. — On a )

«„+, _ (g -4- m) (6 -4- n)

U„ (W -H 1 )(a -4- 6 -4- W -+- 1
j

De là résulte que la série est toujours convergente {*). En effet,

ab— n
(n -4- 1 )

-^^ — n = lim —
M„ J a -f- 6 -4- n -+- 1

= -4 (-).

(*) Les constantes a, b sont supposées positives.

(**) Traité élémentaire des sé-ies, p. 23.
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Par suite,

\

/m.S„ = S = — 1 H

—

-lim\{a \- n){h -i- n)u„]. (liJ)

ab -

Pour évaluer cette limite, nous nous servirons d'une propo-

sition auxiliaire.

XIII. Théorème. — Soient quatre nombres a, b, a', b', tels que

a -1- b= a' + b', et soit x une variable indéfiniment croissante.

On a

T{a -^~x)T{b-^ x)
lim- =1. (Id

i\a' +x)T{b' -^x) ^ '

Posons
r(a + x)T{b -+- x)

y^r{a' + x)T{b' -i- x)'

ou, ce qui revient au même :

B(a -t- X, b -h x)

B(a' -+- X, b' + x)

Supposons que b' soit le plus grand des quatre nombres

donnés. Nous aurons b' — a = b — «' > 0.

D'après le théorème d'Euler, exprimé par l'équation

B(p, m) _ Bip, m -^ g)

B{q, m) B{q,m -i- p)

B[a -\- X, b' — a)

y =
B(a' -i- X, b' — a)

(*) Tome I, page 136. En passant
,
je ferai observer que cette équation

revient à celle-ci :

Tip)T(m)T{q-^-m) T(p)T{q-^m)

r(p^m)T(q)T{m) T{q)r{m -i-
p)'

laquelle est évidente.
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ou, par une formule connue (*) :

6'

—

a a— a [h'— a)(b'— a— \)(a— a')(a— a'-+- 1)
y= i 1 -4- ...

l a *- X 1.2 (a -+- x)(a'-+-a; -«- 1)

Donc
lim y = 1

.

XIV. Revenons à la formule (12). On a

, .
a(a -+- 1) ••• (a -+- n)b(b -+- 1) ••• (6 -t- n)

[a 4- n)(6 + n)w„ = —^^

(a -4- & -+- 1 )
•• • (a +- b + n) T{n +- 1

)

_r(fl + 6-+- l)r(a + n-t- l)r(6-+-n-4- 1)

~
r(a)r(6) r(a-4- 6 -+- w -^ l)r(n + l)'

et

(a -+- 1) -+- (6 H- l) = (a -<- 6 -I- 1) -h4.

Donc, en vertu du théorème précédent,

(a H
P r(a -+- 6 -t- 1)

^im[(a -4- h) (6 -t- n)u„\ =
, ; (14)

puis

Ta -H 6 -4-1)
S = — iH ^ ^—

.

(15

XV. Remarque. — Si a, b sont des nombres entiers, ou, si

l'un des deux étant entier, l'autre est fractionnaire, la limite S

est commensurable. Par exemple, pour a = b= \ :

V (1.2)* (1.2.3f (1.2.3.4)^
^ _^

iTs
"*"

1.2X5.4"^ 1.2.3x5 4.5
"^

1.2.5.4X3 4.5.6

ou
1 1.2 1.2.3
- H 1 1

= 1.

3 3.4 3.4.5

(*) Loc. cit
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CCIilX.. — Sur le Postniatum de Bertrand.

{Juin 1886.)

I. Lemme, — Selon que (^) est pair ou impair,

a I \al

égale zéro ou un (*).

II. Considérons le nombre entier

(w -+- \){n -+ 2).-. ^n ^^
(p(n)==

1.2...n
n (1)

Soit p un nombre premier qui divise le dénominateur, et soitp*

la plus grande puissance de p qui divise 9(w).

Comme
1 .2.5... 2w

on a

ou
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III. Exemple, n == 15. — Les valeurs de p sont 2, 3, 5, 7.

H, 13. Poiirp= 2, les quotients impairs sont

30\ /30\ /'30\ /30\

TJ' it)' W' y^^

Pour/) = 3, les quotients impairs sont

9 / \27/

Pour /}= 5, le seul quotient impair est

a= 1.

Pour/)= 7, 11, 13, aucun quotient n'est impair.

Donc
9(1S) = 2'.3\5.E,

E étant un nombre entier, composé des facteurs premiers compris

entre \6 et 30.

En effet,

16.17.18.19.20.21.22.^^3.24.25.20.27.28.29.50
9(15) =

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.15.14.15

17.2.19.22.25.25.2.27.28.29

11.14. 15

= 17.2.19.2.25.5.2.9.2.29= 2*.5\5 X 17.19.23.29.

IV. Changeons de notation, et appelons a, (3, y, ..., n les

nombres premiers qui ne surpassent pas n (*).

Soit a le nombre de ceux, des quotients T^j, (=^|, ..., qui sont

impairs;

Soit 6 le nombre de ceux, des quotients IÇ], (^j, ..., qui sont

impairs;

(•) a = 2, /S = ô, y=5,...
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Nous aurons, par ce qui précède,

(p{tl) = a.''pY--^''^, (A)

E étant un nombre entier, composé des facteurs premiers compris

entre n -i- 1 ef 2n, s'il en existe.

V. Postiilatum de Bertrand. — D'après M. Bertrand, en?re n

et 2n, il y a, au moins, un nombre premier (*). Autrement dit,

le nombre E surpasse \ (**). Ce célèbre postulatum équivaut

donc à l'inégalité

(p:«) > a"pv°... ^''- (B)

VI. Remarque. — La Note citée contient (p. 8) cette autre

traduction du Postulatum :

Le nombre entier n, étant supposé compris entre 2* et 2^+*— \

,

soient (3, y, d, ..., tt les nombres premiers impairs, non supérieurs

à n. Soient en outre ;

1/|, le nombre de ceux, des quotients (-j-j, [

—
], •', qui sont

impairs ;

I2, le nombre de ceux, des quotients [%\, [|^], ...,qui sont

impairs ;

Si, entre n + \ et 2n, il y a des nombres premiers, on a

k — h-\-l^ — k-\-...y 0;

et réciproquement. De plus, le premier membre de cette inégalité

est la quotité de ces nombres premiers.

Soit, par exemple, n = 15; et, par conséquent, ^= 3.

On a

p = 3, r = 5, (J=7, f=i1, 7r=l3;

puis les quotients

50\ /dO\ /30\ /30\ /30\

/30\ /50\ /30\

y=^' y='' y=°-

(*) Voir les Noies LXXXI et CCXXV.

(**) Si n surpasse 1, E surpasse m.
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Tous ces quotients sont pairs, excepté Q^). Donc

/i = 0, /,:=!, 4 = 0, ...,

puis

k — Il -\- li — /j H- . . = 4.

Effectivement, entre 16 et 30, il y a quatre nombres premiers;

savoir: 17, 19, 23, 29.

€C1a1L. — Théorème d'Arithmétique.

{Juillet 1886.)

Nous avons cité, fréquemment, la propriété suivante, énoncée

dans le Cours d'Analyse (*) :

a, b étant deux nombres entiers, premiers entre eux :

4 .2.3... (a -t- 6 — 1) = entier.
1 . ï> ... ax I . 2... 6

En voici une autre, du même genre, qui nous paraît curieuse :

n étant premier avec 6, on a ;

1 .2 .3...2n —

4

3^^:^^:^ = entier. (A)

1 . 2 . 3 ... w X I . 2 3 ... n — 2

Pour la démontrer, il suffit de vérifier la relation

p étant un nombre premier (**).

1° Soit /> = 2. A cause de n= 2n'-i- 1, la relation (1) devient

a?î' — 2\ _/2n' H- n f2n' — ^\

> 9

(*) Page iS.

(*') En effet, de

A^B-+-C,
on conclut

A\ ^/£\ /_C
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2n' — I \ w' -+- n' — 1 ;

ce qui est exact.

2° Soit p= 3. On peut avoir w = 6w' =b 1.

Dans le premier cas, on trouve

4/i' — ly (2n') + (2»'— 1);

et, dans le second,

4n' — 2^ (2/1' — 1) + (2n' — 1).

3° Supposons p > 3.

Si f!!?-iij est impair, on a (*)

2n —

4

\ _ ^^
/ n —

2

\ ^ _

p /
~

\ p I

donc la relation (1) se réduit à

p /
^ Vp

et celle-ci est évidente.

Si (?1^\ est pair, posons

2n — 4 = 2ap -t- 26,

ou
n — 2 = ap -f- 6.

La même relation (1) devient

''ap -+- 6 -H 2
2a >

ou
/6-+-2

0=
\ p

Or, cette équation est une conséquence des inégalités

6<^ 2<^.
2 2

f ) iVofe CCLIX.
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CCliXI. — Sur les Moitibres de Seg;ner (*).

(Août 1886.)

XVIII. Relation entre les Nombres de Segner et les Nombres

de Catalan (**).

Le petit Mémoire intitulé: Sur un développement de l'intégrale

elliptique, de première espèce (***), contient les égalités suivantes :

n'P„ — 8iZn' — on+i) P„_, -+- 128(n — if P„_2 = (").

On en conclut, évidemment, une équation du premier degré,

entre les carrés des Nombres de Segner. Elle parait devoir être

fort compliquée.

XIX. Propriétés nouvelles Ç). — 1° Soit i le nombre des

termes impairs compris dans la suite :

n— 2\ //i — 2\ [n — 2\ /n— 2

1
, ...,

selon que n est pair ou impair, T„ est ou n'est pas divisible

par 2' (").

(*) Complément à la Note CVII. (Congrès de Nancy.)

(**) M. TAmiral de Jonquières m'a fait Thonneur de proposer cette

dénomination, qui n'a point prévalu. Je l'emploie pour abréger.

(***) Académie de Belgique, 10 octobre i885.

(") Les nombres entiers Pj, P2, P3, ..., que M. de Jonquières a bien

voulu calculer, ont les valeurs suivantes :

P, = 8, P,= 80, P3 = 896, P^ = 10816, ...

(*) Addition au paragraphe XVH.

(") Celte proposition résulte de l'égalité

nTn+l = Cjn-î, „_ I , (7)
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2" Lorsque

f^ji 5
n = ô^ H- 1, T„ = ;Tî1 I—^

Dans les cas contraires,

T„ = JR.(2n-5).

On sait, el il est facile de prouver, que

C.„,„ = Jît(2n-1).

Or,

C'in.„ = {n -+- 1)T„^.,.

Donc
(w-t- l)T„^,= :(]l{^n-l),

ou
(n — 1)T„ = jn.(2n — 5). (57)

Cela posé : si w = 3;^ + 1, celte égalité se réduit à

Et comme (j. el'^^x— \ sont premiers entre eux, on a

T„ = ^î- (2^_1) = JTL(—^—].

Soit n= ôy.. Alors

(5^-'l)T„ = JlI,(6^.-5).

combinée avec le théorème suivant :

s étant le nombre des termes impairs compris dans la suite

Cîn.n es' divisible par 2% el le quotient est impair [Mémoire sur certaines

décompositions en carrés, p. 65). Ajoutons que :

1» Si n est impair et égal à S^n' -*- i, i — a est positif; 2" T„ est divisible

par 2'"^. Enfin, d'après la relation (7j et une propriété démontrée : Si n

est premier avec 6,

Cu-i,n-î = COI (n^ - n).
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Mais, évidemment, Ofx — 1 el 6p. — 5 sont premiers entre eux
;

donc
T„ =- J\l. (6p - 5) = .on (2n — 5).

Si n = oy. — 1 , on trouve, avec la même facilité,

T„- Dni^f- -7)= Dlfl (2.-Î - 5).

3° Dans la suite T4, Ty, ..., T„, T,,.^,,, ..., deux termes consé-

cutifs ne sont pas composés des mêmes facteurs premiers.

Pour démontrer celle proposition, je m'appuierai sur le

Lemme suivant, à peu prés évident :

Si deux fractions équivalentes ont leurs dénominateurs premiers

entre eux :

1° Ces fractions se réduisent à un nombre entier;

2° Leurs numérateurs ne sont pas composés des mêmes facteurs

premiers.

Ceci admis, prenons l'égalité (2) (*), mise sous la forme

in— G n
(38)

Si n est premier avec 6, les dénominateurs sont premiers

entre eux; donc T„ et T„_,.i diffèrent par les facteurs premiers

de n et de 4n — 6 (**).

Soit n==2*3*3n', n' étant premier avec 6. L'égalité (08)

devient, si l'on suppose a et (3 différents de zéro :

et l'on retombe sur le premier cas.

(•) Note CVll.

("*) Soit, par exemple, n = 15, ou iti — G = 46. On a

T,3 = -2,7.15.17.19, T,< = 2^7.17. 19.23,

conformément à renoncé.
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XX. Groupes relatifs à un nombre premier. — Soit, comme

ci-dessus (XVII. 5°), p un nombre premier, supérieur à 5. On a

vu que :

Si T„ est divisible par p, sans que T„_, /e soit, p divise 2n — 5.

Les termes
T T Ty+^ ' /'+^ >•••; * p 5

tous divisibles par p, constituent ce que Ton peut appeler : le

premier groupe relatif au nombre p

.

Après 2n — S = p, on peut prendre

2w — 5= 5p, 2^î — 5=^5/),...,

ou
3» -*- 5 0» -+- 5 7/9-4-5

n = -î
. n = -, n=—-— , ...

2 2 2

De ces valeurs résultent une infinité d'autres groupes relatifs

à p ; savoi r :

^ 3r+5 5 -^ 5pH-7 1 •••5 » Sp î

^bp-f-$i ^ Kp+5 ; •••1 isp»

1 7p+s » i 7p+- 5 • • 5 1 ip ;

Les Nombres de Segner, compris dans ces groupes, sont les

seuls qui soient divisibles par p (*).

Cela posé :

Si T„ appartient au premier groupe, n est compris entre ^^
et p, inclusivement;

Si T„ appartient au deuxième groupe, n est compris entre ~^
et 2p, inclusivement;

Si T„ appartient au troisième groupe, n est compris entre ^^^

et 3/), inclusivement;

(") On reconnaît aisément que :

i" Les groupes n'empièteîit pas les uns sur les autres
;

2" T,,4_i, Tj^-i-i, Tjp^,!, ... ne sont pas divisibles par p.
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Les valeurs de p sont ainsi déterminées par les relations sui-

vantes :

n"^ p ^ 2w — 5,

n 2h — 5

M _ _ 2n — S

De plus, /OMS les nombres premiers, p, ç?^/ y satisfont,

divisent T„.

Soit, par exemple, n = 23, auquel cas :

23^p^4I, M <p<i4;

et, par conséquent,

p = 23, 7) = 29, jo = 31, p = 37, /j= 4I, 73^15.

En effet, T25 appartient au premier groupe relatif à 23, 29,

31, 37, 41, e/ au deuxième groupe relatif à \o.

XXI. Postulatum. — Soit p un nombre premier, supérieur

à n. S'il divise T„, on a

n 'Cp^'in — 5
;

car les relations

2w — 5 2w — 5
P<—^—

» P<—^— , ••

o 5

sont impossibles.

On est donc conduit à la proposition suivante qui ne diffère

pas, au fond, du célèbre postulatum de M. Bertrand (*) ;

Entre un nombre entier, supérieur à 5, et son double diminué

de 5, il y a, au moins, un nombre premier (**).

(•) Voir la Note CCLIX.

("j Très probablement, la démonstration rigoureuse doit être fort

simple; mais, jusqu'à présent, je n'ai pu la trouver.
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CCJLXII. — Lettre à II. De Tilly.

Cher et savant Confrère,

Savez-vous, en effet, intégrer

z

m étant quelconque? S'il en est ainsi, la théorie des équations

linéaires vous doit un progrès considérable, et je me reproche

de n'avoir pas étudié votre méthode. Rappelez-vous que Liou-

ville a cité, avec éloges, le procédé au moyen duquel Kummer
intégrait, péniblement, l'équation

^'y- (2)

Quant à l'équation

encore plus simple que la précédente, voici ce que je trouve

dans mes notes de mai 1884, et que j'ai donné à mes élèves,

in illo tempore.

Soit 6i une racine primitive de 0"' — 1 = 0. Une intégrale

particulière est (sauf erreur) : j

d'"-
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Mais il est évident (et archi-connu) que :

On doit donc avoir

Pour déterminer la constante k, je suppose x = :

(6)

a)

'//c = 2 / e '^ rfa = 1/2t.

En conséquence

/oo _a^ ff

(8)

formule probablement connue (*).

Revenant à l'équation (2), je trouve, comme intégrale parti-

culière (toujours sauf erreur de calcul) :

/

6| étant une racine primitive de 0"*+' — 1=0.

Je désire, mon cher Confrère, que cette lettre soit de nature

à vous intéresser. Puissiez-vous en tirer quelque chose!

Salut affeciueux,

E. C.

Spa, 5 juillet 1886.

(*) Bien entendu, je n'ai pas, ici, les Tables de Bicrens
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CCIiXIII. — Sur l'équation «^ = x" -4- î/^ -+- z'.

(Mai 1885.)

I. Une solution. — Si p désigne un nombre premier, de la

forme 4p. h- 1, on peut prendre y^ -+- z^= p (*). De plus, la

condition (w + x) (u — x)=p donne

u -\- X = p, u — X ^= \;

puis

Soit, comme application, p= 73= 64+ 9, auquel cas u= 18.

La proposée est vérifiée par

u = '57, a: = 56, y = 8, z= ô (**).

II. Autre sohition. — D'après les formules du Mémoire sur

certaines décompositions en carrés (***), on satisfait, à l'équation

u' = X^ -4- î/^ -+- ^S {i)

par les valeurs suivantes :

X= 2ar, 3/= 2pr, z=— 7-' + «'-«- p', M= 7''-+-a'+p'; (2)

a, [3, y étant des nombres entiers quelconques.

En effet, la relation

(a* + ^2 + ,.y ^ 4aV' -t- 4pV' + (r' — a'— p')' (3)

est identique.

(*) D'après le beau théorème de Lagrange : lout nombre premier, de la

forme 4[J- -i- l^ est la soinme de deux carrés.

(**) Comme il arrive souvent en Analyse indéterminée, ce procédé simple,

qui donne une infinité de solutions, ne donne pas toutes les solutions ; par

exemple celle-ci :

441* r= 209' -+- 256-^ -+- "29"2'.

{'"] Pages 10 et suivantes. Ces formules s'appliquent à l'équalion

générale

n" =r ,r* -+- Ij'' -\- 3*.
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III. Remarque. — Pourvu que a, P, y soient différents de

zéro, et que Ton n'ait pas y'^= ar -h [3'2, le nombre u^, somme de

trois carrés, sera le carré d'une somme de trois carrés (*).

IV. Généralités. — i° On suppose les nombres x,y,z,u

premiers entre eux (**); alors, évidemment, x, y, z sont premiers

entre eux; x, y, u sont premiers entre eux; etc.

2° La somme algébrique de trois nombres impairs est impaire;

donc il est impossible qu'un seul des quatre nombres x, y, z, u

soit pair.

3° Si y et z sont pairs, u et x sont impairs.

4° Supposons y et z, impairs. Alors

if + z^^ u' — x' = JK (4) -+- 2.

Des facteurs u-^ x,u— x, l'un est simplement pair, et l'autre,

impair; donc u et x ne sauraient être entiers. Conséquemmenl :

des trois nombres x, y, z, un seul est impair.

5° Relativement au diviseur 5, on établit, avec la même
facilité, les propriétés suivantes :

U7i, au moins, des nombres x, y, z, u est divisible par '5; si u

est divisible par 5, aucun des nombres x, y, z nest divisible par 3.

V. Autre solution. — A cause de

(m +- x) {u — a;)= î/" -+- z"^,

si l'on suppose y et z premiers entre eux, on a, par un théorème

connu :

î< -H X = a* -+- 6-, u — x = c^ -+- d^;

puis

u = ^ {a- + b^ +- c' -H d^), X = ^ [a' -*- b^— c^ — d'),

y = ac zh bd, z =^ ad =p bc;

(*) Dans le Mémoire cilé, j'ai démontré ce théorème : Si u est une somme

de trois carrés, u° est une somme de trois carrés.

(**) Afin de n'avoir à considérer que les solutions primitives.



( 122 )

ou, ce qui revient au même :

M = a^ -I- 6^ -+- c^ -t- rf^ a; = a* -4- 6'* — c^ — f/^

y = ^{acàzbd), z ='2{ad =p bc).
(4)

De ces valeurs résulte l'identité connue :

{a'-^b' + c^-^dy^ia+ b'—c'—d'Y-y-^iacztbdf-^^ad^pbcf (*]; (5)

d'où nous aurions pu partir.

VJ. Remarques. — On a vu (IV, 4°) que : des trois nombres

X, y, z, îin seul est impair. Conséquemment, dans l'application

des formules (4), on devra prendre a, b, c, d de manière que

a^ -h b^ — c^ — rf^ soit impair. En d'autres termes : parmi les

indéterminées a, b, c, d, une seule doit être paire, ou une seule

doit être impaire.

2° Si l'on admettait que, des trois nombres x, y, z, deux, au

moins, sont premiers entre eux, les formules (4) donneraient,

je pense, toutes les solutions de l'équation (1).

CCIiXlV. — Mouvellcs propriétés des fonctions X„ (").

{Janvier 1887.)

I. Première propriété. —Soit

2 2"^ SP

A, = l-.C,,-.--C,,.^...±^-^^; (1)

OU, par une sommation facile,

Ap=- r (1 — 2xy(/x. (-2)

(*) Elle comprend, comme cas particulier, ridcntité (5).

(") Addition à la seconde Noie sur les fonctions X„ ( /icadêmie de Beltjique,

août 1886).
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Si l'on fait ic= sin ç, on trouve

rikp= j cos''29.coscpf/9. (3)

Celte intégrale est celle qui entre dans la formule (F) (*).

Donc

f'x^[X^-^X,_,-^ ...)rfx = A„ (A)

ou

r\^{\„ + X,_2 -+- -)dx =-- r (I — 2xTc?x, (A')

II. Deuxième propriété. — L'intégration par parties, effectuée

sur l'égaliié (2), donne aisément

(2p-t-l)A,-2pA,_, = (-ir. (4)

Par conséquent :

III. Troisième propriété. — Si, dans l'équation (4), on change

p en p — \, p — 2, ..., 1, on trouve, par addition :

\
(2p -4- •|)Ap = A,,_, -4- Ap_2 -H ••• -^ Ao -t- y, (5)

selon que p est pair ou ivnpair (**). Par suite,

/^'[(2p + d)a;''(X, -+- Xp_, -+- .••) - x"-<(X,_. -f- X,,_, -* -

— xP~\Xp_^ -4- Xp_4 -+- •••) Xoldx = un ou zéro (***).

IV. Application. — Soitp= 4'. On doit trouver

r [9x*(X4 + X2 + Xo) — ^x\X, + X,)]</x = '1

.

(*) Seconde Note sur les fondions X^, p. 9.

C*) A cause de Ap = l.

(***) On arrive au même résultat en faisant varier p dans la relation (B).

(C)
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Or :

Xfl^l, Xi = x, X2= -^(3x*

—

i), X3 = ^(5a'" — 3x),

Donc

r -(35x» — -1 8x" -H 7x*) — 4(5x' — x*j \dx= 1,

ou

8\9 7 5/ \7 0/

ce qui est exact.

V. Suite. — La relation (5) équivaut à

/* i
rfx[(2p-Hi)(l—2xy— (1— Sx')"-' (1— 2x')— 1]= .

Dans la parenthèse, la partie négative égale

(1 — 2xy—

1

~
(1 _ 2x') — I

'

Si donc la différentielle est représentée par F(x)dx, on a

_, . . (2p + 1)(1 — 2xy+' - 2(p + i)(1 - 2x^r -t- i
F(x) = —^-^ (6)

La fraction est la dérivée de

1 - (1 — 2xy+*

2x
Par conséquent :

/'^(2p-4-4)(1-2x'j''+'-2(«+l)(l-2xy-+-]
,

(d-2xy+*-1 ,^^
/ dx= , (D)

,7 X X

/•'(2o-»-d)('l-2xY'--2(»-t-l)(l-2x-)''+l
,

/ 1-^^
' -^ dx={—iY+'—\. (E)

«y X

(*) Premier Mémoire sur les fondions X„, p. 10.
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VI. Autres intégrales. — Faisons, comme précédemment,

X= sin (p.

Nous aurons :

/?(2p-t-1)cos''+'2(p— 2(p-t-1)cos''29-f-l cosP+'Sœ—

1

r-^ -cosœrf©=
: ,

(D')
sin> ^ ^ sin© ^ ^

'

/'f(2»+ 1 Icos^-^^Scp -2(»-+-1 IcosP^cp-H 1— -^ ^—^cos<pd<p=(- ir* - i . (E')

Addition. — (Juillet 1887.)

VII. Remarques. — 1° Le second membre de (E') ne change

pas, quand on y remplace p par p -+- 2. Conséquemment

/f(2p-f-5)cos'2cp-(2p-H6)cos^29-(2p+i)cos2çn-2p+2—
cos''2(p.cos(prf(p=0.

Le numérateur est divisible par

i — cos2(p= 2sin^9,

Donc, sous une forme plus simple :

/ [2p -•- 2 -+- cos29 — (2p + 5)cos^29]cos''29.cos(pc?(p = 0. (F)

2° Cette égalité est une conséquence des formules (3) et (4).

On peut l'écrire ainsi :

r [\ — (4p -+- 9)a;' + (4/) + 10) a;*] (i — Ix^dx = 0. (G)

VIII. Autres intégrales. — 1° Soit

f \\— (4p -+- 9)x' -t- (4p -4- 10)x*J('l — Ixydx = f{x). (7)

Le polynôme f(x) a une valeur fort simple. En effet, la quan-

tité entre parenthèses ne diffère pas de

(4 — 2a;') (1 — 3x^) — Mp + 1
)
(x' — a*j.
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Donc

f\x) = [\ — 2xy+*(1 — 3x') — 4(p -t- 1 )(1 — 2xy (x* -- x')\

puis

f\x) = (1 — 2x')''+* (a; — a;'). (H)

2° La formule (4) équivaut à

f (i — 2a;y-'[1— 2(2p-t- 1)x^]rfa:= (— 1)".

3° On a, plus généralement,

r (1 — 2x7'-*[l — 2(2p -t- \)x'''\dx = {{— ^xyx. (K)

IX. Relation combinatoire. — Dans f'(x), le coefficient

de x^* est

ou

C„.(- 2)^- (4p + 9)C,.,._,(- 2/-' + (4p + 10)C,,,_,(- 2^^

_ (_ 2/-*|2C„. + [Ap + 9)C„,_, + (2/> + 5)C,,,_4

Dans f(x), le coefficient de x^'"*'^ est

-(-2y-'[2C,^.,,,-^C,^,,,_,].

Par conséquent,

2Cp,, + (4p + 9)C,.,_. + (2p -4- 5)Cp,,_, = Jli(2& -t- \)

= (2/c4-l[2C,^,,, + C,,.,,_;j n. (L)

Soient, par exemple, p == 5, A;= o. On doit trouver

2.Q.3 -f- 29. C,,, + 15Cs,, --== 7[2Ce,3 -+- C6,J,

ou
2.10-4- 29.10+ 15.5 = 7(2.20 + 15),

ou
585 = 7. 5o.

(*) La propriété exprimée par la première équation est assez difficile

à démontrer directement.
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X. Théorème. — La fonction Xn satisfait à l'équation

\,{x'-\Y

\ )"+'
,/^.p+»

dx^ dx

dans laquelle Ap est un coefficient numérique (*).

XI. Théorème. — La fonction X„ satisfait à l'équation

d"X„

dx''

(M)

Bp r dx f f X„dx = (x^— 1)"'
C^)

p désignant le nombre des intégrations.

XII. Théorème (**). — Si Von prend les dérivées successives de

la fonction (x^— 1)", la dérivée d'ordre n— p est divisible, algébri-

quement, par la dérivée d'ordre n-(-p : le quotient égale (x'^— 1)**,

XIII. Théorème X, -4- X^ + •• -t- X„

rfX„ f/X.,^,

\

1 f" dx dx= / . dx. (S)

21/1 _x./ V\ — x

XIV. Théorème, [n + l)Xo + nXi

dX,

\ r"" dx

dX„^,

P"" dx
I dx. (X)

XV. Théorème. — 5/ les 2p+1 inconnues a, [3, y, ..., 1 satis-

font, de toutes les manières possibles, à la condition

a -4- p H- y -+- •• -\- X = w,

on a

i.5.5...V=rï2x,X>..X, = ^!^'- (A')

(*) Pour abréger, nous supprimons les démonstrations de ce théorème

et des théorèmes suivants. Elles sont développées dans les deux Mémoires

intitulés : Nouvelles propriétés des fonctions X„.

(**) Enoncé, en 1884, par M. Lucien Lévy.
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2"

XVI. Théorème. X„=— / sin"(p(xsin(p-+-V/— Icosç)"^/^). (B')

/+'

L àx^-' J-i

(D')

XVllI. Remarque. — Le second membre de l'équation (D')

est réductible à

/4\''-' r(n -+- 2p)

(F')

2/ r(/>)r(w -+-
2)

XIX. Théorème. ^C^^^^^X^^^^...Cti,i

r(p -+- i)r(2/i -V- 2p -+- f

r(n -+- l)r(2p -f- \)Y[n h- p -+- i)

XX. Théorème. — Le produit de n termes consécutifs, de la

progression

2, 6, 10, 14, 18,...

ei'f divisible par le produit des n premiers nombres entiers.

/ siti"(p(cosôsin(p+l/— Icoscp)"

'sin(

X
sin(« -H 1)(ô -+- a) sin(« — I)(i9 — a)n

, ,
1

i^ 1 -*- 1- 1-^ 1 f/cD(/9 )

sin(9 -+- a) siii(4— a) J
'

sin''cp(cosasincp + l^— 1 cos(p)"rf(p.

XXII. Théorème.
1/4 — 2zx -+- X-

1 — 2za;cos^'" ' ^2 /^i- 1 — 2za;cos''ç)
- / «cp

7r ^ 4 -4- 4(z — x)zcos'''(p + 4z*(a;^— 1)cos*cp
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CCliXV (*). — Tliéorèiues de Qéoiuétrie élémentaire.

(Novembre 1884.)

I. Des sommets B, C crun triangle, on abaisse les perpendi-

culaires BG, CH, sur la bissectrice de l'angle A. D étant le point

où le côté BC touche le cercle inscrit, on a

BD.CD=3BG.GH.

(*) A Toccasion d'une Note de M. Weill.

(1)
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Il suffît de vérifier que les triangles BDG, CHD sont sem-

blables. Or, à cause des parallèles BG, CH :

DBG = DCH.

D'un autre côté, les angles BDO, BGO étant droits, la circon-

férence, décrite sur OB comme diamètre, passe en D, G. Donc

BDG = BOG=i(A -+- B).

Pour une raison semblable,

CHD = COD = 1'' — ^C = BDG {*).

II. Soient R, T les points où les droites GD, DH rencontrent,

respectivement, CO, BO. La circonférence décrite sur CG, comme

diamètre, contient les points H, R ; et la circonférence décrite

sur BH, comme diamètre, contient les points G, T.

On vient de voir que

BDG = 1''~K.
Donc

RDC= 1"— iC;

ainsi l'angle R est droit; etc.

III. Soient BGDK, CHDL les parallélogrammes déterminés,

l'un par BD, DG ; l'autre par CD, DH : les points B, K, C, L

appartiennent à une même circonférence.

En effet, l'égalité (1) revient à

BD.CD = DK.DL. (2)

IV. Remarque. — E étant le point de contact de AC avec le

cercle inscrit, et F la projection de C sur BO ; l'hexagone CDHOFE

(*) La démonstration est encore plus courte au mojen des formules

trigonométriques.
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est inscrit au cercle décrit sur CO comme diamètre. Dans cette

figure, CD= CE, DH est perpendiculaire à FO, EF est perpen-

diculaire à OH ; etc.

V. Valeurs de GH, GD, HD.

1° Prolongeons BG jusqu'à sa rencontre, en M, avec le pro-

longement de AC. Il est clair que CM = c— 6, et que

GH =(c — ft)cosiA.

2" L'angle HGD, complément de GOC, égale

r'--HA-+-c) = iB.

De même,
GHD = ^C.

Par suite,

GD = (c— 6)sinK, HD = (c — 6)siniB.

VI. Si l'on construit les parallélogrammes DGMP, DHNQ :

\° V est sur la bissectrice de C; 2" Q est sur la bissectrice de B
;

5° les points P, L, D, Q, K sont en ligne droite.

1° On vient de voir que

GD= (c— 6)siniC;

donc
MP = (c— 6)siniC = MCsiniC.

Cette expression représente la distance du point M à la bissec-

trice de C ; donc CP est cette bissectrice.

2° Pour la même raison, le point N, situé sur AB, a pour

projection, sur OB, le sommet Q,

0" Les points P, Q appartiennent à la droite KDL. Etc.

VII. Le centre 0, du cercle inscrit, et le centre I, de la circon-

férence BKCL, sont également distants du côté BC.

Soit KU perpendiculaire à BK, et rencontrant, en U, le pro-



( 152 )

longement du côté AC. A cause des angles droits, en K et en C,

BU est un diamètre de la circonférence BKCL.

Soit V l'intersection de KU avec BC. On a

BK GD (c— 6)siniC

sin KB V cos BDG cos ( I
'' — ^C)

Ainsi la droite NQ, prolongée, passe en V.

L'angle CVU, complément de KCV, égale |C.

De plus,

CV= 2CD = 2(p — c).

Donc

CU=2(p-c)tgiC=2xA-''"P-'""'-''>=2l,
V P p

T étant l'aire du triangle ABC. Et comme OD = -, nous avons,

finalement,

CU = 20D:

ce qui équivaut à la proposition énoncée.

VIII. Remarque. — I étant le centre de la circonférence BKCLU,

et X étant le milieu du côté BC, le quadrilatère DOXI est un

parallélogramme ; et XGI est une ligne droite.



( roô )

CCIiXVI.—Applîcatîou d'uneformule coiubinafoîrc.

(Septembre 1886.)

I. Celte formule, que nous avons démontrée précédemment (*),

est

C,,, H- -Cp,, = - --—

•

(1)
n -t- 1 n n — 1 {n -{- l)C„,p

En supposant p constant, nous représenterons le premier

membre par A„+i; de sorte que

IL Soient

K.. = ,
^ ^,^

• (2)

/y»2 ^5 ^i

^(l-v-ar) = a:---^---^-H-.., (5)

(i -+- 3:)"= 1 -t- C„,,x H- C,,,,x' +...-+- x"; (4)

p étant supposé entier, positif.

Dans le produit des seconds membres, il y a une partie irré-

gulière, polynôme du degré p, que nous pouvons appeler P^.

Quant à la partie régulière, série commençant par un terme

en a;''^', représentons-la, pour un instant, par

Il est clair que :

B„^. = (- ir|-l^-lC„. -^ -—-;.€„,-.

.

1 1

ip -+- '2 p -\- \ p
Vj« t 1 ^ • *

-'P+Ui

(*) Tome II, page 503.
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ou, d'après la formule (2) :

\

^-'-(p-Hl)C„/ ^P+-2 =
(p + 2)Cp^.,,

Donc

{\+xY^{\^x) = v,-^Y ^-^T^'t (S)

III. Si l'on prend p = 1, p = 2, p= 3, ... on trouve :

5 , 5 , H .

Pi = X, Po = a; -H -x , P, ^ X H

—

X" H x% ..

2 2 6

expressions dont la loi paraît difficile à saisir. Mais, dans l'éga-

lité (5), le premier terme de la série est ^^|. Par conséquent,

P,+ , = (i +x)P„-4-
^P+l

OU

p -t- 1
'

XP
Pp = (l +x)P„_, +-;

P

puis, par un calcul très simple,

\ i 1

P^= (1 + x)''-*X -4- -(1 -t- XY~V 4- -(1 -+- X)P-V H H -X''. (6)

IV. Remarque. — Lorsque x=\, les formules (6), (5)

deviennent :

1 1 i

P = a^-' -t-_2''-*-4--2''-*-4- ••• + -,
2 5 p

2" 4^ 2 = Pp -t- 2 (— ^r^"
n=p

Par conséquent,

1 1/1 \« i/i\' ifiY

i

{n-^ l)C„,j

(7)

(8)

3\2

\ i i 1.2 1.2.3

p-f-1 /j-+-2p-4-l p-4-3 (p-t-2)(/)-+-1) p4-4(/)-f-5)(p-4-2)(/)-f-l)
-...],
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f2=

ou

2 2\2

1

2\2

1

'" '^
pV2l
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VII. Une limite. — Divisons, par (1 -+-xy, les deux mem-

bres de régalité (6), puis faisons croître indéfiniment p. Nous

trouvons

lim
_(1 -h xf

if X \ I X V

ou

lim

et, si X= 1

-+- X 2 \1 -4- a;/ 3 Vl -4- X

(1 -^xYJ ^^ ''

lim = ^2.

(10)

(11)

VIII. Suite. — De l'égalité (5) on déduit, en prenant les

dérivées des deux membres,

fdP\ "~" x"
p(4+a;)''-M'(l+a:)= -(l-4-x)"-'+ —̂ + 2 i-^T^''-^'^ O^)

et, si a;= 1

dx

[dP,
^p-^p^^=-r~' + \-^] -.S,;

en supposant

S„ = l

1. 2 1.2.3

p -I- 1 p{p -t- 1) p{p -t- \)(p +- 2)

L'égalité (9) revient à celle-ci :

2'->4^2-p(Pp-0.=. = Sp.

Donc, par soustraction,

dP„

(13)

(14)

^^^-' = 1^-^^- (15)

IX. Remarque. — La formule (6) donne, plus généralement.

(46)

relation remarquable, qui caractérise, si l'on veut, les poly-

nômes P.



( 137 )

CCIiXVII. — Théorènies d'AritliiMétlqne,

(Septembre 1886.)

I. Soit un nombre N, divisible par un nombre premier p. La

somme des diviseurs de N, qui donnent des quotients indépendants

de p, égale p — 1 fois la somme des diviseurs qui donnent des

quotients contenant p, augmentée de la somme des diviseurs

indépendants de p (*).

II. a, b, c étant des nombres entiers, on a

a{a -f- ]) ••• (fl -+- c)±6(6 -t- \)--{b + c)

= JILf1.2.3...(c + 1)(a + 6 + c)] r).

En effet : 1" le polynôme

x{x + 1)...(x -v c)±y{ij -^ \)...(^ij^ c),

s'annule quand on y remplace x par — (!/-+- c)
î

2" Chacune des parties du premier membre est, comme on

sait, divisible par 1 .2 . 5 ... (c -+- 1); ainsi

(a -+- 6 -t- c)cp(a, h)
\ 'l^U = entier;
1.2.5... (c -+- 1)

puis, (p(a, 6) désignant un nombre entier :

a[a -t- 1) ... (a -+- c) d= 6(6 -t- 1) ••• (6 -t- c) = (a + 6 -f- 0)9(0, 6)
(***).

m. Remarque. — Si di + h -\- a est premier,

?(a,6) = Jîl[l.2 5... (c+ 1)].

(*) Presque évident

(**) Le signe -f-, si c est pair.

(***) Cette propriété généralise celle-ci :

^p+ï.9 ^ C„_p- i,j = JTC (n),

que l'on trouve dans ma Démonstration du théorème de Staudt [Note LXXVI).
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CCIiXTIII. — Deux intégrales déflnies.

(Mars 1887).

I. Dans la Note sur une formule de M. Botesu, on trouve

rfjc = 0, (4)

/^•r X" x"-^ F(x'') — x"

.1 1 — X ^X i -+- X

F(x") représentant

X" H- X^" -I- X*" H-

Si l'on fait n = 1, 5, 5, ... et que Ton ajoute, on a donc

J l{\—x){\—x-

F(x)-t-F(x"^)

)
{\-x')J(.

-\dx= 0.

Mais

F(x) -+- F(x') -+- F(x*) -4- ... = (*).

1 X

Conséquemmcnt, la relation ci-dessus se réduit à

r* dx

/ 1— X

x(l +- 2x — x^) \

0. (A)

Celle-ci est la première des formules annoncées.

II. Pour en conclure la seconde, j'observe qu'un calcul fort

simple donne

'*'x(l — 2x -+- X*)
, /
dx = f . ^ -

(1 —xj J [\ -t-x)- ^ 2/
xdx \

Donc, par addition :

/* dx r 2x \

\ — x'' 1 — X ^x
4^2 (B)

(*) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 65; Sur un tableau

numérique,. , etc.
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CCIilLIX. — !Sar le théorème de l¥ilson.

(Août 1887.)

I. Le théorème de Wilson (*) peul s'énoncer ainsi : Le nombre

entier 2n -i- 1 est premier ou composé, selon que le produit

1.2.0 ..2n, augmenté de Vunité , est ou n'est pas multiple

t/e 2n + 1. On y peut joindre les remarques suivantes (**) :

i° 5^ 2n H- 1 est composé, mais non égal au carré d'un nombre

premier,

1..-.3...w-=arL(2n-H 1); (1)

2° Si 2n H- 1 est le carré d'un nombre premier,

(l.L>.3...nf = .;iL(2n -t-1); (2)

3" S^ 2n 4- 1 est composé,

1.2.5 ... "In = Jîl (2w -+- 1 ). (3)

Démonstrations. — 1° Soit

2n -+- 1 = ab;

a étant supérieur à 2 et inférieur à 6 ; de sorte que Ton ait

2n -+- 1 > 26, b <^n.

Les diviseurs conjugués, a, b, se trouvent ainsi dans la suite

1 .2.3 ... n. Donc

i.2.5... n = JlL(a6)= JÎL (2n + 1);

2° Si

2n + 1 = p^,

p étant premier, on doit prendre a=b = p \ le produit

1 .2.5 ... w = .ni (p),

puis

(I.2.5...7îf= JÎL(2n + 1).

(*) Nouvelle Correspondance mathématique, t. II, pp 32 et HO.

('*) Elles sont fort simples, mais n'ont peut-être pas été faites.
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5° D'après la théorie des Combinaisons :

1.2.5...2n= 01l[(l.2.3...w)^] = a]I(2n + 1).

II. Autres remarques. — 1° Soit un nombre entier N, non

divisible par 2, 5, 5, ..., p. Soit q le quotient entier de N par p. Si

[(p + l)(p + 2) ... 9>= jn. (N), (4)

le nombre N est composé.

L'égalité (2) subsiste si, dans le premier membre, on sup-

prime les facteurs 2, 5, ... p, non diviseurs de 2w -h 1. D'ail-

leurs , si l'on pose N= 2n -i- 1 , on a ç < w.

2° Dans le produit

071 peut supprimer les facteurs non divisibles par 2, par 3, ...,

ou par p.

III. Application. — On veut savoir si le nombre 221, non

divisible par 2, 3, 5, 7, 11, est premier ou composé. L'égalité

(4) est

(12 . 43 . 14 . 15. 1 6 . 1 7 .i 8 . 19 .20)- = CfR. (221);

ou, plus simplement,

(i5.i7.i9f = jn:-(22i).

Or, 13 divise 221 (*); donc, etc.

IV. Théorème. — La somme

111 1

2 5 4 n

n'est pas un nombre entier.

{') Ce calcul ne diffère pas de celui que Ton trouve dans tous les

Traités d'Arithmétique.
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Il y a deux cas à distinguer, selon que n est premier ou

composé :

\° n premier. Posons

A 1 «A -+- B

B n nB

la fraction g étant supposée irréductible.

Tous les facteurs premiers de B sont inférieurs à n:, donc

B est premier avec n; donc, d'après une propriété connue (*),

S est une fraction irréductible.

2" n composé. Soit p le plus grand nombre premier compris

dans la suite 2, o, 4-, ... n. D'après le Postulatum de M. Bertrand,

p surpasse ~
; donc, p ne divise aucun des nombres p -h \, ... n.

Cela étant, soit

A i

S = - +- .

B p

Le dénominateur B est composé de facteurs premiers avec p ;

donc il est premier avecp; etc.

V. Théorème (**). — Si 2n -+ 1 est premier,

C2„,„±i-aTL(2«-^ I) D- (5)

On a

^n{^2n — i) {« -4-1)

I .2. a ... w

A cause de

2m= :2u-4-1 — I, 2«— l==-2n-+-i — 2,... n-t-l = 2w-t-J — ?i,

le numérateur a la forme

'>IL(2w+ !) + (— 1)" 1.2.3. ..«.

A A' ,

(') S( deux fractions irréductibles, -, —, on? /ej/rs dénominateurs jiremi er<

entre eux, la fraction — est ir-réductihle,

(**) Connu.

(***) On doit prendre le signe m-, si n est impair.
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Donc
,ni(2w-t-'i)

1 . 2 .0 ... w

Le premier membre est un nombre entier; doncle numérateur

de la fraction est divisible par le dénominateur. Et comme les

facteurs 2, 3, ... n sont premiers avec 2n -4- \, cette fraction est

réductible à la forme JlL(2w -\- i).

CCIiXX. — Conséqueuces d'une division algébrique.

(Août 1887.)

I. Soit à déterminer le quotient entier de x'" par (oc— 1)'',

et le reste de la division ; de manière que

x"' = (a: — 1)''Q-+- R. (1)

Si Ton fait x= 1 -f- z, on a

(1 ^zy>' = zPQ +R;

et, par conséquent :

ou bien :

Q==(x— l)»'-;'H-C„.,,(a;-ir-"-'H-C,„,,(x-d)"'-" ^+...H-C„,„, (2)

R=C„.,,_,(x— 1)"-' -4-C„„„_,(x— 1)"-^+... -4- 1. (5)

II. En opérant autrement, on peut développer Q suivant les

puissances de x. En effet,

[x—\f \ X

donc

Q = x*"-" + Cp,.x"*-''-* -. C,+,,,a:"'-''-^ + ... + C„._,,,„_„. (4)
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III. Identités. — D'après les formules (2), (4), on a, identi-

quement,

(ar _ 1)'"-" + (;„ .(x - 1
)'"-"-' + C„ Jx - 1)'"-p-2 -+-... ^ C„

)

el, en particulier :

1 -+- C„, 1 -H C„, , -4- C,„ „ ]

= 2"-" H- C,,2-p-' + €,^,,,2'"-"-^ + . . -. C,„_,,„
„ f), j

^
^

1 ~ C„„, + C„„,- ••• d= €„.,„= ... zfc C,„_,,„._, (-). (C)

IV. Autres identités. — Après avoir mis (A) sous la forme

abrégée :

'/="'-;'

2 C,„Jx - 1)'"-"-* ==2 C,+„_,,„_.x"'-''-', (A')

prenons les dérivées d'ordre r, et divisons par 1.2.o...r. En

observant que les termes de degré inférieur à r ont des dérivées

nulles, nous avons

q=m—p r

2 C,„,,.C_,_,.,.(x -1 )'«-"-

,=u

ou, par un changement de notation,

9=0
(D)

,=0

(*) Le nombre des termes, dans chacun des deux membres, est

m — p -H 1

.

(") Cette relation est due à M. Genocchi. Voir la Note CXC.
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Si, dans cette relation générale, on suppose x = 0, puis

a; = 1, on en déduit :

^^m,q • ^m-p-q,.s -q\ V * = ^p+s - Us i
(E)

î=0

'/=*

^1 p-\-q—l,P —l ' ^m-p—ij,s-q ^m,s \ )

q=0

Soient, par exemple,

m — 8, p = 2, s = 5.

On doit trouver :

'-'6,3 ^ '-'8,1 • '-'S,2 ^^8,2 • '-'i,! ~*~ ^8,3 = ^i,Z >

Q.S "+ ^,1 • ^^5,2 ^~ '-'3,1 • '-'4,1 -^ '^4,1 ^= ^,3 j

OU
— 20 + 8.10 — 28.4-^-56 = 4,

20 -I- 2.10 -t- 5.4 -+- 4 = 56;

et ces résultats sont exacts.

V. Seconde forme du reste. — Reprenons la formule

R = C„,„_,(x— 1)"-' -+- C^,,.,{x — \y-' + .- -f- 1. (5)

Dans le second membre, le coefficient de ac''~' est

^q =^
(

^ /'
I
^m,ii-l '-'/)-l,(7-l ^w,p-'i • '-'p-2,7-2 + "

•'
( ,

ou

i/,=i

mais cette expression peut être considérablement réduite.

En effet :

1.2.3... JH 1.2...Î)— a
C -

•'m.p - (X' ^P—CC,q-o:

1.2.../Î— a. 1.2... m— p -+-(/. i.2...p— qA.''2...q— «

4.2.5...jn l

1 .2... p— 9 1 . 2... Ht — p-f-a. 1 .2...(/— a

1.2. 5...

m

4.2.5...m— p-+-qr

1 .2.3...p

—

qA.'2...m -p+q \ .2... jh—p-t-a.-! .2...^—

a

r r
^-'nijp-q ' ^-'m

—

p~\-q,q—0^'
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Donc

c/—

ï

Observons maintenant que, par la formule (C)

1'

Conséquemment,

C,^ = (- i)"-*C„„„_,.C,„_,+,._,,,„^,; (7)

puis

R _?(- 1)"-'C,„,„_., . C,„^,+,..,,„.._,x''-^ (8)
7=1

ou

K = C,„^„-,x^'' - C,„,,_, . C,„_„+,,,x"-^ -4- -. -4- (- l)''-'C,„_,,,„_,.. (9)

Telle est l'expression demandée (*).

VI. Remarques. — 1° La comparaison des valeurs (3), (9)

donne l'identité :

G,„„_,fx - 1)"-' -H C,„„_,(.r - I r' + ... + 1
)

= C„,,,_,x''-' — C,„,„_2. C_,^.,..i"-^ + - + (_ 4)''-'C„,_,,,„.,; j

^

et, en particulier :

2" Si rexposant m esZ premier, tous les termes de R, sauf

Cm-i,m-p» sow^ divisibles par m.

3° Afin d'avoir un énoncé plus simple, remplaçons a;"* par

ac"*— 1. L'égalité (1) devient

x'"— l = (x — 1)''Q-4-R', (10)

en supposant

R' = C,„,„_,x"-' - C,„,p_2 . C,„.,+,,iX"-^ + ... + (_ .|);-'C,„_, _^_ 1.

(*) Je l'ai trouvée en appliquant la formule de Poisson (Note LXVIII).

10
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On sait que, )n él^nl pre7nier,

Conséquemment :

Si l'exposant ni est premier, le reste R', de la division de

x'" — I par (x — 1 )", « tous ses termes divisibles par m (**).

VI. Division arithmétique. — Dans régalité (10), rempla-

çons X par un nombre entier a, tel que, à partir de x = a, on

ait constamment

Q > R',

ou

(x— l)"-[C„„„.,,{x— ir' + C„,„..,(x—l)"-^ -+-... -+-C„,,(x-i)]>0;

ou, après suppression du facteur x — 1 = r :

z"-' - [c„. „_.z"-^ -+- c„„„_,z^-^' + ••• + (;,.,,] > 0. (1 1)

Il est clair que les valeurs de Q et de R , 7'épondant à x = a,

seront le quotient et le reste obtenus en divisant le nombre entier

a'" — I par le nombre entier (a — l)"*. En conséquence :

Si a est un nombre entier suffisamment grand, et que m soit

premier, le reste r, de la division de sT — 1 par (a — \y, est

divisible par m.

VII. Remarque. — Soit 1 la racine positive (unique) de

2"-' - [C.,„„ ,z"--' -+- C„„„_,c"-^ -.- ... H- C„,/J = 0. (12)

On a _
a ^ i -+- A. (15)

(*) Note LXXX. Celte propriété résulte, d'ailleurs, de l'identité (H).

(**) Celte division se ramène, évidemment, à celle de

X'"
^ * -\- X'" - -h hx-i-l par {x — 1''-*.

Donc, si R" est le nouveau resle,

R' = (a;-1)R".
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VIII. Applications. — Prenons m=^7,p= '2, 3, 4, 5. L'équa-

tion (12) est, dans ces différents cas :

z-l=0, z' — ^\z— 7=0, z' — 5oz"—'2lz — l=0,

z'—ùbz'—ôbz^~'2iz—7=0.

Les limites supérieures correspondantes sont :

7, 22, 56, 56.

Donc
a = 8, a = 23, a = 57, a = 57.

Ainsi, les restes des divisions suivantes :

8' — i 25' — 1 57' — 1 37' — 1

doivent être des multiples de 7.

8'— 1 2 097 151 299 595
1° --y—- ^^— = —^r-= 42 799; r = 0,

ce qui devait être, à cause de l'équation z— 7= 0.

2° Si, dans la fraction (^£ip , on fait a = 10, elle devient

9 999 999 _ J 111 Hl
9^ "" 9

il est clair que r= 7.

25" — 4 1 -t- 25 -+- 23- H- 25"^ -+- 23* -f- 25* -t- 25''

22' 22"^

Le numérateur est

1 -H 23 -+- 529 H- 12 167 -f- 279 841 + 8 115 389 -»- 186 653 947

'-= 195 061 897;

donc
25'— 1 195061897

22' 484

On trouve

q = 40 502, r = 21 7 -= jn (7).
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k" Dans la deuxième fraction
,

je remplace 23 par 30

,

22 par 29 :

50'— 1 21869 999 999 754137 951 616^- = = 896715 -\-

29' 24 589 841 .841

Or,
616 = 88.7.

Etc.

IX. Généralisalion. — Posons

F{x) = f{x)<^{x)^^{x), (14)

de manière que 9(ac) et ^(x) soient le quotient et le reste de F(x)

divisé par f(x) (*). Ordinairement, si Ton remplace x par un

nombre entier a, la division de F(a) par f(a) ne donne pas 9(a)

pour quotient, et (|;(o) pour reste. En effet, dans celte opération,

le reste est inférieur au diviseur. Ainsi, nous devons avoir

f{a) > ^{a).

Ce n'est pas tout. Afin que i];(a) puisse représenter le reste,

pour une infinité de valeurs de a, nous admettrons que le coeffi-

cient du premier terme de ^(x) est positif (**).

Ces conventions étant admises, nous pouvons énoncer le

théorème suivant :

Soit a un nombre entier, supérieur aux racines des équations

F(x) = 0, f[x)=^{), 4^(x) = 0, f{x) — ^{x) = Q.

Si l'on divise F(a) par f(a), le quotient entier sera ç(.a), et le

reste, i];(a) (***).

(*) On suppose, bien entendu, que F(x) et f(x) sont des polynômes

entiers, à coefficients entiers.

(**) La même hypothèse est étendue aux coefficients des termes initiaux

de V{x) et de f{x).

{"") Je pense que cette proposition, presque évidente, est nouvelle.

1
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X. Exemple : Si Ton prend

F(a;)= x^ -f- ^2x*— x^ h- x'^ -4- a; -+- I
,

/'(x) = x^ -t- x" — x -4- 2,

on trouve

cp (^x) = x' + X — '1 , <]; (x) = X- — 2x -4- 3
;

puis

Kn effet : 1° pour x= \ :

5 = 5 X 1 -+- 2;

2" Pour ac = 5 :

591 =35 X M -+- C;

5° Pour x= 10 :

119111 = 1 092 X 109 H- 85;

etc.

XI. Autre exemple :

F(x) = x"' — 1, f{x)^x^—\;
puis

9(x) = x'"-'' -+- x'"^^'' -H ..• + x'"', ip(x) = x"*' — 1
;

m' désignant le reste de la division de w« par p.

Il est clair que a = 2. Ainsi, en particulier : Si l'on divise

3H — -1 par 5^ —
1 , /e quotient est V -h 5^, et le reste, 3^ — 1

.
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CCIiXXI. — (Sur nu tliéorèiue de II. Mlaunlieiin (*).

(Juillet 1887.)

I. Lemme I. — Soient deux quadrilatères inscriptibles ABCD,
ABEF ayant un côté commun AB, et dont les diagonales

coïncident (en direclion) : les derniers côtés CD, EF sont

parallèles.

G

Il suffit de démontrer que les angles AEF, ACD sont égaux.

Or, si Ton trace les circonférences ABEF, ABCD, on a

AEF = ABF = ABD, ACD = ABD.

II. Lemme IL — Soient deux quadrilatères inscriptibles ABCD,

ABGH atjant un côté commun AB, el dont les côtés AD, AH,

BC, BG coïncident deux à deux (en direclion) : les derniers

côtés CD, GH, sont parallèles.

En effet, chacun des angles BCD, BGH est le supplément

de BAD.

III. Lemme III. — Soient deux quadrilatères inscriptibles

ABEF, ABGH ayant un côté commun AB , et tels, que les

(') Journal de Mathématiques élémentaires; Question 234. La présente

Note a pour objet la généralisation de ce joli théorème.
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côtés AF, BE de Vim, coïncident (en direction) avec les diago-

nales AG, BH de' l'autre : les derniers côtés EF, GH sont

parallèles.

Même démonslration.

IV. Lemme IV {Récijwoque du Lemme I). — Soient deux

quadrilatères ABCD, ABEF ayant un côté commun AB, dont

les diagonales coïncident (en direction), et dont les derniers

côtés CD, EF sojit parallèles : ces quadrilatères sont, simulta-

nément, inscriptibles ou non inscriptibles.

Si ABCD est inscriptible, les angles DCA, DBA sont égaux.

Mais, à cause des parallèles, DCA = FEA. Donc DBE = FEA,

et le quadrilatère AFEB est inscriptible.

V. Lem.me V (^Réciproque du Lemme II). — Soient deux

quadrilatères ABCD, ABGH agant un côté commun AB, dont

les côtés AD, AH, BC, BG coïncident deux à deux (en direction),

et dont les derniers côtés CD, GH sont parallèles : ces quadri-

latères sont, simultanément, inscriptibles ou non inscriptibles.

En effet, les angles correspondants BCD, BGH, sont égaux.

VI. Théorème I. — Soient deux quadrilatères inscriptibles

ABCD, ABEF agant un côté commun AB, et dont les diagonales

coïncident (en direction). Si l'on prolonge les côtés BE, A F

jusqu'à ce ((u'ils rencontrent, en H, G, les côtés AD, BC ; la droite

GH sera parallèle à CD, EF et le quadrilatère ABGH sera

inscriptible {*).

Si HG n'est point parallèle à EF, soit HG' celte parallèle (**) :

ABGH est inscriptible. Menons AG', qui rencontre en F' la

droite EF : BEF'A sera inscriptible. Mais, par hypothèse, BEFA
est inscriptible; donc F' coïncide avec F.

Vil. Remarque. — Dans l'hexagone DFECGH : \° les côtés

DF, GC, et la diagonale HE, concourent en B; 2° les côtés CE,

(*) Le tliéorème de M. Mannheim est un cas particulier de celui-ci.

(*') Non tracée sur la figure.



( 152 )

HD, et la diagonale GF, concourent en A; 5° les côtés EF, GH
sont parallèles à la diagonale CD.

Ce résultai est d'accord avec le théorème connu (*).

VIII. Théorème II. — Un quadrilatère inscriptible, ABCD,
étant donné, on en déduit deux autres, ABEF, ABGH, tels que

ADH, AEC, BCG, AFG, BFD, BEH soient six li<fnes droites.

Cela posé :

1° Si l'un de ceux-ci est inscriptible, l'autre l'est aussi, et les

côtés CD, EF, GH sont parallèles;

2° Si l'un des côtés EF, GH est parallèle à CD, l'autre l'est

aussi, et ABEF, ABGH sont inscriplibles.

Addition. — (Septembre 1887.)

IX. Théorème III. — co, m', w" étant trois circonférences

décrites sur une corde commune AB; on trace, sucessivement, les

G

A B

doubles cordes BCG, CEA, BEH, HDA, G FA, lesquelles déter-

(*) Tome H, page 251. Ce théorème est fort ancien; car on le trouve dans

les Collections malhématîques, de Pappus. Voir, p;ir exemple, les Propriétés

projedives, de Ponceict, t. I, pp. 86, 87 (seconde édition).
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minent les sommets C, G, E, H, D, F d'un hexagone. Cela posé :

\° Le dernier sommet, F, est situé sur la double corde BD
;

2° les côtés GH, EF sont parallèles ci la diagonale CD (*).

X. Remarque. — Si les diagonales CD, EH, FG se coupent en

un même point, l'hexagone, appartenant à trois circonférences,

est circonscrit à une conique (**).

CCLXXII. — Sur un tliéorème d'Abel {***).

(Lettre à M. de Saint-Germain.)

« Hier, 1" mai, voire aimable lettre m'est parvenue : agréez-en

» tous mes remerciemeiils.

» La veille, j'avais reçu la Note annoncée, tirée du dernier

» numéro des Nouvelles Annales. Quand il a paru, j'étais à

» VHospice Dubois, gravement malade. Aussi, la livraison est- elle

» restée non coupée.

» il n'en est pas de même pour Vextrait : bien que ma tète

» soit encore un peu faible ("), je me suis Iiàté de la lire (en

» partie); et je viens vous communiquer quelques remarques,

» suggérées par cette lecture.

I.

» De l'équation

» FW^/'.W-^Ç^W O. (2)

(*) Ce théorème, qui nous semble curieux, résume les propriétés

précédentes. C'est pourquoi nous en supprimons la démonstration directe.

D'ailleurs, au moyen d'une projection conique, on pourrait le généraliser

encore.

(*") Théorème de Brianchon.

{***) Complément à la Note LXVll.

('^) « Elle l'est encore trop pour que je puisse étudier voire démon-

n stralion, bien compliquée ».

C) «1 Je pense que vous avez, sous les yeux, ma Note sur un théorème

y d'Abel ».



( iU )

» on ne peut, dites-vous, conclure

» 6 étant la valeur extrême de x. Pourquoi ?

(3)

» Contestez-vous que la limite de la somme de deux quantités

» est égale à la somme des limites de celles-ci?

» Lorsque, de

» on déduit

» ou

II.

F{x)=f{x) -H Gp(x),

» limF{x) = limf\x) h- lim(^{x),

.. F(6) = /-(6)-t-cp(6),

il est sous-entendu que f(x), par exemple, varie d'une

manière continue, de x < 6 à a;= 6. Si, pour 3c = 6, 9 (a:) est

discontinue, il n'y a plus, ni démonstration, ni théorème.

» Si je ne me trompe, ceci arrive pour l'exemple choisi par

vous, exemple qui ne me semble pas topique.

III.

» En effet, x étant inférieur à Tunité, on peut, dans le

» développement de ^(1 -4- ac), grouper arbitrairement les

» termes, et écrire, par exemple.

»i=oû r v.i"—

3

^-{\
in — 5 An — 1

X-"

2^

» Mais, lorsque x=^\, ce groupement arbitraire n'est plus

» permis (Th. de Dirichlet). Aussi, au lieu de trouver

. \
An An — 1 "In

-Ç2,
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» obtenez-vous
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CCIiXXIII. — Remarques sur rintég;rale

A = / ^{l — 2acosa; -t- a'-)dx (*).

{Seplembrc 1887.)

I. Les valeurs de A ont été trouvées par Poisson (^Journal

de l'École polytechnique, \7''^'"^ Cahier, p. 617); mais ce grand

Géomètre a commis, dans sa démonstration, une singulière

inadvertance.

« Soit » , dit Poisson,

« M;=log(l — 2a ces a; H- a^); (1)

» d'où l'on tire

du i — a^
» -rt— = --i. (2)

da i — 2a ces X + a

« Pour fixer les idées, supposons a < 1 ; nous aurons, en série

» convergente,

1 - a'
. , X

=^ 1 -t- acosx -+- a"cos2x -+- a cos3x -«- •••; (3)
i — 2acosx -+- a^

» et, par conséquent,

du
» —= cosx -H acos2x H- a^cosSx -+- •••

(4)
da

» Intégrant par rapport à a, et observant que u est nul en

» même temps que a, il vient

a' a'
» — M = acosx H cos2x H— cosDx -t- •••; (5)

2 3
y \ /

(*) Celte Note a été publiée, en partie, dans la Nouvelle Correspondance

mathématique (t. I).
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» d'où l'on conclut

iidx = / log(l — 2acosx h- a^)dx = 0.

II. Le développement (5) est faux. En effet, la série a pour

somme,
4 — 2a CCS a;

1 — 2acosa; -4- x

lorsque a est compris entre — 1 et -i- 1 (exclusivement) (*).

III. La relation [p) est fausse; car, pour x= 0, elle devient

— u = — J^{{-af = — 2^{i — a)=^a-^-- +-+ •..,

Ji ù

ou
2f(l — a) = f(1— a).

IV. On peut, ainsi qu'il suit, rectifier le calcul de Poisson.

1
1 cosx

du a — cosa; 2 a— = '2

da \ — 2acosx -\- a' a 2 \

\ coso; H—

-

a a

1° Si a surpasse \, on a, par le paragraphe II :

1

1 cosx . .

'

= 1 •+- -cosx H -C0S2x H rCOSOX -+- •-,

2 1 a a' a"

\ cosx H
a a^

ou
du

da

Il ^ ^ 1
1 cosx H ; COSZX -t- •• • , (o)

a a^ a" J
puis

r 1 4 1 1
w — C = 2 fa cosx ces 2x — —^ ces 5x • (7)

L
"^ a 'la^ iitt" J

(*) Traité élémentaire des séries, p. 11.
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Pour déterminer la constante C, faisons a=- 1 (*); nous aurons

u = ^^(1 — 2cosa; -t- 1)= 24^(2 sin^x),

24^(2sinix) — C = — 2[cosx + ^cosSx + icosSx -+- •••];

donc (**) C = 0.

La formule (7) se réduit à

M = 2 4 a cosx -cos2x -cos3x — •• . (8)
[^ a 2a' 3a' J ^

Il en résulte, pour a ^ 1 :

2° Soit « < 1.

De
I — acosx

] -+- acosx +- a'cos2x -t- ••• =

(9)

i — 2acosx + a

on tire

cosx — a
cosx acos2x -+ a^cos3x ->- •• =

i — 2acosx -+- a^'

puis

acosx H- ia^cos2x -4- Ja'cos3x -i- •• = — 2 -f (1— 2acosx + a'),

ou bien

acosx -+- i a'cos2x -+- ia'cos3x -+-••• = — iii. (iO)

De celte égalité, qui doit remplacer la relation (3), on conclut

A=/%,dx = 0.

(*) Cette hypothèse est permise; car la série (7) est convergente quand a

reçoit cette valeur limite, bien que la série (6) soit, alors, indélerminée.

{") On sait que

P(2sin|a?)-=— [cosa; + jCos2a;-t-5Cos3a;H ].

(Trailc élémentaire des séries, p. i06.)
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CCLXXI\^ (*). — !^ur la «léiiioii»itratiou d'aiu théorème

de Fermât, donuée par Ijeg;eudre.

{Septembre 1887.)

I. On lit, dans la Théorie des Nombres (**) :

« Théorème. — Tout nombre premier A est de la forme

» p'^ -+- fy2 -h r^ + s^.

» Considérons plus généralement l'équation

» AA' == p"^ + cf -+- r^ H- s^

» dans laquelle chacun des nombres p, q, r, s, sera supposé

» moindre que ^A, on aura A'A < ^A^, ou A' < A (***).

» Et d'abord si on avait A'=i, il est clair que A serait

» égal à la somme de quatre carrés, et la proposition serait

» démontrée (").

» Soit donc A' > 1, et parce que A' est diviseur de

» /)- -i- 9^ -+- r- -+- s'^, il sera aussi diviseur de la quantité

» (p — aA')- + (f/ — pA')- -4- (r - 7'A'f H- (s — §X'f,

» a, (3, y, d étant pris à volonté. Supposons qu'on prenne ces

» indéterminées de manière qu'aucun des termes p — «A',

» q — PA', etc., n'excède ^A' {"): alors si l'on fait

» A'A" = [p — aA'f -4- (7 — pA')- H- (r — rA'f + (s — JA'f

,

» on aura A'A" < ^ A'A' ou A" < A'. Maintenant si au moyen

» de la formule du n" 150 (") on multiplie la valeur de A A' par

(•) Addition à la Note CCXVIII.

(**) Tome I, page 214, édition de 1850.

{***) Voir la Remarque (A).

(") Voir la Remarque (B).

C) Remarque (C).

(ti) Faute typograjihique : on doit lire do2. Voir la Remarque (D).
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» celle de A'A", on trouvera pour produit une somme de quatre

» carrés dont chacun sera divisible par A'A'; de sorte qu'en

)' divisant tout par A'2, on aura

« AA" = (A — xp — pq — rr — ^hf -+- («7 — Pp -h ys — 3rf

-+- (ar — ?^p -4- (?7 — psf +- (as — ^p -f- pr — rqf

» Cela posé, si on a A"=l, la proposition sera démontrée;

» mais si on a A" > 1, on procédera de la même manière pour

» obtenir un nouveau produit AA'" exprimé par quatre carrés,

» et dans lequel on aura A"' < A'. Continuant ainsi la suite des

» entiers décroissants A, A', A ", A'", etc., on parviendra néces-

» sairement à un terme égal à Tunité; donc alors le nombre

» premier A sera exprimé par la somme de quatre carrés (*). »

(A)

Soit

N=jo^ -+-
g- -+-r^ + ,s' = AA'; (1)

et, par conséquent, A > j/!\. Un nombre donné, N, nj^dmet

pas, nécessairement, un diviseur premier, supérieur à J/N. Par

exemple, si N = 27, le plus grand facteur premier de N est 3.

Legendre ne démontre donc pas le théorème énoncé : il prouve,

tout au plus, celui-ci :

Si un nombre N est la somme de quatre carrés, tout diviseur

de N, supérieur à [/N, est la somme de quatre carrés.

(B)

D'après la Remarque (A), la proposition ne serait pas

démontrée.
(C)

On doit avoir, non

p — «A'^^IA',
mais

• {p-a\r^{U'f:

il s'agit de la valeur numérique de p — «A'.

(') Remarque (E).
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(D)

La formule citée est celle d'Euler :

{p' ^ q^ + r^^ s'){p" -+- q" -4- r'^ + s")

= {pp' -t- qq' -+- rr' -t- ss'f -^ {pq' — qp' +- rs' — sr'f \ (2)

-H {pr' — qs' — rp' -f- sq'f -^- (ps' + qr' — rq' — sp'f.

Si l'on fait :

p ^^p — ah', q' ==q — pA', r' = r — rX', s' = s-—SX', (3)

elle devient

AA''A"= [p' -H ^^ -t- r' + s' — A'(p« -^ qP -^ ry -- sS)J

-t- [jo (9 — pX') — q{p — «A') -+-r (s — <JA') — s (r — r A')]'

+ [;)(r _ yA') — 9 (s — r?A') — r{p — aX') -^ s{q — |3A')]'

-h [p{s — oA') + 9(r — rA') — r{q — |5A') — s(/) — aA')]l

Le second membre égalant

[aA'— A'ipa -t- 7(3 -t- rr -+- «(?)]' ^- [(«7— Pp) A' + [ys — Jr) A']*

+ [(ar — rp) A' -+- {âq — ps)Aj -t- [«.s — âp) A' + (pr — yq) A']^

(4)

il reste

AA" = (A — «p — pg — r^— ^sf -4- {«.q — pp + r* — (?/-)^

-+- (ar— yp -\- §q — ps)^ -4- («s — ^ -+- pr — r7)^

comme l'écrit Legendre.

(E)

On a vu, dans la Remarque {\), que le théorème énoncé n'est

nullement démontré. Il en est de même, par conséquent, pour

le théorème de Fermât : « Un nombre quelconque est la somme

» de quatre ou d'un moindre nombre de carrés » (*).

(*) Théorie des Nombres, t. I, p. 215. L'illustre Auteur se contente de

dire : « C'est une conséquence immédiate de la proposition qu'on vien

» de démontrer, et du lemmc qui la précède. »

11
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Autres Remarques.

I. Lagrange, à qui l'on doit la première démonslration du

théorème de Fermât, n'a pas commis les inexactitudes que nous

venons de signaler; néanmoins, cette démonstration ne nous

semble pas irréprochable. Après avoir énoncé ainsi la proposition

préliminaire :

« Si la somme de quatre carrés est divible par un nombre

» premier plus grand que la racine carrée de la même somme,

» ce nombre sera nécessairement égal à la somme de quatre

» carrés (*) », et l'avoir prouvée très péniblement, Lagrange

ajoute :

« Corollaire. — Si un nombre premier quelconque est un

» diviseur de la somme de quatre carrés qui n'aient point de

» commun diviseur, ce nombre sera aussi la somme de quatre

> carrés.

« Car nommant, comme ci-dessus, A le nombre premier

» donné et p^ +• q- -h f^ -h s^ le nombre composé de quatre

» carrés qui est divisible par A, il est clair que, si chacune des

» racines p, q, r, s était moindre que -, on aurait

» de sorte que A serait plus grand que (/p^ + ç^ + r^ -f- s^

«' comme on Ta supposé dans le Théorème précédent ; donc, etc.

» Or je dis que quels que soient les nombres p, q, ..., on peut

» toujours les réduire à être moindres que ^; car soit, par

» exemple, p > -
, il est visible que si

p^ -^- q^ -i- r^ -\- s^

» est divisible par A,

(p — mAf -^ q'^ -h r'^ -{- s^

(') OEuvres de Lagrange, publiées par Serrel, t. lit, p. 195. Les défauts

que nous venons de signaler ont élé aggravés par Le Besgue. dans ses

Exercices d'Analyse numérique (pp. 106, 407). Ils me semblent avoir été

évités par Scrrol [Cours d'Algèbre supérieure, troisième édition, t. H, p. 9i).
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» le sera aussi, de même que

(m A — pY +- q^ -+- r^ -+- s^ ... »

Ceci fait, l'illustre Géomètre établit cet autre théorème auxi-

liaire :

Étant donné un nombre premier A, 07i peut toujours déter-

miner deux nombre entiers, a, b, tels, que a^ H- b^
-f- 1 so?7

divisible par A (*).

II. On peut former, bien simplement, la valeur de A".

En effet, des équations

AA' = 2p'^ A'A" = ^{p-aX'y-,

on lire

ou

A" =
2(p-«A'f

A'

A" = A — 22«p -t- A'2«'- (5)

III. Dans l'identité d'Euler (D), changeons de notation, de

manière que l'égalité

(«^ ^ j52 + ^2 _^ .f)(a'2 + f' -4- r" -+- rï') = p'+ q' ^ r^ ^ s- (6)

soit véiifiée par :

p = ccA -^- pp' -4- yy' +- âS'

,

q = — [5a' -+- ap' — rj'y' -+- yrf,

r = — ya -\- Sp' -h ay' — ^rj,

S = — rja — yf H- py' + «(3".

Si l'on pose

(7)

c^-h
P^

-+- y^ -t- rf- = A

,

il résulte, des équations précédentes :

Aa' = px — qp — ry — sâ,

A(3' =^ pP '\- qa -\- rS— sy,

Ar'= py — qS -\- Va. -^ sp,

krj' = prj -I- qy — r j3 -t- Sa
;

(8)

(9)

(*) Legendre commence par là (Théorie des No7nbre.Syt. ], p. Ï211},
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puis

A' y \ A'

py—qâ-hra-^spy (prj-^qy -rp-i-sot-V

I' l^\ I' I
']

Si chaque fraction était réductible à un nombre entier, le

ihcorème suivant serait démontré :

Soit N= AA', les trois notnbres étant entiers. Si N et A. sont,

chacun, la somme de quatre carrés entiers, le quotient de N par A
est, également, la somme de quatre carrés entiers.

Mais cette conclusion (vraie) serait trop précipitée.

Prenons, par exemple,

N=462, A = 66, A' = 7;

puis

p=21, 9= 4, r=% s=^\; a=l, (3=2, r=5, ^J=6.

Nous trouvons, par les formules (9) :

"""66' ^""ëê' ^ "^66' "^"ëë"'

et

a'2 -t- p'^ ^ y'^ + (T' =
66'

9 -f- 2 809 -f- 7 225 -t- 20 449 50 492

4 356 4556
= 7

En conséquence :

1° Si un nombre N, égal à la somme de quatre carrés entiers,

est divisible par un nombre A, égal à la somme de quatre carrés

entiers, le quotient - peut se présenter sotts la forme d'une somme

de quatre carrés fractionnaires;

(*) Si l'on veut, au moyen des formules (0), trouver des valeurs de

a', P',
8', y', qui soient entières, on peut faire

p = 15, qf~_4, r= — 5, s= — 14,

(]uaiililcs dont la somme des carrés est 462. Il résulte, de ces hypothèses :

«' = -2, 13' = \, r' = i, <^' = i.
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2° Un nombre entier peut être la somme de quatre carrés

fractionnaires (*).

Par exemple,

etc. (**).

IV. Si l'on admet le théorème de Fermai, il en résulle celui-ci,

généralisation du théorème d'EuIer, employé par Lagrange :

Tout nombre entier est, d'une infinité de manières, égal à la

somme de Cjuatre carrés fractionnaires (***).

CClilLXT. — Sur uu théorème de Gauss.

(Septembre 1887.)

I. A la page 283 du Journal de Liouville (tome II, 1837),

Le Besgue s'énonce ainsi :

« De là ce théorème de M. Gauss :

» La quantité

, (moà.p)
2 1.2.../*

^ ''

» est toujours égale à

» en prenant

p = V^ 4M-
» et

± L = 1 -H 4m ».

(*) Ces remarques, peut-être nouvelles, complètent ce que l'on a vu

dans la Note CCXVIII.

(**) Dans chaque décomposition, les numérateurs doivent, bien entendu,

être premiers entre eux.

(***) Voir, ci-dessus, les décompositions de 7.
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Autrement dit :

« Soit un nombre premier

» En supposant L = t -4- 4n, on a

i 2n(2;i — l).-.(w h- 1)

1 . 2 . . . n
= Jïl{p)±L. . (A)

Prenons 7?=6, m=0, M=1 ; valeurs d'où résultent L=l, /)=5.

Nous devons trouver :

1 12.11. 10.9.8 .7

2 1.2. 3.4. 5.0
-J^<-')^''

ou
H.6.7 = J1I(5)±1,

ou

2-=JîI(5)±l;
ce qui est /àwa;.

Soient w=6, m=— 1, M= 1; et, par conséquent, L= — 5,

/>= 15. L'égalité (A) devient

11.6.7 = jn^(13)=b 3,

ou

7 = JlL(13)dt5;
ce qui est faux.

II. L'énoncé de Le Besgue est donc inexact. Voici celui que

donne Jacobi (*) :

« Sit p numerus =4k-4- 1, atque resolvatur in duo quadrata

» ee -4- ff, désignante ee quadratum impar, iï quadratum par,

» fore ± e residuum minimum (qiiod inter — ^p e^ -+- ^p conti-

» netur), numeri

1 (fe-t-l)(i^-H2)(fe-4-5)...2A:

2 1.2. 3. ..A;
'

» per p divisi; hoc insuper residuum minimum per 4 divisum

(*) Journal de Crelle, t. II, p. 69. C'est à propos d'une recherche parti-

culière que j'ai rencontré, par hasard, les Notes de Le Besgue el de Jacobi.

Il ne m'a pas été possible de trouver, dans les OEuvres de Gauss, le théorème

en question.
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» semper residuum -h 1 , relinquere ; ita ut sit aut numerus nega-

» tivus formae — (4n -h 5), aut positivus formas in -h \ »

.

Ainsi, le nombre entier h (ou n) n'est point arbitraire : il

égale ^.

CCIiXX\^I. — E^nercice smp un Problème
de Géométrie élémentaire.

{Octobre-Novembre 1887.)

I.

Construire un quadrilatère convexe P, dont le périmètre 1

et les angles A, B, C, D sont donnés.

Fie. 1. Fis;. 2.

f. Soient Oa, 0[3, Oy, OS des parallèles (données) aux bis-
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sectrices intérieures des angles A, B, C, D. Soit la droite GF= /,

faisant, avec Oy, un angle égal à -. Prenons, arbitrairement,

FB= a; puis construisons le point A, syméirique de F, relative-

ment à la droite JVIN, perpendiculaire à 06 : A est un sommet

de P. Menons AH perpendiculaire à Od, GH perpendiculaire

à Oy : ces droites se coupent en un point H.

Si l'on trace QP perpendiculaire au milieu de AH, PN per-

pendiculaire au milieu de GH ; et qu'enfin, par le sommet A,

on mène MQ perpendiculaire à Oa ; on détermine le quadri-

latère MNPQ (*), circonscrit au quadrilatère P, dont tous les

sommets sont connus (**).

2. Reîïiarque. — Le problème est indéterminé ; ce qui était

évident a priori.

II.

Équations du problème.

3. Il est visible (et connu) que :

C -+-D D -+-

A

Donc
M -f- P = N -t- Q :

le quadrilatère Q est inscriptible à une circonférence (***).

4. Remarque. — Si a, (3, y, è sont les angles consécutifs,

indiqués sur la figure 1 :

a -t- M = T, p-+-N=7:, ^^-P=7r, rJ-+-Q=-5r.

(*) Nous le désignerons par la lettre Q,

(**) On justifie cette conslruclion en se reportant au problème direct :

Au quadrilatère Q, i7iscrire un quadrilatère P, do7^t le périmètre soif minimum

(Théorèmes et Problèmes de Géométrie élémentaire, 6« édit., |)p. 20 et 21).

La théorie du kaléidoscope est fondée sur ce problème.

(***) Loc. cit.
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Mais, par hypothèse, la droite GF fait, avec Oy, un angle égal

à 2- Conséquemment :

B = 2(t— (3) — C, A = 2(7r — a) — B, D = 2(7r— r?)— A.

Ainsi, la construction indiquée équivaut à l'emploi des angles

C, B, A, D.

5. Dans les triangles AMB, BNC :

A C
cos — cos -

2 2
BM = a , BN = 6 ~—

;

sin M sin N

donc, m, n, p, q étant les côtés consécutifs de Q :

A C
msinMsinN = asinNcos—h 6sinMcos -, (3)

2 2' ^
'

B D
nsinMsinN= osuiMcos - +- c sin N cos —

, (4)
2 2

^

C A
» sin M sin N = csinNcos

—

\- cfsinNcos -
, (5)'^

2 2

D B
osinMsinN = t/sinMcos—h asinNcos - •

(6)
2 2

6. Des équations (3), (4), on déduit :

/ B C\ A B B C
sin M m cos w cos - = a cos — cos c cos - cos - • (7)

\ 2 2/ 2 2 2 2^^

Des équations (5), (7) :

/
B C D\

sin M sin N m cos n cos—\- p cos —
\ 2 2^2/
A B , .

ad'= tt sin N cos — cos—h a sin M cos — cos —
2 2 2 2

Des équations (6), (8) :

B C D A
m cos n cos—i- » cos q cos —= 0. (9)

2 2 2 2
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ï. On tire, des équations (5), (7), (6) :

sinN
b = m

A
sinNcos —

2

C
cos-

2

C
sinMcos -

2

C B A B
«cos mcos- cos—cos —

2 2 2 2
c = sin M H a

C D
cos —cos —

2 2

B
sin N cos

-

sinN 2
a ^= f/—^ — a

C D
cos- cos —

2 2

D
cos-

D'
sinMcos—

2

puis, des trois dernières,

C B
, , îi cos m cos -
SinN 2 2

/ = m V- sin M
C

cos-
2

C D
cos - cos —

2 2

sinN

D
cos —

2

B"
. , A A B

.

sin N cos— cos— cos- sinNcos
2 2 2 2

i 1CCD D
SinMcos- cos- cos— sinMcos—

2 2 2 2

(10)

[H]

m

(15)

III.

Simplification.

8. L'équation (13) peut être notablement réduite; car le coef-

ficient de a est nul. En d'autres termes : dans tout quadrilatère

convexe, dont A, B, C, D sont les angles consécutifs, on a

sin
2

r
^

cos —
L 2

B CD
cos—\- cos — cos —

2 2 2

= sin
-f-Cr B C D A

cos - cos

—

I- cos— cos -
2 2 2 2 2

(d4)
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En effet, si l'on multiplie par 2, cette égalité devient

sin

= sm

A



2°

(
^7-^

)

sm n A B CD
sin - sin—h sin - sin —

2 2 2 2

.B+Cr.B.C D A
sin sin - sin—h sin — sin —

2 |_ 2 2 2 2

sin
-^ BT A E

cos-cos -

2 L 2 i^

B CD
H- COS - COS —

2 2 2

B + C= sin
B C D A

COS - COS 1- COS — COS —
2 2 2 2

(17)

(18)

IV.

Équations réduites.

II. L'équation (13) est devenue

C D
l COS -COS —

2 2

D . B
sin N COS sin M cos -

2 2

n sin M cos—i- o sin N cos -
O ' 1.)

(19)

Mais on peut la simplifier encore. En effet, le coefficient de m est

B-+-C D A-t-B B A-hD D . A-i-B B
sin cos sin cos-= sin cos sin cos-22 22 22 22

= ^[-(D-^)-sin(B +
j)_

B— D C . /2B-t-A-hC= sin cos- =sin
2 2 V 2

D—B A H- B-*-D
sin cos

\ C C
T jcos-= — sin(M + N)cos—

Donc, après suppression d'un facteur, et par des permutations

tournantes :

/ ces — = — m sin (M -+- N) -+- w sin M -4- qf sin N, (20)
Jà

l cos — = — n sin (N -+- P) -+- p sin N -t- m sin P, (21 )
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n

/cos - =— p sin (P -+- Q) -+- «jfsinP -+- nsinQ, (2i2)

C
/cos - = — qf sin (Q -t- M) + msin Q + p sin M (*). (23)

V.

Valeurs des inconnues.

t». Si l'on suppose a= 0, le quadrilatère P se réduit à un

triangle MGD, dans lequel

b d c l

sinD sinC sin(C -+- D) . C + D C D' '

4 sin cos - cos —
2 2 2

En conséquence :

D C
sm— . sin

-

/ 2 . / 2 / cosM
6 =

,
rf = , c= (24)

2 C 2. D 200^^^
sinMcos- sin M cos— cos -cos —

2 2 2 2

La substitution dans l'équation (3) donne ensuite

D
sin —

/ 2m= 25)
2sinMsinN ^ ''

(*) En passant, il est bon de faire observer que :

sinP= sinM, sinQ=sinN, sin(P-+-Q)=: — sin (M -t- N), etc.

{**) L'identité

Ch-D c d
sin D -H sin C -t- sin (C -+- D) = 4 sin cos - cos —

^ '

2 2 2

ne diffère pas de celle-ci :

A-+-B B-4- C C -^ A
sin A -4- sinB + sinC — sin(A-t- B + C) = 4sin —-— sin sin —-

—

que nous avons rappelée précédemment.
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13. D'après la nature du problème dij-ecl (i, note), on est

porté à croire que cette valeur de m est générale, c'est-à-dire,

indépendante de l'hypothèse faite sur a, et que Ton a aussi,

par un changement de lettres :

l

sm sin —
C

sin —

n =
2sinMsinN' '^ i2sinMsinN' ^^ 2sinMsinN

(26)

Tout à l'heure, cette espèce de prévision sera justifiée. En

attendant qu'elle le soit, voyons si les valeurs (25), (26) satis-

font aux équations (20), (21), ...

Substituant dans l'équation (20), par exemple, on trouve

2cos — sinMsinN
2

ou

. D
. A C . ^^

sm — sm (M -t- N) -+- sin - sinM -4- sin - sm N

,

2 2 2

D . A-+-B B-+-C
2cos— sin sin

2 2 2

D / A -+- C
sm —sin B h

2 \ 2

A-hB B + C
(27)

sm— sm
2 2

-4-sm-sm
2 2

puis

A-4-B-hC A-i-B Bh-C A+B+C / A-hC\
2cos sm sm hsin sin Bh

2

A A-t-= sm — sm
2 2

2

C B-H
sin -sin

2 2

Le premier membre égale

— cos-
A —

c

cos

-t- sm
2

A -+- B

C / A— sin B -I- —

cosi

B

— ces
c A
— cos —

" A-v-Bh-C / Ah-C
cos cos B -\-

= __|^cos(a cos C

A-t-B-f-C
sm sinlB

cos -•
9

(28)

A-hC

)]
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Le second membre de l'égalité (28) est

\
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VI.

Calculs de déterminants.

15. Si le système des équations (20), ... (23) est déterminé,

nous aurons ce théorème, peut-être nouveau :

Les quadrilatères Q, circonscrits aux quadrilatères P ayant les

mêmes éléments 1, A, B, C, D, sont tous égaux entre eux (*).

Les coefficients des inconnues, dans ces équations, étant :

sinN;

0;

sin M
;

sin(N -+- D);

— sin(M + N), sinM, 0;

sinM, — sin(N-t-D), sinN,

0, sinN, sin(M-+-N),

sinN, 0, sinM,

A =

il y a liieu de former le déterminant

—
/«, A 0, g

f,~h, g,

0, g, h, f

g, 0, /; h'

et d'examiner s'il est différent de zéro quand

f=smm, g = sinN, /i = sin(M -+-N), /i'= sin(N -+- P). (31)

On a

A = — [/iA, -+- /A2 -+- gAi] , m
en supposant :
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Or

(33)

A, = — h\hli'—p) - g'h'^ — h'{p — g'— hh%

A, ^ f(hh' -D -.-
fg^ = - ar ~g'- hW),

A,= Pg—g^h'— f = g[p — g"- — hh').

Donc, au lieu de la formule (32) :

expression remarquable (*).

16. Revenant aux valeurs (31), nous avons

.l/Â = sin'M — sin'N — sin(M -+- N)sin(N -+- P),

011

21/Â = — cosâM -+- cos2N — cos(M — P) + cos(M -+- 2IV -f- P);

et , si P= n— M :

A = 0.

Ainsi, quand le quadrilatère Q est inscriptibte (ce qui a lieu),

le déterminant A est nul.

(*) D'après une application donnée par M. ûostor, dans sa Théorie des

déterminants (p. 62), on a

o, I, g

f^-g-^-hh'= -\, 0, f

f, 9, -hh'

Ainsi : le déterminant A , à seize éléments, est le carré d'un déterminant

à neuf éléments. D'ailleurs, par un théorème de Cauchy, a est un déter-

minant à neuf éléments ; savoir :

1 + f-, (9^ 3(1 — l^f^')

fg, 1-+-A -/-(l+Zi/i')

g{\ — hk'), — /•(! -»- hh'\ f^^g^^- hVi"

Nous ferons encore observer que, d'après celte formule, ou d'après la for-

mule (53), la valeur de A dépend, uniquement, de /", de g, et du produit hh'.

12
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17. Comme les équations (20), ... (23) ne sont pas incompa-

tibles, et que le dénominateur A est nul, les numérateurs des

valeurs des inconnues (*) doivent, de toute nécessité, être nuls.

Par exemple, le numérateur de la valeur de m étant (après sup-

pression du facteur /)

cos-

cos

/> 0, g

— li\

cos

C
cos —

^2

0,

h,

h'

il doit se réduire à zéro.

En effet,

D A B C
u. =:= Al COS Ajcos—H Ajcos A4C0S -

2 1 2 1

= (r-9'-hin
', D A C
h cos h / cos q cos -

2 ' 2 ^ 2
=0 n.

Les valeurs des inconnues m, n, p, q se présentant sous la

forme 5, on doit, pour démontrer le théorème énoncé (15),

recourir à la Géométrie (***).

(*) Dans les formules de Cramer.

C) A. r=r

A
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VII.

Propriétés auxiliaires.

18. Si Ton se reporte à la figure 2, on voit que le théorème,

dont il s'agit, peut être énoncé en ces termes :

Soit un quadrilatère non convexe, FAHG, dont la base FG
est donnée, les autres côtés ayant des directions données (*).

Fig. 5.

Au milieu de AF, on élève la perpendiculaire KMN; au milieu

de GH, la perpendiculaire IN. On trace encore la droite FM
faisant, avec INiMK, un angle égal à H.

Cela posé, MN= const. (**).

(*) C'est-à-dire qu'ils sont parallèles à des droites données.

{**) Autrement dit, quand le point A parcourt FK ; le point N décrit une

parallèle à FM.

Depuis que cette Note est rédigée, un jeune Collègue et ami, BI. G. de

Longchamps, m'a fait observer que le théorème à démontrer est compris

dans celui-ci :

Sur les côtes Ox, Oy d'un anyle donné, on prend OA = u, OB := v; on
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Soient

FG = /, FA-=2a?, AFM = «, MFG = p, FAH = r,

AHG=- a.

2

Soit R rintersection des droites AH, FG.

L'angle HRG= tt— (y— «— (3) ; donc

sinr
FR = 2a;

puis

RG = / — 2x

sin('>' — a — p)'

sin(7' — a— p)

Dans le triansle HRG

sinR
HG = RG = / — 2a;

sinll

sinT^

sin(r — a — |3)

sin(r — « — p)

ces a

to. Pour évaluer KN, je m'appuierai sur le Lemme suivant,

facile à vérifier.

Fis. 4.

élève AM perpendiculaire à Ox, B.M perpendiculaire à Oy. Cela posé, si les

variables u, v satisfont à une relation ayant la forme

au -h bv + C^ 0,

le point M décrit une ligne droite.

Celte remarque est très juste ; mais, dans la question actuelle, il s'agissait,

principalement, d'établir la formule MN = const. Le calcul précédent, bien

qu'un peu long, n'est donc peut-être pas inutile.
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Sur les côtés FL, GL d'un triangle FGL, on prend FK=/,
G\=g; puis on trace les perpendiculaires KN, IN à ces côtés.

Les distances KtV, IN sont données par les formules :

KN = [/ cos L -4- / cos G — ol

,

sinL
^'

IN = [f/cosL-t- /cosF— /] (•).

Dans le cas particulier considéré,

f=x, g = - l—'lx
sinr

sin(r — a —
p).

sin('x •— a — (3)

cos a

En outre, AL étant le prolongement de FA

L = FLG = -7r — >',

sinL =— cos(a -+- y), cosL = — %\n{,x -\- y),

TT

G = — --+- (r— P), sinG = — cos(r— [3), cosG = sin(7' — p).

Nous avons donc

KN=
COS{a-+-r)

xsin('z H- 7^)— h\ï\{Y —
If, sinr Isinfr—

a

^L Sin(x— a — [3)J
COSa

-a-P)

(') Il en résulte

LN'= [/"'-t-o'-H/' — '2g'/cosG-2/-/cosF -"2/acosL];
sin^L

puis

Kl« = /"«-+- 3^ -+-/* - -25r/cosG - 2/"/cosF — 2/grcosL.

Par conséquent, si l'on conçoit un angle trièdre 0, ayant pour faces F, G, L,

et que l'on construise un point M dont les coordonnées soient /", g, l, on aura

OM = KI.
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Il est visible que KM==a3tga. Par conséquent,

MiN

en posant

Or,

K= -

K =

1 sin(r — «— P) sin(r — p)
"" l — l +• i\X

j

2 COSaCOS(a -- r) COs(a -*-
•y)

i

(34)

COs(a -*- -y)

sin(a -+- y)
s\ny

CCS a
laa.

d

CCS a ces (a -i-y

donc la formule (34) se réduit à

/

in(a -4-'x)cosa— sinr— sinacos(a -t- y) == 0;

MN =
2c0SaC0s(a + r) _

OU, plus simplement, à

cos(r — a— P)
— 2sin('x — p)cosa ;

/ sin (t^
— p -i- a.)

2 COSaCOS(a -+- y)
n (35)

Cette quantité étant constante, le théorème que nous avions

en vue est démontré.

ZO. Soit (fig. 5) ZNYX la parallèle à FM, menée par le

point N, c'est-à-dire le lieu de ce point. Menons FZ parallèle à MN.

Il est clair que, Y étant l'intersection de ZX avec FG :

FY=MN sinM / sin(r — (3-1- a)

sinY 2 cos(œ -t- y)sinp'

/ sin(r— 3— «) /sin(S-+- r)

2 cos(a -t- r)sin(3 2 cos(a -h r)sinp

(*) En reprenant les notations primitives, on a :

cos« = sinM, cos(a -4- 7^) = — sinN, sinC'x - /3 -i- «) = sin -.

Par suite,

D

MN=-.

D
sin —

2 sin M sin N

ce qui ne diffère pas de la formule (25).
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On conclut, de ces deux expressions,

FY sin(p— a — r)

GY sin(p + a H- y)

r*^

(30)

Ainsi, la droite ZX divise FG dans un rapport très simple.

VIII.

Relations entre les quadrilatères P, Q.

91. Soit w la circonférence, inconnue, circonscrite au qua-

Fig. 6.

drilatère Q circonscrit, lui-même, au quadrilatère P. Formons,
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autour du centre «, les angles A, B, C, D. Si le rayon p a été

pris convenablement, le quadrilatère MNPQ sera celui que l'on

cherchait.

En effet, d'après cette construction,

A-=2NMP, B = 2QMP;

donc

A -f- B = 2NMQ = 2M
;

etc.

92. Cela posé, on a

Dm= 2psin— •

^ 2

Et comme
D

sm —
/ 2m=-

, (25)
2sinMsinN ^ '

nous avons ce résultat simple :

A -t- B B + C
4 CCS sm

(37)

2 2

23. Si S désigne l'aire du quadrilatère Q, il est visible que

S := i P*[sin A -t- sinB -+- sinC — sin(A -+- B -+- C)].

Mais, d'après la formule citée plusieurs fois, la quantité entre

parenthèses égale

.A-4-B B-4-C Ch-A
4sin sin sin (*).

(*) D'après l'inspection de la figure 6, -^t_ est l'un des deux angles

formés par les diagonales MP, NQ ; savoir, celui qui a pour mesure

arcMN-j-arcPO
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Donc, à cause de la relation (37) :

A -t- C
sin

r- 2
S = (58)

8 A -+- B B -f- C ^ ^

Ainsi, le rayon et l'aire du quadrilatère Q dépendent, fort sim-

plement, des éléments du quadrilatère P.

IX.

Problème. — Parmi tous les quadrilatères P, de périmètre mini-

mum, inscrits à un quadrilatère Q (*), quel est le plus grand

en surface?

«4. Les équations ("âb) et (26) peuvent être écrites ainsi :

A . B . C D
sin — sin- sin - sin —

2 2 2 2 2= = = = - sin M sin N.
n p q m l

Donc, si le quadrilatère Q est donné, les angles du quadri-

latère P sont connus (**).

Si Ton désigne par u l'aire de P, on a

2m = ofisinA -t- 6csinC, (39)

2m = afcsinB -t- cf/sinD. (40)

Soient a', b', c', d' les dérivées de a, b, c, d, relatives à une

variable indépendante t. La condition du maximum, appliquée

à l'équation (39), donne

{ad' -+- da')sink -h (6c' -+- r6')sinC = 0. (41)

(*) Toujours supposé inscriptible à une circonférence.

(**) Cette remarque préliminaire est importante.
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Mais, par les équations (3), (4), (5)

A
,,

C
a'sinNcos — = — 6 sinMcos -

,

2 2'

,,
B .

D
sinMcos - = — c sinNcos —

,

2 2

mis

c'sin N cos -
2

rf'sinMcos —
2

6'= — a'

A
sin N cos —

2

A B
cos— cos -

2 2
c = a ^ _

C CD
sin M cos - cos - cos -

2 2 2

d' = — a'

B
sinNcos -

2

sinMcos-
D

(42)

Donc l'équation (41) devient, après quelques réductions.

C
sin -

2

B , .
D

a sin Noos - -+- «sinMcos —

B D
6sinMcos c sin N cos —

2 2

L'équation (40) donnerait, semblablemenl,

B
sin -

2
6sinMcos -

2

D
sin

C A
,

csinNcos rfsinMcos— =
2 2

AI
a sinNcos —

2j

0-^

Combinant, par soustraction, (43) et (44), on a

A -4- B , B -+- C— asinNsin—z - osinMsin

— c sin N sin

2

C -t-D D -t- A
d sin M sin = 0,

(45)

(44)
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a -4- c = & -t- t/ = i /. (45)

Ainsi, le quadrilatère cherché est circonscriptible à une circon-

férence.

9&. Nous avons trouvé l'équation

sinM

dans laquelle :

B C
m ces ncos -

2 2

A B CD= acos — ces ccos - cos —
2 2 2 2

D
sin —

/ 2
m = -

2 sinM sin N
'

Donc, au lieu de l'équation (7) :

A
sin —

1 2

2 sin M sin N

A B C
acos— cos c cos -cos—

2 2 2

B D — B A-hC .a — c—H sin—I sin sin

/ r . 1> B .A CI
. ^^

- sm —cos sin —cos - = sin JN

ijL 2 2 2 2

Le multiplicateur de ^ est

ir .
Dh

- sin—
2L

.-]

ir D-= - sin

2L 2

2

A—

C

(7)

:46)

•sin
5

i 2

D-hC— B-A A+ D—B—

C

cos

A + B . B-f-C ,, . ^^= cos sin = cosM sinIN.

L'équation (46) devient

1 A B C D
- cos M = acos — cos fcos -cos —
2 2 2 2 2

On tire, des équations (iS), (47)

C D
sin - sin —

/ 2 2

2 A -+- C
'

siiiN sin

A B
sin — sin -

1 2 2

2 . A H- C
sin N sin

2

(47)

(48)
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après quoi une simple permutation donne

. A . D
sin— sin —

/ 2 26=
2 .

sinMsm

B . C
sin- sin -

l_ 2 2

A-t-C' ^ ~2~
. A-t-C

(49)

sin M sin

:36. Remarque. — Les valeurs (48) devant vérifier les équa-

tions (45), (47), il s'ensuit que, dans tout quadrilatère convexe ,

.A.B .C.D .A-t-C.B-HC
1° sin— sin—i- sin - sin— = sin sm ;

2 2 2 2 2 2

ABCD CDAB
2** ces — ces - sm - sin ces - ces — sin — sm -2222 2 222

A-4- B B -^ C A-i-C= cos sin sin
2 2 2

87. A cause de

B C D A B . D
sin - sin^ - sin — „ sin — sm - sm —

/' 2 2 2 /^ 2 2 2
ad= - :

,
ftc =

,

4 _, . „A-H C 4 . _. . „ . .A-hC
sinMsinNsin^ sinMsinNsin*

la formule

devient

2m = ad sin k -+- 6c sin C (39)

ABCD
„ sin — sin - sin sin — ^
/* 2 2 2 2

l^ . .
A-+- C

smMsmNsm

C A A C
sin - cos—h sm — cos -

2 2 2 2

ou ABCD
sin —sin- sin -sm

l^ 2 2 2 2

4 A -+- B B -f- C C -+- A
sm sm

(50)

Tel est le maximum des aires des quadrilatères P.
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88. Le rayon r, du cercle inscrit au quadrilatère P, est donné

par la formule

r = _.

Ainsi

. A B C D
sm — sin - sin - sin —

_ / 2 2 2 2

2.A-4-B B + C C + A
sui sin sin

2 2 2

Mais cette expression peut être transformée.

En premier lieu,

. A . B . C . D mnpq
sin — sm - sm - sm — ^

2 2 2 2 16p*

D'autre part,

. A -4- B . B -»- C /

2 2 4

Enfin,

A -H C 1A -H L 1 r .
/ 1

sin—-— = —- 1 nV 4p'^ — q' -+- qV 4p" — «M
2 4p^

Par conséquent,

7n7ipq
r

2p[nl/'4p'' — q' -v- /?^/4p-'' —
«^J

99. Remarque. — Un changement de lettres donne

(51)

^sinMsinN = —

•

(57)

(52)

(55)

nl/4p''' — q' + qV 4p' — ii'= mV ^^' — f -+- p\/ 4p'' — nf;

puis ce théorème, qu'il est facile de vérifier :

Dans tout quadrilatère inscrit, MNPQ, dont les apothèmes

sont OM', ON', OP', OQ', on a

MN.OM'+ PQ.OP'-=NP.OM'-+-MQ.OQ';

ou bien :

Bans tout quadrilatère inscrit, la somme des rectangles formés
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par un calé et Vapothème opposé, est constante, si l'on prend,

dans chaque somme, deux côtés opposés.

Fig. 7.

30. Propriétés numériques. — Changeant de notation, appe-

lons a, b, c, d les côtés successifs d'un quadrilatère inscriptible,

et R le rayon du cercle. En posant

N = {a6 H- cd)(ac -+- 6rf)(af/ -H 6c), (54)

A=(

—

a -i- b -\- c+ d){a— b-i-c-\-d){u-*-b - c -•- rf)(a -+- 6 -+- c— d), (55)

nous avons, par une formule connue,

N

A
(36)

Il n'est pas dilïicile d'établir ce théorème, assez curieux :

A, B, C, D étant des quantités rationnelles, on a

A^ B^ C^ '

A
'

A A I

4R''' — d' = -
; I

A

(57)

ou, ce qui est équivalent :

4N— a'A-=A-, 4N— //-A=-B^ 4N— c-A=C-, 4N— d^A= D-. (58)
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Considérons, par exemple, la dernière égalité.

D'après la formule (S4),

N = abcd' + {a'b' + b'c' -t- c'd')(f -+- abc [a' + b^ + c')d -^ a%'c-;

€l, par la formule (55) :

^ = d*— ^a' -t- 6- -H c')d' — Sabcd -+- (a' — 6^ — c')'— ib\\

Conséquemment, après quelques réductions,

4N — d'ù. = r/*— 2 (a- + 6'' + c')d* — 4a6crf' + (a' -f- 6*

-4- 4060(0- -t- 6- + r)(i -t- ia^b^c'^,

ou

Ainsi

4N — d'A = [d' - [a- H- 6- -+- c')(/ — 2a6c]* (59)

(60)± D = d' — (a^ + 6'^
-t- c')d — ^abc {*).

31. Remarques. — I. Posons

Nj = [ab -\- cx)[ac -+- bx)[bc -\- ax),

A| = (— a -+-6 -H c-\-x){a— b -+-c -+- x){a -4-6— c -i- x)(a -t- 6 -t- r

—

x).

Alors, par le dernier calcul,

4N, ~ A.x- = [x' — (a- -+- 6^= -H c> — 2a 60]' = XI (6 1
)

Le polynôme X est celui que l'on rencontre dans la solution

d'un problème de Newton, et dans un problème relatif à l'ellip-

soïde (**).

(*) Si d = 0, le second membre est négatif; il s'annule lorsque rf = 2R

(voir la note suivante) Donc, si l'on veut que D soit positif, on doit attri-

buer, au premier membre, le signe inférieur.

(**) Notes XI et XII. D'ailleurs, si rf = 2R = a7, le triangle ABC est

inscrit à un demi-cercle ; on retombe sur le problème de Newton. L'équa-

tion de ce problème est donc

x^ — [a^ -H 6^ -+- C-) X — "labc = ,

comme nous l'avons rappelé dans la Note XI.
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II. Si, dans la relation

,iV/4p' — q' + qV 4p^ — n'= ml/4p^ — f -+- fV ip'*— m^ (55)

on fait :

l/4p^— o^=±
I/A2

1/40^^ — n^ = ±

etc., elle devient identique; ce qui devait être.

33. Suite. — Dans la formule

mnpq

'lç\nV liç^ — 7- -+- qV
i^f
— n^\

(52)

substituons les valeurs précédentes, en supposant, comme nous

venons de le faire,

!S.^= [— m+n+p-\-q){m — n-\-p-^-q)[1li-^n— p-^-q){ln-^-n-hp-\-q). (62)

Un calcul facile donne

mnpqV A^

4p(?î^rt -t- pq)[mq + îip)

Et comme
^'"^^

(56)

(65)

il vient, finalement,

mnpqA

lt{mn -f- pq){mq -f- wp)l/N2

33. Remarque. — On a, entre le rayon r du cercle inscrit au

polygone P, et le rayon p du cercle circonscrit au polygone Q,

celte relation assez simple :

rp = mnpqVAi
^ (64)

4 («m + pq){mq + rip)
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Quelques réductions.

S4. Valeur de 1. — Afin de simplifier les relations (53) et

suivantes, nous allons exprimer le périmètre du quadrilatère P,

en fonction des éléments du quadrilatère inscriptible Q.

Fig. 8.

Supposons a = 0. Alors P se réduit au triangle MCD. La

construction indiquée (*) donne

MM'=2msinN, MM"=27sinN,

M'M"*=MM'* -»- M"* H- 2MM'. MM' cosP;

donc
r = 4 sin'N (/«'' -4- </' — 2mr/cosM). (05)

Soient MP = x, NQ = y : nous avons

{mp +- nq)[mq -\- np)
^^

{mp h- nq)[mn -+- pq)

mn +- pq
' mq + np

(*) Problèmes et Théorèmes, p. 21.

15
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D'autre part, la considération du quadrilatère MNPQ donne ces

valeurs connues :

»M^ -4- n^ — OT^— n*

(67)

(08)

(69)

Par un calcul facile, on trouve ensuite, au lieu de la relation (65) :

,. = A.
'"" -*- "1

(70)
{mq -+- np){mn -f- pq)
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ou, avec les notations du paragraphe (99) :

a -+-
'X AC — acA

CCS =
, (72)

valeur rationnelle.

Nous avons trouvé :

_A=a'— (6--4- c-^-^ rf>— 26crf, — C= c'— (a*-*- 6^+ d')c—'2ahd.

De plus, comme on peut le vérifier,

A = —2 o* -+- 2^ «'6'^ -+- 8a6crf. (75)

De là résultent ces deux formules :

AC — «c A = 2(6' -+- d- — «' — c'){ab -4- cd){ad + 6c), (74)

puis celle-ci :

cos--^ = - —
; 75)

2 2 ac -h bd

cos = '- '— (76
2 2 mp -4- wqr

37. Remarques. — I. On a vu («», note), que -^ est l'angle

des diagonales x
, y.

Donc, par analogie avec les formules (68), (69) :

A -t- C VX.
sin = — = (77)

2 2(mp -+- pcj)

Cette expression, beaucoup plus simple que celle qui a été

donnée ci-dessus (S2), s'accorde avec la formule (76). Il en

résulte, en effet, Xidentité

fk{mp -t- nqY := (n* h- ç* — m^ — p'^f

si ("78)—m -H » -f-/) -H q)[m— n-^-p-i-q)[m-\-n— p-\-q)[m,+n+p—q). '

H. Si a^ -f- c2 = 6^ -h rf-, /es angles a, y sont supplémentaires :

cette condition est nécessaire et suffisante (*). Quand il en est

ainsi,

[ah -4- cd){ad h- 6c)
4R^ =. ^ ^L^^ 1 = a' -f- c^ (79)

ac + bd

(*) Au moyen du raisonnement dont nous avons fait usage dans la

Note CCLXV, on rend la proposition évidente, sans calcul.
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CCIilLXTII. — liCttre à H. Battag:linl (*).

Monsieur le Rédacteur,

J'ai reçu, il y a quelques jours, par renlremise de mon

Collègue Mansion, la dernière livraison du Giornale di Mate-

matiche. A la page 153, on lit ceci :

« La série a termini positivi

» «1 -4- Mj -h ••• -+- M„ -4- •••

» è convergente, se tutti i suoi termini decrescono col crescere

» di ïi, e se è inoltre, per n = oo , lim nu„ = 0.. ».

Autrement dit (si je comprends bien) :

« La série à termes positifs

» est convergente , si tous les termes décroissent quand n croit,

» et si, en outre, pour n == oo , lim nu„ = »

,

Cette proposition , émise, il y a soixante ans, par L. Olivier

{Journal de Crelle, t. II, p. 04), est fausse, ainsi que l'a montré

l'illustre Abel (**). Comme son devancier, votre Collaborateur

pense que : la série est convergente, si la somme

tend vers zéro, quand n augmente. Or, cette hypothèse n'est

pas admissible; car la série (***)

\ \ \ 1

^^'i ^^^ («-Hl)4^(w-Hi) (2w-+-l)f(2n+ 4)

(*) Publiée dans le Giornale di Matcmatichc (septembre 1887).

(**) OEuvres d'Abel, publiées par. M. Holmboë (1" édition, t. I, p. IH).

(***) Considérée par Abel.
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est divergente, et cependant

r- r ^ ^ 1Ltm -— -+-..• H = 0.
Y[n •*-

\) ^ [n -^ \) (2n-+- 4)4^(2n -+- 1)J

Agréez, etc.

E. C.
Liège, 23 septembre 1887.

CCIiXXTIII. — Lettre à M. Hermlte.

Mon cher Monsieur Hermite,

En lisant, l'autre jour, le commencement de votre intéres-

sante Note Sur les valeurs asymptotiques, je me disais : « Il me
» semble que j'ai fait des recherches analogues à celles-ci «

.

Comme vous allez en juger, je ne me trompais pas.

I.

Hier, j'ai été à Liège; et, dans un vieux cahier, à la date du

il avril 1870, j'ai trouvé ce qui suit :

« D'après une citation de l'auteur (*), Clausen a donné la

» formule :

^ 2 ,

—
-.
= 2 1—;;^'"'n.^^ \ — x" •^j I — .t"

» La vérification est facile.

» Le second membre égale

2 x^"'^
f

I -+ 2x" -t- 2x*" -H 2x"'" -+-•••]

(*) Curtze.

(**) Je crois que la formule de Clausen est, également, dans les Funda-

menta.
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» Soit Aj, le coefficient de x^, et soit N = n^ + pn. On voit

» que Aj, = 2 fois le nombre des solutions de l'équation précé-

» dente, augmenté de 1 si N est un carré. Mais cette équation

» est N= n(n + p) : le nombre des solutions est celui des divi-

» seurs de N; ce qui fait retomber sur le point de départ. La

» formule de Clausen (formule bien remarquable) est donc

» démontrée ».

En lisant ce que je viens de souligner, on serait tenté de

croire que j'ai voulu vous copier. Heureusement, les dates sont là!

II.

Parmi les centaines de résultats contenus dans mes Recherches

sîtr quelques produits indéfinis, permettez-moi de vous rappeler

ceux-ci :

oo ^n oe f.n

Si l'on fait n = di (i, impair) ^ le nombre des solutions de

l'équation

i] -^- t| -t- ••• -+- il = 8n,

est égal à la somme des cubes des diviseurs d, etc.

'/'^V'-=2/-w (p.) 10).

(*) Si Ton met cette identité sous la forme

1 1

chacun des coefficients A„, B„ égale la moitié du nombre des diviseurs

de An — t

.

(**) Le premier membre est la série de Lambert. Dans le second membre,

a -H J est le nombre des puissances de 2 qui divisent n.

(***)
fiii-t-i c*' l'excès du nombre des diviseurs de -4n-t-l, ayant la forme

ia-i-i, sur le nombre de ceux qui ont la forme 4f*— 1.
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III. — Sur une formule d'Eisenstein (mai 1881).

Cette formule, qui donne une transformation de la série de

Lambert, est

1-z i—z' ]-z'

z«

-2

1-z (l-z)(i-

-10
(A)

E = (1
— z)(l— z'')(l— z^)(1-z*)...= l— z— z''-^z»-i-z'— z''-'—

On peut écrire autrement le second membre. En général,

1

(1 — z)(1 — z')... (1

-- = 2 F(n,;,)z"; (1)

F(n, p) est le nombre des décompositions de n, en parties égales

ou inégales, non supérieures à p (Recherches..., p. 47). Donc

p(p+')

(_ir*p

Soit

?)(p+i)

-=5 {-\Y-'pF{n,p)z'^ «
. (2)

ou

N = «

n = N — P(P + 1]

Alors

F{n,p) = F

é^fa/e /e nombre de manières de partager IV en p parties inégales

=(w, p)r)-

(*) Journal de Crelle, f. XXVII.

(**) Introduction à l'Analyse, p. 2i5; Recherches..., p. 5i.
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Ainsi, le coefficient de z^ est

(N, 1) — 2(N, 2) -t- 3(N, 3) ± N(N, N).

Soit maintenant G(N) le nombre des diviseurs de N. H est

visible que, dans le premier membre de (A), le coefficient

de z^ est

G(N)— G(N—0— G(N— 2)-+-G(N— 5)-»-G(N— 7)—G(N— 12)

On a donc cette relation entre deux fonctions numériques, bien

différentes :

(B)
(N,1)— 2(N, 2) -4-3(N, 3) =bN(N,N)

=G(N)-G(N— 1)—G(N— 2)-j-G(N— 5)-t-G{N— 7) (*)

Application. — Soit N = 19. On doit trouver

(19, 1) — 2(19, 2) -+- 5(19, 3) — 4(19,4) -+- ...

= G(19) — G(18)— G(17) H- G(14) -- G(12) — G(7) — G(5);

ou(**)

1 — 2.9-t-3.21 — 4.18 -+-5.5 = 2 — 6 — 2-*-4-+-6— 2 — 3;

ce qui est exact.

IV.

Si j'avais sous les yeux les Mémoires de Liouville, je pour-

rais, peut-être, tirer quelques conséquences de cette égalité (B).

En attendant, si ot(N) représente chacun des deux membres,

on a (sauf erreur de calculs) :

a(2) =1, r.{'5) =— 1, a(4) =—1, b(5) =— 3, u{(y) =0,

„(7) =—1, u{S) =1, a(9) =2, t;t(10)=1, a(H)= 2,

o(12)= 4, u(13)=i, a(14)=— 1, r;r(15)= 4,..., u(33)= 0.

Ces coefficients semblent osciller entre deux valeurs extrêmes.

Qu'en pensez-vous?

(') Est-elle connue?

(**) Recherches..., Table I.
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D'après votre obligeante indication, j'ai consulté le Mémoire

de Liouville (Journal de Mathématiques, t. V, p. 443). Noire

illustre Maître dit :

, d'z , dz
a (X X*) ; +('1 OX*) XZ = 0,

dx dx

» ou plutôt l'équation plus simple

' ^
'

dx' i{x — xy-^'

» que l'on en déduit en posant

y

i^x— x'

Rien de plus. Il ne fait pas observer que, si l'on prend

X = l/x / ^rftpl^l — x*sin*©,

on a

X" 1 -+- 3x"-

X 4(1— x')x'

Somme toute, mon équation

z" I -t- 3x- =
z 4(1 — x*)x*

est un peu plus simple que l'équation (5) ; et l'on en peut écrire,

tout de suite, l'intégrale générale.
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VI.

Aussitôt après vous avoir envoyé ma vieille formule

'+" dxr-^" dx
= a,

-1-2

j'ai reconnu (ce qui n'était pas difficile) qu'on peut la généraliser

ainsi :

Soit y une fonction impaire de x, telle que la quantité

— l -4-1/1 -i- f
y

reste finie, quand x varie entre — a et -J- a. Cela posé

dxr d -4- î/ -t- 1/ 1 -+- ?/'

Voilà donc une infinité d'intégrales ayant même valeur. Je

n'ai pas besoin d'ajouter que la proposition est presque évidente.

A-l-elle été remarquée?

Je vous souhaite, mon cher Monsieur Hermite, la quiétude et

la bonne santé dont jouit, à Spa,

Votre bien dévoué très Ancien,

E. C.
Spa, 27-28 juin 1886.
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€€IiXXI3tL. — Circonférences focales

{Janvier 1878.)

I. Quand on identifie Téqualion

{x — a)- -\- (y — pf == [my -+- nx -4- If,

on trouve, comme expressions des rayons vecteurs :

c
,

c
ti = a -\— X , u' = a x;

a a

puis les équations des deux directrices :

avec

a



( 204 )

De plus, la distance d'un point M, de la courbe, à la droite

radicale, et la longueur de la tangente correspondante MT, sont

dans un rapport constant (*).

II. L'équalion générale des courbes algébriques, susceptibles

d'admettre des circonférences focales est, évidemment,

(x-a)'-*-(y-p)^-R^=^,; (3)

P, Q étant des polynômes entiers (**). Par suite, si une courbe

donnée admet de telles circonférences, son équation devra pou-

voir être identifiée avec la relation (3).

III. Application. — Soit la conchoïde représentée par

xy = (6— .v)v-j/').

Si l'on met cette équation sous la forme

(V — 6)'

y
on voit que l'on peut prendre :

«= 0, [3
= 6, P= «(î/-6), Q = y.

Donc la conchoïde a un foyer, comme l'a trouvé M. Boset.

IV. L'équation (3) permet de généraliser les propriétés des

circonférences focales et des droites radicales, relatives aux

coniques. En eflfet, M étant le premier membre de cette équa-

tion, soient S la courbe donnée, et L la ligne représentée par

P= 0. (4)

(') Ce rapport égale celui qui existe entre les distances de M à la direc-

trice et au foyer correspondant.

(**) Ces polynômes peuvent contenir a, p, R. Par exemple, dans le cas

de l'ellipse, l'équation (5) est

(X — X)* -H (//
— /?)* — 6* Il jj

= |-a X

{Bulledn, juin 1877.)
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L'équation (3) est une conséquence de celle-ci el de

M = 0. • (5)

Donc : l'intersection de chaque circonférence focale, avec la ligne

radicale correspondante, appartient à la courbe donnée.

CCIiXXX. — j$ur les notubres parfaits.

(Lettre à M. Mansion.)

Hier, seulement, j'ai pu prendre connaissance de l'intéressante

Note de M. Sylvester, relative aux Nombres parfaits (*), impairs.

Il me semble qu'elle peut être abrégée et simplifiée.

Soit

îi = a%i\y ... P
]

a, b, c, ... étant premiers, impairs, et rangés par ordre de gran-

deur croissante. Si IV est parfait, on doit avoir

a b l

>2r), (1)
a — \ b — \ l —

ou
\ b—\ l—\ \

<^- (2)
a l / 2

Soit P(/) le premier membre de la seconde inégalité. La

Théorie des Nombres, de Legendre, contient une Table des

valeurs de r(/), prolongée jusqu'à /= 1229 C**). Soit Q(w)

le produit de n facteurs, choisis parmi

a—\b—\ l—

l

a l

{") Mathesisy mars 1888.

(**) La relation (1), bien connue, a été employée par MM. Servais

et Sylvesler.

(***) Le produit P(/) a pour limite zéro. (Voir, par exemple, les Exercices

d'Analyse numérique, de Le Besgue, p. 138.)



( 206 )

Il est visible que :

1° Le minimum de Q(1) est

a— 1 ^2
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ou

P(0<
12 4 6

25 57
c'est-à-dire

ou encore

"«'XiB-

P(/)<0,228 5...

D'après la Table, cette condition est remplie à pari ir de /= 127.

En conséquence (et c'est par là que je termine, faute de

temps) : Si un nombre N, premier avec 105, est parfait, il est

composé d'au moins vingt-six facteurs premiers, inégaux.

4 mars 1888.

P. S. Le logarithme du produit

H .13.17.19.23.29.31.57.41 .43.47.55 .59.61.67.71.

73 . 79 . 83 . 89 . 97 . 101 . 103 . 107 . 109 . 1 13

est compris entre 44 et 45. Donc le plus petit Nombre parfait,

impair (s'il existe), contient quarante-cinq chiffres.

CCIiXXXI. — liCUre à M. Arthur Cayley.

Monsieur,

Un hasard heureux (je me trouve à Paris en ce moment) me

permet de lire l'intéressante Note que vous venez de faire paraître

dans les C. R. (3 avril 1888). Je vous remercie, vivement, de

votre appréciation de mon vieux théorème. La démonstration

contenue dans le Journal de Liouville (t. VII), si elle est exacte,

est beaucoup trop longue. Mais, vous le savez : les choses simples

arrivent toujours tard. Aussi, c'est seulement vers 1866, que,

laissant de côté mes anciens calculs, j'ai trouvé une démonstra-

tion géométrique, contenue en quelques lignes. Cette démon-
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slraiion qui, me semble-l-il, diffère peu de la vôtre, a été

imprimée dans mes Mélanges mathématiques (1" édition), puis

dans la seconde édition du même ouvrage (t. I, p. 62).

Agréez, Monsieur, l'expression de mes meilleurs sentiments.

E. C.
Paris, 10 avril 1888.

Vous rappelez-vous que je vous ai fait une petite visite

en 1851 ? Nous étions jeunes, alors!

CCliXXXII. — Sur la courbure des lig;ne8.

(Mars 1876.)

. 1. Problème. — Trouver la relation qui existe entre les cour-

bures des trois projections orthogonales d'une ligne L.

Soient MA, MB les projections de L, sur les plans zMy,

zMx, perpendiculaires entre eux (*).

Soit, dans le plan zMx,

z^f[x), (1)

l'équation de MB.

De même, dans le plan zMy, soit

x = cp(x), (2)

l'équation de MA.

L'ensemble de ces équations représente L, dont la projection,

sur le plan acMvy, est représentée, elle-même, par

A^) = 90y)- (^)

Si l'on prend x comme variable indépendante, on tire, de celle

équation (5) :

dx tp' dx^ cp'^

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Par conséquent, A, B, C désignant les rayons de courbure des

trois projections :

A=<i±ll\ e='l^L[l, ç.^Ar±l±.
(4)

Si a, b, c sont les cosinus directifs de la tangente à L :

c c
--/'' 7=9'; (5)
a b

donc, a, (3, y étant les angles correspondants :

sin^a sin^fi ';

A = —
, B = ^ ,

sin^r COS7-C= n ,

—
r,
—:;- D-

COSaCOSp(/ COS"a— Cp 008"^)

Eliminant /", cp", on trouve cette relation entre les courbures

des trois projections :

cosSsin^S cosasin^a coS'vsin^r

-nr- r-=—^^- (^'

II. Relation entre quatre cotirbures. — La formule connue :

devient d'abord, à cause de

dy = —dx, dz = f'dx, d^x= 0, etc. :

1
©"^ ridS/Y (d'zV fdy d'z dz d^yV_\m\(drA^^lclld^

'Y'flUx'l [dx'l \dxdx'p-2 (^l'n ^ ^'2 ^ p^y ^\^^^,j
-

y^^,.y \clxdx' dxdx'

(*) On peut abréger ce calcul, mais en le rtndant moins clair.

14
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puis

1 i

7i-.-f3 l^rv- ?"/'? -^ f'Y -^ 9'V"J- (8)

Or:

r^r-^rY=[^l 9"r 6/,6a2a«6«A

Donc

^= Â^
"^

B^ "^ (? '

(ni

i sin*a sin^fi sinV— = 1 -{ (B)

P^ A^ B^ C-^
^

'

III. Remarque. — Si y= |; les relations(A),(B) deviennent :

sinV sin^P 1 sin®a sin^p

~Â~^~ir' p~^ ^ "Â^ "*"

~B^

On conclut, de celles-ci :

P
== A -+- B. (C)

Ainsi : le rayon de courbure, d'une ligne quelconque, est égal

à la somme des rayons de courbure des projections de cette ligne

sur deux plans parallèles au premier rayon, et perpendiculaires

entre eux (*).

{*) Charles Dupin, Développements de Géométrie, p. 88
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CCIiXXXIlI. — Théorèmes d'Arithmétique.

(Mai 1887.)

I. Le triple de la somme de quatre carrés est toujours la somme

de quatre carrés.

Ce théorème résulte, immédiatement, de l'identité

5(a2 H_ 6^ -V- 0^ + d') = {a ^ b — cf -^r {a -^ d — bf 1

+ (a -t- c — df -+- (6 -t- c -4- df. )

On peut supposer que les nombres a, b, e, -d soient rangés

par ordre de grandeur décroissante. Cela étant, on a

a -+- /> ^ c, a -i- d ~^ b, a -\- c^ d.

Done, dans le second membre de l'identité, aucun terme n'est nul.

IL Le quintuple de la somme de quatre carrés est toujours la

somme de quatre carrés.

On a, identiquement,

g(a^+fc2^c-+rf^)=(2a-+-6)--t-(a— 26)^-+-(2c-f df+{c— 2d)\ (2)

Et comme on peut supposer

a^h^c ^ d,

aucun des binômes n'est nul.

in. Le produit de la somme de quatre carrés, par la somme

de deux carrés inégaux, est toujours la somme de quatre carres.

Dans l'identité connue

(a^ + 6^ -^ c' + d'-){r- H- g') = {fa + gbf + {ga - fbf

-+- (/c -t- gdf -t- [gc — (df.
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je suppose

a^ &, c^ d, g <f.

Aucun des binômes n'est nul; etc.

IV. Corollaire. — Si p est un nombre premier, ayant la

forme 4[j. -h 1, le produit d'une somme de quatre carrés, par p,

est toujours la somme de quatre carrés.

Addition. — (Mai 1888.)

V. Le produit d'une somme de quatre carrés, par un nombre

impair, est la somme de quatre carrés (*).

VI. Tout nombre 8n + 4 est la somme de quatre carrés

impairs, dont deux, au moins, sont égaux (**).

(*) Théorème empirique.

(**) La première partie est connue [Recherches sur quelques produits indé-

finis, p. 99). Quant à la seconde, elle semble résulter des décompositions

suivantes :

4= 1-+- 1 -4-1 -+-1,

28 = 25-1- 1 -+-1-4-1,

52 = 25 -4- 25 -t- 1 -+- 1

,

76 = 49 + 25 -+- 1 + 1

,

12= 9-+- 1 -1- 1 -t-

56 = 25 -t- 9 -f- 1 -f-

60 = 25 -4- 2.1 -+- 9 -+-

84 = 81-+- 1 -+-l-t-

00=81-+- 9-t-9-4-i, 108 = 81 -+-25 -t-1 -4-

20= 9-+-9-t- 1 -4-1,

44 = 25 + 9-+-9-t-l,

68 = 49 -+-9-+- 9-+- 1,

92 = 81 -+- 9 -+- 1 -t- 1

,
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CCIiXXXlT. — !Sur les lignes g^éodésiques

des surfaces de résolution (*).

{Mars 1887.)

1.

Remarques sur la Note.

t. Le curieux théorème de M. Jamet résulte de l'équation

mV«= kds (**)

,

(I
)

laquelle résulte, elle-même, d'une combinaison convenable des

relations

ds du—= const, îr -— = const. (2)
dt dt

^

La première exprime que toute ligne géodésique est la trajec-

toire d'un point matériel animé d'une vitesse constante (***).

9. D'après la seconde des équations (2) : Soit une ligne géo-

désique, tracée sur une surface de révolution. Si l'on projette

cette ligne sur un plan perpendiculaij-e à l'axe, le principe des

aires a lieu pour la projection; ou, ce qui est équivalent :

Soit une surface S, dont toutes les normales rencontrent une

droite fixe, D ; et soit C une ligne géodésique de S. Si l'on

(*) Bulletin de l'Académie de Dehjiqnc (1887). A l'occasion d'une Note

de M. Jamet [Bull., avril 1887).

(**) Je modifie un peu la notation adoptée par l'honorable Auteur.

(***) Propriété bien connue. Dans son premier Mémoire sur les lignes

géodésiques, Liouvillc s'énonçait ainsi : « Je prends pour point de départ

« ce théorème connu (ou , si l'on veut, cette définition), que la ligne géo-

» désique pour une surface est celle que décrirait, à la suite d'une impul-

« sion quelconque, un mobile assujetti à demeurer sur la surface et dont

» le mouvement ne serait altéré par aucune force accélératrice. » {Journal

de Mathématiques j t. IX, p. iOi.)
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projette C sur un plan perpendiculaire à D, le principe des aires

a lieu pour la projection de C

.

En effet, la condition

X y
- = -, (5)

P 9
déduite des équations

X — x-^p{Z — z) = 0, ^—y-\-q{Z — z) = 0,

prouve que S est une surface de révolution (*).

3. Naturellement, M. Jamet a formé les équations (2) en

appliquant \eprincipedes forces vives et la théorie des moments (**).

Cette méthode, employée par Liouville (***), est ingénieuse et

simple; mais elle a un défaut ; elle introduit des éléments

étrangers à la question. Or, il est très facile de former, directe-

ment, l'égalité (I).

4. En effet, l'équation des lignes géodésiques :

dx dtj

d.— d.~
ds as

(4)

P q

devient d'abord, dans le cas où

z = <^[x'-^f)=f{u)'. (5)

ds{yd^x — xd^y) — d^s{ydx — xdy) = 0,

(*) HouEL, Calcul in/înitêsimal, t. Fil, p. 168.

(**) Ou plutôt, eu employant les relations fondamentales :

— =— N cos ).

,

dt*

d*y—^= — NCOSM,
dt^

d'z— = — Noos v:

dt^

et eu ayant égard à la condition (3).

(*") Je viens de le rappeler.
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ou

(Ps d[xdy — ydx)

(Is X(hj — ydx

L'intégrale immédiate est

/cf/.s = xdxj — ydx
;

ou, après transformation de coordonnées (*) :

kds = î/Vw.

(6)

(7)

(i:

5. Au moyen des équations (1), (5), joinles à la formule

évidente

ds'= uhU -+- (1 + f'] du' ; (8)

le savant Professeur de Nantes forme, sans s'y arrêter, la relation

du = -du
u u'- k'

'
(^J)

intégrale première de l'équation des lignes gêodésiques tracées sur

une surface de révolution

J'ignore si cette intégrale, dont la forme est remarquable,

était déjà connue (**).

Il en résulte, à cause de l'équation (i) :

ds = udu
u' — le'

(10)

(*) On sait que

xdy — ydx = u'^d . ;irc tg — = zi^dtM.

(**) Après coup, je m'aperçois qu'elle a clé publiée dans la Nouvelle

Correspondance malhématique (t. Vf, p. o(iO).
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II.

Rayon de courbure d'une ligne géodésique.

6. Remplaçons l'équation (4) par

dx , dy , dz
rf.:r '^Z ^x 7as ds as e ds

, . , ^= = = =

—

; (il)— p —q i y/pi^q^^i p\/l^p^+g^

£ et p désignant l'angle de contingence et le rayon de cour-

bure (*).

A cause de

du , X ,., du „, V , . ,,

nous avons

puis

\ V\-\- /"- dz

p
ds ds

ou, par la formule (10),

1 Vu' — h'
, dz

- = a.— (lo)

p udu ds

11 ne reste donc plus qu'à développer la différentielle de ^.

7. Il est visible que

— = cosr = -\/ -= (14)
ds y y i -i- f'^ V \ + f'^

"

(*) il est connu que, a, ^, y étant les angles de la tangente avec les

axes rectangulaires, on a

/ dxV I dyV j ,
dzV

£^ = (d.cosa)^ -+-(d cos6rH-(d.cosr)^= Uy-J + r-TJ '*'

\ d'sj
'

etc.
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Pour simplifier le calcul, je pose

/'=^igx, V--

II résulte, de ces abréviations :

cosa

-- = sinX,

l 1 + /
'-

sin^;

puis

cost^ == siiiAsin/w.

(15)

10)

[M\

Les formules (15) et (17) peuvent être interprétées géomé-

triquement :

1° M étant un point de la ligne géodésique considérée,

soit AMB la section méridienne passant en M. Il est clair que 1

est l'angle TRu formé par la tangente RMT et la droite Ou,

perpendiculaire à l'axe Oz de la surface;

2" Du point comme centre, avec k pour rayon, décrivons

une circonférence OC. Si, du pied de l'ordonnée de M, nous

menons, à OC, la tangente PS, nous

aurons i<OS = p-;

o" La relation (17) exprime que

y est l'hypoténuse d'un triangle

sphérique, dans lequel les côtés de

l'angle droit sont les compléments

de 1 et de [j..
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8. Par les formules (15) et (17) :

dx =
; du, du

</(cosr) . f" .
^'= sin A^COSA : H sin Acos^

puis

^,,^^v.)5 ,,V(,r-A^)(l+n
(18)

Au moyen de cette valeur et de la formule (13), on a,

finalement :

- = - —-^k' (11))

9. Les sections méridiennes, caractérisées par M = const.,

sont, évidemment, des lignes géodésiques. Quand il en est ainsi,

A; = (*); et la formule (19) devient

1 ._ r
p'

(t ^ rf
ce qui devait être.

Introduisant le rayon p,, de la méridienne, ainsi que les

angles l et p. (15), on peut donc écrire

1 sin^^ sinicos-fA
- =

1

P Pi "

expression assez simple.

Il en résulte

1 u^ — k^ i k^f
'

(21
;

p
"- Pl t/.V| -4- /'^

(*) Si l'on cherche dans quel cas le rapport—' est constant, pour une

même ligne géodcsique, on trouve que la surface doit être un ellipsoïde de

révolution. Cette propriété est la réciproque d'un théorème dû à Gudcrmann.

(LiNDELÔF, Calcul des variations, p. 278.)
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CCIiXXXV. — Une propriété des progressions

géométriques.

(Mai 1888) (*).

1. Théorème. — Soit une progression géométrique, composée

de n termes. Si, de n fois la somme des carrés de leurs logarithmes,

on retranche le carré du logarilhme de leur produit, le reste est

constant.

II. Corollaire :

représente une parallèle à l'axe des abscisses (**)

fix"/"^")!

C€L.XXX\^I. — Cïéométrie de situation.

(Mai 1887.)

Problème (***). — Sur un échiquier de trente-six cases, placer

six jetons, de manière qu'aucune ligne et qu'aucune colonne ne

contienne un nombre impair de jetons.

Si une ligne contenait quatre jetons, deux colonnes, an moins,

ne contiendraient qu'un jeton. Ainsi, les lignes et les colonnes

employées doivent contenir, chacune, deux jetons. Faisons

abstraction des autres lignes et des autres colonnes; il nous reste

un échiquier de neuf cases, disposé comme ceci, par exemple :

X
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Les cases non remplies sont au nombre de t7^ois. La question

peut donc être formulée en ces termes :
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II. Théorème. — Soil MN ime corde de l'ellipse considérée,

parallèle au demi-diamètre OA. Si, par le milieu G de MJ\,

on mène la droite HGK, perpendiculaire à Mi\, et inscrite à

l'angle EOF; le quadrilatère HNKM est un losange, dont le côté

égale OA. En outre :

OH = ^ {a ^ 6) , OK =- ^ (« — /;).

A cause des parallèles HGK, EBF, le point G est le milieu

de HK ; donc HNKIVI est un losange.

De plus,

GK OG

BF ""ÔB
'

ou

puis, à cause de

2 " '

KM = — tj^ -+- x"^ = a'

III. Théorème (*). — Une ellipse étant donnée, on construit

un losange HNKM, dont le côté soit égal à un demi-diamètre OA,

et dont la diagonale NM soit une corde de l'ellipse, parallèle à

ce demi' diamètre. Cela posé, les sommets H, K décrivent deux

diamètres, symétriquement placés par rapport à chacun des

deux axes.

IV. Corollaire. — Soit, dans un ellipsoïde E, une section

circulaire centrale BOD, et une section circulaire EGF, située

dans un plan parallèle à celui de la première. Toutes les sections

circulaires, telles que EGF, appartiennent à des sphères décrites

(*) Résumé des deux premières propositions.
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arec un rayon égal à OD, et dont les centres sont situés sur un

diamètre OH de la section principale AOC (*).

€€L.XXXTIII. — Vue application de la Géométrie

à l'Algèbre.

(Vers 1840.)

I. Cordes principales. — L'équation d'une surface S étant

Ax' -4- A'?/- + A"z' -4- 2Bvz -h 2B'zx -\- 2B"xy 1

(1)+ 2Cx -4- 2C'»/ 4- 2C"z -4- D = 0, j

^
'

considérons un système de cordes parallèles à la direction déter-

minée par
.

X II z

abc
(*) On trouve, par un calcul facile,

lgAOH= — b- - c-

a* - h-
'

D'ailleurs

Donc

tgAOD = -
a V b' — e^

lgAOH.tgAOD = .

a
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puis le plan diamétral conjugué à ces cordes. Celles-ci seront

principales si les cosinus a, b, c satisfont aux conditions connues :

\a -+- B"l) H- B'c A'B -t- Bc -+- B"a A"c -+- B'a -+- Bbabc
On sait que, s étant la valeur commune des trois rapports,

(4)

(A — .s-)(A' — .s)(A"— s) — B-(A — s)— B''^(A'— s)

— ]y"{.\"- s) -\- 2BB'B" = (*).

Celte équation, du troisième degré, a, au moins, une racine

réelle. Par conséquent, dans toute surface du second ordre, il

existe, au moins, un système de cordes principales (**).

II. Réalité des racines. — Prenons une de ces droites pour

axe des z : les équations (5) devront être vérifiées par a= 0,

6= 0, c= 1 ; ce qui exige que

B=:0, B'=0, s = A". (5)

En même temps, l'équation (4-) se réduit à celle-ci :

s- - (A -H A') .s -H AA'— B'- -= 0, (6)

laquelle a ses racines réelles.

Puisqu'il en est ainsi, la surface S possède trois systèmes de

cordes principales (***). Mais le nombre de ces systèmes ne peut

dépendre du choix des axes; donc les trois racines de l'équa-

tion (4) sont réelles (").

(') Cauchv, Exercices de Matlicmatiqiies, t. IV, p. Ml.

('*) Manuel des Candidats à l'École polytechnique, t. II, p. 42.

(**) Pour faire disparaître le terme en xy, on fait tourner les axes Ox,

Oy dans leur plan, en les laissant rectangulaires; etc.

(") Démonstration donnée à l'École polytechnique. Si je la rappelle, c'est

parce que, fréquemment, on en voit paraître d'autres, fort compliquées.

(Mai 1888.)
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C€IjXXX.1X. — Équations dont toutes les racines

sont imaginaires.

{Mars 1869.)

I. Théorème. — Si l'équation f(x)= (*) a toutes ses racines

réelles et inégales, l'équation obtenue en égalant à zéro la seconde

dérivée de j- , a toutes ses racines imaginaires.

Soit

1

!J
=

et, par conséquent
r

/•

y = — 7ï' y
V'-ff"

L'équation y"=^ est donc

V"-ff" = o.

Or, si l'on suppose

/•(x) = (x-«)(x-6)... (a:-/v),

1 //•"-/-

(<)

on a

f ^
ou

puis

-2p — ff"^f^
. 1

= -2
(x— af

1

\
Le— a)-

(5)

(4)

Le premier membre de l'équation (1) étant une somme de

carrés, cette équation n'a aucune racine réelle (**).

(*) f{x) est un polynôme entier.

('*) C'est à peu près ainsi que le théorème a été démontré par M. Agarral

{JVoîivelles Annales, 1849, p. 445).
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Addition. — (Mai iSSS.)

II. Théorème. — Si l'équation f(x)= a toutes ses racines

réelles, l'équation

fr-r=o, (A)

a toutes ses racines imaginaires (*).

III. Théorème. — Si l'équation

a des racines réelles, l'équation f(x)=0 a des racines imaginaires.

IV. Application. — Soit f{x)=X„, X„ étant un polynôme de

Legendre. On sait que toutes les racines de X„= sont réelles.

Conséquemment :

L'équation

rf'x„ idx„Y

n'a aucune racine réelle.

V. Remarque. — On sait que

2"X„ = (x -\-
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Soit, par exemple, «= 5 ; d'où :

/•(x)= .x^-+-9a;'^ + 9^-t-1, H-^) -= 5 (x^+ Gx -t- 3) ,
/"=6(x-4-5).

L'équation (A), développée, est

X* -+- 12x' + 5'*x' +- 52x -4- 21 = :

elle n'a aucune racine réelle (*).

VI. Autre application. — L'équation

_ ^ _ -+- ... H- -7 = ^,
X — a X — X — k

a ses racines réelles et inégales (**).

On peut donc prendre, dans l'équation (A),

f(^x) = {x — o)(x — h)-- (x— k) — 2 a,(x — b){x— c)--- (x — k)Ç**).

VIL Remarque. — On pourrait supposer que, si la proposée

a des racines imaginaires, la transformée a, nécessairement, des

racines réelles. Il n'en est rien. Soit, en effet,

/(x) = xfx^— '1)(X^-I-1).

On trouve
p_//"' = 5x« -4- lOx* -+- 1;

et ce trinôme ne s'annule pour aucune valeur réelle de x.

(*) Dans les Nouvelles Annales, 1848, page 568, on énonce, sous le nom

de Gauss, une propriété qui résulte de la formule de Rodrigues. En outre,

l'équation f{x)= (8) étant une simple transformée de X„= 0, le théorème

sur la réalité de ses racines ne doit point être attribué à M. H. Laurent.

(**) Voir, par exemple, une Note de Binet (Journal de LiouviUe, t. II,

p. 2S0).

(*'*) Nous citerons encore, comme équation proposée, celle que Ton ren-

contre dans la théorie des inégalités séculaires, et dont un cas particulier

fait l'objet de la Note CCLXXXV.
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CCXC — Sur une formule de C'ancby.

(Mai 1888.)

I. Dans le tome IV des Anciens Exercices, on trouve cette

relation remarquable, que l'illustre Géomètre démontre au

moyen de la théorie des Résidus :

\ X \ X 1 X 1 X
-te—H- te—I

— te—h- te—h •

'1
\ 1 /3 x\ i (^ X^ ( COtX H col - H col -

{X J ô\x 5/ 5 \x 5

^)

Il est très facile de la vérifier. En effet, elle donne, par inté-

gration, XX
-r

ou

X X X X
cns - . CCS - . CCS - . CCS -

2 4 6 8

nr IT IT Y
ces - . CCS - . cos - . ces -

2 4 6 8

4^
X 5

sin X X X
sin - sin -

5 5

sin - sin -
sinx 3 5

X

Cela posé, soient :

-p
,Y>

/v»

Pi = COS - cos - COS - ••

.

2 4 8'XXX
P 3 = cos - cos— cos— • • -

,

6 12 24XXX
p,. = cos — cos— cos •

10 20 40

par une formule d'Euler, bien connue, on a

(2)

Pi = sinx
P.=

X
sin -

3

X

3

P.=
sm -

X

5
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D'ailleurs (*),

X X X X
cos- . cos- . cos- . cos = ?..?,. Pk ...; (3)

2 4 8 8 ^
'

donc l'égalité (2) est démontrée.

II. On peut se proposer de sommer la série

\ X i X W-," \ X

2 2 o 3 '^^^7^ n
(4)

Dans l'état actuel de l'Analyse, ce problème n'est peut-être

pas résoluble; mais nous pouvons, du moins, le rattacher à la

série de Lambert.

D'après une formule du Mémoire intitulé : Sur quelques inté'

grales définies (**), on a

a '^ — a.'^ da.

Conséquemmenl,

—

i

r7^'
(^^

^ — * 1/

a

puis, si l'on fait cc= q^"
:

\ X 2 /"( -?î ^-^\dq q"

On conclut, de cette formule,

(S)

(*) Sur Mw tableau 7wmérique..., p. 7.

(**) Académie de Belgique, octobre 1885.

(***) Elle ne diffère, qu'en apparence, de la célèbre formule, due à Poisson

-/
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De plus, si l'on fait

1- H
i — q 1 — q i — q"

on a
7"

i\ — q

Donc enfin

•*^j«W7r,/ '
q

III. La relation (11) peut en faire trouver d'autres. Par

exemple celle-ci :

/ X X X X \

J cosx . cos - . CCS - . ces - . cos-«--
^ \ 2 3 4 5/

= /'(v"'-^"^)\^(,)._,„^j''.f
(12)

Le changement de 3c en | donne ensuite

/^ / »A/ •*/ iXi »v

4 cos - cos - cos - cos -
2 4 6 8

= /^'*[7/--/-r[A7)-A7^)]y;/
4^7

puis, par soustraction :

pi XX
J cosx . cos- . cos -^

\ 3 5

_ / \q^ r^ i -^ q'^^liq'^ — q^

XXX
cos-

7

[f{9)-rm^-?-

(13)

J^q "- '^ ' ' q
V

(*) Noies sur la théorie des fractions condnucSy p. 14-.
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Une nouvelle soustraction conduit à cette dernière formule,

assez curieuse : XXX
I cos X ces - eos - ces -

p
I

^ ^ 7

icos- cos- cos- cos

-

2 4 6 8

=/'
(H)

"'-"^l'^f^j^m-m'-f

€€X€I. — Sur une équation d'Abel.

(Septembre 1886.)

I. Pour éclaircir un passage de la page 46 (*) , Holmboë

démontre, d'une manière peu naturelle (**), une propriété de la

fonction
1

y gx_ / )•

Voici comment on peut l'établir

On a

y' =

donc

y -^y' = —

Soit y -+- y' ==u. Alors

w' = 2

puis

1

(e^ — 1 f

e'

(e'-if

1

2w -1- w' = 2 ^.-r

{e'-\f

(i)

(2)

(3)

(') OEuvres d'Abd, t. H, 1" édition.

(**) Page 274.

(*") Nous avons remplacé p et v par y et x.
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Soit encore ^u -h u' = v. On trouve

v' = — 2 . 5

et, par conséquent,

5u -H v' =— 2 . 3

(e^-ir'

1

ir
etc.

Ainsi y ^ y = — y ;

%+2/') + 0/ + !/") = 2/;

(4)

(2')

ou

6(2/ + !/') + %' + y") -^ %' -^- 2/") -^
(i/"+ 2/'") =- 2 . 5 . 3/^

6(y -t- i/') -t- %' -+- 2/") + (!/" + y'") = -2.5.1/*; (4')

2% + y') + 20(?/' -t- y") + 4(»/" -f- .v"')

-+- 6(y'+ !/") + 5(»/"+ y") -4- (^"' -H ^'^) = 2.3. 43/\

ou

24(î/+î/')-t-2%'H-.v")+ 9(?/"+ î/'")-H(»/"'-+-y') = 2-^-^-3/^î (5')

Chacune de ces équations est vérifiée par y == (e" — 1)~ . C'est

ce qu'il fallait démontrer.

II. Remarques. — 1° Dans ces équations, les coefficients

numériques forment la table à double entrée :
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2° Si Np„ désigne le terme placé dans la p'*°" colonne et dans

la g""* ligne :

^P, q
^^ ^p-i, '/-i • 9 "*"

;'. ï-1 •

3° La somme des termes composant la q'^""* ligne e*/ 3.4.5...(g+1).

4* Les derniers termes sont :

1, 4.2, 1.2.5, 4.2.3.4, ...

III. Une intégration. — Soit l'équation (3), ou

2(y + y) + (!/'-*-!/") = 23/^ (A)

Quoi qu'elle ne soit pas linéaire, il est facile d'en trouver

l'intégrale générale. En effet, multipliant les deux membres

par lly -h y'), on a

Uy -f- y'f *- x{y -- y') {y' -f- y") = 2i(t/ + y')y\ (6)

Le premier membre est une dérivée exacte si l'on prend

l= e*' (*). D'ailleurs, 2e*'(î/ + y')y^ est la dérivée de {ye'y.

Donc une intégrale première de (A) est

[y H- yje'^= {ye'Y -h g,

OU
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et enfin :

(D)

IV. 5t«7e. — Pour simplifier l'intégrale (D), qui n'a pas la

forme normale, posons

ye' = u. (7)

11 vient, immédiatement,

puis

y = v\ h— /—=^
^J

(8)

(9)

Le système de ces deux formules constitue l'intégrale générale

de l'équation (A).

V. Si la constante g est positive, remplaçons g par g^; puis

posons, comme le fait Legendre,

\

M==.9lg-i

Il résulte, de cette transformation :

g(l(p

m

du = V'-^ sm (p

. l/î<* -^- g'= ^g
\ + ces © 1 -t- cos

puis

x = -^

k-1 r-
d(p

h

\/l-isin^

d<p

i sin'
2

[n:

(12)

(*) Si la constante g est nulle, cette formule se réduit à

1

î/
=

i — /(C'

(") iVo/e CXXXVI (t. II, p. 477)
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VI. Si la constante g est négative, on trouve, avec la même
facilité :

y =
cos 9

h
29

f/cp

v^sm cp

x = -i^^-1 rfcp

1

\ sm cp

2 ^

(13)

0- (12)

Addition. — {Juin 1888.)

Vil. Généralisation. — Dans l'intégrale

A-Â
remplaçons e' par une fonction ^ donnée; de manière que

• diyf)
1 = ,..-/'

^ [yf'Y -^ 9

Il résulte d'abord, de celte égalité,

/' yr -+- /'/'

(D)

(E)

ou

{yfy-^9-=jrJyr-^fyr;

puis

mr =^ (î/r' -^ ^yr -^ t'y") *- ify' -^yn ^..^r
et enfin

fTy" -^ m'' - fny -^ -^ry

=

^y- (f)

Ainsi, l'intégrale générale de cette équation (F) est l'équation (E).

(•) On fait
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CCXCII {*). — Une équatiou aux^ différences.

(Février 1880.)

I. Première méthode. — L'équation donnée étant

soit y la fonction générative de P„, de manière que

t/ = Po -+- PiX H- P^X' H H P.x'' H— ;

puis, par un calcul facile,

dx
^ _ _ Po _ P.

x'I
^

x' X

dx.

(1)

(2)

(5)

L'intégrale de cette équation linéaire est

t/ \X" X

I

Malheureusement, la quantité placée sous le signe /"n'est pas

intégrable par les procédés connus : on ne peut pas même déve-

lopper, en série, la fonction e '

.

IL Seconde méthode (**). — En l'appliquant, on trouve qu'on

satisfait à l'équation (1) par

P„ = A /"
e ^^^J«"-'rf«

la vérification est facile (***),

(*) Extraite d'un Traité inédit.

(*') Due à Laplace (Théorie des Probabilités),

{'") En effet.

f -(x+-)
,

1

a" - 'da = o V'^'X.Jr,"

n J

« / i

P, =-[P„+, -P„_,l.
n
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III. Remarque. — Si Ton suppose P,= 0, P2= l, la for-

mule (1) donne, successivement :

Ces nombres sont les dénominateurs des réduites de la fraction

continue
i

i -h
1

2h

étudiée par Amoretti (*). Ce jeune Géomètre (**) considère la

série

\ \ \

s = \ -i h-

12 (1.2)'^ (1.2.3f

Or, d'après Fourier (***)
:

1 —-.-^ = -
I dx ces (a sin x);

2* (2 .4)' (2.4. 6)*

donc

s= - I dxcos(2l'^— 1 sin x),

ou, sous forme réelle,

4 r""

2!r,/

(*) Nouvelles Annales, 1853, p. 40.

(*') Mort à râgc de seize ans !

(***) Théorie de la Chaleur, p. 7>7H.

(") Pour démonlrcr direclement ccito formule, il suffit de développer

les exponontit'llcs.
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€€X.€III. — Sur une intégrale déflnie.

{Février 1876.)

I. Soit

=

/•'

.7 (1 + X

dx

(1 -1- x) (2 H- x) ... (m -+- x)
0)

Au lieu de décomposer, en fractions simples, la quantité

1

(1 -+- x) (2 -t- x) ... (m -+- x)

on peut observer que

(1 -+- x) (2 -t- x) ... (m + x) = r{m)

Donc

A =
r(m)

II. On a

T(m -H 1 -f- x) T{m)

^- = rk.r^'f'''^'~'^^~''^'-

r(i+x)i>i) yv^i— er-'rf9

(2)

m — I (m — 1
) (»» — 2)

{i — e)™-' = i ô -H ^^ A i
e'^ ± 6"

Conséquemment,

/'V(l-

\ .2

1 WJ — 1 \

X -\- \ \ X -4- 2

(w — 1
)
(m — 2) 1

(3)

1 .2 x-t-3
±

puis

1 (2 m

—

\ po (m—l)(m—2) p4
1.2 3 m )

ou
/ m-l (m-\)[m -1) (m- 1) (m-2) (w^ 3) >

i ,, \2 /2\ * /4\ ''= M\ *-2-î

(*) Le dernier facteur est ou , selon que m est impair ou /jatr.
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m. L'intégrale double, qui entre dans la formule (2), peut

être écrite ainsi :

/ (I —6)"'~'dd j d^dx.

/ e'dx = -—
;

'/ -le

Or,

1 —

e

donc
"1

(1 _ ô)"

ï>0./ Je
(5)

IV. La comparaison des valeurs (4), (5) donne

/ m-_l_ (m-)Um-'i) (m 1) (m -2) (»i -3) \

'

V. Remarque. — On lit, dans les Tables de M. Bierens de

Haan (1'^ édition, T. 167) :

/' dx ^'^u(a — i)...{a — n-i-\),^

yx -"u 1 . â ... /*

^

Même abstraction faite de la faute typographique, dans le pre-

mier membre, cette formule est inadmissible; car le facteur

^(a — n -4- 1) devient imaginaire pour w > a.

Dans la seconde édition (T. 123), la formule est

ce qui équivaut à

/' dd

m p m{m — I
)

m{m — I
)
(m — 2) „= (^2 H 45 4 4

i l.i 1.2.3

(7)

Il est facile de voir que celle-ci ne diffère pas de la noire, au

moins quand m est entier positif. Si m n'est pas entier, le second
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membre de régalité (7) devient une série divergente, à cause

du facteur j'(l -+- n).

VI. Généralisation. — Soit

B„ = /" /"7> ,;.; (8)
, / 1 (m -+- I -»- x)

m étant une quantité positive quelconque. Les calculs précédents

ne subissent aucune modification ; donc les formules (4) et (6)

sont générales. Par exemple,

,/ i's I \

1 1.3 i 5 .S

~2.4.6*('—«)', p\2 /2\ ^ /4\^V4

ou
I 1.3 1.3.5

"('1-ef
,

^2 (ôv uy-' loy-'-'

VII. Remarque. — Comme

on aurait pu prendre, au lieu de la formule (o) :

r(m),7 ,/ [ 1 1.2

/ a-fixH / x(x-i)dx .(K

ou

A„=
\

/ xdx+-- / xix-i)dx—-\.{\0)

Les intégrales

/ xdx, I x{x^i)dx, j x[x— l)(x— 2)rfa:, ...,

^0

analogues à celles que contient la série de Binet, sont toutes

commensurables.

(*) On peut comparer ces résiillats avec ceux que nous avons indiqués

dans les Reclitrches sur la constante G, dans le Ji]émo'\rc Sur la constante

d'Euler et la fonction de Binet, etc.
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CCXCIV. — A propos d'un théorème
de M. OItrainare {").

{Décembre 1887.)

I. Ce théorème, presque évident, fait supposer celui-ci :

Soit n^ la somme des diviseurs d'un nombre n, inférieurs à n.

Soit lia la somme des diviseurs de nj, inférieurs à n^, etc. Ces

sommes nu, Hj, ... tendent vers une limite X, laquelle est I, ou un

nombre parfait (**).

La seconde partie de l'énoncé est visible : Si M4, par exemple,

est un nombre parfait p, on aura n^=p^ n^ = p^.„ Au
contraire, la première partie, si elle est exacte, doit être très

difficile à démontrer.

H. Remarque. — Si le terme u^ est premier, u^+j égale 1.

III. Si l'on prend n = 25, on trouve, tout de suite,

nj= 1 -f-o= 6, nombre parfait, n = 30 donne les résultats

suivants :

w, = I -4-2-+-3+5-+-6h-10h-1S = 42,

rij = 1 -4- 2 -+- -+- 6 H- 7 -4- 14 -+- 21 = d4,

W3= I -4- 2 -+- 3 -+- 6 -f- 1) -t- 48 H- 27 = 66,

n, = 1 -t- 2 -+- 3 -H 6 -+- 1 1 -+- 22 -+- 33 = 78,

;j5 = 1 + 2 -f- 3 -+- 6 -4- 43 -t- 26 -+- 39 = 90,

Wg = 1 + 2 -+- 3 -+- 5 -t- 6 + 9 -+- 10 -t- 1 5 -4- 1 8 -+- 30 -t- 45 = 4 44,

wv = l-t-2+ 3-t-4-+-6-+-8M-9-H42-+-î6-+-18-+-24+56+48-+-72= 259,

Wg = 1 -+- 7 -t- 37 = 45,

yjj=4-4-5-+-5-»-9-+-45 = 33,

Wjo= 1-1-3-4-11 = 47,

Wn== 1.

{*) Mathesis, déc. 1887.

(**) Un nombre parfait p est celui qui est égal à la somme de ses divi-

seurs, abstraction faite de p.
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€€X€V. — Quelques formules elliptiques.

{Février 1887.)

I. Le Mémoire intitulé : Notes sur la théorie des fractions

continues... contient les égalités suivantes :

7— 47* -4-97'— 16qf'« -+-... ç 4- 47* -4- 97' -+-•••
)

4 — !27-+-27^— 27' + -.-
'^

i -+- 27-+- 27* -+-... ! (1)

= 27(i -^7' -4-
7*

-4-
7*' -+-•-)'(*),

j

^_47*-t.97''-..-= l(^j'0"(O)n, (2)

^ + 47* -4- 97'-4-.==- i Q'q"(") C), (3)

/2A;'

0"(o)=[co-E.(ft)]Y/-n, (4)

0» = [„/c-_E,(/i)]\/-n. (5)

Il résulte, des quatre dernières :

7-47*-4-97'-167" + ... = ^[a,-E.]\/^, (6)

7-4. 47^-4-97^-4- l67'«-4--.= ^[E, — «r]\/—

•

7T V StT
(7)

II. Dans l'égalité (1), chassons les dénominateurs. Elle

devient

(7 — 47* -4- 97' — I67"' -4-.--) (1 -4- 27 -+- 27* + 27^ -4--)
)

-t- (7-4- 47* -4- 97' -H 167"-4---)(l— 27-4-27*— 27'' -4- ..) ((8)

= 27(1-4-7' -4-7'' -4-7'^ -4--)*(l-t- 27-+- 27'-4-...)(l—27-4-27* ).)

On sait que

(l-4-7'-4-7«-t-7*'-4-.-)(l -4-27-4-27*-4-...)(l —27-4-27*
)

= (1 — 7* - 7* -4- 7*" -4- 7" Y (***).

{*) Page 55.

(**) Page 57.

(*'*) Recherches sur quelques produits indéfinis, pp. 106 et lOT.

16
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Donc, si l'on fait

le second membre de l'équation (8) prendra la forme SgP^.

III. D'après deux autres relations connues,

P^(1 —(f — q^^q^o+q^^
)^ (*), (IQ)

Ainsi, dans le second membre de cette même équation (8), le

multiplicateur de 2ç est : \° un cube; 2° une sixième puissance;

3" un carré.

IV. Par les formules (6), (7), jointes à celles-ci ;

1 -+- 2ç-i- 2^'-^- 27' -t--=\ /—(**), (11)

j _ 27 -f- 27*— 2(/« -+-••• = \/ (**), (12)

le premier membre de l'équation (8) a pour valeur :

ou

(ï)'/,VK

Conséquemment

P =^ 2 'q '- k'k''
; (1 5)

comme on le vérifie au moyen des relations (9) ou ( 1 0).

V. L'équation (8) peut être écrite ainsi :

q^9q'-^'2bq''-hA9q'''^--

^ (ç— 47*-4 9^''—169'«+25g2» ){q-^q'+(f-* r/'«+r/^+ -

— {q+Aq'+ dq'-^\eq''+-<ÎL^''+ -){q-q'-^(l''-q''-*
q"'—

= qV\

(') Rcdierches. ., p. 8.

(**j Ilnd., p. 2.

;'5)
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Posons, pour abréger :

49*-+- 169*'^-+- 067'''+ 649"-+- ..-^A',

9 -+- 9" H- q^^-i- 9"-f- ••• = B,

q— r/-t- 9^^"— 9"-+-... = B'.

Le premier membre de l'égalité (15) devient

A + (A — A') (B + B')— (A H- A') (B— B') = A -<- i2(AB' — BA').

Ainsi

A -+- 2(AB'— BA') = 9P^

Chaque terme de AB' a la forme x-q'^^^'-''; (x imp., y pair)

chaque terme de BA' a la forme y'^q''''^^\

Conséquemment, notre égalité (13) se réduit à

^x'q'' -\- â^fx' — /)9"'+*°- = qV\ (14)

D'après celle-ci : dans le développement de qP^, chaque

exposant est, ou un carré, ou la somme de deux carrés (*).

(*) Cette propriété, évidente à l'inspection de l'égalité (13), résulte aussi

de la formule

qP^= q{i — 3g* -+- liq'^ ~ 7q^*-^Qq*° )^ (H)

En effet, dans la parenthèse, chaque exposant a la forme 2n(n-^i).

Donc, tout terme du premier membre contient une puissance de q marquée

par
2ïi(n -^ 1) + 2n'{n' -+- 1) -h 1.

Or, si l'on multiplie et qu'on divise par 2, ce trinôme devient

- [(2n + 1)^-4- (2n' + 1 )'] = - [(x + yY -t- (a; - y)'] = x' + y\

Notons, en passant, que : le quadruple de la somme de deux îiombrcs trian-

gulaires^ augmenté de i, égale une somme de deux carrés (ou égale un carré).

Par exemple,

/5.6 9.10\
4(—;^H-—^1-+-1 =241 =10' -t-il-
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VI. La combinaison des égalités (14), (H) donne celle-ci

q{\ — Zq' -t- bq''— 7q^' -t- 9q'' f

=y^xY + 22(x^ - f)q''^y' ^'^xY + 22A„7"
;

pourvu que
w = a;'-t-î/^ (16)

A„ = 2(^^-2/^)(*). (17)

Soit, par exemple,

« = 85 = 9^-4-2^ = 7^ + 6';

puis

Ags =81 + 49 — 4 — 36 = 90.

En effet, dans le carré de

1 — 57* + Hq'^— lq^' -4-9</*»— ll9«»-t- 15«/" ,

le coefficient de q^^ est

2(1 .13 + 7.11)=2.90(**),

VII. Développement de P. — Nous avons trouvé

V = {l—q'— q^ + q'<^^q^« )^ (10)

Donc, si nous faisons

a'=2'(— ^)'9"''^'

= \—q^-^qi^qio ^ q^^— q^^^ q^o _^ ç«+ ^52 __ ^70 _ ^so

la série P se déduira, de «'^ par le changement de q en g^.

(18)

(*) La dernière formule résulte, immédiatement, de l'égalité (H); mais

la démonstration est moins claire que celle qui vient d'être exposéie. De plus,

si k est le nombre des solutions de l'équation (i6), la valeur de A„ peut être

remplacée par l'une ou l'autre de ces deux-ci :

A„ = 22a;' — kn, A„ = kn — 'Hif,

peut-être plus commodes que la première, dans la plupart des cas.

(") Faisons encore observer que :

81-4 = 7.11, 49 — 56 = 1.13.

(*") Rcclierches...f p. 17.
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Or,

a'2= 1 — 29'— 9* -4- 29" -»- 9» -+- ^ç'»— 29*'— S*/'"— 2^'* + 9'-"

-\- Iq"^-^ 3<y'^—29'°+2g''— 29''— 27'"— 29^«— 9^^-4-27'''

-t- 27»'— 29'° + 29"'-+- 9''° -+- 29"^ -t- 29""— 29«»— 2r/'"-+-29''

— 29''— 49'"+ q^- 29''-+- 29"'^ + 29'"" -+- 29*»''-+- 9*^*— 29'""

-t- 29"°-+- 29''^— 29"''— 29'^^— 29"'' -+- 29*-^— 49''"^— 29'^*

^UO^ 29""^ H- 29""— 29'^'*-+- 29'^'' H- 49'^^ -4- 9"''" -4- 29""^

_2ç'08 ^ 29'™— 29'"-4-29*^''— 29'^-— 29'*°— 29'**^— 29*'"

+ 29^°"-+-... (*);

donc

P = 1 _ 29*— 9» -4- 29" -4- 9" -4- 29''° — 29'*
; (20)

et, d'après ce que l'on a vu ci-dessus (III) :

(i — 29* — 9« + 29'' + 9'" H- 29'»— 29'" /
)

= (1 — 59* -+- 59'^— 79^* -+- 99*° f (21)

= (1 __ ci _ 98 -t-
9''" + 9''^« )«(**).

)

VIII. Loi des coefficients. — Soient, dans l'égalité (19) ;

«" = 2^ Kr% (22)

2w = (5f zpl)-t- [ùl" =p /')• (25)

On a

(_ d)Y''+' X (— ijY'''"*"' = (— 'i)'+''9"'.

Donc, si / et /' sont inégaux,

L«=2(-l)'""'' (24)

le signe ^ s'élendanl à toutes les solutions, entières et positives,

de l'équation (23).

(*) Recherches..., p. 41. Ce développement a été obtenu de deux manières

différentes : il y a donc lieu de le croire exact.

(*') Cette double égalité devient évidente si l'on fait attention que la for-

mule connue :

a' = (i - q^) (1 - 5«) (1 - 9") (1 - 5") "•

,

donne

p = [{l_gi){l_gS)(l_5i3)(l-0-.]'-
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Mais, si /' = /, ou

on doit prendre

pourvu que, dans cette nouvelle formule, / et /' soient supposés

inégaux (*).

Soit, par exemple,

n = 5.S* — 5=70.

L'équation (23) devient

\w={ùi'z^i) +{5r=F/').

Celle-ci est vérifiée par

/==/' = 5; / = o, /' = 7; 1^7, /' = 0.

Donc le coefficient de ç**^ doit être

i -+-2(— 1)' = — 1;

ce qui est exact. ^

IX. Suite. — L'équation (25) peut être remplacée par

24n -H 2 = (6/ =F 1 )' + (6/' rp 1 f (**). (25)

Ainsi, sauf le cas où «==3).^ q= \ L„ égale l'excès du nombre

des solutions de l'équation (25), dans lesquelles 1 et 1' sont de

même parité, sur le nombre des solutions dans lesquelles ces

nombres sont de parités contraires (***). Mais cet énoncé peut

être simplifié, au moyen des remarques suivantes :

1° On peut substituer, au second membre de l'équation,

(6x -+- if + {Gy -t- 4)*,

X el y étanl positifs ou négatifs;

(*) Recherches..., p. 59.

(**) Jbid., p. -il.

(***) Loc. cit.
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2° Il est visible (et connu) (*) que

(6x -+- \f -4- (6î/ -+- 1 )^= 2 [iôx -+- 3î/ -+- If H- (3,r — ôijf]

Donc réqualion (23) devient

1 2w -+- ! = (5x -4- 3y -+- 1 )* -t- (ôx -+- oyY,

ou, finalement,

12/i -1- 1 =(3w -4- 4)' -H(3vf;

M, V étant des quantités entières, positives ou négatives (**).

Par conséquent : ^ L„ é^/rt/e l'excès du nombre des valeurs

paires, sur le nombre des valeurs impaires, de v.

X. Remarque. — Ce nouvel énoncé suppose que 12n-f- 1

n'est pas un carré parfait (***). Lorsque 12n -+- 1 a la foime P,

la valeur de L„, déduite de la règle (23), doit être augmentée

d'une unité.

XF. Autre remarque. — Si i2n + \ est un nombre premier,

comme il a la forme 4;jt. + 1, il est décomposable, d'une seule

manière, en une somme de deux carrés : l'un est Çôu h- 1)^;

l'autre, Ç5vy. On est donc conduit à ce petit théorème d'Arith-

métique, à peu près évident :

Tout nombre premier, de la forme 12p. -i- 1, csf la somme des

carrés d'un multiple de 3, et d'un multiple de 3 augmenté ou

diminué de I (").

(*) Voir, par exemple, le Mémoire de M. Gcnocchi [Noxivelles Annales,

t. XIII).

('*) De
X -\-

IJ =: U
,

X — y — V
,

on conclut que :

Si H et V sont pairs, x et y sont de même parité;

Si u et V sont impairs, x ci y sont de parités contraires ;

etc.

(*'") C'est le cas d'exception signalé plus haut.

[") Dans le cas considéré, L„= ± 2, selon que v est pair ou impair.
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CCXCTI (*). — Sur le Problème de Pétersboars (**).

{Décembre 1877.)

I. « Pierre, se proposant de jeter en l'air une pièce de mon-

naie, promet de donner à Paul \ ducat si, dès le \ " coup, cette

pièce étant tombée, montre la face; 2, si cela n'arrive qu'au

2^ coup; 4, si ce n'est qu'au 5% et ainsi de suite, en doublant

à chaque coup. On demande le sort de Paul. »

Les probabilités de l'arrivée de face, au 1" coup, au 2% ...,

au w'*'"% sont

2 \2y
'

\2/
' '*' \2

Les gains correspondants sont

1, 2, 4, ..., 2"-' ducats.

Par conséquent, le sort de Paul (ou son espérance mathéma-

tique), est

« Or (dit Lacroix), puisqu'il n'est pas impossible que face

» n'arrive qu'après un nombre de coups plus grand que tel

» nombre qu'il plaira d'assigner, ne s'ensuil-il pas qu'avant

» de commencer le jeu, il faut supposer ce nombre infini?

» La mise de Paul doit donc être infinie ; mais quel homme

» sensé voudra risquer à ce jeu, non pas une somme infinie,

» ce qui est absurde, mais même une somme tant soit peu forte?

» Voilà le paradoxe que les géomètres ont cherché à expliquer. »

On n'a peut-être pas fait attention à ceci : Pierre, qui promet

à Paul de lui donner l^ 2^ 4^ 8^ ..., doit commencer par établir

(*) Extraite d'un Traité inédit.

(**) Proposé à Montmort, par Nicolas BernouUi {Mémoires de S'-Pélers-

bourg, vers 1720; Analyse des jeux de hasard).
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qu'il est en état de payer. Si Pierre disait ; « Voilà une somme
» de 1024 francs, sur laquelle vous prélèverez 1^, 2*^, i^, 8', ...,

» si /ace arrive au 1 "coup, au 2'""% au 5"°"% ... Si, au H'*'°*coup,

» je n'ai pas amené face, la partie sera nulle, et nous retirerons

» nos mises )>; il n'y aurait plus de paradoxe : l'enjeu de Paul

devrait être i^^ (*).

II. Variante. — Pierre promet, à Paul, de lui donner l^

2S 3^ ..., n% si FACE arrive au 1" coup, au 2"™% ..., au n'""\

Quelle est l'espérance mathématique de Paul?

'1 /1\* l\Y fi\" \ n
E=iX--t-2X - -4-5 X - -<-•••+ wx - =2

2 \2/ \2/ \2/ 2"-* 2"

Cette quantité K tend, très rapidement, vers 2. D'ailleurs,

la probabilité que Paul gagnera (la partie s arrêtant, au plus tard,

au n""^ coup) est

1 \
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CCX.CVII. — Sur un cas particulier de la formule

du binôme.

(Août 1888) (*).

I, Soit, en général,

S„ = 9(jo) = I -+- C^x -f- C^,+i,îX- -+- •• -4- Cp+„_^,„_ix"-*, (1)

la somme des n premiers termes du développement de (1— xy,
p étant un nombre entier. La multiplication par 1 — x donne,

au moyen d'une propriété bien connue (**),

(1 — x)cp(p) = cp(p — 1) — C^+„_2,„_,x"
; (2)

puis, par le changement àe p en p — 1 , p— 2, ... 3, 2 :

(1 — x)cp(p — 4 )
= cp(p — 2) — Cp+„_5, „_.,x",

(1 — x)cp(p — 2) = cp(p — 5) — C^+„_i,„_iX",

Mais

(l— x)9(2) =9(1) — C„,„_,x".

I — X"
(p( I )

:= i -+- X +- X'^ -*-

donc, par une élimination facile

1 — X

(4-x)''-'S„+ [C„,„_,+ C„^,,„_,(l—x)-H-. + C„^, ..«..(l-x^-^Jx"^

\ — x" MA)

\ — X
)

Cette relation, que nous croyons nouvelle, ramène le calcul

de S„, à celui d'un polynôme composé de p — i termes : si n

est beaucoup plus grand quep, le second calcul sera bien plus

simple que le premier.

(*) Addition à la Note CCXCVI.
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Soit, par exemple, p= 3, n= 100. On aura

1 X*"" r -1

(1 — xY Sioo= —100+ 5 050(1 —x)+171 700(1—xy^x'^^
1 — X

II. Remarque. — L'équation

f^ - [C„,„-,H-C„+,,„_,(1—x)-H-.--.-C„+,_,,„_,(l—x)''-*]x"= (3)
1 —X -

a p— 1 racines égales à 1.

III. La relation (A) peut être mise sous une forme plus

simple.

On a

S„=(l —x)-"— R„,

R„ étant le reste. Donc, en supprimant, dans les deux mem-
bres, :p^ :

{l-x)''R„=[C„_,,„_,+C.,„_,(i-x)+...+C,,+„_,,„_,(l-x)''-*]x"n. (B)

IV. Remarque. — Le reste R„ est le produit de la fonction

proposée, (1 — x)~^, par un polynôme entier.

y. A utre remarque. — On a

donc la relation (B) peut être écrite ainsi :

(1 — x)''[Cp+„_,,p_i -t- Cp+„,p_ix -\- Cp^.„^.,,p_|X^ -*-••]
I

= €„_,.„., +C„,„_,(l-x)-H... + Cp,.,.2,„-,(l-a:)''-'n.j ^
^

(*) Si l'on observe que, pour p = 1

,

R„ = X" -f- a;"'-' H =
1 —X

on peut démontrer, directement, l'égalité (B).

(**) Cette égalité (C) rappelle, jusqu'à un certain point, la formule (6)

de la Note LV (t. I, p. 218).
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Par exemple, comme il est facile de le vérifier :

(1 — x)'[lS -+- 21x -+- 28x' -H 36x' -\- 45x* -+- •••]

= l-t-4(1 — x)-t- 10(1— x)l

VI. Séries logarithmiques. — Pour abréger, représentons par

Ao + AjX +- AjX^ -t- •••,

la série contenue dans le premier membre de (C), et par

Bo -H B,(1 — x) H- 8^(1 — x)' + - -f- B,.,('l — x)"-*,

le second membre.

Nous aurons

Ao -+- AiX + Ajx'^ -+- AjX^ -+-••

= Bo(l — x)-'' 4- B,(l — x)-''+' -+-... -t- Bp_2(l — x)-' -*-

* puis, par intégration,

Bp-i

!— X

\ \

AoX -H - AiX^ -+- -AjX^ -+-...=
2 5 p — ^ Le

—

^T J

p_2L(i-xr^ J 1 [1-^ J

ou

B,_.4^(l-X):

1 1—X

p—

1

(1—x)"-* J /J—

2

(l-x)"-'

—

1

1,1.1^
AnX H A,X H AaX"' H AiX* -+-

2 5 4

(D)

Voici donc une infinité d'infinités (*) de développements du

logarithme népérien de (1 — x).

Vil. Application. — Soient n= 1, jo= 2, auquel cas :

Ao = 2, A, = 5, Ai = 4, A3==5, At^fi, ...; Bo = Bi = l.

(') Les coefficients A^, A,, ..., B^, Bj, ... sont fonctions de n et de p.
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La relation (D) se réduit à

P(1 — x) = - 2x -4- -X* -^ -x' + -X* -+ -X* -+- •••
; (3)^

' i —X L ^ 3 4- 5 J'
^

'^

ce qui ne diffère, qu'en apparence, de la formule connue (*).

€€X€VIII. — E^^traits d'une lettre à il. Hermite.

(16 mai 1880.)

... Je suis prédestiné, semble-l-il, à découvrir des théorèmes

connus. Sans la chercher, je viens de trouver une démonstration,

simple, du beau théorème que vous avez donné dans le Journal

de Borchart :

p étant un nombre premier, impair.

(Vous vous rappelez, peut-être, que je n'ai pas saisi votre

démonstration ; mais peu importe).

Depuis que j'ai démontré le théorème de Staudt, je m'évertue

à en tirer des conséquences : vous allez voir que votre théorème

en est une.

Du temps que..., j'ai donné celte relation :

2C,„+,, , B. + 2'C2„+,. , B, -+- ... -t- 2^'-*Q„+,, , B,„_, = n

[Comptes rendus, t. LIV). Etait-elle nouvelle? Peu importe encore.

Considérons, dans le premier membre, les Nombres de Ber-

(*) Le second membre égale

(1— 2)a;-+- [l — ^j a;'+
(
1 — -] a;' -f- (l— -) x'-h-,

ou
r a;* a;' x' "1

L 2 5 4 J
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noulli admettant la fraction - (Passez-moi cette locution abré-

vialive). Ce sont :

Ces quantités admettent, comme coefficients respectifs ;

^ '^2«+l,p-l> ^ ^2n+),2p-2i ^ '-'2n+l,3p-35 •••

Ainsi, dans le premier membre, la somme des fractions ayant

p pour dénominateur est

P P

N étant un nombre entier.

N N' N"
Le second membre est entier. Or, les fractions -, —, —,,...

ne peuvent se réduire entre elles; donc chacune est réductible

à un nombre entier. Autrement dit :

2''-'C,„+,,p_i + 2'^"'-"C,„+,,,p_, + 2^(''-*'C2„+,,3,_3-H - = JR,(p);

ou, en négligeant des multiples de p (d'après le théorème

de Fermât) :

Notez que c'est seulement après être arrivé à ce résultat, que

j'ai songé à votre théorème! ...
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CClkClX. — li^ur une application du tliéorènie

de Bayes, faite par Laplace (*).

{Août 1888.)

I. Dans son Mémoire, le jeune et savant Professeur à l'Ecole

Militaire (**), énonce ainsi le théorème, sans nommer Bayes :

Principe. — Si un événement peut être produit par un nom-

bre n de causes différentes, les probabilités de ces causes prises

de l'événement (sic) sont entre elles comme les probabilités de

l'événement prises de ces causes, et la probabilité de l'existence

de chacune d'elles est égale à la probabilité de l'événement prise de

cette cause, divisée par la somme de toutes les probabilités de l'évé-

nement prises de chacune de ces causes.

Il en fait l'application au problème suivant ;

Si une urne renferme une infinité de billets blancs et noirs (sic)

dans un rapport inconnu, et qiie l'on en tire p -+- q billets dont p

soient blancs et q soient noirs ; on demande la probabilité qu'en

tirant un nouveau billet de cette urne, il sera blanc.

Au moyen d'une méthode bien connue aujourd'hui, l'illustre

Auteur trouve que « la probabilité entière de tirer un billet blanc

de l'urne » est

E=—^
(1)

p -{- q -\- 2

Ici, les réflexions et les questions se présentent en foule.

Comment Laplace n'a-t-il pas été frappé de la simplicité de

ce résultat? Comment ne s'est-il pas aperçu que son calcul, fort

simple dans le cas d'une infinité de billets, deviendrait prolixe et

(*) Mémoh'es de l'Académie des Sciences — Savants étrangers, illâ.

{*') En 1774, Laplace, qui avait vingt-cinq ans, signait : de la Place.
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fastidieux si l'on supposait le nombre des billets égal à dix mille,

par exemple? Comment ne s'est-il pas demandé si la formule (1)

ne subsisterait pas dans le cas d'un nombre quelconque de billets,

supérieur à p -hq'^ etc., etc. (*).

II. Quoi qu'il en soit, nous rappellerons, ici, la solution du

problème général suivant :

Une urne A contenait, primitivement, s boules. On en a tiré,

au hasard, m boules blanches, m' boules non blanches. Quelle est

la probabilité d'extraire, de l'urne modifiée, une nouvelle boule

blanche O^

Après la sortie des m+w' boules, l'urne renferme s— m— m'

boules, de diverses couleurs, en proportion inconnue. L'événe-

ment attendu est la sortie d'une boule blanche, de l'urne modifiée.

La probabilité P, de cet événement, ne sera pas altérée, si les

causes dont il dépend stibissent des modifications inconnues (***).

Nous pouvons donc mettre à part, sans les regarder, 1 boule,

2 boules, 5 boules, ..., et même (s—m—m'— 1) boules : P n'aura

pas changé.

Mais alors l'urne A est remplacée par une urne auxiliaire ou

fictive B, contenant, primitivement, m-hm'-hl boules, et d'où,

il est sorti m boules blanches, m' boules non blanches.

(*) On pourrait faire, aussi, beaucoup de remarques sur la rédaction.

Le futur admirable écrivain s'énonce ainsi : « la probabilité de tirer un billet

blanc de l'urne en vertu du rapport x. » — « Si l'on intègre

1—'—^sl U+^^zl dz*
p J \ p

comme si l'on intégrait une intégrale! Etc., etc.

(**) Problèmes et théorèmes de Probabilités; Mémoires de l'Académie de

Belgique, 1884, p. 7.

(**') Journal de Liouville, t. VI (1841), p. 78; Un nouveau Principe de

probabilités; etc.
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On ne peut faire, sur la composition de B, que t/ewac hypothèses;

m blanches,

m'-\- I non blanches;

m -t- 1 blanches,

m' non blanches.

Les probabih'tés de ces hypothèses sont proportionnelles aux

nombres
w(m — I) ... 1 . (m' H- 1) m' .. 2,

(>» -4- i)ni ... 2 m'(»i'— 1) ... 1;

ou, plus simplement, proportionnelles à

m' -+- I , î>j -+- 1

.

Ainsi, ra-j, ^2 étant ces probabilités :

?»'-+- 1 m -+- 1

m H- )»'-+- 2 «i -H m'-+- 2

Mais, évidemment : la première hypothèse est incompatible avec

l'événement attendu; la seconde le rend nécessaire.

En conséquence, la probabilité cherchée, P, est égale à la pro-

babilité CT, de cette seconde hypothèse. Autrement dit :

m -+- 1

P =
; (2)

et ce résultat s'accorde avec la formule (1).

III. Remarque. — Si Ton a tiré, de l'urne A, m boules

blanches, m' boules noires, m" boules rouges, etc.; les proba-

bilités d'extraire, à un nouveau tirage, une boule blanche,

ou une boule noire, ou une boule rouge, etc, sont :

m +- i m'-+- I

m +- m'-+- m" -i- ••• +- k m + ?«'-+- m'

m' -t- \

m + m'-t- m"-+- • -\- k

k étant le nombre des couleurs (*).

(*) Ce mot est pris dans son acception usuelle.

17
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IV. Dans son Mémoire, Laplace donne une démonstration

du théorème de Jacques Bernoulli, absolument inacceptable.

Du reste, les diverses démonstrations de ce beau théorème, que

je connais, pèchent toutes en quelque point : sauf, peut-être,

celle que m'a communiquée, autrefois, M. Mangon, Lieutenant

d'Artillerie. Malheureusement, elle n'a pas été imprimée.

P. S. Une discontinuité. — Soit une urne A, contenant b boules

blanches et n boules noires. On les répartit, sans les voir ni les

toucher, entre k urnes auxiliaires, B, C, D, ... H. Cela posé, la

probabilité d'extraire une boule blanche, soit de B, soit de C, etc.,

égale g-rr^, excepté si k surpasse b-i-n.

Spa, 30 août 1888.

Fin des Mélanges mathématiques.

I

î



ERRATA.

Tome I, page 2o4, au lieu de Alesséides, lisez Élassoides.

Tome III, page 64, ligne première, au lieu de —— , lisez-

sin QTT sic pT
— — 161, ligne pénultième, au lieu de vien, lisez vient.

— — 212, Ajoutez ceci :

Autre addition. — (Juillet 1888.)

VII. Le produit {a^-+-b^)(a'*+ b'^)(a"-'-i-b"^) ... est, généralement, la somme

de quatre carrés (*).

VIII. Si un nombre impair, N, est la somme de deux carrés, chacun des

nombres N', N^, ... est la somme de quatre carrés.

{') Il peut y avoir exception, si a = b, ou si a'=b', etc.
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COLEOPTERES DE LA PROVINCE DE LIÈGE.

CENTURIE IV (')•

FAMILLE DES DYTISCIDES {suite).

\. Colymbeles fusais, L. (striatus, Aube). — Taille d'environ

18 millimètres. Ovale allongé, quelque peu rétréci en arriére.

Tête noirâtre, avec le labre, l'épistome et deux petites taches

vagues au devant du vertex, rougeàtres. Corselet brun, avec

les bords latéraux largement testacés, couvert de très petites

strioles irrégulières. Elytres à fond testacé disparaissant, sauf

sur les bords latéraux et dans le fond des stries, sous une

couche de couleur brun-olivâtre; elles sont aussi complète-

ment couvertes de petites stries transversales très rapprochées

et anastomosées; sur chaque élytre, trois séries longitudinales

de points enfoncés; épipleures testacées. Dessous noir, avec

le bord des segments abdominaux brun-rougeâtre, ainsi que

les hanches postérieures et toutes les pattes. Antennes et palpes

testacés. — RD : Angleur, Fetinne, Cheratte. RG : Liège,

Herstal, Saint-Nicolas, Jemeppe, Statte.

2. Dytiscus punctulatus, Fabr. — Taille d'environ 30 milli-

mètres. Noir brillant en dessus et en dessous, avec le labre,

l'épistome, une bordure latérale au corselet et une autre aux

élytres, d'un testacé rougeàtre. Saillies coxales du métasternum

arrondies au bout. Élytres du mâle ayant chacune trois lignes

(•) Présenté dans la séance du 22 novembre 1887.
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de points ; celles de la femelle profondément creusées de dix

sillons dépassant le milieu de chaque élytre. Pattes noirâtres

plus ou moins tachées de brun-rougeàtre. — RD : TilfF,

Beaufays, Verviers. RG : Liège, Loën.

5. D. marginalis, L. — Taille variant entre 50 et 55 milli-

mètres. Ovale un peu élargi en arrière, un peu busqué en

avant. Noir-verdàtre ou noir-brunàlre, avec le labre, Tépi-

stome, une tache en V sur le front, les antennes et palpes,

tout le pourtour du corselet, une bordure latérale aux élytres,

avec une petite ligne oblique avant le sommet, testacé- clair,

de même que le dessous du corps et les pattes. Saillies coxales

du métasternum en lancettes un peu courtes, mais pointues.

Élytres du mâle avec trois lignes de points ; celles de la femelle

avec dix forts sillons, dépassant un peu le milieu de chaque

élytre. Une forme aberrante de femelles (conformis, Kunze)

n'a pas ces sillons et ne se distingue des mâles que par l'ab-

sence de la dilatation des trois premiers articles des tarses

antérieurs. — Commun. RD : Angleur, Colonster, Gomzé.

RG : Herslal, Rocour, Waremnie.

4. D. circumdnctus, Ahrens. — xMème taille, même forme.

Dessus du corps brun-chocolat, avec les mêmes bordures

testacé-rougeâtre au corselet et aux élytres. Une bordure rou-

geâtre autour de l'œil. Dessous et pattes rougeàtres. Saillies

coxales plus allongées et plus aiguës. Les femelles ont, comme

les mâles, trois lignes de points sur chaque élytre. Une seconde

forme de femelles (var. dubhis), extrêmement rare, a les

élytres sillonnées comme l'espèce précédente. — Très rare.

RD : Grivegnée (M. Miedel).

t). D. circumflexus, Fabr. — Taille dépassant peu 50 milli-

mètres. Noir-verdâtre ou olivâtre assez brillant en dessus,

avec le labre, l'épistome, une tache frontale en V, tout le

pourtour du corselet, une bordure latérale et une bande

oblique vers le sommet de l'élytre, testacés. Paties et dessous
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du corps également testacés, avec la base des segments abdo-

minaux brun-foncé. Saillies coxales très acuminées. Les deux

sexes ont les élylres lisses, avec trois séries de points; mais

il existe une variété femelle (perplexus), ayant les élytres sil-

lonnées, comme les femelles normales du marginalis. — Rare.

RD : Liège, Les Aguesses (M. Miedel).

6. Hydaticus transversalis, Pontoppid. — Taille de 13 milli-

mètres. Ovale assez régulier. Noir en dessus et en dessous,

avec l'abdomen un peu brunâtre. Devant de la tèle, centre

(lu front et deux taches sur le vertex, testacés. Corselet avec

les bords latéraux testacés, reliés par une bande transversale

antérieure. Elytres ayant à la base une fascie transversale fer-

rugineuse et, sur le côté, une bande de même couleur, s'élar-

gissant et se décomposant en lanières en arrière; trois lignes

de petits points sur cliaque élytre. Pattes antérieures et

inlermédiaires testacées, les postérieures rembrunies. —
RD : Les Aguesses, Chaudfontaine.

7. H. grammicus, Germar. — Taille dienviron 10 millimètres.

En ovale régulier. Tète testacée, avec un bord postérieur noi-

râtre. Corselet teslacé, ainsi que tout le dessous et les pattes.

Elytres noirâtres, tachetées de lestacé vers la base et ayant

de plus chacune deux lignes discoïdales testacées, ainsi qu'une

bande latérale s'élargissant et se décomposant en lanières vers

le sommet. — Très rare. RD : Angleur (coll. Chapuis).

8. Acilius sulcatus, L. — Taille d'environ 18 millimètres.

Déprimé; ovale, avec la plus grande largeur un peu au delà

du milieu des élytres. Tète noire, avec le labre, l'épisfome,

deux taches juxia-oculaires, une tache frontale en V et deux

taches sur le vertex, parfois réunies, jaunâtres. Corselet ponc-

tué, noir, avec le pourtour jaune et une fascie transverse dis-

coïdale de la même couleur, ayant un prolongement en arrière

de chaque côlé, prolongement qui, chez les femelles, se change

en une dépression pleine de poils ferrugineux. Elytres du mâle
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jaunâtres, très ponctuées, parsemées d'une multitude de très

petits points noirs, se condensant souvent aux trois quarts

postérieurs en une sorte de fascie transverse ondulée. Élytres

de la femelle ayant chacune cinq côtes longitudinales bien

marquées, dont les intervalles sont remplis de longs poils

rougeàtres. Dessous du corps noir, à l'exception du prosternum

qui est jaune, ainsi que des taches latérales à chaque segment

de l'abdomen. Pattes testacées; une tache noire à la base des

cuisses postérieures. — Commun. RD : Angleur, Sartilman,

Beaufays, Poulseur, Jupille, Visé. RG : Herstal, Rocour,

Jemeppe.

9. Graphoderes cinereus, L. — Taille de 15 millimètres environ.

Ovale un peu bombé. Tête jaunâtre, avec la partie postérieure

noire, ainsi que le bord des yeux et deux taches frontales en

chevrons, parallèles l'une à l'autre. Corselet testacé, avec la

base assez largement noire, sauf près des angles et une assez

large tache en trapèze au milieu du bord antérieur; angles

postérieurs droits. Elytres brun-olivâtre, couvertes de très

petites taches rondes testacées; une ligne suturale et le bord

externe de la même couleur. Dessous et pattes d'un testacé

rougeâtre. — RD : Les Aguesses (M. Miedel).

10. Gr. zonatus, Hoppe. — Taille de 15 millimètres au plus.

Même forme, mais moins convexe. Même coloration. Au cor-

selet, les bandes noires transverses sont séparées du bord

par un filet de la couleur foncière teslacée, et les angles pos-

térieurs sont aigus et dirigés en arrière. Segments abdominaux

tachés de brunâtre sur les côtés. — Rare. RD : Les Aguesses

(M. Miedel).

11. Gr. bilineatus, de Geer. — Taille d'environ 15 millimètres.

Ovale un peu déprimé et un peu élargi en arrière. Même

coloration que le Gr. cinereus. Au front, une ou deux taches

noires en chevrons. Au corselet, les bandes noires sont plus

étendues, surtout l'antérieure. — RG : lie Monsin, à Herstal

(M. Miedel).
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12. Cybister Roeseli, Fabr. — Taille de 30 à 35 millimètres.

Déprimé, en ovale un peu rétréci sur les deux bouts et nota-

blement dilaté en arrière du milieu. Couleur vert-olivàtre ou

brun-chocolat luisant en dessus, testacé brillant en dessous;

labre, épistome, bordure latérale du corselet et des élytres,

testacés. Pattes testacées, avec les tarses rembrunis. Saillies

coxales du métasternum très courtes et fortement arrondies.

Élytres du mâle lisses, avec trois lignes de petits points sur

chacune ; celles de la femelle couvertes de petites strioles

anastomosées. — Rare. RD : Prés Saint-Denis (M. Miedel),

Les Aguesses (id.).

FAMILLE DES CARABIQUES (addition).

13. (Après C. catenulatus, Centurie I, n° 26.) — Carabus

catenatiis, Panzer. — Taille de 28 à 30 millimètres. Assez

large. D'un noir bleuâtre violacé (parfois virant au bronzé

verdâtre). Corselet subquadrangulaire, un peu rétréci en

arriére, sans être subcordiforme comme chez le C. catenulatus.

Côtés bien arrondis en avant, les angles antérieurs et posté-

rieurs également; ces derniers formant de courts lobes sail-

lants, dont la rentrée sur la base se fait à angle obtus.

Elytres assez convexes, nullement échancrées en arrière ; stries

ponctuées; interstries un peu relevés et légèrement crénelés

en arrière; trois séries de caténations sur chaque élytre. —
Cette espèce a pour patrie les parties méridionales de l'empire

d'Autriche. Cependant il y en a eu une capture en Belgique.

La collection de feu Chapuis renferme un exemplaire qui, au

témoignage formel de M. le D"" Candèze, a été pris vivant à

Jonckeu, près Verviers. C'est assurément une capture tout

accidentelle et que l'on peut conjecturer être le résultat d'une

introduction à l'état d'œuf, larve ou nymphe.
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FAMILLE DES HALIPLIDES {addition).

14. (Après Haliplus lineatocollis, Centurie III, n° 57.) —
Cnemidotus cœsiis, Duftschm. — Taille de 4 millimètres

environ. Testacé, avec la tête et le corselet plus jaunâtres et

une tache brune suturale au milieu des élytres. Corselet pré-

sentant en avant une ligne de points médiocres et, en arrière,

une dépression transversale, où s'étend une série de très gros

points à fond rembruni; de chaque côté, trois de ces gros

points sont disposés en triangle. Stries des élytres très forte-

ment ponctuées; leurs points antérieurs très gros et placés

dans une sorte de sillon transversal ; tous ces points plus

foncés que le fond de l'élytre ; entre la 2' et la 3^ strie, une

strie rudimentaire ne dépassant pas le quart de l'élytre. —
RD : Jupille (M. Séverin).

FAMILLE DES DYTISCIDES (addition).

15. (Après C.versicolor, Centurie III, n° 65.) — Cœlambusim-

pressopunctatus, SchaWer (picipes , Sturm, Aube, Kiesenw.).—
Taille de 5 millimètres. Oblong, assez convexe. Brun-noisette

clair et luisant, rembruni en dessous, sur le vertex, à la base

du corselet et en lignes longitudinales sur les élytres. Base du

corselet à ponctuation aciculée, assez dense, surtout au milieu.

Elytres grossièrement et densément ponctuées sur le disque,

ayant chacune une strie suturale et deux stries centrales assez

marquées et fortement ponctuées. Une variété femelle

(lineellus) a ces stries presque effacées, la ponctuation plus fine

et la teinte générale plus mate. — RD : Angleur (M. Miedel).

16. (Après D. lattis, Centurie III, n" 66.)— Deronectes duodecim-

pustulatus, Fabr. — Taille dépassant 5 millimètres; plus

allongé, avec les bords latéraux du corselet et des élytres

séparément arrondis et séparés par un angle curviligne ren-
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(rant. Brun de poix assez foncé, avec les pattes et les antennes

rougeâlres, ainsi que la tête, le corselet (sauf une bande

antérieure et une macule basilaire bilobée), et douze taches

éh'trales sur quatre rangées, deux discoïdales et deux contiguës

aux bords extérieurs. — RG : Herstal (M. Miedel).

17. (Après le précédent.) — D. depressiis Fabr. — Taille

d'environ 4 ^2 uiillimètres. Forme absolument semblable.

D'un testacé jaunâtre, avec le corselet bordé de noir en

avant et présentant snr la base une grande tache noire bilobée.

Suture des élytres noire. Sur chaque élytre, une giande tache

noire discoïdale, rattachée à l'angle suturai de la base par

un arc noir et envoyant vers la suture deux prolongements et

irois autres jusqu'auprès du bord externe, sans le toucher.

Ces taches sont parsemées de quelques linéoles testacées

et, chez une variété (elegans, Panzer), se résolvent en un

système de raies noires longitudinales. — RG : Herstal

(M. Miedel).

18. (Après B. halensis, Cenlurie III, n" 67.) — Hydroporus

lepidus, Olivier. — Taille d'environ o millimètres. Ovale tant

soit peu large, nolablement convexe. Noir, avec le bord du

corselet leslacé, ainsi que le fond des élyires, d'ailleurs large-

ment maculées de rîoir comme suit ; une tache anguleuse

vers l'épaule, touchant parfois la base; au miheu de celle-ci

une petite bande médiane, la suture tout entière, une vaste

lâche discoïdale commune, trilobée en avant sur chaque élyirc

et se réunissant plus ou moins en arrière, par l'élargissement

de la bande suturale, à une autre tache transversale, terminée

en losange, sur chaque élytre; après cette tache, la bande

suturale forme une sorte de trèfle sur le bout de l'élytre;

certe maculature varie en étendue et en intensité. Corselet et

élytres couverts d'une pubescence assez dense et très courte,

d'un flive doré. Epipleure tcsiacée, ainsi que les pattes, sauf

les tibias postérieurs et les six tarses, qui sont rembrunis. —
Rare. RG : Herstal (M. Miedel).
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19. (Après H. planus, Centurie III, n" 73.) — H. Gyllenhalli,

Schiôdie (piceus, Aube, Kiesenw.). — Taille de 3 ^2 milli-

mètres. Ovale un peu allongé, un peu acuminé en arrière.

Ponctuation forte sur les élytres, ainsi que sur la base et le

devant du corselet, affaiblie sur le disque de celui-ci. Brun-

marron, avec tout le devant de la tête, les côtés du corselet et

le bord externe des élytres, rougeâtres, ainsi que les pattes,

les antennes et les palpes. Dessous du corps noir, fortement

ponctué sur la poitrine, les hanches et le premier segment

abdominal, faiblement sur le reste de l'abdomen. — RD :

Beaufays (M. Miedel), Hockay (id.), Baraque-Michel (id.).

FAMILLE DES GYRINIDES.

20. Gyrinus minutus, Fabr. — Taille d'environ 4 millimètres;

la plus petite de nos espèces indigènes du genre. En dessus

d'un noir bleuâtre brillant, avec le bord externe des élytres et

du corselet métallique. Pattes, dessous du corps en entier

et épipleures d'un lestacé clair. Élytres assez fortement striées-

ponctuécs ; les siries finissant un peu avant le sommet, qui

présente une ellipse irrégulière de points et est tronqué un

peu obliquement. Ecusson se relevant au centre en une petite

carène longitudinale. — Rare. RG : Corphalie (M. Pfaff).

21. G. natator, L. — Taille assez variable, de k ^j^h 7 milli-

mètres. Noir, en général assez brillant et virant au bronzé vers

les bords des élytres. Dessous également noir, avec les pattes,

les épipleures, le segment anal et la poitrine, en tout ou en

partie, d'un testacé qui va du roux clair au brun rougeàtre

très foncé. Élytres à troncature arrondie, striées de séries de

points généralement assez petits et assez espacés, surtout sur

le disque. Le sommet de l'élytre, qui est plus ou moins

retroussé, porte une ellipse irrégulière de points, parfois très

forts, parfois très effacés chez les petits exemplaires (var.

Suffriani). Chez les plus grands exemplaires (var. colymbus).
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les inlerstries, sous un très fort grossissement, laissent faible-

ment percevoir un pointillé. — Très commun et très abon-

dant. RD : Kincampoix, Visé, Hervé, Theux, Grandry,

Stembert, Baraque-Michel. RG : Loën, Jemeppe, Statte.

22. G. marinus, Gyll. — Taille de 5 à 7 millimètres environ.

Ovale, avec les troncatures du bout des élytres arrondies.

IVoir, plus ou moins bronzé, plus ou moins bleuâtre, avec le

corselet, la suture et les bords extérieurs des élytres un peu

métallescents. Dessous et épipleures noir-bronzé. Faites tes-

tacées. Stries des élytres à points assez forts, assez serrés et

égaux; une strie elliptique ponctuée sur le bout un peu relevé

de chaque élytre. La variété dorsalis a les élytres d'une teinte

brun-rougeàlre. On a donné le nom d'opacus à de petits exem-

plaires où les stries, surtout sur le disque, sont plus finement

ponctuées. — Moins commun. RG : Loën.

25. Orectochilus vUlosus, Millier. — Taille de 5 à 6 millimètres.

Allongé et notablement convexe, presque gibbeux vers la base

des élytres, qui sont comprimées latéralement et terminées

chacune par une troncature un peu oblique et arrondie.

D'un brun assez foncé, médiocrement brillant; teslacé en des-

sous ; couvert d'une pubescence grise veloutée. Labre très

proéminent. Corselet beaucoup plus large que long. Ecusson

assez grand. — Rare. RD : Rivière de la Berwinne (D' Cha-

puis). RG : Herstal {id.), Statte (M. Cluysenaar).

FAMILLE DES LLCANIDES.

24. Lucanus cervvs, L. — Le plus grand de nos coléoptères

indigènes; le mâle atteint parfois une longueur de 5 '/a centi-

mètres sans les mandibules, et 7 '/g en y comprenant la gigan-

tesque fourche antérieure formée par elles chez les exem-

plaires bien développés; la femelle n'a généralement qu'une

taille de 4 à 4 '/a centimètres, qui est aussi celle des petits
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mâles à mandibules peu développées (var. capra, Oliv.).

Couleur noir de poix, avec les mandibules et les élytres

d'un brun de poix rougeàtre assez luisant. Tête forte, trans-

versalement qnadrangulairc, plus large que le corselet chez

les mâles au développement maximum , aussi large seule-

ment dans la variété capra. Les crêtes saillantes qui la

bordent sur les côtés et surtout aux extrémités de la base chez

les grands mâles, s'effacent graduellement chez ceux dont la

taille fait la transition à cette variété capra, où lesdites crêtes

n'existent pas. En avant, les mandibules forment une énorme

fourche dont les branches se courbent en s'inclinant et se

terminent par une bifurcation en rapprochant leurs bouts
;

une forte dent, précédée et suivie de quelques denticules, se

trouve aux deux tiers de chaque mandibule en dedans. Chez

les exemplaires de la variété capra, ces organes conservent la

même foririe, mais sont de proportions plus réduites. La

femelle a une tète plus étroite que le corselet, s'abaissant en

avant et latéralement, avec des angles antérieurs arrondis et

h's mandibules, assez fortes d'ailleurs, sont de forme normale,

courtes et dentées à leur bord interne et supérieur. Dans les

<icux sexes, la massue se compose de quatre feuillets. Corselet

rugueux, ayant les angles postérieurs remplacés par une large

ironcature. Elytres beaucoup plus finement granuleuses, avec

ie bord postérieur un peu déprimé au bout. Pattes longues et

fortes; une grande tache oblongue de poils d'un roux doré

à la base des cuisses antérieures. — RD : Cliénée, Ougrée,

Embourg, Chèvremon!, Beaufays, Tilff, Sart, Strée. RG : Liège,

Bois-l'Evêque, Val-Benoii, Jemeppe.

25. Dorcus parulklipipodus, L. — Long d'environ 20 milli-

mètres et large de 9 millimètres; forme assez cylindrique, un

peu déprimée. Entièrement d'un noir de poix. Mandibules assez

fortes chez le rnàle, moins fortes ehez la femelle, mais sail-

lantes dans les deux sexes et portant, aux deux tiers de leur

longueur, au côlé interne, une dent un peu redressée, Corselet

et élytres densément ponctués. La femelle a sur le front deux
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petits tubercules. — RD : Les Vennes, Wandre. RG : Saint-

Gilles, Bois-rÉvêque, Grâce-Berleur, Flémalle-Hauie, Her-

malle-sous-Argenteau, Glons.

26. Plati/cerus caraboïdes, L. — Taille d'environ 12 millimètres.

Coloralion variant du bien au violet et an vert bronzé métal-

lique. Antennes et pattes noires; celles-ci quelquefois rouges

(var. rufipes, plus fréquente chez les femelles). Tête petite, un

peu excavée en avant, fortement ponctuée; les mandibules un

peu plus développées chez le mâle que chez la femelle. Cor-

selet à côtés arrondis, densément, mais assez finement ponctué;

le bord antérieur à peu près aussi large que la base chez le

niàle, plus étroit chez la femelle ; les angles postérieurs droits

et même un peu saillants, surtout chez les mâles, Elytres

striées-ponciuées; interstries rugueux. — RD : Sartilman,

Tilff, Chaudfontaine, Neuville-en-Condroz, Verviers, Aubel,

Henri-Chapelle, Hestreux, Baraque-Michel.

27. Sinodcndron cylindricum, L. — Taille de 12 à 15 milli-

mètres. Noir assez brillant, avec les antennes et les tarses rou-

gcàlres. Forme cjlindrique. Tête petite et déprimée, surgissant

de dessous le corselet qui, chez le màie, est cylindrique, avec

une forte troncature antérieure, dont la partie supérieure,

largement échancrée, a encore au milieu de cette échancrure

un second sinus, d'où sort une étroite saillie horizontale; la

troncature est parsemée de gros points ombiliqués; le dessus

du corselet a un disque lisse, avec un pourtour offrant une

ponctuation forte, mais espacée. Chez la femelle, le corselet,

très rugueux, est fortement convexe et faiblement creusé de

deux fossettes en avant. Le mâle a le devant de la tète relevé

en une corne assez longue ; la femelle n'a qu'un petit tuber-

cule frontal. Elytres striées, mais les stries fort oblitérées par

la rugosité générale, qui est très forte et très grossière. —
RG : Chènéc, Embourg, Beaufays, Dalhem, Mouland, Trooz,

Thcux, Goé, Baraque-Michel, forêt d'Herlogenwald. RD :

Liège, Rocour, Loën.
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FAMILLE DES SCARABÉIDES.

Sous-famille 1 : LAPAROSTICTI.

28. Sisyplius Schàfferi, L. — Taille de 7 à 10 millimètres. Assez

globuleux, mais plus large au corselet et aux épaules qu'en

arrière, où les élytres se rétrécissent visiblement. Noir assez

mat. Tète granuleuse; chaperon sinué en avant. Corselet très

bombé, très densément ponctué. Elytres légèrement striées-

crénelées. Pattes antérieures assez courtes, à tibias portant vers

l'extrémité trois fortes dents externes. Les pattes intermédiaires

et postérieures, remarquablement longues el assez arquées,

chez les mâles surtout, servent à ces insectes à rouler les bou-

lettes de bouse de vache où ils renferment leurs œufs. —
Très rare. RG : Engis, Loën.

29. Cacrobius Schreberi, L. — Taille d'environ S millimètres.

Suborbiculaire et un peu déprimé sur les élytres. D'un noir

légèrement violacé, avec deux taches rougeâtres sur chaque

élytre, l'une vers le milieu de la base, l'autre au sommet.

Pattes rougeâtres. Chaperon retroussé et sinué en avant. Cor-

selet bombé, ayant en avant chez le mâle quatre petites bos-

settes; en dessous du corselet sont creusées des fossettes

recevant au repos les massues des antennes. Elytres striées-

crénelées; insterstries ponctués. — Rare. RD : Visé (M. le

D"^ Jacobs).

30. Copris lunaris, L.— Taille d'environ 20 millimètres. Large

el ventru. IVoir brillant, avec une pubescence rousse sous la

tète, sur la poitrine et un peu sur les cuisses antérieures. Tête

aplatie, en demi-lune fort large, avec une échancrure en

avant et des angles postérieurs pointus. Au centre se dresse,

chez le mâle, une corne pointue plus ou moins longue, sur la

naissance de laquelle sont deux petites dents postérieures;

chez la femelle, celte corne est remplacée par une saillie
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bifurquée. Chez le mâle, le corselet est rétiis en avant, avec

une dépression médiane verticale et, de chaque côté, une aile

ou protubérance anguleuse; caractères qui disparaissent chez

les màles peu développés, à corne céphalique rudimentaire

(var. corniculatus); chez la femelle, l'escarpement antérieur du

corselet est très peu marqué et présente trois faibles dépres-

sions. Stries des élytres fortes, mnis faiblement ponctuées;

interstrics très convexes. Pattes fortes et courtes. — RD : Re-

mouchamps (D"^ Candèze). RG : Lixhe.

31. Onthophagus laurus, L. — Taille de 7 à 10 millimètres. En

ovale court et très large, déprimé en dessus. Noir tant soit peu

verdàtre Dans la variété fuscipennis, les élytres sont brun-

noirâlre. Chaperon plat, avec un bord un peu retroussé, non

échancré en avant. Les mâles au maximum de développement

ont en arrière du front une arête de peu de hauteur, mais des

extrémités de laquelle naissent deux cornes longues, plates et

fortement recourbées; on a formé diverses variétés avec les

màles, où les cornes acquièrent moins de développement,

diminuent de courbure et finissent par se réduire à de

toutes petites saillies (variétés bos, bovillus, capra, caprelhis);

enfin il est des màles (var. femineus) où les derniers vestiges

de ces cornes disparaissent et qu'on ne distingue des femelles

que parce que celles-ci ont, outre la carène postérieure du

front, une autre carène sur la suture frontale. Le corselet est

fortement bombé, ayant chez les màles une dépression anté-

rieure et deux creux latéraux pour recevoir les cornes. Stries

des élytres fines et finement ponctuées. Interstries plans,

très finement pointillés. Tarses brunâtres.— RD : Huy,Ramet,

Tilff. RG : Jemeppe, Flémalle-Haute, Engis.

32. 0. vacca, L. — Taille de 7 à 12 millimètres. Largement

ovalaire. D'un vert noirâtre, plus clair et métallique sur le

corselet, avec les élytres testacées et semées d'une foule de taches

verdàtres ou noires (var. tnedhis) plus ou moins confluentes.

Épipleure entièrement testacée. Chaperon ogival chez le mâle,

semi-orbiculaire chez la femelle, à bord assez retroussé, sur-
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tout en avant chez le mâle. Celui-ci a la suture frontale faible-

ment saillante, mais le vertex prolongé en une lame qui, chez

les grands exemplaires, est quadrangulaire et surmontée d'une

corne plate redressée; chez les petits développements, il n'y a

qu'une lame plus ou moins triangulaire. La femelle a, sur la

suture frontale, une forte arête transversale curviligne et, en

avant du vertex, une saillie transversale dont les extrémités se

redressent en pointes ou petites cornes. Corselet fort convexe,

rétus en avant, avec trois enfoncements chez le mâle et seule-

ment deux chez la femelle, où Ton observe une saillie hori-

zontale médiane surplombant le milieu du vertex; ponctuation

dense, granuleuse; angles antérieurs un peu tombants, mais

sans que le bord latéral forme sinus en arrière de l'angle.

Stries des élytres faibles et très indistinctement ponctuées;

interstries plans, portant quelques granulations presque ali-

gnées. — RD : Ensival, RG : Gràce-Berleur, Engis, Loën,

Statte.

33. 0. cœnoblta, Herbst. — Taille de 7 à 9 millimètres. Large-

ment ovale, assez déprimé sur les élytres. Vert métallique

assez brillant, avec les élytres brun-noisette, semées d'un petit

nombre de petites taches brunes, non confluentes. Epipleure

entièrement testacée. Chaperon semi circulaire, un peu sail-

lant et retroussé en avant chez le mâle, où la suture frontale

est peu saillante et où le vertex se relève en une lame angu-

leuse sur les côtés et portant au milieu une corne plate un peu

redressée; chez la femelle, deux carènes, l'une à la suture

frontale, l'autre en arrière et sans corne médiane. Corselet con-

vexe, densément et granuleusement ponctué, rétus en avant,

avec une dépression médiane, surmontée chez la femelle d'une

saillie quelquefois bilobée; bord latéral un peu sinué en arrière

de l'angle antérieur. Élytres finement striées; ponctuation des

interstries fine. Chez les petits développements des mâles (var.

triciispis et cuspicUuscuhis), la corne du vertex s'obliière gra-

duellement. — RD : Angleur, Embourg, Ramet, Huy, Neu-

ville-sur-Meuse. RG : Val-Benoît, Sclcssin, Jemeppe, Glons.
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34. 0. frnctkornis, Preyssler. — Taille d'environ o à 9 milli-

nrjètres. Largen)ent ovalaire. Vert assez foncé ou bronzé, avec

des élytres lestacées, semées de taches d'un noir verdâtre

nombreuses et confluentes. Épipleure lestacée, rembrunie en

avant; le dessous noir-verdàire. Chaperon semi-circulaire, plus

avancé et tronqué chez les mâles, où la suture frontale est très

peu saillante et où le derrière de la tète porte une lame

inclinée, surmontée d'une petite corne |)lale redressée; de

nombreuses variétés (siibrecticornis , Irkuspidus, sublaminatus,

similis) ont été établies sur le plus ou moins grand développe-

ment de celte armature; la femelle a deux arêtes saillantes,

l'une postérieure, l'autre sur la suture frontale. Corselet con-

vexe, densément ponctué et pubescent, rétus en avant; les

angles antérieurs, en plongeant un peu, déterminent un sinus

à leur suite sur le bord latéral. Élytres à stries très fines et

à ponctuation des interstries fine e{, presque en séries. —
RD : Jupille, PoUeur, Hockay. RG : Engis, Loën.

35. 0. nncliicornis, L. — Taille d'environ 6 à 10 millimètres.

Noir, quelquefois avec un assez léger reflet bronzé : élytres

lestacées, parsemées de taches noires, mieux limitées que chez

0. fraciicornis et dont une, carrée, assez grande, occupe

toujours la base du S^ interslrie. Epipleure à partie antérieure

noire. Chaperon semi-orbiculaire, un peu tronqué en avant;

chez le mâle, la suture frontale est peu saillante et le vcrtex

se prolonge en une lame anguleuse, portant une petite corne

plate qui la continue au milieu ; on a considéré comme variétés

les développements moindres (var. Xiphias et triiiibetxulatiis);

la femelle a deux arêtes transversales saillantes, l'une en

arrière, l'autre sur la suture frontale même. Corselet très

convexe, très rétus, granuleux et pubescent, avec une protu-

bérance antérieure chez la femelle; l'angle antéiieur ne plon-

geant pas, le bord latéral n'est pas sinueux à la suite de cet

angle. Elytres à stries assez marquées ; les interstries avec des

points plus ou moins en séries. — RD : Grivegnée, Tihange.

RG : Liège.

3
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36. 0. lemur, Fabr. — Taille de 5 à 9 millimètres. Noir-ver-

dàtre, très pubescent; les élytres testacées, avec une bande

longitudinale verte sur la suture et une série de taches allon-

gées de la même couleur formant une série courbe en fer à

cheval, allant d'une épaule à l'autre en coupant la suture au

milieu. Le chaperon porte chez le mâle une seule arête trans-

versale élevée, placée en arrière du front ; chez la femelle

cette arête est moins élevée et doublée d'une seconde, sur la

suture frontale. Corselet bombé, rétus en avant et présentant

quatre bossettes à son point culminant dans les deux sexes; il

est fortement granuleux. Elytres à stries fines et à inlerslries

ponctués en séries. Il y a des variétés où les taches des élytres

s'agrandissent et se rejoignent, d'autres où elles tendent à

s'effacer. — Assez rare. RG : Chokier, Lixhe, Loën.

37. 0. ovatus, L. — Taille de 4 à 6 millimètres. Subglobuleux.

Noir, avec une courte pubescence d'un gris noii'àtre. Chaperon

semi-circulaire, relevé et assez fortement sinné en avant. Sur

le haut du front, une arête transversale assez élevée chez le

mâle, moins élevée chez la femelle, où elle se double d'une

seconde arête arquée, répondant à la suture frontale. Corselet

et élytres densément granuleux ; ces dernières finement striées.

— Commun. RD : Seraing, Ramet, environs de Visé, Tilff,

Méry, Esneux, Huy. RG : Gràce-Berleur, Jemeppe, Flémalle-

Haute, Engis, Glons, Lixhe, Loën.

38. 0. furcatus, Fabr. — Taille d'environ 5 millimètres. De

même forme (|ue VO. ovatus. Noir un peu métallique, avec des

élytres brun-noiràtre, portant au bout une rangée transverse de

taches rouges interstriales assez confluentes; une tache humé-

raie semblable, souvent effacée. Dans la variété rubellus, Muls*,

les élytres sont entièrement rougeàlres. Pubescence générale

courte, d'un gris un peu flave. Le mâle a le vertex relevé en

une carène dont le milieu saillant est flanqué de chaque côté

d'une petite corne cylindrique dressée. Chez la femelle, cette

armature est remplacée par une arête assez haute coupée
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carrément en dessus. Corselet très densément ponctué. Élylrcs

striées-crénelées, avec les intersiries marqués de granules en

séries plus ou moins régulières. — Très rare. RD. Bressoux

(M. Séverin).

59. Colobopterus erraliciis, L. — Taille de 6 à 9 millimètres.

Noir assez luisant, avec une pubescence flave en dessous; les

élytres d'un brun jaunâtre généralement assez clair, avec la

suture enfumée, parfois entièrement rembrunies. Ovale un peu

large; les élytres un peu déprimées et tronquées en arrière.

Tète et corselet densément ponctués. Élytres à stries fines et

finement ponctuées. Le mâle a la suture frontale plus marquée

et un tubercule à son milieu. — RD : Bressoux, Tilff*, Esneux,

Coo, Hockay, Huy, Ben-Ahin. RG : Herstal, Jemeppe,

Flémalle-Grande, Flémalle-Haule, Engis, Horion-Hozémont,

Fallais, Loën.

40. Coprinwrphus subterraneiis, L. — Taille de 6 à 7 milli-

mètres. Cylindrique, très peu déprimé en dessus. Noir de poix

assez brillant. Les exemplaires à élytres un peu rougeàtres

forment la variété fuscipennis. Chaperon semi-circulaire, un

peu sinué en avant, avec une saillie jugale en avant de l'œil.

Une ligne transversc frontale de trois tubercules, égaux chez

la femelle, tandis que, chez le mâle, le médian est plus déve-

loppé. Corselet parsemé de gros points ; une fossette sur le

devant de celui du mâle. Écusson enfoncé. Élytres à stries

profondes assez crénelées; les intersiries internes relevés en

côtes saillantes, dont chacune est accompagnée de deux lignes

élevées plus petites. — RD : Bressoux, Ramet, Huy, Tihange.

RG : Rocour, Glons.

41. Otophorus hœmoirhoïdalis, L. — Taille d'environ 4 à

S millimètres. Ovale un peu large et un peu court. Noir, avec

le bout des élytres largement rouge et souvent (var. sangiiino-

lentus) une petite tache humérale de la même couleur. La

tête et le corselet ponctués; ce dernier plus densément chez

la femelle. Chaperon semi-circulaire, très légèrement sinué en
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avant et les bords un peu relevés de chaque côté de Téchan-

crure. Joue formant devant l'œil une saillie bien anguleuse.

Suture frontale portant trois tubercules, le médian plus élevé

que les latéraux chez les mâles. Ecusson grand, atteignant

jusqu'au quart de la longueur de la suture. Elytros raccourcies

en arrière et laissant à découvert le bout du pygidium. Leurs

stries fortes, lisses en arrière, mais crénelées en avant par de

gros points allongés transversalement. — RD : Bressoux,

Ramet, Quarreux, Sart, Hockay, Baraque-Michel, Herlogen-

wald. RG : Engis.

42. Teiichestes fossor, L. — Taille d'environ iO à 12 millimètres,

parfois plus petit. Ovale, large, convexe. Noir brillant. Une

variété à élytres d'un rouge acajou a reçu le nom de sylvaticus.

Chaperon assez fortement sinué en avant, ayant sur la suture

frontale trois tubercules, dont le médian forme chez le mâle

une petite corne. Chez le mâle, le corselet est creusé en avant

d'une fossette et plus lisse sur le disque; chez la femelle, il est

sans fossette et uniformément ponctué. Ecusson atteignant le

quart de la longueur des élytres. Celles-ci finement striées-

poncluées ; interstries lisses. — RD ; Jupille, Droixhe,

Angleur, Ramet, Esneux, Slrivay, Fond de Forêt, Ilockay.

RG : Val-Benoit, Jemeppe, Engis, Hersial, Fallais, Statte.

4.3. Aphodms scybalarius, Fabr. — Taille d'environ 8 milli-

mètres. Oblong et assez cylindrique, nullement déprimé.

Tète, corselet et dessous du corps noirs; jamais de tache aux

angles antérieurs du corselet. Élytres d'un teslacé jaunâtre,

souvent (var. conflagratus) avec une grande tache discoïdale

mal limitée d'un brun sale, aussi ou plus souvent totalement

enfumées ou rembrunies (var. nigricans). Chaperon à peu

près en trapèze, à côtés faiblement arqués; la suture frontale a

trois tubercules, le médian plus fort chez les mâles. Corselet

rebordé en arrière, déprimé sensiblement en avant chez le

mâle; sa ponctuation forte, mais assez clairsemée, avec une

tache lisse sur les côtés. Élytres slriées-ponctuées. — RD :

Seraing. RG : Liège, Jemeppe.
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4-4. Â. fœtens, Fabr. — Taille d'environ 8 millimètres. Ovale

et large. Brillant; noir, avec les élyties rouge-cinabre, ainsi

que des taches aux angles antérieurs du corselet; pattes rou-

geàlres; abdomen jaune-rougeàtre. Suture frontale chargée de

trois tubercules, dont le médian fort prononcé chez le mâle, où

il est précédé d'une saillie arquée assez faible. Corselet rebordé

à la base; sa ponctuation clairsemée, avec un espace lisse près

des côtés. — RD : Ougrée, Lize, Colonster, Beaufays, Theux,

Surister, Hockay, Hertogenwald. RG : Jemeppe, Hollogne-

aux-Pierres.

4-5. A. fimelarius, L. — Taille d'environ 5 à 7 millimètres.

Ovale, convexe. Noir (tout l'abdomen compris), avec lesélytres

rouge-cinabre, ainsi que les angles antérieurs du corselet. La

variété autumnalis a été établie sur des individus immatures,

où les parties noires sont restées d'un brun rougeàtre. Chaperon

trapézoïdal un peu sinué en avant; suture frontale précédée

d'une saillie arquée, assez faible chez la femelle; la suture elle-

même porte trois tubercules, égaux chez la femelle, tandis

que, chez le mâle, le médian est plus prononcé. Coiselet à

ponctuation assez forte, mais éparse et laissant un espace lisse

sur chaque côté; celui du mâle est creusé en avant d'une

fossette. Elytres à stries assez fortement ponctuées. — Extrê-

mement commun et abondant. RD : Chênée, Beaufays, Tilff,

Méry, Strivay, Esiieux, Comblain-au-Pont, Aywaille, Martin-

rive, Coo, Hockay, Jupille, Huy, Tihange. RG : Liège, Val-

Benoît, Rocour, Herstal, Jemeppe, Flémalle-Haute, . Engis,

Lixhe, Loën, Glons.

4G. A. aler, de Geer {terreslris, Fabr.). — Taille d'environ 4 à

5 millimètres. Large, court et convexe. Noir mat. Chaperon

peu profondément, mais largement sinué en avant. Suture

frontale portant trois tubercules, dont le médian plus fort chez

les mâles ; en avant, dans les deux sexes, une arête assez longue

et faiblement arquée, plus forte chez les mâles. Corselet densé-

ment ponctué, surlout sur les côtés, sans espace lisse; un
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rebord à la base et sur les côtés. Ecusson triangulaire, grand

et à base fort large. Elytres assez fortement striées; les points

des stries faibles. Mésosternum en lame saillante. Les cou-

ronnes de poils des tibias postérieurs formées d'une seule espèce

de poils, courts; premier article des tarses postérieurs aussi

long que les (rois suivants ensemble. La variété terrenus a les

élytres d'un brun rouge luisant. — Rare. RD : Vaux-sous-

Clièvremont (M. Miedel). RG : Liège {id.).

47. A . pusillus ]A.e^vhsi. — Taille généralement comprise entre

3 et 4 millimètres. Brun de poix foncé, presque noir, sauf le

bout des élytres, qui est plus rougeàtre, ainsi que les angles

antérieurs du corselet; pattes d'un brun de poix assez foncé.

Chez la variété cœnosus, les parties latérales du corselet et les

élytres sont rougeàtres. Chaperon un peu sinué en avant, à

bord plutôt abaissé que relevé. Suture frontale faiblement

saillante, un peu plus accusée aux extrémités, mais sans tuber-

cule médian dans les deux sexes. Corselet assez densément

ponctué, ne présentant aucun espace lisse sur le milieu des

côtés, la base entièrement rebordée. Ecusson largement trian-

gulaire; les côtés en ligne droite du sommet à la base. Elytres

à stries plus ou moins crénelées. Aux tibias postérieurs, les

couronnes de poils sont composées de soies longues et de soies

plus courtes, et le premier article des tarses postérieurs, sensi-

blement égal à l'éperon du tibia, est à peu près aussi long que

les deux articles suivants ensemble. Le mâle ne se distingue

de la femelle que par une excavation du métasternum et

l'éperon des jambes antérieures, qui s'atténue de la base au

sommet, tandis que celui de la femelle est uniformément grêle.

— RD : Sainval près Tilff, Beaufays, Remouchamps,

Quarreux, Coo, Verviers, Huy. RG : Rocour, Bierset, Engis,

Loën.

48. A. granarius, L. — Taille d'environ S millimètres, mais

pouvant s'abaisser jusqu'à 3. Brun de poix très foncé et lui-

sant, avec le sommet des élytres et les côtés du corselet vague-
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ment rougeàlres. Chaperon largement échancré en avant,

ayant la suture frontale relevée chez le mâle en une arête

trituberculée, à tubercule médian bien accentué, et, devant

cette arête, une autre, courte et arquée ; chez la femelle, cette

dernière manque ou n'est qu'à l'état de vestige et celle de la

suture frontale n'a qu'un tubercule médian et les extrémités

effacées. Corselet à ponctuation de deux sortes de points,

médiocrement dense et laissant voir, vers le milieu des côtés,

un espace lisse; la base est entièrement rebordée. Ecusson à

contour pentagonal, parce que les côtés se brisent au milieu

et se rapprochent d'une perpendiculaire sur la base. Elytres à

stries crénelées et interstries très faiblement poiniillés. Cou-

ronnes des tibias postérieurs en brosses courtes d'une seule

espèce de poils. — Extrêmement commun. RD : Angleur,

Kincampoix, Retinne, Dalhem, Visé, Mouland, Méry, Quar-

reux, Heusy, Baraque-Michel, Huy, La Sarte, Tihange. RG :

Liège, Herstal, Awans, Montegnée, Jemeppe, Chokier, Lixhe,

Loën.

49. A. tristis, Panzer. — Taille de 5 à 5 millimètres. Propor-

tionnellement un peu court. Noir brunâtre luisant, laissant

parfois apercevoir vers le sommet de l'élylre une vague macule

rougeâtre. Parfois (var. cœnosus) les élylres et les côtés du

corselet sont d'un brun rougeâtre clair. Chaperon sans tuber-

cules, mais avec la suture frontale formant une faible arête

transversale. Corselet densément ponctué; point d'espace lisse

latéral ; base entièrement rebordée. Ecusson aussi de forme

pentagonale. Stries des élytres plus fines et moins fortement

ponctuées. Couronnes des tibias postérieurs composées de

deux longueurs de soies. Premier article des tarses posté-

rieurs moins long que l'éperon terminal du tibia. Le mâle

a un caractère remarquable consistant dans la dilatation et

l'aplatissement du tibia postérieur en forme de lame de rasoir.

— RD : Beaufays, Louveigné, Quarreux, Soiwaster, Baraque-

Michel.
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50. A. quadrimaculatus, L. — Taille comprise entre 3 el

3 '/a millimètres. Ovale, un peu plus large en arrière. Noir,

avec les élytres ornées de deux taches rouges, l'une humérale,

sujette à disparaître (var. a Mulsant), l'autre placée sur le

dernier tiers de Télytre, sujette à s'étendre en arrière (var.

caudalus); quelquefois les deux taches se réunissent en une

vasie tache discoïdale (var. prolongalus). Chaperon sans tuber-

cules; la suture frontale un peu marquée chez le mâle, où son

centre forme une bosse. Corselet densément ponctué ; la base

finement rebordée. Ecusson subpentagonal. Élytres à stries

fines et faiblement crénelées. Les couronnes de soies des

tibias postérieurs composées de deux longueurs de poils. —
HD : Embourg, Sainval, Beaufays, Aywaille, Huy. RG :

Rocour, Engis, Loën.

51. A. sanguinolentus, Panzer. — Taille de 3 à 3 '/a milli-

mètres. Ovale-allongé. Noir brillant, avec les élytres rouge.de

sang et leur suture noir- brunâtre; généralement aussi une

(ache rouge aux angles antérieurs du corselet. Chaperon non

sinué en avant; ses angles jugaux peu proéminents et arrondis

ou plutôt émoussés. Suture frontale sans tubercules. Corselet

densément ponctué, finement rebordé à la base. Elytres striées-

crénelées; interstries plans et finement pointillés. Le mâle a

le métaslernum excavé et l'éperon terminal des tibias anté-

rieurs pointu et recourbé ; il est droit chez la femelle.

— Rare. RD : M. Miedel l'a trouvé à Embourg, Beaufays

et Ninane.

52. A. depresms, Kugelann.— Taille comprise entre 6 et 9 milli-

mètres. Ovale assez large. Noir luisant, avec les élytres rouges

chez la forme lypique (dont je n'ai pas encore vu d'exemplaires

belges), noires chez la variété nigripes, Duft. {atramentarius,

Er.). Chaperon large, semi-orbiculaire, sans sinus antérieur;

les joues très anguleuses en avant des yeux; la suture fron-

tale, peu apparente, est transversale, non anguleuse au milieu,

mais seulement un peu arquée en arrière; la ponctuation,
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extrêmement fine, le rend presque lisse et très luisant. Cor-

selet à ponctuation dense et assez fine. Écusson large et trian-

gulaire. Elytres à stries fines, presque imponctuées ; interstries

plans, densément ponctués. Le caractère essentiel pour distin-

guer la variété noire de cette espèce de la variété noire de

VA. luridiis se trouve dans la cuisse postérieure qui, outre la

forte ponctuation générale, a sur son tiers ou ses deux cin-

quièmes antérieurs seulement, une ligne de gros points ou

pores pilifèrcs. L'éperon terminal des tibias antérieurs est

plus ou moins cylindiique chez le mâle, complèiement en

épine chez la femelle. — RD : Coo (fou C. Van Voixem).

55. A. iuridus, Fabr. — Taille de 6 '/a à 10 millimètres. Ovale-

allongé. Noir assez brillant, avec les élytres d'un testacé jau-

nâtre clair, marquées (dans la forme typique) de deux séries

transversales arquées de taches noirâtres inlerslriales rectan-

gulaires, les externes des deux rangées assez souvent réunies;

il y a pour ces taches assez de variations, soit qu'elles dimi-

nuent en nombre, ou en grandeur, soit qu'elles s'augmentent,

s'étendent et se réunissent, surtout vers la base de l'élytre.

Une variété, plus commune que le type (gagates, Muiler ou

iiigripes, Fabr.) a les élyires absolument noires et assez lui-

santes. Chaperon semi-orbiculaire, sans sinus antérieur, sans

protubérances, à peu près lisse, assez fortement rebordé en

avant; les joues anguleuses; la suture fi'ontale, peu apparente,

forme au milieu un angle bien marqué, dirigé en arrière. Cor-

selet finement et densément ponctué. Ecusson triangulaire.

Elytres à stries indistinctement ponctuées et à interstries ponc-

tués presque en séries. Dessous plus pubescent que chez

1'^. depressus. Aux cuisses postérieures, la série de pores

pilifères très marqués n'est pas bornée au tiers, mais s'étend

sur toute la longueur. Eperons des tibias antérieurs en épines

chez la femelle, plulôt cylindriques chez le mâle. — RD :

Embourg, Ninane, Esneux, Sprimont, Le Trooz, Hockay,

Tihange. RG : Bierset, HolIogne-aux-Pierres, Eiigis, Loën,

Glons.
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54. A.rufipes, L.— Taille d'environ 10 à 12 millimètres. Ovale-

allongé, assez convexe. D'un brun marron brillant, plus ou

moins rougeâlre, avec les pattes rougeàtres et les antennes

orangées. Chaperon semi-orbiculaire, rebordé, sans autre pro-

lubérance qu'une faible gibbosité chez la femelle; joues angu-

leuses devant les yeux. Corselet fortement rebordé latérale-

ment, sans rebord à la base, lisse, avec quelques points épars

sur les côtés. Écusson en triangle curviligne, lisse. Élytres à

stries ponctuées; interstries convexes et lisses. L'éperon ter-

minal des tibias antérieurs plus grêle chez les femelles que

chez les mâles, qui ont le métasternum un peu creusé.

RD : Bressoux, Jupille, ïilff, Strivay, Sprimont, Comblain-au-

Pont, Hockay. RG : Liège, Herstal, Cbertal, Rocour, Jemeppe,

Chokier, Loën, Statte.

55. A. porcus, Fabr. — Taille de 4- à 6 millimètres. Ovale.

D'un noir brillant, avec les élytres d'un rouge un peu violacé.

Chaperon semi-orbiculaire, à bord un peu retroussé, rugueux;

suture frontale trituberciileuse; le tubercule médian un peu,

plus prononcé chez la femelle. Corselet densément ponctué,

surtout chez la femelle. Élytres à stries larges et profondes,

séparées par des intervalles rugueux et un peu relevés en

rebord vers chaque strie. RG : Engis.

56. A. scrofa, Fabr. — Taille d'environ 3 millimètres. Noir de

poix et couvert d'une courte pubescence flave. Chaperon semi-

orbiculaire, tronqué en avant, plus ponctué chez la femelle

que chez le mâle; chez la première, une gibbosité frontale.

Corselet densément ponctué, à base rebordée seulement auprès

des angles. Élytres striées-crénelées; interstries marqués de

points en séries. — RD : Verviers (feu Chapuis). RG : Glons,

Engis.

57. A. sordidus, Fabr. — Taille comprise entre 6 et 8 milli-

mètres. En ovale-allongé assez convexe. Tète noire, tachée de

testacé sur le devant du chaperon ; corselet noir-brunâtre, avec
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lout son pourtour teslacé; une tache brune au nnilieu de la

partie testacée des côtés; élytres jaune clair, à suture brunâtre

de même que Técusson; pattes jaunâtres. Chaperon un peu

sinué en avant; suture frontale trituberculeuse ; le tubercule

médian plus prononcé chez les mâles. Corselet très finement

ponctué, à base rebordée. Elytres slriées-crénelées ; la ponc-

tuation très fine des interstries se groupe le long des stries et

cesse un peu avant le sommet de 1 elytre. Une variété {quadri-

punctntus) a, sur chaque élytre, deux macules brunes, Tune

humérale, la seconde vers le bout et s'effaçant quelquefois.

— RD : Droixhe, Strivay, Hockay.

58. A. rvfescens, Fabr. (rufus Moll, Mulsant). — Taille de 5 à

7 miliiniéires. Ovale-allongé, assez convexe. Brun-rougeâ(re,

rembruni sur la tète et le disque du corselet; point de tat-he

brune aux côtés de celui-ci; quelquefois les élytres sont aussi

rembrunies, ou marquées d'une large tache discoïdale allongée

noirâlre. Chaperon tronqué et sinué en avant; suture frontale

trituberculeuse; le tubercule médian plus fort chez le mâle.

Corselet densément ponctué, mais les points très fins; base

lout à fait rebordéc. Élytres à stries faiblement crénelées; les

iniersiries plus uniformément ponctués que chez l'espèce

précédente et celte ponctuation prolongée jusqu'au bout.

— RD : Sprimont, Quarreux, Theux, Huy. RG : Jemeppe.

59. A. nitidiilus, Fabr. — Taille de 4 '/g à 5 '/a millimètres.

Ovale-allongé un peu cylindrique. Tète noire, avec le devant

rougeâtre; le corselet d'un noir brunâtre brillant, n'ayant de

testacé que les bords latéraux et une très fine bordure anté-

rieure; élytres généralement fauves, parfois un peu rougeâtres,

parfois aussi d'un jaune flavc; suture rembrunie. Chaperon

trapéziforme; suture frontale à trois tubercules, le médian plus

prononcé chez les mâles. Corselet rebordé en arrière, densé-

ment et finement ponctué. Stries des élytres fines, très faible-

ment crénelées; interstries plans et lisses. — RD : Tilff,

Esneux, Strivay, Sprimont, Theux, Solwaster. RG : Jemeppe.
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60. A. merdarius, Fabr. — Taille d'environ 3 à 4 millimètres.

Assez étroit. Tête et corselet noirs ; ce dernier a ordinairement

une tache teslacée aux angles antérieurs, tache qui est sujette

à disparaître (var. foriorum) ou à s'étendre à tout le bord

latéral (var. quisquilius); élylres d'un jaune sale, avec la suture

et une étroite bordure externe noirâtres. Chaperon trapézoïdal

à angles émoussés
;
point de tubercule sur la suture frontale.

Corselet densément couvert de deux sortes de points; sa base

rebordée seulement vers les angles. Elytres à stries assez fines,

faiblement crénelées; interstries ponctués. Le mâle aie méta-

siernum fortement excavé. — RD : Huy, Solwaster. RG : Ans,

Rocour, Alleur, Loën, Engis.

61. A. melanostictus, Schmidt-Goebel. — Taille de 4 '/a à

6 millimètres. Oblong, un peu large et un peu plus robuste

que les autres espèces suivantes à élylres mouchetées. Tête

toute noire; le corselet noir, avec les côtés rougeâtres. Ecusson

noir. Élytres à fond testacé fauve assez rougeàtre et assez lui-

sant; les lâches, sujettes d'ailleurs à beaucoup de variations,

se ramènent à l'état minimum à deux taches sur le 3" inter-

sirie, après le premier et le deuxième tiers de la longueur,

deux autres sur le 5^ interstrie, l'une tout à la base, l'autre en

regard de la 2^ du 3* interstrie, puis une large tache à la

partie médiane du 7* interstrie. Dessous du corps noir; les

pattes testacées. Chaperon en demi-hexagone; suture frontale

portant trois tubercules, dont le médian plus fort chez les

mâles. Corselet à ponctuation dense et inégale; un rebord à la

base, mais très atténué au milieu. Stries des élytres crénelées;

inierstries faiblement pointillés. — Rare. RD : Aywaille

(M. Miedel).

6*2. A. inquinalus, Herbst. — Taille de 3 à 6 millimètres envi-

ion. Oblong. Tète noire; corselet noir, avec les angles anté-

rieurs testacés ; élylres teslacé-jaunàtre, avec une maculalure

noire, sujette à de nombreuses variations; dans la forme nor-

male, point de départ de ces variations, il y a : 1° au quart de
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la longueur, une lâche composée de trois plus petites, sur les

2% 5" et 4* interslries; 2° à peu près aux trois quarts, les

mêmes interstries contiennent trois taches conliguës, dont la

médiane devance de toute sa longueur les deux latérales;

5° une petite tache à la base du 5^ interstrie; k° une bande

longitudinale occupant toute la partie médiane du 7" interslrie

et empiétant le plus souvent sur les 8^ et 9% en se rejoignant

plus ou moins à un petit trait oblique plus en arrière et plus

extérieur. Chaperon en demi-hexagone; un tubercule au

milieu de la suture frontale chez le mâle. Corselet rebordé à

la base ; sa ponctuation assez dense et inégale. Stries des

élytres crénelées; interslries assez indistinctement ponctués.

Métasternum plan chez la femelle, excavé chez le mâle. Pattes

d'un testacé clair. — RD : Quarreux (feu Chapuis), Sart

(/(/.). RG : Laer (M. Van Segvelt).

65. A. sticticus, Panzer. — Taille de 4 à 5 millimètres. Ovale.

Tête noire, avec une tache rougeàtre de chaque côté du cha-

peron, qui est semi-hexagonal, arrondi aux angles. Corselet

noir-brunâtre, largement bordé de testacé sur les côtés; un

rebord latéral bien marqué, un autre à la base, presque effacé

au milieu. Elytres testacées, avec des taches brunes, se rame-

nant normalement au type de deux séries courbées, allant,

l'une de la base du 5" interstrie aboutir vers les trois quarts

de la longueur du 3" interstrie; l'autre se dirigeant depuis le

ealus humerai jusqu'entre les 3^ et 5^ interstries, en arrière de

la terminaison de la première. Stries des élytres crénelées, se

creusant fort à Textrémité, où les iiiierstries deviennent con-

vexes. Métasternum plan chez la femelle, excavé chez le mâle.

Pattes d'un testacé clair. — RD : Kincampoix, Sarlilman,

Colonster, Embourg, Boncelles (M. Miedel).

64. A. tessulatus, Payk. — Taille de 3 à 5 millimètres. En ovale

un peu court, un peu large et un peu convexe. Tète noire,

sans taches. Corselet noir, rebordé à la base, parfois à peine

teinté de rouge ferrugineux aux angles antérieurs. Elytres

d'un testacé ferrugineux luisant, avec deux rangées courbes

L
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de taches assez eontiguës et un peu confluentes : la première

partant de la base du S* interstrie et arrivant un peu avant le

milieu du 3*; la seconde naissant du calus, s'épanchant large-

ment en dehors du 7* interstrie sur les interstries externes et

se reeourbani ensuite par une ligne transverse en échiquier,

dont la dernière tache est sur le 2^ interstrie; parfois toute la

base est absolument noire. Cuisses d'un brun assez foncé; chez

le mâle, les postérieures se dilatent et sont tout à fait angu-

leuses au milieu. La suture frontale a trois tubercules, dont le

médian plus accentué chez les mâles. — RD : Hockay,

Baraque-Michel. RG : Flémalle-Haute.

65. Â. consputiis, Creutzer. — Taille de 3 à 5 millimètres. Tête

noire, avec une lâche rouge, parfois assez réduite et assez

vague, de chaque côté du chaperon, en avant de l'œil; les

angles jugaux obtus. Corselet noir, assez largement bordé de

rougeàtre sur les côtés, plus étroitement en arrière. Elytres

d'un flave sale, avec le disque longitudinalement marqué

d'une vague tache fauve. Stries légèrement crénelées. Suture

frontale du mâle à trois tubercules. — Rare. RG : Flémalle-

Haute.

66. A. punctato-sulcatus, Sturm. — Taille de 4 à 6 millimètres

environ. Tète noire, sans taches; chapeau à angle jugal plus

petit qu'un angle droit ; suture frontale portant trois tuber-

cules, assez apparents chez le mâle, à peu près effacés chez la

femelle. Corselet noir, avec les bords et assez souvent la base,

plus finement, rougeâtres. Elylres d'un flave sale, avec le

disque longitudinalement et vaguement marqué d'une tache

plus foncée; stries ponctuées; intersiries pointillés. Métaster-

num fortement exeavé chez le mâle, sans que le pourtour soit

relevé et sans pores pilifères; chez la femelle, il est plan et

creusé d'un (in sillon, terminé en arrière par une petite

fossette plus ou moins apparente. Eperon terminal des tibias

antérieurs grêle et pointu dans les deux sexes. — RD : Kin-

campoix, Tilff, Hockay, Baraque-Michel. RG : Flémalle-Haute,

Loën.
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Note. — C'est à i\I. le baron de Harold que je dois d'avoir pu

établir avec une entière certitude la distinction entre cette espèce

et l'espèce suivante, qui en est si voisine, VA. prodromus. Voici

ce que m'écrivait, le 13 août 1874-, ce savant entomologiste :

« Ce n'est pas la première fois que je suis consulté sur les

deux Aphodius qui vous occupent actuellement. Il m'a fallu long-

temps à moi-même pour me fixer définitivement à leur égard,

mais, à l'heure qu'il est, je suis convaincu que nous avons affaire

à deux espèces parfaitement distinctes et j'ajouierai même plus

faciles à distinguer que certaines autres espèces du même genre.

» Assurons-nous d'abord que nous n'avons devant nous que

les deux espèces en question. Une troisième, extrêment voisine,

est r^. pubescens, Sturm, mais cette espèce, dont les élytres ont

une forme parfaitement ovalaire, semble être des plus rares.

Je n'en connais, depuis une vingtaine d'années que je m'occupe

du groupe, que trois ou quatre exemplaires authentiques. Enfin,

le pubescens ne me paraît habiter que l'Autriche et l'Italie, d'où

j'ai reçu mes individus par MM. Scheffler et Emery.

» Une quatrième espèce, également voisine, est le tabidus, Er.;

mais cet insecte est d'une forme beaucoup plus cylindrique et n'a

été trouvé jusqu'ici qu'en Dalmatie.

» Le conspuliis avec ses deux petites plaques transparentes de

chaque côté du chaperon, d'une taille généralement beaucoup

plus petite, ne saurait pas non plus nous inquiéter.

» Quant aux auteurs qui se sont occupés des deux espèces en

question, Erichson est toujours le meilleur. Mulsant i^e vaut rien;

il a pris des femelles du punctato-sulcatiis pour des mâles du

prodromus, et Thomson (Skand. Coi, X) a tout confondu en

admettant une troisième espèce sabuiicola (voyez Coleopt. Uefte,

VI, p. 117).

» Je vois, par votre lettre, que vous êtes sur la bonne voie

pour la distinction de ces deux Aphodius; j'ai donc plutôt à vous

confirmer dans celle-ci qu'à vous en indiquer une autre. La con-

figuration de la plaque métasternale joue le rôle principal dans

la distinction et, quant à moi, je m'en sers seulement et je ne suis

jaînais en doute à quelle espèce rapporter un individu quelconque.
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» Vous savez sans doute que cette plaque, que je désignerai,

pour être plus court, simplement comme métasternum, est

toujours plus ou moins concave dans les mâles, tandis qu'elle

est plane ou même convexe dans les femelles.

» En ajoutant aux différentes formes du métasternum quelques

autres caractères accessoires et corroboratifs de plus ou moins de

valeur, vous obtenez le tableau synoptique suivant :

1. Plaque mélaste.jnale non concave dans son

milieu, mais largement sillonnée longitu-

dinalement; rebord marginal de la base du
corselet parfois indistinct au milieu. . . 2

Plaque non sillonnée largement, mais seule-

ment avec une ligne longitudinale impri-

mée , ou concave dans son milieu; ligne

marginale de la base du thorax toujours

distincte; tubercules frontaux et suture

frontale toujours accusés ; éperons des

tibias antérieurs jamais tronqués, toujours

pointus 3

2. Tête sans traces de tubercules; sillon du
métasternum large, les contours de la

plaque pointillés, les points pilifères; ély-

trcs pubescentes; éperon du tibia anté-

rieur robuste, tronqué au bout et légère-

ment infléchi prodromus mk\e

Tête avec de légères traces de tubercules;

sillon mélasternal profond, mais moins
large, les parties de la plaque à droite et à

gauche presque convexes, contours sans

points pilifères; élytres non pubescentes;

éperon du tibia antérieur acuminé . . . prodromus femelle

). Plaque métasternale très distinctement con-

cave dans son milieu, en outre avec une
fine ligne longitudinale; les contours non
pointillés; corselet large; tubercules fron-

taux légèrement apparents sur la suture

frontale toujours très distincte; élytres

pubescentes punctato-sulcafus mâle

Plaque métasternale antérieurement presque

plane, mais postérieurement avec une petite

concavité sensible, lisse; corselet atténué

antérieurement
; suture frontale distincte,

tubercules à peine indiqués; occiput et

tête en général assez fortement ponctués;

élytres glabres punctato-sulcalus femelle
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» Voici deux figures représentant les deux formes de tibias

antérieurs :

piinct.-suTe. <y o

prodromus. cP'

» Ce caractère est parfaitement constant et suffit à lui seul

pour connaître immédiatement \e prodromus mâle. Il n'y a que

les femelles du prodromus et du pimctato-sulcatus qui se ressem-

blent au point qu'on pourrait les confondre, mais c'est justement

la forme tout à fait différente de leur métasternum qui permet

de les séparer aisément. Cette différence est difficile à reproduire

par une figure; je l'essaie néanmoins :

luncL- suie. 'odi

» Les deux espèces paraissent très répandues partout et se

trouvent ici au premier printemps, enstiiie en abondance en

automne. Le punclato-sulcatus varie en ce que la marge jaunâtre

du côté du corselet envahit parfois aussi la base de cekii-ci; pour

le reste les couleurs ne prélent aucun secours pour la détermi-

nation.

» Il est curieux que les femelles du prodromus présentent des

traces de tubercules frontaux, tandis que les mâles n'en offrent

absolument aucune. »

Depuis plus de treize ans que M. de Ilarold m'a écrit cette

3
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lettre, je me suis constamment servi avec le plus grand succès

des caractères indiqués par lui, et, dans les diagnoses que je

donne ici, on les retrouvera avec Tinterprétation que mon expé-

rience m'a suggérée être la plus exacte. Je dois pourtant dire que,

lorsque l'on étudie des milliers d'exemplaires, comme j"ai pour

principe de le faire quand l'abondance de l'espèce rend la chose

possible, on trouve de loin en loin quelque individu aberrant et

dilïieile à classer, oîi les caractères empruntés à l'éperon du tibia

et ceux de la plaque métasternale, pour ne rien dire des autres,

moins certains en tous cas, semblent se contredire; mais, dans

deux espèces aussi voisines, il n'y a rien d'étonnant qu'en témoi-

gnage d'une communauté primitive d'origine, il y ait quelque-

fois des individus anormaux; leur extrême rareié prouve bien

que les deux espèces méritent d'être parfaitement distinguées

l'une de l'autre.

67. A. prodromus, Brahm. — Taille de 5 à 8 millimètres

environ. Tète noire, sans taches ; les angles jugaux du chaperon

plus petits qu'un angle droit; la suture frontale absolument

lisse chez le màle, parfois avec des vestiges de tubercules chez

la femelle. Corselet noir, avec les côtés plus ou moins large-

ment testacés, Elytres d'un jaune sale, avec une grande tache

fauve-brunâtre à contours vagues sur leur disque, fortement

pubescentes en arrière chez les mâles. Mélasternum de la

femelle marqué à son milieu d'un fort sillon longitudinal,

sans fossette postérieure; les parties latérales un peu convexes;

chez le mâle, le mélasternum, creusé d'un très large sillon

médian, a les bords de ce sillon relevés en une ceinture plate

ou même un peu creusée et portant un bon nombre de pores

pilifères. Eperon terminal du tibia antérieur tronqué au bout

chez le mâle, en aiguillon acuminé chez la femelle. — Très

commun et très abondant. RD : Embourg, Chênée, Chaud-

fontaine, Beaufays, Tilff, Martinrive, Quarreux, Spa, Hockay,

Hertogenwald, Huy, Tihange, Visé. RG : Saint-Nicolas, Grâce,

Bierset, Flémalle-Haule, Hollogne-aux-Pierres, Engis, Antheit,

Landen, Glons, Lixhe, Loën,
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68. A. oblileratus, Panzer. — Taille de 4 '/.j à 5 '/a millimètres

environ. Tête d'un noir un peu bronzé, avec les côtés rougeà-

tres. Chaperon subhexagonal, à angles jugaux un peu plus

petits que l'angle droit; un fin rebord en avant et sur les

côtés. Corselet noir-verdàtre, avec une bordure latérale tes-

tacée, dilatée aux angles antérieurs; les angles postérieurs

tout à fait arrondis; le disque, à peu près lisse chez le mâle,

ponctué chez la femelle; point de franges de cils sur les côtés.

Elytres pubescentes, testacées; deux groupes obliques de trois

taches fauves sur les 2" à 4' interstries et une bande longitudi-

nale assez épaisse et assez vague, en prolongement du calus

humerai. Métasiernum concave chez le mràle. L'éperon ter-

minal des tibias antérieurs assez mince et relevé en crochet

chez le mâle, plus mince et dans l'axe du tibia chez la femelle.

— RD : Sainval près TilIT (M. Miedel).

69. Âmmœcius brevis, Erichs. (elevatus, Panzer). — Taille de

4 à 5 millimètres. Noir luisant, avec les antennes et les tarses

rougeàtres. Ovale court et trapu ; le corselet fort bombé, les

élytres encore davantage, presque subglobuleusement renflées

et tombant très verticalement en arrière. Chaperon légèrement

sinué en avant, avec des angles bien arrondis aux deux bouts

de cette sinuosité; en dessus un relief faiblement arqué aux

deux bouts. Tète à peu près lisse. Corselet ponctué assez den-

sément sur la base et les côtés, moins à la partie antérieure.

Élytres striées-ponctuées; points des stries assez rapprochés.

Métasternum très faiblement excavé chez le mâle, plan chez

la femelle. — Extrêmement rare. Il se trouve, dans la collec-

tion de feu Wesmael, un seul exemplaire indiqué comme de la

province de Liège,

70. Heptaulacus testudinnrius, Fabr. — Taijle de 5 à 4 milli-

mètres. Ovale et un peu convexe, pubescent. Tète et corselet

noirs; élytres d'un brun rougcàtre, à taches noires assez nom-

breuses pour former ensemble un dessin de bandes transverses

un peu onduleuses. Chaperon fortement sinué en avant et

s'abaissani dans le centre de cette échancrure. Corselet den-
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sénienl ponctué. Interstries des élylres eosiilormes, un peu

crénelés au somnfiet par des points pilifères. Le mâle a l'éperon

terminal du tibia antérieur recourbé en crochet. — Rare.

RD : Les Aguesses (M. Miedel).

71. Oxyomns porcatus, Fabr. — Taille d'environ 2 à o milli-

mètres. Oblong et presque cylindrique. Noir de poix assez mat

et parfois un peu brunâtre. Chaperon en demi-hexagone, très

abaissé et un peu sinué en avant. Corselet fortement et gros-

sièrement ponctué, avec une forte rigole longitudinale sur sa

base vis-à-vis l'écusson. Elytres striées de dix forts sillons,

l'ortement crénelés; intersiries en côtes tranchantes. — RD :

Theux, Heusy, Huy. RG : Lixhe.

72. Rhyssemus germanus, L. (asper Fabr.) — Taille d'environ

5 à 4 millimètres. En ovale allongé, assez parallèle, nullement

bombé, ni élargi en arrière des élytres. Noir brunâtre, avec

les pattes d'un rouge brun. Chaperon rougeàtre sur son bord

antérieur, profondément sinué en avant. Corselet à angles pos-

lérieurs amplement tronqués; une bordure de cils jaunes à la

base et sur les côtés; sur le disque, quatre rides transversales

élevées et lisses, dont les deux postérieures s'interrompent et

se réunissent l'une à l'autre au milieu, à la rencontre d'un petit

sillon antéscuiellaire. Stries des élytres étroites; inlerstries

subcostiformes et couronnés par une ligne de granulations.

Cuisses postérieures non renflées. Métasternum du mâle

excavé. — RD : Beaufays (M. Miedel). RG : Hollogne-aux-

Pierrrs, Flémalle-Grande, Loën.

73. Pleurophorus cœstis, Panzer. — Taille de 3 à o Ya milli-

mètres. Subcylindrique, allongé et étroit. D'un noir brunâtre

ou d'un brun noirâtre, brillant, avec les pattes rougeâtres.

Chaperon sinué en avant. Corselet subrectangulaire avec les

côtés arqués, parsemé de fort gros points et marqué sur sa

moitié postérieure d'un sillon longitudinal. Elytres striées-

crénelées. Pattes courtes.— RD : Angleur, Seraing. RG: Liège,

Devant-le-Pont près Visé.
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74. Geotrupes Ti/phœus, L. — Taille d'environ 20 millimèires,

non compris les cornes du niùle. En ovale un peu court, très

convexe; d'un noir luisant. La variété brunnens est fondée sur

des individus plus ou moins immatures, à élytres brunes.

Tète rhomboïdale. Corselet transversal, très court et très large

chez le mâle, où le bord antérieur, très arrondi aux angles, est

un peu plus grand que la base; dans ce sexe, la partie anté-

rieure du disque porte trois cornes : les deux latérales, proje-

tées en avant, dépassant la tète, sauf dans les exemplaires de

petit développement (var. pumilus), à pointes un peu conver-

gentes et avec une dent plus ou moins marquée aux deux

tiers de l'arête supérieure; la corne médiane, plus courte, a la

forme d'un cône à large hase, dont la pointe se dirige un peu

en haut. Chez la femelle, le corselet est moins court, a ses

angles antérieurs saillants, et, sur le devant du disque, une

forte arête transversale, accompagnée de chaque côté d'une

courte arête longitudinale terminée en une pointe. Cette arma-

ture s'oblitère noiablenient dans de petits exemplaires (var.

pusillns, Muls.). El)'tres striées-poncluées. — Assez rare.

RD : Louveigné.

7o. G. stercorarms, L. (putridariiis Er.). — Taille d'environ

22 millimètres, ou même davantage, nidins variable que celle

du G. spiniger. Ovale, bombé, d'un noir brillant et plus sou-

vent encore d'un noir virant au vert- bouteille ; parfois des

reflets bleuâtres ou violâtres en dessus, et toujours de cette

teinte en dessous. Corselet lisse, ou pi^ésentant fi peine

quelques points sur son disque, mais fortement et densément

ponctué près des bords latéraux. Elytres assez grossièrement

striées-ponctuées; les stries au nombre de quatorze, dont

sept viennent aboutir vers la base, entre l'écusson et le calus

humerai. Abdomen densément couvert de points, de chacun

desquels sort un long poil roussàlre ; aucune raie médiane

dépourvue de points pilifères. Trois arêtes transversales vers

le bout du tibia postérieur. — Les mâles ont à la cuisse pos-

lérieui'e une dent plus ou moins forte, vis-à-vis de celle que
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forme rextrémité du trochanter; leur tibia antérieur a la troi-

sième deni (en remontant du bout) de son arête externe un

peu en arrière de l'alignement des autres, et, vis-à-vis de cette

dent, l'aréle inférieure porte un denticule précédé d'un simple

renflement de Tarête. — RD : Tihange (M. de Baugnies).

76. G. foveatus, Marsham {putridarius, Mulsant). — Taille d'au

plus 17 millimètres. Même forme. Couleur généralement plus

vive, souvent bleuâtre, et l'écusson particulièrement plus

bleuâtre et plus métallique. Corselet et élytres se comportant

pour la ponctuation et les stries, comme l'espèce précédente,

ce qui le différencie du G. spiniger, dont il se sépare plus

encore par l'abdomen aussi densément ponctué et pilifère sur

toute la surface que le G. stercorarius. Tibias postérieurs à

trois arêtes transversales. Les mâles se distinguent de ceux du

stercorarius parce qu'ils ont l'arèle inférieure du tibia antérieur

pluridentée et que l'antépénultième dent de l'arête externe

n'est pas en retrait d'alignement ; enfin chez ces même mâles,

la dent de la cuisse postérieure est très faible et manque quel-

quefois. On remarquera qu'en définitive les femelles r.e se dis-

tinguent de celles du stercorarius que par leur plus petite taille

et par une légère différence dans la coloration. Cette espèce

n'est du reste pour quelques auteurs qu'une simple variété de

la précédente. — Très rare. RG : J'en ai autrefois pris un

exemplaire à Awans. J'en ai vu un autre pris aux environs de

Huy par M. Engelmann.

77. G. spiniger, Marsham (stercorarius Er., purxticollis, Mulsant,

mesoleius, C.-G. Thomson). — Taille assez variable, allant à

peu près de 15 à 20 millimètres et plus. Même forme; même

couleur. Corselet offrant une ponctuation dense sur les côtés,

mais envahissant aussi le disque, moins clairsemée chez la

femelle. Élytres à quatorze stries, plus nettes et moins grossières

que celles des deux espèces précédentes; les sept premières

arrivent aussi sur la base entre l'écusson et le calus humerai.

La partie centrale de l'abdomen est dégarnie, sur une raie
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longitudinale plus ou moins large, des points pilifères qui

couvrent tout le reste; toutefois on en remarque parfois

quelques-uns alignés le long des sutures abdominales, premier

acheminement à des variétés de l'Europe méridionale se rap-

prochant par là du stercorarhis. Trois arêtes transversales sur

le tibia postérieur. — Les mâles ont la cuisse postérieure

armée, un peu en avant de la base, d'une dent plus ou moins

forte, vis-à-vis de celle qui termine le trochanier; leur tibia

antérieur a une arête inférieure à plusieurs dents, dont la plus

forte, nullement précédée d'un renflement de 1 arête, est plus

ou moins contiguë à l'antépénultième dent de l'arête externe,

fortement sortie de son alignement. — Très commun. RD :

TilfF, Méry, Esneux, Strivay, Huy. RG : Jemeppe, Flémalle-

Grande, Hollogne-aux-Pierres, Awans, Antheit, Landen.

78. 6^. miitator, Marsham. — Taille approchant en général de

20 millimètres, mais beaucoup inférieure chez certains exem-

plaires. Ovale, très convexe. Coloration variable, dans les

nuances verdàtre, violacée, purpurine et bronzée, souvent fort

brillante, surtout le dessous du corps, qui est quelquefois d'un

vert doré resplendissant. Corselet fortement ponctué près des

bords, à peu près lisse sur le disque. Elytres à dix-huit stries,

dont neuf comprises dans l'espace entre l'écusson et le calus

humerai. Abdomen parfois densément couvert de points

pilifères (comme le slercorarius) et plus souvent avec la raie

médiane lisse du G. spiniger. Trois arêtes transversales vers le

bout du tibia postérieur. — Mâles ayant aux cuisses posté-

rieures une dent plus ou moins marquée, faisant paire avec

celle qui termine le trochaiiter; l'arête inférieure du tibia

antérieur pourvue de deux dents; l'antépénultième dent de

l'arête externe n'est pas, ou est très peu déviée de l'alignement

de cette arête. — RD : TilfF, Méry, Huy. RG : Jemeppe,

Flémalle-Haute.

79. G. sylvaticus, Panzer. — Taille d'environ 14- à 18 milli-

mètres. Ovale court et convexe. D'un noir plus ou moins
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violacé ou bleuâtre, rarement avec une nuance verdàtre,

quelquefois encore d'un beau bleu foncé luisant. Corselet à

côlés fortement ponctués et à disque présentant quelques

points, rares chez le mâle, un peu moins clairsemés chez la

femelle. Eljtres à quatorze stries, dont sept entre la suture et

lecalus humerai ; ces stries sont ponctuées, mais peu profondes

et assez peu marquées, Tétant à peine plus que les nombreuses

rides transversales qui coupent les interstries et les stries.

Tibias postérieurs ne présentant pas plus de deux carènes

transversales entières vers leur bout, la troisième étant incom-

plète. Cuisses postérieures inermes dans les deux sexes.

L'arête inférieure des tibias antérieurs est plus fortement

dentelée chez le mâle que chez la femelle, mais en même
temps sur une moindre étendue.— Espèce extrêmement com-

mune et qu'on trouve en abondance dans beaucoup de forêts.

RD : Kincampoix, Tilfï, Ramet, Ramioul, Huy, Fonds de

Quarieux, Stoumont, Coo, Spa, Sart, Hockay, Goé, bassin de

la Gileppe, Hertogenwald. RG : Liège, Jemeppe, Chokier.

80. G. vernalis, L. — Taille d'environ 18 millimètres, souvent

plus petit. En ovale très court et convexe. D'une couleur noir-

violet ou même bleuâtre, dans la forme typique, seule ren-

contrée en Belgique; brillant. Corselet finement ponctué.

Eiytres à peu près lisses, présentant quelques vestiges effacés

de stries. Tibias postérieurs à deux arêtes transversales.

Abdomen densément couvert de points pilifèies. — Les mâles

ont la tranche inférieure de leurs cuisses postérieures dentelée

d'une série de denlicules souvent mousses ou tronqués; le

tibia des pattes antérieures dans le même sexe a son arête

inférieure en râteau de dents aiguës un peu espacées; de plus,

la dent terminale de l'arête externe est bifurquée. — Peu

commun. RD : Spa. RG : Awans, Hollogne-aux-Pierres.

81. Trox sabulosus, L. — Taille d'environ 9 millimètres. En

ovale court et convexe. D'un gris noirâtre, se rembrunissant

parfois légèrement. Tète rugueusement ponctuée; chaperon
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arrondi en avant. Corselet très densQiiient et grossièrement

ponctué, aiTondi sur les côtés, frangé de cils roux latéralement

et à la base; un sillon longitudinal médian assez large, peu

profond à son point central; à droite et à gauche de ce sillon,

une grande fossette peu profonde, limitée extérieurement par

un demi- cercle de ti'ois autres dépressions presque superfi-

cielles. Sur les élytres, des séries subcostiformes de taches de

poils courts et squameux d'un blanc un peu jaunâtre; dans

chaque intervalle de ces séries, une double chaîne de gros

points enfoncés; aspect général de l'élyire rugueux. Cuisses

postérieures sans denticulations à leur tranche inférieure. —
Rare. RD : Strée (coll. Verheggen).

82. Trox scaber, L. (arenarius Fabr.). — Taille de 5 à 7 milli-

mètres. Ovale un peu allongé, un peu plus large vers l'extré-

milé des élytres. D'un noir généralement un peu brunâtre,

quelquefois assez brun. Tête densémeni ponctuée; chaperon

court et arrondi en avant. Corselet court ei transversal, peu

convexe, densément ponctué, avec les angles antérieurs bien

saillants, cilié de roux sur les côtés et la base; le sillon longi-

tudinal médian faible, ayant de chaque côté une légère dépres-

sion. Élytres striées-crénelées, avec les interstries portant des

séries de petites touffes de poils roussàtres, qui s'atténuent et

disparaissent même souvent sur les intervalles alternes. Pattes

postérieures relativement assez longues; leurs cuisses sans

deniicules sur la tranche inférieure. — Rare. RD : Heusy

(coll. Chapuis).

Sous-famille II : MELOLONTHI.

83. Hopiiaphilanthus, Suher (argentea, Fabr.). — Taille de 7 à

9 millimètres. Ovale, peu rélrécie en arrière. Noire, avec les

élytres d'un brun-chocolat quelque peu violacé, plus claires et

même rougeâlres chez les femelles et certains mâles. Corselet et

élytres parsemés de quelques squamules grises; d'autres, aussi

assez clairsemées, un peu bleuâtres, sur le pygidium et l'ab-
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ilomen. Patles des mâles brun-rongeâtre; celles des femelles

testacé-rougeàtre clair. Chaperon séparé du front par une

suture droite. Antennes de dix articles, quelquefois réduits à

neuf chez la femelle. Corselet sans saillie longitudinale médiane.

Tibias antérieurs tridentés exlérieurcment. Tarses antérieurs

à deux ongles, dont Texterne très court el l'interne grand et

fendu vers le sommet; tarses intermédiaires aussi à deux ongles

inégaux; tarses postérieurs n'ayant qu'un seul grand ongle un

peu fendu en dessous de sa pointe. — RD : Bressoux, Jupille,

Spa, Goé, Quarreux, Comblain-au-Pont, Huy. RG : Jemeppe,

Bas-Oha.

84. H. farînosa, L. (sqimmosa, Fabr.). — Taille de 9 à H milli-

mètres. Même forme que H. philanthus. D'un brun rougeàtre

assez clair, densément revêiue de squamules serrées, de cou-

leur variant du cendré plus ou moins roussàtre au vert bleuâtre.

Sur le pygidium, ces squamules sont d'un blanc argenté bril-

lant. Le corselet et les élytres parsemés de courts poils jau-

nâtres. Antennes de neuf articles. Tibias antérieurs bidentés

chez le mâle, tridentés chez la femelle. L'ongle unique du

tarse postérieur non fissile. — Très rare. RD : Hestreux

(M. Miedel), Heusy (coll. Chapuis).

85. Serica briinnea, L. — Taille d'environ 8 à 9 millimètres.

Allongée et parallèle, convexe. D'un roux clair, le front un

peu rembruni. Antennes à massue très grande chez le mâle,

un peu plus courte que le funicule chez la femelle. Chaperon

letroussé circulairement en avant, grossièrement ponctué;

la ponctuation du front plus clairsemée. Corselet transversal,

densément ponctué; ses angles postérieurs obtusément arron-

dis. Élytres faiblement, mais densément ponctuées, à dix stries

peu profondes. Pattes grêles.— RD : Stembert (feu Chapuis),

Heusy (ici.).

86. Rhizotrogus œstivus, Olivier. — Taille d'environ 16 milli-

mètres. D'un testacé un peu rougeàtre, avec la région suturale
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des élytres rembrunie, ainsi qu'une bande longitudinale sur

le corselet, sujette à disparaître. Pubcscence restreinte à la

poitrine et aux cuisses. Tête assez grossièrement ponctuée.

Antennes de dix articles, dont les trois derniers forment une

massue, allongée chez le mâle, courte chez la femelle. Corselet

frangé de cils en avant et sur les côtés, assez densément cou-

vert de gros points, dont les intervalles sont encore remplis

par une ponctuation extrêmement fine et dense. Ecusson à

peine visiblement poiniillé. Élytres à suture un peu saillante;

sur le disque, deux autres côtes à peine indiquées. Pygidium

rugueusement ponctué. Ongles des tarses munis d'une dent

à la base. — RD : Tilff, Visé, Heusy, Huy, Vierset-Barse.

RG : Jemcppe.

87. Rh. solslitialis, L. — Taille d'environ 17 millimètres. Ovale

un peu allongé. D'un brun clair, avec les élytres d'un jaune

paille très pâle; le chaperon, sauf une mince bordure en avant,

les antennes, le corselet et les pattes, d'un jaune rougeâtre.

Pubescence générale flave, se concentrant sur le corselet et

la poitrine. Chaperon concave, à bord retroussé; lète très

rugueuse, un peu bombée en avant du front. Antennes de neuf

articles, dont les trois derniers forment une massue, allongée

chez les mâles, courte chez les femelles. Corselet densément

ponctué, souvent un peu rembruni au milieu. Ecusson grand,

à côté curvilignes. Élytres ayant la suture relevée, ainsi que

(|uatre faibles côtes ou plis longitudinaux peu réguliers. Pygi-

dium granuleux et pubesceiit. Pattes longues; les ongles des

tarses pourvus d'une dent à la base. — RI) : Strivay, Remou-

champs, Huy. RG : Liège, Jemeppe, Chokier.

88. Rh. ruficornis, Fabr. — Taille d'environ 1 1 millimètres.

Ovale un peu court. Teslacé jaunâtre, avec la tète, le corselet,

l'écusson, la suture et le bord externe des élytres d'un brun

rougeâtre généralement assez foncé. Antennes et pattes rou-

geàtres. Les premières ont neuf articles; massue allongée chez

le mâle, courte chez la femelle. Chaperon concave, tiès gros-
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sièrement ponctué, ainsi que 1r tète. Ponctuation du corselet

assez fine, voilée par une forte pubescence fauve, qui s'étend

à la poitrine, mais laisse l'abdomen et les élytres presque

glabres. Élyires assez densément ponctuées; la suture et deux

fnibles côtes saillantes sur chacune. Pygidium densément

ponctué. — Très rare. RD : Polleur (col!. Chapuis).

89. Rh. rufescens, Latreille. — Taille d'environ 14 millimètres.

Ovale, allongé, un peu réiréci en avant. D'un brun rougeàtre

assez clair, avec des élytres tcstacées ; la tète et le corselet

entièrement d'un rouge un peu rosé ; les antennes d'un jaune

d'ocre. Chaperon à bord retroussé et rembruni, cilié en avant.

Tète rtigueusement ponctuée. Antennes de neuf articles;

massue allongée chez le mâle, courte chez la femelle. Pubes-

cence blond-doré, fine et courte sur le corselet, plus abondante

et plus longue sur la poitrine. Corselet très densément, mais

très finement pointillé. Écusson à côtés courbes, ponctué.

Élytres à ponctuation assez dense, à suture relevée, avec deux

autres côtes faiblement indiquées. Pygidium à ponctuation

dense, mais peu profonde. — Très rare. Un exemplaire pro-

venant de la province de Liège, sans indication plus précise, se

trouve dans la collection de feu Wesmael.

90. Melolontha vulgaris, Fahr.— Taille de 25 millimètres environ,

il se rencontre des individus d'une petite taille, ayant environ

20 millimètres seulement. Ovale un peu allongé. Tète d'un

noir un peu bronzé, avec le chaperon rougeàtre. Corselet noir

bronzé brillant, parfois avec le disque rougeàtre (var. disci-

collis), parfois entièrement rouge (var. ruficollis). Ecusson

noir-verdàtre. Elytres d'un brun rougeàtre sans filet noir le

long du bord externe (caractère essentiel). Dessous du corps

d'un noir brillant, avec une rangée de taches triangulaires en

poils blancs sur le côté des segments abdominaux. Antennes,

palpes, pattes et pygidium, en tout ou en partie, d'un testacé

rougeàtre. Poitrine fortement velue; une assez forte villosité,

sujette à disparaître, sur la tête et le corselet; une pubescence
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blanchâtre extrèmcnt fine se voit aussi assez souvent sur les

élytres,el, lorsqu'elle prend assez d'extension pour que celles-ci

paraissent enfarinées, on a la variété albida. Quelquefois les

élyîres, ainsi que les pattes, deviennent plus ou moins d'un

brun noirâtre ou violacé, très rarement tout à fait noires; c'est

la variété hujuhris (feu Chapuis a pris à Meusy un exemplaire

au summum de cette variété). Ponctuation de la tête assez

forte, plus dense sur le chaperon, qui est finement rebordé et

très légèrement sinué en avant. Antennes de dix articles; la

massue lamelléeest très longue et de sept articles chez le mâle,

courte et de six articles chez la femelle. Corselet latéralement

anguleux au premier tiers de sa longueur, les côtés ensuite

redressés et les angles postérieurs pointus. Un sillon médian

et, sur les côtés du disque, deux bandes de ponctuation plus

fine et plus dense que celle du milieu et des régions latérales.

Écusson ponctué au milieu, un peu plus large que long, les

côtés amplement courbes. Aux élytres, la suture est saillante,

et il y a quatre côtes sur chaque élytre, les deux externes en

dehors du calus humerai. Le pygidium se prolonge en une

queue plus ou moins longue et plus ou moins large, générale-

ment plus longue chez les mâles. On la trouve parfois échan-

crée au bout (var. iunatus). — Je ne crois pas devoir donner

la liste de toutes les localités d'où j'ai pu observer un insecte

aussi commun que le Hanneton. On le rencontre évidemment

partout chez nous à l'état d'insecte parAiit. Mais il serait

important d'arriver à connaître s'il en est bien de même à

l'état de larve, où la nature du sol doit exercer une grande

influence pour le choix de ses lieux de développement.

Sous-famille III : PLEUROSïiCTI.

91. Phyllopertha horticola, L. — Taille d'environ 10 milli-

mètres. Tète, corselet, écusson, pattes et dessous du corps

d'un noir le plus souvent bleuâtre, violacé ou verdàtre métal-

lescent. Elytres d'un testacé rougeàtre luisant, parfois d'un

brun très noiiâire (yariéié usiulaiipennis). Des poils d'un gris
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noirâtre sur le corselet, les élytres et le pygidium, d'autres,

blanchâtres, sur le dessous du corps. Tète rugueusement

ponctuée ;
l'épistome, large en avant, arrondi aux angles, nulle-

ment prolongé en museau. Corselet moins densément ponctué
;

sa base fortement bisinuée. Stries des élyires grossièrement

ponctuées. Le crochet externe des tarses antérieurs très gros

chez les mâles. Les femelles ont pour autres caractères dis-

linctifs la moindre dimension de la massue des antennes et

Texistence, sur le premier tiers du bord latéral de l'élytre,

d'une rigole élargie, extérieurement limitée par un bourrelet

noir assez épais. — Espèce des plus communes et des plus

abondantes, souvent fort nuisible aux cultures. RD ; Jupille,

environs de Visé, Kincampoix, Ougrée, Ramet, Comblain-la-

Tour, Batticc, Coo, Trois-Ponts, Sart, bassin de la Gileppe,

Baraque-Michel, Hockay, Huy. RG : Jemeppe, Chokier, Val-

Benoit, Lixhe, Glons, Landen, Fallais, Bas-Oha.

92. Oxythyrea stktica, L. — Taille d'environ 9 à 12 milli-

mètres. En ovale court un peu large, déprimée en dessus. D'un

noir un peu brillant, souvent verdàtre et quelquefois un peu

cuprescent, avec des mouchetures blanches; couverte d'une

pubescence d'un blanc plus ou moins grisâtre ou plus ou moins

flave, beaucoup moins apparente en dessus qu'en dessous. Tète

fortement ponctuée, carénée longitudinalement sur le front;

chaperon en carré long, rebordé en avant et sur les côtés, un

peu sinué antérieurement. Corselet subtrapézoïdal, avec un

angle plus ou moins marqué vers le milieu des bords latéraux,

densément ponctué, sauf sur la ligne médiane lisse et un tant

soit peu saillante; de chaque côté de celle-ci, une série longitu-

dinale de trois points-fossettes remplis de poils blancs. Écusson

en triangle très aigu, ponctué sur sa base. Elytres marquées de

quelques sillons longitudinaux et de points sur leurs inter-

valles; la suture est relevée en forme de côte et on voit sur le

disque deux autres saillies costiformes, l'interne très courte,

l'externe arrivant au calus apical; sur le bord, un peu après

l'épaule, une forte échancrure; l'élytre est marquée d'un
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grand nombre de petites taches de duvet blanc; celles du bord

et du sommet plus grandes que celles du disque; pygidiura

également marqué de plusieurs taches blanches. Tibias anté-

rieurs bidentés vers le bout dans les deux sexes. Les mâles se

distinguent en ce que leur abdomen offre une dépression

médiane longitudinale, où les quatre premiers segments pré-

sentent une tache de duvet blanc velouté. — Espèce extrê-

mement commune, parfois d'une abondance nuisible aux

arbres fruitiers, dont elle dévore les fleurs. RD : Angleur,

Embourg, Huy, Theux, Sprimont, Hestreux, Baraque-Micliel.

RG : Liège, Glain, Jemeppe, Hollogne-aux-Pierres, Chokier,

Statte.

93. Cetonia aurata,L.— Longue d'environ 20 millimètres et large

de iO; déprimée en dessus. D'un beau vert métallique brillant,

très doré en dessous, moins en dessus. Dessous du corps et

pattes revêtus de poils roux-doré. Tète carrée, arrondie en

avant du chaperon, avec une sinuosité médiane ; fortement

ponctuée; le front portant dos poils jaunes. Corselet presque

trois fois aussi large à la base qu'en avant; côtés arrondis;

base trisinuée; ponctuation forte et serrée sur les côtés, plus

faible et plus espacée sur le disque. Ecusson grand, triangu-

laire, lisse; une ligne de cils devant sa base. Élytres à côtés

parallèles; suture lisse etcostiforme; les vestiges plus ou moins

apparents de deux autres côtes; marquées d'une quantité de

points en forme de croissants, disposés presque en séries;

outre quelques petites taches accessoires, sujettes à manquer,

une sorte de feutre blanc forme sur chaque éJytre trois taches

rubanées étroites : la première paire après la moitié et tou-

chant presque à la suture; la 5'' au quatrième quart et dans la

même position; à égale distance entre les deux, la 2^ paire,

composée de traits plus longs, un peu flexueux, assez éloignés

de la suture, mais fort rapprochés du bord externe. Pygidium

très rugueux. Le mésosternum forme entre les pattes inter-

médiaires une saillie en forme de pommeau globuleux, nulle-

ment aplati. Les mâles ont l'abdomen sillonné longitudinale-
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ment au milieu. — RD : Angleur, Kincampoix, Tilff, environs

de Visé, Villers-le-Temple, Huy. RG : Val-Benoît, Jemeppe,

Choicier.

94. C. œnea, Andersch (floricola Herbst, metaUica Eriehs.).

— Taille d'environ 18 millimètres. De la même forme et

presque de la même couleur que Tespêce précédente; d'une

nuance plus bronzée et le dessous plutôt cuivreux-rougeâtre

que doré ; la pubescence plus flave que rousse. Le chaperon

et le front ont leur partie centrale faiblement relevée en carène

obtuse. Ponctuation du corselet relativement plus dense; celle

des élytres clairsemée aux abords de l'écusson. Vers le bout,

le même système de taches étroites transverses ; le disque

notablement enfoncé en arrière des deux côtés de la suture.

Pygidium rugueux. Saillie mésosternale non plus globuleuse,

mais aplatie en un petit disque tronqué en avant, arrondi laté-

ralement, finement ponctué. — Rare. Je n'ai pas d'indications

de localités précises pour cette espèce, mais j'en ai sous les yeux

des exemplaires pris aux environs de Liège par M. J. Bourdon

et par feu Wesmael.

95. Osnioderma eremita, L. — Taille d'environ 50 millimètres.

Large et très massif. D'un noir brunâtre faiblement violacé et

quelque peu métallique. Tête très grossièrement ponctuée;

le chaperon arrondi en avant; chez le mâle, les côtés forment

une crête saillante avant les yeux. Corselet assez large et assez

bombé, ayant sa plus grande largeur au premier tiers anté-

rieur; les angles postérieurs saillants chez le mâle, obtusément

arrondis chez la femelle; la base formant un large lobe posté-

rieur; la surface fortement et assez densément ponctuée; un

sillon longitudinal médian, dont les bords forment en avant

deux petits tubercules, à côté de chacun desquels il en existe

un autre extérieur, plus faible et souvent même absent chez

la femelle. Ecusson triangulaire, très grand, ayant un sillon

lisse au milieu, et ailleurs une ponctuation forte. Elytres cou-

vertes entièrement de rugosités et de points assez confus. Le
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pygidium cl le dessous du corps à ponclualioii moins n!;ir(|uée.

Chez le màlc, le pygidium est très bombé et son sommet est

recourbé en dessous vers l'abdomen ; un autre caractère du

même sexe est la présent^'e d'une dent saillante sous chacuu

des quatre premiers arlielfs des tarses aniérieurs. — Très

rare. RD : Tihange (M. Cluysenaar). RG : Jemeppe, Gràce-

Berleur, Warcmme (M. de Selys Longcliamps).

96. Gnorimus variabilis, L. — Taille d'environ 20 millimètres.

Noir intense, ave c une pubescence blanc-grisàtre en dessous,

surtout à la poitrine; sur les élytres, quelques petites taches

grises formant deux séries obliquement transversales, se croi-

sant vers le milieu delà suture; des taches semblables aux

bords des segments abdominaux et du pygidium. Tète et cor-

selet densément et assez fortement ponctués. Élytres rugueuses.

Pygidium couvert de petites rides. Celui du mâle bombé et un

peu recourbé en dessous; celui de la femelle échancré au

bout. Les mâles ont aussi les tibias intermédiaires fortement

recourbés, tandis qu'ils sont à peu près droits chez les femelles.

— Très rare. Un exemplaire provenant de la province de

Liège, sans aucre indication, se trouve dans la collection

Wesmael.

97. Gn. nobilis, L. — Taille d'environ 17 millimèlres. Vert

métallique brillant, plus ou moins cuivreux en dessous, où il

y a aussi une pubescence gris -jaunâtre. Tète et corselet den-

sément ponctués; les élytres très rugueuses; le pygidium cou-

vert d'as|)érités. Caractères sexuels du pygidium et des tibias

intermédiaires comme chez l'espèce précédente. — RD ; Iluy,

Tdiai ge, Bleyberg. RG : Jemeppe, Chokier.

98. Trichius fasciatus, L. {succinctus, Gory et Percheron). —
Taille d'environ 13 millimètres. Noir, avec la partie posté-

rieure de la tète, le corselet, le pygidium et tout le dessous

du corps revêtus d'une abondante et assez longue villosité

d'un blanc plus ou moins jaunâtre. Ecusson noir. Élyires

4
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jaunes, avec la suture et le bord externe noirs, ainsi que trois

faseies transverses ; la première, généralement étendue à toute

la base, peut : 1" être divisée en deux par un trait jaune;

!2" être réduite à une tache humérale, suivie vers l'écusson

d'un petit trait noir séparé; o" être simplement réduite à une

tache humérale, comme celle du Tr. abdominalis . La deuxième

fascie médiane, généralement contiguë au bord externe, n'at-

teint que très rarement la suture et présente quelquefois un

trait séparé entre son extrémité et la suture. La troisième est

constituée par deux taches rondes apicales externes, plus ou

moins réunies. Il y a enfin des variétés, où des traits noirs

longitudinaux viennent réunir, soit les deux faseies posté-

rieures, soit toutes les trois, et réduire considérablement

l'espace jaune. Angles postérieurs du corselet bien arrondis.

Tibias intermédiaires pourvus au milieu d'une dent bien

apparente. Le màlc a les tibias antérieurs un peu rétrécis

vers le sommet, faiblement bidcntés au bout extérieurement,

tandis que leur éperon terminal interne reste toujours de

beaucoup plus court que le premier article du tarse. Au

contraire, la femelle a le tibia antérieur élargi et fortement

bidenté au bout à l'extérieur, en même temps qu'un fort

éperon interne y dépasse le premier article du tarse. —
RD : Spa, Sart, Hestreux, Hertogenwald.

99, Tr. abdominalis, Ménétriés (gallicus, Dej., fascialiis, Gory

et Perch.). — Taille de 1 1 à 14 millimètres. Noir, avec le der-

rière de la tète, le corselet, tout le dessous du corps densé-

ment couverts d'une forle villosité flave; au pygidium égale-

ment velu, le centre l'est moins longuement, d'où résulte une

sorte de tache ronde. Ecusson noir. Elyires jaunes, avec la

suture et le bord externe noirs, ainsi que trois paires de taches

contiguës au bord externe ; celles de la première paire ne

s'étendant jamais en fascie basale; les deux autres paires |)ar-

fois prolongées vers la suture, élargies et réunies par des traits

longitudinaux. Angles de la base du corselet presque droits.

Tibias intermédiaires mutiques ou pourvus seulement d'une
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dent assez peu marquée. Caractères sexuels les mêmes que

chez l'espèce précédente. — IID ; Ougrée, Angleur, TilfT,

environs de Visé, Huy. RG : Liège, Val-Brnoît, Saint-Nicolas,

Jemeppe, Chokier, Ampsin, Landen.

100. Valgus hemipteriis, L. — Taille d'environ 8 millimètres.

Ovale-oblong et d'aspect un peu anguleux, avec la partie cen-

trale des élytres absolument aplatie. Noir et couvert en dessus

de squamules noires, entremêlées de squamules d'un blanc

sale, formant diverses taches sur la tête, le corselet et les ély-

tres. Squamules blanches couvrant tout le pygidium, sauf deux

taches noires chez le mâle. Dessous du corps revêtu de squa-

mules blanchâtres. On trouve quelquefois des exemplaires

dont la couleur foncière est brun-rougeàtre. Corselet avec un

large sillon médian, s'évasant en arrière et bordé par deux

arêtes saillantes. La femelle se reconnaît immédiatement par

un caractère exceptionnel, la présence au bout du pygidium

d'un ovipositeur ou longue tarière dirigée horizontalement en

arrière. — RD : Embourg, Méry, Fond-de-Forêt, Huy. RG :

Liège, Val-Benoît, Jemeppe, Flémalle-Grande, Flémalle-

Haute, Engis, Hollogne-aux-Pierres, Glain, Loën.



CORRECTIONS

POUR LES CENTURIES PRECEDENTES.

CENTURIE I.

N» 14, «M lieu de : RG, lisez : RD.

CENTURIE III.

N" 25, au lieu de : Michel, lisez : Miedel.
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SUR

LE CALCUL DU RÉSULTAT
D'UN SYSTÈME D'OBSERVATIONS DIRECTES (*).

1. Toute théorie des erreurs d'observation se fonde sur le

principe que : un système d'observations directes étant donné,

la valeur la plus convenable, qui en résulte pour la quantité

mesurée, doit être représentée par une certaine fonction

ip(a;,3c.2 ... 3cJ assignable à priori (**), des nombres aci , «2 » •••5 ^«

fournis par les observations.

La moyenne arithmétique, comme expression de cette valeur

plus convenable est presque généralement admise et sert de

base à la théorie ordinaire des moindres carrés. Mais, dans une

recherche tout à fait générale, il est évident que l'assignation de

la fonction cp est extrêmement vague et incertaine, et que tout

effort, tendante démontrer l'acceptabilité générale de la moyenne

arithmétique ou de toute autre moyenne, doit nécessairement

échouer.

(*) Présenté à la séance du 22 novembre 1887.

(**) A regard de cette assignabilité à priori de la fonction o, on doit faire

quelques réserves. On n'entend pas que l'on puisse assigner à priori une

telle forme de y qui s'adapte à tous les cas possibles, quelle que soit l'espèce

de la quantité mesurée, et quelles que soient les méthodes expérimentales

employées et leur précision. Dans une recherche générale on doit retenir

seulement que la forme de la valeur la plus convenable de ^ puisse être

assignée dès que l'on connaît le nombre et le genre des observations et leur

précision relative. Rien n'empêche que pour un genre donné d'observa-

tions, l'expérience ne puisse démontrer l'imperfection d'une forme de ^

précédemment établie, et conduire l'observateur à une autre forme plus

convenable.
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Les recherches les phis remarquables que l'on ait faites, à

l'égard du problème qui nous occupe, sont celles qui s'appuient

sur le Calcul des Probabilités. Elles sont très connues. Gauss,

dans ses premières études sur la combfnaison des observations

(T/ieoria motus corporum cœlestium) et Laplace, dans son immor-

tel ouvrage sur la Théorie analytique des Probabilités (livre II,

chap. IV, n" 25), ont fixé deux différents principes, moyennant

lesquels on peut déterminer la valeur la plus convenable, si Ton

connaît la loi de probabilité des erreurs. Quoique le problème

soit ainsi assez bien défini, l'indétermination de ladite loi de

probabilité nous empêche encore cependant de regarder comme

déterminée la forme de la fonction 9. Des principes des Proba-

bilités, on peut tirer seulement cette conclusion presque générale:

si les erreurs positives et les erreurs négatives se présentent

avec une égale facilité, la vraie valeur de la quantité mesurée est

donnée par la moyenne arithmétique, pourvu que le nombre des

observations soit infini. Ce résultat est une conséquence directe

du théorème de Jacques Bernoulli sur les épreuves répétées.

Si l'on fait abstraction dos méthodes fournies par le Calcul

des Probabilités, on peut, de même, arriver à la détermination,

ou du moins, à certaines limitations de la forme de la fonction ^.

On y parvient en obligeant la valeur la plus convenable à satis-

faire à des conditions ou à des postulats, qu'on admet à priori

comme nécessaires en général.

Les plus remarquables entre ces postulats sont les suivants :

«) Le résultat le plus convenable 9 est une fonction symé-

trique des résultats ac,, a-g, ..., a"„ fournis par les observations,

pourvu que celles-ci soient d'égale précision {*);

b) Lorsque toutes les valeurs observées Xi, x^, ..., œ„ sont

multipliées par un même facteur c, le résultat çdoit être multi-

plié par c;

c) Lorsqu'on ajoute à toutes les quantités Xj, x^, ...,x„ une

même quantité k, le résultat ç doit aussi augmenter de A-;

(*) Lorsque la loi de probabilité n'est pas connue, on entend par obser-

vations d'égale précision, celles dont on doit accepter les résultats avec une

égale confiance.
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d) Si les observations conduisent à des valeurs x, , x^, ..,, x„

égales entre elles , la fonction 9 égale la valeur commune des

quantités x (*)•

(*) La démonstration donnée par Encke [Astronomische Nachrkiitcn,

1854-57) de Tadmissibilité générale de la moyenne arithmétique repose

sur ce postulat : la valeur la plus convenable du résultat de deux observa-

tions, est leur moyenne arithmétique. Il n'y a, à notre avis, aucune difficulté

à admettre ce postulat, mais la démonstration présente, dans la suite du

raisonnement, des imperfections qui en détruisent quasi l'importance.

Voir à ce sujet les observations faites par 31. G.-V. Schiaparelli dans une

Note publiée dans les Rendicoîiti dell' Istiluto Lnmbardo, anno 1868.

Dans cette même Note M. Schiaparelli a donné deux démonstrations

différentes et très ingénieuses de la moyenne arithmétique, en admettant

les postulats suivants :

Pour la première démonstration, les postulats a), b), c) ci-dessus énoncés,

et, de plus, une autre condition qui peut s'énoncer ainsi : Si, en mesurant

deux quantités X, Y de la même espèce, on a obtenu les observations d'égale

précision x^,x^, ..., x„ pour la première, y, , î/21 •••> Vn pour la seconde,

et, si -.{x^x^ ... x„), 'f{y^y^ ... ;/„) sont les valeurs les plus convenables

à choisir pour les quantités X, Y, la valeur la plus convenable de la somme

X-hY doit s'exprimer par

Dans sa seconde démonstration M. SciiiAPAnELLi se fonde sur ces deux

postulats : 1° la valeur la plus convenable à tirer de deux observations est

leur moyenne arithmétique; 2" si l'on appelle x^, x^, ..., x^ les n valeurs

fournies par des observations directes d'égale précision, pour une certaine

quantité mesurée, et si (^{x^x^ •• ^n) est la valeur la plus convenable,

cette valeur peut aussi être exprimée par 'y{x\x\, ... x'J, où x\ , a-', , ..., a;',

sont les moyennes arithmétiques suivantes :

x.^
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Pourvu qu'on fasse quelques réserves sur Tinterprétation à

donner au postulai 6), tous ces postulats peuvent, du reste,

à notre avis, être généralement acceptés sans restriction. Mais

ils ne suffisent pas, hàtons-nous de le dire, pour déterminer la

forme générale de la fonction <^; ils démontrent seulement

certaines propriétés analytiques remarquables de cette même
fonction. Dans cette note nous avons développé quelques-unes

de ces propriétés, dont nous nous sommes, ensuite, servis pour

faire une recherche assez simple et commode de la différence

qui existe entre la moyenne arithmétique et quelque autre

forme que ce soit de la fonction 9, qui obéisse aux postulats

a), b), c), d) (*).

Nos formules serviront, si nous ne nous trompons pas, à

démontrer sous un nouveau point de vue, les avantages que la

moyenne arithmétique présente dans la plupart des cas.

2. Une fois admis qu'on puisse assigner à priori la fonction

(p(3Cia?2 ... oc,^) qui exprime le résultat le plus convenable d'un

système d'observations directes, l'acception du postulat a) en

résulte comme une conséquence nécessaire. En effet, à priori,

les lettres Xi,x^, ..., x„ peuvent, indifféremment, indiquer les

observations rangées dans un certain ordre ou dans un ordre

quelconque. C'est-à-dire, que 9(^1X2 ... x„) ne doit pas varier si

l'on permute, d'une manière quelconque, les valeurs numé-

riques substituées aux lettres ac,, x^^, ..., x„. La fonction cp est donc

symétrique par rapport à ces lettres x.

Lorsque la forme de cp est déduite du Calcul des Probabilités,

par le principe de Gauss ou par celui de Laplace, elle est

nécessairement symétrique par rapport à a-,, Xc,, ..., x„. Quoique

ces principes des deux illustres géomètres soient très connus,

nous les rappellerons toutefois en peu de mots.

(*) Nous devons à M. le général G. Ferrero (Esposizione ciel Metodo

dei minimi quadrati) l'idée ingénieuse et très instructive de comparer la

moyenne arithmétique avec d'autres formes de moyennes, à l'aide d'un

développement en série. Nos formules simplifient beaucoup cette comparaison.
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Soit ^(z) la probabilité relative de Terreur z, ou, plus exacte-

ment i\i(z)dz la probabilité que l'erreur d'une observation tombe

entre les valeurs z el z-h dz. Si l'on a effectué les observations

Xi, 3C2, ..., x„, la probabilité que 9 soit la vraie valeur de la

quantité mesurée (en vertu du théorème de Bayes sur la proba-

bilité des hypothèses) est propotionnelle au produit

ti(y — a;,) . d'if — X2) ... <p{f
— x^).

La valeur la plus convenable pour 9 est, selon Gauss, celle

qui correspond au maximum de cette probabilité. Si l'on dénote

par F(z) la fonction

1 d-H^)

<p{z) dz

la fonction 9, est, en conséquence, déterminée par l'équation :

F(y - iC.) + F(y — X,) -f- - -4- F{f — x„) = 0. (\)

Il est évident que l'expression (ou les expressions, s'il y a plus

d'une solution) qu'on tire de cette équation, pour 9, n'est pas

sujette à varier lorsqu'on permute arbitrairement les quantités x.

Les notations étant les mêmes, Laplace détermine la fonc-

tion 9 de manière que le risque total d'erreur soit minimum.

Cette condition est vérifiée lorsque 9 est déterminé par l'équation

f
... / (2)

/ '^{y -~^i)-Hy — ^2)--'piy — oc„)dîj,

où a et 6 sont les limites extrêmes entre lesquelles la vraie

valeur de la quantité mesurée peut être comprise (*).

(*) Si a?,, a;,, ..., x,, sont les valeurs observées, et si l'on suppose que la

vraie valeur de la quantité mesurée soit », le produit

H . <p(y — x^) . ^(?/ — X,) ... •Pdj — Xr,), {ce)

(où H est une constante) dénote la probabilité que Thypothèse f soit afTectéc

de l'erreur : y — -j^. La valeur absolue de la différence y— f,
mesure, selon
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Si l'on indique, respectivement, par ac,, x, la plus grande et

la plus petite des valeurs x observées, et par — e, e' les limites

de l'erreur d'observation, on a

a= a:^ — f , 6 = a;, + e'.

Pour toute valeur de \j comprise entre a et b, les facteurs du

produit, qui se trouve sous les intégrales dans l'équation (2),

sont tous positifs et différents de zéro. Lorsque y= a, le facteur

^{a — X,) s'annule ; lorsque y = b, c'est ^(b— oc,) qui devient

égal à zéro; car ces deux facteurs expriment les probabilités des

erreurs limites — e, s'.

L'expression de cp, déterminée par l'équation (2), est, elle

aussi, symétrique par rapport à ac, , x^, ..., x„.

La théorie de Gauss, aussi bien que celle de Laplace, con-

duisent, comme il est connu, au principe de la moyenne arithmé-

tique, lorsqu'on admet que la loi de probabilité des erreurs est

donnée par la fonction :

^(z) = Ae'
-/!*2*

3. Le postulat b) exige que, en multipliant Xi, x^, ..., x„ par

un nombre constant c, la valeur tp soit aussi multipliée par ce

même nombre. On doit entendre ce postulat à ce titre, que :

si l'on fait varier dans le rapport de c à 1 l'unité de mesure

Laplace, la perte ou le désavantage correspondant à la même erreur. Lens^we

mathématique total, relatif à l'hypothèse y = jp, s'obtient alors, suivant les

principes du Calcul des Probabilités, en multipliant les valeurs numériques

de toutes les erreurs pos-iibles par leurs probabilités respectives. Ce risque

total est donc

y^fy- ?) . 'Piy - x^)... 'p{tj— x„)dy -^ f" {? —y)-'piy - x,)...^^[y—x„'\dy. {H)

a a

Les limites a et 6 sont les valeurs de y qui annulent la probabilité (a).

Cela posé, il est évident que, en différentiant (|3) par rapport à <p, on

obtient, comme condition du minimum du risque total, l'équation (2)

donnée dans le texte. Nos notations sont quelque peu différentes de celles

de Laplace.
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adoptée pour la quantité à mesurer, la grandeur absolue de la

valeur la plus convenable doit rester inaltérée, de manière que,

pendant que les ac,, x<^, ..., x„ sont multipliées par c, la fonction 9
est aussi multipliée par ce même rapport.

Si la fonction 9 peut se mettre sous la forme

? = x,.FU, -, ..., -, (3)
\X^ X,. xj

où F est une fonction quelconque, le postulat 6 est aussitôt véri-

fié. Si la fonction cp n'est pas réductible à la forme (0), et si,

d'autre part, il y a homogénéité géométrique entre les différents

termes de la relation

il est nécessaire que le second membre de cette relation contienne

des constantes h, k, ... qui représentent des grandeurs physiques,

de la même espèce que la quantité mesurée; de manière que

les rapports

?(x,X2...a-J c^{XiX.2. .x„)
Â •

1
• etc., (R)

soient des nombres abstraits (*). S'il est ainsi, lorsqu'on change

l'unité de mesure dans le rapport de c à l'unité, les rapports (R)

restent inaltérés, pendant que les h, k, ... restent multipliées

par c. La cp résulte par conséquence, multipliée par ce même
nombre c.

(*) 11 est évident, par exemple, que les deux relations

g
f
— p{Xi -+- a^j -«-•• -h Xn -4— [x-^ -\- Xl -\- -\- X;, ),

!p = h\ sin \- ïîin >- •••-+- sin —
( k A- k

seraient absurdes, si les h et k n'expriment pas des grandeurs de la même

espèce que les x. Cela posé, ces relations restent inaltérées l'orsqu'on change

l'unité de mesure dans le rapport de c à 1, car, pendant que les x sont

multipliées par c, les h, k subissent le même sort, et par suite, f est aussi

multipliée par c.



( iO
)

Si pourtant on donne au postulat 6) l'interprétation que nous

venons d'y attacher, ce postulat n'impose à la fonction

9(xiX2 ... x„) nulle autre restriction, que la condition élémen-

taire de l'homogénéité géométrique entre les différents termes

de la relation

f = ?(a?|X2 ... a-J.

Mais le même postulat peut, hâtons-nous de l'avouer, recevoir

aussi une interprétation différente. Ce postulat peut, en effet,

signifier que : si au lieu des grandeurs a;,, x^, ..., x„, on a

observé des quantités de la même espèce, mais c fois plus

grandes (en grandeur absolue) ex, , cx^, ..., cx„, la valeur la plus

convenable de la nouvelle quantité à déterminer doit être exacte-

ment c fois plus grande que la valeur 9 qui convient aux

observations x, , X2, ..., x„. Si l'on donne cette signification

au postulat 6), les seules formes de la fonction 9, qui lui satis-

font sont celles représentées par l'équation (3). Mais, à notre

avis du moins, le postulat 6), avec cette nouvelle interprétation,

ne peut pas être admis à priori en manière générale. Lorsque,

en effet, on pat^se d'un système de mesures (x,, x^, ..., x„), qui

présentent de certains écarts, à un autre (ex,, cx^, ... , cx„), qui

présentent des écarts c fois plus grands, la précision des mesures

est tout à fait différente; et on ne peut pas prétendre à priori

(dans une discussion générale) qu'une même fonction, avec les

mêmes constantes numériques, puisse exprimer la valeur la plus

convenable, aussi bien dans l'un des cas que dans l'autre.

En négligeant cette seconde interprétation de l'hypothèse 6),

nous pourrons nous passer, dans ce qui suit, de tenir compte de

ce même postulat.

4. Nous venons maintenant au postulat c) qui, à notre avis,

n'est sujet à aucune objection. Ce postulat exige que si l'on

ajoute aux quantités x,, Xg, ..., x„ une même quantité k, la valeur

la plus convenable s'augmente aussi de k; cela peut s'exprimer

analytiquement ainsi :

a -\- h = f{Xi -4- //, T2 -t- //, ..., x„ -f- h),
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ou bien, en développant par le théorème de Taylor

7^2 /j^3

h = k\-i- Bh C-4--. (3)
I .

-2 1.2.5

où l'on a fait

A= 1
—^ +—I = >—

5A 3A 3A ^ D> ^^ Û'V ,

DB DB OB ^ 3> ^ 3> ^ 3^?

iîXi «^^2 ^^n "^-"-'t dxfiXs ^x,.Dx,.3x„

etc.

L'équation (3) devant se vérifier, quel que soit h, il faut que

l'on ait

A=l, B = 0, C = 0, etc.

Mais, la première de ces conditions remplie, les autres s'en

déduisent identiquement en vertu des formules (4). Donc la

relation A = 1, c'est-à-dire :

DX| t>X2 3x„

est la condition nécessaire et suffisante pour que le postulat c)

soit vérifié.

L'intégration de l'équation (5) conduit (oui de suite, par les

règles élémentaires sur les équations aux dérivées partielles, à

l'intégrale générale

H? —Xi, ? — oci , ..., ? — Xn) = 0, (6)

où 9 est une fonction arbitraire. Le postulat c) exige donc que

la fonction ç puisse se déduire en résolvant par rapport à 9 une

équation de la forme (6).

L'équation (1) établie par Gauss, à l'aide du Calcul des

Probabilités, c'est-à-dire :

F(y — X,) -+- F(y — X2) -4- - H- F(» — x„) = 0,
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est une forme particulière de l'équation (6). Donc les valeurs

les plus probables déduites, selon le principe de Gauss, de

toute loi de probabilité des erreurs, satisfont toutes, non seule-

ment à la condition d'être des fonctions symétriques des obser-

vations, mais encore à l'équation différentielle (5) et, par suite,

au postulat c). La moyenne géométrique des observations, et bien

d'autres fonctions symétriques, considérées souvent, ne satisfont

pas à l'équation (5) et ne peuvent, en conséquence, convenir

à aucune loi de probabilité des erreurs.

Les valeurs de tp que l'on peut calculer suivant le principe

de Laplace, mentionné au g 2, satisfont aussi à l'équation (5).

Différentions, en effet, les deux membres de l'équation (2) soit

par rapport à X|, soit à x^, etc , soit à x„, et ajoutons les dérivées.

Dans ces différentiations on doit considérer aussi bien la fonction 9

que les o et 6 comme des fonctions de Xn, x.2, ••, a*»; car, lorsque

les observations x varient, les limites a et 6 (voir | 2) doivent

aussi varier. Dénotons pour abréger, par Vy la fonction qui se

trouve sous les intégrales dans l'équation (2), et par Py, P„, Pj

ce que devient la même fonction, lorsqu'on substitue (p, a, 6 à y.

Nous aurons

Dxj Dxa 5x„ dy
( )

Et, par conséquent, la somme des dérivées partielles de l'équa-

tion (2) donnera :

}
(7)

a

Si l'on observe que, par les remarques faites au | 2, on a

Pa = 0, P, =0,

et l'équation (7) nous donnera :
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El puisque 9, comme on doit nécessairement l'admettre, est

comprise entre les limites « et 6, et que, par suite, elle ne peut

pas être zéro, on aura

^5x,. '

ce qui coïncide avec l'équation (5). C. Q. F. D.

5. Nous admettrons encore le postulat cl), c'est-à-dire la

condition que, si les observations sont toutes égales entre elles,

la valeur la plus convenable 9 est aussi égale à la valeur com-

mune des observations. Si l'on pose

<f
— Xi=Zi, y — X2= r2, etc., f — x„ = c„,

les postulats a), c), d) sont tous vérifiés, pourvu que la fonc-

tion (p soit tirée d'une équation de la forme

F(z„ z,, .., c„) = 0, (8)

où F est une fonction symétrique par rapport aux lettres z, qui

s'annule lorsqu'on y pose

Zi = ^2= ••• = -„ = 0.

Cette dernière condition correspond, évidemment, au postulat d).

6. Les conditions énoncées au paragraphe précédent étant

remplies, il existe des relations remanjuables entre les valeurs

que les dérivées partielles de la cp prennent, lorsque, après les

différentiations, on pose

Puisque 9 est symétrique par rapport aux lettres x, si, après les

différentiations, on rend toutes les x égales entre elles, on aura ;

DXi
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D'autre part on a, dans notre cas :

En différentiant successivement par rapport k x^ el à x^ :

— H 1 1 =0
iXj DXjDXj DXiDX„

_1-H 1 , —_=0
aX, JXiûXa iXlOXn

DXjiîXa OXiSXj DXjDXa^Xs DXi^XaSx,,

Si dans ces dérivées on pose

on aura donc, en vertu des équations (9) :

n-^=I, i^^-H(n-1)^=0, (40)
JXj OXj DXi^X2

3^V S^? ^^9 '^'9

iix] DXPX2 33^^X2 û^iOXa^Xs

Si, en particulier,

«, p, ?/, ^, f, Ç (12)

sont les valeurs des dérivées

D^ D^ i)çf) D^ i3^y D ^

DXj D^i DXi3x2 OXj 3x|3x2 DXiSXgDXs

lorsque, après les dérivations on substitue, à toutes les lettres

Xj , ccg, ..., x„ leur moyenne arithmétique X, on aura donc :

1 [3

a. = - > y=
n n — \

) (^3

, t=
n — \ [n— \){n — 2)
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On peut trouver des relations analogues entre les dérivées

des ordres successifs.

9. Nous pouvons maintenant, à l'aide d'un développement

en série, comparer très commodément avec la moyenne arith-

métique une autre forme quelconque de 9, qu'on tire d'une

équation de la forme (8).

Appelons X la moyenne arithmétique des valeurs x,, x,^, ..., x„

et posons

Xi = X -h ti', X2= X -1- ^2 ; etc. ; a;„ = X -+- f„

.

Nous aurons :

lt,.=Q', (14)

ltl^2ltrt, = 0', ('15)

d'où l'on tire

o

On a la formule (15) en élevant au carré l'équation (14) ; la

première des équations (16) s'obtient en multipliant 21 tl par S t^;

la seconde des équations (16) en multipliant S tX par ^ fr-

Si maintenant

y = y(x,X2... a;„)

est une relation obtenue en résolvant l'équation (8) par rapport

à 9, on aura, par le développement de Taylor :

î> = y(X. X...X) + 2^.-

1 / S .) M'
1.2 \ 3a;, 'dx2 "DxJ ^ / ^'M

1/0 D 5
,

H- ———; Ui H <2— -i- •
. -t- f„— f-^r etc.,

1.2.0V DXj DX2 lIX„/ !

où l'on a employé une notation symbolique très connue. On
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entend, cela va sans dire, que, après les difFérentiations, on doit

mettre la moyenne X à la place des X|, x^, ..., x„.

En rappelant les notations (12) établies au paragraphe précé-

dent, et en observant que, en vertu du postulat d), on a :

y(X, X...X) = X,

le développement (17) devient

Le calcul de ce développement, même des deux premiers

termes, est, en général, très compliqué. Nos formules le simpli-

fient beaucoup. Éliminons, en effet, de l'équation (18), au

moyen des formules (13), (U), (15), (16"'), les quantités

a, r, e, Ç, 2/^, 2 /^«,, ^i^t,, 2trtJ„.

En réduisant, on obtiendra :

où (3 et (î ont les significations données dans le paragraphe pré-

cédent.

8. Si les observations jouissent d'un certain degré de préci-

sion, les écarts f,, tç^, ..., t„ sont des quantités assez petites pour

que les termes écrits dans le second membre de l'équation (15)

donnent une expression assez approchée de la différence <p— X.

Il n'est pas difficile cependant de calculer, s'il est nécessaire, les

termes des ordres successifs : il suffit, à cet effet, après avoir

écrit la forme générale de ces termes, d'éliminer, à l'aide des

relations analogues aux équations (15), (14), (46), le plus grand
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nombre possible des dérivées partielles et des fonctions symé-

triques des t, qui successivement se présentent. Nous donnons

ici les résultats des calculs relatifs au terme du quatrième ordre,

sans en donner la démonstration, car elle ne présente aucune

difficulté. Soient :

^1 ^1 ^5 !^t "5

les valeurs que prennent les dérivées partielles

lorsque, après les différentiations, on pose X au lieu de chaque

lettre ac. On a :

\

n — i

1 i

^ ~~ [^_i)(n— J)
"^ "

n — "!

^'
'

^"^^

3 1

{n — I
)
{n — 2) (w — 5) {n — 2) [ti — 5)

Entre les fonctions symétriques, du quatrième ordre, des

écarts t, existent, d'autre part, les relations :

(21)

Le terme du quatrième ordre du développement (19) peut

s'écrire, avec nos notations :

^ ^ yii-^ i^y t% + 6A s fA
4.2.5.4

h
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En éliminant les quantités qui figurent dans les premiers

membres des formules (20), (21), ce terme devient :

^^ /n '0\ /m ^\ ^^1.2.ô.4((il-l)(«-2)(n— 3) - („_2)(„_3)

(«—1)(n—2)(n—5) ^ («—2)(«— 5) ^^

». Si Ton admet le principe de Gauss, mentionné dans le

§ 2, pour la recherche de la valeur la plus probable, la relation

*(? — 3Ci, f
— X2, ..

, ^ - x„) = 0, (23)

dont on doit tirer l'expression de (p en fonction de 3Ci , Xg, ...,«„,

prend la forme

F(z,) + F(2,)-4-... + F(z„) = 0, (24)

où Ton a posé :

f— a:, =z,, y — a;2 = Z2, ..., ?> — a:„ = z„, (25)

F(z) =— »

^(z) dz

'^(z) étant toujours la probabilité relative de l'erreur z.

Le postulat d) exige, comme il est évident, que F(z) s'annule

pour z==0, c'est-à-dire (pourvu que ^(z) ne soit pas infinie

pour z = 0) que la fonction de la probabilité des erreurs pré-

sente un maximum (ou un minimum) pour z= 0.

DifFérenlions trois fois successivement la formule (2b) par

rapport à acj. Nous aurons :
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Posons

<j, = Xi=: x^ = •• = a:„ == X,
et, par suite,

Les formules (24) nous donneront, en conservant les notations

du § 6 :

2(^) ='*^''-2«-^-^,
) (27)

> I
—

I
= noi — Oa -+ oa — i.

\uXi/

Et, puisque la première des formules (15) nous donne a= -!

on aura :

iz,y n—i .^f^zA' (« — l)(n— 2)

Cela posé, si (comme nous le supposerons ici) F'(z) ne s'an-

nule pas pour ^=0, les formules (26), en y posant

Zi = Z2= •••== z„ = 0,

nous donneront
tla. — i = 0,

^'~— F"(0) -+- «8F'(0) = 0,
n

(m — 1)(n — 2)— î^ 4 -^ F"'(0) -I- ntî . F'(0) = 0,

dont la première n'est autre que la formule (13), tandis que

les deux dernières nous donnent :

îi — 1 F"(0) (n — 1) (n — 2) F'"(0)

^
n' F'(0)' n' F'(0) ^ ^

Après cela, le développement (19) devient

^
2n F' (0)

^ 6n F" (0) ^
'^

^ '



] i F--
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Nous aurons :

F"(0) F"'(0) l

F'(0) F'(0) /r' ^
'

Par suite, le développement (29) donne

0/rn -^

Les termes négligés dans le second membre sont du cinquième

ordre au moins. Dans le cas de riiypothèse (o2), l'expression

de cp, en fonction de Xj , Xç^, ..., x,^, peut aussi s'obtenir sous

forme exacte. En effet, la formule (2S) devient en ce cas :

sm—; H sni ;— -+- ••• -t- sin = 0,
Il h h

d'où l'on tire sans difficulté :

tang -

sin — -+- sin —- -f- •• -<- sin -—

^ h h h

il t OC^ Xi) x„
cos H ces —^ -t- • • -1- ros —

h h h

t». Supposons que la la loi de probabilité des erreurs soit

6{z) = Ae~'^''-''''^^\ (54)

qui correspond, ainsi que les deux précédentes (31) et (32),

à l'hypothèse que chaque erreur positive se présente avec la

même facilité que l'erreur négative qui a une égale valeur

absolue. La formule (34-) doit toutefois être considérée comme

beaucoup plus générale que les formules (31), (32). On a dans

ce cas :

F{z) = — Wz — ih'k'z%

F"(0) F"'(0)

F'(0 F'(0)
'
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Et, par suite, la formule (29) devient

2/t^v. --X = -2C (55)

plus des termes du cinquième ordre.

Si les observations sont assez précises (comme il arrive d'or-

dinaire) pour que les termes du cinquième ordre soient négli-

geables, la formule (35) nous démontre combien peu la valeur

la plus probable s'écarte de la moyenne arithmétique, toutes les

fois que la formule (34-) diffère peu de la loi commune de pro-

babilité des erreurs (31). Dans ce cas, en effet, le terme h'^k'^z^,

dans l'exposant de e, doit être très petit vis-à-vis du terme A^^,

pour toutes les valeurs de z qui sont comprises entre les limites

réelles (*) de l'erreur d'observation. Pour toutes ces valeurs de z

la quantité k^z^ doit partant être très petite vis-à-vis de l'unité.

Et les produits
^.2,2 r.2,i. r.2,2

seront des quantités du même ordre que kz'^ ; c'est-à-dire que les

produits k'^tl, k'^tl, etc., k^ll seront très petits vis-à-vis des écarts

ti, t^, etc., t„. Le deuxième membre de la formule (35) est,

d'autre part, égal au double de la valeur moyenne de ces pro-

duits kt^. Or, si l'on considère que les erreurs positives se

présentent avec la même facilité que les négatives, la valeur

moyenne des t^ tend à s'annuler, et l'on se convaincra facilement

de la petitesse de la différence cp— X.

Appliquons notre formule (35) au calcul de la valeur la plus

probable dans l'exemple qui suit. On a fait 93 observations

(*) 11 est clair que, bien que la formule (54) ne pose pas des limites

mathématiques a la grandeur des erreurs, on peut toutefois concevoir, pour

chaque système d'observation, une limite Ç qui ne sera jamais surpassée

par la valeur absolue de l'erreur. On peut appeler limites réelles de l'erreur

les deux quantités — 'C, -^- Ç
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d'égale précision, qui présentent les écarts suivants de leur

moyenne arithmétique :

GRANDEUR



( 24 )

En calculant le coefficient k^ par la méthode que nous don-

nerons au £ 15, on trouve :

P --= 0,004637.

Cette valeur substituée dans le second membre de la for-

mule (5S) donne :

^ — X = — 0,051 environ.

Cette quantité est tout à fait négligeable, non seulement

vis-à-vis des écarts des observations considérées, mais bien aussi

par rapport à Terreur accidentelle qui peut affecter la moyenne

arithmétique des observations mêmes.

13. Nous considérerons maintenant le cas très commun et

bien plus général que les précédents, où la fonction de proba-

bilité des erreurs est seulement obligée à la condition

^(- z) = +(z). (36)

Nous supposerons, de plus, que la fonction ^ ne soit pas zéro

pour z= 0, et que la même fonction avec toutes ses dérivées

soit finie et continue pour z = 0. Enfin, admettons encore que,

en désignant comme ci-dessus, par ¥{z) la fonction tt^,
'^J

- '

la première dérivée de F(z) par rapport à z ne s'annule pas

pour z= 0. Dans ces circonstances, il est évident qu'on aura,

d'après la formule (36), ces autres relations :

F(-z)= -F(z)\
F'(-z)= F'(z)> (57)

F"(-z) = -F» )

et ainsi de suite, de manière que toute dérivée d'ordre pair sera

une fonction impaire et s'annulera pour z= 0, et toute dérivée

d'ordre impair sera une fonction paire. Il n'est pas difficile de

démontrer, à l'aide de ces considérations, que si la fonction ^{z)

satisfait à la formule (36), le développement (29) perd néces-

sairement tous les termes d'ordre pair. Mais cette même propriété

peut se démontrer d'une manière indirecte et fort simple, comme

il suit.
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A cause de la formule (37), la relation (25), e'esl-à-dire

F(5P — a-,) -+- F(y — 0:2) + ... -4- F(y — xj = 0, (25)

est encore vérifiée, si Ton change de signe aux lettres x de même
qu'à cp. Une relation tirée de la formule (25), pour exprimer cp

en fonction de x,, x,^, ..., x„ doit donc être telle, que 9 se change

identiquement en — 9 lorsqu'on change le signe des lettres

Xi, ^2, ..., x„. Mais si les x^, x^, ..., x„ se changent en — ac^,

— x^, ...,
— x„, leur moyenne arithmétique X se change en —X

et le premier membre de la formule (26) change, lui-même,

seulement de signe. D'autre part, après cette transformation, les

écarts ti , t^, ..., t,, deviennent — t^, — U, ..., — /„. Il faut par-

tant que, en changeant les signes des écarts t, chaque terme du

deuxième membre de la formule (29) change, lui aussi, seule-

ment de signe. Or cette condition est bien remplie par les termes

de degré impair par rapport aux écarts t, pendant que, au con-

traire, les termes de degré pair ne changent ni de valeur ni de

signe lorsqu'on change le signe des écarts t (*). Il est donc néces-

saire que ces derniers termes s'annulent identiquement dans le

développement. Ce qu'il fallait démontrer.

En résumé, dans toute hypothèse, pour laquelle les erreurs

positives et les négatives se présenienl avec une égale facilité,

la formule (29) devient :

1 F"(0) V. ,

^
6n F' (0)

^ '
^ ^

où l'on a réuni dans le symbole Q les termes du cinquième degré

par rapport aux écarts t, et tous les termes de degré impair

supérieur au cinquième.

(*) Il faut bien se souvenir que les différents termes du développe-

ment (29) ne contiennent que les écarts /, le nombre n, et les valeurs

F'(0), F"(0), etc., que les dérivées successives F(^) prennent pour r = 0.

Ces dernières valeurs ne sont pas sujettes à varier, lorsqu'on exécute les

changements de signe dont il s'agit dans notre théorème.
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Nous ne pouvons rien dire en général (*) à l'égard de la

convergence du développement (38). Mais on peut cependant

prévoir que dans tous les cas oîi les observations jouiront d'un

certain degré de précision , les termes de ce développement,

à partir du premier, diminueront rapidement, à cause de la

petitesse des écarts t, et, le plus souvent, même le premier terme

sera très petit, comme on l'a vérifié pour l'exemple numérique

du paragraphe précédent.

En donnant à la fonction ^ des formes particulières (qui ne

s'écartent pas trop des lois qui se vérifient expérimentalement

dans la distribution des erreurs d'observation) on peut facilement

se persuader que la différence cp

—

X entre la valeur la plus

probable et la moyenne arithmétique est fort petite, même si le

nombre des observations est très limité. Dans la pratique, si l'on

applique nos formules à des nombres donnés par l'expérience,

il arrivera le plus souvent que celte différence cp

—

X sera négli-

geable. On pourra affirmer dans ces cas, que la fonction i|/(z)

ne diffère pas sensiblement de Ae""'" pour toutes les valeurs

de z qui correspondent à des erreurs possibles d'observation.

14. Si l'on a un système quelconque d'observations actuelles

d'égale précision, et si Ton fait une hypothèse quelconque à

l'égard de la forme de la fonction '])'{z), les formules des articles

précédents peuvent nous servir à l'un de ces deux buts ;

Soit à obtenir, par des calculs assez simples, la valeur la plus

probable de la quantité mesurée
;

(*) Nous nous passons de la considération du cas théorique où le nombre

des observations croît sans limites. Si n est infini, et si, comme on suppose

ici, <^{z) = <ii(— z), la moyenne arithmétique X donne la vraie valeur de la

quantité observée, en vertu du Théorème de J. Bernoulli, Les écarts t sont

alors les vraies erreurs d'observations, et ils tendent, en vertu de ce même

théorème de Bernoulli, à se présenter de manière à être deux à deux égaux

et de signe contraire. Par suite, les sommes 2 /', ^ ^r, ^ tU,, etc., de degré

impair, qui figurent dans le deuxième membre de l'équation (38), devien-

nent zéro, pour n infini, et l'équation (38) donne y=X, ce qui devait arriver.
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Soit (ce qui arrivera le plus souvent) à démontrer que la

différence entre cette valeur probable et la moyenne arithmé-

tique est tout à fait négligeable vis-à-vis de l'erreur moyenne

du résultat.

Dans tous les cas, une fois que l'on a choisi une certaine forme

pour '^(z), l'assignation des constantes numériques qui figurent

dans celle fonction n'est pas arbitraire, mais doit êlre faite en

accord avec les résultats de l'expérience. Naturellement, c'est de

la loi de la distribution des erreurs , telle qu'elle se présente

dans le système d'observations qu'on traite, que doivent ressortir

les critériums pour la détermination approximative desdiles

constantes numériques. Il n'est pas possible de donner des règles

générales sur les voies à suivre dans ces recherches, et, d'autre

part, on ne peut espérer de parvenir qu'à des résultats d'une

grande approximation, comme la nature du problème le comporte.

Toutefois, nous ajoutons ici (comme exemple) des formules qui

peuvent servir à une détermination très simple des constantes,

lorsque la fonction choisie est la formule

^{z)^Ae-'''^'- "'"''',
(34)

dont nous nous sommes occupé dans le paragraphe 12.

Pour beaucoup d'autres formes de ^(z), on peut aisément

obtenir des formules semblables à celles que nous allons exposer

pour la formule (34). Du reste, la formule (54) présente une

généralité si grande vis-à-vis de la forme plus commune Ae""'*',

que l'étude de celle-là peut se considérer comme très intéres-

sante pour un grand nombre de cas.

15. Dénotons par Mg la moyenne arithmétique des carrés

de toutes les erreurs dans un nombre infini d'observations.

La racine carrée de M2 sera ce que l'on appelle, suivant Gauss,

Verreur moyenne des observations.

Soient, de même, M4, Mg, etc., les moyennes arithmétiques
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des quatrièmes, des sixièmes, etc., puissances des erreurs.

On aura, en posant, pour simplifier :

g- h-2' - h-k-z^

M» = A / z'Zdz, (39)

— oc

Mi= A / z'Zdz, (40)

— ce

Me^A f z'Zdz, (41)

et ainsi de suite.

La probabilité que Terreur d'observation tombe entre les

limites — co et h- oo étant 1, on aura :

A r Zdz^\. (42)

— cc

La formule (55) donne, d'autre part :

.=— / z'cHi'z + Mf}i'z'')Zdz ~ 'Ikk- / z'7Az

J-oo '^frJ
= —— |zZ| -^

-zr. I Zdz-'^2k-Mi.

De là, en tenant compte de la formule (42), et en observant

que le produit zZ s'annule aux limites z = ± oo :

De même on peut écrire :

M.=— / z'(2/i-z-+-4/i-&V)Zr/z — 2A^' / z^Zrfc

= ^^,M.-2m
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De la même manière, si n est un nombre pair quelconque,

on obtient sans difficulté :

,-'2k'M„^,. (45)

Appelons ensuite M], Mj, M^, etc., les moyennes arith-

métiques des erreurs, de leurs troisièmes, cinquièmes puis-

sances, etc., supposé qu'on ne considère que les valeurs absolues

des erreurs mêmes. Si le nombre des observations est infini,

comme précédemment, on aura :

zZdz; M5==2A / z'Zdz, etc., (44)

Il est facile de se persuader que la relation (43) subsiste aussi

entre ces nouvelles moyennes ; c'est-à-dire qu'elle est encore

vérifiée pour n impair; le cas «=1 fait, lui seul, exception.

On a, en effet :

M, = -^ f [Wz -f- 4/i-Fr^) Zdz— 4A/.- / z:'Zdz = t-,
— ^/t-Mj.

Résumons maintenant les relations trouvées, en les rangeant

par ordre, comme il suit :

/r 2/t^

/r 2/r
)

(45)

n — 1

M„ = M„_, — 2A^\I
-lit'

«+2-

Il est clair que, si l'on connaissait les valeurs de six, au moins,

des moyennes M, on pourrait calculer ^ et A;^, par la résolution

d'un certain nombre d'équations du premier degré. Soient,

en effet, M^, M,, ..., M^ (où les nombres r, 5, .,., w sont rangés

par ordre croissant) les six quantités connues. Que l'on considère

les relations, de la forme (45), pour toute valeur de n depuis



( 50 )

n= r-f- 2 jusqu'à n==w— 2, et l'on aura iv— r — 3 équations

entre autant d'inconnues (les quantités ^ el k^ y comprises], d'où

l'on pourra déduire p et k^. Mais cette détermination a lieu de

la manière la plus simple, si l'on connaît les valeurs des cinq

quantités Mi, Mg, M3, M4, M5. Dans ce cas, on fera usage de

deux équations :

1 l

qui donnent

2A^ h'

\ 2M,M, — 2M3M.

h' Mg — 2M,M4

"2 M5 — 2M,M,

(47)

Pour ce qui regarde la détermination des valeurs moyennes

Ml, M2, M3, M4, M5, elles peuvent se tirer, par voie d'approxi-

mation, des écarts t, si le nombre des observations est très grand,

et pourvu qu'il soit présumable à priori que Verreur moyenne

de la moyenne arithmétique soit suffisamment petite vis-à-vis des

mêmes écarts. Dans ces circonstances, on peut prendre, comme

valeurs approchées des M, les rapports :

-2'. -2'". '2^'. -2''. -2^'' («)
n '^ n ^ n ^ n^ n^

où T dénote la valeur absolue de t.

Hàtons-nous de dire que , si le nombre des observations n'est

pas considérable, nos formules ne peuvent pas conduire aux

résultats attendus. En effet, les valeurs approchées (48) qu'on

prend pour les M ne sont douées d'aucune précision, si le

nombre des observations est petit. Surtout dans le calcul de M3,

M4 , Mg , les puissances des grandes erreurs sont très grandes

vis-à-vis de celles des petites erreurs, et la présence d'une seule

erreur, de grandeur considérable, décide presque elle seule du

résultat. La détermination de ces moyennes est partant très

incertaine. Il serait préférable alors de se tenir, pour la déter-

mination de h et A;, à des méthodes qui n'exigent que l'emploi

de deux quantités Mj et M2, qui restent assez bien déterminées,
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comme l'expérience le démontre, même si le nombre des obser-

vations n'est pas très grand.

Il serait nécessaire, pour notre but, d'exprimer directement

les Ml, M2 en fonctions de h et k au moyen des formules (39),

(43), et d'en éliminer ensuite A moyennant la formule (42).

Mais l'impossibilité d'exprimer les intégrales en termes finis,

ou par des développements en séries simples et convergents

à la fois, rend inapplicable cette méthode. Toutefois, si la

formule (39) peut être, par approximation, remplacée par cette

autre fonction (*)

^(z) = A(l — h'kh')e-'''\ (49)

les intégrations s'exécutent tout de suite et l'on a :

1=>^(,,_!^), (5,)
A /* \ 4 h'I ^ '

A / F\ A\/7/ 15 k'\ ^^^.

Que l'on pose :

2M2

et les deux équations (52), d'où l'on aura éliminé A, moyennant

la formule (51), nous donnent
19

8f— — .,

k^ 2f 8 fk'

h" 1 H- 8e I -t- 8e \h

équation du deuxième degré dont on peut tirer ^g-

(*) Les fonctions (34) et (50) sont nulles pour 2 = 0, et tendent rapide-

ment vers zéro lorsque 2 croît. Pour que ces deux fonctions puissent, par

approximation, se substituer l'une à l'autre, il faut et il suffit que les deux

fonctions diffèrent peu entre elles pour toutes les valeurs de s qui sont

comprises entre les limites réelles de l'erreur. En dehors de ces limites les

deux fonctions peuvent avoir entre elles des rapports très diflerents de

l'unité, mais les valeurs, tant de l'une que de l'autre, peuvent être tout à fait

négligeables. Ces conditions doivent être vérifiées, après le calcul de h et k.
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Ce rapport connu, on calculera h au moyen de Tune des deux

relations (ti2). Pour ce qui regarde les valeurs des moyennes

Ml, M2 en fonction des écarts, on fera usage des expressions

1- le
M,=— , Ma=— ,

\/n{yn — \)
''-'^

qui sont bien plus approchées que les — ' "^ citées plus haut.

Dans notre exemple numérique du | 12, on a :

M, = 4,214, M2 = 21,25.

Et, par suite :

r = 0,2371, -=0,1708,
h-

li" = 0,009701 , k^ = 0,001 657.

16. Jusqu'ici, dans nos applications de la formule (29), nous

avons considéré des cas où la loi de probabilité des erreurs

satisfait à la condition

^(r) = +(-z). ^52)

L'étude des formes de ^{z), qui ne satisfont pas à la condi

tion (36j, et qui correspondent à l'hypothèse que les erreurs

positives et les erreurs négatives ne se présentent pas avec une

égale facilité n'est pas moins intéressante et peut se faire avec

la même facilité que les recherches précédentes.

Mais afin que cette étude puisse conduire à des formules et

à des règles, qui soient, elles aussi, applicables à la discussion

pratique des résultats d'un système donné d'observation, il serait

nécessaire d'ajouter à ce qui précède une série de considérations

nouvelles qui nous porteraient bien au delà des limites que nous

nous sommes imposées. Mais nous espérons de revenir sur

ce sujet.



(33)

RAPPORT DE M. C. LE PAIGE.

M. Pizzelti s'occupe, après beaucoup d'autres Géoméires,

d'un problème qui doit se présenler à tous ceux qui ont à cal-

culer le résultat d'une nombreuse série d'observations : je veux

dire, la détermination de la valeur la plus convenable de la

quantité qui a été mesurée.

Le travail qui nous est présenté se distingue néanmoins des

divers Mémoires que nous avons eu l'occasion de lire sur celte

question.

M. Pizzelti reconnaît immédiatement l'impossibilité de démon-

trer le principe de la moyenne arithmétique et il est, en cela,

d'accord avec un de nos Confrères, très compétent eu tout ce qui

touche à la philosophie de mathématiques, M. De Tilly.

Cependant, en présence de la nécessité absolue où l'on sC

trouve de déterminer une valeur spéciale, dépendant des obser-

vations, pour la grandeur observée. M. Pizzetti rappelle les

axiomes que l'on se voit obligé d'admettre lorsqu'on veut obtenir

une fonction analytique représentant la valeur spéciale dont il

vient d'être question.

Ces axiomes sont les suivants :

i° Le résultat le plus convenable ç est une fonction symé-

trique des résultats ac), Xç^, ..., x„, donnés par les observations,

pourvu que celles-ci soient d'égale précision
;

2° Lorsque toutes les valeurs Xj, Xç,, ..., x„ sont multipliées

par un même facteur, c, le résultat le plus probable (p doit être

multiplié par c;

5° Lorsqu'on ajoute à toutes les quantités x,, x^, ..., ./„, une

même quantité k, le résultat 9 doit être augmenté de A-;

4" Si les observations conduisant à des valeurs oc,, a.^, ..-, a„,

égales entre elles, cp doit être égal à la valeur commune.

c
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Après avoir discuté le sens de ces axiomes, M. Pizzetti essaie

d'en tirer quelques conséquences analytiques.

C'est notamment l'axiome 3 qui le conduit au résultat le plus

intéressant.

Admettant que © soit développable par la série de Taylor,

on en déduit l'équation aux dérivées partielles

n;

d'oîi l'on tire une relation

F(? — X,, ? — ^2 , ..., -j — x„) = 0.

F étant arbitraire.

L'auteur montre que les principes admis par Gauss ne sont

qu'une application très spéciale de cette condition.

Il en est de même des principes admis par Laplace.

C'est ici que vient se placer l'innovation heureuse due à

M. Pizzetti. L'auteur calcule la différence qui existe entre la

moyenne arithmétique des valeurs observées x^, acg, ..., x„ et une

valeur ç satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles qui vient

d'être écrite.

Pour calculer celte différence, l'auteur est entré dans des

développements analytiques assez longs et qui supposent toujours

que 9 soit développable par la série de Taylor.

Nous devons cependant dire que la longueur des calculs était

inévitable et que l'hypothèse de l'applicabilité de la série de

Taylor paraît justifiée, sans qu'il soit possible d'en donner une

démonstration rigoureuse.

L'honorable professeur de Gênes suppose ensuite que la relation

prenne la forme plus simple
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L'auteur fait usage de ces formules dans le cas d'une série

d'observations instituées pour déterminer la longueur du pendule

à secondes.

Le Mémoire se termine par l'examen de l'hypothèse plus

générale où l'on a simplement

^{z) = ^(— z).

Dans tous les cas, l'écart entre la moyenne arithmétique et la

valeur tp déduite de la forme particulière de (]; est extrêmement

faible, et il y a, par suite, tout avantage à employer la moyenne

qui donne lieu à des calculs simples et qui conduit, pour la

fonction ^, à la forme généralement admise

I/tt

C'est la conclusion qui ressort du travail de M. Pizzetti.

Ce Mémoire pourrait être développé et conduirait peut-être

à des résultats intéressants sur les conditions d'existence de la

fonction 9 et de la fonction i];.

Tel qu'il est, il nous semble une contribution intéressante

à l'étude du problème fondamental du calcul des probabilités

appliqué aux sciences d'observation et nous en proposons l'in-

sertion dans les Mémoires de la Société.

20 décembre 1887.

Je me rallie aux conclusions de mon savant Confrère.

E. Catalan.



SUR

LES SEMI-INVARIANTS DE FORMES BINAIRES;

PAR

JACQUES DERUYTS,

CHARGÉ DE COURS A L'uNIVERSITÉ DE LIEGE.





SUR

LES SEMI -INVARIANTS DE FORMES BlfUIRES O-

I. Représentons par

m

des fondions isobariques et homogènes des variables x el des

coefficients de formes binaires; nous supposerons ces fonctions

égales à leurs transformées par la substitution a;,:=X, -+- ^vX^,

Xg = Xg et nous les désignerons, pour abréger, sous le nom de

semi-covariants, comme nous l'avons fait dans un travail anté-

rieur (**).

La quantité kQ est un semi-invariant et Ton a :

dkn dk,_ = 0, -=*.,; (A)

les coefficients k', ... satisfont à des égalités du même genre.

Soit S un semi-invariant contenant au degré p les coefficients

(*) Note présentée à la Société des Sciences le 22 novembre 1887,

(*') Développements sur la théorie des formes binaires (Bull, de l'Acad.

ROY. DE Belgique, juillet 1887).
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de k, de manière que chaque terme de S a pour facteur un

produit de la forme

P = l,'^.kl.kl ... fc^, ... (a-t-6 4-c-4- ••• + h=p),

ou
'1 y (d'"kY( cVk V Ictk

P=
1.2... w/ \dx^l \rfx"~*dx2/ \dx.

La substitution Xi=Xi -t-XXs, acg= Xg donne lieu à des

transformations linéaires de même module pour les produits

de dérivées

d"" Y I d"" y f d""^"

\dx^j \dx^~*dxj \dx2

et pour les dérivées

dx^-^dx^
(ô^d .6 H- 2.C -H ••• -+- mh).

Il en résulte que Ton déduira de S un semi-covariant Z en

remplaçant les produits P par les dérivées « g d'un semi-

covarirnt quelconque :

i=iox'^+ ('^)/,.Tr*x2

Dans tout semi-covariant, et en particulier dans Z, le coeffi-

cient de la plus haute puissance de an, est un semi-invariant.

En recherchant ce coefficient pour Z, on voit que ïon obtient un

semi-invariant en remplaçant dans S les produits k^kf ... kf„

par le, (0= b-+-2cH i-mh).

On pourra, en même temps, remplacer dans S les produits

k'o'^k'f ... k[P, par les coefficients l'e, de xf dans un semi-cova-

riant /'
:

0' étant égal à [3-t-2yH i-w?'p; l'expression de S ainsi

transformée sera encore un semi-invariant et on pourra continuer

ainsi de suite.

On remarque immédiatement que les indices 0, 0', ... sont les

poids des produits P, P', ... par rapport aux coefficients k, k', ...

" Applications. — 1° (A-qA', — AiA'o)'' est un semi-invariant : en
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appliquant la transformation précédente aux coctïicients k et k',

on obtient le semi-invariant

kok',-
( ^ )

k,k'„_, -H
( ^ )

k,k;_, -4- (- 1 yk.k'o,

que nous avons déjà obtenu par une voie différente. (Voir le

travail cité plus haut.)

2" La quantité

fty kl k-2

Kq nj ftj = [^KK K j

ko kl kl

est un semi -invariant; pour le vérifier, il suffit de prendre la

dérivée ^ , en tenant compte des formules (A). On en déduit le

semi-invariant
<j.") =[kk'k"i^\

dans lequel l'exposant symbolique p indique que dans (5^ les

produits de la forme A-oA*^'^ doivent être remplacés par A^.,.;, et de

même pour les coelïlcients k' , k".

5° Du semi-invariant

fto a'i ^2

§,= kl h h
ft(j k{ n'a

on déduit un autre, d^\ en remplaçant dans §1 les produits

A'q ftj A'j par A'(,^2c»

11 est visible que ces résultats sont susceptibles de plusieurs

généralisations.

II. Les coefficients d'un semi-covariant A; sont déterminés par

le dernier d'entre eux, A,,,. On a, en effet, d'après la formule (A) :

k^ = 1 d"'-A-„

m[m — i) ... (i + 1) ilK'".''

Le dernier coclïicient k„ permet encore d'écrire le semi-co\ariant
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svmhnliniipsans remploi direct de la dérivée symbolique
J^

. En effet, soit

KoXr -+- ('^'*j K,X7-'X, -f- .-. H- K„.Kr

la transformée de k par la substitution x, = X, h- J.X,,

ajg = Xg ; on a

KoXr'H- ••
. -f- K„X2-=Â-o(X,+ aX^)'"-*- rj /:,(X,-+- àX2)'"-'X2+ - -4- it„X?

,

d'où

K„= /coA'" -+-

('

J /r.A"'-* + ...+. /;„. (B)

Si le coefficient A;„ dépend des coefficients a, de formes telles

que

f= Oot" -t- ( ja,xp'x2 -+-•••,

K,„ dépend de la même manière des coefficients A, de leurs

transformées

F^AoX^H- ('j'JA,Xr% -H -,

dans lesquelles on a

Aq = <'o?

Ai = ao>.-^- Oi, )
(C)

A2 = OcX"^ -+- 2a, A -+- a^, etc.

La comparaison des formules (B) et (C) montre qu'à part

une puissance de Xg, tout semi-covariant se déduit de son dernier

coefficient en remplaçant les coefficients a^ par les dérivées

r
,
qui sont elles-mêmes des semi-covariants.

ii(n— 1)...(H-1) dx°-' ' ^

Remarque. — D'après la propriété précédente, toute quantité

homogène et isobarique L peut être considérée comme le dernier

coefficient d'un semi-covariant. D'autre part, tout semi-covariant

est une somme de produits de puissances de ac, par des expres-

sions de la forme
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Cq, Cl, C2, ..., étant les coefïicients d'un covariant

Coxr H-
(^)

c.xr'x, -+-. • {*}.

II résulte de là que L est une somme de coefficients de

covariants; nous écrirons L = 2C,. Par une propriété des

covariants on a #.C,+i = (î -f- 1)C,; il en résulte que l'on peut

toujours obtenir pour Véquation ^= L, une solution particu-

lière homogène et isobarique : T = 2,^^^. Cette remarque est

utilisée ci-dessous.

III. Étudions actuellement les semi-covariants d'ordre m, qui

ont en commun les p premiers termes

Ao^r -+-
( J ^iX'r'x^ H -t- ( _ j

fcp_,xr-''+'a:'' '.

Désignons par w le poids de Aq et par r, r^ , ... les degrés

d'homogénéité de k^ par rapport aux coefficients de formes

binaires d'ordres n, nj , ...; les coefficients A-, seront de poids w-hi.

Le coefficient k^ doit satisfaire à l'équation

soit /p une valeur particulière de Ap ; on pourra prendre

comme solutions linéairement indépendantes les valeurs sui-

vantes de Ap

Ap, >^ -t- S,, Ap -t- Sj, ..., )p -+- S,, (D)

si l'on désigne par t le nombre des semi-invariants linéairement

indépendants de caractéristiques w -f- /), r, r, , ...; n, 7J,, ... et si

l'on représente par Sj, S.2, ..., S, ces semi-invariants.

De même, les solutions linéairement indépendantes de

l'équation

(*) Voir notre travail déjà cité (p. 8).
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seront représentées par

si l'on désigne par >^+, une solution particulière de l'équation (E) :

les lettres S' désignent des semi-invariants linéairement indépen-

dants de caractéristiques w-hp -h\,r, r,, ... n, h,, ...; l'indice /'

représente le nombre maximum de ces semi-invariants.

Les valeurs de A,, fournies par la suite (D) donneront pour

1 ^i une série de / -h 1 expressions linéairement indépendantes.

On peut voir par là que les valeurs de A^^, linéairement indé-

pendantes sont en nombre

t -^ V -+- I .

En continuant de la même manière, on verrait que le coeffi-

cient k„ peut avoir

f -t- <'-+-•• -t- V"-p H- 1,

valeurs linéairement indépendantes, si l'on désigne par f le

nombre de semi-invariants linéairement indépendants de carac-

téristiques w -+-]}-+- i, r, Vi, ... n, w,, ...

Pour ;; = 0, on aura, à l'unité près, le nombre de semi-

covariants d'ordre m linéairement indépendants. Il faudra

toutefois remarquer que nous avons supposé k„ différent de

zéro.

IV. M. Sylvester a déterminé, par une analyse ingénieuse,

le nombre exact de semi-invariants linéairement indépendants

de poids et de degrés donnés (*}. La méthode suivante présen-

tera peut-être quelque intérêt, à cause de sa simplicité.

Nous supposerons qu'il s'agit des semi-invariants de poids w
et de degré r par rapport à une forme d'ordre n : la générali-

sation s'indiquera d'elle-même pour le cas de plusieurs formes.

Désignons par L l'expression la plus générale de caracté-

(*) Journal de CreUe, t. LXXXV.
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risliques w —i,r,n et contenant (w— i, r, n) termes; cher-

chons à déterminer une quantité C par la condition

— = L. F)

Écrivons pour C l'expression la plus générale de caracté-

ristiques rv, r, n contenant {iv, r, n) termes. L'égalité (F)

fournira (w— !,>',«) équations de conditions entre les coeffi-

cients de C et les coefficients de L. Ces équations de conditions

sont linéaires et indépendantes entre elles, puisque les coefficients

de L sont supposés quelconques. Il en résulte que l'équation (F)

aura (w, r, n) — (w— i, r, n) -+- 1 solutions linéairement indé-

pendantes. On pourra prendre pour ces solutions

si l'on désigne par Cq une solution particulière de l'équation (F)

et si l'on désigne par les lettres S des semi-invariants linéaire-

ment indépendants et en nombre /= (iv, r, n) — (w— i, r, ii)
;

en efl"et, M. Cayley a établi qu'il existe au moins / pareils semi-

invariants. Établissons qu'il existe seulement / semi-invariants

linéairement indépendants.

Soit S,^., un semi-invariant diff'érent de S|, Sa, ..., S; ; la

quantité C = Cq -+- S,^, est évidemment une solution de l'équa-

tion (F). D'après ce qui précède, on doit avoir une relation

linéaire de la forme :

),oCo + >.,[Co -+- s,] +- X2[Co -+- Si] -t- •••

-t- i,[Co -+- Sj -t- A,+,[Co -t- S,+,] = 0.

Le premier membre de cette équation contient un multiple

de Co et une somme de semi-invariants. La quantité Cq n'étant

pas un semi-invariant, on doit avoir

),,Si -4- A2S2 -t- A3S3 -4- . •• -t- XiS, -¥ >,+iS,+, = :

celte relation démontre le théorème de IVL Sylvester.
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V. D'après ce que nous avons vu ci-dessus, les coefficients

d'un semi-covariant k résultent du dernier d'entre eux. Dans le

travail que nous avons déjà eu l'occasion de citer, nous avons

rencontré des semi-covariants dans lesquels le dernier coeffi-

cient k„ et par conséquent tous les autres, sont des dérivées

symboliques du premier coefficient A:o. En terminant cette Note,

nous indiquerons la généralisation d'un de ces résultats.

Prenons

dT dT dT

dOo a«i da^

en désignant par Uq^Ui, ...a„ ... les coefficients d'une forme

binaire. Le signe 2^ indique que la sommation s'étend à un

système o- de formes.

Si T est homogène et du degré h par rapport au système 7,

on a

d dT d dT
,

Nous représenterons par A,, /tg, ... h^ les degrés d'homogénéité

d'un semi-invariant /cq, par rapport à des systèmes de formes

o-,,(72, ... o"„ qui ont des éléments communs ou non; nous dési-

gnerons par ^, -^, ... j— les dérivées ^^ correspondantes.

On peut prendre pour valeur du dernier coefficient k„ d'un

semi-covariant, i expression y^—g- ^—^

—

'^-^
, le premier

coefficient étant V.q.

Nous le prouverons par la méthode récurrente, en observant

que la proposition est exacte pour m=\, d'après la formule (G).

En prenant S = -7—1—^— , on a

d"'S (/"-*
1 d d d."'-'k„ ]

dcr t/Ç"'-' rfi; (/«, rfw2rf«5 . . . t/w„

(*) Voir une Note que nous avons publiée Sur quelques propriétés des

semi-invariants (Bull, de I'Acad. roy. de Belgique, mars 1887).
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ou bien, d'après la formule (G) pour T= ^J* \° - :

(i"'-' d d d'^-'K

dt'" dt,"'~^
i

' da^ . .. t/w„,
I

rfÇ'" * du\ dZ, da^ ... da„,

La proposition énoncée élant supposée exacte, quand m est

remplacé par 1)1 — 1, on a :

r/'"S d"
-— = m— 1 ! /t,/i2 . . . A,.

.

/to -+-
,

d d'"-'L

de dcOi

.

. . du>.,

La dernière partie du second membre s'écrira de môme,

d'après la formule (G) :

(/""Vco d d d"'~^ku
lu ~

: i-

rfÇ'"- *r/c., dws . . . (/w rffo^ f/Ç (/»3 . . . du

== m— 1 ! Ii.lh . . . /*,„ . ko •+
rf"'+'

dr~*rfwir^co2

d d'-^H-,

_(iÇ du^ .

.

. du,,

En continuant ainsi de suite, on vérifie la formule

== m ! /«i/<2 . . • hjio ;

dK'"

comme cas particulier, on retrouve l'un de nos résultats anté-

rieurs, en supposant les systèmes a, , «r^, ... !7,„ identiques.
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DÉMONSTRATION

THEOREME DE VON STAUDT

On sait de quelle importance est, pour la géométrie projective,

ce théorème, dû à von Staudt, que, par des constructions répétées

de groupes harmoniques, on peut, en partant de trois éléments

donnés d'une ponctuelle, atteindre, soit directement, soit comme
points limites, tous les éléments de la ponctuelle.

Je ne ferai que mentionner les travaux consacrés à ce théo-

rème par MM. Klein, Zeuthen, Luroth, Darboux, Thomae, Schur,

DE Paolis, sans discuter les théories exposées.

C'est le rôle essentiel de cette proposition dans la géométrie

moderne qui nous a engagé à essayer une démonstration peut-

être un peu différente des autres quant à la forme, sinon quant

aux principes sur lesquels elle s'appuie (**).

Nous emploierons, sans les démontrer, les théorèmes connus

(*) Note présentée à la Société royale des Sciences de Liège le 20 dé-

cembre 1887.

("*) Depuis la présentation de cette Note, nous avons communiqué à

l'Académie royale de Belgique une exposition entièrement difTérente des

théorèmes fondamentaux de la Géométrie projective; cette exposition fait

l'objet d'un petit Mémoire pour la rédaction duquel nous avons été grande-

ment aidé par l'un de nos anciens élèves, M. le D"' Fr. Deruyts.
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sur les groupes harmoniques et, pour simplifier le discours,

nous ferons usage de la dénomination suivante : nous dirons

que deux points A et B sont distincts lorsque A ne coïncide pas

avec B ou ne tend pas vers une position limite X coïncidant

avec B,

Les deux lemmes suivants découlent presque immédiatement

de la construction des groupes harmoniques.

Lemme I. — Soient trois points A, B, C, distincts l'un de

l'autre ; le conjugué harmonique de chacun d'eux par rapport

aux deux autres est distinct de ceux-ci.

Celte proposition s'énonce souvent de la manière suivante :

Lorsque, dans un groupe harmonique, deux éléments coïn-

cident, un troisième vient coïncider avec eux.

Lemms II. — Soient deux groupes harmoniques

AP, BQ;

AP', BQ';

lorsque P tend vers P , Q tend nécessairement vers Q'.

Théorème I. — Si l'on construit les groupes harmoniques

successifs

ACi, BC5 ACj, BCj , ..., AC„ , BC„_4 , ...

le point C„ aura pour limite B.

En eflfet C, est situé entre B et C; C^ entre B et C,, etc.

Donc C, se rapproche de B.

Le point C, tend donc vers un point limite qui est B, ou un

point B,, distinct de B et situé entre B et C.

Or, si nous imaginons le groupe harmonique

AK„ BB„

le point K,, qui existe, bien que nous ne puissions l'atteindre

actuellement par la loi harmonique employée, sera distinct de B

et de Bi et situé entre ces points.
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Nous voyons que AK,, BB, est le groupe limite vers lequel

tend le groupe variable

AQ, BC,_,.

Il en résulterait que le point C, tendrait vers deux limites

distinctes Kj et B,; ce qui est impossible.

Théorème IL — Soient trois points A, B, C. Si l'on construit

les groupes harmoniques

ABi, BC; ACi, BC; AB^, B,C,, ...

tels que dans la suite

A(BCB,CiBA- B„C„...)

chaque point soit conjugué harmonique de A par rapport aux

deux points qui le précèdent B; et C; tendent vers une même

limite, située entre B et C.

Il résulte dos propriétés des groupes harmoniques que les

points B, marchent dans le sens ABC, et les C, dans le sens

CBA.

Ils tendent vers des limites L, Lj que nous supposerons

distinctes. Considérons deux groupes successifs :

AB„, C„_,B„
1 ;

AC„, C,._,B„.

Il résulte alors du lemme II, que B„ et C„ ne peuvent pas

tendre vers des limites distinctes L, L,.

Abordons maintenant la démonstration du théorème de

VON Staudt.

Soient trois points A, B, C pris sur une droite u. Il s'agit de

faire voir que, par des constructions répétées de groupes har-

moniques, on pourra atteindre un élément quelconque de u.

S'il n'en est pas ainsi, soient deux points distincts KF, situés,

par exemple, entre B et C, et entre lesquels il ne serait pas

possible de placer des points de la série.
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Conslrnisons les groupes harmoniques successifs

AW, CB;

AWh CW;

AW„, CW„_i,

Il est impossible que tous les points W, soient situés entre B
et E,|car W„ a pour limite C en vertu du théorème 1.

Donc, ou W sera dans l'espace FC, ou deux éléments succes-

sifs W^, W^^i seront le premier dans BE, le second dans FC.

Dans la première hypothèse servons-nous de W comme nous

nous sommes servis de C.

Nous aurons ainsi, ou un point W situé entre F et W, ou

deux éléments successifs W'^, W;^„ comprenant EF.

Si la première hypothèse pouvait se réaliser perpétuellement,

nous aurions des groupes

AW, BC;

AW, BW;

AW", BW';

et les points W, W, W", ... seraient tous compris dans FC, ce

qui est impossible puisque W^'' a pour limite B.

Par suite nous aurons nécessairement des groupes tels que

W;jW^_j.i qui renferment EF.

Si nous employons W,^, W^^, au lieu de B et C, nous pour-

rons répéter le même raisonnement.

Appelons BjC, ; B2C2; B5C3 ... les différents groupes ana-

logues à W^.Wi^_, que nous obtenons , en désignant par B, les

points situés entre B et E, par C. ceux qui sont situés entre F

etc.

B, et C, tendent vers des limites distinctes [3, y.

Construisons les groupes harmoniques

AX., B.Q.
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Le point X, est distinct de B, et C,, niais, en ouire, il est

impossible que les poinis X|, X.,, ... reproduisent une des séries

B ou C, par exemple.

Nous ne pouvons avoir une série analogue à celle dont il est

question dans le théorème II ; car alors en vertu de ce théorème

les points B, et C, tendraient vers une même limite.

[1 est également impossible que les points X, appartiennent

tantôt à la série des B, tantôt à celle des C.

Imaginons en effet que l'on ait

Xi = B,^.4 ou X,= Ci_^.kr ;

de l'existence des groupes harmoniques

AB,_i.4, iJ,C, ou AC,+4, , B,C,,

on déduirait encore, en vertu du premier lemme, que les B, et

les C, tendent à se confondre.

Il résulte de là que les points X, ont une limite |, distincte de

(3 et de y.

Nous avons donc

lim{\X„ BA) = A§, (3r.

Supposons que (3 et y soient distincts de ËF.

^ est situé entre (3 et y.

Supposons qu'il soit entre (3 et E. Alors X, devant s'approcher

autant qu'on le veut de | pénétrerait dans cet intervalle. Mais X,

est donné par la même loi que les poinis B, et C, . Donc (3 ne

serait pas un point limite.

La même démonstration prouve que i^ ne peut être entre

F et y.

Comme il ne peut être entre E et F, il en résulte que l'hypo-

thèse des points (3, y distincts de EF est inadmissible.

Mais si l'on a

/m(AX,, \XCi) = A^, EF,

il en résulterait que X, Unirait par pénétrer dans EF.
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La contradiction cesse si l'on suppose que les points EF ne

sont pas distincts.

Mais alors, il n'existe aucun point de BC (et par suite de m)

que l'on ne puisse atteindre, soit directement, soit comnfie point

limite.
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SUR

LES SEMI-INVARIANTS DE FORMES BINAIRES.

1. Nous avons établi précédemment (*) que tout semi-covariant

k = koxT -H ['j'j ki^r-'x, -t- ... -+- k^x^,

peut s'exprimer sous la forme :

/c =2 xr''[a'":rî +
(?)

c['hr'x, + ..-+- a^xu ,
(a)

si l'on désigne par les lettres C' les coefficients d'un covariant

c"') = (c'o'"C(''>...c';')(x,x/>.

Soient r, r', ... les degrés d'homogénéité du semi-covariant k

par rapport aux formes

les covariants O^^ peuvent être supposés des degrés r, r', ... par

rapport aux formes

f,
= (ao«i ... a„+s)(^i3C2)"+', ft = («0 ... a.„.^,){XiXi)"'+', ...

s, t, ... ayant des valeurs quelconques, nulles ou positives.

En effet, on a par la formule (A), C^"'= A:q et il en résulte

(*) Développements sttr la théorie des formes binaires (Bull, de l'Acad.

ROY. DE Belgique, juillet 1887).
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que le covariant C'"' est des degrés r, r'

,

... par rapport à /",, 9,, ...

On a encore

('ï)*.=(T)cr-<-a",

donc Oq\ et par suite C" satisfait à la condition indiquée : on

obtiendra le même résultat pour QP\ Ç}^\ ...

On peut démontrer aussi que Vordre du covariant C"' n'est

pas inférieur à m — p quelles que soient les valeurs de s, t, ...

Il suffira de le prouver pour 0°^; l'ordre de 0°^ est

Ho= r(n +- s) •*- r'{n' + f) h- ••• — 2w, (B)

si w est le poids du premier coefficient 0°''= kc. D'autre part,

du semi-covariant k, on déduit facilement le semi-invariant

I ==koh„ — r^jkib„^i -+- (

2J
Mm-2 •.. ± h„bo,

pour les formes f,, (p,, ... et pour la forme f'= (606, ...)(xiXç^);

le poids de I est m; + m et ce poids est au plus égal à

r(n -4- s) -+- 7-'{n' -+- t) -i -4- m
-

.

on a donc

r{n -4- s) -- r'[n' -t- i) h- ••• -4- m ^ 2(w + m). (C)

Des formules (B) et (C), on déduit la relation que nous vou-

lions obtenir : ii^'y m.

Si l'on divise par Xg la partie de l'expression (A), qui est

indépendante de C'"', on obtient un semi-covariant k' d'ordre

m— 1. Les considérations précédentes, appliquées à A;', con-

duisent à
fj^i

"> w— 1 ; etc.

II. Nous nous servirons de ces derniers résultats, pour com-

pléter l'étude, que nous avons faite précédemment de l'équation :

L étant une fonction isobarique et homogène des degrés r, r', ...

par rapport aux coefficients de f,
tp, ...



En remplaçant les coefficients Oj, Uj, ... par

^oA •*-
\j\

^ai^'r^Xi -t- ••• H- a.Xî,

aoX{ -t- (-^ aia:/~'x2 -t- ••• + «yx/, etc.,

on déduit de L un semi-eovariant k, dont le dernier coefficient A;„,

est égal à L.

D'après la formule (A), on aura

On peut toujours donner aux nombres s, t, ... des valeurs

telles que Gif' ne soit pas le dernier coefficient du covariant C'*"' et

alors, on aura comme solution particulière de l'équation (D) :

r(p)

En effet, soit W le poids de L ; la valeur du poids est respec-

tivement W pour Op, W — p pour CI,"', et

r{ii -\- s) -i- r'[it' -+-<)-+-•• — (W — p)

pour le dernier coefficient de O"'. On voit par là que C^*"' n'est

pas le dernier coefficient de C'^^ si l'on a

r{n -h s) -h r'{n' -f- «) h (W —p) > W :

cette condition est toujours réalisable par un choix convenable

des vaKurs de s, f, ...

Pour le cas particulier de s == 0, ^ = 0, ..., on a celle pro-

priété : Si W est inférieur à '""-^'•^^ -+--
^ ^^^ ^^^^^ obtenir pour

réquation -^= L une solution T'"' de caractéristiques W -+- 1,

r, r', ... n, n', ...

Dans notre première Note Sitr les semi-invariants de formes

(*) Il suffît d'observer que l'on a

d— Cp+l=(/3 + l)Cp.
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binaires, nous avons rencontré quelques applications de la der-

nière propriété qui vient d'être indiquée; nous pensons qu'il

n'est pas inutile de reprendre directement les applications dont

il s'agit :

1" Nous avons cherché les solutions de l'équation ^=çA:^_,

en supposant connus les p premiers termes du semi-covariant k,

d'ordre m.

Soient comme précédemment w, r, r', ... n, n' ... les caracté-

ristiques du premier coefficient kQ : la quantité kg_.i a pour

poids W = w -i~ q — 1. Dans le cas actuel, si nous avons

__ m -^- r'n' -+- •••

w-\- m ^ (*),

nous pourrons obtenir pour A^- une solution particulière et il en

résultera pour ce coefficient 1 -h f+ï'-i-...-+-f"^ solutions linéai-

rement indépendantes, si t' est le nombre des semi-invariants

linéairement indépendants de caractéristiques w -i- p -i- i, r, r',

n, n', ...

2° Pour étudier les semi-invariants de caractéristiques w, r,

r'. ... n, n' ..., nous avons considéré l'équation g-= L, en sup-

posant les caractéristiques de L égales à w— 1, r,r', ... n, n', ... :

on a actuellement w ^ ^'^'^^^ "^ ""

, comme condition de l'exis-

tence des semi-invariants. On a par suite

m -H r'n' -\- ••

W = w— 4 < ;

on peut donc affirmer qu'il existe, pour l'équation ^= L, une

solution de caractéristiques w, r,r', ... n, n', ... : c'est le résultat

que nous avions indiqué.

III. Dans le premier paragraphe de la présente Note, nous

avons déduit du semi-covariant k le semi-invariant

I = Mm — l^yAn-i -+-••• ± k„bo.

(*) Précédemment, nous n'avions pas indiqué cette restriction.
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En remplaçant dans la formule (A) les produits x\oc'^'~' par

(— 1)'" " '6,, f>n obtient

i = 2(- '«)'"-" C(;'^-(ï)c'.'"6,_, -+- •.. + (-'i^cwôo

Cette relation jointe aux remarques indiquées ci-dessus, donne

le théorème suivant :

Tout semi-invariant du premier degré en f ' et des degrés r, r', ...

par rapport à f, cp ... est réductible à une somme de semi-

invariants provenant de transvections (Ueberschiebungen) de la

forme f sur des covariants des degrés r, y', ... par rapport à f, (p, ...

On en déduit facilement, cet autre théorème donné par

M. GoRDAN : Tout covariant de degré r -+• \ par rapport à une

forme f, est une somme de transvections de f fur des covariants

du degré r (*).

On peut établir un résultat du même genre en faisant usage

de la propriété suivante, que nous avons démontrée antérieure-

ment (Prenn'ère Note, p. 6) :

Tout semi-covariant k des formes f, f, ... est à part une puis-

sance de X2 une fonction entière de f, cp ... et de leurs dérivées par

rapport à x,.

En remplaçant xix'^ ' par (— \)""''bi, on voit que tout semi-

invariant I linéaire par rapport à f est une fonction entière des

semi-invariants

«»^p —
( i)"!^'-!

-^
(Ç) «2^,-2 -i- • ± a^bo,

^'obj— (|J«iVi + ±«,60, etc.,

si Ton convient de remplacer les produits V^^/ ••• P^'' 6,,_^/i_i-/-)- .

.

(') Clebsch, Tliporii' der binâren uUjehrahchen Formen, p. 102.
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Donc : pour obtenir les semi-invariants de f, tp, ... linéaires

par rapport à la forme indéfinie f'= (bob, ...) (XjXa), on rem-

placera les produits b^b^bj ... par bh_,_^+i_|. ... dans les fonctions

entières des semi-invariants, qui proviennent des transtections

de f sur f, ^, ...

Ce résultat se généralise pour les semi-invariants de degré

quelconque, par rapport à /'.
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NOTICE HISTORIQUE

SUR LA
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DE LIEGE (*).

En parcourant, il y a quelques temps déjà, un manuscrit

(l'astronomie appartenant à la Bibliothèque de notre Université,

nous y avons rencontré une détermination, fort ancienne, de la

latitude de Liège. C'est cette découverte qui nous a inspiré

la pensée de réunir les données analogues que Pon trouve à dif-

férentes époques et d'en faire l'objet du petit travail que nous

avons l'honneur de présenter à la Société. Ce sera, en même
temps, une contribution à l'histoire des sciences dans notre pays,

contribution de bien peu d'importance, il est vrai, mais peut-

être de quelque intérêt à cause de l'époque à laquelle elle nous

reporte, bien loin de cette brillante période où Liège voyait dans

ses écoles Rudolf, Franco, Engelbert et dans les abbayes voi-

sines, Heriger de Lobbes, Helbert de S'-Hubert, et bien d'autres

sans doute, abacistes ou astronomes dont les travaux faisaient

de notre cité le centre intellectuel qui rayonnait au loin sur la

Lotharingie et la Germanie tout entière (').

Le manuscrit auquel je viens de faire allusion contient diffé-

rents ouvrages; entre autres une traduction latine du célèbre

voyage de Jean de Mandeville; ce n'est pas sur ce point que je

(') Présentée à la séance du 19 juin 1888.
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veux appeler l'atlenlion, mais bien sur la partie astronomique.

J'en donnerai, en note, l'analyse, parce que le rédacteur du cata-

logue de nos manuscrits semble ne point avoir découvert l'au-

teur des principaux traités qui y sont contenus (2).

Ces ouvrages astronomiques ont été transcrits vers 1424.

C'est à cette date qu'on peut rapporter la partie liégeoise du tra-

vail : calcul du. calendrier et de nombreuses éclipses de lune et

de soleil ; les autres parties ont été composées à une date anté-

rieure, comme nous le verrons.

Aux feuillets 194 v°, 195 r" de notre manuscrit, en tête d'une

table intitulée :

Tabula ad sciendum locum solis de quinto ad quintum diem,

se trouve la ligne suivante :

Hec tabula composita fuit Leodij ad lalitiidinem 50 graduum

6 minutorum procedens de quinario ad quinarium.

La latitude, telle qu'elle résulte des données actuelles est

de S0°57'56" (*). L'erreur, qui s'élève à 51 '56" paraît donc

(*) J'emprunte ces données à VAnnuaire de l'Observatoire de Bruxelles.

On verra probablement avec intérêt les résultats suivants que je dois à une

obligeante communication de notre savant confrère M. Folie.

La latitude de l'Observatoire de l'Université de Liège (Cointe) a été déter-

minée le '24: et le 26 janvier 1885, par deux observations du passage de

a Persée dans le premier vertical.

Ces deux observations ont donné respectivement

50» 37' 5",8

50" 37' 5",0S

Moy. 50O 37' S",4

La longitude du même point, par rapport à Bruxelles, résulte de 28 déter-

minations faites au chronomètre de poche, de juin 1886 à juin 1887. Elle

est de 4'»46%6, en temps, avec une erreur probable moindre que 0%1.

L'Observatoire de Cointe élant situé à 5,150 m. S. de la façade du Palais,

et à 700 m. W. de l'horloge, on doit ajouter aux coordonnées de Cointe,

en latitude et en longitude, respectivement, l''i2", et 2s4.

Les coordonnées de l'horloge du Palais seraient donc

Lat. oO» 38' 48"

Long. 4™498 E. de Bruxelles

ou 3" 14' 19" E. de Paris.
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considérable. Cependant, si Ton songe au peu de précision des

instruments en usage au XV* siècle, et si l'on observe que

même à une date postérieure, la latitude de villes bien plus

importantes que Liège, a été déterminée avec des erreurs beau-

coup plus considérables, on se montrera indulgent pour l'astro-

nome qui nous a laissé cette première détermination, — au

moins à ma connaissance — de la hauteur du pôle dans notre

cité.

Quant à la longitude de Liège, il n'en est fait aucune mention

dans notre manuscrit.

On y rencontre bien, comme je l'ai dit, une table des éclipses

de soleil et des éclipses de lune, entre 1-424 et 1462, avec l'indi-

cation du commencement et de la durée de l'éclipsé. Mais comme

on ignore à l'aide de quels éléments ces nombres ont été cal-

culés et que, d'ailleurs, l'on y trouve des erreurs assez considé-

rables, si Ton compare avec les tables de v. Oppolzer, il nous

semble oiseux d'essayer d'en déduire la longitude attribuée à

Liège.

Le manuscrit que je viens de citer appartenait autrefois au

monastère desCroisiers de Huy. D'après un livre, imprimé, pro-

venant de cette môme maison, il semble que jusqu'en 1513 au

moins, la latitude S0"6' continua à passer pour exacte et qu'on

ne fit, sans nul doute, aucun effort pour corriger cette première

détermination.

Le livre dont je veux parler est VElucidatio fabricœ ususque

astrolabii, de J. Stoefler, imprimé à Oppenheym, par J. Kôbel,

à la fin de l'année 1512 (S).

Au feuillet 5 r°, se trouve une table des latitudes des princi-

paux lieux de l'Europe. On y a ajouté à la main les lignes sui-

vantes :

Xcobium 50 i(J 51

6 min.

Un premier annotateur a donc indiqué la latitude d'après les

données de l'auteur anonyme du manuscrit.

Plus tard, on a biffé le chiffre 6 pour le remplacer par le
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chiffre M . Cette modification a probablement été faite

après 1530, lorsque eut paru le « De Principiis astronomiœ et

cosmographiœ » de Gemma Frisius (^).

Si d'ailleurs on avait voulu, à la fin du XV* siècle, déterminer

à l'aide des cartes construites à cette époque, la longitude et la

latitude de Liège, on aurait certainement obtenu un résultat

bien moins exact que celui qui avait été donné primitivement

par le cosmographe liégeois.

Pour s'en convaincre, que l'on recoure, par exemple, aux

cartes de la cosmographie de Ptolémée, publiées à Ulm en 1482
et où figure Liège, on obtiendra certainement des nombres bien

moins satisfaisants (S).

Il faut laisser s'écouler un siècle environ pour trouver une

nouvelle détermination des coordonnées géographiques de Liège.

Celte fois, c'est au célèbre professeur de Tiibingen, J. Stoefler,

que nous l'empruntons.

Elle figure dans son Calendarium Romanum Magnum,
imprimé à Oppenheym, par J. Kôbel, en 1518 (*^).

Dans VAbacus regionum, qui fait partie de cet ouvrage, on

trouve (feuillet Aij v°) :

Leodium, vulgo Ludige aut M.
|
0.

|
16.

|
51.

Lutich.

Ce qui signifie : Latitude 51°; long, occidentale de Tiibingen,

16 min. en temps.

La longitude, par rapport à Paris, qui en résulterait pour

Liège, serait donc de 2°42'51", nombre trop faible de 29'58".

Quelques années plus tard, en 1524, parut la Cosmographie,

si connue, de P. Apian (7),

Ce géographe, protégé de Charles-Quint, eut de nombreuses

relations avec les Pays-Bas où sa Cosmographie fut réimprimée

un grand nombre de fois, à partir de 1529, avec les additions et

les corrections de Gemma Frisius.

Il fixe la latitude de Liège à 50''50'. L'erreur n'est plus que

de 12'4".
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Quant à la longitude, elle est donnée nioins exactement que

par J. Stoefler, car si on la rapporte à Tiibingen, elle est trop

faible de l°10'o8"; si on la rapporte à Leipzig, l'erreur s'élève

à 1M9'34".

Par rapport à Leysnig, ville où l'auteur est né et que l'on

peut regarder comnae centre de ses travaux cartographiques,

l'erreur est du même ordre 1°10' environ.

En 1S50, R. Gemma Frisius, dans son livre intitulé : De

principiis astronomiœ et cosmographiœ (^), que nous avons déjà

cité, modifie légèrement les données de P. Apian.

Il indique, comme mesure de la latitude, 50°5r et comme

longitude, 28.

Si l'on rapporte cette longitude à celle de Louvain où opérait

Gemma, l'erreur n'est que de r52".

La distance entre les deux villes est, il est vrai, extrêmement

faible, et c'est sans nul doute à cela qu'est due, en partie, la

petitesse de l'erreur.

D'un autre côté, on peut croire que Gemma, en ce qui con-

cerne notre pays, a pu mettre en pratique ses procédés géodé-

siques : notamment, sa méthode topographique et sa méthode

par la comparaison des heures.

Si, au contraire, on prend comme point de départ le méridien

de Paris, la longitude de Liège aurait été de 4''40', en erreur de

1''28' environ.

Pendant de longues années, les données d'Apian continuèrent

à être les seules employées.

Il faut arriver à la fin du XVP siècle, au règne d'Ernest de

Bavière, pour trouver un nouvel essai de détermination de la

position de Liège.

Ce prince, fort épris, comme l'on sait, d'astronomie et de

chimie, avait attiré à Liège deux astronomes, Stempel et Zelst,

qui firent des observations dans le palais.

On trouve des traces de ces observations dans un petit livre

imprimé à Liège, en 1602, et intitulé : Utriusque Astrotabii

fabrica et vsus (^).

Dans tout le cours de cet ouvrage, la latitude employée est
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51"; mais on peut croire que les auteurs ne donnent ce nombre

que pour simplifier les calculs.

En effet, ils disent quelque part (1''^ pag., p. 58) que les

coordonnées de Liège, sont, d'après P. Apian : Long., 26.40;

lat., 50.40.

Nous ignorons dans quelle édition de P. Apian, ces nombres

ont été puisés. Ils sont, dans tous les cas, remarquablement

exacts.

Si Ton adopte, en effet, la longitude de Paris, généralement

acceptée à cette époque, âS'âO', les coordonnées de Liège

seraient :

Long. 5» 20', lat. 50» 40'

Erreurs. -+- 7' M", -+- 2' 4"

Dans une table des longitudes et des latitudes, contenue dans

ce même ouvrage, on trouve (2" pag., p. 59).

Liège. Long. 22.. Lat. 50.46.

La longitude attribuée à Liège, dans ce passage, est totale-

ment inexplicable.

En effet, les latitudes de Gand, de Louvain et d'Anvers sont

respectivement 22% 20''56', 24°50'; celle de Paris 24°50', de

manière qu'il est absolument impossible de faire état des

nombres qui figurent dans cette partie de la table.

Quant à la latitude, c'est probablement celle que les auteurs

avaient déduites de leurs observations.

Nous pouvons faire remarquer, pour justifier notre opinion,

qu'ils rapportent deux observations de passages méridiens du

soleil, faites à Liège, le 22 juin et le 22 décembre 1599, et

qu'ils en déduisent pour la latitude de Liège 50''45' « qnœ

proximè vera est Poli elevalio Leodij. » (2^ pagin., pag. 98).

Ajoutons que l'on pourrait déduire graphiquement, de l'Atlas

de Mercalor ('O), pour la longitude de Liège, 27°; Paris ayant,

en long., d'après certaines cartes du même atlas, 25'*50'40", et

d'après d'autres 25°15', on devrait attribuera Liège la longitude

de 5°i9'20" ou 5"45'; la latitude, d'après le même allas, serait

50''59'30".
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Dans les tables Rndolpliiries ("), l'immortel Kepler donne

aussi les coordonnées de Liège :
50''36' en latitude, — 0''26'"

par rapport à Uranibourg ou -f- 14'° par rapport à Paris, ce qui

nous conduit à une longitude orientale de S^SO'.

Sur l'exemplaire de notre Université, une main liégeoise pro-

bablement, a remplacé les nombres primitifs par 50°40' (*),

et — 0''25'".

J'ajouterai, pour finir cette longue nomenclature, que les

tables de La Hire, publiées pour la première (ois en i702, fixent

la longitude de Liège à 5"45', et sa latitude à 50''40'06".

Je ne me propose pas de discuter les résultats divers que j'ai

mentionnés.

Sauf les données de 1424 et de 1599, il serait diflicile

d'affirmer qu'elles proviennent directement d'observations faites

à Liège. D'un autre côté, cependant, il se pourrait parfaitement

que P. Apian, et surtout Gemma Frisius et La Hire aient eu de

pareilles observations.

Quoi qu'il en soit, la moyenne des valeurs attribuées à la lati-

tude conduit au nombre 50°38i2", et celle des valeurs attribuées

à la longitude 3°34'32".

Je ne donne évidemment ces deux nombres que comme simple

renseignement, surtout en ce qui concerne la longitude; nous

pouvons faire observer toutefois que la combinaison des résultats

mentionnés conduit à des valeurs plus exactes que celles qui

ont pu être déterminées directement, au commencement du

XVFIl'= siècle, par un observateur de la valeur de Philippe de

La Hire.

(*) Ajoutons que dans un Tractatus de horologiis, dû au P. François Linus

ou Hall, professeur au Collège des Jésuites anglais de Liège — où il mourut

en 1675 — cette latitude de bOo-iO' semble déduite d'une observation de

hauteur du soleil. Voir, à l'Univ. de Liège, ms. 377 (n" 457 du Cat. imprime),

p. 10-H. Ce n'est pas, d'ailleurs, la seule observation faite à ce Collège.

Nous pouvons signaler des observations d'une comète, du i i au 1 G avril 16fi5

(v. Corresp. de Sluse, Lettre à Chr. Huygens, du 17 avril 1665, p. 145).





NOTES.

(•) Cf. Caxtor, Varies, ûbcr Geschichte der Math., I, S. 761 : Als grosse

Astronomen werden genannt Engelbert von Lûltlch, Gilbert Maminot von

Lisieux, Odo Stiftsherr von Tournai. Ueber dcn Abacus schrieben Heriger

von Lobbes, einem bei Lûttich gelegenen vielgeriihmten KIoster, Helbert

von St-Hubertus in den Ardennen, Franco von Lûttich, dcn wir schon als

Geometcr kennen lernten. Auch Rudolf von Lûttich und Regimbold von

Coeln werden aus der unmittelbar auf Gerbert folgenden Zeit als Mathc-

matiker gerûhmt. Vielc, ja die meisten Pflanzstàttcn mathematischer Bild-

ung, von v^^elchen die hier genannten Persônlichkeiten ihren Namcn, aus

welchen sie ihr Wissen erhielten, liegen in ziemlich engem Kreise um
Lûttich herum, damais dem geistigcn Mittelpunkte von Lothringen und

bestâtigen so ein Wort des Bernelinus : bei den Lothringern blûhe die Kunst

des Abacus.

Voyez également Wattenbach, Deutschlands Geschichtsquellen im Mittcl-

alter, 2'" Ed., S. 127 : Die Lûtticher Schule, welche schon in dem vorigen

Zeitraume sich zu bedeutendem Ansehen erhob, erreichte in dem gegen-

wârtigen (d. h. im XI'^" Jahrh.) ihren Hôhepunkt; sie war der Leben aus-

strômenden Mittelpunkt nicht fur Lothringen allein, ûber ganz Deutschland

und bis nach England erstreckte sich ihre Wirksamkeit , auch wohl nach

Frankreich.

(*) Ce manuscrit porte le n" 354 (v. Catalogue des manuscrits de l'Uni-

versité de Liège, p. 260, n" 454); il est composé de 79 feuillets, de papier,

numérotés à la mine de plomb, dans l'angle droit supérieur du recto, 167-245.

Le feuillet 167 contient les nombres relatifs à la position des signes du

zodiaque et quelques données numériques dont l'emploi devait être fréquent,

entre autre la déclinaison maxima 25<'33'30".

Les feuillets 168-174 et la première colonne du recto du feuillet 175

comprennent un traité commençant ainsi : Cuiuslibet arcus propositi sinum

rectum invcnire, et finissant par ces mots : Et est finis canonum primi mobilis

magistri Jo. de Hneriis.

L'auteur du premier traité est donc Jean de Linières (sur cet astronome,

voir plusieurs mémoires insérés dans le tome XII du Bullettino, publié par
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M. le prince B. Boncompagni); les suivants semblent également devoir lui

être attribués.

Les feuillets 17o (à partir de la seconde colonne) jusqu'au feuillet 190r"

sont occupés par un traité commençant ainsi : Priores astrologi motus cor-

porum cdestium dlligentissimis cotisideracionibus observantes eosdeni alio et

altcro tempore sub diversis principihus diversarum nacionum posterioribus

descripserunt et finissant par et est finis, deo gracias.

A la suite de ces mots, on trouve le passage suivant : Nota quod a tem-

pore consideracionis ptholemei de lai. augium et stellarum pxarum usque ad

tempus consideracionis alfonsij de eijsdem mola est 8^ spera et per consequens

stelle fixe ei auges per il gradus et 8 minuta. El de considcracione alfonsij

usque ad finem anni xri 1568 mota est per unum gradum 22 minuta

8 secunda et 45 5*. Et sic a tempore consideracionis ptholemei usque ad finerfi

anni xri \ 568 motus est zodiacus mobilis et ymayines ipsius per i 8 gradus

50 minuta 18 2* ef 45 tercia. Et cum tempore consideracionis ptholemei stella

antccedens que est in cornu arielis et a qua incipit ymago arietis fuerit distans

a puncto zodiaci fixi per 6 gradus 40 minuta, sequitur quod perfeclo amio

xri i568° distabit ab codem puncto arietis zodiaci fixi per 25 grad. 10 min.

18 2M5 5'e^c.

Ce traité, relatif au calcul des éclipses, a probablement été remanié

vers 1508.

Les feuillets 190 r» à 197 r" contiennent différentes tables.

Les feuillets 197 v" à 199 v° sont occupés par la description d'un instru-

ment analogue à l'astrolabe. C'est probablement VEquatorium de Jean

de Linières.

Ce traité commence ainsi :

Equatorium planetarum facilis composilionis paruarum expensarum non

minoris utililatis omnibus quam instrumentum Campa?ii per quod ad omne

tempus dalum certa loca planetarum infaillibiliter reperiunlur.

Les feuillets 200-218 sont occupés par un calendrier.

Dans les feuillets 219, 220 r», se trouvent figurées 14 éclipses de soleil,

du 26 juin 1424 au 20 novembre 1462 et 51 éclipses de lune, du b décem-

bre 1424 au 11 juin 1402.

Comparées aux tables de v. Oppolzer, les dates assignées à ces éclipses

sont généralement exactes.

Différentes tables et écrits de peu d'importance complètent le manuscrit.

Nous le supposons écrit vers 1424, parce que 1" le calcul des éclipses

commence à cette année; 2» différentes tables sont calculées pour celte

même année.

(') Elucidalio fabricœ vsusque astrolabii a Jeanne Stoflerino Justingensi.

Impressum Oppenheym anno 1515, f». Univ. Leod. F, 152, 2''".
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(*) Gemma Phrysius de prineipiis Astronomiœ & Cosmographiae, Deque

usu Globi ab codcm cditi. 4". Imprimé à Anvers par J. Grapheus en octo-

bre 1530. Univ. Gand. Aee. 8546».

C) Claudii Ptliolemei viri Alexandrini Cosmographia. A la fin ;

A>NO MCCCCLXXXII. Augusti vero Kalendas XVII impressum Vlme per

iNGENiosuM viRUM Leonardum Hol prefati oppidi civis (sic). In-f". Univ.

Leod. XVII, 101, 10. Voir la 6" carte de cet atlas.

(*) Calendarium Romanum magnum Caesareae Maiestati dicatum, D.

loannc Stoeffler lustingcnsi mathematico authore. A la fin : Impressum in

Oppenheym per Jacobum Kôbel, die 24 martij mensis anno lbl8. Univ.

Leod. I, 122, 3. Un autre exempl. fait partie de ma biblioth.

(') Cosmographicus liber Pétri Aplani mathematici studiose collectus.

A la fin ; Excusum Landshutœ typis ac formulis D. Joannis Weyssenbur-

gers : impensis Pétri Aplani. Anno Ghristi saluatoris omnium millesimo

quingentesimo vicesimo quarto mense janu : Phebo Saturni domicilium

possedente. 4°. Univ. Gand. Aee. 8546.

Pour les nombreuses éditions faites par Gemma Frisius, voir l'article

P. Apian, dans la Bibliotheca belgica de M. Ferd. Vander Haeghen.

(*) V. ci-dessus, note 4.

(') Vtrivsqve astrolabii tam particvlaris qvam vniversalis fabrica et vsvs.

Leodii, typis Chr. Ouvverx, M. D. Cil. 4». Univ. Leod. Coll. Capitaine, 3907,

Univ. Gand. Math. 1003. C'est par erreur que l'on cite parfois une édition

de 1609.

('") Atlas sive cosmographicœ meditationes de fabrica mundi et fabricali

figura. Sumptibus et typis Henrici Hondij, Anno 1607. Univ. Leod. XX,

53, 1.

(") Tabulée Rudolphinœ. 1627, p. 54. Univ. Leod. I, 115, 1.
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