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Grundkurs Mathematik II

Vorlesung 31

In den folgenden Vorlesungen werden wir uns mit linearer Algebra beschafti-
gen. Sie ist uns bereits in der 22. Vorlesung des ersten Semesters im Rah-
men der Proportionalitdt und der linearen Funktionen begegnet. In der li-
nearen Algebra wird stets ein Korper K zugrunde gelegt, wobei man dabei
grundsétzlich an die rationalen Zahlen Q denken kann.

Lineare Gleichungen

Die ,,Mutter aller linearen Gleichungssysteme® ist eine einzige lineare Glei-
chung in einer Variablen der Form

ar = b

mit gegebenen Elementen a, b aus einem Kérper K und gesuchtem x. Schon
hier zeigen sich drei Moglichkeiten, wie die Losung aussehen kann. Bei a # 0
kann man die Gleichung mit dem Inversen von a in K, also mit ™!, multi-
plizieren und erhéalt als eindeutige Losung

x = ba! = 9
a

Rechnerisch kann man also die Lésung erhalten, wenn man inverse Elemente
bestimmen und mit ihnen multiplizieren kann. Bei @ = 0 hingt das Losungs-
verhalten von b ab. Bei b = 0 ist jedes z € K eine Losung, bei b # 0 gibt
es keine Losung.

Wir untersuchen nun die entsprechende Situation, wenn es mehr als eine
Variable gibt.

DEerFINITION 31.1. Es sei K ein Koérper und aq,...,a, € K. Dann nennt
man

a1y + agry + -+ apr, = 0
eine (homogene) lineare Gleichung in den Variablen zi,...,z, zu den Ko-
effizienten a;, j = 1,...,n. Ein Tupel' (&,...,&,) € K™ heiit Ldsung der
linearen Gleichung, wenn Z?:1 a;§; = 0 ist.

Wenn ¢ € K ein weiteres Element ist, so heifit
a1r1 + Qo + -+ apTy, = C
eine inhomogene lineare Gleichung und ein Tupel ((1,...,(,) € K™ heifit

Losung der inhomogenen linearen Gleichung, wenn 27;:1 a;C; = cist.

Der K™ ist der n-fache Produktraum von K mit sich selbst. Losungstupel werden
wir héufig einfach auch mit (x4, ..., z,) bezeichnen.
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Im Sinne von 17. Vorlesung des ersten Semesters handelt es sich um eine
Bedingungsgleichung. Insbesondere soll nach den Tupeln gesucht werden, die
die Gleichung erfiillen .

Statt von Koeffizienten spricht man auch von Parametern der Gleichung. Da
die Losungen im Produktraum K™ liegen, sollte man sich von Anfang an
um eine geometrische Deutung der Situation bemiihen. Bei n = 2 liegen die
Losungspunkte in der Ebene, bei n = 3 im Raum. Einfache Beispiele wie das
folgende zeigen aber auch, dass es kiinstlich wére, die Anzahl der Variablen
auf 3 zu beschrinken, um eine geometrische Vorstellbarkeit zu sichern.

BEISPIEL 31.2. Lucy Sonnenschein befindet sich an einem Obststand und
mochte fiir 10 Euro Obst kaufen. Dabei kosten (jeweils pro hundert Gramm)
die Kirschen 0,50 Euro, die Heidelbeeren 1,20 Euro, die Himbeeren 0,90 Euro
und die Trauben 0,60 Euro. Ein Einkauf wird durch ein Tupel (z,y, z, w)
reprisentiert, wobei sich die einzelnen Zahlen auf die gekaufte Menge (in
hundert Gramm) der Obstsorten bezieht. Der Einkaufspreis ist somit

05-2+12-y+09-240,6-w
und die Bedingung, genau 10 Euro auszugeben, fithrt auf die Gleichung
05-2+12-y+09-24+0,6-w = 10

bzw. in Briichen

1 6 9 3 10

5 x—|—5 y+10 z+5 w = 10.
Es gibt hier sehr viele Losungen. Sie kann beispielsweise nur Kirschen kau-
fen, dann wéren das 20 Einheiten von den Kirschen und 0 von den anderen
Sorten. Als Tupel geschrieben ist diese Losung (20,0,0,0). Oder sie konnte
fiir jede Sorte gleich viel, ndmlich 2,50 Euro, ausgeben wollen, das wiirde das
Losungstupel (5, %, %5, %5) ergeben. Oder sie mochte von jeder Sorte gleich
viel kaufen. Dann wire x = y = z = w und es ergibt sich die Bedingung

1 6 9 3 32
(—+—+—+—>x: —x = 10,

2 5 10 5 10
also
100 25
rT = — = —
32 8
und das Losungstupel (%, 28—5, %, %) Die entscheidende Beobachtung an

der Situation ist, dass man sich (zumindest, wenn man auch negative Zahlen
zulésst) (z,y, z) frei vorgeben darf und dass dadurch der Wert w tiber

w—§ 10—1-:1:4—9- _,_2 z
~ 3 2 5 Y710

bestimmt ist.

2Dies ist auch der Grund, warum wir Variablen x; verwendet haben, um die Glei-
chung zu formulieren, und die Losungstupel mit & angesetzt haben. Meistens schreibt
man einfach nur z; und muss die Rolle der Variablen dem Kontext entnehmen.



LEMMA 31.3. Es set K ein Kérper und
aixry + ax2 + -+ apxr, = C

eine lineare Gleichung tiber K in den Variablen x,...,x,. Fs sei a; # 0.
Dann steht die Losungsmenge L der Gleichung in einer natirlichen Bijektion
zum K™ 1, und zwar diber die Abbildungen

L— K" (21, 29, ..., @) — (22, ..., T,),
und
n—1 1
K" — L, (x, ..., 2p) —> | —(c—aowy — -+ — any), Tay ..., Ty | .
ai
Beweis. Wenn (xo, ..., x,) fixiert ist, so gibt es genau eine Moglichkeit fiir
x1, die lineare Gleichung zu erfiillen, ndmlich
1
r1 = —(c—agry — -+ — ayty).
ay

g

Eine entsprechende Aussage gilt an jeder Stelle mit a; # 0, die iibrigen
Eintrdge legen dann z; fest. Die Losungsmenge notiert man als

1
= {(a—(c—a2x2—~-—anxn),x2,...,:zcn) \xg,...,xneK}.
1

Die Variablen xo, ..., x, treten in dieser Darstellung als freie Variablen auf,
deren Werte frei vorgegeben werden diirfen, wihrend dadurch der Wert fiir
x1 (abhdngige Variable) eindeutig festgelegt wird.

Lineare Gleichungssysteme

Bei einem linearen Gleichungssystem gibt es mehrere lineare Gleichungen in
einer gegebenen Menge von Variablen, die gleichzeitig erfiillt werden sollen.
Wir beginnen mit drei einfithrenden Beispielen.

BEISPIEL 31.4. Lucy Sonnenschein befindet sich an einem Obststand und
mochte fiir 10 Euro Obst kaufen. Gleichzeitig mochte sie, dass das Obst genau
30 Milligramm Vitamin C enthélt. Die Kirschen kosten (jeweils pro hundert
Gramm) 0,50 Euro und besitzen 3 Milligramm Vitamin C, die Heidelbee-
ren kosten 1,20 Euro und besitzen 5 Milligramm Vitamin C, die Himbeeren
kosten 0,90 Euro und besitzen 2 Milligramm Vitamin C und die Trauben
kosten 0,60 Euro und besitzen 4 Milligramm Vitamin C. Ein Einkauf wird
durch ein Tupel (x,y, z, w) reprisentiert, wobei sich die einzelnen Zahlen auf
die gekauften Mengen (in hundert Gramm) der Obstsorten beziehen. Die
Geldbedingung fithrt auf die lineare Gleichung

lw—i—g- +g-z—|—§-w—10
2 5 Y710 5 VT
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und die Vitaminbedingung fiihrt auf die lineare Gleichung
3-x+5-y+2-z+4-w = 30.

Beide Bedingungen sollen simultan erfiillt sein, gesucht sind also die Tupel
(x,y, z,w), die beide linearen Gleichungen erfiillen.

BEISPIEL 31.5. Mustafa Miiller und Heinz Ngolo sind im Fanshop von Borus-
sia Dortmund. Mustafa zahlt fiir siecben Wimpel und fiinf Aufndher zusam-
men 46 Euro und Heinz zahlt fiir vier Wimpel und sechs Aufnaher zusammen
42 Euro. Wie viel kostet ein Wimpel und wie viel kostet ein Aufnéher? Dies
fithrt zu einem linearen Gleichungssystem mit zwei Variablen und zwei Glei-
chungen, die beiden Unbekannten sind die Preise fiir einen Wimpel (sagen
wir z) und einen Aufnéher (sagen wir y). Mustafas Rechnung fiithrt auf die
Bedingung

Tx + by = 46
und Heinz’ Rechnung fiihrt auf die Bedingung

dx + 6y = 42.

BEISPIEL 31.6. An einem Stand auf dem Weihnachtsmarkt gibt es drei ver-
schiedene Glithweintopfe. Alle drei beinhalten die Zutaten Zimt, Gewiirz-
nelken, Rotwein und Zucker, allerdings mit unterschiedlichen Anteilen. Die
Zusammensetzung der einzelnen Glithweine ist

1 2 3
2 2 1
G = 11 , G2 = 12 , Gs = 20
2 3 7

Jeder Glithwein wird also repréasentiert durch ein Vierertupel, deren einzelne
Eintrége fiir die Anteile an den Zutaten stehen. Die Menge aller (moglichen)
Glithweine bilden einen Vektorraum (diesen Begriff werden wir in einer der
néchsten Vorlesungen einfiihren), und die drei konkreten Glithweine sind drei
Vektoren in diesem Raum.
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Nehmen wir an, dass keiner dieser drei Glithweine genau den gewiinschten
Geschmack trifft und dass der Wunschglithwein die Zusammensetzung

hat. Gibt es eine Moglichkeit, den Wunschglithwein durch Zusammenschiitten
der vorgegebenen Glithweine zu erhalten? Gibt es also Zahlen® a,b,c € Q
derart, dass

1 2 3 1
2| ., ]2 1| (2
@l T2 T 20] T [ 20
9 3 7 5

gilt. Hinter dieser einen vektoriellen Gleichung liegen vier einzelne Gleichun-
gen in den , Variablen“ a,b,c, wobei die Gleichungen sich aus den Zeilen
ergeben. Wann gibt es eine solche Losung, wann keine, wann mehrere? Das
sind typische Fragen der linearen Algebra.

Wir kommen zur allgemeinen Definition eines linearen Gleichungssystems.

DEFINITION 31.7. Es sei K ein Korper und a;; € K fir 1 <7 < m und
1 < j < n. Dann nennt man

a11xry + a2 + - + ATy = 0
A91X1 + Q22T2 + *++ + AopTy =0
Am1 21 + AmaZ2 + - + Gy, = 0
ein (homogenes) lineares Gleichungssystem in den Variablen xq, ..., z,. Ein

Tupel (&,...,&,) € K™ heiit Losung des linearen Gleichungssystems, wenn
>y ai; = 0fiiralled = 1,...,m ist.

Wenn (ci, ..., cn) € K™ beliebig? ist, so heifit

a1, + a19T9 + -+ - + a1y, =
(9121 + Q999 + - - - + a9y, = (9
Q11 + AmaT2 + -+ ATy = Cpy

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem und ein Tupel
(C1y.eeyCn) € K

3Sinnvoll interpretierbar sind in diesem Beispiel nur positive Zahlen, da man schwerlich
aus einem Glithweingemisch die einzelnen verwendeten Glithweinsorten wieder herauszie-
hen kann. In der linearen Algebra spielt sich aber alles iiber einem Koérper ab, so dass wir
auch negative Zahlen zulassen.

4Ein solcher Vektor heifft manchmal ein Stérvektor des Systems.
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heifit Léosung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, wenn

n
E aijC = ¢
j=1

fiir alle 7 ist.

Die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems heifit die Lo-
sungsmenge. Im homogenen Fall spricht man auch vom Lésungsraum, da es
sich in der Tat, wie wir in Lemma 34.2 sehen werden, um einen Untervek-
torraum des K™ handelt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem besitzt immer die sogenannte tri-
viale Losung 0 = (0,...,0). Ein inhomogenes Gleichungssystem braucht
nicht unbedingt eine Losung zu haben. Beispielsweise ist das durch die bei-
den Gleichungen

3r =7
und
5r = 8

in der einen Variablen x gegebene System offenbar nicht l6sbar. Grundsétz-
lich kann auch eine Gleichung der Form

0=1

auftreten, wenn sdmtliche Koeffizienten der Gleichung 0 sind und die Stor-
komponente nicht 0 ist. In diesem Fall gibt es keine Losung.

Zu einem inhomogenen linearen Gleichungssystem heifit das homogene Sy-
stem, das entsteht, wenn man den Storvektor gleich 0 setzt, das zugehorige
homogene System. Dies mag auf den ersten Blick willkiirlich erscheinen, da
man ja das Gleichungssystem, das man losen mochte, einfach dndert. Der
Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems hat aber mehr Struktur
und hilft, die Losungsmenge des inhomogenen Systems zu verstehen, siche
insbesondere Lemma 34.5.

BEMERKUNG 31.8. Gelegentlich ist ein lineares Gleichungssystem nicht in
der Form gegeben, dass die Variablen nur auf einer Seite der Gleichungen
auftauchen, wie beispielsweise bei

3r—4+5y = 82+ Tx,
2—4x+ 2z = 2y + 3x + 6,
4z =3z +2x+3 = Sz — 11y + 22 — 8.

In diesem Fall muss man das System zuerst durch einfache Additionen und
Zusammenfassen der Koeffizienten in jeder einzelnen Gleichung in die Stan-
dardgestalt bringen.



Losungsverfahren fiir zwei Gleichungen in zwei Variablen

In der néchsten Vorlesung werden wir ein allgemeines Losungsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme kennenlernen, das Eliminationsverfahren. Fiir ei-
ne einzige Gleichung in beliebig vielen Variablen haben wir ein Losungs-
verfahren bereits in Lemma 31.3 gesehen. Die grundlegende Beobachtung
fiir jedes Losungsverfahren fiir ein lineares Gleichungssystem ist, dass wenn
(x1,...,2,) die beiden Gleichungen

axry+ -+ apxr, = C
und

b1$1—|—+bn$n =d
erfiillt, dass dieses Tupel dann auch die Gleichung

(ay +b1)xy + -+ (ap + bp)z, = c+d

erfiillt. Das bedeutet, dass man die Gleichungen umformen kann mit dem
Ziel, ein vereinfachtes System zu finden, aus dem man die Losungen direkt
ablesen kann.

Hier besprechen wir den Fall von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen.

BEISPIEL 31.9. Wir kniipfen an Beispiel 31.5 an, d.h. wir méchten das lineare
Gleichungssystem

Tr + 5y = 46
und

4o 4+ 6y = 42
16sen. Wir wollen geeignete Vielfache der beiden Gleichungen miteinander
addieren mit dem Ziel, dass in der Summe eine Variable herausfallt. Man
kann beispielsweise das Vierfache der ersten Gleichung mit dem —7-fachen
der zweiten Gleichung addieren. Diese Vielfachengleichungen sind

28x + 20y = 184
bzw.
—28¢ — 42y = —294.
Wenn man diese beiden Gleichungen addiert, so erhélt man
—22y = —110
und damit
y = 5.
Somit kennt man den Preis fiir einen Aufnéher. Diese Information kann man
mit einer der Ausgangsgleichungen weiter verarbeiten. Es ist
Tr+5-5 = 46
und somit
Tr = 46 — 25 = 21,
also
r = 3.
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VERFAHREN 31.10. Es sei ein lineares Gleichungssystem iiber dem Korper
K mit zwei Gleichungen in den zwei Variablen  und y gegeben, d.h. es soll

ar+by = e

und
cr+dy = f
mit vorgegebenen Zahlen a,b,c,d, e, f € K simultan gelost werden. Wenn

a=c=20

ist, so kommt die Variable x gar nicht explizit vor und es liegt somit im
Prinzip ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen in der einen Variablen y
vor. In diesem Extremfall hangt die Losbarkeit und die Losungen von b, d, e, f
ab, insbesondere davon, ob diese Zahlen gleich 0 oder nicht gleich 0 sind.
Betrachten wir also den Fall, wo a # 0 ist. Wenn man zur zweiten Gleichung
das —£-fache der ersten Gleichung hinzuaddiert (also das <-fache abzieht),
so ergibt sich die neue Gleichung

c:c—irdy—g(ax—l—by) = (d—gb)y = f—ge.

Eine Losung des Ausgangssystems muss auch eine Losung des neuen Glei-
chungssystems (und umgekehrt) sein, das aus der ersten Gleichung

ar +by = e
und der neuen Gleichung (mit neuen Buchstaben fiir die neuen Koeffizienten)
ry =S

besteht. In dieser zweiten Gleichung kommt nur y als Variable vor, entschei-
dend ist, ob r gleich oder nicht gleich 0 ist (da sich der neue Koeffizient
durch eine Rechnung ergibt, ist nicht von vornherein klar, welcher Fall ein-
treten wird). Bei  # 0 (dies ist der ,Normalfall“) ist

yo®

’

und mit der ersten Gleichung erhilt man die eindeutige Losung fiir z. Bei
r = 0und s # 0 gibt es keine Losung fiir y und somit auch keine Losung fiir
das Gesamtsystem. Bei 7 = 0 und s = 0 ist jedes y eine Losung der zweiten
Gleichung und jedes y fiihrt mit der ersten Gleichung zu einer Losung fiir
und damit zu einer Gesamtlosung.
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